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1- Introduction

Un algorithme est un processus de calcul permettant d'arriver A un résultat
final déterminé (définition du dictionnaire Petir Larousse). Des méthodes
algorithmiques nous permettraient donc peut-étre de résoudre des problémes via un
certain nombre de calculs.

Un probléme étant posé et une méthode pour le résoudre étant connue, il est
nécessaire de représenter ce probléme et cette méthode en utilisant des techniques
algorithmiques dans un formalisme manipulable par le calculateur pour que ce
dernier puisse fournir une réponse. 11 est évident que la personne qui réalisera ces
représentations doit connaitre parfaitement le probléme initial et la méthode retenue.

On peut faire quelques remarques concernant ce cheminement vers la réponse.
La compréhension du probleme et de la méthode, quand elle est proposée, est
propre a I'étre humain. Seule la pédagogie peut éventuellement apporter une aide.
Quand elle n'est pas proposée, la méthode doit étre découverte dans un tout premier
temps. Le passage  un algorithme s'effectue lentement (c'est la phase d'analyse du
probleéme) et on ne connait actuellement que peu de moyens pour s'assurer de la
validit€ de l'algorithme (l'algorithme imaginé traduit-il exactement la méthode ?).
La traduction de l'algorithme en un formalisme manipulable par la machine
(traduction des algorithmes dans un langage précis, puis en langage machine) peut
étre faite, quant 2 elle, de fagon relativement automatique. Certains contrdles sur la
cohérence de l'algorithme sont réalisés. Ce sont les phases d'analyse
lexicographique, syntaxique ou d'analyse des types, par exemple.

L'idéal serait d'étre sir (de pouvoir prouver) que le programme résultat
apportera bien la réponse attendue. On peut essayer de se rapprocher de cet idéal
utopique en raisonnant sur le programme obtenu. Supposant qu'un programme
représente correctement un probléme et une méthode de résolution particuliére, si un
fait est vrai relativement au probleme, la représentation de ce fait doit étre vraie
relativement au programme. .

Un moyen de formaliser un probléme est d'en écrire une spécification. On
peut distinguer deux types de spécifications.

Une spécification peut consister 2 construire un modéle du probléme, c'est 2
dire des domaines, des fonctions et en fin de compte des algorithmes ‘pour résoudre-
le probleéme.

Une spécification peut également consister 2 axiomatiser le probléme, c'est &
dire a donner des lois du domaine de calcul. Cette méthode n'est pas toujours
efficace pour dégager un algorithme, mais elle permet de raisonner sur le probléme.
Une telle approche peut parfois contenir un volet description de modéle, comme
c'est le cas dans le langage LPG, Langage de Programmation Générique, qui a été
utilisé dans le cadre de ce travail.
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Cette these essaie de poser une dalle sur le chemin qui se dirige vers l'idéal
utopique en tentant de prouver que des spécifications sont valides dans une certaine
mesure. C'est & dire qu'elles respectent bien certaines contraintes imposées par la
nature méme du probléme.

Une étude théorique a consisté a retrouver certaines conditions qui doivent
étre vérifiées pour qu'une spécification soit correcte. Cette étude a été poursuivie
par une implémentation utilisant le langage LPG dans lequel les spécifications sont
écrites et le systtme OASIS, Outil d'Aide 2 la Spécification Intercative et Structurée,
qui fournit, dans notre cadre, essentiecllement un outil de démonstration semi-
automatique.

I1 faut remarquer qu'une partie importante de cette thése a été consacrée a
I'étude des outils (LPG et OASIS) aussi bien du point de vue de leur utilisation que
du point de vue de leur fonctionnement interne. Cet effort se justifie du fait qu'il
fallait réunir les deux systeémes afin de les faire fonctionner et coopérer. Ce
document reflete cet effort dans la mesure ol on peut y trouver une description
assez détaillée de ces outils.

Dans un premier temps, on s'attachera a décrire le systtme OASIS et plus
particuliérement la partie concernant le démonstrateur de théoré¢mes. Un deuxiéme
chapitre décrira le langage LPG dans lequel seront écrites les spécifications que 1'on
tentera de valider sémantiquement. Une attention particuliére d'un point de vue
pédagogique a été portée sur la rédaction de ces deux chapitres.

On formalisera ensuite les relations structurant les spécifications écrites en
LPG. Cette formalisation permettra d'exhiber des conditions sémantiques qui
doivent €tre vérifiées pour que les spécifications soient correctes suivant la
sémantique du langage. Le processus qui consiste 3 vérifier ces conditions
sémantiques sera appel€ par la suite validation sémantique.

Le chapitre suivant concernera la description du logiciel issu de cette étude.
Une premiére partie de ce logiciel implémente une interface entre les deux systémes
LPG et OASIS. Elle permet, d'une part, d'échanger des informations (e.g. des
formules logiques) entre les deux systémes et, d'autre part, l'utilisation quasi
transparente sous l'environnement LPG du démonstrateur de OASIS. La deuxiéme
partie de ce logiciel implémente le processus pour retrouver les formules logiques 2
démontrer afin de pouvoir effectivement réaliser des validations sémantiques. On
formalise dans un premier temps cette notion de validation sémantique. On explique
ensuite la notion de théories structurées en comparant le systtme LPG avec un
systéme construit sur LCF (Logic for Computable Functions). On présente enfin le
logiciel lui-méme aussi bien d'un point de vue de son implémentation que d'un
point de vue de l'utilisateur. Cette partie se veut également pédagogique. On donne
enfin des exemples illustrant l'utilisation de ce logiciel.

L'utilisation de ce logiciel de validation sur différents exemples pratiques
nous a suggéré certaines automatisations pour conduire les preuves. Ces
automatisations sont 2 la base de la notion d'algebre de preuves dont nous
présentons une introduction dans le dernier chapitre de cet ouvrage. On décrit 2 cette
occasion différentes fonctionnalités que 1'on estime intéressantes et qui devraient

figurer dans un atelier de démonstration. Cette description est faite en utilisant le
formalisme de LPG.
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2- Définitions

ole l

Etant données des spécifications écrites en LPG, le but de ce travail est de
pouvoir montrer que certaines conditions intrinséques 2 ces spécifications sont
vérifiées. Autrement dit, il faut étre capable de raisonner sur les spécifications elles-
méme.

Un moyen d'atteindre ce but est de formaliser ces différentes notions telles
que les spécifications, les conditions sémantiques, etc... Certains outils
mathématiques permettent de réaliser ces formalisations.

Nous allons donc tout d'abord donner un certain nombre de définitions qui
seront employées tout au long de ce document. On présente dans un premier temps
les concepts de signature et de présentation qui permettent de formaliser la syntaxe
et la sémantique d'une spécification. On introduit alors les concepts de théories et de
morphismes de théories qui permettent de formaliser les relations existant entre
diverses spécifications et ainsi d'exhiber certaines conditions sémantiques. On
formalise alors ce qu'est le processus de réécriture qui nous permet de faire soit des
calculs, soit des démonstrations. On voit enfin comment on peut utiliser ces
différents concepts.

Afin d'obtenir plus de détails sur ces différents concepts ainsi que divers
exemples, on peut consulter divers ouvrages tels que [BG 771, [EFH 83], [EM 85],
[FGMO 87], [GB 84], [GH 78], [GHM 78], [Gut 77], [Klo 87], [Pad 84].

Une signature Y=(S,Q) est constituée de :
* S : un ensemble de symboles appelés sortes, ]
* Q : une famille d'ensembles de symboles appelés opérateurs indexés par

S*xS. Ces ensembles peuvent se diviser en K, ensembles de symboles indexés par
S (les constantes) et Qg eSS ensembles de symboles indexés par S+x8S.

Ty dénote I'ensemble des termes qui sont construits en utilisant les opérateurs
de X (T est encore appelé algebre des termes).

Ty (X) dénote I'ensemble des termes dans lesquels il peut y avoir des
variables (algebre libre sur un ensemble X de variables).

On note ‘V (t) I'ensemble des variables d'un terme t donné. Si "V ()=, on
dira que le terme t est fermé.

Une algébre A=(SA,Q4) relative 2 une signature 3=(S,Q), encore appelée -
algebre est constituée de deux familles :

* SA=(As)se s ol Ag sont des ensembles pour chaque se S,
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* Qa=(FA)aeQ ol
Fae A pour toute constante we K et
Fa: As1 X Asz X.o. X Asn — Ag pour tout opérateur we Qg oS

n’s°

Soient deux algebres A et B d'une méme signature X=(S,Q), un
homomorphisme f:A— B, encore appelé Y-homomorphisme, est une famille de
fonctions fg:Ags—Bg pour tout se S telles que

* pour chaque constante K:—5se Q et se S, on a fi(Ka) = Kp et
* pour chaque symbole d'opération w:sj, ..., sh—>s€ Q et pour tout
tie Asi avec i=1, ..., n, on a fg(wA(ty, ..., ty)) = coB(fsl(tl), cees fsn(tn)).

Un homomorphisme f:A—B est dit isomorphisme, ce que I'on note f:A =B,
si toutes les fonctions fs:As—Bs pour chaque se S sont bijectives.

Les algeébres A et B seront dites isomorphes, ce que 1'on note A= B, si il
existe un isomorphisme f:A=B ou g:B= A.

Une algébre I sera dite initiale dans une classe C de X-algébres si
eleCet
* pour chaque X-algebre AeC, il y a un unique Y-homomorphisme
f:I—A qui est appelé alors 'homomorphisme initial sur A.

Une présentation P=(2,E) est un couple oi X=(S,Q2) est une signature et E

est un ensemble d'équations e notées tj==t3 avec tjj-1,2€ Ty (X) et t étant de la
méme sorte que t).

Etant donnés un ensemble de variables X et une X-algébre A, on peut définir

une fonction f: X—A qui attribue un élément de A 2 une variable de X. Cette
fonction peut étre étendue 2 : ¥ : Ty (X)—>A.

Les modeles d'une présentation (S,Q,E) sont des algébres hétérogénes
A=(SA,Q4) telles que, Vee E, A satisfait e, ce que l'on note A |= e Plus
formellement, Ve : tj==t3 ol t1,tze Ty (X) et sont de méme sorte, 1'algebre A sera

un modele de la présentation (S,Q,E) si Vf : X—A, f#(t1)=f#(t2). La classe de ces
algebres est dénotée Algy .

On dira qu'une signature 2=(S,Q) est partielle si il existe des opérateurs
appartenant a {2 dont le profil utilise une ou plusieurs sortes n'apparaissant pas dans
S. On peut remarquer que, étant donné une signature, on peut extraire plusieurs
signatures partielles.

De méme que pour les signatures, on qualifiera une présentation f’:(Z,E) de
partielle si la signature X est partielle ou si il existe des équations de E qui utilisent
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des opérateurs ou des sortes non définis dans Y. A partir d'une présentation P, on
peut obtenir plusieurs présentations partielles.

Etant donnée une signature X=(S,Q2), on peut distinguer certains éléments
particuliers de S. On qualifiera ces éléments de sortes formelles de S. De méme, on
peut distinguer certains éléments particuliers de Q. On dira que ces éléments sont

des opérateurs formels de Q. On peut alors noter Y =(<Sf,S>,<Qf Q>) ol nous

avons STC S et QfC Q. On peut alors considérer SoSf ou QeQf pour ne parler que
des objets (sortes ou opérateurs) effectifs (i.e. non formels).

- - ° (] r.
Une théorie Th=(X,E°) est définie par une signature Y, et un ensemble

d'équations E° fermé par réflexivité, symétrie, transitivité et substitutivité de
l'égalité. Ainsi une présentation est a 1'origine d'une théorie, mais une théorie peut
étre présentée de différentes maniéres en choisissant des ensembles d'axiomes (E)
différents. Etant donné une présentation P=(3,E) la théorie présentée par P est

Thp=(Z,E’), on a ES E°. E est un ensemble d'axiomes, E° est l'ensemble des
théoremes. Il faut remarquer que l'ensemble E° est généralement infini.

Les interprétations que I'on peut donner a une théorie Th=(3,E°) sont des

algebres A=(S4,Q4) telles que toutes les équations ee E° de la théorie Th sont
vraies dans ces algebres.

Si on considére une théorie Th=(Z,E°) telle que toutes les équations de E°
sont vraies pour toutes les algébres A appartenant 2 une classe d'algebres, une telle
théorie est dite théorie équationnelle.

Le systéme logique qui permet d'engendrer E° A partir de E, dans le cas d'une
théorie équationnelle, est défini par les régles suivantes (le symbole |- représente le

symbole de l'inférence; t, ti, tp, ..., tj, ti€ Tx(X); on note également t[t'/x] pour
parler du terme t dans lequel la variable x est remplacée par le terme t') '

o e (Vee€E)

. Ft== réflexivité

o t1==to - to==t; symétrie

* t1==t3, t2==t3 |t1==t3 transitivité

* t1==tp Ft1[t3/x]==to[t3/x] substitutivité (xe X)

Ct==t], ., ==t et 0E Qg s s,

Foxty, ..., th)==aty, ..., ty) congruence (Vi=1, ...,
n, la sorte des termes t; et t; est s;)

Une théorie Th=(Z,E°) telle que toutes les équations de E° sont vraies dans
les algebres générées et en particulier dans l'algebre initiale est dite théorie
inductive. Le terme inductive vient du fait que la validité de certaines équations dans
cette théorie peut se prouver par induction structurelle. Il n'existe toutefois pas de
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systéme logique complet qui permette d'atteindre toutes les équations de ce type de
éorie.

Le principe de l'induction structurelle peut se formuler de la maniére suivante.

Soit p un prédicat défini pour tous les termes te Ty (X) relatifs A une signature

2=(5,Q), on peut donc dire Vte Ty (X), p(t) est soit vrai, soit faux. L'assertion

p(t) sera vraie pour tout te Ty (X) si les conditions suivantes sont vérifiées

» étape de base : p(t) est vraie pour toutes les constantes de la signature et
toutes les variables de X,

* pas d'induction : pour chaque terme w(ty, ..., tn)e Ts(X), si p(ty), ...,
p(tp) sont vraies, alors p((o(tl, cees tn)) est vraie.

Nous avons parl€ jusqu'a présent d'équations sous la forme d'une égalité
entre termes. On peut introduire le concept de choix, le si...alors...sinon, dans une
€équation. Informellement, ce concept permet de choisir une équation plut6t qu'une
autre. On peut voir deux maniéres d'introduire le si...alors...sinon.

On peut parler d'équations conditionnelles. Ce sont des cas particuliers de
l'implication logique. Nous noterons | ey, €2, ..., ey | € pour parler de 1A €2A ...A
en=>€ ol ¢ et ¢; sont des équations au sens traditionnel. Un modele A=(Sa,Q4)
satisfait une équation conditionnelle | e1, €3, ..., €y | € si et seulement si A |= e deés

que Vi=1, ..., n, A ¢. On peut citer certaines régles applicables pour les
équations conditionnelles :

ey, le1]e2 e (modus ponens)
c(e1le2) Flerjer (déduction sous hypothese)
Une autre fagon d'introduire ce concept est l'utilisation du terme conditionnel
si <bool> alors t1 sinon ty. Une équation aura alors la forme suivante_ t1==si b alors

t2 sinon t3. Elle signifie
* tj==si b alors t3 sinon t3

|- b==vrai | tj==tp, | b==faux | t;==t3 (régle du si)

Etant données deux signatures, 2=(S,Q) et X'=(S',Q'), un morphisme de
signature ®:3 -2 est constitué de deux fonctions ®=(Ps: S—S',Oq: Q-Q"
telles que, pour tout W:sj...sp—>s appartenant 3 Q avec n20, Pq(w):
Ds(s1)...Ps(sn)—>Ps(s) appartient 2 Q'. Etant donné un morphisme de signatures
@:3>—73, on peut construire les deux applications suivantes :

. b T3(X)>Tyx(X') qui traduit des termes de 1a signature Y, en des termes
de la signature Y,

* @:Algsy—Algs qui permet d'obtenir une Y-algebre A 2 partir d'une 3-
algebre A’ en oubliant les ensembles et les fonctions de A' qui n'ont pas d'image
inverse par @ dans A.
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Soit Th=(Z,E) une théorie, un morphisme de théorie ®:(3,E)—(>'E") est

un morphisme de signatures @y:X—3, tel que VA'e Algy g, Py (A")e Algs k.
Une autre fagon de donner cette définition est ((GB 84]) : Ve:tj==tyeE,
&Jz(tl)==<i>z(tz)e E' (&z(t1)==<f>z(t2) peut encore s'écrire Og(e)).

Etant donné un morphisme de théorie ®@:(3,E)—(X,E'), On dira que ® est
persistent si et seulement si VAe Algy g, A= ®(A") oi A' est librement engendrée
sur A dans Algy g'. On dira que @ est fortement persistent si A=D(A").

Soit @ : (Ss, Q5, Es) —(S¢, Q, Ey) morphisme de théorie entre une théorie
source et une théorie cible. La théorie cible peut étre décomposée en I'image de la

théorie source et le reste. C'est A dire Si=P5(S5)DS', Q=P (Q)DPQ' et

E=®g(Es)®E' ou @ est l'union disjointe sur les ensembles et P'=(S', Q', E') est
une présentation partielle.

-4- _ Réécriture et for rm

Etant donné un terme, une occurrence d'un sous-terme dans ce terme est une
suite d'entiers qui désigne le chemin allant de la racine du terme 2 la racine du sous-

terme considéré. Soit t un terme, on désigne par O(t) 'ensemble des occurrences de
tous ses sous-termes. On peut définir O(t) par les régles :
« e € O(t) o € désigne la séquence vide (t est sous-terme de lui-méme),

cue O(t) = iue O(w(ty, ..., tj, .., tg)) Vie 1, .., n, Vo opérateur
figurant dans le terme t.

On notera t/u, ue O(t), le sous-terme de t d'occurrence u. On a ainsi t/e=t,
o(t1, ...y tj, ..., tg)/i.u=tj/u. ’

Etant donnés deux termes t et t' et une occurence ue O(t), on notera tfu <t

le terme t dans lequel on remplace le sous-terme figurant 2 I'occurence u (t/u) parle
terme t'.

Une substitution est un ¥-endomorphisme de Ty (X). Autrement dit, une
substitution fait correspondre 2 un terme de Ty (X) un autre terme de Ts(X).

Un systéme de réécriture R est la donnée d'une signature ¥ et d'un ensemble
de regles de la forme g—d ol g et d sont des éléments de Ty (X) de méme sorte tels
que V(d)E 'V (g), X étant un ensemble de variables.

Une équation tj==t) avec tj i1 2€ Ty (X) et de méme sorte sera dite orientable
étant donné un ordre sur les termes » si on peut comparer t; et tp. Si on a ti»ty, on

pourra considérer tj—tp comme une régle de réécriture.
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Un terme t se réduit en t' 2 I'occurrence ue O(t) dans R si et seulement si 3 ¢
une substitution, 3 i tel que gi—die R et t/u=0(gj) on a alors t'=tfueo(d;)]. On
écrira t—t'.

Une relation de réduction —® est une relation binaire associée a un systéme
de réécriture R.. C'est la plus fine relation contenant tous les couples (g, d) ol
g—>de R et fermée par substitution et remplacement. Clest 2 dire Vty, ta,

t3€ Ty(X), t1—Rt2 = VO une substitution, o(t])—>% o(t2) et
t1—-Rt2 = t3[u —t1]-oRt3[uety].
La fermeture transitive de la relation —4 est notée X,

Un terme t est sous forme normale si et seulement si il ne peut plus étre

réduit. Si t; i)tz et t2 est sous forme normale, on dit que t3 est une forme normale
de t;.

Un systéme de réécriture est dit nethérien (ou 2 terminaison finie) si et
seulement si il n'existe aucun terme t duquel part une chaine de réduction infinie.

Un systtme de réécriture est dit confluent si et seulement si Vtg, to,
t3e T(X), t1tg et t1-5t3 = Ita, th-Sty et -5ty

Un systeme de réécriture est dit canonique si et seulement si il est ncethérien et
confluent.

Si R est un systéme de réécriture canonique, alors tout terme t a une et une
seule forme normale que I'on note td.

-5- ilisation n

Ces définitions étant données, on peut voir trés rapidement deux exemples
d'utilisation de ces concepts. Dans toute la suite de ce document, un usage plus ou
moins intensif de ces définitions sera fait.

Dans le premier exemple, on considére le moyen de réaliser des calculs en
utilisant un systtme de réécriture. Dans le cas od on considére un type abstrait
comme un modele et si on veut donc réaliser des calculs, on s'intéresse alors 2
l'algebre des termes. La réécriture peut étre vue comme un moyen de calculer des

valeurs. Une régle de réécriture g—d se lit alors de la maniére suivante : la valeur

du terme g (le membre gauche de la régle) est donnée par le terme d (le membre
droit de cette méme régle).

Le deuxi®éme exemple présente un systéme de réécriture comme un moyen
utilisé pour réaliser des démonstrations. Si on s'intéresse donc aux démonstrations,
on essaie alors de faire des preuves dans des théories et on s'intéresse pour cela 2
l'algebre initiale. Un systéme de réécriture canonique est alors un moyen efficace de
prouver des égalités. Il peut arriver que 1'on ne puisse pas orienter une équation. I1
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faut alors utiliser les régles d'inférence de I'égalité (utilisation de la permutation) en
sachant toutefois que cela peut poser divers problémes notamment de terminaison.

Dans la suite de cet ouvrage, on s'attachera plus particuliérement 2 la notion
de démonstration. Regardons, pour cela, quelles sont les techniques de
démonstration que 1'on pourra utiliser.

] 2z .

Deux manigres différentes de réaliser des preuves sont actuellement connues
en informatique.

La premiére forme la classe des démonstrateurs automatiques de théorémes.
Une stratégie générale de preuve est programmée et l'utilisateur n'intervient
qu'initialement en donnant les axiomes et la formule prouver, puis éventuellement
en indiquant comment le syst¢me doit effectuer ses recherches. De temps a autres,
pendant la réalisation de la preuve, il peut étre amené 2 débloquer le systéme. La
stratégie généralement utilisée dans cette méthode est qualifiée de dirigée par le but
(on peut, par exemple, ajouter la négation du but 2 'ensemble des axiomes et tenter
de trouver une incohérence). Le syst¢éme LCF [GMW 79], [Pau 83c], [Sok 83], par
exemple utilise ce type de technique de démonstration.

La deuxieéme méthode consiste & conduire la démonstration étape par étape
(méthode utilisée dans le systtme OASIS). A chaque étape correspond une régle
d'inférence qui peut étre plus ou moins compliquée. La preuve est alors qualifiée de
preuve conduite en avant, dans 1a mesure oll on part des axiomes et on essaie de
déduire le théoréme par application des régles d'inférence. Dans le méme esprit, on
peut imaginer une preuve conduite en arriére. On part du but que l'on veut
démontrer et on le décompose en sous-buts par application inverse des régles
d'inférence. On répete ce processus jusqu'a I'obtention d'égalités figurant parmi les
axiomes ou étant des théorémes déja démontrés. OASIS ([Paul 85], [Ren 85])
utilise cette méthode de preuve conduite en arriére. 11 décompose, en effet, un but
en sous-buts par application des schémas d'induction (les régles d'inférence
fournies par l'utilisateur), ou bien transforme une formule en une autre par
substitution d'égaux par des égaux (utilisation de la réécriture). La preuve est
considérée comme réussie dés que tous les sous-buts sont réduits 2 une constante

VRAI (symbolisant le fait qu'un axiome ou un théoréme déja démontré a été
obtenu).
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3- OASIS

- I

Etant donnée une spécification, une partiec de cette thése a eu pour but
d'exhiber certaines conditions sémantiques qui doivent étre vérifiées. Ces
conditions étant vérifiées, on pourra dire que la spécification est valide
sémantiquement.

Ces conditions sémantiques revétent I'aspect de théorémes appartenant 2 la
théorie associée a la spécification. Autrement dit, partant d'une spécification, on
construit un ensemble de formules logiques et on veut ensuite montrer que ces
formules sont en fait des théorémes dans la théorie associée 2 la spécification. On
peut essayer, pour ce faire, de montrer que chaque formule est une conséquence
logique de la spécification.

Ce travail de formalisation a débouché sur une implémentation. Considérant
un langage de spécification particulier, on a donc un ensemble d'axiomes donnés
par la présentation et un ensemble de formules logiques calculé suivant certaines
régles comme nous le verront ultérieurement. La tiche qui consiste alors a prouver
que ces formules logiques sont des théorémes peut se faire manuellement (c'est 2
dire en utilisant simplement du papier et un crayon) mais peut également étre plus
ou moins automatisée en utilisant un démonstrateur de théorémes ou un outil d'aide
a la démonstration automatique. Cette deuxiéme solution a bien siir été choisie pour
l'implémentation et 1'outil employé pour faire ces démonstrations a é&té le
démonstrateur qui est incorporé au systéme OASIS.

Le but de ce chapitre est donc de présenter le langage et le systéme OASIS
dont le démonstrateur de théorémes a été utilisé dans le cadre de la réalisation
pratique. ’

Un effort particulier a été attaché 2 la conception et 2 la rédaction de ce
chapitre de fagon 2 le rendre aussi pédagogique que possible. I1 peut de ce fait étre
vu comme un manuel d'utilisation du systéme OASIS. On peut également trouver
une autre présentation de ce systéme dans [Paul 85].

3.2- L'atelier QASIS

OASIS est I'acronyme de "Outil d'Aide 2 la Spécification Interactive et
Structurée”. C'est avant tout un langage de spécification de logiciels développé au
CNET (Centre National d'Etudes des Télécommunications) en 1983, résultat d'une
étude démarrée en 1979 sur les spécifications formelles. 11 a été écrit en PROLOG et
fonctionne sous le systéme Multics, sous le systéme UNIX des machines SM90 et
SUNS et sous le systéme VMS des machines VAX.

OASIS permet de décrire des types abstraits 3 1'aide de spécifications
algébriques. On peut aussi réaliser des contrdles sur ces spécifications et en faire
des représentations.
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Une spécification est dite algébrique dans le sens ol elle utilise un formalisme
algébrique, c'est & dire basé sur les notions de signature et d'équation.

Une spécification, comme son nom l'indique, décrit les lois que doit satisfaire
un certain objet. Un objet peut étre un booléen, une structure de donnée telle qu'une
pile, un arbre ou encore tout autre chose, une personne, un véhicule, etc...
Spécifier un type abstrait revient a décrire le profil des opérateurs mis en jeu ainsi
que leur sémantique. On ne s'intéresse en aucun cas 2 une réalisation particuliére de
ce type abstrait.

Une représentation de type abstrait, par contre, s'attache aux choix de
réalisation. Ces choix portent d'une part sur les structures de données manipulées,
mais également sur les algorithmes employés.

Typiquement, la notion de spécification peut correspondre 2 la notion
d'interface d'une procédure ADA! et la notion de représentation 2 celle de body
d'une procédure ADA.

I1 est bien évident qu'a une spécification peut correspondre toute une série de
représentations. 11 suffit de choisir des structures de données différentes ou d'écrire
les programmes sous diverses formes. Le point 2 retenir est que la sémantique des
opérateurs est décrite au niveau de la spécification et que le comportement de toute
représentation de ces opérateurs doit obéir A cette sémantique.

On peut voir OASIS comme un atelier logiciel dans lequel on dispose d'outils
permettant de travailler sur les spécifications et leurs représentations. Les
spécifications et les représentations sont les deux sortes d'objets qu'OASIS peut
manipuler. Les spécifications se verront également appeler types. On nommera,
pour la suite, objet OASIS une spécification (ou un type) ou une représentation sans
distinction. ‘

Un objet OASIS est originellement un texte compréhensible par 1'étre humain,
une suite de caractéres ou symboles lisibles. Pour étre manipulé par la machine et
plus précisément par l'interpréteur PROLOG qui est 2 la base du fonctionnement
interne de OASIS, cet objet doit étre transformé, compilé. On parle alors de forme
externe ou de forme interne de I'objet selon que 1'on désigne le texte originel ou le
résultat de sa compilation. Afin de pouvoir étre utilisées ultéricurement, les formes
externes et internes des objets OASIS peuvent étre stockées sur des fichiers. La
forme externe des objets OASIS, utilisable par 1'étre humain, n'apparaitra que dans
les fichiers ou a I'écran de visualisation du calculateur. La forme interne, quant 2
elle, figurera dans la mémoire de travail (ce qui est directement utilisable par
I'interpréteur PROLOG) ou sur fichier.

Nous allons maintenant décrire d'une maniére générale les différentes
fonctionnalités que 1'on peut trouver dans 1'atelier OASIS. Chaque description sera
accompagnée du nom abrégé de la commande correspondante ce qui permettra de
comprendre plus aisément la figure récapitulative des fonctionnalités du systéme.

1Toutefois, seule la syntaxe figure dans l'interface d'une procédure ADA. La sémantique
peut apparaitre sous forme de commentaire et, en tout cas est donnée par le corps méme de la
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L'atelier dispose d'outils permettant la construction des formes internes(C T,
C_R), la compilation du contenu des fichiers contenant les formes externes (C T,
C_R)L. D'autres outils concernent la sauvegarde de la forme interne (S_T,S_R),
telle quelle ou aprés décompilation (S_V_T, S_V_R), ce qui revient a sauvegarder
la forme externe.

Bien évidemment, on trouve des outils permettant d'observer les objets dont
on dispose, qu'ils soient sur fichier (BIBLIO) ou en mémoire de travail (VISU).
Avec les outils de visualisation, on peut souhaiter disposer d'outils de modifications
des objets. Ceci peut étre réaliser de deux maniéres, soit en appelant un éditeur de
texte (MO, EMACS, QX) qui édite le fichier contenant une forme externe, soit en
allant modifier directement la forme interne se trouvant dans la mémoire de travail
(SU, AJ, RE). Dans ce cas, la forme interne n'est pas elle-méme manipulée au
niveau utilisateur. On dit simplement que l'on veut supprimer, ajouter ou remplacer
telle partie de tel objet. L'utilisateur écrit donc les modifications sous forme externe
et ces derniéres sont prises en compte par le systéme.

Les objets pouvant étre manipulés, il faut maintenant vérifier qu'ils sont
correctement écrits. La compilation de la forme externe constituait une premiére
étape de vérification. Un autre outil permet de compléter le contrdle syntaxique des
objets OASIS (C). Sémantiquement, d'autres outils permettent de réaliser certaines
vérifications soit en évaluant par réécriture des expressions (EVAL, EVAL REP,
TEST, TEST_REP), soit en essayant de démontrer des théorémes 2 l'aide d'un
démonstrateur, autre outil de l'atelier (PROUVER, PROUVER_REP).

En effet, les types abstraits, en OASIS, sont spécifiés algébriquement. Le
comportement (la sémantique) des opérateurs est donc décrit par des équations
quantifiées universellement, c'est A dire valables pour toutes les valeurs des
variables qui y figurent. On peut donc écrire des expressions 2 partir des opérateurs
et les €valuer en considérant les équations définissant la sémantique des opérateurs
utilisés comme des régles de réécriture qui seraient orientées du membre gauche de
I'équation vers son membre droit.

Cette notion de systtme de réécriture peut introduire la nécessité d'autres
outils d'analyse ou de vérification. OASIS dispose ainsi d'un algorithme (K- B)
permettant de compléter un systéme de réécriture (en supposant qu'il soit a
terminaison finie), bien connu sous le nom d'algorithme de Knuth-Bendix.

Enfin, l'atelier dispose d'une documentation en ligne. qui se présente sous la
forme de différentes commandes dont le nom évoque le type d'aide attendu :
HELP _PREUVE, HELP K B, etc...

La figure suivante résume les différentes fonctionnalités de OASIS.

C'est la forme interne qui est essentiellement manipulée par la machine. La
forme externe n'apparait sur ce schéma que pour expliquer le fonctionnement des
commandes de sauvegardes sur fichier de la forme interne (S_V_TetS V_R), sous
forme externe.

IBien qu'elles aient le méme nom que les commandes de construction de la forme interne,
ces deux commandes sont différentes. En fait, on peut les différencier par leur nombre d'argument.
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Ce schéma met en évidence le terminal (qui représente l'interface avec
l'utilisateur), 1a forme interne et les fichiers. On peut retrouver les fonctions décrites
précédemment. Elles sont divisées en six catégories :

* les fonctions de compilation et de manipulation de fichiers,
» les fonctions de visualisation des objets,

* les fonctions de documentation en ligne,

» celles de modifications des objets,

» celles de contréle sur les objets et enfin

* celles de validation sémantique des objets.

A chaque fonction, on associe une fleéche dont l'origine ainsi que son domaine
d'arrivée peuvent étre multiples (ex : BIBLIO, MO). Sur chaque fleche figure le
nom de la fonction sous forme abrégée. Les fonctions de documentation sont
regroupées sous le terme DOC et énumérées au bas du schéma.

F.I. désigne la forme interne et F.E. la forme externe. .SE et .RE se
rapportent aux fichiers contenant les formes externes respectivement des
spécifications et des représentations. .SO et .RO symbolisent les fichiers contenant
les formes internes respectivement des spécifications et des représentations. L'icone

B~ schématise le terminal A partir duquel 1'utilisateur travaille (visualisation,
construction, modification, etc...).
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M DOC est mis pour les commandes ci-dessous : > Signale, pour mémoire, que I'opération passe par une forme externe
LISTE ABBREV ~ HELP TEST & Fonctions de pilation et de ipulation de fichi

MENU HELP_PREUVE ~———~48" Fonctions e visualisation des objets
MENUTYPE  HELP COMMANDE PREUVE o8, Fonctions de documentation en ligne

MENU _REP HELP_REECRITURE b ;
MENU'MODIF  HELP INDUCTION $o- de modifications des objets
HELP K B \ Fonctions de contrdle sur les objets
HELF_FICHIERS Fonctions e validation sémantique des objets
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Dans cette partie, nous présentons en quelque pages une synthése des
différentes commandes utilisables dans I'atelier OASIS. Sa raison d'étre est qu'il
est difficile de retrouver par ailleurs les informations qu'elle contient.

On donne ici la liste des fonctions générales de l'atelier qui permettent de
manipuler les objets OASIS. Cette liste se trouve étre divisée en six groupes
conformément 2 la différenciation effectuée ci-dessus. On trouve le nom de la
commande suivi des arguments éventuels. Une abréviation de la commande, si elle
existe, est mentionnée entre parenthése. :

3.3.1.2-  Compilation et manipulation de fichiers
COMPILER_REP <nom> (C_R) : compilation d'une représentation.
COMPILER_TYPE <nom> (C_T) : compilation d'un type.
CONSTRUIRE_REP (C_R) : construction interactive d'une représentation.
CONSTRUIRE_TYPE (C_T) : construction interactive d'un type.

SAUVER_REP <nom> (S_R): sauvegarde de la forme interne d'une
représentation.

SAUVER_TYPE <nom> (S_T) : sauvegarde de la forme interne d'un type.

SAUVER_VISU_REP <nom> (S_V_R) : sauvegarde de la forme externe
d'une représentation.

SAUVER_VISU_TYPE <nom> (S_V_T) : sauvegarde de la forme externe
d'un type.

3.3.1.3-  Visualisation des objets
BIBLIO : visualisation de la bibliotheque.

VISU <nom> [<rub> [<entier;> [<entier2>]]] (VI) : visualisation de I'objet
<nom>. On peut demander 2 ne voir que la rubrique <rub>, soit 2 partie de
<entier;> jusqu'a la fin de la rubrique, soit de <entier;> A <entiery> si cette derniére
valeur est mentionnée.

3.3.1.4- Maodifications des objets

AJOUTER <nom> <rub> (AJ) : ajoute des définitions dans la rubrique
<rub> de l'objet <nom>.

EMACS : appelle un éditeur pleine page du systéme.

MODIFIER (MO) : modifie 1'objet courant. Cette commande se termine par
une recompilation automatique de 1'objet courant.
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OX : appelle un éditeur ligne du systéme.

REMPLACER <nom> <rub> [<entier;> [<entiery>]] (RE) : cette commande
est équivalente a la séquence de commandes SUPPRIMER; AJOUTER. Elle
remplace dans la définition <nom> la rubrique <rub>. Eventuellement, on peut ne
remplacer que la définition <entier;> ou bien les définitions comprises entre
<entier;> et <entiery>.

SUPPRIMER <nom> <rub> [<entier;> [<entiers>]] (SU) : supprime dans
l'objet <nom> la rubrique <rub>. Il est possible, dans cette rubrique, de ne
supprimer que la définition numéro <entier;> ou bien les définitions comprises
entre <entier;> et <entiery>.

3.3.1.5-  Controles sur les objets

CONTROLE <nomj> <nomy> (C) : réalise un contrdle syntaxique de la
représentation <nom;> du type <nomy>.

CONTROLE <nom> (C) : réalise un contrdle syntaxique du type <noms>.

KNUTH_BENDIX <nom> (K_B) : active l'algorithme de complétion sur la
spécification <nom>.

3.3.1.6-  Validation sémantique des objets

EVAL <nom> : réalise des évaluations interactives relatives au type <nom>.
Cette commande place, en fait, l'utilisateur sous le contrdle d'un petit interpréteur.

EVAL_REP <nomj> <nomp> : lance une session d'évaluation relative 2 la
représentation <nom;> du type <nomy>.

PROUVER <nom> <entier> : initialise une session de preuve relative au type
abstrait <nom>. Le théoréme A démontrer sera le théoréme numéro <entiers.

PROUVER_REP <nom;> <nomp> <entier> : initialise une session de
preuve relative au théoréme numéro <entier> de la représentation <nomj> du type
<nomy>.

TEST <nom> [<entier;> [<entiery>]] : réalise 1'évaluation des expressions
figurant dans la rubrique test du type <nom>. On peut ne demander I'évaluation que
de l'expression numéro <entier;>, ou bien des expressions comprises entre
<entier;> et <entiery>.

TEST _REP <nom;> <nomjy> [<entier;> [<entiery>]] : évalue les tests
figurant dans la rubrique resz de la représentation <nom;> du type <nomy>. De
méme que pour la commande TEST, il est possible de n'évaluer que de l'expression
numéro <entier;>, ou bien les expressions comprises entre <entier;> et <entierpy>.

3.3.1.7-  Documentation en ligne

HELP_COMMANDE_PREUVE : détails concernant les commandes de
preuves.

HELP_FICHIERS : indication sur la gestion des fichiers en OASIS.
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HELP_INDUCTION ' utilisation des schémas d'induction.
HELP_K_B ' utilisation de l'algorithme de complétion.
HELP_PREUVE : indications sur les fonctions de preuve.

HELP REECRITURE : détails concernant la réécriture.
HELP_TEST : indications sur les fonctions de test.
LISTE_ABBREYV : donne la liste des abréviations des commandes.
MENU : donne certaines possibilités de OASIS.

MENU_MODIF : liste des fonctions de visualisation et d'édition des objets
OASIS.

MENU_REP : liste des fonctions sur les représentations.
MENU_TYPE : liste des fonctions sur les types abstraits.
3.3.1.8- Divers

-OASIS : commande inverse de la précédente (PROLOG) pour passer du
contréle de l'interpréteur PROLOG a celui du systeéme OASIS.

CALCUL : permet de visualiser les étapes de réécritures réalisées lors du
dernier calcul.

DETAILS_OFF : les réécritures se réalisent sans visualisation des étapes
intermédiaires.

DETAILS_ON : les différentes étapes de réécriture seront montrées 2
l'utilisateur.

PERMUT_OFF : interdit l'utilisation des régles de réécriture permutatives.

PERMUT_ON : signale au démonstrateur qu'il peut utiliser les régles de
réécritures permutatives (les régles non orientées).

~_PROLOG : cette commande permet de passer le contrdle 2 l'interpréteur
PROLOG.

SAUVER_SESSION, SUSPENDRE : sauvegarde 1'état courant de la
session afin de la continuer ultérieurement.

2- onctions du démonstratey

3.3.2.1-  Généralités

Les fonctions présentent dans ce paragraphe concernent plus particuliérement
l'outil de démonstration automatique.

OASIS 20



...Application @ un Langage de Programmation Générique

3.3.2.2-  Construction de I'arborescence

CAS_AUTOMATIQUE <pos> : décomposition automatique, en fonction de
sa structure du nceud <pos>.

CAS_MANUEL <pos>: décomposition du nceud <pos> réalisée par
I'utilisateur.

INDUCTION <pos> : déclenche le principe de I'induction sur le nceud
<pos>.

REDUCAS <pos> : applique la technique de réécriture 2 tous les nceuds fils
du nceud <pos>.

REDUCTION <pos> : applique la technique de réécriture au nceud <pos>.
3.3.2.3-  Suppression dans I'arborescence

ELAGUER <pos> : au cours d'une session de preuve, permet d'effacer toute
la sous-arborescence se situant sous le nceud <pos>. En particulier, cette
commande, appliquée 2 la racine, permet de redémarrer la session de preuve
courante.

3.3.2.4- Visualisation et déplacement dans I'arborescence

CAS_COURANT : visualisation de la valeur du nceud que I'on est en train
de traiter.

CAS_RESTANT : liste de toutes les feuilles dont la valeur de la partie
théoréme est différente de la constante booléenne VRAL Ce sont les cas qui ne sont
pas encore démontrés. Lorsque la liste des cas restants est vide, le syst®me annonce
a l'utilisateur que le théoréme initial est démontré sous réserve de la pertinence des
cas déclarés triviaux ou impossibles.

CAS_SUPPOSE : donne la liste des cas qui ont été déclarés trivial ou

impossible par l'utilisateur.

DOWN <pos> : permet de descendre dans 1'arborescence sur le nceud-fils
<pos>.

UP : remonte dans 'arborescence sur le nceud pere.

VISU_ARBRE <pos>: visualisation de I'arborescence ou de la sous-
arborescence dont <pos> est la racine.

VISU_FEUILLE : visualisation de la totalité des feuilles de I'arborescences.

VISU_NEUD <pos> : visualisation de la valeur contenue dans le nceud
<pos>.

3.3.2.5- Divers

BANALISER <pos> : commande inverse de la commande nommer, retire
I'étiquette repérant le nceud <pos>.
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ENREGISTRER_THEOREME <nom> <entier> : crée un lemme utilisable
par le démonstrateur. Le syst¢me prend le théoréme numéro <entier> de 1'objet
<nom> et le place en tant que régle de réécriture en lui affectant une priorité plus
élevée que celle des regles traditionnelles.

IMPOSSIBLE <pos>: déclare le nceud <pos> comme étant un cas
impossible. Le systéme va considérer que la démonstration relative au nceud <pos>
est terminée.

NOMMER <pos>: permet de repérer le nceud particulier <pos> de
I'arborescence en lui collant I'étiquette.

TRIVIAL <pos> : déclare le nceud <pos> comme étant un cas trivial. De
méme que pour la commande impossible, le systéme considérera comme terminée la
démonstration du nceud <pos>.

3.4- Environnement

La description de l'environnement concerne les fichiers manipulés par le
systéme et certaines caractéristiques du fonctionnement interne de OASIS comme la
suspension d'une session de travail, le traitement des équations permutatives, etc...

Lorsque OASIS fonctionne, un prompt oasis : est affiché au terminal
indiquant a l'utilisateur que les différents outils de 'atelier sont disponibles.
L'activation d'un outil se fait par l'intermédiaire d'une commande écrite au terminal
a l'aide, en général, des caractéres majuscules de 1'alphabet et est terminée par un
point. Une commande peut donc s'écrire sur plusieurs lignes. Certains outils
nécessitent un dialogue avec l'utilisateur qui se manifeste par des questions qui lui
sont posées. Quand I'outil pose une telle question, un autre prompt est affiché au
terminal >. La réponse est également écrite 2 l'aide des caractéres majuscules de
l'alphabet et doit aussi étre terminée par un point.

L'atelier de spécification OASIS offre un environnement de travail bien précis
dont les principales fonctionnalités ont été indiquées ci-dessus. Comme il est écrit
en PROLOG, les commandes OASIS ne sont rien d'autre que des demandes de
résolution de buts PROLOG. On peut donc considérer OASIS comme un niveau
ajouté a l'interpréteur PROLOG. Exploitant cette caractéristique, il est possible de
passer de I'environnement de OASIS a celui de PROLOG et réciproquement. Dans
ce nouvel environnement, le prompt devient ?. C'est en fait le prompt de
l'interpréteur PROLOG. Cet environnement PROLOG peut étre intéressant pour
utiliser PROLOG en tant que tel, ou bien pour examiner de plus prés ce qui se passe
quant a l'utilisation de OASIS (consultation de fichiers, examen de la forme interne,
etc). Le passage de OASIS 2 PROLOG se fait par la commande PROLOG. Le
passage de PROLOG a OASIS se fait en résolvant le but -OASIS.

Comme cela a été mentionné précédemment, divers fichiers sont utilisés par
cet atelier afin de stocker certaines informations. Ils peuvent étre répartis en trois
catégories, les fichiers concernant les spécifications, ceux relatifs aux
représentations de spécifications et enfin un fichier contenant un systéme de
réécriture issu de I'outil de complétion (algorithme de Knuth-Bendix), ce dernier
fichier pouvant étre considéré a part. D'une maniére générale, un fichier est relatif 2
un objet OASIS et son nom est ainsi dérivé du nom de 1'objet. Etant donné un objet
de nom object_name, les fichiers qui pourront lui étre associés auront un nom de la
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forme object_name.suffixe. suffixe sera égal 3 KB pour un fichier contenant le
systéme de réécriture complété. Pour les deux autres catégories de fichiers, suffixe
sera une chaine de deux ou trois caractéres. Le premier de ces caractéres sera S pour
les fichiers relatifs aux spécifications et R pour ceux spécifiques aux
représentations. Le dernier caractére sera E pour indiquer que le contenu est une
forme externe de l'objet et O pour une forme interne. Eventuellement, on pourra
trouver un troisi®éme caractére entre les deux ci-dessus mentionnés. Ce sera S pour
indiquer que le fichier contient les profils des opérateurs utilisés (la syntaxe), ou P
repérera les fichiers contenant les régles de réécritures associées 2 ces opérateurs.

Etant donné, par exemple, une spécification de nom spec_name, nous
pourront avoir les fichiers suivants :

* spec_name.SE : contient la forme externe de la spécification,

* spec_name.SO : contient le forme interne de 1a spécification,

* spec_name.RSO : contient 'ensemble des profils des opérateurs de
la spécification, cet ensemble est obtenu par fermeture transitive des importations
des spécifications,

* spec_name.RPO : contient l'ensemble, également obtenu par
fermeture transitive des importations, des régles de réécriture associées aux
opérateurs de la spécification,

* spec_name.KB : contient le systtme de réécriture obtenu par
utilisation de 'outil de complétion sur la spécification.

Si on a une représentation de nom rep_name, nous pourrons fabriquer les

fichiers :

« rep_name.RE : contient la forme externe de la représentation,

* rep_name.RO : contient la forme interne de la représentation,

* rep_name.RSO : contient I'ensemble obtenu par fermeture transitive
des importations des profils des opérateurs de la représentation,

e rep_name.RPO : contient l'ensemble, également obtenu par
fermeture transitive des importations, des régles de réécriture associées aux
opérateurs de la représentation.

I1 est possible d'avoir une idée quant a 1'aspect du contenu de ces fichiers en
consultant 'annexe 1. '

D'autres fichiers peuvent étre créés pour des besoins temporaires. Nous ne
les mentionnerons pas ici.

Au cours d'une session OASIS, il peut étre intéressant de récupérer une trace
€crite du travail réalis€. Deux commandes OASIS sont prévues 2 cet effet.
SAUVER_SESSION permet de débuter la sauvegarde de la session en cours sur
fichier. SUSPENDRE arréte la sauvegarde de la session. Le fichier contenant le
résultat de la sauvegarde n'est pas utilisable tel quel, mais doit étre manipulé par des
commandes particulieres du systtme d'exploitation (fichiers audir du systéme
Multics, par exemple).

D'autres commandes OASIS permettent de modifier 1'état de fonctionnement
de l'atelier en ce qui concerne essentiellement la réécriture.

Ayant réalisé une évaluation quelconque par réécriture (évaluation de test,
preuve, etc...), il est possible, par la commande CALCUL , de visualiser la liste
des différentes réécritures qui ont permis d'aboutir au dernier résultat. On peut
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également activer (commande DETAILS ON) ou désactiver (commande
DETAILS OFF) une option permettant d'obtenir une trace des réécritures réalisées
au cours d'un calcul.

Nous avons vu que la sémantique des opérateurs dans le cas des
spécifications algébriques est donnée par des équations. Ces équations peuvent étre
de deux sortes, orientables ou non orientables. Lorsqu'un opérateur est défini 3
l'aide d'équations orientables, le systéme de réécriture est capable de prendre les
équations de la définition et de les utiliser comme des régles de réécriture.

Quand ces équations ne sont pas orientables, il est nécessaire de les manipuler
avec précaution, notamment, de faire attention au sens dans lequel la réécriture se
fera. Pour cette raison, les équations non orientables, encore appelées permutatives,
présentes dans les spécifications OASIS ne sont pas exploitables par le systéme de
réécriture. Il faut que l'utilisateur signale explicitement ce fait au systéme par la
commande PERMUT_ON. Ce dernier prendra en compte les équations
permutatives présentes dans les définitions en les utilisant d'une maniére bien
précise afin d'éviter au maximum tout probléme.

Face aux problémes théoriques posés par la prise en compte des équations
non orientables, il n'y a pas de solutions générales. Pratiquement, dans OASIS ce
traitement se décompose en six étapes :

* utilisation avec une priorité minimale de ces régles,

* une telle équation sera utilisée indifféremment dans les deux sens,

» apres une utilisation de ce genre d'équation, on essaie de reprendre la
réécriture avec celles qui sont orientables,

* tant qu'on ne peut pas simplifier I'expression courante, on les utilise
en mémorisant les différentes étapes, afin d'éviter certaines boucles dans le
traitement,

*dés qu'on peut simplifier 1'expression courante 2 1'aide d'une
équation orientable, on supprime les mémorisations effectuées et le processus de
réécriture reprend a la premiere étape de ce traitement,

* le processus de réécriture s'arrétera automatiquement dés qu'il n'est
plus possible une régle permutative sans aboutir 2 une expression déja obtenue.

Il est 3 remarquer que ce traitement particulier n'empéche nullement
l'apparition de problemes qui se manifestent généralement par des débordements de
tables internes a l'interpréteur PROLOG du fait de l'exploration aveugle des
différentes possibilités.

11 est possible, inversement, de demander au systéme de ne plus considérer
les équations permutatives en utilisant la commande PERMUT OFF.

Une troisieme commande, MODIF _PERMUT, concernant 1'utilisation des
équations permutatives existe. Elle permet d'autoriser ou non l'utilisation du
backtracking de PROLOG, d'indiquer que I'on veut lancer I'exploration en partant
du sommet de I'expression ou, au contraire, en partant de l'intérieur de 1'expression
et, enfin, de demander ou d'annuler la mémorisation des termes irréductibles. A
tout instant, 1'état relatif & ces trois caractéristiques peut étre consulté par la
commande ETAT PERMUT.

L'utilisation du backtracking de PROLOG, dans ce contexte, concerne
I'exploitation des régles du type
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A ==si B alors C.

On réduit B, si la forme normale de B est VRAL on transforme A en C, sinon
on abandonne l'exploitation de cette régle et on en essaie une autre.

Enfin, une commande particuliére, STOP, nous permet de quitter cet atelier de
spécification.

3.5- Langage

Cette partie est consacrée 2 la description du langage OASIS lui-méme, c'est
dire comment plus particuliérement on peut construire un type abstrait ou une
représentation.

1- mployé

La syntaxe décrite ici est la syntaxe des expressions. Ces derniéres sont
utilisées d'une part dans les équations définissant les opérateurs, ainsi que dans les
tests et théorémes, et d'autre part pour tester les spécifications ou représentations.

Les expressions peuvent étre fonctionnelles (préfixées) ou infixées. Cette
différence d'utilisation sera précisée lors de la déclaration du profil de I'opérateur. A
une déclaration fonctionnelle correspondra une utilisation fonctionnelle et 3 une
déclaration infixée correspondra une utilisation infixée. Les expressions
fonctionnelles ainsi que les expressions infixées construites 2 partir d'opérateurs
binaires seront écrites suivant la maniére traditionnelle (fact(10), f(x, y), 5 + 8,
elem dans ens, etc...). Les expressions infixées construites 2 partir d'opérateurs n-
aires (n>2) seront notées de la manitre suivante (généralisation du cas des
opérateurs binaires) : graphe_initial g_un arc_de A a B. Dans cet exemple,

l'opérateur est a_un_arc_de...a et a trois arguments en paramétre. Sa déclaration

syntaxique (son profil) pourrait étre graphe a_un_arc_de neeud g neeud — bool ol
graphe, naeud et bool sont des types abstraits.

Il faut remarquer qu'il n'y a pas de notion de précédence des opérateurs et que
les expressions sont évaluées de gauche 2 droite. Une exception a cette régle est
l'opérateur d'égalité qui posseéde une priorité inférieure 2 tous les autres opérateurs.
Seul un parenthésage explicite peut forcer la priorité des évaluations.

Les entités lexicographiques utilisées sont les entiers naturels (nombres
entiers positifs ou nuls) et les identificateurs. Les valeurs entidres ont une notation
traditionnelle (0, 58, 61, etc...).

Les identificateurs, quant 2 eux, se subdivisent en deux catégories suivant les
caracteres utilisés. Ils peuvent soit étre écrits 2 1'aide des caractéres majuscules et
des chiffres (2 condition que le premier caractére ne soit pas lui-méme un chiffre)
soit étre écrits avec des caractéres minuscules et certains autres spéciaux. En fait,
tout caractére non alphanumérique différent du point, de la virgule, des parenthéses,
des accolades, du blanc et du blanc souligné. Le point termine les phrases de
définition du langage, la virgule et les parenthéses sont utilisées dans les notations
fonctionnelles et les accolades délimitent la position de commentaires. Dans les
deux catégories, on peut insérer des caractéres blancs soulignés a condition qu'ils
ne figurent pas en premiere position dans l'identificateur. On ne peut pas mélanger
un formalisme avec l'autre.

25 OASIS



Validation Sémantique dans les Théories Structurées...

Certains identificateurs sont réservés : =, si, alors, sinon.

3.5.2- _Description d'un
3.5.2.1-  Généralités

La notion de type en OASIS permet de décrire algébriquement un type
abstrait. Il faut remarquer que 1'on confond le nom du type et celui de la sorte!
déclarée dans ce type. Par exemple, la définition du type PILE déclare implicitement
la sorte PILE. Il est possible d'importer des définitions d'autres types &crits par
ailleurs et un type OASIS peut étre défini A partir d'autres objets dont on ne connait
pas la sorte 2 priori. Les objets (termes) de ces sortes sont des objets formels. Cette
derniere notion se rapproche de celle de la généricité qui sera vue au moment de la

présentation de LPG. Mise 2 part 1'égalité, aucun opérateur n'est supposé exister
sur ces objets formels.

Un type en OASIS est ainsi défini 2 l'aide de différentes rubriques. Il existe
deux grandes catégories de rubriques, celles qui concernent la spécification du type
lui-méme et celles qui permettent de faire des tests de comportement relatifs 3 la
spécification (notion de validation sémantique comme évaluation d'expressions de
test, démonstration de théorémes).

L'exemple choisi pour cette présentation est 'exemple de la spécification
d'une pile. Une pile est un objet structuré qui contient des éléments (dont on ne se
préoccupe pas de la nature dans cette spécification). L'ordre dans lequel sont
ajoutés ces €éléments est important. En effet, le dernier élément ajouté 2 une pile sera
le premier qui pourra étre retiré de cette pile2.

Cette spécification nécessite de signaler que la pile est constituée d'objets dont
on ne connait pas la sorte 2 priori. Pour désigner cette sorte inconnue au moment de
I'écriture de la spécification, on utilise I'identificateur elem qui est introduit par la
rubrique intitulée parametres. Une telle sorte (inconnue au moment de 'écriture de
la spécification) est qualifiée de sorte formelle. Il est nécessaire de présenter 2 I'aide
de la constante PILE_VIDE et de l'opérateur empiler comment une pile peut étre
construite. Il faut également spécifier, par les opérateurs depiler et sommet le
comportement LIFO de cet objet. D'autres opérateurs sont définis sur cette
structure afin de pouvoir l'observer. On a la fonction vide indiquant si une pile
contient des éléments ou non, taille nous renseigne quant au nombre d'éléments de
la structure et remplacer permet de modifier la structure.

L'utilisation de ces opérateurs d'observation nécessite la définition d'autres
types abstraits, celle des booleens et celle des naturels. Ces définitions sont données
dans d'autres types OASIS et sont donc importées dans cette spécification grice 2
une rubrique spéciale.

On peut faire plusieurs remarques sur la structure générale de cet exemple.
Tout d'abord, la définition de cet objet se termine par un point. Chaque rubrique

10n emploiera par la suite le terme sorte d'un objet pour désigner le type, au sens PASCAL
du terme, de cet objet.

2Définition d'une structure de type LIFO, Last In First Out.
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composant le type commence par un mot-clé et se termine par un point. Enfin,
chaqqe définition a l'intérieur d'une rubrique se termine également par un point.

Voici maintenant la spécification du type des piles. Les diverses rubriques
figurant dans cette spécification sont ensuite commentées et expliquées.

3.5.2.2- Exemple de la pile

type PIIE =
parametres
ELEM.
import
BOOL, ENTIER.
constantes
PILE VIDE : PILE(ELEM).

operations
erpiler (ELEM,PILE(EIEM)) -> PILE(ELEM).
depiler (PILE (ELEM)) -> PILE (ELEM).
samret (PILE (ELEM)) -> EIEM.
vide (PIIE (ELEM)) -> BOOL.
taille(PILE (ELEM)) -> ENTIER.
rarplacer (ELEM, PILE (ELEM)) -> PILE (ELEM).

var_eqs
EL : ELEM.
P : PIIE(ELEM).

equations
1 : depiler(empiler(EL,P)) = P.
: somret (empiler (EL,P)) = EL.
: vide (PILE VIDE) = VRAI.
: vide (empiler (EL,P)) = FAUX.
: taille(PILE VIDE) = 0.
: taille(empiler(EL,P)) = taille(P) + 1.
: renplacer (EL,P) = empiler (EL,depiler (P)).

NS o 0 W

preconditions
1 : depiler(P) = si non(vide(P))
alors OK
sinon DEPILER DE PIIE VIDE.
2 : samet (P) = si non(vide(P))
alors OK
sinon SOMMET DE PILE VIDE.
3 : remplacer(EL,P) = si non(vide(P))
alors OK
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sinon REMPLACER SUR PILE VIDE.
var_test
E C : PILE(ELEM) .
EL1,EI2,EL3 : ELEM.

test

1l : sommet (depiler(arpiler(ELl,arpiler(EI..Z,enpj_ler(EIB,PIIE_VmE))))) = EIL2.
2 : sommet (retplaoer(EI.Z,etpiler(ELl,erpiler(EIB,PII.E_VIDE)))) = EIL2.
3 : taille(depiler (empiler (EL3,empiler (ELl,empiler (EI2,PIIE VIDE))))) = 2.

4 : empiler(EL2, (depiler (depiler (empiler (EL1,empiler (EL3,PILE VIDE)))))) =
empiler (EI2,PILE VIDE).

var_theo
U,Y,2: PILE(ELEM).
E,El1 : ELEM.

schema induc
1 : P(2) <= (P(PILE VIDE)
et
(P(Y) => P(empiler(E,Y)))).

theoremes
1 : sommet (remplacer(El,U)) = El.
2 : empiler(samret (U) ,depiler(U)) = U.

fin type PIIE.

3.5.2.3- Rubriques concernant la spécification
Ces rubriques décrivent plus particulierement la présentation du type abstrait.

3.5.2.3.1- parametres

Il est possible de déclarer dans cette rubrique des sortes 2 partir desquelles des
définitions seront spécifiées. Dans notre exemple, on dit que nous allons travailler
avec des piles dont les éléments seront de sorte ELEM. 11 est possible de préciser
plusieurs sortes formelles. Ces sortes paramétrisent la spécification courante. ’

3.5.2.3.2- import

On énumere A ce niveau les différents types existants qui seront utilisés dans
notre spécification actuelle. Dans I'exemple des piles, les types BOOL et ENTIER
sont utilisés pour la spécification des opérations vide et taille. Ces types sont définis
par ailleurs! et doivent donc étre importés par la spécification. Pour que la

1Une définition de type en OASIS ne permet de définir qu'une nouvelle sorte.
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spécification soit utilisable, il faut que tous les types importés soient définis. Cette
vérification est faite par la commande CONTROLE de OASIS.

3.5.2.3.3- constantes

Cette rubrique permet de donner les différentes valeurs constantes du type
abstrait en cours de spécification. Une valeur constante pour le type des piles est
PILE_VIDE. Dans une telle déclaration, on indique le nom de la constante ainsi que
sa sorte (ici PILE(ELEM)). Plusieurs constantes qui auraient la méme sorte peuvent
étre mentionnées dans la méme définition.

3.5.2.3.4- operations

Une présentation de type abstrait se compose d'une signature et d'un
ensemble d'équations. Une signature est formée d'un ensemble de sortes et d'une
famille d'opérateurs. Dans cette rubrique, on déclare pour chaque opérateur défini
sur le type abstrait sa syntaxe, c'est 2 dire la sorte de ses arguments et la sorte de
son résultat. Six opérateurs sont ainsi définis dans notre exemple. L'opérateur
remplacer prend une valeur de la sorte parameétre (ELEM), une valeur de sorte
PILE(ELEM) et retourne une valeur de sorte PILE(ELEM). On peut différencier
l'utilisation fonctionnelle de I'utilisation infixée d'un opérateur 2 cet endroit. Un
opérateur qui sera utilisé par notation fonctionnelle sera déclaré de la maniére

suivante : <op_name>(<arg_list>)—<res> (ex : fact(entier)—entier, pour la
fonction factorielle). Une déclaration d'un opérateur utilisé de maniere infixée sera

<argi> Opj <arg2> Op2 ... <argp.1> Opp <argp> — <res> ol <arg;> désigne la

sorte du i®Mme argument de l'opérateur, op; est la ji2me partie de lidentificateur de
l'opérateur et <res> la sorte de son résultat. :

La surcharge (attribution d'un méme identificateur pour des opérations
différentes) des noms des opérateurs est possible en OASIS. Il faut toutefois que le
nombre ou le type des arguments des fonctions different, ce qui implique que deux
constantes distinctes doivent avoir des noms différents. Il existe deux opérateurs
moins - sur les entiers qui se différencient par leur nombre respectif de parameétres.

3.5.2.3.5- var_egs

On indique ici les différentes variables (leur nom et leur sorte) qui séront
utilisées dans les équations et les préconditions définissant les opérateurs de la
signature.

3.5.2.3.6- equations

On écrit a cet endroit les équations qui donnent la sémantique aux opérateurs
du type abstrait. Ce qui correspond 2 I'ensemble E de la présentation de ce type.

Les variables figurant dans les équations sont quantifiées universellement et
doivent étre déclarées dans la rubrique var_egs.

Ces équations sont étiquetées soit par un numéro (valeur numérique), soit par
un identificateur alphanumérique. Cette différenciation vient du fait qu'il est
possible de définir des équations orientables (utilisables directement par un systéme
de réécriture qui les considere comme des régles de réécriture orientées du membre
gauche vers le membre droit de 1'équation) et des équations non orientables encore
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appelées permutatives (exemple de 1'€quation définissant la commutativité d'un
opérateur). De telles équations sont repérées par des étiquettes alphanumériques et
ne sont pas directement utilisables par un systéme de réécriture.

Le membre gauche d'une équation est une expression simple dans laquelle ne
peut pas figurer d'opérateurs si...alors ni si...alors...sinon. Le membre droit par
contre est une expression générale.

Dans I'exemple, les équations numéro 3 et 4 spécifient le comportement de la
fonction vide dans le cas d'une pile vide de tout élément et dans le cas contraire
(méthode traditionnelle de spécification).

3.5.2.3.7- preconditions

Les préconditions sont utilisées en relation avec les opérateurs partiellement
définis de la signature. Elles permettent de préciser ce qui se passe justement pour
les cas non définis du domaine de la fonction.

Avant toute évaluation d'un opérateur, les préconditions associées 2 cet
opérateur, si elles existent, seront évaluées. Ce n'est que si toutes les préconditions
sont satisfaites (le résultat de 1'évaluation est OK) que 1'évaluation de l'opérateur
sera réalisée. Dans le cas contraire, 1'évaluation courante retourne un message
d'erreur précisé dans la partie sinon de la précondition et le calcul s'arréte.

Une précondition prend la forme d'une équation dans laquelle 1a racine du
membre gauche est l'opérateur associé a la précondition et le membre droit est une
expression conditionnelle si...alors...sinon. L'évaluation de 1'expression formant la
condition retournera la valeur vrai dans le cas ou la précondition est vérifiée et faux
sinon. L'expression figurant dans la partie alors est le terme réservé OK.
L'expression figurant dans la partie sinon est le message d'erreur retourné comme
résultat dans le cas ol la précondition n'est pas vérifiée.

Ce choix concernant 1'émission d'un message d'erreur dans le cas ol une
précondition n'est pas vérifi€e interdit la possibilité de récupérer les cas
exceptionnels et interdit également la propagation des exceptions.

Dans I'exemple des piles, il est évident que prendre la valeur du sommet
d'une pile qui ne contient pas d'élément n'a aucun sens. Ce cas particulier est ainsi
pris en charge par la précondition numéro 2.

3.5.2.4- Rubriques concernant la validation de la spécification

Un type abstrait étant spécifi€, on peut écrire en OASIS certaines définitions
pouvant servir & vérifier la cohérence de ce type. C'est la raison d'étre de ces
rubriques. Les définitions concernent deux catégories de vérifications possibles,
celles qui vont se contenter d'évaluer des expressions dont on connait le résultat 2
priori, l'autre catégorie est relative a des théorémes que l'utilisateur pourra essayer
de démontrer.

On voit bien a ce niveau la différence entre l'approche calcul et 1'approche
preuve. Les deux rubriques (test et theoreme) sont syntaxiquement identiques. Elles
ne se distinguent que par les outils mis en ceuvre.
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3.5.2.4.1- var test

On déclare dans cette rubrique les variables qui seront utilisées pour I'écriture
des expressions de test. De méme que pour la rubrique var_egs, on indique le nom
et la sorte de chaque variable.

Une variable particulitre, nommée E_C, peut étre utilisée en cours
d'évaluation. Le résultat de chaque évaluation est mémorisé pas le systéme et peut
étre utilisé dans une nouvelle expression en étant désigné par le nom de cette
variable E_C. La sorte associée 2 cette variable sera une sorte bien précise et la
variable ne pourra par conséquent que mémoriser des expressions dont la sorte
correspond 2 la sorte indiquée dans sa définition.

Dans l'exemple, on signale que la variable E_C a pour sorte PILE(ELEM).
Chaque fois que la sorte d'une expression évaluée sera PILE(ELEM), le résultat de
cette évaluation sera donc mémorisé dans cette variable.

3.5.2.4.2- test

On donne une liste d'expressions! dont on connait le résultat  priori, utilisant
éventuellement des variables déclarées dans la rubrique var_test. Ces expressions
pourront étre évaluées par la suite par la commande OASIS EVAL qui utilisera les
€quations de la spécification comme des régles de réécriture. Cette notion
correspond 2 la notion de jeu de test pour les programmes algorithmiques
traditionnels.

Considérons le test numéro 2 de 1'exemple. Etant donné une pile contenant
deux éléments, si on remplace 1'é1ément figurant au sommet par un troisi¢éme, la
valeur du sommet de la pile sera la méme que ce troisiéme élément. Selon la
sémantique intrinséque des fonctions remplacer, empiler, sommet et pile_vide, les
équations définissant ces opérateurs devront étre telles que ce test soif toujours
évalué a vrai.

3.5.2.4.3- var_theo

Cette rubrique permet de déclarer les différentes variables qui seront utilisées
dans 1'écriture des théorémes et des schémas d'induction. :

3.5.2.4.4- schema_induc

Un schéma d'induction en OASIS est une régle d'inférence qui servira pour
réaliser des preuves par induction lors d'une session de démonstration. Un schéma
d'induction a la forme suivante : P(x1, X2, ..., Xp) <= E ol : ,

* E Est une expression de type booléen, pouvant contenir des sous-
expressions de la forme P(ty, ..., ty), les tj étant des expressions quelconques,

* P est un symbole représentant une proposition quelconque qui sera
instanciée par un théoréme particulier,

1Dans les exemples de tests présentés dans ce document, nous sommes en présence
d'égalités syntaxiques entre des termes de méme sorte. Un autre exemple de test concernant la
spécification des booléens peut étre non(VRAI) <=> FAUX. VRAI et FAUX sont les deux
constantes habituelles, non est 'opérateur de négation et <=> est I'équivalence.
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* les x; sont des variables : 1a proposition P sera démontrée quelles que
soient les valeurs des variables x; si on arrive 2 réduire I'expression E associée 2 la
constante VRAI. -

Le nombre de variables de la liste x;, ..., x, indique le nombre de variables
sur lesquelles on fera l'induction lors d'une session de preuve. On peut, par
exemple, faire un raisonnement inductif sur une variable de sorte naturel (dans un
théoréme du genre 0 + x == x), ce qui revient 2 vérifier le théoréme pour toutes les
valeurs entieres d'une droite. On peut faire un raisonnement inductif sur deux
variables de sorte narurel(pour démontrer la réflexivité de 'égalité sur les naturels),
ce qui revient 2 vérifier le théoréme pour tous les points 2 coordonnées entieres d'un
plan.

On peut donc considérer un schéma d'induction P(x;) <= E comme une

. " E

traduction de la régle d'inférence Pl |
Pour des raisons propres 2 I'implémentation de OASIS, les variables x; ne

doivent pas apparaitre dans les théorémes A démontrer.

Dans I'exemple, le schéma (induction structurelle) traduit la regle d'inférence

.. P(PILE_VIDE), (VY,VE)[P(Y ):P(empiler(E,Y))]
(VP:proposition)- =1
(VZ2)P(Z)

c'est 2 dire que si une propriété est vraie dans le cas d'une pile vide et si, supposant
qu'elle soit vraie pour une pile quelconque Y, on arrive 2 montrer qu'elle est
toujours vraie pour cette méme pile Y 2 laquelle on a ajouté un élément E, alors on
peut déduire qu'elle est vraie pour toutes les piles possibles de la spécification.
Dans cet exemple, on pourra s'intéresser 2 des théorémes concernant des piles de
toutes sortes d'éléments. Aucune supposition n'est faite quant A la nature
intrinséque du domaine des éléments, ce qui peut étre une source de probléme si,
par exemple, le domaine se trouve étre vide.

Une autre régle d'inférence

P(empiler(E1,PILE_VIDE)), (VY,VE)[P(Y)=P(empiler(E,Y))]
(V)P(Z)

exprime le fait qu'une proposition P est vraie quelle que soit la pile 2 laquelle on
l'applique pourvu que cette pile contienne au moins un élément. Vue sous forme de
schéma d'induction dans le formalisme d'OASIS, on aurait : P(Z) <=
(P(empiler(Ey, PILE_VIDE)) et (P(Y) => P(empiler(E,Y)))).

Dans l'exemple de la spécification de la PILE, on ne trouve qu'un seul
schéma d'induction. Il est possible, bien siir, de définir autant de schémas que l'on
veut et la précédente régle d'inférence pourrait fort bien étre enregistrée comme
deuxiéme schéma d'induction de la spécification.

(VP:proposition)
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3.5.2.4.5- theoremes

On trouve dans cette rubrique des égalités entre expressions de méme sorte.
Ces égalités peuvent étre vues comme des formules qui devraient étre vraies vis a
vis la sémantique intrinséque des opérateurs de la spécification. C'est 2 dire qu'il
sera possible d'essayer de les démontrer par réécriture et/ou par induction en cours
de session de démonstration en utilisant les équations de la spécification comme des
reégles de réécriture. Ces égalités sont considérées comme des conséquences
logiques de la présentation du type abstrait, ce sont des théorémes appartenant a la
théorie associée.

La différence existant entre cette rubrique et la rubrique de test réside dans le
fait que les tests sont des expressions de sorte quelconque qui ne s'évalueront que
par réécriture. Le résultat de leur évaluation sera comparé par l'utilisateur avec le
résultat auquel il s'attend. Un théoréme, par contre, sera fourni en donnée au
démonstrateur qui pourra le décomposer en sous-buts, prendre en compte des
hypotheses, appliquer la réécriture, etc... Les théorémes pourront donc étre des
expressions plus générales que les tests.

Dans I'exemple, le théoréme numéro 1 ressemble 2 l'expression de test
numéro 2. Alors que le test vérifie un cas particulier (on précise complétement la
pile sur laquelle on réalise I'opération), le théoréme d&s qu'il sera démontré dira que
cette opération est vraie pour toutes les piles possibles, exception faite pour la pile
videl. Le cas particulier du test se trouve ainsi généralisé.

. O . ] 2 ti

Nous allons donner maintenant 1'exemple de la représentation des piles en
utilisant les booléens, les entiers et une spécification des vecteurs.

Nous donnons tout d'abord la spécification du type VECTEUR. On trouve
ensuite la représentation PILEVECT suivie des commentaires et explications de
chacune des rubriques figurant dans cette représentation. :

3.5.3.1- Exemple

L'exemple de représentation choisi sera destiné 2 la pile qui a été spécifiée ci-
dessus. Cette représentation sera réalisée a I'aide d'un vecteur dont il faut donner la
spécification.

type VECTEUR =
parametres
_ ELEM, INDICE.
import
BOOL.
constantes
VECTEUR VIDE : VECTEUR (ELEM, INDICE) .

1Un tel théoreme pourrait se démontrer a I'aide de la deuxiéme régle d'inférence proposée ci-
dessus.
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operations

modifier (VECTEUR (ELEM, INDICE) , INDICE, ELEM) ->
VECTEUR (ELEM, INDICE) .

valeur (VECTEUR (ELEM, INDICE) , INDICE) -> ELEM.

var_egs
EL : ELEM.
I1,I2 : INDICE.
V : VECTEUR (ELEM, INDICE) .

equations

1 : valeur(modifier(v,I1,EL),I2) =
siIl=1I2
alors EL

sinon valeur(v,I12).
fin type VECTEUR.

Cette spécification prend comme parametre deux sortes formelles, d'une part
la sorte des éléments eux-mémes et d'autre part la sorte des indices. On pourra donc
utiliser des vecteurs de n'importe quoi, indicés par n'importe quoi (une
caractéristique des sortes formelles est qu'on suppose toujours l'existence de
l'opérateur d'égalité sur une telle sorte, comme on peut le voir dans 1'équation
numéro 1 (/1 = I2). Le type abstrait des booléens est importé du fait de I'équation
conditionnelle. Une constante, VECTEUR_VIDE, et l'opérateur modifier
permettent de construire des vecteurs. L'opérateur valeur permet de retrouver la
valeur 2 un indice précis du vecteur, ce qui est exprimé par 1'équation de la
spécification.

Voici maintenant une représentation possible de la pile qui utilise le type
vecteur, mais également les types des booléens et des entiers. Ces deux derniers
types ne seront pas présentés ici.

On peut remarquer que le nom d'un tel objet OASIS (PILEVECT) est
accompagné du nom du type qu'il représente (PILE).

representation PIIEVECT de PIIE =
utilise
BOOL, ENTIER, VECTEUR.
fonction_rep
X (VECTEUR (ELEM, ENTIER) ,ENTIER) -> PILE (ELEM) .
var_rep
EL : ELEM.
N,I,I2 : ENTIER.
V,VEC,VEC2 : VECTEUR(ELEM, ENTIER) .

rep_ops
1 : PIIE VIDE = X(VECTEUR VIDE, 0) .
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: empiler (EL,X(VEC,I)) = X(modifier (VEC, I+1,EL) , I+1) .
: depiler (X(VEC,I)) = X(VEC,I - 1).
: vide (X(VEC,I)) = I = 0.
: samet (X(VEC,I)) = valeur(VEC,I).
: taille(X(VEC,I)) = I.
: remplacer(EL,X(VEC,I)) = X(modifier (VEC, I,EL),I).
: X(VEC,I) = X(VEC2,I2) ==
si non(I = I2)
alors FAUX
sinon si I =0
alors VRAI
sinon
(valeur (VEC,I) = valeur (VEC2,I2))
et
(X(VEC,I - 1) = X(VEC2,I2 - 1)).

@ JdJ o 0 WIN

preconditions

1 : depiler(X(VEC,I)) =

si non(I = 0)

alors OK

sinon DEPILER DE PILE VIDE.
2 : somret (X(VEC,I)) =

si non(I = 0)

alors OK

sinon SOMMET DE PILE VIDE.
3 : remplacer(EL,X(VEC,I)) =

si non(I = 0)

alors OK

sinon REMPLACER SUR PILE VIDE.

gen_var preuve

P > X(V,N).

var_theo

U,Y,Z2 : PILE(ELEM) .

EL,EL1 : ELEM.

VEC : VECTEUR(ELEM, ENTIER) .
I,I2 : ENTIER.

.

schema induc

1 : P(2) <= (P(PILE VIDE)
et
(P (Y)
=
P (empiler(EL,Y)))
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et

(non(vide(Y)) et P(Y)
=>

P(depiler(Y)))).

theoremes
1 : taille(U) >= 0.
2 : I2 > I = (X(modifier(VEC,I2,ELl),I) = X(VEC,I)).

fin representation PILEVECT.

3.5.3.2- Rubriques concernant la représentation
3.5.3.2.1- entéte de la représentation

Dans l'entéte d'une définition de représentation, on trouve le nom de la
représentation, PILEVECT, et le nom de la spécification représentée, PILE. On
rend visible ainsi a l'intérieur de la représentation les objets déclarés dans la
spécification, aussi bien les opérateurs (e.g. empiler, depiler, etc), que la sortel
(e.g. PILE) mais également les parametres de la spécification (e.g. ELEM).

3.5.3.2.2- utilise

La représentation d'un type abstrait va se faire i l'aide d'autres types
précédemment spécifiés. Il est donc nécessaire dans une représentation de
mentionner les types qui seront utilisés. Par fermeture transitive, toutes les
définitions présentes dans les types importés seront disponibles pour la
représentation. Dans 'exemple, on voit que les types des booléens, des entiers et
des vecteurs seront utilisés.

3.5.3.2.3- fonction_rep

Cette rubrique permet d'établir 1a correspondance entre le type représenté et le
(les) type (s) utilisé (s). Cette correspondance est formalisée par une fonction de
représentation (X) qui applique l'espace produit cartésien des types utilisés
(VECTEUR(ELEM ,ENTIER), ENTIER) dans l'espace des valeurs du type
représenté (PILE(ELEM)).

Informellement, une pile sera représentée par un produit cartésien a deux
éléments dont le premier est un vecteur et le deuxiéme est 1'indice du sommet (ce
qui correspond a la taille de la pile).

3.5.3.2.4- var_rep

Des variables seront utilisées dans les rubriques des représentations des
équations (rep_ops), des préconditions (preconditions) et des générations de
variables (gen_var_preuve). Ces différentes variables sont déclarées 2 ce niveau en
donnant leur nom et leur sorte.

111 faut pouvoir en effet parler de ces objets pour les représenter.
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3.5.3.2.5- rep_ops

Cette rubrique permet d'indiquer comment sera interprété chaque opérateur du
type représenté en utilisant les types de représentation. Cette interprétation est
formalisée par des équations qui seront utilisées comme des régles de réécriture.

Dans notre exemple, sept équations précisent comment seront interprétés les
sept opérateurs de la spécification de la pile. La régle numéro 1 indique qu'une pile
vide est représentée par un vecteur vide et la valeur entiére 0. La regle numéro 7
exprime le fait que remplacer la valeur du sommet d'une pile revient 2 modifier la
valeur se trouvant & 'emplacement du vecteur correspondant 2 Ia taille de la pile.

L'équation numéro 8 indique comment est implémenté 1'opérateur d'égalité
dans l'univers de la représentation. Dans notre cas, ceci définit comment décider de
I'égalité des représentations de deux piles.

3.5.3.2.6- preconditions

Comme il est possible de tenir compte de cas d'erreur dans une spécification
de type abstrait, il faut savoir comment seront représentés ces cas particuliers.
Ainsi, pour chaque précondition de la spécification, on indique dans cette rubrique
comment 1'évaluer dans la représentation.

Dans le cas de l'opérateur depiler, on signale que si la partie du produit
cartésien représentant l'indice du sommet de la pile est nul, on est en présence d'un
cas d'erreur.

3.5.3.3-  Rubriques concernant la validation de la représentation
3.5.3.3.1- gen_var_preuve

Quand on représente un type abstrait 2 I'aide d'autres types, il faut que la
représentation soit fidele vis 2 vis la spécification. Sémantiquement, les objets
spécifiés et représentés doivent se comporter de la méme maniére. Plus
formellement, on peut dire que les équations de la présentation du type abstrait
doivent étre des théorémes dans la théorie de la représentation. Afin de vérifier ceci,
il faut traduire les équations dans l'univers de la représentation et donc traduire tout
objet a représenter en un objet utilisant les types de la représentation. Cette rubrique
permet d'établir cette correspondance entre les variables utilisées dans la
spécification et des variables qui pourront étre utilisées dans la représentation. Pour
de plus amples détails sur les problémes de représentation, on peut se référer 2
[GTW 78], [LZ 74].

Dans I'exemple, les équations spécifiant le comportement d'une pile sont
exprimées en fonction d'une variable P. Dans la représentation, il faudra manipuler
un vecteur et un entier, sous forme de produit cartésien. On dit donc qu'a toute
variable P de la spécification de la pile correspondra I'expression X(V,N) dans
l'univers de représentation od V est une variable de sorte VECTEUR et N est une
variable de sorte ENTIER. Dans la représentation, on doit donc déclarer V et N
parmi les autres déclarations de variables. La variable P, par contre, n'a pas a étre
déclarée puisque sa sorte est celle du type que I'on représente.
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3.5.3.3.2- var theo

Cette rubrique a la méme utilité que la rubrique var_theo des types. Elle
permet la déclaration de variables qui seront utilisées dans les schémas d'induction
et dans les théorémes. Le nom et la sorte de chaque variable manipulée doit étre
indiqué.

On peut remarquer, dans l'exemple, la présence des variables U,Y et Z de
type PILE(ELEM).
3.5.3.3.3- schema_induc

De méme que pour les types, on déclare 2 ce niveau des schémas d'induction
qui traduisent des régles d'inférence utiles pour la démonstration de théorémes.

Dans cet exemple, un nouveau schéma a été introduit. Il correspond 2 la régle
d'inférence

P(PILE_VIDE),
(VY,VEL)[ P(Y)=P(empiler(EL,Y))],
(VY)[ (non(vide(Y))AP(Y))=sP(depiler(Y))]
(V2)P(Z)

qui exprime le fait qu'une pile est construite par l'application de empiler ou depiler
(dans ce dernier cas, si la pile est non vide).

3.5.3.3.4- theoremes

On retrouve la possibilité de déclarer des théorémes. Dans une représentation,
les théorémes seront en fait des lemmes qui serviront & mener 2 bien les preuves de
correction de la représentation. Comme dans les schémas d'induction, il est
également possible, dans ces théorémes, d'utiliser des variables dont la sorte est
celle du type représenté. En cours de démonstration, de telles variables seront
remplacées par les variables correspondantes dans l'univers de la représentation
(utilisation de la rubrique gen_var_preuve).

(VP:proposition})

Dans notre exemple, le théoréme numéro 1 utilise une variable de sorte
PILE(ELEM), c'est un invariant de représentation (la taille d'une pile est forcément
positive ou nulle). Suivant la définition de 1'égalité entre les représentations de deux
piles (équation numéro 8), on peut dire que les valeurs éventuellement stockées
dans les vecteurs de représentation au-dela de l'indice représentant le sommet de
pile ne sont pas significatives. Le théoréme numéro 2 exprime cette constatation.

3.6- Biblioth?

OAUSIS étant un langage de spécification, plusieurs types abstraits, parmi les
plus utilisés, sont déja spécifiés et fournis a l'utilisateur comme objets prédéfinis de
l'atelier sous la forme de bibliothéque. L'utilisateur a toutefois la possibilité en
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général de modifier les spécifications proposées! dans la mesure ou leurs fichiers
sources (.SE) figurent dans I'environnement.

Voici la liste des types qui sont définis dans la bibliothéque fournie avec le

systeme. On peut trouver en annexe les signatures de chacun de ces types.

* bool : Spécification traditionnelle des booléens;

* entier : Spécification traditionnelle des valeurs entiéres;

« enrich_entier : Définition de deux nouveaux opérateurs sur les entiers;

* couple : Spécification du produit cartésien 3 deux éléments; :

* seq : Spécification traditionnelle des séquences;

* ensemble : Spécification d'un ensemble d'éléments;

* pile : Spécification de la structure de pile (type LIFO);

« vecteur : Spécification de la structure de tableau;

« file : Spécification d'une structure de type FIFO;

* liste : Spécification des listes d'éléments;

* groupe : Spécification d'une structure de groupe;

« graphe : Spécification du type abstrait des graphes.

- m r

3.7.1-__ Généralités

Une preuve, en OASIS, est conduite lors d'une session de démonstration
pendant laquelle des commandes spécifiques sont utilisées. Au cours d'une telle
session, une arborescence est construite. Cette structure de données représente 2
tout instant I'état de la preuve.

Les nceuds sont formés d'une proposition 3 démontrer (2 la racine de
l'arborescence, la proposition est en fait le théoréme 4 démontrer) et d'un ensemble,
éventuellement vide, d'expressions booléennes. Ces expressions booléennes sont
des assertions (hypotheses faites sur les valeurs des variables) dont 'effet est local
au nceud ou elles figurent (et aux nceuds successeurs). Pratiquement, 2 partir de ces
expressions, le systtme génére des régles de réécriture (une qui suppose
l'expression comme étant vraie, l'autre comme étant fausse). Ces régles seront
utilisées prioritairement par rapport aux régles de réécriture traditionnelles et pour
tenter de démontrer le théoréme figurant au nceud o les assertions sont déclarées,
ou les sous-buts qui découlent de ce théoréme.

On peut représenter I'état de la preuve de la maniére suivante {A} [H - F]
ol
* {A} est I'ensemble des axiomes et

. [H - F] est une séquence du buts 2 démontrer.

Chaque but est composé de H, un ensemble d'hypothéses et de F , une
formule logique a2 démontrer.

111 peut y avoir certaines restrictions qui seront précisées au moment voulu.
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La racine de cette arborescence est initialisée au départ par la commande qui
débute la session de démonstration (PROUVER, PROUVER_REP) en créant un
nceud contenant le théoréme initial.

L'état de 1a preuve est alors : {A}[Q = th].

{A} est initialisé avec l'ensemble des axiomes de la spécification et la
séquence est initialisée avec un but 2 démontrer. La partie hypothése H de ce but est
initialement vide et la formule F contient la formule logique initiale que 1'on veut
démontrer.

La structure est ensuite développée par les différentes commandes de preuve
(REDUCTION, CAS_MANUEL,CAS AUTOMATIQUE,REDUCAS,
INDUCTION) en créant, a partir d'un but quelconque de I'arborescence, un ou
plusieurs sous-buts, jusqu'a I'obtention de la constante booléenne VRAI comme
nouveau but. Au fur et 2 mesure que I'arborescence se construit, 1'état de la preuve
est mis 2 jour. Une réduction, par exemple, va simplement modifier la formule d'un
but de la séquence (le but courant), une induction va créer un nouveau but dans la
séquence, etc...

Un théoréme figurant dans un nceud est donc impliqué par la conjonction des
sous-buts se trouvant dans les nceuds immédiatement successeurs. Le théoréme
initial (2 la racine) sera donc considéré comme démontré dés que toutes les feuilles
de l'arborescence seront réduites a la constante VRAIL. Le but initial sera donc
considéré comme démontré dés que tout les buts de la séquence auront la constante
VRAI comme formule.

Chaque nceud de l'arborescence est étiqueté par une séquence Nj N7 ... N
ou les N; sont soit des nombres strictement positifs (notion d'occurrence) soit le
caractere R. Ce caractére R indique que le nceud a été obtenu par simple réécriture.

Une valeur numérique N; signale que ce nceud est le Niiéme fils du nceud repéré par

l'étiquette N ... Nj_j, les fils d'un nceud étant numérotés de la gauche vers la
droite. Il est également possible de baptiser chaque neeud par un identificateur plus
parlant.

A tout instant, 1'arborescence représente 1'état courant dans lequel se trouve la
preuve. En cours de création, cette arborescence peut étre visualisée partiellement
ou non et modifiée. On peut, en effet, en détruire une partie si il s'avére que les
tactiques utilisées ne meneront pas au résultat escompté et recommencer en utilisant
d'autres tactiques. Tactique est ici utilisé dans son sens usuel, c'est 2 dire une
démarche suivie pour aboutir 2 un résultat. Les étiquettes permettent alors de
désigner individuellement le nceud sur lequel on veut effectuer une opération
(visualisation, destruction, etc...).

Trois techniques sont utilisées pour mener A bien une démonstration, la
réécriture, le raisonnement par induction et le raisonnement par cas.

1Sauf cas exceptionnels, comme par exemple ceux introduits par les commandes TRIVIAL
et IMPOSSIBLE.
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3.7.2-  Larécriture

Les équations présentes dans une spécification de type ou une représentation,
ainsi que celles qui se trouvent dans les objets importés (et ceci, transitivement)
constituent, pour le démonstrateur de OASIS un systéme de réécriture qui peut étre
utilisé pour réduire des termes. L'utilisateur doit s'assurer des caractéres ncethérien
et confluent des systémes de réécriture utilisés. ‘

La réécriture, en OASIS, est du type "leftmost-innermost”, c'est 3 dire que la
réécriture appliquée a un terme t=f(t;, t, ..., tp), si elle ne peut pas s'appliquer au
terme t lui-méme, va d'abord s'appliquer au sous-terme t;, puis aux sous-termes de
t1, et ainsi de suite en ce qui concerne tj, puis au sous-terme ty, etc... Les régles de
réécriture sont choisies en tenant compte de leur ordre d'apparition dans les
définitions.

Temporairement, il est possible d'utiliser des régles particulidres d'une
priorité supérieures a celle des régle traditionnelles. Ces reégles particuliéres sont en
fait les assertions que nous avons vues au paragraphe précédent, ainsi que les
lemmes. En effet, seules les équations, permutatives ou non, sont prises en compte
normalement pour constituer un systéme de réécriture. On peut toutefois demander
a ce que des théorémes existant dans une certaine définition, qu'il soient démontrés
ou non, soient utilisés en tant que régle de réécriture
(ENREGISTRER_THEOREME). Dans un tel cas, ces théorémes sont considérés
comme des lemmes et sont utilisés prioritairement par rapport aux régles de
réécriture traditionnelles. Afin que la démonstration soit valable, il faudra, bien sir,
que les lemmes utilisés soient a leur tour démontrés.

L'algorithme de réécriture mémorise les différentes réécritures effectuées de
fagon 2 ne pas les refaire le cas échéant.

Des équations non orientables (permutatives) peuvent étre prises en compte
sur demande explicite de l'utilisateur. Quand elles ont actives, un traitement
particulier est appliqué afin de réaliser la réécriture. Ce traitement a été détaillé dans
la partie concernant l'environnement de OASIS.

Normalement, lorsqu'une étape de réécriture est demandée, le syst2me utilise
la technique dite des Jivaros qui consiste a réduire tout ce qu'il trouve et tant qu'il
peut. De&s qu'il ne peut plus réduire quoique ce soit, il s'arréte en donnant le terme
réduit. Il est possible toutefois d'obtenir des traces concernant les différentes étapes
réalisées, par le positionnement d'un indicateur (DET. AILS ON, DETAILS OFF).

On peut remarquer que le systtme connait la réflexivité de I'opérateur

d'égalité, ainsi que l'utilisation particuliére de quelques expressions ;' :

* si <cond> alors E; sinon Ej : on évalue <cond>, si elle se réécrit en

vrai, on évalue Ej, si elle se réécrit en faux, on évalue Ej> sinon la réécriture

s'arréte. Il faut alors générer des assertions qui supposent la valeur de la condition
pour pouvoir continuer. Plus formellement, on a

<cond> 5 VRAI
si <cond> alors E; sinon Ej 3 E1
<cond> 5 F AUX

si <cond> alors Ej sinon Ej 3 E»
* si on ne peut pas évaluer <cond>, la réécriture ne peut pas

[ ]
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s'appliquer.

* E1 = E2 : on évalue Ejy, si elle se réécrit en faux, l'expression toute
entiére est remplacée par vrai (on a le message ex falso sequitur quod libet! qui
s'affiche au terminal), si elle se réécrit en vrai, on évalue E3 sinon la réécriture
s'arréte. Il faut alors générer des assertions qui supposent la valeur de I'expression
E1 pour pouvoir continuer. Plus formellement, on a

. E; 5 VRAI
Ei=E> 5 E,y
E; > FAUX

E1=Ej 5 VRAI
*si on ne peut pas évaluer Ej, la réécriture ne peut pas

s'appliquer.

Pratiquement, la réécriture s'appliquera 2 un nceud de I'arborescence et
générera éventuellement un autre nceud (il se peut qu'aucune régle de réécriture ne
puisse s'appliquer auquel cas 1'arborescence n'est pas modifiée).

317.3-_ Lerai ¢ par induct

Le raisonnement par induction se base sur l'utilisation de régles d'inférence
qui prennent la forme de schéma d'induction en OASIS.

Une regle d'inférence peut s'écrire % et signifie que la proposition P sera

vraie si les expressions E; sont vraies. Dans le cas du raisonnement par induction,
la proposition prend en compte une ou plusieurs variables et une expression. La

régle s'écrit P(—i)- Ce qui veut dire que la proposition P sera vraie quelque soient

les valeurs des ij si l'expressions E est vraie. L'expression E peut contenir la
. N op(t, ..., P(ej), ..., tn) .
proposition elle-méme : PX)) ol les ¢; peuvent également
contenir des expressions construites 2 partir de la proposition et op est un opérateur
booléen & n arguments. Cela peut correspondre au fait que la proposition sera vraie
pour toute valeur de Xj si on arrive & montrer qu'elle est vraie pour certaines
expressions particulieres. Ce type de conclusion dépend de la sémantique de
l'opérateur op. Un cas particulier de régle d'inférence est 1'induction structurelle.
Supposons un domaine dont les valeurs peuvent étre construites 2 partir d'une
valeur initiale 0 et d'un opérateur s. L'induction consiste 2 vérifier la proposition
pour la valeur initiale et, supposant la proposition vraie pour une valeur quelconque
¥, vérifier la proposition pour la valeur s(y). La régle d'inférence correspondante

P(0) et (P P
st ©) et ( (lzzx-)-: (s(y))). On a vu dans un précédent paragraphe la

correspondance entre les régles d'inférence et les schémas d'induction OASIS.

L'induction s'appliquera 2 un nceud particulier de I'arborescence. Suivant le
schéma d'induction utilisé, un ou plusieurs nceuds seront générés correspondant
aux différentes conjonctions figurant dans le schéma. Il y a donc décomposition
d'un but en sous-buts.
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Les variables introduites par le schéma d'induction doivent étre différentes
des variables du théoréme. Le systtme ne gérant pas les noms des variables
introduites, c'est a l'utilisateur de prendre les précautions nécessaires.

Il faut remarquer que cette implémentation interdit, en général, l'utilisation
plusieurs fois de suite du méme schéma d'induction lors de la démonstration d'un
théoréme. La premiére fois, le schéma va introduire des variables (s'il n'en introduit
pas, le probléme ne se pose pas). Des la deuxieéme utilisation du méme schéma, les
mémes variables seront de nouveau introduites et entreront en conflit avec les
précédentes. On ne pourra donc utiliser plusieurs fois de suite un méme schéma
d'induction que si ce dernier ne contient pas de variables ou bien dans les branches
générées de l'arborescence dans lesquelles il n'a pas été introduit de variables.
L'utilisation plusieurs fois de suite de la regle P(VRAI)ISEXI;(FAUX) pour le

domaine des booléens ne posera pas de probléme. La régle concernant l'induction

structurelle sur les valeurs naturelles PO et (P(l)’,()x=> PG posera des
probleémes si elle est utilisée une autre fois dans la branche générée concernant
l'implication. En effet, 1a variable y y aura ét¢ introduite par la premiére utilisation et
cette méme variable sera de nouveau utilisée par la deuxi¢me utilisation du schéma.
Une deuxieéme utilisation dans la branche générée pour le cas P(0) ne présentera pas
de difficultés (P(0) n'introduit pas de variable).

7.4- isonnement par

Le raisonnement par cas consiste décomposer un but en sous-buts en fonction
de certains critéres. Cette décomposition peut se faire automatiquement
(CAS_AUTOMATIQUE) ou manuellement (CAS MANUEL).

Dans le cas d'une décomposition automatique, le systéme analyse la structure
du théoréme a4 démontrer. Il génére un sous-but pour chaque conjonction
rencontrée, ce que l'on peut écrire :

{A}[H FE1 A E2 A ... A Eq]
{A}[HFE|, HFE3 ,..., H FEq]

11 rend explicite les hypothéses des implications (E; = E génére un sous-but
E» en tenant compte de 1'assertion E1), ce qui peut se représenter par

{A} [H FE1 = Ej]
{A} [H U E; }E2]
Enfin, il normalise les expressions constituées de si...alors...sinon...

imbriqués. Appliqué a un nceud de l'arborescence, il y aura donc génération de un
ou plusieurs fils.

Dans le cas d'une décomposition manuelle, 1'utilisateur doit fournir des
expressions booléennes relatives au théoréme A démontrer. Ces expressions sont
considérées comme des assertions et sont transformées en reégles de réécriture (voir
ci-dessus). Schématiquement, on peut dire qu'a une expression correspond deux
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régles. Appliqué 2 un nceud de l'arborescence, il y aura donc génération de
plusieurs sous-buts. On peut écrire

{A}[H Ft(.., e, ..)]
{A} [HU {e==VRAI} }-t(..., ¢, ...), HU {e==FAUX} }t(..., €, ...)]

oll e est une expression booléenne.

Lors de la génération des régles a partir des expressions, le systéme tient
compte de certaines propriétés d'opérateurs booléens. Il sait que 1'égalité est
commutative (a=b génere a=b==vrai (soit encore a==>b) et a=b==faux,

=a==faux). Il tient compte de I'axiomatisation du non : non(a)==vrai devient
a==faux.

Enfin, lors de la génération de régles de réécriture additionnelles lors d'un
raisonnement par cas automatique ou manuel, OASIS peut également transformer
I'ensemble d'assertions obtenu 2 l'aide de l'algorithme de Knuth-Bendix. Les
performances du systéme en sont ainsi beaucoup améliorée. Par exemple, les deux
assertions :

ef(a)==0et

* g(f(a)) ==
seront transformées en :

ef(a) ==0et

+g(0) ==L

L'algorithme de Knuth-Bendix termine toujours dans ce cas car les variables
qui apparaissent dans les assertions sont skolemisées, c'est A dire considérées
comme des constantes. On sait par ailleurs que l'algorithme de Knuth-Bendix
termine toujours sur un syst¢éme d'équations sans variables.

3.8- Compléteur

Pour étre utilisable, un systéme de réécriture doit étre neethérien et confluent.
Dans OASIS, la vérification de la premiére propriété est a la charge de 1'utilisateur.
Un outil est par contre intégré a l'atelier permettant la vérification, dans certaines
conditions, de la propriété de confluence.

Cet outil, qui n'est autre qu'une implémentation de 1'algorithme de Knuth-
Bendix, permet de compléter un syst¢me de réécriture pour le rendre confluent. On
peut également 1'utiliser afin de détecter des incohérences dans la spécification
(relations non désirées entre les constructeurs) ou de faire des preuves inductives..

La version existant dans OASIS ne prend en compte ni les équations
permutatives, ni les équations conditionnelles. On demande simplement d'appliquer
cet algorithme sur une spécification particuliere. Les équations simples de cette
spécification ainsi que celles des types qui sont importés ont récupérées pour étre
analysées. L'utilisateur doit, par ailleurs, fournir un niveau de complexité relatif aux
regles au-deld duquel une reégle générée sera rejetée. Les régles générées sont
orientées automatiquement du terme qui contient plus de variables vers le terme qui
en contient moins. En cas d'égalité du nombre de variables, 1'utilisateur doit
intervenir pour I'orientation. On ne trouve pas, en effet, d'ordre prédéfini sur les
termes.
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Par nature, un algorithme de Knuth-Bendix peut ne pas terminer. En OASIS,
en cas de terminaison, le syst¢éme sauvegarde les régles produites dans un fichier
particulier. Il n'y a, en effet, pas d'interaction entre 1'algorithme de complétion et le
reste de l'atelier. L'utilisateur peut alors utiliser le résultat contenu dans ce fichier
pour éventuellement compléter sa spécification.
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4.1- Introduction

La partie théorique de cette these a consisté A exhiber certaines conditions
d'une spécifcication qui, si elles sont vérifiées, permettent de dire que la
spécification est valide d'un point de vue sémantique. Les conditions 3 vérifier
prennent la forme de formules logiques qui doivent étre des théorémes dans la
théorie associée a la spécification. La vérification de ces conditions se traduit alors
par la démonstration de ces théorémes en considérant les axiomes de la
spécification.

Cette partie théorique s'est accompagnée d'une implémentation qui a utilisé
comme langage de spécification le langage LPG.

Une spécification peut €tre décrite en LPG par l'intermédiaire de plusieurs
modules, les modules pouvant étre reliés les uns aux autres par des relations
explicites ou implicites comme nous le verront dans le chapitre 5.

Etant donnée une spécification écrite dans ce langage, qui se présente donc
sous la forme de plusieurs modules, une partie du travail a consisté a retrouvé
I'ensemble des théoremes a démontrer.

Une deuxieme partie a eu pour but de construire un ensemble d'axiomes qui
sera utilisé pour démontrer les théorémes précédement calculés.

Enfin, I'objet d'une troisi¢me partie a été de pouvoir démontrer plus ou moins
automatiquement les théorémes sachant que le syst2me LPG! ne dispose pas d'outil
d'aide A la démonstration. La solution retenue a été d'utiliser un démonstrateur
automatique de théoréme existant, plus précisément, celui qui fait partie du systéme
OASIS décrit dans le précédent chapitre. Cette troisiéme partie a consisté ainsi 2
relier les deux systemes, OASIS et LPG, c'est a dire 2 faire en sorte qu'ils puissent
s'échanger diverses informations.

Ce chapitre présente ainsi le langage et le syst®me LPG. De méme que pour le
précédent chapitre, il peut étre considéré comme un manuel d'utilisation de LPG.
Nous avons attaché, en effet, une certaine importance au caractere pédagogique.

La version qui est décrite dans ce chapitre est une version datant de 1987 et
qui fonctionne sous le systtme MULTICS [BDE 87]. Elle est différente de la
version qui a été utilisée 2 l'origine dans la mesure o elle prend en compte la
définition de prédicats. Les prédicats ne seront considérés que dans ce chapitre.

1LPG est 2 l'origine le nom d'un langage de spécification mais désigne également le
systéme basé sur ce langage et qui offre différentes fonctionalités telles que la compilation,
I'évaluation d'expression, etc...
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Nous devons alors étendre la notion de signature a >=(S,Q,IT) ot IT est une

famille d'ensembles de symboles appelés prédicats indexés par S*. Un prédicat est
défini a 1'aide de clauses de Horn.

4.2- Généralités

Le nom LPG est issu des initiales de Langage de Programmation Générique.
Mais cet outil est bien plus qu'un simple langage de programmation. Il est
préférable de le voir comme un laboratoire de spécification dans lequel, entre autre,
on peut aussi bien écrire des spécifications que des programmes.

La différence entre spécification et programme peut étre tres subtile.

On peut dire qu'une spécification doit permettre de décrire le comportement
d'objets informatiques. Ces objets peuvent étre simples (les naturels, les booléens)
ou plus complexes (les ensembles, les vecteurs). Ils peuvent également étre
spécifiques a une application (objets représentant des grammaires, des images,
etc...). Un objet informatique se compose de valeurs et d'opérateurs agissant sur
ces valeurs. On peut imaginer I'exemple de 1'objet informatique "pile" sur laquelle
on définit des opérations comme empiler, depiler, etc... La spécification consiste,
dans un langage de spécification algébrique, i exprimer des propriétés
mathématiques intrinséques 2 cet objet (ex : si p est une pile et e un élément de
méme sorte que les éléments de la pile, depiler(empiler(e, p))==p peut étre
l'expression d'une propriété des piles disant que dépiler une pile sur laquelle on
vient de mettre quelque chose donne cette méme pile).

Les objets étant spécifiés, il serait intéressant de pouvoir les manipuler en tant
que tels. C'est en fait la raison d'étre des programmes (ex : une pile peut étre
représentée 2 1'aide d'un tableau et d'un indice, structures de données existant dans
un langage de programmation tel que PASCAL).

Un programme doit donc représenter d'une manilre correcte 1'objet
précédemment spécifi€ pour l'utiliser ensuite. Etant donné la spécification d'un
objet informatique, il faut étre siir que toute représentation de cet objet qui est faite
par un programme traditionnel vérifie les propriétés de cet objet. C'est en fait I'un
des grands intéréts des spécifications. On peut donc dire qu'un langage de
spécification permet de décrire quelque chose et qu'un langage de programmation
permet de représenter et d'utiliser ce quelque chose.

L'atelier LPG propose ainsi un formalisme unique, le formalisme algébrique,
pour spécifier des problémes et pour programmer des algorithmes (de maniére
fonctionnelle). :

On entre dans cet atelier par la commande Ipg [lib_name] [options] et on en
sort par la commande quitter. Le prompt Lpg : signale le fait qu'on se trouve dans
l'atelier et donc que les différents outils sont & notre disposition.

Dans cet atelier, l'utilisateur a 2 sa disposition un interpréteur capable
d'évaluer des expressions. Il existe également un résolveur qui étant donné une liste
d'expressions logiques (égalité entre termes, prédicats) peut donner les valeurs des
variables (présentes dans les expressions) pour lesquelles les égalités sont vraies et
les prédicats sont vérifiés. Cette caractéristique permet de voir cet outil comme un
interpréteur PROLOG, en plus puissant, toutefois.
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Ces possibilités d'évaluation et de résolution sont offertes dans un sous-
environnement dans lequel le prompt devient {i} ot i est une valeur entiére
indiquant le numéro du résultat de la derniére expression évaluée.

A ce niveau, il est possible soit d'évaluer des expressions fonctionnelles soit
de résoudre un but (utilisation du résolveur). Ces deux outils sont totalement
indépendants dans le sens od il n'y a aucune interaction entre eux (les résultats de
I'un ne sont pas exploitables par 1'autre et réciproquement). La détermination de
I'utilisation d'un outil plutdt que l'autre se réalise A I'aide d'une séquence de
caracteres qui termine la commande donnée par 'utilisateur. Par conséquent, une
telle commande peut s'écrire sur plusieurs lignes. Dans le cas d'une évaluation
fonctionnelle, la commande se termine par la séquence ==>. Dans le cas de
l'utilisation du résolveur, la commande se termine par 7. Une commande spéciale,
Jfin, permet de quitter ce sous-environnement et de se retrouver au niveau général de
l'atelier.

Les spécifications et programmes sont bien entendu écrits dans un formalisme
lisible par tout utilisateur et peuvent étre stockés sur fichier. Le nom de ces fichiers
peut étre quelconque, mais suffixé par .[pg (ex : predefl.Ipg). Ces fichiers doivent
étre compilés pour étre utilisable par l'atelier. LPG dispose ainsi d'un outil de
compilation réalisant une analyse syntaxique, mettant 3 jour diverses tables et
générant un pseudo-code manipulable par l'interpréteur. Les tables contiennent
l'information pertinente pour 1'atelier en général.

Le contenu de ces tables peut étre partiellement examiné 2 1'aide d'un outil de
visualisation. On peut également les sauvegarder sur fichier en constituant ainsi une
bibliothéque de définition et, inversement, relire les fichiers contenant les
bibliotheques. Ce deuxieéme type de fichier est également nommé d'une maniére
quelconque. Ils sont toutefois suffixé par .bib (ex : demo.bib).

LPG dispose, grice 2 1'implémentation résultant de cette thése, d'un outil
permettant de réaliser des démonstrations de théorémes de fagon semi-automatique.
Clest en fait le démonstrateur de théoréme inclus dans le systeme OASIS qui est
utilisé. Afin de valider les spécifications, il a été décidé de choisir ce démonstrateur
et, par effet de bord, il est possible de l'utiliser pour démontrer des théorémes écrits
dans les spécifications.

Mentionnons pour mémoire un dernier outil qui permet d'obtenir le contenu
brut des tables de l'atelier. Cet outil est essentiellement utilisé quand on se trouve en
présence de problemes propres 2 LPG.

Les commandes donnant accés 2 ces différents outils sont écrites en caractres
minuscules et possédent des abréviations. Si l'utilisateur donne une commande non
connue du systtme LPG, ce dernier suppose que c'est une commande du systéme
d'exploitation et lui donne donc temporairement la main. La commande systéme
étant achevée, LPG reprend le controle.

Les programmes ou spécifications, en LPG, sont construits hiérarchiquement
grice a des modules. Il y a trois especes de modules : les types, les
enrichissements et les propriétés. Chaque module introduit de nouvelles définitions,
généralement de sortes, d'opérateurs ou de prédicats par l'intermédiaire de
rubriques. La présence de chaque rubrique n'est pas obligatoire. Toutefois, 1'ordre
de leur apparition est important.

49 LPG



Validation Sémantique dans les Théories Structurées...

I1 faut faire une distinction entre les propriétés et les autres modules. Alors
que dans les types et les enrichissements on donne la sémantique des fonctions et
des prédicats déclarés, dans les propriétés on ne fait que caractériser le
comportement de classes d'objets. Autrement dit, la théorie associée 2 une
présentation de type est la théorie inductive. La théorie associée 3 une présentation
de propriété est la théorie équationnelle, dans le cas ol cette propriété n'importe
pas, ni directement, ni par l'intermédiaire d'une autre propriété, de définitions
provenant de spécifications de types. Notons que la sémantique des opérateurs et
des prédicats est donnée respectivement par des équations (égalité entre termes) et
par des clauses de Horn.

A un instant donné, on dispose donc d'un ensemble de définitions réparties
dans différents modules. Ces définitions peuvent étre construites en utilisant
d'autres définitions se trouvant dans d'autres modules. C'est la notion
d'importation qui, en LPG, est implicite.

La généricité est la caractéristique la plus importante et la plus originale de
LPG. Cette notion signifie que des objets déclarés dans un module générique sont
paramétrisés par des sortes, fonctions et prédicats.

Le plus simple est peut étre de montrer tout de suite un exemple. I1 est trés
facile, en LPG, de définir un opérateur de tri qui soit capable de fonctionner sur des
listes dont on ne connait pas la nature des éléments, ni méme la relation d'ordre. Il
suffit de décrire le fonctionnement de cet opérateur de tri en considérant qu'il
utilisera une certaine relation d'ordre formelle sur des valeurs de sorte également
formelle.

L'exemple qui suit décrit un opérateur de tri dans le formalisme LPG. On
suppose que la spécification des séquences (listes) est donnée par ailleurs ainsi que
la définition formelle d'une relation d'ordrel.

enrichment Sort — Specification of a sort by
—  insertion function. The sort
— works on sequences. The
— elements of formal sort elem must

requires Total Order [elem operators inf, eq] — verify the equations of
— the total order property. inf and
— &g are the two fomal operators
— which may be used in this enrichment
— The specification of the
— Total Order property is visible
—  in the predefl.lpg file
—  (predefined library)

operators

sort: seqglelem] -> seglelem]

1Le symbole -- introduit un commentaire qui se termine par la fin de ligne.
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add: (elem, seqlelem]) -> seqglelem]

predicates — two predicates are also
ordered: seq[elem] —  specified. They hold if the
ordered?2: seglelem] — parameter sequence is sorted
variables
X,y: elem
s8: seglelem]
equations
1: sort(nil: seqlelem]) => nil: seg[elem]— nil and <+ are the two
2: sort (x<+s) ==>add(x, sort(s)) — constructors of the
3: add(x, nil:seg[elem]) => x <+ nil:seqg[elem]— sequences
4: add(x, y <+ s) => if inf (x, y) — Notice the use of the formal
then x<+(y<+s) =-— operator inf as a prefixed
else y <+ add(x,s8)— one
endif
clauses
1: ordered(s) <= sort(s) = s — The simplest form : a sequence

— 1is sorted if it is the same
— as the one resulting of the
— application of the sort
— function previously defined
2: ordered2(nil: seg[elem]) — This second predicate uses the
3: ordered2(x <+ nil: seqlelem]) — formal inf operator
4: ordered2(x <+ (y <+ 8)) <= inf (x, y), ordered2(y <+ s)
end Sort
Il est évident que pour utiliser un tel opérateur de tri générique (c'est a dire
évaluer une expression LPG construite 2 partir de cet opérateur) il est nécessaire de

donner précisément la sorte des éléments de la séquence (ex : les nombres naturels)
ainsi qu'une relation d'ordre existant sur ces éléments (ex : ).

Un exemple d'appel 2 cet opérateur pourrait &tre sort.Total_Order [nat
operators >=] ([1, 3, 2]). Dans cet exemple, sort est le nom de l'opérateur.
Total_Order [nat operators >=]! indique que la relation d'ordre choisie est la
fonction booléenne > = entre les naturels (qui doit étre définie quelque part)et [1, 3,
2] est l'argument fourni A cette fonction2. Les symboles [ et ] sont utilisés en LPG
pour dénoter une séquence d'éléments. Dans I'exemple, la notation /1, 3, 2 ] est
€quivalente 3 I<+(3<+(2< +nil)) qui utilise les constructeurs (prédéfinis dans le
langage LPG) des séquences (< + et nil). ‘

Ceci est un exemple d'utilisation dans un cas particulier (en fait, une
instanciation). Il est possible d'utiliser la méme définition sur des séquences de

lun appel 2 l'opérateur sort a en fait, en LPG, la forme suivante sort.Total_Order [nat
operators >=, =] ([1, 3, 2]). L'utilité de I'opérateur = est due au fait que la fonction > = est définie en
utilisant un tel opérateur d'égalité.

2Le résultat de l'interprétation de cette expression est /3, 2, 1].
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caracteres, des séquences de séquences de chaines etc... du moment qu'il existe une
relation d'ordre sur les éléments de la séquence.

D'un point de vue terminologique, on dit que la fonction sort exige la
propriété d'ordre total pour l'opérateur formel qu'il utilise. Lors d'une utilisation
effective de cet opérateur de tri, il est nécessaire de lui fournir des sortes et
opérateurs effectifs. On dit que ces sortes et opérateurs effectifs constituent un
modele de la propriété Total Order.

En effet, une propriété décrit une classe d'objets, un modele sera un
représentant de cette classe. Pour le bon fonctionnement d'un opérateur générique
exigeant la propriété P, il faut qu'il ait 2 sa disposition un modele de P. Ce modéle
peut soit lui étre fourni lors de I'évaluation (ex : sort.Total_Order [nat operators
>=]([1, 3, 2])), c'est ce qu'on appelle l'instanciation explicite, soit étre déja déclaré
dans un certain module. Dans ce cas, I'évaluation de 'opérateur fera référence 2 ce
modele 2 condition qu'il n'en existe qu'un seul et qu'il n'y ait pas d'ambiguité.
Clest l'instanciation implicite (ex : sort ([1, 3, 2])).

La généricité est un outil puissant qui permet de spécifier des classes d'objets.
Le comportement d'un élément d'une classe est le méme que celui d'un autre
élément appartenant A la méme classe. Bien que pouvant étre utilisée dans différents
cas, la spécification est ainsi écrite une seule fois, ce qui minimise les erreurs
potentielles.

4.4- Syntaxe

En LPG on est amené essentiellement a écrire des expressions 2 partir des
différents opérateurs définis. Nous allons décrire brievement dans ce paragraphe la
syntaxe utilisée pour écrire ces expressions.

Une expression peut apparaitre sous trois formes différentes : les expressions
conditionnelles, de liaison et les expressions fonctionnelles traditionnelles.

I1 existe les expressions conditionnelles if <cond> endif, if <cond> then
<expr]> else <expry> endif et plus généralement if <cond]> then <expr)> else_if
<condz> then <exprtz> else_if ... else_if <condp> then <expr,> else <expr> endif.
Dans ces expressions, cond et cond; sont des expressions 2 résultat booléen, expr et
expr; sont des expressions quelconques. Les deux premiéres sont les notations
usuelles d'expressions conditionnelles. La troisiéme forme est un peu plus générale
dans le sens ol figurent plusieurs conditions et le résultat de l'expression
conditionnelle est le résultat de 1'expression associée 2 la premiére condition qui
s'évalue a vrai. La partie else est optionnelle. Si aucune des conditions ne s'évalue 2
vrai et que cette partie existe, 1'expression qui lui est associée est évaluée et si elle
n'existe pas, une erreur se produit!.

Un autre type d'expression est I'expression de liaison let <idf;> = <expr;>,
<idfz> = <expraz>, ..., <idfp> = <exprp> in <expr> endlet dans laquelle <idf;>
sont des identificateurs (chaines constituées de lettres, chiffres et _, dont la

1Les effets d'une telle erreur se traduisent en fait par la levée d'une exception, concept qui
peut étre pris en compte et donc traité par le syst2me.
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longueur est inférieure ou égale 2 vingt), <expri> sont des expressions qui peuvent
se référer & <idfi.]> et <expr> est une expression qui peut utiliser <idf;> . Ce type
d'expression permet d'évaluer une expression dans laquelle figure des
identificateurs de variables qui auront été associés (liés) avant l'évaluation 2 d'autres
expressions. Elle permet essentiellement une écriture plus lisible de 1'expression
<expr> a évaluer.

Enfin, la troisitme forme d'expression est tout simplement basée sur
l'utilisation d'opérateurs traditionnels ou sur des dénotations de structures
prédéfinies comme les séquences (expressions séparées par des virgules et
comprises entre les symboles [ et /), les vecteurs (expressions séparées par des
virgules et comprises entre les symboles /< et >/), les ensembles (expressions
séparées par des virgules et comprises entre les symboles { et }) et le produit
cartésien (expressions séparées par des virgules ou des points-virgules et comprises
entre les symboles ( et )). Une séquence est une liste ordonnée d'éléments de méme
sorte d'une quelconque longueur. Un vecteur est une suite ordonnée d'éléments de
méme sorte, mais dont le nombre est fixé. Un ensemble est une suite non ordonnée
d'éléments de méme sorte, en nombre quelconque. Un produit cartésien est une
suite d'éléments, en nombre déterminé (inférieur ou égal 2 vingt) et de sortes
éventuellement différentes.

Les opérateurs les plus simples sont les dénotations de constantes simples
(vrai, faux, constantes entiéres, caracteres, chaines et tout opérateur constant défini
par 1'utilisateur).

On trouve ensuite quelques opérateurs spéciaux comme la projection du
produit cartésien qui sélectionne un composant particulier d'un produit cartésien et
l'opérateur de curryfication. Informellement, l'opérateur de curryfication permet de
diminuer le nombre d'argument d'autres opérateurs. Un troisiéme opérateur spécial
est la mémoire résultat. En cours d'évaluation, les résultats des différents calculs
sont mémorisés et numérotés. Un opérateur permet de retrouver ainsi un résultat
précédemment calculé.

Dans le cas général, un opérateur est désigné par un symbole d'opérateur (qui
est soit un identificateur, soit une chaine d'au plus vingt caracteres pris parmi #, &,
* 4,5 1,<,=,>,@,/,\], soit un symbole d'opérateur prédéfini). Ce nom peut
éventuellement étre suffixé par une déclaration de modéle. Elle permet d'indiquer

quels sont les sortes, opérateurs et prédicats effectifs qu'un opérateur générique
devra utiliser.

Les opérateurs s'utilisent généralement de maniére préfixée. Les opérateurs
binaires peuvent s'écrire en infixé ou en préfixé indifféremment. Dans le cas de
l'utilisation préfixée, il peut y avoir entre un et vingt arguments, chaque argument
étant lui-méme une expression.

Enfin un opérateur retourne un résultat qui est d'une certaine sorte. Dans
certains cas d'utilisation (afin d'éliminer des ambiguités), il est nécessaire de
qualifier le résultat de I'opérateur en indiquant au systéme la sorte attendue.

111 ne faut toutefois pas utiliser les chaines suivantes : ->, /<, >/, ==, <==, --, ==> qui ont
une signification spéciale pour les modules.
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Quelques opérateurs particuliers (read, write, etc...) permettent de faire des
entées-sorties. Ces fonctions accroissent les possibilités de 1l'outil de
programmation.

4.5- 1es propriétés

Afin d'avoir les idées claires quant a I'aspect que peut revétir une propriété,
nous présentons, 2 la fin de cette section, les deux squelettes possibles pour définir
un tel module.

Les modules LPG propriété ne peuvent pas étre génériques. Une propriété
permet simplement la description d'objets formels (sortes, opérateurs ou prédicats).
On peut donc déclarer des sortes qui ne sont rien d'autre que des identificateurs.
Ces sortes modélisent le comportement de toute collection d'objets réels. On peut
également déclarer des opérateurs ou des prédicats en mentionnant la sorte de leurs
arguments et la sorte de leur résultat (pour les prédicats, on ne donne bien siir que la
sorte de leurs arguments). Ils pourront ou non utiliser des sortes déja déclarées dans
la propriété courante. Concreétement, ils axiomatisent tout opérateur, respectivement
prédicat, effectif pourvu qu'il y ait une correspondance exacte entre les différentes
sortes de leurs arguments et résultat (le nombre de paramétres de 1'opérateur effectif
doit étre le méme que le nombre de parameétres de la description formelle etily a
une unique substitution entre les sortes présentes dans le profil de la description
formelle et les sortes du profil de l'opérateur effectif).

Cette partie déclaration décrit simplement la syntaxe des opérateurs. Il est
possible d'écrire des équations algébriques afin de spécifier plus ou moins
completement leur sémantique. Quand un opérateur est déclaré dans une propriété,
il est sensé décrire tout une classe d'opérateurs effectifs. Chacun de ces opérateurs
ont des caractéristiques communes. Ces caractéristiques sont ainsi spécifiées 2
l'aide des équations.

Considérons 1'exemple de la spécification d'une relation d'égalité. Une
propriété LPG peut décrire le comportement d'un tel opérateur. 11 suffit d'exprimer
les propri€tés (au sens usuel du terme) d'une relation d'égalité, & savoir qu'elle est
réflexive, symétrique et transitive (I'utilité de la clause satisfies sera vue au chapitre
concernant les relations sémantiques) :

property Equality
sorts t
operators
=: (t,t)->bool — The abstract data type of the Boolean
variables — values is defined elsewhere
X, yr2: t
equations
1l: x»=x = true
2: =y = y=x
3: (x=y and y=2z) => x=z = true
satisfies
Formal Sort [t]
end Equality
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Plus formellement, on peut dire qu'une propriété en LPG est décrite par une
présentation Pp=(2,E). La sémantique d'une propriété présentée par Pp est toutes
les -algebres qui satisfont E. Autrement dit, la sémantique d'une propriété est une
théorie équationnelle.

Une propriété LPG peut revétir deux formes différentes en fonction de
relations qu'elle a avec d'autres propriétés (les relations entre les modules sont vues
plus en détail dans le chapitre suivant). Voici successivement les squelettes a partir
desquels on peut construire des propriétés. ~

property <module-name>
sorts
<formal-sort-name list>
operators
<formal-operator-declaration list>
predicates
<formal-predicate—declaration list>
variables
<variable-declaration list>
equations
<equation list>
clauses
<clause list>
inherits
<formal-model list>
satisfies
<formal-model list>
theorems
<theorem list>
end <module-name>
Cette premiére forme décrit 1'aspect général d'une propriété, c'est A dire celui

qui permet de présenter une nouvelle propriété éventuellement indépendamment de
toute autre définition. :

On trouve dans un premier temps une rubrique permettant de déclarer les
sortes formelles (des identificateurs, ex : elem). Ensuite vient la rubrique de
déclaration des opérateurs puis des prédicats (identifcateurs avec leur profil, ex :
point : (elem, elem) -> elem).

On déclare alors les différentes variables (identificateurs accompagnés de leur
sorte) qui seront utilisées dans les équations, clauses et théorémes de la propriété.
Vient alors la rubrique des équations (égalité entre termes, ex : point(x, y) ==
poiny(y, x)) qui permet de définir la sémantique des opérateurs. Les équations sont
quantifiées universellement, c'est 2 dire qu'elles sont vraies pour toutes les valeurs
des variables qui figurent dans les deux membres de 'égalité. On donne la
sémantique des prédicats dans la rubrique des clauses (clauses de Horn avec
égalité).

On trouve ensuite deux rubriques (inkerits et satisfies) permettant d'établir des
relations entre propriétés.
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Enfin il est possible d'écrire des théorémes dans la rubrique du méme nom.
Les théorémes ont le méme aspect que les équations (égalité entre deux termes) mais
devront étre démontrés a 'aide du démonstrateur pour pouvoir éventuellement étre
utilisés. Lors de leur déclaration, ils sont considérés, par défaut, comme n'étant pas
démontrés.

Voyons maintenant la deuxieéme forme d'une propriété. Contrairement 2 la
premilre, elle ne permet de construire une nouvelle propriété qu'a partir de
propriétés déja existantes.

property <module-name>
sorts
<formal-sort-name list>
operators
<formal-operator—declaration list>
predicates
<formal-predicate-declaration list>
variables
<variable-declaration list>
combines
<formal-model list>
theorems
<theorem list>
end <module-name>

La deuxi¢me forme exprime le fait que la propriété ainsi définie est
équivalente aux propriétés qu'elle combine. Le terme équivalent étant 3 manipulier
avec précaution, précisons son sens dans notre contexte : une telle propriété va
introduire une signature et le comportement des objets de la signature sera décrit 2
l'aide des équations et clauses provenant des propriétés combinées et grice aux
renommages précisés par la clause combine. :

La différence entre cette forme et la précédente est, d'une part que les
rubriques équations et clauses sont inexistantes (sinon 1'équivalence ne serait pas
forcément vérifiée) et d'autre part que les rubriques de déclarations de relations
inherits et satisfies sont remplacées par une rubrique combines qui définit
I'équivalence entre cette propri€té et les propriétés combinées. Les autres rubriques
ont toutefois 1a méme signification.

Ces trois rubriques satisfies, inherits et combines permettent de définir des
relations entre des propriétés LPG. Nous étudierons plus précisemment ces
relations au cours du chapitre concernant les relations sémantiques.

Informellement, une clause sarisfies Pg présente dans une propriété P, indique
que les équations de la propriété P doivent étre des conséquences logiques (aprés
renommage) de la théorie présentée par P;.

Une clause inherits P écrite dans une propriété P; signifie que les équations
de la propriété P; (aprés renommage) sont inclues dans la propriété P,.

Une clause combines P;, écrite dans une propriété P, a 2 peu prés le méme
effet qu'une clause inherits. Elle permet de récupérer les équations d'autres
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propri€tés. Mais, a la différence d'une clause inherits, dés qu'un modéle de la
propriété P est connu, le systtme déduit automatiquement les modeles des
propriétés P;. Réciproquement, si un modele est connu pour chaque propriété P;, le
systeme va construire automatiquement un modele de la propriété P.

Voyons sur un exmple 1'utilisation d'une clause combines. Une premiére
propriété (Formal_Sort) spécifie le comportement d'une sorte quelconque. On décrit
ensuite (Com) la propriété de commutativité d'un opérateur, puis celle de
I'associativité (Assoc). Enfin, on veut décrire le comportement d'un opérateur qui
est 2 la fois commutatif et associatif,

property Formal Sort ~— t will be a formal sort
sorts fs
end Formal Sort

property Com
sorts sl
operators

opl: (sl,sl)->s1
variables

X, y: sl
equations

1: opl(x,y) = opl(y,x)
satisfies

Formal Sort[sl]
end Com

property Assoc
sorts s2
operators

op2: (s2,s2)->s2
variables

X, Y, 2: 82
equations

1: op2(x, op2(y, z)) = op2(op2(x, y), 2)
satisfies

Formal Sort [s2]
end Assoc

Property Assoc_Com
sorts s
operators
op: (s,s) => s
combines
Cam[s operators op],
Assoc[s operators op]
end Assoc Com
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On crée pour cela une nouvelle propriété Assoc_Com dont la signature est

ZAssoc_Com=({S}; {op}, 9).

Les signatures de trois autres propriétés sont
* YFormal Sort=({fs}, @, @) pour la propriété Formal Sort,
* Ycom=(s1}, {opl}, @) pour la propriété Com et
T Assoc=({s2}, {op2}, @) pour la propriété Assoc .

Les ensembles d'équations de ces trois propriétés sont
* EFormal Sort=9 pour la propriété Formal_Sort,
* Ecom={op1(x,y) == opl(y,x)} pour la propriété Com et
* Eassoc={0op2(x,0p2(y,z)) == op2(op2(x.y),z)} pour la propriété
Assoc .

La propriété Assoc_Com a alors 1'ensemble d'équations suivant

° E_Assoc__Com={OP(X’Y)==°P(y,X), OP(OP(X,}'),Z)==°P(X,0P(y,z))} ou
X, Y, Z sont trois variables de sorte s.

4.6- Les types
4.6.1- Les types non génériques

Un module LPG rzype est la définition algébrique d'un type abstrait. On
introduit la définition de différentes sortes dont les valeurs sont obtenues, entre
autre, par des opérateurs spéciaux appelés constructeurs (ex : 0 et succ sont les
deux constructeurs des nombres naturels). Il est possible de définir d'autres
opérateurs qui vont travailler sur ces valeurs.

De plus, un opérateur peut ne pas étre défini sur la totalité de son domaine (la
division n'est pas définie pour la valeur zéro, par exemple). Une construction de
LPG, les exceptions, permet de prendre en compte ce type de probléme. Lorsqu'on
demande 1'évaluation d'un opérateur et que 1'un de ses arguments au moins est une
valeur pour laquelle cet opérateur n'est pas défini et si, de plus, une exception a été
spécifiée pour un tel cas, c'est cette derniére qui sera le résultat de 1'évaluation de
l'opérateur. Pratiquement, dans une telle situation, 1'évaluation peut tout
simplement s'arréter en donnant un message d'erreur (I'évaluation de 1 / 0 émet le
message zero_divide:exception qui traduit I'erreur). Ce message d'erreur est en fait
le résultat du déclenchement de l'exception.

Généralement un opérateur est défini 2 1'aide d'autres opérateurs. Supposons
que l'opérateur g soit défini a l'aide, entre autre, de I'opérateur f et que f ne soit pas
défini sur tout son domaine, ce qui se traduira par le déclenchement d'une exception
e. L'opérateur g peut prendre en compte dans sa spécification ce genre de probléme.
C'est ce qu'on appelle la récupération d'exception. Cette récupération peut
s'effectuer de deux maniéres. Soit 1'exception déclenchée par f est traitée par g (en
présence de cette exception, I'opérateur g retourne le résultat de 1'évaluation d'une
expression particulieére). Soit elle est propagée (l'opérateur g détecte le
déclenchement de I'exception de la part de f et, 2 son tour, émet une autre exception
qui sera éventuellement récupérée 2 un autre niveau).

Un type peut €tre générique. On dit qu'il exige une propriété qui décrit plus
ou moins dans le détail le comportement d'objets formels (sortes, opérateurs ou
prédicats) qui sont utilisés dans la spécification.
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Un type non générique est décrit par une présentation Pr=(XT,ET) oit
ZT=(ST,QT,HT) est la signature. La sémantique d'un tel module est l'algebre

Tz,r/=-ET ol =g est 1a plus petite relation de congruence qui inclu Et. Dans ce cas,
la sémantique est dite initiale, elle correspond 2 la théorie inductive.

Présentons l'exemple de la spécification du type abstrait des valeurs
booléennes.

type Bool
sorts bool
constructors
true, false : => bool — The two possible values
operators — Specification of different operators

not: bool-> bool
and: (bool, bool)-> bool
or: (bool, bool)-> bool
xor: (bool, bool)-> bool
=>: (bool, bool)-> bool
variables
b,bl,b2: bool
equations
1: not (true) => false

2: not (false) => true
3: true and b => b
4: false and b => false
5: bl or b2 => not ( not (bl) and not (b2) )
6: bl xor b2 => (bl or b2) and not (bl and b2)
7: bl = b2 => not (bl) or b2
end Bool
4.6.2- _ Les types génériques

4.6.2.1- Sémantique

Un type générique exige une propriété. Intuitivement, les définitions
introduites par un tel type utiliseront des objets non connus 2 priori (formels), mais
on supposera tout de méme que ces objets possédent des propriétés (au sens usuel
du terme) particuliéres qui, elles, seront décrites dans des modules propriété de
LPG. A lutilisation, chaque définition présente dans un type générique sera ainsi
paramétrée par les sortes, opérateurs et prédicats qui figurent dans la signature de la
propriété exigée.

Un objet générique pourra étre utilisé avec toutes définitions effectives de
sortes, opérateurs et prédicats pourvu que ces derniéres vérifient les comportements
spécifiés par la propriété exigée.
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Etant donnée une propriété P présentée par Pp=(2p,Ep) et un type LPG T

présenté par I.’T=(2'r,l.3'r)1 qui exige la propriété P, il existe un morphisme @ entre
PetT

Pp=(Zp,Ep) - Pr=(Z1,ET).

Le morphisme @* traduit le fait que la spécification du type T utilise des objets
formels dont le comportement est spécifié dans la propriété P. Dans la théorie
présentée par P, on trouve donc les axiomes issus de la présentation P, mais
aussi les axiomes, aprés renommage, de la présentation de la propriété P.

En LPG, ce morphisme @ test décrit de la maniére suivante
P[S1, 82, ..., Sm operators Fj, F», ..., F, predicates Py, Py, ..., Pgl.

Dans cette notation, on retrouve le nom de la propriété P, la liste des sortes
S;, la liste des opérateurs F 'j et 1a liste des prédicats Py.

Le morphisme @ est défini par &'=(®g, ), <I>h) ol
- @ : Sp - S,
. @;2 :Qp > Qret
c o :Mlp—> It

sont trois fonctions. La premiére, dJrS, fait correspondre les sortes de la propriété P

(Sp) aux identificateurs de sortes (Sj, j-1, ..., m) de 1a déclaration du morphisme, qui
font partie des sortes du type (ST). De méme, <I>;2 est une fonction qui fait

correspondre les opérateurs de la propriété P (Qp) aux opérateurs du types (Qr)
désignés par la description du morphisme (Fj, j=1, ..., n)- La troisitme fonction,

<Dh, de la méme maniére fait correspondre les prédicats de la propriété (ITp) aux
prédicats du types (II1) introduits par la description du morphisme Pk, k=1, ..., q)-

On voit alors que la théorie associée au type générique T est définie d'une part

grace aux axiomes de la présentation f’T, mais également par les axiomes provenant
de la présentation de la propriété P en utilisant le renommage introduit par le

morphisme @,

Iprésentation partielle.
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Nous allons donc définir la sémantique d'un type LPG générique par le triplet
(Th(P), @7, Th(T)) ot :
* Th(P) est la théorie équationnelle présentée par Pp,

* @ est le morphisme défini dans la clause exige du type T. Ce
morphisme doit étre fortement persistent. Et

* Th(T) est la théorie inductive présentée par ((DrS(Sp)®§T),
CD;I(QP)@(.IT, CD}I(HP)@I'[T, <DrE(Ep)®l.3T) avec les conditions QrS(Sp)n§T=®,

DG QP)NQ7=0 et B (TTp) I T7=2.

Le premier élément du triplet permet de connaitre la théorie associée a la
propriété exigée par le type.

Le troisitme €lément du triplet représente la théorie associée au type
générique. On indique comment construire Ia présentation qui est 2 l'origine de cette
théorie.

Enfin il est nécessaire de préciser le morphisme existant entre ces deux
théories, ce qui est fait par le deuxi¢me élément du triplet.

La présentation qui est 2 I'origine de la théorie Th(T) est composée des
éléments suivants :

. (I>rs(Sp)®§T: on considere les sortes effectives déclarées dans le

type T auxquelles on ajoute, aprés le renommage défini par la fonction @, | les

sortes provenant de la propriété P. LPG impose que les sortes renommées de la
propriété doivent étre différentes des sortes du type (<DrS(Sp)n§T=®),

. <I>rQ(Qp)®£.)T : cet ensemble est constitué des opérateurs effectifs
provenant du type T et des opérateurs renommés par la fonction <I>§2 de la propriété
P. LPG impose également que ces deux ensembles, (D;)(QP) et ﬁT, soient
disjoints (@f,(Qp)NQ7=0),

. <Di-l(l'[p)$l'['r : on construit de la méme maniére 'ensemble des

prédicats en faisant l'union entre 1'ensemble des prédicats effectifs (ﬂT) du type
genérique T et I'ensemble des prédicats renommés par Qh des prédicats de la

propriété P. LPG impose aussi que ces deux ensembles, Qh(ﬂp) et I'IT, soient
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disjoints (Qh(Hp)ﬁI'IT=@),
. @%(Ep)@f:"r : enfin, I'ensemble des équations est construit en faisant

I'union entre I'ensemble des équations propres au type générique T (E‘T), c'est a
dire qui figurent dans sa présentation, et I'ensemble des équations renommeées par

Q'l;: des équations de la propriété P.

Dans notre cas, un type LPG est reli€ 2 une propriété LPG par cette clause
requires. Nous définissons la sémantique d'un tel type générique par le triplet

(Th(P), @7, Th(T)).

I1 existe, comme nous le verrons dans le prochain chapitre, d'autres relations
entre les divers modules LPG. Dans chaque cas, nous définirons la sémantique de

ces modules par l'intermédiaire d'un triplet (Thy, @, Thy).

La description de cette relation requires entre un module (type ou
enrichissement) et une propriété est reprise dans le prochain chapitre et expliquée a
I'aide d'un exemple complet.

Voyons sur un exemple trés simple comment on décrit un type générique en
LPG.

4.6.2.2- Description

L'exemple le type abstrait générique des séquences dont la sorte des éléments
est inconnue a ce niveau mais dont le comportement est décrit dans la ptropriété
Formal_Sort. On peut trouver d'autres exemples de modules génériques dans le
chapitre décrivant les relations sémantiques.

property Fommal Sort
sorts t
end Formal Sort

type Seq requires Formal Sort [elem]
sorts seq
constructors
nil: -> seqglelem]
<+: (elem, seg[elem]) -> seglelem]
end Segq
La propriété Formal_Sort décrit ce qu'est une sorte formelle. Les modéles de
cette propriété sont des collections de valeurs. Le type des séquences Seq définit la
maniere de construire des séquences d'éléments dont on ne connait pas la sorte a

priori mais dont le comportement (trés simple dans notre cas) est décrit par la
propriété figurant dans la clause requires.

La forme générale d'un type en LPG est la suivante :
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type <module-name>
requires
<formal-model>
sorts
<sort-name list>
constructors
<constructor-declaration list>
operators
<operator-declaration list>
exceptions
<exception-declaration list>
predicates
<predicate-declaration list>
variables
<variable-declaration list>
equations
<equation list>
conditions
<condition list>
clauses
<clause list>
models
<model list>
theorems
<theorem list>
end <module-name>
On a tout d'abord la rubrique introduisant la propriété exigée (requires
Formal_Sort[elem operators leq, eq]). Cette rubrique définit en fait un ‘morphisme
de signature entre la propriété exigée et le module courant. Il est A noter qu'il ne
peut pas y avoir plus d'une propriété exigée. Cette restriction peut toutefois étre

contournée par l'utilisation des structurations des propriétés et, notamment le fait
qu'une propriété puisse en combiner plusieurs autres. )

La rubrique sorts définit les nouvelles sortes du type abstrait en cours de
spécification.

La rubrique constructors est propre aux modules de type. On définit A cet
endroit les différents opérateurs qui vont permettre de construire toutes les valeurs
des sortes du type abstrait (ex : true, false).

La rubrique operators permet de spécifier la syntaxe d'opérateurs effectifs
(alors que dans les propriétés, on caractérise une classe d'opérateurs).

On trouve ensuite la rubrique des exceptions. Elles permettent de signaler des
cas d'erreur pouvant se produire pour des opérateurs partiellement définis sur leur
domaine. Une exception peut étre accompagnée de parameétres servant, par
exemple, 3 communiquer les valeurs qui sont 2 l'origine de 1'exception (ex :
index_fault : nar).
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Syntaxiquement, la rubrique des prédicats est la méme que celle figurant dans
une propriété. Sémantiquement on définit dans un type des prédicats effectifs alors
que dans une propriété, on spécifie une classe de prédicats.

On retrouve une rubrique variables qui permet de déclarer les différentes
variables qui seront utilisées dans les équations, conditions, clauses et théorémes.

La rubrique equations est identique 2 celle des propriétés (égalités entre
termes).

On trouve, par contre, une nouvelle rubrique conditions qui permet de
spécifier les cas déclenchant les exceptions ainsi que les récupérateurs d'exception.
Rappelons que les récupérateurs permettent, en présence d'une exception, soit de ne
pas interrompre le calcul en cours substituant au résultat non défini de I'opérateur
ayant causé l'exception le résultat de 1'évaluation d'une expression, soit de propager
l'exception 2 un autre niveau (éventuellement 2 la racine de 'expression générale).

La rubrique clauses donne la sémantique des prédicats précédemment déclarés
en utilisant le formalisme des clauses de Horn avec égalité.

On trouve ensuite la rubrique permettant de définir de nouveaux modeles de
propriétés. On a vu qu'une propriété permet de caractériser une classe d'objets.
Opérationellement, on aura besoin d'un représentant particulier (instance) de ces
objets. Un tel représentant est en fait la donnée des composantes effectives d'un
objet (sorte, opérateurs et prédicats) pour chaque composante formelle. Une telle
association est nommée modele en LPG et définit en fait un morphisme entre la
propriété et le module introduisant ce morphisme.

Enfin on retrouve la rubrique theorems, identique 2 celle présente dans les
propriétés. Rappelons que pour étre utilisables, ces théorémes doivent étre
démontrés a 'aide de 1'outil de démonstration.

! z- I ° ! . I
4.7.1- _Sémantique

Un module LPG enrichissement est assez semblable 2 un module tzype, en
particulier, il peut étre générique.

La différence réside dans le fait qu'il est interdit d'y déclarer des sortes et
donc des constructeurs.

Par contre, du fait de I'importation (qui est implicite en LPG), il est possible
de déclarer de nouveaux opérateurs sur des sortes déja existantes (et donc déclarées
par ailleurs dans des modules rypes) ou utilisant des opérateurs définis dans
d'autres types ou enrichissements.

Un enrichissement permet donc de compléter des théories existantes par ajout
de nouvelles fonctions.

Soit Py=(2y, Ey) la présentation d'un module type ou enrichissement U.
Soit f’Em= (EEm,fSEm) la présentation partielle d'un module enrichissement Enr qui
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importe des déclarations définies dans U. Il existe un morphisme d'importation
entre le module U et I'enrichissement Enr

Py=u.Evu) -Si> Penr=(ZEnr-EEnr)-

Ce morphisme exprime le fait que I'enrichissement Enr utilise les définitions
présentes dans le module U. Dans la théorie présentée par Pgpr, on trouve les
axiomes propres 2 Enr ainsi que les axiomes de la présentation du module U.

Il n'y a pas de notation spéciale en LPG pour déclarer les importations. Elle

est implicite et le simple fait d'utiliser un objet non déclaré localement signifie
l'importation de cet objet.

Le morphisme d'importation @i est alors défini par ®i=(®L, @}2, (Dh) ot
. CDiS : Su = Senr,
. <I>iQ : Qu — QEnr et

’(DininU—')HEnr

sont trois fonctions qui incluent les sortes, opérateurs et prédicats du module
importé U dans l'enrichissement Enr.

La théorie associée a l'enrichissement Enr contient donc les axiomes de la

présentation l.’Em, auxquels il faut ajouter les axiomes contenus dans la théorie
présentée par Py.

Nous définissons alors la sémantique d'un enrichissement LPG Enr comme
étant le triplet (Th(U), @i, Th(Enr)) o : :
* Th(U) est la théorie inductive présentée par Py,
« @i est le morphisme identité persistent entre U et Enr et

* Th(Enr) est la théorie présentée par (@iS(Su)Qégm,
Q}I(QU)eflEnr, 0] in(l'[U)GBI'[Em, D iE(EU)eéE,,,) avec les conditions

O (SVNSEn=23, QU= et O (T Ten=2.

On considere la théorie associée au module importé (premier élément du
triplet), le morphimes identité (deuxiéme élément) puis la théorie associée 2
l'enrichissement (troisiéme élément du triplet).

Puisque le morphisme @ est le morphisme identité, 1a présentation

(P5(SV®SEnr, P(QU)IOEnr, O[T Tenr, PL(EY)OEEN)
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peut s'écrire plus simplement

(Su®SEnr, QUOQENr, Tu®ITenr, EU®EEDD)

Ce qui revient 2 dire que l'on fait I'union entre les sortes (respectivement
opérateurs, prédicats et équations) du module importé et les sortes (respectivement
opérateurs, prédicats et équations) propres 2 l'enrichissement.

Les conditions
* D (SY)NSEnr=0 (1)
* O QU0 @
* @ H(ITY)[TEnr=2 3)

indiquent que les sortes (respectivement opérateurs et prédicats) du module importé
doivent étre différents des sortes (respectivement opérateurs et prédicats) propres a
'enrichissement.

Un enrichissement n'ayant pas de sorte propre (éEnFQ), la condition (1) est
vérifiée par définition.

Les conditions (2) et (3) sont quant 2 elles vérifiées par construction du
langage. En effet, il n'y aura importation que si un objet utilisé dans un
enrichissement n'est pas défini dans cet enrichissement. De plus on ne peut pas
définir en LPG deux objets différents ayant le méme identificateur!.

La relation d'importation est également décrite dans le chapitre concernant les
relations sémantiques et illustrée a 1'aide d'un exemple complet.

4.7.2- _Description

L'exemple suivant définit deux opérateurs (= et /=) sur la sorte bool qui est
spécifiée par ailleurs dans un type. N'étant pas déclarés dans cet enrichissement, la
sorte bool et les opérateurs true, false et not sont importés.

enrichment Eq Bool
operators

=, /=: (bool, bool) —> bool
variables

bl, b2: bool
equations

1: true = true => true

2: true = false => false

1La surcharge des opérateurs et des prédicats est toutefois autorisée. On peut considérer
qu'un opérateur (respectivement un prédicat) n'est pas indentifi€ que par son identificateur, mais
également par son domaine et son codomaine (respectivement domaine).
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3: false = true => false

4: false = false => true

5: bl /= b2 => not (bl = b2)
end Eq Bool

Le squelette d'un enrichissement est inclus dans celui d'un type. On retrouve
donc les mémes rubriques exceptées sortes et constructors.

enrichment <module—name>
requires
<formal-model>
operators
<operator—declaration list>
exceptions
<exception-declaration list>
predicates
<predicate-declaration list>
variables
<variable-declaration list>
equations
<equation list>
conditions
<condition list>
clauses
<clause list>
models
<model list>
theorems
<theorem list>
end <module-name>

4.8- Biblioth¢ rédéfini

Dans l'atelier de spécification LPG, il est possible de définir, ou plus
généralement d'utiliser des spécifications et des programmes. On peut donc
considérer que cet atelier contient A tout instant un certain nombre de définitions
disponibles pour tout utilisateur.

On appelle bibliothéque cet ensemble de définitions. Lorsqu'on entre pour la
premicere fois dans l'atelier LPG, il existe un ensemble minimal de définitions
appelés bibliothéque prédéfinie.

On peut trouver en annexe, la signature des différentes spécifications
contenues dans la bibliothéque prédéfinie. Nous allons simplement énumérer, ici,
les propriétés et sortes spécifiées.

En ce qui concerne les propriétés, nous trouvons celle caractérisant une sorte
formelle. On trouve aussi la commutativité et l'associativité d'un opérateur. Une
structure de monoide est définie. Les relations d'égalités, d'ordre partiel et d'ordre
total sont également spécifiées.
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Les sortes suivantes se trouvent également dans la bibliothéque prédéfinie.
Les booléens, les entiers naturels, les caracteres ainsi que les chaines de caractéres,
les séquences, les tableaux et les ensembles d'éléments.

On peut enfin y trouver différentes fonctions relatives aux entrées-sorties.

quitter . permet de quitter 1'atelier de spécification.

compiler <file_name> <options> : permet de compiler un fichier contenant
des définitions LPG. Parmi les différentes options (une option est un mot-clé
précédé par le caractere tiret), on peut citer celle -list qui donne une liste de la
compilation (listing) et -temps qui donne le temps d'exécution de la commande de
compilation.

evaluer <file_name> <options>: offre la possibilité d'évaluer des
expressions symboliques (réduction sous forme normale), des expressions logiques
(si une expression logique ne contient pas de variable, le résultat indique si
I'expression est une conséquence des spécifications, sinon le résultat est la liste des
valeurs des variables pour lesquelles I'expression logique est une conséquence des
spécifications) et de faire des déclarations de variables (utilisées pour I'évaluation
d'expression logiques). Les principales options sont les mémes que celles de la
commande compiler.

visualiser <options> : donne différents renseignements sur 1'état de la
bibliothéque. On peut ainsi obtenir le taux de remplissage des tables internes, voir
l'intégralité de la bibliotheéque ou examiner globalement ou dans le détail certaines
parties des spécifications (sortes, opérateurs, etc...).

sauvegarder <file_name>: crée une bibliothéque qui contiendra les
définitions courantes de l'atelier.

restaurer : remet les tables internes de LPG dans 1'état dans lequel elles se
trouvaient au tout début de la session.

dump <file_name> : permet de visualiser directement 1'état interne des tables
de LPG.

valider : lance une session de vérification sémantique de modules LPG.

prouver : démarre une session de démonstration de théorémes figurant dans
les rubriques de méme nom des différents modules. :
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S- Relations sémantiques

2.1- Introduction

A T'origine de ce travail, nous avons voulu exhiber certaines conditions qui
doivent étre vérifiées pour que l'on puisse dire d'une spécification qu'elle est
sémantiquement valide. Comme nous l'avons déja vu, ces conditions sont
représentées par des formules logiques qui doivent étre des théorémes de la théorie
associée 2 la spécification.

Plus précisemment, nous avons considéré le fait qu'une spécification peut
s'écrire en plusieurs modules, chaque module pouvant étre relié a d'autres par une
relation implicite ou explicite. On est alors ammené 2 voir la théories associée 2 une
spécification, écrite sous forme de plusieurs modules, comme une théorie structurée
a l'aide de différents morphismes. Cette étude s'est basée sur le langage LPG,
présenté dans le chapitre précédent.

Les spécifications LPG sont, en effet, écrites hiérarchiquement en utilisant la
notion de modules reliés éventuellement les uns aux autres par certaines relations.
On peut voir ces relations comme des morphismes de théorie.

Un morphisme ®=(Ps, ®p, 1) d'un module P présenté par Pp=(2p,Ep)

vers un module U présenté par Py=(2y,Ey), peut étre représenté de la maniére
suivante

Pp=(Zp,Ep) -2 Py=(Zy.Ey). |
Il fait correspondre des sortes, opérateurs et prédicats du module P 2 des
sortes, opérateurs et prédicats du module U par l'intermédiaire des trois fonctions
®s: Sp— Sy, @ : Qp - Quet@py: [Tp - IMy.

Le module U sera parfois appelé le module cible du morphisme. De méme, on
nommera parfois le module P module source du morphisme.

En LPG, un tel morphisme sera généralement décrit dans le module U par
P[S], 82, ..., Sm operators Fy, F», ..., F, predicates Py, Py, ..., Pgl.

On trouve tout d'abord le nom du module P qui est 2 la source du morphisme.
Viennent ensuite les sortes (S;) qui sont les images des sortes du module P par la
partie du morphisme relative aux sortes @s. Le mot-clé operators introduit de la
méme maniére les images (Fj) des opérateurs par @p. Enfin, le mot-clé predicates
introduit les images (Px) des prédicats par @jj.

Il existe en LPG sept types de relations divisés en deux groupes, celles entre
propri€tés et les autres. Ce sont les relations de satisfaction, d'héritage et de
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combinaison en ce qui concerne les propri€tés et 'importation, 1a paramérrisation, 1a
déclaration de modéle et l'instanciation pour les autres.

On peut remarquer que l'ensemble des modules avec les différentes relations
qui les relient forme un graphe acyclique avec les modules comme nceuds et les
relations comme arcs. On peut donc écrire Us—rel—U; et parler de Ug comme se
trouvant en amont de U; (ou réciproquement, de Uy qui se trouve en aval de Uy).

Nous avons vu qu'a une signature peuvent correspondre plusieurs signatures
partielles. Nous allons appeler la signature partielle, 1a signature ne contenant que
les sortes/opérateurs/prédicats introduits par une unité LPG.

Nous allons maintenant formaliser ces différentes relations. Chacune de ces
formalisations suppose l'existence d'une seule relation entre les unités. S'il existe
plusieurs types de relations, la construction de la présentation de la théorie cible doit
se faire incrémentalement en ne considérant plus la signature partielle associée a la
théorie cible, mais une signature partielle "plus complite".

Chaque relation y est décrite formellement en donnant la sémantique du
module cible de la relation. Nous utilisons la méme notion de sémantique que celle
vue dans le chapitre précédent concernant la sémantique des types génériques, par
exemple.

La théorie associée au module U est définie d'une part grice aux axiomes de

la présentation f’U, mais également par les axiomes provenant de la présentation du
module P en utilisant le renommage introduit par le morphisme @.

La sémantique d'un module LPG qui est la cible de 1'une des sept relations est

donc donnée par le triplet (Th(P), @, Th(U)) ot :
* Th(P) est la théorie équationnelle présentée par Pp,

* @ est le morphisme associé a la relation et
* Th(U) est la théorie associée au module cible de la relation.

Le premier élément du triplet nous donne la théorie associée au module source
de la relation.

Le deuxie¢me élément est le morphisme lui-méme.

Le troisieme élément du triplet représente la théorie associée au module cible
de 1la relation. On indique généralement A ce niveau comment construire la
présentation qui est a l'origine de cette théorie. '

De plus, les conditions a vérifier pour s'assurer de la validité sémantique des
spécifications seront trouvées généralement dans cette troisieéme partie du triplet.

Chacune des descriptions formelles de ces relations est accompagnée d'un ou
plusieurs exemples détaillés.

Enfin, nous avons présenté dans le chapitre précédent les relations
d'importation et de paramétrisation dans les cas particuliers des descriptions
respectivement d'enrichissement et de types génériques. Ces deux genres de
relations sont généralisées dans ce chapitre.
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= 1m

L'importation est le fait de pouvoir utiliser dans un module des objets (sortes,
opérateurs ou prédicats) qui ont été définis dans des modules de type ou
d'enrichissement.

Cette notion d'importation a déja été rencontrée lors de la description des
modules d'enrichissement. La description formelle donnée dans le cas d'un
enrichissement est un cas particulier de la description que nous donnons dans cette
partie. L'importation de définitions est implicite en LPG. Toutes déclarations est
donc visible de l'extérieur!.

Dans I'exemple ci-dessous, nous définissons les types abstraits des booléens
et des naturels.

type Bool
sorts bool
constructors
true : => bool
false : => bool
operators
not: bool-> bool
and: (bool, bool)-> bool
or: (bool, bool)-> bool
variables
b, bl, b2: bool
equations
1: not (true) => false
2: not (false) => true
3: true and b => b
4: false and b => false
5: bl or b2 => not ( not (bl) and not (b2) )
end Bool
La signature de ce module est

2Bool=(<@,{bool}>, <@,{true, false, not, and, or}>, <@,@>).

Par ailleurs, on peut constater que tout ce qui est utilisé est défini dans le
méme module. Il n'importe donc rien. :

type Natural
sorts nat
constructors
0 : = nat
succ: nat -> nat

111 est toutefois possible de masquer une définition d'opérateur si I'utilisateur le juge
nécessaire.
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operators

+, *: (nat, lfxat) => nat

= : (nat, nat) -> bool
variables

n, m, p: nat
equations

l: 0+n =>n
succ(m) + n => succ (mn)
0*n => 0
succ(m) *n => n+(m*n)
0=0=>true
0 = succ(m) => false
succ(n) = 0 => false

8: succ(n)
end Natural

La signature partielle du module des naturels est

S o W

succ(m) =>n=m

iNatural=(<¢, {nat}>’ <¢’ {O, succ, +, *’ =}>’ <¢s Q>)‘
Sa signature est

LNaturai=(<@, {nat, bool}>, <@, {0, succ, +, *, =, true, false, not, and, or}>,
<@, B>).

Dans les déclarations, on voit que 1'opérateur = prend deux arguments de
sorte nat et donne un résultat de sorte bool. Or la sorte bool a été définie dans un
autre module Bool. On peut donc dire que le module Natural importe les définitions
du module Bool.

Soit Us un module LPG présenté par PUf(EUs’EUs) et Ut un autre module

LPG présenté par l.)Ut=(£Ut’ﬁU[)° La relation d'importation est alors notée

Us—i— U et la sémantique du module cible, Uy, d'une telle relation d'importation

est donnée par le triplet (Th(Us), @i, Th(Uy)) o :
» Th(Us) est 1a théorie présentée par PUs’

* @i est le morphisme identité entre Th(Us) et Th(Uy) et
* Th(Up est la théorie présentée par (P5(Su,) @ Su, P(Qu) © Oy,

q)i'I(HUs) @ I'IUt, Q;S(EUS) @ éUl) avec les conditions

» 2 (Su)nSu =2, ()
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* @ QuINOY =D et )

. (Din(HUs)ﬁrIUf@- 3

Le morphisme @ étant le morphisme identité, la présentation de la théorie
Th(Uy) peut s'écrire plus simplement

(Su, ® 8u, Qu, @ Qu, Iy, @ Iy, Eu, ® Eu).

Les trois conditions expriment le fait que les sortes, opérateurs et prédicats du
module importé Ug ne doivent pas exister déja dans le module importateur U,. Ces
conditions sont vérifiées par construction du langage. En effet, I'importation est
implicite en LPG et ne se produit que si un objet utilisé dans un module n'est pas
déclaré a l'intérieur de ce module. De plus, deux objets différents ne peuvent pas
avoir le méme identificateurl.

11 faut faire attention dans le cas de I'importation d'une unité paramétrée. La
sémantique de LPG impose certaines contraintes concernant les modéles manipulés.

Il est nécessaire, d'une part que l'unité importatrice soit elle-méme paramétrée
et, d'autre part que le morphisme définissant la paramétrisation de I'unité importée
soit inclus, 2 un renommage pres dans le morphisme définissant la paramétrisation
de I'unité importatrice.

Informellement, on peut dire que l'importation d'une unité paramétrée se
traduit surtout par 1'importation des déclarations non formelles. Ce cas est étudié
plus en détail au cours de la description de la relation de paramétrisation.

En reprenant l'exemple, le morphisme est le suivant :
* @ : bool->bool,

. (I>}2 : true—true, false—false, not—not, and—and, or—or et

- 0L 00
La signature de la présentation de la théorie cible est alors :
. SBool®§Natural={b001, nat}, '

. QBoolefZNamraF{truc, false, not, and, or, 0, succ, +, *, =},
i HBoolenNaturaFg-

1En ce qui concerne la surcharge des opérateurs (respectivement des prédicats), on peut
considérer qu'un tel objet est identifié par son identificateur et par son domaine et codomaine
(respectivement domaine).
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1- _Cas général

La paramétrisation d'un module U (zype ou enrichment) par une propriété P
consiste & exprimer le fait que l'utilisation des objets définis dans U est fonction
d'autres objets non connus 2 priori dans ce module U, mais dont le comportement
général peut étre décrit dans la propriété P.

Regardons, par exemple, la définition d'un opérateur d'égalité = entre des
séquences d'éléments.

enrichment Seq Equality
requires Equality [elem operators eq]
operators
= : (seg[elem],seq[elem]) -> bool
variables
el, e2: elem
sl, s2: seglelem]
equations
1: nil:seg[elem] = nil:seg[elem] => true
2: el <+ sl = nil:seq[elem] => false
3: nil:seqlelem] = e2 <+ 82 ==> false
4: el <+ sl = e2 <+ s2 => if eg(el, e2) then
sl = s2
else
false
endif
end Seq Equality
La signature partielle de ce module est

ESeq_Equality=(<¢, ¢>) <¢’ {=}>9 <Q’ Q>).

On voit tout d'abord que cet opérateur d'égalité prend deux séquences
d'éléments comme arguments et retourne un résultat booléen.

Sémantiquement, il est défini par cas. Deux séquences vides sont égales
(équation 1). Une séquence vide est différente de tout séquence non vide (équations
2 et 3). Enfin, deux séquences non vides seront égales si le premier élément de la
premiére séquence est égal au premier élément de la deuxiéme séquence et que le
reste de chacune des séquences est identique.

Sur cet exemple, on voit que 'opérateur d'égalité entre des séquences est
défini a partir d'un opérateur d'égalité entre les éléments de la séquence (équation 4)
qui n'est pas connu dans cette définition mais dont le comportement général est
décrit dans la propriété exigée Equality dont voici la spécification.

property Equality
sorts t
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operators
=: (t,t)->bool
variables
X,yr2: t
equations
1: x=x = true
2: Xy = y=x
3: (x=y ard y=2) => x=z = true
satisfies
Formal Sort [t]
end Equality
La signature partielle de cette propriété est

SEquality=(<@, {t}>, <@, {=}>, <@, @>).
Sa signature, en tenant compte de I'importation des booléens est
2 Equality=(<D, {bool, t}>, <@, {true, false, not, and, or, =}>, <@, 3>).

Cette propriété exprime simplement que le symbole noté = opérant sur des

€léments d'une sorte quelconque ¢ est réflexif, symétrique et transitif (équations 1, 2
et 3).

Voici maintenant la spécification des séquences

type Seq
requires Formal Sort[s]
sorts seq
constructors

nil : -> seq(s]

<+ : (t, seq[s]) —> seq[s]
end Seq

Sa signature partielle est

$5eq=(<@, {seq}>, <@, {nil, <+}>, <@, B>).

La relation introduite entre un module propriété et un autre module générique
par une clause requires est appelée relation de paramétrisation. Cette relation a déja
€té vue lors de la description des types LPG génériques. Cette relation est ici
généralisée pour un enrichissement ou un type générique.

Soit U un module LPG présenté par l.>U=(2U,I.3U) qui exige une propriété P
présentée par Pp=(2p,Ep). La relation de paramétrisation s'écrit alors P—r—Uet
elle introduit un morphisme @

Pp=(Zp,Ep) =5 Py=(Su,E).
Cette relation, en LPG, se déclare dans le module U et s'écrit
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requires P[S], S2, ..., Sm operators F|, F3, ..., F, predicates Pj, Py, ..., Pgl.

On indique derriére le mot-clé requires le nom de la propriété exigée P, puis
les images par (Drs (respectivement (§[>;2 et (Di'l) des sortes (respectivement opérateurs

et prédicats) de cette propriété P.

La sémantique d'un module cible d'une relation de paramétrisation est

donnée par le triplet (Th(P), ®*, Th(U)) ot :
» Th(P) est la théorie présentée par Pp,

* QT est le morphisme fortement persistent défini par la notation de la
clause requires et

* Th(U) est la théorie présentée par (®(Sp)®Sy, @, (Qp)@<y,

QIH(HP)GBI'IU, CDE(EP)@.SU) sous les conditions

. (Drs(Sp)ﬁéu=®, 1)
« DLQP)NQu=D et @)
* ORI TTy=2. ®3)

Les trois conditions expriment le fait que les sortes, opérateurs et prédicats de

la proprié€té P, apres le renommage spécifié par &, ne doivent pas exister déja dans
le module U. Ces conditions sont vérifiées par construction du langage.

En considérant 'exemple de la spécification des séquences et sachant que la
signature de la propriété Formal Sort est

2Formal_Sort=(<@, {t}>, <@, @>, <@, @>),
la signature du type Seq est
Xseq=(<{s}, {s, seq}>, <@, {nil, <+}>, <@, @>).

Le morphisme de signature utilisé entre la propriété Formal_Sort et le type
Seq est le suivant : _

* t—s pour les sortes,
* @—@ pour les opérateurs et
* @@ pour les prédicats.

En ce qui concerne 1'égalité des séquences. Le morphisme de signature

<Dr>:=(<I>rS, Dy, @h) entre la propriété Equality et l'enrichissement Seq_Equality
établit la correspondance :
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. <I>rS : t—elem, bool—bool pour les sortes,

. <I)rQ : =—eq, true—true, false—false, not—not, and—and, or—or
pour les opérateurs et

. Qh : @@ pour les prédicats.
On obtient ainsi une signature partielle pour la présentation de la théorie Th(U) :

* ©'(SEquality)®Sseq_Equatity={elem, bool},

. d’b(QEquality)es.)Seq_Equality={eq, =, true, false, not, and, or} et
. q)li](HEquality)QI‘[SetLEquality=Q~

11 faut remarquer que cette signature est A nouveau partielle. En effet, les
séquences n'y apparaissent pas.

2-..Im iond'

Voyons ce qui se passe maintenant dans le cas de 1'importation d'une unitée
paramétrée.

Soit Us un module LPG présenté par PU3=(EU3’EUs) et Ui un autre module

LPG présenté par f’U =('ZU ,I:JU ). La relation d'importation est notée Us—i—U;. Si
t t t

le module Us est paramétré par une propriété Ps, il est nécessaire suivant la
sémantique de LPG que le module U, soit paramétré par une propriété Py telle que
Ps soit 1a méme propriété que P; ou bien que Pg soit en amont de P; dans le graphe
reliant les différentes propriétés entre elles. :

La paramétrisation de U, peut se noter P—r—U; et donne naissance a un
morphisme (@7);. Celle de Ug, P—r—Ug génére un morphisme (PF)g,
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La déclaration de (®T); engendre la définition de n (n=0) morphismes entre
chacune des n propriétés se trouvant en amont de P; et le module Us.

Si n=0, les deux propriétés exigées sont identiques. La sémantique d'un
module Uy qui est la cible d'une telle relation d'importation est alors donnée par le

triplet (Th(Us), @i, Th(Up)) ou :
* Th(Us) est la théorie présentée par PUs’

* @i est le morphisme identité entre Th(U;) et Th(Uy) et
f ° f
* Th(Uy) est la théorie présentée par ((SUSOSUS) ® SUt’ (QUSOQUS) ®

Ou, Ty OTy) @ Ty, @pY(( @D (Bu,) )@ Euy).

f
SU‘OS{J’S représente les sortes non formelles de Us, QUSGQUs représente les

f
opérateurs non formels de Us et HUsOHUs représente les prédicats non formels de
Us.

(<I>r ) (<I>r )'l Ey )  permet de traduire les équations présentes dans Us en
E E’s ( s)

des équations dans Uy.

En effet, que le module importé soit paramétré ou non, I'importation des
objets non formels ne pose pas de probleme. C'est pour cela que la signature ZUt

est constituée de la signature partielle §Ut complétée d'une part par la signature

provenant de la propriété exigée (<I>r2)t(2pt) et d'autre part par les éléments non
formels de la signature du module importé EUSQZ{JS.

En ce qui concerne les équations, la situation est un peu plus compliquée
puisqu'elles manipulent aussi bien les objets formels que les objets non formels. Du
fait de la sémantique du langage, les objets formels manipulés dans le module Ug
sont identiques aux objets formels manipulés dans le module Uy. L'inclusion des
équations de Us doit donc se réaliser de la maniére suivante : '

* renommage des objets formels selon (<D1:E);l, on obtient ainsi les

images figurant dans la propriété P des objets formels du module Us.
* renommage de ces objets selon (<I>ll'3)t pour les inclure effectivement

dans le module Uy.

Si n21 alors il existe n morphismes -(((Dr)t)i,i=l,...,n entre les n propriétés
Pji-1,..n e situant en amont de P,.
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La sémantique de LPG impose qu'il existe k, 1<k<n, tel que P soit la méme

propriété que Pg. Soit ((<I>f)¢)k le morphisme correspondant entre 1a propriété
Ps=Px et le module Uy, la sémantique du module cible U, de cette relation

d'importation est alors donnée par le triplet (Th(Us), @i, Th(Up)) ou :
* Th(Us) est la théorie présentée par PUs’

* @i est le morphisme identité entre Th(Us) et Th(Uy) et
* Th(U est la théorie présentée par (Su,08y) @ $u,, (Qu 0 ©

Qu, Iy OTTy) & Ty, ((cbg)t)x(«pg);‘ (Eu))@ £u).

f f
SUSGSUS, QU,OQUS et [Ty O I'l{;s ont la méme signification que
précédemment.
((Q;;)tl((q);z);l (EUs)) permet, de la méme maniére que dans le cas ol n=0,

de traduire les équations présentes dans Us en des équations dans U;.

Dans I'exemple de 1'égalité entre les séquences, le module Seq Equality est
paramétré par la propriété Equality et importe la spécification Seq qui est paramétrée
par la propriété Formal_Sort. Cette derniére propriété se trouve bien en amont de

Equality (cf. clause satisfies). Le morphisme qui traduirait! les équations de
Formal_Sort serait défini de 1a maniére suivante.

On renomme tout d'abord les objets formels de Seq selon ((IJT);)1 :
. ((D"S);I(Sseq) : s, seq—rseq, |
* (D) (Dseq) : nil—nil, <+—><+ et
. ((Drn);l(I'ISeq) : 9-0.
On renomme alors le résultat précédent selon ((<I>r )t)k :

. (((Drs)tl((ds);l(SSeq)): s—elem, seq—seq,

1Le module F. ormal_Sort ne contient aucune équation.
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. ((cpb)t)‘(@;));l(ﬂseq)): nil-nil, <+—<+ et
. ((q>h)tl((¢h);l(r[s¢q)): ?-0.

En tenant compte ainsi de I'importation des séquences, on a la signature de
Seq_Equality :

YSeq_Equality=(<{elem}, {elem, seq, bool}>,
<{eq}, {eq, nil, <+, =, true, false, not, and, or}>, <@, @>).

Les modules propriété spécifient des classes d'objets (sortes, opérateurs et
prédicats). En pratique, ce sont des instances particulieres (des exemplaires des
objets déclarés dans une propriété) qui seront utilisées.

Une déclaration de modele permet de créer ces instances particuliéres.

L'exemple qui suit spécifie des opérateurs d'égalité et de différence sur les
valeurs booléennes. On déclare, ensuite, un modele de 1'égalité sur les booléens et
un autre sur les entiers naturels.

enrichment Eq Bool Mod Nat
operators

=, /=: (bool, bool) > bool
variables

bl, b2: bool
equations

1l: true = true => true

2: true = false => false

3: false = true => false

4: false = false => true

5: bl /= b2 => not (bl = b2)
models

eq bool : Equality[bool operators =]

eq nat : Equality[nat operators =]
end Eq Bool Mod Nat

Une premiére remarque s'impose concernant la surcharge d'opérateurs.

Les opérateurs d'égalité portent le méme nom (=). Toutefois, celui qui est
mentionné dans la déclaration du modele eq_boo! fait référence a l'opérateur qui est
défini dans ce module Eq_Bool_Mod_Nat, alors que le deuxiéme, présent dans la
déclaration du modele eq_nat fait référence a 1'opérateur spécifié dans le module
Natural (1a sorte de leurs arguments permet de les différencier).

Cet exemple déclare donc deux modeles différents de la méme propriété
Equality. La signature partielle du module Eq_Bool Mod_Nat est
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iEq_Bool_Mod_Naz=(<¢, D>, <@, {=, I=}>, <@, B>).
| y a deux possibilités, en LPG, de manipuler des instances de propriété.

La premiere consiste 2 donner explicitement le modele qui nous intéresse lors
de T'utilisation de I'objet générique. Cette méthode est décrite dans le paragraphe
Mécanisme d'instanciation.

La deuxiéme possibilité consiste a déclarer, au niveau d'un module (zype ou
enrichment) un modele de propriété. On établit en fait la correspondance entre les
objets formels décrits dans la propriété dont on déclare un modele et des objets
effect}fs définis dans divers modules, éventuellement le module dans lequel on fait
la déclaration.

Soit U un module LPG (type ou enrichment) présenté par Py=(Zy,Ey) dans
lequel on déclare un modele de la propriété P présentée par Pp=(Tp,Ep), alors

P—m—U dénote une déclaration de modele. Le morphisme associé est

m
Pp=(Zp,Ep) 25 Py=(Zu.Ey).
Une déclaration de modele, en LPG prend la forme générale suivante :
models P[S], S, ..., Sm operators F}, F2, ..., F, predicates Pj, P>, ..., P4l

On donne, apres le mot-clé models, e nom de la propriété dont on déclare un
modele et ensuite les images par Qrsn (respectivement Qg et CD'l'-‘[) des sortes

(respectivement opérateurs et prédicats) de cette propriété P.

La sémantique associée au module cible de cette déclaration de modele est

donnée par le triplet (Th(P), ®™, Th(U)) ot :
* Th(P) est la théorie présentée par Pp,

@M est le morphisme défini par la déclaration du modgle et
* Th(U) est la théorie présentée par Py.

Explicitons les morphismes définis par les déclarations des modéles eq_bool

et eq_nat sur notre exemple :
pour eq_bool :

. (ZD';1 : t=>bool, bool—bool,

* @ : ==, true—true, false—false, not—not, and—and, or—sor et

. <Drrn1 : O-0
pour eq_nat :
. <IJ'§1 : t—nat, bool—bool,
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. <D'3 : ===, true—true, false—false, not—not, and—and, or—or et
. <I>rl'i‘I : -0,

La signature de la présentation de la théorie cible reste, quant 2 elle, inchangée
et est égale, en tenant compte des importations 2

2Eq_Bool_Mod_Nat=(<@, {bool, nat}>,
<@, {=, /=, true, false, not, and, or, 0, succ, +, *, =}>, <@, @>).

- i 'instanciati
Le mécanisme d'instanciation consiste a associer un modéle d'une propriété P
a un objet générique qui a été défini dans un module exigeant cette propriété P.

Voyons les deux fagons existant en LPG de créer des instanciations.

Supposons qu'il existe un modéle unique de la propriété exigée (qui a pu étre
déclaré dans un module quelconque). Alors, 'emploi d'un objet générique défini
dans un module qui exige cette propriété utilisera automatiquement le modéle
existant. C'est l'instanciation implicite.

Si, par contre il n'existe pas de modele de la propriété, ou bien si 1'on désire
utiliser I'objet générique avec un autre modele que celui déclaré, il est possible de
donner explicitement lors de l'utilisation de 'objet générique le modele voulu. Dans
ce deuxiéme cas, on parle d'instanciation explicite.

La relation introduite par le premier cas se rammeéne 2 une relation
d'importation. Celle introduite par le deuxi¢me cas est équivalente 2 une relation de
déclaration de modele.

On peut voir ce type de relation sur l'exemple suivant qui défini deux
opérateurs réalisant le tri de séquences de naturels.

Le premier trie la séquence par ordre croissant des valeurs, le deuxiéme trie
par ordre décroissant.

On donne par la méme occasion la spécification d'un enrichissement destiné
essentiellement a introduire un modele de la propriété Total Order sur les naturels.
Cet enrichissement contient les définitions des opérateurs de différence et de
comparaison entre naturels. :

On donne également un enrichissment des séquences définissant une fonction
de tri.
enrichment Nat Ops
operators
/=, <=, <, >=, > : (nat, nat) -> bool
variables
n,m: nat
equations
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: 0<=n => true
: succ(m)<=0 => false
¢ succ(m)<=succ(n) => m<=n
¢ m>n => not(m <=n)
S:m>n=>n<=m
6: m<n=>not(m > n)
7: m /= n => not (m=n)
models
inc nat : Total Order([nat operators <=, =]
end Nat_Ops
La signature de ce module est

D Ww N e

2Nat_Ops=(<@, {nat, bool}>,
<@, {/=, <=, <, >=, >, 0, succ, +, *, =, true, false, not, and, or}>, <@, @>).

enrichissement Sorting
requires Total Order(val operators infeq, eq]
operators

sort : seg[val] -> seg[val]

insert : (val, seq[val]) -> seq[val]

variables
a, b: val
s: seqglval]
equations
1: sort(nil:seg[val]) => nil:seq[val]
2: sort(a<t+s) => insert(a, sort(s)
3: insert(a, nil:seq[val]) => a<+nil:seq[val]
4: insert(a, b<#s) => if infeq(a, b) then
a<+ (b<+s)
else
b<+insert (a, s)
endif
end Sorting
La signature de de module est

) 2$orting=(<{val},. {val, seq}>,
<{infeq, eq}, {infeq, eq, sort, insert, nil, <+}>, <@, @>)

enrichment Nat Sorting

operators
ns_inc : seg[nat] —> seqlnat]
ns dec : seq[nat] -> seq[nat]

variables
s : seqg[nat]

equations
1 : ns inc (s) => sort (s)
2 : ns dec (s) => sort.Total Order[nat operators >=, =] (s)
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end Nat_Sorting
La signature de ce module est

, 2Nat_Sorting=(<@, {seq, nat, bool}>, .
<@, {nil, <+, 0, succ, +, ¥; =, /=, <=, <, >=, >, true, false, not, and, or, ns_inc,
ns_dec}>, <@, @>).

Les deux opérateurs introduits dans Nat_Sorting ne font qu'un appel 2
l'opérateur sort qui exige une propriété d'ordre total sur les éléments de la séquence
a trier.

La différence réside dans le mécanisme d'instanciation.

Pour ns_inc, l'opérateur sort est utilisé avec une instance implicite de la
propriété Total_Order qui aura été déclaré dans un autre module.

L'opérateur ns_dec utilise le méme opérateur sort cette fois-ci instancié
explicitement. On donne, en effet, le modele complet de la propriété Total Order
nécessaire au bon fonctionnement pour les comparaisons du tri.

Considérant la notion d'instanciation, il existe dans cet exemple trois
relations, une importation et deux déclarations de modele.

Le morphisme associé a l'importation (de Nat_Ops dans Nat_Sorting) est le
suivant :

. (Dis : bool—bool, nat—nat,

. <I>i-2 : true—true, false—false, not—not, and—and, or—or, 0—0,

SUCCIBUCC, +—>+, ¥ =¥, ==, [=5/=, <=—<=, <<, >=—I>=, >—> et
i
. .
LR 2-0.

Celui associé a la déclaration du modele seg/nat] est :
. <I>'S“ : t—nat,

c @0 : DD et
. <I>H : 9.
. Celui associé a la déclaration du modele Total_Order[nat operators >=, =]
est :
* @9 : tonat,
s @y <=0>=, ==et

. <I>'19I : 0-0.
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5.6- Clause safisfies
Une clause satisfies établit une ou plusieurs relations entre des propriétés.

Etant donnée une propriété P, une clause satisfies Pg présente dans cette
propriété P introduit un morphisme de théorie. La validation de ce morphisme exige
que les axiomes de la propriété P soient des théorémes pour la propriété P.

On peut introduire ainsi une notion de vérification sémantique de la
spécification de P.

Voici, en tant qu'exemple, les spécifications d'une relation d'égalité (propriété
Equality) et d'une relation d'ordre partiel (propriété Partial_Order). Une troisiéme
propriété, Formal_Sort, figure dans cet exemple. Elle introduit une sorte formelle et
donc permet de décrire un ensemble de valeurs.

property Formal Sort — t will be a formal sort
sorts t
end Formal Sort

property Equality
sorts t
operators
=: (t,t)->bool — The abstract data type of the Boolean
variables — values is defined elsewhere
X, yr2: t
equations
1l: x=x = true
2: Xy = y=x
3: (x=y and y=2) => %=z = true
satisfies
Formal Sort [t]
end Equality

property Partial Order

sorts t
operators

<=, =: (t,t) => bool — <= will represent all partial order
relation ' :
variables — the description with the equations .
its

X, V,2: t — behaviour needs the operator = whic
rust
equations — be an equality operator

1l: x<=x = true — reflexivity

2: ¥y = x<=y and y<=x —  antisymmetry

3: (x<=y and y<=z) => x<=z = true — transitivity
satisfies
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Equality([t operators =]
end Partial Order
Les signatures de ces modules sont respectivement

2Formal_Sort=(<@, {t}>, <@, B>, <@, B>),
ZEquality=(<@, {t, bool}>, <@, {=, true, false, not, and, or}>,<@, B>) et
ZPanial_order( <@, {t, bool}>, <@, {<=, =, true, false, not, and, or}>, <@, @>).

Cet exemple, issu de 1a bibliotheque prédéfinie du systeéme LPG, introduit par
deux fois la clause satisfies.

La relation introduite par la clause satisfies de la propriété Partial Order
exprime le fait que I'opérateur = utilis€ pour la spécification de 1'anti-symétrie de <=
doit se comporter comme un opérateur d'égalité. Une autre fagon de dire est que, la
spécification de Partial_Order suppose que l'opérateur symbolisé par = satisfait
l'axiomatisation de 1'égalité.

I1 en va de méme pour la clause satisfies présente dans la propriété Equality.
Elle signifie que que la spécification de 1'égalité qui utilise une sorte formelle
quelconque, doit, pour €tre correcte, vérifier l'axiomatisation de la propriété
Formal_Sort.

Vérifier que l'opérateur = de la propriété Partial_Order satisfait
I'axiomatisation de 1'égalité revient pratiquement a prouver que les axiomes de la
propriété Equality, apres le renommage défini dans la clause satisfies présente dans
la propriét€ Partial_Order, sont des théorémes de la théorie définie par la
présentation de Partial_Order.

Plus généralement, une clause

satisfies Pg[Ss P Ssz, SS,,, operators F‘z’ Fy - an predicates Psl, Psz, w Pg q]

se trouvant dans une propriét€ P (présentée par Pp=(2p, Ep)) indique que
tout modele de Ps (présentée par Pps=( P Eps) peut étre construit A partir d'un

modele de P.

Autrement dit, soit ®S le morphisme

Pp=(Zp,, Ep) > Pp=(Zp.Ep),

cette relation traduit I'existence de 1'application <T>S:Algzp—9Alg2P qui déduit

une Eps-algébre A d'une Yp-algébre A' en oubliant les ensembles et les fonctions
de A' qui ne sont pas dans A.

Pratiquement, d&s qu'un modele de la propriété Partial Order sera déclaré
(par exemple Partial_Order[nat operators < =, =]), le systéme sera capable, du fait
de la clause satisfies de la propriété Partial_Order, d'en déduire un modele de la
propriété Equality (par exemple Equality[nat operators =]) et, du fait de la clause
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satisfies de la propriété Equality, un modele de la propriété F ormal_Sort (sur
I'exemple, Formal_Sort[nat]).

Cette relation peut se noter P—s—P et la sémantique que I'on peut donner 2
une propriété P qui est la cible d'un tel morphisme est donnée par le triplet (Th(Py),
®S, Th(P)) ou : ‘

* Th(Ps) est la théorie présentée par Pps,

* @S est le morphisme défini par la notation de la clause satisfies et
* Th(P) est la théorie présentée par Pp.

Regardons 2 quoi ressemble les morphismes introduits par les exemples
précédents.

Le morphisme défini par la clause satisfies de la propriété Equality est :
S .
e d g tot,
. QB :@-D et

. @i-l 1 0-0.

Celui défini par la clause satisfies de la propriété Partial Order est :
« Dyt

. QB: =—= et

. Qi-l : -9,

Dans chaque cas, la signature des modules cibles (XEquality €t ZPartial Order)
n'est pas modifiée. -

5.7 Clause inheri

Une clause inherits établit également une ou plusieurs relations entre des
propriétés.

Intuitivement, elle permet de récupérer les définitions d'autres propriétés
apres renommage et de les inclure dans la propriété ot elle figure.

Voici, par exemple, la spécification d'une relation d'ordre total (exemple de la
bibliothéque prédéfinie du systéme LPG) qui est identique 2 celle de l'ordre partiel,
vue précédemment, 2 laquelle on rajoute une équation exprimant que les éléments de
tout couple de valeurs sont comparables.

property Total Order
sorts t
operators

87 Relations Sémantiques



Validation Sémantique dans les Théories Structurées...

<=, =: (t,t) => bool — <= will represent all total order
variables ] -- relation

xy: t
equations — It may be defined with the same

1: x<= y or y<=x = true — equations as those defining the
inherits — partial order relation and another

Partial Order([t operators <=,=] — one

end Total Order
La signature de ce module est la suivante

2Total Order=(<@, {t, bool}>, <@, {<=, =, true, false, not, and, or}>, <@, @>).

Cette propriété Total_Order a la méme sémantique que la propriété
Partial_Order a laquelle on rajoute 1'équation x<=y or y<=x == true. C'est la
raison pour laquelle l'opérateur = figure dans la signature bien qu'il ne soit pas
utilisé dans les équations propres a Total Order.

Une clause

inherits Py[Sy, ],Sh o Shm operators th’ Fy - F;,n predicates Py, r Py - Py, q]

mentionnée dans une propriété P (présentée par Pp=(2p, Ep)) signifie que les
équations figurant dans la propriété Py, (présentée par Pph=(th, Eph)) doivent étre

ajoutées a celles figurant dans P apres substitution par les sortes Shi’ les opérateurs
th et les prédicats Phk’

De méme que pour la clause satisfies, une déclaration de modele d'une
propriété P dans laquelle figure une clause inherits d'une propriété Py, génére
automatiquement un modele de la propriété Py,

Sur I'exemple, la déclaration d'un modele de Total Order déclenchera la
création d'un modele de Partial_Order, qui générera les modeles d'autres propriétés
comme on 1'a vu précédemment.

On peut noter une telle relation Pr—h—P. Elle correspond au morphisme ®h

h
Pp =(2p, Ep,) -5 Pp=(Zp.Ep).

La sémantique que 1'on peut associer 2 une propriété qui est la cible d'une

telle relation est donnée par le triplet (Th(Py,), ®h, Th(P)) ob :
* Th(Pp) est 1a théorie présentée par Pph,

» ®h est le morphisme défini dans la notation de la clause inherits et
» Th(P) est la théorie présentée par (Sp, Qp, [Tp, ®(Ep, )OEp) sous

les conditions suivantes
* ®5(Sp, ) Sp, )
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. @Q(Qph)g Qp et (2)
» @11(ITp S Ip. 3)

On voit ainsi que la théorie associée 2 la propriété cible du morphisme ®h est
construite & partir de la présentation partielle de cette propriété 2 laquelle on ajoute

les équations renommées de la propriété source (Dg(Eph).

Les trois conditions expriment le fait que les sortes manipulées dans la
propriété source du morphisme ¢h doivent étre déclarée dans la propriété cible.

Pour notre exemple, le morphisme introduit est le suivant :
coh: tot,

. <I>l§‘2: <=—¥<=, == et
h .
04 ¢H . g-—)@.

La signature est identique 2 cause des trois conditions explicitées ci-dessus.
Seules les équations de Partial_Order, aprés renommages, sont incluses dans la
présentation PTotal Order-

2,8- Clause combines

Intuitivement, la présence d'une clause combines dans une propriété P
signifie que la propriété P ou apparait cette clause représente la méme spécification
que la réunion des différentes propriétés apparaissant dans cette clause combines.

L'exemple suivant montre les spécifications concernant d'une part la
commutativité d'un opérateur et d'autre part 'associativité. .

A partir de ces deux decriptions indépendantes, on consruit une spécification
décrivant la classe des opérateurs qui sont 2 la fois associatifs et commutatifs.

property Com
sorts t
operators

+: (t,t)->t
variables

X, y: t
equations

1: xty = y+x
satisfies

Formal Sort [t]
end Cam
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property Assoc
sorts t
operators

+: (t,t)->t
variables

X Y, 2: t
equations

1: xt(y+2) = (x+y) +z
satisfies

Formal Sort [t]
end Assoc

property Assoc Com
sorts t
operators
+: (E,t) >t
combines
Cam[t operators +],
Assoc[t operators +]
end Assoc_Cam
Les signatures de ces modules sont

2com=(<@; {t}>, <@, {+}>, <@, B>)
pour la propriété Com,
2 Assoc=(<0, {t}>, <@, {+}>, <@, B>)
pour Assoc et
2 Assoc_Com=(<@, {t}>, <@, {+}>, <@, B>)
pour la propriété combinante Assoc_Com.

La clause combines €tablit donc des relations entre une ou plusieurs propriétés
sources P* et une propriété cible P. Elle s'écrit, en LPG

. 1 .
combines PC[SC;, Sc;, Sctln, operators Fc}, F ; Fc]lll predicates Pc}, P ; Pc;],
2. 8.2 2 2 F2 2 i 2 P2 2
PJIS2, S2. .. S2, operatorsF2, F.2,...F 2 predicates P2, P.2.... P 2 ],
PZ[Scr1 » ¢y - St operatorsFe, Fr ., Fr predicatesPy, P .. P .
On donne apres le mot clé combines la liste des propriétés avec le morphisme
associé.

On peut dire que 1a propriété P (présentée par Pp=(2p, Ep)) ol est écrite une
clause combines est équivalente a I'union des propriétés PX:Xx=1,...T aprgs
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substitution des sortes, opérateurs et prédicats formels par les sortes, opérateurs et

: 'f X X X .
prédicats effectifs ((Sci ,i-l,...,mx’FCj J-l,..-,!lx,Pck,k=l,...,Qx)’x=l’""r)

Une conséquence de cette définition est que la propriété P ne doit introduire ni
sortes, ni opérateurs, ni prédicats supplémentaires et ne doit non plus définir ni
équations, ni clauses.

Par ailleurs, les signatures de chacune des propriétés combinées PX:X=1,....r
doivent recouvrir la signature de la propriété combinante P.

Plus formellement, 1'ensemble des sortes (Sp), resp. des opérateurs (Qp) et
des prédicats (ITp), est égal A 1'union ensembliste des ensembles des sortes (Sc'mr ),

respectivement des opérateurs (Fc;) et des prédicats (Pc; ), de chacune des
propriétés combinées.

La déclaration d'un modele de P génerera un modele pour chaque propriété
P;. Réciproquement, du fait de 1'équivalence, dé&s que tous les modeles des

propriétés P;,sont créés, un modele de la propriété P est également créé, de fagon
automatique.

Sur I'exemple, si un modele de Assoc_Com est déclaré, automatiquement, les
modeles de Assoc et de Com seront connus du systéme. A l'inverse, si le systéme
connait un modele de Com et un modele de Assoc, il en déduira automatiquement
un modele de Assoc_Com.

Une telle clause présente dans une propriété P introduit r relations entre
chacune des propriété ch =L, et la propriété P. Ces relations peuvent étre

=1,...,
dénotées (Pz—c—)Py r’

La sémantique que 1'on peut donner 2 une propriété cible d'une telle liste de
=1,...,
relations est donnée par r triplets : (Th(P:), <I>‘;‘, Th(P))x d

LN

. Th(P’c"x=l""’r) sont les théories présentées par PBXA-X»-J,

X,Xx=1,...,r

C
D ¢ ) et

x.x=1....p sont les morphismes existant entre Th(P

Th(P), le x®me morphisme est défini par le xiéme glément de la clause combines et
* Th(P) est la théorie présentée par :

(g(glgfs(spp) S(Pa@) W(FnTD) y(9RER) )
x=1,...,r x=1,...,r x=1,...,r x=1,...,r
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Du fait de la sémantique de la clause combine, on doit avoir :

. u,g(?‘g(spg)) =Sp,
x=1,...r
. u,{(%(npz)) =Qp et
x=1,...,r
C
. x,{(cynmpp) =Tlp.
x=1,...,r

Ce qui exprime que l'union des différentes signatures renommeées des propriétés
sources doit étre identique 2 la signature de la propriété cible.

Sur notre exemple, la clause combines introduit deux morphismes (<I>‘i et <I>§).

Le premier prend sa source dans la propriété Com, le deuxieme dans Assoc :

c g tot, c Qg o,
-?B:+—>+et -?a:+—>+et
. ?ﬁ : 0-0. . ?f’l : 0-0.

Et la théorie Th(P) est présentée par

. %(?g(spz)) = <@, {t}>,
x=1,2

. k{(g‘)g(gp:)) = <@, {+}>,
x=1,2

. k))((?f—l(npz)) =<0, @> et
x=1,2

-y ?%(EP:C&)) = {X+y == y+X, X+(y+2) == (x+y)+z}.
x=1,2
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6- Interface

6.1- Introduction

Une spécification algébrique peut s'écrire 2 I'aide de plusieurs modules.
Chaque module peut étre en relation avec un ou plusieurs autres. Cette possibilité de
structuration nécessite de vérifier certaines conditions afin que le spécification
algébrique globale ne contienne pas d'incohérence.

Nous venons de voir que les spécifications ou programmes LPG peuvent étre
structurés les uns par rapport aux autres en utilisant cette notion de module. On peut
considérer chacun de ces modules comme une théorie partiellement présentée par les
définitions intrinséques A ce module. Toutes ces théories peuvent étre liées entre
elles par des morphismes.

Il est de ce fait nécessaire de prouver que nous avons bien affaire 2 des
morphismes de théories. En effet, si @ : (3, E5)— (24, Ep) est un morphisme de

théorie, alors on doit avoir Ve:t;==tye Eg, 62(t1)==&>z(t2)e E: En d'autres

termes, si tj==tp est un axiome de la théorie source, &2(t1)==&z(t2) doit étre une
conséquence logique (un théoréme) de la théorie cible.

Nous avons tout d'abord présenté un systéme permettant de d'assiter un
utilisateur dans 1'écriture de démonstrations. Nous avons alors présenté le langage
LPG qui implémente sous forme de modules la notion de théories structurées et
nous avons formalisé les différentes relations pouvant exister entre ces modules. Ce
chapitre présente maintenant la notion de validation sémantique.

On introduit dans un premier temps la notion de validation sémantique. On
passe pour cela en revue les différentes relations étudiées dans le chapitre précédent.
Pour chacune de ces relations, on donne les conditions qui doivent étre vérifiées.

On explicite ensuite la notion de théorie structurée en la décrivant dans le
contexte du systtme LPG ainsi que de celui de LCF, qui est présenté bri¢vement.
On peut trouver, en effet, dans [SB 83] un travail relatif A 1'écriture et la
manipulation de théories structurées a l'aide du systéme LCF. :

On définit la notion de présentation étendue qui sera utilisée pour réaliser les
démonstrations ainsi que la maniére de retrouver les formules logiques qui doivent
étre démontrées.

On décrit le logiciel qui est issu de cette étude. On explique pour cela son
fonctionnement et on décrit les diverses commandes qu'il offre. Ce logiciel se
compose d'une partie qui permet de transférer des informations entre les systémes
LPG et OASIS (envoi de commandes et d'équations de LPG vers OASIS,
récupération des résultats de OASIS par LPG). La deuxiéme partie de ce logiciel est
chargée de construire 1'ensemble des axiomes nécessaires pour réaliser les
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démonstrations, ainsi que I'ensemble des formules qui doivent &tre démontrées afin
de pouvoir considérer une spécification sémantiquement valide.

On donne enfin deux exemples d'utilisation de ce logiciel. Le premier consiste
tout simplement 3 démontrer des formules logiques présentes dans la rubrique
theorems d'une déclaration de type LPG. La connexion des systtmes LPG et
OASIS a permis en effet, par effet de bord, de doter le systtme LPG de la
possibilité de démontrer de telles formules logiques. Le deuxiéme exemple consiste
a valider une spécification LPG.

6.2- Notion de validation sémantique
6.2.1- ._Morphismes valides par définition

Un module LPG sera considéré comme valide sémantiquement lorsque tous
les morphismes de théories qui ont la théorie associée 2 ce module comme cible
seront eux-mémes valides.

I1 faut remarquer que les morphismes associés A certaines relations sont
valides par construction. C'est le cas des relations d'importation, de paramétrisation
et celles introduites par les clauses inherits et combines.

En effet, 'importation entre un module U présenté par PUf(zUs’EUs) etun
autre module U; présenté par f’Ut=(2Ut,l.3Ut) est formalisée par le morphisme
identité entre les théories Th(U) et Th(Uy). Il faudrait donc vérifier que Vege EUs

(Th(Us) est la théorie présentée par (ZUS»EUQ)’ OE(es)=ese Th(Uy), ce qui, par
définition de la construction est vérifié car Th(U,) est la théorie présentée par

Cu ey, Ey ©Ey)

et donc ege EUs@éUz’

Le cas concernant la relation de paramétrisation est relativement semblable. La
différence vient du fait que le morphisme n'est pas un morphisme d'identité, il est
explicité par la notation qui déclare la paramétrisation. Considérons un module U

présenté par 1.’U=(2U,1.3U) qui exige une propriété P présentée par Pp=(3p,Ep). Le
morphisme va de Th(P) dans Th(U). Il faut donc s'assurer que Vepe Th(P),

@;E(ep)e Th(U). Par définition de ce type de relation, cette condition est vérifiée. En
effet, Th(U) est présentée par

(@5 (Ep)@Ly, PLERSEY)
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et donc Q;_(ep)e QE(EP)@].EU.

Le cas des clauses inherits et combines sont identiques 2 celui de la
paramétrisation. Soit une propriété P présentée par Pp=(Zp, Ep), si elle hérite des
équations d'une autre propriété Py, présentée par Pph=(2ph, EPh)’ nous avons le

morphisme entre Th(Py,), qui est la théorie présentée par Pph et Th(P), qui est la
théorie présentée par

(Zp, ®}(Ep )®Ep)

et donc Qg(eph)e <I>;‘5 (Eph)®Ep.

Si, maintenant, la propriété P combine plusieurs propriétés P’é’x=l""’r

’

présentées respectivement par ng,hlw-.r:(}_‘,Px.x-l,-.-.r, EPx,x-l,m.r), il y aen fait r
[ [

morphismes a vérifier, partant de Th(P::’hl""’r) et arrivant dans Th(P) qui est

présentée par
C
(&’(?Z(EPE))
x=l,...,r seeesy

et par conséquent (eP:e Ep’é,?]ca(Ep’c‘)) € &J(x g(zp;))

x=1,...,r

x'=1,...,r
- i 3 vérifier

Les déclarations de modeles et la relation issue de la clause satisﬁes,
introduisent des morphismes qui demandent quant 3 eux 2 étre vérifiés.

Pour la déclaration d'un modele de la propriété P, présentée par Pp=(3p,Ep),
dans un module U, présenté par Py=(Zy,Ey), le morphisme est établit entre
Th(P),théorie présentée par Pp, et Th(U), théorie présentée par Py.

1 est alors nécessaire de vérifier que Vee Ep, ®M(ep)e Th(U).

Le raisonnement quant 2 la clause satisfies est analogue. Soit une propriété P
présentée par Pp=(Xp, Ep) qui satisfait une propriété Ps présentée par
Pps=(Sps, EPs)’ le morphisme part de Th(Ps), théorie présentée par Pps, et arrive

dans Th(P), théorie présentée par Pp.

On doit vérifier que Vee Eps, Qs(eps)e Th(P).
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6.2.3- _Au hismes

Le dernier type de relation concerne la relation introduite par une
instanciation. Nous avons vu que ce cas, en fait, est équivalent soit 2 une
importation si on est en présence d'une instanciation implicite, soit & une déclaration
de modele si on est présence d'une instanciation explicite.

Pour une instanciation implicite, les conditions sont vérifiées par définition.

Une instanciation explicite, par contre, nécessite de vérifier que l'on a
effectivement un morphisme entre la propriété dont on déclare un modele et la
théorie associée au module ol est déclarée cette instanciation.

2.4- de validation

D'une maniére générale, la validation d'un module LPG revient 2 démontrer
que certaines égalités entre termes, présentes dans les théories sources de
morphismes, sont des théorémes dans les théories cibles.

L'élaboration des spécifications étant structurée par les différentes relations
vues précédemment, dans un premier temps, il faut s'assurer que les modules
sources de morphismes sont eux-méme valides. Si le module U est en relation avec

le module Uy, ce qui est noté Us—rel—Uy, le module U ne pourra étre validé que
si le module Uy est lui-méme validé.

Dans un deuxi¢me temps, on vérifie que les équations de Us sont des
théorémes pour la théorie associée a U;.

Le processus de validation d'un module LPG se décompose ainsi en deux
étapes principales :
« validation de tous les modules se trouvant dans le graphe des relations en
amont du module en cours de validation,
* vérification de la validité de certains morphismes.

- héories structur:

6.3.1- L'atelier LPG
On peut voir cette notion de structuration des modules LPG sur un exemple.

Considérons la propriété Total_Order dont la spécification a déja été donnée.
Elle importe des définitions de la spécification Bool (la sorte bool et les opérateurs
or et true) et hérite des équations de la propriété Partial Order.

Cette derniere importe également des définitions du module Bool (la sorte
bool et les opérateurs true, and et =>) et doit satisfaire I'axiomatisation du module
Equality.

Le module Equality importe aussi des définitions de Bool (la sorte bool et les
opérateurs true, and et =>) et satisfait I'axiomatisation de Formal_Sort. On peut
visualiser ces différentes relations sur le graphe suivant :
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Formal _Sort

Chaque nceud de ce graphe représente un module LPG et les fléches indiquent
la nature de 1a relation existant entre les modules (s par satisfies, h pour inherits et i
pour importation).

A chacune des relations on peut faire correspondre, comme on I'a déja vu, un
morphisme de théorie.

Il faut remarquer que, afin de limiter la complexité, ce formalisme de
description n'est pas tout a fait correct. Pour une description plus précise, on peut
se référer a [Rey 87].

Cette structuration permet de simplifier les différentes démonstrations que
I'on peut étre amené a faire en LPG. En effet, les présentations sont localisées dans
les différents nceuds du graphe et, étant donné une égalité 3 démontrer, on peut
savoir de quels nceuds on aura besoin et par 13 méme de limiter la quantité
d'information (nombre d'axiome) 2 manipuler.

Pratiquement, les diverses démonstrations seront réalisées en utilisant I'outil
OASIS. Le fonctionnement de ce dernier va donc imposer dans une certaine mesure
la démarche 2 suivre pour conduire les preuves.

Le point le plus important concerne les présentations qu'il faut manipuler tout
au long de la preuve. Le systtme OASIS permet de structurer ses propres
spécifications grace a I'importation explicite et 2 une ébauche de paramétrisation.

Cette structuration n'est toutefois que syntaxique. Dés qu'il faut se servir de
la réécriture (afin de conduire une preuve, faire des tests de spécification, etc...)
cette structuration disparait pour donner naissance a un systéme de réécriture
monolithique. Ce dernier contiendra toutes les régles de ia spécification dans
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laquelle on réalise la preuve ainsi que celles se trouvant dans les différents objets
OASIS importés (et ceci, par fermeture transitive) ou passés en parametre.

Cette structuration, visible au niveau syntaxique, se trouve ainsi aplatie, tous
les axiomes sont ramenés au méme niveau. Le démonstrateur manipule ainsi tous
les axiomes sans différenciation.

Il est nécessaire, de ce fait, dans le cadre de LPG, de constituer un syst®me de
réécriture dans sa totalité, correspondant 2 la théorie dans laquelle on veut faire les
démonstrations, afin de le fournir au démonstrateur.

On perd certains avantages de la structuration des modules LPG. Etant
donnée une formule 2 démontrer, on pourrait se servir de cette structuration afin de
démontrer chaque sous-but dans un nceud particulier du graphe et n'utiliser les
informations contenues dans les autres nceuds que lorsque c'est nécessaire.
L'avantage que l'on peut néanmoins retirer de cette structuration est qu'elle permet
de minimiser le nombre des axiomes que le démonstrateur devra manipuler.

Une autre approche, celle proposée dans [SB 83], pour gérer l'information
est possible. Cette approche manipule des théories structurées et conserve, pour
réaliser les démonstrations, cette structuration.

6.3.2- Lesystéeme LCF

LCEF est I'acronyme pour Logic for Computable Functions. Cette logique est
due a Dana Scott et permet d'exprimer et de prouver des faits concernant les
fonctions définies récursivement. C'est donc un systéme permettant de réaliser des
preuves.

La logique de Scott est constituée d'un ensemble de phrases permettant
d'écrire des assertions, d'un ensemble d'axiomes (phrases qui sont supposées étre
vraies) et d'un ensemble de régles d'inférence offrant la possibilité de générer de
nouveaux théorémes 2 partir des axiomes et des théorémes précédemment
démontrés.

Une preuve dans ce systéme peut se représenter comme une arborescence
dont les feuilles sont des axiomes et les autres nceuds sont des théorémes générés a
partir de leurs propres fils grice aux différentes régles d'inférence.
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Cet arbre de preuve représente le fait que Thl est un théoréme issu des
axiomes Al et A2 par la régle d'inférence RI! et que le théoréme Th2 provient de
Thl etde A3 par la régle RI2.

Le premier systeéme LCF a été développé a Stanford. Son but était de pouvoir
construire de telles preuves. La méthode utilisée était celle qualifiée de preuve
conduite en arriére. On part en effet d'une formule 2 démontrer et on construit
l'arborescence jusqu'a obtenir des axiomes au niveau des feuilles. On disposait
pour cela d'un ensemble fixe de commandes (assume pour désigner un nouveau
but, #ry pour essayer une régle d'inférence, etc...).

Ce premier systéme a permis essentiellement de constater que la logique de
Scott est assez puissante pour exprimer des problemes compliqués. Cependant, la
construction de preuve en donnant explicitement toutes les régles d'inférence
s'avere fastidieuse. Il arrive assez fréquemment de répéter plusieurs fois, pour une
méme démonstration, des séquences identiques de reégles d'inférence.

Une autre version de ce systéme LCF a été développée 2 Edinburgh [GMW
79]. Ce projet fut commencé en 1973 sous la responsabilité de M Milner. Il
reprend les idées du systéme LCF de Stanford en supprimant le cbté fastidieux du
déroulement de la preuve. 11 utilise pour cela un langage de programmation (en fait,
le langage ML) dans lequel sont exprimées les commandes manipulant les preuves.

On peut ainsi définir des procédures regroupant 'application de régles
d'inférence une bonne fois pour toute et, ensuite, utiliser ces procédures 2 volonté.
La possibilité de définir de telles stratégies de preuve permet également d'avoir un
ensemble non figé de commandes pour mener 2 bien une démonstration. De plus, le
langage choisi pour manipuler les démonstrations (ML) est fortement typé, ce qui
permet de différencier aisément les phrases générales que I'on peut construire des
théoremes (les théorémes constituent un type abstrait particulier du systéme dont les
différentes valeurs ne peuvent étre construites qu'a partir de regles d'inférence).
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Les preuves réalisées en LCF peuvent étre conduites en avant. Mais on peut
aussi réaliser des démonstrations dirigées par le but.

Une tactique, en LCF, permet d'obtenir une liste de sous-buts 2 partir d'un
but, ainsi qu'une validation. On peut voir une tactique comme l'utilisation d'une
regle d'inférence du but vers les prémisses.

La regle d'inférence Thy T;Ei o Thn indique que si on a démontré les

théorémes Th; -], 2, .., n alors on peut déduire le nouveau théoréme Th.

Regardant cette régle comme une tactique, on peut dire que Th sera un
théoréme si Th;, j-}, .., » Sont eux-mémes des théorémes, ce qui revient 2 essayer
de démontrer chaque Th;. La validation retournée par une tactique est nécessaire
pour créer effectivement un nouveau théoréme.

En effet, le seul moyen, en LCF, d'obtenir un nouveau théoréme est
d'appliquer des régles d'inférence sur des axiomes ou des théorémes précédemment
démontrés. La décomposition de but en sous-buts n'engendre donc pas de
théorémes, mais une validation, qui n'est rien d'autre qu'une fonction qui enregistre
en quelque sorte 1a fagon dont on pourra générer le théor2me en utilisant les regles
d'inférence. 1l suffit d'évaluer les différentes validations obtenues dés que les listes
de sous-buts sont vides.

Il est possible de combiner des tactiques entre elles en utilisant des
tacticielles!. Une tacticielle prend ainsi une ou plusieurs tactiques et retourne un
nouvelle tactique.

On peut avoir comme exemples de tacticielles :

« THEN : tactic X tactic — tactic, qui permet de combiner
séquentiellement deux tactiques (la deuxiéme tactique est appliquée aux sous-buts
délivrés par la premiére, v

* ORELSE : tactic x tactic — tactic, qui exprime une combinaison
alternative de deux tactiques (si la premiére échoue, la deuxi®me est appliquée),

* REPEAT : tactic — tactic, qui applique une tactique itérativement sur

le but et les sous-buts produits tant que c'est possible (c'est a dire en s'arrétant juste
avant l'obtention d'un échec).

A partir de tactiques élémentaires, une tacticielle permet de construire des
tactiques plus ou moins compliquées. Une stratégie en LCF désigne alors une telle
tactique. On donne un but 2 une stratégie et elle renvoie une liste de sous-buts
(éventuellement vide) et une validation. Si la liste est vide, 1'évaluation de la
validation transforme le but en un nouveau théoréme.

On peut trouver dans [GMW 79] plusieurs exemples de tactiques, de
tacticielles et de stratégies.

Tacticielle est une traduction proposée pour le terme anglais tactical. Ce dernier a été créé a
partir de tactic et par analogie avec I'extension entre function et functional.
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LCF a ét€ congu de fagon 2 pouvoir réaliser des démonstrations d'une
maniére naturelle. On y trouve la possibilité de faire de 1a déduction naturelle en
utilisant les régles d'inférence. On peut faire des preuves dirigées par le but par
l'intermédiaire des tactiques, tacticielles et stratégies. Ces différentes preuves sont
réalisées dans des théories qui sont structurées les unes par rapport aux autres.

La structuration des théories est considérée, en LCF, comme une démarche
naturelle pour réaliser des démonstrations. Cela se traduit par le fait que en débutant
une session LCF, le systéme demande en tout premier lieu si on veut se placer dans
une théorie existante ou bien créer une nouvelle théorie. Dans ce dernier cas,
l'utilisateur doit indiquer quels sont les parents de la nouvelle théorie afin de la
rattacher a celles précédemment créées.

De ce fait, toutes les théories présentes en LCF ont un ancétre commun, la
théorie appelée PPLAMBDA qui fait partie initialement du syst2me.

Sur cet exemple de structuration, la théorie T a été créée en étendant les
théories T3 et T4. Il en va de méme pour T4 qui étend T7 et T2. T3 n'a été formée
qu'a partir de T1. T1 et T2 sont issues directement de la théorie PPLAMBDA.

D'un point de vue structurel, le systeéme LCF est constitué de trois parties.

ML (MetaLanguage) est un langage permettant, dans notre cas, de manipuler
des preuves. Le deuxiéme élément est une logique de calcul appelée PPLAMBDA

(Polymorphic Predicate A-calculus) et 1a troisiéme partie est une méthodologie de
preuve dirigée par le but.

ML est un langage applicatif se rapprochant par divers aspects de ISWIM,
POP-2 ou GEDANKEN. On peut déclarer et évaluer des expressions. Il est
fortement typé, les types pouvant étre polymorphes. A chaque expression, un
contrbleur de type associe un type le plus général. Il permet de manipuler des objets
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de types classiques (entiers, booléens, chaines, caracteres et les listes) ainsi que des
objets de type particulier tels les termes (term), les formules (form) et les théorémes
(thm). On peut, de plus, déclarer et utiliser des types récursifs, des types abstraits.
Le systéme de calcul de types permet de vérifier qu'un objet de type théordme est
soit un axiome, soit obtenu par une régle d'inférence. On peut donc assurer la
validité des théorémes prouvés.

ML possede tous les avantages des langages fortement typés (contrdle sur les
types) et, grice au systtme de calcul de types, il offre la souplesse des langages non
typés (on n'est pas obligé de donner explicitement le type des expressions,
puisqu'il est calculé automatiquement). C'est un langage d'ordre supérieur. Les
fonctions peuvent avoir elles-méme des fonctions comme parametres et retourner
des fonctions comme résultats.

Une tactique, par exemple, est une fonction dont le profil est
but—(liste[but] X validation). validation est elle-méme une fonction de profil

liste[théo]—théo. On voit déja sur cet exemple qu'une tactique retourne, entre autre
chose, une fonction comme résultat.

Une tacticielle qui n'est rien d'autre qu'un combinateur entre tactiques est un
autre exemple de fonction qui prend une ou plusieurs fonction en paramétre (des
tactiques) et retourne une fonction en résultat (également une tactique).

ML posséde enfin un mécanisme d'exception et de récupération de ces
exceptions qui s'avére particulitrement utile pour la programmation des stratégies (il
permet de détecter automatiquement 1'échec d'une stratégie de preuve et d'essayer
une autre stratégie).

On peut voir dans [Gor 81] un exemple simple d'utilisation de ML pour
représenter une logique particuliere et réaliser des démonstrations dans cette
logique.

PPLAMBDA [Pau 83b], [MMN 75] est une logique de calcul permettant de
faire de la déduction naturelle. Deux classes d'objets y sont manipulés : les termes,
qui représentent des valeurs calculables, et les formules qui sont des phrases
logiques.

Les termes sont en fait ceux du A-calcul typé. C'est A dire que les
A-expressions sont étiquetées par le type de la fonction qu'elles représentent. Par
exemple, si la variable x est de type o et le terme ¢ est de type 3, la A-expression
Ax.t est de type o—p. '

Les formules atomiques sont construites 2 partir des A-termes de la maniére

suivante. Si #; et #2 sont deux A-termes, alors 17==¢; et t7<<t» sont des formules
atomiques. Viennent alors les formules composées qui sont construites 2 partir des

formules atomiques et en utilisant des connecteurs logiques conjonction (A),
implication (=) et quantification universelle (V).

Si t; est de type aj—p] et 12 est de type a2— B2, alors le symbole = =
exprime la relation d'égalité sur les domaines de définition des A -termes (t1==12
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signifie que le domaine de définition de ¢; est le méme que celui de 72 (ay=0) et
que Vxe ¢, tj(x)=t3(x)). Le symbole << traduit une relation d'ordre partiel
complet sur les domaines de définition des A-expressions (7<<z2 signifie que 7; est
moins défini que 12, ¢; est défini sur oy,  est défini sur ap etona a1 S o avec la
condition Vxe ay, tj(x)=tz(x)).

On peut considérer PPLAMBDA comme une famille de calculs. Un élément
de cette famille peut étre défini par un triplet (T, C, A) od T est un ensemble
d'opérateurs de types, C un ensemble de constantes et A un ensemble d'axiomes.

Il existe une famille minimale Fo=(Tp, Co, Ap) que I'on peut étendre en
ajoutant des définitions.

To contient des opérateurs sur les types comme prod (produit cartésien de
deux types) ou sum (union disjointe).

Co contient, par exemple, TT:tr et FF :tr (les deux valeurs logiques, e:type est
une notation pour désigner le type de I'expression e, ici, #r se rapporte aux valeurs
booléennes), FST:(#1,#2)—#1 et SND:(#1,#2)—#2 (pour les projections du
produit cartésien). Ces constantes sont formées d'une part du nom de la constante

(ex : FST)et d'autre part de son type (ex : (#1,#2)—#1) éventuellement générique
(pour LCF, le type sera générique si il existe un ou plusieurs types formels dans sa
définition. #1, par exemple, est un type formel).

Pour des raisons pragmatiques, les axiomes contenus dans Ap sont
considérés comme des régles d'inférence, et leur utilisation est semblable 2 celle des
fonctions. Comme exemple de régle d'inférence, on peut citer la conjonction
Arl-wy A2]-w2
Aj@PA2]-wiAwr

d'un ensemble d'assertions A et d'autre part d'une formule bien formée w, @
représente 1'union ensembliste des assertions et w; et wy sont des formules bien
formées. Cette régle exprime le fait que si on dispose des théorémes A;]-w; et Ao ]-
w2, alors on peut déduire le théoréme A;@As]-wiAaw, ol A et A sont des
ensembles d'assertions (hypothéses),.

ol la notation AJ-w représente un théoréme composé d'une part

Cette famille Fo peut étre étendue en lui ajoutant d'autres définitions. On peut
ainsi obtenir une nouvelle famille de calculs F=(T, C, A)=FoeF’, ou F'=(T’, C’,

A’) et & est l'union entre familles définie par I'union disjointe entre les trois
composantes respectives de chaque famille. Cette nouvelle famille F peut également
étre étendue A son tour et ainsi de suite. Les différentes familles de calcul sont ainsi

ordonnées les unes par rapport aux autres (F2F" si les constituants du triplet de F-
sont inclus dans les constituants respectifs du triplet de F). La famille Fo
mentionnée plus haut est minimale par rapport 2 cette relation.

Faire une démonstration dans ce syst¢me LCF consiste 2 se placer dans une
théorie particuliére, existante ou non, puis 2 utiliser des stratégies ou des tactiques et
enfin 2 appliquer les différentes fonctions de validation précédemment obtenues
pour générer le théoréme qui nous intéresse. Ceci implique d'avoir 2 sa disposition
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les différents théorémes et axiomes nécessaires pour la démonstration. Les axiomes
ou théorémes déja démontrés, si ils ne figurent pas dans la théorie en cours, doivent
pouvoir étre extraits des théories ancestrales de la théorie courante.

La notion de structuration des théories a été approfondie dans [SB 83]. On
peut considérer, par exemple, la théorie des listes :

List = extension of Boolean by :
types list[t]
constants nil : list[t]
cons : t X list[t] => list[t]
head : list[t] =t
tail : list[t] -> list[t]
null : list[t] -> bool
axioms head(cons(x, 1)) = x
tail(cons(x, 1)) = 1
null (cons (x, 1)) = false
null (nil) == true
Cette théorie peut étre vue comme étant composée de la théorie des booléens!
enrichie par l'extension décrite ci-dessus. Dans le cadre de LCF, une extension

introduite de nouvelles définitions de types et d'opérateurs. Cette notion
d'enrichissement peut se schématiser de la maniére suivante :

De 1a méme maniére, on peut vouloir définir la théorie des piles en LCF.

Stack = extension of Boolean by :
types stack[t]
constants nilstack : stack[t]
push : t X stack[t] —-> stack[t]
top : stack[t] -> t
pop : stack[t] => stack[t]
isempty : stack([t] —> bool
axioms top(push(x, s)) = x

10n ne décrit pas ici 1a théorie Boolean.
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pop(push(x, s)) = s
isempty (push(x, s)) = false
isempty (nilstack) = true
On peut immédiatement remarquer 1'analogie entre la théorie des listes et celle
des piles. Plutot que d'avoir a différencier les deux théories, on aimerait exprimer le
fait que 1a théorie des piles est 1a méme que la théorie des listes 2 un renommage ¢
pres (les constantes et opérateurs de la théorie des booléens sont renommés en eux-

méme et ne figurent pas dans la description de o) : o=({list[t] > stack[t]},
{nil—nilstack, cons—push, head—top, tail—pop, null-isempty}).
Le principal avantage de cette structuration est que, 2 partir de tout théoréme

relatif & des listes, on peut déduire un théoréme relatif aux piles. On obtient ainsi
une structure plus simple.

Une autre relation envisagée est la notion d'image inverse. On peut voir cette
notion sur l'exemple de la théorie des tables de symboles utilisées dans les
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compilateurs de langage a structure de blocs. On utilise, entre autre, la théorie des
piles et la théorie des tables! :

Array = extension of Index by :
types array(t]
constants nilarray : array(t]
put : index Xt X array[t] —> arrayl[t]
get : index X array[t] > t
isin : index X array[t] -> bool
axioms get(i, put(i, x, a)) = x
not (i=j) => get (i, put(j, %, a)) = get(i, a)
isin(i, put(i, x, a)) = true
not (i=j) => isin(i, put(j, %, a)) = isin(i, a)
isin(i, nilarray) == false

Symboltable = extension of Stack and Array by :
constants  addid : index X t X stack[array[t]] -> stack[array[t]]
retrieve : index X stackl[array[t]] —> t
isinblock : index X stack[array[t]] -> bool
enterblock, leaveblock : stack[array[t]] —> stack[array[t]]
axioms addid(i, x, st) = push(put(i, %, top(st)), pop(st))
not (isin(i, a)) => retrieve(i, push(a, st)) = retrieve(i, st)
isin(i, a) => retrieve(i, push(a, st)) = get(i, a)
isinblock((i, st) = isin(i, top(st))
enterblock (st) = push(nilarray, st)
leaveblock(st) = pop(st)
Ce qui donne la structure plus complexe suivante :

1La théorie Index n'est pas explicitée ici, elle n'apporterait rien 2 1a compréhension générale.
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En travaillant dans la théorie Symboltable, on est obligé d'utiliser le type stack
of array of t. De méme, on devra utiliser la constante nilstack plutdt que la constante
plus naturelle niltable. De plus, la plupart des types, constantes et théorémes des
théories des piles ou des tables ne nous intéressent pas dans la théorie des tables de
symboles. C'est dans le but d'éviter contraintes que I'on peut définir la notion
d'image inverse qui consiste, en fait, 2 abstraire les définitions existantes et donc 2
redéfinir, via un renommage, ce qui nous intéresse.

Soient les nouvelle définitions :

types symboltablelt]
constants niltable : symboltablel[t] :
addid : index X t X symboltable[t] —> symboltablel[t]
retrieve : index X symboltable[t] —> t
isinblock : index X symboltable[t] -> bool .
enterblock, leaveblock : symboltable[t] —> symboltable[t]
On a alors la structure suivante :
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Dans cet exemple, le renommage est : 6'=({symboltable[t]—stack[array[t]]},
{niltable—nilstack, addid—addid, retrieve—retreive, isniblock—isinblock,

enterblock—enterblock, leaveblock— leaveblock}). Les renommages des
constantes et opérateurs des théories Index et Boolean sont considérés comme étant
implicites et ne figurent donc pas dans I'énumération.,

Dans une structure de cette forme, la méthode 2 suivre, afin de déterminer si
une phrase de Bettersymboltable est un théoréme, est de traduire cette phrase en

utilisant le renommage ¢’ et de tenter de faire la démonstration dans la théorie des
tables de symboles.

En plus de ces deux opérations de structuration (rename et inv_image), on
peut ajouter I'opération de construction d'une théorie (prim_theory) qui prend une
signature et des axiomes et retourne une théorie (construction des extensions, par
exemple) et 'union (union) de deux théories (constructions des théories List,
Index, etc...).

Gréce a ces différentes primitives, on peut écrire une théorie sous la forme

d'une expression. Par exemple rename(o, union(prim_theory(Xlist, Slist),
Boolean)) désigne la théorie structurée des piles (Xlist désigne la signature de la
théorie List, Slist désigne les quatre axiomes de l'extension définissant la théorie

List et o est le renommage entre la théorie List et la théorie Stack précédemment
définies).
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On peut voir dans [SB 83] les définitions sémantiques précises de ces
primitives de structuration de théories.

Avec cette fagon de structurer les théories, il est nécessaire de mettre en ceuvre
certaines techniques pour réaliser des démonstrations. Pour répondre 2 la question

Est-ce que t est un théoréme de la théorie rename(o, Th), il faut regarder si il existe
un théoréme ¢’ dans la théorie Th tel que ¢ peut étre obtenu 2 partir de ¢’ grice au

renommage ©. Cette démarche peut nécessiter, bien sir, la démonstration de '
dans Th.

Les différentes maniéres de structurer les théories LCF sont, en fait,
spécifiées elle-méme en LCF. On voit, sur l'exemple de rename, qu'une
démonstration fait intervenir la sémantique de l'opérateur de structuration.
Autrement dit, le fait méme de spécifier les opérateurs de structuration va donner un
moyen plus ou moins mécanique pour démontrer des théorémes.

On peut voir dans [SB 83] les spécifications précises de ces opérateurs ainsi
qu'un exemple de démonstration utilisant les spécifications.

6.3.3- _Comparaison des différentes approches

Que ce soit en LPG ou en LCF, on manipule des spécifications sous forme de
théories. Ces spécifications sont divisées en plusieurs modules reliés d'une maniére
plus ou moins compliquée, les uns aux autres. Cette démarche permet de manipuler
des spécifications importantes en taille en conservant un certain contrdle.

Dans le cas de LCF traditionnel, les primitives de structuration sont simples

(relation théorie mére <> théorie fille). Il suffit alors de prendre les théorémes

précédemment démontrés ou les axiomes des théories ancestrales pour conduire une
preuve.

Dans le cas de LCF enrichi de la notion de théories structurées, la sémantique
des primitives de structurations est quelque peu plus compliquée. Cette idée tend
surtout a simplifier la description des spécifications (/! ne sert a rien de réinventer la
roue...). On définit des théories en utilisant plus intensivement celles qui existent
déja. Dans ce cadre, la spécification méme des primitives de structuration indique la
démarche a suivre pour conduire les preuves.

En ce qui concerne LPG, les spécifications sont également divisées en
plusieurs modules, chaque module correspondant 2 une théorie. Les théories sont
structurées les unes par rapport aux autres en utilisant des relations dont la
sémantique est éventuellement plus riche que dans le cadre de LCF (ex : relation de
satisfaction). Cette richesse est essentiellement accrue du fait que, non seulement on
peut réutiliser facilement de précédentes définitions via d'éventuels renommages,
mais la sémantique de certaines primitives de structuration impliquent la réalisation
de divers contrdles. Ces contrdles prennent la forme de démonstration de théorémes
dans des théories bien précises. Autrement dit, la présence de certaines primitives
de structuration indique que I'une des théories relative 2 la primitive doit contenir tel
théoréme pour étre valide.

La démonstration de théorémes est toutefois moins élégante que dans le
systtme LCF. En effet, l'outil utilisé pour réaliser les démonstrations exige une

109 Interface



Validation Sémantique dans les Théories Structurées...

déstructuration des théories. Tous les axiomes qui pourront servir pour une
démonstration sont vus au méme niveau par le démonstrateur, quelle que soit la
théorie a laquelle ils appartiennent effectivement.

On peut tout de méme tirer profit de la structuration des théories de LPG.
Grice a cette structuration, on peut, en effet, ne donner au démonstrateur que ce qui
pourra lui étre utile pour réaliser une démonstration particuliére et, par conséquent,
limiter son champ d'exploration. Pratiquement, la rapidité des démonstrations en
sera accrue.

4- Présentation éten

Comme nous l'avons vu précédemment, afin de réaliser une démonstration
dans un module LPG, il est nécessaire de réunir au méme niveau tous les axiomes
et théorémes nécessaires déja démontrés et de donner I'ensemble ainsi constitué au
démonstrateur.

Plus formellement, 1a constitution de cet ensemble d'axiomes et de théorémes
peut étre décrite par la notion de présentation étendue, de 1a maniére suivante.

On notera U—d—U’ pour indiquer que 'unité LPG U’ dépend de 1'unité U,

U et U’ étant présentée respectivement par Py et Py. —d— désigne 1'union des
différentes relations pouvant exister entre des unités LPG, c'est A dire

* la relation d'importation Ui—i—U,

* celle de paramétrisation P—r—U,

» celle concernant la déclaration de modéle P—m—U,

* la relation de satisfaction d'une propriété par une autre P—s—P,

* la relation d'héritage P—h—P et enfin

« 1a relation de combinaison {P:’x=l""’r}—c—->P.

La présentation étendue Py de l'unité LPG U est I'ensemble des sortes,
I'ensemble des opérateurs et 1'ensemble des équations qui présente la théorie
associée a U.

On peut définir récursivement Py :
» i U est une unité indépendante!, alors

ﬁu=Pu,
* V(U—dj->U"-1,.k, on a
13U'=(UFdj(i5Uj) ) i=1,... WPu ou Fdj est une fonction sur les

présentations, définie par cas? :
* Fi(3,E)=(Z,E) (importation)

1Une unité LPG est indépendante si elle n'utilise aucune autre définition que les siennes.

259 désigne la signature vide (S, Q)=(J, D).
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« Fr (S E)={<DY(Z,E) si U' n'est pas une propriété
&= lnon défini si U' est une propriété
7 (paramétrisation)
. _[(Z2,2) si U' n'est pas une propriété
Fm(2.E) {non défini si U’ est une propriété
(déclaration de modele)
* F5(X,E)=(22,0) (satisfaction)

* Fn(Z.E)=(Z2,0h(E)) (héritage)

* Fo(2,E)=(Z2,0L(E)) (combinaison)

En d'autres termes, si une unité est indépendante, sa présentation étendue
n'est autre que la présentation de 1'unité elle-méme.

Dans tous les autres cas, on considére la présentation de 1'unité cible, U’,
avec laquelle on fait 1'union des présentations étendues de chacune des unités

sources, Uj, aprés avoir réalisé d'éventuels renommages issus des morphismes
définissant les relations.

Si I'unité cible U’ est une propriété, les fonctions F; et Fp, ne sont pas définie
puisqu'une propriété ne peut pas étre la cible d'un morphisme de paramétrisation et
qu'on ne peut pas y déclarer de modele.

6.5- Les théorémes

Les théorémes que 1'on est ammené a démontrer en LPG ont deux origines
possibles. Soit ils font partie des déclarations d'une spécification. Ce sont alors des
formules qui doivent étre des conséquences logiques de la spécification. Soit ils
sont générés automatiquement afin que leur démonstration puisse valider certaines
spécifications. Nous ne nous intéresserons, dans cette partie, qu'a cette deuxiéme
catégorie de théorémes.

Ces théorémes sont issus des propriétés sources des morphismes de
déclaration de modeles, @™, et des morphismes de satisfaction entre propriétés, @S.
Soit une équation e appartenant a une propriété P telle que P—m—U (resp.

P—s—U), 1a formule obtenue a2 démontrer est (Dg(e) (resp. (D]sa(e)).

Etant donnée une propriété P, source d'un morphisme de déclaration de
modele ou de satisfaction, les équations qui sont 2 l'origine des formules 2
démontrer appartiennent 2 la théorie étendue associée a P.

Cet ensemble d'équations, ﬁp, sera constitué des équations de la présentation

15p= (21:, ﬁp) que l'on peut définir récursivement de la maniére suivante :
* si P est une propriété indépendante présentée par Pp=(Z,E), on a

ﬁp=Pp,
* V(P—dj—P")j-1,...k et si P’ est présentée par Pp=(X',E"), alors
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§p~=(uF&j(15pj))j=l,m’kuPp' ol Fy(Z, E) est une fonction sur
les présentations définie par cas! :
* K(Z,E)=(2?,9) (importation)
 F(Z,E) : non défini (paramétrisation)
* Fm(Z,E) : non défini  (déclaration de modéle)
« F;(Z.E)=(22,9) (satisfaction)

* Fy(Z.E)=(Z2,0LE)) (héritage)

. F.:'(Z,E)=(Z®,¢%(E)) (combinaison)

Ce qui revient A dire que si on a affaire A une propriété indépendante,
l'ensemble des équations est constitué des équations figurant dans sa présentation.

Dans les autres cas, on réalise par fermeture transitive l'union entre
l'ensemble des équations de la propriété cible des relations et ceux des propriétés
sources, apres avoir été renommées par les morphismes définissant les relations.

Les relations considérées ici sont les relations d'héritage et de combinaison.
Par ailleurs, F n'est pas définie puisqu'une propriété ne peut pas étre générique.
Fm n'est pas définie non plus car on ne peut pas déclarer de modele dans une
propriété.

.6.1- Les ibilités d'interfa

Concrétement, le probléme est alors de réunir les logiciels existant LPG et
OAGSIS de maniére 2 utiliser les fonctionnalités de démonstration de OASIS alors
que l'utilisateur travaille avec son environnement sous le contrdle de LPG. On
appellera 2 partir de maintenant le logiciel réalisant ce lien interface. Autrement dit,
on aimerait utiliser les différentes fonctions de démonstrations offertes par OASIS
sur les définitions qui sont écrites dans LPG. Il faudrait donc que OASIS puisse
manipuler d'une certaine maniére les spécifications écrites en LPG.

Le tout premier probléme a résoudre concerne le choix du langage dans lequel
sera écrit l'interface. Il faut savoir tout d'abord que LPG et OASIS fonctionnent
tous les deux sur le systtme d'exploitation Multics, mais que leurs langages
d'implémentation sont différents. LPG est écrit en PL1. OASIS, quant 2 lui, est
écrit en PROLOG. Bien évident, les structures de données manipulées pour
représenter 1'information utile, en fait les équations, sont totalement différentes.

11 est donc nécessaire que le langage choisi soit standard, puisse accéder aux
structures de données manipulées par LPG, aux structures de données manipulées
par OASIS (2 moins de passer par l'intermédiaire de fichiers, ce qui est 2 éviter

1379 gésigne la signature vide (S,Q)=(3, D).
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pour des raisons de performances et de convivialité) et puisse activer les
fonctionnalités de OASIS.

Le langage choisi pour réaliser cette interface a été PASCAL. Il répond en
effet aux différents criteres de sélection vus précédemment.

Le choix du langage, les problémes de partage de structure de données et les
problémes d'appel des fonctions du démonstrateur étant résolus, il est nécessaire
de trouver un moyen pour transmettre l'information (les équations) de LPG. 2
OASIS.

En ce qui concerne LPG, une équation est représentée comme une
arborescence dont la racine est le symbole de 1'égalité entre deux termes. Chaque
terme est lui-méme représenté par une arborescence. Ces arborescences sont
représentées par différentes tables PL1.

OASIS, quant 2 lui, manipule des régles de réécriture qui sont représentées
comme des faits PROLOG.

Il faut donc de transformer les équations de LPG en parcourant les diverses
tables en des clauses PROLOG. Voyons les diverses solutions envisageables.

Une premiére solution pourrait étre une traduction des spécifications LPG en
spécifications OASIS. Il suffirait alors d'appeler OASIS et de faire les
démonstrations aprés avoir pris en compte les nouvelles spécifications. Cette
solution trés simple utiliserait des fichiers pour enregistrer les traductions de
spécifications que pourrait manipuler OASIS.

Comme on l'a vu précédemment, l'utilisation de fichiers peut s'avérer
pénalisante en ce qui concerne le temps d'exécution. L'autre probléme est la
convivialité. Il faut changer d'environnement de travail pour réaliser des
démonstrations. On demande 2 LPG de faire une traduction de spécifications. On
quitte le systeme LPG pour appeler le démonstrateur OASIS. On donne en entrée de
ce dernier les traductions et on réalise les démonstrations. Le travail terminé, il faut
quitter OASIS pour revenir a 1'environnement LPG et prendre en compte le résultat
des démonstrations. Cette solution, bien que simple, n'est pas satisfaisante.

Les deux problémes essentiels qui se posent sont d'une part le moyen pour
transférer l'information et d'autre part comment appeler les fonctionnalités du
démonstrateur depuis le systéme LPG.

Ces deux problemes étant indépendants, on peut esssayer de les résoudre
séparément. :

Supposant le probléme d'appel des fonctionnalités résolu, on peut imaginer
comment faire le transfert de l'information. Le passage par fichier source
(traduction simple des spécifications en OASIS) étant éliminé, il serait possible de
créer directement 2 partir de LPG les fichiers binaires utilisés par OASIS, on
éviterait ainsi une étape de compilation intermédiaire OASIS. On peut voir le format
interne de ces fichiers dans les annexes. Cette solution n'est toutefois toujours pas
vraiment intéressante du fait qu'elle fait intervenir des fichiers et donc que les
performances en seront dégradées.
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Le langage de l'interface permet d'accéder directement aux structures de
données internes des deux logiciels. Une autre solution consiste 2 générer
directement dans les structures de données de OASIS les définitions dont ce dernier
aura besoin pour réaliser les démonstrations. Il suffit pour cela de connaitre
précisément les structures manipulées, ce qui peut ne pas étre simple. Cette solution
présente par contre I'avantage de ne pas perdre de temps en manipulation de fichier.

Concernant l'appel des fonctionnalités de démonstration, aprés quelques
investigations, il s'est avéré qu'un point d'entrée particulier, appelé sprolog, de
l'interpréteur PROLOG permet d'évaluer un prédicat passé en paramétre. Par
ailleurs, il est possible de demander 28 PROLOG d'évaluer des prédicats qui lui sont
fournis non pas sur le support d'entrée traditionnel (en I'occurence, un terminal),
mais 2 partir de buffers internes bien précis. L'interpréteur PROLOG étant lui-
méme écrit en PASCAL, ces buffers internes ne sont en fait rien d'autre que des
tableaux PASCAL qui peuvent aisément se partager avec des déclarations réalisées
dans l'interface.

Chaque fonctionnalité du démonstrateur est implémentée par un paquet de
clauses PROLOG. Quand on fait appel A une fonctionnalité, on demande 2 évaluer
le prédicat correspondant avec des arguments précis.

La solution retenue concernant 1'appel de ces fonctionnalités consiste A mettre
dans I'un des buffers de PROLOG le prédicat  évaluer et 2 faire appel au point
d'entrée précédemment signalé en disant simplement que la suite des évaluations se
réalisera a partir du buffer utilisé. Aprés quoi, sous le contrdle du systéme LPG, on
place les commandes du démonstrateur que l'on désire activer dans ce buffer
interne. Le systéme OASIS étant averti de cette configuration prend en compte le
contenu du buffer, exécute la commande! et délivre le résultat dans un autre buffer
qui est lu par le syst¢me OASIS.

Apres avoir mis au point cette solution, le transfert des informations entre
LPG et OASIS devient relativement simple. Nous avons vu que les équations
manipulées par OASIS sont représentées par des faits PROLOG. 11 suffit alors de
récupérer une équation provenant de LPG et de demander 3 PROLOG, grice au
point d'entrée sprolog et aux buffers particuliers, d'enregistrer la traduction de cette
équation comme un nouveau fait pour la base de donnée PROLOG.
Reéciproquement, les résultats calculés par le démonstrateur (pratiquement, tel
thét%réme vient d'étre démontré) pourront étre transmis 2 I'interface via ces mémes
buffers.

Le probleme qui reste a résoudre est alors de réaliser une traduction
systématique des équations LPG en régle de réécriture OASIS. Accessoirement, il
faudra également se plier 2 quelques exigences de OASIS et enregistrer quelques
définitions supplémentaires nécessaires au bon fonctionnement du démonstrateur,
comme par exemple une liste des noms, avec leur profile, des opérateurs définis.

1Ce qui exige généralement une interaction avec l'utilisateur.
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6.6.2- _ Principe

Le principe adopté pour réaliser l'interface entre LPG et OASIS est donc le
suivant.

L'interface, qui va réaliser le lien entre les deux logiciels, se chargera
d'appeler le systtme OASIS en demandant d'évaluer des clauses. Ces clauses,
d'une part activeront les fonctionnalités du démonstrateur, et d'autre part
permettront d'enregistrer I'information manipulable par OASIS et, en retour, de
rendre compte des démonstrations réalisées.

Cette connexion offre deux nouvelles fonctionnalités pour LPG. La plus
simple consiste 2 réaliser des démonstrations de théorémes écrits dans les
spécifications de LPG. La deuxi¢me fonctionnalité, qui est en fait la raison d'étre de
l'interface, est de valider sémantiquement des spécifications écrites en LPG en
utilisant les résultats vus dans le cinquieme chapitre de cette thése (relations
sémantiques). Cette validation revient en fait 2 vérifier que des formules générées
automatiquement a partir des spécifications sont des théorémes dans dans théories
précises.

Schématiquement, 1'utilisateur entamera une session de travail sous LPG en
€crivant des spécifications. Au fur et 3 mesure de sa progression, il pourra
demander 2 valider ce qu'il vient d'écrire ainsi que démontrer des formules qui
doivent étre des conséquences logiques dans la théorie qu'il est en train de
construire. Il faut noter qu'en aucun cas, il ne sera obligé quitter le contrdle de LPG
pour réaliser ses démonstrations. Les appels au démonstrateur sont réalisés de
mani€re transparente.

Les demandes de résolution de clauses communiquées au systéme OASIS
(ou, plus exactement 8 PROLOG) se présentent sous la forme

-EXTERNALIO -lpg(<commande>) -stop.

-EXTERNALIO indique 2 l'interpréteur qu'il doit prendre en compte les
commandes se trouvant dans un buffer particulier. :

Vient ensuite la demande de résolution de -Ipg(<commande>). La clause -lpg
permet de vérifier que la commande demandée existe et est autorisée. <commande>
est le nom de la commande que l'on désire utiliser, préfixé par la chaine de
caracteres [pg afin d'éviter d'éventuels conflits de nom, suffixé éventuellement de
parametres! et terminé par la chaine de caractéres .”0"2.

-stop permet de rendre le contrdle 2 l'interface.
Prenons, par exemple, la commande cas_automatique 1 6 qui demande de

faire une analyse automatique du nceud repéré par I 6. La clause communiquée 2
PROLOG est

1Chaque paramétre est ajouté au nom en le faisant précédé d'un point.

2Le nom de la commande avec ses éventuels paramétres constituent une liste. Pour
I'interpréteur PROLOG, la fin de liste est représentée par cette chaine de caractéres ."0".
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-EXTERNALIO -lpg(lpgcas_automatique.1.6."0") -stop..
6.6.3- _ Restricti

Il n'est actuellement pas possible de valider sémantiquement tout ce que 1'on
peut écrire en LPG. Divers points ne sont en effet pas encore pris en compte. Le but
recherché était avant tout de réaliser une maquette qui prenne en compte les
caractéristiques générales du langage (utilisation des fonctions, de la généricité, des
instanciations, etc). La prise en compte des points particuliers qui ne sont pas
encore traités ne devrait généralement pas poser de probléme.

Il1 faut remarquer qu'il y a deux niveaux de prise en compte des
caractéristiques du langage. Une caractéristique est une particularité du langage. Par
exemple, 2 la caractéristique (notion abstraite de) fonction correspond la déclaration
syntaxique des fonctions, leur définition sémantique et leur utilisation.

Le premier niveau de prise en compte d'une caractéristique consiste
simplement 2 explorer une notation afin de détecter d'éventuels liens existant entre
'unité que 1'on est en train de traiter et d'autres unités LPG. Quand on rencontre,
par exemple, une équation définissant un opérateur, ce premier niveau de prise en
compte ne fait que regarder les deux membres de 1'équation afin de détecter les
nouveaux opérateurs utilisés.

Le deuxiéme niveau consiste 2 traiter effectivement la notation rencontrée. Par
exemple, face & une équation définissant un opérateur, il faut traduire cette équation
dans le formalisme de OASIS.

Les restrictions mentionnées concerne essentiellement le deuxiéme niveau de
prise en compte. Selon les cas, le premier niveau peut ou non étre traité.

Voici les divers points qui ne sont pas encore considérés par l'interface.

* Les constantes de type produit cartésien ainsi que la projection du
produit cartésien ne sont pas traités. Le type produit cartésien n'est pas un type
prédéfini de OASIS. La traduction n'est donc pas immédiate et devrait passer
vraisemblablement par la spécification explicite en OASIS d'un type abstrait
Produit_Cartésien. Le type produit cartésien n'étant pas traité, il en est de méme
pour l'opérateur de projection. Toutefois, quand on se trouve en présence d'une
constante de type produit cartésien ou d'une projection, l'expression est analysée
afin de détecter les liens éventuels avec d'autres unités (premier niveau de
traitement).

* L'opérateur de curryfication n'est traité qu'au premier niveau. Le
deuxiéme niveau nécessite une étude particuliere car cette notion n'existe pas en
OASIS. Cette étude n'a pas été réalisée, 1'intérét apporté par ce traitement semblant
ne pas justifié le temps nécessaire 2 sa réalisation.

* Les prédicats ainsi que les clauses les définissant ne sont pris en
compte a aucun niveau. En effet, au moment de la réalisation du logiciel de
l'interface, ce concept n'existait pas encore dans le langage. Leur traitement ne
semble pas, par contre, poser de trés grosses difficultés. Une étude assez rapide
devrait suffire pour les inclure dans l'interface.
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* De méme que pour les prédicats, les exceptions ne sont pas du tout
traitées. Leur sémantique est relativement différente dans les deux systémes. En
OASIS, les exceptions sont implémentées par des équations particulieres appelées
préconditions. Avant chaque appel 2 un opérateur op, le systéme regarde s'il existe
une ou plusieurs préconditions associées. Si c'est le cas, I'évaluation de op n'est
réalisée que si toutes les préconditions sont évaluées & VRAI. A la premiére
précondition évaluée 2 FAUX, 1'évaluation toute entiere (non seulement celle de op,
mais également celle de I'opérateur éventuel qui avait appelé op) s'arréte en émettant
un message d'erreur comme résultat général de 1'évaluation. Un cas d'exception
n'est donc pas rattrapé. En LPG une exception peut étre déclenchée lors de
I'évaluation d'une expression. De méme que pour OASIS, on peut spécifier des cas
exceptionnels pour les opérateurs partiellement définis par des équations
particulieres également appelées préconditions. Un tel opérateur ne sera évalué que
si sa précondition est vérifiée. Par contre, il est possible de récupérer une exception.
C'est a dire que I'évaluation globale ne sera pas stoppée a cause de I'exception
rencontrée, mais continuera avec une valeur précise calculée par le récupérateur de
l'exception. 1l faudrait donc étudier ce probléme en détail pour prendre en compte
les exceptions.

Etant donnée 1a description formelle (voir la section cinq de ce chapitre) de la
constitution de l'ensemble des théorémes qu'il faut démontrer pour valider une
certaine unité LPG U, voici présentée plus informellement la créationde cet
ensemble de théorémes.

Les théorémes que l'on aura 2 démontrer sont générés 2 partir des déclarations
de modeles et des morphismes de satisfaction. ’

Soit la déclaration de modele!
P[S], ..., Sm operators Fy, ..., Fp]

réalisée dans I'unité LPG U. L'ensemble des théorémes générés par cette
déclaration sera constitué d'une part des équations de P apres avoir réalisé la
substitution correspondant au morphisme et d'autre part des équations (toujours
obtenues aprés avoir réalisé la substitution correspondant aux différents
morphismes correspondants) provenant des propriétés héritées ou combinées par P,
ainsi que des équations issues de l'application récursive de ce traitement sur
chacune des propriétés héritées ou combinées.

En d'autres termes, on récupére les équations de P en les renommant et on
applique récursivement ce traitement sur chaque propriété héritée ou combinée de P.-

L'ensemble des théorémes a démontrer issus de la déclaration d'un
morphisme de satisfaction sera construit sur le méme principe.

IDans ce chapitre, nous omettrons I'utilisation des prédicats puisqu'ils ne sont pas pris en
compte dans le logiciel existant.
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- ion de la présentation étendue

La construction de la présentation étendue a été décrite formellement dans la
section quatre de ce chapitre. Pratiquement, un ensemble d'équations est créé. Cet
ensemble est construit de la maniére suivante.

On initialise tout d'abord cet ensemble avec les équations se trouvant dans
l'unité LPG dans laquelle est déclaré le morphisme a valider. On complete ensuite
cet ensemble par les équations provenant des unités transitivement importées 2
condition toutefois qu'une telle unité ait été déja validée sémantiquement. On
complete alors 1'ensemble obtenu par les équations provenant de 1'éventuelle
propriété exigée (ainsi que celles issues récursivement des propriétés qu'elle hérite
ou combine ou des autres unités qu'elle importe) en effectuant chaque fois le
renommage adéquat et a condition que chaque unité ait été déja validée.

Comme on I'a vu précédemment, la structuration des théories permet ainsi de
limiter le nombre d'axiomes 2 fournir au démonstrateur et donc d'accroitre les
performances.

On peut remarquer que 1'importation Ui — Uy, telle qu'elle a été décrite
précédemment réalise l'inclusion de la totalité des définitions de U dans Uy. Or il
est possible que certaines définitions de Uy ne soient pas utiles pour réaliser les
différentes démonstrations.

Tenant compte de cette remarque, ce n'est pas 'importation telle qu'elle a été
présentée qui a ét€ implémentée, mais plutdt une restriction. L'ensemble des
équations ainsi généré fait partie de ce qu'on appellera un environnement de
démonstration.

On réalise ainsi simplement une exploration de chaque équation qui entre dans
cet environnement de démonstration et, pour chaque utilisation d'un nouvel
opérateur, on récupére les équations le définissant et uniquement celles-ci.

En effet, le démonstrateur fonctionnant essentiellemnt par réécriture, il n'est
pas nécessaire d'avoir des équations définissant des opérateurs inutilisés par les
théorémes & démontrer ou les différentes équations qui en découlent. Cette
remarque permet de diminuer encore le nombre d'axiomes 3 manipuler par le
démonstrateur.

L'environnement de démonstration contient, en plus des équations ainsi
collectées, des informations nécessaires pour le systtme OASIS (ex : profile des
opérateurs utilisés) et les théoremes qu'il faut essayer de démontrer. :

6.6.6- __Structure du logiciel
6.6.6.1-  Principe

Afin de réaliser les connexions entre 'interface et LPG et OASIS, il a été
nécessaire de modifier quelque peu les systemes LPG et OASIS.

Les modifications de LPG sont assez superficielles et se divisent en deux
catégories. D'une part il a fallu faire en sorte que l'on puisse se servir des
fonctionnalités de démonstration de I'interface sous le contréle du systéme LPG.
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Cette modification est évidente et concerne le module d'interprétation des
commandes de LPG. Il suffit en effet de lui rajouter la reconnaissance des
commandes nécessaires. D'autre part, l'interface a besoin de diverses
fonctionnalités que LPG doit lui offrir, comme par exemple le nombre d'arguments
d'un opérateur. La plupart de ces fonctionnalités existaient déja, mais il a fallu tout
de méme en définir certaines autres.

Celles de OASIS, par contre, sont plus importantes. OASIS est écrit en
PROLOG et quand on appelle une fonctionnalité particuliére du démonstrateur,
c'est en fait la résolution d'un prédicat qui est demandée.

Le lancement de OASIS se traduit simplement par l'initialisation d'une
session PROLOG en utilisant un environnement particulier, qui contient des
définitions propres & OASIS. Cet environnement peut étre généré une bonne fois
pour toutes en procédant 2 une compilation des définitions et en sauvegardant
l'environnement ainsi constitué. Cet environnement, dans la terminologie de
l'interpréteur PROLOG, s'appelle un prélude.

On a vu que le principe de communication entre l'interface et OASIS
consistait 2 demander la résolution d'une clause se trouvant dans un buffer spécial
de PROLOG. Il est donc nécessaire qu'il existe des définitions de prédicats
correspondant aux différentes demandes de résolution possibles. Ces définitions
seront données dans un fichier particulier appelé interf,prolog. ‘

Les prédicats doivent étre connus du systéme OASIS, ce qui fait qu'il a été
nécessaire de générer un nouvel environnement pour le fonctionnement de OASIS
en prenant en compte le nouveau fichier interf.prolog. On établit la liste des
différentes fonctionnalités que 1'on désire avoir. 11 suffit alors de les programmer
sous formes de clauses PROLOG que l'on rajoute 2 l'environnement initial
définissant OASIS.

Une autre modification de OASIS a été nécessaire. Elle concerne la forme des
identificateurs admis par OASIS. Cette modification étant essentiellement technique,
elle figure en annexe de cette thése.

6.6.6.2-  Génération de OASIS

Nous allons expliquer trés briévement comment se passe la génération de
I'environnement de OASIS.

On commence par appeler l'interpréteur PROLOG en lui demandant de
charger un certain nombre de définitions standards. Parmis ces définitions
standards, on trouve des définitions assurant la compatibilité avec des versions
antérieurs de l'interpréteur, des définitions permettant de s'adapter aux particularités
du systeme d'exploitation, etc.

On charge alors les clauses définissant le syst®me OASIS lui-méme. On peut
ensuite créer un prélude. Ce dernier peut étre binaire (en fait, le résultat d'une
espece de compilation des différentes clauses contenues dans la mémoire PROLOG)
ou se présenter sous forme de texte PROLOG. La seule différence entre les deux
possibilités est le temps de chargement pour une utilisation ultérieure du prélude. Ce
temps est plus court pour la forme codée que pour la forme texte.
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Le lancement de OASIS, quant 2 lui, se rameéne au lancement de PROLOG
avec ce prélude comme ensemble de définitions initiales. On peut également
demander 2 PROLOG de fonctionner, non pas avec ce prélude initial, mais avec un
prélude tel qu'il a été laissé lors de la derniére session d'utilisation de OASIS!. Cela
permet de récupérer des définitions qui ont été précédemment élaborées.

En effet, le prélude initial, apres avoir été chargé, constitue un environnement
contrenant diverses définitions. Cet environnement est généralement complété au
fur et & mesure de son utilisation par adjonction de nouvelles définitions comme,
par exemple, la définition de nouveau types.

6.6.6.3- L'interface

Le logiciel de l'interface est composé de cinqg modules différents écrits dans
des langages de programmation éventuellement différents du fait de I'hétérogénéité
des logiciels 2 relier. Trois de ces modules réalisent effectivement 1'implémentation
de l'interface, les deux autres permettent de relier 'interface d'une part au systéme
LPG et d'autre part au systtme OASIS. Un sixiéme fichier, constitué de clauses
PROLOG, a du étre écrit afin de pouvoir générer un nouvel environnement de
fonctionnement pour OASIS.

La figure suivante décrit la structure générale de l'interface. On y voit 2
gauche LPG, la partie de droite concerne OASIS et entre les deux, les cing modules
de l'interface. En dessous figurent également les buffers utilisés pour transmettre
l'information entre I'interface et OASIS. Les fleches noires (= ) indiquent
l'appel de la part d'un module 2 une fonction d'un autre module, les fleches grises
(s ) traduisent un transfert d'information entre différents modules.

La partie concernant LPG (Ipg.pll) n'a pas été détaillée du fait de sa
complexité. De plus, les modifications concernent essentiellement le module Ipg.pl]
présenté.

Le systtme OASIS, quant 2 lui, est constitué de l'interpréteur PROLOG
(schématiquement appelé prolog.pascal). On trouve également un fichier appelé
predext.pascal, qui contient différentes définitions de prédicats cablés, comme par
exemple un prédicat d'appel 2 une commande du systéme d'exploitation, ainsi que
la procédure qui réalise la lecture des identificateurs. On voit enfin les deux types de
préludes, binaire (preludebin.oasis) ou source (prelude.oasis), qui contiennent les
définitions du syst¢tme OASIS lui-méme ainsi que quelques fichiers permettant
d'initialiser une session OASIS (prelude.binaire, prelude.reprise).

On peut voir les deux modules réalisant les liens entre l'interface et les deux
systémes : '
* adapt.pll établit le lien avec le systéme LPG,
* interf.pll réalise le lien avec le systtéme OASIS.

Ces deux modules ont été écrits en PL1.

1A condition, toutefois, que cette derniére session ait été réalisée durant la méme session de
connexion au calculateur.
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Enfin, on trouve les trois modules propres 2 l'interface :

* interf.pascal qui offre les différents points d'entrée de l'interface
LPG et assure la coordination générale de 1'interface,

* validation.pascal qui s'occupe de 1'aspect validation de l'interface
comme, par exemple, déterminer quelles sont les différentes unités LPG A valider
pour qu'une certaine unité initiale soit elle-méme valide et

* buldosere pascal qui se charge d'aplatir les théories structurées qu'on
lui fournit en parametre et qui crée l'environnement de démonstration pour le
systeme OASIS.

| predext.pascal

D)

Expliquons maintenant 1'utilité de chacune des fleches de ce schéma. Les
points préfixés par un numéro décrivent des appels entre différents modules. Les
points préfixés par un caractere décrivent les transferts d'informations. :

1- Le systéme LPG peut appeler l'interface par deux points d'entrée : -
* prouver : permet de tenter de démontrer les théorémes se déclarés
dans une unité,
* valider : permet de tenter de valider une unité par démonstration
successive de théorémes.

2- L'interface peut appeler le module de validation par trois points d'entrée :
« listavalider(u) : fonction qui retourne la liste des différentes unités
LPG qu'il faut valider pour que 'unite  fournie en parametre soit valide,
* validerautomatique(u) : tente de valider, de maniére automatique
(C'est & dire sans intervention de I'utilisateur) 'unité u passée en parameétre,
+ valider(u) : initialise une session de validation concernant 1'unité i
fournie en parametre.

3- L'interface peut appeler le module de preuve par un point d'entrée :
* prouvertheo(u) : initialise une session de démonstration
concernant les théorémes déclarés dans I'unité u donnée en parametre.
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4- 1e module de preuve peut appeler l'interface par un point d'entrée :
* decharglclauseoasis : transfert une clause pour OASIS du buffer
interne de l'interface vers le buffer interne de PROLOG et demande, ensuite, la
résolution de cette clause 3 PROLOG.

5- L'interface peut appeler le module intermédiaire 3 PROLOG par deux
points d'entrée :
* initoasis : initialise 1'environnement de OASIS,
* oasis : demande I'utilisation du prélude de la session précédente et
demande la résolution du prédicat se trouvant dans le buffer interne de PROLOG.

6- Le module de validation peut appeler le module intermédiaire 2 LPG par
toute une série de points d'entrée correspondant chacun 2 une manipulation des
tables internes & LPG qui contiennent les définitions des unités LPG.

7- Le module de validation peut appeler le module de preuve par trois points
d'entrée :

* prouvermorphisme(m) : compléte l'environnement de
démonstration correspondant au morphisme m et initialise une session de
démonstration OASIS,

* prouvermodele(m) : compléte 1'environnement de démonstration
correspondant au modele m et initialise une session de démonstration OASIS,

* creertheomorphisme(m) : réalise la création des théorémes relatifs
au morphisme m 2 valider,

» creertheomodele(m) : réalise la création des théorémes relatifs au
modele m a valider.

8- Le module de preuve peut appeler le module intermédiaire 2 LPG par toute
une série de points d'entrée correspondant aux fonctions de manipulation des tables
internes a LPG.

9- Le module intermédiaire 2 LPG peut appeler les différents points d'entrée
offerts par le syst¢tme LPG. Ce module permet de centraliser les points d'entrée de
LPG nécessaire au fonctionnement de 1'interface.

10- Le module intermédiaire 2 PROLOG peut appeler le systeme OASIS par
un point d'entrée :
* sprolog(string) : réalise un appel 2 l'interpréteur PROLOG en
demandant de résoudre la clause représentée par la chaine de caractére string fournie
en parametre.

11- Le programme predext.pascal permet de définir des prédicats cablés
fournis par 'utilisateur. '

12- Un prélude, nécessaire pour le bon fonctionnement de PROLOG, doit
exister. Il permet de définir les prédicats de base. Il peut exister sous deux formes :
« forme source : on y trouve des paquets de clauses PROLOG,
» forme objet : représentation compilée de la forme source. Il est
nécessaire doit lui adjoindre un prélude source spécial (prelude.binaire).
Dans les deux cas, un autre prélude spécial est nécessaire pour pouvoir reprendre
une session interrompue (prelude.reprise).

13- Le module de preuve peut appeler le module de validation par trois points
d'entrée :
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* validerautomatique(u) : essaie de valider de maniére automatique
I'unité LPG u,
' * validerautomatiquemorphisme(m) : essaie de valider de maniére
automatique le morphisme m,
* validerautomatiquemodele(m) : essaie de valider de maniére
automatique le modele m.

14- Le module de validation appelle l'interface par deux points d'entrées :
* prouvermorphisme(m) : demande de réaliser la validation du
morphisme m,
* prouvermodele(m) : demande de réaliser la preuve du modéle m.

15- L'interface peut appeler le module intermédiaire 2 LPG par différents
points d'entrée afin de manipuler les tables internes 2 LPG.

a- Le systtme LPG peut transmettre 2 l'interface une chaine de caractéres
représentant l'identificateur d'un unité LPG.

b- L'interface transmet au module de validation le numéro de l'unité de
travail.

c- L'interface transmet au module de preuve le numéro de 1'unité dont il faut
prouver les théorémes.

d- Le module de validation transmet au module de preuve le numéro de
l'entité sur laquelle le démonstrateur aura 2 travailler.

e- Le module de validation transmet (récupére) diverses informations au (du)
module intermédiaire 3 LPG.

f- De la méme maniére, le module de preuve transmet (récupere) diverses
informations au (du) module intermédiaire a2 LPG.

g- Le module intermédiaire assure le transfert (la récupération) de ces
informations vers le (provenant du) syst¢me LPG.

h- Le buffer interne 2 l'interface permet 1'échange d'information (clauses
construites par le module de preuve) entre le module de preuve et le module général
de l'interface.

i- Les buffers internes 8 PROLOG permettent de transférer les informations
(clauses PROLOG) entre l'interface et le systtme PROLOG. Le module général de
l'interface peut éventuellement transformer les clauses provenant du module de
preuve afin de les adapter pour PROLOG. '

j- L'interface transmet (récupere) diverses informations vers le (du) module
intermédiaire 2 LPG.

7- n
6.6.7.1- Introduction

On présente dans cette partie les différentes commandes mises 2 la disposition
de l'utilisateur par l'interface. On peut ainsi avoir une vue d'ensemble des
possibilités offertes par l'interface.
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Au cours d'une session de démonstration, la preuve est représentée par une
arborescence que l'utilisateur peut manipuler. Les feuilles de cette derniére sont, 2
un instant donné, les sous-buts 2 atteindre. Par ailleurs, le systtme d'inférence
(regles de réécriture, schémas d'induction) ainsi que les théorémes et diverses
autres informations sont représentés par des clauses PROLOG. L'ensemble de ces
clauses a été appelé environnement de démonstration.

On va ainsi trouver une catégorie de commandes permettant la manipulation
de l'arborescence de démonstration et une deuxiéme catégorie concernant la gestion
de l'environnement de démonstration. Une troisi¢me catégorie de commande
concerne différentes aides en ligne relatives aux techniques de démonstration
employées dans notre cadre. Enfin, une quatritme catégorie regroupe diverses
commandes permettant, par exemple, de modifier les stratégies employées pour la
réécriture.

11 faut remarquer que ces commandes ne font, pour la plupart, qu'appeler des
commandes existantes de OASIS. Cette caractéristique sera signalée afin de pouvoir
éventuellement se référer 2 la partie du chapitre trois de cette thése qui les décrit.

6.6.7.2- Gestion de I'arborescence

Ces commandes s'occupent de la construction et éventuellement de la
destruction de l'arborescence de démonstration.

cas_automatique <pos> . génération automatique de sous-buts 2 partir du but
présent au nceud <pos>. Cette commande a déja été décrite.

cas_manuel <pos> : génération de sous-buts 2 partir du but présent au nceud
<pos> suivant une décomposition fournie par l'utilisateur. Cette commande a déja
été décrite.

élaguer <pos> : permet de recommencer une démonstration partiellement ou
en totalité. Cette commande a déja été décrite.

induction <pos> : activation d'un processus d'induction. Cette commande a
déja été décrite.

prouver <nom> <entier> : permet d'initialiser une nouvelle session de
preuve. Cette commande a déja été décrite.

reducas <pos> : réduction par réécriture de tous les nceuds fils du nceud
<pos>. Cette commande a déja été décrite.

reduction <pos> : réduction par réécriture du nceud <pos>. Cette commande
a déja été décrite.

6.6.7.3-  Visualisation et déplacement dans I'arborescence

Ces commandes permettent de visualiser 1'arborescence de démonstration
ainsi que changer les nceud de travail courant.

cas_courant : visualisation du sous-but courant. Cette commande a déja été
décrite.
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cas_restant : donne les sous-buts considérés comme non démontrés. Cette
commande a déja été décrite.

cas_suppose . donne les sous-buts que l'utilisateur a déclaré comme étant
impossibles ou triviaux. Cette commande a déja été décrite.

down <pos> : A partir du nceud courant, permet de rendre le nceud <pos>
comme nouveau nceud courant. Cette commande a déja été décrite.

goto <pos> : permet de rendre le neeud <pos> comme nouveau nceud
courant. Cette commande a déja été décrite.

up : rend le nceud pere du nceud courant comme nouveau nceud courant.
Cette commande a déja été décrite.

visu_arbre <pos> : visualisation partielle ou totale de 1'état actuel de la
démonstration. Cette commande a déja été décrite.

visu_feuille : visualisation des feuilles de 1'arborescence de démonstration.
Cette commande a déja été décrite.

visu_nceud <pos> : visualisation du sous-but présent au nceud <pos>. Cette
commande a déja été décrite.

6.6.7.4- Gestion de l'environnement de démonstration
Les commandes suivantes sont relatives a 1'environnement de démonstration.

ajout_equation : ajout interactif d'une nouvelle équation dans
I'environnement. Si cette commande permet de débloquer une situation, il faudra
rajouter cette équation dans la spécification initiale et faire 2 nouveau la preuve
compleéte.

ajout_schema_induc : déclaration interactive d'un schéma d'induction.
Actuellement, aucun contrdle n'est réalisé sur la cohérence des schémas
d'induction, qui doivent étre fournis par I'utilisateur. :

ajout_var_eqs : ajout interactif de variables nécessaires aux équations
introduites par la commande ajout_equation.

ajout_var_theo : ajout interactif de variables utilisées par les schéma
d'induction déclarés par la commande ajout_schema_induc.

visu_base : visualisation de 1'environnement de démonstration. On obtient
ainsi une liste des théorémes a démontrer et des schémas d'induction disponibles,
une liste des opérateurs utilisables avec leur profils et une liste des régles de
réécriture utilisables, orientées ou non.

6.6.7.5- Aidesenligne

Voici maintenant les différentes commandes permettant d'avoir une aide en
cours d'utilisation du logiciel.

help_commande_preuve : résume les différentes possibilités de
démonstration offertes par OASIS. Cette commande a déja été décrite.
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help_induction : documentation relative au principe d'induction utilisé dans le
systtme OASIS. Cette commande a déja été décrite.

help_preuve : description des fonctions de preuve. Cette commande a déja été
décrite.

help_réécriture : description de 1a technique de réécriture. Cette commande a
déja été décrite.

6.6.7.6- Divers

Voici enfin quelques commandes offertes par OASIS et autorisées par
l'interface. "

banaliser <pos> : supprime 1'étiquette précédemment attribuée au nceud
<pos> (voir la commande nommer). Cette commande a déja été décrite.

calcul : visualisation des différentes étapes de réécriture réalisées lors de la
derniére commande. Cette commande a déja été décrite.

details_off : demande 2 ce que les réécritures soient réalisées sans
visualisation des étapes intermédiaires (voir la commande details_on). Cette
commande a déja été décrite.

details_on : demande de visualiser tous les pas de réécriture (voir la
commande details_off). Cette commande a déja été décrite.

etat_permut : indique la stratégie courante quant aux régles de réécriture
permutatives. Cette commande a déja été décrite.

impossible <pos> : décréte que le sous-but présent au nceud <pos> est
impossible. Cette commande a déja été décrite.

liste_commande : donne 1a liste des commandes offertes par l'interface.

modif_permut : permet de modifier la stratégie adoptée quant aux régles de
réécriture permutatives. Cette commande a déja été décrite.

nommer <pos> : affecte une étiquette symbolique au nceud <pos> (voir la
commande banaliser). Cette commande a déja été décrite.

permut_off . supprime la possibilité d'utiliser des régles de réécriture
permutatives (voir la commande permut_on). Cette commande a déja été décrite.

permut_on : active la possibilité d'utiliser des régles de réécriture
permutatives (voir la commande permut_off). Cette commande a déja été décrite.

PROLOG : donne le contrdle 2 l'interpréteur PROLOG. 11 est nécessaire
d'évaluer la clause -stop pour retourner sous le contrdle de l'interface. Cette
commande a déja été décrite.

trivial <pos> : décréte que le sous-but présent au nceud <pos> est trivial (voir
la commande impossible). Cette commande a déja été décrite.
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' 3 K3 3 o 0
-

Nous allons présenter, dans cette partie, quelques exemples d'utilisation de
l'interface lors d'une session de travail sous le systtme LPG. On peut trouver dans
[Dra 88] deux exemples complets d'utilisation des fonctionnalités (fonction de
preuve et de validation) de l'interface.

- ] Vi

L'exemple de preuve présenté porte sur le type abstrait des valeurs
booléennes tel qu'il est défini dans la bibliothéque prédéfinie de LPG. Voici sa
spécification :

type Bool sortes bool
constructeurs

vrai : => bool

faux : => bool
operateurs

non : bool => bool

et : (bool,bool) => bool

ou : (bool,bool) => bool

: MC [bool operateurs vrai,et]
: MC [bool operateurs faux,ou]
theoremes
1 : non(non(b)) = b
2 : b et non(b) = faux
3 : b ounon() = vrai
fin Bool }

Ce type est défini par ses deux constructeurs. On spécifie les opérations non,
et etou alaide de cinq équations. On déclare deux modeles de la propriété MC qui
reflete 1'associativité, la réflexivité et la caractére monoide d'opérateurs. Ces
différentes propriétés sont spécifiées dans d'autres modules de la bibliotheque
prédéfinie de LPG. On peut voir l'arbre de dépendance de la propriété MC dans la
partie décrivant les exemples de validation. On déclare enfin trois théorémes qui-

. doivent étre démontrés pour pouvoir étre utilisés par le systeme.

variables

b,bl,b2 : bool
axiomes

1 : non(vrai) = faux

2 : non(faux) = vrai

3 :vrai et b==D)b

4 : faux et b = faux

5 : bl ou b2 = non(non(bl) et non(b2))
modeles

Etant sous le contrdle de LPG, on initialise la session de démonstration par la
commande offerte par l'interface prouver.

Ipg : prouver
On donne ensuite le nom de 'unité LPG avec laquelle on veut travailler.

Nom de 1'unite IPG a traiter ou '-' pour stopper :
?Bool
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Le théoréme a prouver est non(non(x)) = x. L'opérateur non a été suffixé par
le numéro 12 (en fait, le numéro d'ordre de cet opérateur parmi les définitions
connues de LPG), 1a variable a été renommée en Al.

theoreme a prouver
1 : nonl2(nonl2(Al)) = Al.
pour poursuivre: REDUCTION., INDUCTION., CAS AUTOMATIQUE., CAS MANUEL.
pour avoir des explications: HELP PREUVE.
On peut demander a visualiser 1'environnement de démonstration.

?visu_base

On visualise les théorémes a2 démontrer sous forme de clauses Prolog,
manipulées par OASIS. L'entéte de clause est le nom de I'unité 2 partir de laquelle
on retrouve les théorémes, converti en majuscule (BOOL). Le corps de la clause est
constitué de l'identificateur THEO.<num> pour indiquer que c'est un théoréme
dont le numéro est <num> et du théoréme lui-méme, sous forme préfixée. Les
opérateurs infixés sont dénotés de la maniére suivante : (‘<nom>".'$’), les autres
opérateurs sont notés plus simplement : ‘<nom>".

La présence d¢e BOOL(TYPE) est nécessaire pour des raisons de
fonctionnement de OASIS.

On peut remarquer que les noms des opérateurs sont suffixés par un numéro.
Cela permet pour le systtme OASIS de différencier les opérateurs surchargés.

On peut voir des déclarations de variables. Le corps d'une telle clause
comporte trois éléments. Le premier signale la déclaration elle-méme, le deuxiéme
est l'identificateur de la variable et le troisieme est la sorte de la variable.

Unite de travail :

BOOL (TYPE) .

BOOL (VARTHEO, A1, BOOL) .

BOOL(THEO.1, ('="'.'$") (*nonl2’ ('nonl2' (Al)),Al)).

BOOL (VARTHEO, B1,BOOL) .

BOOL(THEO.2, (*="."$") (('et15'.'$") (B1, 'nonl2' (B1)),FAUX)) .

BOOL (VARTHEO, C1,BOOL) .

BOOL(THEO.3, ('="."$") (("oul7'.'$') (C1, 'nonl2' (C1)),VRAI)).

C'est 2 ce niveau que l'on peut trouver les définitions de schémas

d'induction. :

On a la liste des profiles des opérateurs utilisés, toujours sous forme de
clauses Prolog. La téte de clause est le symbole S (symbole imposé par OASIS). Le
corps de la clause est formé du nom de l'opérateur avec son domaine suivi de son
co-domaine.

Liste des operateurs avec leur profil :
S('nonl2' (BOOL) ,BOOL) .

S(('etl5'.'$") (BOOL, BOOL) , BOOL) .
S(('oul7'.'$") (BOOL, BOOL) ,BOOL) .

S (VRAI,BOOL) .

S (FAUX, BOOL) .

On trouve, enfin, l'ensemble des régles de réécriture que pourra utiliser le
démonstrateur. Cet ensemble est constitué de paquets de clauses.
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Il existe un paquet par définition d'opérateur. Dans un paquet, il y a autant de
clauses qu'il y a d'‘équations définissant 1'opérateur. La téte d'une clause est le nom
de l'opérateur, infixé ou non, entre apostrophes : ‘<nom_op>"'. Le corps de la
clause est constitué de 1'équation. Il a 1a méme forme que celle des théordmes vus
précédemment.

Les variables des équations sont traduites sous la forme d'une étoile (*) suivie
d'un numéro.

Definition des operateurs :

'nonl2' (*nonl2' (VRAI) ,FAUX) .

'nonl2' ('nonl2' (FAUX) ,VRAT) .

'etl5' (('et15'.'$') (VRAI, *1),*1).

'et15' (('et15'.'$") (FAUX, *1) ,FAUX) .

'etl5' (("etl5'.'$") (("etl5'.'$') (*1,*2),*3), ("etl5'.'$') (*1, ("etl15'.'$') (*2,*3))).
'etl5' (('etl5'.'$") (*1,VRAT), *1).

'oul7' (('oul?'.'$') (*1,*2), 'nonl2' (('et15'.'$') ('nonl2' (*1), 'nonl2' (*2)))).

oul7' ((*oul?'.'$') ((*oul7'.'$") (x1,*2),*3), (*oul?’."$') (*1, (*oul7'.'$') (*2,*3))).
‘oul7' ((*oul?'.'$") (FAUX,*1),*1) .

‘oul7' (('oul?'.'$') (*1,FAUX), *1) .

Regles permutatives :

regles_sym(('etl5'.'$") (*1,%2), ('et15'.'$") (*2,*1),Bool2001) .
regles_sym(('oul7'.'$") (*1,*2), (*oul7'.'$") (*2,*1),Bool2002) .

On peut retrouver les équations définissants les opérateurs et mentionnées
dans la spécification (lignes 1, 2, 3, 4 et 7). On remarque également la présence
d'autres équations qui proviennent de la déclaration des modeles. On peut voir ainsi
deux équations définissant 1'associativité des opérateurs e et ou (lignes 5 et 8) et
des équations définissant le caractére monoide des deux opérateurs par rapport aux
deux constantes (lignes 9, 10 pour le ou par rapport 2 FAUX et 6 et 3 pour le et par
rapport 8 VRAI; dans ce dernier cas, 1'équation 3 existait déji et n'a donc pas été
générée a nouveau).

Ces équations sont orientables et peuvent étre utilisées sans probléme comme
régles de réécriture. Deux autres équations décrivant la commutativité des
opérateurs et et ou ont été introduites. Ce sont les équations permutatives provenant
également de la déclaration des modeles. En OASIS, les équations permutatives
sont enregistrées dans un paquet a part appelé regles_sym. Le corps d'une telle
clause est constitué de trois parties :

* le membre gauche de 'équation,

* le membre droit de 1'équation,

« I'étiquette alphanumérique de 1'équation permutative qui permet de la
différencier des équations traditionnelles.

Nous allons inclure dans l'environnement de démonstration un schéma
d'induction sur les booléens. Ce schéma trivial traduit la régle d'inférence :

P(FAUX), P(VRAI)
P(x)

Vx € Bool,

Dans un premier temps, il faut ajouter les variables qui vont figurer dans le
schéma.
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?ajout_var_theo
var_theo?={<nom>{,<nom>} :<type>.}.
<b : BOOL.
Maintenant, on ajoute effectivement le schéma d'induction. On lui attribue
arbitrairement le numéro 1.

?ajout_schema induc
schema_induc?={<numero>:<expression>.}.
<1 : P(b) <= (P(FAUX) et P(VRAI)).

Le résultat de ces deux déclarations se traduit par I'ajout des deux clauses :

BOOL (VARTHEO, 'b' ,BOOL) .
BOOL (SCHEMA.1, ('<=".'S$") (P('b"), ('et'.'S") (P (FAUX) ,P(VRAI)))).

Le schéma d'induction étant pris en compte, on va commencer la
démonstration en utilisant I'induction structurelle. Il faut donner au systéme le
numéro du schéma que 1'on désire utiliser (dans notre cas, I), puis le nom de la
(des) variable (s) sur lesquelles portera 1'induction (dans notre cas, Al).

?induction
theoreme a prouver par induction
nonl2 (nonl2(Al)) = Al
quel schema d'induction ([type ocu rep] numero)?<1.
1:P() <= (
P (FAUX)
et

P(VRAI)).

nam [s] de [s] variable [s] d'induction?
(variables du theoreme separees par des blancs)

<aAl.

Le systtme nous indique alors quels sont les sous-buts, générés par le
schéma d'induction, qu'il faut démontrer. Le théoréme initial, dans 'exemple, a été
décomposé en deux sous-buts, du fait de la présence de la conjonction dans le
schéma. '

resultat de 1l'expansion du schema d'induction :

noeud numero 1 1

theoreme:

nonl2 (nonl2 (FAUX) ) = FAUX

assertions:

pas d'assertions

noeud numero 1 2

theoreme:

nonl2 (nonl2 (VRAT)) = VRAI

assertions:

pas d'assertions

Pour chacun de ces cas, nous allons appliquer la réécriture. Le nceud courant

est alors le théoréme initial, la commande reducas va s'appliquer 2 ses deux fils.

?reducas

noeud numero 1 1
theoreme:

nonl2 (nonl2 (FAUX) ) = FAUX
assertions:

pas d'assertions
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Reduction par reecriture -

temps uc = 0 secondes 78 millisecondes
resultat final:

VRAI

le theoreme est PROUVE (dans ce cas)
nouveau noeud cree: 1 1 R

Le systéme a réussi a réécrire le premier sous-but en VRAL 11 considére ce
cas comme démontré. On passe automatiquement au deuxiéme cas généré.

noeud numero 1 2

theoreme:

nonl2 (nonl2 (VRAT)) = VRAI
assertions:

pas d'assertions

Reduction par reecriture

temps uc = 0 secondes 74 millisecondes
resultat final:

VRAI

le theoreme est PROUVE (dans ce cas)
nouveau noeud cree: 1 2 R

La commande cas_restant peut nous indiquer quelles sont les feuilles de
l'arborescence non encore réduites 3 VRAI ou non déclarées
TRIVIAL/IMPOSSIBLE. Quand tout est démontré, OASIS le signale 2 l'issue de
cette commande. Le systéme nous rappelle qu'il est possible de lister les différents
sous-buts qui ont été éventuellement déclarés TRIVIAL ou IMPOSSIBLE.

2cas_ restant
cas restant a prouver:
Bravo! le theoreme est entierement prouve
vous pouvez lister les cas supposes impossibles ou triviaux
par CAS SUPPOSE
La démonstration du premier théoréme est maintenant terminée. On nous
propose de démontrer les autres théorémes, s'il en reste. :

Voulez-vous continuer avec les autres theoremes (o/n) ? .
La démonstration des deux autres théorémes est tout aussi facile que celle du
premier. Quand tout les théorémes ont été traités (démontrés ou non, dans le cas ol
on abandonne la démonstration), on peut, si on le désire, entamer une nouvelle
session de démonstration.

Voulez-vous realiser une autre session de preuve (o/n) ?

En fonction de la réponse, soit on reste sous le contréle de l'interface, soit on
retourne sous le contrdle de LPG. ' :

6.7.2- _Exemple de validation

Une session de validation fait intervenir en dernier lieu diverses sessions de
démonstration analogues 2 celle vue précédemment, mais généralement plus
compliquées. Avant de commencer ces différentes démonstrations, 1'interface
analyse 1'unité LPG que I'on désire valider afin de détecter toutes les autres entités
(morphismes, modeles et unités) a valider.
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L'exemple présenté consiste a valider l'enrichissement Op_sur_nat 2 partir
d'une bibliotheque contenant le type Bool ainsi que le type Naturel qui ont été déja
validés. Les théorémes de Natre!l sont démontrés ainsi que ceux de Bool.

On débute la session en actionnant la commande de validation.

Ipg :valider

Nom de 1l'unite IPG a traiter ou '-' pour stopper :

20p_sur_nat

Le systtme nous propose les différentes possibilités. On peut visualiser la

liste des différentes entités 2 valider pour que l'unité Op_sur_nat soit valide. Le
systéme peut essayer de valider automatiquement tout ce qu'il peut. En effet, une
unité LPG qui n'importe aucune définition et qui ne déclare ni morphisme ni modele
est valide par définition, comme c'est le cas par exemple de la propriété Tyfo.
D'autres cas semblables sont pris en compte par l'interface. On peut également
débuter les différentes démonstrations que I'utilisateur aura généralement 2 réaliser.
Enfin, il est possible d'arréter le traitement.

Voulez-vous :

- cbtenir la liste de ce qu'il faut valider —> (1) ?
- lancer une validation automatique ———————> (a) ?
- lancer une validation non autamatique > (v) ?
- stopper > (=) 2

On va demander a visualiser tout ce qu'il nous faut valider. Cette information
peut étre présentée sous la forme d'une liste d'entités a valider ou d'une
arborescence dont chaque nceud contient une entité éventuellement déja validée.

La liste présente I'avantage d'étre concise car on ne montre que ce qu'il faut
valider et de maniére unique. L'arborescence indique plus précisément que, pour
que I'entité présente a un certain nceud soit valide, il faut que les entités figurant
dans tous les nceuds fils soient valides. On trouvera notamment dans cette
arborescence aussi bien les entités déja validées que celles qui restent i valider.

Cette arborescence représente en quelque sorte un graphe de dépendance. De
ce fait, il est possible de trouver plusieurs branches de I'arborescence dupliquées,
comme par exemple, la validation de la propriété Equality qui implique la validation
de l'unité Bool et la validation de 1'enrichissement Op_sur_nat qui implique
également la validation de Bool.

On peut toutefois obtenir une arborescence plus ou moins détaillée en fixant,
au départ la profondeur maximum d'exploration. En donnant une grande valeur
(1000, par exemple), on est presque siir d'obtenir la totalité de l'arborescence. En
se limitant aux premiers niveaux, cette représentation peut fournir des informations
intéressantes concernant les dépendances.

Dans un premier temps, on demande simplement le liste ordonnée des
différentes entités a valider. L'ordre proposé de validation doit étre respecté. Il faut
d'abord valider le modele numéro 16 de la propriété Tyfo, puis le modele 25 de la
propriété Assoc, etc.

On peut voir, par exemple sur le schéma suivant les dépendances entre les
propriétés MC, AC, Com, Monoide, etc. avec les numéros des modeles déclarés
par l'unit€ Op_sur_nat ainsi que les morphismes définissant ces modeles.
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21
Voulez-vous la liste, 1'arborescence ou stopper (1/a/-) ?
21
LISTE DE VALIDATION :

@ AClnat; *1&5
@Com[nat; al:

; 1, %]

Monoide[nat; 1, *] ‘ ‘

Assoc[nat; *]@

@1yfonan (16)

Ie modele 16,
Le modele 25,
Le modele 26,
le modele 24,
Le modele 23,
Ie modele 22,
le modele 20,
Ie modele 21,
Ie modele 19,
Ie modele 18,
Le modele 17,

de la propriete Tyfo

la propriete Assoc
la propriete Monoide
la propriete Com

la propriete AC

la propriete MC

la propriete Assoc
la propriete Monoide
la propriete Com

la propriete AC

la propriete MC

BBBEE

de
de
de
de

B

Ie morphisme 8 (Tyfo —> Egalite)
la propriete Egalite

Ie modele 15,

de la propriete Egalite

Le morphisme 9 (Egalite —> Ordre partiel)
La propriete Ordre partiel

ILe modele 14,

de la propriete Ordre partiel

La propriete Ordre total

Le modele 13,

de la propriete Ordre total

Le type ou enrichissement Op sur nat
Voulez-vous la liste, 1'arborescence ou stopper (l/a/-) ?

Dans un deuxiéme temps, on va visualiser 'arborescence de validation. La
taille de cette arborescence étant particulitrement grande, on ne va présenter ici que

le début.

Chaque ligne représente un nceud dans I'arborescence. Le numéro indique la
profondeur de ce nceud (la profondeur de la racine est 0). On trouve ensuite le type

d'entité contenu dans le nceud (unité, morphisme ou

modele), éventuellement le
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nom de l'entité (pour les unités). Si cette entité est déja validée, le symbole v
figurera entre parentheses. Pour un morphisme, on trouvera le numéro du
morphisme ainsi que sa source et sa cible. Pour un modele, on aura le numéro du
modele et le nom de la propriété dont il est issu.

Dans l'exemple ci-dessous, on demande une profondeur maximum
d'exploration de l'arborescence égale 2 987. Pour l'exemple, cela représente la
totalité de I'arborescence dont la profondeur maximale est en fait égale 2 12, [Dra
88]. On ne présente toutefois que le début de 'arborescence du fait de sa grandeur
trés importante.

On remarque sur cet exemple que seule 1'unité LPG Op_sur_nat doit étre
validée. Les autres entités ont été précédemment validées ([Dra 88]).

2a

Profondeur maximm d'exploration de l'arbre ?

2987

ARBORESCENCE DE VALIDATION (profondeur maximum = 987)

|Le type ou enrichissement Op sur nat implique la validation de :

|__Ie type ou enrichissement Naturel (v) implique la validation de :

|__Le type ou enrichissement Bool (v) implique la validation de :

| le modele (v) 1, de la propriete MC implique la validation de :

| La propriete MC (v) implique la validation de :

| La propriete AC (v) implique la validation de :

| La propriete Com (v) implique la validation de :

] le morphisme (v) 1 (Tyfo —> Cam) implique la validation de :

| La propriete Tyfo (v) implique la validation de :

| La propriete Assoc (v) implique la validation de :

| Le morphisme (v) 2 (Tyfo —> Assoc) implique la validation de :
| La propriete Tyfo (v) implique la validation de :
I
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|

La propriete Monoide (v) implique la validation de :

La propriete Assoc (v) implique la validation de : ‘

Le morphisme (v) 2 (Tyfo ——> Assoc) implique la validation de :
La propriete Tyfo (v) implique la validation de :
Le modele (v) 2, de la propriete AC implique la validation de :
La propriete AC (v) implique la validation de :
La propriete Com (v) implique la validation de :
le morphisme (v) 1 (Tyfo —> Cam) implique la validation de :

La propriete Tyfo (v) implique la validation de :
La propriete Assoc (v) implique la validation de :

Le morphisme (v) 2 (Tyfo —> Assoc) implique la validation de :

AU JdJoUddWw dJooUId-JdJonUTdOOTdW NDHE PO

On demande maintenant 2 entamer le processus de validation non
automatique. Le systtme dans un premier temps essaie tout de méme de valider
automatiquement tout ce qu'il pourra. Ensuite, il propose 2 l'utilisateur le reste des
validations. '

A

v

Et un morphisme de valider, un !
C'est le numero : 8 entre les proprietes Tyfo et Egalite.
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La proriete Egalite vient d'etre validee sous vos yeux...
Ben mince, alors !!! Sans meme m'en rendre campte,
Je viens de valider le modele numero : 16 de la propriete Tyfo.
On peut remarquer que les propriétés Tyfo et Egalite ont été validées
automatiquement.

Le systéme va maintenant proposer les différentes entités qu'il n'a pas pu
valider. L'utilisateur peut décider d'accepter de tenter la validation, de la refuser
mais continuer avec le reste (auquel cas, la validation générale échouera) ou tout
simplement arréter le processus de validation (dans ce cas, la validation générale
échoue également).

Pour la validation d'un modele, le systéme précise le numéro du modele et le
nom de la propriété d'origine. Pour un morphisme, on donne également le numéro
ainsi que les propriétés source et cible. Quand il s'agit d'une unité, la validation est
faite automatiquement. En effet, la validation d'une unité revient a démontrer tous
les théorémes générés par les différentes déclarations de modeles et morphismes.
Quand toutes ces démonstrations sont faites 1'unité est alors, par définition, validée.

Maintenant commence donc la partie de validation non automatique, c'est 2
dire que l'utilisateur doit réaliser diverses sessions de démonstrations afin de
vérifier les différentes conditions imposées par la sémantique du langage. La
session toute entiere de validation étant beaucoup trop longue, il n'est nullement
question de la faire figurer dans ce document. Le lecteur intéressé peut se rapporter
a [Dra 88] pour y trouver une description plus détaillée de cette session.

On ne présente de ce fait que la session de démonstration qui concerne
l'associativité de 1'opérateur de multiplication sur les naturels :

Vx,y,z€ nat, x*(y*z)=(x*y)*z

En effet, 1a premiére entité 2 valider est le modele numéro 25 de la propriété
Assoc. Bien que 'utilisateur n'a pas déclaré explicitement un tel modele, ce dernier
est déclaré automatiquement lors de la déclaration du modele numéro 22 de la
propriété MC. Comme on peut voir sur la précédente figure (Arbre de dépendance
de la propriété MC), cette propriété dépend de la propriété Monoide qui dépend elle-
méme de la propriété Assoc. Un modele déclaré de MC génére donc
automatiquement la déclaration d'un modele de Assoc.

Voulez-vous valider le modele numero 25 de la propriete Assoc ou stopper totalement 1
validation (o/n/-) ?
20
theoreme a prouver
1 : Al *43 B2 *43 C3 = Al *43 (B2 *43 C3).
pour poursuivre: REDUCTION., INDUCTION., CAS AUTOMATIQUE., CAS MANUEL.
pour avoir des explications: HELP PREUVE.
?details on

Cette commande va permettre de visualiser toutes les étapes de réécriture

durant la session de preuve. A tout moment, on peut annuler son effet en utilisant la
commande details_off.

On demande maintenant 2 regarder le contenu courant de 1'environnement de
démonstration.
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visu base

Unite de travail :

OP_SUR NAT(TYPE) .

OP_SUR_NAT (VARTHEO,Al, 'nat') .

OP_SUR NAT (VARTHEO,B2, 'nat') .

OP_SUR_NAT (VARTHEO,C3, 'nat"') .

OP_SUR NAT(THEO.1l, ('='.'$") (("*43'.'$") (('*43'.'$") (A1,B2),C3), (**43'.'$"') (Al, (**43'.'S

') (B2,C3)))) .

Liste des operateurs avec leur profil :

S(('='.'$") ('nat’, 'nat'),BOOL) .

S((|*43l .v$v) ('nat', 'nat'),'nat’) .

S('succ39' ('nat'), ‘nat').

S(('+40'.'$') ('nat’,'nat'),'nat').

S('z','nat').

Definition des operateurs :

1%431 ((1*433 -'$') ('Z',*l), lzl) .

'*43' (('*43".'$") ("succ39' (¥1),*2), ("+40".7$") (*2, ('*43'.'$") (*1,*2))).

1%43° ((v*43v .vst) (*1' lzl)’ lzl) .

"H43 (('*437.°$") (*1, 'succ39’ (*2)), ("+40"."'$") ((**43".'$") (*1,%2),%1)).

TRA3T (("*437.78") (*1, ("+40"."$") (*¥2,%3)), ("+40'.'$") (("*43'."$") (X1, %2), ("*43'.'$") (*1,

*3))).

TRA3T(("*437.78") (("+40'."8") (*¥1,%2),*3), ("+40"."$") (("*43".7$") (*1,*3), ("*43".'$") (%2,

*3))) .

"+40° ((*+40'.'$") ("2',*1),*1).

"+40° ((*'+40'.'$') (*succ39' (¥1),*2), "succ39’ (('+40'.'$') (*1,*2))).

T+40" (('+40'.'$") (*1,'2'),*1).

'+40" (("+40".'$") (*1, 'succ39’ (*2)), *succ39' (("+40'.'$") (*1,%*2))).

Regles permutatives :

On remarque la présence des équations définissant la multiplication sur les

naturels (lignes numéro 1 et 2) ainsi que les équations définissant 1'addition (lignes
numéro 7 et 8) du fait que la multiplication est définie en utilisant I'addition.

Les autres lignes proviennent de la déclaration, et démonstration antérieure,
de théorémes déclarés dans la spécification Narurel. On peut trouver ainsi quatre
équations concernant la multiplication (lignes 3, 4, 5 et 6) qui traduisent entre autres
la distributivité de la multiplication sur l'addition. Deux équations relatives 2
I'addition provenant également de démonstrations antérieures ont été inclues dans
cet environnement (lignes 9 et 10).

Afin de pouvoir réaliser les démonstrations, nous allons ajouter un schéma
d'induction structurel sur les naturels. Il correspond 2 la régle d'inférence :

P(z), P(y) = P(succ(y))
P(x)

Vx,y € nat,

Le symbole z représente la constante zéro des entiers naturels!.

I Dans 1a bibliothéque prédéfinie de LPG, On ne trouve pas le constructeur "zéro" dans la
signature des naturels. Le chiffre "0" représente alors le constructeur manquant des naturels. Pour

OASIS, un chiffre ne peut pas étre un identificateur d'opérateur. Il a donc été décidé de prendre le
symbole "z".
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Il est nécessaire, pour cela, de déclarer les deux variables utilisées dans le
schéma.

ajout_var_theo
var_theo?={<nam>{,<nam>} :<type>.}.
<x, y : nat.
<.
ajout_schema_ induc

Gréce 2 la précédente visualisation de 1'environnement de démonstration, on
peut identifier précisément les identificateurs des constructeurs des naturels (z et
succ39) qui seront utilisés dans le schéma. L'identificateur du deuxiéme
constructeur des naturels est suffixé par 39 (en fait, c'est le trente neuvieme
opérateur dans les définitions de LPG).

Dans une version future de ce logiciel, on pourrait facilement prendre en
compte la génération automatique de tels schémas d'induction et donc on n'aurait
plus a se soucier de ce genre de subtilités.

schema_induc?={<numeroc>:<expression>.}.
<1 : P(x) <= (P(z) et (P(y) => P(succ39 (v)))).
<.
On demande, pour commencer la démonstration, 2 réaliser 'induction sur la
variable Al.

induction
theoreme a prouver par induction
Al *43 B2 *43 C3 = Al *43 (B2 *43 C3)
quel schema d'induction ([type ou rep] numero)?<l.
l:P(x) <= (
P(z)
et
(
P(y)
=
P(succ39(y)))).
nom [s] de [s] variable [s] d'induction?
(variables du theoreme separees par des blancs)
<Aal.
resultat de 1'expansion du schema d'induction :

Suivant la regle d'inférence, le théoréme initial est décomposé en deux sous-
buts, 1'étape triviale et I'étape inductive, correspondant aux nceuds numéro 7 / et
1 2 de l'arborescence.

noeud numero 1 1

theoreme:

Zz *43 B2 *43 C3 = z *43 (B2 *43 C3)
assertions:

pas d'assertions

noeud numero 1 2

theoreme:

(y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)) => (succ39 (y) *43 B2 *43 C3 = succ39(y) *43 (B2
*43 C3))

assertions:

pas d'assertions
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Le cas trivial se démontre généralement facilement par simple réécriture
(utilisation de la commande reduction).

?reduction 1 1

noeud numero 1 1

theoreme:

z *43 B2 *43 C3 = z *43 (B2 *43 C3)

assertions:

pas d'assertions

Reduction par reecriture

z *43 B2 —> 2

Z *43 C3 —> z

z *43 (B2 *43 C3) —> z

zZ=2z > VRAI

temps uc = 0 secondes 403 millisecondes

resultat final:

VRAI

le theoreme est PROUVE (dans ce cas)

Les étapes de réécriture sont représentées par <membre gauche> <fléche>

<membre droit>. La fleche peut étre de trois types :

* mj---> my : réécriture simple, m; se réécrit en my qui pourra se
réécrire A nouveau,

*mj ------ > mjy : réécriture globale de m; en my qui, lui, est
irréductible,

°mj ----- ruse ----- > mj : réécriture directe par mémorisation d'un
calcul antérieur.

nouveau noeud cree: 1 1 R

Pour 1'étape inductive, on va tout d'abord prendre en compte I'hypotheése
d'induction comme une assertion en utilisant la commande cas_automatique. Un
nouveau nceud est généré (I 2 1).

?cas_automatique 1 2

noeud numero 1 2

theoreme: )
(y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)) => (succ39(y) *43 B2 *43 C3 = succ39 (y) *43 (B2
*43 C3))

assertions:

pas d'assertions

generation automatique des cas suivants:

noeud numero 1 2 1

theoreme:

succ39(y) *43 B2 *43 C3 = succ39(y) *43 (B2 *43 C3)

assertions:

Y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)

Et on va appliquer la réécriture sur le résultat. L'assertion est considérée

comme une régle de réécriture ayant une priorité supérieure 2 celle de toutes les
autres regles.

reducas

noeud numero 1 2 1

theoreme:

succ39(y) *43 B2 *43 C3 = succ39(y) *43 (B2 *43 C3)
assertions:

y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)
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Reduction par reecriture

succ39(y) *43 B2 —> B2 +40 (y *43 B2)

B2 +40 (y *43 B2) *43 C3 ——> B2 *43 C3 +40 (y *43 B2 *43 C3)

y *43 B2 *43 C3 ——> y *43 (B2 *43 C3)

B2 +40 (y *43 B2) *43 C3 > B2 *43 C3 +40 (y *43 (B2 *43 C3))
succ39(y) *43 (B2 *43 C3) ——> B2 *43 C3 +40 (y *43 (B2 *43 C3))
B2 *43 C3 +40 (y *43 (B2 *43 C3)) = B2 *43 C3 +40 (y *43 (B2 *43 C3))
temps uc = 1 secondes 60 millisecondes

resultat final:

VRAI

le theoreme est PROUVE (dans ce cas)

nouveau noeud cree: 1 2 1 R

Le deuxiéme sous-but vient d'étre démontré. Le lecteur curieux peut suivre
les étapes de réécriture en s'aidant des régles contenues dans l'environnement de
démonstration.

> VRAI

Nous allons maintenant vérifier qu'il n'y a plus rien 2 prouver (tous les sous-
buts ont été€ démontrés), ce qui s'effectue par la commande cas_restant.

cas_restant
cas restant a prouver:
Bravo! le theorems est entierement prouve
vous pouvez lister les cas supposes impossibles ou triviaux
par CAS SUPPOSE
Vérifions, maintenant, qu'il n'y a pas eu de cas supposés trivial ou
impossible.

?cas_suppose

cas supposes impossibles:

pas de cas supposes impossibles

cas supposes triviaux:

pas de cas supposes triviaux

On peut enfin visualiser 1'arborescence de démonstration en utilisant la

commande visu_arbre. L'argument ] de la commande indique que 1'on veut voir
l'arborescence A partir de la racine. Cette arborescence est présentée par niveau.
Pour chaque nceud, on retrouve son numéro, le but qui lui est associé et les
assertions correspondantes quand il y en a.

?visu_arbre 1

noeud numero 1 THEOREME INITIAL
theoreme:

Al *43 B2 *43 C3 = Al *43 (B2 *43 C3)
assertions:

pas d'assertions

noeud numero 1 1

theoreme:

z *43 B2 *43 C3 = z *43 (B2 *43 C3)

assertions:

pas d'assertions

noeud numero 1 2

theoreme:

(y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)) => (succ39 (y) *43 B2 *43 C3 = succ39(y) *43 (B2
*43 C3))

assertions:
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pas d'assertions

noeud numero 1 1 R

theoreme:

VRAI

assertions:

pas d'assertions

noeud numero 1 2 1

theoreme:

succ39(y) *43 B2 *43 C3 = succ39(y) *43 (B2 *43 C3)
assertions:-

Y *43 B2 *43 C3 = y *43 (B2 *43 C3)

noeud numero 1 2 1 R

theoreme:

VRAI

assertions:

Y *43 B2 *43 C3 == y *43 (B2 *43 C3)

On peut également représenter cette démonstration par un graphique plus
parlant. Les symboles utilisés ont la signification suivante.

@ représente un nceud de 1'arborescence de preuve. A l'intérieur
figure le but ou sous-but qu'il faut démontrer, on peut y voir également les
assertions. Ce sont des lignes commengant par H :.

Les arcs de 1'arborescence sont de plusieurs types selon qu'ils produisent des
nceuds par induction, réduction ou bien par raisonnement par cas.

!

/ '/ °* .\Ce symbole indique une étape d'induction. Pour démontrer le
nceud pére, il faut démontrer tous les nceuds fils. Le rectangle contient la régle
d'inférence utilisée.

o el

On passe du pere au fils par simple réécriture.

CA

FN

Ce type d'arc indique une décomposition par cas automatique.
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@b)*c - a"(b‘c))

l

P(z), P(y) = P(succ

P(x)

(y*b)*c=y*(*c)
((z‘b)*c=z‘(b*c)) [=

: (succ(y) * b) * ¢ = succ(y) * (b * c)

-

H: (y*b)*c=y*(b*c)
(succ(y) * b) * ¢ = succ(y) * (b *c)

&

P (y*b)y*c=y*(b*c
C9

Q=
On décide maintenant que cette session de démonstration est terminée. Si il
reste d'autres validations a réaliser, le systéme propose la suivante.

Voulez-vous valider le modele numero 26 de la propriete Monoide ou stopper totalement
la validation (o/n/-) ? ‘
Pour valider réellement l'unité Op_sur_nat, il faut répondre oui (0) a cette
question et ainsi de suite pour chacune des validations proposées. L'ensemble de
ces sessions de démonstrations se trouve dans [Dra 88].
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7- Vers une algebre de preuves

- I

Apres avoir utilisé plusieurs fois I'implémentation qui a fait suite 2 1'étude de
la notion de validation sémantique, nous avons été amené 2 considérer diverses
fonctionnalités que 1'on pourrait souhaiter trouver dans un atelier de démonstration.
Certaines de ces fonctionnalités, comme par exemple la réécriture sont relativement
courantes. D'autres, par exemple la réutilisation de schéma de preuves qui ont déja
été réalisées, le sont moins.

Ce concept de réutilisation de schéma de preuves conduit directement 2 la
notion d'algebre de preuves dont I'étude est en fait suggérée dans cette partie.

Le but de ce chapitre est donc de décrire les diverses fonctionnalités, tout en
tenant compte de cette notion d'algebre de preuves, que l'on peut souhaiter avoir
dans un atelier de démonstration en utilisant le formalisme de LPG. Nous allons
voir ainsi les motivations qui ont conduit 2 ce travail. Nous verrons alors trés
rapidement ce qui se passe en LCF. Nous donnerons enfin différentes définitions
permettant de spécifier les fonctionnalités de notre atelier de démonstration.

7,2- Motivations

La session de validation qui est 2 I'origine de l'exemple du précédent chapitre
a donné lieu 2 plusieurs démonstrations :

* Va, b, ce Nat, (a*b)*c = a*(b*c) : 1)
associativité de la multiplication entre les naturels,

* Vae Nat, 1*a=a (2)
1 est €lément neutre 2 gauche pour la multiplication entre les naturels, ]

* Vbe Nat, b*1 =0 3)
I est élément neutre 2 droite pour la multiplication entre les naturels,

* Va, b, ce Nat, (a+b)+c = a+(b+c) 4
associativité de 1'addition entre les naturels,

s VaeNat, O+a=a ' 6)
0 est élément neutre A gauche pour I'addition entre les naturels,

s VbeNat, b+0=1b (6)
0 est élément neutre A droite pour l'addition entre les naturels,

» Va, be Nat, a+b = b+a @)
l'addition entre les naturels est commutative,

* Va, be Nat, a*b = b*a ®)
la multiplication entre les naturels est commutative,

* Vae Nat, a=a 9)

'égalité (I'opérateur =) entre les naturels est réflexive,
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* Vb, ce Nat, (b=c) = (c=b) (10)
I'égalité (l'opérateur =) entre les naturels est symétrique,
_ * Vc, d, fe Nat, (d=c et c=f) = (d=f) 11
I'égalité (I'opérateur =) entre les naturels est transitive,

*Vaet, a=a (12)

opérateur = réflexif dans une théorie équationnelle (on ne connait pas 2 priori
la sorte 1),

* Vb, cet, (b=c) = (c=b) (13)
opérateur = symétrique dans une théorie équationnelle,
* Ve, d, fet, (d=c et c=f) = (d=f) (14)

opérateur = symétrique dans une théorie équationnelle. Cette démonstration
n'a pas été réussie en utilisant I'outil de démonstration automatique. Il a fallu
la réaliser manuellement du fait de l'utilisation de ragles de réécritures non
orientables,

e VaeNat, a<=a (15)
cet opérateur de comparaison (< =) sur les naturels est réflexif,

* Vb, ce Nat, (b<=c et c<=b) = b=c (16)
cet opérateur de comparaison (< =) sur les naturels est anti-symétrique,

* Vd, e, fe Nat, (d<=e et e<=f) = (d<=f) 17
cet opérateur de comparaison (< =) sur les naturels est transitif et

* Va, be Nat, (a<=b) ou (b<=a) (18)

tout naturel peut étre comparé 2 tout autre naturel (< = est une relation d'ordre
totale).

Les détails de toutes ces démonstrations sont visibles dans [Dra 88].

Au fur et 2 mesure que l'on réalise ces démonstrations, on peut s'apercevoir
que la démarche générale est relativement semblable pour toutes les preuves. On
peut mettre ce fait en évidence en utilisant la représentation schématique, introduite
dans le chapitre précédent, de I'arborescence de chacune des preuves.

On peut s'apercevoir facilement sur les trois représentations graphiques
suivantes que les démonstrations des théorémes numéro :
* 2, élément neutre,
* 4, associativité et
* 7 commutativité
sont tout 2 fait semblables.

éCctte méme démarche de démonstration est utilisée pour les théorémes
numéro :

* 1 associativité, comme on 1'a vu au chapitre précédent,

* 3 élément neutre,

* 9 et 15, réflexivité.
Nous ne donnons pas ici les graphiques représentant les démonstrations de ces
théorémes car ils n'apporteraient rien pour la compréhension générale.
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( Ml)‘!-l’ (8+b)+c = a+(b+c)

uoe(z) *y =y (y+b)+c=y+(b+c)
= (Z+b)+c=24+(b+c) =
+c)

%0c0(2) ¢ succ(y) = succ(y) (succ(y) + b) + ¢ = succ(y) + (b

H: succ(z)*y=y H: (y+b)+cmys+(b+o)
succ(z) * succ(y) = succ(y) (succ(y) + b) + ¢ = suce(y) + (b +¢)

y+b)+cmy+(bec

P(z), P(y) = P(succ(y))
— P(x)

y+b=>b+y
= I
succ(y) + b = b + succ(y)

=

y+b=b+y

succ(y) +b=b+ succ(y) ]

E
)
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En ce qui concerne le théoréme numéro 8, commutativité de la multiplication,
l'application d'un tel schéma n'a pas été suffisant. Il a été nécessaire d'utiliser les
régles non orientables pour sa démonstration.

On obtient ainsi le schéma suivant dans lequel on peut remarquer deux étapes
de réécriture successives.

y*b=b*y
(22b=-b"z) =

succ(y) * b = b * succ(y)

.

H: y*b=b*y
succ(y) * b =b * succ(y)

H: y*b=b*y
b+(b*y)=(b*y)+b

" =)

*h = p*

Cette analogie entre les squelettes des démonstrations se retrouve pour les
théorémes numéro :
* 5, €lément neutre a gauche,
* 6, élément neutre 2 droite, et
* 12, réflexivité.

On obtient, cette fois-ci, des schémas trés simples du genre :
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Pour le théoréme équationel numéro 13, symétrie, il a fallu prendre en compte
des regles non orientables.

D'ol le squelette suivant dans lequel on remarque également deux étapes de
réécritures successives.

Les squelettes de démonstrations peuvent aussi é&tre plus compliqués. Le
degré de complexité peut se mesurer en fonction du nombre de sous-buts qu'il faut
résoudre.

Dans cette session de validation, ce degré est fonction de 1a complexité du
schéma d'induction utilisé (en fait, le nombre de variables sur lesquelles on fait
porter I'induction). On peut ainsi obtenir des squelettes avec quatre sous-buts a
résoudre.

C'est le cas rencontré pour les théorémes numéro :
* 10, symétrie de 1'égalité,
* 16, anti-symétrie de la relation d'ordre, dont on ne donnera pas dans
un soucis de clarté le schéma ici, et
* 18, relation d'ordre total.

On peut également remarquer I'analogie quant aux squelettes de ces
démonstrations.
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P(z, z), P(z, v) =>P(z, succ(v)), P(u, z) = P(succ(u), z), P(u, v) =>P(succ(u), succ(v))
P(x, y)

z='Va=va'z u='z=z="u u='va=va='u
=
z =' succ(v) = succ(v) ='z mcc(u) =' z = z ="succ(u) succ(u) =' succ(v) = succ(v) =" succ(u)

H: z2='vava'z ( :u-zsz-u P u='Vveva'u
z =' succ(v) = succ(v) =' z succ(u) =' z = z =' succ(u) G’“‘“’ ' sucC(V) = succ(v) =' .m(u)’

=

‘ a<=b ou b<=a = vrai ’
3

P(z, z), P(z, v) = P(z, succ(v)), P(u, z) = P(succ(u), z), P(u, v) =P(mcc(u)_.=\2cL))
'th- y)

Z<=V 0u V<=z = vrai u<=z 0O z<=U = vrai U<=V ou v<=u = vrai

z<-aucc(v) ou succ(V)<=z = vrai moc(u)<=z ou z<=succ(u) = vrai Muk.ﬂw(v) ou succ(v)<=succ(u) = vraj
H: zZ<=v Ou V<=z = vrai ' U<=Z OU Z<=U = Vrai H: u<-v ou ve=u = vrai ‘
2<=8ucc(V) ou succ(v)<=2z = vrai sues(u)<-z ouz (u) = c(v) ou succ(v) () = vrai

H: u<=v ou ve=u = vrai
vral

H: z<=v 0u V<=2 = vrai
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Le plus grand nombre de sous-buts A résoudre pour une démonstration lors
de cette session de validation a été huit. Ces démonstrations concernent les
théorémes numéro 11 et 17 relatifs 2 1a transitivité de relations.

Les deux figures suivantes ont pour but de mettre en évidence une derniére
fois l'analogie pouvant exister entre les démonstrations de deux théorémes
différents. On peut se rendre compte, de plus, de la complexité de telles
démonstrations!, ce qui incite d'autant plus 2 tenter de réutiliser des schémas de
démonstrations déja réalisées.

1La loupe n'est pas fournie avec ce document...
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) 4

Mz, z,2)
u, 2, 3) = P(s(u), 2, 2), P(z, v, 2) = P(z, 8(v), 2), P(z, 2, t) = P(z, 3, (1))
P(u, v, £) = P(s(v), &(v), 3), F(u, 2, t) = P(s(u), 2, 1)), (s, v, 1) = Pz, &(v), (1))
P(u, v, t) = P(s(u) 0
X, ¥, 3)

y

3=V 6t va's &t ROB(E='2) « faux
.l-'mnlp)-'ll—(l-'n-f-l

UnV ot va' &t NON(UxY) = faux 2=V ot va't ot ROB(2=D) = faux.
- -
8(u)="s(v) 8t a{v)='t &t non(s(u)='2) = faux 2=%(V) 8¢ a(v)='u({) ot non(z~'sf})) = foux

Ua'E 6t 2= 6 BON(Un'R) = faux

U=V ot vul ot nOD(U=Y) = faux
=

-
{u)='z ot 2=t ot nON(s{u)=') = mJ

h\-h‘tnlﬁhv-m
-
2= ot 2='s(Y) ot nOD(2=8())) = fmx

(u—': ot 3=1 ot DoO(u=Y) = faux.
a(u)=' ot 2="s(¥) ot nOO(a(u)=2{)) = foux

H ! ssv &t va's &t nON(3e'R) = A UX
2a's{v) 8t 8(v)='s &t ROO(R='t) = fum

u)="2(v) 8¢ o(v)="s(r) st mon(a(u) ='s(t)) =

=) = foux
2a's 8 3='5(t) &t DON(2='0(V)) = furx

H: et o 82t & DON(U=Y) = fax

5= & 2~'3(0) ot non(e(u)='23)) = faux

Tum'Y & Ve
Su)="s(¥) ot a(v)='n(t)

L3 =) = 3ux
% non(sta)='s(t)) = faux

H : u='t ot 3= 6t DOD(U'E) = fa ux'
el

\ 4

P, 5, 3)
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(u, v, t) = P(s(u]
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(-a:.u-a-n(mu)-hu @

-
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I 2<mV 8t V<2 8t NON(2<nt) = faix’
c«.(ﬂ ot 8(v) <=2 ot OD(2<=z) = D

H:u<=v ot v<=t ot non(u<=2) = faux
v) & 8(v)<=2 ot non(s(u)<=1) = fi
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wal
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ol

: U<u ot 2<ut ot DOD(U<n]) = faux
)<=z 0t 2.<=a(t) 6t non(e(u)<=a(t)) =

H: ucey ot v<ut

(V) &t a(v)<=a{t) &t non(a(u)<=a(t)) =

ot v<at ot non(u<es) = faux
ot a(v)<=a(t) et non(s(u)<=a()) = !;J
)

ot non(u<=t) = fiux

wal

A

:3<e¥ @ v<at & nON(2<=t) = faux'

A l'aide des figures précédentes, on ne peut que remarquer la ressemblance
des démonstrations réalisées. A quelques exceptions prés (cas ol il a été nécessaire
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d'utiliser des régles de réécritures non orientables), les démonstrations se résument
a une décomposition en sous-buts par un schéma d'induction suivie de réduction
par réécriture des différents sous-buts obtenus.

On aimerait alors, et ceci est encore plus évident lorsqu'on réalise
pratiquement les démonstrations, avoir la possibilité de dire pour démontrer ce
théoréme, je veux essayer d'utiliser tel squelette de démonstration. Eventuellement,
sur tel sous-but ainsi obtenu (l'application d'un squelette peut ne pas suffire pour
démontrer le théoréme initial, c'est le cas des théorémes numéro 8 et 13), il faut
avoir la possibilité de dire je veux appliquer tel autre squelette de démonstration.
Finalement, si 1a démonstration réussit, on peut considérer un nouveau squelette de
démonstration, résultat d'une certaine composition de squelettes déja existant.

Une démonstration n'est alors plus considérée comme un simple processus
servant a valider des définitions, mais comme un terme particulier d'une algebre.
On peut ainsi construire des preuves élémentaires, composer entre elles ces preuves
€élémentaires pour obtenir des schémas plus élaborés et éventuellement raisonner sur
ces termes de preuve. C'est cette idée d'algebre de preuve qui est soulevée dans ce
chapitre.

Voyons maintenant comment sont considérées les preuves dans le systéme
LCF.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le systéme LCF utilise les
notions de tactique, de validationl, de tacticielle et de stratégie.

Les tactiques permettent d'obtenir une liste de sous-buts 2 partir d'un but. Les
tacticielles sont des combinateurs de tactiques. Les stratégies décrivent un
enchainement de tacticielles. Enfin, une validation permet de générer un nouveau
théoréme dans le systme.

LCF n'introduit pas la notion d'algebre de preuve. On voit toutefois qu'une
preuve est représentée par une stratégie qui peut étre manipulée comme un objet
particulier (application, combinaison). De plus, on trouve les types prédéfinis goal,
proof, tactic et thm. Le type goal correspond aux phrases du langage que 1'on veut
essayer de démontrer. Le type proof correspond 2 la fonction de validation
retournée par l'application d'une tactique. Le type thm regroupe des phrases du
langage qui ont été démontrées et qui sont donc des théorémes. Enfin, le type ractic
regroupe les tactiques que 1'on peut appliquer au cours d'une preuve. On peut voir
dans [GMW 79] des exemples de démonstrations et de manipulations de tactiques.

On peut ainsi dire que LCF utilise, sans la formaliser explicitement, 1a notion
d'algebre de preuves. Elle permet, dans ce cadre, de réaliser des démonstrations
rigoureuses (seules les applications de tactiques, éventuellement combinées entre

111 ne faut pas confondre cette notion appelée dans LCF validation, qui permet de générer
des théorémes apres avoir utilisé des stratégies, et celle introduite dans cette theése qui concerne
certaines vérifications sémantiques relatives aux spécifications.
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elles, peuvent générer des théorémes) et de faciliter dans la plupart des cas les
démonstrations (réutilisation de stratégies précédemment écrites).

Nous allons proposer dans ce chapitre les grands traits des spécifications de
différentes fonctionnalités d'un atelier de démonstration. Le travail présenté ici n'est
qu'une premiére étape, et probablement pas la plus intéressante, dans 1'étude de la
notion d'algebre de preuves.

Une prochaine étape consisterait, par exemple,  spécifier précisément le type
abstrait des preuves en précisant comment les termes de cette algebre sont construits
et surtout en spécifiant différents opérateurs sur ces termes. On peut consulter par
exemple [BC 87] qui parle essentiellement de ce type de probléme.

La motivation principale de cette étude est d'essayer d'automatiser au
maximum le déroulement d'une démonstration. Cela permettrait, appliqué au
langage LPG, de faciliter les différentes validations sémantiques que le systéme

peut proposer.

Pour ce faire, nous allons employer le formalisme du langage LPG et tenter
de spécifier différentes fonctionnalités que 1'on peut souhaiter trouver dans un
atelier de démonstration. Pour des raisons de clarté, nous ne donnerons ici que la
signature de chacune des spécifications.

I1 est toutefois intéressant de signaler que ces différentes spécifications ont été
écrites sur le papier en utilisant le langage LPG. L'utilisation de LPG pour réaliser
ce travail est donc tout 2 fait envisageable en supposant tout de méme l'existence de
certaines fonctions non encore disponibles permettant, par exemple, d'accéder aux
représentations internes des termes LPG eux-mémes.

Les différentes fonctionnalités spécifiées ici sont fortement inspirées de celles
présentes dans les systemes OASIS et LCF, en les améliorant le cas échéant.

Ce travail pourrait débouché sur une implémentation d'un atelier de
démonstration utilisable dans 1'atelier de spécification LPG. La connexion existant
actuellement avec l'outil OASIS ne serait alors plus indispensable. Le maniement
des démonstrations en serait alors facilité, en considérant, par exemple, la
réutilisation de schéma de démonstrations. De plus le systéme global deviendrait
homogene dans le sens ol un seul langage de programmation pour 1'implémentation
serait employé. Actuellement, le systéme est écrit en utilisant trois langages
différents (PL1, PASCAL et PROLOG), ce qui complique sérieusement la
portabilité et la maintenance du systéme.

Nous présentons tout d'abord le cadre du travail. On donne ensuite 1a liste des
sortes qui sont manipulées ainsi que les principales fonctionnalités. On décrit alors
un schéma de l'atelier de démonstration permettant de fixer les idées vues
auparavant. On introduit diverses autres fonctionnalités. On présente enfin
bricvement comment, au niveau commande du démonstrateur, on peut manipuler
les définitions données précédemment.
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7.4.2- . Hypothéses réalisées

Considérant une certaine unité LPG U, on peut lui faire correspondre une
signature Yy=(Sy,Qy). Associée A cette signature, on considere la présentation
Py=(Zy,Eu). Ey est l'ensemble des axiomes universellement quantifiés notés
1]==t3 ou t]==>1 ainsi que des théorémes préalablement démontrés notés z;==t,.
Les symboles ¢; et 2 sont des termes, contenant éventuellement des variables,
construits 2 partir de la signature Y.

Le symbole == indique que l'axiome ne peut pas étre vu comme une régle de
réécriture normale (on n'a pas de raison de considérer la régle r; —2 plutdt que la
régle £2—¢;). Le symbole ==> indique par contre que 1'on peut considérer la regle
de réécriture 17 —17.

Partant de ces hypothéses, on aimerait créer la théorie associée a cette
présentation. Autrement dit, on cherche 2 obtenir la liste de tous les théorémes

provenant des axiomes et des théorémes déja démontrés. Ce but est évident exagéré
puisque cette liste est généralement infinie.

Pour ce faire, il nous faudra construire un systéme de réécriture R=R,E) od

R représente une liste de régles de réécritures orientables et E représente une liste
d'équations, non orientables qui pourront toutefois é&tre utilisées pendant le
processus de réécriture en prenant des précautions particuliéres.

1.4.3-__Sortes manipulées

Nous allons commencer par donner les différentes sortes, ainsi que leurs
constructeurs, qui seront manipulées dans l'atelier de démonstration.

Nous venons d'introduire la notion de systéme de réécriture. La premiére
sorte & définir est donc syst_reecr

* C_syst_reecr : (syst_orient, Syst_non_orient)—syst_reecr
qui est un produit cartésien constitué d'une part d'un systéme de réécriture

orienté R (syst_orient) et d'un systéme non orienté E (syst_non_orient), d'autre
part. On peut récupérer le syst2me orienté et le systéme non orienté d'un systeme de
réécriture par deux opérations d'extraction.

Ces deux derniéres sortes sont définies de la maniére suivante :

* c_syst_orient_vide : —syst_orient,

* ins_syst_orient : (regle,syst_orient)—syst_orient,

* c_syst_non_orient_vide : —syst_non_orient,

* ins_syst_non_orient : (equation,syst_non_orient)—syst_non_orient.
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Chacun des systémes peut étre vu en quelque sorte comme une séquence
d'objets. Le systéme orienté contient des régles de réécritures, le systtme non
orienté contient des équations.

Les regles et les équations sont des produits cartésiens de termes :

¢ --> : (terme, terme)—regle,
* <-->: (terme, terme)—equation.

Avec ces deux constructeurs sont définis des opérateurs pour extraire les
membres gauches et membres droits d'une régle ou d'une équation.

La sorte des termes regroupera les constantes et les opérateurs du langage, les
variables ainsi que les expressions plus élaborées telles I'expression de liaison soit
et I'expression conditionnelle si. Chacun de ces objets sera représenté par un
produit cartésien :

* c_variable : (idf, sorte)—terme,

* c_constante : (idf, sorte)—>terme,

* c_operateur : (idf, sorte, param)—terme,
* c_si : (cond, terme, terme)—terme,

* c_soit : (liaison, terme)—terme.

Les constantes sont définies 2 partir de leur identificateur idf et de leur sorte
sorte qui sont, en fait, des chaines de caracteres. Les opérateurs sont définis de la
méme maniére que les constantes en mentionnant leur paramétre param qui est donc
une nouvelle sorte pouvant étre représentée par un produit cartésien de termes dont
le nombre d'éléments n'est pas fixé. L'expression conditionnelle si est construite 3
partir de trois termes. Le premier est particulier dans le sens ol il doit étre de la
sorte des booléens. L'expression de liaison permet de nommer des expressions par

l'intermédiaire de variables et de les utiliser dans un terme. On introduit de ce fait la
sorte liaison qui lie une (des) variable (s) 2 un (des) terme (s).

* C_param : p_cart(terme)—>param,
* c_liaison : seq[(terme, terme)]—liaison.

Une liaison est une séquence de produit cartésien de termes. Il faut remarquer
que le premier terme de chacun de ces produits cartésiens doit étre une variable.

Un systeme de réécriture dans notre cas est obtenu 2 partir d'un ensemble
d'objets appelés Ipg_theoreme, cet ensemble lui-méme, que 1'on peut voir comme
étant une séquence, est appelé Ilpg_theorie :

* c_theorie_vide : —lpg_theorie,

* ins_theorie : (Ipg_theoreme,lpg_theorie)—lpg_theorie,

* c_theoreme : (justification, terme, terme)—lpg_theoreme,
* ¢_axio_lpg : axiome_lpg—Ipg theoreme

* c_theo_lpg : theoreme_lpg—lpg theoreme.
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Un Ipg_theoreme est composé d'une justification et de deux termes. La
justification explique comment les deux termes ont été démontrés égaux. Un
Ipg_theoreme peut aussi étre construit en prenant soit les axiomes présents dans le
spécifications LPG (c_axio_Ipg), soit en prenant les théorémes qui ont été
démontrés dans ces spécifications (c_theo_Ipg).

On doit bien siir avoir un opérateur pour extraire la justification d'un
Ipg_theoreme. Appliqué A I'un des deux constructeurs ¢_axio_lpg ou c_theo_Ipg,
cet opérateur rend la constante est_theoreme de la sorte des justifications. On a
également la possibilité d'extraire le terme gauche ou le terme droit d'un
Ipg_theoreme.

La sorte des justifications, qui vient d'étre introduite, regroupe les différentes
maniéres de réaliser des preuves. On a donc un constructeur de justification pour
chaque opérateur de démonstration fourni dans 1'atelier :

* est_theoreme : —justification,

» reduction : justification—justification,

* etape_de_reduction : (regle,justification)—justification,

* specialisation : (terme,terme,justification)—justification,

* remplacer : justification—justification,

* etape_de_remplacement_gauche : (equation,justification)—justification,

* etape_de_remplacement_droit : (equation,justification)—justification,

* cas_automatique : seq[justification]—justification,

* cas_manuel : (seq[(terme,terme)],seq[justification])—justification,

* induction : (schema,seq[terme],seq[justification])—justification.

L'ensemble de Ipg_theoreme appelé Ipg_theorie est obtenu par la prise en

compte de nouveaux théorémes démontrés et, lors de I'étape d'initialisation, par les

axiomes et théorémes définis dans les spécifications LPG. D'ol les deux sortes
suivantes définies comme des couples d'entiers :

* c_axiome_lpg : (terme, terme)—axiome Ipg,
* c_theoreme_lpg : (terme, terme)—theoreme Ipg.

Les axiome_Ipg ou theoreme_Ipg sont des égalités entre termes données
explicitement dans les spécifications LPG.

La raison d'étre de cet atelier est de démontrer des théorémes encore appelés

but. Nous allons donc manipuler cette sorte définie comme é&tant un produit
cartésien constitué d'hypotheses et d'une formule.

* ¢_but : (hypothese, formule)—but.

4 bD'autres opérateurs peuvent extraire soit la partie hypothese, soit 1a formule
'un but.
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Les hypothéses peuvent étre vues comme un systéme de réécriture. Chaque
hypothese est en fait une régle de réécriture ou une équation dont la priorité est plus
€levée que les autres régles de réécriture ou équations. Cette notion de priorité
intervient dans le choix des régles (équations) effectué par le systme de réécriture.
En présence d'hypothéses, le systtme essaie tout d'abord d'appliquer les régles
définies dans les hypotheses avant de tenter d'appliquer les autres régles du systéme
de réécriture.

* c_hypothese : (syst_orient,syst_non_orient)—>hypothese.

De méme que pour un systéme de réécriture, on peut extraire le systéme
orienté ou le systtme non orienté d'une hypothése.

Les formules sont des objets construits de différentes maniéres. Une formule
peut étre une égalité entre termes. Mais elle peut prendre aussi la forme d'une
implication, d'une conjonction ou d'une disjonction entre deux formules ou peut
étre enfin la négation d'une formule. vrai et faux sont également des formules :

* === (terme,terme)—formule,

* ===>: (formule,formule)—formule,
* et : (formule,formule)—formule,

* ou : (formule,formule)—formule,

* non : formule—formule,

* vrai ;: —formule,

e faux : —formule.

Une autre sorte introduite dans cet atelier de démonstration est celle des
schémas d'induction (régle d'inférence) :

* c_schema : (seq[composant], composant)—schema.

Un schéma d'induction est un produit cartésien constitué d'une séquence de
composants (les conditions du schéma) et d'un composant (le conséquent). Un
opérateur permet de sélectionner les conditions d'un schéma d'induction, un autre
peut accéder a son conséquent.

Un composant peut prendre 'une des deux formes suivantes :
* P(seq[terme]) ou bien
* composant ===> composant.

En d'autres termes, un composant peut étre une proposition ou encore une
implication. D'ou les deux constructeurs de composant :

* P : seq[terme]—composant,
* ===>: (Composant,composant)—composant.

On trouve également la sorte des preuves qui est définie 2 peu prés comme la
sorte des justifications (méme genre de constructeurs). Mais, a la différence des
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justifications, les constructeurs de la sorte des preuves prennent en paramétre, non
pas les objets paramétres des constructeurs de justification, mais des abstractions de
ceux-c¢i:

* axiomatisation : —preuve,

* reduction : preuve—preuve,

* etape_de_reduction : (a_regle,preuve)—preuve,

* specialisation : (a_terme,a_terme,preuve)—preuve,

* remplacer : preuve—preuve,

s etape_de_remplacement_gauche : (a_equation,preuve)—preuve,

* etape_de_remplacement_droit : (a_equation,preuve)—preuve,

* cas_automatique : seq[preuve]—preuve,

* cas_manuel : (seq[(a_terme,a_terme)],seq[preuve])—preuve,

« induction : (a_schema,seq[a_terme],seq[preuve])—preuve.

On doit considérer ainsi 1'abstraction d'une régle, d'une équation,

l'abstraction d'un schéma d'induction, celle d'un composant, celle d'un terme et
enfin celle d'une liaison.

Une abstraction de régle est la méme sorte qu'une régle, mais les éléments
sont construits d partie d'abstraction de terme. Il en va de méme pour les
abstractions d'équations :

*-->: (a_terme, a_terme)—a_regle,
* <-->: (a_terme, a_terme)—a_equation.

Une abstraction de schéma d'induction est construite 2 partir d'abstractions de
composants : '

* c_schema : (seq[a_composant], a_composant)—a_schema.

Une abstraction de composant, 2 son tour, est définie 2 partir d'abstractions
de termes :

* P : seq[a_terme]—a_composant,
¢ ===>! (a_composant,a_composant)—a_composant.

Une abstraction de terme est définie 2 partir de divers constructeurs (du méme
genre que les constructeurs de terme) :

* c_variable : (idf, t)—a_terme,

* c_constante : (idf, t)—a_terme,

* c_operateur : (idf, t)—a_terme,
*c_si:(cond, a_terme, a_terme),—a_terme
* c_soit : (a_liaison, a_terme)—a_terme.
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Mais il faut remarquer que la sorte des constantes, opérateurs et variables
n'apparait plus et est remplacée par le symbole z. De plus, on ne conserve pas les
parametres de l'opérateur. Ce symbole, ¢, et cette disparition des parametres d'un
opérateur constituent l'abstraction en elle-méme dans la mesure ol on oublie la sorte
d'un objet particulier et on la généralise 2 des objets ayant une sorte quelconque z.

Vient enfin l'abstraction de liaison :
* c_liaison : seq[(a_terme, a_terme)]—a_liaison.

De méme que pour la sorte des liaisons, il faut remarquer que le premier
élément de chaque produit cartésien de la séquence définissant 1'abstraction de
liaison doit étre une abstraction de variable.

1.4.4- _Principales fonctionnalités

Les fonctionnalités que 1'on souhaite avoir dans cet atelier de démonstration
se répartissent en différents groupes.

On a tout d'abord des fonctions qui concernent la réécriture traditionnelle. On
ne fait que réécrire un but soit en sa forme normale, par la fonction reduction, soit
en utilisant une seule régle de réécriture, par la fonction etape_de_reduction, ce qui
peut éventuellement conduire 2 sa forme normale.

e reduction : but—but
reduction(b)==b' ol b’ est obtenu 2 partir de b et en

utilisant R : b——s b,
* etape_de_reduction :  (regle,but)—but
etape_de_reduction(g—d,b)==b' ou b’ est
obtenu a partir de b en utilisant la regle g—d : bg—_)deb'. '

Une fonctionnalité pouvant étre utile est la spécialisation. Elle permet, étant
donné un but, de substituer une variable particuliére de ce but par un terme.

* specialisation :  (terme,terme,but)—but
specialisation(t,x,b)==b" ol b’ est le but b dans lequel
la variables x est substituée par le terme ¢ : b'=b[x«t].

D'autres fonctionnalités intéressantes sont les fonctionnalités concernant la
réécriture permutative. Dans ce cas, des régles non orientables, comme celle
définissant la commutativité d'un opérateur, sont utilisées conjointement avec les
reégles de réécriture traditionnelles.

Le probléme que 'utilisation de telles régles peut poser est que le processus
de réécriture ne termine pas. Considérant, par exemple, 1'addition + sur les entiers
et 'équation définissant la commutativité, on peut réécrire le terme x+y en y+x, qui
peut se réécrire en x+y, etc... Il faut donc faire attention en utilisant de telies
fonctionnalités en essayant de détecter, par exemple, d'éventuelles boucles [Paul
85]. On peut définir les fonctions suivantes :
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» remplacer : but—but
: remplacer(b)==b' oli le but b’ est obtenu 2 partir du but b et
du systeme de réécriture permutatif 5 : b b,
* etape_de_remplacement_gauche : (equation,but)—but
etape_de_remplacement_gauche(tg==td,b)==b' ol on calcule le

nouveau but b’ en appliquant une seule fois 1'équation zg==td dans le sens zg—td

aubutbh: bBH—tdm',

* etape_de_remplacement_droit : (equation,but)—but
etape_de_remplacement_droit(tg==td,b)==b' ol on calcule le

nouveau but b’ en appliquant une seule fois I'équation tg==1td dans le sens td—g

aubut b : bld—)—tg-)b'.

La fonction remplacer permet de réécrire un but en un autre but en considérant
aussi bien les régles de réécritures orientables que non orientables. Les fonctions
etape_de_remplacement_gauche et etape_de_remplacement_droir permettent
d'utiliser une régle de réécriture non orientable respectivement dans le sens membre
gauche vers membre droit ou bien dans le sens membre droit vers membre gauche,
et ceci une seule fois.

On peut introduire des fonctions de décomposition par cas [Paul 85] qui
permettent de décomposer un but en sous-buts selon 'aspect général du but initial.

* cas_automatique : but—seq[but].

La séquence du buts est obtenue aprés une analyse automatique de la forme
du but en détectant, par exemple, la présence de conjonction, d'implication, etc.

* cas_manuel : (seq[(terme,terme)],but)—seq[but].

On analyse dans ce cas la séquence de couples de termes donnée de fagon a
couvrir tous les cas. Par exemple, l'utilisation suivante de cas_manuel

cas_manuel ([(x,0)],b)

va donner la séquence [by, b2] ot by est le but b sous I'hypothése x=0—vrai
et bz est le but b sous I'hypothése x=0—faux.

1 faut bien sir que les deux termes de chaque couple de la séquénce soient de
la méme sorte et qu'une relation d'égalité sur cette sorte soit définie.

Pour compléter la décomposition de but en sous-buts, on introduit une

fonction d'induction qui permet une telle décomposition en fonction d'un schéma
d'induction.

* induction : (schema,seq[terme],but)—seq[but]
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On doit imposer la restriction suivante. Les termes présents dans la séquence
fournie en parametre de cette fonction ne peuvent étre que des variables qui figurent
dans le but. '

L'application de cette fonction 2 un but, en utilisant un schéma d'induction et
une séquence de variables, produit une séquence de sous-buts. Il y a autant de
sous-buts qu'il y a de composant dans la séquence de composants du schéma
d'induction. Chaque sous-but est obtenu en instanciant son composant
correspondant par substitution de la variable sur laquelle on fait I'induction par le
terme proposé par le composant.

Si on considere par exemple le schéma d'induction sur les naturels :

P(0),P(y)=P(succ(y))
P(x)

et le but O+n==n, on aura

induction ( ¢_schema ([P(0), P(y)===>P(succ(y))], P(x)),
[n],
c_but ( c_hypothese (c_syst_orient_vide, c_syst non_orient_vide),
0+n===n))
__[ c_but ( ¢_hypothese (c_syst _orient_vide, c_syst non_orient_vide),
+U=== ,
c_but ( ¢_hypothese (c_syst orient_vide, c_syst non_orient _vide),
(0+y ===y) ===> (0+succ(y) === succ(y)))].

Dans cet exemple, 'opérateur ¢_schema construit un schéma d'induction,
c_but construit un but, c_hypothese construit une hypothése, c_syst_orient vide et
c_syst_non_orient_vide construisent respectivement un syst¢me de réécriture vide
et un systéme de réécriture non orientable vide.

Autrement dit, I'application de ce schéma d'induction sur ce but en utilisant la
variable » produit les deux sous-buts :

¢ 0+0===0 et
. (O+y=_—.=y) ===> (O+succ(y)===SllCC(}’))-
7.4.5- ma de I'atelier de dém

On peut avoir une vue générale de l'atelier de démonstration en regardant la
figure suivante. Les fléches weea® indiquent les différentes fonctionnalités
envisagées. Les fleches ———m représentent un transfert d'information (les
axiome_lpg sont par exemple récupérés et inclus dans la lpg_theorie). Les fléches
mnuii- Signalent également un transfert d'information. Mais dans ce dernier cas,
l'information est transformée. Il faut calculer en effet les objets de la sorte preuve 2
partir des objets de la sorte Ipg_theorie. Le systéme de réécriture doit étre obtenu de
maniére aussi automatique que possible 2 partir de la Ipg_theorie.
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reduction
etape_de_reduction
specialisation

remplacer
etape_de_remplacement_gauche
etape_de_remplacement_droit

cas_automatique
Cas_manue] w

induction

La partie principale de 1'atelier contient les spécifications de ses différentes
fonctionnalités ainsi que d'autres qui seront présentées ultérieurement.

Cet atelier prend ses informations 2 partir du systéme de réécriture, d'un but
et de schémas d'induction.

Les buts peuvent étre donnés par 1'utilisateur en utilisant les constructeurs de
cette sorte. Il serait également possible d'alimenter automatiquement cet atelier avec
des théorémes a démontrer calculés 2 partir des spécifications contenues dans le
systtme LPG [BD 87], [Dra 88].

Les schémas d'induction peuvent étre également donnés par 'utilisateur. Une
autre solution consiste 2 les calculer automatiquement en considérant les
constructeurs de la sorte sur laquelle on travaille. Prenons comme exemples les
booléens, les naturels et les séquences.

Les constructeurs traditionnels des booléens sont :
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e vrai : -> bool et
o faux : -> bool.

On peut en déduire le schéma d'induction

P(vrai), P(faux)
P(b)

dans lequel on ne fait qu'examiner les constantes de la sorte.

Les nombre naturels sont construits de la maniére suivante :

*0: -> nat,
* succ : nat -> nat.

Ce qui peut donner le schéma d'induction

P(0), P(y)=P(succ(y))
P(x) :

On considére & nouveau la constante de la sorte et on exprime la fagon suivant
laquelle les autres valeurs de la sorte sont obtenues en utilisant l'implication
logique.

Prenons enfin I'exemple des séquences pour lesquelles les constructeurs
sont :

*nil : -> seq[elem] et
* <+ : (elem, seq[elem]) -> seq[elem].

On peut en déduire le schéma d'induction :

P(nil), P(s")=P(e<+s")
P(s)

avec un raisonnement analogue 2 celui utilisé pour les naturels.

L'induction vue précédemment est réalisée sur une variable. On peut
¢galement générer des schémas d'induction sur plusieurs variables. En reprenant
I'exemple des entiers naturels, on peut construire le schéma d'induction sur deux
variables

P(0,0), P(u,0)=>P(succ(u),0), P(0,v)=>P(0,succ(v)), P(u,v)=>P(succ(u),succ(v))
P(x,y) )
Ce schéma est obtenu en considérant les variables d'induction les unes apres
les autres individuellement et en fixant les autres variables aux valeurs des

constantes de la sorte. Cela revient ainsi 2 faire de l'induction sur une variable. On
obtient ainsi les cas :

* P(0,0)
* P(u,0)=>P(succ(u),0)

} induction sur la premiére variable
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* P(0,v)=P(0,succ(v)) induction sur la deuxiéme variable, son cas
trivial, P(0,0), est pris en compte lors de l'induction sur la premigre variable.

On considere ensuite les couples de variables. On réalise alors de 1'induction
sur les deux variables en méme temps. Sur notre exemple, cela permet d'obtenir le
cas :

* P(u,v)=P(succ(u),succ(v))

Son cas trivial est déja pris en compte lors de l'induction sur la premiére
variable.

Pour trois variables, comme on peut le voir dans [Dra 88], on fixe le cas
trivial, puis on réalise I'induction sur chacune des variables prise séparément. On
réalise ensuite l'induction sur les couples de variables. On fait enfin 1'induction sur
les trois variables en méme temps. On obtient, dans le cas d'un schéma d'induction
sur les naturels, une décomposition en huit sous-buts.

71.4.6- _ Autres fonctionnalités

D'autres fonctionnalités doivent étre spécifiées pour permettre la définition
des fonctions principales que nous venons de voir. Les fonctions principales
travaillent sur des buts. Maintenant, il faut s'intéresser 2 la réécriture des formules
et des termes.

On trouve ainsi des fonctions concernant la réécriture normale :

* reduction_f : formule—formule
reduction_f(f)==f" avec " qui est obtenu 2 partir de fen

utilisant R : =N f "
* etape_de_reduction_f : (regle,formule)—formule
etape_de_reduction_f(g—d,f)==f" ol on
applique la régle g—d sur f pour obtenir f": fﬁ)i) f

* reecrire :  terme—terme
reecrire(t)==t' ol ' est obtenu 2 partir de 7 en utilisant le

systtme de réécriture R : tl)t',

* etape_de_reecrire : (regle,terme)—terme
etape_de_reecrire(g—d,t)=t' ce qui veut dire que

I'on applique la régle de réécriture g—d au terme ¢ pour calculer le nouveau terme

e 1 2290

La fonction reduction_f permet de réécrire une formule en utilisant un systéme
de réécriture. L'utilisation d'une seule régle pour réécrire une formule est possible
gréce a la fonction ezape_de_reduction f.

163 Vers une algébre de preuves



Validation Sémantique dans les Théories Structurées...

On trouve également la fonction reecrire qui permet de réécrire un terme en
utilisant un systéme de réécriture ainsi que la fonction etape_de_reecrire qui permet
d'effectuer un seul pas de réécriture sur un terme.

On a également d'autres fonctions concernant la réécriture permutative.

 remplacer_f: formule—formule
remplacer(f)==f" ol on applique le syst¢me de réécriture
9 sur la formule f pour calculer la nouvelle formule f*: fi f'

* etape_de_remplacement_gauche f : (equation, formulc)—)formule
etape_de_remplacement_gauche f(tg==td,f)==f" ol on considére

'équation tg==td comme la régle de réécriture orientée a priori suivant zg—d pour
calculer f: f=—— tg—)td
* etape_de remplacement droit f: (equation, formule)—)formule
etape_de_remplacement _droit _f(tg==td,f)==f" ol on considere
'équation 1g==¢d comme la régle de réécriture orientée cette fois ci suivant td—tg

pour calculer f : fm—_)tg>f'

e reecrire_perm : terme—terme
reecrire_perm(t)==t'. De méme que pour la réécriture
permutative de but, on obtient ¢’ en utilisant le systtme de réécriture permutatif X et

R
en partant du terme ¢ : t——t'.

» etape_de_reecrire_perm_gauche : (equation,terme)—terme
etape_de_reecrire_perm_gauche(tg==td,t)==t' ol ¢ s'obtient a partir

de ¢ en utilisant la régle 1g—1d : ttg_)

e etape_de_reecrire _perm_ dr01t (equation, tcrme)—)terme
etape_de_reecrire_perm_droit(tg==td,t)==t' ou ¢’ est obtenu en

réécrivant t avec la reégle td—1g : t——&t .

La fonction remplacer_f permet de réécrire une formule en utilisant un
systeme de réécriture comportant éventuellement des régles non orientables. On
trouve bien siir les fonctions etape_de _remplacement _gauche f et
etape_de_remplacement_droit_f qui réalise un seul pas de réécriture sur une formule
en utilisant un systtme de réécriture ayant éventuellement des régles non
orientables.

De la méme maniére, on trouve les fonctions équivalentes sur les termes
reecrire_perm, etape_de_reecrire_perm_gauche et etape_de_reecrire_perm_droit.

Le mécanisme de réécriture d'un terme ¢ implique un certain parcours des
occurences de ce terme. Plusieurs parcours sont possibles, comme par exemple en
profondeur d'abord et en commengant par la gauche. Le choix d'un parcours
s'appelle une stratégie.

On peut définir diverses fonctions qui étant donné un terme délivrent une
séquence de toutes ses occurences. Cette séquence définit donc un parcours ou une
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stratégie possible pour la réécriture. Il serait alors intéressant de paramétrer le
systeéme de réécriture par une fonction générique définissant une stratégie sous sa
forme la plus générale (une séquence d'occurences) et, lors de l'utilisation effective
de ce systéme de réécriture, de donner une stratégie bien précise.

Viennent enfin diverses autres fonctionnalités plus ou moins évidentes.

On doit étre capable de pouvoir substituer une variable d'une formule ou d'un
terme par un autre terme : :

* specialisation_f : (terme,terme,formule)—formule
specialisation_f(t,x,f)==f ol f est calculée 2 partir de
f dans laquelle les occurences de la variables x sont remplacées par le terme ¢ :
f'==f[x&t],

* substituer : (terme,terme,terme)—terme
substituer(t',x,t)==t" oll ¢” s'obtient en substituant les

occurences de la variable x de ¢ par #': t"==t[x «t'].

La substitution sur une formule est réalisée par la fonction specialisation f
celle relative aux termes est faite par la fonction substituer.

Une fonction particuliére doit permettre de calculer un systéme de réécriture 2
partir d'un objet de la sorte Ipg_theorie.

« faire_syst_reecr : Ipg_theorie—syst_reecr.

Diverses autres fonctions doivent étre définies pour spécifier toutes les
précédentes. On a, par exemple, union_hypothese qui permet de réaliser une union
ensembliste entre deux objets de sorte hypothese. Ce qui implique la définition de
I'union de deux systémes orientés et 1'union de deux systémes non orientés.

Une fonction orientable? doit indiquer si étant donné une équation, on peut
l'orienter en une régle de réécriture ou non. Etant donné une séquence de couples de
termes, on doit étre capable également de construire une séquence d'objets de sorte
hypothese. On peut étre amené 2 insérer une équation ou une régle de réécriture
dans un systéme de réécriture.

Une autre fonction doit permettre de déduire un sous-but 2 partir d'un
composant (issu d'un schéma d'induction), d'une séquence de variables et d'un but
initial.

Afin de faciliter la manipulation de certains objets, tels que les schémas
d'induction, les preuves, les régles de réécriture, il serait intéressant de pouvoir les
nommer, comme c'est le cas dans le systtme DEVA [SWGC 88]. Un certain
nombre de fonctions doivent ainsi étre définies permettant d'associer un nom,
représenté par exemple par une chaine de caractéres, a chacun de ces objets.
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7.4.7- des du d teur

I1 est nécessaire maintenant de définir diverses fonctions permettant de
manipuler 1'ensemble des définitions précédentes.

11 faut tout d'abord définir une fonction qui construit un terme de la sorte des
preuves étant donné un objet de sorte theoreme_Ipg.

o extrait_preuve : Ipg_theoreme—preuve
P Pg_

Cette fonction analyse la justification associée a un [pg_theoreme et en extrait
un terme de la sorte des preuves.

11 faut également définir les diverses fonctions globales de démonstration de
l'atelier. Ces fonctions sont construites sur les fonctions déja définies de
démonstration telles que reduction, specialisation, induction, et doivent gérer les
termes de la sorte Ipg_theoreme en construisant automatiquement la justification
associée a chaque Ipg theoreme.

1 faut enfin définir une fonction particuliére qui prenne en compte les objets
de la sorte des preuves. Cette fonction prend en paramétre un terme de la sorte
preuve et un but et retourne un lpg_theoreme.

* demontrer : (preuve, but)—lpg_theoreme

Cette fonction doit essayer de suivre les indications présentes dans le terme de
preuve en appliquant les différentes étapes au théoréme courant que l'on veut
démontrer. La spécification de cette fonction doit faire en sorte de réduire au
maximum les interventions de l'utilisateur.

7.4.8- Exem ! i V

Reprenons pour cet exemple le schéma de la démonstration du théoréme sur
les naturels Vxenat, 1*x=x.
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J

suce(z) * succ(y) = succ(y)
[ R |

Co)

H: suce(z)*y=y
succ(z) * succ(y) = succ(y)

De ce schéma de démonstration, on peut extraire, comme on peut le voir dans
la partie gauche de la figure précédente, le squelette de la démonstration, 2 savoir,
les différentes étapes qui ont permis de réaliser cette démonstration. Ce squelette
peut se représenter graphiquement sous la forme d'une arborescence. C'est un
terme de la sorte justification. On peut le noter :

induction(
¢_schema(
[P([c_constante(0,nat)]),
===>( P([c_variable(y,nat)]), .
P([c_operateur(succ,nat,c _param(p_cart(c_variable(y,nat))))])

1,
P([c_variable(x,nat)])),

[c_variable(x,nat)],

[ reduction(est_theoreme),
cas_automatique([reduction(est_theoreme)])

D

Le terme de la sorte preuve issu de cette justification est 2 peu prés identique.
Il est schématisé€ dans la partie droite de la précédente figure. Il représente en

quelque sorte les principales étapes de la démonstration sans trop descendre dans le
détail.

Sur notre exemple, on mémorise le fait que I'induction a été utilisée. Puis
nous avons employé d'une part la réduction qui conduit 2 un axiome et d'autre part
une analyse automatique de cas suivie d'une réduction qui doit mener également 2
un axiome. Sur la figure, il manque quelques renseignements comme, par exemple,
quel type de schéma d'induction a été utilisé.
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Cette arborescence est donc un terme de la sorte des preuves que 1'on peut
noter de la maniére suivante :

p == induction(
c_schema(
[P([c_constante(0,t)]),
===>( P([c_variable(y,t)]),
P([c_operateur(succ,t)])

1,
P([c_variable(x,t)])),

[c_variable(x,t)],

[ reduction(axiomatisation),
cas_automatique([reduction(axiomatisation)])

D

Les mots écrits en caracteres gras soulignent les différences la preuve et la
justification. Le terme lui-méme est nommé p.

Ce terme de preuve étant mis 2 la disposition de 1'utilisateur dans l'atelier de
démonstration, on peut essayer de 1'utiliser pour conduire une autre démonstration.

Supposons que nous ayons la spécification suivante des séquences.

type Seq
requires Formal Sort [elem]
sorts
seq
constructors
. nil: => seqglelem]
<+: (elem, seg[elem]) -> seqlelem]
operators
reverse: seqlelem] -> seglelem]
append: (seq[elem], seqlelem]) —> seqlelem]
variables
e: elem
s,s1,s2: seqlelem]
- equations
1: reverse(nil) => nil

2: reverse (e<+s) => append(reverse(s), e<+nil)
- 3: append(sl, nil) => sl

4: append(nil, s2) => s2

5: apperd(e<tsl, s2) => e<+append(sl, s2)

6: append(append(sl, s2), s3) => append(sl, append(s2, s3))
theorems

1: reverse(append(sl, s2)) = append(reverse(s2), reverse(sl))
end Sort

Supposons, par ailleurs, que le schéma d'induction suivant sur les séquences
soit disponible dans I'atelier de démonstration.
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_P(nil), P(s")=>P(e<+s")
) P(s)

Afin de démontrer le théoréme présent dans la rubrique theorems de cette
spécification, on peut écrire demontrer(p, b) ot p désigne le terme de preuve
précédemment calculé et b repere le but fabriqué a partir du théoréme de la
spécification.

S

On demande d'utiliser la preuve p pour démontrer b. On retrouve dans p le
fait qu'il est nécessaire d'utiliser 1'induction sur une variable précise avec un
schéma d'induction précis. On essaie alors de retrouver un schéma d'induction
connu du systeme qui filtre I'abstraction présente dans p. On peut s'apercevoir que
S peut convenir :

ot « seq,
«0 « nil,
°y « s,
*SuUCC ¢ <+et
X «s.

Il suffit, en effet, de considérer la sorte seq 2 la place de la sorte 7. La
constante 0 peut étre substituée par la constante nil. L'opérateur succ est remplacé
par <+.

La preuve nous dit qu'il faut faire l'induction sur une variable de sorte ¢, donc
seq. On peut prendre la variable s/ du théoréme, par exemple. Toujours en suivant
la preuve, le résultat de l'induction doit étre deux sous-buts. L'application de §
donne effectivement les sous-buts

* reverse(append(nil,s2)) == append(reverse(s2),reverse(nil)) et
reverse(append(s',s2)) == append(reverse(s2),reverse(s'))

3 = ’
reverse(append(e<+s',s2)) == append(reverse(s2),reverse(e<+s'))

Sur le premier sous-but, la preuve nos indique qu'il faut simplement faire de
la réduction par réécriture. La réécriture du membre gauche donne! :

* reverse(append(nil,s2)) ——3—) reverse(s2)
Celle du membre droit donne successivement :

. append(reverse(82-),reverse(nil))

S SN append(reverse(s2),nil)

1La réécriture est symbolisée ici par une fleche surmontée du numéro de la régle qui a été
utilisée ou bien du caractére H dans le cas de I'utilisation de I'hypothése d'induction.
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* append(reverse(s2),nil)
- N reverse(s2)

La preuve nous dit qu'on peut obtenir un axiome. On a effectivement égalité
entre le membre gauche et le membre droit.

De la méme maniére, on peut suivre les indications de la preuve pour
démontrer le deuxi¢me sous-but. On fait tout d'abord une analyse automatique de
cas, ce qui donne le sous-but

reverse(append(e<+s',s2)) == append(reverse(s2),reverse(e<+s')),

sous l'hypothé¢se H
reverse(append(s',s2)) == append(reverse(s2),reverse(s’)).

La preuve nous indique maintenant qu'il faut réécrire ce dernier sous-but. Le
membre gauche se réécrit suucessivement

* reverse(append(e<+s',s2))

-3, reverse(e<+append(s’,s2))
* reverse(e<+append(s',s2))

—2—) append(reverse(append(s',s2)),e<+nil)
* append(reverse(append(s',s2)),e<+nil)

A, append(append(reverse(s2),reverse(s')),e <+nil)
+ append(append(reverse(s2),reverse(s')),e<+nil)

-5 append(reverse(s2),append(reverse(s'),e<+nil))
La réécriture du membre droit donne

* append(reverse(s2),reverse(e<+s'))
—2-) append(reverse(s2),append(reverse(s'),e<+nil))

On trouve alors 1'égalité entre les membres gauche et droit. Le théoréme est de
ce fait démontré.

I1 faut remarquer que cette démonstration a pu se dérouler sans 1'intervention
de l'utilisateur, simplement en suivant les indications de la preuve donnée en
parametre.

I1 n'est bien siir pas évident que la réécriture débouche sur I'égalité entre les
membres gauche et droit. Dans un tel cas, le systéme rend la main 2 l'utilisateur qui
peut trouver une solution pour débloquer la situation. Il peut ajouter par exemple un
axiome 2 la spécification ou bien démontrer un théoréme intermédiaire qui servira de
lemme pour le théoréme courant.
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- _Vers une algébre de pr

Nous rappelons que le but de ce chapitre n'est que d'introduire la notion
d'algebre de preuves. En effet, ce travail ayant été commencé tres tardivement au
cours de cette thése, nous n'avons pas eu le temps d'explorer ce domaine.

Nous avons décrit succintement un atelier de démonstration en utilisant le
formalisme de LPG. La plupart des fonctions décrites ont été également spécifies 2
I'aide de ce formalisme. Toutefois, ces spécifications n'ont pas été analysées par
l'interpréteur LPG. 11 est donc fort probable qu'elles contiennent des erreurs. Il
serait néanmoins possible de franchir cette étape.

D'autres fonctions, pour étre implémentées, nécessitent des primitives
n'existant actuellement pas en LPG. C'est le cas des fonctions telles que c_variable
qui ont besoin d'accéder aux représentations internes de LPG. Ces fonctions n'ont
donc pas été spécifiées.

Enfin, 2 'opposé, les fonctions de haut niveau telles que demontrer n'ont pas
ét€ spécifiées. C'est également le cas des fonctions qui manipulent les justifications
ou les preuves. Comme principale conséquence, un certain niveau d'abstraction a
été proposé pour calculer une preuve 2 partir d'une justification. Il est fort probable
que l'on puisse rafiner ce niveau afin d'assouplir, par exemple, la réutilisation
d'une preuve.
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8- Conclusion

Le probléme qui est A l'origine de cette these était de pouvoir prouver que des
spécifications écrites de maniere structurée en LPG vérifient certaines conditions
sémantiques exprimées dans ce méme langage. Ces différentes vérifications se
traduisent finalement par des démonstrations de formules logiques.

Nous avons donc formalisé les différentes relations, telles que la
paramétrisation, existant entres les unités LPG. Cette formalisation nous a conduit 2
exhiber les conditions qui doivent étre vérifiées afin de pouvoir affirmer qu'une
spécification donnée est correcte sémantiquement. Nous avons de ce fait formalisé
également ces conditions sémantiques ainsi que le moyen de les retrouver, 2 partir
des spécifications qu'un utilisateur peut écrire, et de les démontrer.

Afin d'implémenter le résultat de cette étude, il était nécessaire d'utiliser un
démonstrateur de théorémes pour pouvoir démontrer les formules logiques extraites
des spécifications. Nous avons considéré le systtme OASIS qui offre un
démonstrateur semi-automatique de théorémes. On peut le qualifier de semi-
automatique dans la mesure o il peut en fait assister l'utilisateur au cours d'une
démonstration. Il permet essentiellement de réécrire des termes et de prendre en
compte une certaine forme de régle d'inférence appelée schéma d'induction.

La partie implémentation de ce travail a été d'une part de réunir les deux
systtmes LPG et OASIS et d'autre part de retrouver les différentes formules
logiques 4 démontrer pour réaliser effectivement les validations sémantiques dans le
cadre de LPG. Une importante partie de ce travail a donc consisté 2 étudier, d'une
manicre trés détaillée, I'implémentation de ces deux systémes. Apres cette étude,
nous les avons réunis par l'intermédiaire d'une interface. Cette réunion se traduit
par la possibilité de transférer des informations directement entre les deux systémes,
c'est & dire sans passer par l'intermédiaire de fichiers. Les informations transférées
peuvent étre des équations dans le sens LPG-OASIS, ou bien tel théoréme a été
effectivement démontré dans le sens OASIS-LPG. D'autres informations peuvent
¢galement étre échangées. C'est le cas, par exemple, des commandes de
démonstrations intrinséques 2 OASIS que l'on peut utiliser sous le systeme LPG.
Le résultat de cette réunion permet ainsi de bénéficier des fonctionnalités de
démonstrations offertes par OASIS directement et d'une maniére transparente sous
le syst¢me LPG. .

Les essais de cette interface que nous avons réalisés ont mis en évidence
l'avantage que l'on pourrait retirer de la réutilisation de schémas, ou de squelettes,
de démonstration. Il n'est pas rare, en effet, que plusieurs démonstrations se
ressemblent globalement. On peut trouver, par exemple, 1'utilisation de schémas
d'inductions similaires aux mémes endroits de la preuve. Cette constatation est 2
l'origine de la notion d'algébre de preuves qui est trés brievement abordée 2 la fin
de cet ouvrage. Ce sujet de recherche mérite toutefois de s'y intéresser de plus pres.
Il peut déboucher effectivement sur la réutilisation de schémas de preuves mais
également sur les manipulations de preuves en tant que termes d'une algebre. On
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peut imaginer par exemple de composer des preuves entre elles afin d'en créer
d'autres.

On peut souligner trois points particuliers issus de ce travail.

Le premier est relatif 2 I'étude théorique des relations existant entre les
différentes unités du systtme LPG. Le résultat est une formalisation de ces relations
ainsi que des conditions sémantiques qui se trouvent de ce fait exhibées.

Le deuxiéme point concerne l'implémentation réalisée. Ce résultat pratique
permet de réaliser effectivement des validations sémantiques de spécifications
écrites en LPG. Il faut remarquer toutefois que cette implémentation a été réalisée
sur une version relativement ancienne de LPG et sous un systéme d'exploitation,
Multics, qui est appelé a disparaitre d'ici peu de temps. Une nouvelle version de
LPG existe actuellement sous le systéme UNIX, mais elle ne tient pas compte de
cette notion de validation sémantique.

Enfin, le troisi¢me point se rapporte 2 1'enseignement que 'on peut retirer de
cette expérience. La démarche suivie pour réaliser cette implémentation peut étre
critiquée. Il aurait été probablement aussi simple d'implémenter un démonstrateur
de théorémes, offrant les mémes fonctionnalités que celui de OASIS, spécialement
adapté pour le systtme LPG plutdt que d'en utiliser un qui existe déja.

La pertinence de ce résultat vient surtout du fait des différences
d'implémentation de ces deux systémes. Les structures de données sont totalement
différentes (tables pour LPG, déclarations de fait pour OASIS). Les langages
d'implémentation sont également totalement différents (PL1 pour LPG, PROLOG
pour OASIS). Ces différences et 1'absence d'interface pour manipuler les
représentations internes des informations de OASIS ont nécessité une étude tres
détaillée des deux implémentations. Cette constatation est d'autant plus vraie pour
un produit qui est en pleine évolution, ce qui est le cas de LPG.

La conséquence la plus importante est que la partie du syst®me concernant les
validations sémantiques n'a pas €té reportée au cours du changement de version de
LPG (de la version fonctionnant sous Multics 2 la version fonctionnant actuellement
sous UNIX). L'effort serait en effet beaucoup trop important. Il faudrait non
seulement traduire les programmes de l'interface, mais également transférer la
totalité du systtme OASIS! et donc de disposer des différents langages dans
lesquels sont écrits les systémes.

11 ne faut toutefois pas renier systématiquement I'avantage de cette démarche.
Le fait d'essayer de ne pas réinventer la roue garde généralement un c6té attrayant.
Dans notre cas, nous avions besoin d'un démonstrateur de théorémes. Sachant qu'il
en existe déja, le plus simple a priori était d'essayer de les utiliser.

Une nouvelle approche consiste maintenant 2 intégrer 1implémentation d'un
démonstrateur de théorémes dans la version actuelle du systéme LPG. C'est un peu
dans cet esprit que le dernier chapitre de ce document décrit assez brievement des
fonctionnalités de démonstration que I'on souhaiterait avoir a notre disposition.

1Le transfert du systtme OASIS sur SUN3 a en fait été réalisé assez récemment.
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On peut ainsi imaginer facilement une suite 2 ce travail dont le théme général
serait les algebres de preuves et la spécification d'un atelier de démonstrations,
incorporant cette notion d'algebre de preuves, en utilisant le langage LPG.
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10- Annexes

10.1- Contenu des fichiers QASIS

Nous présentons dans cette partie le contenu des différents fichiers manipulés
par OASIS. Une solution d'interfagage des logiciels aurait pu consister 2 utiliser ces
fichiers comme intermédiaire entre les deux systémes.

On peut dire que pour un objet OASIS, quatre fichiers peuvent lui étre
associés. Cette annexe est destinée A montrer la structure interne des fichiers de type
$0, SSO et SPO. L'exemple choisi est celui de la spécification algébrique des
listes. Pour chaque type de fichier (le fichier contenant la spécification externe mis 2
part), nous montrerons le contenu méme du fichier, qui est codé 2 I'usage de
l'interpréteur PROLOG et une image sous forme de clauses de Horn de ce contenu.

10.1.1- Fichier de E

C'est dans ce type de fichier que 'on retrouve le texte original de toute
spécification de type abstrait en OASIS.

type LISTE =
import

BOOL.
constantes

NULL : LISTE.

operations
OONS (LISTE,LISTE) =-> LISTE.
APPEND (LISTE,LISTE) -> LISTE.
REV(LISTE) -> LISTE.

var_eqgs
X,¥,Z : LISTE.

equations
1 : APPEND(NULL,x) = x.
2 : APPEND (CONS (x,y),z) = OONS (x, APPEND (y, z) ) .
3 : REV(NULL) == NULL.
4 : REV(OONS(x,y)) = APPEND (REV(y) ,CONS (x,NULL) ) .

var_theo
X,y : LISTE.

schema induc
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1 :P(x) <= (P(NULL) et ((P(x) et P(y)) =
P(QNS (x,y)))) .

theoremes
1l : REV(REV(X)) = x.

fin type LISTE.

10.1.2- Fichier de type SO
Ce type de fichier contient la forme interne de la spécification.

D1+5+LISTEI1+0+P0+I1+0+D2+4+TYPEI2+0+AC0+I1+04D3+6+IMPORTI3+0+AD4+4+BOOLI4+0+AC
0+I1+0+D5+3+CSTIS+0+AD6+4-+NULLT 6+0+AT1+0+AC0+I1+0+D7+3+OPST7+0+AD8+4+CONSI8+0+1
1+0+AT1+0-+AAT1+0-+ACO+I1+0+I7+0+ADH6+APPENDI O-+0+I1+0+AT1+0+AAT1+0+ACO+T1+0+I7+0
+AD: +3+REVI : +0+I1+0+AAT1+0+ACO+I1+04D; +6+VAREQST ; +0+AD<+3+" x ' I<+0+AT1+0+ACO+I1+
0+I; +0+AD=+3+"y" Im+0+AT1+0+ACO+I1+0+1; +0+AD>+3+" 2' I>+0+AT1+0+ACO+T1+0+D2+3+EQST
?+0+E1+SATI+0+I 6+0+AT<+0+AAT<HO+ACO+I1+0+ 1 2+0+E2+SAT9+0+I8+0+T<+0+AT=+0+AATH0+
AAT8+0+I<H0+ATI9+0+I=+0+AT>+0+ARACO+I1+0+I2+0+E3+SAT :+0+T6-+0+AAT6-+0-+HACO+T1+0+I2+
O+E4+SAT : H0+I8+0+I<+0+AT=+0+AAAT 9+0+T : +0+I=+0-+AAT8+0+T<+0-+AT6+0+ARACO+T1+0+D@+7
+VARTHEOI@+0+AT<+0+AT1+0+ACO+I1+0+I@+0+AT=+0+AT1+0+ACO+I1+0+DA+6+SCHEMATA+O+EL+
SADB+4+' <="IB+04DC+3+' $ ' IC+0+SDD+1+PID+0+I<+0+AADE+4+" et ' IE+0+IC+0+SIDH0+I6+0+A
ADF+4+"=>' TF+0+IC+0+STE+0+IC+0+SID+H0+I<+0+AATDH0+ T=+0+AAATD+0+I8+0+I<+0-+AT=+0+A
ARAAACO+T1+0+DG+4+THEOIG+0+E1+SADH+3+" =" IH+0+IC+0+ST: +0+1 : +0+ I<+0+ARAT<+0+AACO+
Q
Voici I'équivalent, décodé, sous forme de clauses de Horn :

LISTE (TYPE) .

LISTE (IMPORT, BOOL) .

LISTE (CST,NULL, LISTE) .

LISTE (OPS,CONS (LISTE, LISTE) , LISTE) .

LISTE (OPS, APPEND (LISTE, LISTE) , LISTE) .

LISTE (OPS,REV (LISTE) , LISTE) .

LISTE (VAREQS, 'x',LISTE) .

LISTE (VAREQS, 'y", LISTE) .

LISTE (VAREQS, 'z', LISTE) .

LISTE (EQS.1, APPEND (NULL, 'x'), 'x') .

LISTE (EQS.2, APPEND (CONS ('x', 'y'), 'z') ,OONS (%', APPEND('y*, '2"))) .
LISTE (EQS. 3, REV (NULL) ,NULL) .

LISTE(EQS.4,REV(CONS('x', 'y')) ,APPEND (REV('y'),CONS ('x',NULL))) .
LISTE (VARTHEO, 'x', LISTE) .

LISTE (VARTHEO, 'y', LISTE) .

LISTE (SCHEMA.1, ('<='.'$") (P('x"), ('et'."$") (P(NULL), ("=>'."$") (("et' S8 (P('x"),P('y")
) P(CONS ('x",'y")))))).

LISTE (THEO.1, ('=".'$") (REV(REV('x')), 'x')) .
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0.1.3- Fichier de SSO

Ce type de fichier contient les régles de syntaxe (profiles) des opérateurs de la
spécification ainsi que la liste des opérateurs définis.

D1+1+SIl+0+P2—I1+0+DZ+4+NUI.LIZ+0+AD3+5+LISTEI3+0+ACO+Il+0+D4+4-lCONSI4+0+I3+O+AI
3+0+AAT3+0+AC0+T1+04D5+6+APPENDI 5+0+I3+0+AT3+0+AAT 3+0-+ACO+T 1+0+D6+3+REVI6+0+ T3+
0+AAT3+0+ACO+I1+0+4D7+4+VRAII7+0+AD8+4+BOOLIS+0+ACO+T1+0+D9+4+FAUXT 9+0-+AT8+0+ACO
+I11+04D:+5+"non" I :+0+I8+0+AAT8+0+ACO+I1+0+4D; +4+" ou’ I; +0+D<+3+! $'I<+0+SI8+0+ATS8+
O+AAT8+0+ACO+I1+0+D=+4+" et ' I=+0+I<+0+SI8+0+AT8+0+AAT8+0+ACO+T1+04+D>+4+"=>' T>+0+
I<+0+SI8+0+AI8+0+AAT8+0+ACO+I1+H0+D245+ " <=>' I 2+0+I<+0+SI8+0+AT8+0+AAT8+0+AC0+I 1+
04D@+4+' ' IR+0+I<+0+SDA+2+*1VA+1+AVA+1+AAT8+0+AC1+I1+0+DB+3+" =" IB+0+I<+0+SVA+1
+AVA+1+AAI8+0+AC1+I1+0+DC+2+SIIC+0+I8+0+AVA+1+AVA+1+AAVA+1+AC1+I1+0+DD+4+OONDID
+0+18+0+AVA+1+AAVA+1+AC1+HO

DE+: +OPERATEURSIE+0+P2~IE+0+DF+6+'NULL' TF+0+AC0+IE+0+DG+6+" CONS ' IG+0+ACO+TE+04D
H+8+' APPEND ' IH+0+ACO+IE+0+DI+5+"' REV' IT+0+ACO+IE+04+DJ+6+' VRAT ' TJ+0+ACO+TE+0+DK+6
+'FAUX' IK+0+ACO+TE+0+T : +0+ACO+IE+0+1 ; +0+ACO+TE+0+I=+0+AC0+TE+0+I>+0+ACO+IEH0+I7?
+0+ACO+IE+0+I@+0+ACO+IE+0+IB+0+ACO+IE+04DIA4+" ST ' IL+0-+ACO+TE+0-+DM+6+" COND' IM+0+
BCO+IE+0+DN+3+"' P INHO-+ACO+Q

Sous une forme décodée, plus lisible :

S(NULL, LISTE) .

S (CONS (LISTE, LISTE) , LISTE) .

S (APPEND (LISTE, LISTE) , LISTE) .
S(REV (LISTE) ,LISTE) .
S(VRAI,BOOL) .

S (FAUX,BOOL) .

S('non' (BOOL) ,BOOL) .
S(('ou'.'$') (BOOL,BOOL) ,BOOL) .
S(('et'.'$") (BOOL,BOOL) , BOOL) .
S((*=>'.'$') (BOOL,BOOL) ,BOOL) .
S(('<=>'.'$") (BOOL,BOOL) ,BOOL) .
S((*<>'.'$") (*1,*1),BOOL) .
S(('=".'8") (*1,*1),BOOL) .
S(SI(BOOL, *1,*1),*1).

S (COND (BOOL, *1) , *1) .

OPERATEURS ("NULL') .
OPERATEURS ("CONS') .
OPERATEURS ('APPEND') .
OPERATEURS ('REV') .
OPERATEURS ('VRATI') .
OPERATEURS ('FAUX') .
OPERATEURS ('non') .
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OPERATEURS ('ou') .
OPERATEURS ('et"') .
OPERATEURS ('=>") .
OPERATEURS ('<=>") .
OPERATEURS ('<>') .
OPERATEURS ('=") .
OPERATEURS ('SI') .
OPERATEURS ('COND') .
OPERATEURS ('P') .

Ce type de fichier contient les différentes régles de réécriture définies.

D1+6+'NULL' I1+0+P2—Q
D2+6+"CONS' I12+0+P2-Q

D3+8+' APPEND ' I13+0+P2-13+0+D4+6+APPENDI4+0+D5+4+NULLIS+0+AD6+2+*1V6+1+AAV6+1+AC]
+I3+0+I14+04D7+4+CONSI7+0+V6+1+AD8+2+*2V8+2+ARDI+2+*3V9+3+AAT 7+0+V6+1+AT4+0+V8+2
+AV9+3+AAAC3H)

D:+5+'REV' I:+0+P2~1 : +04D; +3+REVL; +0+I5+0+AAT5+0+AC0O+T : +0+1; +0+I7+0+V6+1+AVE+2+A
AAT4+0+I; +0+V8+2+AAT7+0+V6+1+AT5+0+ARAC24Q

D<+6+'VRAI' I<+0+P2-Q
D=+6+"'FAUX' I=+0+P2-Q

D>+5+"non' I>+0+P2-I>+0+I>+0+D?+4+VRAII ?4+0+ARD@R+4+FAUXTI@+0+ACO+T>+0+I>+0+I@+0+AA
I240+AC0+I>+0+I>+0+I>+H0+V6+1-+AAAVE+1+ACIHO

DA+4+' ou' IA+0+P2-TA+0+TA+04DB+3+" § ' IB+0+SI2+0+AVO+1+AAT >+0+ACL+IA+0+TA+0+IB+0+S
VB+1+AT?+0+AAT?+0+ACI+IA+0+TA+0+IB+0+SIC+0+AVO+1-+HAAVI+1+ACI +TA+0+TA+0+IB+0+SVE+
1+AI@+0+AAV8+1+PC1+IA+0+IA+O+IB+0+SV8+1+AV8+1+AAV8+1+AC1+IA+0+IA+O+IB+0+SIA+0+I
B+0+SV8+1+AV9+2+AAVI+2+AATA+0+IB+0+SV! 8+1+AVI+2+AAC2+IA+0+IA+0+IB+0+SV6+1+AT>+0+
V6+1+ARAT 2+0-+ACI+IA+0+TA+0+TB+0+SD-+0+V6+1+AAV6+]1 +AAT 2--0+AC1+Q

DC+4+' et ' IC+0+P2-ICH0+ICH+0+IB+0+SI?+0+AVI+1+AAVI+1+AC] +ICH+0+ICHO+IB+0+SVE+1+AT?
+0+AAV8+1+AC1+IC+0+IC+0+IB+0+SI@+0+AV9+1+AAI@+0+AC1+IC+0+IC+0+]B+O+SV8+1+AI@+0+
AATR+0+AC1+ICH0+ICH0+IB+0+SV8+1+AVB+1+AAVE+1+AC1+ICHO+ICH0- IB+0+S IC+0+IB+0+SV8+
I+AVI+2+AAVI+2+ARTCHO+IB+0+SVE+1+AVI+2+AAC2+ICH0+ICHO+IB+0+SVE+1+AT>H0+VE+1+AAA
IQ+0+ACI+ICHO+ICHO+IBH0+SI>+0+V6+1+AAV6+1+AATRH0+ACI+HQ

DD+4+" =>" ID+0+P2~ID+0+ID+0+IB+0+SI1?+0+AV+1+AAVI+1+AC1 +ID+0+IT +0+IB+0+SI@+0+AVY
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+1+AAT?+0+AC1+ID+0+ID+0+IB+0+SVB+1+AT?+0+AAT 2+0+AC1+ID+0+ID+0+ IB+0+SV8+1+AIR+0+
AAT>+0+V8+1+AACL+ID+0+ID+H0+IB+0+SV8+1+AVS+1+AAT ?+0+AC1+ID+0+ID+0+IB+0+SV8+1+AIC
+0+iB+0+SV8+1+AV9+2+AAAID+0+IB+O+SV8+1+AV9+2+AAC2+ID+0+ID+0+IB+O+SV8+1+AIC+0+IB
+0+5V9+2+AV8+1+AAATD+0+IB+0+SV8+1+AVIH2+ARAC2+Q

DE+5+"<=>" IE+0+P2-IE+0+IE+0+IB+0+SV8+1+AV8+1+AAT 2+0+AC1+IE+0+ IE+0+IB+0+SI?+0+AV
H1+AAVI+1+ACI+IE+0+IE+0+IB+0+5V8+1+AT 2+0+AAVE+1+ACI +IE+0+IE+0+IB+0+SI@+0+AVI+1
HAAT>+0+VI+1+AACI+IE+0+IE+0+IB+0+SV8+1+ATR+0+AAT>+0+V8+1+AACI +O)

DF+4+' <! TF4+0+P2-IF+0+IF+0+IB+0+SDG+2+* SVGHL+ADH+2+* GVH+2+AAT>+04DI+3+ ' =" TT+0+T
B+0+SVGH+1+AVHA2+ARAC2+Q

II+0+P2-II+0+II+0+IB+0+SI?+0+AIR+0+AAIR+0+ACO+IT+0+IT+0+TB+0+SIR+0+AI?+0+AATA+0
+ACO+HQ

DJ+4+'SI'IJ+0+P2-Q
DK+6+'COND ' IK+0+P2—Q
DLA3+'P' IL+0+P2~Q
DMH+2+PRIMH0+P2-Q

DN+:+regles_symIN+0+P2~Q
Soit aprés décodage sous forme de clauses de Horn :

'APPEND' (APPEND (NULL, *1), *1) .

"APPEND' (APPEND (CONS (*1, *2) , *3) ,CONS (*1, APPEND (*2, *3) ) ) .
'REV' (REV (NULL) ,NULL) .

'REV' (REV (CONS (*1,*2) ) , APPEND (REV (*2) , CONS (*1,NULL) ) ) .
'non' ('non' (VRAT) ,FAUX) .

'non’ ('non’' (FAUX) ,VRAI) .

‘non’' (*non’ ('non' (*1)),*1).

‘ou' (('ou'.'$") (VRAI, *3),VRAI) .

‘ou' ((*ou'.'$") (*2,VRAT) ,VRAI) .

‘ou' (('ou'.'$') (FAUX, *3),*3) .

‘ou' (('ou'.'$") (*2,FAUX) , *2) .

‘ou' ((‘ou'.'$') (*2,%*2),*2) .,

‘ou' (("ou'.'$") ((Tou'.'$') (*2,*3),*3), (Tou'.'s"') (*2,*3)).
‘ou' ((*ou'.'$') (*1, 'non' (*1)),VRAI) .

‘ou' ((*ou'.'$') ('non' (*1),*1),VRAI) .

‘et! ((‘et'.'$') (VRAI, *3),*3) .

'et' (('et'."$") (*2,VRAI),*2).

‘et' (('et'.'s$") (FAUX, *3) ,FAUX) .

‘et' (('et'.'$") (*2,FAUX) ,FAUX) .
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'et! (('et'.'s$") (*¥2,%*2),%2) .

‘et' (('et'.'S') (('et’.'$") (*2,%*3),%*3), ('et'.'$") (*2,%3)).
'et' (('et'.'$') (*1, "non' (*1)),FAUX) .

'et' (('et'.'$") ('non' (*1),*1) ,FAUX) .

'=>T(("=>'."$") (VRAI, *3),*3).

=S (('=>T.'$") (FAUX, *3) ,VRAT) .

'=>T(('=>'.'§") (*2,VRAI) , VRAI) .

'=>T(('=>'."8") (*2,FAUX), 'non" (*2)).

'=>T((T=>T.187) (%2, *2) ,VRAT) .

TEST((T=>T0T8T) (%2, (Tet LTS (*2,%3)), ("=>".18") (*2,*3)).
TEST((=>T.8Y) (F2, (Tet 'L TSY) (*3,%2)), ("=>'.18") (*2,*3)) .
<= ((T<=>T.18Y) (%2, %2) , VRAT) .

'<=>T (('<=>','$") (VRAI, *3),*3) .,

T<=>t ((T<=>T,'$") (*2,VRAT) ,*2) .

'<=>T (('<=>T.'$") (FAUX, *3), 'non' (*3)) .

'<=> (('<=>','$") (*2,FAUX) , 'non' (*2)) .

ST (T T8Y) (X5,%6), 'non” (('="."S$") (*5,%6))) .

‘=" (('=".'$") (VRAL, FAUX) ,FAUX) .

'='(('="'."'$") (FAUX,VRAI) ,FAUX) .

Nous présentons dans cette partie la signature des types abstraits de la
bibliotheque du systtme OASIS. Pour une version complete, on peut consulter
[Paul 85].

_ D'une maniére générale, les sortes ELEM, ELEM1, ELEM2, NOEUD et
INDICE seront des sortes parametres de la signature qui les utilise.

Le nom des constantes sera suivi de : <name_sort> qui indique de quelle sorte
est 1a constante. La sorte du résultat d'un opérateur sera notée -> <name_sort>.

10.2.1- bool

I n'est pas possible de redéfinir le nom de ce type, ni le nom des deux
constantes, ni méme le nom de ces opérations du fait de leur utilisation par le
systeme de réécriture.

VRAT,FAUX : BOOL

non (BOOL) -=> BOOL

BOOL ou BOOL —> BOOL

BOOL et BOOL -> BOOL

BOOL => BCOL => BOOL

BOOL <=> BOOL -> BOOL

ELFM <> ELEM ~> BOOL

ELFEM = ELFM -> BOOL

si BOOL alors ELEM sinon ELEM -> ELEM
si BOOL alors ELEM -> ELEM
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10.2.2- entier

De méme que pour le type des booléens, on ne peut redéfinir ni le nom de ce
type, ni celui de ses opérations et constantes.

11 a été prévu d'utiliser les constantes entieres traditionnelles, ce qui fait que
l'opérateur succ constructeur des entiers n'apparait pas dans cette signature.

0,1 : ENTIER
ENTIER + ENTIER -> ENTIER
ENTIER - ENTIER -> ENTIER
~(ENTIER) -> ENTIER
ENTIER * ENTIER -> ENTIER
ENTIER / ENTIER -> ENTIER
rod (ENTIER, ENTIER) -> ENTIER
ENTIER > ENTIER -> BOOL
ENTIER < ENTIER -> BOOL
ENTIER >= ENTIER -> BOOL
ENTIER =< ENTIER -> BOOL
1 - _enrich_entier
Théoriquement, cette signature correspond 2 la définition d'un nouveau type
abstrait qui défini la nouvelle sorte ENRICH _ENTIER (sans d'ailleurs qu'il y ait
d'opérateur dont le résultat est cette sorte) ainsi que deux opérateurs sur les entiers.

Pratiquement, elle ne fait qu'introduire deux nouvelles fonctions sur les valeurs
entiéres.

fact (ENTIER) -> ENTIER
ENTIER ** ENTIER -> ENTIER
4- |

Spécification du produit cartésien de deux sortes.

* Factorielle
* Elevation a la puissance

ELEMl x ELEMZ -> COUPLE(ELEM], ELEMD)

gauche (COUPLE (ELEM1, ELEM2) ) -> ELEMI

droite (COUPLE(ELEMI, ELEM2) ) -> ELEMZ
10.2.3-

Spécification des séquences.

SEQ VIDE : SEQ(ELEM)

SEQ(ELEM) ; ELEM -> SEQ(ELEM) * Ajout a droite

ELEM ;; SEQ(ELEM) -> SEQ(ELEM) * Ajout a gauche

s (ELEM) -> SEQ(ELEM) * Fonction list de LISP

SEQ(ELEM) & SEQ(ELEM) -> SEQ(ELEM) * Concatenation

debut (SEQ(ELEM)) —> SEQ(ELEM) * Reste dans le cas ajout
*  a droite

fin (SEQ(ELEM)) -> SEQ(ELEM) * Suppression du dernier
*  element

iemes premiers (SEQ(ELEM) ,ENTIER) —> SEQ(ELFM)
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iemes derniers (SEQ(ELEM) , ENTTER) -> SEQ(ELEM)
dedup (SEQ(ELEM) ) —> SEQ(ELEM) * Suppression des elements
*  repetes

inverse (SEQ(ELEM) ) —> SEQ(ELEM)

circule (SEQ(ELEM) , ENTIER) -> SEQ(ELEM)

ieme (SEQ(ELEM) , ENTIER) —> ELEM * ieme element de la

*  sequence

retire (SEQ(ELEM) , ENTIER) -> SEQ(ELEM)

vide (SEQ(ELEM)) -> BOOL

SEQ(ELEM) [ SEQ(ELEM) -> BOOL * Inclusion

ELFM dans SEQ(ELEM) -> BOOL

nodup (SEQ(ELEM) ) —> BOOL

SEQ(ELEM) disjointes SEQ(ELEM) -> BOOL

taille (SEQ(ELEM)) -> ENTIER

premier (SEQ(ELEM)) -> ELEM

demier (SEQ(ELEM) ) -> ELEM

P(ELEM) -> BOOL Declaration du profile
d'un predicat qui sera
specifie par ailleurs

Tous les elements de la
sequence verifient le
predicat

Suppression des elements
qui ne vérifient pas
le predicat

TOUSP (SEQ(ELEM) ) —> BOOL

DENONP (SEQ(ELEM)) -> SEQ(ELEM)

* % % F X o F F

10.2.6-_ensemble
Spécification du type des ensembles.

ENS VIDE : ENSEMBLE(ELEMEM)

ENSEMBLE(ELEM) u ELEM -> ENSEMBLE(ELEM) * Ajout d'un element
enlever (ENSEMBLE(ELEM) ,ELEM) —> ENSEMBLE(ELEM)

vide (ENSEMBLE (ELEM)) -> BOOL

ELEM c ENSEMBLE(ELEM) —> BOOL * Appartenance
ENSEMBLE (ELEM) C ENSEMBLE(ELEM) -> BOOL * Inclusion

taille (ENSEMBLE(ELEM)) —> ENTIER

ENSEMBLE (ELEM) U ENSEMBLE(ELEM) -> ENSEMBLE(ELEM)

ENSEMBLE (ELEM) ~ ENSEMBLE(ELEM) -> ENSEMBLE (ELEM)

10.2.7- pile
Spécification des piles.

PILE VIDE : PILE(ELEM)
empiler (ELEM, PIIE(ELEM)) -> PILE(ELEM)
depiler (PILE(ELEM)) -> PILE(ELEM)
sammet (PILE(ELEM)) -> ELEM

vide (PILE(ELEM)) -> BOOL
taille(PILE(ELEM)) -> ENTIER
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remplacer (ELEM, PIIE(ELEM)) -> PILE(ELEM)

10.2.8- vecteur

Spécification des vecteurs.

VECTEUR VIDE : VECTEUR(ELEM, INDICE)
modifier (VECTEUR (ELEM, INDICE) , INDICE, ELEM) —> VECTEUR(ELEM, INDICE)
valeur (VECTEUR (ELEM, INDICE) , INDICE) -> ELEM

10,2.9- file
Spécification de la structure de file (FIFO).

FILE VIDE : FILE(ELEM)

ajouter (ELEM, FILE(ELEM)) -> FILE(ELEM)

retirer (FILE(ELEM)) —> FILE(ELEM)

premier (FILE(ELEM)) -> ELEM

vide? (FILE(ELEM)) -> BOOL

taille (FILE(ELEM)) -> ENTIER
10.2.10- _ list

Spécification des listes.

NULL : LISTE

QONS (LISTE, LISTE) —> LISTE
APPEND (LISTE, LISTE) -> LISTE
REV(LISTE) -> LISTE

10.2.11- _eroupe

Caractérisation d'une structure de groupe.

NEUTRE : GROUPE

i (GROUPE) -> GROUPE

GROUPE X GROUPE -> GROUPE
10.2.12- he

Spécification du type abstrait des graphes.

GRAPHE VIDE : GRAPHE (NOEUD)
a7j_arc (GRAPHENOEUD) , NOEUD, NOEUD) -> GRAPHENOEUD)

aj_arcs_vers noeud(GRAPHENOEUD) , ENSEMBLE (NOEUD) , NOEUD)
—> GRAPHENCEUD)

aj_arcs_depuis_noeud (GRAPHENOEUD) , ENSEMBLE (NOEUD) , NOEUD)
-> GRAPHENCEUD)

NOEUD est_dans GRAPHENCEWD) -> BOOL

GRAPHENCEUD) a_un arc de NOEUD a NOEWD -> BOOL
NOEUD est_une feuille dans GRAPHENCEUD) —> BOOL
NOEUD est_sans fils dans GRAPHENOEUD) —> BOOL
GRAPHENCEUD) a un chemin de NOEUD a NOEUD —> BOOL
SEQ(NOEUD) est_un chemin de GRAPHENOEUD) —> BOOL
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SEQ(NCEUD) est_un_chemin de NOEUD a NOEWD dans GRAPHENOEUD)
=> BOOL

NOEUD est_un noeud du chemin SEQ(NOEUD) de GRAPHENOEUD) —> BOOL

GRAPHENOEUD) est_une extension de GRAPHENCEUD) -> BOOL

GRAPHENCEWD) est_une extension disjointe de GRAPHENCEUD)
—> BOOL

vide (GRAPHENCEUD) ) => BOOL

noeuds (GRAPHENCEUD) ) -> ENSEMBLE (NOEUD)

feuilles (GRAPHE (NOEUD)) => ENSEMBLE (NOEUD)

fils de (GRAPHE(NCEUD) ,NOEUD) ~> ENSEMBLE (NOEUD)

parents de (GRAPHE (NOEUD) , NOEUD) ~> ENSEMBLE (NCEUD)

nbre noeuds (GRAPHE (NOEUD) ) —> ENTIER

nbre arcs (GRAPHE(NOEUD)) —> ENTIER

- _Bibli P

Cette bibliotheque prédéfinie est composée de deux parties (deux fichiers).
Dans la premigre partie, on trouve des déclarations un peu particuliéres dans le sens
ou elles ne sont pas absolument correctes d'un point de vue spécification (définition
de type sans constructeurs, etc...). Ces incohérences sont voulues et dues au fait
que certains opérateurs sont directement implantés (cablés) dans le systéme LPG
pour des rasons d'efficacité. Le deuxiéme fichier, quant 2 lui, contient des
définitions normales venant enrichir initialement le systéme.

Nous allons donner les signatures des différents modules figurant dans cette
bibliotheque prédéfinie et par catégorie de module. Pour chaque module, on donne
tout d'abord son nom puis les sortes qu'il introduit. On liste ensuite les opérateurs
avec, pour chacun d'eux son nom et son profile. Les constantes sont caractérisées
par le fait qu'elles n'ont pas de domaine.

10.3.1- Les propriétés
Caractérisation d'une sorte formelle.

Formal Sort t
Caractérisation de la commutativité d'un opérateur.

Com t
+: (g,t) >t

Associativité d'un opérateur.

Assoc t
+ (tlt) ->t
Structure de monoide. I1 est nécessaire de définir un opérateur et une
constante.

Monoid t
zZ ->t
+: (E,t) >t

Caractérisation de l'associativité et de la commutativité d'un opérateur.
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AC t
+: (t,t) >t
Structure de monoide commutatif.

MC t
z : >t
+ (t't) ->t

Spécification d'un opérateur d'égalité.

Equality ¢t
=: (t,t) = bool
Spécification d'une relation d'ordre partielle. La présence de 1'opérateur
d'égalité est justifiée par son utilisation dans la définition de la relation.

Partial Order t
<= : (t,t) —=> bool
= : (t,t) = bool
Description d'une relation d'ordre totale. Méme remarque que précédemment
en ce qui concerne la relation d'égalité.

Total Order t
<= : (&,t) —> bool
= : (t,t) —> bool

10.3.2- Les types

Spécification du type des booléens. On peut noter 1'absence des constantes
vrai et faux qui sont en fait implémantées (cablées) dans le langage.

Bool bool
not : bool -> bool
and : (bool,bool) -> bool
or : (bool,bool) —> bool
xor : (bool,bool) -> bool
= : (bool,bool) => bool

Spécification des entiers naturels. Méme remarque quant 2 la constante 0. .

Natural nat

succ : nat -> nat
pred : nat -> nat
+ : (nat,nat) => nat
- : (nat,nat) -> nat
* ¢ (nat,nat) > nat

Spécification du type des caractéres. Les constantes ne figurent pas car elles
sont également implantées dans le langage.

Character char

succ ¢ Char => char
pred : char => char
ord : char => nat
ordinv : nat —> char
= ¢ (char,char) -> bool
/= : (char,char) -> bool
<= ¢ (char,char) -> bool
< : (char,char) -> bool
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S= : (char,char) -> bool
> ¢ (char,char) -> bool

Description du type des chaines de caractéres.

String string

<+ : (char, string) -> string
+> : (string,char) —> string
cv_string : char -> string
cv_char : string -> char
# : string -> nat
+ : (string, string) -> string
|l ¢ (string, (nat,nat)) =-> string
I ¢ (string,nat) -> char
= ¢ (string,string) => bool
/= : (string, string) => bool

Spécification des séquences d'élément. Ce type est générique et exige la
propriété Formal_Sort pour les éléments de la séquence.

Seq seq
nil : => seqglelem]
<+ : (elem,seqglelem]) -> seqlelem]

Type abstrait des tableaux. Ce type est également générique et exige la
propriété Formal_Sort pour ses éléments.

Array array

empty array : nat => array[elem]
store : (array[elem],nat,elem) -> array[elem]
| : (array[elem],nat) -> elem

# : array[elem] => nat

Type générique des ensembles.

Set set
empty set : —> set [elem]
<+ : (elem,set[elem]) -> set[elem]

10 - nrichi nts

Spécification des opérateurs d'égalité et de différence entre les valeurs
booléennes.

Eq Bool = : (bool,bool) => bool
/= : (bool,bool) => bool
Définition de nouveaux opérateurs sur les valeurs d'entiers naturels.
Nat_Ops : (nat,nat) -> nat
¢ (nat,nat) -> nat

: (nat,nat) => bool
: (nat,nat) -> bool
: (nat,nat) => bool
: (nat,nat) -> bool
: (nat,nat) -> bool
: (nat,nat) => bool

Définition de primitives génériques d'entrées-sorties.

V}(A/"\Fllé\

Io read : >t
write : t >t
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A edit I >t
place write : (mat,t) =>t
place edit : (nat,t) >t
Diverses définitions d'utilités générales.
Utilities read line : -> string
jump line : nat -> nat
time t bool =-> bool
trace tnat ->nat
place tab : nat -> nat
tab val : => nat

Enrichissement de la théorie des séquences avec d'autres opérateurs.

Seq_Ops head : seq[elem] -> elem
tail : seglelem] -> seq[elem]
+> : (seq[elem] ,elem) -> seqlelem]
+ : (seglelem],seqlelem]) -> seqlelem]
# : seqlelem] => nat
is empty : seqlelem] -> bool

Définition de 'égalité entre séquences d'éléments. Ce module est générique et
utilise un opérateur d'égalité entre les éléments de la séquence.

Seq_Equality = : (seglelem],seglelem]) -> bool
/= : (seqlelem],seglelem]) -> bool
Spécification de 1'égalité entre tableaux.
Array Equality = : (array[elem],arrayl[elem]) —> bool
- ificati identificateurs QASI

Nous avons vu dans le troisi¢me chapitre de cette thése que les identificateurs
utilisés en OASIS se subdivisent en deux groupes en fonction des caractéres
employés.

Si le premier caractre est une majuscule, les reste de l'identificateur doit
comporter des majuscules, blancs soulignés ou des chiffres. Si le premier caractére
est un caractére minuscule ou spécial, les reste doit étre formé de minuscules,
blancs soulignés ou caracteres spéciaux. :

Cette contrainte a été jugée comme étant beaucoup trop forte. On aimerait, par
exemple, manipuler l'identificateur Seq pour désigner une séquence. Une
modification de OASIS a été réalisée afin de pouvoir admettre des identificateurs
commengant par une majuscule, une minuscule ou un caractére spécial et qui
contient, ensuite, des majuscules, minuscules, blanc soulignés, caractéres spéciaux

- ou des chiffres.

Le diagramme syntaxique suivant résume les différentes possibilités.
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Cette modification a porté sur un fichier source du systtme OASIS appelé
predext.pascal.
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Résumé

La spécification par type abstrait algébrique permet de décrire le comportement de structures de données
particulires telles que les files, piles, arbres etc. D'autre part, la généricité permet de spécifier le comportement
de classes de structures.

Nous nous intéressons dans cet ouvrage aux types abstraits génériques structurés exprimés dans le
formalisme algébrique. Ces spécifications génériques sont souvent liées entre elles par des relations telles que
I'importation, la paramétrisation etc.

Toute instance d'une spécification générique Sy, paramétrée par une spécification S, doit vérifier des
conditions décrites formellement dans S2. En général, ce type de vérification se traduit par la démonstration de la
validité de formules logiques dans une théorie particuliere.

Nous définissons les différentes relations sémantiques qu'il faut valider dans le cadre d'un langage de
programmation générique. Nous montrons également les principales caractéristiques de notre implantation. Celle-
ci aide 2 réaliser les validations sémantiques en utilisant un démonstrateur semi-automatique de théoremes.

Les expériences réalisées avec notre implantation nous ont conduit a constater le besoin de la réutilisation
de démonstrations. Aussi avons nous proposé les fonctionnalités d'un atelier de démonstration en utilisant le
formalisme algébrique.

Mots-clés

abstraction, type abstrait, spécification algébrique, programmation fonctionnelle, démonstrateur de
théoréme, généricité, paramétrisation, validation sémantique, théorie structurée.

Abstract

Abstract Data Types specifications allow the description of structures like queues, stacks, trees and so on.
On the other hand, the genericity or parameterized specifications allows the description of the behaviour of
classes of structures. ;

The aim of this thesis consists in the study of structured parameterized abstract data types in the algebraic
framework. These generic specifications are often linked by relations such as importation, parameterization, etc.

Given a specification S, which is parameterized by another specification S, conditions described within
S2 must hold within each instantiation of 7. In general, these verifications comes to prove the validity of
logical formulae within a particular theory.

We define the semantic relations to be verified within the frame of a generic programming language. We
describe then the main features of our implementation. This implementation brings help to a user in order to
achieve semantic validations using mainly a theorem prover.

Finally, from the experiments lead with our implementation, we noticed the need of reusability of proofs.
That is why we gave the outlines of a proof environment using the algebraic formalism.

Keywords

abstraction, abstract data type, algebraic specification, functional programming, theorem prover,
genericity, parameterization, semantic validation, structured theory.
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