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Un peu d’histoire ...

De tous temps, 'hnomme a voulu contra, explorer et comprendre aussi bien son environnemengdian

gue lointain avec la biologie, la @anique, la botanique, I'astronomie et bien d’autres domaines scien-
tifiques. Pendant longtemps, la science a eu pour objeémendrea des questions sur desgrtonenes
observables telles que la chute d’'un objet, le cycle des jours et des saisons, le fonctionnement du corps
humain, etc ... .

Au fur eta mesure que la sae, dans laguelle nous vivonsgsaollg, avec I'aénement de I'industrialisa-
tion et de nouvelles technologies, les pehks poas devinrent de plus en plus compleXesomprendre,
analyser et mogliser. De la com@hension de I'environnement de ’lhomme, la science agoeeuévolle

vers des objectifs industriels. Dans certainesadsicontemporaines, cette envie de comprendre s’est trans-
formee en &cesski, d’'une part, de @dire 'occurence des gnonenes naturels ésmes, cyclones, chutes

de neteorites, etc ...) avec leurs ca@amgiences sur la s@&te et, d’autre part, de médiser le comportement
des constructions humaines (avions, navir@infients, ouvrages d’art, etc ...). Cettcassi est bien @r

due au prix gu'attachent ces seisa la vie humaine, mais aussides souci&économiques et de maintien

de la qualié de I'environnement.

Au xVviI'®me sigcle, la science se basait principalement sur des observaéiali®es sur des expiences
basiques. L'incongnient majeur de telles e&gencestait qu’elles se @roulaient toujoura desechelles de
temps et d’espace proches @ehelles humaines, c’eatdire de I'ordre de quelques heures tout au plus, et
de dimension allant du milligtre au neétre. Meme si ’homme a pu accitoe I'échelle spatiale d’observation
par des nouvelles techniques I'amenant vers linfiniment gragldstope en 1608) et l'infiniment petit
(microscope 1625), il n’a toutefois pas pu modifier de reemconéquente echelle du temps d’observation
des expgriences et des ghonenes naturels.

A partir des esultats exprimentaux, des lois pluggerales, bien que principalementéamires gtaient pos-
tulées. Par exemple, partir d’exg@riences sur la chute d’'une bille le long d’'un plan inel@aliee (1604)

a postué des lois sur la ciematique des solides. A cause des moyens de mesurémglie, quelques
observations s'aferent d’ailleurs inexactes dans le futur. Dans leugtgudu savoir, les scientifiques, tel
Galilee, ont propas des postulats (loi de Newton, postulat sur@sistance des ni&iaux) et des maeles
matrematiques du comportement de la raegi glasticie linéaire). Gacea ces lois matbmatiques pouvant
s’appliquera une grande vaie de situations, et gcea la nouvelle collaboration des physiciens avec les

matrematiciens (deukime moité duxvii'®™esigcle), de nouveaux pralrnes plus complexes ont @tre
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Avant propos

analy€s et esolus analytiquement. Pour la pré&nd fois, la esolution deg€quationsécritesa partir de lois
gérérales, a permis désoudre des probines dont les dimensions spatiale et tempoatfient diferentes
deséchelles exprimentales.

Alors que les connaissances scientifiquedesidaient de I'infiniment peta I'infiniment grand, que les
géonetries des sysmesetudies devenaient de plus en plus complexes (constructions humaines), avec des
sollicitations de plus en plus vées (penonenes cougs), il est devenu de plus en plus difficile ésoudre
analytiquement les probines poss. L'apparition d’outils nur@driques awx®™siécle a permis de repous-
ser ces limites en offrant aux scientifiques la posséidi¢ Esoudre de maére approcée avec une erreur
maitrisée des proldmes ex@Emement complexes.

De nos jours, les simulations n@miques sont utilisées dans tous les domaines scientifiques et dans d’autres
domaines commedconomie (cf. pgvoir le cours des actions en bourse). L'outil rerique permet dtudier

a moindre c@t des situations pour lesquelles desérignces seraient trop ereuses (grand nombre de pa-
rametres) ou tout simplement impossildeealiser. Il est donc un outil comgnentaire indispensable aux
essais ex@rimentaux.



Notations et symboles

De manere gerérale les symboles en carad normal sont des scalaires et ceux en caragras sont soit
des vecteurs, soit des matrices ou des tenseurs. Tout au long dentare) la sommation paépétition
n

d’un indice (notation d’Einstein) sera utiéie {c;; = > _ zy).
=1

Opérateurs

G,G" : gradient et divergendecrits symboliquement sous forme matricielle
V(.) : divergence d'un tenseugtini parX,; ;
V(.) : gradient d'un vecteur&ini parX; ;
tr() : trace d’'une matrice&finie par ttX) = X;
A(.) : différence
det(.) : cdeterminant d'une matrice

()T : transpog&e d’'une matrice

(.)) : partie ceviatorique d’un tenseur
diag(.) : diagonale d’'une matrice

d(.) : derivee partielle

() : derivee spatiale

Exposants et indices

(.) : valeur adimensionnelle
2

(.) : valeur de Jaumann

(.) : valeur modifee

)¢ :  relatif a une variable de Cosserat

)" . valeur approcée sur une grille d’'espacement
)™ = relatif a une variable du directeur

)* + champ virtuel

(e :  valeur effective



Notations et symboles

Lettres latines

Scalaires

A appetit des particules

[on capacié calorifiguea pression constante

D, nombre de Deborah (Temps de relaxation / Temps d’observation)
Cijk symbole de permutation

h dimension

i, J entier servant d’indice

k conductivié thermique

K. module de compressibiiitlastique

m masse

n nombre de de@s de liberks

N nombre délements de la disétisation g¢onetrique
P pression

P terme de gnalie

Pii, Py : puissance des efforts internes et externes

Pr nombre de Prandtl (Viscosittinematique / Diffusivié thermique)
q pseudo-pression
t temps
T temperature
Vecteurs
e erreur entre la solution exacte et une solution appgech
f force
£ force de surface ou de contact
I force de volume
g accleration gravitationnellg|g|| = 9, 81 m.s™?2)
n vecteur normal
q pseudo-pression aux nceuds du maillage
r résidu
v vitesse
t vecteur tangentiel
u . Vitesse approde
x, X : vecteur de coordor@es respectivement dans la configuratiéfodmée et de &ference



Notations et symboles

Matrices et tenseurs

A matrice de viscostt globale
A° . matrice de viscos#élementaire
A" préconditionneur ded dans la néthode du gradient conjugu
B : matrice des @rivées des fonctions d’interpolation
D : tenseur celongation qui est la partie syatrique du tenseur deeébrmationL
F : tenseur des gradients despiacements
I : matrice identié
J : matrice Jacobienne de la transformation
K : tenseur des gradients du vecteur courbure
L : tenseur des gradients de vitesses
m . premier tenseur des contraintes couple de Piola-Kirchhoff
M : matrice de compressibitit
N : matrice des fonctions de forme
N’ :  matrice des fonctions d’interpolation
R : tenseur de rotation de corps rigides
S : premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
W . tenseur de rotation ou vortiéifqui est la partie antisy@trique du tenseur deefbrmationL

Lettres grecques

Scalaires
a . temps de relaxation sur le comporteme@vidtorique
G . temps de relaxation sur le comportement isotrope
n . viscosié
n, - Vviscosie plastique du mage de Bingham
e . valeurinfiniésimale

frontiere du domaine
diffusivité thermique
raideurélastique

w, . poids nunérique d’'une particule

Qo, 2 domaine deé&férence et domaine actuel
p . masse volumique
70 . seuil de plastic# du mo@le de Bingham
¢ :  module de compressibiét
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Notations et symboles

\Vecteurs

X . tenseur des courbures

Matrices et tenseurs

symbole de Kronecker

tenseur des taux deetbrmations
matrice de comportement

tenseur des@formations

tenseur des contraintes couples
matrice des vitesses de rotation
tenseur des contraintes

tenseur des contraintegwatoriques

9 9 DT R 3I a0 >
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Introduction

Si certains travaux s’attacheatanalyser en&tail un pfenomene physique ou un nouveau @dau, puisa
en faire un modle, ce nemoire a pour objectif de valider et developper une nouvelle@hode nurarique
qui permet un largéventail d’applications dans des domainés vares.

En ggophysique, contrairemeatdes domaines proches dedhelle humaine, il est impossible de faire des
experiences pratiques sur des domaines de plusieurs &itesde dimension et sur uaehelle de temps de
plusieurs millions d’an@es, le tout des tempratures de I'ordre de plusieurs centaines de&e@elsius

et des pressions pouvarémhsser le gigapascal.

Autant pour les constructions humainegchelle de temps d’observation est proche de celle de &edie
vie de I'ouvrage, autant pour les @monmenes g@ophysiques Echelle d’observation (quelque®sies tout
au plus) est agligeable par rappoit!'age de la Terre. |l est donc impossible de faire degB&pces ou des
observations sur une ceeg de temps noregligeable par rapport au temps et aux dimensions @rstitjues
des plenonenes. Certes, laégpphysique n'a pasébue avec les rethodes nu@riques, mais, auparavant
des mesures et des observatiétaent faites sur tat actuel de la Terre en certains points, paikaide
d’hypotheses sur Bvolution de la maére obserge, les @ophysiciens proposaient un nadel qualitatif.
Une meilleure connaissance des rales de comportement, ainsi que detdit actuel de la Terre, &ce

a de nouveaux moyens de mesureadiutilisation des outils nurgriques, a permis de faire déstudes
quantitatives plus j&cises.

Créer un moéle global de comportement virtuel permet de comprenésmlution de la Terre jusqa’nos
jours. Les esultats du mogle doiventetre corrobogs avec les observations faites in situ par keslggues
a la surface de la Terre et par lesaphysiciens. Cettétape sert aussi de calage du mlednunérique.
L'utilit & de tels calculs nuamiques pour l'industrie migre est de fdire 'emplacement et la taille des
gisements de maties premngres (or, uranium, grole et gaz naturel entre autres) en &ladnt une zone
réduite de la Terre avec s@volution chimique, racanique et thermique.

D’autre part, la modlisation nungrique permet d’anticiper des @honenes naturels tels que les tremble-
ments de terre, les raz de rearet autres glissements de terrains, mais elle est surtout utile @ooirpges
congquences sur les hommes et leur environnement. Ce dernier aspexs esprtant dans la simulation
du chargement que vont subir les constructions@higcivil.

Une nethode nurarique pour modliser les pbBnonmenes @ophysiques doit pouvoir prendre en compte
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Introduction

les grandes transformations de type fluide (convection magmatique dans le manteau terrestre), des lois
de comportement non lgaires avec des variables internes (viséosit fonction de la pression et de la
temperature, viscoplasti@t etc ...) et I'interaction fluide-solide (plaque tectonique solide en flottaison sur

le magma fluide). Les effelastiques jouent aussi uale important dans des phonenes dont le temps
caracéristique est irérieur au temps de relaxation du @@au (zone de subduction, rebogldstique post-
glaciaire).

Autant pour la @ophysique, c’est I'impossibiét de Ealiser desttudes quantitatives qui a poéskes
scientifiques vers le calcul nwerique, autant dans le domaine de laaanique, c’est le ¢ desétudes
experimentales qui est le moteur dévolution vers les calculs numiques.

En plus detudes nurariques sur les structures, lérge civil et le gnie mecanique doivent ausstudier

les proédes de mise en forme ou de fabrication. Que leémat soit du Bton, de I'acier ou un matiau
composite fibe, il est recessaire de métiser la phase de mise en forme pour pouvoir citinedes pro-
prietes mecaniques du produit fini. Lesathodes nur@riques pour Btude des prames de mise en forme
doiventétre capables de méliser des grandes transformations avec des lois de comportement allant du
fluide visqueux (acier en fusion et mortier frais) au soked@stique. Les effets de la microstructure de la
matiere peutetre moeélisee par la tborie de Cosserat. Linteraction entre un solide et un fluide est aussi
néecessaire dans la melisation des granulats solides inclus dans uate fluide pour former duéion.

En conclusion, les aspects de natidation nurérique pour la gophysique, pour leémnie civil et pour le
génie nécanigue contiennent un grand nombre de carestiques communes. Dans tous les cas dthade
numérique doitétre capable de prendre en compte les grandes transformations, dessradlcomporte-
ment cependant de I'histoire du méadau et des interactions fluide-solide. Certes, certainesifsgtés des

lois de comportement restent propeeshague domaine, mais I'outil n@mque de base peétre parta§g.

Nous nous proposons dans cettes®, dans un premier temps, de valider une nouvedkbode nurarique
initiallement cevelopgee pour la modlisation des fluides visqueux en grandes transformations, puis de
développer et d'implanter diéirentes lois de comportement capables de prendre en compte l'interaction
avec des solides (visétasticie), la microstructure du matiau (trfeorie de Cosserat) et des aspects aniso-
tropes (tkeorie du directeur). Des lois non &aires (loi de Bingham) ont ausse implanées pour des cas
specifiques.

Au stade actuel du&leloppement du code n@mqueellipsis utilisant la néthode de&léments finis avec

des points d’inégration Lagrangiens, nous ne disposons que de la ve&?Bialu code, ce qui signifie que
toutes letudes onéte merges en dformations planes. D’autre part, les termes d’inertie ségtiges.

Durant cette thse, les travaux suivants dté effecties :

— Validation de la nethode nurarique. Notre attention s’est partiotiement poée sur le nombre de points
d’intégration paglement, les conditions sur leur poids, les @eres de fusion eeparation des parti-
cules.

13



Introduction

— implantation et validation de la #orie de Cosserat.

— Développement, implantation et validation du ratevisc@lastique de Maxwell en grandsmlacements.

— Participation aux éveloppements du meétk anisotrope, implantation et validation du rétedanisotrope
avec la tleorie de Cosserat.

— Applications de la rathode nurarique auxecoulements de matiaux reterogenes.

Pour cecrire cette activé, ce néemoire se compose en quatre chapitres distincts.

Le premier chapitre traite des principalegtimodes nurriques utili€es en racanique des solides et des

fluides. Il est surtout axautour de la capaéitde chaque &thodea mockliser en grandes transformations

des moeles avec interfaces et des gr@ux dont le comportement est une fonction du temps.

Le deuxeme chapitre &crit de marére cetaillee toutes les pr@dures qui doivenétre implanges pour

développer une gthode deléments finis avec des points dégration Lagrangiens (MEFPIL). Nous

déetaillons aussi les athodes deésolution desquations dis&tes qui ontete implanées dans le code

ellipsis

Le troisieme chapitre &crit les moéles de comportement (viselasticig, theorie de Cosserat et melg

anisotrope coupl avec la thorie de Cosserat) qui oété implanés lors de ce travail de recherche. Toutes

ces lois ontéte écrites dans le cadre d’une n@idation en grandes transformations. Cependant, I'im-

plantation nurgrique ne fait intervenir que des formulations en petitef@gnations puisque les gramdes

déeformations et les grand€placements sont sous forme iagrentale. Le mogle d’anisotropie avec la

théorie du directeur pour des couchegphisseur finie estédaillé car il est original.

Enfin, le dernier chapitre psente diférents esultats obtenus avec le caglépsis Certains modles simples

sont utili’.s comme cas test de laéthode et/ou des lois de comportement que nous avons irapkant

Finalement, la MEFPIL est appli@ea deux cas concrets@toulement de milieuxé€rogenes.

Nous terminerons ce rapport par une conclusion et des perspectives suelegationsa apporter et sur

les utilisations possibles de cett@thode dans diffrents domaines.
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Discretisation numerique d’'un probleme de
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1.1. Formulation du proBime

Ce chapitre se@tompose en deux parties distinctes. Dans la prnenmartie, le€quations de la statique et

de la cirematique sont @senées dans le domaine des petites transformations. Les lois de comportement
sont succintement abdds dans le but unique deggenter les ingdients @cessairea leur mise en ceuvre
dans un code nuarique. Dans une dewxine partie, nous proposons une revue déethodes nurm@riques

de discetisation de I'espace couramment emg@ey dans le domaine de l&oanique.

1.1 Formulation du probleme

1.1.1 Cirematique du solide

Consicerons un solide occupant le domainga un temps = 0 dans sa configuration initiale (figure 1.1)
repéré par les coordorges X . Dans sa configuration actuelle oéfdrmée C(t), le domaine ndt 2 de
frontierel’, est re@ré par ses coordo@esz. La fonction¢ relie les deux configurations telle que :

x = ¢(X,t) (1.1)

o(X.10)

C(t)

FIG. 1.1 —Solide dans la configuratiafi(t).

Avec X etx, nous disposons de deux ensembles de cooikmpour éfinir le mouvement. Si lesadivees
spatiales sonkcrites par rappod X, alors nous sommes dans une description Lagrangienne. A contrario,
si les cerivées secrivent par rappom x, alors c’est une description Erlenne.

A partir des deux configurations de la figure 1.1, le tenseur des gradientsplasement$” est cfini par :

Oz

F=5x

(1.2)
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Chapitre 1. Disdgtisation nurdrique d’un prome de nécanique

Le determinant du tenseur est la matrice Jacobiennkede la transformation.
La vitesse de @placement estéadinie par :

dx
v(X,t) = — 1.3
(X.1)=—= (13)
A partir de ces relations, nougfihissons le tenseur des gradients de vitesses en petites transformations

par :

ov ov 0X :
= - _FF! 14
or 0X Ox (1.4
Ce tenseur peut s&&domposer en une partie sgtrique et une partie antisygtrique comme suit :
1 1
L= (L+ L") + (L - L") (1.5)

De cette relation, nous obtenons le tenseur du tauetlemhationD et le tenseur deé&formation rotation-

nellew, qui sont respectivement :
1 1
D= 5(L +L7) et w= 5(L — L") (1.6)

Les tenseurd etw sont abondamment utiés tout au long de ce@moire et sont parfois appe respec-
tivement le tenseur des gradients de vitesses et le tenseur des vitesses de rotation.

En plus de la translation et de la rotationv qui ne sont pas irgpendantes, nougfinissons une rotation
de corps rigide n@&e par le tenseuR. Si une rotation pure est appligea la configuration initiale, nous
obtenons la relation suivante :

z(X,t)=R(t) X (1.7)
Comme pour tout tenseur de rotatidg vérifie la proprété :

R"=R" (1.8)
La vitesse de rotation ou vitesse angulaire é&finik par :

Q=RR" (1.9)

Cette relation est utilse dans la description des n#bels de Cosserat et anisotropes pour distinguer les
différentes rotations.

1.1.2 Equations du probeme

Nous avons principalement traitors de ce travail de recherche, des pealds de racanique dont les
éguations sont pisenges ci-apes. Cependant, le code narnqueellipsisétant originaire du domaine de la
géeophysique, il est aussi possible @saoudre des probines thermo-gcaniques coupk. C’est pourquoi
I’ équation de la thermique est ausssenée.
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1.1. Formulation du proBime

1.1.2.1 Equations déquilibre mécanique

Consicerons le solideg? de contourT’, dont la cirematique aéte definie au paragraphe 1.1.1, sounais
I'action de forces volumiqueg,, de forces de surface surl’, et de conditions ciematique® en vitesse
surl’,. Les surfaced’, et I, sont compdmentaires, c’esi-dire qu’en tout point d&', une et une seule
condition limite (en vitesse ou en traction) est impesians chaque direction de I'espace.

Des conditions initiales doivent augsire prescrites. En I'absence d’inertie, il n'est pas utile de donner
des vitesses initiales au neaiau, par contre dans le cas particulier du comportement&astique de la
matiere, il faut attribuer des contraintes internes initiales.

De manere traditionnelle, Bquilibre mecanique de ce solide&rit sous sa forme locale -ou forme forte-,
en I'absence de forces d’'inertie, comme suit :

Vo+f, =0
on = f, surly (1.10)
v = v surl,

ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy, etst la Esultante de 'ensemble des forces de volumes
(amortissement, inertie et sollicitations) qui s’appliquartélement de magire isoé. Dans notre cas, le
vecteurf, se Esumea la sollicitation due la gravié.

1.1.2.2 Equations de la thermique

Pour la moélisation thermo-racanique, Bquation dénergie avec I'approximation de Boussinesq (pas
d’effets d'inertie dans la variation de der®itt avec I'’hypothse du nombre de Prandtl infinésrit :

T
%—t +v VT = kV?T (1.11)

ou x etT sont respectivement la diffusigithermique et la ten@pature du mariau.

Une variation de temgratureAT" en un point provoque par dilatation thermiqueune variation de densit
p du maériau en ce point. La force qui easulte est paratle et de sens oppea la gravié, et sa norme
vautapAT. Cette force esh rajouter dans le terme de forge de I'équation (1.10).

Nous utilisons le couplage avec la thermique uniquement dans un cas test au paragrapheld.fuk o
thermique ascendant est utdisomme force motrice pour la convection de particules solides.

1.1.3 Lois de comportement
1.1.3.1 Viscosi

Apres avoir introduit la description aématique et legéquilibres du solide, il faut introduire son comporte-
ment. Nous étaillons uniqguement la viscositlans le cas de m@taux compressibles et incompressibles.
Les lois plus complexes ne sont @aunerées dans cette partie et sogtaillees au chapitre 4.
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Chapitre 1. Disdgtisation nurdrique d’un prome de nécanique

La loi de comportement de base des @ni@ux étudies est une loi de type fluide qui relie directement le
tenseur des contraintes de Cauehgux gradients de vitessé3 :

o=nD (1.12)

ou n) est un tenseur du quatrme ordre. Llequation (1.12) peut &trire sous forme matricielle comme suit :

011 §+2n § § 000 Dy
op) 3 §+2n £ 000 Doy
033 | _ § § §+2n 0 0 0 D33 (1.13)
o1 0 0 0 1500 D1
o3 0 0 0 07 0 Dis
| 023 | 0 0 0 0 0 n| | D]

Le module de compressib#it¢ et la viscosié n sont fonction du mariau. lls sont respectivement ana-
logues aux coefficients de L@mu et A en élasticie. n et £ peuvent varier au cours du processus de
deformation pour des comportements noretaires (paragraphe 3.2.3) de type viscoplastioiiétre in-
terpetes diferemment, dans le cas de la vistasticie (paragraphe 3.2.2).&guation (1.12) peut aussi se
mettre sous la forme :

o = ¢tr(D) I+ 2nD = (¢ + 2n)te(D) I + 2nD’ (1.14)

ou D’ est la partie dviatorique deD et I est la matrice identt.

Pour les mariaux incompressibles, le module de compressiflitend vers l'infini. Dans ce cas parti-
culier, la matricen devient mal condition@e et I'effet de la viscoditn est difficile a prendre en compte
numériquement, can est infiniment plus petit qu& Nous devons dongcrire la loi de comportement avec
une formulation mixte qui est valable pour les gr&ux incompressibles aussi bien que compressibles.
Pour cela, nous introduisons une nouvelle varighiee nous nommons pseudo-pressidfdirde par :

q = —&tr(D) (1.15)
La relation (1.14) du tenseur des contraintes peut aléisé sous deux formegjuivalentes :

o = —ql +2nD (1.16)
= —pl +2nD’ (1.17)

Méme si¢ tend vers l'infini pour les m&triaux incompressibles, commé¢ ) tend vers &ro, la pression

p et la pseudo-pressiop restent des quanés finies. Elles sont d'ailleurégales dans le cas limite de
'incompressibilie. Contrairemena la relation (1.17), la relation (1.16) peste I'avantage deeparer les
effets du module de compressit#litles effets de la viscositElle va donc permettre de traiter facilement
le cas des matiaux incompressibles en consrdnty comme une variable irggendante.
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1.1. Formulation du proBime

Le syséme déquationsa resoudre est donc le suivant :

{V(%D)—Vq = —f 1.18)

tr(D)+q/§ = 0

Ceseéquations sont souvergferenées comme celles de Stokes pour des flux soanmise contrainte de
compressibilié. Il s’agit d’'une formulation mixte qui utilise des inconnues de typé@miatique ¢) et de
type force §).

1.1.3.2 Autres lois utilies dansllipsis

Modele de Cosserat Plus qu’une loi de comportement, les milieux de Cosserat sont deslesquarticu-
liers des milieux continus. Une rotation additionnelle est im@artans le mazle pour @crire la rotation

de la matére independamment de sa translation. Ces rotations permettent d’introduire dans la loi de com-
portement une raideur en rotation qui est fonction de la longueur interne @uiandgtudie.

Le mockle de Cosserat est utifiglans tous les casida microstructure a des effets noegligeables sur le
comportement global du m&iau, c’esta-dire lorsque Echelle du modle global est proche de la longueur
interne du madriau. Ce modle aéte utilise avec suaes par de Gennes and Prost (1995) et Forrest et al.
(1997) sur les cristaux liquides, par Adhikary et al. (1999) sur des milieux ssatifichesé&dimentaires),

par Mihlhaus (1989), Steinmann and Willam (1991)itNhaus et al. (1991) et de Borst (1991) sur des
problemes de localisation et par Tejchman (1992) sur des milieux granulaires.

Du point de vue nur@rique, ce moéle modifie la taille des diffrentes matrices (contrainte&fdrmations

et comportement), mais ces termes sapp@ntaires n’apportent aucune diffi@ifparagraphe 3.3).

Visceoélasticitte Dans la plupart des applicationéaphysiques, élasticie de la matire peuttre regligée

car les penonenes se @roulent sur une griode de temps bien s@peure au temps de relaxation du
matriau. Par contre, il existe des cas wn changement de conditions environnantes fait que laeneati

se ceforme dans un temps plus faible que le temps de relaxation. Ce fut le cas lors de la fonte des glaces
la fin de la @riode glaciaire durant laquelle la €tte terrestre est remdrd. Les @ophysiciens parlent de
rebondélastique.

Le mockle retenu (paragraphe 3.2.2) est celui de Maxwell pour sa singpdition usage courant dans le
domaine de lagophysique. Sur le plan narique, cette loi de comportement, en plus de modifier le sens de
la variablen qui devient une viscogteffective, introduit des variables tensorielles (contraigtastiques)
internes au matiau qui doivenétre modifees au cours du processus @todmation et dpla&es avec la
matiere au cours de la simulation néngue.

Anisotropie La formation des rochesgdimentaires s’est faite sous I'action de la grayjtii a doné un
sens peferentiel awéléements @poes, puis les a consokd par compression suivant la direction verticale.
Cesroches ont, par carguent, des prog@tes necaniques pluglevees suivant I'axe vertical, elles sont donc

21



Chapitre 1. Disdgtisation nurdrique d’un prome de nécanique

anisotropes. L'anisotropie peut augsie induite par des cisaillements le long des failles sismiques ou dans
les zones de contact entre plaques tectoniques. L'anisotropie se retrouva Bésbkelle microscopique

pour les argiles foriees de plaquettes oriémts. Pour magliser ce type de matiau, nous devons utiliser

une loi de comportement dont les paktnes sont fonction de la direction de la sollicitation.

Certains modles dits anisotropes sont capables, en fonction d’une loi de comportement @airelirde
moceliser I'évolution du comportement de la et depuis ultat isotrope vers ugtat anisotrope (Fichant

et al., 1997). D’autres partent d’une anisotropie initiale (Ladey 1983).

Notre moetle (paragraphe 3.4) s’appuie sur une anisotropie initiale et va permettre de suivre au cours
de la ceformation l'orientation de I'anisotropie du néatau. Des variables internes vectorielles sont donc
ajou€esa la loi de comportement pour prendre en compte I'orientation de I'anisotropie au cours du temps.

1.1.4 Ecriture de la forme variationnelle

L'espace des fonctions continuement éifntiables: fois est noé C™. Soit un champ virtuel de vitesse
v* cinématiquement admissible, c’estdire que ce champ dditreC?, et qu'il doit vérifier les conditions
limites suivantes :

*

v'=" sur r, (1.19)

I traduit une perturbation du champ de vitesse solutiotians une configuration @quilibre C(¢). A ce
champ de vitesse virtuel correspond un champ de vitesséfdentations virtuelledD (v*).

Le principe des puissances virtuelles en Lagrangien ackutaisluit uneéquilibre entre la puissance des
forces exérieuresP,,; appliglees au sysime isoé et la puissance des forces defatmation P, aussi
appeée puissance des forces internes, ce principeris’:

P = Puy = ¥ (v%) /D(v*) : o-dV—/v*Tf,UdV—/ v* f.dS =0 (1.20)
Q Q s

Pour les mariaux incompressibles, la formulation mixte fait intervepiil faut donc rajouter un terme
a I'equation (1.20) contenantejuation déquilibre (1.15) et une perturbatiayi du champ de pseudo-
pression qui doigétre inggrable, mais pas foement continue car il n’existe pas de conditions limites
correspondantes.

VY (v, ¢%) /D(’u*):a’dV—/q*(tr(D)+q/§)dV:/'v*vadV—i—/ v* f.dS (1.21)

Q Q Q ]

Cetteéquation variationnelle est strictememjuivalente aurquations d’Euler assdms et servira de base
pour notre formulatiorelements finis.

1.2 Methodes nungriques de discitisation spatiale

Dans le cadre de notretude, nous souhaitons disposer d’une élisdtion nurérique qui permette de
résoudre des probines de statiquetiodoit étre pris en compte des néaiaux dont le comportement est
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1.2. Meéthodes numeriques de disétisation spatiale

fonction de leur histoire, des interfaces entre énaux et des grandes transformations. Il faudra aussi
préciser comment les variables internes peugtr transpoées d’'une configuratioa une autre au cours
du calcul, et ceci en relation avec l&thode nurarique de dis@tisation de I'espace et de la nat.

En mécanique, nous nous @ressons particirement aux variables @matiques, eformations et éplace-
ments, ainsi qud leurs duales respectives, les contraintes et les forces. Il faut @eniced’évolution de

la matiere par rappora une configuration deeference. Pour cela, il existe deux points de vuecddits :
soit le ieferentiel est la magre en mouvement, c’est la description Lagrangienne, scféeentiel est fixe
dans le temps, c’est la description Etienne. Chaque @thode ayant ses avantages et ses ir@aiewts, il
existe aussi des descriptions mixtes ou hybrides qui tentent de tirer avantages de chacune.

L'objectif de ce chapitre est de faire une revue dé&thudes nurriques existantes en se concentrant sur
leurs limites d’utilisation pour notre prodine. Nous finissons par une description sommaire deethade

qui aété choisie dans le cadre de cettede.

Approximation de la solution En mécanique des milieux continus, lorsque la solution exactgr tout le
domaine ne peut patre trouee, une approximation® est rechercke. Geréralement, cette approximation
se pésente sous la forme :

v(z) ~ v"(x) = h'(x)s (1.22)

ou h est un vecteur contenant des fonctions de I'espace connues dont les valeurs vont donner la forme
de la solution, elles sont donc appe$ fonctions de forme, atest un vecteur ingpendant de I'espace

gui donne la magnitude de la solution en des poinécigr La solution exacte comme la solution ap-
procheev” sont, bien @r, fonction de la positior: dans le domaine. Cette forme d’approximation permet

de €parer la variation dans I'espace des inconnues. La force de cette approche est gueées €t les
integrations sur I'espace se font sur des fonctions simples et connues. Nous allons voir dans la suite que
le choix d’'une discgtisation spatiale, et avant tout le choix kest des vont étrea la base de plusieurs
méthodes nur@riques.

1.2.1 Description Lagrangienne

Dans une description Lagrangienne, les points de calculs sont &tadh matere en mouvement. Ces
points de calculs peuvebtre connedés par un maillage comme dans l&ttimode deg&lements finis ou en
interaction directe comme pour leements discrets. D’autresatihodes sont plus difficiless classifier car
la presence d’'un maillage est parfois transparente pour I'utilisateur.

1.2.1.1 EEments finis

La méthode deglements finis est une technique nemgue quia partir de la forme variationnelle continue
du probEme (1.21), permet étrire un systme déquations appelforme variationnelle disete. Les in-
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Chapitre 1. Disdgtisation nurdrique d’un prome de nécanique

connues de ce sy®ne sont les degs de libe® nodaux. Pour plus deethils sur la rethode deglements
finis, le lecteur est invéa consulter les ouvrages de Bathe (1982), Hughes (1987) et Zienkiewicz (1977).
Pour plus de cla&, nous pesentons la gthode deg€lements finis avec pour seules inconnues les vitesses,
c’est-a-dire que la forme variationnelle que nous allons dsser est Equation (1.20). Les termes de
pseudo-pression peuvegtre cevelopges identiguement.

Approximation nodale par sous-domaines Le domain€? sur lequel une solution est cheesh est divié
en sous-domaingg®, aussi appé@sélements finis, tels que :

Q=)0 et (=0 (1.23)

A l'int érieur de chaquélement2¢, défini par des nceuds de coordéesx:, la position de tout point: est
reperée par:

z(§) = N(§)z; (1.24)

ou & est le vecteur des coordomes parar@triques etV est la matrice des fonctions de forme en variables
parangtriques. L'ordre polynomial des fonctions de forme, ainsi que le nombre de noeuglémpant sont
determirés par le choix du type é@lement fini fait par l'utilisateur. Par analogéla position, I'inconnue
nodalev s’écrit sur chaquélément :

v(§) = N'(§)v; (1.25)

ou N’ est la matrice des fonctions d’interpolation. Par souci deg]laus nous placons dans le cas d’'une
representation isoparagtrique, c’esta-dire que les fonctions d’interpolation s@agales aux fonctions de
forme, soitV = IN'. Il esta noter que ce choix est le plus courant danséshmde deglements finis.
L'assemblage des matrices des fonctions de forme permet de caliculans la néthode delements
finis, les valeurs de de I'equation (1.22) sont les valeurs nodalgs Par conéquenth doit okéir a la
relation :

C’esta-dire qu’au nceud la composante die; qui multiplie s; vaut1, et est nulle sur tous les autres nceuds
j.

La fonction de forme d’urglément est nulle en tout point &teura I'€lement. A l'inrieur d’unélement,

la fonction de forme est un pol@me qui prend la valeu&zo sur les autres nceuds et la valeaur le nceud
consicere.

La relation entre les gradients de vitesses et les vitessest£n utilisant Iequation (1.25) :

L =v,= N _,v, = Bv;, (1.27)

B est une matrice contenant lesrivées des fonctions de forme dans I'espace pataque. Les matrices
B sont cevelopgges pour des milieux classiques et des milieux de Cosse?@ enen3D a I'annexe A.
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1.2. Meéthodes numeriques de disétisation spatiale

Discrétisation geometrique du milieu continu La résolution du proldme sous forme variationnel-
le (1.20) impose que le bilan des puissances&oi nul :

p— Z Pe— 0 (1.28)
ou P¢ est le bilan des puissances surakement :

P=| Dw):edV— | v fdv— [ v f.dS (1.29)
Qe Qe Fg

Si I'élement est irérieur au domainé€, alorsI¢ est nul, sinorl*¢ est I'intersection du bord dedlément
avecl',. En utilisant 'approximation paelements finis (1.25) pour le champ de vitesse et le champ de
vitesse virtuelle, Bquation (1.29) €crit :

P =v} (Av, - f,) (1.30)
ou la matrice de visco$tA et le vecteurf, des forces nodaleséLrivent :

A= | B™qBdv et f,= | NT'f, + [ f.dS (1.31)

Qe Qe Ie

Comme |équation (1.30) tient pour tout champ virtuel de vitesses nodajegeutétreéliminé apes as-
semblage. Nous obtenons donc I'expression du principe des puissances virtuelles sous formeasthen syst
d’équations disétes :

Av, = f (1.32)

n

Discussion Cette technique de diggtisation de€quations diftrentielles va permettre de diétiser les
equations du probme,a savoir pour une description Lagrangienne :
— Conservation de la masse :

p(X, 1) J(X,t) = po(X)Jo(X) = po(X) (1.33)
— Equation déquilibre dans la configuration actuelle

Vo+f,=0 e o=0o" (1.34)
— Loi de comportement faisant appeln taux de contrainte objectif :

o= f(D,o,...) (1.35)

La méthode deg&lements finis avec une description Lagrangienne&sindue en Branique des solides.
En effet, elle permet de prendre en compte facilement éesgtries complexes et tout type de condi-
tions limites car la position de la surface est connue au cours du temps. D’autre part, puisque les points
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d’intégration suivent la matre, il est facile de &crire avec gcision des métriaux dont le comportement
est fonction de I'histoire. Cette @hode permet aussi de traiter "facilement” les nogdiries (makriaux

et geonetriques).

Toutefois, les grandes transformations sont &g par la capaétdesélementsa se distordre. En ef-
fet, lorsqu’'unélement prend une forme distordue le calcul desvées et des fonctions de forme devient
impréecis. Au mieux, le calcul s’agéte, et au pire, il continue avec des valeurs exesn Les rathodes bases
sur des maillages Lagrangiens ne sont donc pas paétieatient adapes aux applications avec de grandes
déformations découlements fluides.

A présent, nous allons introduire de€tinodes Lagrangiennes dites particulaires ou sans maillage pour
lesquelles les fonctions de formeéfihiesa I'équation (1.22) ne s’appuient pas sur ésgau Blements.
Ces nouvelles &initions de domaine d’'influence vont permettre épakser la limitation que le maillage
desélements finis impose sur I'amplitude de la transformation. Dans &kades sans maillage, toutes les
informations reposent sur les particules qui sont aussi les points de calcul éhlad®. Elles sont donc
aussi appropées pour le transport des variables internes.

1.2.1.2 EEments discrets

Dans la nethode de&lements discrets (Cundall and Strack, 1979), les points de calcul sontéssavec

desélements de taille et de formeéfinies. Linteraction entre les pointsl@¢ments) a lieu uniquement quand

ils sont en contact (milieu frottant) ou proches voisins (milieuéreht), en fonction deagles sgcifiques.

C’est une néthode authentiquement digéte sans homamisation de l'interaction particule-particuddra-

vers une description continue. Danéduation (1.22), le vecteur est donc discontinu, la composante au

point: vaut1 et n’est pas éfinie ailleurs (fonction dirac).

L'algorithme simplifé de cette rethode se @sente comme suit :

— Laloi de Newtonf = mw permet de calculer 'a&érationi desélements.

— Par inégration nurarique dans le temps(u, @), les vitesses et lesglacements sont obtenus.

— La loi de comportemenf (u, u, - - - ) permet de calculer les effordspartir des variables camatiques et
des prop@tes makriaux.

La méthode de&léments discrets estfs bien adape pour la modlisation de fracturation, ou pluggerale-

ment des discontinués, puisque les interactions entre particules sont sous la forme de liens qui peuvent

rompre, et que les champs ématiques sont paréfinition discontinus, puisqu’ils sont discrets. Si une

procddure de reconnaissance des voisins est mise en place péfinirdd connectivié de chaquélement

a chaque #&ration dans le temps, alors il N’y a aucune limite pour la prise en compte des grandes transfor-

mations.

Cette nethode est greralement utiliée avec une iggration explicite dans le temps. Pour des raisons

de stabilie de ce scbma d’inegration, le pas de temps utdigst tes faible, ce qui la rend inaddgat aux

échelles de tempsglogique. D’autre part, I'absence d’hon@gsation sur un volume du comportement de

la matiere entréne I'utilisation d’un nombreleve d’elements (deggs de liberés)a resoudre. Cette éthode
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1.2. Meéthodes numeriques de disétisation spatiale

est donc mieux approg@e pour degtudes sur deschelles de temps et d’espaéeluites (Sakaguchi and
Muhlhaus (voir pour exemple 1997) et Sakaguchi arichaus (2001)).

1.2.1.3 Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH)

La méthode SPH est issue du domaine de 'astrophysique (Gingold and Monaghan, 197 8v8opk-

ment, depuis une vingtaine d’a@es, a permis son utilisation courante pourétiéhtes applications, telles

que I'écoulement d’un milieu incompressible dans un milieu clos (Monaghan, 1994), la conduction de
chaleur (Cleary and Monaghan, 1999), la convection naturelle (Clearly, 1998) ou encore I'injection sous
fortes pressions. Historiguement, elle est la pemdes rathodes continues sans maillage.

La méthode SPH estéyéralement &feren€e commeectantuneméthode, mais il serait plus approprie
parlerdesméthodes SPH. En effet, nous allons voir qu’il existe une souplesse dans la formulation et que
chaque programmeur a une certaine libelans le codage de cett@&thode.

Au cceur de la rathode SPH est l'interpolation d’'une fonctigren tout pointe qui s’exprime par :

fl)=>" iV — ) (1.36)
p Pi

ou m;, p; etx; sont respectivement la masse, la deénsitla position de la particule La fonction!V est

appeée le noyau d'interpolation de laéthode ]I peutétre definie de plusieurs magies par |'utilisateur.

Une forme courante est :

1.5(0.5a—1)a*+1 0<a<1
0.25(2 — a)? 1<a<?2 (1.37)
a>?2

ol a = (x — x;)/h. Une autre possibil est I'utilisation d’'une Gaussienne qui péite trongée pour
eviter de sommer sur tout le domaine des valeurs prochesrde z

Un point essentiel dans le choix du noyau est qu'il soitaddhtiable pour calculer lzédivée de la fonction
f telle que :

Vi) => mi,%VW(m —x;, h) (1.38)

De manere formelle, le gradient dé’(x; — x;, k) au point de coordoréesz; est noé V,;W;;. C’esta partir
des relations (1.36) et (1.38) que Epuations diferentielles du proeime equation de continugt équation
de mouvement etquation denergie) sont disétistes sans avoir besoin d'utiliser un maillage.

Une possibilie couramment renco@e pour lEcriture de lequation de continugtest :

dp;
di = ij(vi - Uj)viWij (139)
J
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L’ équation de conservation défiergie thermique &trit :

dE P
= - __ Vv (1.40)
dt P

Parmi toutes les formes possibles, hous en choisissons urgdrgyne. Dans ce casglolution de IEnergie

thermique par unit de volume crit :

:_2: (2 %)W—WWM% (1.41)

’L

ou P, déenote la pression au point
L’ équation dénergie est :

P
dv_ VP (1.42)
dt p
Elle s’exprime en un pointsous forme dis@te par :
dUi P P
= > my (p2 e ) \vA (1.43)
j K J

Pour cetteequation, d’autregcritures sont possibles en fonction des applications. Celleesepte I'avan-
tage détre synétrique, mais d’autres pro@tes peuvenetre rechercbes. Par exemple, une forme el-
lipsoidale peugétre prescrite pour renforcer le carre anisotrope du matiau.

Une fois toutes cegquations &solues les particulessont cepla@&es suivant leur propre vitessget une
moyenne des vitesses dans le voisinage :

da; vi
Ti _Uﬁgzm] ( 57 )Wij (1.44)

ou ¢ est un facteur porEtaI compris entre O et 1.

La méthode SPH est finalement proche de ktmode de€léments discrets en igrant une certaine dif-
fusion des variables, gce aux fonctions de forme qui ne sont plus ponctuelles, mais qui tiennent compte
du voisinage dans les igrales de volume. Comme tout@tiode particulaire, elle n’a pas de limite pour
les ceformations. De plus, son caraot Lagrangien permet de suivre facilement les variables de temps at-
tachees aux particules. Cetteatinode, bien queés robuste, peut donner désultats imp&cis en fonction

du noyau, des formes défentielles et de I'ordre desgquations diférentielles & partir du second ordre, il

est difficile d’obtenir de bongsultats). Malheureusement, I'application de conditions limites ré&ticate

et recessite I'emploi de gthode pas toujours en accord avec Etmode SPH. Comme son nom l'indique,
c’est une néthode diffuse ("smooth”), c’est-dire que des discontinés, telles que les conditions limites,
sont difficilesa prendre en compte et il n'est pas rare que des particel@grpnt dans les bords. Il faut
donc Eéserver la rathode SPH pour des applicationsles conditions limites ne sont pas primordiales dans
le résultat (conditions limites nulles I'infini ou conditions limites priodiques), et o la physique est do-
minée par la quan& de mouvement. De @me, les chocs sont mal pris en comateause de la viscoéit
artificielle introduite par la rathode.
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1.2.1.4 Element Free Galerkin (EFG)

Dans un calcul nugrique avec la ®thode de€léements finis, le temps de calcul est principalemednt d
au maillage du domaine ét la €solution desquations. Dans le cas de calcul &asticie linéaire et
petites @formations, le cot total du temps de calcul est essentielleméra th ceation du maillage. Il faut
par exemple savoir que la&ation du maillage pour des structures industriedl@stelles qu’un avion ou
un vehicule, peuvent prendre plusieurs semaines de calcul. Partant de ce consitihddentEFG proche
desélements finis &t élabokee pour esoudre le rame type déquations, sans pour autant faire appah
maillage de la §onetrie et ainsi gagner du temps. D’autres atouts de I'EFG sont toutefois toujours @sploit
avec suces.

La méthode EFG, qui peétre vue comme un cas particulier de lathode de la partition de I'ur@t(Melenk
and Babgka, 1996), est sans doute la plus aboutie dethades utilisant une approximation mobile des
moindres ca#@s. En effet, cette &k aété initiee par Nayroles and Villon (1992) pour l'introduction de la
méthode deg&lements diffus. Cette gthode est &s proche desléments finis, si ce n'est que les fonctions
de forme s’appuient sur ugseau de nceuds phtitque sur une structure@éments.

Dans I'approximation mobile des moindres &sa;rl'équation (1.22) €crit :

v'(@) = ) pi(@)ai(@) = p’(z)a() (1.45)

ou m est le nombre de termg(x) dans la base et;(x) sont leurs coefficients respectifs. Deux bases
monomiales sont commeément utili€es dans le plan, la basedaire :

p’ = (1,1,y) m=3 (1.46)
et la base quadratique :
p" =, z,y,2%2y,y°)  m=06 (1.47)

L'utilisateur est libre (comme pour la @hode SPH) de choisir d’autres fonctions comme base. L'autre
type de fonctions couramment utéiss sont des fonctions discontinues pour @senter des champs de
déplacements discontinus dans la relihtion de propagation de fissure par exemple. Une base discontinue
peut sécrire sous la forme :

pl = (1,x,y,\/Fcosg,\/Fsing,\/FsingsiHQ,\/?cosgsinﬁ) m="7 (1.48)

Les coefficients; () de I'équation (1.45) sont obtenus en minimisant une natmeéiscrete et ponérée :

J = Zw(m — ) [p" (z;)a(x) — v;)? (1.49)

ou n est le nombre de points voisins dedans le domaine d’influence pour lesquels le peids — x;)
n’est pas nul. Le domaine d’influence peut e&sayalement la i@me forme que celui de lagthode SPH.
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A part des cas &s particuliers pour lesquels une direction est mise en avant par I'utilisation de domaines
d’influence rectangulaires ou elliptiques, les domaines d’influences soatigpbsv; est la valeur nodale

dew enx = x;. Initialement, la nethode utilisait des rayons d’influence constants sur tout le domaine, les
utilisateurs ont &s vite renconé& des prol#mes dans le cas departition iréguliere de particules. De nos
jours, les nethodes EFG utilisent une predure de recherche des plus proches voisins pour maintenir un
nombre de particules relativement constatitntérieur du domaine d’influence de chaque particule. Cette
attribution de rayon d’influence variable d’une particaléautre a malheureusement beaucoup augenent

le temps de calcul.

Le minimum de la fonctior/ est obtenu egcrivant :

0 _
da

ou les matricesA et B sont cefinies par :

A(z)a(x) — B(x)v =0 (1.50)

Ax) = > w(@—z)p" (x;)p(:) (1.51)

B(z) = [w(x—ax),w(x —x3),...,w(x —x,)] (1.52)

a(x) = A ' (z)B(x)v (1.53)

Linversion de la matriced accradt le calt nunérique de la rathode EFG par rappod la méthode des
elements finis. De plus, la largeur de sa bande diagorgpert fortement du nombre de voisins pour
chaque nceud. Or, laé&thode EFG acessite plus de nceuds en interaction directe queethade des
elements finis, 0 les voisins sont uniquement les nceuds appartenanélaments adjacents au nceud
consicere. En ingrant cesésultats dans&quation (1.45), nous obtenons la relation :

v'(@) =) > pi(x) (A7 (x)B(=)), v (1.54)

i=1 j=1

ol nous pouvons reconitee les fonctions de forme(x) :

m

¢(x) = pj(@) (A (@)B(=)), (1.55)
j=1
Le calcul des irggrales de la forme variationnelle se fait pafgration sur une grille, &éralement
reguliere, de cellules. Chaque cellule joue @erd’un element fini sur laquelle estéfinie une néthode
d’intégration (par exemple la@hode de Gauss).
Méme si certains aspects sont communs avecédthade SPH, notamment I'absence de maillage de la
géeonetrie, la nethode EFG se rapproche plus de lathode de€lements finis, qui est d’ailleurs un cas
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particulier dans lequel les fonctions poidssont choisies constantes par morceaux sur chaque domaine
d’influence.

La méthode EFG fournit une extension du domaine d’applications vers des domaileesiot du maillage

est péponcrant par rapport au éde la Esolution nurarique (g¢onetrie tes complexe), ainsi que vers

les probémes faisant appél des solutions discontinues (Belytschko and Tabbara, 1996) et (Belytschko
et al., 1995). Par exemplegtude de la propagation d’une fissure se fait en modifiant une fois pour toutes
les fonctions poids des points d'@gration proches de la fissure. A contrario, la MEF obBgehaque
itération de redfinir un nouveau maillage egte de fissure, ce qui eseéf cditeux en temps de calcul. La
méthode EFG est donc bien adaptpour la re@sentation de &volution des contours externes ou internes
avec prise en compte des singulesit

Comme pour toute &thode ne s’appuyant pas sur une grille, les conditions limites sont dificpesndre

en compte. Mme si ce n'est pas naturel dans lathobde EFG des solutions existent comme le couplage
avec de€lements finis au bord (Krongauz and Belytschko, 1996), I'utilisation &thode de enalié (Zhu

and Atluri, 1998) ou des multiplicateurs de Lagrange (Belytschko et al., 1994).

1.2.1.5 Discussion

Pour ces quatre @thodes Lagrangiennes, en s@plhcant sur un axe allant d'une description continue vers
une description diséte, nous rencontrons dans l'ordre I&thode de€lements finis, la rathode EFG,

la méthode SPH et enfin la @hode de€léments discrets. Le carace discret ou partiellement discret
(i.e. pouvant prendre en compte des disconte@r)igui est un atout pour les trois denm@s néthodes n'a
pas retenu notre attention, car no@sidons moéliser des milieux continus sans propagation de fissures.
Cependant, la possibilitde prendre en compte desfarmations infinies, grcea I'absence de maillage de
la structure, est &s attractif. Toutefois, legléments discrets resterésenesa desétudes sur de petites
echelles de temps et d’espace. De sote cla nethode de€léments finis classiques avec une approche
Lagrangienne ne peut pé&re retenue pour des preohes de type fluidea cause de I'impossibiét de
traiter des édformations pratiquement infinies. Il reste donc létimdes EFG et SPH qui negsentent pas
d’inconvénients edhibitoires, mais qui ont un ébde calcul relativemeritle\e et qui posent des prabhes
d’application de conditions limites et de certaines instaslgpatiales.

Le domaine du @veloppement de nouvellegthodes nu@riques est en pleine actigitiepuis une&kcennie,

et il est difficile de faire une revue exhaustive de toutes léthodes. Nous retiendrons leéthode des
elements finis avec des particules Lagrangiennes ("moving patrticle finite element method”, Hao and Liu,
2001), la nethodeh-p clouds de Duarte et Oden (Duarte and Oden, 1996) eéthode du point d’interpo-

lation ("point interpolation method”, Liu and Gu, 2001). Certaines restent d’ailleeéscwnfidentielles car

elles ontéete élaboEesa des fins spcifiques et ne sont utikes que dans des cas bien particuliers.
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1.2.2 Description Eukrienne

Nous avons vu gu’avec un maillage Lagrangien, il existe une limite finie pour la distortioglatesnts.
C’est pour s’affranchir de cette limite, pour les pradoles en &s grands @placements, que lagthode des
elements finis peut aussi séatire avec un maillage fixe.
Leséquations du probime Eukrien different de€quations avec une description Lagrangienne. La conser-
vation de la masse &trit sous forme diffrentielle car equation (1.33) ne s’applique qu’aux points giat
riels :
0 o(pv
7t
Dans l'equation dequilibre, un terme d’advection est ajéytour prendre en compte le mouvement relatif
de la matére par rappord la grille fixe ai leséquations sorgécrites :

Vo+ f, = pv@ (1.57)
Ox

La loi constitutive s’exprime en fonction du taux defdrmation @fini par :

=0 (1.56)

6= f(D,o,...) (1.58)

Cette description s’adapteets biena I'eétude du mouvement d’un fluide en grandes transformations. En
effet, des conditions limites en vitesse, en contraintes et en dgwitvenétre appligées en des points
fixes. Typiquement, cette description est uéispourétudier les sollicitations qu’applique un fluide en
mouvement sur un solide fix€¢oulement de I'eau autour d’'une pile de pont, effet de turbulence de I'air
autour d’une aile d’avion, probme d’extrusion, etc ...).

Malheureusement, I'advection des variables de terapsssite le calcul de termes sugpkntaires, %) et

il est difficilement possible de suivre I'interface entre deuxématx. De plus, comme les points de calcul
n’ont pas de relation directe avec les points de ématiles termes advectifs apportent une diffusion non
négligeable. Bien& des néthodes existent pour limiter cette diffusion (Smolarkiewicz, 1984), mais tous
ces termes correctifs entn@nt une augmentation importante du temps de calcul.

1.2.3 Methodes hybrides

Nous avons vu (paragraphe 1.2.1) pour kethode deg€lements finis en description Lagrangienne, que la
distortion du maillage doiétre limitte pour peserver la pEcision desé&sultats. Pour les autresthodes
Lagrangiennes, le ¢ de calcul est important pour s’affranchir du maillage. A 'oppa®/ec une descrip-
tion Eulerienne (paragraphe 1.2.2), il n’est pas facile de prendre en compte des interfaces émiagxrett
des comportements en fonction du temps. Dans le but de combler&eeikistant entre ces deux approches
et de combiner leurs avantages en minimisant leurs ireruents, d’'autres gthodes dites hybrides ou
mixtes ontéte cevelopges. La plus connue de ce€tinodes est I'ALE qui se base sur l&thode des
elements finis, d’autres @hodes €loignent de€léments finis.
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1.2.3.1 Methode Arbitraire Lagrangien-Eul érien (ALE)

Dans une description Lagrangienne, la configuratioretfrence est le réwe mobile le a la matere). Par
contre, dans une description Etienne, la configuration initiale, sert de eference. Dans I'ALE la confi-
guration de &férence n’est ni la configuration initiale, ni la configurati@fatrmée, c’est une configuration
) qui est choisie arbitrairement entre ces deux configurations. Les descriptions Lagrangienadetizil
peuventtre consiédrées comme des cas extnes de I'ALE.

Domaine spatial Q

N
Domaine de référence Q

P(X, 1)
o X

Domaine matériau Q,

FIG. 1.2 —Les trois configurations utilees dans la formulation ALE.

En plus du mouvement de la mate :

x=¢(X,t) (1.59)
il faut aussi @finir le mouvement du domaine deférence :

z = o(x,1) (1.60)
Par habitude, la position intiale du domaine d&&rence est le domaine néaiau lui-néme :

X = ¢(X,0) (1.61)

Dans une description ALE, les variables sont ex@és en fonction des coorddes ALE x et du temps
t. Par l'utilisation de I'inégration par parties, il n'y a aucune difficailpourécrire toutes les relations
cinematiques (éplacement, vitesse et @eration),a partir de la éfinition des liensd, ¢ et1)) entre les 3
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configurationsQ, O, et$?). Bien dir ces ogrations augmentent de mare congéquente le temps de calcul
d’une simulation nurarique, mais c’est le pria payer pour pouvoir&passer les limites d’'une formulation
purement Lagrangienne.

Les lois de conservation (masse, mouvemegnergie) scrivent comme pour la formulation Eulenne.
Notamment, la conservation de la massecst sous forme d’'unéquation diférentielle dans laquelle

la déerivee temporelle du matiau est modiée. La conservation de la masse (1.56) dans la description
Eulérienne va maintenantégrire :

Parx) + P4¢ + pvi; =0 (1.62)

ou p 4y est la @rivee temporelle de la densiexprinée dans le domaine déference, et; est la vi-
tesse de convection qui est la éifénce entre la vitesse de @a@aud¢; (X, t)/0t et la vitesse du maillage
8(;3]-()(, t)/0t. Toutes les lois comportent unérilee temporelle (vitesse de convectigmqui alourdit d’au-

tant les calculs.

Comme dans la desription Eulenne, les termes convectifs dans les lois de conservagentcdes insta-
bilités spatiales (oscillations) qui peuvértte trai€es par la rathode streamline upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) qui accrih encore le temps de calcul (Liu et al., 1988). Toutefois, un traitement attentif cegant

tion temporelle permet d’obtenir de borésultats dans&tude de la propagation des ondes et d’'impact de
solides (Huerta and Casadei, 1994).

Un des points cruciaux de lagthode ALE est le choix de la vitesse de convection, Gedire du maillage

de eférence interradiaire entre un maillage Erien et un maillage Lagrangien. Huerta and Casadei (1994)
recommandent une simple interpolationéiire entre les vitesses aux @xtites de lignes integlements.

Ce choix peut aussi se baser sur degweg gonetriques (Giuliani, 1982) ou sur l&@solution déquations
potentielles (Liu et al., 1988).

La méthode ALE est de plus en plus utéis pour raffiner le maillage localement autour de zoneare
fissuration se propage, dl te besoin d¢léments est accru pour meldser des comportements nondaires

qui se aveloppent sur une petitchelle (Pijaudier-Cabot et al. (1995), Askes et al. (1998), Askes et al.
(1999) et Askes and Sluys (2000)).

Pour le traitement des grandes transformations @thode ALE (Huerta and Liu, 1988Yite une éforma-

tion excessive du maillage, en acceptant que les points de calc@pacednt inépendamment de la
matiere sous-jacente. Cette ségie évite que deux points du maillage ne deviennent trop proches, tout
en peservant les caraatistiques des interfaces. Cependant, des termeséupptaires d’advection sont
requis pour transporter des quagsirelatives au maillage, et ces termes sont dispersifs. Ceci n’est donc pas
idéal pour le traitement d’interfaces dans des simulationsemigmesa grandeechelle temporelle.

1.2.3.2 Remaillage dynamique Lagrangien

Dans une description Lagrangienne é&sments finis, les nceuds diétisant la magre conservent tout au
long du calcul la me connectivé, ce qui peut entiaer deslements distordus.
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Déformation

(@)

Y [ J
L4 °
° o Remaillage
® o
o
L4 °

(c) (d)

A 4

FIG. 1.3 —(a) Configuration initiale du maillage suivant une triangulation de Delaunay. (b) Configur&fiormée
en fon& et rappel de la configuration initiale en gris. (@ddnnection et (d) reconnection des noeuds suivant une
triangulation de Delaunay.

Dans la MEF avec remaillage dynamique Lagrangien (Braun and Sambridge, 1994), la configuration initiale
(figure 1.3-a) est &crite par un maillage se basant sur une triangulation de Delaunay. Ce maillage subit
une ceformation (figure 1.3-b) au cours du calcul, qui peut 'amenees taux de &ormations tels que

les inegrales de surface ne sont plus cadesl avec cision sur tous leélements. La contrainte sur la
connectivie desélements finis est rel@e (figure 1.3-c) et un nouveau maillage, suivant Ethnde de
Delaunay, est mis en place pour reconnecter les nceuds (figure 1.3-d)aAmsiue &ration, la nethode
desélements finis peut se reposer sur une configuration de maillage quasi optimale.

Les valeurs nodales (terapature, @placements, etc ...) ne sont pas intezpslpuisque les nceuds restent
fixes dans I'espace lors du remaillage. Par contre, les variables internesestack les points d’'iagration
doiventétre cepla@&es. Par exemple, les contraintes aux nouveaux pointggration doivenétre calcudes
itérativement, de telle soréeconserver legquations cequilibre eta ne pas violer les lois de comportement
dans la nouvelle configuration.

Malheureusement, I'extension 8D n’est pas triviale et la gthode est liméea desélements liaires
triangulaires ouétratedriques.
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1.2.3.3 Methode deslements naturels

Au lieu de reconnecter leslements pour leur conserver une forme optimale (voir ci-dessus)étaate
desélements naturels (MEN, Braun and Sambridge, 1995) utilise des fonctions d’interpolaténe wliéfs
de celles de la MEF.

@ (b) ©

FIG. 1.4 —(a) Cellule de Voronoi d’'un ensemble de points disted@aéatoirement. (b) Triangulation de Delaunay
base sur les cellules de Voronoi. (c) Construction de la cellule de Voronoi du second ordre autour cdugyotrdit
pointillé.

Soit un ensemble de points (1,2,3, ...) distébwaéatoirement dans le plan, les cellules de Voronoi du
premier ordre (figure 1.4-a) sont construigegartir des bisectrices des segments reliant deux nceuds. Cette
construction permet deédinir les plus proches voisins pour chague nceud. Ce sont les nceuds dont les
cellules de Voronoi ont un bord en commun.

La triangulation de Delaunay (figure 1.4-b) @sablie pour dis@tiser enelements triangulaires I'espace
plan. Chaque cétdes triangles relie deux nceuds coagd comme proches voisins.

Chague point de I'espace de coordéasr se trouvea I'intérieur d’'une cellule de Voronoi (figure 1.4-c).
Dans notre illustration, le point de coord@esx esta I'intérieur de la cellule du ncewd Les cellules de
Voronoi du second ordre sont construites autour du peirites fonctions d’interpolation songfiniesa

partir de cette constructioregnetrique commetant le rapport de deux surfacedithitées par les cellules

du second ordre. Par exemple, la fonction d’interpolation du n®ewdpointz vaut

Sa e
Ny(x) = Tg; (1.63)

Des fonctions de forme peuvent airddgre cevelopges entre voisins naturels (Sambridge et al., 1995) sur
une triangulation de Delaunay. Elles sont, commeéléments finis, asso®esa chaque point matiel et de
calcul. Les fonctions de forme ont trois pragiéis essentielles poetre utilisees comme interpolation :

— Elles sont isoparaéatriques.

— Elles verifient N;(x;) = 4,5, ol é;; est le symbole de Kronecker.

— Elles sont infiniment difrentiables en tout point de I'espace sauf sur le nceud émen
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La MEN ne souffre pas des@mes difficules que la MEF quand legéments sont fortement distordus

et, bien qu’elle utilise un maillage triangylelle possde I'avantage que les fonctions d’interpolation sont
continuellement difrentiables loin des points de calculs. La MEN partage avec la DLR les dfcult
assoceesa la péservation des tenseurs aux points @&grations agrs la reconnection du maillage. Braun

and Sambridge (1995) montrent que I'utilisation d’'uné&uia d'inegration de Gauss dans la MEN n’est

pas exacte pour les fonctions d’interpolation entre les voisins naturels. Une autre complication est que
les fonctions de formeéapassent les frortres de€léments, et par coeguent, la prise en compte des
conditions de bord en flux n’est pas triviale et pétre impécise.

1.2.3.4 Discussion

Toutes les rathodes hybrides que nous venons éergte demandent un effort substentiel pour remailler

ou reconnecter le maillage afin de garder une bonne approximation dans le calcul des fonctions de forme

et de leurs @érivées. De plus, les @pations de transferts des variables internes d&mnaat (tenseur des

contraintes par exemple) entre les éifintes grilles entfaent une diffusion et un amortissement de ces
variables qui est @udiciable.

Avec les diferents exemples desatihodes existantes, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

— Une formulation Lagrangienne est souhaitable pour pouvoir traiter les grandes transformations et notam-
ment le transport de variables internes.

— Lutilisation d’'un maillage Lagrangien implique rapidement des distortionstéeaents eté&duit forte-
ment la pécision desé&sultats.

— Les nmethodes particulaires (SPH&é&ments discrets) ne sont pas aéagh la moctlisation sur grandes
échelles de fluides fortement visqueux.

— Les formulations Ew@rienne et ALE &cessitent le transport de variables internes de énaipiecise.

— Les nethodes hybrides avec remaillage sont lourdes en temps de calcul et ne permettent pas toujours
d’atteindre les @formations souhats. De plus, le transport de variables internes s’accompagne d’'une
diffusion importante.

La conclusion @rérale que nous pouvongduire de cettétude est que quelque soit l&thode nurarique

employee, les modifications po@tendre son champ d’application somsisouvent dateuses en temps de

calcul et/ou en espace deemoire. Il est donc essentiel pour le champ d’application qui nous concerne de
trouver une rethode qui comportegjh tous les ingedients @cessairea la moalisation.

Nous cfinissons donc nos besoins de ralishtion par ordre d’importance comme suit :

— N’avoir aucune limite pour 'amplitude de€placements et degfbrmations.

— Pouvoir moliser tous types de lois de comportement, y compris les lois faisant intervenir des variables
d’histoire.

— Pouvoir suivre pecigment l'interface entre deux n&taux de propgtes differentes eteventuellement,
de phases diffrentes.

— Les forces d'inertie ne sont pasgpondrantes dans la métisation.
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1.2.3.5 Methode deslements finis avec points d’inégrations Lagrangiens (MEFPIL)

Une nouvelle cagorie de rethodes a donéte céée pour permettre la métisation en grandes trans-
formations de fluides avec variables internes. Céthodes, connues sous le noangrique de rathode
"particle-in-cell”, utilisent un maillage Eéfrien ai se situent les points de calcul, et un ensemble de points
Lagrangiens qui transportent les variables internes (Brackbil and Ruppel, 1988) eGexias sont donc
hybrides entre une @thode avec maillage et uneethode particulaire, et entre une&thode Lagrangienne
et une néthode Ewdrienne.

Un cas particulier des @thodes "particle-in-cell” est la @thode du point méatiel developgee par Sulsky,
Schreyer et leuequipe (e.g. Sulsky and Schreyer, 1996). ékdaéte de retenir la versatibtet la robus-
tesse de la @thode deg&lements finis base sur un maillage Eétien et de capter la flexibiétgeonetrique
d’'un ensemble de particules Lagrangiennes pour suivréfiarehation du magriau. Les points de calcul
sont un ensemble de nceuds fixes dans I'espace, cé@snamt un maillage éleéments finis. Un ensemble
indépendant de points néatels, qui transportent avec eux les préfas du maériau, et les variables d’his-
toire du magriau sont inclus dans le maillage. Puisque leénat et les points de calcul oéte formel-
lement €pagés, une stré&gie pour les coupler esénessaire. Linterpolation usuelle él@ments finis, des
valeurs nodales vers l'iatieur deléments, est utilse pour modifier la position des particules et les va-
riables historiquea partir des inconnues nodales. Les pregs des particules sont coépk au maillage de
calcula travers une quadraturegiEment non standard, dans laquelle les particules qui se trouvent dans un
element servent de points d’ggration. Les conditions limites sont directement ing@ssaux inconnues,
et par consquent, elles appartiennent au maillage de points.

La méthode des points neiels est érivee des prol@mes dans lesquelshergie cigtique est impor-
tante : impact entre matiaux élastoviscoplastiques (Sulsky and Schreyer, 1996), suspension dans des
fluides en fort mouvement et flux rapides de amatux granulaires (Sulsky and Brackbill, 1991). La force
de cette rethode vient de la forme inementale dans laquelle les quaggiparticulaires (incluantdnergie
cinétique) sont modiéesa partir des variables nodales du maillage. Le fluage dénmatk incompressibles
peutétre trai€ en introduisant un terme fictif d’inertie, mais ce n’est p&saigour les simulations sur une
longue duee de temps.

De plus, I'inconenient majeur de cetteathode pour la maglisation de fluide, est que les poids renues
des particules restent constants au cours du calcul. Pagaquest, sile nombre de particules pment est
modifie au cours du mouvement, alors le volume @griation sur cetlement varie aussi. Ce phonene est
tres courant en Branique des fluidesiales points de stagnation peuvent gecet le nombre de particules
autour de ce point augmenter. Moresi and Solomatov (1995) ont donc grapasuveau &veloppement
de la methode des points n&iels appeate nethode degéléments finis avec points d’'i@gration Lagrangiens
(MEFPIL) dont la principaleevolution est de modifier le poids n@mque des particules Lagrangiennes
(paragraphe 2.6.1).

La figure 1.5 esume la situation de la MEFPIL par rapport aux principaléthades num@riques utili€es

de nos jours.
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Les points matériels et
les points de calculs coincident

Eléménts finis

Eléments discrets

Méthode des points
d'intégration Lagrangiens

FiG. 1.5 — Difféerents moyens de disgiser un proldme qui fournissent une reggentation naturelle pour des
sysémes contrd@ls par diferents paragtres physiques. Dans laéthode de€léments finis Lagrangiens, dans la
méthode SPH et desléments discrets tous les points de calcul sont aussi des points @éeemBns la MEFPIL,
les points de calcul ne sont pas des points dearatiL'evolution de la maére se fait par le suivi d'un ensemble
de particules qui servent de points dégtation. Dans les éthodes utilisant 'ALE ou les gthodes clements finis
Eulériennes les points de mate ne sont pas suivis.

1.2.3.6 Discussion

Nous venons de voir dans ce premier chapitre, les principafghades nurgriques utili€es pour des
probemes de racaniques des solides et des fluides. Certairethades ne peuvent prendre en compte des
grandes transformations qu’au sens d’u@camicien des solides, c’'estdire pour des &formations de
I'ordre d’une dizaine de pourcentg8lgments finis Lagrangiens). D’autres, au prix de remaillageero

en temps de calcul (ethodes hybrides avec remaillage), peuvent repousser les limites pour les grandes
transformations. Les @thodes sans limite deetbrmation ne sont pas adaps aux grandeschelles de
temps et d’espace @hode de€lements discrets), ou sont incapables de prendre en compte plusieurs
maeriaux (formulation Ewdrienne de la ithode degleéments finis).

Seule la MEFPIL est capable de prendre en compte tout type de transformations pouréatesimavec
variables d’histoire et interfaces. De plus, soriittde calcul reste raisonnable pour des calculs sur de
grande<chelles de temps et d’espace. Les prhaes secifiques pour la mise en ceuvre de cetthmnde

dans un code de calcul soréatites au paragraphe 2.6. Malheureusement, nous verrons que |lésy@sbl
liesa I'application des conditions limites sur la grille Eukenne subsistent, et que le suivi des particules
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posent de nouveaux challenges.
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2.1. Discétisation paéléements finis

L'objectif de ce chapitre est de gsenter I'algorithme utilis dansellipsis pour €soudre des probines de
mécanique. Dans un premier temps, nous traitons le ctéigat du type delément fini pour la moglisation

du comportement des milieux incompressibles. Dans un dem&iemps, une descriptiobtdillee est faite
de la methode de@&solution degquations cougles disaetes du prolme. Enfin, nous terminons ce chapitre
par la pesentation des car&eistiques nurariques sur le codage de la MEFPIL par rapgola méthode
classique deéléments finis.

2.1 Discletisation par elements finis

Dans le cas de matiaux incompressibles, comme illustu paragraphe 1.1.2, il egaessaire de traiter la
pseudo-pressioncomme une variable irghendante du champ de viteaseAvant d’appliquer la rethode
desélements finis, il resta determiner quel type @élément (forme §onetrique et dedgr d’interpolation)
nous allons choisir pouésoudre nu@riquement notre probime.

2.1.1 Choix de lelement fini

Dans la nethode deg&lements finis, le choix des fonctions d’interpolation esté&lmr la loi de comporte-
ment du matriau et par la gonétrie du solide cons&te. Pour des matiaux quasi incompressibles, une
difficulté demeure dans le choix du typet#ment. En effet, certairdéments pesentent un @monene de
blocage ("mesh locking”), il faut donc trouver irapativement urélement ne pesentant pas de blocage et
ayant aussi de bonnes performances @&tques (convergence).

Nous avons éja remargé au paragraphe 1.1.4 que la pression génat discontinue entre de@ements.
Cela laisse donc une plus grande liledie choix pour les fonctions de forme de la pseudo-pression que
pour les fonctions de forme de la vitesse qui doivé&ngé continues etétivables.

2.1.1.1 Blocage du maillage

Ce comportement irisirable a #s largemenite etudie par des mafimaticiens (Balika, Ladyzhenskaya,
etc ...). Nous ferons l'illustrer dans le cas particulier classique @elnent triangulaire (figure 2.1) avec
un champ de vitesse Baire et une pression constante.

Etant don les conditions limites en vitesse dgdéments | et |l, seul le ncewdpeut se éplacer. D’apes
la forme variationnelle (1.21), le champ de viteadéntérieur de tou€lemente doit vérifier :

Vo dV =0 (2.1)

Qe
Ce qui signifie, en d’autres termes, que la surface (le volume en 3D) de cklaqent doit rester constante.
Par conéquent, la vitesse du nce@dippartenand I'element | doitétre horizontale et de @me la vitesse

du nceud3 de I'element Il doitétre verticale. La conclusion pour satisfaire ces deux conditions est que la
vitesse du nceuglest nulle.
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FIG. 2.1 —Partie d'un maillage &léments triangulaires fixsur deux otés (patch test).

Ce resultat peut ausgitre ceduit en remarquant que la vitesse egstdiine sur lelement, ce qui entiae que

Vv est constant. En utilisant la relation (2.1), noésldisons qu&/v est nulle en tout point deélement.

Par conéquent, és qu’'un nceud a une condition au limite éxpthcement nulle, toutdlement est blocggt

De proche en proche, et par I&€me raisonnement, nous pouvons conclure que tout le maillage esébloqu
guelque soit le nombre dlements utiligs.

Pour rengdiera ce mauvais comportement pour desénatix incompressibles, il va falloir faire appel
desélements finis qui appliquent une contrainte volumiqgue moins forte. En d’autres termes, il va falloir
relaxer la condition d'incompressibiitiors de |ecriture de la formulation faible.

2.1.1.2 Critéres de choix

Pour choisir urélement fini, il faut tenir compte de ses performances éngues (convergence), de sa
complexieé geonetrique pour son utilisation dans les éatmas multigrilles, mais la €lde ce choix pour
une formulation mixte est la conditiorenessaire et suffisante de stabiliBB (Ladyzhenskaya-BaBka-
Brezzi) aussi connue sous le nom de B&daiBrezzi. Malheureusement, lanfication de cette condition
est loin d&tre triviale. Hughes (1987) @sente une approche heuristique paetedniner la capad@td’un
elementa mockliser un comportement incompressible. @@oppement s’appuie sur le calcul du rapport
r défini par :

Ne
r=-4

(2.2)

L2

ou n., etn. sont respectivement le nombreéduations de vitesse (dégr de libe) et le nombre de
contraintes d’incompressibiét Nous pouvons alorseduire la egle pratique suivante pour le choix d’un
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element ereD :

r > 2 Pas assez de contraintes d'incompressiilit
r=2 Optimal

r < 2 Trop de contraintes d'incompressibit

r <1 Blocage de maillage

A N

o0
STV S e
(d) (e) (f)

O Noeuds de pression ® Noeuds de vitesse

FIG. 2.2 —Quelquesléements finis possibles pour une formulation mixte.

Les rapports sont indiques sur la figure 2.2 pour défentléments finis courants. Lé#€ments pesentant

un rapportr plus petit que2 ou plus grand qué sontéliminés car ils pesentent respectivement un risque
de blocage ou une trop grande approximation du champ de pression. Paglaimests avec une pression
continue, le quadrangle avec vitesse et pressiondaiiies (figure 2.2-e) est optimal avec= 2, mais
comme toutlement qui a le riame dege d’interpolation pour les deux champs inconnus, @sante une
faible convergence et des modes de pression parasites.

Par congquent, legléments avec une pression continue siminés car, soit leur taux de convergence est
faible, soit le cdit nunmérique deslements avec des fonctions d’interpolation d’ordre&sigur n’est pas
justifié par rapport aux lois de comportement que nous voulons utiliser. Parmi ceux avec une pression dis-
continue, celui qui est optimal (figure 2.2-d) n’est malheureusement pas retenu pour notre ceédgquajm
car il compliquerait le transfert des dares dans les s€mas multigrilles (paragraphe 2.4) et, de plus, ses
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fonctions de forme d’ordre sé@pieur sont inutiles pour les mekks de comportement utiés.

Notre choix pour la moglisation parelements finis se portera donc sur le quadrangle avec quatre nceuds
de vitesse aux angles, et un nceud de pression au centreeganpe le meilleur compromis entre blocage,
convergence et simplié@tgeonetrique. Bien que cetlement ne @rifie pas la condition LBB, un taux de
convergence optimal peétre proue sous certaines conditions. La prénei est que le maillage ddtre
compog de macrélementsa bord droit d’au moins quat&dements. Cette condition est toujours satisfaite
dans notre cas car, comme nous le verrons au paragraphe 2.4, I'utilisatioredeasanultigrilles est aussi
optimale pour des maillages rectilignes. La demxeé condition est que la pression deite egularige.

Ceci est eali® par les scbmas multigrilles, car la solution intiale est de grande longueur d’onde et les
sckemas iératifs amortissent pferentiellement les ondes de courte longueur. Nous avons donc, dans tous
les cas, une pression qui reséguliere sur tout le maillage.

Cetélement contient au total neuf dégrde libers, la pseudo-pression et quatre vecteurs vitessgiB.en

2.1.2 Syséme dequations lineaires

Nous appliquons la gthode de€léments finis auwequations (1.18) pour obtenir le sgsie matriciel
Suivant :

& ][a)-10)

ol A est la matrice de viscosittkfiniea I'équation (1.31) eM = ¢ T est le paramdtre de compression
du maériau.G est I'opérateur gradient et son transpa@s’ est I'opérateur divergence.
Ce syséme discret est celui que nowesplvons pour tous les prarhesetudes.

2.2 Methodes ieratives de ©solution de systmes lireaires

Il existe deux grandes d@aories de techniques désolution des systes lireraires déquations : les
méthodes directes et lesatihodes ératives ou de relaxation. La prezngé caégorie donne la solution exacte
du syseme deéquations -aux erreurs d’arrondis nemgues pes-, elle inclut la rethode du pivot de Gauss,
la transforn@e de Fourier et laéduction cyclique. En fonction de lagthode nurarique utili€e et de son
implantation, le temps de calcul po@soudre un sygémean deges de liberés est proportionnéln? voire
n3, alors gu’il est d’ordre: pour les néthodes #ratives. Cependant, il n’est pas toujours utile @soudre
exactement un sysine déquations dont Ecriture contient elle-éme des approximations (conditions li-
mites, loi de comportement). D’autre part, il estsisouvent illusoire de mettre en place technologiquement
une solution "exacte”. Enfin, pour desalisations industrielles ou e&pmentales, il est souventgferable
de connire rapidement une solution appr@ehdont I'erreur est connue et ttr&sée, plubt que d’attendre
longtemps une solution "exacte”. Tant que I'erreur @uka esolution de€quations reste igfieure aux
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erreurs de maglisation et de &alisation du @sultat, la nathode de @solution nurérique emploge peut
étre qualifee de satisfaisante.

D’autre part, la esolution de sysimes déquations non ligaires fait intervenir plusieurgsolutions in-
termediaires dequations ligaires. Dans ce cas, lasolution exacte du sy®@he ne s’agre pas acessaire,
puisqu’il ne s’agit que d’'unétape pour approcher la solution finale. Dans ce cas aussi,&thede ierative

plus rapide semble plus aguate.

2.2.1 Description

Géreralement les &thodes nurariques, telles que la @hode de€lements finis (paragraphe 1.2.1.1),
aboutissend un systme den é€quations ligairesa resoudre de la forme :

Av=f (2.4)

dans lequeldA est une matrice&finie positive (1.31). Soient la solution exacte de ce sgshe etu une
approximation de, geréreea chaque #ration de la rathode. Si les @thodes directes donnent la solution
deséquations, les gthodes de relaxation vont I'approcher pardttions. Il faut donc &finir un test d’arét
sur la qualié de I'approximation. Pour cela, il existe deux qud@siimportantese et r) relativesa v en
tant qu’approximation de. L'erreur e est ckfinie par :

e=v—u (2.5)

Malheureusement, I'erreur ne pegtre calcube que si la solution exacte est connue. Une autre mesure
facilement calculable de I'approximation deparw est le Esidur exprimé par :

r=f— Au (2.6)

L'erreur et le Esidu sont des vecteurs dont 'amplitude petné mesure par n'importe quelle norme vec-
torielle standard. En utilisant l&quations (2.4), (2.5) et (2.6), une relation importante pour kethodes
itératives entre I'erreur et l€&sidu sécrit :

Ae=r (2.7)

Cela signifie que I'erreur est solution diéme systme déquations que I'inconnue quandf est remplaé
par le €sidur. L' équation du &sidu (2.7) est la base defthodes #ratives dont I'objectif est de faire
tendre le esidu vers @ro. Par opposition, les@hodes directe€solvent I[equation (2.4).

Par ailleurs, la matricél peut se @composer sous la forme :

A=D,-L-U (2.8)

ou D, est la diagonale dd, — L est la partie triangulaire ibfieure ded et —U est la partie triangulaire
superieure deA. Cette @&composition va permettre la mise en place d’'unedoursive sans faire appéra
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de terme contenant l'inversion d’'une matrice non diagonale. Erams (2.8) dans (2.4), le vecteur solution
veérifie :

v=Pv+D,'f (2.9)
avec

P,=D,'(L+U) (2.10)

P; est appdte la matrice Jacobienne dediition. Par coresjuent, lécriture de base des sahas iératifs
est:

w™ = Pu® + D' f (2.11)

ot u® et ul*Y sont deux approximations successives de la solutiodne modification simple mais
importante (paragraphe 2.2.2) pdite faitea I'itération de Jacobi, en utilisant une version parad de
I’ équation (2.11). La &thode ponérée de Jacobi &trit alors :

u™) = P u® +wD}'f (2.12)
ouw € R est le facteur porieral compris entré et 1, et P,, est c&fini par :
P,=(1-wlI+wP, (2.13)

Ces deuxequations grerent une famille de sémas iératifs appdds néthodes de Jacobi poees ou
amorties. La relation @rative de ces gthodes ponetees de Jacobi peutegrire sous la forme :

w™ =49 D r® (2.14)

La nouvelle approximation est donc obteraupartir de la pecedente en ajoutant une fraction apprépri

du residu. C’est un exemple datation stationnaire ligaire.

Puisquer® est une fonction de.”), la méthode ponérée de Jacobi attend que tous les composants de la
nouvelle approximation soient calésl avant de les utiliser. La preéné conéquence est que deux vecteurs
(u etul™+1)) doiventetre stocks, ce qui requie2n places de r@moire. La deuxime congquence est

gue les nouvelles informations ne peuvent pae utili€es @&s qu’elles sont calcaes. La nethode de
Gauss-Seidel va agliorer ces deux points en incorporant un simple changement : les composants de la
nouvelle approximation sont utiés s qu’ils sont calc@s. Ceci eduit le nombre de place deémoirea

n et semble intuitivement augmenter la vitesse de convergence.

En definissant la matrice d@ration de Gauss-Seidel par :

P,=(D,—-L)'U (2.15)
La loi de ecursivie peut s’exprimer de la fagon suivante :
u™ = Pou + (D4 — L)' f (2.16)
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Chaque composant du vecteur solution p&tie misa jour soit par ordre ascendant, soit par ordre des-
cendant, ou alors en alternant les deux modes ce qoemla methode syratrique de Gauss-Seidel. Une
autre margre de proeder est de modifier dans I'ordre tous les composants pairs, puis tous les impairs.
Puisque les composants pairs n'ont besoin piitg calcués que des composants impairs et vice-versa,
cette néthode est bien adag# aux calculs nuariques avec processeurs pars.

La convergence de cestinodes peldtre emontée dans le casda matriceA esta diagonale dominante,
c’esta-dire qu’elle wrifie la relation :

V7, Al > A (2.17)
1,17

Remarque Lutilisation d’'un espace @moire duit est un autre avantage primordial detmodes irati-

ves sur les rathodes directes. Pour ces deres, il est d'usage de stocker toute la bande diagonale de la
matrice qui peut contenir deg€ws, ou d’utiliser des &thodes "skyline” qui recherchent legrbs pour ne
garder que les valeurs significatives. Avec lathode de Gauss-Seidel uniqguement les termes non nuls sont
stoclés.

2.2.2 Erreur et taux de convergence

Un critere qualitatif important pour de tels sohas iératifs est la vitessa laquelle la solution est ap-
proctee. Notrectude se concentrera tout partiéuément sur la comparaison de ces vitesses pour érsth
de Gauss-Seidel et pour lééthode pondrée de Jacobi. Pour cela, un pratfole unidimensionnél (N + 1)
nceuds esttudé comme cas test. Chacune dextinodes &ratives pesenges jusqu’ici peugtre mise sous
la forme gerérale :

w) = Pu® + (2.18)

ou P est une des matriceittives écrite pecedemment (c’esi-dire P;, P, ou P;). La solution exacte
(aux erreurs de machineg®)wv, est un point fixe de cestitations puisque :

v=Pv+... (2.19)

En retranchant les deux expressions (2.18) et (2.1®)olution de Iecart entre la valeur exacte et la valeur
approclee sécrit :

e =y — ult) = peld (2.20)
Il en decoule qu’apes; boucles de relaxation, I'erreef?) a laj**™e approximation est :
e = pie® (2.21)

49



Chapitre 2. Resentation du codalipsis

En utilisant les vecteurs propréls, de A, le vecteur erreur seedompose comme sulit :

N-1
e =>"eW, o ceR (2.22)
k=1

L’expansion en vecteurs propres elé s’écrit donc :

N—-1 N—-1

eV =" P, =Y e\ (P)W; (2.23)
k=1 k=1

ol \.(P) désigne les valeurs propres @ La seconde partie dedguation est obtenue agea I'egalié

des vecteurs propres de avec ceux deP, ce qui entrine PW,, = \,(P)W,. Aprésj itérations, lekime

mode de l'erreur initiale &t réduit par un facteu)&,(j)(P).

A partir des valeurs propres, nous pouvoe§irdr le spectre radial de la matrid@ par

p(P) = max | \(P) | (2.24)

Le spectre radial des matriceériatives est toujours compris entret 1. Imaginons que nous souhaitions
atteindre une g@cision del0~? pour la solution approdée, c’esta-dire qu’il faut faire)M itérations aved/
etant le plus petit entierarifiant

<107 (2.25)

Cette relation est approximativemergrifiee si(p(P))" < 10~ soit

d
M= T o (P))
La quantié — log (p(P)) est appede le taux de convergence de I&ttimode. Plus cette valeur sera faible,
plus il faudra faire d’ierations pour obtenir la pcision souhagte. Un faible taux de convergence est obtenu
pour un spectre radial proche tleA contrario, un spectre radial proche d&a donne le meilleur taux de
convergence.
Bien que ces mthodes convergent pour tout tensditel que || P|| < 1, elles peuvenétre plus lentes
pour certains modes. &tude des vecteurs propres de la matriemiive de Gauss-Seidel et de létimode
poncerée de Jacobi montre que les valeurs propres sont :

(2.26)

km km

Me(P,) =1 — 2wsin? (W) et Me(Pg) = cos? (W) (2.27)

ou k est compris entré et (N — 1).

Pour I'utilisation de ces valeurs propres dans urhnde nurarique, dont la gcision épend du nombre

de points de calcul utiless, il est pertinent @tudier ces valeurs propres dans la limite & tend vers
I'infini, c’est-a-dire pour une disétisation spatiale de plus en plus fine. Nous recherchons pour quel mode
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le taux de convergence est le plus faible, c&stire pour quel mode la valeur propre correspondante est la
plus élewee. Les relations (2.27) montrent que le mode qui a la valeur propre |&lghge, est celui qui

a le plus petit nombre d'ondes, séit= 1. En introduisant = 7%/2N?, la limite de la valeur propre du
premier mode €crit :

M(P,) — 1 —we et  MN(Pg)—1—2¢ (2.28)

Bien que la meilleure valeur de pour amortir le premier mode sait la valeur optimale pour amortir
efficacement tous les modes 2g8 (Briggs (1987)).

Néanmoins, avew = 1 le sctema ieratif de Jacobi por&eé demeure deux fois plus lent que le sata

de Gauss-Seidel pour le premier mode={ 1). Toutefois, bien que la &thode iérative de Gauss-Seidel
soit plus efficace que celle de Jacobi perg elles restent toutes deux inefficaces p@diuire de marmire
significative les modes de grandes longueurs d’onde, car la norme de la valeur propre du premier mode tend
versl1, et par congquent, la vitesse de convergence tend gers

De toutes les mthodes #ratives pesenées dans cetigtude, la nethode de Gauss-Seidett retenue pour
sa minimisation de I'utilisation de I'espaceemoire et pour son taux de convergence.

Idéalement, il faut associer simultament une rathode comp@mentaire au solveurétatif pour eduire les
modes de bassedjuence de I'erreur. Cetteatihode est traite dans le paragraphe 2.4.

L'autre aspect @gatif de ces @thodes #ratives se produit dans le cas de matrigeslont les termes
hors diagonale sont proches de ceux de la diagonale, &'dst queA est mal conditionee. Dans ces
conditions, plusA est mal conditionae, plus le taux de convergence tend vér®zCes réthodes ne sont
pas dans ce sens consiges comme robustes. Elles posent donc des @mods de vitesse de convergence
pour lesétudes impliqguant des n&taux au comportementes contragts. C’'est notamment le cas des
etudes sur des n&iaux biphasiques,tola phase solide est melisée avec une viscositbien plus grande
gue la viscos# du milieu fluide.

2.3 Methodes nungriques de €solution d’equations coupées

Nous venons de voir commer@soudre unéquation avec une variable vectorielle. Dans le cas de la formu-
lation mixte, que nous avons mis en place pour élisér les milieux incompressibles, nous avons abéuti
un syséme déquations couples (2.3), qui est rappeti-dessous :

Av+Gqg = f (2.29)
G'v+Mq = 0 (2.30)

Par substitution, le vecteur de viteaspeutétreéliminé dans la prengéreéquation pour donner :

Ag = f (2.31)
G'v+Mq = 0 (2.32)
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Chapitre 2. Resentation du codalipsis

ol A = (GTA~'G — M) est la nouvelle matrice constitutive ft= GZ A~ f est le nouveau vecteur
force.

2.3.1 Iterations d’Uzawa

Dans la plupart des codes narnques en racanique des fluides, la condition d'incompressibiétst in-
troduite dans Bquation du prol@me avec un terme deepali€ (Zienkiewicz, 1975). Dans notre cas, une
telle pro&dure akrerait fortement le taux de convergence de &hude iérative de Gauss-Seidel, car la
matrice constitutive deviendrait mal conditiden

Leséquations (2.31) et (2.32) peuvérite E€solues iérativement par la Bthode d’Uzawa pour lésguations
coupkes car elles sont syatriques. En effet, cette @hode de &solution est applicable que pour des
syskémes syratriques dequations. Comme toutes lesthodes #ratives, elle acessite une valeur ini-
tiale et une loi de&currence pour les défentes inconnues. Dans le cas de I'utilisation de ceéthode
dans le code nuariqueellipsis la solution au pas de calculgnédent est utiliée comme solution initiale.
La s2quence du s@ma d’Uzawa peut &crire sous la forme :

o) — ) g1 (f — (Av® + Gq(i))) — Al (f _ Gq(i)) (2.33)
g = ¢ 1 aGTe® (2.34)

ou « est un scalaire dont la valeur d@tre cetermirée avant le calcul. EIman (2002) @rdonté qu’un
taux de convergence optimal est atteint pour une certaine valeur-dent le calcul est dateux- telle
que les deux extrema des valeurs propreslde aA) soient confondus. MalheureusementAsest mal
conditionrée, la convergence est lente quelque soit le choix poum preconditionnement de la@hode
ameliorera sensiblement le taux de convergence. Cette astuce ra@vamplacer le scalaire par I'inverse
d’un tenseur du second ordég;.

D’autre part, dans la gthode ierative d’'Uzawa, il est@cessaire de calculer I'inverse de(2.33)a chaque
itération. Cette inversion est le principal incémient de cette gthode et doittreéviteea cause de son
colit de calcul. Ceci peldtre gali® en remplacant I'action dd ' par I'action d’un autre @rconditionneur
Q. Finalement, les érations du sadma inexact d’Uzawa pronditionié sécrivent :

o = w0+ QL (f — (A" + Gg")) = QL' (f — Gq¥) (2.35)
gt = ¢ 4 Q]—BlGT,U(i) (2.36)

En conclusion, la rethode iérative d’'Uzawa permet l&solution d’'un systme coup?, mais elle Bcessite
I'inversion d’'une matrice non diagonale. Par ceqgent, nous lui @ferons la version dite inexacte, dans
laquelle les iérations sont approxiees sansécessiter de calculs Gteux. Lesequations (2.35) et (2.36)
permettent d’'inagmenter une variable lorsque l'autreéte modifiee, il reste tout de Bmea resoudre

I’ équation (2.31) par uneé&thode iérative classique.
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2.3.2 Methode du gradient conjugLe

Les nethodes #ratives de type Gauss-Seidel (paragraph 2.2) sestrapides, mais elles ne sont pas
capables d’amortir I'erreur pour toutes leéduences et ne sont performantes que pour des matrices bien
conditionreées. Il faut donc utiliser une @hode deé&solution plus grérale, c’est la rathode du gradient
conjugle. Toutefois, comme nous le verrons par la suite, plusietages de cette @hode requérent des
résolutions interradiaires pour calculer 'approximation des vecteurs. Gs®lutions se feront avec la
méthode de Gauss-Seidel.

2.3.2.1 Principe gnréral

Soit le syséme den équations ligaires suivana resoudre :

Az =1b (2.37)
L'id ée de base est de minimiser la fonction :

flx) = %CBACE — bx (2.38)

Cette fonction est minimée lorsque son gradieRtf qui vaut(Ax — b) est nul, ce qui estquivalenta

la résolution de lequation (2.37). La minimisation se fait en calculant successivement des directions de
recherche®, des approximations® et des esidus-(*). A chaquettape une valeur® est calcude telle
qu’elle minimisef (x® + o®p*)) et le vecteutr est Bactualig par :

2D = ) 4 o ®) k) (2.39)

Les vecteurp™® etz ®) sont construits de telle sorte qué& ') minimise aussf sur tout I'espace vectoriel
des directions @& choisiep™, p? . ..., p*). Aprésn itérations, la minimisation eséalise sur tout 'es-
pace vectoriel et donne la solution deduation (2.37). Cette @thode efficace esésenee aux systmes
d’équations symtriques et éfinis positifs (nous sommes dans ce @s [Elle fait partie de la famille des
méthodes iratives car elle gere des vecteurs successifs, qui sont des approximations de la solution.

2.3.2.2 ®quence d'ierations

Cette néthode construit deuesies de vecteuns®) etp®). Une valeur initiale doiétre fournie pour chaque
vecteur. Disons que'™) est un ésidu provenant de la solution du pagg@dent et que la premie direction
de recherche est prisezgalea V). Ensuite, il suffit d’ierer avec le sd@ma suivant :

o (r®) " p®)
(p™)" Ap)
P+ — 0 o0 Ap)
k+1D\ T (k+1)
5 — (T(T(k)gT:(k) (2.40)
p*+) = ) 4 g0
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Chapitre 2. Resentation du codalipsis

Cette Ecurrence ne peut enébrie pas rencontrer deedominateur nul, @me si des erreurs d’arrondis
numériques, fonction de la pcision de la machine utik®, peuvent annuler ug@dominateur. Cesétations

se terminent pouk = m < N avecr(™t!) = (. Cet arét est conceptuellementid 'impossibilite de
trouver une nouvelle direction orthogonale @petndante des @eedentes.

Le taux de convergence de cetté&timmde @pend du conditionnement de la matride Si A est bien
conditionree, c’esta-dire queA est "proche” de la matrice idergitl, alors la vitesse de convergence est
élevee. La consquence de cette remarque est que pour augmenter le taux de convedjataieptre
prémultipliee par une matricel ' de telle sorte que?l_lA ~ I. L' équation (2.37) est donc transfazm
en:

(A”A) x—A'p (2.41)

Cette version s’appelle la@hode du gradient conjugypreconditionr.
Ce peconditionnement introduit une nouvellere de vecteurs® tels queAz®* = »*), La fquence
d’itérations est transforee en la suivante :

VA
N (r(k)) (k)
(p®)" Ap®
P+ = k) o) gp®)
St1) A*lr(k—&—l)
k+1\T _ (k+1)
r z
sk = ( )T (2.42)
(r®)" 2z (k)
ptth = k) 4 gk 5E)
(2.43)
Remarque

— Le principal avantage de cetteéthode, dans le cas de lasolution d’'un grand nombre d’inconnues,
est qu’elle utilise la matricel seulement paréférence au produit dd ou de sa transpésA’ avec un
vecteur. Le cat nunérique (temps CPU et utilisation de l&amoire) du produit d’'une matrice struchar
(bande par exemple) avec un vecteur est targement irfrieura son inversion.

— A peutétre calcuke de marirea optimiser la convergence, mais le calcul ll&me peuétre long et le
résultat @pend du prot@mea résoudre. Un choix simple et usuel est de prendire diag(A).

2.4 Methodes multigrilles

Jusqua pesent, nous avonstabli que les rathodes iratives possdent la propBte d’amortissement,
mais de marire iregale en fonction deséguences du signal amortir, et en fonction de la @&hode
utilisée (2.28). Cette propie rend ces methodes s efficaces pougliminer les composantes de hautes
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frequences (oscillatoires) de I'erreur, alors qu’elles laissent les modes de bagsesfes pratiqguement
inchangs. La questiora pesent est de savoir si ce€thodes peuverétre adages ou assoees avec
d’autres proédures, de sorte les rendre efficaces sur toutes les composarégaéntielles de I'erreur.

La présentation qui est faite dans ce rapport s’appuie sur le cours de Briggs (1987) et I'article de Gilles et al.
(2002).

2.4.1 Idées de base
2.4.1.1 Approximation initiale amélioréee

Un moyen pour ai@liorer un scéma de relaxation, au moins dans ses peees ierations, est d’utiliser
une bonne approximation initiale. Bien que la vitesse de convergence reste ieehihegtévident qu’en
approximant correctement la solution dans la phase initiale, la solution est atteinte plus rapidement. Une
technique bien connue pour obtenir une approximation initialelianee est de@aliser quelquesétations
préliminaires sur un maillage plus grossiet” -ol I'exposant2h signifie 'espacement de la grille-, puis
d'utiliser cette approximation comme valeur initiale sur la grille originafe Le transfert d’'un vecteur
d’une grille grossre vers une grille plus fine eskfihi ulterieurement au paragraphe 2.4.2.1. La relaxation
sur la grille grossire est plug€conomique car elle contient moins d’inconnaesalculer.

D’autre part, nous avons vu au paragraphe 2.2.2, que le taux de convergence augmente quand le spectre
radial, et par corexjuent les valeurs propres, diminue. Or, dégles relations (2.28), plus la diétisation
spatiale est fine/{ élew), plus les valeurs propres (P) tendent vers la valeur. Par conéquent, les
méthodes iratives ont un meilleur taux de convergence sur des maillages grossiers.

Pour acélérer la relaxation sur le maillage grossiet”, quelques #rations peuvengétre ©alises sur

un maillage encore plus grossi@f”. En gardant ce processas’esprit, le systme déquationsdv =

f peutétre tout d’abord relax sur un maillage &s grossier (par exemple une grifietrois nceuds pour
un probbme unidimensionnel), ensuite cette approximation est @gilsomme solution initiale pour le
maillage plus fin suivant (c’est-dire deux fois plus @lements qu’avec la presmie grille, toujours dans

le cas unidimensionnel) et ainsi de suite jusgatteindre le maillage le plus fin sur lequel nous souhaitons
obtenir la solution.

En résung, cette technique permet de calcudemoindre c@t des approximations initiales relativement
proches de la solution recheish Si elle araliore fortement les preraies ierations du sabma de relaxa-
tion, elle n’est malheureusement d’aucune @ipbur amortir les erreurs de basseguence.

2.4.1.2 Correction par maillage grossier

Faisons I'hypotBse qu’'un scbma particulier de relaxation a@te appliqe jusqua ce que l'erreur ne
contienne plus que des composantes de grande longueur d’onde. Nous pouvons maintenant nous demandel
a quoi ressemble cette erreur sur un maillage plus grossier. La figure 2.3 montre qu’une onde de basse
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frequence avek = 4 sur une grille fine V = 12) projee directement sur un maillage grossisr £ 6)
semble plus oscillatoire.

k=4 surunegrilleN =12

® & 1\2/3 4\5/3

k=4 surunegrilleN =6

FIG. 2.3 —Une onde avec un nombre d’onke= 4 sur une grille fineV = 12 (a) est projete sur une grille grossie
N = 6 (b). La grille grossére voit cette onde de mame plus oscillatoire que la grille fine.

Pourétre plus pécis, notons que les points de la grille gréssi??" sont les points de la grille fin@" avec
un nunéro pair. Consiédrons uniguement & mode sur la grille fin@valle aux points de nuéro pair.
Sil <k < N/2,les composants de ce mode peuveatsie :

27k ik
w,};zj = sin (%) = sin (‘ij—;;) = wihj (2.44)

Cela signifie que l&**"¢ mode suf2" devient lek**¢ mode suf2?", c’est-a-dire qu’en passant d’une grille

fine a une grille grossire un mode devient plus oscillatoire. Puisque les modes de I'erreur deviennent plus

oscillatoires sur la grille grossie, tout scema de relaxation est nouveau efficace pouéduire I'erreur.
De cette remarque ftaine nouvelle strégie qui utilise lequation (2.7) duésidu pour relaxer sur I'erreur.
Ceci peutetre repeseng par la proédure suivante :

1. Relaxation deA"v" = £ surQ" pour obtenir une approximatics’.
2. Calcul du ésidur” = f" — A"u.

3. Relaxation de Bquation du&siduA®'e?" = 2" surQ*" pour obtenir une approximation
de l'erreure?”.
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4. Correction de I'approximation obtenue st avec I'estimation de I'erreur obtenue sur
Q2

uh - uh + €2h.

Cette proédure esta la base de la éthode de correction par une grille gr@ssi. Ayant relag sur le
maillage fin jusqua ce que la convergence set&tiore, I'equation du @sidu est rela&e sur un maillage

plus grossier pour obtenir une approximation de l'erreur. Le retour sur le maillage fin permet de corriger
'approximation initialement obtenue sur cette grille. Le &tia de correction par une grille gross,
comme signd@ ci-dessus, laisse une question g@ariale en suspend : Quel est le meilleur moyen de
résoudre le proRime A?"e?" = 2" sur le maillage grossier ? Le praéiphe sur le maillage grossier n’est

pas tes different du prol@me originel. Par coggsjuent, le sobma de correction par une grille grass peut

étre appligé a I'equation du@&sidu sur2?", ce qui revient se @placer suf2** pour uneétape corrective.

Ce processus peiétre epete sur des grilles successivement plus geres jusqua ce qu’une solution
directe de lequation sur leésidu soit facilement calculable.

2.4.2 Description des sobmas multigrilles

Deux facons efficaces d’utiliser une approche multigrille avec demnsahb de relaxation onggh éte vues,
I'approximation initiale et la correction par un maillage grossier. Avant@lwice des sadmas plus com-
plexes, il est Bcessaire de&linir comment trangfrer un vecteur d’une grille vers une autre. Dans cet
expog sur les transferts intergrilles, nous nous limitons au dase grille grossire a un espacement deux

fois plus grand que la grille qui lui est directement plus fine. Ceci est quasiment une pratique universelle
puisgqu’il semble qu’il n’y ait aucun avantage dans l'utilisation de grilles, dont le rapport des espacements
serait diferent de 2, et que tout autre rapport d’espacement compliqueradha.t

2.4.2.1 Prolongation

La proc&dure de transfert d’un vecteur quelconquenfgalementu, ou e) d’un maillage grossier vers un
maillage fin -c’esta-dire 'approximation de I'erreus?" dans le scema de correction par grille grogse-
est appdde interpolation ou prolongation. Heureusement, dans la plupart ddsodes multigrilles, le
sclkema de prolongation le plus simple (c’@stire I'interpolation lireaire) est s efficace (figure 2.4).
L'opérateur de l'interpolation ligaire est n@ I, et suit la ggle :

I u = " (2.45)

Faisons I'hypotkse que I'erreur soit un vecteur de grande longueur d’onde sur une grill@’fjrr’'une
approximation sur une grille grogse aitéte calcuée surQ2?" et que cette approximation soit exacte aux
points de la grille grossre, alors cette approximation est relativement lissmnmsi elle semble plus os-
cillatoire que I'erreur. Par coiguent, I'ograteur d’interpolation est aussi "adoucissant”, ce qui donne une
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f(x)
QZh ‘ /\ X |
0 1 2 \\3/ 4 5 6

f(X)V\ /\
X
ol 01234v89101112

FIG. 2.4 —Interpolation/?, d'un vecteur d'une grille grossie vers une grille fine. Les valeurs nodales aux nceuds
communs entre les deux grilles sont conges/sur). Les nouvelles valeurs pour les nceuds intsgiaires sont
interpokes lireairement partir des valeurs nodales de la grillé¢".

bonne repesentation de I'approximation sur la grille fine. Par contraste, si I'erreur est oscillatoire, I'ap-
proximation semblera encore plus oscillatoire et I'interpolant estégippour repgesenter I'approximation

sur la grille fine. Par cogguent, plus I'erreur est de grande longueur d’onde, plus l&septation de
I'approximation donge par la proedure d’interpolation est pcise. Ce processus est un coampént ickal

a la relaxation, qui est plus efficace pour les erreurs oscillatoires.

2.4.2.2 Restriction

La procdure eciproque qui dplace un vecteur d’une grille fine vers une grille gréssiest appék res-
triction. L'exemple qui vient le premiex I'esprit, est le sobma d’injection @fini par :

I7'uh = (2.46)

ou ujzh = u’;j. En d’autres termes, le vecteur de la grille gréssiprend simplement ses valeurs directement
au point correspondant sur le maillage fin (figure 2.5). Uréswh plus sophistiquutilise une moyenne
poncerée entre les points voisins sur la grille fine pour calculer la valeur du vecteur pour la grilleegeossi
Comme pour la prolongation, il 'y a aucun avantage dans l'utilisation d’'uersahpludt qu’'un autre,
nous utilisons donc le plus simple dagipsis, c’esta-dire I'injection.

2.4.2.3 Exemples de sé@mas multigrilles

Toutes ces pramures individuelles peuvegtre mise en ceuvre simulément dans des setnas dont nous
présentons les plus courants.
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f(x)

Q" X

f(x)

\4

2h
Q 0 1 2 3 4 5 6

FIG. 2.5 —Restriction/?" d’un vecteur d’'une grille fine vers une grille gross.

— Sclema de cycle: :

ul — Mp"(u", f")

1. Relaxationv; fois sur I'equationA"v" = f" avec pour solution
initiale u”.
2. Si Q)" est la grille la plus grossie, alors allea I'étape 4. Sinon
f2h P I]%h<fh . Ahuh)

u2h — 0

u o Mp(u?h 2 pfois.
3. Correctionu « u" + I u?".

4. Relaxationv, fois sur I'equationA™v" = f" avec pour solution
initiale w".

En pratiquey, etv, sont souvent iréfrieursa 4. Lorsqueu est prisegala 1 et 2, nous obtenons respec-
tivement le cycle en V (figure 2.6-a) et le cycle en W (figure 2.6-b). Initialement, nous avonséndiqu
gue deux i@es neéneraient au principe de smas multigrilles. Dans le cycle gn seule l'icke de la
correction par une grille groggie aéte developee pour les cycles en V et en W, 1&d d’antlioration de
la solution initiale doit encorétre utilie. En combinant toutes ces notions le cycle multigrille complet
avec des cycles en V est obtenu comme suit :

— Cycle multigrille avec des cycles en V (Full Multigrid V-cycle) :
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u" — FMV"(u", ")

1. Si Q" est la grille la plus grossie, alors allea I'étape 3. Sinon
f2h P Iﬁh<fh . Ahuh)
u? — 0

u2h, — FMVQh(’U,Qh, f2h)
2. Correctiomu” «— u" + I, u®".

3. ul — MV"(u", ) 1y fois.

La succession des grilles est m@wa la figure 2.6-c pour le cag = 1. Chaque cycle en V estgeede

par un plus petit cycle en V congu pour fournir la meilleure solution initiale possible.

Le cycle complet multigrille est une syritbe d'ickes et de techniques remarquables qui sont individuel-
lement connues et utiBes depuis longtemps. Prisépaément, beaucoup de cegab ont d'importants
inconenients. Ce cycle est une technique pour lesgrdr de telle sorte qu’elles puissent travailler en-
semble eréliminant leurs limites. Le&sultat est un algorithmeets simple et &s puissant.

2.4.2.4 Le sclema utilisé dansellipsis

Les performances de ces @ifénts cycles &ébendent fortement du prashea resoudre. Pour divers cas
tests, il n'aété trouve aucun avantage en temps de cadclilitilisation d’'un sciema pludt qu’un autre. Le
schema de relaxation avec des cycles successifs en V (FMV) a&eérahoisi pour sa simplid@t méme si

les deux autres types de cycles sont aussi imptadans le code.

De legeres modifications orgéte apporées pour toutes lestudes nurariques durant ces travaux de re-
cherche. La prerere modification est qu’au lieu de relaxer un nombre fini de fois @mgation, cette
opération est&ali®e jusqua atteindre une valeuésiduelle qui est fonction de lagwision requise pour

le calcul global. La deugime modification est un&solution directe par factorisatio@élimination et sub-
stitution effect@e sur la grille la plus grossie. Ceci permet dans la phase remontante du cycle en V de
prolonger une solution exacte pour urticde calcul faiblegtant doné le nombre de degs de liber sur

le maillage le plus grossier.

Comme indigé ci-dessus, une des diffice#t des rathodes iratives éside dans le choix de la solution
initiale qui va conditionner le nombre total ditations. Danllipsis les grandes transformations sont
traittes de masmire ierative. Par corejuent, pour la grande majditles ierations, nous disposons de la
solutiona l'iteration pecedente et nous I'utilisons comme solution initiale pour la configuration actuelle.
Pour le cas &s particulier de la prerare i€ration sur la prengire grille de calcul du premier pas de temps,
une solution nulle est initialement utiéie. Pour des niveaux inteediaires de grille, la restriction de la
solution relaxe sur la grille la plus fine est utiés.

60



2.4. Méthodes multigrilles
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FIG. 2.6 —Enchanement de grilles pour un cycle en V (a), un cycle en W (b) et uersehFMV (c).

L'efficacité de ce scbma est illustee dans la section des cas tests 4.1.6. Parmi d&sudtats, il est mongr
que le facteur de proportionnaientre le temps de calcul et le nombre de dsgle libe’ varie de2, 73
pour le solveur direct implaétdansellipsisjusqua 1, 23 pour un scema multigrille utilisants niveaux.
Lorsque le nombre de niveaux augmente, le temps de calcul dans le solveur direct dayligetible, et le
temps de calcul tend vers celui degtimodes #ratives, c’es&-dire proportionnel au nombre de degide
liberté.

Par contre, dans le cas de matrice de comporterdental conditioni@e, il est inutile d’augmenter le
nombre de niveau car le taux de convergence estftible pour les gthodes iratives. Dans ce caa,lil
est recommarid’utiliser le moins possible de niveaux.

En conclusion, pour un syshe simple il faut prendre le maximum de niveaux, et pour uregystmal
conditionre, il faut minimiser la distance entre la grille de relaxation (la plus fine) et la grill@s@ution
directe (la plus grossre), c’esta-dire minimiser le nombre de niveaux.

61



Chapitre 2. Resentation du codalipsis

2.5 Hiérarchisation desétapes de esolution dansellipsis

Discrétisation Leseéquations du prokime (1.18) sont tout d’abord digtistes de magire classique par
la méthode deglements finis commeétrit au paragraphe 1.2.1.1.

Enchainement des niveaux Nous Esolvons le prol@me sur chaque niveau, en allant du niveau le plus
grossier vers le niveau le plus fin tel quecdit pour le cycle FMV au paragraphe 2.4.2.3.

Pour chaque niveau, le sgste esté&solu iErativement jusqa ce qu’un criére de stabilé sur la solution
soit obtenu. Ce critre aéte cefini par :

S — o2
i <e (2.47)

ou ¢ est la pécision de calcul gxifiee par I'utilisateur. Cesétations sont @cessaires lors de I'utilisation
des lois de comportement nonéaires puisque la matrice constitutideest modi€e entre deux&rations.

Astuces de calcul

— Méthode du gradient conjugu
Nous avons éfini (2.41) le péconditionneurA, mais c’est son inverse qui apptrdans lesquations
iteratives. Pouéviter l'inversion de cette matriced " est choisi de magre classique comme la diago-
nale de la matrice constitutiva :

A" = diag GTAG — M) ~ G"diag A)G — M (2.48)

Aucune inversion de matrice est aingiaessaire au cours des éiftntestapes de lagsolution.
Dans le calcul dex®), le denominateur n'est pas trivial calculer. Pour calcule(m("?))TAp(’f), nous
formons tout d’abordzp®). Puis, la divergence du vecteur solution du éyst Av = Gp¥) donne
GTA'Gp™, auquelM p*) est soustrait pour obtenir finalemeap®. Le calcul deAp® sert aussi
pour le calcul de-*),

— Itérations d’'Uzawa
Comme la valeur de la pseudo-pressigfi a et modifee deAq = a®p*) par la Esolution de
I’ eéquation (2.31), pour maintenirégalie (2.29) le gradient des vitesses doit awsse modife par
Av=—-A"'GAq.

Résolution du syseme Ax = b Lors de la ésolution globale du sy&sme, nous sommes ané&sa

résoudre plusieurs foig un niveau dong, un systme de la forme globalddx = b. Nous appliquons
le sclema multigrille FMV peseng a la figure 2.6-c, b chaquettape de relaxation est faite par |&timode
de Gauss-Seidekdrite au paragraphe 2.2, exaepu niveau le plus grossiet mous ésolvons le sysime

directement.
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Résune Toutes les difficults de calcuétant lewes, I'algorithme global peut segsenter comme suit :

1. Initialisation des variables :
— g est connu du pas de temp$pzdent.
— Résolution ded (év) = fIT4 — Avt — Gq'.
— Calcul dev® = v? + fv.
— Résidu initialr©® = GTv©® + Mq©.
— Preconditionneue© = A~ ©

2. k=0,1,2,...

@) Sik=0
~ p© = 5
— Calcul de(r®)" z2©

0)

(b) Sinon calcul la nouvelle direction de recherche pour le pseudo-pression :
— Calcul dez® = A~ 'p®)

— Calcul de(r(’“))T zk)

" _ (roe))Tz(k)
- /Y= (r+=0)Tzk=1)

3. Calcul de la norme de la distance de progression dans cette direction :
— Calcul deGp™®
— Résolution dedv = Gp™® fournitv = A~ 'Gp™.
— Premultiplication paiG” = GT A 'Gp™®

— Soustraction dé&Zp®) donneAp®.
(’r(k))Tz(k)

(p(k>)T Ap®

4. Modification de la pseudo-pression, de la vitesse eggdidu :
_ kD) — 4k _ o) A1
— kD) = p®) () Apk)

— Calcul dea®) =

5. Test de sortie de boucle :
— Si||r®* V|| > ¢ = aller au 2, sinon fin desétations.

Nous venons de voir eréthil comment le sysime déquations est@solu danllipsispour une configura-
tion donree. La hérarchisation des défentes rathodes permet d’utiliser au mieux les qu&gitle chacune,
la ai elles sont le plusécessaires.

Dans la section suivante, nous allorialller les particularés pour coder nuariguement la MEFPIL par
rapporta la nethode deg&lements finis classique.
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2.6 Implantations numériques de la MEFPIL

2.6.1 Integration numérique

Au cceur de la rathode deglements finis est le concept que la forme faible &gsations cquilibre peut
étre €pake en un nombre de souségtales sur desléments, et que ces @urales peuverétre calcudes
approximativement en utilisant un sha de quadrature adapt

Nep

¢dQe Zuw (x,) (2.49)

ou Q¢ est le volume d’'urelément;) est une quani variable dans I'espace qui @sfallee sur un ensemble
de points de coordo@esg, = (&,,¢,,...) dans unélement de &ference,n., est le nombre de points
d’intégration dans &lement consiéré, etw, sont les poids nuériques de chaque point d’'ggration.

Dans la nethode degléments finis standard, la position des points de quadrature, et leur poids, sont choisis
pour optimiser la prcision de I'inégration pour un ensemble dande fonctions d’interpolation. Le ceite

pour choisir le scema de quadrature est habituellement son effigatstcalcul : le nombre minimum de
positions requises pour obtenir uneégtation exacte d’'un polyime d’un certain de@: Toutefois, il est
important de remarquer que I'iegration reste inexacte,dme avec la quadrature de Gauss, pour des lois
de comportement non lgaires.

Dans notre formulation, nous prenons pour hypsthque les points de la digtisation cincident avec
les particules attaées au mariau. Par corequent, ils se @placent par rapport au maillage. Parce que
la position des points de quadrature est detegmipour chaquélement en fonction du mouvement du
magriau, il est @cessaire de modifier les poids, de telle sartebtenir une iréigrale aussi @cise que
possible pour urelement dona. La pro@dure est similairé la cetermination des poids pour toute loi
de quadrature : nousédvons un ensemble de relations &as sur la @cessié que les polydmes d’un
certain ordre doivergtre inegies "exactement”. Ensuite, les coefficients sont migégumation pour obtenir
I'ensemble des valeurs de,.

Nous consiérons le cas unidimensionnel dans lequele I'equation (2.49) est un polgme sous la forme :

(€)= ap + ané + @€’ + -+ ap” (2.50)

L’ équation (2.50) est iagee algbriquement sur le domaine defgrence allant de-1 a1, et les coefficients
sont mis erequation avec I'expansion de la quadrature dedgnale de (2.49) pour obtenirt+ 1 contraintes
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sur 'ensemble des valeurs dg :

Nep

dYw, = 2 (termes constants)

p=1

dYwy, = 0 (termes liraires)
p=1

Tep (2.51)
Sowptl = 2/3 (termes quadratiques)
p=1

Swpgl = 0 (termes cubiques)
p=1

et ainsi de suite ...

En principe, nous pouvons imaginer de choisir un nombre suffisant de contraintes da tdatenir autant
d’équations que d’inconnues. Puis, par inversion duesystdéquations nous obtiendrions les valeurs
exactes dev,. Toutefois, cela seraités long en temps de calcul et pourrai&mme produire de mauvais
résultats lorsque les particules sont troggulierement distrib@esa l'intérieur de IElement. En effet,
l'unicité de la solution n’est pas garantie et, de plus, des pddatifs pourraienétre obtenus. Si nous
souhaitons associer les valeurs des poidsériquesw, attribuees aux particules, avec leur masselle ou
leur volume repgsentatif du ma&riau, alorsu, doit étre positif.

La méthode du point matiel de Sulsky et al. (1994), qui eatl'origine du scléma péseng ici, utilise
pour chaque particule des poids constants afin d’assurer la conservation exacte de la massmduGyst
pendant, cette prédure ne garantit Bme pas la satisfaction de la contrainte de plus bas ordre, lorsque la
position des particules change en une configuratén@igle (le nombre de particules gaement peut va-
rier). La pécision du scema d’inegration reste relativement bonne pour des simulatiana deformation

du maériau n’est pas ex@me (paragraphe 4.1.1), mais sgrhde rapidement au-del

Pour ceterminer le poids nuérique de chaque particule, nous calculons initialement, dans ckéguent
eta chaque niveau du seima multigrille, les valeurs de, de telle sorte que le poids d&€kment soit celui
de eference, c’esi-dire4 en2D (8 en3D) :

4
w(O) —

p - Nep

> Wwj
j=1

Puis, ces valeurs initiales sont ajss$ iErativement pourgpondre au mieux aux contraintes jusgun
certain ordre. A chaqueétation, la valeur&ro est attribée aux particules dont le poids, est regatif et la
contrainte de premier ordre est fécen appliquant le relation :

4

(2.52)

wgi_‘—l) = wi(’z) Nep

(2.53)
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Chapitre 2. Resentation du codalipsis

Nous peésentons ci-dessous le goha i€ratif du calcul des poids qui permet deriier les contraintes du
deuxeme ordre (termes lgaires) pesenéesa I'équation (2.51).

ISINO) (SN0 SN0
| | WG Ly LWy
wyﬂ) _ wz()z) —a anep ¢ — J*—gp _ J*nep—gpgp (2.54)

Nep
> & > > &6
=1 =1 1

ou ¢ et ¢ sont les coordorges d'un point dans le répe de eférence de Blement tel que éfini a la
figure 2.9.

Nous pouvons reconitee au nurérateur I'erreur absolue par rapparia \erification des contraintes et
au cenominateur des valeurs pour normaliser @edrt.«. est un facteur d’amortissement compris entre
0 et1 qui poncere les termes additionnels. Il egtrgralemenggala 1 pour tenir compte pleinement des
modifications, mais pour certaines dispositions de particules, notamment quand une particseest e
de la frontere avec Element voisin, il est @acessaire de prendre une valeur de I'ordré,&eafin de garder

la convergence du séma en amortissant les modifications. Cette valée ahoisie arbitrairement sur une
configuration qui ne convergeait pas €tta validee dans le sengida non convergence de ce éoha n'a
plusété rencontee. Les igrations se terminent quand la relation suivante esfige :

p np np
S + [Soulls | + Sl
j=1 j=1

j=1
ou ¢ est la pecision souhaite pour le calcul global dans lagolution déquations commeéinisa I'équa-

tion (2.47).

Pour lesecoulements visqueux utilisant deléments bili@aires, un taux de convergence optimal e
obtenu, dans la limite d’'un maillage infiniment fin, dans le caseulement legquations relatives aux
termes constants et Baires sont @rifiees (e.g., Hughes, 1987).

Un cas test en comparaison avec une solution analytigteer@ali€ dans la section 4.1.1 sur une convection
forcée dans une cellule cée pour laquelle la solution est iegendante du temps. Les points cgigtation

se ceplacent dans I'espace plan, ceceedt leur distribution, et par coaguent, peut donner un sahna
d’intégration incorrect.

L'intégration de Gauss est le plus efficace de€sas d’inégration que nous avons impléast mais elle
n'est pas adape aux grandesafiormations de la MEFPIL. Degsultats raisonnables sont obtenus en uti-
lisant4 particules (initialement) paglement de la grille la plus fine, et en ajustant leur poids, lorsque les
particules se @placent avec &coulement. Toutefoig,6 particules sont @cessaires pour avoir suffisam-
ment de dedgs de libe® pour obtenir la l@me pecision qu’avec le s@ma d’inegration de Gauss avec
quatre points eD, en acceptant que certaines particules soient dans la mauvaise pa$itibérieur d’'un
elément pour contribuex I'intégrale.

Par congquent, comme illusérau paragraphe 4.1.1, nous recommandons I'utilisatior6gearticules au
minimum parélément pour obtenir une @cision comparabla celle obtenue avec ldspoints du scema

+ + <0.1e (2.55)
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d’intégration de Gauss utibsdans la rathode de€lements finis classiques. La conclusion est que pour
inteégrer un polydbme d’ordre dona en utilisant la position des particules, nous avarglement besoin
de3 a5 fois (en2D) le nombre de points d’iggration utili€s dans la quadrature de Gauss. La raison est que
les positions des points d’iagration ne peuvent p&sre optimi€es, comme elles le sont pour lagration

de Gauss, mais elles sorétdrmirees par la position des particules daéeinent.

2.6.2 Matriceselementaires

Dans une formulation standardéEments finis, la matrice de viscdspour unélementA® est construite
par 'assemblage de matrices de visa®gif, decrivant I'interaction entre deux nceuds de&eétnent. Ces
matrices s2crivent sous la formeéagérale :

¢ = | BInB,dQ* (2.56)
Qe
ou B, et B, sont les matrices asséeis respectivement au noaudt b comprenant les&tivees des fonc-
tions de forme, ef) est la matrice des pro@tes du maériau. Pour le cas particulier d’@émenta quatre
nceuds, la matricelementaire €crit :

A5 A5, A5 A
A5 A5, Ay A
A5 A5, A5 A
A5 AL A A

A — (2.57)

Dans notre formulation, la matrice des pr@tes du matriau est consigfée comme appartenaatune
particule individuelle de ®me que soretat actuel (temgrature, pression et position) et ses variables de
temps (@&formations totales plastiques, taux ddatmation, etc ...). C’est une difence majeure avec la
méthode deg&leéments finis classiquaielle est une propeie du maillage puisque les points d&gration
sont fixesa l'intérieur de celui-ci. Par cogguent, dans le contexte du &ahma d’inegration nurérique
discug au paragraphe 2.6.1, nous pouvéaosre :

%= w,Bl(&,)n,By(E,) (2.58)
p=1

2.6.3 Sparation et fusion de particules

Dans la MEFPIL, le volume de matie étudié est disaetise a I'aide des particules. Chaque particule est
donc le support d’'un petit volumgémentaire. Initialement, nous associ@nshaque particule uglément

de volume rectangulaire commeéfihi a la figure 2.7-a.

Un écoulement fluide proche d’'un point de stagnation produit@loegation dans une direction et corres-
ponda un raccourcissement dans la direction perpendiculaire. Cela a pour effet de distordre le volume local

67



Chapitre 2. Resentation du codalipsis

’ = T-~~am
! fall Y \ A L /
\ T 7O & T T @
Nl TNy X
) - ’ N-4-""N~<C
) @ ) ) O [ii__ o @ N
4 D2 N <
Y 2 L R N
““““““““““““ o~ ==
WO APV ® g0 ot
° ° ° RN D oy e 4 N
o e o T o {|®
\ \ A > d
,f)__,a\__/ N ot
=7 o le
O e ) \. A
° ° ] Ny SO SSE
N V) A X "
T ol e o |i
~ ~ 4

FIG. 2.7 —Le sctema d'inegration devient plus compligulorsque les eformations du matriau produisent des
volumes locaux allorgs pour les particules. (a) Configuration initiale , (Bcbulement grs d’'un point de stagnation

produit un allongement des domaines : les cercles noirs sont les points origines des patrticules et les cercles blancs
indiquent une nouvelle positianl’intérieur du domaine original qui a un espacement entre particules proche de celui
original, (c) re@finir les domaines autour des cercles noirs et des cercles blancs permet aux particules de contribuer
a l'intégrale du borglement. Le fait que cette prédure produise des domaines qui s’entrecroisent est une indication

de la nature de I'approximation du gha d’inégration.

de chaque particule en un filameaitoit (figures 2.7-b). Cela signifie que le volume de fluide initialement
assocd avec la particule 8tend maintenant sur plusiew@ements. Par contre, le safma d’inggration re-
concentre tout le volume de la particule sur le traceur qui est contenu par wiésaaht. Dans le pire des
cas, cela peut laisser deements enérement vides de traceur et d’autres coasathlement re@sengs.

Particule transportant les Particules compagnons

variables de temps pour pour le calcul de la distortion
I'intégration numérique

@) (b)

FIG. 2.8 —(a) Configuration initiale de la particule principale contenant les variables de temps et servant de point
d’intégration avec ses deux particules compagnonséfinidsent deux vecteurs. (b) Configuratidgfarmee.

La pro&dure de gparation des particules est faite pour s'assurer que le volume de fluideéagsdaci
particule ne devienne jamais trop distordu et ainsi qu’il soit proche du paiiitest pris en compte dans
I'intégration, c’est-dire la particule elle-géme.

Pour mesurer la distortion du volume, nous associnbaque particule (qui sert de point dégtation)
deux particules compagnons en bordure du volumeesgmé qui cefinissent deux vecteurs initialement
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perpendiculaires dans le plan (figure 2.8-a). Ces deux particules compagnong@ades en fonction

du champ de vitesses nodales suivant I&mnmes egles que la particule principale.@volution des deux
vecteurs permet deéfinir un tenseur de transformatiodX du regere local @fini par ces deux vecteurs
(figure 2.8-b). Lorsque la distortion calé@a partir ded X est sugrieurea deux fois la dimension du
volume initial de la particule, la particule estaée en deux particules identiques dans la direction du
vecteur ayant subi le plus grand alongement.

Cette proédure est illus&ea la figure 2.7-b 0 les particules noires sids au centre de lagion allon@e
represente I'occupant original des volumes de la figure 2.7-a. Léniaat I'intérieur de [element est peu
repeseng par les particules qui contribuent vraimentintégrale sur ceélement. Les particules géss
sont des additions faites pour corriger ce péohé. Les volumes locaux correspondant aux nouvelles dis-
tributions de particules sont indigsa la figure 2.7-c.

Une fois les particules divées, les valeurs des variables de temps de la particule originale sontéatsribu
aux copies. Pour s’assurer que I'approximation reste raisonnable, la division d’'une particule doit avoir lieu
qguand la distortion est petite, ce qui impose d’effectuer des divisions relativement souvarlg dhmix

de deux fois la taille initiale de &lement. Prendre un seuil déparation plu€lewe entrénerait une plus
grande diffusion des variables internesauirait la pécision des&sultats.

Ces @doublementsaguliers de particules induisent une augmentation exponentielle du nombre total de par-
ticules. Pour limiter cette croissance, nous allons cheraliaire fusionner les particules ayant leémes
proprietes makriaux et qui seraient suffisament proches. La distance entre une particule et ses voisines dans
un mémeeélement est calcéea chaque pas de temps, @sdjue cette distance esténturea A fois la
distance initiale (calcéle a partir des tailles initiales de particules), ces deux particules sont fégenn

Le scalaireA est appet I'appetit des particules car plus il esleve, plus les particules vont fusionner. Les
variables attrib&@esa la nouvelle particule sont les moyennes désmas variables sur les deux particules
avant fusion.

Ces deux proedures sont essentielles dans ceti¢hade, car elles permettent de garder une distribution re-
lativement uniforme des particules dans le plan tout en limitant I'utilisation d’'un grand nombre de particules.
Cependant, comme le montre la figure 4.3, le nombre de particules est toujours croissant, ce qui augmente
d’autant 'espace @moire recessaire. |l estas difficile de garder le nombre de particules constant au cours

des transformations. S’il diminuait, cela signifierait qu’au bout d’'un certain temps, nous ne disposerions de
plus assez de particules pour garder une bonne approximation dans le calcuedeslest A éfaut de

rester constant, il est gferable que le nombre augmente, piugu’il ne diminue.

Une solution envisa&e pour obtenir un nombre de particules moins fluctuant serait d’utiliser wrecrit
unique, par exemple la distance entre les particules, pour I&guoe de fusion et pour celle deparation.
Malheureusement, comme nous venons de le voirgfmation des particules est faite pour garder un
volume repesentatif "ramags’ autour de la particule, et les fusions sont faites @@iminer des particules
semblables et tellement proches qu’elles n'apportent rien dereiff dans I'inkgration sur Element. Nous
avons envisag pour eduire 'augmentation du nombre de particules, de fusionner toutes les particules
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suffisament proches dans tout le domaine, et non pas seulementacifgérieur d’'un némeélément,
mais le cd@it nunerique de recherche de tous les voisins devient vite prohibitif.

2.6.4 Correspondance inverse dans ualement

Dans la nethode degléments finis, lorsque le choix de fonctions de forme isopéataques &t fait, il est
habituel de faire un changement de variables pour calculer fegrales telles ga I'equation (2.56) sur un
element de &ference. Cela simplifie grandement les calculs puisque to@gegents ont le meélement

de eference. Dans la MEFPIL, uredape sup@mentaire est@cessaire avant de faire ce changement de
variables. En effet, la position de chaque particule est connue dans éengygtobal de coordoies et
doit &tre pealablement calcak dans le sy8me de coordorées locales. Zhao et al. (1999) ont tréuwne
correspondance entre les deuxaegs pour degléments quadril&raux bilireaires, mais une approche plus
gérérale est requise pour deements d’ordre swgrieur et er8D.

I
(-1,1) ‘ ‘ (1,1)
C—) - =
(-1,-1) (1,-1)

(b)

FIG. 2.9 —Systmes de coordo@es dans Element e¢l de I'espace global (a), et danélément de&férence (b).

Les notations sont dogesa la figure 2.9 dans le cas bidimensionnel -I'extensiof@est directee, ete,
sont des vecteurs unitaires dans la direction naturelle&dentent distordu qui correspondent respective-
ment aux axe§ et dans lelement de&féerenceh, eth, sont les dimensions carécistiques de Blement.
Nous souhaitons faire correspondre les cooréesa, de la particule» aux coordonéest,, dans lelement

de eference. La praedure prend la forme dérations de gidiction-correction : une valeur initiale dg

est cetermirée puis utili€e pour pedire les coordorées globaux),

€p = (Oa O)
- = (2.59)
) = (Z Na(€))zn, > Nn(gp)yn>

ou n.,, est le nombre de nceuds del€ment e{z,,, y,,) sont leurs coordorées¢, etg, sont calcuks via un
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certain nombre dtapes correctives :

gp — gp + ﬁ (€§xfE(i) + egyl’(i)) /h,g
s+ (e@x( + egyx ) /h

:1:(”“1 (% Ny ( xna ni Nn(&p)?Jn)
n=1

ou i est le nurédro de l'iteration, est un paramtre de relaxation que I'on choiggala 1.0 pour la premére
itération et0.9 pour les suivantes. Quand les directienset e, sont orthogonales, l&solution se fait en
uneétape. Autrement, il estatessaire deepéter lesétapes de correction jusgute que la gdiction de

a:,(f) se trouve proche de la valeur connue dans urggdate satisfaisante.

Le vecteur, est aussi utilié pour chercher &lément qui contient la particule Les coordonées dans

I’ element de&ference donnent un@termination imraédiate pour savoir si la particule se troakntérieur

ou a I'extérieur de IElement, néme pour degléments fortement distordus. Pour qu’une particule appar-
tiennenta unélément, il faut et il suffit que ses coordares dans le répe de eference de cetlement

verifient :

(2.60)

loll <1 et &)l <1 (2.61)

Il se peut que Blement soit trop distordu pour trouver les coordeeside &férence d’une particule, dans ce
cas h il I'est aussi pour @er les matriceglementaires. En d’autres temes, pour desngtries courantes,
cette proédure est performante.

2.6.5 Advection des particules

A la fin de chaque ération, le champ de vitesseéte resolu sur les nceuds. Pour prendre en compte les
grandes transformations, nous devoapldcer les particules en fonction de ce champ de vitesses nodales.
Une premeére possibilié serait simplement de calculer la nouvelle position par la relation suivante :

altA = al + At Z N (z,)v; (2.62)

Cette relation du premier ordre n’a pas dérsatisfaction sur la pcision des@&sultats. Une autre possibdit

est de éplacer la particule en fonction du champ de vitesse actuel, mais aussi en fonction de celui au pas de
temps pecdent. Cependant, cette approche est trajerse en espaceamoire, car il faut stocker deux

fois le champ de vitesse. En pratique, un&ula d’inegration d’ordre sugrieur de type Runge-Kutta donne

de meilleur ésultats. Les s@mas d’ordre sugrieura2 n’ont pas @montgé un gain de g@cision significatif

par rapport au dit de calcul.

Notre peférence va donc vers un sha du deuxime ordre aussi apfesclema de pediction-correction.

L’ étape de prdiction sécrit :

ahPA? = gl 4 gvt (zf) (2.63)

t
wp 2 p
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Elle permet de calculer la position de la particule au pas de tenggsam En ce point, la vites,séf“/2
esta nouveau interpéka partir des nceuds. Finalement, la nouvelle position de la particule est :

tHAL _ ot t+At/2
xz, ™ =x,+Atv, / (2.64)

Ce sclema s’est a@re avoir un tés bon rapport @cision sur cat. Si une meilleure f@cision est souhde
par I'utilisateur, nous conseillons deduire le pas de temps utégipludt que de choisir un séima d’ordre
superieur comme celui de Runge-Kutta d’ordrequi est tes caiteux et peut rame s’aerer instable pour
des lois de comportement nonéaires. En I'absence de&gfication de la part de I'utilisateur, un pas de
tempsAt est calcuk automatiquement de telle sorte qu’'une particule ne traverse palgment en une
seule fois. Il peut €crire symboliquement sous la forme
Plus petite dimension d’ualement

Vitesse maximale calcaé
Quelque soit la valeur dAt specifiée par I'utilisateur, cette valeur est la borne&igure et ne peut donc
pasétre epasse.

At (2.65)

2.6.6 Conditions limites Lagrangiennes

Une principale difficu avec un maillage Eétien se situe dans I'application des conditions limites nor-
malesa la surface, car le maillage ne suit pas automatiquement la position du bord. Si les conditions limites
(vitesse ou force) sont dirgges vers l'ingérieur du domaine, alors laéthode requiert la éation de nou-
velles particules pour repsenter la magire rentrante. Si la direction est vers I'esieur du domaine alors

les particules, et leurs variables d’histoire, sont perdues.

Pouréviter de telles difficuts, nous recommandons de modifier le maillage entre e@ypes deésolution

pour suivre les conditions limites @matiques perpendiculairada surface. Comme souligmpar Sulsky

et al. (1994), la formulation n’est pas affeetpar le changement de maillage, ayant lielesue les
positions des particules aiegtt modifiees, puisque le maillage ne transporte aucune information autre que
la géonetrie du domaine et les conditions limites. La configuration dueneat et les informations sur
son histoire sont erdrement étermirees par les particules.@&mhe si cette pradure peut ressembler sous
certains anglea une formulation ALE, elles sont difficilement comparables. En effet, nous n’avons aucune
variablea déplacer et par coigjuent aucun probine de diffusion de l'information. En d’autres termes,
nous pouvons dire que dans la MEFPdL.chaque configuration de particules, I'utilisateur est libre de venir
placer une grille, comme il le souhaite, pour I'aideresoudre legquations par la gthode deglements

finis.

De manere ¢erérale, le maillage pewtre compktement @geréré pour avoir le nombre optimal de nceuds

et une configuration iekle pour la nouvellegpnetrie. Dans les exemples de compression ésnci (para-
graphe 4.1.3 et 4.1.5), la topologie du maillage reste inobanyest simplement redimensiandans une
direction pour minimiser le dt des calculs des matrices de connediMite bord contenant la condition li-
mite en vitesse eségpla@& en fonction de cette vitesse et du pas de temps de calcul, le borceapptesfixe
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et tous les nceuds integdiaires sont @pla@s proportionnellemerit la distance qui lesepare de chaque
bord. Il est important d’utiliser la Bme proédure d’advection pour les nceuds et pour les particules, afin
d’éviter, par exemple, que les ncedds: frontere ne épassent les particules.

2.6.7 Discussion

Les changements mettre en ceuvre pour permetreout code auklements finis de prendre en compte les
grandes transformations par la MEFPIL restent relativementéanifout ce qui concerne lesé&gfrations
sur unélement reste formellement identique, si ce n’est que Iégmtions ne se font pas sur les points de
Gauss mais sur des particules. L'advection des particules est sabatitalle des nceuds du maillage.
Seule une attention particahe doitetre porée aux particules, afin qu’elles ré&gentent le mieux possible la
matiere. L'augmentation du temps de calcul global &qpar les proedures ajoutes est due au traitement en
moyenne de quatre fois plus de points cBigitation. De plus, ces particules doivent a@tse recherobes
parmi lesélementsa chaque pas de temps et leurs cooré@sndans Elément de &ference doivenétre
calcukes.
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3.1. Formulation en grandes transformations

Apres avoir @crit la structure du codellipsis avec ses particulaés par rappora un code auxlements
finis classiques, nous allonsgzenter les lois de comportement qui e@tutilisees lors de cettetude. Pour
prendre en compte les grandes transformations, ces lois de comportemécrgesten forme inémentale
avec des variables objectives (paragraphe 3.1).

Nous rappelons que les objectifs de ce travail de recherche, en plécdelément de matiaux reteroge-
nes, sont de madiser en grandes transformations les sols ereml, et plus particuirement, les sols
granulaires et les roches stradés. Pour les premiers, il & demonté par plusieurs auteurs que leur
comportement est mieux aggmie avec l'utilisation de magles utilisant une variable quidrit la micro-
structure granulaire. Parmi ces nébels, nous avons choisi laébrie de Cosserat (paragraphe 3.3) qui fait
apparére une longueur interne au néaiau et des vitesses de rotationépéndantes des vitesses moyennes
de la matére. Pour les roches straéifis, il est important étre capable de suivre I'orientation des couches
au cours de leur &ormation. Les mogles anisotropes ici psenés (paragraphes 3.4) utilisent l'orien-
tation des couches comme nouvelle variablegiatigue du mogle. Coupé avec la teorie de Cosserat
(paragraphe 3.4.3), ce mglé permet de prendre en compte des couchegaisseur non nulle. D’autre
part, I'elasticieé doit étre prise en compte dans certains cas. Avec leateodisc@lastique, nous vou-
lons surtout mettre eavidence le panonene de relaxation des contraintes. Dans certains processus de
déformation, des contraintes peuvent s’accumuler dans lériaaten un point du made et se relaxer
ailleurs. C’est par exemple le cas dans les zones de subduction ou lors de I'extrusion de ceréiasxnat
Pour prendre en compte ce@tonene tout en gardant la formulation de type "fluide” du code, nous avons
ajoui de l€elasticit a la viscosié (paragraphe 3.2). Des nilds de comportemeglastoviscoplastiques
sont pesents dans le code, mais sont introduits dans ce rappartguonexe B, car ils font 'objet que d'une
seule application et sont proprasa ¢eophysique (viscogtfonction de la pression, de la teérpture, de

la deformation plastique cumeg, etc ...). Pour la méfisation de lecoulement du&on frais, nous avons
implané la loi de Bingham qui est couramment uéksdans la réologie des mortiers.

Aucune des lois ici @senées nétaient incorpages dans le code aglut des travaux. Aps une descrip-
tion de la formulation en grandes transformations, nous verrons laélasti€ pour des milieux continus
standard. Cette loi adtessié uneétude approfondie sur la stabdifparagraphe 4.1.2) et lagmision (para-
graphe 4.1.3) du séma nunérique emplog. Dans une deu&me partie, nous traitons des milieux d’ordre
superieur faisant intervenir d’autres variables que la vitesse et la pression. Dans un premier temps, nous
présentons la #orie des feres Cosserat qui est connue depuis plus d’'anlsi Par contre, les mebs
anisotropes orgte ceveloppes durant ce travail de&ise sous la direction de HandiNlhaus et sont tout

fait originaux. Leur implantation dans le code a augsiessi des éveloppements.

3.1 Formulation en grandes transformations

Pour qu’une variable soit utilge dans une formulation en grandes transformations, il faut qu’elle ait une
propriete essentielle : I'objectivi.
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Chapitre 3. Moéles rfeologiques

3.1.1 Obijectivite
3.1.1.1 CEfinition

Si une entié matfematique reste inchaag apes une rotation de tense@xr et une autre de tense@’ tels
queQQ’ = 1, alors cette entit est objective. En d’autres termes, si une rotation de teiligest appligée
au reggre de eférence, alors cette eritimatfematique est objective, si et seulement si, elle est trangfrm
de la méme margére que le repre lui-néme. Les variables ne¢s avec un astisque sont celles expréms
dans le nouveau repe. L'objectivié s‘écrit alors pour un scalaire :

S*=8 (3.1)
pour un vecteur :

V*=QV (3.2)
et pour un tenseur :

T = QTQ" (3.3)

Pour un scalaire, le terme invariant est plusaigite le terme objectif. La coeguence d’une telle pro@te
est que, par exemple, un tenseur objectif expradans un regre, peuétre calcud dans un autre ré&pe par
simple transformation@pnetrique.

3.1.1.2 Variables ciematiques

Veérifionsa present I'objectivié de quelques variables éimatiques usuelles. Dans un premier temps, il est
utile de rappeler les prog@tes d’un tenseur de rotatidp et de sa drivée

QT=Q"'=QQ ' =1=QQ"+QQ" =0 (3.4)
Le gradient des vitessdsn’est pas objectif car :

L' = (QF)(QF)™ = QQ" + QLQ" (35)
ou F' est le tenseur des gradients dépldcements (1.2) . Cette non objectvitst seulement digela partie

antisynetrique deL. En fait, le tenseur &longationD est objectif :

D= (L4 )= (QQ" + QQ") + @DQ" = @DQ (3:6)

D est donc la variable cematique pour les maédes des milieux continus standards.
Par contre, le tenseur de rotati@m’est pas objectif :

W = 5L - L) = (QQT - QQ") + Qua 37)
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La non objectivié du tenseur de vorti@tn’est pas un probme tant que cette variable n’est pas une variable
indépendante du mede, ce qui signifie qu’elle n'appdtaas dans la loi constitutive du nésitau.

Toutefois, dans le cas de lagbrie de Cosserat, comme la vitesse angulaire eépemtlante du champ de
vitesse lireaire, nous avons besoin defisir un tenseur objectif de vitesse de rotation. Dans un premier
temps, nous &finissons la vitesse de rotation de Cossefat partir du gradient angulaire de CossdRét

w’=R(R)" et R*=QR° (3.8)
Le tenseur des vitesses de rotatiogcsit alorsw — w¢, et son objectivik est @montée par :
W — W = _(L* N L*T> . Rc* (RC*)T _ Q(w _ wC)QT (39)

Finalement, nous obtenons pour un milieu continu classique, aussi bien que pour un milieu continu de
Cosserat, une paire de tenseursaiatiques objectifs qui permettent defidir une loi de comportement
objective et donc ingpendante du ré&pe choisi.

Dans le cas de madkes de milieux continus faisant intervenir une rotation, il fagfirdr une nouvelle
variable objective tensoriellg, définie par :

Vij = Vij + Gijsz (310)
ou e, est le symbole de permutatiogfthi par :

LS (i, k) € {(1,2,3),(3,1,2), (2,3, 1)}
Cijk = —1suuj,)eﬂ&zm(13341Lm} (3.11)
0 si i=joui=kouj==k

Nous pouvons ainsi retrouver le tenseur defodnations par la relation :

1
Dij = 5(%’;‘ + i) (3.12)
et la partie antisyretrique par :
1
Wi —w; = _Zeikl<’7kl — Vi) (3.13)

3.1.1.3 Variables de contraintes
Le tenseur des contraintes est objectif, car il ne contient aucun terive gar rapport au temps, soit :
o =QoQ’ (3.14)

En grandes transformations, nous utilisons une formulatio@imentale. En plus du tenseur des contraintes,
nous devons calculer le tenseur iacrent de contraintes pour la loi constitutive. Malheureusement, ce ten-
seur n’est pas objectif :

& =QoQ" + QeQ" + Qo Q" (3.15)

1



Chapitre 3. Moéles rfeologiques

Il faut donc c&finir un nouveau tenseur objectif de taux de contraintes. Pour cela, calculons la tréeasform
du tenseur des contraintes par une double rotation, la pregtant I'inverse de la deugme.

Q'6'Q =wo + 6 +ow’ (3.16)

Nous en éduisons que pourédinir un nouveau tenseur de taux de contraintes objectif, la partie non-
objectivewo + ow? doit &tre soustraite. Puisque le tenseur des rotatioest antisyratrique, il \erifie
w? = —w. Le tenseur drivé de Jaumann peut alaegre c&fini par :

0=6 — wo + ow (3.17)

Steinmann (1994) explore les difientes propétes et possibilés pour @finir un tenseur de taux de contrain-
tes qui soit objectif. Parmi toutes ces possibgitnous retiendrons les trois plus significatives pour le type
d’applications qui nous igressent. C’'esd-dire le tenseur de Jaumann pour les applications avec lelenod
continu classique (sans rotation additionnelle) en \é&sticie, sonéquivalenis défini avec la rotation de
Cosseratv®

o=06 — w'o + ow’ (3.18)
et le tenseudr, ci-dessous &fini, avec la rotation du directeur® dans la cas de m@atiaux anisotropes

o=6 —w'o + ow" (3.19)

3.1.2 Le premier tenseur des drivées des contraintes de Piola-Kirchhoff

0A

@ (b)

FIG. 3.1 —(a) configuration deéféerence et (b) configuration actuelle.

Si unéléement de surface (figure 3.1-a) de normajget de surfacé A dans sa configuration initiale est
transforng durant un processus déefdrmation (figure 3.1-b), la formule de Nansoadit :

ndA = det(F) (F1) ng dAg (3.20)
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ou det(F') est le Jacobien de la transformation. En utilisaggliation (3.20), les contraintes de traction sur
cette surface sont :

tdA =0 ndA=det(F)o (F) ngdAg (3.21)

Nous reconnaissons dans céttgiation le premier tenseur de Piola-Kirchh8fflefini pardet(F')o (F‘l)T.
La derivée temporelle d& est calcude comme suit :

T

§ = det(F)o (F)" +det(F)o (F’l) + det(F)a(F o
- [det(F)a + det(F)& — det(F)o ] Y (3.22)
= det(F) [Vvo +6& —oL”] (F*l)T

ou les propretes tensorielles suivantes @ié utilisees :

deth)

FiF—0ofF '—= FIFF' e Vo=
Y det(F)

(3.23)

Sile repere transforra X tend vers le regre initial X r (hypothese des petitesformations), alord” tend
versI. Pour des pas de temps infiniment petitgsgliation (3.24) €crit :

S=Vvo+o—oL” (3.24)

Par analogie, le premier tenseur de contraintes couple de Piola-Kirchhoff pour édentdedCosserat peut
étre cefini par :

T

m = det(F)p (F_l) (3.25)
et sa @rivee par rapport au temps suit la relation :
m=Vou+p—oL" (3.26)

Cette section nous a permis d’introduire les variablesessaires pour traiter les lois de comportement
en grandes transformations. Dans la suite de ce travail, nous nous placons dansé&'$yplittcements
infiniment petits, c’es&-dire que nous utilisons les relations (3.24) et (3.26).

3.2 Modeles rheologiques en grande transformation

3.2.1 Introduction

La loi de comportement de base du cadkpsis est la viscos# lineaire de Newton qui exprime la pro-
portionnalie des contraintes et des vitesses @dnations. Dans un premier temps, la vislesticié a
eté introduite pour prendre en compte les effets de restitution des contraintes au cours d’'un processus de
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déeformation. En gophysique, ce @nonene est primordial pour expliquer la forme des zones de subduc-
tion, la ai une plaque tectonique passe sous une autre sous I'effépthcdment. Durant ce processus, des
contraintes internes s’accumulent et se restituent plus loin pour redonner la forme initiale de la plaque.
D’autre part, certains matiaux pésentent des comportements visqueux narslires. Par exemple, le com-
portement thixotrope dudton frais peuétre moelisé par une viscogiten fonction du taux de cisaillement
gui est introduite au paragraphe 3.2.3.

3.2.2 Viscelasticité

LS LLL LLL
Ny Hq
U
N W o
Mo
n
N2

Ve 77 / /_77771777/

@ (b) (©

FIG. 3.2 —(a) Mockle de Maxwell, (b) moéle de Kelvin et (c) moele de Burger.

Plusieurs modles analogiques de vigglasticié existent dans la l&rature, les deux plus simples en unidi-
mensionnel sont repsenés par seulement un amortisseur et un ressort. Deslewplus sophistids sont
souvent utili€s, notamment enégie civil, pour moéliser le comportement dielon. Un exemple de ces
mockles est ref@sent a la figure 3.2-c, ce made parfois appé& modkle de Burger introduit deux temps
de relaxation pour le matiau.

Dans un premier temps, nous souhaitons etisdr le plenonene de viscelasticie plubt que le com-
portement d’'un ma&riau en particulier. Le ressort et 'amortisseur peuetrd dispoés, soit en paradle
pour donner le magle de Kelvin/MVoigt (figure 3.2-b), soit erege pour donner le made de Maxwell
(figure 3.2-a).

Nous avons choisi ce dernier, car il est le plus courammentéaitilans la communagitscientifique de
géophysique. De plus, il peente I'avantage étre I'extension naturelle des lois de comportement vis-
gueuses et il minimise donc les changemengpporter dans le code. Dans le raledde Maxwell, le taux
de ceformation est la somme d’'une partie visqueuse et d’'une paastique

v

T +Z-D/+D/ =D (3.27)
21 2n
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ol T est le tenseur des taux de contraintésiatoriques de Jaumann d’@ement du milieu continyy est
le module de cisaillement atest la viscosi. D’ est la partie @viatorique deD. Une relation analogue est
utilisée pour les contraintes isotropes (pression)

p P

— +==—tr(D 3.28

K ¢ (D) (3.28)

ou K. et¢ sont respectivement les modules de compres$&lgilitstique et visqueux.

Lors du choix de la formulation, un dilemme s’est pamntre une formulation fluide et donc bassur

la viscosié avec I'ajout de Elasticig, et une formulation solide bas sur Ielasticie avec I'ajout de la
viscosit. Les deux approches sont possibles avec le code, mais nous a@féms fapproche fluide, car

elle est plus dans I'esprit de lagthode nurarique @i de tes grandes transformations peuvent avoir lieu.
Nous devons disétiser lequations (3.27) et (3.28) dans le temps afin de les implanter dans le code. Nous
prenons le sadma classique des diffences finies, soit :

GEiAfe  pUTALC _ ot

T ~ —Ar Wit + 1wt (3.29)
et pour la pression :
t+Ate t
. P - P

D AT (3.30)

ou les exposantsett + At° indiquent respectivement les valeurs au temps actuel et au temps¥titest
un pas de temps quidrit I'échelle de temps @duate pour la variation des contrainéastiques. Ce pas
de temps peldtre different deAt choisi pour @placer les particules lors de la phase d’advection.

Avec les discetisations temporelles dégjuations (3.29) et (3.30), Iéguations (3.27) et (3.28¢rites au
tempst + At®, deviennent respectivement

tHALE _ 20AL A X 4 aAt
a+ At° a+ At° At + «

(Wir! — Tlwh) (3.31)

et

g

o AL )
8+ At°

— t Dt+At€
p T AR r( ) +

(3.32)

oua =n/uets=¢/K, sontrespectivement les temps de relaxation en cisaillement et en compréssibilit
Leséquations ci-dessus peuvdiite simplifees par la éfinition d’une viscos# effectivern.q et d’'un mo-
dule de compressibibteffectifé g tels que :

At° At°
off = N—— et off = 6—— 3.33
et =N xre o Eott gAteJrﬁ (3.33)
Les contraintes&liatoriques s’expriment alors par la relation
t t -1 t, 4t
tHALE _ 2D/t+Ate T wT —TWw 3.34
T Neft ( + A + p (3.34)
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La partiea droite de légalie se compose de trois parties distinctes. Nous trouaogauche la loi de
comportement quasi-visqueuse avec des petgwide matriau modifees {.g) par rapporta la viscosig

pure, au centre un terme qui est fonction des contraintes au pas de t&tgept et reg@rsente donc la
relaxation des contraintes internes, et erfidroite, la modification goneétrique (rotation) que subit le

tenseur des contraintes, lors de son advection avec sa particule support entre deux pas de temps de calcul.
De manéere semblable, les pressions s’expriment par la relation

¢
t+Ate t+Ate p
=& | —tr(D + 3.35

Dans cette relation, nous retrouvons la loi de comportement reed#i la relaxation dans le temps des
pression, mais il N’y a aucun termeésgjifiqgue au transport des pressions, car il s’agit d’'un scalaire qui n'a
donc pas besoin étre €oriené.

Cette approche minimise les modifications dans le codeenigoe moélisant &ja des fluides visqueux.

En effet, au lieu d'utiliser des valeurs physiques pour la viseastita compressibii, nous utilisons des
valeurs effectives (3.33) pour prendre en compiabticie. Puis, lors du calcul des termes de force, nous
ajoutons les contraintes internekstiques provenant du pas de calc@ddent, ovéventuellement, des
conditions initiales en suivant la relation

e Tefr geff
i ¢ ¢ 3.36
) IuAte Tz],j + K'eAtep,z ( )

Par congquent, Iequation déquilibre sécrit :

Tz'th,rjAte i pfjAte + fz + Fie,t -0 (337)

En choisissant une diggtisation temporelle pour le n&atau (A¢°) independante du pas de temps udlis
pour I'advection nurarique (\t), il est recessaire pour une particule de raegidon@e de transporter avec
elle un historique de contraintes sur plusieurs pas de temps d’advection (corresgopidargurs solutions
pour le champ des contraintes). Cela €stlie, en moyennant lgairement dans le temps, le tenseur des
contraintes stoagksur une particule doee, avec le nouveau tenseur des contrairtésgu méme point :

At At .
A _ <1 B ) o (3.38)

La stabilie de ce schma au premier ordre estudiee dans la section 4.1.2 et un cas test qualitatifeedie
ala section 4.1.3.

3.2.3 Non lircarités

En premeére approche, leéion frais peut se ma@tiser par un fluide Newtonien (figure 3.3-a) pour lequel
la contrainte de cisaillementest proportionnell@ la vitesse de cisaillemeft:

T=n7% (3.39)

82
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FIG. 3.3 —(a) Mockle Newtonien, (b) loi de Bingham et (c) nmi&dd en puissance gépaississant avec seuil.

Toutes lesétudes rbologigues ont cependant mantun comportement beaucoup plus complexe. Les
résultats épendent fortement de la composition detdn mais aussi, du type deédmetre utilie pour
quantifier la ri@ologie (Nachbaur et al., 2001). De mar@ gerérale, nous pouvons noter que ketdn frais
présente un comportement visquewpendant de la vitesse de cisaillement, ce qui paetmoelise, par
exemple, par un matde en puissance :

A (3.40)

Les fluides riecepaississants (figure 3.3-c) sont obtenus avec 1 et les fluides thixotropes avec< 1.
Les moeles sans seuil de cisaillement, ne sont capables délisedque desédtons, dont I'affaissement au
cone d’Abrams est la hauteur totale dine. En effet, tant qu’une contrainte s’applique sur la émafielle
s’eécoule. Ceci n'esktvidemment pas repsentatif de lagalitt, notamment pour lesbons dits ordinaires
qui peuvent avoir des affaissements @&me d’Abrams tés faibles. Un seuil de cisaillement est donc
rajoue au moeéle Newtonien pour donner le melé de Bingham (figure 3.3-b) :

T ="To+ MY (3.41)

Pour ce modle,n, est appede la viscos# plastique. De @me un seuil de cisaillement pedite adjoint au
mockle en puissance pour obtenir :

AR (3.42)

D’autres moeéles bien plus complexes songpents dans la létature (de Larrard et al., 1998). Hu (1995)
a monté que le modle de Bingham est le plus r&ggentatif du comportement deton frais. Certains
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FIG. 3.4 —Modele de Bingham modii pour diferentes valeurs de. (a)m = 1, (b) m = 10 et (c)m = 100.

mockles sont plus performants, mais uniquement pour un typagde rieonetre et de bton. Le moéle
de Bingham est donc implaatlans le codellipsis

Le point anguleuxi = 0 et = 7y) pose un prolme nurérique qui est&solu en appliquant un mekk
de Bingham mod# dont I'écriture est :

T=(1—=e"70+ 1y (3.43)

Cette modification introduit un paratre sup@mentairem qui est fonction de la concagtsouhaite
autour du point anguleux. La figure 3.4égente les courbes pour éifentes valeur de:. Une valeur de

m = 100 est jugee satisfaisante pour reggenter le mogle de Bingham dans la gamme de vitesse de
deformationétudiee.

Ce moctle est utili€ dans la section 4.2.2 pour le comportement du mortier.

3.3 Milieux continus de Cosserat

3.3.1 Introduction

La description des milieux continus avec des rotationgpethdantes @té introduite par Cosserat and Cos-
serat (1909) au&@but du secle dernier. En I'absence d’outils nénques, I'approche de Cosseraét
largement utilie pour les mogeles non ligaires de la mcanique des structures. Les barres (Simo and
Vu-Quoc, 1986), les plaques et les coques (Simo and Fox, 1989) ont s@t@veatrites comme des lignes
et des surfaces de Cosserat avec un directeur. Bbggnmment, un nouveau regain dérét pour les mi-
lieux micropolaires a eu lieu dans les calcalka rupture avec localisation degfdrmations. Aujourd’hui,

il a ete clairement moné par Bazant (1976), Peerlings et al. (1996) et bien d’autres, que lalisettbn
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3.3. Milieux continus de Cosserat

numerique, par la rathode des milieux continus classiques, desneaix adoucissants ou desaogteurs
non synetriques tel que la plastiétnon assoéee, entrine une @pendance de l&ponse non ligaire par
rapport au maillage quand l&fbrmation est localie dans une zoriroite. Les scientifiques, en recher-
chant un rerade contre cettegpendance, ont remis auigalu jour 'approche micropolaire, puisque les
rotations sont importantes dans les bandes de ruptulesonécanismes de cisaillement jouent wier
préponctrant. Cette nouvelle approche poegulariser la @pendance au maillage des p&bkes de locali-
sation aété utilisee par Mihlhaus and Vardoulakis (1987),iMlhaus (1989), de Borst (1991) et Steinmann
and Willam (1991).

Méme avec des comportementsehires, la tborie de Cosserat permet de rabser I'effet de couche
limite. C’est dans ce cadra ue nous allons utiliser ce med des milieux continus d’ordre seipeur.

3.3.2 Sens physique
3.3.2.1 Point de vue des contraintes

Contraintes internes L'id ée des milieux continus de Cosserat ou micropolaire (Eringen, 1968) ést bas
sur I'hypottese, que les forces, exérms par une partie d’'un solide sur une autre partie, peldteait
repesentées sur la facette servant de fremé aux deux parties par un vecteur de contraireesr) et

un vecteur de contraintes couplgs (n). La notation des diffrentes composantes eségenkea la fi-
gure 3.5 dans un espace plan.

Hy, m
ny G
Yy
G
Xy ny
o HXZ
yx ny
GXX GXX
y y
X X

(a) (b)

FIG. 3.5 —Composantes des vecteurs de contraintes pour les milieux continus classiques (a) et de Cosserat (b).

Nous pouvons imi@&diatement éduire de Iéquation dequilibre en rotation (3.44) que le tenseur des con-
traintes n'est plus syatrique, parce que le terme en rotation vient perturldgdli€ entres,, eto,,.

Wz z + Payy + Ony — Oyz +m =0 (3.44)
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Chapitre 3. Moéles rfeologiques

ou m reptesente un couple volumique. Le tenseur des contraintes cqu@etdne I'existence de micro-
courbures, en plus degfibrmations classiques en traction et cisaillement. Un exemple de force volumique
de type Cosserat sont les chang@gbsctro-magatiques tels que ceux des foursnicro-ondes et du fonc-
tionnement des cristaux liquides. Cependarénma en I'absence de force volumique en rotation, émtie

de Cosserat fournit un mete d’ordre suprieur avec une longueur interne qui eststineressant dans
plusieurs domaines.

Conditions aux limites en effort La mocelisation de l'interaction entre un solide (1) et un solide (2) le
long d’'une surface de contact pé&te explicite ou implicite. Dans le premier cas, la connaissance exacte de
la geonetrie de I'interface est requise. Cette approche s=arneea une moélisationa I'échelle de la ligne

de contact. Bciproquement, une métisation implicite sera reseee aux cas, wseule laéponse globale

de l'interaction est souhd&eé. Dans ce cas, l'interface est netisee par une courbe lisse et I'eccentiécit

des forces, par rappodtla ligne moyenne, est prise en compte par I'ajout des contraintes couples le long
de l'interface. De cette magiie le solide (1) est repseng par un rectangle (figure 3.6-b) sur lequel, le long

de l'interface lireaire, agissent des contrainteshires et des contraintes couples (figure 3.6¢gles en
moyennea la force locale multipée par I'eccentricé de la force.

Contraintes +

contraintes couples
Solide () NN
ARSI A —>—>—> > P b
Solide (1) Solide (1) Solide (1)

(@ (b) (©)

FIG. 3.6 —Modeles de surface de contact rugueuses. (a) Configurdaie y (b) moéle geonetrique et (c) moéle
de contraintes.

3.3.2.2 Point de vue ciematique

Matériaux stratifiés Dans le cas d’une poutre stradii en flexion (figure 3.7-a), le méld des milieux
continus standard donne comn@sultats des vitesses éiaires et une vitesse angulaiweconstante dans
toute la section transverse. Par contre, le e@de Cosserat peut meliser la vitesse de rotation de chaque
couchew® de la poutre indpendamment de la rotation moyenne

Mateériaux granulaires Peutétre que la raison la plusvidente pour utiliser la #orie de Cosserat, est

I’ étude du comportement par un nédglcontinu de mériaux granulaires, tels que les sables. Les remarques
faites dans le cas des conditions limites en contraintes restent valablesadiest-soit nous souhaitons
moceliser l'interaction des grains pris individuellement et il faut utiliser uriethrnde disate avec une
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3.3. Milieux continus de Cosserat
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FiG. 3.7 —Déformations dans un ntiau stratifé en cisaillement. (a) configuration initiale et (b) configuration

déeformee.

FIG. 3.8 —Trois micro-necanismes diféfrents qui @nenta la meme macro-éformation. (a) Etat initial, (b) glisse-
ment, (c) rotation et (d) roulement.

description explicite des grains, soit nous nougliessons la ieponse globale du syshe et la rathode
continue de Cosserat est plus performante. Pour illustrer ce pointghailisns le comportement d’'un em-
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Chapitre 3. Moéles rfeologiques

pilement cubique de particules circulaires (Oda and Ilwashita, 1999). La configuration initialé sesier
a la figure 3.8-a. Cet empilement pdite ceformé par3 micromécanismes diffrents qui donnent tous un
empilement final de type cubiquetteedrique :

1. Les particules des couches horizontalesésigires2,3,...glissent respectivement sur les particules
des couches igfieuresl,2,... sans aucune rotation de la part des particules (figure 3.8-b).

2. Les particules des couches horizontalesésigurresl, 2,... glissent d’abord sans rotation sur leur
droite sur les particules des couclses, ..., et le tout tourne de maarie rigide d’un angle d&0° dans
le sens des aiguilles d’'une montre par rappdiaxe .

3. Les particules des couches horizontales, ... se @placent la&ralement en roulant sur les particules
des couches, 4, ...(figure 3.8-d).

Dans la tleorie de Cosserat, comme la vitesse de rotation irgtgne des particules est prise en compte,
les trois configurations finales peuvétte differencees. La eéponse du magle de Cosserat est donc plus
proche de la&alitt physique du pdnonenea I'échelle microscopique.

3.3.3 Mesures de dformation pour le modele de Cosserat

Des mesures de taux défdrmations pour le made de Cosserat sontgsenées er3D et, par souci de
clarte, illustrees dans un espace plan. Prenons pour hggetfjue les taux de&etbrmations sont infiniment
petits et fixons un regre rigidea chaque point de matie (¢,y,z) d'un solide dans un r&pe carésien. Lors
du processus degfbrmation, les points de matie, ainsi que leur r&pe, tournenéa une vitesse angulaire
w® en plus de leur translatianla vitesseu (figure 3.9).

Y
Y

@ (b)

FiIG. 3.9 —(a) Etat de éference et (bptat apes deformation ai la vitesse de rotation moyenne del@mentws; =
%(vm — vy1) est differencee de la vitesse de rotation de Cosserat

L'exposantc est utili€ pour diferencier la vitesse de rotation de Cossergtindependante de, de la
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3.3. Milieux continus de Cosserat

vitesse de rotation standaxdtelle que

1
WE — A—leijk(vj,i — Ui,j) (345)
ou (-) , désigne la @érivee partielled(-)/0x,. Pour obtenir cette relation, nous avons uilia relation qui

transforme tout tenseur antisgtniqueX en un vecteur

1
Xk = —§eiij,»j ou Xz = —eiijk (346)
Pour un milieu continu standard, le tenseur des tauxéfierchations est repseng par :
1
gij = 5 (v +v5) (3.47)

Dans la tieorie de Cosserat, comme un terme en rotati@€aajougé, en plus du tenseur des taux de
déformations classiques;, il y a un parargtre de taux de&formation additionnel,

W =w—we (3.48)

qui repesente la vitesse de rotation relative entedefnent de madire et le repre rigide assoéi Dans ce
cas, le tenseur des taux defdrmations peut s’exprimer par le tenseur des vitesses de distgrtiéfini
en (3.10) et par le vecteur regggentant la mesure de la vitesse de rotation relative entre keesepgides
voisins,

T

X = | Wiy Wi Wiy Whs Wiy Wi ] (3.49)

Au final, les milieux continus de Cosserat sogtcdts cirematiquement par le couple de tensewx(),

ce qui donne six mesures défdrmations er2D et quinze er8D. Pour une formulation inémentale, ces
variables sont redies par une loi de comportement aux taux des contraintes de Piola-Kirchhoff au sens de
Jaumann.

3.3.4 Equation déquilibre standard

Dans un premier temps, nougpentons legéquations céquilibre pour un milieu de Cosserat telles qu’elles
le sont habituellement pour une formulation avec I'hygstdes petites transformations.
L’ équation de conservation de la mas$est :

dp

- i) =0 3.50
¢+ (Pvi), (3.50)
ou p est la densé du makriau etv est le champ des vitesses. lasiations céquilibre local d’'uréléement

de matere sécrit :

ijj +plbi —0;) = 0 (3.51)
pijj — €imow + p(m; —di) = 0 (3.52)
(3.53)
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ol pb et pmY repiésentent les forces volumiques respectivement en translation et en rotajioreteid
sont les termes d’inertie respectivement en translation et en rotation.

Il s’agit des némesequations céquilibre que pour un milieu continu standard, mais dans le cas des milieux
de Cosserat&quation (3.52) n’est pas trivialement nulle.

En gereral, le tenseur des contraintes de Cauehgst non syratrique bien que la sy@trie puissettre
retrouvee dans le cas particulietion" et u forment un systme autcéquilibre. Par conaquent, la non
symetrie peut ne paétre tes marqée dans les applicationsi§ échange dnergie entre la partie laaire

et la partie angulaire est faible.

Pour le calcul auxlements finis, la forme faible dé&gjuations cquilibre est requise. Ces formes faibles
sont obtenues de maame usuelle en multipliant respectivementéegiations (3.51) et (3.52) par des fonc-
tions testu; et ;. L'intégration sur un volume et I'application diéit'eme de Gauss donnent :

/(Uij(ui,j + €ijror) + Hijpi)dV = /
1%

; p ((bl — D)u; + (mY — dz)gpz> av

S

L’ équation (3.54) doiétre \erifiee pour tout coupléu;, ¢;) cinematiguement admissible. C'estdire que
ces fonctions doiventarifier deux propétes. Premérement, elles doivent s’annuler le long des bords du do-
maines? ou des conditions limites sont impass. Deux@mement, si est I'ordre de @rivation le pluleve
pour un dege de liberé dans legquations diferentielles, alors le degde liberé virtuel correspondant doit
étre continuementativable au moing I'ordre (n — 2). Pour les milieux standards,vaut geréralemeng,
donc les vitesses virtuelles doiveatte continuement diérentiables I'ordre 0 (continues).

3.3.5 Formulation incrementale

Les probémes non liaires sontgréralement&solus sous la forme d’une succession de golels lirgari-
sés et ecessitent doncécriture dequations sous forme irementale. Nous avons choisi déadire les
grands éplacements comntant la somme inémentale de petitsapplacements.

3.3.5.1 Equation déquilibre incr émentale

Leséquations (3.51) et (3.52) restent toujours valables, mais nous devons @elspper degquations
d’équilibre sur les in@ments.
L’ équation déquilibre en translation &trit :

ov
et en rotation :
ov
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3.3. Milieux continus de Cosserat

ou X, est le gradient du vectedX des coordonges spatiales’;. Apres cerivation par rapport au temps,
I’ équation (3.55) €crit :

/ (O'ZJ + O'ik(’Uk,j - ij)) nde = / Swnde = / SideV =0 (357)
ov ov 14
Ce qui donne la prerareéquation déquilibre incémentale

Sijj =0 (3.58)

ou S aéte cefinia I'équation (3.24).
A présent, la drivee temporelle de&quation (3.56) donne

/mij,j+/ e Xroyn;dS =0
v %

= / mm + / €ikl (’UkO'lj + stlj) anS =0 (359)
|4 ov

<~ / mijyj + / €ikl <Uk,jalj + VEO1j,5 + Slk) nde =0
14 14

En I'absence de force volumique, qui sont usuellementgaaaans le membre de droite du principe des
puissances virtuelles, le gradient des contraintgsest nul. Ce qui donne la seconéiguation dequilibre
sous forme in@mentale

mim — €ilk (Slk -+ vhjSlj) =0 (360)

Pour les grandesédormations, en plus dé&sgjuations enéires nous disposons de la forme gmentale des
équations céquilibre :
Sij g = 0
, (3.61)
Mijj — €ilk (Slk + Uk,jslj) =0
Dans le @veloppement desquations in@&mentales, nous serons arasa utiliser leséquations endéires

pour simplifier les relations.

3.3.5.2 Forme faible incémentale

Dans le but d'implanter ceéquations cquilibre (3.61) dans un code a@ements finis, il nous faut
developper leur forme faible. A un temps d@nle theoeme de Gauss donné&tjuation suivante

/ aijvmde +/ ,uijwmde = / (O'ij,jvi + /Lij’jwi) dVv +/ (Uijvi,jﬂijwi,j) dv (362)
ov ov 14 \%
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La derivation de Iequation (3.62) donne

/ (017 + Sz‘jdt) vingdS  + / (15 + myzdl) win;dS =

ov ov

/ (Uij,j + Sij,jdt> deV + / (,UijJ + midet) wldV + (363)
v |4

/ (Uij —+ S”dt> vz-,jdV + / (/sz + mzjdt) Wi,jdv
\% 1%

En écrivant I'equation déquilibre (3.62) au temps et en utilisant legquations cquilibre incémenta-
les (3.61) ainsi que laainition de+y (3.10), nous obtenons

/ (SZJ’)/U + mijwicj> dV = / (Sijvi + mwuf) nde +/ vj7k0ikwicjdv (364)
1% ’ oV 1%

Les expressions dwt gauche de &quation (3.64) soricrites au temps actuelLes quantiés sur la droite
sont, soit des variablécrites au pas de tempsepedent(t — At), soit des conditions limiteScrites sur la
configuration deé&férence qui est la configuration au tenfips At), elles sont donc connues. En remplacant
les expressions de et i par les @rivees de Jaumann, dans léiditions deS (3.24) et demn (3.26), nous
pouvons exprimer ces derniers en fonction desvées des tenseurs de contraintes de Piola-Kirchigff (

*

B
S =6+wo—ow—ocL” et =f+wp— pw—pL" (3.65)

En remplacant ces valeurs darsguation (3.64), nous obtenons la relation

/ (0*'” ’j/zj-l— l&ij wij) dV = / vj7kal-kwfjdV + / (Sijvi + m”wf> n]dS (366)
\4 |4 ov
- / ((Sij— 52‘3‘) Vij + (mz’j— ﬁm’) Wﬁj) av
v

Dans cetteequation, les variables @matiques de la partie inconnue de gauche sont le tenseur des distor-
tions~ et le gradient des rotations de Cosseyajui sont les deux parastres ci@matiques de la #orie de
Cosserat comme introduit en (3.10) et (3.49). D’autre part, les variables en effort de la partie inconnue sont
les taux objectifs (au sens de Jaumann) des contraintes de Piola-Kirchhoff qui seexgmimer les lois
constitutives incementales en viscoéitC’esta partir de cett@quation que la forme faible estduite puis,

par application de la gthodes deg&lements finis, nous aboutissoasin systme déquations dis@tesa
résoudre. Limplantation nuérique de la thorie de Cosserat fait I'objet d'un cas test au paragraphe 4.1.6.1
par comparaison avec une solution analytique.
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3.3.6 Loi de comportement

La loi constitutive pour un maele de Cosserat e2D avec un comportement visqueux peléaire sous
forme matricielle comme suit :

011 [ &+ £—n 0 0 0 0 M1
0922 §—n &+ 0 0 0 0 Va2
o1z | _ 0 0 n+n° n—m 0 0 Y12 (3.67)
o921 0 0O n—n"n+n° 0 0 Vo1
31 0 0 0 0 M 0 K31
| 32 | | 0 0 0 0 0 M| | ks |

ou nous reconnaissons la viscésjt le module de compressib#t, la viscosié de Cosseraf’, la viscosié
en rotation)/ et les diferentes variables dégmatiques et de contraintes introduitesggdemment. Choi and
Muhlhaus (1991) ont propégle relier la viscos#t en rotatiora une longueur caraatistiquel du maériau
par la relation

M = 2n°l? (3.68)

D’autres relations sont disponibles dans leligiture, mais comme cette grandeur ne peuépasmestie,
nous retiendrons uniquement que la vis@sh rotation est fonction de la longueur cagsistiqgue du
maeriau.

3.4 Théorie du directeur pour les magriaux anisotropes en grandes
transformations

Les exemples de matiaux anisotropes sont nombreux dans tous les domaines scientifiques. Cette aniso-
tropie est usuellement une orthotropie du comportement dariaat En in@nierie, les mariaux lamires

sont par construction anisotropes, le bois est par nature anisotépe 8i les structures en larmeetolle
peuvent, soité&duire I'anisotropie, soit la renforcer pour praglier une direction dans la structure. Une
anisotropie peut aussi s@vkloppera partir d’'un maériau isotrope quand une structure, par exemple en
béton arng, a subi un endommagement directionnel. Le terme d’anisotropie induite est alors @mploy

En geophysique, Il esétabli que la plupart des rochegdimentaires sont originellement issues d’'une
déeposition ensguences de couches horizontales souples au fond des mers et qui se durcissent au cours du
temps. La stratification peétre d’origine non seulement&oanique, mais aussi hydroecanique (Robin,

1979) ou chimico-racanique (Ortoleva, 1994). En physique, les cristaux liquides sont un exemple de milieu
anisotrope dont évolution peugtre suivie par la thorie du directeur comme gsenée par de Gennes and
Prost (1995).

De manere gerérale, I'anisotropie est soit existante et elle est prise en compte éaohifion de la rigidié

dans I'espace (voir par exemple, la plasédies polycristaux (Beaudoin et al., 1994)), soit elle va éercr
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au cours de la sollicitation et il faut implanter une loi de comportement néailia (voir par exemple, Fi-
chant et al. (1997) pour 'endommagement surdéoh et Ben Ismail and Mainprice (1998) dans le cas de
I'anisotropie des sols induite pagismes). Dans ce domaine, les chercheurs essaient de comprendre et de
mockeliser les origines et &volution du caraétre anisotrope du matiau. La plupart deétudes ealifes
dans ces domaines se font dans I'hygsndes petites perturbations.

Par contraste, leségploguesttudiant des structures rocheuses ont besoin de su@xrellition des roches
stratifiées en grandsaplacements. Le challenge reste, dans bien des cas, I'explicatioevdution sous
des formes #&s varées de structures de rochéslsnentaires et de la dite terrestre. Notrétude se situe
dans ce cadre. Par catpient, nous nous concentrons uniquement guolution d’'une anisotropie exis-
tante, et dont les caraistiques matriaux ne changent pas au cours dedéodmnation, seule la@pnetrie
evolue.

Dans le paragraphe suivant, noésdvons le modle tel que nous I'avonsadelopg pour suivre la direction

de la stratification au cours du processus én#at de tés grandes transformations.

3.4.1 Description cirematique

Nous limitons notreétude aux méa&triaux stratifes en2D, ce qui signifie que nous métisons des couches
planes de dimension infinie dans la treisie direction. Les matiaux stratifes sont écrits par |[epaisseur
des coucheg% et par le vecteur unitaire normal aux couchesaussi appé directeur. Dans un espace
bidimensionnel, le directeur s’exprime comme sulit :

n = cos (Y)x + sin (¢)y (3.69)

et sa @rivee temporelle par :

n = — (sin ()@ — cos (P)y) = —pt = —w"t (3.70)

ou ¢ est I'angle entre les vecteunset x (figure 3.10), et est le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur
n. Dans cette @rivation, nous supposons implicitement, que leerepde eference(x, y) est fixe dans

le temps. En d’autres termes, dans cette nouvelle formulation, nous prenons |&sgaphe seulement
des petites eéformations ont lieu durant un pas de temps. Les grandes transformations sont donc prises en
compte par la juxtaposition de plusieurs petits pas de temps avecemachingégration temporel asjuat.

La figure 3.10 illustre les diffrentes vitesses de rotation que nous avoeeegdemment éfinies ainsi que

I évolution du directeur de la stratification. Ceci est un point important pour comprendredimgpement.
Dans le cas d'une stratification, la vitesse de rotation de volumep®©sente une vitesse de rotation
moyenne, la vitesse de rotation de Cossefatst la vitesse de rotation de la normalene section droite
des strates, et enfin, la vitesse de rotation du directeuepesente la vitesse de rotation de la direction per-
pendiculaire aux strates. Par exemple, &ottie des poutres prend pour hypegk que la section droite reste
normalea la fibre moyenne de la poutre et que la rotation moyenne de lamaa&tst identiqua la rotation

de la section droite, c'est-direw = w® = w". D’autre part, la teorie simplifee des milieux continus de
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FIG. 3.10 —(a) Etat de éference et (bptat ceéformé all la rotation moyenne d’un volun@émentairevs = (vy 2 —

vg,1) est difference de la rotation de Cossetag et de la rotation du directeur;.

Cosserat (Mhlhaus et al., 1991) suppose, pour une poutre anisotrope, que la naroredesection droite
reste perpendiculaire au directeur, sgit= w" tout enétant diferente dev. Cette hypothse est atteinte
asymptotiquement dans notre formulation par un termeég@le, comme écrit au paragraphe 3.4.3.
La vitesse de rotation du directeur est :

W=t =-nXn=nxn (3.71)
soit avec une&criture indicielle :
w,? = eijkmnj (372)

Le gradient du directeur, en tout point de I'espace, est perpendiculaire au directe@nha-1n effet, en
calculant le gradient de la quarmtit.n qui vautl, nous trouvons

Durant la @&formation, la @onetrie de la stratificatiorh et son directeufn évoluent. Le éplacement du
directeur suit laggle cirematique suivante :

n=wn=—-L"n+ (nTLTn) n (3.74)

ou w” est le tenseur de rotation du directeur. En introduisant le tensedéfini paré;; — n;n;, I'équa-
tion (3.74) peut €crire sous forme indicielle
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Chapitre 3. Moéles rfeologiques

L’ équation (3.75) est utilee dans la partie de la formulation nérigue ai les particules sontapla&es
(advection) quand le directeur att@&@nchaque particule dogétre modife suivant, par exemple, un sha
d’intégration dans le temps du premier ordre :

n!tA = nt 4 pl At (3.76)

Comme mont au paragraphe 2.6.5, nougf@rons utiliser dansllipsisle sclema d’inegration de Runge-
Kutta du deuxéme ordre.
Le tenseur\, qui peut aussi €crire sous la forme ¢’ fournit la projection d’'un tenseur quelcongue sur

Démonstration Calculons I'image du vectewr = = n + y t par la matrice\. En rappelant les relations
t!' n = 0ett’ t = 1, nous obtenons

Au=tth (zn+yt)=ctt' n+ytt' t=yt (3.77)

Cela signifie que pour tout vecteur le produitA « estégal au composant de ce vecteur dans la direction
perpendiculaire au vecteur.
Pour un tenseur du second ordte nous avons

A=AX=(At)t’ (3.78)

Le terme entre parentses fournit une projection du tensedirexprineé dans le regre ¢,y), sur la section
unitaire de normale. Puis, la multiplication dué&sultat par le vecteur’” donne la repgsentation de ce
vecteur dans le sy&sne global £,y). Nous pouvons conséder cette opration plus comme un filtre qu’une
projection compte d’un tenseur sur une section unitaire.

Jusqua pesent, nous avons uniquement introduit le directgwainsi que la facon dont@volue au cours de
la deformation. Nous introduisons maintenant &atmation de la stratification elle@me qui est utilise,
en tant que quanétde @éformation, dans la loi constitutive. La vitesse d’allongementaiaeflexion d’'une
couche estéfinie par la relation :

V=_(nxw" (3.79)

ou ( est la coordon@e locale dans la direction d’'un point par rapport au centre de la couche (bras de
levier). Le gradient de €longation est :

VV =(x [Vn X w” +n x Vw"] (3.80)

Nous souhaitonsélelopper une #&orie des milieux continus dans laquelle uniquement la composante per-
pendiculaire au vecteus est consiéree, comme l'indique I'hypotise des petitesefiormations. Comme

Vn et w™ sont tous les deux perpendiculair@s:, alors leur produit vectoriel est parali a n. Par
congquent, la mesure du gradient de la courbure quiéteét pris en compte séduita :

K=nxVuWw'=n[V(nxn)=nxx (3.81)
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Ce qui donne en notation indicielle
Ky = egkniwy; = eiknix;i (3.82)
Quelques relations En p€paration pour la @rivation des relations constitutives de notre eledde

magriaux stratifes, quelques relations auxiliaires soéfidies.
La composante du cisaillement dans la couche perpendicalairest cfinie par :

d; = Digny, — Dungnyn; (3.83)

Un vecteur normalis s est cfini orthogonal au vecteut (s”’n = 0). Le choix naturel est de prendse
paralklea la ceformation de cisaillement dans la couche plane :

d

§=—- (3.84)
|
La projection du tenseur de&etbrmation donne :
Dns<n1'8j -+ sinj) = Djknmk + Diknjnk — 2Dklnknlnmj (385)
= (nmkélj + njnkéil - Qninjnan)le
En utilisant la syrétrie (i) < (lk), nous obtenons finalement :
1
Dm(nisj + Smj) = (§(nmk§l] + njnkdu + nmldkj + njnléik) — Zninjnkm> le
= Aijlelk (3.86)
Quelques propétes utiles peuverdtre deduites pour le tenseu.
Le calcul fastidieux du produit; ;. Ay, €N utilisant la relatiom;n, = 1, montre que :
AA=A (3.87)

La seconde propgté est une corégjuence de €quation (3.87). Une expression typique en vidasticie
en relation avec une iagration temporelle contient le terme suivant- (a—1)A) ~". Ce calcul est citeux
en temps, car il faut inverser la matride Pour cela nous pouvons utiliser avantageusement la relation :

u+wa—UAy4:1+<%—1)A (3.88)
Démonstration :
(1+ (a—1)A) <1+<é—1)A> = 1+(§—1)A+(a—1)A+(é—1> (a—1)AA
= 1+(%+a—2>A+(2—a—%>A (3.89)
~- 1
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Remarque Muhlhaus et al. (2002) on&dnonteé dans leur analyse Baire de flambement, que le taux de
croissance d’'une instabiitaugmente de masme monotone avec le nombre d’ongdeEn d’autres termes,

la perturbation qui cfid le plus rapidement a une longueur d’onde nulle, ce qui signifie que legmabl
est mal poé d’'un point de vue maéimatique. Par coggjuent, nous devons introduire une longueur interne
a la stratification pouéviter ce prol#me. Dans ce but, la &orie des milieux continus de Cosserat est
introduite dans le @sent éveloppement d’'une loi de comportement pour énatix anisotropes. Nous
utilisons I'epaisseur des couches comme longueur interne delmdé Cosserat.

Evolution de I'épaisseur de couche Avant d’écrire le principe des puissances virtuelles, neciivons
I’ évolution de Iepaisseuh des couches. Evolution au cours du temps dé&faisseur de la couclieest
calcuke en projetant deux fois le tenseur des tauxaferthationsD sur le vecteur :

h g
n = n' Dn (3.90)

Cetteéquation est utilise dans la phase d’advection de lathode nurarique pour inagementer lepaisseur

de couche qui est stoek sur chaque particule.

L’ évolution des contraintes, lors de la phase d’advection, se fait en prenant pour variable objective de
contrainte, celle qui es&dinie avec la rotation du directeur (paragraphe 3.1.1.3). Ce choix permet de donner
un sens physique plus fatla rotation que si nous avions utéige taux de contrainte de Jaumann.

3.4.2 Principe des puissances virtuelles

La puissance des forces internes est similaicelle exprinee en (1.20) avec I'ajout du terme relaifa
puissance des contraintes couples expamdans le répe local, soit :

P = / <UijDij + M”RZ]> dV (391)
|4

Le tilde au-dessus d’une quastitensorielle dsigne la projection de ce tenseur sur la directitelle que
définiea I'equation (3.78). léquation ci-dessus est transf@enpourétre expringée dans le regre global,
nous obtenons

Rnt = / (UijDij + MZJK”) dVv (392)
v
ol K est la projection du tenself€ et le nouveau tenselv est ctfinie par :
My = My (3.93)

M et K sont respectivement le tenseur des contraintes couples et le tenseur des gradients de courbure.
Nous pouvons noter la relation qui existe entre ce€ohfiits tenseurs

Minij = HijPi 5 (3.94)
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3.4. Theéorie du directeur pour les néataux anisotropes en grandes transformations

Ce qui entrine en utilisant la relation (3.82)
Hij = Mnjenmmm (395)

Nous savons que le produit d'un tenseur gyrigque X par un tenseur quelcongqé, est synétrique. Par
congquent, ce produit eguivalent au produit dX par sym{"). En appliquant cette proj@te au tenseur
o, et en rappelant qu® est la partie syretrique deL pour les milieux classiques (1.6) et gepour les

milieux de Cosserat (3.12), nous pouva@usire I'equivalence suivante :

UijDij = UijLij = 045%ij (396)

En utilisant ces deux remarques, nous pouv@ésrire le principe des puissances virtuelles (3.54) de la
mangere suivante :

|4 |4
+ / (tiu; +m; ;) dA (3.97)
ov

Le développement de cetteébrie des milieux continus appliga aux stratifications orthotropes est iden-
tiquea ce qui peuétre lu dans la plupart des ouvrages suiEléments finis. Une fois que Iégjuations ont

eté écrites sous forme faible, nous devons nous occuper de leuetibstion. Cett@&tape contient plusieurs
difficultés propres aux milieux continus avec des contraintes couples. D’une part, les rotations ne peuvent
pas varier librement le long des surfacesles vitesses sont impess, car cela revient aussiimposer

le gradient des vitesses, et par deqeent les rotations. D’autre part, la partie des contraintes couples est
formée avec le gradient d’'un champ rotationnel, ce qui signifie quéeraék seconde des vitesseshires

est recessaire. Cette relatio@eessite donc que le gradient des vitesses soit continu le longjateents
frontieres, ce qui implique I'utilisation de fonctions de fori@ié.

Pour continuer le @éveloppement de ce mekk, nous avons le choix entre I'utilisation de fonctions de
forme d’ordre suprieur (C'!) ou la modification des relations de telle sorte qu’elles contiennent uniquement
les cerivées prensres des valeurs nodales. Nougéfprons suivre la deugme possibilié et retrouver la
conditionC° pour les fonctions de forme. Nous avons fait ce choix pour garde@laertype ddlément

qui nous satisfait pleinement du point de vue de son comportemeatwgsedu blocage de maillage, de sa
convergence nuéarique et de sa simpli@tpour les sobmas multigrilles.

3.4.3 Restauration de la continuié C°

Pourécrire cette nouvelle formulation, nous avons besoin d’introduire la vitesse de rotation de Gosserat
comme un degdr de liberé independant et d’appliquer une contrainte faible quidieaw™. En fait, au lieu

de calculer la érivee seconde de la vitesse, nous utilisonsgiavéie premére de la teorie de Cosserat et
ensuite, cette vitesse de rotation est idezgiftommeetant la vitesse de rotation du directewf (— w°)
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a travers un terme deepali€. Si nous avons choisi cette approche gtlufue de calculer directement les
proprietes magriaux en fonction de la vitesse de rotation de Cosserat, c’est parce que I'approche avec le
directeur permet de gpifier des conditions initiales d’orientation du directeur aux niveaux des particules.
De plus, notre approche offre une plus grande souplesse pour exprinrearfonction dev°.

Pour cela, nous exprimongtuation (3.92) en fonction de la rotation de Cosserat et, nous ajoutons un terme
de enali€ qui tend verséro quand le facteur deepali€ P tend vers l'infini. Avec tous ces changements

I’ équation (3.92) €crit :

P — /V (o9 + 1 + P (0 — w5) = (w0l — ) dV (3.98)

Le terme ajol& P (w;; — w;?j) estéquivalenta une contrainte qui tend vers une valeur finie, quBrtdnd
vers l'infini etw” tend verso®. Cette contrainte produit une puissance qui tend viers puisqu’elle est la
duale d’'une vitesse de rotation, qui tend vegsoz

Dans I'objectif d'utiliser ces relations dans un code @laments finis, nous devons exprimer le terme
rajou€ en fonction dey qui est 'unique variable ciematique de notre prodine.

Par cfinition (3.10),y peutétre mis sous la forme

~y=D+w—w° (3.99)

et en ingrant (3.74) dans&quation (3.71) nous obtenons :

wii = ningLg; — Lgingn, (3.100)
= wij + ningDyj — Dyingn; (3.101)

Par conéquent, nous aboutissoas
wiy — wi = (Wi — wi;) + ningDij — Drgmaen; (3.102)

Nous rappelons qu® et (w — w*) sont respectivement les parties $tngue et antisyi@trique dey, ce
qui signifie que :
1

1
Di; = 5(%‘3’ +75i) €t wij —wi; = 5(%7 — Vi) (3.103)
Ce qui conduit finalemeri :
(wi —wpy) (W —wf) = (3.104)
1

1 Vi — i Tk (Ve k) — g (Yak + Vei)]

i = i i (g + - vi) — mang (v + )]
D’autre part,y est extrait des parargBes en utilisant I'astucg; = v;0;:6;;, I'@quation (3.104) &crit
alors :

(Wi —wf) ¢ (W —wf) = (3.105)
1
~ Vst Vmn [5’i85jt - 6j55it + nink((skséjt + 5js5kt) — nknj(csiscskt + 5k551t)]

4
{&méjn — 5jm5m + ninl(élméjn + 5jm5ln> — nlnj<5z'm5[n + 5lm51n)]
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L’ équation (3.105) peutre reformude sous une forme plus compacte :

n Cc
G

ou la synétrie du produitwy;

}%1111
}%1122
}%1112
]%1121

}%2211

]%2222

}%2212

]%2221

— W

Z%1211
Z%1222

}%1212

}%1221

C
ij

. n c .
zj) . (W@'j - Wij) = %thnRijmnSijst

(3.106)

: (wj; — wy;) impose quek soit la transpose deS. Dans I'hypotlese
d’un espace bidimensionnel, le tensdpeutétre cevelopg sous la forme de la matrice suivante :

]%2111
1%2122
}%2112
}%2121

o o o

0

0

0
0
0

—ning

ning

2
ny

2

ning

—ning

2
_nl

2
oy

(3.107)

En effectuant la multiplication de matricA = 1 RS, nous aboutissond une expression d’un nouveau
tenseur d’ordre quatre donékriture sous forme matricielle est :

nind  —nini —ndny, nynd
2,2 2,2 3 3

A — (3.108)
—ndny,  ming nt  —nin’
nlng’ —nmg —n%n% ng

Finalement, nous pouvonéacrire la puissance des efforts internes sous la forme suivante :

Pt = / (ijvig + 115 X55 + 2P Aijonn Vi Yn) AV (3.109)

14

Cette relation est & semblablé celle utili€e pour les milieux continus de Cosserat avec un terme
suppEmentaire. Elle ne contient plus dérdlée seconde de vitesse ou deridee prenmere de rotation.
Son implantation dans un code agiements finis tel qllipsisest donc directe.

Toutefois, nous verrons au paragraphe 4.1.6.2 que si le terme conten@amaldpest inége normalement,
alors la solution nurgrique diverge de la solution analytique pour de grandes valeuFs @& terme doit
donc étre sous iréigie en prenant les valeurs desrisées des fonctions de forme, non plus sur chaque
particule mais au centre deelement d’inégration.

3.4.4 Loi constitutive
3.4.4.1 Milieux continus standards

La loi constitutive pour les matiaux isotropes est modge, pour prendre en compte I'effet de I'anisotropie,
avec 'ajout d’'un nouveau terme faisant intervenir, d’'une pagtdrt de viscosit An entre la viscosén
dans la direction normale et celig dans la direction tangentielle aux couches, et d’autre part, le teAseur

qui contient I'orientation des couches dans I'espace.
0ij = 20Dy — poij — 2A0(ninmdj 4 1jnimdi — 2nimynyny,) Dy, (3.110)

Cette expression est analogueelle propose par Hobbs et al. (2001).
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3.4.4.2 Milieux continus avec des contraintes couples

Partie des contraintes de Cauchy Comme nous sommes en train de construire ugerth des milieux
continus de Cosseratida rotation de Cosserat esfjuivalentea la rotation du directeur, la courbure des
couchesy peutétre remplage parx© dans les relations que nous venons éerite ci-dessus.

Dans notre formulation, nous devons prendre en compte le termendditp cefini a I'equation (3.109) et
nous devons remplacd?’ par la variable ciamatiquey qui décrit les milieux de Cosserat. Nous obtenons
donc la relation suivante pour les quatre premiers termes du tenseur des contraibes en

o11+p 2n. 0 0 O Y11
o +p | 0 2p 0 0 Vo2 _ (3.111)
012 0 0 nn Y12
021 0O 0 n nl |72 ]
—Qp O —0 —0 1 [ 711 1 Y11
Qp —OQg (€7 aq Y22 1L 9PA V22
—a; o ag—An ag—An Y12 Y12
- a1 ag—An oy — An | L Y21 | V21
avec
ag = 4Annin}
ar = 2Anning(ni —n?) (3.112)

P est choisi de deux ordres de grandeur&igura la difference de viscogtArn. Une valeur plus grande
engendrerait une matrice constitutive mal conditimrune valeur plus petite ne serait pas suffisante pour
imposer la rotation.

Partie des contraintes couples Dans le cas 0 le magériau stratife est considré comme incompressible,
d’apres Mihlhaus (1993) les contraintes couples et le gradient des courbures sempeeli

ou « est un facteur irdrieura 1.

Cette relation doiétre transforrae en une relation faisant intervepiret x en utilisant chronologiquement
les équations (3.95), (3.93), (3.113), et (3.82). Nous avons parécuesit tous les ing@dients avec la
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relation constitutive pougcrire :

pz1 = Ming — Many (3.114)
= Mnnz)\n - M21n1)\12
= alAnh? [noAi (KA + Ki2Ap)
—n1 A2 (K21 12 + Ko Ago)]
= aAnh? [npAn1(naxsi A + naxsaAiz)
—n1A12(n1X31 12 + N1X32A22)]

Le developpement des, est identique. Consé@ant que:? + n3 = 1, nous pouvons finalemeatrire sous
forme matricielle :

[ 31 _ aAnh2 [C] [ X31 ]
32

X32
ou C s’exprime sous la forme :

nS + nin3(1 + n3) nqNa (3.116)

ning nS + nin3(1 +n?)

Nous \érifions que la matrice constitutive est sgtmique et éfinie positive, que si nowschangons; avec

ny les termes en dehors de la diagonale restent in@saagles termes de la diagonale sont peesuet
enfin, nous @rifions que si initialement, est nul, alors la matrice estduite au seul terme dans le coin
hauta gauche.

Ce mockle peut, bien@r, etre coupd avec la viscelasticie en modifiant le sens des partnes de la loi

de comportement et en ajoutant de nouveaux termes de force. Cetemednt exploés pour ealiser des

cas tests sur le flambement d’une coudksistante baignant dans une couche plus souple. Nous pouvons
comparer les premieresultats avec la #orie de Biot (1965) et analyser le comportement d’'une telle
couche en fonction de I'orientation des couches qui la composent (paragraphe 4.1.5).
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Simulations numeriques
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4.1. Cas tests nuaniques aveellipsis

Dans ce chapitre, nousgsentons unesie de calculs&ali®s avec le codellipsis

Dans une prengre partie, des cas tests sémdés pour analyser la MEFPIL et les lois de comportement
implan€&es dangllipsisen grandes transformations.

Dans la seconde partie, la possi@lide moéliser des mariaux Fettrogenes est utiligée pour une ap-
plication geophysique (paragraphe 4.2.1) et pour une peeenapproche deécoulement du &ton frais
(paragraphe 4.2.2).

4.1 Cas tests nurarigues avecellipsis

Pour valider le code nuamiqueellipsis et I'implantation des mogles rleologiques, nous devonsaliser

des comparaisons sur des cas tests. Par souci de rigueur, nous utilisons, si possible, eespmbl

la solution analytique est connue dans lti#ture. Malheureusement, de telles solutions n’existent pas
toujours, surtout en grandes transformations. Paréourent, nous sommes parfois arega comparer nos
résultats nurariques avec ceux de la Bttature, ou tout simplement, faire detsides paragtriques.

La convection forée dans une cellule (paragraphe 4.1.1) @desine solution en vitesse, agendante du
temps pour les matiaux isotropes, qui est suffisammenéguliere pour faire deétudes de validation du
code sur les pramures relatives aux particules.

Ensuite, nous validons I'implantation des éiféntes lois de comportement qui @t emploges. La sta-
bilité nunerique de la viscelasticie est analyse sur le @placement d’'une sghe visc@lastique dans un
milieu visccelastique (paragraphe 4.1.2). Une fois la stabditquise, noustudions la pgcision du modle
visccelastique, visa-vis de la disdtisation temporelle, sur la compression, puis la relaxation d’uéniaat
visccelastique (paragraphe 4.1.3).

Au paragraphe 4.1.4, nous comparons éssittats cgllipsisavec ceux pubéis dans la ligrature sur un cas
test courant en Branique des fluides. Linstabéitde Rayleigh-Taylor permet de suivre en grandes trans-
formations lévolution de deux métiaux differents. Ce cas test permet aussi de visualiser le suivi d'une
interface dont la gcision peut faire varier de mame drastique le€sultats. Letude du flambement d’'une
couche, plus rigide que le milieu dans lequel elle baigne, est un autré taslescription de l'interface est
importante. Apés une analyse en petitesfdrmations, nous laisso@soluer la matre jusqua ce qu’elle

se rompt en plastidt(paragraphe 4.1.5).

Enfin, les lois de comportement telles que les milieux de Cosserat et I'anisotropie séattest une
couche de cisaillement infinie pour laquelle la solution en vitesse est unidirectionnelle. Ce choix permet de
minimiser deventuelles erreurs nuariques d’inégration dues une epartition trop perturde des points
d’intégration (paragraphe 4.1.6).

4.1.1 Convection dans une cellule

Afin d’analyser le scema d’inégration nurérique qui traite des grandes transformations, une convec-
tion forcée par des conditions limites est netigee dans une biee carée unitaire (figure 4.1). Evolution
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c.L.1 , CL2, C.L.1
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FIG. 4.1 —Présentation des conditions limites du nebelde convection dans une cellule et des patees matriaux.

d’une ligne de mariau plus fonée, initialement en position verticaleéaliane (figure 4.2-a), est suivie
pour visualiser les transformations que subit la grati Le maériau qui compose cette ligne pese les
mémes prop#étes necaniques que le reste du domaine. Par &guent, la solution en vitesse est unique-
ment cetermirée par les conditions limites, c’eatdire qu’elle est indpendante du temps pour un &réu
isotrope.

4.1.1.1 Apgetit des particules

Durant la transformation, lesfbrmations intenses dans les coins éngat le besoin d’introduire de nou-
velles particules selon la predure de gparation des particule€drite au paragraphe 2.6.3. La figure 4.3
represente la variation du nombre total de particules, en fonction du temps et p@uewliéfs valeurs de
I'appétit A tel qu’introduit au paragraphe 2.6.3. Nous pouvoasfier sur la figure 4.3 que plus I'appt

des particules est faible, plus la croissance de leur nombre est grande. Dans leéas axtd est nul,

le nombre total de particules varie exponentiellement avec le temps. En effet, les particules peuvent se
dédoubler mais jamais fusionner. Or, plus il y a de particules, plus la pogsithiéih ceer des nouvelles
est grande, d'o la forme exponentielle. Ce cas egtviter absolument sous peine d’atteindre rapidement la
capacié memoire de 'ordinateur. A I'inverse, lorsque I'aiit vaut1, la variation du nombre de particules
est quasiment nulle. Ce cas aussi n’est pas souhaitable, car nous pouvons constater qu’entredeséemps
secondes, le nombre de particules egtriigiur au nombre initial. Cela signifie que le nombre de particules
pour certaingléments a dimin@ et, comme nous allons le voir dans la suite, &gration sur ceglements
devient erroke. Au vu de cesasultats, nous conseillons de prendre une valeut demprise entré, 4 et

0, 8. Cette derrére valeur est celle utike pour toutes les application®epengées dans ce rapport, car elle
permet de minimiser l'utilisation de I'espaceemoire des machines de calcul, tout en gardant un nombre
de particules toujours sépeur au nombre initial. Bien entendu, cette valeur de Edippcomme toutes
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FIG. 4.2 —Geometrie du mogle de convection au temps initial (a) avec le profil des vitesses horizontakets
verticalesv, respectivement dans les sections verticale et horizontale passant par le centré,caugaas de temps
150 s (b),500 s (c) et800 s (d). La ligne noire, initialement verticale gt tra&e pour visualiser lagformation de la
matiere. Seule la couleur des particules change, les éaistiques riologiques restent identiques.

les autres, ne garantit pas le nombre minimal de particules sur ckégnent pour avoir une iagration
précise.

Durant I'ecoulement, les particules sémlacenta I'intérieur du maillage au cours du temps. Lors de ce
processus, nous devongrifier que la pecision du scéma d’inegration ne se @eriore pas lorsque les
points d’in€gration ont une position quelconque dans chadement.

Ne disposant, ni de solution analytique, ni @sultats d’autres codes de calcul, nous calculons une so-
lution de éferenceV au premier pas de temps (distributickguliere des particules) sur le maillage de
reféerence (figure 4.1) da6864 élements et en utilisant un sema de quadrature de Gauss avec quatre
points d’'inegration. Nous rappelons que ce agta donne une iagration exacte pour legdéments finis
bilinéaires avec une loi de comportemenéhire.

Notre moale detude (figure 4.1) compor304 €lements et permet de&finir une mesure d’erreur relative
comme suit :

o2V — o2
Err:\/|v"” val® + V2 — v

(4.2)
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FIG. 4.3 —Nombre total de particules au cours du temps pouérkfiits apgtits : ()4 = 1,0, (b) A = 0,8, (c)
A=0,6,(d)A=0,4,(€)A=0,2et(f)A =0.

ou V est le champ de vitesse def@rence obtenu avec le maillage finvegést le champ obtenu sur la grille
plus grossire.

L'erreur, telle que mesée sur le champ des vitesses par rappdd solution de &férence, a deux ori-
gines. Une prengire part est dua l'utilisation d’'un maillage plus grossier, la dearie part provient de
l'inexactitude du scema d’ingegration choisi. Afin de quantifier I'erreur due au maillage, un premier calcul
est eali® avec une irigration exacte de Gauss. L'erreur de maillageéggirement inérieurea 2, 8% (fi-

gure 4.4-a). Nous devonsgmiser que si la courbe (a) de la figure 4.4 estessur plusieurs pas de temps,
c’est uniguement pour matialiser I'erreur de@&férence, car une quadrature de Gauss n’est possible qu’au
premier pas de temps.

Par conéquent, lecart sup@mentaire d’erreur par rapp@®, 8% est seulementida I'approximation faite
dans le scma d’inegration. Cette erreur relative entre les deuxéseas d’inégration va nous permettre
d’analyser la pecision du scema d’ineégration adop@ dansellipsis Une rie de calculs est donéalise
avec des points d'iégration uniforrement épartis et de @me poids nurrique dans la configuration
initiale. Cetteétude va permettre deeterminer le nombre de points d'@gration et les conditiorssremplir

sur les poids nugriques pour avoir une bonnedaision du scéma d’inggration.

4.1.1.2 Nombre récessaire de points d’inkégration

Nous comparons lessultats entre l'irigration de Gauss et le sha d'inggration de la MEFPIL ©
initialement les particules sonégulierement distribees et de @me poids. Ce s@ma aéte utilise sur
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plusieurs dizaines de pas de temps avec deux nombres initiaux de poirdgditiin diferents. A chaque

étape, le poids des particules est rec@qadur satisfaire les contraintes des termes constantedilies
(2.51).

0,034,
) ©

.
. .
, .
v . N "
.
0,032 . co .
H] ’ . . a "
L4 ~ L)
. .
' L
o

003 | : (b) v

Erreur relative (%)

0028 1T L A
T I L T L " ‘
006 b ; ;

0,024

1 6 11 16 21 26 31
Nombre de pas de temps

FIG. 4.4 —(a) Erreur calci#e en utilisant une quadrature de Gauss sur un maillage plus grossier. Erreur en fonction
du nombre de pas de temps pour seize (b) et quatre (c) particules initial&gel&nement distribees et ponerées.

Bien que le scma d’inegration bas sur les particules ne soit jamais meilleur que celui de Gauss avec
guatre points, la @cision est comparable au cours du temps. Ceci est pagtieaient vrai quand un grand
nombre de particules est utitigfigures 4.4-b et 4.4-c). De cette figure, noégguisons qu’au moins seize
particules (initialement) sontétessaires pour obtenir dessultats dont la @cision est proche de celle
obtenue avec l'irtgration de Gauss. Dans cet exemple, nous avonguiiti€ertain nombre de contraintes
sur les poids nugriques, nous devons maintenaatifier que ce choix est le plus judicieux.

4.1.1.3 Contraintesa appliquer sur les poids nuneriques

Nous Ealisons un calcul sur plusieurs centaines de pas de temps avec initialement seize particules par
élément comme conseailpecedemment. La g@cision et la stabilé du esultat sonévallees dans le temps.

Les fluctuations de I'erreur sont caléels sur une fdre glissante de quinze points de calcul de large
pour donner I'erreur moyennduve(t) et sa variancé ar(t). Pour chaque pr@&dure de calcul des poids
numériques, un fuseau d’erreur est deésémtre la courbelve(t) + Var(t) et la courbedve(t) — Var(t).

Si le poids des particules est maintenu constant, de telle sorte que la masse totalerde sgitconsepe,

la masse d’'urelement peut varier quand les particules traversent une &m@néntre deuxlements. Un
élement peut ainsi contenir plus de particules quélament voisin et devenir nuaniguement plus lourd.

Ce scleéma simpliste entiae une erreur fluctuante de grande amplitude quigderidre pour les grandes
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FIG. 4.5 —Erreur en fonction du temps pour difents scemas de calcul des poids : (a) poids constants au cours
du temps (sauf en cas detation d’'une nouvelle particule), (b) les poids des partici@psmdent la contrainte des
termes constants et (c) les poids des partici@psmdent la contrainte des termes constants edires.

transformations (figure 4.5-a) maégun nombre de particules toujours croissant (figure 4.3-b). &thode

du point magriel (Sulsky et al., 1994), qui eatl’'origine de la néthode pesenge ici, ne recalcule pas le
poids des particules. Certes, cettethode permet @conomiser du temps de calcul, mais elle est inappro-
priée pour les &s grandes transformations comme nous venons de le voir.

Nep

Modifier les poids au cours du temps, en appliquant la contrainte pour les termes corlstanis= 2),
=1

p_
permet de stabiliser I'erreur autour d’'une valeur moyenne, proche de celle obtenue ave@gradiamt
de Gauss (figure 4.5-b). Si en plus, la contrainte pour les termesin@s est appligge O w,¢, = 0), la
p=1
variation de I'erreur est consedablementé&duite (figure 4.5-c).

Une autre raison d’inclure les contraintes dmjliation (2.51) jusqu’aux termeséiaires vient des probines
typiques que nous souhaitoresoudre pour la madisation gologique. Nous retrouvons souvent des forces
gravitationnelles verticales importantes qui sont pratiguemeggeilibre avec les gradients de pression.
Ceux-ci doiventétre inegres avec beaucoup defgision pour qu’ils ne produisent pas de composante
verticale decoulement puisque,&me une petite erreur, contribuerait largement aux termes hydrostatiques.
L'int égration de Gauss est la plus efficace de tous lemnsak que nous avons implast mais elle n’est pas
appropréee aux grandes transformations de la MEFPIL. [2ssiitats raisonnables sont obtenus en utilisant
(initialement) quatre points d’iBgration palément, et en ajustant leur poids lors de le@pldcement
dans la grille. Toutefois, seize particules soatessaires pour avoir suffisamment de ésgfe libe et
approcher la g@cision du scema de Gauss avec quatre point2en acceptant le fait que des particules
soient dans une mauvaise positia'intérieur de Ielement pour contribuer aux igrales. Il est aussi
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recommand de calculer les poids nriques en incluant les contraintes jusqu’aux termesaiires pour
obtenir une erreur stationnaire et de faible amplitude.

4.1.2 Instabilite viscalastique

A
y
A c.L1 Conditions Limites
1: o0,=0 e V,=0
Maillage yx Y
2: oxy=0 et V,=0
(4*4)*4 niveaux
N N Y yons
gl 4 _ Propriétés matériaux
— 5 . i .
©| - lInitialement 16 particules  |© Disque : n = 100 Pa.s, pt = 100 Pa.
par ele.mems finis Incompressible, p = 10 kg/m3
- Appétit de 0,8
- Contraintes sur les poids Fluide: n=1Pas,u=1Pa.
jusqu'aux termes linéaires Incompressible, p = 0 kg/m3
X
M CL1 > Pesanteur : g = 10 m/s?
< im >

FIG. 4.6 — Préesentation des conditions limites deplacement d’'un disque viselastique dans un milieu
visccelastique et des paranes maériaux.

Dans un premier temps, il est @ressant dtudier la stabilé du sciéma d’inegration du premier ordre
présené au paragraphe 3.2.2 pour des @n@ux visc@lastiques. Puis, no@udions la stabilé du scéma
d’intégration dans le temps que nous avons choisi.

(b)

FIG. 4.7 —(a) Configuration initiale, (b) le disque coule dans le milieu vidastique et (c) le disque atteint le fond
de la bdte et se éforme sous son poids propre.

Nous moelisons un disque viséastique baignant dans un fluide vigétastique moins dense. Le disque se
déplace sous l'action de la gra@itLes conditions limites, le maillage et les caegistiques des matiaux
sont pesenésa la figure 4.6. Une couleur défente est attritkea la partie sugrieure du fluide pour suivre

le processus deaflormation au cours du temps.
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FIG. 4.8 —Le pas de temps de I'advectidxt en fonction du nombre de pas de temps. Les trois courbes correspondent
a differentes valeurs pour les pas de ter@iastiques initiaux 1076 s (a),107° s (b) et10~* s (c).

Pour le scema d’ineégration du premier ordre, le pas de tengbastiqueAt©, tel que @crit au para-
graphe 3.2.2, est pris identique au pas de temps de I'advesti@utomatiquement calaeildans le code
numerique. Inépendamment de la valeur initiale du pas de tealastique, nous observons, sur la courbe
enéchelle logarithmique de la figure 4.8, une baisse brutale des deux pas de temps sur les premiers pas de
calcul, puis une baisse Baire au cours du temps.

Pour expliquer cettevolution, nous devons analyser les relations qui existent entre lestifé paragtres

du calcul. A la fin d’'un pas de calcul\¢ est calcud en fonction du champ des vitesses comme iriau

I’ équation (2.65). Admettons que ce pas de temps estiénir auAt¢ du pas de calcul giedent, il fait
diminuer la viscos# effectiven.q, et par consquent, fait augmenter les vitesses au prochain pas de calcul.
Le nouveauAt est donc encore plus petit, la viscéséffective est plus petite aussi et le champ de vitesse
encore plus grand. Ce cercle viciewenea une instabilié nuneérique dans le sensi@pes quelques pas

de temps, plus rien ne va bouger par la cause d’'un pas de temps infiniment petit.

Une autre intergatation de cette diminution des pas de temps est de dire que le co@eiquenessaie de
capter tous les @nonenestlastiques. Comme ceux-ci ont liawneéchelle de temps infiniment petite, les
pas de temps tendent rapidement vénoz

Pouréviter cette instabilé nunerique, le pas de tempdastiqueAt© est choisi inépendamment dat.

Dans le cas @sent, il est fika un millieme du temps de relaxation des éraux, soitl0~* s. Dans le calcul
automatique dé\¢ fait par le code, de telle sorte qu’une particule ne traverse p&gument en un pas de
temps, nous ajoutons la contrainte gqledoit étre infrieura At°. Nous verrons au paragraphe 4.1.3 le ratio
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FIG. 4.9 —Position du centre du disque en fonction du temps.

entre ces deux paratres qu'il faut prendre pour obtenir une bonne approximation dans |&lieation

numerique.

En effectuant le calcul nuamique, nous trouvons que le processus&mthpose en trois phases successives

illustréesa la figure 4.9 :

— Réponseelastique instantae du fluide. Initialement (figure 4.7-a) aucune contrainte interne n'ést-sp
fiee dans aucun des reaux. Si un madriau visc@lastique est chaggpar une force, alors il s&&tbrme
instanta@ment, d'a un ceplacemement rapide du disque. Cette phase se termine quand le champ des
contraintes qui se ée dans le fluidegquilibre I'effet de la gravé sur le disque.

— Déplacement du disquee vitesse constante. Unéfdrmation visqueuse du fluide est obgsnavec re-
distribution du champ des contraintelastiques (figure 4.7-b) autour du disque au fua etesure que
celui-ci descend. C’est un phonene quasi statiqueuda viscosié et I'elasticié du fluide jouent unale.

— Déformation visqueuse du disque. Le disque a maintenant atteint le sol (figure 4.7-c) et les contraintes
dans le fluide ne jouent plus aucudle. Par consquent, la @formation du disque est uniquement @ue
son poids propre. Les contraintes dans le fluide disparaissena petiit par relaxation du matiau.

Le pas de tempslastique peugtre modi€ pour une valeur plus petite afin deatire avec une plus grande
précision le @placement initial. SiAt¢ tend vers 2ro, alors la @ponse tend vers la solutidgdastique
instantage. Cette discussion est en relation avecgfinition du nombre de Deborah, d’'un phenonene
physique

Temps de relaxation
- Temps d’observation

4.2)

e
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Ce nombre permet de ddfencier un solide d’un fluide. En effet, sile temps d’observation @strand par
rapport au temps de relaxation du #x@u, c’'esta-dire siD, est tes petit, alors I'observateur a le temps
de voir la matére secouler comme un fluide. C’est pour cela @l'echelle gologique, les roches sont
consicerees comme des fluides visqueux. Dans notre cas, si nous souhaitons cappemiseglastique

du mockle, nous devons choisixt¢, pas de temps d’observation, plus petit que le temps de relaxation du
matriau. Le @&placement initial se@toule alors sur un temps d’observatiogstcourt, beaucoup plus court
que le temps de relaxation du régau. Ceci impligue un nombre de Deboklbw, d’al I'obtention de la
reponseelastique.

Nous allonsa pesent quantifier exactement laepision de ce s@ma d’ineégration dans le temps en com-
parant desésultats nurariques avec une solution analytique.

4.1.3 Compression et relaxation d’un bloc viscelastique

C.L.1
A T P
Conditions Limites
Maillage 1: 0,=0 et V,=-01lms?!

(4*4)*4 niveaux 20 0,=0 et V,=0

N N . _ —
= R 3: ny—O et Vy—O

< 9l - Initialement 16 particules |

par éléments finis Propriétés matériaux

- Appétit de 0,8 n=1Pas, &=10Pas

- Contraintes sur les poids

jusqu'aux termes linéaires W=1Pa, K, =10Pa

Y

C.L.3
im

A
Y

FIG. 4.10 —Présentation des conditions limites de la compression-relaxation d’'un bloclastique et des pa-
rametres matriaux.

La stabilie du sckma, que nous avongédelope, aéte demontée dans la section (4.1.2)gzedente. Main-
tenant, il est Bcessaire de quantifier sepision. Dans ce but, un né&atau compressible et visetastique
est moelisé dans une Hte initialement cage de cat 1 m (figure 4.10). La condition limite Lagrangienne
est mo@lisée en utilisant la praure @crite au paragraphe 2.6.6. Ce mtadpermet degaaliser un essai
en compression confie.

Une fois que la dformation longitudinale a atteint une valeur@¥s, ce qui correspond une hauteur de
h(ty) = 0,1 m pour la bdte, la condition limite en vitesse est suppeenpour observer la relaxation du
maeériau.
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Solution analytique La solution analytique estdivee de la loi constitutive pour le terme en pression :

P P vV, v,
L - 4.3
K, * 3 Svy h(t) h(0) + Vit (43)

ou ¢ et K, sont respectivement les modules de compres&hilé viscosé etélastique. Il s’agit d’'une
équation diferentielle du premier ordre avec second membre. Pendant la phkseitesse n’est pas nulle,
la méthode de la variation de la constante est @#ipour obtenir :

Pt)=At)e € pour  t<t, (4.4)

¢ Ke‘/y %t

La fonction\ est nunériquement irégtee pour obtenir la solution analytique lors de la phase de compres-
sion.

Lorsque la @éformation atteinb0% at = t,, la condition limite en vitesse est suppémet la solution
analytique dans ce cassrit :

— )
P(t) = P(tg)e” ¢ pour t >t (4.6)

La solution analytique globale pour ce niédel est traee sur la figure 4.11 avec des cercles.

Dans la section @aedente, il &% demonté que le pas de temps d’advection diite incdependant du pas
de temps de la disétisation du comportement du réatwu, pour obtenir un séima d’inégration stable.
Dans la pesente section, nous montrons lagsion de ce s@ma et plus grci£ment, nous donnons une
idée du rapport des deux pas de temps pour obtenir W@oespon souhadte.

Résultats Nous aurions pu fixeAt¢ et étudier la variation de laéponse num@rique en fonction dé\t.

Dans la pratique, chaque réaiiu visc@lastique posde un temps de relaxation. En fonction de celui-ci,
I'utilisateur va choisirAt© afin d’obtenir une ref@sentation gcise du comportement du réaiu. D’autre

part, nous avonsag vu que pour optimiser le temps de calcul, une born@éepre pourAt est calcude

dans le code en fonction du champ des vitesses et de la tailEdaeents (2.65).

Dans le cadre de notre melé, At présente une grande variation au cours du temps. Lors de la phase de
compression/At va diminuer avec la taille degéments puisque la vitesse reste constante. Dans la phase
de relaxation la vitesse est null&¢ devient donc thoriguement infini. Pougviter cela, nous imposons une
borne suprieure dé), 01 s surAt.

Pour differentes valeurs d&t¢, nous tracons lagponse nur@rique de la pression au cours du temps sur la
figure 4.11. Nous remarquons que pour des valeurd#desugerieures olegales au temps de relaxation,
c’esta-dire10 s (figure 4.11-a) et s (figure 4.11-b), les contraintes sont r&dag plus vite que ce qu’'elles
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Pression (Pa)

Temps(9)

FIG. 4.11 —Pressiona l'intérieur du matriau en fonction du temps pour difentes valeurs du paiit® de
disciéetisation des effetélastiques. La courbe avec des cercles est la solution analytique. Les courbes continues in-
dexées de (ap (f) sont les esultats des calculs né@mques avec les valeurs de© suivantes : (a)At® = 10 s, (b)

At¢ =1s, (c)At° =0,1s, (d)At* =0,01s, (e)Atc = 0,006 s et (f)Atc = 0,005 s.

sont construites. Par cagguent, le mdriau pésente un comportement proche d’'un comportement pure-
ment visqueux (nombre de Deborah faible). Par contre, pour des valeenigimés au temps de relaxation,
c’esta-dire0, 1 s (figure 4.11-c) eb, 01 s (figure 4.11-d), la fEcision du ésultat est &s satisfaisante tout

au long de la courbe en pression. Lé&gsion du esultat est d’autant plus grande que le pas de tehips

est petit devant le temps de relaxation, car la éssation est de plus en plus fine.

Malheureusement, nous observons pour des valeurstténférieures au pas de temps d’advectidn
c’esta-dire0, 006 s (figure 4.11-e) eb, 005 s (figure 4.11-f), des instabiéis nun&riques. Plus la valeur de
Ate est faible, plus I'instabil& se produiradt dans le calcul. Cette instabdiest identiqua celle pesenge
au paragraphe 4.1.2ide cas particulielAt® = At est traie. LorsqueAt© est plus petit qué\t, le calcul
capte des pknoneneselastiques que la phase d’advection ne capteadasremeéchelle de temps, dib
l'instabilité. Le sciema d’inegration instable du premier ordre déitre coupd avec une pramure de
lissage sur plusieurs pas de temps d’advection ptrerstabilig.

De manere pratique pour tout utilisateur du coglépsis, étant dong le temps de relaxation du neataua
moceliser, nous conseillons de choisir une digigation en temps avec un pag® inferieur au cenéme du
temps de relaxation pour obtenir une bonnecgsion de la simulation. De plus, pogviter des proldmes
d’instabilite nunérique, il faut spcifier comme borne sépieure du pas de temps d’advectiin le pas de
la discétisation comportemental&t©.
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4.1.4 Instabilite de Rayleigh-Taylor

C.L.1 Conditions Limites
Maillage grossier

(4*4)*4 niveaux

1: cyx=0 et Vy=O
2: 0,=0 et V,=0

Maillage fin

(4*4)*5 niveaux

Propriétés matériaux
Fluide 1 :n =100 Pa.s,
Incompressible, p = 1010 kg/m3

1m
C.L.2
C.L.2

- Initialement 16 particules
par éléments finis

- Appétit. de 0,8 _ Fluide 2 : n = 100 Pa.s,
- Contraintes sur les poids
jusqu'aux termes linéaires

CL1
09142 m

Incompressible, p = 1000 kg/m3

Pesanteur : g = 10 m/s?

Y

A
Y

FIG. 4.12 —Presentation des conditions limites de I'instakilite Rayleigh-Taylor et des paratres matriaux.

Ce type d’instabilié est aussi appeldiapirisme et est souvent renc@én gologie lorsqu’une couche de
matriau Eger est recouverte d’'un négsitau plus dense. La moindre perturbation de I'interface horizontale
entre les deux matiaux va @clencher le pbnonene. Alors que la matre la plus égere séleve dans

la matere lourde sit@e au-dessus, un diapir (en forme de champignon) dériaateger se forme. Un
exemple de diapirisme est la formation dente de sel, qui se produit car le sel est moins dense que les
autres rocheséslimentaires environnantes. Ce processus de fluage, quepeuthermiguement acty
permet au sel de 8touler vers le haut, et &re remplae par la roche dense se situant initialement au-
dessus.

Toute perturbation par rappat/interface horizontale va citse exponentiellement, c’esidire :
u(t) = u(0)e 4.7)

ou u(t) est la distance entre le point le plus haut de I'interface par ragplaike moyen ety est le taux

de croissance de la perturbation. l&ponse likaire de ce mazle aéte demontée par Rayleigh (1900)

et Taylor (1950). Cette instabilitest couramment utiB® comme cas test en dynamique des fluides (van
Keken et al., 1997).

Nous pesentons aux figures 4.12 et 4.13 les ca&mstiques nurariques et la gonetrie simplige de ce
mockle. L'elancement d@, 9142 est choisi car dans cette configuratipest maximal (van Keken et al.,
1997). La couche de matiau Eger est cBpaisseur moyenng = 0, 2 m. Nous limitons notré&tude au cas
isotherme @ les deux mddriaux ont la néme viscos#, et a I'interface est initialement pertugle par une
fluctuation verticale harmonique= 0,02 x sin(wz/L). Les parargtres du comportement des @@aux
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L =0.9142

A
Y

FIG. 4.13 —Geéonttrie du moeéle de letude de I'instabilié de Rayleigh-Taylor.

sont choisis tels que le nombre de Rayleigfini comme suit soiégala 1.

B ApgH?3
n

Ry

(4.8)

ou Ap est la diference de densitentre les deux matiaux ety est la viscosé.

Ce cas test est iatessant par deux aspects. Le premier est le taux de croissance en péditestions de

la perturbation, le second aspect estBlution compéte en grandes transformations du eniziu Eger jus-
gu’au point @ les deux magriaux atteignent un point @quilibre stable. Les comparaisons entreatéhtes
méthodes nur@riques portent@réralement sur le taux de croissance initight.7), sur la valeur maximale

de la vitesse moyenng,,, de la matere, le temps auquel cette vitesse est atteinte, puis sur la configuration
au tempg = 1500 s. La vitesse moyenne estfthie par :

(4.9)

Umoy =

ou n est le nombre total de nceuds dans le atedty; est la vitesse au nceud

Dans van Keken et al. (1997), quatré&tinodes nui@riques sont compaes avec diffrentes @solutions.
Pour simplifier les comparaisons, nous faisons une moyenn&sleisats obtenus sur les grilles grésss
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et une moyenne de ceux obtenus sur les grilles fines. Ces valeurs moyennes soeesdiglessous.

Grille Y (Umoy)max Temps

Moyenne sur les grilles grossies| 0,01130 | 0,003045 | 212,14
Moyenne sur les grilles fines | 0,01164 | 0,003036 | 209, 12
1024 élements 0,01102 | 0,003098 | 222
4096 elements 0,01244 | 0,003090 | 215

Ce tableau contient aussi leéssultats obtenus avedlipsissur une grille grossire del024 éléments et sur
une grille fine det096 éléments (figure 4.12).

L—-———-J

@ (b)

FIG. 4.14 —Comparaison de lagpnétrie des madriaux au temps = 1500 s. (a) Resultat de Christensen (1992) et
(b) résultat aveellipsis

Les esultats obtenus avec la MEFPIL sogistproches de ceux obtenus avec d’autrethodes nuirigues,

et ceci avec un nombre comparabléldments. Pour pouvoiéellement comparer, il aurait fallu disposer
des temps de calcul. En effeteme si les nombresééements sont proches, legthodes exp@&es dans van
Keken et al. (1997) utilisent dedements finis d’ordre sugrieur ou @crivent explicitement l'interface au
cours du temps. Ceséthodes peuvelridtre tes cditeuses en temps de calcul et en espaemaire.

La geonttrie obtenue (figure 4.14) au tempg)0 s est aussi &s proche duésultat ju@ le meilleur parmi
ceux pésengs dans van Keken et al. (1997). Il est notamment important de noter I'obtention de I'anneau
en partie suprieure que toutes lesathodes ne peuvent pas reproduire.

Cetteétude nous a permis de comparer la MEFPIL avec les autedisonies classiques en dynamique des
fluides. La MEFPIL est capable de rivaliser avec déshndes dont la conception vise tout partietgiment

la moctlisation dynamique des fluides visqueux.
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C.L.1
1 Conditions Limites
Maillage d'étude 1o 0,=0 et V=0
(16*4)*5 niveaux 2: 0,,=0 et V,=0
o ™ . - — -1
el ° 3: cxy—o et V,=-Ims
o - Initialement 16 particules |O
par éléments finis Propriétés matériaux
:'éggf::ir?tiso’sir les poids Fluide : n = 1 Pa.s, incompressible
jusqu'aux termes linéaires Couche : ny, € =1Pas.
Y X I
C.L1 ”
< >
3m

FIG. 4.15 —Présentation des conditions limites du flambement d’'une couche baignant dans un milieu visqueux et
des pararmatres maériaux.

4.1.5 Flambement d’'une couche baignant dans un milieu visqueux

Les geologues sont "depuis desles” ineresgs par la formation de pliures dans les roclatirmentaires

et metamorphiques. Ces pliures sor@ngralement attribeiesa I'action de compression due aux mouve-
ments des plaques tectoniques. Mais d’autres petras interviennent certainement dans ce processus,
car les esultats sont &s variables. Parmi ces paratres, nous pouvons noter la teengture, la pression,

les caradristiques recaniques et chimiques des roches, etc ... Danseleept rapport, nous @gentons
uniquement lesasultats relatif& des comportements purement visqueux. Etnee @taillee sur les com-
portements visoalastiques et anisotropes estgenke par Mihlhaus et al. (2002).

4.1.5.1 Analyse en petites@&formations

Biot (1965) a calcé le taux de croissaneg k) d’une perturbation de nombre d’onéled’une fine couche
visqueuse dpaisseuh baignant dans un milieu visqueux de plus faible vis&situs I'action d’'une charge
normaleP.

P

v(k) = L B (4.11)
ou 7 est la viscosé du milieu environnant ey, la viscosié de la couche. Pour obtenir la relation (4.11),
plusieurs hypotbses ontete formukes. L'amplitude de la perturbatian doit étre regligeable devant
I épaisseur de la couche qui déire régligeable devant la longueur d'onde/k de la perturbation. De
plus, la couche doitre infiniment plus visqueuse que le milieu environnant.
Dans le modle nung&rique, la charge® est appligée par l'interngdiaire d’une condition limite Lagran-
gienne en vitesse. Pour ce nébe, nous avons choidi = 1 m.s™!, la chargeP vautV ,n,h. D'autre part,
nous aurions pu laisser apptra la perturbation au cours du calcul avec les incertitudesenigones, mais
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. L=3m R
v
A
E 2k
1l = 2
T

FIG. 4.16 —Géon®trie du moéle nungérique.

o 3000 —
; /
5 (b)
28 2000
3
~ - a)
1000 —
0 1 x 1 x 1 x 1 i
0 10 20 30 40

FIG. 4.17 —(a) Reponse analytique.@ponses nuériques du moeéle pour diferentes dis@&tisation horizontale par
élements finis, (b) 28 et (c)256 éléments. Dans les deux cas, il g@élements finis verticalement.

pour une analyse pcise, en fonction de la longueur d’onde, nousfgnons sgcifier initialement I'ampli-

tudew de la perturbation et sa longueur d’onde.

Bien entendu dans la nature, uniquement la longueur d’'onde qui correspond au taux de croissance le plus
grand va se @velopper. Cependant, pour quantifier pleinement les aptitudes deltipdesnous calculons
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le taux de croissance(k) pour chaque nombre d’onde Pour cela, nous calculons I'amplitude de la
transfornée de Fourier sur les vitesses nodales de la ligne moyenne de la couche pour chaque longueur
d’onde de la perturbation. Le taux de croissanceegata cette amplitude divee par 'amplitude initiale
de la ceformee. La gonetrie du moeéle nungérique est pgsenkea la figure 4.16.

Les taux de croissance obtenus avec deux maillageseliffs en fonction desont traés sur la figure 4.17.
La comparaison avec la solution analytique (figure 4.17-a) de Biot montre qu’il faut au mo#&iéreients
par geriode pour obtenir une bonnéponse du sysme. Nous avons donc choisi un maillage agéc
élements suivant la verticale 256 suivant I’'horizontale. De plus, nous avons degsié maillage dans le
sens vertical autour de la couche en faisant varier leur taille. Paegoest, autour de la couche paur
compris entrel, 4 m et1,6 m, nous avons deslements pratiquement cag Az = 0,0235 m etAy =
0,023 m). Dans le reste du maillage, la taille ddements est\z = 0,0235 m etAy = 0, 1292 m.

4000

3000

Taux de croissance

2000

1000

FIG. 4.18 —La courbe continue est la solution analytique. Les courbes en peintbrrespondent aukponses
du mockle pour diferentes amplitudes de la perturbation initiale, «g) = 0,005 m, (b) wyg = 0,003 m et (c)
wo = 0,001 m.

Le choix de I'amplitude de la perturbation initiale est un compromis entre une borggiesugw =
0,005 m (figure 4.18-ah ne pas @passer poureérifier I'hypothese de Biot (1965), et une valeur minimale
w = 0,001 m (figure 4.18-c) pour que le maillageéfihi ci-dessus, puisse capter la perturbation. Par
congquent, d’apes les esultats de la figure 4.18, un bon compromis est une valeur de 0,003 m
(figure 4.18-b).

Pour le moeéle ainsi @termire (256 élements horizontaux et, = 0,003 m), nous éalisons unétude
parangétrique du taux de croissance, en fonction du nombre d'é@neliedu contraste de viscosit défini
comme le rapport entrg, etr. Les €sultats de la figure 4.19 montrent une bonne&ation des &sultats
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4500
4000 -
3500 ~
3000 -
2500 -
2000 ~

Taux de croissance

1500 ~
1000
500 ~

Nombre d'onde

FIG. 4.19 —Taux de croissance de la perturbation en fonction du nombre d’onde et du rapiesrviscosiés entre
la couche et le milieu environnant, (@)= 103, (b) » = 102, (c) r = 102, (d)r = 10"° et (e)r = 10. Pour chaque
jeu de parardtres la courbe continue est Bponse analytique et la courbe en poiétilest lagponse nur@rique.

numeriques avec la solution analytique correspondante. Physiquement, plus le contraste dé& wstosit
élew, plus le taux de croissance é&\e, et plus le pic de croissance correspangne grande longueur
d’onde. Ce premierésultat peut expliquer la variation des longueurs d’onde des pliures éesetans la
nature. Par contre, pour obtenir deux longueurs d’onde, il faut tenir compte soit d’une certaine anisotropie,
soit de I'€lasticie du magriau. Ces deux cas songgengs par Mihlhaus et al. (2002).

4.1.5.2 Analyse en grandes transformations et visétasticité non linéaires

A présent, que nous avonénfié la pécision des&sultats dones parellipsissur le flambement de nti-
aux purement visqueux, nous allatsidier l'eévolution d’une pliure §ologique d’'un mariau visc@lastique
non lingaire initialement horizontal (figure 4.20-a). Les cagastiques nurariques du moele (figure 4.15)
restent inchanges. Les caragtistiques récaniques de la poutre sont la viscesj; = 10° Pa.s et la
contrainte limiter,,.. = 5 10° Pa.

Dans la prengre phase (figure 4.20-b), nous observons un raccourcissementémeragla couche. Lors
de cette phase les contrainfgastiques s’accumulent dans le Bréu. Avec les bruits nuariques, une
perturbation d'onde k, correspondamtcelle de plus forte croissance selon Biot, apjpapontagment
(figure 4.20-c). Tant que le comportement de la Bratreste ligaire, la pliure est de forme sintdale. En
continuant le processus de compression, les contraintes &passler le seuil de plastieifvoir annexe B)
la au la courbure est maximale, et une rupture va apparaCette rupture (figure 4.20-d) est prise en
compte dans le made nunérique (annexe B) par l&duction de la viscostsur les particules qui ont
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(@)

(b)

(c)

(d)

FIG. 4.20 —(a) Configuration initiale. (b) Raccourcissement hogmgde la couche, (ckut du @veloppement de
l'instabilité, (d) rupture paréduction de Elasticié aux points de courbure maximale et redressement de la couche
par restitution des contraintéfastiques, et enfin, (e) photo prise dans la nature d’une plaolgique.

dépaseé la contrainte seuit,.;. Ayant une plus faible viscogitque leurs voisines, ces particules vont subir
une ceformation beaucoup plus grande, @’timpression d’une fissure qui se propage. Le vide entre ces
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particules est comblpar les particules venant du milieu environnant. Enfina d élasticig, les branches

qui avaient une forme sinuitale deviennent rectilignes par restitution des contraintes internes (figure 4.20-
d).

Ces Esultats nurariques sont comparer avec une des formes possibles de pliures re@esrdans la
nature (figure 4.20-d).

Sur I'etude des pliuresaplogiques, la MEFPIL implage dansllipsisa monté toutes ses capageg pour
modeliser 'amorcage et la croissance de la pliure, aussi bien quevadation en grandes transformations.
Devant I'absence de certitude sur le comportement deériaak au cours de millions d’ages, il est
difficile de pousser plus en avanétude sur un cas ecis. Une possibilé serait de faire I'hypogse du
mockle de comportement (viselastique, anisotropie, etc ...) et d'utiliser une analyse inverse (Wijns et al.,
2001) pour retrouver les paratnes des matiaux.

4.1.6 Couche de cisaillement infinie

Dans cette partie, nouudions le prolme aux valeurs limites d’uacoulement unidirectionnel dans une
couche infinie soumisa un cisaillement. Linfinié dans la direction: est obtenue avec des conditions
limites périodiques. Par colsjuent, les valeurs nodales sur le bord de gauche sont idendigedss sur le
bord de droite. Cela nous permet d'utiliser un maillage unitaireecarec, en teorie, un seuélement dans
la directionz. En fait, une grille cage €guliere est utilige pour garder I'efficadtdu sceéma multigrille
en utilisant le neme nombre @&léments dans les deux directions. En effet, comémahté ci-apes, il
est plus rapide deesoudre un sysme den? éléments avec une approche multigrille qu’un éys¢ den
élements avec un solveur direct.

Sur ce moeéle nungérique, nous testons I'implantation et le comportement destesdle Cosserat et de
I'anisotropie. Les inconnues du pr@he sont la vitesse horizontalg et selon le moéleétudg, la vitesse
de rotation de Cosserat ou la vitesse de rotation du directeuif pour le mo@le anisotrope.

Les caradtristiques nurariques du moele sont mong&esa la figure 4.21.

4.1.6.1 Milieu continu de Cosserat

Solution analytique Dans ce paragraphe, nousvéloppons les quatre solutions analytiques possibles
pour un milieu de Cosserat, en fonction de la combinaison des conditions limites prises en compte. Choi
and Mihlhaus (1991) ont&lelopg la solution dans le cas particulier de conditions limitassoet Q¢

sont tous deux nuls le long des bords horizontaux. l@sgiar ce travail, nouscrivons les deugquations
d’équilibre en contraintes et en contraintes couples comme suit :

Opyy =0 05y = A et Loy + Oyp — Ogy = 0 (4.12)
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A
y
A c.L.3 Conditions Limites
Maillage 1o Vy=0,Vy=0etp, =0
. 2: périodicité
(4*4)*5 niveaux
~ N 3: V=0 {oyx, Q% ou {oyx, uyz}
gl i, . - ou {V,, Q% ou {V,,
=S - Initialement 16 particules | (Ve @F 0u Ve by
par éléments finis
- Appétit de 0,8 Propriétés matériaux
- _Contraintes sur Ie§ p,oi_ds n=1Pas, nc=05Pas,
jusqu'aux termes linéaires )
longueur interne | = 0,1 m
Y X y . .
C L1 i incompressible

A
Y

Im

FIG. 4.21 —Présentation des conditions limites de la couche de cisaillement pour un milieu de Cosserat et des
parangtres maériaux.

FIG. 4.22 —Géonttrie et courbes desultats qui montrent un profil des vitessggresque ligaire et le profil des
vitesses de rotation de Cosseugt

ou A est une constante d'igration. En utilisant les relations constitutives (3.67)glgsations (4.12) sont
modifiees pour donner :

(N 4+ 0%y + 2n°w; = A et Mw;,, + (=1 — 2n°w; = A (4.13)

Yy

126



4.1. Cas tests nuaniques aveellipsis

Enéliminantv, , dans ces deu&quations, nous obtenons ugguation diferentielle du second ordre et
avec un second membre constant.

C

meoe 21
n+nc’  n4ne

C

Mwe

29y

(4.14)

En substituant la solution¢ dans la prengre relation de (4.13), nous obtenons la solution pour
De manere gererale, les deux solutions peuvétteécrites comme suit :

C

A A
w; = —% + Bcosh% et Uy = Ey — 23577 Z e sinh% (4.15)
ou ¢ est ckfini par
M /1 1 R? ¢
4 \n n° 2 n

La solution analytique estédermiree par les deux constantes dégtationA et B qui sont fonction des
conditions limites imposes le long du bord sépieur eny = h. Ci-dessous, nous exprimons les deux
constantes d’iréggration en fonction du jeu de conditions limites appligsi au moele.
1. Contraintes et vitesse de rotation de Cossefdtdonnent :
A c
g T4

A=o et B = (4.17)
n
cosh 3

2. Vitessel/ et vitesse de rotation de Cossepdtdonnent :
V + 2hQ)°

h
A =2n|( Bcosh—- — Q° et = S 4.18
1 ( oSS ) 2hcosh% — 20 _ginh 2 ( )
n+7 é
3. VitesseV et contrainte couplg donnent :
o n .. h
B=—"—— et A==V +2B§ h— 4.19
Msinh% h( TH_ncsm 5) ( )
4. Contraintes et contrainte couplg donnent :
10
A=oc et B=——"—+ (4.20)

B Msinh%

Calculs numeriques L'erreur de la eponse nur@rique par rappos la solution analytique est megerle
long d’'une seule ligne verticale de nceuds puisque la solution egpémdlante de. L'erreur relative pour
toute valeur nodale est calcute comme suit :

3

v

1 Vi—v;
Ny Vi

i (4.21)
V=0

.
Il

Err =

o
23
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ou n, estle nombre de nceuds dans la direction verticalé est la valeur analytique du chanap

Apres une analyse de la convergence de la solutiorenigone vers la solution analytigue quand le nombre
d’elements augmente, nougpentons unetude relative au madie de Cosserat lui-eéme. Dans cettetude,
nous nous iréressons particérement la pécision du modle en fonction de la relative importance des
conditions limites en contraintespar rapporg la condition limite en vitesse de rotation de Cossgfat

Une couche infinie de matiau incompressible est cis@éd avec pour conditions limites en partie srpure
une contrainter et une vitesse de rotation de CossétatEn partie inérieure, les conditions limites sont
fixesV = 0 (figure 4.22). Les propeitts du mariau sont; = 1000 Pa.s,;n° = 500 Pa.s et une longueur

internel de0, 1 m, soit un dixeme de la hauteur de la couche. Les conditions limites seat10° Pa. et
Q¢ =0rad.s.

Log(erreur en %)

20 (b)

(a)
-3 \ \ \ \ ‘

0 2000 4000 6000 8000 10000

Nombre d'éléments

FIG. 4.23 —Logarithme de I'erreur en pourcentage pour la vitesse (a) et pour la vitesse de rotation de Cosserat (b)
en fonction du nombre total @lements.

La figure 4.23 montre la convergence habituelle pour &hmde de€lements finis en fonction de la
disciétisation de la gonétrie. Le point importan& noter sur ce graphe, est la éiféence de acision du
résultat pour la vitesse et la vitesse de rotation.

Une premere explication de ceésultat est en relation avec I'expression des variableantatiques. En
effet, le probéme est&solu en fonction de qui relie la rotation de Cosserat avec le gradient des vitesses.
Par congquent, I'erreur sur la vitesse et I'erreur sur la vitesse de rotation de Cosserat ne peuétrd pas
compages directement. Une autre raison, qui est pkisitee ci-apes, est dua la forme de la solution.

Le profil des vitesses est pratiguemenghire, par contre le profil des vitesses de rotation de Cosserat est
beaucoup plus proche d’'une forme hyperbolique. Paramunent, il est plus facile d’approcher la solution en
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vitesse avec leslements biliaires, utili€s dan®llipsis, que la solution en vitesse de rotation. Toutefois,
les deux erreurs diminuent de l&@me margre avec un nombre croissané#ments.

Dans la deux@meétude, nous comparons, sur une désisation del 024 €lements, lesaponses nuariques
obtenues pour diffrentes valeurs des conditions limites en vitesse de rot&tiat en contrainter. Avec

le magriau, dont les propeies ontéte decrites ci-dessus, nous calculons la vitesse de rotation moyenne
volumique

g

=2 4.22
w =g (4.22)

Soit une valeur nugrique des0 rad.s ™.

o
Q
o

Erreur en %
o o

g o

(o))

o
Q
]
T

0.6

o

Erreur en %

0.4

0.2

2 1 0 1 2
Q (10%

FIG. 4.24 —Erreur de la rathode nurarique en pourcentage en fonction de la condition limite en rotation de Cosserat
pour la vitesse (a) et pour la vitesse de rotation de Cosserat (b). Linsertion fournit un zoomésyiotea I'erreur
est la plus petite pour la vitesse de rotation de Cosserat (b) et la vitesse (a).

La figure 4.24 montre que I'erreur sur la vitesse est, comme maiviessus, plus petite que celle sur la
vitesse de rotation de Cosserat, mais le point important sur cette figurévedtition de ces erreurs autour

de la valeu2¢ = 50 rad.s . Cette valeur correspond exactemaria vitesse de rotation moyenne volu-
mique de la teorie classique des milieux continus. Notre conclusion est que les erreurs sont plus faibles
dans les castole milieu continu est proche de laébrie classique pour laquelle la vitesse egtdine et la
vitesse de rotation constante dans la section. Plus le milieu conéhuiggie d’'un milieu classique, plus le

profil des vitesses et des vitesses de rotation de Cosserat deviennentaorsdinPouétre plus pecis, les

non linearies sont respectivement de la forme d’un sinus hyperbolique et d’un cosinus hyperbolique (4.15).
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Or, dans la rethode de€lements finis avec dedéments biliaires, les valeurs nodales peuvetne ap-
prockees uniquement par des pofynes du deuxime ordre. Par coaguent, plus la configuration est loin

des milieux continus classiques, plus la partie hyperbolique est importante relativiefagortie ligaire

(ou constante pour les vitesses de rotation), et plus I'erreur est grande. LOrfgopead une valeugloigrnee

de50 rad.s’!, les deux courbes tendent vers une valeur asymptotique qui est I'erreur d’approximation des
fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique par des lga d’ordrel sur la grille utilise.

En conclusion de cette analyse de I'erreur, nous voudrions attirer I'attention du lecteur sur le fait que, comme
pour la methode classique déements finis, quelque soit I'erreur dediarisation de la solution, un certain
niveau de pecision peut toujourétre atteint en augmentant le nombréléinents -ce qui est notre choix-

ou en choisissant dé&dements d’ordre sugieur pour augmenter le dégdes fonctions d’interpolation.

Comparaison des scemas multigrilles Pour finir sur ce cas test, I'efficaéitle I'algorithme multigrille

est cemontée en utilisant, pour un nombre dand’elements finis, difrents nombres de niveaux. Pour
moceliser une structure avec, par exemglé24 elements, nous avons plusieurs possigliallant d’'une
unique grille aved2 x 32 élements, jusqu la possibilié d’utiliser une grille grossire de2 x 2 élements

et cing niveaux de grille. Dans tous les cas, Esuttats sont les &@mes puisque la disgtisation spatiale la
plus fine est identique. Cependant, une queségitime est de savoir quelle combinaison est la plus rapide
en temps de calcul.

Sur un cas particulier de la couche de cisaillement, nous relevons le temps de calcul prentdiff
discretisations spatiales (hombreatEments) et pour diffrents nombres de niveaux ut@sdans le s@ma
multigrille. Sur la figure 4.25, chaque courbe continue correspdi&/olution du temps de calcul en fonc-
tion du nombre Bléments pour un nombre doade niveau.

Toutes les courbes ont uggolution semblable, mais il estimportant de noter que plus le nombre de niveaux
est grand, plus 'augmentation du temps de calcul en fonction du nomédesraints estaduit. En ealisant
une interpolation liBaire des quatre courbes, le facteur de proportiornakintre le temps de calctiet le
nombre total de de@rde liberé n, tel quet = an, peutétre troue pour chaque nombre de niveau.

Nombre de niveali 1 2 3 4 5
a 2731245121 |1.37|1.23

Ce tableau d@montre toute I'efficacit d’'une approche multigrille. Pour unéme nombre @lements, plus
le nombre de niveau est important, plus le temps de calculégstitr Par exemple, pour une grille de
10%° eélements, le temps CPU de calcul estd8® s avecl niveau et del0'® s avec2 niveaux. Par
congquent, l'utilisation d’'un nombre maximal de niveaux est toujours cobseiRaraélement, le niveau
le plus grossier doiétre discetise avec le plus petit nombre possibl&€@ments (c’es&-dire quatre, sous
peine de ne plus respecter la condition LBB sur le blocage de maillage).

Cependant, il existe trois limitations dans le choix du nombre de niveaux.
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- (b)
2 (d)

Log(temps de calcul)

(@)

1 15 2 25 3 3.5 4
log(nombre d'éléments)

FIG. 4.25 —Temps de calcul vs. nombre&@@ments. Divers nombre de niveaux sont uagis (a)l niveau, (b)2
niveaux, ()3 niveaux et (d} niveaux.

— Le contour goretrique du maillage le plus grossier détte le néme que celui du maillage de calcul le
plus fin. En d’autres termes, tout point anguleux doit appartetargrille la plus grossre. Sinon, une
particule pourraigtre inérieure au maillage fin et éxteure au maillage grossier, c’'estdire que des
informations peuveritre perdues lors de lésolution sur cette grille.

— Le maillage grossier doit inclure tous les noeudsrietrs au maillagetoune condition est impée. La
aussi, si un nceud avec une condition ingmsa’appartient paa la grille grosstre, lors de laé&solution
sur cette grille, les conditions internes sont perdues.

— D’autre part, pour les calculs difficiles pour lesquels la matrice constitutive est mal cond#iohest
recommand de ne pasé&passer quatre niveaux. En effet, plus le nombre de niveau est grand, plus le
temps pass dans lesésolutions iératives est important relativement au temps déswlution directe.
Or, pour une matrice mal conditioaa, le taux de convergence deéthrodes #ratives est faible, nous
avons donc iréréta limiter leur usage en diminuant le nombre de niveau démsehmultigrille.

4.1.6.2 Anisotropie

Pour la tleorie du directeur, que nous avorevdlopgee au paragraphe 3.4 pour nétider des mariaux
anisotropes en grandes transformations, il n’est pas possixerd en gréral la solution analytique, car

la géonretrie évolue de mamire complexe avec le temps. Cependant, la loi constitutivéwllition du di-
recteur peuvergtre testes &paeément. Ensuite, nous supposons qu’ils peuvent fonctionner conjointement,
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A
y
C.L.3
A - ..
Conditions Limites
Maillage 11 V=0,V =0etp°=0
(4*4)*5 niveaux 2: périodicité
N . —_ —_
el j 3: Opy = 1000 Pa,Vy =0
=G - Initialement 16 particules | oc=0
par éléments finis
- Appetit de 0,8 . Propriétés matériaux
- Contraintes sur les poids
jusqu'aux termes linéaires n = 1000 Pas, ng =500 Pa.s
v X incompressible
C.L1 ”
< m >

FIG. 4.26 —Présentation des conditions limites de la couche de cisaillement d’uerianatanisotrope et des pa-
rametres magriaux.

comme mong sur un exemple particulier d’auto-alignment de particules alleaglLa loi constitutive est
vérifiee sur diferentes orientations initiales des particules, tandis quelution des directeurs est test
dans le temps sur un milieu standard anisotrope.

Pour commencer, la solution analytiqgue est ca@eubour la bande de cisaillement sur un milieu ortho-
trope standard. Les conditions limites sonégenéesa la figure 4.26. La relation constitutive darea

I’ équation (3.110) pour un n&iau finement stratiéi €paisseur infiniment plus petite que la longueur) est
réécrite ci-dessous :

015 = 2nDj; — 2(n — 0s) Nijim Dl — PO (4.24)
Dans le cas du cisaillement pur :
Ouyy =0 & Ouy = 2NEgy — 2(1 — Ns) (1 — 4nin§) Exy =0 (4.25)

En integrantz,,, sur I'épaisseur de la couctig I'expression de la vitesse en haut de la couche esté&®uv
en fonction de la projection sur I'axg(figure 4.22) de la direction du directeur, sojt

oh

v(h) = (4.26)
77<1+ (%—1) (1—4(1—n§)n§)>
A partir de cetteequation, nousé&finissons une vitesse adimensionnelle comme suit :
o= (4.27)

ch
Nous pouvons, d'ores eggh, cEfinir une vitesse de rotation de Cosserat adimensionnelle pour la suite de
cetteétude par :

o° = 221 (4.28)

g

132



4.1. Cas tests nuaniques aveellipsis

Ces deux vitesses sont utédiss comme valeur de comparaison pour lesétesdnurériques.

Pour valider le code avec cette solution analytique, néatisons le moéle nunérique péseng a la fi-
gure 4.26.

Vitesse adimensionnelle

FIG. 4.27 —Comparaison de la vitesse adimesionnelle en haut de la couche parenliff types de matiaux
en fonction den,. (a) La ©ponse num@rique d'un milieu classique orthotropetgiles) avec la solution analytique
correspondante (trait continu), (b) et (c) milieux classiques isotropes avec une eisuwsitale respectivement de
n = 500 Pa.s et) = 1000 Pa.s.

La figure 4.27 reprsente evolution de la vitesse adimensionnefieen fonction de I'orientation du di-
recteur. La solution analytique (4.26) est ieggnée avec desgtoiles. Les cas de n&iaux isotropes (fi-
gures 4.27-b et 4.27-c) sont atteints en tant que cas limjtesif;) de I'anisotropie. Ceci explique pourquoi
n,, peut toujoursetre cefini, bien qu'il n'ait pas de sens pour un regtu isotrope. La courbe 4.27-a atteint
une valeur maximale pour, = 0 etn, = 1 pour lesquelles le matiau est le plus faible (le moins vis-
gueux). Cela correspond aux vitesses obtenues pour wriematsotrope dont la viscosit) estégalea la
viscosie tangentielle), du maériau anisotrope. Le pointida vitesse est minimale correspaia, = 0.707
ou, de margreéquivalentea un angle de la stratification de 45 degrCette vitesse est celle d'un i@aau
isotrope dont la viscogtest la viscosit normale du métiau anisotrope. Donc, un néaitau orthotrope est
le plus visqueux lorsque la stratification est pasiala la contrainte principale positive.

Maintenant que Bvolution du directeur &t tesée pour un milieu standard sur la solution en vitesse,
plusieurs conditions initiales d’un né@tau de Cosserat orthotrope vétie investigées.
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Validation du schema d’intégration Le probEme d’inegration mentiona au paragraphe 3.4.3 est teait

en premier. La solution analytique de ce pghk dans la configuration initiale particien, = 0, est
derivée de lequation (4.12) en utilisant la relation constitutive pour un milieu de Cosserat orthotrope (pa-
ragraphe 3.4.4). La solution analytique est dempar :

o o Po sinh %

¢ | coshs et n 5 (4.29)
Wwe=——1[1- Uy = — .
z s cosh % Ns + P ns(ns + P) Y cosh %

ou ¢ est un nouveau paratre cefini par :

OéA??l2(775 + P)

6% =
Pnj

Une solution analytique adimensionelle peut agéssécrite :

’UCES
—1 et Uy = s _

ns  cosh¥ 1A
ho 1+ P 1+1—5

o cosh %‘

ol P est un facteur adimensionnel denali& cfini par :

. P
p_r (4.32)
Ns
[«5)
0.95 3 1.02
g L
2 | g2 1p =
2 09k é 0.98}
c ! el
S i 5 - (b)
: \_ @ S 096
2 0.85F 5 T
5 8 0.94
[«B] U |
2 o8l e 0.92}
3 (b) § 09 -
0.75 N | N | N | s g 088L N 1 N | s |
go.
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Pénalité adimensionnelle e .
Pénalité adimensionnelle
FIG. 4.28 —Vitesse adimensionnelle (gauche) et vitesse de rotation de Cosserat (droite) en fonction du facteur
de penalié adimensionnel. La solution analytique (a) estéeavec la solution nuenique donge par un sadma
d’intégration selectifgtoiles) et avec la solution nwariqgue obtenue par le sema d’inegration complet.

Sur la figure 4.28, nous tragongVolution dev, et dew¢ en fonction deP. Les courbes de cette figure
montrent que si le sé&ma d’inegration complet est utiks alors la solution nuarique diverge de la solution
analytique quand le facteur démali€ augmente. Au contraire, lésultat obtenu avec le seima de sous

integration suit parfaitement la solution analytique pour tout facteuedelfé.
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La conclusion de cettétude,a partir des courbes de la figure 4.28, est que I'implantation de la loi de
comportement est correcte car, pour toutes valeurs du facte@nadi®, la solution nurarique, lorsqu’elle

est coupte au scema d’inegration selectif, corresporadla solution analytique incluant les effets de ce
facteur (4.31). D’autre part, le facteur dénalié adimensionnel do&tre sugrieura 50 pour donner une
bonne approximation de la valeur analytique qui est obtenue dans le cas limiégjdation (4.31) quand

P — 0.

A
y
C.L3 Conditions Limites
A
1: V,=0,Q°=0eto,, =10*Pa
Maillage 2: périodicité
(5*5)*4 niveaux 3: V,=0,Q°=0etc,, =-10*Pa
N N . -
o cLa | o 4: V, =0
o o
- Initialement 16 particules Propriétés matériaux
par elle'ments finis n = 1000 Pas, 1, = 500 Pa.s
- Appétit de 0,8 )
- Contraintes sur les poids longueur interne 1=0,2 m
v jusqu'aux termes linéaires X incompressible
C.L1 " inalité P =
P o Pénalité P = 1000
< T >

FIG. 4.29 —Présentation des conditions limites du neteld’auto-alignement des particules anisotropes et des pa-
rametres magriaux.

Auto-alignement Pour finir avec les matiaux de Cosserat anisotropes, une application d’auto-alignement
de particules allonges est monée. Les conditions limites et les car@agstiques du métriau sont monées

a la figure 4.29.

Initialement (figure 4.30-ah chaque particule est attrig@ une orientation @htoire de son directeur com-
prise entre—7 et 7, ce qui donne un comportement initial isotrope. La bande verticale centrale est un
marqueur pour suivre le profil deetbrmation en fonction du temps dans la section transverse. A chaque
configuration a, b et c de la figure 4.30 correspond un profil &', b’ et ¢’ des isovaleurs Beur le premier

profil (figure 4.30-a’), nous obtenons une isovaleur uniqué,déd. Cette isovaleur corresporgdia valeur
moyenne du cosinus de I'orientation du directeur.

Alors que la contrainte de cisaillement est appdig(figure 4.30-b"), les grains searientent paradlement

a la direction de cisaillement (figure 4.30-b’). Une fois que la positioriaagésistance est minimale{ =

0), est atteinte, les grains demeurent dans&anm position. Comme le montre la figure 4.30-c, legriat

est maintenant fortement anisotraeause de I'orientation gferentielle des points d’interpolation.

Notre moale de comportement est difent de celui analgspar Calvetti F. and J. (1997). Dans notre
cas, il s'agit d'une orientation pférentielle de grains non sphques, alors que I'analyse eéqmentale

de Calvetti F. and J. (1997) a moatgue 'anisotropie est induite par un nombre de contact entre grains
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FIG. 4.30 —(a) Conditions initiales avec une orientatioeatbire des particules, (b) I'anisotropie se forme et (c)
le makriau est com@tement orier#t. Les graphes (a’), (b’) et (¢’) sont les isovaleurs de la direction du directeur
correspondant au configuration (a), (b) et (c).

spteriques variant suivant les directions.
Nous pouvons dire que ce meld simpliste peut expliquer qualitativement leepbrenes d’anisotropie
induite par un cisaillement tels qu’ils peuvent se retrouver le long des failles sismiques.

4.2 Ecoulements des milieux éterogenes

Dans cette partie, nougthontrons la capaétde la MEFPILa mockliser des méa&riaux teterogenes. Ceci
est simplementéaali€ en attribuant des progtés de matriaux differentesa chaque particule en fonction
de sa position dans I'espace.

4.2.1 Convection thermique d’'un fluide avec des inclusions.

En geophysique, les vates chimiques des niaiaux sont tes diverses. Ainsi dans uneeme roche, en
fonction des conditions de teragature et de pression, les @ifénts constituants peuvent avoir une masse
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N C.L.3 Conditions Limites
Maillage 1: 0,=0,V,=0etT=1°C
] 2: V,=0,0,,=0
(10*10)*4 niveaux
3: 0,=0,V,=0etT=0
N N yX y
El . . . Propriétés matériaux
= G - Initialement 16 particules | P
par éléments finis Fluide : n = 100 Pa.s, incompressible
- Appétit de 0,8 p=1a=01K? k=0,01WmK
- Contraintes sur les poids
jusqu'aux termes linéaires Particule : n = 106 Pa.s, incompressiblg
v X a=0,1K"1 k=0,01WmK
C.L.1 4 3
< - > Pesanteur : g = 10% m/s

FIG. 4.31 —Présentation des conditions limites du neéelde convection thermique d’un fluide avec des inclusions
solides et des paratres mariaux.

volumique diferente et peuvent segsmenter, soit sous forme liquide, soit sous forme solide en fonction de
leur point de fusion respectif. Les forces mises en jeu dans unéelgmiene sont la gravi et les forces du

flux thermique. Un panonene de 8dimentation peut ainétre obserg quand les effets de la gra&isur

les grains solides sont s@ipeurs aux effets thermiques. Dans le cas contraire, les grains flottent en partie
superieure de ce &lange leterogene.

Ce plenonene se retrouve en cuisine lors de la cuisson du gz, g#rieusemenétudiee par les japonais

pour concevoir et fabriquer les auto-cuiseurs de riz. Initiallement, en 'absence de flux thermique ascendant,
la densié plusélevee du riz provoque laéslimentation des grains. Au fur @atmesure que la terépature
s’éleve, la masse volumique des grains de riz diminue (les grains gonflent en absorbant de I'eau) et un flux
thermique ascendant&tablit. Lorsque ce flux produit un effort qui compense I'effet de geavés grains
commencena seélever.

Pour distinguer la phaseudes grains adimentent de la phaseaidls suivent le flux thermique, il faut
analyser le nombre adimensionnel de Rayleigfird par :

_ gpaAT
=

Ra (4.33)

ou g est la gravié, p est la densé de Eferencex est la diffusivie du magriau, AT est la diference de
temperature entre le haut et le bas de latb@tr est la viscos# du fluide. La diference de dené&tdans le
fluide («pAT) est duea la variation de tengrature, et le rapport entre les deasitu fluide et du solida
temperatureéquivalente est néts.

La formulation thermoracanique (paragraphe 1.1.2.2) est ap@éesgula convection utiliée comme cas test
par Blankenbach et al. (1989). Les cagaistiques nurariques de ce made sont pesenéesa la figure 4.31.
Avant de ealiser ce calcul, nousaterminons le&gime permanent de la convection en I'absence de parti-
cules. Puis, des cristaux solides € 10) sont in€rés egulierement dans le fluide visqueuRd{ = 10°)
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(d) ®

FIG. 4.32 —Simulation nurérique de la &dimentation de cristaux denses et de la reé@®ue cristauxdgers dans
un fluide visqueux en convection. (a) Configuration initiale, dg)isientation des cristaux, (c) temps auquel la densit
des cristaux est arbitrairement diméwy (d) et (e) les cristaugders remontent, (fegime permanent stabidis

en convection permanente (figure 4.32-a). Avec les panas du modle, les particules vont initialement
sedimenter (figure 4.32-b). Quand les cristaux ont egusqu’au fond (figure 4.32-c), la circulation convec-
tive du fluide se restreim la partie suerieure de la coucheuoil n'y a pas de cristaux. Dans la partie
inférieure de la couche, le fluide percole entre les cristaux solidegmens agglorares.

Une fois que les particules ont totalemeatisnené (figure 4.32-c)3 est arbitrairement moddien0, 5,

ce qui inverse instant@ment le contraste de dergsgntre le fluide et les cristaux. La cé@gsience est que
les particules vont, les unes aprles autregtre entrinees par le flux thermique ascendant (figures 4.32-d
et 4.32-e). A lafin du calcul, les particules atteignent un noégallibre (figure 4.32-f) au-dessus du fluide
convectif.

Cette simple @monstration qualitative montre le potentiel de cetéghnde dans la simulation des mouve-
ments de magmas riches en cristaux et pkrgalement dans la métisation de mairiaux bi-phasiques.

4.2.2 Applications au gnie civil : écoulement du k&ton frais

L’ émergence d’adjuvants permettant de fluidifier, sans ajout d’eaugteasa permis de concevoir de
nouveaux btons qualis d’auto-plagant. Une fois cad, ils ne Bcessitent plus aucune&mtion de mise

en place. Ces nouveaugtons ont permis @largir consiérablement la gamme des formes de coffrages.
En effet, avec lesé&tons ordinaires, la vibration limitait, d'une part, les coffragades formes simples, et
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d’autre part 'espacement entre les armatures pour permettre le passage de l'aiguille vibrante. Ces nouveaux
bétons ont donc favorés|'utilisation de coffrages et de cages de ferraillages beaucoup plus complexes.
Toutefois, il est toujours indispensable d’assurer la bonne circulatiorethn lpour obtenir un mise en
ceuvre homogne. Devant la diver@tdes formulations, il estétessairea notre avis, d’utiliser un outil
numerique pour valider la mise en ceuvre de té@lns dans des coffrages complexes et avec des ferraillages
denses. Entre autre, cela permettra de mettrevedence deventuels proldmes de blocage de granulats
dans les armatures, degégation ou de ressuage.

Dans cet objectif, nous nous proposons dans un premier temps decdasada rieologie du Bton en
fonction de la rikologie du mortier et de la quariitle granulat. La loi de Binghamé&é utilisee pour

le mortier, car d'apes Hu (1995), cette loi peut regmenter correctement une grande &@arde mortiers,
contrairemenda d’autres lois plus complexes qui ne s’appliguentgune certaine cagorie (Hu, 1995).

Les deux parastres de la loi de Bingham que nous devons caler sont le seuil de cisaillepenta
viscosié plastiquey,,.

4.2.2.1 Phase exgrimentale

Mortier Un mortier aété formule comme suit :

Constituant | Quantié enkg/m3
Sable 1164
Ciment 535
Eau 276
Filler 267
Superplastifiant 7,8

Nous effectuons un essai sur wne d’Abrams pour mortier de hauteiircm. Nous mesurons la dimension

de la galette le long de trois diattes épaes d’'un angle dé0 deges. La moyenne des mesures sur ce
mortier est de30 cm.

Si la mocklisation nungrique de I'essai audme d’Abrams ne pose, a priori, pas de pevbé, il en va
differemment pour €coulement dans un entonnoir classique gaspnte un granetranglement de rapport

26/3. En effet, pour modliser I'inclinaison du bord (figure 4.33-a), il faudrait imposer sur des noeuds
internes au maillage rectangulaire, une relation du type av, entre les vitesses dans les deux directions

ou « est fonction de lagonetrie. Malheureusement, cette pedare n’est pas encore possible aglipsis

Ne pouvant donc pas imposer des conditions internes "obliques” sur les vitesses, il faut que les conditions
aux limites en vitesse s’appliquent sur les bords physiques externes du d@tuaiige

Par congquent, nous avons concu le maillage dontdarggtrie est écritea la figure 4.33-b. La base est

un maillage rectangulaire pour lequel, avant tout calcul, nous aveplea@ des nceuds pougdrire les

parties incliges. Nous gardons enemoire la matrice locale de rotation qu’a subi le noeud pour pouvoir
imposer une condition limite en vitesse perpendiculairement au bord. Cette conception impose que lors
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Sens de I'écoulement

26 cm

A
Y

Etranglement ——»|

3cm

(a) (b)

FIG. 4.33 —(a) Geonttrie de I'entonnoir habituellement utéigoour mesurer le tempsétoulement du mortier. (b)
Modele nungrique envisage.

de leur passage dangifanglement les particules vont se rapprocher, ce qui ne pose pas demm@obl
Par contrea la sortie de Etranglement, les particules vont rester proches alors que la tailldaiaents
augmente libairement avec lagpnetrie. Ce pBnonene entrine une grande quargitde particules dans
les élements sous &tranglement. Mais, plus grave pour le calcul @uigue, lesléments le long du bord
incliné se vident de particules et une zone sans particuleégse ©e modle n’est donc pas faisable avec
ellipsisen I'état.

Une autre conception&té envisage. Puisque seule la partie en aval étréinglement pose des preébies,
alors nous pouvons meétiser uniguement la partie amont. Dans ce Bledlesélements finis sugrieurs
du maillage vont se vider petit petit de leurs particules. Or, la MEFPIEcessite que chagquément
contienne au moins un point d’'igration pour obtenir une matrice de viscesion nulle. Cette conception
n’est donc envisageable que si un flux de nouvelles particules esténgmogartie sugrieure pour com-
penser la perte des particules en parti@iiigure. Devant les difficlés pour imposer ces flux et attribuer
des propretes rleologigues aux nouvelles particules, nous n'avons pas poursuivi @intle dans cette
direction.

Nous avons donc cong¢u un entonnoir de forme rectangulaire qui permet ddiseoth gonetrie par des
conditions en vitesses internes au maillage dont les directions songpesall'orientation de la grille. Ce

140



4.2. Ecoulements des milieuegrognes

modele permet aussi étre plus proche des conditions defarmations planes impéss par le code. La
geonetrie de ce nouvel entonnoir est repengea la figure 4.34-a.

EI 0 Conditions Limites

1: ch:O et Vy:O
2: cxyzo et V,=0

B
A d g —
t |«f o Conditions Internes
o =T
[$) . _ _
S n ~| g 1: oyx—o et Vy—O
. 3 _ _
c S S o 2: 0,,=0 et V,=0
o
o
<
Cll|y
2cm
>3 cm s .-
Proprletes matériaux
m Béton: modéle de Bingham
incompressible
C.L.1 v Air: n = 0,05 Pa.s
10 cm Incompressible
«—>

(@) (b)

FIG. 4.34 —(a) Geonttrie de I'entonnoir paradlépipedique utili€ pour mesurer le tempsétoulement du mortier.
(b) Modele nunérique.

L'entonnoir ainsi @fini est rempli enBrement de mortier. Lorsque la trappe est ouverte, neaedchons

un chronongtre qui est agt quand I'observateur peut voir la lugne a travers I'ouverture. Les temps
mesueés avec une ouverturede 2 et 3 cm sont respectivement 2 et 2,8 s. Dans le futur, ce procesus
experimental ecessiterait des afiorations parce qu'il est difficile de juger le temps final debulement.

D’autre part, la fluidié de ce type de mortier est telle que le tempscdulement est é&s court, par
congquent, I'erreur relative de mesure est grandedi®e encore plus I'ouverture nous @nerait dans

des dimensions trop proches de la longueur interne (taille des grains de sable) du mortier, et augmenter le
volume de mortiea faire écouler reviendrait cher en néaitau et manutention. Il faudrait donc mettre au

point unécoulement, non plus en chute verticale, mais le long d’un plan &dtin fonction de la viscot

nous pourrions relever ou abaisser ce plan pour toujours obtenir des tezopsiidment de I'ordre d&)

secondes.

Béton Enfin, nous avons formalun keton dont la base est le mortiegdtit ci-dessus. C’esd-dire que
nous rajoutons des granulats et augmentons la gagatéiu pour tenir compte de I'absorption. La compo-
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sition d’un tel keton est la suivante :

Constituant | Quantie enkg/m?
Gravier 708
Sable 885
Ciment 407
Filler 203
Eau 216
Superplastifiant 5,9

Le diametre moyen des gravillons est8lenm et leur masse volumique d850 kg/m?. La masse volumique
des gravillons mouiéts est d&850 kg/m?.

Nous mesurons, suivant leéme processus e&dmental mis en place pour le mortier, @alement moyen
de’56 cm au ®ne d’Abrams pour &ton de hauteu30 cm.

4.2.2.2 Calage des paragtres

Parametres nunmériques La loi de Bingham, telle que psengée au paragraphe 3.2.3, a une vis@sit
infinie a I'origine. Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.2.2, |ethades #iratives de é&solution
convergent lentement pour des matrices de comportement mal condémrifour cette raison, nous devons
imposer une borne sepeurer,,.. a la viscosié. L'écart maximal entre les viscos#t ne doit pas&passer
quatre ordre de grandeur pour maintenir un taux de convergence permettant urepstifediu mockle.
Avant tout calcul, nous devons donénfier I'influence des paraétres nuradriques que sont: dans la

loi de Bingham ety,,., sur le comportement du mortier. Pour cela, nous utilisons leeheodungrique
repesent a la figure 4.34-b. Pour cetftude parartrique, nous choisissons une visceditewtonienne
de 1 Pa.s pour I'air et une viscositplastique de00 Pa.s pour le mortier avec un seuil de cisaillement de
100 Pa.

L’ évolution de lIecoulement du mortier en fonction du temps est nawdrla figure 4.35. Nous rappelons
gue pour ce mogle nungérigue, nous avons fait une hypete forte en utilisant destbrmations planes,
alors que le moele physique est axisy&trique.

La figure 4.36 pesente talement en fonction du temps aone d’Abrams del5 cm de hauteur pour
différentes valeurs de. Toutes autres valeuitant par ailleurggales. Pour les faibles valeurs ne(fi-
gures 4.36-c, 4.36-d et 4.36-eetalement continue de varier au cours du temps, car l@haa® Bingham
modifé ne pésente pas de transition suffisamment maegentre les viscogs en-dessous et au-dessus du
seuil de plasticié. Par contre, pour les valeus8 et 100 (figures 4.36-a, et 4.36-b),8talement se stabi-
lise rapidement. De plus, les deux courbes respectives sanptoches I'une de l'autre. La conclusion est
qu’une valeur den = 100 est jugee suffisante pour repsenter le loi de Bingham nuariquement. Cette
valeur est donc utilise dans le reste de nogaude.

En faisant varier la valeur de la visca@sitnaximale, nous observons des courbé&talément en fonction
du temps tes differentes. Si la courbe 4.37-c atteint un palier, c’est uniquement parce que le mortier a
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4.2. Ecoulements des milieu#rognes

FIG. 4.35 —Diff erentes phases dé&talement du mortier awboe d’Abrams. (a) €onetrie initiale, (b) et (c) phases
intermédiaires et (d) configuration finale.
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FIG. 4.36 —Evolution dans le temps desfalement au@ne d’Abrams pour un mortier en fonction du pagrem
de la loi de Bingham mod#e : (a)m = 100, (b) m = 50, (c) m = 20, (d)m = 10 et (e)m = 5.

atteint les limites du maillage. De la figure 4.37, nous concluons que plus la visaditrigine 7,,..
est grande, plus le palier atteint est horizontal. En effet, ce palier a pour pente l'inverse de laéviscosit
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FIG. 4.37 —Evolution dans le temps detfalement au@e d’Abrams pour un mortier en fonction de la viscgsit
maximalea I'origine de la loi de Bingham modée : (a),0: = 5.10% Pa.s, (b))me: = 10* Pa.s et (C)mes = 103
Pa.s.

I'origine, puisque pour atteindre ce palier toute la maidoitétre solliciEea une contrainte igrieurea

celle du seuil de cisaillement. Leésultats obtenus avec la valeur maximalejgg, qui peutétre prise,

par rapport au taux de convergence, estéspnée sur la courbe 4.37-a. Cesultat est jug satisfaisant
pour pouvoir mesurer ugtalement, rame si le palier n’est pas parfaitement horizontal. Pour la suite, nous
prenons sy&matiquement la valeur maximaiel0* Pa.s afin de garder une bonne convergence et obtenir
des Esultats stabiliss dans le temps.

Calage du seuil de cisaillement Lorsque le mortier a fini de 8touler, toute la matre subit une contrainte
inférieure au seuil de cisaillement. A priorietalement final ne devrait donc paspgndre de la viscosit
plastique. Pour &rifier cela, nousé&alisons uneésie d’essais nuBriques avec des valeurs glevariant de
10 Pa.sa100 Pa.s. Le seuil de cisaillemegtantegala 130 Pa. La figure 4.38@&montre bien que la viscosit
plastique, n'a une influence que sur la vitessdulement mais dans tous les c&sdlement final reste le
méme.

La conclusion est que seul le seuil de cisaillement a une influencetsaietnent au@ne d’Abrams. Une
serie de modles nungriques va, par coBgjuent, nous permettre de caler la valeurgie la loi de Bingham
sur ce mortier.

Nous souhaitons atteindre étalement d80 cm, la courbe la plus proche est donc celle de la figure 4.39-b
qui est ealige avec un seuil de cisaillement t& Pa. Le seuil de cisaillement du mortier ainsi foréul
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FIG. 4.38 —Evolution dans le temps detfalement au@e d’Abrams pour un mortier en fonction de la viscgsit
plastiquer, de la loi de Bingham modie : (a);, = 10 Pa.s, (b)), = 50 Pa.s et (c), = 100 Pa.s.
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FIG. 4.39 —Evolution dans le temps deéfalement au@ne d’Abrams pour un mortier en fonction du seuil de

plasticié 7y de la loi de Bingham modife : (a)ry = 150 Pa, (b)g = 135 Pa, (c)ry = 125 Pa et (d)y = 100 Pa.

est donc del35 Pa. Pour comparaison, le logiciBetonlabdévelopg@ au LCPC et bassur le moéle
d’empilement granulaire, donne une valeurlde Pa.
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Calage de la viscos# plastique Nous calons la viscogtplastique sur leasultat exprimental obtenu
sur le temps d&coulement du mortier dans I'entonnoir rectangulaire. Tous les autresgtaeardu calcul
sont ceux @termires peéccdemment, soity = 100, 7,,., = 5.10* Pa.s et = 135 pa.
Le mockle nunériquea differents stades deg¢oulement est pseng a la figure 4.40.

& X X %

@ (b) (© (d)

FIG. 4.40 —Essai nurarique de lecoulement du mortier dans un entonnoir. (a) configuration initiale, (b) et (c) deux
configurations interidiaires et (dgtat de Iecoulement au temps pris comme le temps de finamllement.

Le suivi d'un point de la surface libre du mortier en fonction du temps esé txda figure 4.41. Nous
observons que legblacement est rapide a@llit, et au fur et mesure que le niveau dans I'entonnoir
descend Ecoulement ralenti. En effet, plus la qualtite mortier restant dans I'entonnoir est faible, plus

la contrainte due aux forces de gr@&gtest faible au niveau dectranglement et plusdtoulement est

lent. Nous retrouvons nueniquement le rame probdme que lors des egpences pour juger la fin de

I’ écoulement. En effet, comme nous pouvons le remarquer sur la figure 4.41, la courbe est pratiguement
horizontale juste avant que le point de la surface libre traverse I'ouvertar® m. C’esta-dire que si la

fin de I'écoulement est jugay = 0 + ¢ m, la variation sur le temps eséf grande. Nous ne sommes donc

pas satisfaits de cetteatihode de calage de la viscésfilastique. I8alement, il faudrait mesurer un temps
d’écoulement entre deux altitudekigrees de la fin de €coulement. Dans cette partie dedbulement
l'incertitude relative serait plus faible puisque la courbe a une pente plus forte. Malheureusement cette
procdure n’'est pas facila mettre en ceuvre eggmentalement. Nous retiendrons donc pour la viseosit
plastique une valeur voisine dg = 15 Pa.s. Pour comparaison, le logicB&tonLabdonne une valeur

de67 Pa.s pour une mesure faite a@oretre. Or, Nachbaur et al. (2001) ont m@ntue la mesure de la
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viscosit des mortiers &end fortement du moyen de mesure. Nous pensons d’ailleurs que si nous dispo-
sions d’'une version 3D de ce code, nous pourrietuslier les diferents moyens de mesure et confirmer ou
infirmer les hypotbses prises sur I@partition des contraintes pour retrouver la vis@plastiquex partir

des efforts meses.

Position de la surface libre (cm)

Temps (s)

FIG. 4.41 —Déplacement vertical d'un point de la surface libre pouréiéhtes viscosis plastiques : (a), =
20 Pa.s, (b)), = 15 Pa.s, (c)), = 10 Pa.s et (d);, = 5 Pa.s.

Nous pouvons remarquer sur la figure 4.41 qu'une fois que le marqueur de la surface libre a franchi
I étranglement, sa vitesse augmeataouveau. |l s’agit ce momentd d’'une chute libre. Le point finit
par se stabilised une certaine altitude en surface du fluide reposant dans le foratigient.

4.2.2.3 Ecoulement du bton

Le mockle nungérique du éne d’Abrams reste identiquecelui utili® pour le mortier. Maintenant, nous
devons modliser un milieu bi-phasique @bon) qui a une interface avec I'air. Dans un premier temps, nous
devons éterminer la quan# de granulat& insgrer dans le magle nunérique plana partir des rapports
massiques de I'exgrience.

Quantité de granulats Nous faisons I'hypotlse que les granulats sont gpljues et monodisperses de
diametre¢,, = 8 mm. Comme nous ne pouvorgatiser qu’'unéctude plane, nous congibns que le plan
de I'étude va couper ahtoirement les granulats. Les disques auront donc un ragatoak compris entre
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0 eto,,/2 selon la egle

r:%”\/l—a? avec 0<a<l1 (4.36)

Cette relation &t programrde pour spcifier abatoirement le rayons des disques. Le rayon mayen
prendre en compte dans le n&bel nunérique est de,,,, = %ﬁ SOit 7m0y = 6,9 mm. Il reste maintenant
a ceterminer le nombre de particulasnockliser pour obtenir le Bme rapport massique entre les gravillons
mouilles et le mortier que nous avions dans l'espnce.

Nous cefinissons le rapport massique com@tant la masse des granulats m@sl/c,anuats + Majout d’eau

sur la masse total®/;.... Pour la formulation ex@grimentale, ce rapport va2it85. Pour obtenir cette valeur
dans la formulation nuérique, nous devons méliser90 granulats circulaires de rayon moy&rd mm.

Résultats nunériques La figure 4.42 montre &coulement du &ona difféerents temps. Nous pouvons
remarquer que la surface libre est plus rugueuse qu’avec le mortier puisque les granulats agissent comme
points durs.
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FIG. 4.42 —Diff erents stades deacoulement d’'un &on au éne d’Abrams.

En suivant |etalement de la galette en fonction du temps (figure 4.43), nous remarquons que l'allure de la
courbe reste sensiblement identiGueelle obser&e pour le mortier.

Toutefois, la viscosé élevee des granulats entng une viscosét moyenne beaucoup plus forte que pour

le mortier. La consquence est que le changement de pente se produit plus tard. Etaatldommuvelle
echelle de temps, le palier pérmnoins horizontal que pour le mortier.
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FIG. 4.43 —Taille de la galette en fonction du temps pour &dnétude.

Le changement de pente se produit pouétalement d&0 cm a un temps de l'ordre dés. Ces valeurs

sont proches des valeurs &ijmentalesi5 cm et5 s). Ces esultats @montrent I'importance de pouvoir
mockliser un plus grand contraste dans les pa&taes des lois de comportement. Ceci petne fait avec

une Esolution directe, ce quiatessiterait des ordinateurégrrapides, ou e@liminant I'air du moele, ce

qui permettrait d’accritre de deux ordres les caradstiques reologiques des granulats.

Malgré des difficules de moédlisation des caragtistiques recaniques des niiaux, malge I’hypothese

de ceformations planes et mafgt'hypothese sur les granulats, nous retrouvons un bon ordre de grandeur
de la rleologie d’'un l@tona partir du calage des paraires rigologiques du mortier et de la quaatie
granulats insrés dans le @lange.

Comme perspectives de cettude, nous nous proposons de comparerdsaltats nurariqgues obtenus

sur I'ecoulement dué&ton entre la description explicite des granulats comme nous venons de le voir, et une
description implicite par la #orie de Cosserat en&gfiant comme longueur interne du nabel le diangtre
moyen des granulats. Enfin, nous pourrétgier,a uneéchelle plus &duite, les panonenes de blocage
entre deux armatures des granulats avec une description explicite.
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Au cours de ce travail de recherche, nous nous somma®g#sa la modlisation nungrique en grandes
transformations de matiaux Feterogenes dont le comportemenrgégend du temps. Nous avons vu au pre-
mier chapitre que les a@thodes existantes p@skent toutes des incoemients. Certaines ne permettent pas
de cepasser un certain seuil defdrmation, d’autres g@sentent une grande diffusion des variables de temps
lors de leur @placement dans I'espace. L&thode deglements finis avec des points dégration Lagran-
giens a don@&te mise au point par Louis Moresi. Cetté&thode combine la versat#itet la robustesse des
elements finis en formulation Eeflienne avec une description Lagrangienneéebagur des particules. La
coexistence du maillage Earien avec un ensemble de points Lagrangiens donne une grande souplesse de
developpement. En effet, en fonction du caeaetEuérien ou Lagrangien d’'une variable, elle pétite
specifiee comme appartenant aux nceuds ou aux particules. Par contre, la MEFPIL imposectisemod
tout 'espace 0 le maériau consiéré évolue, ce qui peut s’&rer caiteux dans certaines applications et
entrdne I'usage excessif du métau "air”.

Cette nouvelle rethode nurarique entrine certaines adaptations et nouvelles pcages, écrites au cha-
pitre 2, par rapport aux codes aakements finis standards. Nous retiendrons aussi queskaution des
égquations dis@tises est faité I'aide d’'un scema de esolutions multigrilles coupl avec des s@mas
itératifs. L'avantage est la rapidipour les cas simples, mais une convergerelante pour les matrices
mal conditioniees. De plus, dansdtat actuel du code, I'utilisation des multigrilles et un manque de
souplesse dans le choirgretriqgue de€léements du maillage. Tous les maillages sont dé&boectangu-
laires.

Dans le chapitre 3, nousedrivons toutes les lois de comportement qui @@tdevelopees et implariées
dans le codellipsislors de cett&tude. Nous retiendrons que certaines lois sont impésans difficudts
(mockle de Cosserat et loi de Bingham), d’autressgntent des difficlés liés aux @placements des points
d’intégration (viscélasticig) et d’autres encore (anisotropie de Cossem@tgssitent une grande attention
lors de leurécriture et lors de leur implantation qui sont deux phasedes difficulés peuvent appditee.

Enfin, le chapitre 4 @sente quelques mekks nurériques qui onéte reali€sa des fins Bvaluation de la
méthode nurarique et des lois de comportement impé&ed. Nous pouvons noter que tous les cas tests sur
un largeévantail de modles ontté réussis avec sues. La MEFPIL a aussi@nonté toutes ses capaest

et son potentiel sur&tude de Ecoulement de matiaux eterogenes.

Les perspectives de cetédude sont multiples. BieBvidemment, une versioBD du code permettrait
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d’élargir le champ des applications. Nous pensons notamani&tuide compte du coulage dudton frais

dans un coffrage avec une forte de@gitarmatures. L'extension €3D est actuellementéalie par une

entreprise priee Australienne (VPAC), mais dans un premier temps, uniqguement la vesblasittonienne
sera implarée. Nous retiendrons principalement deux points dedthodea aneliorer :

— Pour traiter des milieux vraimentelerogenes, il fautétre capable de traiter des matrices mal condi-
tionnées. Sur ce tme la recherche peut sevetlopper sur deux axes. Le premier serait d’utiliser d'autres
méthodes deésolution qui puissent traiter un sgete mal conditiond, et 'autre axe, serait de suppri-
mer les particules "d’air” pour gagner envir@rordres de grandeur sur les pakstnes ri@ologiques. Ce
dernier axe de recherche permettrait ausecdhomiser du temps et de l&&moire. En effet, si nous
étions capable de suivre la surface libre du éyst, alors nous pourrions @grer les variables unique-
ment sur le€léments contenant des particules éirgssantes” du point de vuetoanique. Nous avons
d’ores et @ja envisa@ de @velopper cet axe de recherche en couplant la MEFPIL avec étiede de
type "levelset” (Moes et al., 2002).

— A la suite de ce travail de #se, il faut continuea developper et implanter des lois de comportement
pour élargir encore le spectre des applications de la MEFPIL. Nous pensons tout penditidint aux
mockles non likaires, mais ausaila prise en compte des effets d’inertie.

Quant aux nouvelles applications de cettetihhode dans leénie civil et plus @néeralement dans la @cani-

gue des solides, elles sont multiples et&as. Bien entendudtude sur Ecoulement duéton frais doiétre

approfondie, mais nous envisageons aussi d’utiliser ceftbade dans d’autres type€dbulement comme

les avalanches et les glissements de terrains. Enfin, nous pensons queetiettdenpourrait apporter de

nouvelles possibilés pour les proimes d’'interaction en grandes transformations entre un solide "rigide”

et un solide qui se comporte comme un fluide. C’est par exemple le cas pour le foncage de pieu dans le sol,

l'impact de missile sur une structure, les pedes d’extrusion, la formation de copeau lors de l'usinage de
pieces netalliques, etc ....
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Annexe A

Matrice B

Nous pésentons Ecriture classique de la matride dans le cas des milieux continus classiqueg2n
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Pour les milieux continus d’ordre s@peur tels que les milieux de Cosserat la matifitee pesente e2D

sous la forme :
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Annexe B

Modele non lineéaire

Dans bien des applicationg&gphysiques, la&formation totale du méatiau devient &s vite infinie, ce qui
entrdne pour des mazles de comportement Baire des contraintes infinies. P@witer ce pnonene, un
mockle de comportement non éaire a&té implané dansllipsis

Nous rappelons &quation (3.27) de la loi de comportement vislestique pour la partieédiatorique des
contraintes.

v
T T _Dp/+D/ =D (B.1)
2u  2n
Pour ceterminer la viscosit effective, nous modifions (B.1) en introduisant un tern@&atigation plastique

suivant une loi découlement de type Prandtl-Reuss :

T T T

—+—+\—=D/+D,/+D,) =D B.2

M+%+2h| + D, + D, (B.2)
ou A est un paramtrea determiner de telle sorte que la contrainte reste sur la fonction seutl, @t cefini
par (r;;7,;/2)"/?. La loi d’&coulement plastique introduit une nondarie dans la loi constitutive qui, en
géréral, recessite desétations pour dterminer letat déquilibre.

Implantation num érique A partir de I'equation (B.2), nous exprimons le taux de contrainte de Jaumann
sous forme de diéirence finie (dans l&ferentiel Lagrangien des particules) pour obtenir :

1
F o — (Wit — 7'WY) (B.3)

1 1 A
t+Ate - _ DA
T { + 5=+ 2] +] + —QMAteT o

2uAte  2n
Aucune modification sur la partie isotrope des contraintes est requise par I'utilisation &he cié Von
Mises. Sur la surface seuil, nous utilisons le fait ¢eestégala la contrainte plastique,;,s; du maeériau,
pourécrire

1
—— 7+ (Wi — 7'WY) (B.4)

t+ At — 21)/75—4-Ate
" n{ +MAﬁ I
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en utilisant une viscogteffectiven’ définie par

I 7] Tplast /uLAte
1) Tplast T Tplast MAte + /\T]/JAte

n (B.5)

Nous ceterminons\ en prenant la valeur de-*+2!"| égalea la contrainte de plastiétdans (B.4). Dans ce
cas patrticulier, nous pouvons aussi obtenuirectement par

/ Tplast
= (B.6)
Degl
ou
e, 1 1
Dz = 2D""8" + AR T+ ;(Wtrt - 7'W) (B.7)

et|D| = (2D;; D)2

La valeur de\ ou den’ est modifee pour permettre aux contrainte€té redistrib@es depuis les points
qui se dchargent. Cesétations sontépétees jusqla ce que la solution en vitesse reste constanie
tolérance pes du calcul. Pour cesttations, nous ne faisons pas apaeln sckma sophistigel de type
Newton-Raphson, car les nouvelles noréénés entre deux @rations sont peu nombreuses et de faibles
amplitudes.
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