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INTRODUCTION






La théorie des automates a souvent été utilisée pour modéliser des
propriétés élémentaires du systéme nerveux [Ca-Lu], [Ca-Lu-Ri], [Go 1],
[Ki], [MCu-Pi], [Na-Ki-Ta], [Na-Se], [ Ya-Ha), [Yo] ...

La plupart de ces modeles discrétise I'influx nerveux sous la forme d'une
variable tout ou rien: 0, 1. Malgré cette hypothese simplificatrice, le
comportement dynamique de ces modeles est, en général, complexe.

Dans ce contexte, le premier modéle proposé; les réseaux de neurones de
Mac Culloch et Pitts [MCu-Pi], est aussi général qu'une machine de
Turing, ce qui met en evidence la richesse de sa dynamique. Il est basé sur
l'interconnexion de modules réagissant suivant des lois représentées par
des fonctions a seuil qui sont définies par:

xj(t+1) = £i(x; (1), x,(1), ..., xp()aveci=1,2, .. ket

fi(x1 (), x5(1), ..., Xk (1) = 1[}3 aijxj(t) - 6;] ou llu] =0siu<O0ou l sinon.
j=1

Il est a noter que dans ce modele, seul 1'état actuel du neurone est pris en
compte. Ce genre de neurones, ne posséde, donc qu'une possibilité réduite
de mémorisation ce qui ne permet pas de tenir compte de la période de
réfraction.

R. Caianello et al. [Ca-Lu], [Ca-Lu-Ri], ont généralisé le modeéle ci-dessus
en tenant compte du caractére réfractaire de la réponse des neurones. Ils
ont introduit une mémoire associée au systéme.

k-1
xj(t+1) = fi(x (1), x5(1), ..., x, (1)) = 1[_% 20 ajj (s)x;(t-s) - §;]

J:] s=
aveci=1,2,..k

Ainsi le module x calcule son nouvel état en tenant compte de tous ces k
états antérieurs, ainsi que ceux de ses voisins.

Plus précisément, pour simuler la réponse d'un seul neurone, on propose,
I'équation suivante:

k-1
Xne1 = 1 2 2 Xn.i- 6] (1)

avec xje {0, 1},86 e R,a;e R et k un entier fixé appelé taille

(ou profondeur) de la mémoire.

L'équation (1) définit un automate & mémoire dont la fonction de
k-1

transition f(xg, x, ..., X} 1) = 1 3 aj Xy _; - 6] est une fonction a seuil.
i=0

D'une maniére générale, on appelle automate 3 mémoire (ou registre 2
décalage, tableau itératif, circuit séquentiel, ...) tout modéle défini par



Xn+1 = fXpa s Xnka2s o0 Xp) )
oil les x; appartiennent 2 un ensemble d'états S fini et f est une application

de Sk dans S.

Les automates 3 mémoire ont fait I'objet de plusieurs études, notamment
dansle casou S = (0, 1}.

Lorsque la fonction de transition f est linéaire c'est a dire

k
f(xy, X2, ..., X)) = X o X ot les oy sont dans {0, 1} et le "+" étant le "+"
i=1

binaire (1+1 = 0)

on peut considérer ce cas comme étant plus ou moins élucidé
(cf. S.W. GOLOMB [Gol], A. GILL [Gil])

En revanche, le cas non-linéaire n'a été étudié que pour des situations
particuliéres comme par exemple; automates réversibles, automates
hamiltoniens [Gol], [My-Si-To], [Kj], [Wa-Xi].

D'autre part, en tant que réseau d'automates a seuil un automate de taille de
mémoire k, peut étre considéré de deux fagon différentes (cf. Chap. 3):
a- comme un réseau de k automates a seuil évoluant en mode paralléle.
b- comme un réseau de (k+1) automates a seuil évoluant en mode série.

Il est facile de voir que la suite {x;}; ¢ py définie par I'équation (2) est une

suite périodique de période p < 2k, c'est 2 dire 3q>0telque Vi2qona

X = Xj4p. L'entier q s'appelle le transitoire de la suite.

En général, les automates a mémoire a seuil irréversibles (transitoire q
supérieur a 1) constituent un cas particulier des automates 8 mémoire non-
linéaires.

Le peu de résultats obtenus sur les automates @8 mémoire a seuil montre
bien la complexité de ce genre de modeles.

L'étude générale de I'équation neuronale (2) reste, encore, un probleme
ouvert. Cette thése, est consacrée, essentiellement, a 1'étude du
comportement dynamique d'un automate 8 mémoire défini par I'équation

(1).

Le chapitre 1 présente une étude des fonctions a seuil. On y présente
plusieures méthodes de reconnaissance et réalisation d'une fonction 2 seuil
définie soit par sa table de vérité soit par une expression algébrique.

Nous donnons, aussi, une caractérisation des fonctions totalement
‘monotones en calculant d'une part leur nombre et en présentant une
expression algébrique trés simple qui permet de calculer la valeur de



f(xq, x5, ..., Xp) en (n-1) opérations binaires + et x.

Dans le chapitre 2, nous présentons les résultats connus sur les automates a
mémoire linéaires. L'étude de ce genre d'automates se fait a I'aide d'un
outil algébrique: le polynéme caractéristique de l'automate. Ainsi, on
déduit la valeur de la période maximale puis celle du transitoire.

Nous présentons, aussi, une étude sur les automates a mémoire affines. Des
exemples variés montrent ainsi la différence entre les automates 2
mémoire linéaires et ceux 3 mémoire affines,

Des cas particuliers d'automates a mémoire non-linéaires sont étudiés.
Plus précisément, on donne un algorithme di & Golomb [Gol] qui permet
d'obtenir n'importe quelle suite de longueur p pour p dans (1, 2, ..., 2k},

Dans le chapitre 3, nous étudions plusieurs familles d'automates 2
mémoire A seuil. En particulier, nous étudions les automates dont les
coefficients poids a; présentent une structure palindromique. Nous

montrons que toutes les périodes sont des diviseurs de k+] , ou k est la taille
de la mémoire.

Nous donnons aussi une caractérisation des automates 3 mémoire 2 seuil
réversibles.

Aussi, d'autres cas sont étudiés: tels les systémes pivots puis les somme-
pivots. Nous montrons que pour ces modeles les périodes sont toujours
majorées par la taille de la mémoire.

Le chapitre 4 est consacré a I'étude d'une famille d'automates 3 mémoire
géométrique de raison inférieure 3 172 c-a. d. pour des coefficients poids
aj=-(b) pouri=1, .., kavecO<b< 172.

Nous montrons que cet automate admet un attracteur, périodique,
globalement attractif de période p < k+1.

D'autre part, on définit une notion de nombre de rotation e(8) qui
caractérise la structure de bifurcation des cycles de cette famille
d'automates. '

Nous montrons que e(8) est une fonction surjective croissante de R dans
l'ensemble des fractions irréductibles dont le dénominateur est inférieur
ou égal a k+1.

On présente aussi, une étude analogue, pour le cas d'automates mémoire
géométrique non bornée avec 0 < b < 1.

Nous montrons, dans ce cas, que si le nombre de rotation est rationnel
alors l'automate posséde un attracteur, périodique, globalement attractif
de période finie.

Et si le nombre de rotation est irrationnel alors I'automate admet un
attracteur unique globalement attractif de longueur infinie (attracteur



cantorien).

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons a l'étude d'une famille
d'automates 3 mémoire géométrique de raison supérieure a 2.

L'étude générale d'un tel modele reste, encore, un probléme ouvert.
Cependant, dans ce chapitre, nous étudions quelques cas particuliers. Nous
montrons, pour de tels cas, que la période est toujours majorée par 2k.
Nous conjecturons que ce résultat reste vrai pour le cas général. On donne
aussi le nombre de jardin d'Eden de tels automates.

Ensuite, nous donnons une borne de la longueur du plus grand cycle qu'un
automate 2 mémoire 2 seuil puisse engendrer.

Le chapitre 6 constitue une étude expérimentale sur la période maximale
d'un automate 3 mémoire défini par 1'équation neuronale (1). L'idée est

simple: au lieu de considérer des poids a; et un seuil  puis déterminer la

période maximale de l'automate; nous faisons l'opération inverse. Nous
nous donnons une taille de mémoire k, un entier p puis nous déterminons
(s'il existe) un automate 2 mémoire ayant un cycle de longueur p.

De cette fagon, nous ramenons I'étude de la dynamique de I'équation (1) a
un probléme de programmation linéaire.

Apreés avoir introduit quelques définitions de base, nous présentons un
algorithme qui pour un couple (k, p) donné, calcule les coefficients et le
seuil d'un automate de taille de mémoire k admettant un cycle de longueur
p-

A partir de quelques résultats expérimentaux, obtenus par cet algorithme,
nous avons pu exhiber une famille d'automates ayant des cycles de
longueur 2k+6.

Ce qui "invalide" une conjecture formulée par T. De Saint Pierre [SP]:

" Un automate @ mémoire @ seuil ne peut pas avoir de période supérieure
au double de la taille de la mémoire”

Contrairement 2 la borne (exponentielle) que nous avons donnée au
chapitre 5, nous conjecturons qu'en général les périodes d'un automate a
mémoire 2 seuil sont majorées polyndmialement.

L'étude partielle, présentée dans cette these illustre bien la richesse et la
complexité de tels modeles: automates 8 mémoire a seuil.



Chapitre 1: Propriétés des Fonctions a seuil






1- INTRODUCTION

Soit E={ #,4&} un ensemble formé de deux éléments ¢ et & qui désignent
deux états: mort et vie, repos et activité, O et 1 ou encore -1 et 1, ou ...

On appelle fonction booléenne a n variables toute fonction définie de EM
vers E.

Dans toute cette partie on va utiliser tantét E = {0,1) tantét E = {-1,1)
suivant le cas considéré, le premier cas pour une simplicité d'écriture le
deuxiéme pour des raisons de symétrie.

En général, il y a deux fagons pour définir une fonction booléenne: soit
implicitement, en fonction de ses variables; soit explicitement, en donnant
sa table de vérité.

Dans ce chapitre, notre étude sera axée sur une classe des fonctions
booléennes: les fonctions a seuil.

Etant donnée une fonction booléenne f; deux questions qui reviennent
souvent sont:

- f est-elle une fonction a seuil ? (reconnaissance d'une fonction 2 seuil)

- Si oui, déterminer le seuil et les poids a; de f (réalisation d'une fonction a

seuil).

Plusieurs auteurs ont essayé de répondre a ces deux questions E. GOTO et
al [Go-Ta], S. MUROGA [Mu], J. MYHILL et al [My-Ka], ...

Cette famille de fonctions booléennes est utilisée dans divers domaines: en
€lectricité, par exemple, une fonction 2 seuil représente un transistor, une
diode, un noyau magnétique. En sciences humaines, une fonction 2 seuil
est souvent utilisée pour représenter des lois de vote: vote majoritaire
(fonction Majorité Simple: pas de discrimination; tous les votants sont
"égaux"), vote hiérarchisé (fonction Majorité avec des poids différents:
I'avis du chef prime sur I'avis de I'employé), ... Le champ d'application
des fonctions a seuil est trés vaste, citons par exemple: la reconnaissance
des formes en intelligence artificielle, les moments de Spin en Physique du
solide, etc ... :

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résultats connus sur la
reconnaissance et la réalisation d'une fonction 2 seuil. Apres avoir rappelé
la définition des fonctions 2 seuil, nous étudions les propriétés de
k-réalisation et nous introduisons la notion de séparabilité linéaire et de
k-monotonie.

Enfin, nous passons en revue les principaux résultats de dénombrement
des fonctions a seuil.
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2- FONCTIONS A SEUIL, AUTOMATES A MEMOIRE
a- Fonctions a seuil:

Définition 2-1:
Soit f une fonction booléenne de E" = {0, 1}" vers E = {0, 1}.
f est une fonction 2 seuil s'il existe un élément (ag, a, a,, ..., a,) de R+l

tel que:

k
’ 1 si (¥ aixj-ag) 20
f(X], X9, cvey Xp) = i=1
\ 0 sinon

Les coefficients ay, a,, ..., a, sont appelés les poids de la fonction f et a le
seuil (parfois, on utilise 8 au lieu de ag).

On note aussi: f(xy, X5, ..., X)) = lli a; Xj - ag] oul

l{u)=1siu>0et 1{u) =0 sinon. !

Remarque 2-1:

Lorsque I'ensemble E = {-1,1} alors g est dite a seuil s'il existe un élément
(b, by, by, ..., by) de R™*1 (el que:

k
| (.Zlbm-bo) 20
g(Y]’ Y29 ceey Yn) = 1=
‘ -1 sinon

k
On note une telle fonction par g(yy, y,, ..., y,) =sgnl X, bjy; - bg ] ou
i=1
sgn(u)=1siu20etsgn(u)=-1siu<0

Notation:
Dans tout ce qui suit, on convient de noter y; = Xj = 2x; - 1. L'opération ~

permet de passer de {0,1} a {-1,1}.
Propriété 2-1:
n
Sib;=a;pouri=1,2,..,netby=2a,- Y a.
A S

1
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Alors on peut écrire:

n k
f(x1, Xg, o0y Xp) = 1[21 aj Xi - a0l =g(y1, ¥, - Yp) = Sgnl_z1 biyi -bg ] =
i: 1=

Démonstration:
Posons u = f(x[, Xy, ....Xx,) = 1[2 ajx;-apletv= sgn[ Z b;X; - bg ] avec
i= 1

bj=a;pouri=1,..,n,by=2a 2 aj etXj = 2x;-1
i=1

Montrons que u = v = 2v-1.

On va montrer quesiu=1 alors v=1].

u=1l & Z a,x-a0>0¢:>22 a,x-2a0>04:22 ajx;- 2 a; + 2‘, a; - 2a(=0

i=1
o Z aj(2x;- 1)+(Z aj -2ap) 20 Z biXj -bg 20
car a; = by, by = 2a0 21 aj et Xj = 2x; - 1
i=
Autrement dit, on peut écrire v = sgn[ig,l bixj-by] =1.
De la méme fagon on peut montrer que siu =0 alors v = -1.
Remarque 2- 2

Lorsque ag= lz a; sur {0,1}, g a une expression plus simple. En effet on
i=1

ag(yr, ¥z, = ¥n) = sgnl Z bixi]
Un cas particulier de la remarque précédente: les fonctions Majorité.

b- Fonctions Majorité:

Définition 2-2:
* Une fonction Majorité est une fonction a seuil dont les poids sont

positifs et vérifient ag = —l—z a.
i=1
* Une fonction Majorité est dite simple sia; =ay=... = a,=1.

D'apres la remarque 2-2, sur I'ensemble {-1,1}, une fonction Majorité a
une forme plus simple:

g2Y1, Y2 - Yp) = sgn[z ajyi] ou les a; sont tous positifs.
i=1 ‘
Donnons quelques exemples de fonctions a seuil et fonctions Majorité.
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Exemple 2-1:
Soit la fonction a seuil définie par f(x,, x;) = 1(x+x,-1]. I est clair que f

est une fonction Majorité simple puisque a; = a; =1 et ag = ]—;1— =1.
D'autre part cette fonction n'est autre que la fonction logique "OU".

Autres exemples:
* La fonction logique "ET" est une fonction a seuil. En effet si on prend

(ag, aj, ap) = (2, 1, 1) alors on a f(x,x,) = 1(x,+x,-2].
* La fonction logique "NEGATION" est une fonction a seuil, puisque si on
prend (ag, a;) = (0, -1) alors on a f(x) = 101 -x].

(o . 2 .
Plus généralement, pour n = 2, parmi les 16 = 227 fonctions booléennes,
seules les fonctions "XOR" et "' =" ne sont pas des fonctions a seuil.

Remarque 2-3:

Comme les trois fonctions "ET", "OU" et "NEGATION" constituent la base
de tout calcul booléen alors toute fonction booléenne peut étre obtenue par
un réseau de fonctions a seuil bien choisi.

Proposition 2-1:
La fonction mondéme définie par: f(xy, x5, ..., X)) = Xjy Xiy - Xjg €st une

fonction 2 seuil qui peut étre réalisée par (ay. aj, a,, ..., a,) tel que
8 =s. ;= Isij=1.2,...set aj, = 0 sinon.

Démonstration:
11 suffit de remarquer que f(xy, x5, ..., Xx,) = 1 si et seulement si

S
==X = 1, ou encore 2 Xj; = S. Expression que l'on peut
)=

Xj; = Xj

1 2

S
écrire f(xy, Xp, ..., xo) = 11}, ajxj; - s].
j=1

c- Automates 3 mémoire:

Définition 2-3:

On appelle automate 2 mémoire toute application 3t [n, f] définie de

(0, 1} dans {0, 1}" par:

CRn, f): (x], X, ..y X)) = R0, £l(xy, Xo, .0y Xp)=(Xg, ooy X, f(X 4, X9, o0y X))
ou f est une fonction booléenne de {0, 1}" dans {0, 1}.

La fonction f est appelée fonction de transition de l'automate & [n, f].
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En particulier si f est une fonction a seuil alors on dit qu’on a un automate
a mémoire a seuil et on le note H |a, ag] avec a et ap qui désignent
respectivement le vecteur poids et le seuil de la fonction 2 seuil f.

Définition 2-4:
Deux automates a mémoire sont dits équivalents s'ils ont la méme fonction
de transition.

3- k-REALISATION D'UNE FONCTION A SEUIL

Dans cette partie, on va distinguer deux cas: k = 1 etk > 1.
Lorsque k = 1, on convient de dire réalisation au lieu de 1-réalisation:

a- Réalisation d'une fonction booléenne:

Etant donnée une fonction a seuil définie implicitement par ses variables
sur I'ensemble {0,1}, on peut "facilement” calculer les 20 configurations
de la table de vérité de f.

Inversement, étant données les 2" configurations d'une table de vérité,
comment peut-on savoir si la fonction en question est une fonction 2 seuil?
Et si la réponse est affirmative, donner les poids et le seuil de cette
fonction.

Un tel probléme est nommé, dans la littérature, par réalisation d'une
fonction booléenne.

Définition 3-1:
Une fonction booléenne f est dite réalisable par une fonction a seuil ou

tout simplement réalisable si on sait trouver des coefficients (@)i=0, ... n

n
tels que f(x) = 1[Y a; x; - ag).
i=1

Dans ce cas, on dit que (a;);—o, ..., n est une réalisation de f.

Remarque 3-1:

Une fonction a seuil n'admet pas une seule réalisation. En fait il existe une
infinité de réalisations pour une fonction  seuil donnée.

En effet si (a;)j—g _ , est une réalisation de f alors pour tout réel a

strictement positif, (0a;)i=, ... n €st aussi une réalisation de f .
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Fig. 1: Schéma d'une fonction réalisable.

Le probléme de la réalisabilité est loin d'étre facile. En effet étant donnée
une fonction booléenne définie par sa table de vérité, il n'y a pas de
méthode générale pour affirmer si f est réalisable. Seules des méthodes
empiriques peuvent étre utilisées (programmation linéaire, séparabilité

linéaire, parameétres de Chow, k-monotonie...) ( Signalons qu'il est plus facile
de tester qu'une fonction f n'est pas réalisable au lieu de tester que f est réalisable).

Lorsque le test est négatif, c'est a dire, lorsque la fonction n'est pas
réalisable, on pousse la recherche plus loin: on parle dans ce cas de la
k-réalisabilité.

b- k-réalisation d'une fonction booléenne: [Cam]

Définition 3-2:
Soit f une fonction booléenne a n variables. On dit que la fonction f est
k-réalisable s'il existe k fonctions a seuil g, fy, f3, ..., fi_; telles que:

g, est une fonction 2 seuil a (n+k-1) variables, et pour i = 1, ..., k-1, f; est

une fonction 2 seuil & (n+i-1) variables et pour tout x de {0, 1}"on a:
f(x) = g (x0, x!, x2, ..., xk-1) avec x0 = x, x1 = f;(x0), x2 = f,(x0, x1),

x3 = f3(x9, x!, x2), et d'une maniére générale xi = f,(x0, x1, x2, ..., xi'1)
pouri=1,2,.., k-1

Cas particulier: La 2-réalisation

Définition 3-3:
On dit qu'une fonction booléenne f est 2-réalisable s'il existe
“a=(ag,ay, ..., 4, ap41) de RI+2 et b = (by, by, ..., b,) de R"*1 tels que:
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n n
f(xq, x5, ..., Xp) = l[.E1 ajX; +ap 1['21 bix; - byl - ag). (voir Fig. 2)
1= 1=

Exemple 3-1:

Soit la fonction booléenne "XOR" définie par

f(x1, x3) = xX3 + X x,. Cette fonction n'est pas réalisable mais elle est
2-réalisable.

En effet si on prend a = (4, 3, -6, 2)etb = (2, 3, 4), il est facile de voir
que la fonction "XOR" peut étre définie de la maniére suivante:

f(x1, x2) = 1[4x) + 3x; - 6.1[2x, + 3x, - 4] - 2

aO.

Fig. 2: Schéma d'une fonction 2-réalisable

Remarque 3-2:
Si f est k-réalisable alors elle est (k+1)-réalisable pour k>1.

En effet, si la fonction 2 seuil 8 est définie par son vecteur

alk = (agk, afk, ak, . a® ). il suffit de définir la fonction 8k+1 Par le

vecteur afk+l = (afk, atk, a5k, ..., af_'im, 0).

La réciproque de cette remarque est fausse comme on I'a vu pour la
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fonction "XOR" ( qui est 2-réalisable mais non réalisable).

Cas particuliers:
On va se restreindre au cas des fonctions réalisables. Les mémes résultats
peuvent étre obtenus pour le cas général des fonctions k-réalisables.

a- Réalisation stricte:
On appelle ainsi toute réalisation (ay, ay, ..., a,) qui vérifie 2 ajx; -ag =0

pour tout élément (x,, X,, ..., x,) de {0, 1]™.

Proposition 3-1:
Toute fonction réalisable admet une réalisation stricte.

Démonstration:
Soit (ay, ay, ..., a,) une réalisation quelconque de f.

Posons A = f-1{0) = (x/ f(x) =0} et B =f1{1} = {x/ f(x) = 1}. On
suppose que A et B sont non v1des (c'est a dire f n'est pas constante)
Posonsao—l(sup Z ajx; - mf )_‘, ajx;).

x€ A i=

11 est clair que (ay), ay, ..., a,) est une réalisation stricte de f.

b- Réalisation entiére:
On appelle ainsi toute réalisation pour laquelle on a aj est un entier pour

i=1,2,...,n

Proposition 3-2:
Toute fonction réalisable admet une réalisation entiére.

Démonstration:
Soit (ag, ay, ..., a,) une réalisation stricte de f. Supposons qu'il existe un

coefficient a; qui n'est pas entier. On va distinguer deux cas:

1-cas: a; e Q-Z.
On peut écrire a; = R ou p et g sont deux entiers. Ainsi, si on multiplie le

vecteur (ap, ay, ... an) par q on obtient le vecteur (b, by, ..., b,) tel que
by =qag pours =1, ..., n; réalisation pour laquelle onab; =pe Z.
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2- cas: a; € R-Q.
n
Posons: e =xel{%f; n j§1 ajxj-ag| . On a e > 0 car nous avons supposé que

(ag, a1, ..., a,) est une réalisation stricte de f.

On sait qu'il existe un rationnel g tel que Ig - ail < % Si on remplace a; par
qp— on obtient une réalisation pour laquelle on a a; est un rationnel

(on se rameéne, ainsi, au cas 1)

On répéte le méme raisonnement pour tous les a; non entiers.

4- SEPARABILITE LINEAIRE

Définition 4-1:

Une fonction booléenne f est dite linéairement séparable s'il existe un
hyperplan qui sépare I'ensemble des x tels que f(x) = 1 et 'ensemble des x
tels que f(x) =0

Propriété 4-1:
Une fonction booléenne est linéairement séparable si et seulement si elle
est réalisable.

Démonstration:

n
il suffit de voir que l'ensemble des > ajzj- ag = 0 définit un hyperplan
i=1

n
dans R qui sépare I'espace en deux parties disjointes Y ajz;-ap>0et
i=1

ajzi- ag < 0.

n

i=1

a représente 0
= repreésente |

Hyperplan séparant
les ensembles £ '(0)etf (1)

Fig 3: Représentation de la fonction logique "ET".



18 .

o représente 0
s représente 1

Les ensembles f ™} (0) et £ (1) ne peuvent pas
étre sépareés par un hyperplan.

Fig 4: Représentation de la fonction logique "XOR".

Il est clair, d'apres la Fig 4, que la fonction "XOR" n'est pas linéairement
séparable (par un hyperplan) donc elle n'est pas réalisable, et par suite ce
n'est pas une fonction 2 seuil.

Remarque 4-1:
Une autre fagon de voir que la fonction "XOR" n'est pas une fonction

réalisable est de supposer qu'il existe un triplet (ag, a;, a;) de R3 et
d'écrire les inéquations qui résultent de la définition:

-3 < 0

aj-ag20

ay-ag 20

aj+az-ag<0

En général, pour résoudre ce genre de systeme d'inéquations on utilise des
outils de la programmation linéaire. C'est surtout cette méthode qu'on va
utiliser au Chapitre 6.

La résolution de tels systémes d'inéquations est facile pour de petites
valeurs de n.

En effet, pour le cas précédent, par exemple, la premiere et la deuxi¢me
inéquation entrainent que a est strictement positif, ainsi la troisiéme et la

quatrieme inéquation aboutissent a une contradiction puisque la somme de
deux nombres positifs ne peut pas €tre strictement négative.

Plus généralement, étant donnée une fonction booléenne f définie de EM
vers E, pour savoir si cette fonction est réalisable on a besoin de satisfaire
2" inéquations ! (ce qui est énorme)

S'il y a une incompatibilité entre ces 2" inéquations alors on peut déduire
~que la fonction, en question, n'est pas réalisable, dans le cas contraire on
essaie de trouver un (n+1)-uplet qui vérifie le syst¢éme d'inéquations car,
en fait, il y a une infinité de solutions.
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Cette méthode n'est efficace que si n est petit. Lorsque n devient grand, on
utilise d'autres méthodes utilisant les propriétés des fonctions 2 seuil, par
exemple, la k-monotonie.

5- k-MONOTONIE DES FONCTIONS A SEUIL

Définition 5-1:

1- On dit que f est " inférieure” 3 g et on note f < g si on a f(x) = 1
implique g(x) = 1 pour tout x dans {0,1}n,

Deux fonctions f et g sont comparables sionaf<goug<f.

2- On dit qu'une fonction est monotone croissante (resp. décroissante) si‘
pour tout u = (uy, up, ..., up) €t v = (v, vy, ..., vp) tel que u; < v; avec
i=1, 2, ..., nona: f(u) < f(v) (resp. f(v) <f(u)).

3-u L vetonlit u est inférieur 2 v pour l'ordre lexicographique gauche
si u = v ou bien il existe un entier s de (1, 2, ..., n} tel que

U =V, Up=Vy, ., Ug = Vg, Ug=0,vg=1.

4- u £ v eton lit u est inférieur 2 v pour l'ordre lexicographique droite si
u = v ou bien il existe un entier s de (1, 2, ..., n} tel que

Un =V Un. 1 T Vi s o U2 = Vg 2o Uposs ] = 00 Vgyp = |

5- On dit qu'une fonction f est T -monotone croissante (resp.
décroissante) si pour tout u £ v on a f(u) < f(v) (resp. f(v) < f(u))

6- On dit qu'une fonction f est €-monotone croissante (resp.
décroissante) si pour tout u £ v on a f(u) < f(v) (resp. f(v) < f(u))

A chaque configuration x = (x|, X5, ... , x,) associons l'entier suivant:
E(x) =2nIx, + 2"‘2x2 + 2"'3x3 +o 42X + X,
&(x) s'appelle la représentation binaire de x.

Remarque 5-1:
Soient u et v deux configurations de {0, 1} alors on a:

u £ vsi et seulement si E(u) < E(v)

Ainsi, l'ordre lexicographique £ sur I'hypercube {0, 1}", induit dans
{0, 1, ...,2" - 1} l'ordre naturel.
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Définition 5-2:

Soit f une fonction booléenne a n variables x, x5, ..., X,. .

1- On dit que f est 1-monotone si pour tout i = 1, 2, ..., n les deux
fonctions f{xi=0}(") = f(Xq, X9, sy X215 0, X415 o0r Xp) €L

f{"i=‘ }(x) = f(xq, X2, ..., X1, 1, Xj4 1, ..y X)) sONt comparables.

2- Plus généralement on dit que f est k-monotone si pour tout

X = {x=(x}, X9, ... Xy) € {0, 1}"tel que Xi =H1s X, =Hos -oos xis=us}

et pour tout

Y = {x = (x}, X9, ..., x,) € {0, 1} tel que xil=Bl, xi2=Bz, - xis=Bs} avec
(U1s Moeens ) €L (B, Bs,..., B5) deux éléments quelconques de {0,1})3

(ou s <k) on a fy et fy sont comparables.

(fx représente la réstriction de la fonction f A I'ensemble X.)

Si k = n on dit que f est complétement monotone.

Remarque 5-1:
Si f est k-monotone alors elle est p-monotone pour tout p <k.

Lemme S5-1:
Les deux fonctions f et g définies par:
n

n '
f(xy, x9, .., X)) = l['zl aj Xj - ap] et g(xq, X9, ..., Xp) = 1[21 ajX;j - ap)
1= 1=
sont comparables.
Démonstration:
n
Si ag < a;) alors on a Z ajx; -ay Z ajx; -a(, ce qui exprime que si g(x)=1

alors f(x)=1, et par sunte onagg f

Propriété S-1:[Wi-1)
Une fonction a seuil est complétement monotone (elle est k-monotone
pour tout k < n).

Démonstration:
Montrons qu'une fonction a seuil est k-monotone pour tout k < n.
Soit J = {iy, iy, ... ik) un sous-ensemble de (1, 2, ..., n}.

Posons Xp={x; (SO X =00 X —ak} et X;= {x =By, xi2,=[32,,,, xifﬁk}
et montrons que les deux fonctlons g="fy o€t h= fxl sont comparables.
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En effet g peut étre représentée par l[ﬁ ajx; -(ag - E’, aja;)] et h par
o) i)
1[% ajx; -(ag - ﬁ aiBy)]. Et d'apres le lemme 5-1 on déduit que g et h
el i)
sont comparables.

Remarque 5-2:
Si f est T -monotone alors elle est complétement monotone. (Pour une
Justification, voir, plus loin, la caractérisation des fonctions @ -

monotones: on montrera que si f est &-monotone alors f est une fonction
a seuil).

La réciproque de cette remarque est fausse. En effet il suffit de prendre

une fonction a seuil qui n'est pas € -monotone, d'apres la propriété 5-1,
on sait que f est complétement monotone.

Remarque 5-3:
Une fonction monotone n'est pas forcément compléetement monotone.

En effet, la fonction f(x,, x,, X3, x4) = X1X»+X3X4 est bien monotone mais

elle n'est pas complétement monotone (elle n'est pas 2-monotone car les
fonctions f{x1=0, x,=1} €t f{x,=l, x,=0) Ne sont pas comparables).

Proposition 5-1:[Wi-1]

* PI: Soit f une fonction booléenne 2 trois variables alors f est une
fonction a seuil si et seulement si f est 1-monotone,

* P2: Soit f une fonction booléenne d'au plus cinq variables alors f est une
fonction a seuil si et seulement si f est 2-monotone.

Exemples 5-1:

Reprenons I'exemple de la remarque 4-1. La fonction g = "XOR" n'est pas
une fonction 1-monotone (donc ce n'est pas une fonction a seuil) puisque
les deux fonctions 8{xl=0}(x2) = X, et 8(xy=1 }(xz) = X2 (X2 = 1-x,) ne

sont pas comparables.
Une autre application de la propriété P1 de la proposition 5.1, consiste a
considérer la fonction booléenne définie par f(x,, X2, X3) = X1+x5%3. Il est

facile de voir que f est 1-monotone, puisque d'une part f(, 1=0) (%) = X33

et f{x1=1 }(x) = 1 sont deux fonctions comparables et d'autre part on a
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f[x2=01(X)=Xl = f[xl=l )(X) = Xp+x3 et f{x3=0](X) =X = f{X3=1 }(X) =
X1+X5. Ainsi, d'aprés la propriété P1 de la proposition 5-1, on conclut que
f est une fonction a seuil.

Pour la propriété P2 de la proposition 5.1, considérons la fonction
booléenne définie par

f(xy, X5, X3, X4) = X1X2+X3X4. Pour tester si f est une fonction a seuil il
suffit de vérifier que f est 2-monotone.

Sionprend X ={x;=0,x3=0}etY={x;=1,x3=1} @lorsona

fx(xq, x4) = x4 et fy(x,, x4) = X3. Ces deux fonctions ne sont pas
comparables. En effet on a, en méme temps, fx(0,0) < fy(0,0) et

fx(1,1) > fy(1,1). Ce qui entraine que f n'est pas une fonction a seuil.

Caractérisation des fonctions ©-monotones:
Deux éléments quelconques de I'hypercube {0,1}" sont toujours

comparables pour l'ordre total T (voir définition 5-1).
Ainsi les éléments de {0,1)" sont ordonnés de la maniére suivante:
(00..0)£(00...0l) ...l ..1).

D’apres la remarque S-1 si on représente f par un vecteur de {0, 1)2",

alors f est G -monotone croissante si et seulement si f peut étre représentée
par un vecteur de la forme (0,0, ...,0, 1, 1, ..., 1).

D'autre part, il est facile de voir que ce vecteur représente, en fait, la
fonction a seuil définie par:

n .

f(X], X2, «es Xp) = 1[ 3 2™'x;-a] o1 ag est un entier.
i=1 ,

Proposition 5-2:

Une fonction f de n variables est & -monotone croissante si et seulement si

elle est une fonction a seuil dont une réalisation est a; = 2! pour

i=1,2,..,n

Remarque 5-4:

f est une fonction T -monotone décroissante si et seulement si elle est une
fonction a seuil dont une réalisation est : a; = -2,

- Nous verrons, au chapitre 3, qu'un automate 8 mémoire dont la fonction

de transition est une fonction T -monotone croissante n'admet que des
points fixes.
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Propriété 5-3:
Soit f une fonction qui dépend de toutes ses variable X1y X2, .oy X, €L QUi

est G -monotone croissante alors I'expression algébrique de f est de la
forme:

f(Xl, X2y ceey Xn) = X1T1[X2T2[X3T3[....Tn_l[Xn“...]] ou Ti € {*, +}.

{*, +] sont les deux opérations booléennes.

Démonstration:
On va faire une démonstration par récurrence. Pour n = 1, la seule

fonction T -monotone croissante, non constante, est la fonction définie
par f(x;) = x|, pour n = 2, seules les fonctions f(x), x3) = x)x; et

g(X1, X2) = xj+x; sont des fonctions % -monotones croissantes dépendant
des deux variables x et x,.

Supposons que la propriété est vraie pour toute fonction de k variables o
k estun entier inférieur ou égal a n-1 et montrons qu'elle est encore vraie
pour n.

Posons f(x, X2, s Xp) = X f(1, x5, ..., Xp) + X1f(0, x5, ..., X,). Puisque f
est monotone croissante alors on a f(0, X2y oy Xp) SA(1, 2, ..., z,) pour

(xg, ..., xp) et (23, ..., z,)) deux éléments quelconques de {0, 1)n-1,

1€ cas;

Supposons qu'il existe un élément (82 s 8p)e {0, 1)1 tel que:

f(0, s,, ..., sp) = 1. Alors d'aprés la € -monotonie on doit avoir pour tout
(23, ..., zp) de (0, 1)1 f(1, 2,, ..., z,) = 1. Et par suite on peut écrire f de
la maniére suivante:

f(xq, x5, ..., Xp) = x1+X (0, X2, .- Xp) = X +f(0, X2y ey Xp).

Or (0, x,, ..., Xp) est une fonction a (n-1) variables qui est G -monotone

croissante. Ainsi, d'apres I'hypothése de récurrence, on déduit
I'expression de f.

28me cas;

Supposons qu'il n' existe pas d'élément (52, s spde {0, 1)1 tel que:

f(0, s, ..., ) = 1.

Dans ce cas on a (0, z,, ..., z,) = 0 pour tout (23, ..., z;) de {0, 1)1 et
par suite on peut écrire: f(xy, X, ..., Xp) = x1f(1, x5, ..., x;)). On applique,
encore, I'hypothése de récurrence 2 f(1, X2, ...y X,) qui est une fonction

€ -monotone croissante 2 (n-1) variables et on en déduit I'expression de f.
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La proposition 5-3 donne une condition nécessaire pour l'écriture d'une

fonction G -monotone croissante.
On va voir, plus loin, que cette condition est aussi suffisante pour qu'une

fonction soit T -monotone croissante.

Exemple et application:
La fonction définie par f(x;, x5, X3, X4) = X{X,+ X3X4 n'est pas une

fonction G -monotone croissante puisque son expression n'est pas de la
forme f(x, x5, X3, X4) = X T [x,To[x3T3x3).] avec Ty e (*, +}.

Remarque 5-5:
Soit f une fonction ‘G -monotone croissante.
Si f ne dépend pas de la variable x; alors elle ne dépend pas des variables

Xi, xi+l’ Xi+2, very Xn.

6- DENOMBREMENT DES FONCTIONS ©®-MONOTONES
CROISSANTES

Le but de ce paragraphe est de donner une caractérisation de 1'écriture
algébrique d'une fonction booléenne G -monotone f. Pour cela nous allons

montrer que le nombre de fonctions T -monotones est égal au nombre de
fonctions qui s'écrivent sous la forme présentée dans la propriété 5-3:
f(x, X2, .oy X)) = X T [X,T5[x3T3[.... T 1 [x,]].-.]] o T, e {*, +}.

Le dénombrement des fonctions s'écrivant sous la forme précédente
s'effectue en deux étapes. Tout d'abord nous comptons les fonctions
dépendant exactement de k variables, puis nous sommons pour k variant
deOan.

Soit a(n) le nombre de fonctions de n variables qui peuvent s'écrire sous
la forme ci-dessus. :

Lemme 6-1:
a(n) = 2n-1

Démonstration:

Conséquence de la propriété 5-3, car a chaque fonction f on peut associer
‘unT = (T], Tz, T3, ceey Tn-]) ou Ti € {*, +}.



25

Lemme 6-2:
Le nombre des fonctions G -monotones croissantes qui dépendent au plus
de n variables est 2" + 1.

Démonstration:

D'apres la remarque 5-5, les fonctions € -monotones croissantes qui
dépendent au plus de n variables sont les fonctions qui dépendent de

(x1, X2, ..., X)), celles qui dépendent de (X1s X2, ..., X4_1), celles qui
dépendent de (xy, X3, ..., X,.), ..., celles qui dépendent de X1, puis les
deux fonctions constantes 0 et 1.

Autrement dit, d'aprés la propriété 5-3, ce sont les deux fonctions
constantes 0 et 1 et les fonctions qui s'écrivent sous la forme suivante

f(Xl, X2y veey Xk) = XlTl[Xsz[X3T3[....Tk_][Xk”...” ol Ti € {*, +}
ounk=1,2,..,n.

Si p(n) désigne le nombre des fonctions € -monotones croissantes qui
dépendent au plus de n variables alors on a

B(n) = a(n) + a(n-1) + ...+ a(1) + a(0) avec o(0) = 2.

Bn)=2n142024 4 142=2n41,

D'autre part, d'aprés la proposition 5-2, les fonctions T -monotones
croissantes sont les fonctions a seuil qui peuvent étre représentées par:

n .
f(xy, X9, .0, X)) = 1 2™x;-a9) ou ag est un entier.
i=1

En faisant varier ay de -0 A +o0, on déduit, donc, que le nombre des

fonctions T -monotones croissantes est 2" + 1, et comme on a B(n) =

2" + 1, on conclut que toutes les fonctions T -monotones croissantes
s'écrivent de la méme forme ci-dessus.
Donc, on peut énoncer la proposition suivante:

Proposition 6-1: (Caractérisation des fonctions ‘G -monotones
croissantes)

f est une fonction € -monotone croissante (non constante) si et seulement
si I'expression algébrique de f peut se mettre sous la forme:

f(Xl, X9y ey Xn) = XlTl[X2T2[X3T3|....Ts_][Xs“...] ou Tl € (=, +) et sest
un entier de {1, 2, ..., n}

{*, +} sont les deux opérations booléennes.

La proposition 6-1 donne, donc, une condition nécessaire et suffisante
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pour qu'une fonction soit G -monotone croissante.

Remarque 6-1:
De la méme fagon on peut donner I'expression algébrique d'une fonction

% -monotone décroissante et d'une fonction G-monotone croissante ou
décroissante.

Application:
Soit la fonction définie par: f(x;, x5, X3) = X +x,X3. Il est clair que cette

fonction n'est ni € -monotone ni € -monotone.

Mais si on considere la fonction g définie par g(x;, x,, X3) = X|+X,X3 qui
est une fonction G -monotone ayant pour réalisation le vecteur

(ag, ay, ay, a3,) = (3, 4, 2, 1) il est facile de remarquer que

f(x1, x5, X3) = g(X], X3, X3). De cela on peut déduire que f est une fonction

réalisable par le vecteur (ay, -4, 2, -1) avec
ag=ag +[(-1)x4 + 0x2 + (-1)x1]=-2.

7- ORDONNANCEMENT DES VARIABLES

Une fonction f est, souvent, réalisée a partir de contraintes définies par
des valeurs de f(x) (x parcourt un sous-ensemble de {0, 1}"). En général,
plusieurs de ces contraintes sont redondantes. Pour éliminer les
contraintes redondantes, on définit un ordre sur les variables x, X, ...,
Xp. Cet ordre induit de nouvelles contraintes sur les coefficients a;

permettant d'éliminer toutes les contraintes redondantes [Sh].

Comme le nombre de fonctions a seuil, de n variables, est petit par

n .o . . , . Y
rapport 3 22", pour vérifier qu'une fonction f n'est pas une fonction 2
seuil, il suffit alors de montrer que ses variables ne sont pas totalement
ordonnées.

Notation 7-1:
Soit f une fonction de {0, 1}" dans {0, 1} et Y une partie de {0, 1}", on
note fy la restriction de la fonction f a I'ensemble Y.

Posons X(i, j) = (x = (X15 X2, ...y X)) tel que x;=0, x:=1} et

XG,j) = {x= (X1, X2, ... Xp) tel que x;=1, x;=0)

A f
Sifx,j) = fx,j)alors onnote i = j (f ¢st symétrique par rapport aux deux

variables x; et x;).
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Sifxq,j) < fxj et fxj) # fx( alors on note i gj.
Siona fxa,j < fx@, et fxdj # fx,j) alors on note i EJ

On dit que deux variables x; et X; sont comparables si i { joui § j-

Définition 7-1: ,

On dit qu'une fonction booléenne est positive (resp. négative) par rapport
a la variable x; si f peut s'écrire f = x;g+h (resp. f = X;g+h) ol g et h sont
deux fonctions booléennes qui ne dépendent pas de X;.

Une fonction f est dite positive (resp. négative) si elle est positive (resp.
négative) par rapport 2 toutes ses variables.

Proposition 7-1:
Soit f une fonction 2 seuil, alors f est positive (resp. négative) par rapport
a la variable x; si et seulement si a; > 0 (resp. a; <0).

Remarque 7-1:
f est positive si et seulement si f est monotone croissante.

Proposition 7-2:[Wi-1]
* Soit f une fonction booléenne monotone.

f

f est symétrique par rapport 2 X; et x; si et seulement sii = j.
* Soit f est une fonction a seuil admettant a = (ag, a, ..., a,) comme

réalisation.

fX(ij) < fx(,j) (ou encore i gj.) si et seulement si 3; <3

f
* Si f est symétrique par rapport 2 Xj et X; (ou encore i = j) alors on peut

remplacer les poids a; et aj par (ai+aj)/2.

D'une maniére générale, on peut ordonner toutes les variables Xxj d'une

fonction a seuil f.
S'il existe deux variables non ordonnées on déduit que f n'est pas une
fonction a seuil.

Exemple 7-1:

La fonction f définie par f(x, x,, X3, X4) = X1Xp+X | X4+X5X3 n'est pas une
fonction a seuil puisque les deux variables x; et x; ne sont pas
comparables. En effet les deux fonctions fx (T, 2)(xq, xo, X3, X4)= X3 et



28 .

fx(1,2)(X}, X, X3, X4)= X4 ne sont pas comparables.

‘Si toutes les variables de f sont ordonnées on transpose le méme ordre sur
les coefficients a; (ce qui facilite la résolution du programme linéaire

obtenu a partir des 22" contraintes sur les coefficients a; par élimination
des contraintes redondantes).

Fonctions Unaires:
- Une fonction f est dite unaire par rapport a x; si elle est positive par

rapport a x; ou bien négative par rapport a x;.
- Une fonction f est dite unaire si elle est unaire par rapport a toutes ses
variables.

Exemple 7-2:
La fonction f(xy, x, Xx3) = X]+Xx,X3 est unaire, car elle est positive par

rapport A x5 et négative par rapport a x| et x3.

Théoréme 7-1:|Wi-1}
Si f est réalisable alors elle est unaire.

Signalons que la réciproque de ce théoréme est fausse.

Remarque 7-2:
Si f est une fonction a seuil de n variables alors pour chaque variable x;, f

peut se mettre sous l'une des deux formes suivantes: f(x) = x;P;(x)+Q;(x)
ou bien f(x) = X;P;(x)+Q;(x) ou P;(x) et Q;(x) sont deux fonctions de (n-1)
variables ne dépendant pas de x;.

Application:
la fonction f(x, x5, X3) = X|X5+X| X3 n'est pas unaire, et par suite elle n'est
pas une fonction a seuil. :
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8- DENOMBREMENT DES FONCTIONS A SEUIL

Comme on I'a déja signalé, au paragraphe 2, pour n = 2, seules les
fonctions "XOR" et " =" ne sont pas des fonctions  seuil.

Pour étudier la dynamique d'un automate 3 mémoire dont la fonction de
transition est une fonction a seuil nous avons pensé 2 les énumérer tous.

Et si c'est possible les étudier cas par cas. En pratique, cette démarche est
impossible a réaliser. En effet, on va voir que le nombre des fonctions 2
seuil croit exponentiellement en fonction du nombre de variables.

Plusieurs auteurs S. MUROGA [Mu], S. MUROGA et I. TODA [Mu-To],
D. R. SMITH [Sm], S. YAJIMA et T. IBARAKI [Ya-Ib] ... se sont
intéressés au probléme suivant: pour n donné, calculer le nombre des
fonctions a seuil et plus généralement, donner une borne pour ce nombre
en fonction du nombre de variables n.

Pour n petit (inférieur 3 9) R. O. WINDER (W-4], S. MUROGA, 1.
TODA et M. KONDO [Mu-To-Ko] et S. MUROGA, T. TSUBOI et C. R.
BAUGH [Mu-Ts-Ba] ont donné le nombre exact des fonctions a seuil.

Mais pour de grandes valeurs de n, le probleme devient trés difficile et
seules des bornes asymptotiques sont connus ( S. YAJIMA et T. IBARAKI
[Ya-Ib], D. R. SMITH [Sm], S. MUROGA et I. TODA [Mu-To], S.
MUROGA [Mu)).

Comme le montre le tableau ci-dessous; bien que petit par rapport a 22" Je
nombre des fonctions a seuil R, croit exponentiellement avec n.

1 DR R,

| SO 4

2, 14

K OO 104

: SOSURR 1 882

s FOUT 94 572
6o, 15 082 134

[ 8 378 070 864

. SO 17.561.539.552.946

R7=8,378 x 109 et 227 23,402 x 1038



Proposition 8-1: [Mu-To]
Pour n 2 8, le nombre des fonctions a seuil, de n variables, est supérieur a
2n(n+1)/248 ayec n > 8.

9- PARAMETRES DE CHOW D'UNE FONCTION
BOOLEENNE

Soit f une fonction a seuil définie, par exemple, par sa table de vérité. On
veut déterminer les poids de la fonction A seuil f (réalisation de f). On
définit des parametres p; A partir de la table de vérité (ou de I'expression

algébrique) de f. On verra , que ces paramétres constituent une bonne
approximation des coefficients poids ( a; = p;)

Définition 9-1: [Ch]

Soit f une fonction booléenne de n variables. Les paramétres de Chow de f
sont les (n+1) nombres entiers définis par:

po(f) = m[f]-2"1 avec m(f] = card(x de (0, 1} tel que f(x) = 1)

pi(D) = m(fix=1)]-m{fix,=0)] pouri=1,2, .., n; ou

m(fjx.-s)) = card{x de {0, 1 J"tel que x; =setf(x) =1} avecs=0ou 1.

A une fonction f de n variables on associe le vecteur d'entiers défini par
C(D) = (py(D, py(N. ... pr(D)

C(f) s'appelle le vecteur de Chow de f.

Exemple 9-1:
Soit la fonction a seuil f définie par:

f(xl, X2, X3, X4) = 1[3X1+2X2+2X3+X4-4].
En utilisant la table ci-dessus (Table 3), on obtient C(f) = (1, §, 3, 3, 1).
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X1 [ X2 | %3 [ X4 |f(x) Xy | X2 | X3 | ¥4 |f(x)
0j0jJO0o]jJO]oO l1]0f0]J0fo0O
0Of0foO0O]1]0 110]J0]1[1
0[0]J1]0]0 l{of1jof1
O{oft1t]1]o Lo 1|1 ]1
oOftfojoj]o l{1jofof1
Ojtjojr1rijo Lj1jpo0f1]1
o1 [1fo]1 1111101
011 ]1]1]1 111711 ]1

Table. 1: Table de vérité de la fonction f de I'exemple 9-1.

Remarque 9-1:
La fonction f, donnée par la table 1, peut étre réalisée par les paramétres
p;- Autrement dit on peut écrire:

f(Xl, X2, X3, X4) = 1[5Xl+3X2+3X3+1X4-6l.

Reprenons le probléme de la reconnaissance des fonctions a seuil. Etant
donnée une fonction booléenne f définie, par exemple, par sa table de
vérité, comment peut-on savoir si cette fonction est une fonction 2 seuil?
Et comment peut-on, dans le cas favorable, déterminer les coefficients
poids de cette fonction? Une des méthodes la plus utilisée pour la
résolution de ce probléme consiste 2 utiliser les parameétres de Chow. Ces
parametres constituent, comme nous allons le voir, plus loin, une bonne
approximation des poids a; (voir aussi remarque 9-1)

Théoréme 9-1: [Ch]

Soit f est une fonction a seuil dont le vecteur de Chow est

C(f) = (p()(f)r pl(f)’ ooy pn(f)) on a:

1) Sip;(f)> pj(f) alors il existe une réalisation a = (ap, ay, ..., a,) de f telle
que H > aj.
En particulier si p; > 0 alors il existe a = (ag, ay, ..., ay) tel que a; > 0.

2) Sipy(f) = p;(f) alors il existe une réalisation a = (ap, ay, ..., a,) de ftelle

que a; = a;.
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Propriété 9-1:[Wi-2]
Deux automates 2 mémoire 2 seuil &[n, f] et & [n, g] sont équivalents si et
seulement si C(f) = C(g) (c-a.d. f et g ont le méme vecteur de Chow)

Remarquons qu'en général, cette propriété n'est pas vraie pour un
automate 3 mémoire quelconque. Par exemple les deux fonctions
différentes "XOR" et "=" ont le méme vecteur de Chow:

C(x0R) = C(=) = (0, 0, 0).

Notation:
Pour une fonction booléenne f de vecteur de Chow

C(f) = (po(D), py(D), ..., pa(D) on note C*(f) = (p; (D), po(D), ..., pp(D).

Propriété 9-2:(Lev]

Soit f une fonction a seuil dont le vecteur de Chow est C(f).

1) Il existe au plus une fonction a seuil g différente de f telle que
C*(g) = C*(.

2) S'il en existe une et si py(f) < py(g) alors le seuil de la fonction g est
négatif, celui de la fonction f est positif et pour toute fonction

booléenne (p différente de f et de g on a:
po(H) < po(e) < po(8).

Remarque 9-2:
Les paramétres de Chow ont la méme parité que m[f].

En effet puisque
pi(f) = m(fix=1)]-m[fx=0)]
= 2m|fix=1)-(m[fix.= 1) +m{fix.=01]) = 2m([fix,=1)]-mlf]

Un probléme se pose; étant donnée une fonction booléenne f et son vecteur
de Chow: est-il possible de reconnaitre si f est une fonction a seuil?

Chow [Ch] et Winder [Wi-2] ont proposé un algorithme qui résoud ce
probléme. Cet algorithme consiste a dresser pour un n donné le tableau T,
de tous les vecteurs de Chow des fonctions positives dont les variables sont
ordonnées d'une maniére décroissante, puis pour une fonction donnée a
exécuter les étapes suivantes:

a) ordonner toutes les variables de f suivant un ordre croissant (si les
variables ne sont pas totalement ordonnées alors f n'est pas une
fonction a seuil).
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b) calculer C(f), en déduire |C(f)| = dPimDi:O,l,....n , puis construire le

vecteur C(f) obtenu en ordonnant les éléments de |C(f)| suivant un ordre
décroissant.

c) festune fonction 2 seuil si et seulement si son vecteur C(f) est dans le
tableau T,,.

Exemple 9-2:

Pour n = 3, le tableau T est constitué de trois éléments:

(4,0,0,0)

G, ,1L,D

2,2,2,0)

Soit la fonction booléenne f définie par f(xy, x,, X3) = X +X5x3, dont le
vecteur de Chow est C(f) = (1, 3, -1, 1). Puisque le vecteur

(~3(f) = (3, 1, 1, 1) appartient au tableau T3, on déduit que f est une
fonction a seuil. En particulier f peut étre définie par

f(x1, X3, x3) = 1[3x-x+x5-1].

Ainsi le tableau Tj caractérise bien toutes les fonctions 2 seuil 3 trois

variables.
Pourn = 6 on a un tableau T¢ de 150 éléments qui caractérise les fonctions

a seuil de six variables (le nombre des fonctions 2 seuil de six variables est
15 082 134).

D'autre part il existe des méthodes algébriques pour calculer le vecteur de
Chow sans faire appel a la table de vérité de la fonction f [Wi-2].

Rappelons aussi qu'il existe d'autres méthodes de reconnaissance utilisant
les paramétres de Chow [Wi-2].

Propriété 9-3: [Wi-1]

Pour chaque n il existe une surface convexe fermée telle que si f est une
fonction a seuil alors son vecteur de Chow est 3 I'extérieur de cette
surface, sinon il est situé a l'intérieur.

Cette caractérisation est plutot théorique, car pour n grand cette surface
est difficile a déterminer. Toutefois, pour de petites valeurs de n, on peut
déterminer explicitement cette surface [Wi-1].
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Exemple 9-3: [Wi-1]
Pour n = 3, la surface convexe est définie par g‘blp,(f)l 2¢<8.

Am51 si f est une fonction 2 seuil alors son vecteur de Chow vérifie:

z Ipi(H] %> 8.

Pour n =4, la surface convexe est définie par Z |p;(H)|* ol o« est compris
i=0
entre 1.5 et 2.

Pour n = 5, on définit un opérateur D sur les parametres de Chow par:

9 11 13 15

p= 7
6 10 14 18 22

2 4 6 8 101214161 3 5
1 3 6 10152025300 1 3

Et (po. P1» P2> P3» P4, Ps) est un vecteur de Chow d'une fonction 2 seuil si
et seulement si

h) 20 si les parametres p; sont impairs
S D(p)>Tavec T= ' 765 paramelres py pat
i=0 28 si les paramétres p; sont pairs

R. O. WINDER [Wi-1] a montré que pour n 2 6 il n'existe pas
d'opérateurs D qui permet une séparation des vecteurs de Chow (I' idée
est basée sur la résolution d'un programme linéaire en prenant D(p;)

comme inconnues).

10- DUALE D'UNE FONCTION BOOLEENNE

Rappels et Notation 10-1:
X = 1-x pour un élément de (0,1}

£(X{, X9 -..s Xp) = 1-f(X{, X3, ..., X,) pour une fonction booléenne.

R0, FJ(Xqs X, ey Xp) = (X9, X3, ooy X F(X], X9, c00rX )

Définition 10-1:
On appelle duale d'une fonction booléenne f, la fonction f* définie par

£ (X1, X5, -y Xp)=F(X], X2, -0y Xp)-
Une fonction f est dite autoduale si f* = f.

On appelle dual d'un automate & mémoire & [n, f] l'automate A [n, f]
défini par: A [n, fl(x}, X,...Xp) = :f{[n fI(X1, X2, ..., Xp).
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Un automate & [n, f] est dit autodual si &t [n, f] et :ﬂ;‘[n, f] sont équivalents.

Remarque 10-1:
& [n, f]= &[n, ).

Propriété 10-1:
Soit f une fonction 2 seml autoduale. Si (ag, ay, ..., a,) est une réalisation

stricte de f alors (l Z aj, a,, ..., a,) est aussi une réalisation de f.

Démonstration:
n
Soit f(xq, x5, ..., x,) = 1] z aix;-ag)]

mamm%.J@1u2m,wﬂlu2mm2m%m-

1 Z ajx; (}_‘, aj-ag)] puisque (a, ay, ..., a_) est une réalnsatnon stricte.

f est autoduale donc pour tout (xl, X2, ..y Xp) de {0, 1)M les deux

expressions [ Z ajxj-ag) et [ Z ajx; -( Z aj-ag)] ont le méme signe que leur
1

i= =

n
moyenne ‘L{[Z ajxj-ag] +[ Z ajXi- (Z aj-ag)]} = [ Z ajxi- l,Zl aj)
1:
Et par suite, on déduit le resultat

Remarque 10-2:

La condition ag = %—Z aj n'entraine pas que f est autoduale.
1=1
En effet la fonction définie par f(xq, x5, x3)-l[x1+2x2+x3-2] n'est pas

n
autoduale puisque (0, 1, 0) = f(1, 0, 1) alors qu'on a bien ap = l_Z a;.

Etant donnée une fonction booléenne f de n variables existe-t-il une
fonction g autoduale de (n+1) vanables qui "conserve" les propriétés
(symétrie et ordre des variables) de

Définition 10-2: [Wi- 1]
On appelle hyper-f, -qu’ on note fH-| la fonction définie de la maniére
suivante:

H(xg, x1, x5, ..., Xn) = Xof(xy, x5, ..., Xp+Xof*(x ), X3, ...\ X))
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Remarquons que

- fH0, X1, .oy xp) = £*(xy, oy xp) et (L, xy, o %) = (g, o X
- La fonction fH est autoduale.

- f ne dépend pas de x si et seulement si f est autoduale.

Propriété 10-2:
Si f est une fonction 2 seuil alors fH est aussi une fonction a seuil. De plus

si f admet pour réalisation stricte (ag, a,, ..., a,) alors fH peut étre réalisée
n

n
par () aj-ag, ), a;-2ag, aj, ..., a,)
i=1 i=1

Démonstration:
On veut montrer que

n n
H(xg, xq, x9,...%x,) = 1Y aj-2ap)xo+
, i=1 =

n
aix;-(Y, aj-ag)].
i=1

n n
f}{(oy xlv XZ’ °-°9xn) = P*(XI, X2, --"xn) = llz aixi'(z ai- aO)] et
r\=l i=1

(1, xp, xg, 20Xy = (X, X9, w0x) = 1Y ajxi- ag] =
i=1

1=1

n

n n

11} aj-2ap).1+) axi-(Y. a;- ag))
< oy <

Donlc on peut écri’re ‘

n n n
fH(xg, Xps Xg,e%) = 1Y 2-200)x0+ Y. aix;-(Y. aj-ag)).
i=1 i=1 i=1

qui n'est autre que la formule de ?(il, X2, ooy Xp)-
Méme raisonnement pour fH(1, x, x5 ,..., x,).

Exemple 10-1:

Soit I'automate & mémoire & (3, f] défini par sa fonction de transition f
avec f(x, x5, x3) = 1[-x+2x,+x3-0.5).

Cette fonction est définie explicitement par la table 2.

D'apres la définition précédente, le dual de I'automate $t[3, f] est défini
par la fonction A seuil f avec f(x|,x5,x3) = 1-1[x;-2x,-x3+0.5].
Remarquons que la fonction f est une fonction 2 seuil qui peut étre définie
de la maniére suivante: t-”(xl,xz,x3) = 1[-x,+2x2+x3-1.5] (voir table 3).
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X | X2 [ ¥3|f(x) Xy | X5 | X3 |f'(x)
0j0|0}O ojojo0y|o0
ojoj]1]1 ocjoj11]oO
Of1 (0|1 0j11]0 l
o1t 111 0111 1
1{0f|0|O 1101010
l1jof|1]0O 110 (1 0
| 11011 1 110]0
| 1 111 1 1 1 |
Table 2 Table 3

Ainsi on peut facilement vérifier les propriétés précédentes:

- f(x1, x5, x3) est réalisée par (0.5, -1, 2, 1)

- P*(xq, X9, X3) = f(X], X2, X3) peut étre réalisée par (1.5, -1, 2, 1)

- La fonction f n' est pas autoduale.

- L'hyper-fonction fH définie par

fH(x ], x5, x3) = xpf(x;, X2, X3) + iofd(x,,xz, x3) est une fonction 2 seuil,
autoduale et peut étre réalisée par (1.5, 1, -1, 2,1)

11- CONCLUSION

Etant donnée une fonction a seuil f autoduale, on peut retrouver les poids
a; a partir des paramétres de Chow p; [Mu-Ta-To). Si f n'est pas autoduale,

on prend I'hyper-fonction fH, qui est autoduale. Puis on détermine les
coefficients de fH. La propriété 10-2, nous permet de retrouver les
coefficients de la fonction f.

Pour n = 8, par exemple, cette méthode (a; = p;) marche pour 88% des

fonctions a seuil.
R. O. Winder [W-3] donne d'autres méthodes d'approximation utilisant
les paramétres de Chow.

L'utilisation des parametres de Chow peut étre étendue a un réseau
d'automates défini par:

n
x;(t+1) = 1[i§] 2ijxj() - 6]

Ainsi, si le réseau d'automates est réversible (sans transitoire) alors
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M. SATO et al [Sa-Ta] ont montré que la période maximale du réseau est
inférieure ou égale a 2 si et seulement si la matrice de Chow est
symétrique.

Notons la ressemblance qui existe entre ce résultat et celui de E. GOLES
[Go-3] qui a montré que si la matrice poids est symétrique alors la période
maximale du réseau est inférieure ou égale a 2.
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Chapitre 2: Automates 2 Mémoire Linéaires
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0- NOTATION

Soit E = 0,1}k désignant I'ensemble des k-uplets a éléments dans {0,1).
On définit dans {0,1) les deux opérations binaires: I'addition "+" et la
multiplication "x" de la maniére suivante:
0+0=1+1=0,et1+0=0+1=1.

Ix1=1etlx0=0x1=0x0=0.

Si aucune confusion n'est A craindre on notera le produit de deux nombres
aetb par ab.

Dans tout ce qui suit ce sont ces deux opérations qu'on va utiliser sauf
indication contraire.

1- INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré essentiellement a I'étude des automates a
mémoire linéaires. L'étude de tels automates, se fait via un outil
algébrique; le polynéme caractéristique.

Nous montrons alors que la période de tout cycle divise lI'exposant du
polynéme caractéristique de l'automate 3 mémoire. Nous étudions le cas
particulier des automates 3 mémoire linéaires: les automates 2 mémoire
maximaux. Ces automates engendrent des suites pseudo-aléatoires.
Ensuite, on définit des fonctions qui permettent de calculer le nombre des
cycles d'un automate décalage et antidécalage.

Pour r cycles Cy, C,, ..., C; donnés, on construit un automate 2 mémoire

linéaire qui les engendre. Inversement, étant donné un automate a
mémoire linéaire, on donne une caractérisation des suites que cet
automate peut engendrer. On traitera, entre autre, le cas des automates A
mémoire irréversibles. On montre, dans ce cas, qu'on peut toujours se
ramener au cas des automates 3 mémoire réversibles.

Dans la troisi¢éme partie, on étudiera quelques cas particuliers des
automates affines. On montrera que suivant la parité des coefficients de
I'€quation récurrente on peut (ou pas) se ramener au cas des automates 2
mémoire linéaires. D'autre part, on montre que les périodes d'un
automate affine divisent, toujours, le double de I'exposant du polynéme
caractéristique.

Dans la quatri¢me partie, on abordera le cas des automates 3 mémoire
non-linéaires. On se limitera, en fait, au cas des automates hamiltoniens.
On donnera une procédure pour construire une famille d'automates non-
linéaires qui peuvent engendrer des cycles de longueur s avec s un entier
quelconque de {1, 2, ..., 2k}, -

Des résultats sur le nombre de cycles des automates 3 mémoire non-



linéaires seront donnés.

En résumé, ce chapitre traite le cas des automates 2 mémoire linéaires et
non-linéaires qui sont réversibles.

Signalons, enfin, que les résultats de ce chapitre, ne peuvent pas €tre
appliqués aux automates 3 mémoire 2 seuil (qui, eux, sont en général
irréversibles).

On rappelle qu'un automate 3 mémoire J [k, f] désigne toute application
de {0,1}k dans (0,1} définie par:

X= (XI, X2, X3, seey xk) ---> d{[k» f](x) = (Xz, X3, X4, ceey Xk, f(X))

ot f(x) est une fonction binaire de {0,1}¥ dans {0,1)

k s'appelle la taille de la mémoire de I'automate 3t [k, f].

Les automates 3 mémoire ont fait I'objet de plusieurs études, notamment
dans le cas d'automates 2 mémoire linéaires (voir S. W. GOLOMB [Gol],
et A. GILL [Gi)).

2- AUTOMATES A MEMOIRE LINEAIRES

On introduit, dans ce cas, une notion de polyndme caractéristique qui,

comme son nom l'indique, caraciérise parfaitement l'automate & [k, f].
En utilisant les propriétés de l'algébre polyndmiale, on tire tous les
renseignements sur les périodes des trajectoires, la longueur des
transitoires, le nombre des cycles, la réversibilité, etc ...

Définition 1:

Un automate 2 mémoire linéaire est un automate 3 mémoire dont la
fonction de transition est définie par:

X = (Xl, X2, X3y ooy Xk) ---> f(x) = opXkHo X HapX g 2t o FOy X,

ou les o sont des constantes de {0, 1}.

On convient de noter un automate a mémoire linéaire par a‘h[k, f] ou
encore .ﬂl[k, a] si aucune confusion n'est a craidre, avec

a=(ag, Ay, eer ).

A un automate 3 mémoire linéaire :f’c][k, a] on associe un polyndéme de
degré k défini comme suit:

O(x) = a1+ ox+oy_3x2+..+agxk-T4xk,

~ ¢(x) s'appelle le polynome caractéristique de l'automate & [k, a].
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Remarque 1:

a- Un automate 2 mémoire & [k, a] peut aussi étre défini par I'équation
récurrente suivante:

Xn+1 = 0Xp +0 Xy 100X n ot H0y 1 Xy ey -

Signalons que dans cette équation il n'y a pas de terme constant. Nous
allons voir, plus loin, 'importance de cette restriction.

b- Un automate & mémoire linéaire peut aussi, étre défini sous forme
matricielle comme suit:

Soit My la matrice définie par:,

[0 1 0 0 o0 0
0 0 1 0 0 0
M= © 0 0 1 0 0
00 0 0 0 .. 1 0
L o a oy .. . L oage]

A un vecteur ik = (X1, X2, ..., X}) On peut associer

)?kﬂ = (X2, X3, ...y Xi, Xp41) tel que:

M 5(? = )?EH, ou ;(T désigne le transposé du vecteur X.
D'une maniére générale, on a: 5(?; = Mk)-EI_l = Mf("'k))—(.z

Signalons, au passage, que le polynéme caractéristique (au sens
algébrique) de cette matrice n'est autre que le polynéme caractéristique de

l'automate & [k, a]. D'ailleurs c'est pour cette raison qu'on l'a appelé
polynéme caractéristique.

2-A- AUTOMATES A MEMOIRE LINEAIRES
REVERSIBLES

Définition A-1:
Un automate a mémoire & [k, o] est dit réversible s'il est bijectif.

Propriété A-1:
Un automate 2 mémoire linéaire Rt Ik, o] est réversible si et seulement si
ak_l #0.
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Démonstration:

Il est clair que si 3t [k, a] est un automate & mémoire linéaire réversible
alors & [k, a](1, 0,0, ..., 0) # &k, «](0, 0, 0, ..., 0) (bijectivité).

Ce qui entraine oy _; # 0, puisque & [k, a](1, 0,0, ...,0) =

0,0,0, ..., oy.p) et &[k, ](0,0,0, ...,0)=(0, 0,0, ..., 0).
Réciproquement si ay_; # 0, il suffit de vérifier que F [k, a] est surjectif.
En effet soit un élément y = (x,, X3, X4, ..., Xx41) de {0,1)¥: si on prend
X1= Xg41H00XHO X 1+ ... +0y_ X5, alors on a bien trouvé un élément

X = (X1, X2, X3, ..., Xi) tel que & [k, a](x) =y.

Conséquence A-1:
Le polynéme caractéristique ¢(x) d'un automate 2 mémoire linéaire
réversible n'est pas divisible par x.

Un résultat, bien connu, de l'algébre linéaire est le suivant: tout polynéme
non divisible par x divise un polyndme de la forme 1-xF ou r est un entier.

Définition A-2:[Gi)
On appelle exposant d'un polynéme P(x), non divisible par x, le plus petit
entier tel que P(x) divise 1-x'.

Maintenant, on est en mesure d'énoncer un théoréme fondamental qui
régit la dynamique des automates 3 mémoire linéaires réversibles.

Théoréme fondamental A-1:[Gi], [Gol]
La période de toute suite d'un automate réversible :Pcl[k, o] divise

I'exposant du polyndme caractéristique ¢(x).

Démonstration: .
Ce théoréme a été démontré par plusieurs auteurs et de plusieurs
fagons S. W. GOLOMB [Gol], A. GILL [Gi],... On présente, ici, une

démonstration utilisant la notation matricielle de I'automate :fil[k, o).

Comme on I'a déja vu, pour tout entier n, on peut écrire: 5(:{ = Mf("’k))?g,
ol My est la matrice associée a I'automate 3t [k, o] dont le polyndme
caractéristique n'est autre que le polynéme caractéristique de I'automate
0(x).0r d'apres le théoréme de Hamilton-Cayley, on déduit que ¢(M,)=0
(0 représente, ici, la matrice nulle)
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D'autres part ¢(x) divise le polyndme 1-xT ol 1 est I'exposant de ¢(x).
Donc, on peut écrire 14 - ME = 0 avec 14 qui désigne la matrice identité.
Ce qui nous permet d'avoir:

V n, )?IH = Mﬁ)_{,[; Ce qui exprime que t divise la période de la suite
(Xpne N- '

Ainsi, pour un automate 3 mémoire donné, le théoréme précédent donne
une borne des périodes. De plus, comme le précise le corollaire suivant,
cette borne est atteinte.

Corollaire A-1:

Soit 3&,(k, o] un automate 3 mémoire linéaire de polyndme caractéristique
d(x) et soit t I'exposant de §(x).

1- La période p de toute suite {x;}; .y de &Ik, a] est inféricure ou égale a
T.

2- Il existe, toujours, une suite de période t

Exemple A-1:
Soit I'automate $t [k, o] défini par son polynome caractéristique

O(x) =1+ x +x2 + x3.
¢(x) a pour exposant t = 4,

[—001—-»011—?110—-0100—] [-010—:101—1

[000] Elll:]

Fig. A-1: Graphe d'itération associé a I'exemple A-1.

Pour un automate 3 mémoire linéaire & [k, a] de polynéme

caractéristique ¢(x), il n'est pas toujours évident de déterminer,
facilement, I'exposant de ¢(x).

Si le polyndme caractéristique ¢(x) est irréductible, on verra qu'on peut
directement déduire la dynamique de $ [k, a] sans faire appel 2 I'exposant
T de ¢(x).

Mais, auparavant, on a besoin de ‘quelques résultats d'algébre
polynémiale.



Lemme A-1: [Gol]
Tout polyndme irréductible de degré n divise le polynéme 1-x2™1,

En fait les polynomes irréductibles de degré inférieur ou égal a n sont les
facteurs premiers du polyndme 1-x2"-1,

Lemme A-2:
L'exposant d'un polynéme irréductible de degré n divise toujours 2"-1.

Démonstration:
Soit P(x) un polyndme irréductible de degré n. D'apres le lemme 1, P(x)

divise 1-x2™1 et par hypothese on a P(x) divise 1-xT.

Soit 2"-1 =qr+ravec0<r<r.

D'autre part on a 1-x2™1= (1-x")+x" (1-x97). Et puisque P(x) divise 2 la
fois (1-x2™1) et (1-x¥) alors P(x) divise (1-x7). D'aprés la définition de 1
on déduit que r = 0, puisque t est le plus petit des entiers i tels que P(x)
divise 1-x!.

Théoréme A-2:

Soit &,(k, ¢} .1 automate & mémoire linéaire réversible dont le polynome
caractéristique est irréductible. Alors la période de toute suite de Jt(k, a]
divise 2% -1.

Démonstration:
Conséquence immédiate du lemme A-2.

Proposition A-1:[Gi]

Soit :f{llk, a) un automate 3 mémoire linéaire réversible ayant un
polyndme caractéristique irréductible d'exposant t. Alors la période de
toute suite (non nulle) de & [k, a] est t.

Soit :fll[k, a] un automate 3 mémoire dont le polyndme caractéristique

d(x) est irréductible. On sait, d'apres le théoréme A-2, que I'exposant de
®(x) est un diviseur de 2k -1.

~Inversement, étant donné un diviseur u de 2K-1, quand peut-on affirmer
qu'il existe un polynéme caractéristique ¢(x) dont I'exposant est u.
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Théoréme A-3:[Gol]

Soit u un facteur de 2k -1. Sj u n'est facteur d'aucun nombre de la forme
25-1 avec s < k alors il existe un polynéme irréductible de degré k et
d'exposant u.

Exemple A-2;

Sik = 8 alors les facteurs de 2k-1 = 255 sont 1, 3,5, 15, 17, 51, 85 et 255.
Or 1, 3, 5, 15 sont des facteurs de 24-1. Ainsi pour chaque facteuru = 17,
51, 85, 255 il existe toujours un polynéme irréductible de degré k = 8 et
d'exposant u.

D'autre part pour u = 1, 3, 5, 15; il n'existe aucun polynéme de degré
k =8 et d'exposant u.

Plus précisément il y a Y(u)/k polynémes irréductibles de degré k et
d’exposant u avec la fonction y définie par:

m
y(1)=1et \V(U)=ﬁ pi% 1(p;-1) pour u=T] p;% >1.
i=l ]:]

En particulier on a:

Y(17)/8 = 2 polynémes irréductibles de degré 8 et d'exposant 17.

W(51)/8 = 4 polynémes irréductibles de degré 8 et d'exposant 51.

Y(85)/8 = 8 polyndmes irréductibles de degré 8 et d'exposant 85.
W(255)/8 = 16 polyndmes irréductibles de degré 8 et d'exposant 255.
Ainsi, on a épuisé tous les polyndmes irréductibles de degré 8 qui sont au
nombre de ®(8) = 30 = 2+4+8+16.

La fonction ®(k) désigne le nombre de polyndmes irréductibles de degré
k. Elle est défini par:

ok =1 3 2dpfk
w=1 3% u(d)
avec Wu)=1siu=1,

m m
et pouru = I‘[1 pi%,ona: p(u)=0sj I1 o; > 1 et p(u) = (-1)™ sinon.
i= ]::]

D'autre part, le théoréme précédent nous assure que pour tout entier k, il
existe un automate 3 mémoire linéaire dont I'exposant du polyndme
caractéristique est u = 2k-1.

Et d'aprés le corollaire A-1, on déduit que cet automate admet une suite de
période 2k-1,



2-B- PROPRIETES DES AUTOMATES A MEMOIRE
'LINEAIRES MAXIMAUX

Définition B-1:
On appelle automate 2 mémoire maximal, tout automate 3 mémoire
linéaire réversible ayant un seul cycle et un point fixe.

Remarque B-1:
Pour un k donné, le nombre des automates 3 mémoire maximaux est

w(2k-1)/k.

Théoréme B-1:[Gol]
Soit & [k, a] un automate & mémoire linéaire. Si :Pcl[k, o] est maximal
alors son polynome caractéristique est irréductible.

Comme le montre l'exemple B-1 ci-dessous, la réciproque du
théoréme B-1 est fausse.

Exemple B-1:

Soit & [k, a] I'automate 3 mémoire linéaire défini par son polynéme
caractéristique ¢(x) = x4 +x3+x24+x+1.

¢(x) est un polyndme irréductible d'cxposant t = 5.

D'apres le théoreme A-1, & [k, a] ne posséde que des suites dont les
périodes divisent 1 = 5, alors qu'on a: 24-1 = 15.

0001—0011—0110 011l—1111—1110
*——————10000—-1100 1 L 10111101 R

0010—0101—1010 0000
LIOOIO—OIDD 1 I— + ]

Fig. B-1: Graphe d'itération associé a 'exemple B-1.

Proposition B-1:

Si 2k-1 est premicr (on dit dans ce cas que k est Mersenne premier) alors
tout automate 3 mémoire 3t [k, a] dont le polyndme caractéristique est
- irréductible, est un automate maximal.
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NOTATION

Lorsqu'une suite est 2 éléments dans {0, 1} on la note (x;) et si elle est 2
éléments dans (-1,1} elle sera notée par (y;)

Remarquons qu'a chaque suite (X})i=1, ..,p ON peut associer une suite
(Yii=1, ..p (et inversement) par la formule: y; = 2x;-1 ou x; = (1+y;)/2.

Soit (yi)i=1. p une suite de longueur p. Définissons les propriétés
suivantes:

propriété Pl :
P

, 2 i
i=1

< 1 (suite équilibrée).

propriété P2:
Supposons que la suite (Yi)i=l,...,p est formée de r paquets [on appelle

paquet toute tranche de la forme (+1)S ou (-1)8 |.
La suite (¥i)i=1,...,p €st composée de r/2 paquets de longueur 1, de r/22

paquets de longueur 2, ..., de 1/28 paquets de longueur s, ...

Soit I'opérateur C défini sur les suites de longueur p, par:

p
Chn=1y Yi¥isa pouri =0,1, .., p-1
=1

i
propriété P3:
La suite (¥i)i=1,...,p Vérifie la propriété 3 si
CA)=1pourr=0etC(A)=Kksi0<A< p ou K est une constante.

Une suite, vérifiant la propriété 3, est dite suite bien corrélée.

Proposition B-2: [Gol]

Un automate maximal & [k, «] admet un point fixe et une suite qui vérifie
les trois propriétés P1, P2 et P3.

De plus, on a la constante x = -1/p.

Si une suite (Yi)i=1,...,p vérifie les trois propriétés P11, P2 et P3 on dit
qu'elle est "pseudo-bruitée” (du terme bruit qui désigne "signal aléatoire"
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en électronique).

Exemple B-2:

la suite (-1)3(+1)4(-1)(+1)(-1)(+1)2(-1)2(+1) est une suite vérifiant les
trois propriétés PI, P2 et P3.

En effet on a:

* |Zyi| =+1,

* huit blocs dont quatre sont de longueur 1, deux de longueur 2 et un de
longueur 3.

* C(0) = 1 et que pour tout A compris entre 1 et 15 on a C(A)=-1/15.

,,,,, p» obtenue, a partir de la suite
(x{i=1,...p Peut étre engendrée par I'automate A mémoire maximal défini

par I'équation récurrente suivante:
Xn+1 = Xp + Xp3.

2-C DENOMBREMENT DES CYCLES DE QUELQUES
AUTOMATES A MEMOIRE PARTICULIERS

Dans ce paragraphe, on va donner le nombre des cyles de quatre
automates a mémoire particuliers.

Définition C-1:
a- On appelle décalage de degré k tout automate a mémoire linéaire défini
par I'équation récurrente: x, = x,_.

b- On appelle antidécalage de degré k tout automate a mémoire défini par
I'équation récurrente: x, = 1+x .

c- On appelle automate sommation de degré k tout automate 3 mémoire
linéaire défini par I'équation récurrente: X, = X, X, 414X, 1

d- On appelle automate antisommation de degré k tout automate a
mémoire défini par I'équation récurrente: X, = 14X, X ps1++X, 1

Rappelons la définition de la fonction y(n):

m m
y(1)=1 et w(u)=[T p;%1(p;-1) pour u=[] p;% >1.
i=1 i=1

~ Proposition C-1:
Le nombre des cycles d'un décalage de degré k est donné par la fonction
Z(k) avec
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=1 k
Z(k) kd?k y(d) 2(d)-

Exemple C-1:

Soit l'automate décalage de degré 4, défini par I'équation récurrente
Xn+1 = Xp.3.

Comme le montre la figure C-1 cet automate posseéde trois cycles de
longueur 4, un cycle de longueur 2 et deux points fixes.

Ll—»8—;4-02-| ';3'-09:12—06] li—*l 1-213-014]

Fig. C-1: graphe d'itération de I'automate de I'exemple C-1
Un point fixe est considéré comme un cycle de longueur 1.
D'autre part on a Z(4) = 6.

Propriété C-1: [Gol]
La fonction Z(k) est paire sauf pourk =2,

Proposition C-2: [Gol]
Le nombre des cycles d'un antidécalage de degré k est donné par la
fonction Z*(k) avec

k)= 1 21 X
0= 1200-1 5 yao ol

Remarquons que le deuxieme terme de Z*(k) n'est défini que si k est pair.
Si k est impair alors on a Z*(k) = 5_ Z(k).

Exemple C-2:

Soit I'antidécalage de degré 4, défini par I'équation récurrente

Xn+1 = 1+x,_3 dont le graphe est constitué par deux cycles de longueur 8
(voir figure C-2).

D'autre part on a Z*(4) = 1/2Z(4)-1 = 2.

L0*1-03-*7-'15-’l4-'12-'8~| &5411*6*13*10*4*9]

Fig. C-2: Graphe d'itération associé a l'exemple C-2,
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Proposition C-3: [Gol]

Le nombre des cycles d'un automate sommation de degré k est donné par
la fonction S(k) avec

Sk) = Z(k) - Z*(k).

Exemple C-3:
Soit I'automate sommation de degré 4 défini par I'équation:
Xn+1 = Xp¥tXp 1 +Xp 24X 3.

[14343-012-08] [9-'2-05-’1044] [7—015—01:1-*13*11-] ((’J)
Fig. C-3: Graphe d'itération associé a I'exemple C-3.

Cet automate admet 3 cycles de longueur 5 et un point fixe.
D'autre part on a: S(4) =6-2=4

Proposition C-4: [Gol]
Le nombre des cycles d'un automate antisommation de degré k est donné

par la fonction S*(k) avec
S*(kk) = Z*(k+1).

Exemple C-4:

Considérons l'automate antisommation de degré 4, défini par I'équation
récurrente:

Xn+1 = 1HX X, 1#X,.2+X,, 3 dont le graphe d'itération est constitué de
trois cycles de longueur S et un point fixe.

[0*1-’%-’4-’8‘] r3"7‘*14:’12-'9-| [-S-oll-»6¢—o 13"’101 (1‘5)
Fig. C-4: Graphe d'itération associé a I'exemple C-4.
D'autre part on a: S*(5) = 4.

2-D- CARACTERISATION DES SUITES ENGENDREES PAR
UN AUTOMATE A MEMOIRE

Maintenant, on se pose le probléme suivant: étant donné un automate a
- mémoire &,[k, a], comment caractériser les suites (x;); ...p engendrées

par &t(k, a] ?
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Soit ¢(x) = ak_l+ak_2x+ak,3x2+...+a0xk‘1+xk le polynéme
caractéristique de :ﬁl[k, a], et soit T son exposant.

La suite {x;}; ¢y , engendrée par Flk, al, est périodique et de période p
avec p un diviseur de 1.

Donc on peut écrire {x;}; .py = XX 1X2...X XX 1 X>...

Signalons, enfin, que dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, on
suppose que les suites {x;}; .y, sont des suites périodiques pures (c-3.d.

sans transitoire), autrement dit

Jp,telque Vie N,ona Xitp = X;.

A une telle suite, on associe un polyndme de degré inférieur ou égal a
-1, défini de la maniére suivante:

§(§)=x0§f’1+x1«‘;“2+...+xt_2§+x1_1.
D'autre part, puisque le polynéme ¢(§) (d'exposant 1) divise le polynéme

(1-&%), alors on peut écrire g(&) = (1-E1)/¢(&) avec g(&) un polyndme de
degré t-k.

Soit  (g(§)), l'espace vectoriel engendré par la base

B={g(&), Eg(E), E2g(&), ..., EK-1g(E))

Théoréme D-1: [Gi]
Une suite {x;}; .1y est engendrée par l'automate 3 mémoire R \lk, of si et

seulement si le polynéme associé a cette suite X(&) peut étre engendré par
labase B.

Exemple D-1:

Considérons l'automate 3 mémoire [k, o), défini par son polynéme
caractéristique ¢(x) = 1+x+x2+x3 de degré k = 3.

Il est clair que I'exposant de ¢(x) est t = 4.

Ainsi on définit le polynéme g(x) = (l+x4)/¢(x) = I+x qui est de
degré t- k = 1. Par conséquent, on obtient la base suivante:
B = ((1+8), E(1+8), E2(1+48)) = (1+&, E+E2, E24E83) e I'espace
engendré par cette base sera noté ( 148),.

Donc les huit éléments que peut engendrer cette base sont
a(1+E)+b(E+E2)+c(E2+E3) avec (a,b,c) un élément quelconque de {0,1)3,

Maintenant, on va énumérer tous les éléments de I'espace ( 14€),.



si (a,b,c) = (0,0,0) alors (x;}; (N = 00000000...

si (a,b,c) = (0,0,1) alors {x;}; .y = 11001100...

si (a,b,c) = (0,1,0) alors {x;}; .y =01100110...

si (a,b,c) = (1,1,1)alors {x;}; .y = 10011001...

si (a,b,c) = (1,0,0) alors {x;}; .py =00110011...

si (a,b,c) = (1,1,0) alors (x;}; .py =01010101...

si (a,b,c) =(0,1,1) alors {x;}; .y = 10101010...

si (a,b,c) = (1,0,1) alors {x;}; .y =11111111...

Ainsi on obtient huit suites différentes mais le graphe d'itération de cet
automate ne comporte que deux point fixes, un cycle de longueur 2 et un
cycle de longueur 4.

En effet la deuxiéme, troisi¢éme, quatrieéme et cinquiéme suite peuvent étre

obtenues a partir du cycle de longueur 4 (suivant le point de départ, on
peut trouver telle ou telle autre suite).

Propriété D-1:
La suite {x;}; ¢y associée au polyndome X(§) = g(&) est une suite de
période t (il s'agit 12 de la période minimale).

Dans l'exemple ci-dessus la suite {x;}; .y associée au polynéme

Q(E_,) =gE) = 1+ = 083 + 0.E2 + 1. + 1 que l'on peut écrire
{x;}iem =001100110011... a une période 1 = 4.

Soit & [k, a] un automate 3 mémoire, défini par son polyndome
caractéristique ¢(x) d'exposant t.

Etant donné un diviseur propre t' de t (t' est différent de 1 et de 1)
existe—t-il une suite, engendrée par l'automate & [k, a] et dont la période
est t?

Posons ¢'(x) = pgcd(1+x7,0(x)) et g'(x) = (1+x%)/¢'(x).Et soit )’Z(ﬁ) le
polynome associé 2 la suite {x;}; .- Alors on a la proposition suivante:

Proposition D-1:

Soit un automate 3 mémoire H [k, ] dont le polynéme caractéristique
¢(x) est d'exposant t.

~Lasuite (x;);c N de période ', peut étre engendrée par 'automate &t [k, o]

si et seulement si X (&) est un élément de I'espace
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(8'(E)(1+ET+E2THEIT . 4ET-TY)

Exemple D-1:
Soit l'automate & mémoire $ [k, o] défini par son polynéme

caractéristique ¢(x) = 1+x+x3+x4 d'exposant t = 6. |

Prenons t' = 3, on a donc ¢'(x) = pged(1+x3, 1+x+x3+x4) = 1+x3, et
g'(x) = (1+x7)/9'(x) = 1.

Ainsi on a (g'(é)(l+§"+§2"+ +§3"+...+§t“')),_. = (1+£3) qui est l'espace
vectoriel engendré par la base B = {(1+£3), (E+£3), (E2+E5)).

Si on prend, par exemple, la suite (x;}; <IN = 001001001..., de période
t = 3 et dont le polynéme associé est 5(\(5) = (1+&3). Alors cette suite est,
en fait, engendrée par l'automate & ||k, a] puisqu'on a
X() = a(1+E3)+bE+EN+c(E24ES) = (14E3) avec (a. b, ¢) = (1. 0, 0).

2-E- AUTOMATE A MEMOIRE ENGENDRANT DES SUITES
DONNEES

Etant données r suites périodiques (X} }; iy (X2} ¢ s oor (XI); oo de
période respectivement py, py, ..., p;. Existe-t-il un automate 3 mémoire
&,(k, a] qui engendre ces r suites? Si oui, donner son polynéme
caractéristique.

Soient X1(E), X2(&), X3(E), ..., XT(E) les polyndmes associés aux suites
(xi‘)i eN>» [xlzlieN’ o0 {xlr}ieN'
Posons T = ppem(p;, p2, P3, ..., Pp;) et

g€) = Png(1+§t,il(§), 5\(2@), )?3(5), - if(i)). Alors on a le
théoréme suivant:

Théoréeme E-1: [Gi]
Il existe un automate & mémoire réversible qui engendre toutes les suites
{x} i e N> (x;z}i eN>s - {X[}j ¢ N €t dont le polyndme caractéristique est

o(x)=(1+xY)/g(x).



Exemple E-1:
Considérons les deux suites {x}}i.py. (x2);cpN. de périodes

respectivement 7 et 14
(x}};cpy=0101110, 0101110,...

(x2};py = 11101100001001, 11101100001001,...

On a donc t = ppcm(7,14) = 14 et )?1(3;) = E124E104E9LEBLES+E3+E24E,
X2(E) = E134E124E 114894 E81E341.

Ainsi on a g(€) = pged(1+814, X1(8), X2(E)) = 1+E+E3+E44E5+E64E9 et
o(x) = (14x14)/g(x) = 14+x+x2+x5.

Et par suite, I'automate & mémoire défini par le polynéme caractéristique
d(x) ou encore par I'équation récurrente suivante:
Xp+1 = Xp.4+Xq.3+X,.2 engendre bien les deux suites (x] )iy et (x2)ieN-

Notons que les suites du théoréme E-1 sont supposées étre des suites sans
transitoires.

Dans le cas général, supposons qu'on a r suites (x}}; s (XE)i Ny -0
{xI'}; <. de périodes respectivement py, py, ..., P, €t de transitoires sy, $5,
...s 8¢ Et soit [X}'}; ¢y 12 suite définie a partir de la suite {x!'}; .y de la
maniére suivante:

si [x}'); e =xYx8x3 ... xq X§ xg,1 .. OU q est le transitoire alors on pose
(X eN =XV XG o= xg Xl

La suite {X'}; . py peut étre considérée comme une troncature de la suite
() e

Posons t = ppcm(p;, P2, P3, .- Pp)y § = mMax (sy, 8y, 3, ..., 8;) et

(&) = pged(1-ET, X 1(E), X2(&), ..., X"(§)) avec XU(E) qui désigne le
polyndme associé 2 la suite {X'}; ¢y

Soit $(&) = (1-EV/E(E).

Corollaire: [Gi]
Il existe un automate 3 mémoire irréversible qui engendre les suites
(xJ); s (%3] e N - {XT); o €t dont le polyndme caractéristique est

A xsdi(x).
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2-F- RECOUVREMENT D'AUTOMATES

Soient & [k, a] et & '|[k', a'] deux automates 3 mémoire linéaires. Et

soient ¢(x) et ¢,(x) leurs polyndmes caractéristiques respectifs.

Définition F-1:
On dit que &t [k, a] recouvre &'|[k', o] si toutes les suites de R\ (k' a']

sont des suites de l'automate &k, a]

Proposition F-1: [Gi]
&l[k, a] recouvre a“c'l[k', '] si et seulement si ¢(x) est un multiple de

d,(x).

Exemple F-1:
Soit Jt [k, «] l'automate a mémoire défini par son polynéme

caractéristique ¢;(x) = I+x+x3+x4.

Et soit &t '|[k', a'] l'automate dont le polynéme caractéristique est
d,(x) = 1+x+x2

Remarquons que ¢1(x)=(l+x)2¢2(x). Donc d'apres la proposition F-1,
toute suite de &'j[k’, «'] est une suite de 3t [k, ).

En effet, I'automate a‘l'l[k', a'] admet comme suites:01,01...; 0,0...; 1,1...;
0011,0011...

D'autre part, l'automate :fkl[k, a].admet comme suites: 000111,000111... ;
01,01..;; 0,0...; 1,1...; 0010,0010...; 0011,0011...

On conclut, donc, que toute suite de & 'j[k’, o] est une suite de [k, al.

Remarque F-1:
Les automates a8 mémoire de la proposition F-1 sont quelconques (c'est a
dire pas forcément réversibles).

2-G- AUTOMATES A MEMOIRE LINEAIRES
IRREVERSIBLES

On appelle ainsi tout automate 3 mémoire linéaire dont le polynéme
caractéristique est divisible par x. '
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L'étude d'un automate 3 mémoire linéaire irréversible se fait exactement
de 1a méme fagon que celle d'un automate 2 mémoire réversible.

En effet, soit ¢(x) le polyndme caractéristique de l'automate 3 mémoire
linéaire irréversible, alors on peut écrire:

o(x) = x’&f(x) ol ¢(x) est un polynéme qui n'est pas divisible par x.

Théoréme G-1: [Gi]
La période de toute suite d'un automate 3 mémoire linéaire irréversible

divise I'exposant du polynéme $(x).
Le transitoire de toute suite est égale ar.

3- AUTOMATES A MEMOIRE AFFINES

Comme on l'a déjd remarqué, I'équation récurrente d'un automate 2
mémoire linéaire :ﬁllk, a] ne comporte pas de terme constant. On va voir
I'importance de cette restriction.

Définition 3-1:

On appelle automate 2 mémoire affine et on note & ,dk, a], tout automate
a mémoire défini par I'équation récurrente:

Xnat = 1+ agXp +a X j+aX, ot 40y 1 Xy gy

Pour étudier un tel automate & ,dk, a], on va envisager deux cas:
1-f(1, 1, 1,..,1)=0

2-f(1,1,1,..,1)=1

ou f est la fonction de transition de I'automate.

Donnons quelques exemples:
1¢f cas:

Exemple 3-1:

Soit l'automate & mémoire linéaire défini par 1'équation récurrente:
Xn+1 = Xp+Xp.3.

A cette équation on peut associer le polyndme caractéristique suivant:
- o(x) = 14+x3+x4, d'exposant t = 15.

D'apres le théoreme A-1 on déduit que toutes les suites de cet automate ont
des périodes qui divisent T = 15 (voir figure 3-1).
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Rappelons au passage que bien que 2k-1 n'est pas premier, 'automate de
I'exemple 3-1 est un automate maximal (ce qui montre que la réciproque
de la proposition B-1 est fausse).

0?01—*0011-*0111—-*1111
1000 11110
0100 11101
0010 1010
l
1001 0101

L 110001101011 o
0000
]

Fig. 3-1: Graphe d'itération associé a l'exemple 3-1.

Maintenant, on va modéfier, légeérement I'équation récurrente de
I'exemple 3-1.

Exemple 3-2:
Considérons l'automate 3 mémoire affine défini par I' équation récurrente

Xpe1 = 14X 4%, 3.

Si on désigne par X; le dual de x;, il est clair que si X(X1X2 - Xp. est
un cycle de l'automate défini dans l'exemple 3-1 alors X0X]1X2 ... Xp_1 est
aussi un cycle de 1'automate défini dans l'exemple 3-2 (voir figure 3-2).
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1110 — 1100 — 1000 — 0000

|

0111 0001
1011 00110
1101 01101
0110 10110

'LOOIIO——IOOIO—UIOO'—l
i

Fig.3-2: graphe d'itération associé a 'automate a mémoire affine de
I'exemple 3-2

Ainsi l'automate de I'exemple 3-1 admet un seul cycle: 111101011001000
et un point fixe 0 = Ok,

D'autre part, I'automate de l'exemple 3-2 admet aussi un seul cycle:
0000101001101 11 et un point fixe 1 = 1k,

Signalons, en fait, que pour l'exemple 3-2,onaf(1,1,1) = 1.

Donnons un autre exemple pour lequel cette condition n'est pas vérifiée.

28me cas;

Exemple 3-3:

Soit &[5, a], I'automate a3 mémoire linéaire défini par 1'équation
récurrente: X, = Xp+X,p.2+Xn 3.

A cet automate on associe le polynéme caractéristique ¢p(x) défini par:
O(x) = 14x+x3+x4 = (14x)2(1+x+x2). '

Un simple calcul, montre que ¢(x) a pour exposant t = 6. D'apres le
théoreme A-1, on déduit que la période de toute suite divise © = 6.
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0001—0011—0111 [-0010—+010‘0—4001~|

1000+1100+1110 [0110—o1101—01011-]

0000 1111
1010 0101 | | | |

Fig. 3-3: Graphe d'itération associé a l'exemple 5.

Comme le montre la figure 3-3, &[5, a] posséde deux points fixes, un
cycle de longueur 2, deux cycles de longueur 3, et un cycle de longueur 6.

L'exemple suivant consiste a modifier, 1égérement, I'équation de
l'automate 2 mémoire linéaire &[5, o).

Exemple 3-4:

Soit 'automate & mémoire affine défini par I'équation:

Xp41 = 1+xp X, 04X, 3.

Comme le montre la figure 3-4, le graphe d'itération de cet automate 2
mémoire affine est constitué de deux cycles dont les longueurs sont p; = 4
et pp = 12. (remarquer que 4 et 12 sont des diviseurs de 12)

Signalons qu'un automate & mémoire linéaire posseéde toujours un point
fixe (a savoir, 0 = 0k), ce qui n'est pas le cas pour I'automate 3 mémoire
affine de I'exemple 3-4.

UOTOO—»OOOI—-'OOIO—oOIlOl 001110—
1000 1011 0110

1 l l
0100 0111 1100

T l l
101011011110 1111 1001—

Fig. 3-4: Graphe d'itération associé 2 I'exemple 6

Plus généralement soit :Pcl[k, a] I'automate 3 mémoire linéaire défini par .
I'équation: '
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Xp+1 = 0pXp +o X jHogX, ooy 1 X ki

A R [k, a] on associe I' automate 3 mémoire affine &af[k, a], défini par
I'équation:

Xn+1 = 1+ agxp +oy X j+an X 2% 0y 1 Xn ka1

Soit ¢(x) le polynéme caractéristique de 1'automate 3 mémoire linéaire

Ry(k, a.

Proposmon 3-1:

Si Z o; = 0 alors [k, o] et &t ([k, o] sont deux automates duaux, et par
i=0
conséquent ils ont le méme comportement dynamique.

Démonstration:
En effet, a partir de & ,dk, a] on peut facilement se ramener 2 &k, o] en
faisant le changement de variable y; = X; = 1-x; (voir exemples 3-1 et 3-2).

En particulier la période de toute suite de Jt ,¢[k, a] divise l'exposant du

polyndéme ¢(x).

Proposnion 3-2:

Si 2 o; = 1 alors la période de toute suite de 3t ¢k, a] divise 2t od T est
i=0
I'exposant du polynéme ¢(x).

Démonstration:
Utilisons la notation matricielle de I'automate & ,dk, o).

A un vecteur Xy = (xy, X3, ..., X ) On peut associer
Xk+1 = (X9, X3, ..y Xy Xi 1) tel que:

— - —-T ) ' -
M, XE = XI+|+ uT ou X désigne le transposé du vecteur X et
u=(,0,.. 1.

Et d'une maniere générale, on a

Xp = MIOXE 4 (MO DM DL v T

‘En pamcuhcr ona Xl = M(t) + MEDMED 4 T
Soit XLy = X + M D+MED 4 41 )uT
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En plus on a
XTikes = Mf(s)kf + (Ml(:-l) +Mf:'2) + ...+Ml((s) JuT

Pour s = 1 on obtient

oT
XTerk = Xk,
ce qui montre que la période divise 2t.

4- AUTOMATES A MEMOIRE NON-LINEAIRES

Le cas d'automates a8 mémoire non-linéaires n'a été étudié que dans des
situations bien particuli¢res, comme par exemple le cas particulier
d'automates 8 mémoire réversibles.

Plus précisément, seuls les automates 3 mémoire non-linéaires admettant
un cycle de longueur 2K ont fait l'objet d'une étude plus détaillée.

Ce genre d'automates sera appelé automate hamiltonien et la suite qu'il
engendre sera dite suite hamiltonienne.

Soit &t [k, f] un automate 2 mémoire réversible, alors son équation
récurrente est de la forme

Xn+1 ™ f(xn’ Xn-1s =+ Xn-k+2s Xp-k+1) = F(xn’ Xp-1s -0 xn—k+2)+xn-k+l'

Propriété 4-1: [Gol]
Le nombre des cycles d'un automate 3 mémoire réversible est pair
(resp. impair) si dans la table de vérité de la fonction F, on a un nombre
pair de 1 (resp. impair).

Conséquence 4-1:

*Le nombre des cycles d'un automate 3 mémoire linéaire est toujours
pair.

*Tout automate & mémoire dont la table de vérité est équilibrée
(c-a.d. nombre des 0 et 1 est le méme dans la premiére et la deuxiéme
moitié de la table de vérité) posséde un nombre de cycles pair.

Démonstration:

Il suffit de remarquer qu'on a: Y F(X) = 0 et appliquer la
Xe (0,1)k1

propriété 4-1.



Corollaire 4-1: [Gol]
Pour avoir un automate hamiltonien il faut que la fonction F dépende de
toutes ses variables.

Contrairement au cas de suites maximales (suites de longueur 2k -1) ot F
peut dépendre, seulement, de 2, 3, ... variables; le corollaire 4-1 montre
que si F ne dépend pas de toutes ses variables alors on ne peut pas avoir de
suite de longueur 2K.

Théoréme 4-1: [Gol]
Pour tout entier s € (1, 2, ..., 2K} il existe, toujours, un automate a
mémoire (non-linéaire) qui admet une suite de longueur s.

Pour la démonstration de ce théoréme, Golomb [Gol] ajoute, 2 I'équation
récurrente d'un automate 3 mémoire maximal, un terme non linéaire de
telle sorte A ce qu'on obtienne une suite de longueur s.

On donnera quelques exemples pour illustrer cette idée.

Soit un automate 3 mémoire maximal (donc a2 mémoire linéaire
réversible) admettant (x;)i=; . ok.| comme suite maximale.

On a donc Xn+l T 00X 0 X2 Footoy 90X pio + Xn-k+1-
Posons f,,c(Xp k420 Xp-k+3s -+ Xp) = GQXp 1 + @ X2+ 02X 420

A partir de f, .., on définit une nouvelle famille de fonctions f,,,, de la
maniére suivante:

frou(Xn-k+2 Xn-ks3s -er Xg) =

fanc(Xn-k+2» Xn-k43r - Xp) + x:"‘_g”x:"‘_-ﬁn...x:‘%zx;_l

ol (ry, 13, .., T1) € (0, 1)KVt xf = rex;,

Ainsi pour chaque entier s e {1, 2, ..., 2k} il existe un élément
(11, T3y oo 1) de {0, 1)k-1 tel que l'automate 3 mémoire & [k, froul
posseéde un cycle de longueur s.

Pour mieux comprendre cette méthode on va donner un exemple.

Exemple 4-1:
Soit k = 3, et soit l'automate & mémoire maximal défini par I'équation
_récurrente: X,y = X, 1+Xp.2. Cet automate admet un point fixe et un

cycle de longueur 7. |
Formons maintenant une famille d'automates 3 mémoire non-linéaires
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définis de la maniére suivante:
Xn+1 = Xp-1+Xp2+XEX) 1, ou r et w sont deux paramétres dans {0,1}.

Ainsi cette famille contient 4 automates 3 mémoire non-linéaires qui sont
les suivants:

* au couple (r, w) = (0,0) correspond l'automate défini par:

Xn+1 = Xp.1+Xp.2+XpX, ; dont le graphe d'itération est donné par la

figure 4-1.

(0) L1+2+5:3+6+4] 6

Fig. 4-1

* au couple (r, w)=(0, 1) correspond I'automate défini par:
Xn+1 = Xp-1+Xq 2+ X +X X 1 qui posséde le graphe suivant:

I adeian W Cadd

Fig. 4-2

* au couple (r, w) = (1, 0) correspond l'automate défini par:
Xn+1 =Xp-2+XpX,.1 qui possede le graphe suivant:

I Sadotach BN Baiai

Fig. 4-3

* au couple (r, w)=(1, 1) correspond l'automate défini par:
Xn+1= 14X X, 9 +X X, | qui posseéde le graphe suivant:

[;0 +]1+2+45+3+7 +6-¢4-|

Fig. 4-4

Ainsi comme le montre cet exemple (pour k = 3) on a obtenu une famille
d’automates a mémoire non linéaires telle que pour chaque entier s de
(1, .., 2k =8} il existe toujours un automate de cette famille qui posséde
un cycle de longueur s.
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Cas particuliers: Automates hamiltoniens:

A partir d'une suite maximale, on peut facilement construire une suite
hamiltonienne.

En effet, soit (x;);=) . 2k.j une suite maximale engendrée par l'automate
J [k, f]. On définit une nouvelle suite (z;) par:
Zoi1 = f(Zo ka1 Zn-ka2s -0 Zn-1> Zn) + Znk42Zn-k+3-+-Zn-

Ainsi la nouvelle suite (z;) est une suite hamiltonienne.

Cela revient, en pratique, a ajouter 0 au cycle de l'ancienne suite
maximale.

I 1
Rappelons que le nombre des automates hamiltoniens est 2(2""-m),

Exemple 4-2:

Pour k = 3 on a seulement deux automates hamiltoniens: le premier est
défini par X, .,y = Xp.2+Xq.1+X,.1X, et le second est défini par
Xn+1 =Xp_2+Xn+Xp_1Xp.

5- CONCLUSION

Ce chapitre constitue un résumé, trés succinct, des travaux qui ont été faits
sur les automates 3 mémoire linéaires, principalement, par S. W. Golomb
[Gol] et A. Gill [Gi].

La variété des résultats exposés dans ce chapitre montre bien la richesse de
tels modeles utilisés surtout pour la validation des circuits électriques.
A notre connaissance, les automates 3 mémoire affines n'ont fait I'objet
d'aucune étude auparavant. Dans ce chapitre on a présenté un résultat
concernant la longueur de leurs cycles: les longueurs des cycles d’'un

automate a mémoire affine a‘laf[k, o]divisent le double de l'exposant du
polynéme caractéristique de l'automate a mémoire linéaire associé

D%l[k, (X].

Les automates 3 mémoires maximaux et les automates hamiltoniens sont
souvent utilisés pour la génération des suites pseudo-aléatoires.

Le cas des automates 3 mémoire non-linéaires n'a été étudié que dans des
- situations particuliéres tel le cas des automates hamiltoniens [Xiu].
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Chapitre 3: Automates 3 Mémoire Palindromiques
et Automates a Mémoire Réversibles
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1- INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on étudie le comportement dynamique d'un automate
avec mémoire bornée. L'équation de l'automate est la suivante:

k-1
Xt = 1T aixp5-0] (1)
. i=0)
oll
* Xp est I'état de I'automate 2 un instant n selon une échelle temps discréte.

Cest une variable booléenne.
* aj sont les coefficients poids; ce sont des constantes réelles.

* 8 est le seuil; c'est un parametre réel.
* k est la taille de la mémoire; c'est une constante entiére.
«* Lul=0siu<Oet l{u]=1siu0.

Plus précisément on va étudier le cas de systémes a coefficients
palindromiques en introduisant un opérateur énergie qui régit la
dynamique de l'automate; puis nous donnerons une caractérisation des
systemes réversibles en fonction des coefficients poids a; et du seuil 6.

Nous étudierons, entre autres, le cas de pivot et des somme-pivots.

Il est clair que I'équation (1) est parfaitement définie par le couple (a, 6)
ol a = (ap, ay, ..., a_;). Elle peut étre transformée en un syst¢me d'ordre

k de la maniére suivante:
T: {0,1})k - {0,1}k

y) = (y1(n), yo(n), ..., yi(n)) = y(n+1) = T(y(n))
avec T(y(n)) = (y,(n), y3(n), ..., y,.1(n), f(y(n)) (1)

k-1
et f(ym) = 113, a; yj ;) - 0]
=0

Ainsi, I'évolution (dans le temps) de cet automate est équivalente a une
itération discréte dans {0,1}K. En utilisant cette équivalence on peut,
aussi, voir (1), comme un réseau d'automates. En effet, soient Ty, ..., Ty
les composantes de l'opérateur T:

yi(n+1) = Ti(y(n)) = yi+1(n) = Llyi+1(n)-1/2] pour tout i tel que 1 <i< k-1.
et y(n+1) = Tk(y(n)) = f(y(n)).

Le réseau est composé de k automates 2 seuil (sans mémoires). De ce fait
I'étude de (1) peut étre incluse dans un cadre plus général, celui des
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réseaux d'automates a seuil.
k
yi(n+1) = 1(.21 m;; yj(n)- 6 ] 2)
J:

oll M = (m;j))g; j<k €st une matrice réelle et (6;);— i est un k-vecteur

réel.

E. Goles [Go 3] a étudié le cas ou la matrice M est symétrique. Il a montré
que dans ce cas la période de chaque cycle est inférieure ou égale a 2.
D'autre part, il est clair que le syst¢éme précédent (1') peut étre écrit de la
fagon suivante

k
yi(n+1) = 1[_2;l m;; y;(n)- ;]
J:
ol M = (m;;), g j<k est une matrice réelle définie par:
1 si j=i+leti=l, 2, ., k-1

my; = { a.j si i=ketj=1,2,..,k

0 sinon

avec8i=1/2sii<ketfg=6.
Remarquons que dans ce cas la matrice M n'est pas symétrique. Peu de
résultats ont été trouvés pour ce cas.
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Figure 1: Graphe orienté associé a une €quation neuronale avec une
mémoire de taille k=4 et un vecteur poids a=(ag,a),a,,a3).

O I'état de la cellule i a I'instant t est le méme que celui de sa voisine
(i+1) a l'instant t-1.

la cellule 4 calcule son état a I'instant t en fonction de son état 3

l'instant (t-1) et des états a l'instant (t-1) de toutes les cellules voisines.

A chaque arc (i+1, 1)i=1,... k On associe un poids égal a 1, et 3 chaque arc
(i, k)1, x on associe un poids égal a ay i

Ainsi, on déduit qu'un automate a mémoire défini par I'équation (1) peut,
aussi, étre vu comme un réseau d'automates évoluant en mode paralléle
(toutes les cellules travaillent en méme temps: voir figure 1).

En ce qui suit, on va désigner par $t[a, 6] l'automate défini par 1'équation

(1).

Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que # [a, 6] est un
automate a seuil strict dont les coefficients aj sont entiers (voir Chap. 1).
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2- MEMOIRE PALINDROMIQUE

Dans ce paragraphe on suppose que les coefficients poids de (1) forment
un palindrome c'est a dire a; = a;_;_; pour tout ie {0, ..., k-1}. Dans ce cas

on dit que 3 [a, 6] constitue un systéme palindromique ou qu'il posséde
une mémoire palindromique.

On peut introduire, de la méme maniére que E. Goles [Go 3], et J.
Hopfield [Ho] un opérateur E caractérisant le comportement dynamique
de tels systémes:

Pour chaque x = (xg, Xy, ..., X )e {0, 1}k+1 | on définit I'opérateur E par

I
X)=- 2, X g1 Xpg+0 2 X;
0 oy I s T

Plus généralement, pour une trajectoire (x;);c py nous avons:

k-1 k k-1
E(Xp g Xpka1r oo Xp) =-2 Xpi Y ag: X, +0 Y X
n-k> *n-k+1 n i an=j+l s-j-1%n-s i=0 n-j

L'opérateur E peut étre considéré comme un opérateur énergie du
systtme. En effet E est une fonction de Lyapunov ( pour plus de détail
voir E. Goles [Go 3]). La variation de E donne une idée sur la facon avec
laquelle le systéme évolue pour atteindre un régime stationnaire.

Pour cela on définit une quantité A, par:

An = E(Xn_k, cesy Xn) - E(xn-k-l’ veey Xn_l)

Soit (xj)je N une trajectoire du systéme ayant une période p et un
transitoire q. Puisque les coefficients a; présentent une structure
palindromique alors, aprés un simple calcul on peut écrire:

An = E(Xn_k, ceey Xn) - E(xn-k-l’ veey Xn_l)

k
= -(XpXp.k-1) (21 Xn.j - 8)
j=
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Lemme 2-1:
Si xp, # X, alors Ap < 0.

Démonstration:
Supposons que X, #X,, 1.
Si x,, = 1 (Ce qui implique que xp.k-1 = 0) alors on a:

5 0
ax . :1-0>
i<0 J7n-j-1

Le méme raisonnement peut étre appliqué au cas x,=1. Ce qui achéve la
démonstration.

Théoréme 2-1:

Etant donné un syst¢éme palindromique & [a, 6]. Alors la période de
chaque cycle divise k+1.

Démonstration:
Remarquons que pour chaque i nous avons A; < 0. Et puisque p est la
période, nous avons Xq+i = Xp+qeiPOuri=0,1,2, .. k.

Nous déduisons donc:
P

Puisque Ag+k+i =0 pourtouti=0,1,2, ..., p. Le lemme 1 implique que
Xk+q+i = Xq+i-1 pour touti=1,2, ..., p. Ce qui prouve que p divise k+1.

L'opérateur E peut aussi étre utilisé en vue de calculer une borne du
transitoire (puisque E décroit sur un régime transitoire et se stabilise sur
un régime stationnaire c- a. d. un cycle).

Théoréme 2-2:
Le transitoire d'un syst¢tme & mémoire palindromique & [a, 6] peut étre
majoré par:

k-1
q < (k+1)? [216|+§Olai|]

Démonstration:
Il est facile de voir que pour tout Y=g Y1 s Yi)e (0,1}k+1 nous
avons: '
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k-1 k-1 k
Z Z ag -j-l SE(y)SG(k+1)-Z Z as_j_l sie=>0
j=0 s=j+1 J=0 s=j+1
ag>0 ag<0
et
k-1 .
-y 2 ag.; 1+9(k+1)<E(y)<2‘, Z ag:.qp si6<0
-J- §-)
j=0 s=j+1 j=0 s=j+1
aS>0 as<0

En appliquant ces deux formules respectivement aux vecteurs
(Xq» Xg+1, .-, Xq+k) €t (X0, X1, ..., Xk) On obtient:

|E(xq, Xqi1, --» Xq+k) - E(X0, X1, weer xk)|<(k+1)|e|+z 2 |ag-1

j=0 s=j+1
k-1
Commeona Y, Z |as.j- 1|—(k+1) Z |aj| , on peut écrire:
j=0 s=j+1 2

E(Xqs Xq1» -+ Xqak) - B0y X1 oo 130 | € (kD] + KD (k”) z |ay]
En appliquant le lemme 1, on déduit que:

q
E(Xq, XQ+1, seey xq+k) - E(x09 X1s eees xk) = 21 Aq-H < O
. 1=

Soit d = min {(-Ay,;) tel que A ,;<O0eti=1.2,...,q)
D'autre part nous avons:

k-1
=i min - ki)l | asKicivs-1 - 9|]

s=0
Xi-1%Xk+i
. k-l .
== SZZO agXk+i+s-1 -0 puisque|(xj1 - Xg4i)| = 1.
Ak+i#0

Comme les coefficients a; sont entiers on peut toujours supposer que
d 21/2.

Soit q = o + B avec

a=card {i<qtelque Ap,;=0)
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B=card {i<qtel que Ay ; #0}
Il est clair que a < kB, puisque la suite (Ay+i)0<i<q ne peut pas avoir (k+1)

Z€ros successifs.
Ainsi on obtient:

k-1
dp<k+1) [lol+1 3 |a]
2 i=0

avecd 2 1/2.
Comme q = o+ on peut écrire q < (k+1)B ce qui implique:

k-1
q<s k+D2 26|+ ¥ |aj|]
=0

L'étude qu'on a faite, pour un systéme palindromique, peut aussi, étre
étendue 2 un systeme r-palindromique.

Définition 2-1:

Un automate a mémoire % [a, 8] constitue un systéme r-palindromique si
les coefficients aj vérifient la propriété a; = ayri. pour

ie {r, r+1, ..., k-1}.

Un automate 2 mémoire r-palindromique peut étre défini par I'équation
neuronale suivante:

k-1
*ne1 = 10 T 2%,5-0] 3

i=r
Lemme 2-2:
L'automate défini par (3) est équivalent a celui défini par (4)

k+r-1 |
Xne1 = 1[ .20 3 Xp.i- 8] S

1=

avec

v faj si i=r1,1+1, .., k-1

L

0 sinon
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Corollaire 2-1:

Soit (x;);e (N une trajectoire d'un systéme r-palindromique défini par (3)
avec un transitoire noté q et une période notée p. Alors on a:

* La période p divise toujours (k+r+1),

* Le transitoire q est borné par

k-
q < (k+r+1)2 [20] + ,Zl |ajl]

Démonstration:
Une simple conséquence du lemme 2-2 puis des théorémes 2-1 et 2-2.

Exemple 2-1:
Soitk=3,0=-2.5eta=(-2,-1,-2)ona:

Xn+1 = 1[2.5 - (2Xp+Xp-142xn-2)]

Il est clair qu'il s'agit 12 d'un systéme palindromique. Le graphe
d'itération de la figure 2 montre que $ [a, 8] posséde deux cycles dont les
périodes divisent (k+1)

Figure 2: Graphe d'itération associé a I'exemple 2

Corollaire 2-2:

Soit $[a, 6] un systéme A mémoire palindromique ayant un transitoire q
et des coefficients a; vérifiant

aje {-1,0,1} alors on a q < 3k(k+1)
(borne polyndmiale au lieu de borne exponentielle).
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Démonstration:
Conséquence immédiate du corollaire 2-2.

Considérons maintenant un cas particulier de systtmes a mémoire
palindromique. Nous allons supposer que les coefficients a; vérifient la

condition ay; = -1 et ay;, 1 =0.

Proposition 2-1:
* Si 62[k/21 ou 8 < 0 alors $t [a, 6] n'a que des points fixes 0 ou bien 1.
(pas de cycle de longueur supérieure a 1)

*Si0<6<[k/2] alors & [a, 6] admet un cycle globalement attractif de
longueur 2: (01)

Démonstration:

La premiére partie de la proposition est évidente, puisque le signe des
sommes partielles Yajx-i - 0 reste toujours constant.

Pour montrer la deuxiéme partie de la proposition on va supposer , sans
perte de généralité, que k est impair (puisqu'on a a,;,; = 0)

Soit (xg, Xy, ..., Xx_1) une configuration initiale et soit C son cycle associé.

Supposons que C a une période égale a p. Pour montrer que C est réduit a
(0,1) nous allons montrer que ni une occurence de '11' ni une occurence
de '00' ne peut avoir lieu dans C.

Puisque k est impair on peut écrire
Xn+1= L(Xn+Xn24%Xn-4+...+%Xn-k+1) - 6] ()

Supposons que, dans le cycle C, il y a une occurence de '11'. Ce qui
signifie qu'il existe un entier n tel que x,;_; = x4 = 1 avec nk-1 > g, o
q désigne le transitoire.

Remarquons que le vecteur a = (a, aj, ay, ..., ;) est un palindrome. Ce

qui entraine que la période p divise (k+1).

Ainsion a xp=Xpk-1=1 et Xp+1 = Xp.k = 1.
D'autre part on a:
xn+2 = 1[(Xn+14Xn-1+.. . 4Xn-k+2)-6]
= 1[(Xn-14Xn.3+...+Xn-k+2+Xn+1)-6]
= 1[(xn-l+xn-3+- «++Xn-k+2+Xn-k)-6]
=Xn
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Ce qui montre que Xp = Xp+] = Xp+2 = 1.

En reprenant le méme raisonnement on obtient xp+r=1, pourr=0, 1, 2,
3,4, ..

Ainsi on déduit que C = (11 ... 1) ce qui conduit & une contradiction avec

I' hypotheése 6 < [k/21.
Le méme raisonnement peut étre appliqué pour le cas d'une occurence de
'00". Ainsi, on montre, dans ce cas, qu'on a le cycle C = (00 ... 0), ce qui

contredit I'hypothese 6 2 0.

Corollaire 2-3:

Si 0 < 6 alors on a: q < 3k+1)2[k/27.
Si 0 > 9 alors on a: q< k+1)2[k/27.
Démonstration:

Conséquence directe du théoréme 2-2.

3- COEFFICIENTS POIDS POSITIFS

Définition:
Soient X = (X, X1, ..., Xg_1) €ty = (Yo, ¥1» ---»¥Yk-1) deux éléments de

(0,1)k |
(i) Onditque x <y six;<y;pourtouti=0,1, ..., k-1.

(ii) Deux éléments x et y sont dits comparables sionax <youy <x

L'ordre < est appelé: ordre partiel sur {0, 1},

Remarquons que si les coefficients poids sont tous positifs alors
'opérateur, défini par:

T: Xn = (Xnk+15 Xn-k+2> -+ Xn) = Kn_g+2s Xnk+3» - Xn» £(Xp))
avec

k-1

f(Xnk+1> Xn-ka2s o0 Xp) = 1[,20 2j Xp - 0]
1=

est un opérateur croissant selon l'ordre <.

Il est bien connu (conséquence du théoréme de Sperner [Ka]) que si T
engendre un cycle de longueur p: x, T(x), T2(x), ..., TP-1(x), alors les
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vecteurs x, T(x), T2(x), ..., TP-1(x) sont incomparables relativement 2
l'ordre partiel <.

Soit (x;);c |y une trajectoire, de I'opérateur T, issue de la configuration
initiale X,_;.

S'il existe deux configurations comparables im et )_(.n de la trajectoire
(xj)ie N alors l'opérateur T finira par se stabiliser sur un cycle de
longueur p qui divise Im -n |, .

En particulier, s'il existe un entier n tel que X, et X, soient
comparables alors la suite (X;)ie N convergera vers un point fixe 0 ou 1.

Proposition 3-1:
S'il existe un entier ie {0, 1, ..., k-1} tel que a; - 6 2 0 alors la période de
chaque cycle divise (i+1).

Démonstration:
I suffit de remarquer que i constitue un 1-pivot (voir paragraphe 5).

Examinons, maintenant, le cas od les coefficients a; sont positifs
décroissants c'est a dire

OSak_l Sak_zs... Saj+1 Saj <... Sao
Proposition 3-2:
Si les coefficients poids sont positifs et décroissants alors 'automate
R[a, 6] ne posstde que des points fixes.

Démonstration:
Nous allons montrer que si Xp=0alors x, ., =0.

Supposons que x,, = 0, alors on a:
aoxn_l + alxn_z + a2xn_3 +...+ ak_lxn_k-e <0.
Comme les coefficients poids sont décroissants, on peut écrire:

40Xn+a1Xp-1+....4ak-1Xn-k+1-0 < apxy- 1+a1Xp-2+...ak-2Xn_k+]+ak-1Xn-k-0<0.

Ce qui implique que x4 = 0
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Remarquons que si les coefficients poids sont monotones croissants alors
on n'a pas le méme résultat qu'auparavant.

Example 3-1:
xn+1=1[ Xn+2Xpn-1+4Xn-246xn-3- 5.5 ] 3.1

Comme le montre le graphe d'itération de la figure 3-1 1'équation
neuronale (3.1) admet un cycle de longueur 4, un cycle de longueur 2 et
deux points fixes

0000x))

1100 1001 » 0011 —0110—1101 —— 1011 — 0111 — 1111)

1110

OQ?I +0010 +0100 :IOPO

1010— 0101

Fig. 3: Graphe d'itération associé a I'exemple 3-1.

Remarquons que la période de chaque cycle divise k = 4. Ceci est une
simple conséquence de la proposition 3-1, puisqu'ona a3 -62>0

4- SYSTEMES REVERSIBLES

En général l'automate 3t [a, 6] n'est pas réversible, dans le sens ol deux
configurations différentes (Xn-k+1,Xn-k+2, ---» Xn) €t(¥Yn-k+1,¥Yn-k+2, ---»¥n)
peuvent voir une méme configuration "successeur".

Associons 2 l'automate $ [a, 6] 1'opérateur T defini sur {0,1}k par:

X = (X0, X1, ..., Xk-1) = T(x) = (x1, X2, ..., Xk-1, f(x))
avec

f l[k)':1 0
(x) = 2 8 X114 - ]
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Définition 4-1:
R [a, 6] est un automate réversible si T est une bijection.

Définition 4-2:
H[a, 6] est un décalage si f(xg, X1, ..., Xj_1) = Xq»
on a donc
T(Xo, X1seees xk-l) = (Xl, X2y vees Xk 15 Xo).

& [a, 6] est un antidécalage si f(xg, x{,..., Xi.1) = X0
on a donc
T(Xg, X15e-05 Xg_1) = (X1, X2, <.ty Xi-15> X0)-

On remarque que si & [a, 6] est un décalage alors pour tout x de {0,1}K on
a Tk(x) = x, et si 3t [a, 6] est un antidécalage on a T2K(x)=x. Ainsi on
déduit que si T est un décalage ou un antidécalage alors T est réversible.
De plus on a T-1=Tk-1 si $t[a, 6] est un décalage et T-1=T2k-1 si #[a, 6]
est un antidécalage.

Proposition 4-1:
& [a, 6] est réversible si et seulement si & [a, 6] est un décalage ou un
antidécalage.

Démonstration:

Nous allons montrer que si & [a, 6] est réversible alors $t [a, 6] est un
décalage ou un antidécalage.
Pour cela on va distinguer trois cas: a_; >0, a_1 <0, a;_; =0.

Soit (xy, X3, ..., Xj_1) un élément de {0,1}k-1;

1€7 cas: ax-1> 0.

Alors on a:
b bl
iXp-1-i-0<a_ 1+ X ax, 1.:-6
i=Oa.k11 k-1 i=01k11

Comme I'opérateur T est bijectif donc on a:
f(0, x1, X2, ..., Xk-1) # f(1, X1, X2, ..., Xk_1) c€ qui entraine
f(0, x1, x2, ..., xk-1) = 0 et (1, x1, X2, ..., Xk-1) = 1.

D'ou $t[a,6] est un décalage.
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2éme cq5: a4 1 <O0.
Cette fois-cion a

kiZ kf?.
a1+ a:Xp.1:-0< a:Xr.1.:-0
k-1 i=Olkll i=01k11

On reprend le méme raisonnement que celui du cas ak.1 > 0.
Ainsi on déduit, dans ce cas, que T est un antidécalage.

3éme cqs: a1 =0.

Dans ce cas l'opérateur T ne peut pas étre bijectif, puisque pour deux
configurations différentes (0, xi, x2, ..., xk-1) et (1, x1, X2, ..., Xk-1) on a:
f(0, x1, x2, ..., xk-1) = f(1, x1, X2, ..., Xk-1)

Proposition 4-2:
« R[a, 0] est un décalage si et seulement si

( a,-0)<0 et (a1 + ) a;-0)20 (o)
i<k-2 et a;>0 i<k-2 et a;<0

« R [a, 6] est un antidécalage si et seulement si

( X  2-620 et (@g1+ X a,-0)<0 (B)
i<k-2 et 2>0 i<k-2 et a;<0
Démonstration:

Supposons que $[a, 6] est un décalage. Pour tout x = (x1, X2, ..., Xk-1) de
{0,1}k-1 on définit

0, x) = (0, x1, x2, ..., xk-1) et (1, x) = (1, x1, X2, ..., Xk-1). On a f(0, x)=0
et f(1,x)=1. ‘

Soit PP = {ie {0, 1,2, ..., k-2} tel que aj > 0)
N = (ie {0, 1, 2, ..., k-2} tel que aj < 0}
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Soity = (y1, y2, ..., yk-1)e {0,1}k-1 tel que

’0 si k-i-le N
yi=\1 si k-i-le P

* sinon

ou yj = * signifie que y; peut prendre n'importe quelle valeur de {0,1}.
on a donc:

f(()’ ’ y ooy - )=1[ "6]=0
Y1 Y25 -0 Yk-1 ig(_zétaPoal

Ce qui montre que 2 .-0<0
i<k-2'et a;>0 X
D'autre part posons z = (zy, 2, ..., z,..1) avec z; = y; = 1-y,.

Alors on a:

f(1, 21, 2y, ..., zp 1) = 1[ay_1 + Y a-0]=1
%2 k-1 k-1 iSk-2<3tai<Ol

Ce qui entraine

a1+ Y .-020
k-1 i<k-2 et ai<0al

Réciproquement, supposons que la formule « soit vérifiée.

k-2
Puisque ¥ a;x, q;-6< )y a-6<0
i=0 isk-2 et a;>0

on déduit donc qu'on a f(0, xy, Xp,..., X,_1) = 0 pour tout (x;, X,,..., Xk-1)
de {0, 1}k-1,

De la méme maniére on montre que f(1, x) = 1.
Et par suite on conclut que $[a, 6] est un décalage.

Théoréme 3-1:
1. Soit L la longueur d'un cycle d'un automate % [a, ]
» L divise k si &t [a, 6] est un décalage (c- a. d. ax.; > 0),
~* L divise 2k si dt[a, 6] est un antidécalage (c- . d. a.1 < 0),
2. L'automate, défini par I'équation (1), ne peut pas avoir de cycle de
longueur L = 2k,
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Démonstration:

La premiére partie du théoréme est une conséquence immédiate des
résultats précédents.

Montrons maintenant la deuxiéme partie du théoréme.

Soit T l'opérateur associé a Jt[a, 6]. T est réversible puisque tous les
éléments de {0,1}k figurent dans le seul cycle qui est de longueur L = 2k,
Or d'apreés la premiere partie du théoréme, L doit diviser 2k. Ce qui
entraine une contradiction pour k > 2.

Une autre borne pour l'automate 3 [a, 8] sera donnée dans le chapitre 5

Kitagawa [Ki 2] a donné plusieurs propriétés d'opérateurs décalage et
antidécalage.
De plus remarquons que si on a un automate 3 mémoire géométrique (cas

ou aj= -(bi ) avec b>0) alors pour be ]JO, 1[, l'opérateur T n'est jamais
réversible, mais si b > 2 il existe toujours un seuil B(k,b) tel que l'automate

R[a, 8 p)] soit réversible (8 vy = Et(z’fgk;h )

D'aprés la proposition 4-2 on déduit que les systémes réversibles se
présentent de deux fagons:

Si ak-1 > 0 alors on a un systéme décalage équivalent i 'automate & [a, 0]
aveca=(0,0,...,0,1)eto=1/2

Si ak-1 < 0 alors on a un systéme antidécalage équivalent a I'automate

H[a, 8] aveca =(0,0,...,0,-1)eto=-1/2

5- SOMME-PIVOTS

Dans un premier temps, nous allons étudier le cas d'un seul pivot puis on
donnera une généralisation pour les systémes somme-pivots:

Définition 5-1:

*iestun 1-pivot si pour tout n, xp4+1 = 1 implique x,.; = 1

* i est un O-pivot si pour tout n, xp4+1 = 0 implique x,.j =0

* i est un antipivot si pour tout n, x,_; = 0 si et seulement si x,,,1 = 1
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Lemme 5-1:
e iestun 1-pivot si et seulement si

-0<
=

JHiet aj>0

* i est un O-pivot si et seulement si

k-1
a + go 3,-620
J_

jriet ;<0

* i est un antipivot si et seulement si

kil kil

.+ a: <0 < a;
Jrieta>0 j#i et aj<0

Démonstration:

Découle d'un simple calcul.

Théoréme 5-1:

Soit p la période d'un cycle d'un automate # [a, 6].

* Si i est un 0-pivot ou bien 1-pivot alors la période p divise >(1+1)
* Si i est un antipivot alors p divise 2(i+1).

Démonstration:
Supposons que i est 1-pivot. Pour montrer que p divise (i+1) nous allons
introduire 1'opérateur suivant:

Ui(n)=xn+1-Xp-i. |
Il est clair que 'opérateur Uj est une fonction négative c-a. d. pour tout n,
ona Uj(n) 0.
On va montrer, plus précisement, que U; = O sur tout cycle de & [a, 6].

Soit q la longueur du transitoire d'une trajectoire de $t [a, 6] et supposons
qu'il existe un entier n > g+i tel que Uj(n) < 0.

Nous avons alors xp+1 < Xp.j. Puisque d'une part U; est négative et d'autre
part p est la période de la trajectoire (donc on a Xn-i+p(i+1) = Xp-i) nous
déduisons:
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Xn-i = Xn-i+p(i+1) S Xn-i+(p-1)(i+1) S ... £ Xp+1 < Xp-j.
Ainsi, on aboutit A une contradiction.

Nous concluons alors que Uj(n) = 0 pour tout n 2 i+q ce qui implique que
la période divise (i+1).

Ainsi Uj peut étre considéré comme un opérateur invariant pour chaque
cycle.

La démonstration pour le cas des 0-pivots et antipivots est similaire.

Nous allons maintenant traiter le cas des systémes somme-pivots.

Définition 5-3:

Soit 3 un sous-ensemble de {0, 1, ..., k-1}.

1) 3 représente un syst¢me 1-somme-pivot si
Xn+¢1=1=2>Vie3 xqi=1.

2) 3 représente un systéme 0-somme-pivot
Xn+1=0 = Vie3 xn.i=0.

Lemme 5-1:
1) 3 représente un sytéme 1-somme-pivot si et seulement si

1
sup [ aj-9]<0
i€y j=0

jeieta>0

2) 3 représente un systéme 0-somme-pivot si et seulement si

k-1
inf [a,+ Y aj-e]ZO
ied j=0

j;eietaj<0

Démonstration:
évidente.
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Corollaire 5-1:
Si on a un systéme 0-pivot ou un systeme 1-pivot alors la période p divise

pgcd(i+1) ie S (pged = plus grand commun diviseur)

Démonstration:
11 suffit de remarquer que tout i €S constitue un pivot pour le systéme.

Corollaire 5-2:

Soit un systéme t-pivot représenté par 3 (avec t=0ou t= 1).

Si 3 contient deux entiers consécutifs alors le systéme ne peut avoir que
des points fixes.

Démonstration:
Evidente du fait que le pgcd de deux entiers consécutifs est égal a 1.

6- QUELQUES REMARQUES

Comme on I'a déja signalé auparavant, I'équation neuronale (1) a k pas de
mémoire peut étre assimilée A un réseau d'automates de taille k ( il yak
cellules).

M. Tchuenté [Tc-2] a présenté une autre fagon de voir I'équation
neuronale (1) a k pas de mémoire et de vecteur poids a = (a, aj, ..., ag_1).

Considérons le réseau d'automates de taille (k+1) (contenant (k+1)
cellules) défini par la matrice A:

3j.j-1 S i<j

Ai=10 si i=j

Ag+j-i S11>]

Lemme 6-1:
La matrice A est symétrique si et seulement si le vecteur poids
a = (ag, ay, ..., a1) est un palindrome (c-a.d. a; = a_1.i)-
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Soit ¢ la fonction booléenne définie sur {0, 1)}k+! par:
¢: {0, 1)K+ — {0, 1)k

§= (Sl’ 82y eeey Sk+1) - ¢(S) = (¢1(S), ¢2(S), L) ¢k+1(S))
avec

k+1
¢i(s) = 1[j§0 Ay ;- 63

et 6; = 0 ( seuil de I'équation (1)).
Soit s(n) = (s1(n), sy(n), ..., sp,1(n)) I'état du réseau a l'instant n suivant

un mode parallele.
Et soit (n) = (51(n), o5(n), ..., o, 1(n)) I'état du réseau a l'instant n selon

un mode série.
On définit o;(n), I'état de la cellule i a l'instant n, de la maniére suivante:

oj(n+1) = ¢ (c(n)) = ¢ (o1(n), o5(n), ..., 61 (1))
0y(n+1) = 95 (0;(n+1), o5(n), ..., o 1(N))
03(n+1) = ¢3(0’1(n+1), 02(n+1), 0'3(1’1), cory O’k+l(ﬂ))

oi(n+1) = ¢i(01(n+1), 02(n+1_), cery O’i_l(l’H'l), oi(n), . ok+1(n))
Ok+1(n+1) = ¢;(0((n+1), o5(n+1), ..., o (n+1), o), 1(N))

Lemme 6-2:

L'itération série conduite sur la fonction ¢ converge toujours vers un
point fixe.

Démonstration:
E. Goles [Go 3] a montré que si la matrice A est symétrique et a une
diagonale nulle alors on n'a que des points fixes.

Définissons maintenant une suite (z;)iec [N paf:
Zk+Dn+i-1=oj(m)oui=1,2, .., k+1l et zy = * (zg peut prendre n'importe
quelle valeur dans {0, 1})

Remarquons que la suite (z;);c )y est confondue avec la suite (z;);c N
définie par I'équation neuronale (1).

D'apres le lemme précédent on déduit que si a = (ag, a;, ..., a_1) est un
palindrome alors on a z(k+1)n+i-1 = 6;(n) = oj(n+1) = Z(k+1)(n+1)+i-1. Ce
qui entraine que la suite (zj)ic N est périodique et a une période p qui
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divise (k+1).

Ceci constitue, en fait, une autre démonstration du théoréeme 1.

Nous concluons, donc, que 1'équation neuronale (1) peut étre considérée
du point de vue de réseaux d'automates de deux fagon différentes:

a- un réseau d'automates évoluant suivant un mode paralléle,

b- un réseau d'automates évoluant suivant un mode série.
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Chapitre 4: Automates 3 Mémoire Géométrique
de Raison Inférieure a 1/2
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1- INTRODUCTION:

Dans ce chapitre, on étudie la dynamique de deux familles d'automates
mémoire géométrique.

Au paragraphe 2, on se limitera au cas de la mémoire bornée de raison
inférieure ou égale a 1/2.

L'équation de l'automate est, donc, donnée par:

k-1
Xne1 = 1[0 - 2 aXp;] (1)
. i=0
ol a; = b' pour O<b < 1/2.

Pour un couple (k, b) donné on décrit la structure de bifurcation de cette
équation en fonction du paramétre 6. En particulier, on montre que pour

chaque valeur de 6 I'équation précédente admet un cycle de longueur
inférieure ou égale A k+1. Puis on associe i ce cycle un nombre de rotation

rationnel p(8). Ces nombres forment une suite de Farey de fractions
rationnelles d'ordre k+1.

Le graphe de la fonction p(6) peut étre considéré comme une troncature
de celui d'une fonction en escalier dite " fonction du diable ",

Au paragraphe 3, on étudiera un automate 3 mémoire géométrique non
bornée. De la méme fagon que pour le cas des automates 2 mémoire

bomée, on associe a chaque couple (8, b) un fonction p (6, b) appelée
nombre de rotation.
On montrera que si (6, b) est rationnel alors l'automate admet un cycle

globalement attractif. Et si (8, b) est irrationnel alors 'automate admet
un attracteur cantorien globalement attractif.

2. MODELE A MEMOIRE BORNEE;:

Considérons I'équation neuronale suivante 2 k-pas de mémoire:
k-1 .
Xne1 = 1[0 - Y bxp;] (2)
i=0

avec xie (0,1}, 020,0<b < 1/2.
Dans ce qui suit, on notera l'automate défini par I'équation (2) par

& [k,0,b].

Il est clair que le comportement dynamique de & [k, 6, b] dépend de la
position de 6 par rapport aux sommes partielles Ybi.
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Puisque 0 < b < 1/2, on montrera (lemme 1 et lemme 2) qu'on peut
toujours se ramener au cas b = % .

Pour chaque b €]0, —%-], on définit une fonction @y, de E = {0,1}k dans R
par:
k-1
(Db(XO, Xl, eeey xk-l) = 2 b X1
i=0

@y, est une bijection de E dans ®(E). On désigne par £ 1'ordre
lexicographique dans {0,1}k,

Lemme 1:

dy, et (D[,l préservent l'ordre c-a.d.

Soient x et y deux éléments de {0,1}X, on a alors:
XLy < Dp(x) < Op(y)
ordre dans {0,1}k ordre dans R.

Il convient de noter que cette propriété cesse d'étre vraie lorsque la
contrainte ( dépendante de k) 1-2b+bk > 0 est violée. Pour que le lemme

1 soit vrai indépendamment de k il faut qu'on ait b S«2L .

Lemme 2:
Pour tout 6 il existe un réel A>0 tel que 1'équation neuronale (2) soit
équivalente a:

k-1
Xp+1 = 1 - iE’O 27 xp ]
c-a.d. Ak, 6, b) & A(k, A, 1/2).

Démonstration:
Soit o = (0, 01,..., 04_1) un élément de E = {0,1} tel que:

Cp(ag, ap,e.y @)= max { Dp(y) / Py(y) <0}
ye(0,1)k

L'existence et l'unicité de o sont assurées grice au lemme 1.
J [k, 6, b] est donc équivalent a:

_ ll Si (Xp, Xp-15 « » Xn-k+1) £ (0, O, .ov , Q1)
Xn+1 "\ )
0 sinon
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k-1 .
SoitA = Y 21 ;.
i=0
Un simple calcul montre que (2) est équivalent a Jt [k, A, %—] défini par:

-5 2ix ;]
Xpel = - Tx,
n+1 ) n-i
Dans tout ce qui suit, nous allons supposer que b = 1/2. Soit y la fonction
pseudo-booléenne représentée par ®;/,. On supposera aussi que
k-1 .
0<se<M=Y 21,
i=0
Soient o = (ag, aj5..., 0 1) €t B=(Bg, B1,--» By.1) deux éléments de {0,1}k
tels que:

Y(e)= max {y(y)/y(y)<e)
ye(0,1)k

Y(P)= min {y(y)/y(y)>6)
ye(0,1)k

Il est clair que y(a)< 6 < W(B) et

k-1 . 1 siy(x) < y(a) 1 sixZLa
Fo=1(8- 3 2ix1=] * V¥ S

i=0 0 siwy(x) = y(B) 0 sifpgx
avec X = (X0, X1, +++» Xk.1) ||
Exemple:
Soit k=5 et b=0,2 ainsi on a
(E1): xp,, 1=l[O.22-(xn+0,2xn_1+O,04xn,2+0,008xn_3)]
L'algorithme précédent nous permet de calculer la valeur de A. On trouve
A =0,5+0,125=0,625. On déduit ainsi:
(E2): xn+1=1[O,625-(xn+0,5xn_1+O,25xn_2+0,125xn_3)]
Ainsi les deux automates &[5, 0.22, 0.2] et & [5, 0.625, 0.5] sont
équivalents.

§oit X un élément de {0,1 }Jk, on définit le dual de X par:
X = (XQ,...,Xk-1) ol Xj = 1-xje {0,1}. On définit aussi § = M-6-¢,
oue=(¢p(B)- 0)/2.

Lemme 3:
Nous avons:

Fg(x) = Fg(%) = 1-F4(X)



Démonstration:
11 suffit de voir que:

Fo(X) = 1[M-0--X2-1+32-1 x;] = 1[-(0+e+X2-ix;)]=1-Fg(x)
Puisque (0+e+2.2-ix;) ne s'annule jamais.
!

Si 8 < 0, alors 0 constitue un point fixe globalement attractif. Si 6 > M,
alors 1 constitue un point fixe globalement attractif.

Dans ce qui suit on supposera que 8¢ [0, M[. Le lemme 3 nous permet de
nous restreindre au cas 0 <0< M/2=1-2k< 1.

Nous allons, maintenant, aborder I'étude de la dynamique de & [k, 6, 1/2]
en établissant une relation entre les cycles et les parameétres k et 6.

Soit Tun cycle de & [k, 8, 1/2] défini comme suit:

C = (C(T-1), C(T-2), ..., C(0)) avecT=>1et

C(n+1) = Fg(C(n), ..., C(n-k+1)) n=0,..,T-1

avec les indices pris modulo T. On suppose que T 2 1 et que T est minimal
ce qui signifie qu'il n'existe pas de T' < T tel que C = (C(T'-1), ..., C(0))
soit un cycle.

Lemme 4:

Si C est un T-cycle de & [k, 6, 1/2] alors
Vie(0,..,T-1}ona: C0).C(l+1)=0
Démonstration:

Soit 1 un entier de {0, ..., T-1} tel que C(l) = 1, on a alors

k-1 .
C(+1)=1[6 - 2‘6 27C(l-i)] =0caro< 1.
1=

|l
Puisque 6 > 0, 0 ne peut pas étre un point fixe de dt [k, 6, 1/2].
Ainsi le lemme 4 implique que & [k, 8, 1/2] ne peut pas avoir de points
fixes. ‘
A partir de maintenant on supposera T > 2 et on écrira un T-cycle de la
fagon suivante:

C=080081] ... 10%1 Vi, g2 1.

On dira que (&g, €1, ..., €p) est une représentation du cycle C.
Remarquons que si (€, €1, ..., €p) est une représentation d'un cycle C
alors (g, €j+1, .., €j-1) est aussi une représentation de C avec les indices i

pris modulo (p+1). Soient (do, dy, ..., dp) et (89, 81, ..., 8p) deux
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représentations de C tels que:

(dg, dy, ..., dp) = max{(gj, €j41, ..., §.1) avec (€i, €i+1, ..., €j-1) une
représentation d'un cycle Ceti=0, 1,...,p }.

®g, 81, ..., Sp) = min{(€;, €j4+1,..., €.1) o (g;, €i+1, ..., €j-1) est une
représentation du cycle Ceti = 0,1,...,p}

Maintenant nous sommes en mesure d'introduire une décomposition max-
min de C:

Crnax =00%07110911 _ 10%1 Vi, d;1
Crnin = 10%10%11 . 10810 v, 521

Cnax €t Cpin sont uniques et on les appelle, réspectivement, décomposition
max et min de C.

Exemple:

Soit le cycle suivant:

C = 000110001111001110000100 = 103103102104102. On obtient la
décomposition max-min suivante: Cp,,, = 041021031031021 et

Cmin = 102103103102104,

Définition:
C est admissible s'ils existent un entier k et un réel 6 tels que & (k, o, 1/2)
admette C comme cycle:

CG)=1(e- k}:; 21CG--1)]  Vje(o,1,..,T-1)

Remarquons que le cycle donné dans I'exemple ci-dessus n'est pas
admissible. Il suffit d'écrire les 24 inéquations correspondantes pour en
tirer une contradiction.

Lemme 5§ :

C est admissible si et seulement si C*min £ C¥*ax Ol
C*max = Crmax(T-2), ..., Cpax(0) et

C*min = Cnin(T-2), ..., Crnin(0)

Démonsration:
Soient k et 8 tels que C soit un cycle admissible et

C*max £ C*min.

Puisque Cpy;34(0) # Cppyin(0) nous devons avoir Cmax £ Cuin.
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Soit j le plus grand entier tel que Cpax(j) = 0 et Crpin(i) = 1.
Pour avoir Cpp34(T-1) = 0 et Cpi(T-1) = 1 il faut que

k 2 T-1-j

0 < Crnax(T-2) +...4 Cpax(j) 2-(T-2-)) +...

0 2 Cppyin(T-2) +... + Cpin() 2-(T-2-)) +...

Ce qui est impossible puisque
Cax(T-2) = Cin(T-2), ..., Cpax(G+1) = Cpin(i+1).
Supposons que C*pin £ C*ax. Soit k un entier tel que k > T-1 et 0

vérifiant

k-1

2 2‘Cmm(T2 -)<0< Z 2‘Cmax(T2 -i)
Montrons que pour tout _] 0 1, ..., T-1 nous avons:

Crax@ =106 - igo 2 Cmax(l'l'l) ]

avec les indices pris modulo T.

cas 1: Crhax(§) =0.
cas la: Cax(j-1) = 1.
dans ce cas on doit montrer

Crnax(T-2)Cmax(T-3) ... Cmax(T-k-1) £ Crmax(§-1)Cmax(-2) - Crmax(G-k)
Ce qui est équivalent a:

0do-110d110921...109p10d01091... £ 10Ei108i+11...108i-1-10108i1 Q&+ .

Pour montrer cette dérniére inégalité, nous allons distinguer deux cas:

dg=1letdy>1.
Le premier cas ne peut pas avoir lieu car cela contredit 1a minimalité de C.
Ainsi nous devons avoir dy > 1 et l'inégalité en découle immédiatement.

cas 1b: Cpax(j-1) =0.
Dans ce cas on a:

Cmax(T'z)Cmax(T'3) . max(T k 1) £ Cmax(l I)Cmax(J 2) max(l k)
Ce qui est équivalent a:

0do-110d110921...109p10%01091... £ 09108i108i+11...108-1-9- 1091 €i] Q&+

ol q<eg1-1. v
Puisque ;.1 < do, on déduit que q < dy-1. Deux cas sont A envisager:
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si q < dp-1 alors l'inégalité sera trivialement vérifiée. Si q = dy-1 alors en
utilisant la construction des dy,, on repéte le méme procédé pour g; et d; et
ainsi de suite jusqu'a ce qu'on trouve un couple (€;4m.1, dpy) pour lequel on
a €j4m-1 < dy. Si un tel couple n'existe pas on déduit que

Q, &, €41, ---» €-2) = (dg, dq, dy, ..., dp). Ce qui acheve la démonstration
du cas 1.

case 2: Crax() = 1.

Dans ce cas on doit avoir Cp,,(j-1) = 0, et

Crnin(T-2) Ciin(T-3) ... Cin(T-k-1) £ Crax(-1) Crmax(-2) ... Coax(G-k)
Ce qui est équivalent a:

0%10%110%21...10810%01... £ 08i108i+11...108-11 0811 0E*1 .,

I'inégalité résulte de
(80’ 8]a eeey 8p) é (ep £i+1’ eoey 81-1) 1'

Rappelons qu'on vient de montrer que si la condition C* ;. £ C* nax st

vérifiée alors pour tout entier k > T-1 il existe un réel @ tel que C soit un
cycle de A(k, 6, 1/2).

Théoréme 1:

Soit C un T-cycle. C est admissible si et seulement si
Vi, 1<i<T-=2 Cinax()) = Cin() (%)
Démonstration:

Condition suffisante:
Suposons que la condition (x) est vérifiée. Nous avons alors:

C*min = Cmin(T-2) ... Chmin(1) 0 ‘
= Cmax(T-2) ... Cipax(1) 0 £ Cax(T-2) ... Crax(1) 1 = C*
et d'apres le lemme 5 on déduit que C is admissible.

Condition nécessaire:
Supposons, maintenant, que C est admissible.

Posons (dg, ..., dp) = (8q, Oq+1s - 8q-1) ot qe [0,p].

D'apres le lemme 4 ona C*;, £ C*. ce qui entraine:
(8q-1, 8q+15 -v-» 8q-1) £ (80, &1, ..., dp-1) (condition max-min).
Sip=0,alorsona: Vi, 1<i<T-2, Cppy(i) = Chin() =0.
Supposons, maintenant, que p > 1.



Si (8q-1, 8g+1 ---» 8q_1) = (8¢, 81, .--» 8p-1), la conclusion est triviale.

Si (8q-1, 8q+1, --s 8g-1) £ (B0, 81, ..., 8p-1), il est clair que le théoréme
n'est pas vérifié.
Montrons que cette démiere inégalité ne peut pas avoir lieu.

Pour cela, supposons que (8¢-1, 8q+1, .., 8g-1) £ (8p; 1, ..., 8p-1) est bien
vérifiée.

Ainsi: 8g - 1 = max §; - 1 <mind; = §p = max §; < min §;+1.

Si max 8; = min §;, alors 4 i, §; = 8 ce qui contredit la minimalité de T.

Ainsi 83 = max §; = min §;+1 = §g+1. La condition max-min entraine
8q+1 < 81. Si cette démiere inégalité est stricte alors nous avons 8q+1 = 8o
et 8; = §p+1 ce qui contredit la stricte inégalité de la condition max-min.

Ainsi nous avons 8, = 0.
Considérons, maintenant, deux cas:

Cas I: Si &) = §g+1 = 8g41, on déduit que &y est toujours suivi par Sp+1.
Introduisons les opérateurs de substitution suivants:
[100° >0 fwor 1

VreN Tr0: Tr:
' \ 101 51 ' 101 50
Appliquons 50,1 a Cet posons Spip, = t&g,l(cmin) et Spax = TSg,l(Cmax)°

La condition max-min implique que Sy, €t Spin sont les décompositions

max-min d'un certain cycle S avec S*;;, £ S*,ax- Le lemme 5 implique
que S est un cycle admissible de longueur T' avec T' < T.

Cas 2: Sid1 = §p+1 = 8q+1, on déduit que Sp+1 est toujours suivi par §.
Appliquons I'opérateur 50,0 a Cet posons Spin = 50 0(Cnax) €t

Stmax = T80,0((:min)'

La condition max-min implique que S;,ax €t Spin sont les décompositions

max-min d'un certain cycle S avec S*,;;, £ S* ;... Une autre fois encore,
on déduit que S est un cycle admissible de longueur T' avec T' < T.

- On peut répéter le méme procédé a S. L'inégalité stricte de la condition
max-min de C entraine la méme inégalité pour S. En répétant cette
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construction on obtient un cycle de la forme 10F pour lequel 1'inégalité
n'est pas stricte. Ce qui contredit I'hypothése et achéve la démonstration.

f

Le théoréme 1 a d'importantes conséquences sur le comportement
dynamique de & [k, 6, 1/2].

Définition:

Soit k un entier donné, C est dit un cycle k-admis s'il existe un réel 6 tel
que & [k, 6, 1/2] ait C comme cycle.

Si k et 6 sont donnés alors C est (k,0)-admis si [k, 6, 1/2] admet C comme
cycle.

Rappelons que C est admissible s'ils existent k et 8 tels que & [k, 0, 1/2]
admet C comme cycle ( c-a.d. k et 8 dépendent de C).

Corollaire 1:
Si C est k-admis alors V k' > k, C est k'-admis.

Démonstration:
Conséquence directe du lemme 5 et du théoréme 1.

f
Corollaire 2:
Un cycle est k-admis si et seulement s'il est admissible avec une période T
telle que T <k+1.

Démonstration:
La condition suffisante est démontrée 2 la fin du lemme 6.
Montrons, maintenant, la condition nécessaire:
Supposons que C est un cycle k-admis avec une période T > k+1. D'aprés
le théoréme 1 on a:
0 = Cpax(T-1) = Fg(Cppax(T-2), ... , Cax(T-k-1))
= Fg(Cpyin(T-2), ... , Cjn(Tk-1)) = Cppyi(T-1) = 1
Ce qui est contradictoire.

|

Signalons que si C est une suite binaire composée de paquets de 107 et 10r+1
alors 7, 5(C) (r eN, s € {0,1}) est la suite obtenue en remplagant chaque

occurence de 10™$ (resp.10"*5) par O (resp.1).
Il est clair que 1, ¢ agit sur C comme un opérateur de normalisation. Une

conséquence de la démonstration du théoréme 1 est que les opérateurs Trs
et Tl transforment un cycle admissible en un cycle admissible. Plus
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précisémenton a :

Corollaire 3:
1) Si C est un cycle k-admis différent du cycle nul "0" alors ils existent

(r1,81), ..., (rp,Sp) tels que
trn’sno .. O Trl’sl(C) = O.
2) Si C est un cycle admissible, alors V(r,s) € Nx{0,1}, 'c’r}s(C) est aussi

admissible.
3) Soient Cppax €t Cppin la décomposition max-min d'un cycle C et soit S =

Tr 5(C) alors on a:

Smax = Tr,s(Cmax)’ Smin = Tr,s(Cmin) sis=1

et Smax = Tr,s(Cmin)> Smin = Tr,s(Cmax) sis =0

avec Spax €t Smin qui désignent la décomposition max-min de S.

D'aprés la définition de T, on déduit que les cycles admissibles ont une
strucure presque semblable ( succession de paquets 107 et 107*1) (mais
avec un nombre d'étapes fini).

En effet, si on appelle S la suite infinie définie par:

S = lim 7;5(0) alors nous avons T, ¢(S) = S. Remarquons que C n'est pas
n—oo

cyclique.

De plus, le corollaire 3 donne un algorithme pour construire tous les cycle
k-admis: les cycles Tl 5 0...0 77l 5,(0) dont la longueur est inférieure ou
égale a k+1.

Corollaire 4:

Un cycle k-admis (différent du cycle "0") est (k,8)-admis si et seulement
$1: Bmin(C) < 8 < Bax(C)

avec B8min(C) = Y(Cpin(T-2), ..., Cin(T-k-1))

B8max(C) = Y(Crnax(T-2), ..., Crmax(T-k-1))

les indices étant pris modulo k.

Démonstration:
Conséquence directe du théoréme 1 et de la démonstration du lemme 4.

f

Lemme 6:
- SiCet S sont deux cycles k-admis tels que Cp;, £ Sppip alors

Bmin(S) > Omax(C).
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Démonstration:
Notons par T¢ et Tg les périodes correspondantes aux cycles C et S.
Posons T = min(T,Tg). Puisque C, i, £ S5y, » €.-2-d.

Cmin(Tc-2), ..., Ci(Tc-T+1) £ Spyin(Ts-2), ..., Smin(Ts-T+2)
on a d'apres le théoréme 1:
Co(Tc-2), ..., Co (Te-T+1) = Ci(Tc-2), ..., C(Tc-T+1)
En utilisant la monotonie de y et le corollaire 4 on déduit le résultat.

f

Maintenant, grice aux résultats précédants, on est en mesure d'aborder le
probléme du comportement dynamique de $ [k, 6, b].

Théoréme 2:
Soit b<1/2.

1) Pour tout 6 et k, 3t [k, 6, b] admet un cycle unique globalement attractif.
2) La période du cycle de & [k, 6, b] est inférieure ou égale 2 k+1.

3) Si p < k+1, alors il existe 0 tel que & [k, 6, b] admet un cycle de
longueur p.

Démonstration:
1) Supposons qu'ils existent deux cycles C et S (k,8)-admis tels que C#8S.

Supposons par exemple que Cppin £ S, Alors on a:
8€ [811in(C), Bnax (O U [6,1in(S), 8,0 (S)[ d'apres le corollaire 4.
D'autre part on a 6,,;,(S) > 6,,,,,(C). Ce qui est absurde.
2) D'apres le corollaire 2.
3) C = 10P-! est un cycle k-admis.
f

D'apres le théoréme 2 nous savons quelles sont les périodes possibles des

cycles de dt[k, 6, b] et qu'il n'existe qu'un seul cycle pour un 6 donné. Le
corollaire 3 nous permet de construire ces cycles. Cependant nous ne
savons pas complétement la structure de bifurcation c-a.d. quelle est suite
des périodes lorsque 0 varie?

La table-1 montre cette strucutre pourk = 8 et 6 < 1
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Bmax C T e(6)
0 0 1 0
b7 108 9 1/9
b6 107 8 1/8
b5 106 7 177
b4 105 6 1/6
b3 104 5 1/5
b3+b7 104103 9 2/9
b2+b6 103 4 1/4
b2+b5 103102 7 2/7
b+bd+b7 102 3 1/3
b+b4+b6 10210210 8 3/8
b+b3+b6 10210 5 2/5
b+b3+b5 102(10)2 7 377
b+b3+b5+b7  102(10)3 9 4/9
14+b24+b4+b6 10 2 1/2

Table 1: Le nombre de rotation pour différentes valeurs croissantes de 6
pour k = 8.

Pour mieux comprendre la strucutre de bifurcation, on va introduire une
fonction p dite nombre de rotation d'un cycle. Si C est un un cycle non nul
de longueur q contenant p 1" alors on définit p(C) par p(C) = p/q.

Notation:
Pour k fixé, on note ¢, (C) ou p,(8) le nombre de rotation du cycle

(unique) de [k, 6, b). Et si aucune confusion n'est a craindre l'indice k
du nombre de rotation peut étre omis.

Lemme 7: :

1) Si C est un g-cycle de # [k, 6, b] alors e, (C) = p/q est une fraction
irréductible.

2) Si p/q est une fraction irréductible avec q < k+1 alors il existe un unique
g-cycle C de 3t [k, 6, b] tel que ¢, (C) = p/q.

Démonstration:
- 1) Supposons que p/q est une fraction réductible et soit C un cycle tel que

e(C) = p/q. Posons & = pged(p,q) et soient P et y tels que q = Bp+y avec
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0<y<p.

Siy=0alors C = (IOB'I)P ce qui contredit la minimalité de C saufsip = 1
et dans ce cas on a p/q irréductible.

Siy# 0, supposons par exemple que p-y < yet posons p' = p-Y, q' = p. Nous
avons pgcd(p',q") =9. Soit C' = 78-1,1(C) alors on a ¢(C') = p'/q". En
itérant le méme procédé nous finirons par avoir p(C*) = p*/q* avec

q* = 8p*. Ce qui entraine C* = (10P*-1)d ¢t aboutit A une contradiction
avec la minimalité de C*.

2) Nous allons utiliser une démonstration par récurrence sur q. Sans perte
de généralité, nous considérons que p/q < 1/2.

Supposons que la propriété est vraie pour tout entier q' tel q'<q.Sig=1
alorsp=0etC=0.

Soit maintenant q > 1. Posons q = Bp+you 0 <y < p. (B et ysont uniques).

C est alors composé uniquement de m paquets (10™1) et n paquets (10%).
On a donc: m.r+n.(r+1) = qet m+n = p-

Ce qui implique que r =B-1,n =yet m = p-y.

Ainsi C est formé de y paquets 10P et P-Y paquets 10P-1,

Supposons que p-y < 7y ( I'égalité ne peut pas avoir lieu car p/q est
irréductible). Posons p' = p-yet q' = p. Il est clair que p'/q’ est une fraction
irréductible. Et puisque q' < q on déduit, d'aprés 1' hypotheése de
récurrence, qu'il existe un cycle C' tel que p(C') = p'/q..

Posons C = Tbl-l 1(C). C est donc un cycle k-admis tel que p(C) = p/q. Il
est clair que C est unique.

Siy < p-Y, on pose p' =y et q' = p puis on applique Tbl-l o au lieu de Tbl-l 1
ce qui acheve la démonstration.

I
Application:
Soit la fraction irréductible p/q = 5/23.
Question: déterminer le cycle dont le nombre de rotation est p/q.D'aprés le

lemme 7, on sait qu'il existe un cycle C tel que e(C) = 5/23. D'autre part,
puisque

q=Pp+y

23 =4x5+3,

on sait que C est constitué de y = 3 paquets 10B = (10%) et p-y=53=2
paquets 10P-1 = (103). |

Pour mieux comprendre la dispositions des paquets (10%) et (103), on
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utilise I'opérateur 73 ;. On sait qu'il existe un cycle C' tel que C' = 13,1(C).
avec p(C)=p'/q' ot p'=p-y=2etq =p=5.

Comme on a 5 = 2x2+1, on sait que C' est formé d'un paquet de 102 et d'un
paquet de 101. On peut s'arréter ici puisque on sait que C' = 102101 ( sinon
on applique a C' I'opérateur 171 et pon trouve le cycle C" = 01).

Pour retrouver C on applique l'opérateur 1311 au cycle C'. Ainsi on trouve
C = 103(10%2(103)(10%).

Remarquons que la valeurs de k n'intervient pas dans cet algorithme, en
effet, pour tout automate 3t [k, 6, b] tel que k > g+1, on sait, d'apés le

corollaire 1, que Jt[k, 6, b] admet C comme cycle.

Lemme 8:
Soient C; et C; deux cycles différents correspondants a 6, et 6,.

Supposons que Sy = 1, ((C;) et S, = 1, ((C,) existent pour un certain
couple (r,s) e N*x[ 0,1}. Si S; et S, correspondent a 6';et 6'5 alors

8, <0, & 61<9231 s=1
91>92 si s=0
Démonstration:

Conséquence directe du lemme 6 et du corollaire 3.

q
Théoréme 3:

ey st une fonction (de 6) surjective monotone croissante de R vers

I'ensemble des fractions irréductibles dont le dénominateur est inférieur
ou égal a k+1.

Démonstration:
La surjectivité de p, est assurée grace au lemme 7. Montrons que p, est
une fonction croissante.

Supposons que 8; < 8, et que p, (6) = E—# x(62) =

qz
Nous allons utiliser une démonstratlon par récurrence sur q; et q,.

Siqq, gy <2 alors p—l- 0« g? % Supposons maintenant que la propriété

est vraie pour qq, gy < Q (Hypothese de récurrence).
Montrons que la propri€té reste encore vraie pour tout q;, g, < Q+1.

- Posons q; = Byp1+y1, et g2 = Bopa+ys, avec 0 <y < pyet 0 <Y <P;-

Si B; # B, alors le lemme 6 implique g-:— < g%
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SiP;=Bvi<pr-mety < P1-Y;. Posons T, = TBI-I,O(CI) et

= TBI-I,O(CI) avec C; et C, les cycles correspondants a 6, et 8,. Soient
6'; et 8, les seuils correspondants a I'; et T', respectivement. D'apres le |
lemme 8 on a 6'; <6',.

Et d'aprés I'hypothése de récurrence on a ey (') > P (6'7), c.-a-d.

ex(6') =11/p1 > 04(8"2) = Y2/p; et de cela on déduit p,/q; < py/q,.
Montrons, maintenant, que le cas B, = By, 71 < P1-Y1 €t Y2 > p2-Y2 ne peut

pas avoir lieu.
Suposons qu'on ait y; < py-y; et 1o > p2-12 alors on a:

Y1 = nombre de paquets ( 10P1) dans Ci,
P1-Y1 = nombre de paquets (10’31'1) dans Cy,
Y2 = nombre de paquets (1031'1) dans C,,

P2-v2 = nombre de paquets (IOBI) dans C,.
Donc on peut écrire:

Cimin = (10P1-1))0g (10B1) (10B1-1)0; (10B1) (10B1-1)et, (10B1)...
Camin = (10P1°1) (1011 (10B1-1) (10B1ym; (10B1-1)(10B1)ny...

avec qp 2oy 2oy 2. 20>0, 2,21

et uy 2 g 2u22...2uj>uj+l 2..21.

D'aprés le lemme 6 on a Cypyin £ Comin e qui aboutit a une contradiction
puisque ag > 1.

Siy; >p;-Y; et ¥, <py-Y, alors on a Y1/P1 > 1/2 > ¥,/p, d'oli on déduit
P1/d; < P2/qp.

Siy;>pr-v ety,> P2-Y, alors on considére I'y = TBI»I,I(CI) et

r,= TBrU(Cl) et d'apres le lemme 7 on a 8'1<6'y. L'hypothése de
récurrence donne:

ek(0'1) = P1-Y1/P1 < 04(8'2) = Po-Y2/¥, et de cela on déduit que

P1/d; < p2/qy.
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Fig. 2: Représentation des périodes en fonction des seuils.

La figure 2 illustre le théoréme 3 et montre que p; est une approximation
de la fonction en escalier du diable.

Définition:
Soit f une fonction définie de [0,1] vers R. On dit que f est une fonction du
diable si et seulement si f est continue, monotone croissante et a une

dérivée nulle p-presque partout (ou p désigne la mesure de Lebesgue).

Les résultats précédents nous permettent de bien comprendre la structure
de bifurcation de & [k, 6, b]. Considerons l'ensemble des fractions
irréductibles dont le dénominateur est inférieur ou égal a k+1. Ordonnées
d'une manieére croissante, ces fractions constituent une suite de Farey
d'ordre k+1. .

La suite des dénominateurs de ces fractions est la suite des périodes des
cycles, globalement attractifs, de 1'automate & [k, 6, b]. En utilisant les
numérateurs on déduit les valeurs de 6,,,. Ainsi étant donnée une valeur

de 6 on peut facillement déduire la valeur de la période du cycle
correspondant.

En fin, les théorémes précédents montrent bien la complexité d'un tel
modele. Remarquons, aussi, que la longueur des cycles est linéaire
(inférieure ou égale a k+1) par rapport au nombre d'états possible qui est
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exponentiel ( égal a 2K).

3. MODELE A MEMOIRE NON BORNEE;:

Considérons maintenant le cas de mémoire non bornée défini de la
maniere suivante:

n .
Xpe1 = 1[6 - .Z(,)b‘ Xpei ] (3)
1=l
ou x;e {0,1},0eR,et0<b< 1.
Les résultats suivants ont été obtenus par [Ke], [Na-Sa], [Yo], [Ya-Ha],

On va introduire une notion de suite de pétrissage définie comme suit:
n .
y0=6etyn=9- Y len_i
i=0
D'autre part on a x,, = 1[y,, ]

€t Yn+1 = by +0(1-b)-x, g,
ou encore en €liminant x,,, ; de la deuxiéme formule:

by, +a-1 si y,=>0
I ¥n ¥n @)

Yn+1 =
" \ by, +a si yp<0

avec a = 6(1-b).
Réciproquement si on applique a (4) la théorie des itinéraires de Milnor et
Thurston [Mi-Th] on peut voir la suite (x,) comme étant la suite de

pétrissage associée a (4) en prenant pour Yo = 6.

Soit g la fonction définie par:

bx+a-1 si x>0
g(x) = .
bx +a si x<0

On se propose d'étudier 1'itération Yn+1 = 8(yp) avec la condition yg = 6.
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Fig. 3: Graphe de la fonction g.

Proposition 1:
1- Sie<Oalors onay,,=g(y,) est toujours négative.

2- Si621/1-b alors la suite y,,, 1 = g(y,,) est toujours positive.

Démonstration:
l" On a yn+1 = g(yn) = 9’
2- il suffit de remarquer que TIE =1+b+b2+b3+b%+.....

et ¥,,,41=0-(1+b+b2+.. +b")

Ainsi on déduit que si 6 < O (resp 6 > JE ) alors la suite x, est

constamment égale a O (resp. a 1). _
La proposition précédente nous permet de nous restreindre 2 l'intervalle
[0,-LT.

1-b

Soit T un réel de ]O, 1], et soit f une application définie de [0, 1] dans [0, 1]
vérifiant les propriétés suivantes:

- P-1: f est continument différentiable sur [0, t[ U ]z, 1] et présente une
discontinuité au point T.
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P-2: Viz#tona0< o < f(t) < p <o 0l w et y sont deux réels fixés.

P-3: lim f(t)=0, lim f(t)=1et f(t)=0o0ul.
t -t toT

P-4: £(0) > £(1).

On s'intéresse au comportement dynamique de la suite

the = f(t) )
Introduisons, de nouveau, la notion de nombre de rotation, mais cette fois-
ci défini, d'une maniére beaucoup plus générale, par:

et = lim L 5 1(fitg)-7)

n—oo 1=

Lemme 9:[Ke]
e( f, tp) est indépendant de to-

Donc, pour ne pas alourdir 1'écriture, on notera e(f) au lieu de o(f, ty).

Théoréme 4:[Ke]

Soit f une application de [0, 1] dans [0, 1] vérifiant les propriétés P1, P2,
P3, et P4. On a donc:

1- Si p(f) est rationnel alors l'itération (6) admet un cycle globalement
attractif.

2- si p(f) est irrationnel alors l'itération (6) admet un attracteur cantorien
globallement attractif ( ensemble non dénombrable de mesure de
Lebesgue nulle ).

Revenons, maintenant, a 1' application g, et vérifions qu'elle possede les
propriétés P1, P2, P3, et P4.

Remarquons d'abord que g est définie de [a-1, a] dans [a-1, a]. Pour se
ramener a l'intérvalle [0, 1], il suffit de faire le changement de variable
suivant: t=as - (1-a) ol t e[a-1, a] et s € [0, 1].

Soit g* la nouvelle forme de g:

g* [0, 1] --->[0, 1]

$--—-->g¥(s)=bs+n+lsis<tout=1-a

=bs+nsis>Ttetn="b(a-1)

P1- Il est clair que g* est continument différentiable sur [0,t[u]T 1]

P2-Ona Vs#1 g*'(s)=be]l0, 1[ (la dérivée de g* est constante
sont ]0, 1]).
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P3-lim g*(s)=0 et lim g*(s)=1; g*(t)=0.

t -1t t o1t

P4-g*(0)>g*(1) (carg*(0)=n+l =ba+l-b> ba= g*(1))

L'application g* est complétement caractérisée par les parametres 6 et b.
Pour b fixé, au lieu d'écrire p(g*) on écrira tout simplement p (6, b) ot
encore ¢(6) si aucune confusion n'est a craindre.

Théoréme 5:[Ke], [Ya-Ha), [Yo]

V b €]0, 1[; l'itération (4) (et par suite (3)) admet un:

1- cycle, si p(8, b) est rationnel, globalement attractif.

2- attracteur globalement attractif cantorien si p(, b) est irrationnel.

Théoréme 6: [Ya-Ha), [Yo]

Soit b €]0, 1] fixé, alors p(8) est une fonction croissante de 9, continue et
dont la dérivée est presque partout nulle (au sens de la mesure de
Lebesgue).

Théoréme 7: [Ya-Ha], [Yo]
Vp eN; 36eR tq (4) et (5) admettent un cycle de longueur p.

Remaquons la ressemblance qui existe entre le théoréme 7 et le théoréme 2
de la page §.

Ainsi, on conclut que (2) peut étre considéré comme une troncature de (3):
si on considere le modéle & mémoire non bornée on peut obtenir un cycle
de longueur infini ( ensemble cantorien ), mais si on se restreint au modéle
a k pas de mémoire la période du cycle est majorée par k+1.

Nous déduisons, ainsi, que le comportement dynamique de (3) est
équivalent A une injection linéaire du cercle (équation 4). Inversement si
on applique la téchnique de codage similaire 2 celle utilisée pour la théorie
des itinéraires [Co-Ec], on peut montrer que (4) génére la suite de
pétrissage de (3).

L'éqution (3) appartient a une classe de systéme étudiée par plusieurs
auteurs [Fe], [Fe-Ka-Sh], [Gl-Pe], [Kad], [Kan], [Tr], tel le modele
logistique défini par:

Xn+1 = Xp + bsin (2p x,,) mod 1.

* D'autre part si b > 1 alors I'équation (2) admet un point fixe a savoir 0 (pas
de cycle).
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L'étude présentée dans ce chapitre constitue une analyse partielle des
automates a mémoire seuil. Ce qui montre la complexité de la dynamique
de ce genre de modeles neuronaux.
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Chapitre S: Automates 8 Mémoire Géométrique
de Raison Supérieure a 2
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1- INTRODUCTION

Au chapitre 4, nous avons étudié le comportement dynamique de
l'automate 3 mémoire défini par 1'équation neuronale suivante:

k-1 .
Xne1 = 106 - EO b'x,.ilavec 6 eRR et bun réel tel que 0 <b < 1/2.

Un tel automate a été appelé automate a mémoire géométrique et on 1'a
noté par & [k, 6, b].

Nous avons montré, au chapitre 4, que si b €]0, 1/2] alors #[k, 0, b] admet
un cycle unique, globalement attractif, de longueur p tel que p < k+1.

Au deuxieéme paragraphe, nous étudierons le comportement dynamique
de l'automate & [k, 6, b] avec la condition b > 2. Nous montrerons, que sur
des intervalles particuliers, la longueur des cycles est toujours majorée
par 2k.

Nous donnerons, ensuite, une caractérisation des points de bifurcation et
des jardins d'Eden.

Au troisieme paragraphe, nous donnerons une borne (exponentielle!) de
la période maximale d'un automate 3 mémoire 2 seuil.

Cette borne constitue une 1égére amélioration de la borne donnée par
M. Cosnard et al [Co-Go—Mo-Sp].

On présentera, ensuite, quelques résultats concernant la période maximale
d'un automate monotone.

2- AUTOMATE A MEMOIRE GEOMETRIQUE DE RAISON
SUPERIEURE A 2

Le but de ce ce paragraphe est d'étudier la longueur des cycles de
l'automate & mémoire défini par:
k-1 .
Xn+1 = 1[0 - 3 bix, ;] avec 6 €R et bun réel tel que 2 <b (1)
i=0
Dans un premier temps, on montrera qu'on peut toujours se ramener au

cas particulier b=2 (lemme 1).

Lemme 1:
Vbel2 +o[,VOecR 3 0'tel que les deux automates # [k, 8, b] et
& [k, 0', 2] sont équivalents (on écrit & [k, 0, b] = &[k, @', 2))
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Démonstration:
Similaire & celle du lemme 2 du chapitre 4. Seule différence, il faut

prendre l'ordre lexicographique droit £, au lieu de 1'ordre
lexicographpque droit £.

Ainsi, de la méme maniéere qu'au chapitre 4, nous concluons qu'on peut se
restreindre au cas b = 2.
D'autre part, les coefficients poids étant fixés, on étudiera la dynamique

de &[k, 2, 6] en fonction du parameétre seuil 6.
Evidemment, on supposera que 6 parcourt l'intervalle [0, 2X] car pour

6<0eto> 2k, on n' a que des points fixes 0 ou 1.

Lemme 2:
Les comportements dynamiques des deux automates [k, 0, 2] et
& [k, 2k-1-6, 2] sont équivalents.

Démonstration:
11 suffit de remarquer que & [k, 2K-1-9, 2] = #*[k, 0, 2] avec f*[k; 0, 2]
qui désigne le dual de 1'automate #[k, 6, 2] (voir Chap. 1), donc si

& fx _
x — y alors X — Y. Ainsi C est un cycle de #t[k, 6, 2] si et seulement si C

est un cycle de #[k, 2k-1-0, 2].

Ainsi, le lemme 2 permet de se limiter aux valeurs de 6 inférieures ou
égales a 2k-1,

Dans ce qui suit, on va ramener I'étude de la dynamique de (1) a celle
d'une itération d'entiers. Pour cela, on définit une fonction ¢y, o) de
S={0,1,..,2K-1} vers S par:

2x+1 mod(2¥) six<e

Ok, 0)(x) =
2x  mod(2*) six>e
Proposition 1:
k-1 .
L'itération x,,; = 1[ 6 - ;0 2'x,,.i] est équivalente 2 I'itération d'entiers
1=

définie par:
k-

|
2'Xy_1.i- et pour n = k on pose

Yk-1 = X0X1X2..Xk-1 2= 3
i=0

Yn+1=0(k, 0)(Yn)-
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Démonstration:
k-1 .

11 suffit de poser y, = 3, 2'x_ .. alors on peut écrire
i=0

Yn+1 = Xp41 + 2¥p - 2kxn-k+1 = Xp+1 + 2y, mod( 2k,

k-1 .
Six . =1cestadirey, = iZ 2'xpj<@alorsonay, | =2y,+1 mod( 2k)

-1
etsix,,; =0cestadirey, = igo 21x,.;> 08 alors on a yp,; = 2y, mod( 2k)

Dans ce qui suit, on considérera indifféremment la suite d'entiers (y;) ou
bien la suite booléenne (x;).

Maintenant, on va étudier la longueur des cycles de #[k, 6, 2] dans des
intervalles particuliers de 6.

Proposition 2:

Si@ e [2P-1, 2P[ avec p < k-1, alors l'automate #[k, 6, 2] est équivalent a
un systeme pseudo-palindromique.

Par conséquent, I'automate [k, 8, 2] n'admet que des cycles dont la
longueur divise k+p+1.

Démonstration:
k-1 .

I suffit de remarquer que dans I'expression x,,; = 1[6 - ¥ 2'x,, il on a:
) .

1=
Xp+1 = 1 si et seulement si Xn-p=0 Xy pse1 =0, oy Xp 11 =0.
Ainsi on peut écrire
Xne1 = 1[0.5 - (xn_p+xn,p+1+xn,p+2+ ... +Xp k+1)]. Ce qui montre qu'on a
une structure pseudo-palindromique (voir Chap. 3) on déduit donc que la
période de tout cycle divise k+p+1.

Proposition 3:

Si 6 = 2k-1.1 alors l'automate %[k, 2, 6] est équivalent a un anti-décalage
de taille de mémoire k.

Démonstration:
k-1 .
11 suffit de remarquer que dans I'itération Xn+1 = 106 - T 2ix_ ] ona:
: i=0

Xn+1 = 1 sietseulement six, 1 =0. |
Ainsi, on peut écrire x,,; = I[I‘Xn-kﬂl ce qui montre que #[k, 6, 2] est
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un automate réversible (voir Chap. 3).

Conséquence:(voir Chap. 3)

Si 6 = 2k-1.1 alors l'automate #[k, 6, 2]
a- est réversible

b- admet C =0K1P, comme cycle.

Proposition 4:
Si0 e [2P-1-1, 2P-1[ avec p < k-1, alors le cycle Cy =0K1P, de longueur

k+p, est un cycle de l'automate [k, 0, 2].

Démonstration:

Puisque 6 e [2P-1-1 2P-1[ alors on peut écrire

0 = 142 +22+...42P-2 +¢(p), avec &(p) un entier tel que: 0 < e(p) < 2P-1.
Considérons l'itération d'entiers définie par la proposition 1.

Si on prend y( = 0, un simple calcul montre qu'on a:

Y = 2¥n1+] = 142422423+ 42071 5i1<n<p,

Yo =2¥q.1 = 20P1420P4 4201 §ip+l <n<k,

Yn = 2¥p.1 = 2P 1420P4 42K 5i k41 <n <k4p-1,

en particulier on a Yk+p-1 = 2k-1 et par suite on a Yk+p = Yo- Ce qui
montre que le cycle Cj est de longueur T = k+p car toutes les
configurations sont différentes.

Définition 1:
Soit C un cycle de l'automate #t[k, 8, 2] associé a l'itération d'entiers.
Posons C =y y,...y. ol les y; sont des éléments de {0, 1, ..., 2k_1}. On

définit les deux nombres 6,,;,(C) et 6., (C) par:
Bmin(C) est le plus grand entier y; tel que ¢k, ¢)(y;) est impair.
8max(C) est le plus petit entier y; tel que bk, 0)(yy) est pair.

Propriété 1:
*Si@ e [2P-1-1, 2P-1[ avec p < k-1 alors on a 6,,;,,(Cy) = Yp-1=2P1-1et
Omax(Co) = yp = 2P-1.
*Si 0 = 2%1-1 alors on a 8,;,(Cy) = y,._; = 2K1-1
et Omax(Co) = yoi.1 = 21,
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Remarque 1:

a- Soit C un cycle de I'automate #[k, 6, 2] alors

V0' € [6in(C), 8,2 (O)l I'automate #[k, 6', 2] admet C comme cycle.

b- Sans perte de généralité, pour étudier la longueur d'un cycle C on peut
toujours considérer I'automate & [k, 6, 2] avec 6 = Bmin(O).

Lemme 3:
Soit C un cycle donné tel que 6,;,(C) e [2P-1, 2P-1] alors on a:

a-1<0,,,(C) -6, (C)<2P,
b- 6,,,(C) e 2P, 2P* L),

Démonstration:

a- Comme on a supposé que 6,,;,(C) € [2P-1, 2P-1] avec p < k-1 donc on a
0,in(C) < 2k-1-1,

D'autre part si on prend yq = 6,,,;,(C) alors on a y; = 2y +1 < 2k, Et par
suite on déduit que y, < y;. (avec y, = max{y; tel que bk, 0)(Yy;) est
impair})

Ainsi on conclut que 6,,,,(C) <y;.

Ce qui entraine 6,,,(C) - 8,,;,(C) <y; - yg= yo +1 < 2P.

b- d'apres la partie a du lemme on a:

Omax(C) £6,,;,(C) + 2P < 2P-1 4 2P = 2p+1.]1,

Les deux bornes de l'intervalle de la partie a du lemme 1 peuvent étre
atteintes comme le montrent les deux exemples ci-dessous.

Exemple 1:

Le cycle C = (0-1-3-7-15-30-60-120-240-480-448-384-256), généré par
l'automate &[9, 7, 2], est tel que 6,,,;,(C) = 7 et 6,,,,,(C) = 15. Donc on a
bien

Bmax(C) - 8pin(C) = 2P = 23,

Exemple 2:
Le cycle C=(8, 17, 34, 4,9, 18, 36), généré par l'automate #[6, 8, 2], est
tel que 6,;,(C)=8 et 6,,,,,(C)=9. Donc on a bien

Bmax(C) - 0,:(C) = 1.
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Lemme 4:
Soit C = y;y;...yp, un cycle de longueur L d'un certain automate

& [k, 6, 2]. Si 6,,;,(C) € [2P-1, 2P-1[ avec 2p <k+1 alors L divise k-p+1.

Démonstration:

D'aprés la remarque 1b, on va considérer I'automate & [k, 6, 2] avec
8 = 0pin(C). Comme 6 €[2P-1, 2P-1[ alors on peut écrire

0= 0g + 0y 2 +09224+ .. +ap, 1 2P 24201, odt les oye (0,1},

On peut prendre comme configuration initiale yy = 6,,,;,(C) = 6.

Ainsion a

Yo=9,

y1=2yg+] = 26+1 = 1+ 092 + @122 4023+ .. +0p 2P 142P

Yo =2Yn.1= 2"+ 020 + 020 40p20424 | 4, 52P40-24 2P41 poyr
2<n<k-p.

Yi-pt1 = 2Vkep = 25 + 02K PH 4 0 2k PH2 10,2k PH34 | 4o 52K
Pour calculer le terme Yk-p+2 O distingue deux cas:

- 1&L cas: si2p =k+1

a-siog+ 042 +ap22+ ... +ap, 1202 = Oalorsonayg =201 =y ., =2k
Et par suite on déduit que la longueur du cycle est un diviseur de k-p+1.
b- si o) + 012 +022+ ... +05,12P-2 % 0 alors on a:

yk_p+2 = 2k-p+l + aozk'p+2 + a12k’P+3 +a22k'P+4+ +(1p_32k'l

Et plus généralement on a:

Yk-pts = 2k-p+s-2 4 a02k'P+5‘1 +a 12k-p+s +a22k-p+s+1+ .,_ap_szk-l

En particulier on a: yj = 2k-2 + g2k-1

Ce qui entraine y, ,, = 0.

Ainsi le cycle C contient le nombre 0 (associé a la configuration 0K).
Donc, d'apres la proposition 5 on déduit que. C = Cy = 0K1P,

Ce qui aboutit & une contradiction puisque d'aprés la propriété 1 on a:
85in(C) = 2P-1-1,

- 28 cas: si2p <k+1

Raisonnement similaire au cas 1-b. On montre que le cycle C contient le

nombre 0 associé a la configuration nulle 0k, ce qui aboutit A une
contradiction.
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Théoréme 1;

(k+1)
.Pour 6 €0, 21'_;“J [, I'automate & [k, 6, 2] n'admet que des cycles dont les

périodes sont inférieures ou égales 2 —3Q(2+—ll

Démonstration:

Soit C un cycle de I'automate # [k, 6, 2] de longueur L. Soit i un entier tel
que 8in(C) 24, 21-1[ U [2i-1, 2i [ aveci < p.

On distingue deux cas:

1L cas: si 0., (C) e[ 211, 2i -1

D’apres le lemme 2 on déduit que la longueur du cycle C est un diviseur de
k-i+1 et par suite on a L <k+1

28 35: i By (C) €[21 -1, 20 [:

D'apres la proposition 2 on déduit que L est un diviseur de k+i+1.

Ce qui conclut la démonstration du théoréme.

Proposition 5:
Si 6 e[2k-1-3, 2k-1.1[ alors les périodes et les transitoires de l'automate
[k, 6, 2] sont inférieures ou égales a 2k.

Démonstration:

D'apres la proposition 3, si 6 = 2k-1-1, alors I'automate #[k, 2k-1-1, 2] est
équivalent 3 un antidécalage et par suite, on a un systeme réversible (les
périodes divisent 2k et le transitoire est nul).

D'autre part, l'automate #[k, 2, 2k-1-1] admet Cp = Ok1k comme cycle.
(voir figure 1)

ety 201k
\/'_-—-—((\'\S‘

Fig. 1: Cycle Cy = Ok1k associé a I'automate #[k, 2-1-1, 2]

Remarquons que les tables de vérité des automates Rk, 2k-1.1, 2] et
# [k, 2k-1.2 2] ne different que pour une seule configuration
(configuration représentée par l'entier 2k-1.1),
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Ainsi les graphes d'itération des deux automates sont identiques sauf pour
le cycle qui contient la configuration O représentée par le nombre entier
0 (voir figure 2).

2k_1

Fig. 2: Cycle Cgassocié a l'automate #[k, 2k-1-2, 2].

L'automate #[k, 2K-1 - 2, 2] admet des cycles sans transitoire (communs a
l'automate #[k, 2k-1 - 1, 2]) dont la longueur divise 2k et un cycle Cg de
longueur 2k-1 et de transitoire q = 1.

Maintenant, on va examiner la différence entre les graphes d'itération des
automates [k, 2k-1-2, 2] et &[k, 2k-1 - 3, 2],

Il est clair de voir que leurs tables de vérité ne différent que pour une
siulle configuration (c'est la configuration 01k-10, représentée par I'entier
2%-1.2).

2k_1

2k1 4

Fig. 3: Deux cycles engendrés par I'automate [k, 2k-1 -2, 2]

Pour 6 = 2k-1.3, le cycle, de longueur 2k, contenant la configuration
représentée par l'entier 2K-1-2 (voir figure 3), se "casse" pour donner lieu
a un transitoire (voir figure 4).
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Fig. 4: Cycle, de longueur 2k-1 et de transitoire 2k, associé a l'automate
&k, 2k-1.3 2]

Ainsi les cycles engendrés par l'automate $ [k, 2k-1 - 3, 2] sont tous sans
transitoire et ont une longueur qui divise 2k sauf le cycle représenté par la
figure 4.

Définition 2:
On appelle un jardin d'Eden toute configuration qui n'a pas d'antécédent.

Autrement dit, (X1, Xp, ..., X)) est un jardin d'Eden de l'automate R([f] si
f(0, X1, Xp, ey Xp 1) = (1, X1, X9, o0y Xp 1) # X

Définition 3:
Soit &[f] un automate & mémoire  seuil. Soit k la taille de la mémoire.
On dit que x=(xy, ..., X\._1, X;) est un point de bifurcation si

Xk = f(O, X1s oo xk-l) = f(l, X1s eees xk-l)'

Il est clair qu'un automate 3 mémoire #[f] est réversible si et seulement
s'il ne possede pas de points de bifurcation.

Dans ce qui suit, on va caractériser les jardins d'Eden et les points de
bifurcation de l'automate #[k, o, 2].

A chaque élément ypode F={0,1, .., 2k-1} on associe un élément Yn+1 de

Ftelque y, ;= d, 0)(Yn) (proposition 1).
Maintenant, on s'intéresse 2 I'itération inverse; c'est a dire déterminer Yn

a partir de y, . ;. Pour cela, on définit la multifonction (1)(1: g) par:
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f % si yestpairety 2> 26+2

i Y 42kl i yest pair
= = 2
X =0k, 0)(y) = <

Yé—l si y estimpairety < 26+1

Ainsi, on a y, = ¢(|1 0)(Yn+1)- Et on déduit que l'automate #[k, 6, 2]
possede 2k-11-9 points de bifurcation qui sont 26+2, 26+4, ..., 2kK-2.
D'autre part l'automate # [k, 6, 2] posséde 2k-1.1.9 jardins d'Eden qui

sont 20+3, 20+5, 20+7, ..., 2K-1.
De cette maniére on peut, donc, déuire que la période de I'automate

A[k, 0, 2] est majorée par 2K-1+1+6.

3- BORNE DE LA PERIODE MAXIMALE D'UN AUTOMATE
A MEMOIRE A SEUIL

M. Cosnard et al ont montré qu'en général un automate a8 mémoire a seuil
(de taille de mémoire k) ne peut pas admettre de période p = 2k [Co-Go-
Mo-SP]. Dans ce qui suit, on va "améliorer légérement” cette borne.

Fig. 5: Chaine 2 extrémité ramifiée engendrée par un automate #[f]

Lemme:

Soit &[f] un automate a seuil de taille de mémoire k.

Soit L la longueur maximale d'une chaine de #[f], & extrémité ramifiée.
Alors on a:

-L<k-1siap;>0.

-L<2k-1sia_; <O0.

Démonstration:
Supposons que a1 > 0. Soit € = x! x2x3..xL-1 une chaine d'entiers 2

x0 X0
extrémité ramifiée dont la longueur L est maximale ( L 2 k).
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x1, Ie point de bifurcation de la chaine € a deux antécédents représentés
par O, ug, 112, ceey U 1) et (1, up, U2, ooy uk 1)

avec uy = 1[ Z auy ;.1 -0] = 1[ay_ + Z auy ;1 -6].

Pour tout element de la chaine dlfferent de x0 et X0 on a donc
fczz aX)_i-1 < .1 +%(22 a;Xy_j.1-avec (Xg, Xy, ..., X,_1) la représentation
i)-i(r)laire de x. =0
On suppose que x0 est I'entier de la chaine, représenté par
(Uk, U, Up, ..., uk-l)‘
Il est clair que
1= (Ul, Uz, ..oy Uk 1 Uk)
2= (up, us, ..., Uy, uy)
3= (uy, ug, ey g, u)
xk-l = (u 4, uug, ..y Uy p)
xk = (uuyq, ey U q) = x0
Ce qui est impossible puisqu'on a supposé que L >k.

Autrement dit l'automate & [f] est équivalent a un décalage sur toute
chaine sans point de bifurcation (voir chapitre 3). Par suite, on ne peut pas
faire k pas d'itération sans atteindre un cycle.

Le méme raisonnement peut étre appliqué pour le cas ay_; < 0.

Proposition:
La période d'un automate a mémoire a seuil #&[f] est majorée parl k-2 2kJ

Slak1>0 etpar[%l;h%.’lk]swkl<0

Démonstration:

Soit C un cycle de I'automate &[f] dont la période Tpax €st "maximale”
avec ay_; > 0.
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Chaine & extrénuté ramitiee de Jongueur L s £-7

e

Fig. 6: Cycle constitué de chaines a extrémité ramifiée.

Remarquons que dans deux chaines juxtaposées, on compte deux fois la
méme extrémité.

Soit €, (k) le nombre des points de bifurcation appartenant au cycle C.

On a donc Tpax < (k-2)£,(k) et Tinax < 2K - €, (k). Ainsi Tj, atteint sa
valeur maximale pour Tphax < [%2‘1 ou |u| désigne la partie entiére
inférieure de u.

De la méme fagon on montre que si ay_; < 0.on a Typax Sl %:;% ZkJ

On donne, ici, quelques valeurs de Tyax €t Trnax pourk = 1, ..., 12.

k Trax Tax 2k

3 4 6 8

4 10 13 16

5 24 28 32

6 51 58 64

7 106 118 128
8 219 238 256
9 448 481 512
10 910 970 1024
11 1843 1950 2048

- - - - - " " " - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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4- PERIODE MAXIMALE D' AUTOMATES MONOTONES
A- Cas général: réseau d'automates.

Rappelons qu'un réseau d'automates désigne tout opérateur F défini de
(0, 1}k vers (0, 1}k par:

X = (X1, X, -y X)) = F(x) = (f(x), fp(x), ..., f(x)) ou les f; sont des
fonctions {0, 1}k dans {0, 1).

On définit la suite {x(n)} par x(n+1) = F(x(n)) avec x(0) un élément
quelconque de {0, 1}k.

Puisque F est monotone alors d'apres le théoréme de Sperner [Ka], on a:

Proposition:

k
La période de toute suite {x(n)} est majorée par (,lk2 J.

B- Cas particuliers:
B-1) automate & mémoire quelconque:

En particulier si pour i=1, ..., k-1 on pose fi(xq, X5, ..., X)) = X, alors il
est clair qu'un automate a mémoire est un cas particilier de réseau
d'automates.

Y. Robert et al ont exhibé une famille d'automates 2 mémoire & [f] qui
admet des cycles de longueur L > 2%/3 oui k est la taille de la mémoire
[Ro-Tc].

"Quelle est la période maximale qu'un automate & mémoire monotone
& [f] puisse engendrer ?" est un probléme ouvert.

B-2) automate a3 mémoire a seuil:

Si on suppose que la fonction de transition f est une fonction a seuil alors
le probleme suivant:

"Déterminer la longueur du cycle maximal qu’'un automate a mémoire a
seuil monotone peut atteindre”

reste un probléme ouvert.
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5- CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a étudié la longueur des cycles d'une famille

d'automates 2 mémoire géométrique & [k, 6, 2] de raison b supérieure 2 2.
On a montré, d'une part qu'on peut, toujours, s€ ramener au cas
particulier ou la raison b = 2 et d'autre part qu'on peut se restreindre aux

valeurs de 6 inférieures ou égales a 2k-1-1,

fon 4 9 S §oud

k+1 . .
0 2'_—21-1 21_1 21 2k"1_1 Zk'l

Fig. 7: Les intervalles hachurés sont les intervalles explorés.

Contrairement au cas b = 1/2 l'automate # [k, 8, 2] admet souvent
plusieurs cycles. Ce qui rend plus difficile 1'étude de la dynamique de
I'automate #[k, 0, 2].

Sur les intervalles, non hachurés de la figure 7, on conjecture que la
période maximale reste inférieure a 2k.

Au paragraphe 3, nous avons donné une borne (exponentielle!) de la
période maximale d'un automate 3 mémoire a seuil. Cette borne reste
valable pour tout automate & mémoire & [k, f] dont la fonction de
transition f est monotone par rapport a x;.
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Chapitre 6: Probléeme de Réduction
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1- INTRODUCTION

La dynamique d'un automate 2 mémoire n'a été étudiée que dans des
cas particuliers (automates linéaires, automates réversibles...).
Golomb [Gol] peut étre considéré comme référence de base pour ces deux
cas particuliers.
En 1963, Caianello a proposé un modéle d'automate 2 mémoire a seuil
(inspiré du modele de Mac Culloch et Pitts) dont la fonction de transition
est une fonction a seuil.
Plusieurs études ont été faites pour ce genre de modeles. Le peu de
résultats obtenus, jusqu'a maintenant, montre bien la complexité de ce
genre d'automates.
Désignons par #[k, f] 'automate ayant une mémoire de taille k et dont la
fonction de transition est f.
Partant d'une configuration initiale (x1, X3, ..., x) de {0, 1}X, l'automate
&[k, f] entrera, au bout d'un temps fini, dans un régime stationnaire: cycle
de longueur p tel que 1 < p < 2k,
Pour E = {0,1}, Golomb [Gol] a montré que pour tout entier
p €{0, 1, ..., 2k} il existe, toujours, une fonction f de EK vers E telle
que l'automate & [k, f] posséde un cycle de longueur p (voir Chap. 2).
D'une manicre générale, si E = {0, 1, ..., r-1}, alors il existe toujours une
fonction f de EK vers E tel que l'automate [k, f] posséde un cycle de
longueur p =X D, E. KNUTH [Kn].
Sipe{0, 1, ..., -1}, existe-t-il une fonction f telle que l'automate # [k, f]
possede un cycle de longueur p?
Cette question est un probleme ouvert [Gol]
Dans Ia suite, on supposera que E = {0, 1}. Signalons que les suites de
période p = 2K sont souvent assimilées a & suites pseudo-aléatoires.
Un automate a mémoire a seuil & [k, f] peut-il engendrer un cycle de
longueur p = 2K? |
La réponse a cette question est négative. En effet, Cosnard et al [Co-Go-
Mo-SP], ont montré qu'un automate 3 mémoire ne peut pas avoir de cycle
de longueur p = 2K, Au chapitre 5, nous avons montré que la période

maximale d'un automate & mémoire 2 seuil #t[k,f] est majorée par %%:%2'(.

Cette borne (exponentielle) est trop exagérée (On conjecture qu'il existe
une borne polyndmiale !).

M. Cosnard et al ont étudié le comportement dynamique d'un automate 2
seuil 2 mémoire géométrique [Co-Go-Mo], ils ont montré que si la
mémoire de 1'automate présente une structure palindromique ou si on a un
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systeme "somme pivot" alors la période est toujours majorée par la taille
de la mémoire plus une unité. D'autre part, ils ont étudié le cas de systémes
réversibles et ont montré que la période est toujours inférieure au double
de la taille de la mémoire [Co-Go-Mo-SP].

Thierry de St Pierre a proposé les conjectures suivantes [SP]:
1- Un automate 8 mémoire a seuil #[k, f], ne peut pas avoir de période
supérieure a k+1 si les coefficients poids a; de f sont positifs (c-a.d. si

& [k, f] est monotone croissant).
2- En général, un automate 8 mémoire 2 seuil &t [k, f], ne peut pas avoir de
période supérieure a 2k.

On verra, en particulier, que ces deux conjectures sont vraies pour k < 4.

Le but de ce chapitre est de "montrer" que ces deux conjectures sont
fausses. Pour cela nous avons défini un algorithme qui pour un entier p
donné, calcule les coefficient a; d'un automate 3 mémoire a seuil qui admet
un cycle de longueur p.

Pour de petites valeurs de k, on a rassemblé les résultats expérimentaux,
obtenus a partir de cet algorithme, dans un tableau qui donne des
automates ayant de long cycles limites.

Ce tableau, nous a permis d'exhiber, dans le cas général, ur: - ..omate 2
mémoire qui admet un cycle de longueur 2k+6.

Ainsi, tout au long de ce chapitre, on se fixe la tiche suivante: pour p > 2k
trouver une fonction a seuil f telle 'automate & mémoire # [k, f] ait un
cycle de longueur p.

D'autre part, signalons que pour chaque entier p de {1, ..., 2k} on peut
toujours trouver un automate a mémoire a seuil &[k, f] qui admet un cycle
de longueur p.

Dans un premier temps, on rappelera quelques résultats et définitions
concernant les automates 3 mémoire a seuil [k, f].

On donnera, ensuite le nombre des suites cycliques de longueur p.

D'autre part, on présentera un algorithme qui pour chaque suite cyclique

8=(°)i=0,1,...,p-1 k-admissible détermine s'il existe un automate 2
mémoire a seuil &[k, f] qui admet (3) comme cycle.
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2- RAPPELS ET DEFINITIONS:
A- DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit &[k, f] un automate & mémoire et f sa fonction de transition.
Uncycle C = (xoxl...xp-l) de & [k, f] sera noté C(k, f, p).
On a xj = f(xj_1, Xj_3, ..., Xj_})) avec les indices i pris modulo p.

Pour généraliser la définition de cycle on va définir une notion de suite
cyclique k-admissible, qui ne fait pas intervenir la fonction f et dépend
seulement de p et k.

Cette condition (indépendance de f) nous est nécessaire car ce sont des
suites cycliques k-admissibles qu'on va utiliser dans notre algorithme:

"on se donne une suite cyclique k-admissible G et on applique
l'algorithme de réduction pour savoir s'il existe une fonction a seuil f
telle que

6 =C (kfp)

Définition 1:
Une suite ¢ = (X0X1-..Xp.1) de longueur p est dite périodique s'il existe un

diviseurd de p tel que: Vie (0,1, ..., d-1} et Vse {0, 1, ...,5-1} ona
Xi = Xsd+i-

Remarque 1:

La notation dans ¢ = (x0X1--Xp.1) désigne que (XpXj...X,.1) est défini 2
un décalage (a gauche ou 2 droite) prés: ¢ = (xpXp.-Xp.1) = (x - Xp.1Xg) =
(xp_lxoxl...xp_z) =..

Définition 2:
Une suite ¢ = (xoxl...xp_ 1) de longueur p est dite suite cyclique si elle n'est
pas périodique.

Exemple 1:

La suite 3‘1 = (010010) est une suite périodique de longueur 6 et de
période d = 2.

La suite 32 = (100000) est une suite cyclique de longueur 6 (elle n'est pas
périodique)
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Remarque 2:
Toute suite & de longueur p av: . p premier est une suite cyclique.

Il est clair que pour un entier p donné toutes les suites cycliques ont une
représentation binaire {(G) = xq + 2x;+22xy+...42P"1x, | dans I'ensemble
(1,2, ..,2pP-2}.

Proposition 1:

Etant donné un nombre quelconque m de {1,2,...,2P-2}.

m est une représentation binaire d'une suite cyclique de longueur p si et
seulement si pour tout entier d, diviseur de p, on a:

[m] # 0 mod [(2P-1)/(24-1)]

Cette proposition nous permet de caractériser toutes les suites cycliques de
longueur p.

Définition 3:
Soit k un entier donné, et G une suite cyclique de longueur p. On appelle k-
chaine associée 2 la suite G les nombres entiers ui(a) définis par: '

1;(0) = X; + 2%;, + 22%;,9 + ... +2K-1x. ., | oi les indices sont pris modulo
p.

-

Définition 4:
Une suite 6, de longueur p, est dite k-admissible si la k-chaine associée a ¢
contient exactement p éléments.

Exemple 2:
Soit la suite 31 = (010011) de longueur p = 6. 1l est clair que la suite G est

une suite cyclique. D'autre part, pour k = 4, la k-chaine associée 2 31
contient exactement p éléments: 4, 9, 3, 6, 13, 10. Donc la suite cyclique
G, est 4-admissible.

Nombre des suites cycliques:

Dans ce paragraphe, on va calculer le nombre des suites cycliques de
longueur n (n étant fixé).
Pour cela on a besoin de deux fonctions o et y. Mais d'abord

décomposons l'entier n en produit de facteurs premiers comme suit:
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T
n=J] pf‘i p; étant des facteurs premiers de n et a; sont les exposants non
i=1

nuls des p;.
On définit les fonctions et y de la maniére suivante:

1 si n=1

r
= i > 1] = l 2d n
om)={0 si il='l1 o; > et y(m=21 d?n m(d)

(-1)' sinon

ou d/n désigne d est un diviseur de n.

Proposition 2:
Pour n donné, il y a exactement y(n) suites cyclique de longueur n.

Remarque 3:
Si n est premier alors y(n) = 111(2“-2).
Et si n = 2% alors y(n) = L(2n.2(3).

On donne, ici, quelques valeurs de w(n) et y(n).

n om yn)
3 11 2
4 0 3

5 -1 6
6 1 9

7 -1 18
8 0 30

B- RAPPELS DES RESULTATS

On rappelle, ici, succinctement, quelques résultats concernant la

dynamique des automates 3 mémoire 2 seuil &[k, a, 6]. Pour plus de détail,
voir les chapitres 3, 4 et 5.

1) a: Si les coefficients poids a; de l'automate # [k, a, 0] sont
palindromiques (c-a.d. a; = ay_;,; pour i=0,1,....k-1) alors la
période de chaque cycle divise k+1.

b:  Siles coefficients poids a; de I'automate #[k, a, 6] sont
j-palindromiques (c-a.d. p=ar=..=a1=0eta;= - 14j-i
pouri=j, j+l, ..., k-1) alors la période de chaque cycle divise
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k+j+1.
2) Sion a une mémoire géométrique
a: Siles coefficients poids a; sont tels que a; = -(b) avec be 10,1/2]
alors la période de chaque cycle est inférieure ou égale a k+1.
b: Siles coefficients poids a; de I'automate %[k, a, 8] sont tels que

(= -(bl) avec be [2, +oo[ et 8 < b(lk%l“ alors la période de chaque
cycle est inférieure 2k. .
c: Siles coefficients poids a; = +(b') avec be ]0,1/2] alors on a que
des points fixes.
d: Siles coefficients poids a; = +(bl) avec be ]2, oo[ alors la période
divise toujours k.
3) Si les coefficients poids a; sont positifs décroissants alors il n'y a que

des points fixes.

4) Sil'automate &t[k, a, 6] est réversible alors la période de chaque cycle
divise 2k.

5) Sion a un systéme "pivot" ou "somme-pivot" alors la période de
chaque cycle est inférieure ou égale a k.

Les résultats précédents et quelques expérimentations numériques ont
amené Thierry de St Pierre [SP] a énoncer les deux conjectures suivantes:

a- Si les coefficients poids a; sont positifs alors la période de chaque cycle

ne peut étre supérieure a k+1.
b- Si les coefficients a; sont de signes quelconques alors la période de

chaque cycle ne peut dépasser 2k.
D'autres part, pour tout entier p < 2k, on a la proposition suivante:

Proposition 3:
Pour chaque p de {1, 2, ..., 2k} il existe un automate 3 mémoire 2 seuil
& [k, f] admettant un cycle de longueur p.

Démonstration:

Pour k fixé et pe (1, 2, ..., k} 'automate & [k, f] défini par I' équation
récurrente x, = l[xn_p - 0.5] admet toujours OP-11 comme cycle de
longueur p.

k
- Sipe (k+1, k+2, ..., 2k} alors l'automate défini par x, =1(0.5- ¥ x

il
i=pk n-i

admet toujours 0K1P-k comme cycle de longueur p.
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3- ALGORITHME DE REDUCTION

Pour avoir une idée sur la plus grande période qu'un automate 3 mémoire
& [k, a, 6] puisse avoir, on se donne au hasard un vecteur poids a et un
seuil 6 puis on examine le comportement dynamique de #t[k, a, 6].

Un inconvénient de cette méthode est le suivant:

En prenant des poids a et des seuils 8 différents on risque de tester le
méme automate car il y a une infinité de poids a avec lesquels on peut
réaliser un automate #[k, a, 6] donné.

Pour remédier a cette situation il faut chercher a se débarrasser du vecteur
poids a et du seuil 8. Mais comment?

Pour mieux comprendre I'idée on va donner un exemple:

On veut savoir si pour k = 4 il existe un automate 3 mémoire #[k, a, 6],
avec des coefficients poids a; tous positifs (on se restreint, pour le moment
au cas des coefficient positifs), qui engendre un cycle de longueur p > k.
Prenons par exemple p = 5.

On doit se donner un "cycle" C de longueur p et déterminer s'il existe des
poids a; et un seuil 6 tels que #[k, a, 6] admet C comme cycle.

Au lieu de parler de cycle on doit dire suite cyclique k-admissible car un

cycle est défini a partir d'une fonction f (c-a.d. on suppose que a et 8 sont
connus).

Un autre probléme qui se pose, il faut trouver toutes les suites cycliques k-
admissibles de longueur p = 5. Mais ce probléme est facile a résoudre.

En effet, d'aprés la proposition 2 on sait qu'il y a 6 suites cycliques de
longueur 5. D'autre part la proposition 1, nous permet de trouver toutes
ces suites. On a donc, les suites cycliques de longueur p = 5 sont 00001,
00011, 00101 et leurs duales 11110, 11100, 11010 (toutes ces suites sont
k-admissibles). Ainsi il suffit de traiter les suites cycliques 00001, 00011,
00101 car on sait que deux automates duaux possedent des cycles duaux.

Posons 6; = 00001, G, = 00011, 0'3 =00101.
La suite cyclique 4-admissible 01 ne peut pas €tre un cycle pour un

automate & [k, a, 6] avec les poids a; > 0. Car si c'était le cas on devrait
avoir:
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[ -620

a; -0<0

< a; -0 <0 £
a3 -6<0

a4 -0 <0

Comme on a supposé que les poids a; sont tous positifs alors la premiére et
la deuxiéme inéquation entrainent une contradiction. En effet la somme de
deux nombres positifs (a; et -6) ne peut jamais étre strictement négative.

De 1a méme fagon, on montre que les suites 32 et 33 ne peuvent pas étre
des cycles d'un automates & mémoire &[k, a, 6] avec des poids a; positifs.

Ainsi, on conclut qu'un automate 3 mémoire # [k, a, 8] a coefficients
positifs ne peut pas avoir de cycle de longueur p = 5.

Pour p = 6 on a la méme conclusion.

D'autre part, on a vu qu'un automate a mémoire & [k, a, 6] a coefficients

positifs ne peut pas avoir de cycle dont la longueur p > Cllfm (voir

Chap.5). Ainsi pourk=40naC %(k/zj =6.
Ce qui permet de dire qu'un automate 3 mémoire #t[k, a, 0] a coefficients
poids a; positifs ne peut pas avoir de cycle de longueur supérieure a 4.

De la méme fagon, pour k = 5 et k = 6, on a pu prouver qu'un automate 2
mémoire [k, a, 8] A coefficients poids a; positifs ne peut pas avoir de
cycle de longueur supérieure a k.

Evidemment, pour chaque k et chaque p e {(k+1, k+2, ..., CE("’ZJ} on
détermine, d'abord toutes les suites cycliques o k-admissibles de longueur

P puis on teste s'il existe un automate 3 mémoire #[k, a, 6] qui admet ©
comme cycle. .

Pour de petites valeurs de k (donc de petites valeurs de p), on peut
résoudre 2 la main le probleéme. Mais lorsque k devient grand, la tiche
devient plus difficile. On doit, donc, généraliser 1a méthode ci-dessus.

Le premier probléeme qu'on rencontre est la génération des suites
cycliques k-admissibles. La proposition 1 nous permet de résoudre
facilement ce probléme.

Le deuxieéme probléme qui se pose est la résolution du systeme
d'inéquations. La encore, on fait appel a la programmation linéaire et plus
précisément a l'algorithme du Simplex qui nous permet de résoudre un
systeme d'inéquations de la forme:
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[A%<b
|%20
Une petite difficulté: le systtme & | n'est pas de la méme forme que ¥ 2

2

car dans &, il n'y a que des inégalités larges alors que ;| comporte des

inégalités larges et des inégalités strictes. Ceci, en fait, pose un probléme
car il est tres difficile de résoudre un systéme a inégalités strictes [Sak].

Remarque 4:

Soit (a, 8) une réalisation stricte d'un automate 3 mémoire & [k, f], et soit
K un nombre positif. Alors il existe toujours un réalisation stricte (a',0")
telle que:

k-1 k-1
1[ Y ai'xi -01=1 & Y ai'xi -0'2 H et
i=0 i=0

k-1 k-1
1[3 a/x;-071=0 & 3 a'x;-6'<-p
i=0 i=0

Sans perte de généralité, on peut toujours prendre p=1.
Maintenant, on est en mesure d'utiliser I'algorithme du Simplex puisqu'on

a un systeme d'inéquations de la méme forme que & ,.

Soit 6 = (slsz...sp) une suite cyclique k-admissible de longueur p.

A o on associe le systéme d'inéquations suivant:

(-1)(’Sk+l)*[aosk+alsk_ 1+axsg o+...+ay 151-6 <-1].
(-1 )('sk+2)*[aosk+1+a 18k tasy_1+... 43 _155-0 < -1].
(-1 )('Sk+3)* [aosk+2+a 1Sk+1+Ha8+...+a_183-6 < -1].

(-1)('Sk)*[aosk,1+alsk_2+azsk_3+...+ak_lsp-e <-1]

La notation (-1)SksDx[ags+a;sy_j+a,5,_p+...+a;_13;-0 < 0] signifie qu'il
faut multiplier toute la ligne aoSk+aSg.1+asy o+...+ay_151-6 < 0 par le
méme nombre(-1)(-Sk+1)

Ce qui nous permet d'avoir la matrice A suivante:
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'((-1)-Sk+1)sk ((-1)Sk+1)s 4 ((-1)’Sk+l)sk_2 ((_1)‘5k+1)sl ((-1)Sk+1)
(1) Ske2)spg (1) Ske2)s (1) Ske2)spe . (1) SKe2)sy  ((-1)SKe2)
(( 1y Sk+3)Sk+2(( 1) Ske3)sy 4 (( 1y Sked)sy .. ((-1)Ske3)s3 (( 1)7Sk+3)

oooooo

(( 1) Sksk-1 (( 1y Sk)si-2 (( sz o (1 K)sp ((-1)’sk)

Avec cette matrice A on a toujours des inégalités larges. Donc
l'algorithme du Simplex peut étre appliqué.

Signalons, enfin, que X = (ag, ay, ..., ak_1, -0) 2 0.

Lorsque on veut tester le cas général des automates [k, a, 6], c'est a dire
lorsqu'on a des coefficients a; de signe quelconque. La contrainte

X = (ay, ay, ..., a1, -0) 2 0 n'est plus vérifiée.

On fait donc appel au théoréme de Gordan:

Théoréme de GORDAN [Chv]
[Ax < 0] admet une solution si et seulement si le probléeme [Aly =0,y =0
ety # 0] n'admet pas de solution.

Ainsi, on résoud le systtme £': Aly =0,y >0 ety # 0 au lieu du systéme
F:Ax<0.

Avantage de cette méthode:
Pour un entier k et pour un entier p on peut savoir s'il existe un automate 2

mémoire #[k, a, 8] ayant un cycle de longueur p.

Inconvénient de cette méthode:
Pour un entier k donné, pour savoir la plus grand période qu'un automate,
de taille de mémoire k, puisse avoir il faut tester toutes les suites cycliques

k-admissibles de longueur p avec p < Cl 2] lorsqu'on suppose que les
coefficients poids a; sont positifs.Et lorsque les coefficients poids a; sont

de signe quelconque alors il faut tester toutes les valeurs de p telles que
p< 2k € (pour g voir chapitre 6).

Voici une description de I'algorithme utilisé (pour le cas des coefficients
de signe quelconques):
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Entrée: (kp)

- déterminer toutes les suites cycliques o, k-admissibles de longueur p;

- pour chaque suite cyclique k-admissible de longueur p former la
matrice A, puis

- appliquer l'algorithme du Simplexe.

- récupérer une solution non "réalisable”.

- appliquer de nouveau l'algorithme du simplexe pour trouver les
coefficients de I’ automate [k, a, 6]

Sortie: coefficients d'un automate ayant un cycle 6 de longueur p.

Voici quelques résultats obtenus a l'aide de cet algorithme:
CAS DES COEFFICIENTS POSITIFS

1) Pourk =2, 3, 4, 5, 6: La période de chaque cycle est inférieure ou égale
a k (Ce qui concorde avec la conjecture).

Nous avons testé toutes les suites cycliques k-admissibles de longueur p
avec p prenant les valeurs p =k+1, k+2,..., pPpax

avec Ppax = C lédZJ
2) Pourk =17:
Pour p = 1, ..., k on peut toujours trouver un automate & [k, a, 0]

admettant un cycle s de longueur p.
Pour p = k+1, k+2, k+3 il n'existe pas d'automates & [k, a, 6] ayant un

cycle G de longueur p

Nous avons obtenu un cycle de longueur p = k+4 = 11. (Ce qui casse la
premiére partie de la conjecture)

En particulier on a pu exhiber un automate a coefficients j-
palindromiques de vecteur poids a = (0,0,0,2,1,1,2) et 6 = 2.5

Nous avons prolongé la recherche de suites k-admissibles pour p = k+5,
k+6, k+7, k+8, k+9, k+10, k+11, k+12, k+13. La réponse était toujours
négative. |

Ainsi nous nous sommes limités a p < 20. (On devrait aller jusqu'a p = 35)

3) Pourk = 8:

Pour p =1, ..., k on peut toujours trouver un automate #[k, a, 6] ayant un
cycle C de longueur p.

Pour p = k+1, k+2, il n'existe pas d'automates ayant un cycle de longueur
p.

Pour p = k+3 =11, il suffit de prendre comme automate celui qui
correspond a (k,1) = (7,11) dont les coefficients a; sont complétés par 0.
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Pour p = k+4, k+5, il existe toujours un automate 2 seuil #[k, a, 0].

Pour p = k+6, k+7, k+8, k+9 il n'existe pas d'automates ayant un cycle de
longueur p.

Pour p = k+10 = 2k+2 = 18, il existe un automate #[k, a, 6] ayant un cycle
de longueur p.

Ce dérnier résultat casse en méme temps la premiere et la deuxi¢me partie
de la conjecture.

Nous avons, ainsi, avec des coefficients positifs, dépassé la barre p = 2k!
conjecturée pour le cas général.

Pour p =k+11, k+12 il n'y a pas d'automates #[k, a, 8] ayant un cycle de
longueur p.

Encore, un autre fois ici, nous nous sommes limités a3 p < 20.
Normalement on devrait aller jusqu'a p = 70!!

CAS DES COEFFICIENTS NEGATIFS

Lorsque les coefficients a; sont tous négatifs alors on a obsérvé les

résultats suivants:

Pour k = 3, 4 on ne peut pas avoir de cycle de longueur p > 2k
Pourk =5 ona:

- un cycle de longueur p = 11 pour [a, 8] = (-2,4,2,-4,-6,-1)

- un cycle de longueur p = 12 pour [a, 6] = (-2,4,2,-2,-6,-1)

- un cycle de longueur p = 13 pour [a, 8] = (-3,-3,-2,-4,-1,-5)

- un cycle de longueur p = 14 pour [a, 6] = (-2,-2,-1,-3,-1,-3)

- un cycle de longueur p = 15 pour [a, 8] = (-2,-2,-1,-3,-3,-3)

- un cycle de longueur p = 16 = 2k-1 pour [a, 6] = (-2,-2,-1,-3,-4,-3)
Nous avons prolongé la recherche pour les cycles k-admissibles de
longueur p =17, ..., 22. La réponse était toujours négative.

Pour k=6 on a:
- un cycle de longueur p = 13 pour [a, 0] = (-2,-4,-2,-3
- un cycle de longueur p = 14 pour [a, 8] = (-2,-2,-1,-3,-1,0,-3)
2,-3,-4,-3
2,-1,-2

1

9

9

- un cycle de longueur p = 15 pour [a, 8] = (-
- un cycle de longueur p = 16 pour [a, 8] = (-2,- -3
- un cycle de longueur p = 17 pour [a, 6] = (-1,-1,0,-1,-1,-1,- )
- un cycle de longueur p = 18 pour [a, 8] = (-1,-1,0,-1,-1,-2,-1)
- un cycle de longueur p = 19 pour [a, 6] = (-3,-1 »-1,-2,-3,-5,-4)
- -uncycle de longueur p = 20 pour [a, 8] = (-1,-1,-1,0,-2,-3,-2)
- un cycle de longueur p = 21 REPONSE NEGATIVE

- un cycle de longueur p = 22 pour [a, 8] = (-2,-3,0,-2,-1,-4,-3)

’
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- un cycle de longueur p = 23 pour [a, 8] = (-2,-2,-5,-1,-1,-4,-5)
- un cycle de longueur p = 24 REPONSE NEGATIVE
- un cycle de longueur p = 25 pour [a, 8] = (-3,-3,-3,-2,-4,-4,-8)

- un cycle de longueur p = 26 pour [a, 8] = (-2,-2,-2,-1 -3,-3,-5)
- un cycle de longueur p = 27 pour [a, 8] = (-2,-4,-3,-3,-1,-6,-7)
- un cycle de longueur p = 28 pour [a, 8] = (-3,-4,-5,-3,-2,-6,-10)
- un cycle de longueur p = 29 pour [a, 8] = (-2,-3,-3,-2,-1 -4,-6)

4- REMARQUES

Au paragraphe précédent, on a donné quelques exemples particuliers

d’automates S (k, a, 8) ayant des cycles de longueur supérieure 2 2k.
Dans ce qui suit on définira, d'une maniére générale, deux familles
d'automates 2 mémoire admettant des cycles de longueur L > 2k.

Proposition 4:

L' automate a mémoire & (k, @, 0), défini par:

1-a, =0, aj=-lpourie {0,1,3,4, ... . k-1}eto= -1; admet

C= (0k-112010%-21012) comme cycle de longueur 2k+S5.
2-ay=0,2,;=-2,a;=-1pourie {0,1,3,4, .. k2] et0 = -1; admet
C= (0k12010k-21012) comme cycle de longueur 2k+6.

Démonstration:

En partant de la configuration (0X), il suffit de remarquer que l'itération
k-1

Xpe1 = 12 ajXp.j - 0] est telle que x,,; = 0 sauf pour les sept
i=0

configurations (x,, X,_1, ..., X.41) suivantes: (0K), (10k-1), (0120k-3),
(0k-210), (010k-2), (1010k-3), (Ok-11).

Signalons que ces deux automates ont des périodes maximales linéaires.
On conjecture, qu'en général, la période maximale d'un automate 3
mémoire a seuil est polynmiale,
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Conclusion
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Tout au long de cette these, on s'est intéressé a 'étude de la dynamique
d'un automate a mémoire dont la fonction de transition est une fonction a

seuil définie par des poids a; et un seuil 6.

L'étude générale d'un tel modele reste un probleéme ouvert. Dans cette
theése, seuls des cas particuliers ont été traités.

Au chapitre 3, nous avons étudié les automates 3 mémoire dont les
coefficients poids présentent une structure palindromique. Aprés avoir
introduit un opérateur énérgie (fonction Lyapunov) nous avons montré
que les périodes de tels automates sont des diviseurs de (k+1) ol k est la
taille de la mémoire. Nous avons, aussi, donné une borne linéaire du
transitoire.

On a, entre autre, donné une caractérisation des systémes réversibles. On
a montré que les systtmes réversibles se réduisent aux décalages et
antidécalages. D'autres cas particuliers sont présentés dans ce chapitre.

Les chapitres 4 et 5 constituent une étude d'une famille d'automates a
mémoire géométrique. On a envisagé deux cas selon que la raison de la
mémoire est inférieure a 1/2 ou supérieure a 2.

Pour le premier cas, on a parfaitement décrit la structure de bifurcation
du cycle (unique) engendré par I'automate & mémoire. Cette unicité nous
a permis de définir un nombre de rotation associé a I'automate.

L'étude du deuxieéme cas est plus complexe. En effet, ce genre d'automates
admet en général plusieurs cycles. Et par conséquent le formalisme du
chapitre 4 ne peut pas étre appliqué.

Dans le chapitre 5, on a étudié la dynamique de l'automate pour des
valeurs de 6 appartenant 2 des intervalles particuliers: [0, 2(+1)/2[ et
[2i-1, 2i[ pour i= 1, 2,..., k-1. On a montré que pour ces intervalles la
période des cycles est inférieure 2 2k. On conjecture que cette borne est
valable pour toutes les valeurs de 6.

D'autre part, pour le cas général on a présenté une borne des longueurs
des cycles. Nous pensons que cette borne, exponentielle, est trop exagérée.
En revanche trouver une borne linéaire des longueurs des cycles d'un
automate 3 mémoire 2 seuil est un probléme ouvert.

Au chapitre 6, nous avons ramené 1'étude de la dynamique d'un automate
a mémoire a un probléme de programmation linéaire.

Cette nouvelle formulation nous a permis de construire une famille
d'automates admettant un cycle de longueur 2k+6. Ce qui casse une

conjecture proposée par Thierry de St Pierre: "Un automate 3 mémoire
ne peut pas avoir de cycle de longueur supérieure a 2k".

Nous pensons que d'autres résultats intéressants peuvent étre obtenus par
la formulation sous forme de programme linéaire.
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Que se passe-t-il si au lieu de considérer un seul neuronne on considére
plusieurs neuronnes. A part le cas particulier ou la matrice poids présente
une structure palindromique, on ne sait pas étudier, dans le cas général, la
dynamique de tels modéles.
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