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Résumé

FP2 (Functional Parallel Programming) est un langage qui concilie program-
mation fonctionnelle et programmation paralléle & travers le formalisme des spéci-
fications algébriques et des systémes de réécriture. Dans le cadre du projet FP2,
cette thése a pour principal objectif de présenter la partie fonctionnelle, incluant la
généricité et le traitement des exceptions.

La généricité (paramétrisation d’une spécification) est traitée dans la premiere
partie : nous rappelons les principes, étudions la sémantique, formalisons la compi-
lation des opérateurs génériques en restant dans un cadre fonctionnel, et analysons
les raccourcis de notation offerts aux utilisateurs.

La deuxiéme partie est consacrée aux exceptions. Elles sont d’abord étudiées d’un
point de vue opérationnel, puis nous en donnons une définition précise qui permet de
ramener une présentation avec exceptions & une présentation avec sortes ordonnées.
Cette définition assure I’existence d’une algébre initiale et permet en outre de traiter
les exceptions avec parametres génériques.

En troisiéme partie, sont présentées des méthodes de transformation de définitions
fonctionnelles récursives en processus paralleéles communicants. La généricité est
utilisée pour formuler les hypotheéses sur les définitions fonctionnelles, et nous mon-
trons de plus comment simuler une pile de récursivité de profondeur arbitraire par
des réseaux de processus dont la topologie est fixée statiquement.

Mots-clés : spécification algébrique, langage fonctionnel et parallele, généricité,
sémantique, compilation, exceptions, transformation de programmes.

Abstract

FP2 (Functional Parallel Programming) is a language combining both functional
and parallel programming through the algebraic specification approach and term
rewriting systems. As part of the project FP2, the principal object of this thesis
is the presentation of the functional part, including genericity and the treatment of
exceptions.

Part I presents genericity (i.e. parameterization of a specification). We recall the
principles, study the semantics, formalize the compilation of generic operators in a
functional framework, and analyze the notational facilities provided to the users.

In part II, we investigate the exception mechanism. At first, we present them op-
erationally. Then, we show that it is possible to define a presentation with exceptions
as an order-sorted presentation. Thus, the existence of an initial algebra is ensured.
Moreover, this method permits to treat exceptions with generic parameters.

In part III, methods for transforming recursive functional definitions into parallel
programs are presented. The hypotheses on the functional definitions are specified
by means of generic operators. Besides, we show how to simulate an arbitrarily deep
recursive stack by means of networks with a statically fixed topology.

Keywords: algebraic specification, functional and parallel language, genericity, se-
mantics, compilation, exceptions, program transformation.
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Introduction

Un probléme crucial de ’activité de programmmation est la correction : “le programme que nous
venons d’écrire répond-il bien aux spécifications du probléme posé ?” La réalisation d’applications de
plus en plus ambitieuses, d’une complexité parfois difficilement maitrisable, a clairement montré la
nécessité d’une discipline pour atteindre, ou tout du moins approcher cet objectif primordial.

Tl s’est vite avéré que les programmes impératifs étaient difficiles, voire impossibles & prouver.
L’émergence de certaines méthodes de programmation (programmation structurée, programmation
modulaire et compilation séparée), et de langages qui les favorisaient (PASCAL, MODULA-2, ADA),
a permis de concevoir des programmes micux construits, plus clairs et plus faciles & maintenir.
Néanmoins, ces programmes continuaient & représenter des transitions d’état d’une machine de Von
Neumann et il était extrémement difficile de les considérer comme des objets, de concevoir a leur sujet
des raisonnements élégants, au méme titre que sur d’autres objets mathématiques.

S’est donc fait sentir le besoin d’un nouveau style de programmation, le besoin de nouveaux
langages dont la sémantique serait davantage fondée sur la notion de fonction, plutdét que sur ’évolution
de 1’état d’une machine. Par opposition & la programmation impérative reposant enticrement sur
Popération d’affectation, on parle ainsi de programmation fonctionnelle ou applicative. Le précurseur
de ce type de langage fut LISP pur [133], inspiré du A-calcul d’Alonzo Church [39, 6], et introduit
par John McCarthy. D’autres langages ont suivi. Citons FP (Functional Programming) (4], de John
Backus, totalement affranchi de la notion de variable et introduisant les formes fonctionnelles : les
arguments d’une forme fonctionnelle peuvent &tre des fonctions ou des objets, le résultat est une
fonction. L’aspect extérieur du langage (définitions de fonctions par combinaisons de fonctions et de
formes fonctionnelles) est souvent peu lisible, mais la formulation des fonctions se préte parfaitement
aux transformations de programmes [177]. Signalons également le langage KRC (Kent Recursive
Calculator) [173], qui fournit des constructeurs d’objets infinis (par exemple, “[1..]” représente la liste
infinie des entiers naturels non nuls), et dont les techniques d’évaluation paresseuse des arguments
des fonctions, apparues en [94], permettent des calculs sur ces objets infinis (par exemple, prendre le
premier élément ou le reste d’une liste infinie). KRC est, de plus, un langage du second ordre : les
fonctions peuvent admettre des fonctions comme arguments ou retourner une fonction comme résultat.

Cependant, un reproche important que I'on peut adresser A ces trois langages est qu’ils ne sont
pas typés, du moins pas au sens d’un contréle statique. Ainsi, ce n’est qu’a ’exécution que 'on vérifie
qu’une addition arithmétique est bel ¢t bien appli quée & deux arguments entiers. Si nous revenons aux
langages impératifs traditionnels, ces vérifications de types sont effectuées statiquement. Par contre, la
variété des types disponibles demeure assez pauvre, et leur utilisation sévérement limitée. On ne peut
paramétrer ces types : il est par exemple nécessaire, lorsqu’on écrit un parcours d’arbre, de préciser
le type des éléments de ’arbre. Plus généralement, la définition de nouveaux types, quand elle est
permise, est étroitement liée a leur représentation en machine : méme remarque qu’en ce qui concerne
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4 Introduction

les preuves, a savoir que ces langages restent trop proches de I’architecture de Von Neumann. C’est
pour corriger ces défauts tout en conservant les avantages des controles de type qu’ont été introduits
les types abstraits. Un type abstrait est défini uniquement par son interface, par les fonctions que 1’on
souhaite appliquer aux éléments de ce type.

L’introduction de types abstraits dans le A-calcul a ouvert la voie a toute une classe de langages dont
le premier fut ML [89]. Ce langage permet de définir des types abstraits, éventuellement polymorphes,
c’est-a-dire paramétrés par d’autres types. Ainsi il est possible, par exemple, d’écrire dans ce langage
une fonction reverse qui inverse 'ordre d’apparition des éléments d’une liste, quel que soit le type de
ces éléments. A cette famille de langages appartient HOPE [35], fortement modulaire. Le principe
de son implantation est une compilation des programmes HOPE dans un code pour une machine
abstraite a pile. MIRANDA [174] reprend ’approche du A-calcul typé en y intégrant les principaux
acquis de KRC. A signaler que la forme extérieure de langages comme ML ou MIRANDA est légere,
car un mécanisme d’inférence de types [139] décharge I'utilisateur de I'indication du type d’un objet
ou du profil d’une fonction. De nombreux ouvrages ont déja été consacrés a I'implantation des ces
langages, les plus récents se basant sur l’utilisation de combinateurs [45] et introduisant les machines
de réduction de graphes {148]. D’une fagon plus générale, le lecteur intéressé trouvera en [100] une
présentation de la théorie des types, ainsi que des directions qui en découlent.

Tous les langages cités précédemment utilisent la notion de réduction, en tant que procédé de
calcul. Une autre approche a cherché a privilégier ’aspect algébrique, la démarche de spécification.
L’accent est alors mis davantage sur la description des probleémes que sur 1’aspect algorithmique
d’une solution. (Traitant plus généralement de méthodologie de la programmation, [132] présente
I’étape de spécification comme une abstraction de toutes les implantations de cette spécification.) La
encore, a été introduite la possibilité de paramétrer une spécification par une autre spécification : on
parle alors de spécifications génériques. Les principaux travaux sur les spécifications algébriques sont
(87, 86] (travaux du groupe ADJ), ainsi que [33, 91, 93, 22, 59]. Un certain nombre de langages se sont
inspirés de cette approche : CLEAR [34], LARCH [92], LPG (Langage de Programmation Générique)
[17, 20, 19], PLUSS (Proposition pour un Langage Utilisant des Spécifications Structurées), langage
de spécification de I’environnement ASSPEGIQUE (Assistance a la Spécification Algébrique) [24, 23],
ainsi que les réalisations successives d’OBJ (OBJ1 [82], puis OBJ2 [63, 169] et OBJ3 [80, 74, 88]).

Un autre objectif de ’activité de programmation est l'efficacité. Méme si les performances des
calculateurs séquentiels continuent & s’améliorer, on compte actuellement davantage sur la program-
mation paralléle, ’exécution simultanée de plusieurs taches sur des processeurs différents. Par ailleurs,
il est important de remarquer que le développement des systémes distribués fournit un intérét sup-
plémentaire a ’étude du parallélisme. Néanmoins, pour aussi prometteur que soit ce concept, il reste
beaucoup a accomplir avant de le comprendre et de le maitriser, et dans nombre de sujets : forma-
lismes, langages, méthodes de programmation et outils d’aide a la mise au point, preuves de systemes
paralleles, transformations de programmes. ..

Si nous examinons les langages actuels qui permettent d’exprimer le parallélisme, plusieurs clas-
sifications existent : 1'une d’entre elles consiste a distinguer les langages synchrones, fondés sur la
présence d’une horloge (ESTEREL [14], LUSTRE [38, 149], SIGNAL [68]), des langages asynchrones
(CCS — Calculus of Communicating Systems [140], LC? [130]). De méme, on peut classer d’aprés le
mécanisme de communication : par rendez-vous (CSP — Communicating Sequential Processes [96]),
par mémorisation des messages dans une file d’attente (LC®). Une troisieme classification possible
est de séparer les langages fondés sur une programmation impérative (CSP, ESTEREL, LC3) de ceux
fondés sur une programmation applicative (LUSTRE, SIGNAL). (Le lecteur intéressé par le détail de
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ces classifications de langages paralléles pourra trouver en [147] un tour d’horizon sur ces langages et
les méthodes de programmation qui leur sont sous-jacentes.)

Le projet & lintérieur duquel prend place cette thése est le développement du langage FP2
(Functional Parallel Programming). A Dintérieur de toutes les classifications précédentes, FP2 est
un langage applicatif, il appartient 3 la famille des langages paralléles sans horloge, et son principe de
communication est fondé sur le rendez-vous 3 plusieurs (“4 N”). C’est un langage de spécifications
algébriques paramétrées, son propos est de concilier programmation fonctionnelle et programmation
paralléle & travers le formalisme des spécifications algébriques et des systémes de réécriture. On peut
donc spécifier des types et des fonctions génériques en FP2. On peut également y spécifier des pro-
cessus, et des réseaux de processus paralléles communicants, tous ces objets pouvant étre paramétrés
d’une maniére analogue aux objets de la partie fonctionnelle, au moyen de la généricité.

Ce langage est le support d’études d’analyse de processus (terminaison [146], comparaison des
comportements des processus [154], analyse temporelle [163], transformation de programmes [106]).
Comme exemples de programmation “grandeur nature” en FP2, nous citerons un simulateur par
événements [157], I'unification paralléle de deux termes [104], une simulation du niveau liaison du
protocole X25 [8]. Enfin, dans le cadre du projet ESPRIT dans lequel se trouve inclus FP2, il est
prévu de l’utiliser pour programmer une machine & inférence paralléle en logique du premier ordre [107],
en relation avec les travaux sur la méthode de connexion [21). FP2 est également un projet soutenu
par le programme C3 (Coopération, Concurrence et Communication) du CNRS [175], consacré a la
compréhension et & la maitrise du concept de parallélisme.

Le prototype actuel regroupe 'implantation de la partie fonctionnelle et une simulation séquentielle
des processus. Il fait suite & deux maquettes : I'une (uFP2 [161]) axée principalement sur la simu-
lation des processus, ’autre (“Grand-Guignol” [105]) consacrée uniquement a la partie fonctionnelle.
Dans ’avenir, il est prévu que viennent s’ajouter au prototype une partie graphique permettant aux
utilisateurs de rentrer un réseau de processus sous forme d’un dessin, des outils de mise au point, et les
implantations des travaux sur ’analyse et la comparaison des processus. Deux implantations paral-
leles du langage sont également prévues. L'une sera effectuée sur machine Stollmann, au moyen d’un
réseau comportant un processeur maitre et quelques autres processeurs. La compilation des processus
se déroulera de la méme maniére que pour la simulation séquentielle. Ensuite, durant une exécution, le
maitre dirigera le calcul en distribuant aux autres processeurs des évaluations de termes [155]. L’autre
implantation prévue utilisera les transputers et procédera par transformation d’un processus FP2 en
un processus simulable par un transputer [144], et transformation d’un réseau quelconque de processus
en un réseau compatible avec ’architecture paralléle dont on dispose ([136] aborde le cas particulier
du placement d’un réseau de processus FP2 sur une structure de grille).

Parmi toutes ces taches, notre contribution concerne essentiellement la partie fonctionnelle et
générique du langage, dont nous avons assuré 1’étude théorique et I'implantation. Cette partie fonc-
tionnelle est pour une large part inspirée de LPG — également développé au LIFIA —, quoiqu’elle
s’en distingue par les principes de mise en ceuvre. Les autres différences concernent le traitement des
opérateurs partiels, et les notations, plus légéres en FP2, plus orientées vers la programmation.

Nous présentons succintement FP2 dans un chapitre préliminaire, aprés une introduction aux
concepts qui sont & la base du langage : la spécification algébrique de types abstraits et les systémes
de réécriture (tous les calculs, en FP2, s’effectuent par réécriture). Sont également rappelées dans ce
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chapitre les bases théoriques du langage OBJ3, dont, au cours de la thése, nous comparons les choix
a ceux de FP2.

La généricité est approfondie ensuite, dans la premiére partie. Alors que les précédentes présen-
tations de FP2 [110, 111} évoquaient la généricité de maniére assez informelle, le premier chapitre
regroupe 1’étude opérationnelle et sémantique compléte de la généricité, d’abord d’un point de vue
théorique général, puis par I’application & FP2 (présentée de maniére différente de [152]). Intuitive-
ment, une spécification générique est caractérisée par la donnée d’une spécification paramétre et d’une
spécification cible. L’instanciation, c’est-a-dire le remplacement d’une spécification formelle par une
spécification effective, est effectuée au moyen de morphismes entre spécifications, qui en préservent
la structure. Un avantage important de FP2 est la génération de morphismes entre spécifications :
ceci permet de reporter de proche en proche une propriété (par exemple, d’une propriété d’ordre total
sur les entiers, on peut déduire une propriété d’ordre total sur les séquences d’entiers, une propriété
d’ordre total sur les séquences dont les éléments sont eux-mémes des séquences d’entiers, ...). Nous
proposons une sémantique de cette possibilité, déja présente informellement en LPG.

Ensuite, le chapitre 2 est consacré & la mise en ceuvre. La démarche suivie a été de compiler
les opérateurs de FP2 en un langage purement fonctionnel, et non dans un code pour une machine
virtuelle, comme en LPG. Ce choix permet de formaliser le procédé de compilation sans sortir du
cadre fonctionnel (du point de vue de la réalisation, le langage cible est un sous-ensemble de Common
Lisp). Etant donné que la paramétrisation d’une présentation fait intervenir non seulement des sortes
formelles, mais aussi des opérateurs formels, le principal apport de ce chapitre est le traitement de ces
opérateurs formels, ainsi que le traitement des opérateurs génériques paramétrés par ces opérateurs
formels. Apres un rappel des principes généraux qui ont guidé cette réalisation, nous donnons les régles
de compilation des termes génériques, et la correction par rapport a la sémantique opérationnelle vue
au premier chapitre.

Dans le chapitre 3, nous présentons les facilités offertes & 1’utilisateur. L’instanciation des opéra-
teurs génériques conduisant a des termes dont 1’écriture est souvent complexe, nous fournissons des
raccourcis de notation, qui permettent de décrire partiellement une instanciation, le compilateur se
chargeant alors de compléter ’information, s’il peut le faire de fagon univoque. Ces raccourcis sont
présents en LPG, ot ils sont décrits et utilisés informellement ; nous les avons généralisés en FP2 et
nous donnons les regles précises d’analyse.

La deuxiéme partie (chapitre 4) est consacrée aux exceptions, qui ont été intégrées & FP2 pour
permettre la spécification de fonctions partielles. Nous décrivons les mécanismes qui leur sont attachés :
déclenchement, propagation, et récupération. Nous montrons ensuite que ’introduction d’exceptions
non récupérées ne modifie pas la propriété de terminaison ou de non-terminaison d’un systéme de
réécriture (ce théoréme figure comme conjecture dans [150], ol il a été démontré sous des hypothéses
plus fortes). Nous poursuivons le chapitre par 1’étude sémantique : aprés un rappel des concepts
proposés pour le traitement des exceptions, nous proposons une définition qui permet de ramener
une présentation avec exceptions a une présentation avec sortes ordonnées, telle que le comportement
décrit opérationnellement soit correctement simulé par la présentation avec sortes ordonnées obtenue.
Ce résultat dote les exceptions d’une sémantique qui nous semble satisfaisante, et permet en outre
de traiter les exceptions avec paramétres génériques, ce qui n’existait pas jusqu’d présent. De plus,
cette méthode fournit des niveaux emboités pour les études de propriétés : selon les cas, on pourra
se placer dans le cadre des présentations, dans le cadre des présentations paramétrées, dans le cadre
des présentations avec sortes ordonnées paramétrées. Le chapitre se termine par une proposition
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de traitement local des exceptions pour les processus, et par une description de I'implantation des
exceptions.

Nous avons également contribué a rapprocher les deux parties de FP2 en développant des méthodes
de transformation de programmes fonctionnels & double appel récursif en processus paralléles commu-
nicants. C’est le point que nous développons dans la troisiéme partie (chapitre 5). Les outils de la
partie générique sont utilisés pour exprimer nos hypotheses sur les définitions fonctionnelles. Outre des
exemples de réseaux simulant le calcul de fonctions récursives, nous montrons comment simuler une
pile de récursivité de profondeur arbitraire par des réseaux dont la topologie est fixée statiquement.
Nous donnons une preuve informelle de notre transformation de base, et présentons une méthode de
regroupement qui permet d’éviter les évaluations redondantes dans des fonctions telles que la fonction
de Fibonacci.

Apres une synthese de nos résultats et des principes qui ont guidé notre démarche, nous indiquons
en conclusion quelques poursuites possibles des travaux présentés dans cette thése.

Nous rappelons dans ’annexe A les définitions de théorie des catégories que nous utilisons dans
I'ouvrage, ces définitions étant illustrées par quelques exemples issus de la théorie des ensembles.
L’annexe B regroupe des exemples détaillés d’utilisations de la partie fonctionnelle de FP2. Dans
I’annexe C, nous donnons et démontrons un résultat de réécriture utilisé dans le chapitre 4. Quant &
I’annexe D, elle précise comment s’effectue le dialogue avec ’'utilisateur, au niveau des entrées-sorties,
durant ’exécution d’un processus FP2.

Afin de rendre la consultation et la lecture plus aisées, la liste des exemples en FP2 mentionnés
tout au long de la thése est donnée en p. 241. Nous avons également joint un index comprenant les
principales dénominations et notations utilisées.






Chapitre 0

Notions de base — Présentation
succinte de FP2

Ce chapitre préliminaire poursuit un triple but : introduire les notions fondamentales et la termi-
nologie de base de la spécification algébrique, présenter succintement FP2, et également introduire une
généralisation qui n’est pas directement intégrée en FP2, mais que nous utiliserons au chapitre 4 —
de plus, cette généralisation constitue la base théorique du langage OBJ3 [80, 125, 126, 74, 88, 117,
dont, 3 plusieurs reprises, nous comparerons les choix aux nétres, notamment en ce qui concerne
Pimportation de définitions et la mise en ceuvre de la généricité. Ainsi sont regroupées ci-apres la plu-
part des définitions classiques liées 4 la théorie de la spécification algébrique, que nous utiliserons tout
au long de I'ouvrage. La présentation de FP2 nous permettra d’effectuer un premier tour d’horizon
sur les caractéristiques du langage et les possibilités qu’il offre a ses utilisateurs. Aussi bien pour
la partie “programmation fonctionnelle” que pour la partie “programmation parallele”, nous com-
mencons par décrire le cas particulier non paramétré (nous verrons plus tard que nous pouvons le
comprendre comme une paramétrisation triviale), puis nous introduisons informellement la généricité.
L’étude de cette derniére sera ensuite reprise et approfondie dans la premiére partie de la thése. En
fait, nous présentons sommairement la généricité dans ce chapitre afin de montrer dés a présent ce
qu’elle peut apporter aux spécifications de processus communicants. Ceux-ci interviendront a nouveau
aux chapitres 4 et 5. Historiquement, FP2 est issu des travaux présentés dans [110, 40, 1, 146, 115].
[111, 114, 160] marquent ’étape suivante dans la définition du langage. [165], plus récent, propose
une nouvelle sémantique de la partie parallélisme. Mentionnons également [113, 128], qui sont des
présentations des projets dans lesquels est inclus FP2. Le survol qui suit reprend les principes et les
notations de I’implantation réalisée en 1987-1988, et intégre les principaux acquis de [165].

0.1 Programmation fonctionnelle

0.1.1 Les bases théoriques de la spécification algébrique

Les fondements théoriques de la partie fonctionnelle de FP2 sont les spécifications algébriques de
types abstraits [33, 87, 86, 91, 93, 22, 59] et les systeémes de réécriture [102, 98, 118, 51, 52]. Ainsi
que nous ’avons mentionné dans lintroduction, I'idée de base des types abstraits est d’ignorer leur
représentation, de ne les considérer qu’au travers des opérations qui leur sont appliquées. C’est cette
idée qui est reprise ici, dans le cadre de la spécification algébrique. Par conséquent, pour chaque type
qu’il définit, ’utilisateur d’un langage de spécification algébrique ne connait que le nom par lequel il
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le désigne, les opérateurs présents dans son interface, et les équations qui caractérisent ces opérateurs.
Nous rappelons les définitions, pour la plupart classiques.
0.1.1.1 Signatures — Algébres hétérogénes

Définition 0.1 Une signature algébrique — ou, plus simplement, signature — est un couple
(5,Q) ou S est un ensemble non vide de sortes (noms de types), et Q une famille indicée par S* x §
d’ensembles d’opérateurs.

Nous convenons de noter un mot de §* X § par s X «+- X s, — s, et de noter un élément w de

s X Xon—s PAT W 281 X +++ X 8 — 8. 81 X -++ X 85, — s est alors le profil de w, s; X -++ X s, son
domaine, s son codomaine et n son arité. Le domaine d’un opérateur peut étre vide (noté “—”,
w: — — 8), auquel cas lopérateur est dit constant.

Exemple 0.2 Signature comportant les sortes Bool et Nat.

S = {Bool, Nat}

Q__Boot = {true, false} Q_Net = {zero}
‘QBooI—vBooI = {nOt} QNat—»Nat = {SUCC}
QBool)(Bool—»Bool = {and, or,=, <:>} QNat)(Na.t—-+Bool = {:}

Introduisons & présent les modéles sémantiques d’une signature, et les homomorphismes entre ces
objets, qui en préservent la structure.

Définition 0.3 Soit ¥ = (5,9Q) une signature. Une algébre hétérogéne A sur & — ou, plus
simplement, X-algébre — est la donnée de deuz familles (As,Aq) — une famille d’ensembles non
vides et une famille de fonctions! totales — telles que :

As = {As|s€ S}
Ag = {A,: A, X---xAsn—>As|w€Qslx...xsn_.s,sl,...,sn,sES}
Les éléments de Ag sont les supports de A.
Les deux applications suivantes :
t S = Ag ¢ Q — Ag

s = A w — A, -
constituent 'interprétation de ¥ dans A.

Définition 0.4 Soit & = (5,Q) une signature, soient A et B deuzr Y-algébres. Un S-homomor-
phisme h : A — B est la donnée d’une famille d’applications {hs : A; — B, | s € §}, telles que :

(i) (Yw € Q__y), hs(As) = B,
(i1) (Y € Qyyxexonss)s (V2i € Agy 1 < i < 1), ho(Aul(®1, -, 20)) = Bulhioy (1), - s b, ()

Proposition 0.5 Soit ¥ une signature. Les Y-algébres et les Y-homomorphismes forment les objets
et les fleches d’une catégorie? notée ALGry;.

!Nous utilisons le mot “opérateur” pour désigner un symbole syntazigue et les mots “opération” ou “fonction” pour
les concepts sémantiques.
*Nous avons regroupé a I’annexe A toutes les définitions et tous les résultats utilisés de la théorie des catégories.
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0.1.1.2 Termes

Par combinaison des divers opérateurs d’une signature, on construit des termes. Nous allons
indiquer ci-aprés comment engendrer des termes bien formés.

Définition 0.6 Soient & = (S,Q) une signature et V (VN Q = @) une famille indicée par S
d’ensembles disjoints de variables3. L’algébre des termes engendrée par V, notée Ts(V), est la
réunion des ensembles de termes Tx,(V), pour s parcourant S, construits comme suit (les notations
“w” et “O(ty,...,tn)”" indiquent que ces expressions formées au moyen d’un opérateur w et des termes
t1,...,tn doivent étre interprétées syntaxiquement) :

(i) V. CTx (V)
(it) (Yw € Q__,),w € T (V)
(i1)) (Vw € Qg xoxsn—s)y (Vi € T (V),1 <3< n),w(ly, ..., ta) € Ts (V)
(iv) (Vs € S), tout élément de Ts (V') s’obtient & partir des régles (i), (ii) et (iii).
Tx(D) est appelé 'algébre des termes de ¥ et est notée plus simplement Tx.

D’aprés la définition 0.6, il est immédiat d’introduire sort(t), la sorte d’un terme ¢ :

(Vs € 8), (¥t € Te (V)), sort(t) &' s

et var(t), ’ensemble des variables d’un terme ¢ :

wr(z) = {a) (2 eV)
var(w) = @
var(w(ty,...,tn)) = <U< var(t;)

Si var(t) = @, le terme ¢ est dit fermé.

Définition 0.7 ([168]) Soient & = (5,9) une signature, et s € S. s est dite habitée s’il eziste au
moins un terme fermé de sorte s. ¥ est dite complétement habitée si toutes les sortes de 5 sont
habitées.

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des signatures complétement habitées.

Nous allons signaler deux propriétés importantes, I'une, concernant Tx(V), liée a la théorie des
algébres universelles [25, 90], et l’autre, concernant Tx, qui se rattache au formalisme des catégories.

Soient ¥ = (5,Q) une signature, A une Z-algébre, et V un ensemble de variables. On appelle
assignation toute application v : V — A qui préserve les sortes, c’est-a-dire telle que :

(Vs € S),v(Vs) C A,

Proposition 0.8 Tx(V) est une T-algébre libre sur V, c’est-a-dire que pour toute X-algebre A et
toute assignation v : V — A, il existe un S-homomorphisme unique, défini sur Tg(V), qui étend v.

3Par analogie avec les opérateurs, nous notons z : s une variable z de sorte s. Dans toute la suite, nous considérerons,
par abus de langage, V comme un ensemble de variables. De plus, chaque fois que nous aurons besoin de travailler avec
des variables, nous supposerons que pour tout s € S, V; est infini (autrement dit, nous aurons a disposition autant de
variables que nous le sonhaiterons).
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Cette extension s’effectue d’aprés les régles suivantes :
vw) = yw)
V(w(tl,--',tn)) ”(w)(y(tl),'--ay(tn))

t(w) désignant l'interprétation de I'opérateur w dans la E-algébre A. v(t) est une instance du terme
t.

Il

Note Par abus de langage, nous avons désigné par A 4 la fois l’algebre et la réunion de tous ses ensembles.
Toujours par abus de langage, dans les exemples que nous rencontrerons, nous conserverons le méme symbole
pour noter a la fois ’application et son extension a Tx(V).

Proposition 0.9 Tx est une X-algébre initiale dans la catégorie ALGy.

Nous abordons maintenant quelques concepts liés aux termes, que nous utiliserons par la suite.
Nous commencons par introduire un moyen formel de désigner les emplacements des divers sous-termes
d’un terme : des mots d’entiers naturels appelés occurrences.

Définition 0.10 Soit t un terme, les occurrences (ou positions) de ¢ forment l’ensemble suivant
(A représente le mot vide) :

{A} teV)V(EH=wwe)
oce(t) = { {A}u( U {i.T | T € oce(t;)}) (t=w(ts,...,tn))

1<ign
Soit T € occ(t), le sous-terme de t & 1’occurrence 7, noté t/1, est défini comme suit :

tIA = t
Wty ... tn)/tr = /T

On représente parfois un terme par un arbre étiqueté. Par analogie avec cette représentation, on
appelle racine (root) d’un terme la variable ou le symbole d’opérateur en téte :

teV)V(t=wweQ) /w\
th /\ in

et profondeur (depth) d’un terme la longueur de sa plus longue occurrence :

I
[

___root(t)
root(w(ty,...,tn))

Il
€

depth(t) = max{lg(t) | 7 € occ(t)}

Définition 0.11 Soient t et t' deuz termes. Soit T € occ(t) tel que sort(t/7) = sort(t'). Le terme
issu de t en remplagant son sous-terme a Uoccurrence T par t', noté t[r — t'}, est défini comme suit :

tAt] = ¢
Wt1y ooy tiyee o tn)eT — 8] = w(ty,... L[« t],..., 1)

Remarque sort(t[r — t']) = sort(t)

Définition 0.12 Un terme est dit linéaire si chacune de ses variables ne posséde qu’une seule oc-
currence.
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Nous indiquons & présent comment remplacer une variable par un terme, et ceci a chacune de ses
occurrences. Puis nous rappelons ce qu’est la résolution d’équations entre termes, appelée unification.

Définition 0.13 Une substitution o est un endomorphisme* de Ts(V), égal d Videntité sur V
ezcepté un nombre fini de variables qui constituent le domaine de o :

D(o)={z |z €V Ad(z)# 2}
L’ensemble des substitutions de Tx (V) est noté Subst(Ts(V)).

Nous rappelons les régles qui permettent de définir o sur tout ’ensemble Tx(V'), a partir de la
donnée de sa définition sur son domaine et de la propriété d’algébre libre de Tx(V) :

ow) = w
o(w(ty,...,tn)) = w(o(tr),...,0(tn))

Remarque o étant un endomorphisme de Ty (V'), il préserve la sorte d’une variable :

(Vz € V), sort(o(z)) = sort(x)

L’ensemble des variables introduites par o est noté I(c) et défini comme suit :

I{o) = U var(o(z))

z€D(0)
On définit une relation d’ordre partiel sur les substitutions par :
01 < 03 <= (30’ € Subst(Tx(V))),0' 0 01 = 02

Définition 0.14 Deux termes ty et ta, de Tx(V), sont dits unifiables si et seulement sl existe une
substitution o telle que o(t1) = o(t2) — “=7” désignant I’égalité syntaxique entre termes.

Proposition 0.15 ([153]) Sit; et t2 sont unifiables, alors il existe une substitution w, de domaine
contenu dans var(t;) U var(ty), telle que :

(Vo € Subst(Tx(V)) telle que o(t1) = o(t3)),w < o -

w est unique @ un renommage® bijectif des variables prés, c’est un plus petit unificateur de t; et
to.

De plus, on peut toujours choisir @ idempotente (w o w = w, ou D(w) N I(w) = & — les deux
conditions sont équivalentes) et n’introduisant pas de nouvelles variables (I(w) C var(t1) U var(tz)).

Dans toute la suite, la proposition “f; et ¢ sont unifiables et un plus petit unificateur est @” sera
notée :

w
~

t1~t2

4Un endomorphisme d’une algébre X est un homomorphisme de X vers X.
®Un renommage est une substitution telle que 'image de toute variable est une variable.
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Les applications de I'unification sont nombreuses et vont de l'intelligence artificielle aux bases de
données, en passant par la programmation logique [42, 41] et la démonstration de théorémes. Signalons
dés & présent son utilisation pour le calcul de I'inférence de types dans des langages tels que ML [89]
ou MIRANDA [174].

Divers algorithmes calculant un plus petit unificateur de deux termes ont déja été proposés : par
J. Robinson [153], par G. Huet [97], par M. Paterson et M. Wegman [145], par A. Martelli et U.
Montanari [135], par F. Fages [60], par J. Corbin et M. Bidoit [44]. Mentionnons également [129], qui
traite en profondeur la notion de plus petit unificateur, et [124], qui est une étude systématique d’outils
pour les algorithmes d’unification, lorsque des opérateurs vérifient certaines propriétés (associativité,
commutativité, idempotence, ...).

Définition 0.16 Soient t1 et t; deux termes. On dit que t; filtre ¢, si et seulement s’il existe une
substitution o telle que o(t1) = t5.

Par analogie avec notre notation pour ’unification, nous écrirons :

1 Sty

0.1.1.3 Equations

Nous allons a présent nous intéresser aux relations entre les divers termes de Tx(V'), ces relations
étant exprimées au moyen d’équations.

Définition 0.17 Soit ¥ une signature. Une X-équation est une paire de termes (1 == 1), t1 et
ta € Te(V), telle que :
sort(ty) = sort(ty)

Nous allons maintenant caractériser les X-algébres dans lesquelles une équation représente une
égalité. Ceci s’effectue a l’aide de la notion d’assignation vue au §0.1.1.2, et, plus précisément, de
I’extension d’une assignation, grace & la propriété d’algebre libre de Ty (V).

Définition 0.18 Soient ¥ une signature et A une X-algébre. La X-équation (t1 == t3) est valide
dans A si et seulement si pour toute assignation v : var(ty) U var(t2) — A, alors :

I/(tl) = V(tz)
On note : A |= (t; == t2).

Définition 0.19 Une présentation algébrique — ou, plus simplement, présentation — est un
triplet (5,9, E) ot & = (5,Q) est une signature et E un ensemble de L-équations.

Définition 0.20 Soient (5,2, F) une présentation et A une algébre hétérogéne sur ¥ = (5,Q). A
satisfait F si toutes les X-équations de E sont valides dans A :

(Al E) <= (Ye€ E), A= e

(On dit aussi que A est un modele de E.)
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Définition 0.21 Soient ¥ une signature et E un ensemble de T-équations. La plus petite con-

ruence sur Tx qui contient F, notée “=g”, s’obtient par fermeture des propriétés de :
g q ’ ’ D /4

o réflexivité,
» syméirie,
o transitivité,

e précongruence :

(Vw € Q5 x-e-xsn—s), (Vuiy v; € Ty, 1 <4 < n), (i =g i) = w(Ug, ..., Us) =g w(v1,...,0,)

stabilité par substitution :
(Vu,v € Tx),(u == v) € E = (Yo € Substg(Tx(V))),0(u) =g o(v)

Substg(Tx(V)) désignant les substitutions fermées (ground substitutions), ¢’est-da-dire & valeurs dans
Ts.

Définition 0.22 Soit P une présentation, composée d’une signature ¥ et d’un ensemble E de -
équations, et soit V un ensemble de variables. L’algébre des termes engendrée par V et qui
satisfait E est l’algébre quotient de Ts(V') par “=g” :

Ty)=x (V) ¥ Tx(V)/ =5

Nous la noterons également Tp (V).

Ty /=, (D) est I'algébre des termes qui satisfait E et est notée plus simplement Ty )=, ou Tp.
Proposition 0.28 Ty /=, (V) est une algébre libre sur V.

Proposition 0.24 Soit P une présentation, composée d’une signature ¥ et d’un ensemble E de X-
équations. Les X-algébres qui satisfont E et les ©-homomorphismes forment les objets et les fléches
d’une catégorie notée ALGy/=, ou ALGp. Ty/=, est une algébre initiale de ALGy/=,.

Suivant la démarche de [86], nous définissons donc la sémantique d’une présentation (X, E) comme
étant la classe® des algébres initiales de ALGy /=p- Désormais, par abus de langage, nous désignerons,
pour toute sorte s, le type s comme étant 'interprétation dans I’algébre initiale (& un isomorphisme
prés) de s — nous réserverons le mot “sorte” pour le concept syntaxique.

0.1.1.4 Réécriture : les bases

Nous verrons que la plupart des équations manipulées par FP2 sont orientées de maniére a ce que
les calculs s’effectuent par réécriture. Intuitivement, cette technique est fondée sur le remplacement
a l'intérieur d’un terme, et ce modus operandi est itéré jusqu’a ’obtention d’un terme irréductible.
Nous le formalisons ci-aprés.

8Pour une définition précise de cette notion, cf. annexe A, note 80, p. 178.
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Définition 0.25 Une régle de réécriture est un couple de termes (1 — t5), 11 et to € Ts(V), tel
que :

sort(ty) = sort(ty)
’ var(ty) 2 wvar(ts)

Un systéme de réécriture est un ensemble fini de régles de réécriture’.

Exemple 0.26 Le systéme de réécriture suivant décrit la fonction factorielle.

o — 1

suce(n)! —  suce(n) x (n!)

Définition 0.27 Soit R un systéme de réécriture. Un terme ty se réécrit en le terme to dans R si
et seulement si :

(37 € oce(t1)), A — 1) € R),1 % t/7 Ata = ti[T — o(r)]

La proposition “t; se réécrit en t2” se note t; — g to, ou plus simplement t; — tq, lorsqu’il n’y a
. ., s N ’ s . 7 * ’ . e
aucune ambiguité sur le systéme de réécriture employé. “—>g” est la fermeture réflexive et transitive
de la relation “——gx”.

S’il est impossible de réécrire un terme, on dit qu’il est irréductible ou en forme normale.

Pour qu’un tel procédé soit cohérent, il est important qu’il soit indépendant des régles choisies
parmi celles du systeme, en particulier indépendant de ordre d’application de ces regles. C’est ce que
traduit la propriété de confluence.

Définition 0.28 Un systéme de réécriture est confluent si et seulement si :

(Vio, 11,12 € Te(V) tels que to ——g t1 Aty ——p t2),(3t € Ts(V)), 11 —>r t Aty g t

/ \

Proposition 0.29 Si le systéme de réécriture R est confluent, alors la forme normale de tout terme,
si elle existe, est unique.

Pour un terme ¢, on la note t{% ou plus simplement ¢| lorsque R est univoque.

Définition 0.30 Un systéme de réécriture est ncethérien s’il ne peut générer aucune chaine infinie
de réécriture :
ﬂ(to _)tl —_ i —y ...)

"Les auteurs de [52] admettent les systémes de réécriture 3 nombre infini de régles.



0.1. Programmation fonctionnelle 17

On prouve qu’un systéme de réécriture R est noethérien en exhibant un ordre “>” sur Tx(V ), bien
?
, . 7 . *
fondé®, et qui vérifie — g5 C .

Définition 0.31 Un systéme de réécriture confluent et neethérien est dit convergent.

Nous signalons & présent une propriété importante pour l'utilisation de la réécriture a fins de
* ’ . sy e .
preuves. Notons “——x” la fermeture réflexive, symétrique et transitive de la relation “—g”.

Définition 0.32 Un systéme de réécriture R posséde la propriété de Church-Rosser si :
(Vt1,t2 € Ts(V) tels quety «=>g t2), (3t € Te(V)), 81 —>r t <ty

L’intérét de cette propriété : il est dans ce cas possible de démontrer un théoréme de la forme
t; ——x to en utilisant uniquement des réécritures.

Proposition 0.33 Un systéme de réécriture posséde la propriété de Church-Rosser si et seulement
s’il est confluent.

0.1.1.5 Réécriture conditionnelle

Le mécanisme de réécriture, tel que nous venons de le décrire, se révéle insuffisant dans certaines
applications. En effet, il peut étre indispensable d’ajouter une condition pour qu’une réécriture soit
licite, faute de quoi elle pourrait engendrer des termes incorrects (opérateurs partiels appliqués en
dehors de leur domaine de définition), ou boucler indéfiniment. Deux exemples sont fournis par la
division et la simplification des rationnels :

x
z div (z ged y)

if (y £ 0)A(2#0)A(t #£0) — ————=—== if(y#£0)A(zgedy #1)

T *t z
Y * 2 y  ydiv(zgedy)

A
t

Dans le premier cas, les sous-termes de la conjonction protégent contre toute division par 0, dans
le second cas, la condition “zgcdy # 1”7 est indispensable afin de ne pas réécrire en lui-méme un
rationnel déja sous forme irréductible. Aprés un bref rappel des notions de prédicat et d’atome, nous
allons d’abord préciser la notion d’équation conditionnelle sous une forme trés générale reprise de
[142], donner sa sémantique, puis introduire le concept de réécriture conditionnelle®.

Nous renvoyons a [166] le lecteur désireux d’approfondir les principes de la logique du premier
ordre et du calcul des prédicats du premier ordre. Nous rappelons ci-aprés les notions qui nous seront
utiles pour la réécriture conditionnelle.

Définition 0.34 Soient ¥ = (5,Q) une signature, II une famille indicée par S* d’ensembles de
symboles de prédicats, et V un ensemble de variables. L’ensemble des atomes sur Tg(V'), noté
Aty (V), est construit comme suit :

(i) (Vr € TI_), 7 € Ats(V)

8Un ordre est bien fondé s’il n’existe aucune chaine infinie strictement décroissante : 39(1:0 >z >...> ..

°Dans [142], Peter Padawitz présente la réécriture conditionnelle comme un cas particulier d’une régle utilisée en
démonstration automatique : la paramodulation. La méme démarche se retrouve dans la thése de Michaél Rusinowitch
[156].
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(i) (Vr € Iy x...xs,)s (Vt: € T, (V),1 0 < ), w(ta,.. ., 10) € Atg(V)
(iii) Tout élément de Atz (V') s’obtient @ partir des régles (i) et (i1).

Par analogie avec les opérateurs d’une signature, on parle du domaine et de ’arité d’un prédicat.

Pour toute X-algébre A, une interprétation de II dans A est la donnée d’une fonction ¢ telle que
pour chaque 7 € I, x...xs, *

t(m): Agy X -+ X As, — {true, false}

Soit V' un ensemble de variables, on étend aux atomes de Atx(V') une assignation v : V — A de
maniére analogue aux termes, c’est-a-dire au moyen des régles :

v(r) = o)
v(r(ty,. ., tn)) = um)w(tr),...,v(tn))

Définition 0.35 Soient ¥ une signature, A une X-algébre, et P € Aty(V). A satisfait P si pour
toute assignation v : V — A, alors :

v(P) = true
On note : A|= P.

Définition 0.36 Soient ¥ = (5,Q) une signature, II une famille indicée par S* de symboles de
prédicats, et V un ensemble de variables. Une équation conditionnelle se note (t, == t3 if P),
avec t1,t2 € Tx(V), et P € Atg(V), tels que :

sort(ty) = sort(ts)
P est la prémisse (également appelée condition ou contexte) de I’équation conditionnelle.

Définition 0.37 Soient ¥ une signature et A une X-algébre. L’équation conditionnelle (t1 == t3 if P)
est valide dans A si et seulement si pour toute assignation v : var(ty)Uvar(tz)Uvar(P) — A, alors :

(A Ev(P)) = v(t1) = v(t2)

Remarque En remplagant “v(P)” par “true” dans 'expression précédente, on retrouve bien évidemment la
définition 0.18 de validité d’une équation inconditionnelle.

Pour rendre exécutables de telles équations, il convient non seulement d’introduire une orientation
entre les membres des équations, mais également de restreindre les prémisses utilisées, afin de pouvoir
préciser le moyen de les valider. Nous suivons ’approche de [150, 180, 27, 26] : l'utilisation du type
Bool sous-jacent aux valeurs de la logique (cf. exemple 0.2), et ne considérons que des termes de sorte
Bool. 1l est alors nécessaire que le support de cette sorte soit isomorphe & {true, false}. Dans ce but,
nous introduisons des définitions concernant le type Bool, aprés rappel de la construction de la plus
petite congruence contenant un ensemble d’équations conditionnelles.

Proposition 0.38 ([150]) Soient ¥ une signature et E un ensemble d’équations conditionnelles. La
plus petite congruence sur Ty qui contient E (“=g”) peut étre construite par approzimations

successives :
=g = U EE,i
120

ou :
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o “=gpo” est la plus petite congruence sur Ty, engendrée par les équations de E qui sont de la

forme (t1 == t2),

o soit “~;” pouri 20, et u,v € Tx, la relation définie par :

U=g; v
\'%
U~ V= o(c) =g; true
(3(ty ==t2 ifc) € E),(Jo € Substg(Ts(V))),§ o(t1) = u

o(tz) = v

[43 &«

alors “=g ;41”7 s'obtient & partir de “~;” par fermeture des propriétés de réflexivité, symétrie,
transitivité, précongruence et stabilité par substitution.

Remarque Cette construction est en fait une application de la théorie du point fixe [167].

Définition 0.39 Une présentation (S,Q,E), avec S 3 Bool et E étant un ensemble d’équations
conditionnelles, est dite :

e compléte par rapport aux booléens si pour tout terme fermé t de sorte Bool, t =g true ou
t =g false,

e consistante par rapport aux booléens si true Zg false.
Dans la suite du §0.1.1.5, nous ne considérerons plus que des présentations vérifiant ces propriétés.

Théoréme 0.40 ([150]) Soient ¥ = (5,9) une signature et E un ensemble d’équations condition-
nelles. Ty /=, est une algébre initiale de ALGg/=,.

Nous suivons le méme plan que dans I’étude précédente des équations et systémes de réécriture :
pour définir & présent la réécriture conditionnelle, il nous reste & introduire une orientation des
équations et une condition d’inclusion sur les variables.

Définition 0.41 Une régle de réécriture conditionnelle est un triplet de termes de la forme
(Il — rife), avec l,r,c € Tx(V), tels que :

sort(l) = sort(r)
sort(c) = Bool
var(l) 2 war(r)Uvar(c)

Remarque Dans la définition 0.36, nous n’avons imposé aucune condition sur les variables d’une prémisse.
Ainsi, dans ’équation conditionnelle :

f(z) == f'(z) if g(z,9)
y a un sens existentiel. La condition d’inclusion des variables est également imposée & la prémisse dans le but
d’éviter, lors de la réécriture, la recherche d’éventuelles valeurs, pour de telles variables, qui rendent la prémisse
vraie.

Définition 0.42 Soit R un systéme de réécriture conditionnelle. Un terme ty se réécrit en le terme
to dans R si et seulement si :

(37 € oce(tr)), Al — 1 if¢) € R),1 S t1/7 Ao(c) =g true Aty = tir — o(r)]
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Note La définition précédente est récursive. Une régle telle que :
f(z) —aif f(z)=a

est donc permise et boucle indéfiniment. On évite un tel comportement par Iintroduction de niveaux hiérar-
chiques tels que la prémisse d’une régle de niveau ¢ puisse étre entiérement évaluée au niveau i — 1. Cet aspect
de la réécriture conditionnelle ne sera pas traité ici et nous renvoyons le lecteur intéressé i (150, 180, 27, 26]. A
signaler que [120, 122] proposent une approche moins contraignante.

Les notions de systéme ncethérien, confluent, se généralisent 3 la réécriture conditionnelle. Signa-
lons qu’une autre approche [120, 95, 121, 122] considére des régles de la forme :

l — rif /\ (ui == v;)

1€ign
avees sort(l) = sort(r)
(Vi:1<i<n), sort(u;) = sort(v;)
var(l) 2 war(r)U( U (var(u;) U var(v;)))

1<€isn

Un terme 1 se réécrit en le terme ¢ suivant une telle régle si et seulement si :

(31 € oce(ty)), ! % t/T A ( /\ (Fw; tel que o(u;) ——x w; g o(v;))) Aty = ty[r — o(r))
1€ign

Cette approche revient a se placer dans le cadre de la logique avec égalité. Méme si nos conventions
sont plus restrictives, nous avons préféré la premiére approche parce que c’est celle qui est utilisée en
pratique, tout du moins pour le traitement des opérateurs partiels de FP2 (cf. chapitre 4), la condition
de consistance par rapport aux booléens étant supposée satisfaite. De méme, ce cadre nous suffit pour
notre utilisation de la réécriture conditionnelle & ’annexe C.

0.1.2 Une généralisation : les algeébres avec sortes ordonnées

Les algebres hétérogénes “classiques”, c’est-a-dire multi-sortes, se révélent parfois un formalisme
trop rigide, compliquant le traitement de certaines applications. Ainsi, les seules relations entre les
supports des sortes sont celles fournies par les fonctions de 1’algebre. Par conséquent, il n’existe
aucun moyen direct de spécifier qu'un type est inclus dans un autre, si ce n’est par un opérateur
représentant I'injection canonique. De méme, si nous comprenons un opérateur f, comme représentant
un prolongement de la fonction désignée par un opérateur fj, il n’existe aucun moyen direct d’utiliser
les équations définissant fy dans la spécification de f;.

L’idée de base est d’introduire un ordre partiel sur les sortes. On parle alors d’algébres avec sortes
ordonnées (order-sorted algebras) par opposition aux algébres hétérogénes multi-sortes (many-sorted
algebras). On peut ainsi spécifier les types Nat, Int (entiers relatifs), Rat (rationnels), GInt (entiers
de Gauss'?) avec :

< Rat

Nat < Int < GInt

107 s entiers de Gauss forment I’ensemble :

L) ={a+ibla,bed} (#=-1)
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ordre correspondant aux inclusions bien connues en Mathématiques. Si nous définissons :

+ : (Nat x Nat) — Nat
+ : (Unt x Int) — Int
+ : (Rat x Rat) — Rat
+ : (GInt x GInt) — GInt

ces opérateurs seront eux aussi partiellement ordonnés par une relation de prolongement.

Les langages OBJ2 et OBJ3 permettent ’utilisation de sortes ordonnées!!. Ils possédent la méme
sémantique mathématique, mais les principes de mise en ceuvre sont différents : OB.J2 [79, 63, 169, 64]
utilise les résultats d’un théoréme de réduction [79, 85] et transforme une spécification avec sortes
ordonnées en une spécification multi-sorte (donc sans relation entre les différentes sortes) qui lui est
équivalente, tandis qu’OBJ3 [80, 126, 88] exécute directement une réécriture avec sortes ordonnées.

Nous allons donner les définitions, reprises de [79, 63, 84, 126, 85], qui généralisent celles du §0.1.1
au cas des sortes ordonnées.

0.1.2.1 Signatures avec sortes ordonnées — Modeéles sémantiques de Joseph Goguen et
José Meseguer

Définition 0.43 Une signature avec sortes ordonnées est un triplet & = (5,<,Q) ou S est un
ensemble non vide de sortes, Q0 une famille indicée par S* x S d’ensembles d’opérateurs, et “<” un
ordre partiel sur §.

Dans toute la suite du §0.1.2, nous désignerons par “signature” une signature avec sortes ordonnées.

Définition 0.44 (Premiére définition d’une Z-algébre) Soit & = (5,<,Q) une signature. Une
Y-algebre A est la donnée d’une famille d’ensembles et d’une famille de fonctions totales :
As = {As|s€ S}
Ag = {Au Ay XX Ag, = As | w € Qg xoxspms1815- -3 8n,8 € S}
qut satisfont les propriétés suivantes de compatibilité avec “<” :
(i) (Vs1,52 € §),81 < 89 = A5, C A,

(i) (Vs,... 8,8 ,8),...,s0,s" €8 tels que [\ (si<s!)As' <s"), alors :
1€ign

(Vw € QSiX"'XS;l—-*S’ n Q " —

" II)
Sy X XSy —sT

A, As;/ X ++o X Agn — Agn est un prolongement de A, : Asrl XX Ag — Ay

Définition 0.45 (Premiére définition d’un -homomorphisme) Soit ¥ une signature, et
soient A et B deux X-algébres. Un Y-homomorphisme h : A — B est la donnée d’une famille
d’applications {hs : A; — B;s | s € S}, telles que :

(i) Vw € Q__),hs;(A,) = B,
(1)) (Yw € Qsy 5 xsn—s)s (V2i € A5, 1 €1 < n), s (Au(21,- .- ,20)) = Bu(hs, (21), .-, hs, (z0))
(iii) (Vs1,82 € §),81 < 83 = hs, est la restriction a Ay, de hy,

Proposition 0.46 Soit ¥ une signature. Les %-algébres et les X-homomorphismes forment les objets
et les fleches d’une catégorie notée OSAx.

" La sémantique de la premiére version d’OBJ (OBJ1 [82]) est fondée sur les algébres d’erreur [71] (cf. §4.4.3).
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0.1.2.2 Algébre des termes

Définition 0.47 Soient ¥ = (9, <,Q) une signature et V un ensemble de variables. L’algébre des
termes engendrée par V, notée Tx(V), est la réunion des ensembles de termes Ty, (V), pour s
parcourant S, et construits comme suit :

(i) Vs STz (V)

(ii) (Vo € Q)0 € To (V)

(111) (Vw € Qg x..xs,—s), (Vi; € Ts,(V), 1 < i < n),w(ty,...,tn) € T (V)

(v) (Vs1,82 € 5,81 < s2), Tz, (V) C Tz, (V)

(v) (Vs € 5), tout élément de Tz (V) s’obtient ¢ partir des régles (i), (i), (iii) et (iv).

T (D) est noté plus simplement Tx.

Remarque  Si on “oublie” la relation d’ordre et qu'on construit, pour chaque s € S, Tx (V) d’apres la
définition 0.6 d’une algébre de termes sur une signature multi-sorte, en général, on n’a ni Tk V) =Tg,(V), ni

Te,(V) = |JTe,.(V).

s'<s

Il résulte de la définition 0.47 que la sorte d’un terme, au sens ol nous ’avons définie au §0.1.1.2,
peut ne pas étre unique. La notion intéressante a dégager ici est celle de plus petite sorte d’un terme,
lorsqu’elle existe. C’est dans ce but qu’ont été introduites les signatures réguliéres.

Définition 0.48 Une signature © = (S, <,Q) est réguliere si et seulement si :

(VS1,..2y8n,81,...,80,8 €S tels que /\ (si < s1)),(Vw € st x..x 51, s ), alors :
1<isn

(3(31,...,3n,3), unique et minimal dans S™1), /\ (8i $3)AWE Qg xox5,—8
1€i€n

Lemme 0.49 ([85]) Soit ¥ = (5,<,Q) une signature telle que “<” est un ordre bien fondé. Alors
Y est réguliére si et seulement si :

<s
(Vshyooy8h, 8,8, sn,s" €8 tels que (334,...,3, € S), /\ (s g ) alors :

1€:€n
. . < s
<5i S8
1<ign = i

(VLUEQ,IX Xs,_,s,ﬂqu xs”—-—»s”) (331,...,§n,§EAq), < g

[ W€ Qs x.x3,—3
Dans le cas o “<” est bien fondé (donc en particulier si S est fini), le lemme précédent assure
que la propriété de régularité est décidable.

Pour un opérateur w d’arité 1, cette propriété de régularité peut se traduire graphiquement comme
suit :
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~ % ~ Y

[*-%3

N / NN )

Lemme 0.50 ([85]) Soient ¥ une signature réguliére et V un ensemble de variables. Tout terme t
de Tx(V') admet une plus petite sorte notée LS(t).

Proposition 0.51 ([85]) Si ¥ est une signature réguliére, alors Ts(V') est une L-algébre libre sur V.

Théoreme 0.52 ([85]) Si ¥ est une signature réguliére, alors Ty est une L-algébre initiale dans la
catégoriec OSAy.

L’hypothese de régularité est nécessaire pour prouver l'initialité de 7y, : étant donné une signature
Y quelconque, la catégorie OSAy admet toujours un objet initial, mais cet objet ne coincide pas
nécessairement avec Ty [85].

0.1.2.3 Equations et régles de réécriture

Dans le cas des sortes ordonnées, il est nécessaire de poser une hypothése sur la signature, afin
que la satisfaction d’une équation soit fermée par isomorphisme. C’est ce qui justifie I'introduction
des signatures cohérentes.

Définition 0.53 Soit ¥ = (5,<,9Q) une signature. La fermeture symétrique et transitive de “<”
induit une relation d’équivalence dont les classes sont appelées composantes connexes de (S, <).

Définition 0.54 Une signature ¥ = (5,<,Q) est dite cohérente si et seulement si elle est réguliére
et st chaque composante conneze de (S,<) admet un élément mazimum.
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Remarque En pratique, cette hypothése n’est évidemment pas contraignante puisqu’il est toujours possible
d’étendre une signature réguliere ¥ en une signature cohérente X' par ajout d’un élément maximum §¢ A
Pintérieur de chaque composante connexe C. On a alors Txr = U Ts, et Ty = Ty
tC
seC

Définition 0.55 Soient ¥ = (5, <,9) une signature cohérente et V un ensemble de variables. Une
Y-équation est une paire (11 == t3) avec ty,ty € Ty(V), tels que LS(t1) et LS(t2) soient dans la
méme composante conneze de (5, <).

Pour les mémes raisons que dans le cas multi-sorte, les équations sont orientées en régles de
réécriture, en vue de rendre les spécifications exécutables.

Définition 0.56 [/ne régle de réécriture est un couple de termes de la forme (I — 7), avec

Lir € Tu(V), tels que LS(l) et LS(r) soient dans la méme composante conneze de (S,<), et tels que
var(l) D var(r).

Définition 0.57 Soient ¥ une signature cohérente et V un ensemble de variables. Un terme t; se
réécrit en le terme ty suivant la régle (I — 1) si et seulement si :
o
e (37 € occ(ty)),l 2 ty/T,
(s € 8),0(l) € Tz, (V) A a(r) € T, (V),

o soit 2 € Vs Nwvar(ly), ti[t « z] est un terme bien formé,

tg = ty[r — o(r)].

(“\” désigne la différence ensembliste.)

De méme que dans le cas multi-sorte, ’extension & 7g(V) de substitutions définies sur V s’effectue
par la propriété d’algebre libre de 73(V). Remarquons que pour toute substitution o :

(Vz € V),LS(o(z)) < LS(2)

Les conditions supplémentaires par rapport a la’ définition de la réécriture “classique” ont pour
objet de refuser 'application de substitutions conduisant & des termes erronés, soit parce que o({)
et o(r) sont de sortes différentes sans borne supérieure commune, soit parce que le remp]acement a
I’intérieur de ¢; conduirait & un terme mal formé.

Note OBJ3 permet la réécriture équationnelle, c’est-a-dire que le filtrage est effectué modulo la plus petite
congruence engendrée par un ensemble d’équations!?. Etant donné que nous n’utiliserons pas cette possibilité,
nous ne la détaillons pas ici et renvoyons le lecteur intéressé & [116, 52] pour un cadre général, et a [126, 88]
pour Papplication & OBJ3.

La notion d’équation conditionnelle se généralise facilement au cas des sortes ordonnées, d’aprés les
principes vus au §0.1.1.5. En particulier, la plus petite congruence contenant un ensemble d’équations
conditionnelles peut étre construite selon la méthode de la proposition 0.38. Les définitions de systéme
de réécriture confluent et possédant la propriété de Church-Rosser sont analogues & celles du §0.1.1.4.
Toutefois, I’équivalence de ces deux notions requiert une hypothése supplémentaire.

12En pratique, OBJ3 fournit la réécriture modulo les propriétés d’idempotence, d’associativité, de commutativité, et
d’existence d’un élément neutre — cf. exemple 0.66.
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Définition 0.58 Un systéme de réécriture R décroit les sortes!® si et seulement si :
Vi1, 13 € Te(V)),t; —x t => LS(t1) > LS(t2)

Définition 0.59 Une régle de réécriture (I — r) décroit les sortes si et seulement si pour toute
substitution o définie sur var(l) :

LS(a(1)) 2 LS(a(r))

Théoréme 0.60 Un systéme de réécriture décroit les sortes si et seulement si toutes ses régles
décroissent les sortes.

Note Cette propriété est donc décidable lorsque 'ensemble des sortes est fini.

Théoréme 0.61 ([126]) Soit R un systéme de réécriture qui décroit les sortes. Les deux propriétés
suivanies sont équivalentes :

o R est confluent,

o R possede la propriété de Church-Rosser.

Dans le cadre des algebres avec sortes ordonnées, la validité d’'une équation est une notion analogue
au cas multi-sorte.

Définition 0.62 Soient ¥ une signature cohérente et A une L-algébre. La L-équation (t; == ;) est
valide dans A si et seulement si pour toute assignation v : var(ty) U var(ty) — A, alors :

v(t1) = v(t2)

Théoréme 0.63 ([85]) Soient ¥ une signature cohérente, E un ensemble de 3-équations, et V un
ensemble de variables. Ty =, (V) est une algébre libre sur V.

Théoréme 0.64 ([85]) Soient ¥ une signature cohérente, et E un ensemble de L-équations. Les
Y-algébres qui satisfont E et les Y.-homomorphismes forment les objets et les fleches d’une catégorie
notée OSAy,=,. Ty /=, est une algébre initiale de OSAy/=,.

La définition 0.44 des Y-algebres, reprise de [79, 84, 126] utilise des fonctions surchargées, partielle-
ment ordonnées par l'inclusion de leurs graphes. Elle inclut la surcharge d’opérateurs, mais sous des
conditions tres restrictives. En effet, ’hypothese de régularité implique que les codomaines de deux
opérateurs de méme nom et de méme domaine ne peuvent pas étre disjoints, car alors, la condition
du lemme 0.49 devient :

! n
(Vs1,...,8n,8,5" €.9),(Vw € Qg xooxspnms’ N sy xexsnms )

) . . g
(351,...,8,,8 € 5), /\ (8 < si)A (s < s”) ANw € Qs 5. x3,—3

1€i€n

Pour toute X-algebre :
C Ay

4s C Agn

ot : Ay NAn =08 —= A; =&

Par conséquent, la donnée de la plus petite sorte de chaque argument détermine de fagon univoque
I’exemplaire de 'opérateur utilisé et donc son codomaine. Cette notion est formalisée dans [126]
comme suit :

3 Traduction proposée pour “a term rewriting system is sort-decreasing”.
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Définition 0.65 ([126]) Soient ¥ une signature et V un ensemble de variables. La plus fine levée
d’ambiguités’® du terme ¢t € Tg(V), notée LD(t), est définie comme suit :

LD(t) = t (teV)V(t=w)
LD(W(t1y - ytn)) = wsxxinas(LD(),...,LD(t,))

w:d X -+ X &, — § étant le plus petit opérateur tel que /\ (LS(t;) £ &)
1€i€n

Exemple 0.66 Spéfications de N muni de ’addition, puis de Z muni de P’addition — la spécification
complete des divers ensembles de nombres (N, Z, Q, Z[1]) peut étre trouvée dans [79, 126, 85, 88].

(La directive protecting NAT a l’intérieur de Uobjet INT signifie que les relations entre les termes
dont la sorte est définie dans l’objet NAT ne sont pas perturbées dans INT — cf. définition précise au

§0.1.4.5.)

obj NAT is -~- Les notations sont celles d’0BJ3.
sorts Nat NzNat
subsorts NzNat < Nat

op O : -> Nat
op s. : Nat -> NzNat .
op _+_ : Nat Nat -> Nat [assoc comm]
vars 1 j : Nat
eq 0+ 3j=3j.
eq (s i)+ j=3s(i+ 3
jbo
obj INT is

protecting NAT .

sorts Int NzInt

subsorts Nat < Int .
subsorts NzNat < NzInt < Int .

op -_ : NziInt -> NzInt .
op -_ : Int => Int .
op _+_ : Int Int -> Int [assoc comm]
vars 1 j : Nat . -
var p : Int .
eq -0=0.
eq --p=p.
eq p+0=p.
eq (-s1i)+ (s3)=1(1) +j
eq (-s81i)+ (- 3)=-s(i+ 3
jbo
Deux précisions :
1. Le caractére “_” dans une déclaration d’opérateur représente la place d’un argument. Ainsi, le

schéma conditionnel s’exprime dans ce formalisme par “if _then_else_fi”.

4 Traduction proposée pour lowest disambiguation.
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2. Un terme de la forme “(s x) + (- s y)”, avec x et y de sorte Nat, n’est pas directement
filtrable par un membre gauche d’équation, c’est la déclaration de commutativité pour ’addition
des entiers relatifs qui permet de le traiter par réécriture équationnelle.

0.1.2.4 Rétractions

Reprenons 'exemple 0.66 et ajoutons-y la définition de 'opérateur de factorielle :
_! : Nat -> Nat

Si ’on s’en tient aux régles énoncées précédemment, le terme “(- - 1)!” est mal formé : en effet,
le sous-terme “- - 1” admet comme sortes NzInt et Int, alors que le domaine de “!” est Nat.
Par contre, ’évaluation de “- - 1” rend bien un terme admettant Nat comme sorte. Des lors, on
comprend 'idée de ne pas considérer uniquement les termes bien formés, mais de passer aux termes
potentiellement bien formés (selon la terminologie de [79]). Pour cela, on étend une signature ¥ =
(5,9) en une signature * = (5,Q°), Q° étant obtenu par ’ajout & Q de rétractions’®. L’ensemble
E de ¥-équations est étendu en un ensemble E®. Pour toute sorte s d’une composante connexe (7,
excepté la sorte maximum (max ('), on introduit la rétraction vers s par la déclaration :

PTmax C—os - Max C — s

et I’équation :
Tmax C—»s(m) ==
z étant une variable de sorte s.

Le terme “(~ - 1)!” est deés lors accepté et le résultat du parsing est :

(TInt—yNat(' - )N

”

“rintoNat (1)7 se réduit en 1, puis “1 !'” se réduit a son tour en 1. Par contre, le terme “(- 1) !

est parsé suivant le méme principe et le résultat est :

(TI'nt—rNat(" 1)

qui est irréductible. Dans ce cas, I'opérateur de rétraction présent dans le résultat peut étre compris
comme un message d’erreur.

Théoréme 0.67 ([85]) Soient V et W deux ensembles de variables tels que V.C W. Si lextension
Ty/=5 (V) = Ty =, (W) de Uassignation V- — Ty =, (W) est injective, alors la propriété suivante est
vérifiée :

(Vty,t5 € TE/EE(V))’tl =Eply < 1) =g 12

Dans ce cas, Pajout des rétractions ne perturbe pas la présentation initiale. Notons que si la
signature est completement habitée, I’hypothese est vérifiée.

15Voir & ’annexe A la définition A.11 de cette notion dans le cadre de la théorie des catégories.
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0.1.2.5 Contraintes de sortes

Les déclarations multiples d’un méme opérateur, dont la sémantique repose sur la notion de pro-
longement sont insuffisantes pour décrire toutes les inclusions entre types. Il est nécessaire, parfois, de
déclarer qu’un sous-ensemble des termes d’une sorte s est de sorte 3, avec § < s. Une telle déclaration
est une contrainte de sorte.

Définition 0.68 Soient ¥ = (5,<,Q) une signature, Il une famille indicée par S* de symboles de
prédicats, et V un ensemble de variables. Soient 3,s € S, avec § < s,t € Tg,(V) et P € Atg(V). Une
contrainte de sorte est un iriplet de la forme :

(asd:tif P)
P est la prémisse de la contrainte de sorte.
Exemple 0.69 Entiers naturels et entiers naturels pairs.

obj NAT-EVEN is
protecting BOOL .
sorts Nat Even .
subsorts Even < Nat

op zero -> Even .
op s_ : Nat -> Nat
op even? : Nat -> Bool .
var i : Nat
op-as s : Nat -> Even for s i if even?(i)
eq even?(zero) = true .
eq even?(s zero) = false .
eq even?(s s 1) = even?(i)
jbo

Définition 0.70 Soient . une signature et A une L-algébre. La contrainte de sorte (asd:tif P) est
valide dans A si et seulement si pour toute assignation v : var(t) Uvar(P) — A, alors :

(AEv(P)) = v(t) € 4;

De méme que pour les équations conditionnelles, des restrictions sont introduites sur les prémisses
et, en particulier, on y supprime la possibilité de variables & sens existentiel.

Définition 0.71 Soient ¥ = (S,<,Q) une signature cohérente, E un ensemble d’équations condi-
tionnelles, et C un ensemble de contraintes de sortes. Les %-algébres et les S-homomorphismes qui
satisfont E et C' forment les objets et les fleches d’une catégorie notée OSAg/=,/c-

Les contraintes de sortes sont traitées par eztension de la présentation. Soit la contrainte de sorte :
(as §:tife)

On ordonne var(t) en une famille (21,...,2,). Soient s; = sort(z;), pour 1 € i < n, on associe
alors & cette contrainte :
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e Popérateur f:8y X -+ X s, = & (f &),
¢ ’équation conditionnelle (f(zy,...,2,) ==t ife).

Soient Q¢ et F¢ les déclarations et équations conditionnelles associées aux contraintes de sortes
de P’ensemble C'. Nous avons ainsi défini une nouvelle signature % = (9,Q2U Q). L’algébre initiale de
OSAgy/=,/c se déduit de celle de OSA4 ) par oubli des opérateurs de Q¢.

L/=BuBe

Théoréme 0.72 Soient & = (9,<,Q) une signature cohérente, E un ensemble d’équations condi-

tionnelles, et C' un ensemble de contraintes de sortes. Soit ¥ = (5, <, QU Q¢), et soit Ug le foncteur
) ;16 - .

d’oubli OSAE/E(EUEC) — OSAg/=,/c. Alors:

o Uc est un isomorphisme de catégories,

L] TE/EE/C d:éf Uc(T

g/E(Ech)) est une algébre initiale de OSAy/=, /c.

Les contraintes de sortes sont une généralisation des déclarations de termes [69] — on peut com-
prendre une déclaration de terme comme une contrainte de sorte avec une prémisse trivialement vraie.
Définir des sous-sortes au moyen de prédicats est également un cas particulier des contraintes de
sortes : c’est ’approche ’EQLOG [83]. Elle a été proposée dans [55] pour LPG.

Une approche plus fine a été proposée par Manfred Schmidt-Schauf} [158]. Elle consiste & considérer
une signature sans sortes (unsorted), comprenant des opérateurs, des variables, et des prédicats, puis
a considérer l’attribution d’une sorte & un terme comme une fonction (sort-assignment).

0.1.2.6 Une autre approche : sémantique de Gert Smolka

La sémantique précédente est une extension trés naturelle de I’approche par algébres multi-sortes,
mais elle posséde deux inconvénients. D’une part, elle assigne une interprétation a chaque déclaration
d’opérateur avec un profil différent, sans regroupement global des fonctions ordonnées par ’inclusion
de leurs graphes, d’autre part, I’hypothése de régularité est nécessaire pour que 1’algébre initiale d'une
signature ¥ coincide avec 7y. Une autre approche [168] — qui se retrouve dans [138] — considére une
fonction partielle pour toutes les déclarations concernant le méme opérateur. (Dans [168], toutes les
déclarations d’un méme opérateur admettent obligatoirement la méme arité. Nous nous plagons dans
cette hypotheése pour les définitions suivantes.)

Définition 0.73 (Seconde définition d’une Z-algebre) Soit ¥ = (9,<,Q) une signature. Une
Y-algebre A est constituée de deux familles (As, Aq) telles que :

(1) (Vs1,82 € §),81 < 50 => A;, C A,

(ii) (Vw € Q), A, est une fonction partielle de profil C;rity(w) — C4, ou Cy est le support de A

(CA = UAS)

s€S

. (%1, ..,%5) € dom(Ay),
e A s e X S —S ) 01 S < < ’
(i11) (Vs1,...,8n,5 € 5),(Vw € Qg xxs—s), (V2i € A5, 1 <1 < ) { Au(zy,...,2,) € A

160f, annexe A.
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Définition 0.74 (Seconde définition d’un X-homomorphisme) Soit & = (9, <,Q) une signa-
ture et soient A et B deuz Y-algébres. Un Y-homomorphisme v : A — B est la donnée d’une
application (également notée v) C4 — Cp telle que :

(1)) (Vs € 5),7(As) € B,
(i) (Vw € 2),v(dom(4,)) C dom(B,)
(i) (Vw € Q,arity(w) = 0),y(A4y,) = By,
(iv) (Vw € Q,arity(w) = n > 0),(¥(z1,...,2,) € dom(A4,)),
Y(Au(21,- -5 20)) = Bu(v(21), .., 7(2n))

Etant donné % = (5,<,9) une signature et V un ensemble de variables, [168] introduit I’algebre
des termes engendrée par V' d’une fagon analogue 3 la définition 0.47. Pour tout opérateur w € Q :

dom(w) = {(t1,...,tn) | w(t1,...,tn) € T5}

Théoréme 0.75 ([168]) Soit ¥ = (5,<,Q) une signature. Les X-algébres et les X.-homomorphismes
forment les objets et les fléches d’une catégorie dont l’objet initial est Ty.

Les notions d’assignation, de satisfaction d’équations, de plus petite congruence engendrée par un
ensemble d’équations sont analogues aux précédentes, moins ’hypotheése de la signature cohérente.

Théoréme 0.76 ([168)) Soit ¥ = (5, <,Q) une signature et E un ensemble d’équations. Lcs L-
algébres qui satisfont E et les X-homomorphismes forment les objets et les fleches d’une caldgoric
dont Uobjet initial est Ty /=, .

0.1.2.7 Breve comparaison de ces deux approches

L’approche de Gert Smolka permet de dégager ’existence d’une algebre initiale sous des hypothoses
plus faibles que celles de Joseph Goguen et José Meseguer. Il est & remarquer cependant que la syntaxe
ne rend pas toujours compte de certaines contraintes imposées par la sémantique. Nous allons mettre
en avant cette différence de démarche en étudiant un exemple de signature non réguliere. Considérons
la signature ¥ = (5, <, Q) suivante :

_ '
S = {s1,-.-,80,5,8"}
< = égalité entre sortes
Qslx~~~)<s,,—+s’ w

3
Qslx-~?>(sn—bs” 3 w
Pour toute X-algebre A, la condition (iii) de la définition 0.73 donne :

(z1,...,2,) € dom(A4,)
(inEAs,"]-gign), Aw(mlw"awn)eAs’
Aw(.’l}l,...,l‘n) € A

d’ou ’on tire :
Ay(Ag, X -+ X A ) C Ay N Agn

Par conséquent, méme si s’ et s” sont incomparables par “<”, il n’existe aucun modéle de ¥ dans
lequel leurs supports sont disjoints.
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En résumé, nous dirons que ’approche de Gert Smolka correspond mieux & l'intuition — une
fonction par opérateur —, et elle est plus adaptée lorsqu’on souhaite étudier les algébres avec sortes
ordonnées sans possibilité de surcharge en dehors des opérateurs ordonnés par l'inclusion des graphes.
Néanmoins, outre la prise en compte possible de certaines surcharges (moyennant ’hypothése de
régularité), I’approche de Joseph Goguen et José Meseguer posséde les avantages de considérer des
fonctions totales et d’étre plus proche de la notion habituelle d’algébre hétérogéne — en fait, leur
sémantique “colle” davantage a la syntaxe. Dans le cas multi-sorte (“<” étant dans ce cas 1’égalité
entre sortes), on retrouve exactement le formalisme du §0.1.1. Au chapitre 4, nous utiliserons la

premiére approche, que nous pensons plus adaptée a notre étude, mais nous verrons que nous aurions
pu tout aussi bien choisir la seconde.

Avant ’étude de cette généralisation, nous avions posé au §0.1.1 les bases des concepts théoriques
sur lesquels s’appuie la partie fonctionnelle de FP2. Voyons a présent comment ils sont mis en ceuvre.

0.1.3 Présentations structurées

Afin de rendre ezécutables les présentations du langage, et ainsi de pouvoir fournir un évaluateur
des termes fermés, il est nécessaire, d’une part, d’orienter les équations, et, d’autre part, d’introduire
une certaine hiérarchie entre les opérateurs. La démarche suivie est de partager les opérateurs en
constructeurs et non constructeurs [91], de telle sorte que les non constructeurs puissent étre
définis par rapport aux constructeurs. Introduisons d’abord la notion de définition compléte.

Définition 0.77 Soient une présentation (5,Q,E), et I C Q. Un opérateur w € Qg x...xs,—s €St
completement défini par rapport a I’ si et seulement s1 :

(Vt; € Tgsi,l i< n),(Jte Tep),w(ty,...,tn) =gt
avec L = (S,T).

Note “I' C Q” est un abus de langage qui exprime que :

(Vs € 5), r_., ¢ .,
(Vsl,...,sn,seS), Fsixooxspms C Qsl)«--xsn—»s

Suivant cette démarche, les constructeurs constituent les générateurs de ’algébre des termes du
type et les autres opérateurs sont compléetement définis par rapport aux constructeurs, au moyen de
regles de réécriture. Les qualités que doit posséder une présentation pour étre exécutable ont été
étudiées en [22, 150]. Nous rappelons ci-dessous la définition des présentations structurées.

Définition 0.78 ([150]) Une présentation (5,8, E) est structurée si :

(i) toutes les équations de I peuvent étre orientées en régles de réécriture et le systéme R obtenu
esl nethérien ;

(11) il existe I' C Q et Rpr C R — les signatures étant notées ¥ = (5,Q) et T = (5,T), et soit V
un ensemble de variables — tels que :

(vi-a) les termes des régles de Rr sont des termes de Tx . (V'), et Rr est confluent,
(ii-b) V(I — 7) e R\Rp),l € Tx(V)\ Ty (V)
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(ii-c) (Vt € Tx), toute forme normale de t appartient d T,

Les éléments de T sont appelés opérateurs constructeurs.

D’aprés les conditions (i) — R necethérien — et (ii-a), Rr est convergent. Par suite, tout terme
de Ts.(V) admet une forme normale. La condition (ii-b) entraine que de telles formes normales ne
peuvent étre réduites par R\Rpr. Quant a la condition (ii-¢), elle indique que toute forme normale d’un
terme fermé est dans Tx.. Par conséquent, tout opérateur, constructeur ou non, est complétement
défini par rapport aux constructeurs.

Les conventions de FP2 sont encore un peu plus strictes :

¢ pas de relations entre opérateurs constructeurs (Rp = @) ;

e la racine de la partie gauche de toute régle de réécriture est un opérateur non constructeur, et
la racine d’un sous-terme proprel” de la partie gauche est soit une variable soit un constructeur.

Remarque La convention (ii-¢) implique que les opérateurs soient totaux. Ce point sera bien sir repris au
chapitre 4, consacré aux traitement des opérateurs partiels

0.1.4 Importation de définitions

0.1.4.1 Notions générales

L’algébre des termes d’une présentation P peut subir deux perturbations en cas d’importation de
P dans une présentation P’ :

e ajout de termes irréductibles dont la sorte est définie dans P : violation de la propriété no junk,

o deux termes différents dans ’algebre des termes de P deviennent équivalents dans I’algébre des
termes de P’ : violation de la propriété no confusion.

Si ces deux propriétés, no junk et no confusion, sont satisfaites, on dit que P est protégée dans P’
(ou que P’ est une extension conservative de P). Nous allons formaliser ces notions. Les définitions
suivantes généralisent a toute présentation avec sortes ordonnées la définition 0.39 qui s’applique aux
booléens.

Définition 0.79 Soient P = (5,<,Q,E) et P' = (5", <", Q, E'), telles que :
N’ NSy

z ¥ )
(i) §'28,

(i) “<'” est un prolongement de “<?,

(i) Q' 2 Q,

(iv) E' 2 E.

Notons :

déf
Tsiyzpits = {t|t € Tyyy=,, A sort(t) € S}
et soit h Phomomorphisme Ts =y — Tsij=,ts-
P’ est une extension de P (noté P' D P) qui est :

17 (est-3-dire un sous-terme dont ’occurrence est différente de .
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e complete (vérifie la propriété no junk) si h est surjectif,
e consistante (vérifie la propriété no confusion) si h est injectif,

e conservative si h est bijectif.

Un enrichissement est une extension conservative qui n'ajoute pas de nouvelles sortes.

Remarque Le théoreme 0.67 affirme que, sous les hypothéses requises, ’ajout de rétractions est une extension
consistante.

0.1.4.2 Conventions de FP2

FP2 posséde deux sortes de modules pour définir de telles présentations : les modules de types
et les modules d’enrichissements. Chaque module est considéré comme une extension des modules
précédents, c’est-a-dire que lorsqu’on spécifie un nouveau module, les sortes et les opérateurs définis
dans les modules de types et d’enrichissements précédents sont accessibles — nous donnons précisément
les regles de portée au §0.1.6, aprés ’introduction informelle & la généricité.

Exemple 0.80 Le type Bool des booléens.

type Bool
cons true, false S ~- Nous ne précisons pas le codomaine des
-- constructeurs, qui est implicite.
opns not : Bool —  Bool
and,or,=,< : Bool x Bool — Bool

vars b,bg : Bool

rules
<> not true ==> false -- 7<>” est un séparateur syntaxique
<> not false ==> true -- marquant le début d’une regle de
<> trueandb ==> b -~ réécriture.
<> falseandb ==> false
<> trueorb ==> true -- Noter que les opérateurs d’arité 2
<> falseorb ==> b -- peuvent étre infixés.
<> b=by ==> (notb)orb
<> be by ==> (b= bp)and (bp = b) -

endtype

Evaluer un terme FP2 consiste 4 le réécrire, en utilisant une stratégie leftmost-innermost, c’est-
a-dire par un mécanisme analogue a ’appel par valeur, et en traitant de gauche a droite les divers
sous-termes, jusqu’a ce que le terme ne contienne plus que des opérateurs constructeurs : on obtient
ainsi sa forme normale. Ainsi :

(false = true) and (true or false) ==> ((not false) or true) and (true or false)
==> (trueor true) and (true or false)
==> true and (true or false)
==> true and true

== true
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Exemple 0.81 Définition du type Nat des entiers naturels, puis d’un enrichissement utilisant les
définitions des types Nat et Bool, et spécifiant l’égalité entre entiers.

enr
opns = : NatXx Nat — Bool
vars t,j : Nat
t 9
ype Nat rules
cons zero : —
<> zero = zero == true
succ : Nat .
<> zero = succ(j) ==> false
endtype .
<> suce(i) = zero ==> false
<> succ(i) = suce(j) ==> i=]
endenr

(1 est bien siir possible d’utiliser la notation décimale pour désigner des entiers.)

0.1.4.3 Directives d’0BJ3 — Comparaison avec FP2

En OBJ3, aucune visibilité des objets définis précédemment n’est implicite, contrairement a FP2.
Posons P = (5,9, E),P' = (§',Q,E’), avec P’ D P. Les importations s’expriment a l'aide de trois
directives :

o la directive “P’ is protecting P” signifie que P’ est une extension conservative de P, et que :
x (Vs' € §'~ 5),(Vs€ 9),s £,

(V(w:s'lX---Xsil—ns')EQ'\Q),}

* (V(w:81 X -+ X 8 — ) € Q),

(N (E<si) A (s <)

1<i€n

autrement dit, la plus fine levée d’ambiguités d’un terme quelconque de 7p est identique dans
P et dans P’ ;

o la directive “P’ is extending P” signifie que P’ est une extension consistante de P ;

e la directive “P’ is using P” est la moins restrictive : aucune hypothése n’est faite sur la protection
des définitions de P ; du point de vue de 'implantation, les définitions de P sont copiées avant
leur utilisation dans P’.

Exemple 0.82 Spécifications, a partir de ’ensemble N, des ensembles NU {co} et Z/2Z.
obj NAT-INF is

extending NAT . —

obj NAT is op infinity : -> Nat .

sorts Nat . var n : Nat . i

op O : -> Nat . eq s infinity = infinity .

op s_ : Nat -> Nat . eq infinity + n = infinity .

op .+_ : Nat Nat -> Nat . jbo

vars i j : Nat .

eq 0+3=73. obj Z/2Z is

eq (s i)+ j=s(+]j . v using NAT.
jbo var n : Nat .

eq ssn=n.
jbo
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En FP2, 'impossibilité de générer des équations entre constructeurs garantit la propriété de no
confusion'®. La propriété no junk est assurée i la fois par Pimpossibilité d’ajouter des constructeurs
3 une sorte déja définie'® et 1’obligation de pouvoir exprimer toute forme normale uniquement en
fonction de constructeurs.

Il est certain que la visibilité de tous les objets précédemment définis, comme en FP2, est une
approche plutét orientée vers la programmation, alors que ’approche d’OBJ3, qui vise & fabriquer un
graphe de dépendance strict des modules, est peut-étre plus adaptée & la réutilisabilité. Remarquons
toutefois qu’en FP2, la possibilité d’opérateurs privés (cachés) permet de spécifier avec précision un
découpage interface/corps. (Ces opérateurs privés ne pouvant &tre constructeurs, ils sont par hypothese
complétement définis par rapport aux constructeurs, et ainsi, la propriété d’existence d’une algdbre
initiale n’est pas perturbée par 'ajout de ces opérateurs privés.)

0.1.5 Introduction informelle & la généricité en FP2

L’idée de base de la généricité est de pouvoir paramétrer une présentation par une autre présen-
tation. Comme toute présentation algébrique, la présentation en paramétre est représentée par ses
sortes, ses opérateurs, et sa relation de congruence spécifiée au moyen d’équations. Ces sortes et
ces opérateurs deviendront des types et des opérateurs formels de la présentation paramétrée. La
description d’une présentation que I’on désire passer en parametre se fait & I’aide d’une propriété.

Exemple 0.83 Propriété d’égalité sur un type t muni de opérateur eq.

prop Equality[t | eq)
opns eq : txt — Bool
vars z,y,z : i
eqns
<> reqr == 1true
<> rTeqy == yeqz
<> ((zeqy)and(yeqz))=> (reqz) == true
endprop

[t/ eg:txt— Bool] est la signature de la propriété Equality.

Remarque  Les équations caractérisant un tel opérateur formel d’égalité n’ont qu’un caractére purement
descriptif, ce ne sont pas des régles de réécriture utilisées par ’évaluateur.

Exemple 0.84 L’algebre de la présentation du type Nat, enrichie de la définition de “=7" st un

modele de la propriété Equality. Ceci s’exprime par la déclaration de modeéle suivante :
/4 Y '

model EQNAT is Equality[Nat | =]
endmodel

18Par “générer des équations entre constructeurs”, on entend non seulement leur spécification directe par 'utilisateur,
mais aussi leur occurrence lors de la construction de la congruence engendrée par les équations. Ainsi la définition
suivante de 'opérateur f : Bool — Bool (b étant une variable de sorte Bool) :

fltrue) == true
f(b) == Julse
est considérée comme incorrecte, car elle engendre 'équation (true == false).

1%7y’aprés la définition, un enrichissement ne peut pas introduire de nouveaux opérateurs constructeurs.
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Une telle déclaration représente en fait des liaisons entre la signature d’une propriété et la signature
d’un de ses modeles, données d’aprés l'ordre lexical convenu dans 1’en-téte de la spécification de la
propriété. Ici : [t — Nat,eq — =].

Exemple 0.85 Nous allons définir un opérateur eqs, d’égalité d trois arguments, sur un type formel
admettant un opérateur d’égalité (i deuzx arguments). On dit que l’opérateur eqs exige (requiert) la
propriété d’égalité.

enr req Equality[t / eq;)

opns eqs : txtxt — Bool
vars z,y,z2 : &
rules
<> eqs(z,y,2) ==> (zeqy)and (z eq z)
endenr

eq3 est un opérateur générique qui agit sur trois arguments de sorte ¢, ses parametres formels
sont la sorte formelle t et 'opérateur formel egy, ces paramétres étant introduits au moyen de la
propriété Fquality.

Cet opérateur peut étre instancié par tout modele de la propriété Equality : les parameétres
formels sont alors remplacés par les paramétres effectifs. Désignant une instanciation par “.”, nous
pouvons construire egs.Equality[Bool | ], de profil Bool x Bool X Bool — Bool, et évaluer :

eqs.Equality[Bool | ©](false,true, false) ==> (false & true) and (false < false)
==> false

Avec une autre instanciation : egz.Equality[Nat /| =](1,1,1) ==> true

En utilisant la déclaration de I'exemple 0.84 : eqs. FEQNAT(1,1,1).

Remarque  Nous verrons au chapitre 3, consacré aux facilités de notations, qu’en fait, les expressions —

beaucoup plus légeres — eqa(false,true, fulse) et eqa(1,1,1) sont licites et analysées respectivement comme
eqs.Equality[Bool | <](false,true, false) et eq3. EQNAT(1,1,1).

Exemple 0.86 Propriété Ftype (Formal type) : tout type est sous-jacent a¢ un modéle de cette
propriété. '

prop Ftypelt /]
endprop

Exemple 0.87 Type des séquences linéaires construites sur un type formel. La sorte Seq exige la
propriété Ftype. (“<+7” est 'ajout en téte de séquence.)

type Seq req Ftypelt /]

cons mnil -
<+ t x Seq.Ftypelt /]
opns + : Seq.Ftypelt /] x Seq.Ftype[t /] — Seq.Ftype[t /]
-- Concaténation.
vars 2 ot
s$,80 @ Seq.Ftype[t [ ]
rules
<> nil + 89 ==> sg
<> (x<+8)+s0 ==> z<+ (s+80)

endtype
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Une notation plus légere est disponible : [21,...,2,] pour z; <+ (... <+ (2, <+ nil)).

Dés lors que tout type est bien évidemment un modele de Ftype, nous pouvons donc construire les
séquences d’entiers naturels (Seq.Ftype[Nat / ]), les séquences de booléens (Seq.Ftype[Bool /), ...

Si tout type est un modeéle de F'type, alors en particulier le type Seq.Ftype[Nat / ]. De proche en
proche, nous comprenons qu’il est possible de former :

Seq.Ftype[Seq.Ftype[Nat |
Seq.Ftype[Seq.Ftype[Seq.Ftype[Nat /

En généralisant, on peut parler de séquence dont le parametre est une séquence générique, sous la
propriété exigée Ftype.

Note Pour une instanciation par un modéle de Fitype, nous allons utiliser une notation abrégée en ne donnant
que la sorte effective : Seq[Nat], Seq[Bool], Seq[Seq[Nat]], ... Nous repréciserons ce détail au chapitre 3, lorsque
nous étudierons les raccourcis de notations.

A travers I’exemple suivant, nous allons montrer comment on peut reporter de proche en proche
une propriété sur un type générique.

Exemple 0.88 E‘galite’ des séquences génériques.

enr req Equality[t / eq]

opns = : Seqlt] x Seq(t] — Bool
vars Ii,Z9 : t
81,82+ Seq(t]
rules
<> nil = mnil ==> true
<> nil = (22 <+ s2) ==> false
<> (21 <+s1) = nil ==> false
<> (21 <+s81) = (z2<+s2) ==> 1ifz; eqzy then s; = s, else false
endif
endenr

Remarque Nous étudierons plus en détail la surcharge des opérateurs au chapitre 3. Disons pour 'instant
qu’elle est permise. Néanmoins, pour pouvoir citer sans ambiguité un opérateur particulier, et étant donné que
la facilité de surcharge rend certaines expressions ou sous-expressions confuses, nous noterons parfois les divers
exemplaires d’un symbole surchargé avec des indices suggérant ’exemplaire utilisé, ainsi “=x" pour ’égalité
entre entiers naturels, “=g” pour I’égalité entre séquences. Ce n’est qu'une commodité de notation utilisée dans
la thése, Putilisateur de FP2 peut les désigner toutes deux par “=”.

Si nous appliquons cet opérateur & des séquences d’entiers naturels, I’appel avec spécification des
parametres effectifs est :

=s.Equality[Nat /| =n]([0],[0]) ou =5.EQNAT([0],[0])

On peut remarquer que le type “séquences d’entiers naturels”, muni de ’opérateur “=g” instancié
par le modele EQQ NAT', est un modele de I’égalité. Il est donc possible d’appliquer ’opérateur générique
“=g” a des séquences dont les éléments dont des séquences d’entiers, en ’instanciant comme suit :

=s.Equality[Seq[Nat] /| =s.Equality{Nat / =nN]]([[0]], [[0])) (0.1)
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Plus généralement, pour une sorte ¢, s’il existe un opérateur eq tel que toute algébre du type ¢ muni
de eq soit un modéle de I’égalité, alors toute algebre du type Seq[t] muni de ’opérateur générique “=g”
paramétré par Equality[t / eq] est un modele de 1’égalité. Ceci est exprimé par le modéle générique
suivant :
model EQSEQ req Equality[t / eq] is Equality[Seq[t] | =s]
endmodel

et ’expression (0.1) peut étre également décrite par :
=5.EQSEQ.LQNAT([[0]], ([0]])

dans laquelle le modele EQSEQ est instancié par EQNAT, pour former un modele qui instancie
[1 ”

:S.

De facon analogue, on peut écrire :

=5.EQSEQ.EQSEQ.EQNAT([[[0])], [[0]]])
=s5.EQSEQ.EQSEQ.EQSEQ.EQNAT([[[[0]]], [[[[011]])

Remarque Ainsi que nous I’avons précédemment signalé & propos de I’exemple 0.85, nous verrons au chapitre 3
que les expressions [0] = [0], [[0]] = [{0]], {{[o1]) = [[[o]l}, [[[[01)] = [[[[O]}}] sont acceptées par ’analyseur et traitées
comme les expressions développées que nous venons de décrire.

0.1.6 Portée des objets en FP2 : tableau récapitulatif

Chaque module peut utiliser toutes les définitions qui le préceédent. Les références “en avant”
n’étant pas permises, il n’est pas possible de spécifier des définitions mutuellement récursives de types
ou de modéles. Le tableau suivant précise, pour les objets d’un module, si la surcharge est possible,
et si ces objets seront visibles aprés la lecture de ce module.

[ ” Possibilité de surcharge ? [ Visibilité ? |

Constructeurs oui oui
Opérateurs oui oui
Opérateurs privés (locaux) oui -

’

Opérateurs d’une propriété - -
Opérateurs formels - -
Variables - -

0.2 Programmation parallele

Les deux principaux langages qui sont & la base de la programmation parallele sont CSP et CCS.

Le langage CSP [96] intégre en tant que primitive du langage la programmation de canaux d’entrée-
sortie entre deux processus. Au niveau des opérations internes d’un processus, sa sémantique est celle
d’un langage algorithmique traditionnel. Le langage OCCAM [137] est issu de CSP.

Dans le formalisme de CCS [140], les transitions des processus, ainsi que les communications entre
ces processus, sont décrites au moyen d’une algebre. Les principaux buts de CCS sont d’étudier les
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comportements et de pouvoir effectuer des comparaisons entre processus, c’est-a-dire entre les termes
qui les représentent dans cette algébre, comparaisons plus ou moins fines selon le niveau d’observation
considéré. Le langage parallele LOTQS (Language Of Temporal Ordering Specification) [181, 67],
principalement utilisé pour décrire des protocoles, est directement inspiré de CCS.

Alors que CSP a privilégié la programmation, alors que CCS est davantage un formalisme de
comparaison entre processus plutét qu’un langage de programmation, le but de FP2 est d’une part
de fournir un langage de spécification et de programmation de processus paralleles communicants,
d’autre part de permettre ’analyse des comportements et la comparaison de processus.

0.2.1 Processus

En FP2, 'unité de base du parallélisme est le processus. Un processus FP2 s’exécute de maniére
séquentielle et communique au moyen de messages (termes) avec un environnement formé d’autres
processus.

0.2.1.1 Le niveau syntaxique

Nous allons décrire ci-apres le niveau syntaxique des processus, en y ajoutant parfois quelques
considérations opérationnelles pour faciliter la compréhension. Au méme titre que tous les termes de
la partie fonctionnelle, tous les messages des processus sont typés. Par conséquent, toute spécification
de processus va utiliser une présentation algébrique.

Définition 0.89 ([165]) Soit (5,9, E) une présentation algébrique. Une signature de processus
est un couple (II, K'Y ot II est une famille indicée par S* d’ensembles de constructeurs d’états, et
K une famille indicée par S d’ensembles de connecteurs.

Définition 0.90 ([165]) Soient ¥ une signature algébrique et (I, K') une signature de processus.
Soit également V un ensemble de variables.

e U/n terme de communication est de la forme C(1), avec C € K,,s € S et t € Ty, (V).

o [Un terme d’événement est un ensemble, éventuellement vide, de termes de communication :

{C1(t1), -, Cultn)}

les noms de connecteurs (C;)1gign €tant deux a deuz distincts.

o [/n terme d’état est de la forme A(ty,..., 1), avec A € Ilg x..xs,,51,---,8n € 5, et t; €
Tz, (V), pour 1 £ i < n. L’ensemble des termes d’état est noté Tyy.

o Une régle initiale est composée d’un terme d’état fermé, et est notée :
(==>m)
e Une régle de transition est un triplet noté comme suit :
(1 : e ==>my)

ou w1 et my sont des termes d’état et e un terme d’événement. 7 el w2 sont respectivement la
précondition et la postcondition de la régle de transition.
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Définition 0.91 ([165]) Une présentation de processus est un quadruplet (II, K,TR,I) ou
(II, K) est une signature de processus, TR un ensemble de régles de transition, et I un ensemble
non vide de régles initiales.

L’ensemble des présentations de processus est noté PP.

Les connecteurs assurent les communications avec ’environnement du processus. Les construc-
teurs d’états servent & exprimer les états possibles du processus. Une régle initiale spécifie un état
initial possible?®. Une régle de transition décrit une possibilité pour le processus de passer d'un état
a un autre.

Au départ d’une exécution, on choisit, de fagon non déterministe, un état initial parmi les états
initiaux possibles. Détaillons maintenant le modus operandi d’une transition. Les régles de transition
dont la précondition filtre?! 1’état actuel du processus sont dites pré-applicables. Si aucune regle
de transition n’est pré-applicable, le processus est terminé. Sinon, on appelle applicable toute
regle pré-applicable pour laquelle I’environnement est prét 3 contribuer & "occurrence de 1’événement.
Lorsqu’on applique une telle régle, ’événement se produit effectivement, et le terme d’état est réécrit.
Si Papplication de régles est possible, 'une d’entre elles est nécessairement appliquée au bout d’un
temps fini. Comme en ce qui concerne les régles initiales, le choix entre les diverses régles applicables
est non déterministe.

Par conséquent, une histoire possible d’un processus FP2 est une séquence de transitions d’états,
partant d’un état initial possible, ces transitions étant étiquetées par des événements.

Exemple 0.92 Addition de deux entiers naturels.

process ADD
connectors P,(),R : Nat

states INIT . -
A : Nat X Nat
P vars 1,7 : Nat
ADD PB— rules
q <> : ==> [NIT
<> INIT : P(3R)Q() ==> A(,7)
<> A0,7) R(j) ==> INIT
<> A(suec(i),j) ==> A(i,suce(j))
endprocess

P, () et R sont des connecteurs par lesquels on peut envoyer ou recevoir des termes de sorte Nat.
Donnons a présent une interprétation opérationnelle de ce processus. Quand deux entiers naturels se
présentent aux connecteurs P et (), leur somme est retournée au bout d’un temps fini par le connecteur
R, et le processus ADD est prét a recevoir deux autres entiers. Un exemple d’histoire possible de ce
processus est :

INIT P28® 4(9,3) = A(1,4) = 4(0,5) 2D INIT ==

Remarque ADD est un processus déterministe.

20%tat initial possible, puisqu’une présentation d’un processus FP2 peut admettre plusieurs régles initiales.

*'Le filtrage entre termes d’états est bien sir une notion semblable & celle de la définition 0.16. Du point de vue
opérationnel, FP2 impose dans ce but que les sous-termes d’une précondition soient eniquement composés de variables
ou de constructeurs — cette restriction est la méme que pour les parties gauches des régles de réécriture de la partie
fonctionnelle (cf. §0.1.3).
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0.2.1.2 Le niveau sémantique

Au nivean sémantique, un processus FP2 représente un systéme de transition communicant [123,
146, 115, 160, 165].

Définition 0.93 U/n systéme de transition est la donnée d’un quadruplet (Q,L,—,T) ot Q) est
un ensemble non vide d’états, L un ensemble d’événements, “— ” une relation de transition
(— CQXLxQ) et I un ensemble non vide d’états initiaux (Z C Q).

On note un élément (¢1,!, ¢g2) de la relation “—” par “q LN Q.

Définition 0.94 Soient Val un ensemble de valeurs et K un ensemble de connecteurs. Un systéme
de transition (Q),L,—,T) est un systéeme communicant si L = Val¥, Uensemble de toutes les
fonctions partielles de K & valeurs dans Val. Un tel systéme est alors noté :

(Q,K,Val,—,T)
La classe des systemes communicants est désignée par CS (notation de [165]).

Toujours suivant [165], nous dirons qu’une présentation de processus (I, K,TR,I) opérant sur une
présentation algébrique (5,Q, F), avec ¥ = (5, Q), représente le systéme communicant :

<TH71(v TE/E};’ —)TR’IJ->

—1r = {o(m) o) o(r2) | 0 € Substg(Tx(var(m) U var(e) Uwvar(ms))), (7 : e ==> 73) € TR}
Il = {xl|(==>m)el}

Al = 4 (Aell.)
A(tl,...,tn)l = A(tll,...,tnl) (AEHSIX-“X.S‘")

Cette approche définit une sémantique déclarative P[.] : PP — CS. -

Le formalisme des systémes communicants permet de décrire précisément les opérateurs entre
processus que nous allons introduire maintenant. Nous allons nous contenter de les spécifier au niveau
des présentations de processus, le lecteur intéressé trouvera en [165] une description compléte de ces
opérateurs dans le cadre des systémes communicants.

0.2.2 Opérateurs entre processus

Ainsi que d’autres langages de programmation paralléle, FP2 posséde des opérateurs permet-
tant, a partir de processus, de construire des réseaux. Pour l’instant, il est impossible de passer
des présentations de processus en parameétres, donc a fortiori impossible pour 1'utilisateur de définir
lui-méme de nouveaux opérateurs entre processus. Ces opérateurs sont par conséquent en nombre
fixe. La définition d’un tel opérateur consiste en la donnée de régles permettant d’expliciter le réseau
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construit sous forme d’une présentation de processus, c’est-a-dire comme si ce réseau était un proces-
sus élémentaire, directement spécifié par I'utilisateur?2. Nous allons détailler les opérateurs les plus
employés en FP2, et dont nous aurons besoin au chapitre 5. Les trois premiers sont issus du calcul
présenté en [109].

0.2.2.1 Composition parallele

Soient P et P, deux présentations de processus ne partageant aucun connecteur de méme nom. On
définit P; || P, comme étant une présentation de processus dont tout terme d’état provient du produit
d’un terme d’état de P; par un terme d’état de P,, et dont une transition est soit une transition de
Py et une transition de P, simultanées, soit une transition de P; seulement, soit une transition de P,
seulement. Nous allons spécifier ceci plus formellement. Nous supposons sans perte de généralité que
les variables des régles de P et celles des régles de P; forment deux ensembles disjoints.

Définissons tout d’abord le produit de deux termes d’état :

déf
S1(t1, - ytp) * So(Ur, ., u) = 51.89( 1, oy tp, U, ey Uyg)

(olt s1.82 est un constructeur d’état obtenu par concaténation du symbole s;, du caractére “.” et du
symbole s; — le domaine de s;.s5 est la concaténation des domaines de s; et s, en comprenant ces
domaines comme des séquences de sortes),

puis le produit de deux régles initiales :

déf
(==> posti(t1,...,tp)) % (==> posta(u1,...,uq)) = (==> post1.posta(t1,...,tpy Uty ,Uy))
et enfin, le produit de deux régles de transition :
déf

(préi(ta, ..., tp) : evy ==> posty(u1,...,u)) * (préa(vy,...,v,) : €vg ==> posta(wy, ..., ws)) =
(prévpréa(ty, ... tp,v1,...,00) t evy U vy ==> posty.posta(Un, ..., Ug, Wi, ..., Ws))

Pour une présentation de processus P quelconque, nous allons noter par connectors(P), states(P),
initial-rules(P), tr-rules(P), respectivement I’ensemble de ses connecteurs, I’ensemble de ses cons-
tructeurs d’états, ’ensemble de ses régles initiales et I’ensemble de ses régles de transition. Pour une
régle de transition r, precondition(r), postcondition(r), et event(r) désigneront respectivement la
précondition, la postcondition, et I’événement de la régle r.

Afin de pouvoir exprimer “les transitions d’un processus seulement”, nous introduisons les “régles
immobiles” (idle rules) d’une présentation de processus P :

idle-rules(P) = {(s(z1,- -+, Tarity(s)) ==> $(T1,- -+, Tarity(s))) | 8 € states(P)}

22Ce procédé, appelé mise & plat (flattening) dans [165), est justifié par ’existence d’un opérateur équivalent pour les
systémes communicants, tel que cette mise & plat soit correcte. Ainsi, pour I'opérateur “||” présenté au §0.2.2.1, il existe
un opérateur de mise en parallele des systémes communicants (“}|.”), tel que :

PLA || 2] = PLP] |l PLP:]
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Finalement, nous obtenons :

connectors(Py || P2) connectors(Py) U connectors(P;)
states(Py || Pz) {s1.82 | 81 € states(Py) A 33 € states(P,)}
initial-rules(Py || P2) = {i1xia | %1 € initial-rules(Py) A iz € initial-rules(Ps)}
tr-rules(Py || P2) = {rixr2 | (r1 € tr-rules(P1) A vy € tr-rules(P,))V
(r1 € tr-rules(Py) A v € idle-rules(Py))V
(r1 € idle-rules(P1) A1y € tr-rules(Py))}

Remarque  Cet opérateur existe en Meije?3, et il y est défini de maniére analogue. Par contre, en CCS,
Popérateur de mise en paralléle (également noté “||”) est défini pour deux processus P; et P, admettant un
point de synchronisation, et s’exprime par interfoliage : une transition de P; || P2 est soit une transition de
P; seulement, soit une transition de P, seulement, soit un échange de valeurs entre P, et P, via leur point de
synchronisation.

0.2.2.2 Connexion

Soient P une présentation de processus, A et B deux de ses connecteurs, alors P + A.B désigne le
processus dans lequel A et B peuvent échanger des valeurs (qui doivent bien sir étre de méme sorte).
La présentation du processus résultant est obtenue en effectuant 'unification des messages. Ainsi :

connectors(P + A.B) connectors(P)
states(P + A.B) = states(P)
initial-rules(P + A.B) initial-rules(P)
tr-rules(P + A.B) tr-rules(P) U connection-rules(P, A, B)

avec !

connection-rules(P,A,B) = {&(r)|r € tr-rules(P),(3u,v : A(u), B(v) € event(r)),u = v}
a(r) = o(precondition(r) : event(r) \ {A(u), B(v)} ==> postcondition(r))

Note La formulation de connection-rules(P, A, B) que nous venons de donner n’est valable que lorsque
'unification de deux termes est décidable statiquement, ce qui nous restreint aux termes composés uniquement de

variables et de constructeurs?*

: c’est le cadre des travaux présentés dans [146]. Dans 'implantation réalisée, les
communications avec opérateurs non constructeurs sont traitées au moyen de gardes 4 évaluer dynamiquement,
suivant ’extension proposée en [159, 160]. Par la suite, cette extension a été rejetée en [165] du fait de 'adoption

d’une nouvelle sémantique plus claire et plus homogéne.

Si nous adoptons brievement une perspective opérationnelle, nous remarquons qu’une communi-
cation ne peut avoir lieu que si les deuz connecteurs sont préts a échanger leurs valeurs ; il s’agit bien
d’un mécanisme de rendez-vous. L’unificateur des messages donne la direction d’une communication,
ou plus exactement, la direction de chaque échange a 'intérieur d’une communication. Soient en effet
les messages suivants, de sorte Seq[Nat] :

A(0 <+s), Bz <+ nil)

23 Meije [2] et SCCS (Synchronous Calculus of Communicating Systems) [141] sont des formalismes inspirés de CCS,
mais ce sont des calculs synchrones, alors que CCS est un calcul asynchrone.
24Rappelons que les équations entre constructeurs ne sont pas admises en FP2.
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Le plus petit unificateur est [s — nil,z — 0]. Ceci montre qu’une communication peut étre bidirec-
tionnelle. Cette particularité de la communication de FP2 explique qu’il n’y ait pas de distinction
entre connecteurs d’entrée et connecteurs de sortie — [159] montre pourquoi cette distinction, présente
dans une précédente définition de FP2 [110], méne & une incohérence dans le traitement de l’opérateur
de connexion?®. Cette symétrie du rendez-vous se retrouve en LOT(S2S.

La connexion se généralise en une opération N-aire, qui permet de modéliser le rendez-vous & N
par unification des N messages. Un cas particulier : la connexion d’un seul connecteur, qui consiste
3 le “reboucler” sur lui-méme.

0.2.2.3 Abstraction

Soient P une présentation de processus et A un de ses connecteurs, le processus représenté par
P — A se comporte comme le processus représenté par P, mais toute communication extérieure au
moyen de A est devenue impossible. Néanmoins, les précédentes connexions de A restent valides,
puisque toutes les régles qui en ont résulté ne font plus mention de A. Il faut et il suffit donc, pour
exprimer 1’abstraction, d’enlever les régles ot A apparait.

tr-rules(P — A) = {r € tr-rules(P) | (Ju: A(u) € event(r))}

Remarque La connexion d’un seul connecteur et I’abstraction de ce méme connecteur sont deux opérations
différentes : elles considérent toutes deux les régles dans lesquelles le connecteur apparait, mais la premiére
consiste & dupliquer ces régles en supprimant la référence & une communication sur ce connecteur, tandis que
la seconde enléve ces régles purement et simplement.

Exemple 0.95 (Réseau de deux processus) A Uaide d’un processus DUPLIC-NAT qui fabrigue
deux exemplaires d’un entier naturel et du processus ADD de Pezemple 0.92, nous allons construire
un processus qui multiplie par 2 un entier naturel.

process DUPLIC-NAT
I connectors I1,0,,0, : Nat
states A -
DUPLIC-NAT vars n : Nat
10) o o rules -
U <> ==> A
B <> A : I(n)01(n) Ox(n) ==> A
L P Q endprocess
E ADD
process DOIU/BLE is
k DUPLIC-NAT || ADD 4+ O1. P+ 02.Q — 0y = 0y — P — Q)
endprocess

Y

ZPar exemple, pour un processus P et A, B, C, D, quatre de ses connecteurs, les expressions P + A.B + C.D et
P 4+ C.D + A.B ne désigneraient pas nécessairement le méme processus.

26Par contre, il existe en LOTOS une distinction entre émission et réception. La régle est que si plusieurs émissions
sont confrontées, le rendez-vous est possible si et seulement si toutes les valeurs émises sont identiques, et si plusieurs
réceptions sont confrontées, la valeur commune qui circule est choisie de facon non déterministe.
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Par application des formules précédentes, nous obtenons les régles suivantes pour la présentation
du processus DOUBLE :

==> AINIT

AINIT : I(n) ==> A.A(n,n)

A.A0,5) : R(j) ==> AJINIT
A.A(succ(i),j) : ==>  A.A(1, succe(j))

Note Bien que la communication soit symétrique en FP2, nous clarifions les figures des exemples de processus
en représentant une connexion par une fleche qui correspond au sens “intuitif”.

0.2.2.4 Copie indicée

Elle permet la génération d’une famille de processus indicés, 1’indice étant reporté sur les con-
necteurs. Ainsi ADD_1 possede les connecteurs P.1, Q_1, R.1, ADD_2 les connecteurs P_2, ()_2,
R 2, ... Par ce biais, on peut construire un réseau comportant plusieurs exemplaires d’une méme
présentation de processus, sans risque de confusion entre les divers connecteurs.

0.2.2.5 Autres opérateurs

Les autres opérateurs proviennent d’autres langages et ont été ajoutés en vue d’applications
particuliéres (calculs synchrones, gestion d’horloges). Nous les mentionnons rapidement par souci
d’exhaustivité — tous ne sont pas implantés actuellement.

Notations utilisées : P, P;, P, sont des présentations de processus, ev un événement, et n un entier
naturel.

0.2.2.5.1 Composition asynchrone Une transition de P; | P, est soit une transition de P
seulement, soit une transition de P, seulement.

0.2.2.5.2 Composition synchrone Une transition de Py ||| P2 est une transition de P, et une
transition de P, simultanées. Il existe en SCCS [141] (produit synchrone) et en LOTOS (opérateur

“””)

0.2.2.5.3 Choix incontrélable Cet opérateur n’est défini que pour deux présentations de pro-
cessus Py et P, dont les signatures sont disjointes. Les régles initiales de P; ? P, sont alors I'union
disjointe des regles initiales de P; et de celles de P,, et les régles de transition ’'union disjointe des
régles de transition de P; et de celles de P,. En conséquence, c’est a l'initialisation que P, 7 P,
“choisit”, de facon non déterministe, s’il va se comporter comme P; ou comme P;. Un opérateur de
choix non déterministe entre deux comportements existe en CCS et SCCS (noté “+”), ainsi qu’en

LOTOS (“[]").

0.2.2.5.4 Choix contrélable Les régles initiales de Py ! P, permettent que sa premiére transition
puisse étre soit une transition de Py, soit une transition de P,. Si cette premiére transition est une
transition de P, (resp. P,), par la suite P; ! P, se comportera toujours comme P (resp. P).
L’appellation “choix contrélable” est justifiée par le fait qu’il est possible d’influencer le choix si la
premiére transition comporte un événement avec communications externes.
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0.2.2.5.5 Déclenchement Les régles initiales de ev — P sont telles que sa premieére transition
ne peut s’effectuer qu’a I'occurrence de ’événement ev. Ensuite, ce processus se comporte comme P.

0.2.2.5.6 Controle par événement Aprés linitialisation, ev => P se comporte comme P, mais
chacune de ses transitions (y compris la premiére) doit s’effectuer conjointement aux occurrences de
I’événement ev. C’est ’opérateur de pilotage de Meije.

0.2.2.5.7 Time-out L’état initial de Py % n % P, est choisi parmi les états initiaux de Py et le
processus Py % n % P; se comporte comme P; pendant n transitions. Ensuite, s’il n’est pas terminé,
la (n 4 1)°™€ transition le fait passer dans un état initial de P, et il se comporte ensuite comme P,.

0.2.3 Processus et généricité

Si nous reprenons la présentation du processus DUPLIC-NAT de ’exemple 0.95, il est facile de
voir que la sorte des connecteurs I, Oy, O joue un réle muet, comparable 3 la sorte des éléments d’une
séquence lorsqu’on spécifie un opérateur tel que la concaténation (cf. exemple 0.87). En généralisant
cette remarque, il semble dés lors souhaitable de pouvoir paramétrer une présentation de processus
exactement comme on peut paramétrer un présentation de types abstraits algébriques, d’ou 1’idée de
processus générigues.

Exemple 0.96 Processus de duplication le plus général, du point de vue de la généricité.

process DUPLIC req Ftype|t /]
connectors 1,0,,0, : ¢
states A =
vars T ot
rules
<>
<> A : I(z) O1(z) Oq(z)
endprocess

1l
i
vV Vv
s

I
I

Exemple 0.97 Processus, admettant un opérateur formel, et qui réalise une loi de composition in-
terne sur deuz entrées de méme type.

process DY ADIC req Groupoid[t | f]

connectors P,(Q,R : t
7 .
prop Groupoid]t | ] states INIT
vars z,y ot
opns f : txt — t
dprop rules
endp <> ==> INIT
<> INIT : P(z)Q(y) R(f(z,y)) ==> INIT
endprocess

Nous pouvons par conséquent donner une nouvelle définition de DOUBLE :

process DOUBLE is
DUPLIC[Nat] || DY ADIC.Groupoid[Nat | +] +O1.P 4+ 03.Q0 — 01— 0y — P~ Q
endprocess
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et définir, de méme :

process SQUARE is
DUPLIC[Nat} || DY ADIC.Groupoid[Nat [ ¥] +O01.P+ 0.0 =01 —-03—P-Q

endprocess

En fait, ces “passages a la puissance” peuvent étre & leur tour considérés comme des cas particuliers
d’un processus générique :

process POW ER req Groupoid[t | f] is
DUPLIC[t) || DY ADIC.Groupoid[t | f]+ O1.P+02.Q — 01— 03— P —Q

endprocess
Alors :

process DOUBLE is POW ER.Groupoid[Nat | +]
endprocess

process SQUARE is POW E R.Groupoid[Nat | *]
endprocess

Comme on l’aura remarqué, la notion de généricité est liée au départ a la notion de réutilisabilité.
Des applications plus ambitieuses peuvent cependant étre dégagées. En effet, de méme que la généricité
peut donner un cadre formel satisfaisant pour étudier des transformations de programmes fonctionnels
[9], nous verrons au chapitre 5, que nous nous en servirons & propos des transformations de fonctions
récursives en réseaux de processus paralléles. Nous pensons également que la généricité est une voie
prometteuse pour bon nombre d’études, tant sur les fonctions que sur les processus, en permettant
d’exprimer sur les signatures les hypothéses les plus faibles dont on a besoin. Etant donné que nous ne
ferons pas, dans le cadre de cette these, une étude précise de la sémantique des processus génériques,
nous considérerons que notre utilisation de cette possibilité, au chapitre 5, est uniquement syntazique.






Partie 1

Généricité






Chapitre 1

Les bases de la généricité

Christopher Strachey a introduit dans [171] le terme de polymorphisme, caractérisant ’emploi
d’un méme symbole pour désigner des fonctions différentes. Il distingue deux formes de polymor-
phisme :

¢ le polymorphisme ad hoc : au méme symbole sont attachés plusieurs profils et & chaque profil

correspond une définition différente : par exemple, c’est le cas si ’on note “+” & la fois ’addition
entiére et le “ou” booléen.

o le polymorphisme paramétrique, caractérisé par 'emploi de sortes et d’opérateurs variables. A
ce titre, Popérateur de composition, appliqué a deux opérateurs, est lui-méme un opérateur
polymorphe : pour toutes sortes sy, $2, $3, €t tous opérateurs f : sy — s, et ¢ : s3 — 33, la
composition de f et de g, g o f, admet le profil s; — s3. Par suite, le profil de “o” est :

((s2 — s3) X (81 = 82)) — (51 — $3)
pour toutes sortes sy, 2, 3.

Note Dans l'introduction de [85], les définitions multiples par sortes ordonnées (cf. §0.1.2) sont présentées
comme une forme supplémentaire de polymorphisme, qui procéde par définitions héritées (au sens de 'inclusion
des graphes).

La possibilité de surcharge dote FP2 du polymorphisme ad hoc. Au niveau sémantique, cela
signifie que chaque couple opérateur/profil posséde une interprétation différente. En fait, 'ensemble
des opérateurs notés par un méme symbole n’est jamais considéré globalement?” : toute mention
d’un opérateur, a 'intérieur d’une déclaration ou d’un terme, ne représente qu'un seul opérateur, a
déterminer lors de ’analyse sémantique. C’est pourquoi nous comprenons la surcharge de FP2 comme
une facilité purement syntaxique et n’en ferons plus mention dans le présent chapitre (nous I’étudions
au chapitre 3 et notre choix y sera discuté).

2TC’était par contre le cas dans une précédente définition de FP2 [114]. Une déclaration :
opgisf

avait pour effet de construire, pour chaque opérateur f, un opérateur g équivalent. Ce mécanisme, auquel s’ajoutaient
des formes fonctionnelles dérivées du langage FP [4], a été abandonné en raison de sa complexité et de sa mauvaise
coexistence avec la généricité.

51
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Dans le domaine des spécifications algébriques, 1'utilisation de présentations génériques?8, c’est-
a-dire la paramétrisation d’une présentation par une présentation (dans laquelle peuvent figurer des
sortes et des opérateurs), inclut une grande part de la puissance d’expression du polymorphisme
paramétrique. Un avantage supplémentaire de ce mécanisme : il permet d’éviter la construction de
termes d’ordre supérieur, dont la sémantique est difficile, alors que les opérateurs génériques suppléent
dans de nombreux cas les opérateurs d’ordre supérieur. Cette particularité de la généricité est traitée
par Joseph Goguen dans [73], et elle a été déja utilisée dans le cadre de LPG [9]. Nous en rencontrerons
beaucoup d’exemples.

Certains langages de programmation algorithmiques (par exemple, ADA [182]) ont intégré la
généricité d’une maniére uniquement syntaxique. La paramétrisation d’une procédure par des sortes
et des opérateurs formels a alors pour principal but d’améliorer la réutilisation des programmes
développés, au sens “réutilisation des textes sources”. Dans le cadre des spécifications algébriques,
un point important des présentations paramétrées est que leur utilisation n’est pas seulement syn-
taxique : elle répond aussi & des considérations sémantiques. Par exemple, il est possible de définir un
type “séquence ordonnée d’éléments de type t”, dont I*utilisation ne sera licite que pour un type ¢ muni
d’un ordre total. Poursuivant cette démarche, si nous définissons un opérateur d’ordre total sur les
séquences ordonnées, la seule mention d’un ordre total pour un type donné tg permettra non seulement
Putilisation de séquences ordonnées d’éléments de type tp, mais dotera 1’algeébre de ce dernier type
d’une relation d’ordre total. On voit dés lors que la généricité permet une plus grande abstraction et
une formulation rigoureuse des hypothéses souhaitées sur les paramétres.

Nous commencons 1’étude de la généricité par des rappels de la théorie développée dans [56, 172,
57, 58, 59], nous poursuivons par l'application & FP2, enfin, nous terminons ce chapitre par une
comparaison avec les choix d’0OBJ3.

1.1 Théorie de la généricité

Intuitivement, une présentation paramétrée se compose donc de deux descriptions : une descrip-
tion de la présentation formelle (qui contient tous les parameétres formels), et une description de la
présentation cible. Ainsi, la définition du type “arbre binaire ordonné d’éléments de type t” doit
comprendre d’une part la description la plus générale du type ¢ et de sa relation d’ordre, d’autre part
la spécification proprement dite du type des arbres binaires ordonnés. L’instanciation d’un tel type,
c’est-a-dire le remplacement des paramétres formels par des paramétres effectifs, ne pourra s’effectuer
qu’apres validation de ce remplacement.

L’utilisation de telles présentations souléve plusieurs questions :
e quelle sémantique donner & une présentation paramétrée ?

o un type instancié représente-t-il la méme algébre que s’il avait été spécifié “directement”, c’est-
a-dire sans utilisation de la généricité ?

Afin de donner un sens a ces notions de présentation en paramétre et d’instanciation, nous allons
introduire des outils sur les signatures et les présentations, ces outils se plagant dans un contexte
catégorique.

ZDans sa thése [108], Paul Jacquet appelle généricité incrémentale un mécanisme de définition par surcharges succes-

,,,,,

Suivant la tendance actuelle, nous désignons par généricité uniquement la généricité structurale.
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1.1.1 Morphismes de signatures — morphismes de présentations

Définition 1.1 Soient ¥ = (5,Q) et X' = (5',Q') deuz signatures. Un morphisme de signa-
tures h : ¥ — Y/ est la donnée d’une fonction hs : S — 5’ et d’une famille hq de fonctions
indicées par des éléments de S* X S, telles que chaque hs,x...xs,—s @it pour profil Qs x..xsp—s —
Q

b (s1) XX his(sm)—hs(s)

Exemple 1.2 Soient les signatures Xppq, (entiers modulo 3) et Y poor, €t soit h' défini comme suit :

Y Mods LN Y Bool

Mods [ Bool
0 — —  Mod; — false - —  Bool
1 - —  Mods — true : — —  Bool
2 - —  Mods ot true : - — Bool
min : Mods X Mods — Mods — and : Bool x Bool — Bool
maz : Mods X Mods — Mods [ or : Boolx Bool — Bool

h' est un morphisme de signatures.

Proposition 1.3 Les signatures et les morphismes de signatures forment les objets et les fleches d’une
catégorie notée Sig.

Nous allons maintenant montrer comment étendre aux termes un morphisme de signatures h.
h: ¥ — ¥ induit un foncteur d’oubli U : ALGyx» — ALGs.

" (Vs € s;, 4s = 2‘5@)
Un(AY = A t défini e ). A
h( ) est denni par (Vw € Qslx--~><3n"’5)’
_ !
Aw - halx...xan—oa(w)
Uh(f’:A’-aB’) = (fA—)B) (VSES)afs:f},LS(s)

avec A = Up(4"), B = Up(B’)

pour A, B' € Ob ALGyy, f' € Arr ALGy:.

Soit V un ensemble de variables indicées par des éléments de S, on construit un ensemble V¥ de
variables indicées par des éléments de S’ par :

vi= U V

hs(s)=s'

Notons hf : Tx(V) — Un(Ts/(V")) l'extension de linjection canonique V — U, (Ts/(VY)) par la
propriété d’algébre libre de Tx(V). L'extension k! vérifie donc :
Ww) = hw)
Wty ) = h(@)(hE(ty),. .. h¥(t))
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Définition 1.4 Soient P = (5,Q,E) et P' = (§',Q, E') deuz présentations, et soit h : (S,Q) —
(5',8Y) un morphisme de signatures. h est un morphisme de présentations si et seulement si h
vérifie la propriété :

(V(t1 == t2) € E), (hM(t;) == h¥(t3)) est une conséquence logique des équations de E'

Remarque Du point de vue de la validation, la notion de conséquence logique suppose I’existence de régles
de déduction. Les problémes liés a I’établissement de telles régles ne seront pas abordés ici. Nous admettrons
simplement que nous disposons d’un systéme de régles adéquat, c’est-a-dire tel que toute équation est déductible
d’un ensemble d’équations F si et seulement si elle est vraie dans tous les modéles de F :

(FF(t ==t2)) = (F = (t1 == t2))

“” désignant la relation de déduction.

Notons que notre définition est, d’un certain point de vue, assez proche de celle de [59] : pour toute équation
(t1 == t3) de E, (h}(t1) == h¥(t,)) se déduit des équations de E’ par raisonnement équationnel?®. Ces deux
définitions précédentes sont plus générales que celle de [58] : (V(t1 == t5) € E), (h}(t1) == hl(t2)) € E'.

Exemple 1.5 (Suite de ’exemple 1.2) Reprenons les signatures Y Mods s 2 Bool, €t le morphisme de
signatures h' : Xprd, — LBoot. Donnons, pour Lppa,, des équations qui définissent min et maz en
fonction de 0,1,2, et, pour X, des équations qui définissent and et or en fonction de true et false :

Omini == 0
I1min0 == 0 falseand b == false
trueand b ==
Omazi == 1 falseor b == b
trueor b ==

pour @ : Mod3 et b: Bool. 1l est assez facile de voir que A’ est alors un morphisme de présentations.

Proposition 1.6 Les présentations et les morphismes de présentations forment les objets et les fléches
d’une catégorie notée Pres.

1.1.2 Présentations paramétrées

Avant de rappeler les définitions, nous allons expliciter les notations abrégées utilisées. Soient

Po = (S0, R0, Eg) et P = (So S, QW Q, Eg E), deux présentations. Nous noterons globalement les
unions disjointes :

P =Po (S,Q,E)

Intuitivement, un type abstrait paramétré est une construction qui fait correspondre i chaque
algébre satisfaisant la présentation parameétre une algébre satisfaisant la présentation cible.

Définition 1.7 Une présentation paramétrée (Py, P) est la donnée :

o d’une présentation paramétre Py = (S, Qo, Eo),

e d’une présentation cible P = Pyt (5,Q, E), que nous noterons également P(P,).

?%Le raisonnement équationnel, ou remplacement d’égaux par égaux, est un systéme de déduction adéquat [25].
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La sémantique d’une telle présentation est donné par un foncteur libre ALGp, — ALGp, adjoint
a gauche au foncteur d’oubli ALGp — ALGp,. (Rappelons qu’un tel foncteur libre est unique ¢ un
isomorphisme naturel prés.)

La preuve d’existence et la construction d’un foncteur libre F : ALGp, — ALGyp engendré par
le foncteur d’oubli U : ALGp — ALGp, est donnée en {172, 59]. En fait, cette construction, qui
généralise la notion d’algébre de termes satisfaisant un ensemble d’équations, est analogue & celle du
foncteur de synthese qui relie les modéles d’une présentation aux modéles d’une extension de cette
présentation. C’est-a-dire que pour toute Pgy-algebre Ay :

F(Ao) = T (sous,00w0) (Us, (Ao))

EEOL’JE,NAO

(1.1)

Nous renvoyons au §A.2.5 pour la description compléte de cette construction et des notations que
nous avons utilisées. De méme, I'image d’un (o, {)-homomorphisme s’explicite de facon tout & fait
identique : cf. §A.2.5 pour plus de détails.

Définition 1.8 Soit (Py,P') une présentation paramétrée, et soit un foncteur F' : ALGp, —
ALGp:. Soit (Po,P) une présentation paramétrée telle que Py C Py et P! C P. (Po,P) est correcte
par rapport a F’ si et seulement si pour tout foncteur libre F : ALGp, — ALGp, adjoint a gauche
au foncteur d’oubli U : ALGp — ALGyp,, le diagramme suivant est commutatif, & un isomorphisme
naturel prés :

FI
ALG'pé ~ ALGp/
‘ c’est-a-dire :
Vo = 4 FloVy2VoF
F
ALGp, ~ ALGp

Vo (resp. V) étant le foncteur d’oubli ALGp, — A.LG'pé (resp. ALGp — ALGp/).

Si le diagramme est commutatif, alors (Po, P) est dite fortement correcte par rapport a F’'.

La donnée d’un foncteur comme sémantique d’une présentation paramétrée concrétise effectivement
’idée intuitive que nous en avions : 3 un modéle de la présentation paramétre, on fait correspondre un
modele de la présentation cible. Dés lors que cette sémantique consiste en la donnée, 3 un isomorphisme
naturel pres, d’un foncteur, il en découle que la correction d’une spécification paramétrée s’exprime
par rapport & un foncteur reliant deux catégories d’algébres, et c’est exactement ce que traduit la
définition précédente. Remarquons qu’elle inclut Poccurrence d’opérateurs cachés dans la présentation
paramétrée (Po,P). Il est également important de noter que ces deux définitions — la sémantique
d’une présentation paramétrée et la correction par rapport i cette sémantique — généralisent le cas non
paramétré. On peut dans ce cas considérer qu’une présentation P est paramétrée par la présentation
(9,9,D) et que le foncteur libre est alors :

F:1—- ALGp

ol “1” est la catégorie terminale qui admet @& pour seul objet et idg pour seule fliche. L’image d’un
objet initial par un foncteur libre étant un objet initial, on obtient que I’image de 1’objet @ est une
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algebre initiale de ALGp. En fait, si ’on applique la formule (1.1), on retrouve bien F(9&) = Tp. La
correction par rapport & F' d’une présentation ((J, @, D), P;) équivaut 3 la coincidence des algebres
initiales de ALGp, et de ALGp. Remarquons enfin qu’il n’est pas judicieux de donner une sémantique
initiale a une présentation parameétre dés lors qu’elle n’offre pas nécessairement le moyen de générer des
éléments a l'intérieur d’une algébre. Ainsi, le modéle initial de la présentation Ftype (cf. exemple 0.86)
est 'algebre (&, @). C’est pourquoi on donne & une présentation parametre une sémantique lache (loose
semantics), considérant tous ses modéles.

Jusqu’a présent, nous n’avons pas posé d’hypothése exprimant que la présentation arametre est
y p

protégée dans la présentation cible. Donnons les définitions.

Définition 1.9 Soit (Py, P) une présentation paramétrée, et soit F' un foncteur ALGp, — ALGp.
F' est dit :
o persistant sl eziste un isomorphisme naturel I/ o F' & idALGPOI

o fortement persistant si [/ o F/ = idA.LG’pO’

U étant le foncteur d’oubli ALGp — ALGp,.

(Po,P) est dite persistante (resp. fortement persistante) si un foncteur libre quelconque F :
ALGp, — ALGp, sémantique de (Po, P), est persistant (resp. fortement persistant).

Remarque Deux foncteurs libres quelconques ALGp, — ALGyp étant identiques & un isomorphisme
naturel pres, il s’ensuit qu’un foncteur libre ALGp, — ALGp est persistant si et seulement si tout foncteur
libre ALGp, — ALGp est persistant.

Exemple 1.10 Présentation paramétrée avec foncteur libre non persistant. Soit la présentation pa-
ramétre suivante :

presentation PAj is
sorts = {Bool, Nat}

opns true, false : - —  Bool B
not : Bool —  Bool
and, or : Bool x Bool — Bool
0 : — —  Nat
suce : Nat ~—  Nat
< : Nat x Nat — Bool

vars t,j : Nat

eqns
({équations définissant not,and, or))

<> 0 €0 == {rue
<> 0 < suce(j) == true
<> suce(t) € 0 == false
<> suce(i) < suce(j) == i<j

end PAj



1.1. Théorie de la généricité 57

et soit la présentation cible :

presentation PN is PAj W

opns T : — —  Nat

vars ¢ : Nat

eqns
<> 1 £ 7T == true
<> T £ 0 == false
<> T < succ(i) == false
<> T £ 7T == true

end PN
Soit :

F
ALGpy, £ ALGpy

ou I' est le foncteur libre construit d’aprés la formule (1.1). Alors (I o F(Tpa; )Nt est formé des
termes :

0 < suce(0) € suec®(0) <...< T

C’est-a-dire que I’on a ajouté un élément maximum au type Nat. (Tpp;,)Na: n’admettant pas d’élément
maximum pour “<”, il ne saurait exister d’homomorphisme :

g:U o F(Tpn,) — Tpn,

tel que :
gNat(i < T) = gNat(i) < gNat(T)

pour tout 1 € (Tpar, )Nat- Par suite, il n’existe pas d’isomorphisme naturel de U o F vers idALGPNO et
donc, le foncteur F n’est pas persistant.

Remarque En fait, 'exemple précédent peut étre compris comme une importation de présentation, en
considérant une sémantique lache pour la présentation PNy. Nous l’avons présenté sous cette forme pour des
raisons de simplicité, mais il peut se généraliser en remplagant la sorte Nat par une sorte ¢ caractérisant un
type totalement ordonné (cf. exemple 1.38).

Le résultat suivant permet de ne considérer que des foncteurs fortement persistants.

Lemme 1.11 ([59]) Soit (Py,P) une présentation paramétrée, et soit un foncteur persistant F :
ALGp, — ALGp. Il existe un foncteur F' : ALGp, — ALGp, fortement persistant, et tel que
F'2F.

1.1.3 Passage de parametre standard

Soit (Pp,P) une présentation paramétrée, Py représente intuitivement la présentation “la plus
générale” exigée pour construire P. Nous allons maintenant nous intéresser a 'instanciation, c’est-a-
dire au remplacement des parametres formels par des parameétres effectifs, autrement dit & la substitu-
tion des sortes et des opérateurs de Py par ceux d’une présentation effective P;. Suivant la démarche
de [58, 59], nous donnons le cas standard, lorsque les paramétres effectifs constituent une présentation
simple, non paramétrée. Dans le §1.1.4, nous traiterons le cas général, lorsque la présentation en
parametre effectif est elle-méme une présentation paramétrée, et verrons alors que le premier cas
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est inclus dans le second. Pour linstant, un exemple simple du cas que nous allons aborder est
'instanciation de la présentation paramétrée (Ring, Matriz) — on Ring caractérise tout anneau uni-
taire commutatif et Matriz désigne la construction de matrices d’éléments de sorte Ring — par la
présentation Nat dans laquelle la sorte Nat est munie des opérateurs “4” et “x”,

Définition 1.12 (Syntaxe) Soit (Po, P) une présentation paramétrée, avec P = Py W (S5,Q, E), et
soit P1 = (S’l,Ql,El) une présentation telle qu’il existe un morphisme de présentations h : Py — Ps.
Le passage de parameétre standard s’effectue d’apreés le diagramme suivant dans la catégorie Pres
(les morphismes de présentations sq et 81 sont en fait des injections canoniques) :

Po (—_L’P('Po)

avec :

" B P(Py) = P W (S, K(Q), KI(E))

P PPy

et le morphisme de présentations h est défini comme suit :

hs(s) = if s € S then s else hg(s)
endif (1.2)
ho(w) = fw:is;x - xs,—>s€Qthenw: hs(s1) x -+ X hg(s,) — hs(s) else hq(w)
endif (1.3)

Cette définition constitue un cas particulier d’une construction de la théorie des catégories.

Théoreme 1.13 ([58, 59]) Le diagramme précédent de passage de paramétre standard définit une
somme amalgamée3® :

P(P1) = P(Po) | [ Py

S0 ,h

c’est-a-dire que pour toute présentation P’ et pour tous morphismes de présentations s' : Py — P’ et
h' : P(Po) — P, tels que s' o h = K’ 0 sq, il existe un unique morphisme de présentations f : P(Py) —
P, tel que fos, =s" et foh =R

Note D’un point de vue pratique, [152] souligne que cette construction de somme amalgamée duplique les
sortes et les opérateurs présents i la fois dans P et dans P1, mais non dans Py. Ce probléme ne sera pas traité
icl.

Définition 1.14 Soient (Po,P) une présentation paramétrée et F un foncteur libre ALGp, —
ALG'p('po). Soit Py une présentation telle qu’il existe un morphisme de présentations h : Py — P;.

® La sémantique du passage de paramétre standard est

(F,Tp, . Tp(p,))

Tp, et Tp(p,) €tant les algébres initiales de Py et de P(P1), a un isomorphisme prés.

3001 §A.1.3.1.
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e Notons Usy, Uy, Us,, Uy les foncteurs d’oubli induits respectivement par s, h, s1, k. Le passage
de paramétre standard est dit correct si les conditions suivantes sont satisfaites :

* protection du paramétre : Us,(Tp(p,)) = Tp,,

* compatibilité du passage de paramétre standard avec la sémantique de la présentation para-
méirée :
FolUy(Tp,) = U;.(Tp(pl))

Nous allons maintenant aborder le niveau sémantique, et montrer une possibilité de construire,
a partir d’une algébre qui est un modéle d’une présentation paramétre, une algébre modele de la
présentation cible dans laquelle a été effectuée un passage de parametre standard.

Définition 1.15 ([59]) Considérons le passage de paramétre standard défini par le diagramme sui-
vant :

S
Py P(Py)

h h

S
P P(Py)

o Soit Ag € ALGp,, et soient A € ALGpp,) et A1 € ALGp, telles que :
Us(A) = Un(41) = Ao
La somme amalgamée de A et de A; suivant Ag, notée :

déf
A= Al]A
Ao

est définie par :

A, = if s € S then (4;), else 4,
endif

Al, = ifweQ then (4;), else A4,

endif

o Soit fo € Arr ALGrp,, et soient f € Arr ALGpp,) et fi € Arr ALGop, telles que :
Uso(£) = Un(f2) = fo
La somme amalgamée de f et de f1 sutvant fo est définie par :
(fol)s = if s € 57 then (f1); else f,
fo

endif



60 Chapitre 1. Les bases de la généricité

Théoréme 1.16 ([59]) Soit (Py, P) une présentation paramétrée persistante, et soit Py une présen-
tation telle qu’il existe un morphisme de présentations h : Py — P;.

o Le passage de paramétre standard est correct.

o Soit I' le foncteur libre ALGp, — ALGp(py), sémantique de (Po,P), et soit Ao = Up(Tp,).

Tp, | | F(A0) = Tp(p,
Ao

De plus, la notion de somme amalgamée d’algébres s’étend aux catégories d’algébres considérées.
Soit le diagramme suivant dans Cat’, la catégorie des grandes catégories®! :

Us,
ALGp, ALGpp,
F
Uh Un
!
IXLC“}'])1 el ALG'P('Pl)
U,

avec :

déf
ALGp(p,) = ALGp, AI!—GI ALGp(p,)
Po

la catégorie dont les objets et les fleches sont :

A1 [T A, avec A1 € Ob ALGp,, A€ O0b ALGpp,), Us(A) = Up(Ay) = Ag
Ag

fi Uf, avec fi € Arr ALGp,, f€Arrr ALGp(po), Uso (f) = Up(fi) = fo
fo

F étant le foncteur libre sémantique de (Pg, P), le foncteur F” est I’extension de F par h, noté :
F' = Ext(F,h)

et est coustruit comme suit :

F'(A1) = A1 ][] F(40)
Ao

F'(fi) = f][Ffo)
fo

31Cf. annexe A, note du §A.2.1. Nous postulons que les supports de tous les modéles d’ une présentation appartiennent
a un univers /. Ainsi, les modéles d’une présentation constituent une grande catégorie. A noter qu’en général, ils ne
forment pas une petite catégorie. Considérons, par exemple, la présentation ({s}, D, D). Toute algébre composée d’un

petit ensemble de U est un modele de cette présentation. Les objets de cette catégorie forment une classe, mais non un
petit ensemble, car on aurait dans ce cas i € I{.
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En outre, le diagramme formé des Usys Un, Usy, Uy, définit un produit fibré :

ALGp(p,) = ALGp(p,) ] ALGop,
Usg Un,

et il a été démontré [59] que F’ est un foncteur libre adjoint & gauche de Uy, , tel que :

o Upo F' = Foll,

e si F' est persistant (resp. fortement persistant), alors F’ est persistant (resp. fortement persis-
tant).

Remarquons que F’ étant un foncteur libre, il s’ensuit que I'image d’une algebre initiale de ALGp,
par F’ est une algébre initiale de ALGp(p,).

1.1.4 Passage de parametre générique

Cette fois, nous passons en paramétre non pas une présentation simple, mais une présentation
paramétrée. Un exemple est le passage du parameétre (Ring, Matriz) pour la présentation paramétrée
(Param, Seq), en vue de construire les séquences dont les éléments sont des matrices d’éléments de
sorte Ring.

Définition 1.17 (Syntaxe) Soient deuz présentations paramétrées (P, P), avec P = Pywi (S, 9, E),
et (P1,P’), telles qu’il existe un morphisme de présentations h : Py — P'. Le passage de parameétre
générique s’effectue d’aprés le diagramme suivant dans la catégorie Pres :

Py c 0 P(Po)

h h

PC—2  ppyc—L  p,, P(Py)
avec
P #p P'(P1) = P/(P1) W (S, h(Q), (E))

(P1, P+, P') est la présentation paramétrée obtenue : c’est la composition des deuz présentations
paramétrées (Po, P) et (P, P’).

La définition de h est la méme que pour le passage de paramétre standard — cf. les €quations (1.2)
et (1.3) :

hs(s) = if s € S then s else hg(s)
endif

figlw) = fw:s;x - X3, > s€Nthenw: Fs(s1) X -+ % hs(sn) — hs(s) else hao(w)
endif

De méme que le diagramme de passage de parameétre standard, ce diagramme définit une somme
amalgamée :
P P'(P1) = P(Po) | P'(Py)

30,k
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Définition 1.18 Soient deuz présentations paramétrées (Po, P) et (Py, P'), telles qu’il existe un mor-
phisme de présentations h : Py — P’. Soient également les foncteurs libres :

Fo : ALGp, — ALGyp(p,), sémantique de (Py,P)
F : ALGp, — ALGypi(p,), (P1,P')
Foxp Fi : ALGp, — ALGp,,p/(p,), (P1,P *, P)

Alors :
¢ La sémantique du passage de paramétre générique est :
(Fo, I, Fy 4 Fy)
e Le passage de paramétre générique est correct si les conditions suivantes sont satisfaites (re-
marquons qu’elles sont analogues a celles du passage de paramétre standard ) :
* protection du paramétre : Us, o (Fo *, F1) = Fy,
* compatibilité du passage de paraméire générique avec les sémantiques des présentations
paramétrées (Po, P) et (P1,P') :
Uh (o] (FO *p Fl) = F() (o] Uh 0] F]

Théoreme 1.19 ([59]) Soient deuz présentations paramétrées persistantes (Po,P) et (Py,P), telles
qu’il existe un morphisme de présentations h : Py — P’. Soient également Fo et Fy les foncteurs libres
qui représentent respectivement les sémantiques de (Py, P) et de (P1,P).

o Le passage de paramétre générique est correct.
e La présentation paramétrée (Py,P *, P') est persistante.

[ Fo *p F1 = EXt(F(),h) o Fl.

Remarque Si les foncteurs Fy et Fy sont fortement persistants, alors le foncteur Fyy #; Fy est lui aussi
fortement persistant.

Sil’on pose Py = (&, &, @) dans la définition précédente, alors on retrouve exactement la définition
et les propriétés du passage de parametre standard. Il s’ensuit que du point de vue du passage
de parameétre, toute présentation au sens classique peut étre considérée comme une présentation
paramétrée par la présentation (&,Q, D). Nous avions déji remarqué un fait analogue au §1.1.2.
Dans toute la suite, nous noterons une telle présentation paramétre par “O”,

1.1.5 Composition de paramétrisations

Nous allons & présent étendre les résultats dégagés précédemment 2 la composition de présentations
paramétrées. Le point important est que le résultat d’une composition de passages de paramétres,
qu’ils soient standards ou génériques, est indépendant de la construction choisie pour le calcul, la
correction par rapport aux modéles sémantiques étant préservée.

Théoréme 1.20 ([58, 59]) La composition de présentations paramétrées persistantes est associative.
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Plus concrétement, étant donné trois présentations paramétrées persistantes (’Po,'P) (P1, P,
(P3,P"), et deux morphismes de présentations :

h:Py - P
h’:P1—>P”

Soient également les foncteurs libres :

F() . ALG‘t‘p0 g ALGp(pO)
F1 . ‘ALGr'p1 — ALG'p/('pl)
Fz . ALGP2 i ALG'p//(pQ)

Py C - P(Po)
h (1)
P C—nu P(P) C P x, P'(Py)
b (2) K (3)

Py P (P))———— P s P"(P2) (P 44, P') s (P' 4 P")(P2)

Deux compositions de passages de parameétres génériques sont possibles, et elles conduisent & la
méme présentation paramétrée :

(P2, (P #1, P') #1s P") = (P2, P kot (P 410 P)) (1.4)

iy
avec b/« h ¥ B o b

Rappelons que la composition de deux sommes amalgamées est une somme amalgamée
(cf. §A.1.3.1). Par application de cette propriété & (1) et & (3), puis a (2) et a (3), on obtient
que les diagrammes (1) U (3) et (2) U (3) représentent des sommes amalgamées. L’équation (1.4) est
obtenue par combinaison de ces deux résultats.

A un isomorphisme naturel prés, une relation semblable existe au niveau sémantique, entre les
foncteurs libres :

(Fo *p Fy) #py Fy = Fo kprap (Fy %0 F)
d’ou ’on déduit :

EXt(EXt(FQ,h) 0 Fl,h,) 0 F2 = EXt(Fo,h/ * h) (o] EXt(Fl,h,) o F2

Corollaire 1.21 ([58, 59]) Le passage de paramétre standard appliqué d une composition de pré-
sentations paramétrées est équivalent d litération des passages de paramétres standards pour chaque
présentation paraméirée.
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Ce corollaire découle de I’associativité de la composition des présentations paramétrées et de
Péquivalence entre passage de paramétre standard et passage de paramétre générique avec (2,,9)
comme présentation parameétre. Plus généralement, une stratégie d’évaluation de passages de para-
metres successifs consiste en I’application, tant qu’elle est possible, de I'un des deux pas suivants :

paramétrisation application d’un passage de parametre générique,

standard application d’un passage de parametre standard.

Corollaire 1.22 ({58, 59]) Le résultat d’une itération de passages de paramétres est indépendant de
la stratégie d’évaluation.

Nous reprenons, pour illustrer ce propos, I'exemple qui figure en (58, 59] :

data Tree(data)
hy
Param Seq(Param)
ha () hy (3)
Y
Ring Matriz(Ring) —————- Seq * Matriz( Ring)
hs (2) hy
Y Y
Nat > Seqx Matriz(Nat) ——— Tree((Seq+ Matriz)(Nat))

Dans cet exemple, une stratégie “par valeur” revient 4 n’appliquer que des pas standards, pour
donner, dans l’ordre :

Matriz(Nat)
Seq(Matriz(Nat))
T'ree(Seq(Matriz(Nat)))

tandis qu’une stratégie “par nom” consiste & appliquer d’abord des pas de paramétrisation et & cons-
truire :

data — Tree x Seg(data)
Ring — ((Tree x Seq) * Matriz)(Ring)
((Tree * Seq) x Matriz)( Nat)

Le diagramme donne une stratégie “mixte” : un pas de paramétrisation (1) qui construit la présenta-
tion paramétrée Ring — Seq* Matriz(Ring), puis deux pas standards ((2) et (3)) au moyen desquels
on obtient respectivement Seq * Matriz(Nat) et Tree((Seq + Matriz)(Nat)).
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1.2 Généricité en FP2

1.2.1 Présentations en parameétre

En FP2, la description d’une présentation en parameétre s’effectue a ’aide d’une propriété. Une
propriété est donc la donnée de sortes, d’opérateurs, et d’équations.

Exemple 1.23 Propriété d’égalité.

prop Equality[t [ eq]
opns eq : txt — Bool
vars z,y,2 : 1
eqns
<> reqgr == 1Irue
<> rTeqy == yeqzw
<> ((zeqy)and(yeqz))=> (reqz) == true
endprop

Une distinction importante, déja soulignée dans [152], doit étre opérée parmi les sortes et les
opérateurs d’une propriété. FP2 permettant dans un module la visibilité des sortes et opérateurs
définis dans les modules précédents, il est nécessaire de bien interpréter ces derniers comme dans
la présentation qui les définit. Dans ’exemple 1.23, Bool doit étre compris comme la sorte dont le
support est égal a {true, false}, avec true # false, et non une sorte destinée & paramétrer une unité
générique. De plus, cette sorte ne doit pas étre substituée par une autre sorte lors d’une instanciation
de la propriété Equality, alors que les équations (1.2) et (1.3) autorisent le remplacement de toutes les
sortes et de tous les opérateurs de la présentation parameétre : on voit ici apparaitre des contraintes
(d’apres la terminologie de [152]) par rapport a la théorie exposée au §1.1.

Par contre, tout remplacement de ¢ et d’eq effectué au moyen d’un morphisme de présentations
est correct, et définit un modele de la propriété Equality. Ce morphisme de présentations doit étre
étendu a l’identité pour les sortes et les opérateurs importés. Etant donné qu’une propriété représente
avant tout un moyen de spécifier des présentations en parameétre, nous considérerons donc pour une
propriété une sémantique lache (cf. §1.1.2).

Par commodité, nous conviendrons que la signature d’une propriété est uniquement composée des
sortes et opérateurs non importés, autrement dit, des sortes et des opérateurs parametres qui ne
doivent pas étre interprétés initialement, et nous la citerons toujours dans le méme ordre, exprimé
dans I’en-téte, derriére la donnée du nom de la propriété :

Equality(t | eq]

Nous parlons ainsi de signature ordonnée d’une propriété — nous omettons les profils des opérateurs
pour ne pas compliquer la notation. Les liaisons des morphismes de présentations seront données par
I’utilisateur d’apres cet ordre lexical, et, comme nous ’avons indiqué plus haut, le morphisme sera
étendu a l'identité pour les sortes et opérateurs importés. (Nous verrons d’autres utilisations de cet
ordre lexical au chapitre 3.) Plus généralement, nous appellerons expression de modéle toute
expression composée d’un symbole de propriété, puis d’une image de sa signature ordonnée par un
morphisme de présentations. Etant donné cette convention d’ordre lexical, une expression de modéle
nous suffira pour spécifier une instanciation. Ainsi, I’expression :

Equality[Nat | =p]
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pourra représenter le morphisme [t — Nat,eq — =y]. De méme, le nom d’une entité générique, suivi
d’une expression de modéle, suffira & désigner une instance de cette entité. Ainsi :

=g.Fquality[Nat | =p]

Un autre point important est que les sortes et les opérateurs définis dans une propriété ne sont pas
visibles a l'extérieur de la définition de cette propriété. En conséquence, lorsque nous considérerons

plusieurs propriétés, ou plusieurs instances de la méme propriété, leurs signatures seront toujours
considérées comme disjointes.

1.2.2 Relations entre propriétés

Deux concepts principaux, ’héritage et la satisfaction, sont utilisés pour limportation des
définitions introduites au moyen de propriétés. Soient p et = des symboles de propriétés dont les
signatures sont respectivement :

p[tlw"atm/fl’---,fn] et W[le-'-77—u/¢l”--v¢v]

Considérons la déclaration :

pltr,---stm / f1,..., fn] inherits #{t}, ..., 20 / fi,..., f]

Elle est licite s’il existe un morphisme de signature :

h=[n =, . ru=t,die fl, 60— f1]

Alors, pour toute équation (¢; == g¢;) de la présentation de 7, (hl(g) == h¥(gz)) est importée dans
la définition de p.

La déclaration :

Pltis..stm [ f1,..., fn] satisfies x{t],..., 1, [ fiseoos £

est licite s’il existe un morphisme de signature :

h:[T1Htll,...,Tth;,qblHf{,...,QSvHf.,’l]

tel que pour toute équation (¢; == ¢;) de la présentation de , (h¥(g;) == h¥(g2)) soit une conséquence
logique des équations de p.

Autrement dit, ’héritage contient une information syntaxique qui sert & importer des équations,
et la validation est alors immédiate, tandis que la satisfaction est une notion sémantique qui exprime
que de tout modele d’une propriété p, on peut extraire un modeéle d’une propriété . (Nous renvoyons
a [53] pour des exemples de validations de telles déclarations dans le cadre de LPG32))

Exemple 1.24 La propriété d’ordre partiel satisfait la propriété d’égalité sous-jacente (il est pos-
sible de démontrer que de tout modéle de Partial-Order[t; | rely,eqi], on peut extraire le modéle
Equality[ty [ eq1]) ; Uordre total hérite lordre partiel.

320u plus précisément des exemples d’utilisation de outil de validation intégré 4 LPG.
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prop Partial-Order(t, | rely,eq]

opns relj,eqq : t1 Xt — Bool

vars T,y,Z2 th

eqns
<> zreliz == true
<> (zrelyy)and (yreliz) == zeq y
<> ((zrely y)and (yrely 2)) = (v rely z2) == true

satisfies FEquality(t; / eq:]

endprop

prop Total-Order[ty [ rely, eqs)

opns rely,eqy : iy Xty — Bool
vars ,¥y : 19
eqns
<> (zrelpy)or(yrelaz) == true
inherits Partial-Order[ty / rely, eqs)
endprop

Ces deux déclarations sont présentes en LPG. Pour des raisons de simplicité, elles ont été fusionnées
en une déclaration “includes” en FP2, que I'on doit comprendre comme une déclaration d’héritage,
puisque la notion d’héritage inclut celle de satisfaction. Les déclarations :

plt1y---stm / fi,--., fa] includes Tyt [ flyeees £l

induisent une relation dont la fermeture réflexive et transitive, que nous noterons “2D”, est I’inclusion
’ ’
entre expressions de modéles :

p[tl,...,tm/fl,...,fn]_D:w[t'l,...,t;/f{,...,f,ﬁ]

plt1,---stm / f1,..., fr] includes ... includes x[t},..., ¢, / fi,..., f]

Bien évidemment, pour toute expression de modéle p[t1,...,ty / fi,...,fz],0ona:

pltr, -y tm [ frse s fa] 2©

Note La version 1.8 de LPG [19] offre également une directive combines, qui sert & exprimer qu’une bropriété
est la réunion d’autres propriétés. Par exemple :

prop Ftype?[t;,t; / ] combines Ftypelt; /], Ftypelts /] -- Cf. exemple 0.83.
endprop
Cette construction impose qu’il n’y ait aucune équation dans le corps de la propriété que I’on définit, et que

chaque sorte ou opérateur de la signature de cette propriété figure dans au moins une signature des propriétés
a combiner.

1.2.3 Présentations paramétrées

La présentation paramétre est spécifiée par une propriété, appelée propriété exigée, et la pré-
. sentation cible est un module de type ou d’enrichissement. Les sortes et les opérateurs définis dans
une propriété n’étant pas visibles a ’extérieur, le morphisme de présentations qui relie la propriété au
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module générique est un renommage bijectif, pas nécessairement 1’injection canonique. Ce renommage
bijectif est lui aussi spécifié lexicalement, d’apres la signature ordonnée de la propriété. Nous appelons
modele exigé l'expression de modéle qui regroupe la propriété exigée et les sortes et opérateurs
utilisés dans le corps de la présentation cible. Ces sortes et opérateurs sont dits formels.

Exemple 1.25 Ordre lexicographique sur les séquences génériques. La sorte Seq est supposée im-
portée d’aprés une définition précédente (cf. ezemple 0.87).

enr req T'otal-Order(t [ rel, eq]

opns < : Seqt] x Seq[t] — Bool
vars I, T2 : it
s1,82 @ Seq[t]
rules
<> nil < sg == true
<> (1 <+s8) < nil ==> false
<> (21 <+ 51) € (22<+3s2) ==> if z; eqz, then sy < s else zy rel x4
endif
endenr

Le renommage bijectif reliant cet enrichissement 3 la propriété Total-Order est -
[ta — t,7ely — rel,eqy — eq]

Une caractéristique importante de LPG et de FP2 est que l'instanciation des unités génériques
est locale, donnée pour chaque occurrence de la sorte ou de lopérateur générique. Dans le passage
de paramétre donné en [58], on remarquera que les sortes et opérateurs de la présentation cible sont
simplement importés. Dans le contexte de l'instanciation, ils représentent les sortes et opérateurs
résultats de celle-ci.

En LPG et en FP2, chaque sorte ou opérateur est soit formel, c’est-a-dire présent dans la signature
du modele exigé, soit paramétré par une expression de modele. Une simplification : si I’expression
de modele qui paramétre une sorte ou un opérateur est la méme que le modele exigé, sa mention est
facultative. Ainsi, dans la derniére équation de I’exemple 1.25 :

(21 <+ 81) € (zg <+ 83) == if 21 eq 22 then sy < s, else z; rel 5
endif

“<” représente “<.Total-Order(t [ rel,eq)”. -

Par homogénéisation, nous considérons que les sortes et opérateurs non paramétrés le sont en
, p
fait par une expression de modele “vide” sans sortes, ni opérateurs, c’est-a-dire un modele de la
présentation “O”.

A noter que les types étant protégés en FP2 par I'impossibilité d’ajouter de nouveaux constructeurs
ailleurs que dans le module qui les définit, un module générique (module de type ou d’enrichissement)
n’ajoute pas de nouveaux termes dont la sorte apparait dans la signature de la propriété, les opérateurs
définis dans la présentation cible, et dont le codomaine est une sorte formelle de la propriété exigée ne
pouvant étre constructeurs (voir le traitement des opérateurs non complétement définis au chapitre 4).
De méme, 'impossibilité d’équations entre constructeurs empéche une validation lorsque, pour une
sorte, les équations d’une propriété perturbent la congruence entre les termes engendrés uniquement
a l'aide de constructeurs. Par conséquent, on peut considérer que les foncteurs qui sont sémantiques
des présentations paramétrées de FP2 sont fortement persistants. ’
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1.2.4 Morphismes de présentations

Un morphisme de présentations s’exprime en FP2 par un module de modéle. Comme annoncé
au §1.2.1, l’ordre suivi est I’ordre lexical de la signature ordonnée.

model INCNAT is Total-Order[Nat | <n,=n]
endmodel

Le morphisme est : {t — Nat,rel — <y,eq— =p].

Remarque Les implantations réalisées de LPG et de FP2 permettent la substitution d’opérateurs formels
par des variables, une variable de sorte s pouvant dans ce cas étre assimilée & un opérateur de profil “— — s”
— cf. exemple B.8. Cette facilité, en fait largement utilisée dans [9], n’a malheureusement pas actuellement
— pas encore 7 — de fondement sémantique. Ajoutons qu’au niveau des applications réalisées, 'utilisation de
cette possibilité constitue malgré tout une justification supplémentaire 4 un mécanisme d’instanciation local.

1.2.5 Modeles génériques

D’apres les définitions et résultats du §1.1, nous pouvons par exemple spécifier le type des séquences
génériques. Si, dans la présentation paramétre, est spécifiée une relation d’ordre sur la sorte ¢, nous
pouvons également (cf. exemple 1.25) définir Pordre lexicographique sur les séquences génériques,
chaque type séquence étant des lors muni d’une relation d’ordre total. Il est par conséquent possible
d’ordonner lexicographiquement les séquences de séquences, I'instanciation procédant par composition
de passage de parameétres.

Ce que nous aimerions pouvoir réaliser, c’est, & partir d’un morphisme de présentation dont la
source est la propriété d’ordre total sur les éléments de ¢, obtenir directement le morphisme dont la
source est I’expression de modéle représentant l’ordre total sur les séquences de ¢.

En FP2, une telle possibilité est offerte par I'introduction des modeéles génériques. Considérons pg et
p deux symboles de propriétés dont les signatures ordonnées, supposées disjointes, sont respectivement :

pO[tl7'-'7tm / fl’--'yfn] et p[Tlv-',Tu / ¢1’--°7¢v]

Une déclaration de modéle générique a la forme :

model M req polt1,...,tm [ f1,..., falis p[t, ..., 80 [ fl ..., F']
endmodel

Elle signifie qu’a tout morphisme de présentations :
h=[t1 = to1,- - stm = toms f1 = fo1,--s fr > fon)
on peut associer un autre morphisme de présentations :
B ={met,. . ret,é — fiseee by £l

tel que si h est valide, alors h o A’ est valide.

Si Mo est une déclaration de modele représentant un morphisme de présentations % de source po,
alors M.Mj représente le morphisme %o h'.
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Exemple 1.26 Soit le modéle générique :

model ORDSEQ req Total-Order[t / rel,eq] is
Total-Order[Seq(t] | <s.Total-Order[t / rel,eq], =s. Equality[t | eq]]
endmodel

Soit un morphisme de présentations quelconque appliqué 3 Total-Order(t | rel,eq], il existe un
morphisme de présentations, appliqué & Total-Order[t' | rel’,eq'], qui est :

t' —  Seq(t]
rel'! — <g.Total-Order[t | rel,eq]
ed — =g.Equality[t | eq]

Soit le morphisme [t — Nat,rel — <py,eq — =p], appliqué a Total-Order[t | rel,eq], et
qui peut étre décrit par l'expression de modele Total-Order[Nat / <n,=n]. Alors ’expression
ORDSEQ.Total-Order[Nat /| <n,=n] représente le morphisme :

t'" — Seg[Nat]
rel! — Ls.Total-Order[Nat /| <n,=N]
eq’ — :S.Equality[Nat/ =N]

La composition de morphismes étant associative, il est 3 noter que pour tous modéles génériques
M, Mo, My, le modéle M.(M;.Mo) représente le méme morphisme que le modéle (M.My). M.

1.2.6 Passage de parameétres

La notion de base pour l'instanciation en FP2 est celle de couple d’instanciation. Un couple
d’instanciation est un couple d’expressions de modeles, noté :

(11, p2)

tels que les paramétres formels de p incluent ceux de py. Un couple d’instanciation considéré glo-
balement n’a donc pas de paramétres. Un objet (sorte ou opérateur) exigeant le modeéle ug peut étre
instancié par (u1,u2) sous le modele exigé RM s’il existe un morphisme de présentations h : o — 2
et si RM D u;.

Le modele exigé RM est soit celui du module (type, enrichissement, propriété, modéle, ou. pro-
cessus) en cours de traitement, soit “O” par défaut (par exemple, si l’on se trouve & intérieur de la
boucle d’évaluation d’expressions).

p2 contient les paramétres effectifs, et 14 est le modéle exigé local. Il est nécessaire que tout modele
de la présentation décrite par le modéle exigé RM soit un modéle de la présentation décrite par pi,
d’ou la condition RM D py. Cette notion de couple d’instanciation permet de traiter dans un méme
moule linstanciation complete d’une unité générique, le renommage des parameétres d’une propriété,
et certains cas d’instanciations partielles.

Exemple 1.27 (Instanciation compléete) (O,Total-Order[Bool | =, <)) est un couple d’instan-
ciation de la propriété Total-Order dont la signature ordonnée est “{t / rel,eq]”.
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Exemple 1.28 (Renommage des parameétres)

o Sous le modéle exigé Total-Order[ty | rely,eq],
(Total-Order(ty [ rely, eqi], Total-Order[ty / rely, eq])
est un couple d’instanciation de Total-Order[t | rel,eq]. Le morphisme de présentations est

[t — ty1,rel — rely,eq — eq).

e Sous le modéle exigé Total-Order(ty | rely,eq),

(Equality[ty / eqi], Equality[ty / eq])

est un couple d’instanciation de Equality[t | eq]. Le morphisme de présentations est
[t — t1,eq — eq], et U'on a Total-Order(t, [ reli,eq1] D Equality[t; / eq1] — cf. exemple 1.24.

Exemple 1.29 (Instanciation partielle) Soit la propriété Ftype® suivante :

prop Ftype3[ti,ty,13 /]
includes Ftypelt, / ], Ftype[ty / ], Ftype[ts / ]
endprop

Sous le modéle exigé Ftypelt [ ]|, (Ftype[t / ], Ftype3[Nat,t, Nat |/ ) est un couple d’instanciation
de Ftype3[ty,ta,13 / ]. Le morphisme de présentation est [t; — Nat,ty — t,13 — Nat], et tout modéle
de Ftype[t | | est un modéle de Ftype3[Nat,t, Nat /).

Les conditions que nous venons de donner sont purement sémantiques. En pratique, I’analyseur
FP2 n’effectue que les contrdles sur les sortes et les profils des opérateurs, et c’est a 'utilisateur
d’assumer que les équations sont satisfaites. (Dans la version 1.8 de LPG, un outil de validation
permet d’effectuer de telles vérifications de fagon guidée [53].)

Un point important est que la mention par I'utilisateur des deux membres du couple d’instanciation
n’est pas nécessaire : 1’analyseur FP2 reconstruit le premier membre en prenant une expression de
modéle minimale par rapport a ’ordre partiel sur les propriétés.

(1) Si le second membre ne contient pas de paramétres formels, le premier membre est “O”.

(2) e Si le modéle exigé est égal, & un renommage prés, au second membre,
e ou s’il inclut une expression de modéle égale, 3 un renommage prés, au second membre,
alors on prend comme premier membre le second membre.
(3) Sila propriété exigée du second membre ne contient pas d’équations, et si chacune des inclusions
induites par le second membre est :

¢ soit une expression de modele licite,

e soit incluse dans le modéle exigé,
alors on prend comme premier membre le modeéle exigé.

On remarque que les cas (1) et (2) s’appliquent sans difficulté aux exemples 1.27 et 1.28. Le cas
(3) sert a traiter certaines instanciations partielles, comme nous allons le voir ci-dessous (voir aussi
I’exemple B.11).
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Exemple 1.30 (Suite de ’exemple 1.29) Soit l’instanciation Ftype3[Nat,t,Nat | | sous le mo-

déle exigé Ftype[t / ]. Par construction, la propriété Ftype® vérifie les inclusions suivantes :
Ptype®lt,tg,t3 /] 2 Fitypelty /]

2 Ftype[ty /] (1.5)

2 Fiypelts /]

D’une part, le type Nat est un modéle de la propriété Ftype, d’autre part, nous avons par (1.5)
Uinclusion des deuz expressions de modéles :

Ftype3[Nat,t, Nat /] D Ftype[t / ]
d’ou l'on déduit le couple d’instanciation :
(Ftypelt | |, Ftype*[Nat,t, Nat / ])

Note Dans la maquette préparatoire a FP2 [105], il existait une possibilité d’hériter une définition de propriété
a I'intérieur d’un module de type ou d’enrichissement. Ce mécanisme, exactement semblable & I’héritage entre
propriétés, permettait, au niveau opérationnel, de spécifier des régles de réécriture dans des propriétés, et de les
importer dans un module de type ou d’enrichissement.

1.2.7 Sémantique opérationnelle

Apres avoir fixé les conditions de FP2 en ce qui concerne le passage de paramétres, nous allons
a présent donner une sémantique opérationnelle précise des opérateurs génériques. Nous supposons
que les termes sont sémantiquement corrects, c’est-a-dire que chaque opérateur générique est qualifié
par une expression correcte de modele (nous verrons au chapitre 3 comment utilisateur peut parfois
sous-entendre tout ou partie de cette indication). Pour évaluer les opérateurs non constructeurs, nous
avons a disposition un systéme de réécriture R convergent et une fonction rewriter qui applique un
pas de réécriture a son argument. Les autres notations — éventuellement indicées — sont :

¢ désigne un opérateur formel quelconque ;

p'  est un nom de propriété ;

f désigne un opérateur générique quelconque, constructeur ou non :
¢ désigne un opérateur générique constructeur quelconque ;

g désigne un opérateur générique non constructeur quelconque, dont le modéle exigé est

p[Tl,'--7Tu/¢17'--,¢‘u] )

désigne une expression quelconque de sorte ;

?

désigne soit un opérateur formel, soit un opérateur générique donné avec ’expression de
modele qui le qualifie ;

p est I’environnement générique : il contient les liaisons des paramétres formels aux paramétres
effectifs.

En ce qui concerne I’environnement p, nous supposons en sus que les conflits de noms sont résolus
(éventuellement par des renommages successifs). Voici maintenant la définition de la fonction evalpp,
qui, étant donné, d’une part, un terme completement instancié construit avec un opérateur générique,
d’autre part, un environnement p, renvoie la forme normale de ce terme.
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evalpp(c.M(z1,...,2,))(p) =
c(evalppy(z1)(p), . .. evalpp(z,)(p)) (1.6)

evalppy(9.0(21, ..., 20))(p) =
evalppy(rewriter(g(evalpp(z1)(p), - . ., evalppm (4 )(0))))(p) (1.7)

evalppa(g-pltr, - vtu [ froee s fol(@1, ., 20))(0) =
evalppy(rewriteg(g(evalpp(z1)(p), e evalpp(z,)(p))))
(pU{[ri = tihcicu} UA{[$i = filicico}) (1.8)

evalpp(d;(1, .., en))p W ([65 = f5-P'lth, - b0 / fioeo s f)) =
evalppy (f;.0' [t .. th | fly - o1, ..y 20))(p) (1.9)

evalppy(¢§(1, .-, o)) (p ¥ ([65 = ¢5])) =
evalppy(@i(1, ..., 20r))(p) (1.10)

evalppy(if z; then 2, else z3 endif)(p) =

if evalppy(21)(p) = true then evalpp,(z2)(p) else evalppy(z3)(p)
endif

Comme on a pu le remarquer, nous avons indiqué dans les régles (1.6) et (1.7) que le mécanisme
d’évaluation employé est I’appel par valeur. La régle (1.6) traduit que 1’évaluation d’un terme formé
par un opérateur constructeur qui est appliqué & des arguments en forme normale est le terme lui-
méme®3. La régle (1.7) donne le cas du modéle exigé “O” : remarquons qu’elle est en réalité un
cas particulier de la régle (1.8). Enfin, le terme étant supposé complétement instancié, la régle (1.9)
indique comment un opérateur formel est remplacé par I'opérateur effectif qui lui correspond dans
I’environnement générique. Le cas d’un opérateur formel lié 3 un autre opérateur formel est abordé
par la régle (1.10), similaire & la régle (1.9). Le terme & évaluer étant par hypothése complétement
instancié, tout opérateur formel est instancié & un opérateur effectif par fermeture transitive des
liaisons présentes dans ’environnement p.

Exemple 1.31 Evaluation d’une expression d’égalité entre objets de sorte Seq[Seq[Seq[Nat]]].

=s-Equality[Seq[Seq[Nat]] | =s.Equality[Seq[Nat] | =s.Equality[Nat / =N])([{[0}]], [{{0]]))
==>

if =s.Equality[Seq[Nat] | =gs.Equality[Nat / =n]|([[0]],[[0]]) then =g.---(nil, nil) else false
endif
==>

33Nous ne nous préoccupons pas ici des constructeurs partiels, qui seront abordés an chapitre 4.
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if if =g Equality[Nat / =n]([0],[0]) then =g.---(nil,nil) else false
endif
then =g.---(nil,nil) else false
endif
==>

if if if 0=y 0then =g..--(nil,nil) else false

endif
then =g.-.-(nil,nil) else false
endif
then =g.---(nil,nil) else false
endif
==>
true

1.3 Généricité en OBJ3

La généricité en OBJ3 est fondée sur les mémes principes sémantiques, inspirés de CLEAR [34],
et de [58, 59], que l’on retrouve en LPG et en FP2. Les différences se situent au niveau de la mise en
ceuvre, de la gestion des noms, et des raccourcis qui permettent d’exprimer les morphismes de théories
(nous les verrons au §3.7). Le lecteur pourra comparer les exemples donnés avec les spécifications
correspondantes en FP2, données dans les chapitres 0, 1 et 3 ou 4 I’annexe B.

1.3.1 Théories

Un module de théorie est & OBJ3 ce qu'est un module de propriété 4 FP2 : il décrit une
présentation en parameétre.

Exemple 1.832 Théorie comprenant une sorte formelle.

th TRIV is sort Elt .
ht

Les directives pour importation de modules (cf. §0.1.4.3) s’appliquent aux théories. -Ainsi, la
théorie des ensembles partiellement ordonnés nécessite et protége ’ob jet BOOL. La théorie des ensembles
totalement ordonnés est vue comme une extension de celle des ensembles partiellement ordonnés. Plus

généralement, la directive using d’0OBJ3 peut &tre employée 13 ot une directive includes serait utilisée
en FP2.

Exemple 1.33 Théories des ensembles partiellement et totalement ordonnés.

th POSET is
protecting BOOL .
sort Elt .
op _<_ : El1t Elt -> Bool .
vars el e2 e3 : Elt .
eq el < el = false .



1.3. Généricité en OBJI3 75

eq ((el < e2) and (e2 < e3)) implies (el < e3) = true .
ht

th TOSET is

using POSET .

vars el e2 : Elt .

eq (el < e2) or (e2 < el) or (el == e2) = true .
ht

Note “==" désigne en OBJ3 I’égalité syntaxique entre termes. La négation de cet opérateur est notée “=/=".

Bien siir, le méme probléme qu’en FP2 se pose quant a l'interprétation initiale des sortes et des
opérateurs importés. D’aprés notre terminologie, la signature de la théorie TOSET est :

(E1t,< : Elt Elt -> Bool)

1.3.2 Objets paramétrés

Un objet peut étre paramétré par plusieurs théories. Chaque théorie utilisée comme présentation
parametre est désignée par une étiquette. Les noms visibles dans la théorie considérée sont alors
visibles dans la spécification de 1’objet paramétré, indicés par ’étiquette de la théorie.

Exemple 1.34 Produit cartésien générique de deuz types.

obj 2TUPLE[X1 :: TRIV, X2 :: TRIV] is
sort 2Tuple .
op <<_;.>> : Elt.X1 El1t.X2 -> 2Tuple .

op 1%_ : 2Tuple => Elt.X1 .
op 2%_ : 2Tuple -> Elt.X2 .
var el ¢ Elt.X1 .

var e2 : E1t.X2 .

eq 1% << el ; e2 >> = el .

eq 2% << el ; e2 > = e2 .

jbo
Exemple 1.35 Ordre lezicographique sur le type 2Tuple.

obj LEXICO[X1 :: TOSET, X2 :: TOSET] is
protecting 2TUPLE[X1,X2]
op _<_ : 2Tuple 2Tuple -> Bool .
vars el e’1 : E1t.X1
vars e2 e’2 : Elt.X2 .
eq << el ; e2 >> < << e’1l ; e’2 > = if el == e’1 then e2 < e’2 else el < e’1
fi .
jbo
Bien siir, dans le cas d’une seule théorie paramétre, la mention de 1’étiquette pour les noms

importés n’est pas nécessaire. Autrement dit, pour une présentation paramétrée Py —— P, s est
Vinjection canonique en OBJ3 (rappelons que c’est un renommage bijectif en FP2).
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Exemple 1.36 Type des séquences linéaires.

obj SEQ[X :: TRIV] is
sorts NeSeq Seq .
subsorts NeSeq < Seq .

op
op
op
op
op
op
var
vars
eq
eq
eq
eq
jbo

nil : _ -> Seq .
-— : E1t Seq -> NeSeq .
head. : NeSeq -> Elt .
tail_ : NeSeq -> Seq .
-5 : Seq Seq -> Seq .
_$_ : NeSeq Seq -> NeSeq .
e : Elt .

sq sq0 : Seq .

head (e sq) = e .

tail (e sq) = sq .

nil $ sq0 = sq0 .
(e 39) $ 590 = e (sq $ sq0)

-- concatenation.

Exemple 1.37 Type générique des arbres binaires ordonnées.

obj OTREE[X :: TOSET] is
protecting SEQ[X]
sorts NeOTree 0OTree .
subsorts NeOTree < 0Tree .

op
op
op
op
op
vars
vars
ceq
ceq
eq
eq
eq
jbo

onil

SL<#_#>_ : OTree Elt OTree
_ins_ : Elt OTree
lin_ : NeOTree
lin_ : O0Tree
el e2 : Elt

t1 t2 t3 : 0Tree .
(t1 <# el #> t2) <# e2 #> t3
tl <# el #> (t2 <# o2 #> t3)

el ins t1 =

lin onil
lin (t1 <# el #> t2)

0Tree .
NeOTree .
NeOTree .
NeSeq .
Seq .

(t1 <# o2 #> t2) <# el #> t3 if e2 < el .
tl <# e2 #> (t2 <# el #> t3) if e2 < el .
t1l <# el #> onil .

nil . -
(lin t1) $ (el (lin t2))

A noter que le foncteur libre d’une présentation paramétrée d’OBJ3 n’est pas nécessairement
persistant, ainsi que le montre ’exemple suivant, tout a fait licite :

Exemple 1.38 Ajout ¢ un type d’un élément minimum et d’un élément mazimum (cf. exemple 1.10).

obj LATTICE[X :: POSET] is

op
op

bottom : -> Elt .
top : => Elt .
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vars x ¢ Elt .

eq Dbottom < bottom = false .

eq top < top = false .

eq bottom < top = true .

ceq bottom < x = true if x =/= bottom .

ceq X < top = true if x =/= top .
jbo

1.3.3 Morphismes de présentation

Spécifier un morphisme d’une théorie vers un objet s’effectue gréce a une vue (view). A noter que
ce morphisme doit étre compatible avec ’ordre entre les sortes. La notion de vue paramétrée — qui
pourrait correspondre aux modéles génériques de FP2 — n’existe pas en QBJ3, elle a été néanmoins
envisagée dans [73].

Exemple 1.39 Arbres binaires d’entiers, ordre décroissant.

view DECNAT of NAT as TOSET is
sort Elt to Nat .
op _<_ to _>_ .

weiv

obj OTDECNAT is protecting OTREE[DECNATI]
jbo

L’instanciation d’un module étant globale, un identificateur (par exemple, Seq, et non une ex-
pression Segq[...}, comme en FP2) suffit pour désigner une sorte ou un opérateur provenant d’un
module instancié, et cet identificateur doit étre compris dans le contexte de ’instanciation. Ainsi,
apres la directive “protecting SEQ[NAT]”, Seq désigne les séquences d’entiers naturels. On évite par
renommage les conflits de noms provenant d’importations avec une instanciation différente. (Le méme
procédé est nécessaire pour la méme raison en ACT-ONE [59].)

Exemple 1.40 Utilisation a Uintérieur d’un méme module de séquences d’entiers et de séquences de
booléens.

obj SWITCH is —
protecting SEQ[NAT] * (sort Seq to Seqnat)
protecting SEQ[BOOL] * (sort Seq to Segbool) . !

op f : Seqnat Seqbool -> Nat .
var xn : Nat

var xb : Bool .

var sn : Seqnat .

var sb : Seqgbool .

eq f(nil,nil) = 0 .
eq f(nil,xb sb) = 1 .
eq f(xn sn,nil) = 2 .
eq f(xn sn,xb sb) = 3 .

jbo
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Exemple 1.41 Ezemple récapitulatif des piles bornées, avec utilisation d’une contrainte de sorte

(cf. §0.1.2.5).

th NAT* is

protecting NAT .

op bound : -> Nat .
ht

obj BOUNDED-STACK [X :: TRIV,Y :: NATx] is
sorts NeBStack BStack ErrBStack .
subsorts NeBStack < BStack < ErrBStack .

op empty : -> BStack .
op push : Elt ErrBStack -> ErrBStack .
op top._ : NeBStack -> Elt .
op pop. : NeBStack -> BStack .
op length_ : BStack -> Nat
var u : Elt .
var bs : BStack .
op-as push : Elt BStack -> NeBStack for push(u,bs) if length(bs) < bound .
eq top push(u,bs) = u .
eq pop push(u,bs) = bs .
eq length empty = 0 .
eq length push(u,bs) = s length bs .
jbo

Note Le lecteur intéressé trouvera en [75] une spécification de constructions géométriques utilisant le forma-
lisme algébrique d’OBJ3. Y figurent des exemples de théories (parmi lesquelles la théorie des corps, donnée A
Paide d’une contrainte de sorte) et d’objets paramétrés.

1.3.4 Comparaison

La différence majeure réside dans le fait que l'instanciation d’une unité générique s’effectue glo-
balement en OBJ3, par instanciation de tout un module et importation de ce module, alors qu’elle
s’effectue localement en LPG et en FP2, ot chaque sorte, chaque opérateur posséde une instanciation
locale compatible avec le modeéle exigé. Les conventions d’OBJ3 sont plus proches de la théorie, alors
que celles de FP2, par leur utilisation d’expressions de sortes et d’opérateurs, sont peut-&tre plus
didactiques. Enfin, pour les mémes raisons, la gestion des noms pour la signature d’une propriété et
les parametres formels d’un module paramétré nous semble plus claire en FP2.

Si les primitives d’importation d’OBJ3 permettent une plus grande liberté dans 1’utilisation des
objets, et une meilleure mise en évidence du graphe de dépendance des définitions — ce que n’offre pas
FP2 —, par contre, nous trouvons moins claire I’utilisation de ces mémes primitives pour importation
entre spécifications de théories, et nous préférons la formulation des relations entre propriétés par les
clauses “hérite” et “satisfait”, qui nous semble plus lisible, tant du point de vue de ’utilisateur que
du point de vue sémantique.



Chapitre 2

Réalisation

Dans une implantation réelle d’un langage fondé sur la réécriture, il est possible d’ezécuter directe-
ment cette réécriture — une telle solution a été choisie dans OBJ2 et OBJ334 —, il est également
possible de compiler chaque fonction définie au moyen de régles de réécriture, le résultat étant un code
écrit en un langage cible — c’est la démarche adoptée en HOPE [35], ou le langage cible est un code
pour machine abstraite, et en LPG (des exemples de codes générés sont donnés en [20]). FP2 a choisi
la seconde voie : toute définition d’opérateur FP2 est compilée en une fonction Common Lisp®®.

En fait, nous n’utilisons qu’un sous-ensemble purement fonctionnel de Common Lisp. Il serait
parfaitement possible de décrire notre procédé de compilation dans n’importe quel langage fonctionnel
(X-calcul), méme typé (par exemple, ML [89]). Seules des raisons de commodité de notation3® nous
font utiliser Common Lisp dans la suite de ’exposé. Au niveau de la formalisation, choisir un langage
fonctionnel comme langage cible d’une opération de compilation apporte le principal avantage de
faciliter grandement la preuve de celle-ci. Une telle démarche, mais poussée beaucoup plus loin vers
un langage cible fonctionnel simulant un code pour une machine virtuelle se retrouve dans [61, 62] : le
but est alors d’expliciter entiérement 'opération de compilation en restant dans un cadre fonctionnel.

Nous commengcons d’abord par traiter des principes généraux qui guident la compilation des ob jets
de la partie fonctionnelle : sortes et opérateurs. Nous résumons dans un tableau (p. 86) les choix de
représentation effectués lors de la compilation des sortes. En ce qui concerne la compilation des
systémes de réécriture, nous ne ’abordons pas en profondeur dans le cadre de FP2, renvoyant le
lecteur intéressé aux ouvrages de base [28, 127, 101]. Aprés un bref rappel du principe de ’algorithme
de compilation des parties gauches, décrit dans [164], nous exposons en détail le principal apport de
ce chapitre : la compilation des termes formés au moyen d’opérateurs génériques, notre propos étant
de montrer comment passer de ces termes génériques a des termes fonctionnels de deuxiéme ordre.

Nous supposons connu du lecteur le langage Lisp, et ne rappellerons que quelques détails relatifs a
la norme Common Lisp [170], choisie pour 'implantation de FP2. Pour donner rapidement quelques
précisions techniques au sujet de cette derniere3”, le compilateur-interpréteur FP2, y compris le traite-

34 Notons que {95), qui est une formalisation de la compilation des systémes de réécriture conditionnels, se donne comme
objectif final la compilation d’OBJ.

3%Les processus sont eux aussi compilés.

36 . .et aussi des raisons d’homogénéisation dans la notation de tous les codes générés. Nous donnerons au chapitre 4
la compilation des termes avec exception : le code généré utilise des formes spéciales de Common Lisp qui ne sont pas
issues du A-calcul.

3TRéalisée en collaboration avec Philippe Schnoebelen.
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ment des processus, comporte entre 11 000 et 12 000 lignes de texte source, il est adapté aussi bien a
KCL (Kyoto Common Lisp) [179] — sur SUN et sur VAX — qu’3 Lucid (Sun Gommon Lisp) [183].

Alors que le choix d’une machine abstraite comporte le risque de mal présumer des ressources
d’une architecture réelle ayant & supporter le code, la compilation en Lisp permet de ne pas se soucier
d’utiliser la machine cible au mieux de ses possibilités. Sur ce point précis, c’est a la fois un avantage
et un inconvénient, car tout repose sur le compilateur Lisp dont on dispose.

De fagon générale, I'inconvénient majeur de la génération de fonctions Lisp est lié au fait que
nous compilons un langage fortement typé en un langage dans lequel tous les tests de sorte sont
effectués dynamiquement. Par exemple, lors de 1’évaluation de Pexpression (+ x y), Lisp vérifie
dynamiquement que x et y sont bien des nombres, alors qu’a I’exécution, une erreur de sorte est
impossible®® dans une expression Lisp provenant de la compilation d™un terme FP2. Remarquons
cependant que les fonctions Lisp générées par le compilateur FP2 peuvent 3 leur tour étre compilées, et
qu’il est possible, en Common Lisp, d’indiquer au compilateur de supprimer certains tests dynamiques.

Outre les avantages de toute compilation — rapidité et sireté d’exécution, possibilité d’appliquer
en profondeur des techniques d’optimisation du code —, la compilation des opérateurs de FP2 en
fonctions Lisp permet d’obtenir un code relativement lisible et d’étendre facilement 3 FP2 un certain
nombre d’outils pour la mise au point fournis avec Lisp : trace de fonctions, exécution pas & pas ou
avec des points d’arrét, pisteur. ..

Le “cahier des charges” du compilateur de la partie fonctionnelle du langage FP2 est le suivant :

e choisir une représentation pour chaque sorte et compiler en conséquence les constructeurs :

1

¢ compiler chaque opérateur non constructeur d’aprés ses régles de réécriture.

2.1 Principes généraux

2.1.1 Boucle d’évaluation de FP2

Le schéma suivant retrace les diverses étapes de ’évaluation d’une expression FP2 :

38Gauf s'il reste des bugs, bien entendu !
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terme parsé

Gnalyse sémantique

terme intermédiaire
(non ambigu)

< compilation

terme Lisp

évaluation >

terme Lisp

sorte

\/

écriture

terme en sortie

Le résultat de I’analyse sémantique est un terme intermédiaire dans lequel les ambiguités dues &
la surcharge ont été levées et les modeles des opérateurs complétement explicités. Les régles utilisées
pour ’analyse sémantique sont données au chapitre 3. Les homonymies, dues & la surcharge ou &
une éventuelle coincidence entre le nom d’un opérateur & compiler et le nom d’une fonction Common
Lisp qui existe déja, imposent de choisir pour chaque opérateur un nom interne. Etant donné que ce
probleme est traité en amont de la compilation proprement dite, nous ne le considérons pas ici pour
des raisons de simplicité, et, suivant la convention entrevue au chapitre 0, nous utilisons le méme

nom, éventuellement assorti d’un indice (“=5", “=5”), pour un opérateur FP2 et la fonction Lisp
correspondante.

Le coté “fortement typé” de FP2 permet de ne garder aucune information de sorte durant 1%é-
valuation d’un terme compilé, et permet en outre & plusieurs sortes de pouvoir partager la méme
représentation. Il devient alors nécessaire de fournir la sorte de ’expression, obtenue par ’analyse
sémantique, a la fonction chargée de retrouver la représentation externe que connait I'utilisateur.

L’idée directrice de cette décomposition en termes parsés, termes intermédiaires et termes com-
pilés est de pouvoir ignorer la représentation des termes compilés lors des calculs statiques, qui sont
tous effectués sur les termes intermédiaires. Aussi, les termes compilés ne sont utilisés que lors de
I’évaluation d’une expression ou la simulation d’un processus. Les calculs statiques regroupent les
vérifications sémantiques et, en sus pour la partie parallélisme, le calcul des regles des processus
spécifiés au moyen des opérateurs vus au §0.2.2. Les principes de ce calcul peuvent étre trouvés en
[160] et une spécification en [162]. A noter toutefois que Pimplantation est plus performante.
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2.1.2 Compilation des sortes
2.1.2.1 Approche générale

De fagon générale, on appelle implantation la réalisation, & partir de fonctionnalités qui exis-
tent déja, de nouvelles fonctionnalités de plus haut niveau. Cette notion regroupe un large éventail
d’applications, selon les diverses fonctionnalités considérées, et selon les procédés employés. Notre
réalisation rentre effectivement dans ce cadre puisqu’il s’agit de I'implantation d’un langage (ici, F P2)
au moyen d’un autre langage (ici, Common Lisp). Dans le domaine de la spécification algébrique,
une approche intéressante de I’implantation est sa formalisation & I’aide des outils et des méthodes
de cette discipline : on parle alors d’implantation abstraite. L’avantage de cette démarche est de
pouvoir établir des critéres formels de correction d’une implantation. Cette approche a été étudiée de
facon tres détaillée dans [10]. Nous en rappelons ci-aprés les bases, avant d’aborder plus précisément
le modus operandi retenu pour FP2.

L’implantation abstraite revient donc & considérer que I’on dispose de sortes 815,80, €t que 'on
cherche a les utiliser pour implanter une nouvelle sorte s. Bien siir, les sortes déja implantées sq,..., s,
sont spécifiées algébriquement, ainsi que la nouvelle sorte s. Deux méthodes viennent a Pesprit :

Abstraction Suivant cette approche, on s’attache 3 obtenir les termes de sorte s & partir des termes
de sortes s1,...,3,. L'opérateur qui réalise cette abstraction a donc le profil :

S X - X8, — 8

Il est alors nécessaire que cette opérateur soit interprété par une fonction surjective. De plus,
rien n’assure que cette fonction ne synthétise pas d’éléments en sus de ceux qui représentent les
objets a implanter, comme rien n’assure qu’elle soit injective. Il est donc indispensable de :

e caractériser 'image réciproque du type s, autrement dit dégager les objets de s; X - - - X Sn
qui sont vraiment des implantations des objets de sorte s : c’est la donnée des invariants
de représentation,

e caractériser les éléments de s; X - - - X s,, qui représentent le méme terme donné quelconque
de sorte s : c’est la donnée de la représentation de I’égalité,

et 'inconvénient de cette approche apparait dés lors : on ne connait aucune méthode générale
permettant de déduire les invariants de représentation et la représentation de I’égalité & partir
de la spécification. -

Représentation C’est 'approche symétrique qui consiste 4 associer 3 chaque terme de sorte s un
n-uplet de sorte s; X --+ x s,,. Elle résout de par son principe le probléme des invariants de
représentation, mais souléeve des difficultés au niveau de son interprétation algébrique, des
lors que l'on considére un opérateur de restriction. En effet, si 1’on souhaite formaliser la
représentation du type s dans le cadre algébrique, et exprimer les équations qui la définissent,
le codomaine de cet opérateur doit étre une sorte, et non un produit de sortes. On en vient
ainsi & créer un opérateur de profil sy X -+ X s, — s, qui, en fait, n’est autre que ’opérateur
d’abstraction précédent. Dés lors, I'opérateur de représentation a le profil s — s, et représente
la fonction d’identité.

Pour pallier ces difficultés et insuffisances, Gilles Bernot a proposé dans [10] une approche qui
combine abstraction et représentation, ou plus exactement synthése et représentation. Il définit une
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implantation abstraite comme étant la donnée d’un quintuplet :

(0, ZsynrH, C, Aop, AEQ)

e pest lareprésentation : c’est un isomorphisme de signatures reliant la signature que I’on implante
a la signature dite constructive — pour une sorte s & implanter, on note 3 la sorte p(s) qui la
représente, et de méme, pour tout opérateur w a implanter, on note @ = p(w) ;

o Ysynth est ’ensemble des opérateurs de synthése : pour chaque sorte constructive 3, Lsynry
contient un unique opérateur :

S1,...,8, étant des sortes déja implantées ;
o (J regroupe la spécification des sortes et opérateurs cachés ;
o App est I’ensemble d’axiomes3® qui décrit I'implantation des opérateurs constructifs ;
o Apq est un ensemble d’axiomes qui définit la représentation de ’égalité.

Les opérateurs de Tgynry sont en fait des constructeurs de sortes produits : pour toute sorte
s, opérateur (-,...,) : 81 X +- X 8, — & synthétise les n-uplets de sortes 81,...,8, en des termes
de sorte 5 que l'on restreint ensuite en élaguant les termes qui ne représentent aucun objet de sorte
s, d’ou la notion de synthése plutét que d’abstraction. 1l est par ailleurs important de mentionner
que si ce formalisme est quelque peu lourd, des conventions trés simples permettent de le rendre
totalement transparent a l’utilisateur : ce dernier peut alors laisser implicites les sortes constructives
et I'isomorphisme de représentation (voir les exemples donnés dans [10]).

Les criteres de correction d’une telle implantation sont :
e tout terme fermé a implanter doit posséder une représentation,

e D'algébre qui est la sémantique de 'implantation doit étre isomorphe & P’algébre de la présentation
considérée au départ.

Outre une formalisation rigoureuse et compléte de I'implantation abstraite, le principal apanage de
ce formalisme est que les preuves de correction se raménent  la résolution de problémes bien connus en
spécification algébrique, que ’on sait traiter de maniére formelle. Ce n’est pas le cas pour P’approche
par abstraction ou les critéres de correction ne s’expriment que d’une maniére purement sémantique,
leur traitement nécessitant alors une description des algébres modeles de I'implantation.

2.1.2.2 Approche de FP2

Il serait tout a fait envisageable de mener une étude complétement formelle du procédé de compila-
tion retenu pour la partie fonctionnelle de FP2. Elle commencerait par une description des structures
de données utilisées dans la langage fonctionnel cible (en I'occurrence, Common Lisp), suivie d’une
formulation des procédures de calcul de ce langage. On donnerait ensuite les régles de compilation, et

*Dans [10], Gilles Bernot appelle “axiome” une équation conditionnelle au sens de [120].
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il resterait a prouver que l’algebre constituée par les formes compilées est isomorphe 2 Palgebre des
termes de la présentation algébrique de départ. [164] traite de la compilation du filtrage suivant une
telle approche.

Dans ce qui va suivre, nous n’allons pas nous situer & un niveau aussi formel, mais seulement nous
attacher a faire ressortir les principes de compilation retenus. Nous allons tenter d’en donner une vue
relativement informelle sans toutefois trop renoncer 4 la précision. Comme nous 1’avons annoncé en

début de ce chapitre, c’est surtout sur la compilation des opérateurs génériques que nous insisterons
(cf. §2.2).

Etant donné une sorte, les manipulations qu’a ’exécution, on souhaite pouvoir effectuer sur ses
termes sont liées au filtrage des parties gauches des régles de réécriture, le résultat de la compila-
tion d’une partie gauche étant une conjonction de conditions correspondant & ce filtrage. Il est par
conséquent nécessaire de savoir si un terme est construit a I’aide d’un constructeur particulier, et dans
’affirmative, de pouvoir récupérer tel ou tel argument de ce constructeur.

En conséquence, dans le but de rendre la représentation totalement transparente, nous définissons,
en méme temps que chaque constructeur, son discriminant?® et ses sélecteurs. Ainsi, pour un
constructeur g d’arité n, la représentation la plus “immédiate”, celle qui vient en premier a Iesprit,
est :

(defun g (x1 ... x,)

(list ’g X1 ... X))

c’est-a-dire le nom du constructeur, considéré ici comme une étiquette, suivi de ses arguments. Si
nous admettons que tous les éléments de cette sorte sont représentés par des listes, le discriminant
correspondant est :
(defun is-g (x)

(eq (car x) ’g))

et les sélecteurs sont :

(defun get-g-i (x)

(nth 7 x)) (I<ign)

Lors du traitement d’un opérateur non constructeur f, il est alors immédiat de compiler une regle
de réécriture telle que :

Flg(z1,...,20)) — fo(T1,...,240)

en la clause Lisp :
((is-g x) (fo (get-g-1 x) ... (get-g-n x)))

Cette méthode intégre parfaitement les cas oll I’on connait une représentation plus adaptée & une
sorte particuliere. Ainsi, pour représenter les termes de sorte Nat par les entiers naturels de Common
Lisp, il suffit de générer les fonctions suivantes :

(defun zero () (defun succ (x)
0) (1+ x))
(defun get-succ-1 (x)
(defun is-zero (x) (defun is-succ (x) (1- x))
(zerop x)) (plusp x))

*OEn anglais : testor.
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Poursuivant dans cette voie, les entiers naturels de Common Lisp peuvent étre utilisés pour
représenter non seulement les termes de sorte Nat, mais aussi les termes de toute sorte s définie
au moyen de deux constructeurs c¢; et ¢ dont les profils sont :

cp I - — 8§
cp 1 8§ — 8

c’est-a-dire toute sorte dont les constructeurs forment une signature isomorphe — au sens d’un mor-
phisme de signatures dans la catégorie Sig -— a celle des constructeurs de la sorte Nat.

Plus généralement, FP2 prévoit une représentation par défaut sous forme d’atomes pour les cons-
tructeurs constants, sous forme de listes pour les autres, et il posséde une “base” de sortes, pour
lesquelles il connait et réalise une compilation plus performante. Les constructeurs de cette base de
sortes sont donnés a un isomorphisme de signatures prés.

La compilation des sortes de FP2 est résumée dans le tableau de la p. 86. On remarquera que les
cas particuliers de représentation se subdivisent en les quatre possibilités suivantes :

(1) tous les constructeurs sont constants ;

(2) la signature des constructeurs est isomorphe 3 celle des constructeurs de la sorte Nat ;

(3) un seul constructeur est d’arité supérieure ou égale & 2, et les autres constructeurs sont constants ;
(4) la sorte n’admet qu’un seul constructeur.

Les sélecteurs sont immédiats & expliciter. Nous avons donné les discriminants afin de souligner
qu’ils effectuent le minimum de tests : par exemple, dans le cas (3-a), le discriminant is-c; est
équivalent & la fonction endp*! car les termes de cette sorte n’admettent pas d’autre atome que nil,
alors que dans le cas (3-b), is-c; est donné équivalent & la fonction null, & cause du choix de
représentation sous forme d’atomes pour les constructeurs cs,...,cp_1.

On aura remarqué que les séquences de FP2 (cf. exemple 0.87) et les arbres génériques quelconques
— la spécification du type T'ree est donnée a I’annexe (cf. exemple B.13 et §B.3) — sont un cas
particulier du cas (3-a), et sont par conséquent représentés par des listes Lisp. De méme, la sorte
Bool est un cas particulier du cas (1-a). Enfin, nous admettrons que, conformément 3 1’utilisation
habituelle des valeurs logiques en Lisp, ’opérateur false est compilé en nil, et ’opérateur true en t.

Note En fait, la compilation des constructeurs n’est pas aussi immédiate si I'opérateur est partiel. Ce point,
qui sera abordé au chapitre 4, n’interfere pas avec le choix d’une représentation pour la sorte, qui s’effectue
uniquement d’apres les profils de ses constructeurs.

2.1.2.3 Propriétés de correction

Nous allons a présent formaliser davantage les notions que nous venons de dégager. Pour un terme
t de sorte s, nous notons ¢p(t) la forme compilée de ce terme. Considérons 'image, par ’opération
de compilation, de tous les termes de sorte s. Il est essentiel que ’application du discriminant associé
a un constructeur g de la sorte s, renvoie la valeur “vrai” si et seulement s’il est appliqué 3 I'image

*1La fonction endp ne retourne un résultat que lorsque son argument est une liste. Son implantation peut par conséquent
étre plus performante que celle de la fonction null, qui s’applique a toute expression Common Lisp (cf. [170]).
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|  CONSTRUCTEURS

FORMES COMPILEES

|

DISCRIMINANTS |

(defun c; O

(defun is-c; (x)

pour ¢;,¢;
constructeurs quelconques

1- : -
(1-0) &1 -8 nil) (null x))
o - B o s (defun cy Q) (defun is-c, (x)
i t) x)
(defun ¢; O (defun is-c; (x)
1-b : -
(1-8) & -8 nil) (null x))
e _ o (defun ¢, () (defun is-cg (x)
) ’¢q) (eq x ’cy))
c _ s (defun ¢, O (defun is-c, (x)
P ¢p) (eq x ’cp))
p>2
(defun ¢; () (defun is-c; (x)
2 : - —
(2) «a 8 0) (zerop x))
o - s S (defun cy (x1) (defun is-cq (x)
z: (1+ x1)) (plusp x))
(defun ¢; ) (defun is-c; (x)
3- : -
(3-0) e - nil) (endp x))
. (defun c; (x1 ... x,) (defun is-cy (x)
Co: 81X ...X 8 — 8 (Listx 11 ... %)) ©
|n > 2|
(defun ¢; O (defun is-c; (x)
3-b —
(3-8) e -8 nil) (null x))
ey _ s (defun ¢y () (defun is-c, (x)
' Tcy) (eq x ’c3))
o N o (defun cp—1 O (defun is-c,_; (x)
pmie Cpo1) (eq x ’cp_1))
et s X XS s (defun ¢, (x1 ... Xp) (defun is-c, (x)
pr ol 2o (list* x1 ... Xp)) (consp x))
In >2,p> 2|
(4a) ¢ : s o (d}e{lf;m ¢ (x1) (d:iun is-c; (x)
(defun c; (x1 ... x) (defun is-c; (x)
b : —
(#0) €1z 81X X op = s (List* x1 ... %)) £)
AUTRES CAS
o _ - s (defun ¢; O (defun is-c; (x)
v ’¢;) (eq x ’¢;))
(defun is-c; (x)
- (defun ¢; (%1 ... xy) J
Cii 81 X...X Sy 8 (Lists c; x1 ... %)) (and (consp x)

(eq (car x) ’¢;)))
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d’un terme dont la racine est g. Autrement dit, il est essentiel que les discriminants satisfassent les
propriétés de correction suivantes :
I &= (is-g’ cp(t)) se réduit a “vrai” }

g"(u1,- .- up) <= (is-g’’ cp(t)) (2.1)

e
1t

pour tous opérateurs constructeurs g’ d’arité 0 et g” d’arité n (n > 0), et tous termes bien formés ¢,
(u;)1<ign, €xprimés uniquement a ’aide de constructeurs.

De méme, on exigera que les sélecteurs d’un constructeur g” d’arité non nulle soient tels que :
t=g"(ut,...,u,) = get-g’ ’~i(cp(t)) = cp(u;) (1<€ig<n) (2.2)

Proposition 2.1 La compilation des opérateurs constructeurs de FP2 vérifie les propriétés (2.1) et

(2.2).

En ce qui concerne la propriété (2.1), qui caractérise les discriminants, ceci est facile a vérifier
pour tous les cas de représentation du tableau qui figure p. 86. Bien siir, si I’'un des avantages de cette
méthode est de pouvoir éventuellement ajouter & la “base” de sortes d’autres cas de compilations
performantes, il est néanmoins essentiel de s’assurer que ces nouveaux choix de compilation satisfont
les propriétés (2.1) et (2.2).

2.1.3 Compilation des opérateurs

La compilation d’un opérateur vise a transformer des régles de réécriture en une fonction Lisp. FP2
adopte la convention selon laquelle les régles de réécriture d’un opérateur sont examinées séquentielle-
ment, suivant ’ordre dans lequel elles ont été écrites??. Le cas des opérateurs non completement définis
par rapport aux constructeurs sera abordé au chapitre 4. Remarquons dés a présent que d’apres la
convention sur I’ordre des régles de réécriture, il suffit, pour tenir compte de cette éventualité, d’ajouter
en queue des regles, pour chaque opérateur, une regle supplémentaire “trappe” dont la partie gauche
est la plus générale possible (c’est-a-dire un terme linéaire dont tous les sous-termes a la profondeur
1 sont des variables), et la partie droite le traitement des cas de non-définition de 'opérateur.

Toute régle de réécriture peut étre compilée en une clause Lisp, dont le premier élément est une
condition équivalente au filtrage de la partie gauche, et le second la compilation de la parfie droite.
Nous n’exposons pas cette derniére en détail, étant donné que les constructions usuelles utilisées dans
une partie droite (if, let) ont un équivalent en Common Lisp (formes spéciales if, let*), et traiterons
en détail uniquement la compilation des termes génériques au §2.2. Quant a la compilation d’une
partie gauche, elle devient immédiate dés lors que pour chaque constructeur, son discriminant et ses
sélecteurs sont connus. Ainsi, la compilation la plus immédiate d’un opérateur tel que :

fact(0) ==> 1 :
fact(suce(n)) ==> succ(n)* fact(n) (2.3)

est :

*2D)’un point de vue théorique, ce comportement se formalise au moyen de systémes de réécriture avec priorités [5].
Dans notre cas, la priorité des régles décroit strictement suivant 1’ordre d’apparition.
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(defun fact (x)
(cond ((is-0 x) 1)
((is-succ x) (x (succ (get-succ-1 x)) (fact (get-succ-1 x))))
(t (nothing-matches))))

ol “(nothing-matches)” est le traitement prévu lorsque Popérateur n’est pas complétement défini
g
par rapport aux constructeurs).

Un code plus performant est obtenu par recherche des sous-expressions communes :

(defun fact (x)
(cond ((is-0 x) 1)
((is-succ x) (* x (fact (get-succ-1 x))))
(t (nothing-matches))))

en “factorisant” ’expression suce(n) qui apparait 3 deux reprises dans la regle (2.3). On peut voir
également que la meilleure compilation est :

(defun fact (x)
(if (is-0 x) 1 (*¥ x (fact (get-succ-1 x)))))

En effet, si l’'on examine la seconde reégle, c’est que I’évaluation de ’expression (is-0 x) a retourné
b
la valeur “faux”. Les seuls constructeurs de Nat étant 0 et suce, si x est de sorte Nat, (is-succ x)
b b
se réduit nécessairement & “vrai”. Par suite, non seulement il est inutile d’évaluer (is-succ X), mais
en outre, le domaine de fact étant completement couvert, on peut éliminer la régle “trappe”.

Cette meilleure compilation du filtrage, que nous ne détaillons pas davantage ici, est décrite et
prouvée dans [164]. Elle est obtenue en compilant chaque régle avec un argument de plus représentant
la portion du domaine de Popérateur qu’il reste & couvrir. Nous terminons ce bref survol de la
compilation des opérateurs en signalant [95], qui part d’une approche plus générale que [164], et [121],
qui étudie des améliorations du code obtenues par factorisation des sous-expressions communes et
évaluation paresseuse de ces sous-expressions.

2.1.4 “Décompilation” — Traitement des formats externes spéciaux

Outre leur utilisation pour 1’évaluation des conditions correspondant aux filtrages, les discriminants
et les sélecteurs servent & la “décompilation”, c’est-a-dire & la conversion d’un terme compilé en un
terme intermédiaire. La fonction d’écriture doit réaliser cette opération, suivie du remplacement du
nom interne de chaque opérateur par son nom externe?3. La “décompilation” consiste & appliquer
Jusqu’au succes les discriminants correspondant aux constructeurs, puis a appeler récursivement cette
opération sur le résultat de chaque sélecteur. Soit z le résultat de la compilation d’un terme quelconque
de sorte s :

decompile(z, s) is
for g € constructors(s) do
if is-g(z)
then let n :: arity(g)

3 A noter que cette dernitre opération s’effectue de manitre totalement univoque, contrairement a la détermination
du nom interne d’un opérateur, la surcharge pouvant étre source d’ambiguités (cf. chapitre 3).
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in if n = 0 then exit(g)
else let 51 X -+ X s, :: dom(g)
in exit(g(decompile(get-g-1(z),s1),...,decompile(get-g-n(z),s,)))
endlet
endif
endlet

endif
endfor

Théoreme 2.2 Pour tout terme t de sorte s, exprimé uniquement a l’aide de constructeurs :
decompile(cp(t),s) =t

Preuve Elle est aisée, par récurrence sur la profondeur du terme ¢. C’est une conséquence de la
proposition 2.1, I’absence d’équations entre constructeurs assurant 1’égalité syntaxique.

Un autre avantage de cette “décompilation” est I'implantation efficace d’une facilité importante
pour la convivialité du langage : le traitement des formats externes spéciaux. S’il est souhaitable,
par exemple, que les entiers puissent étre spécifiés sous leur forme décimale par I’utilisateur, il parait
évident que le bénéfice de cette notation “abrégée” est perdu si la fonction de parsing développe un
entier non nul quelconque i dans sa représentation en base 1 (c’est-a-dire succt(0)). On peut remarquer
que les entiers sous forme décimale coincident avec la forme compilée des objets de sorte Nat. Aussi,
nous introduisons une nouvelle catégorie de termes, appelée “objets-Lisp”, caractérisés par la donnée
d’un terme compilé et de sa sorte. Ceci suppose que la représentation de cette sorte et le résultat
du parsing d’un tel terme sont compatibles, et permet la compilation immédiate d’un opérateur f tel
que :

f(1989) ==> true (2.4)
f(n) ==> false

en :

(defun f (x)
(if (= x 1989) (true) (false)))

sans nécessité de développer la régle (2.4) en :

F(suce’®(0)) ==> true

Plus généralement, cette notion est fort utile pour les traitements effectués sur les termes in-
termédiaires, car on peut ainsi ne destructurer ces objets suivant les constructeurs qu’en cas de besoin
‘uniquement. Ainsi, si dans la partie parallélisme, le traitement d’un opérateur de connexion entraine
I’unification des termes succ(z) (z de sorte Nut) et 1989, on peut traiter statiquement cette unifica-
tion. Puisque I’expression (is-succ 1989) se réduit a “vrai”, elle est équivalente & ’unification de z
et (get-succ-1 1989), d’ou 'on déduit la solution [z — 1988].

Cette méthode permet d’intégrer & une démarche générale les formats externes spéciaux (entiers,
caracteres, chaines de caractéres), sans effectuer de destructuration inutile, et sans traiter & part
chaque format spécial. :
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Note Nous n’avons pas réalisé d’interface avec Common Lisp, qui permette d’utiliser directement des fonctions
Lisp dans une spécification FP2. Dans le langage OBJ3, une telle interface est réalisée au moyen des built-in
equations.
obj NAT-SQRT is

protecting NAT .

op sqrt- : Nat -> Nat . --—- |/ |
op sqrt+ : Nat -> Nat . -—- [,/ ]
var x : Nat .

bg sqrt-(x) = (values (floor (sqrt x)))

bq sqrt+(x) = (values (ceiling (sqrt x)))
jbo

Signalons, pour clore ’exposé de ces principes généraux, que le compilateur peut utiliser & des fins
d’optimisation les définitions des constructeurs, discriminants et sélecteurs. Ainsi, en utilisant que
Jalse et true sont représentés respectivement par nil et t, le compilateur effectue les optimisations
suivantes lors de la compilation de 'opérateur f précédent :

(if (= x 1989) (true) (false)) — (if (= x 1989) t nil)
— (= x 1989)

2.2 Compilation des termes génériques

2.2.1 Un résultat théorique

Dans [10], Gilles Bernot ne traite pas I'implantation abstraite de présentations génériques, mais
indique que son formalisme devrait sans difficulté s’étendre & ce cas. Sous une forme fonctorielle
dont on peut retrouver certains aspects en [10], les auteurs de [57] étudient P'implantation d’une
présentation paramétrée (Py, P) par une présentation paramétrée (Po, P’). Un exemple de ce procédé
est 'implantation des arbres quelconques — Tree(data), ou data désigne une sorte formelle — par des
arbres binaires — Bin-Tree(data). Un résultat important est que si 'implantation de la présentation
paramétrée (Po, P) par la présentation paramétrée (P, P') est correcte, alors toute instanciation de la
présentation P est correctement implantée par la méme instanciation appliquée & la présentation P’.

Reprenant I’exemple, on peut traduire ce dernier résultat comme suit dans le cas d’un remplacement
[data — Nat)] :

Implantation

Tree(data) ~ Bin-Tree(data) N
paramétrée
Passage Passage
de de
parametre parametre
Implantation )
Tree(Nat) - Bin-T'ree(Nat)
résultante

Cette propriété, vraie pour toute présentation paramétrée persistante, est résumée dans [57] par :
“un passage de paramétre correct commute avec une implantation correcte d’une présentation para-
métrée”.
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2.2.2 Regles

Le principe que nous avons adopté pour la compilation des termes génériques a été esquissé pour
la premiére fois dans [162], de maniére informelle. Il consiste & prévoir pour les fonctions compilées
un argument supplémentaire qui représente les opérateurs du modeéle et 4 exprimer ces derniers sous
forme d’expressions de fonctions avec fermeture lexicale®4.

FP2 étant un langage fortement typé, aucune information de sorte n’est nécessaire pendant une
exécution. Nous ne conservons donc pas les sortes d’une expression représentant un modele. En
revanche, lorsque la propriété exigée d’un opérateur générique f contient des opérateurs dans sa
signature, nous donnons un argument supplémentaire & la fonction Common Lisp qui représente f
(dans le cas contraire, le nombre d’arguments de la fonction Lisp est égal a D’arité de 'opérateur
FP2). Cet argument supplémentaire — par convention, nous le désignerons dans toute la suite par
l'identificateur fm — représente donc la forme compilée des opérateurs présents dans I’expression de
modele qui qualifie ’opérateur générique.

Pour la partie gauche d’une régle de réécriture quelconque, les sous-termes de sorte formelle licites
sont uniquement les variables, les constructeurs d’une sorte formelle étant a priori inconnus. En
conséquence, ’algorithme décrit dans [164] est tout a fait utilisable dans le cadre des opérateurs
génériques, une variable de sorte formelle représentant une couverture compléte du type correspon-
dant. Nous allons donc nous borner 4 exposer le traitement des parties droites, composées de ter-
mes génériques, donnés avec leur modéle. A noter que c’est ce méme traitement qui est utilisé par
I'interpréteur pour compiler les termes dont on demande ’évaluation, le modéle exigé étant dans ce
dernier cas le modele trivial “O”.

Détaillons a présent les conventions et notations que nous allons employer, y compris en ce qui
concerne le choix des styles de caractéres, destiné & différencier, d’une part, 1’ossature des expressions
Common Lisp générées par le compilateur FP2, d’autre part, les appels des fonctions du compi-
lateur lui-méme. Comme on a pu le remarquer dans les exemples précédents, nous avons utilisé
le style “machine & écrire” pour désigner des expressions Lisp, ne conservant le style “italique
mathématique” que pour les parametres ou les résultats générés par nos fonctions de compilation. Les

notations utilisées dans les deux tableaux suivants sont :

**En Common Lisp, une fermeture lezicale est réalisée au moyen de la forme spéciale function, c’est-A-dire que la
portée des variables liées s’applique a I’intérieur de la forme function :

(defun add-curry (x)
(function (lambda (y) (+ x y))))
(add-curry 2) est ’expression de fonction : (function (lambda (y) (+ 2 y)))
d’ou :
(funcall (add-curry 2) 3)
=5

»

(Rappelons que P’expression “#’...” — que nous emploierons plus loin -— est une abréviation pour “(function ...)”.)

Si le dialecte Lisp considéré est a liaison dynamique, alors dans P’application d’une fonction telle que :

(defun add-curry (x)
(lambda (y) (+ x y)))

la variable x de Pexpression (+ x y) a une portée locale i la forme lambda et devra étre liée dynamiquement & chaque
appel de la fonction add-curry.
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¢
f
£
EM

positionppr(P)

M

operators-in(O)
operators-in(plty,...,ty /)
operators-in(plty,...,tu / f1,..., fu])
£

désigne un opérateur formel quelconque ;

désigne un opérateur générique quelconque ;

désigne le nom interne de 1’opérateur générique f
précédent ;

désigne le modeéle exigé du module (type ou
enrichissement) en cours de compilation ;

donne le rang de 'opérateur formel ¢ dans la liste des
opérateurs formels du modeéle exigé RM ;

désigne un modeéle quelconque (qui peut éventuellement
coincider avec RM) ;

= false ;

= false ;

= true ;

désigne une variable quelconque.

Dans Pexpression “plty,...,tu / f1,... ,fu]”, tout f;, pour 1 < i < v, représente soit un opérateur
formel, soit un opérateur générique donné avec son modele (cf. §1.2.7). Rappelons également que
selon les conventions de Lisp, les positions sont comptées & partir de 0, c’est-a-dire que pour tout 1,

1€i1<w:

pOSitionP[tlv---ﬂu /¢17"'1¢U](¢i) =1i- 1

Voici a présent la définition compléte de la fonction epras, qui compile un terme générique quel-
conque présent dans la partie droite d’une régle de réécriture d’un module dont le modale exigé est
RM. Le résultat est, bien sir, une expression Common Lisp.

eprm(P(wy, ...

cprm (f-M(wq, ..

cprm (S BM (wy, ...

corm (f-pltry .- tu / fl,...,fv](wl,...

,Wn)) = (funcall (nth positiongrr($) £m)
corm(w1) ... cprm(wy)) (2.5)
'vwn)) = (¢ CPRM(wl) CPRM(wn))
if —operators-in(M) i (2.6)
ywa)) = (£ cprm(wi) ... cprm(wy) fm)
if operators-in(RM) (2.7)
swa)) = (£ eprm(w1) ... cpra(wn)
(1ist germ(f1) ... germ(fo)))
(2.8)

germ( f,) retourne la forme compilée de ﬁ, employée a 'intérieur de I’argument qui représente le
“modele compilé” de 'opérateur générique en cours de traitement.
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germ(9) = (nth positiongp(¢) £m) (2.9)
germ(f-M) = #°f
if —operators-in(M) (2.10)
germ(f.RM) = #’(lambda (x; ... x,) (f X1 ... %, Tm))
where n = arity(f)
if operators-in(RM) (2.11)
germ(Fplts,. . tu / fi,o. o f)]) = # (lambda (x; ... x,)
(f x1 ... x, (list gerar(f1) ... germ(Fo)I))
where n = arity(f) (2.12)
germ(§,RM) = #°(lambda () &) (2.13)

Remarquons que la régle (2.7) est un cas particulier simplifié de la régle (2.8). Supposons en
effet que le modele exigé RM soit le modele représenté par Pexpression plty,...,tu / é1,...,H] et
appliquons la régle (2.8) :

CPpltrtu ] b1reendo) (SRl Tu [ 150 @0 )(wr, 0 w0)

- (f Cpp[tl,...,tu / ¢1,...,¢v](w1) LR cpp[t],...,tu / ¢1,...,¢,,](wn)
(liSt gep[tl peenytu /d)l ,~-~7¢u](¢1) e gep[tlv‘"yiu /451 v1¢“](¢u)))

- (f cpp[t1,...,tu / ¢1,...,¢y](w1) e cpp[tl,...,tu / ¢1,...,¢u](w’n)
(list (nth 0 fm) ... (nth (1- ») fm)))

(£ CPpltr,tu / $1redod (WD) oo €Dyt b [ b1 ,spe]) (W) £10)

D’autre part, nous pourrions systématiquement, pour chaque fonction provenant d’une compila-
tion, ajouter I’argument supplémentaire fm. Suivant cette convention, la valeur de fm serait toujours
la liste vide dans le cas d’une fonction simulant un opérateur dont le modele exigé ne comporte pas
d’opérateurs formels. Deés lors, la régle (2.6) apparait elle aussi comme un cas particulier de la régle
générale (2.8), cas particulier dans lequel nous n’indiquons pas I’argument inutile.

D’aprés les mémes considérations, on remarque, en ce qui concerne la fonction gegps, que les régles
(2.10) et (2.11) sont des cas particuliers de la régle générale (2.12). La régle (2.13) rentre également
dans ce cadre : elle ne fait que traduire que toute variable de sorte s présente dans une instanciation
est assimilée & un opérateur de profil “— — s”.

2.2.3 Simulation des opérateurs génériques par des fonctions du second ordre

Les sémantiques opérationnelles de FP2 et de Common Lisp étant respectivement déterminées par
deux fonctions evalpp, (cf. §1.2.7) et evallsp, il en découle notre critére de correction :

(Y, terme dont le modele est “O”), evalLisy(cpo(t)) = evalLispy(cpo(evalpp()))
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qui s’applique donc a tout terme générique de FP2, complétement instancié par rapport & “O”. Lorsque
le terme ¢ est composé uniquement de constructeurs?®, eval Fr2(t) = t, et le critére est toujours vérifié.
Il acquiert tout son sens dans le cas contraire — présence d’opérateurs non constructeurs — o il
signifie que la forme compilée du terme t et celle du résultat de 1’évaluation symbolique de t —
évaluation symbolique qui constitue la sémantique opérationnelle de FP2 — s’évaluent en la méme
expression Common Lisp. Examinons 4 présent un exemple.

Exemple 2.3 Compilation de 'opérateur d’égalité des séquences génériques (voir sa spécification a
Vezemple 0.88).

(defun =S (x y fm)

(if x
(if y
(if (funcall (first fm) (car x) (car y))
(=8 (cdr x) (cdr y) fm)))
(endp y)))

Remarque  Dans les tableaux précédents, nous avons désigné de fagon générale les accés aux opérateurs

formels par “(nth ... fm)”, mais pour des raisons d’efficacité, le compilateur génére dans les cas usuels des
) ) P

formes telles que “(first fm)”,“(second tm)”, ...

Comme nous I’avons signalé précédemment, nous ne traitons pas en détail la compilation du filtrage
(cf. [164]) et invitons donc le lecteur & en vérifier “a la main” la correction sur cet exemple, compte tenu
de la représentation des types Bool et Seq. Nous allons maintenant examiner un exemple d’exécution
pour nous familiariser avec le traitement de la généricité. (D’autres exemples de codes générés sont
donnés a I’annexe — cf. §B.3.)

Exemple 2.4 (Suite de ’exemple 2.3) Le résultat de la compilation de Pezpression :

=s. Equality[Seq|Seq[Nat]] | =s.EqualitySeq[Nat] / =s.Equality(Nat | =nJ(O], [T01))

— cf. ezemple 1.31 — est :

(=8 (1ist (1ist (list 0)))
(1ist (1list (1list 0)))
(list #’(lambda (x1 x2)
(=s x1 x2 (list #’(lambda (y1 y2)
(=S y1 y2 (list #’=N))))))))

et s’évalue bien en la compilation du terme true, ainsi que la montre la trace suivante, a comparer
avec lévaluation qui figure @ 'exemple 1.31.

(Nous ne reproduisons ci-aprés que la trace des fonctions Common Lisp qui implantent les opéra-

teurs “=g” et “=pN7, c’est-d-dire que nous donnons, pour chacun de leurs appels, leurs arguments et
la valeur retournée.)

45En supposant, pour les constructenrs partiels, que les arguments sont licites — cf. chapitre 4.



2.2. Compilation des termes génériques 95

===> (=8 (list (list (list 0)))
(1ist (list (1list 0)))
(list #’(lambda (x1 x2)
(=S x1 x2 (list #’{(lambda (y1 y2)
(=5 y1 y2 (1ist #2=N))))N))

===> (=S (list (list 0))
(1ist (1ist 0))
(list #’(lambda (y1 y2)
(=s y1 y2 (1list #’=N)))))

===> (=5 (list 0) (list 0) (1list #’=N))
===> (=N 0 0)
<=== T
===> (=S nil nil (list #’=N))

=== T

===> (=S nil nil (list #’(lambda (y1 y2)
(=S y1 y2 (1list #’=N)))))

===> (=S nil nil (list #’(lambda (x1 x2)
(=8 x1 x2 (list #’(lambda (y1 y2)
(=S y1 y2 (list #’=N))))IN))

=== T

Abordons le probléme plus formellement, aprés la donnée de cet exemple. Nous préoccupant plus
particulierement de la compilation des opérateurs génériques dont la propriété exigée comporte des
opérateurs dans sa signature, nous allons admettre la correction de la compilation du filtrage (cf. [164]),
et la correction de la compilation des opérateurs dont la propriété exigée est “O” ou n’admet pas
d’opérateurs dans sa signature.

Théoréme 2.5 La compilation des opérateurs génériques de FP2 qui admettent des opérateurs for-
mels est correcte.
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Preuve L’ordre d’apparition des opérateurs formels dans le modeéle exigé étant fixé, chaque opérateur
formel est des lors pleinement représenté par son rang dans la forme compilée du modéle que contient
Pargument fm. C’est ce que traduisent les régles (2.6) et (2.9).

Passons a présent aux termes complétement instanciés et examinons une évaluation quelconque
d’une fonction Common Lisp qui provient de la compilation d’un opérateur générique. Dés lors que
le terme est complétement instancié, le modele contient les opérateurs effectifs, qualifiés par leur
instanciation. Considérons donc un opérateur formel, noté ¢, occupant le rang ¢ parmi les opérateurs
du modele exigé, et instancié. Remarquons tout d’abord que si cet opérateur est instancié par une
variable, la régle (2.13) assure la correction au niveau opérationnel. Etudions maintenant le cas d’une
instanciation par un opérateur générique f lui-méme qualifié par I’expression de modéle M;. Le terme
a évaluer étant par hypothése complétement instancié par rapport a “O”, si opérateur formel ¢ est
li¢ & un autre opérateur formel ¢/, nécessairement ¢’ est lui-méme complétement instancié par rapport
a “O”. (C’est pourquoi on peut supposer sans perte de généralité que ¢ est directement lié & fM;.
Soit :

¢(w1, e ,wn)
le terme a évaluer, ot n est arité de ¢. En accord avec la stratégie d’évaluation par valeur de FP2
(cf. §1.2.7), nous convenons sans perte de généralité que les arguments w1, ...,w, sont en forme nor-
male. Ce que nous allons prouver, c’est que ’évaluation de la forme compilée du terme (w1, ..., wy)
se ramene bel et bien & ’évaluation du terme :

f.Mf(wl, e ,wn)

Au §1.2.7, nous avions traduit cette propriété par la régle (1.9). Nous allons raisonner par récurrence
sur la profondeur du modeéle My. Posons, pour une expression de modéle M quelconque :

depth(M) = 0 —operators-in(M)
depth(p(ty,....tu [/ G1,--,3])) = 1+ max op-depth(g;)

IRV

ot chaque §; (1 < j < v) représente soit un opérateur formel, soit un opérateur générique qualifié par
une expression de modéle. La fonction op-depth est définie comme suit :

op-depth(g.My) = depth(M,)
op-depth(¢) = op-depth(§) (I¢ — gD

g étant un opérateur générique et M, une expression de modeéle qui le qualifie. La derniére égalité
traduit le méme raisonnement que précédemment : les termes & évaluer étant par hypothése- comple-
tement instanciés par rapport a “O”, tout opérateur formel ¢ est lié soit & un opérateur générique
qualifié par une expression représentant un modele complétement instancié, soit & un opérateur formel
lui-méme complétement instancié.

o |Cas depth(Mf) = 0

D’apres la regle (2.6), nous avons :

cprM(P(wy, ..., w,)) = (funcall (nth positiongar(p) fm) cprm(wy) ... eprp(wn))

R M étant le modele exigé du module ou est défini ’opérateur dont nous étudions une évaluation.
Si cette évaluation est effectuée avec une expression de modeéle dont ’opérateur générique de rang
¢ — avec @ = positionrar(¢) — est f. My, alors d’aprés la régle (2.10) :

gerp (fMy) = #°f
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Par conséquent, ’expression :
(funcall (nth i fm) w; ... w,) (2.14)

s’évalue en :
(funcall #°f w; ... w,)

c’est-a-dire :
(f wi ... W)

ce qui correspond bien a I’appel de 'opérateur £. Rappelons que nous admettons la correction
de la compilation des opérateurs dont la propriété exigée est “O” ou n’admet pas d’opérateurs
dans sa signature. Il s’ensuit que la compilation des termes génériques et des expressions de
modeles est correcte dans ce cas. O

L] Pa,ssage au successeurl

Posons maintenant : )
Mf = p[tla--'atu / fla-'-,f'u]

tel que depth(M;) = g, avec ¢ > 0, et supposons & présent que 1’évaluation de tout opérateur
formel instancié par un opérateur générique g qualifié par une expression de modéle M, avec
depth(M,) < gq est correcte. D’aprés la régle (2.12), l'opérateur générique de rang ¢ dans
Pexpression de modele est compilé comme suit :

geRM(f'p[t19"'7t‘u./flv‘-'afv]): _ .
#’ (lambda (x7 ... x,) (£ %1 ... x, (List gepm(f1) --. germ(fu D))

L’expression (2.14) se développe cette fois en :

(funcall #’(lambda (x; ... x,) (f x1 ... x, (list geRM(fl) geRM(fv))))
Wi ... Wn)

et s’évalue en : ) )
(f w ... w, (List geppr(f1) ... germ(F)))

ol D’expression “(1list geRM(fl) . geRM(fv))” est donc la valeur a lier 3 ’argument fm lors
de I’appel de la fonction Common Lisp £. Chaque f; (1 < j < v) est :

* soit un opérateur générique instancié ;

* soit un opérateur formel présent dans RM et représenté par son rang : d’aprés ’hypothése,
cet opérateur formel est instancié par un opérateur générique complétement instancié.

Dans les deux cas, ’opérateur générique est par hypothése qualifié par une expression de modéle
dont la profondeur est strictement inférieure & ¢g. D’aprés ’hypothése de récurrence, tout appel
d’un opérateur formel instancié par un opérateur générique qualifié par une expression de modéle
dont la profondeur est strictement inférieure a ¢ est correct. On en déduit que 1’évaluation de
I'instanciation de I'opérateur formel ¢ par f.M; est correcte. O

Cette preuve acheve 1’étude de la compilation en Common Lisp des opérateurs et des termes
génériques de FP2.






Chapitre 3

Raccourcis de notation

Jusqu’a présent, nous avons considéré les bases de la partie fonctionnelle en utilisant des formula-
tions univoques, mais parfois (souvent !) lourdes. Nous allons aborder maintenant les diverses facilités
offertes aux utilisateurs, montrer comment elles se raménent aux notations complétes. Ces facilités
ont été introduites dans LPG, de fagon relativement informelle [17, 19]. Nous présentons d’abord ces
raccourcis de maniére intuitive, sur des exemples, et nous donnons ensuite une formulation rigoureuse
des outils et des regles de ’analyse sémantique.

3.1 Approche intuitive

3.1.1 Instanciation implicite

Reprenons ’exemple de D'opérateur d’égalité sur les séquences génériques. Nous considérons
I’expression =g([0], [0]) et supposons connue la déclaration de modale :

model EQNAT is Equality[Nat | =p]
endmodel

?

“=g” a pour profil Seq[t] x Seq[t] — Bool, le modeéle exigé étant Equality[t / eq]. L’analyse des
arguments de “=g” fait intervenir la substitution {t — Nat]. Si EQNAT est le seul modele déclaré
de I’égalité sur le type Nat, alors par unification® de Equality[Nat / =x] et de Equality[t / eq] avec
[t — Nat], on en déduit [eq — =px]. Nous venons d’instancier implicitement 1’opérateur “=g".

De méme, considérons I’expression =g ([[0]],[[0]]) et les déclarations des modeles EQNAT et
EQSEQ :

model EQSEQ req Equality(ty / eqo] is Equality[Seqto) /| =]
endmodel

Notons a nouveau Equality[t / eq] le modele exigé. Cette fois, I’analyse des arguments de “=g”
fait intervenir la substitution [t — Seg[Nat]]. Si EQSEQ est le seul modele déclaré de 1’égalité sur
les séquences génériques, alors par unification de Equality[Seq[to) / =s] et de Equality[t / eq) avec
[t — Seq[Nat]], nous obtenons [eq — =g] et [to — Nat]. Il nous faut maintenant chercher un modéle

6 Au §3.3.2, nous définirons plus précisément unification entre expressions représentant des modeles. Pour l'instant,
comprenons qu’il s’agit d’une résolution d’équation en vue de substituer les parameétres formels par des paramétres
effectifs.

99



100 Chapitre 3. Raccourcis de notation

de Equality[ty / eqo] avec [to — Nat]. Comme précédemment, un tel modele est EQNAT et nous
obtenons [eqg — =n]. En reportant toutes ces substitutions, l'instance cherchée est donc :

=s.Equality[Seq[Nat] | =gs.Equality[Nat | =p]]

Nous avons donc vu que la seule donnée des sortes effectives peut suffire dans les cas oi l'on
peut déduire les opérateurs des déclarations de modeles. On étend sans difficulté cette possibilité aux
expressions de sortes, de modéles, ainsi qu’aux présentations de processus. Ainsi, si — par exemple —
NR-Seq désigne les séquences génériques sans répétition d’éléments — ce type exigeant la propriété
Equality —, NR-Seq[Nat] représentera sans ambiguité NR-Seq. EQNAT.

Bien siir, I'instanciation implicite n’est possible que si ’on peut inférer un modéle et un seul.
Considérons la propriété d’ordre total et le type O-Tree des arbres binaires ordonnés (cf. annexe,
exemple B.16). Si INCNAT (ordre croissant, cf. §1.2.4) est le seul modele de cette propriété déclaré
sur le type Nat, alors O-Tree[Nat] désignera la sorte O-Tree. INCNAT. Si sont définis & la fois
INCNAT et DECNAT, alors O-Tree[Nat] est une expression de sorte ambigué.

Remarque Etant donné que pour chaque type, il n’existe qu’un seul modéle de Ftype, I'instanciation
implicite de F'type est toujours possible. On justifie ainsi la notation provisoire — Seq[Nat], Seq[Seq[Nai]], ...
— adoptée dans les chapitres précédents.

Note  En FP2, l'utilisateur est complétement déchargé de P'indication des modéles de Ftype. A la lecture
de la spécification d’un module de type T exigeant le modéle M, tout se passe comme si FP2 “ajoutait” la
définition suivante :

model req M is Ftype[T'M /]
endmodel

Cecl confere a FP2 la 1égereté des langages fondés sur le polymorphisme, c’est-a-dire des langages dont les
fonctions admettent des profils comprenant des types variables. (Si 'utilisateur spécifie lui-méme un modéle de
Ftype, FP2 “sait” que cela n’introduit pas d’ambiguité.)

De méme pour une propriété comportant dans sa signature des sortes :

prop Plty,...,t, /.. ]

endprop

Si P'utilisateur ne les spécifie pas, FP2 “ajoute” les spécifications d’inclusion suivantes :

Plty,...,t, /...]includes Fiype[t; /],(1 € i < n)

3.1.2 Instanciation explicite simplifiée

Elle consiste, au lieu d’indiquer le modeéle dans ’appel de ’opérateur générique, 3 n’indiquer que
les opérateurs effectifs. Par exemple : =g[=x]([0],[0]). Etant donné le modéle exigé FEquality[t / eq],
la substitution [t +~ Nat] se déduit de I’analyse des arguments et la substitution [eg — =nN] de
Pinstanciation explicite. Cette facilité d’instanciation est trés utilisée lorsqu’on simule & Paide d’opé-
rateurs génériques les opérateurs “du deuxiéme ordre” inspirés d’APL ou de FP [4] (cf. Popérateur
alpha — exemple 3.2).

Il résulte de tout ceci une grande liberté dans les choix possibles des notations. Ainsi I’expression :

=s5.EQSEQ.EQSEQ.EQNAT([[[0]]], [[[o])])
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qui, comme nous ’avons vu, se développe par composition de morphismes, en :

=s-Equality[Seq[Seq[Nat]] / =s.Equality[Seq[Nat] | =s.Equality[Nat / =n]I([[[0]]), [{[0]]]) (3.1)

peut encore s’écrire des fagons suivantes :

=s({[[o11}, [[[oT1})
o
=5.EQSEQ.EQSEQ [Nat]([{[0]]], [{[0]]])
)
=5-LQSEQ [Seq[Nat]|([[[0]]], [[[0])])
=s[=s[=s[=~({0N], ([0]1]) o

=s.Equality[Seq[Seq[Nat]] / —s[ s\/]]( 11 ({{o]ID)

=s.Equality[Seq[Seq[Nat]] / —s\/]([ 0]] [{[o]]])
3)
(2)

———
=s[=s (0], [[o11))
@)

(1) : instanciation implicite de EQSEQ.
(2) : instanciation explicite de “=g”.
(3) : instanciation implicite de “=g”.

Il doit cependant apparaitre clairement que la multiplicité des notations pour désigner une méme
instanciation doit étre comprise comme une liberté fournie par le langage : toute sorte, ainsi que tout
modele ou toute présentation de processus, quelque soit son occurrence dans une expression, peut étre
instanciée completement, ou implicitement & condition que I’on puisse déduire I'instanciation compléte.
De méme, fout opérateur peut étre instancié complétement, implicitement, ou explicitement. Dans le
cas précédent, ’analyse de toutes les expressions données les raméne & la forme (3.1).

3.1.3 Analyse de la sorte d’une expression — Ambiguités

Des diverses formes de polymorphisme présentes en FP2, il résulte que la sorte d’une expression
peut parfois étre équivoque. Commengons par examiner un cas de polymorphisme ad hoc. .

Exemple 3.1 Définissons les types French-Colours et Italian-Colours comme suit :

type French-Colours type ltalian-Colours
cons blue,white,red : -— cons green,white,red : —
endtype endtype

L’expression white est ambigué : si dans la boucle d’évaluation de FP2, on désire spécifier un tel
terme, on doit préciser la sorte : “white : French-Colours” ou “white : Italian-Colours”.

Une analyse sémantique stricte qui traite toute sous-expression indépendamment du contexte
nécessite la mention de la sorte & chaque utilisation d’un tel terme. Nous pouvons remarquer cepen-
dant, que si I'on définit un opérateur f de domaine French-Colours, et qu’il n’existe aucun opérateur
f de domaine Italian-Colours, alors I’expression f(white) ne peut que désigner :

f(white : French-Colours)
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Examinons un deuxiéme cas d’ambiguité di au polymorphisme paramétrique. Une expression
telle que nil est ambigué parce que nil peut désigner aussi bien une séquence vide de booléens qu’une
séquence vide d’entiers ou encore une séquence vide d’éléments de sorte ¢t o t est une sorte formelle
de ’environnement générique. Comme précédemment, si 1’on désire évaluer une séquence vide, on
doit spécifier son type : “nil : Seq[Nat]” ou “nil : Seq[Bool]”. L’ambiguité provient cette fois de ce
qu’il existe un paramétre générique dans le codomaine qui est absent dans le domaine. Par contre, si
nous écrivons “0 <+ nil”, et que “<+” désigne de fagon univoque 1’ajout en téte de séquence, cette
expression ne peut avoir de sens que si nil désigne “nil : Seq[Nat]”. C’est-a-dire que nous avons inféré
la sorte de nil dans ’expression 0 <+ nil.

Remarque  La notation “z ;?” signific que ¢ est la sorte de I'expression z. Dans “f.M(zi,...,2,)", M
désigne le modéle de f. A titre d’exemple, “nil : Seq[Nat]”, “nil.Ftype[Nat /1", “nil.Ftype[Nat /] : Seq[Nat]’
sont trois expressions équivalentes.

Les deux cas d’ambiguités se résolvent différemment : dans le premier cas, & chaque exemplaire
différent d’un symbole surchargé, correspond une fonction Lisp différente. Néanmoins, cela montre que,
dans un cas comme dans l’autre, 'analyse du contexte est nécessaire pour lever de telles ambiguités.

Ces deux cas d’ambiguité peuvent se rencontrer, comme va le montrer 'exemple suivant :

Exemple 3.2 Définissons un opérateur alpha inspiré de lopérateur de méme nom, présent en FP.

enr req Formal-Oplt1,t; / f]
opns alpha : Seqti] — Seq[ts]

prop Formal-Oplty,ta | f] vars ¢ oh
s 1 Seqfty]
opns f : 11 — ta
endprop rules
<> alpha(nil) ==> mnil
<> alpha(z <+ s) ==> f(z) <+ alpha(s)
endenr

La aussi, nous nous trouvons dans un cas olt un parametre générique est présent dans le codomaine
et absent dans le domaine. Mais la mention de I'opérateur effectif peut faire déduire ce parametre :

alpha[succ]([0])
Si le seul profil de succ est Nat — Nat, alors I'instanciation est :
Formal-Op[Nat, Nat [ succ]
Par contre, soit un opérateur “§” surchargé comme suit :

f : Nat — Nat
i : Nat — Bool (3.2)

alors ’expression alpha(]([0]) est ambigué. Par contre, expression “not alpha[f]([0])” ne D’est plus et
“4” y désigne I’exemplaire (3.2).
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3.1.4 Conclusion de ’approche intuitive

Si nous désirons offrir a I'utilisateur d’une part la possibilité de ne préciser la sorte d’une expres-
sion que lorsque c’est vraiment indispensable, d’autre part la facilité de donner l'instanciation d’un
opérateur sous la forme la plus légére possible, nous sommes amené & différencier une expression con-
sidérée globalement, que nous appellerons expression compléte, de ses sous-expressions propres. La
regle adoptée est que I’analyse d’une expression compléte doit étre univoque. Certains sous-termes
peuvent admettre plusieurs analyses sémantiques, mais par recoupements successifs (que I’on peut
comprendre comme des résolutions d’équations), un seul “terme sémantique”, sans sous-terme am-
bigu, doit subsister & la fin de lanalyse. Lorsque nous sommes dans la boucle d’évaluation, cela
revient a un mécanisme d’inférence d’expressions de sortes et d’expressions de modeéles. Lorsque nous
nous trouvons & l'intérieur d’une déclaration de module, on utilisera ’information contenue dans les
déclarations des profils des opérateurs et des sortes des variables.

Informellement, la regle d’analyse est simple & formuler. On peut cependant remarquer la mul-
tiplicité des sources d’information pour déduire les sortes et les modeles. C’est la facon dont nous
allons utiliser toutes ces sources que nous allons spécifier formellement, aprés avoir fixé les conditions
de surcharge.

3.2 Conditions d’utilisation de la surcharge

Il est certain que la surcharge complique I’analyse des termes, méme si elle n’est que ’extension
aux langages informatiques d’un procédé trés naturel en Mathématiques qui est de désigner par le
méme symbole des opérations similaires. Une solution radicale serait de ne pas offrir la possibilité
de surcharge (elle est absente de ML [89], KRC [173], MIRANDA [174]). Une autre solution, plus
douce, serait de ne la permettre que lorsque le domaine suffit & lever I’ambiguité (c’est la convention de
pFP2 [161] et de LUSTRE [38]). Malheureusement, ’étude des cas d’ambiguités dus aux paramétres
génériques montre qu’il existe des cas, méme trés simples, ot la connaissance du domaine ne suffit pas,
par exemple le terme nil. Nous considérerons donc que les ambiguités dues 3 la surcharge pourront
étre levées aussi bien par le domaine que par le codomaine.

La seule restriction est qu’il ne doit pas exister deux profils unifiables (en remplagant les paramétres
formels des profils par des variables que nous qualifierons de variables de travail) parmi les divers
exemplaires d’un symbole surchargé. Ainsi :

[ Seqlt] — Seqlt] (Ftypelt / ])
f + Seq[Nat] — Seq[Bool]

constitue une surcharge licite du symbole f, mais non :

S Seqlt] — Seqlt]  (Ftype[t /])
f : Seq[Nat] — Seg[Nat]

Note On pourrait en fait retenir la plus petite substitution (au sens “borne inférieure” d’un treillis) et
considérer que les cas ol les signatures sont unifiables sans étre identiques (& un renommage prés des paramétres
génériques) correspondent & des redéfinitions d’opérateurs dans des cas particuliers. C’est ’approche de LPG
1.8. Ainsi, soient les déclarations suivantes :

f:  Seq{Nat] — Seq[Nat] (3.3)
f: Seqlt] — Seqt] (Ftypelt /]) (34)
[ Seq[Seqt]] — Seq[Seq[t]] (Ftype[t /]) (3.5)
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f([0]) fait référence & Pexemplaire (3.3)
f([true)) . (3.4)
S({[truel}) - (3.5)

Nous avons préféré que les signatures soient disjointes.

La philosophie sous-jacente est que nous ne désirons pas cacher d’autres opérateurs que ceux que 'utilisateur
déclare explicitement privés. Dans Pexemple précédent, opérateur f spécifié en (3.3) cache celui qui est déclaré
en (3.4) dans le cas de Papplication & une séquence d’entiers naturels, et ce dernier devient des lors inaccessible
pour une telle application.

3.3 Définition du formalisme

Dans le chapitre 1, nous avons utilisé les expressions de modeles afin de noter les morphismes
de présentations sous une forme plus légere, en utilisant Pordre lexical. Les buts esquissés au début
de ce chapitre ont fait ressortir la nécessité d’un calcul sur les expressions de modeles, de sortes, et
d’opérateurs, et c’est ce que nous allons définir & présent.

3.3.1 Syntaxe

Lors de I’approche intuitive, nous avons ressenti le besoin de considérer les expressions représentant
des modéles comme des termes, de résoudre des équations entre expressions de modeles. Nous
définissons donc le langage des expressions de modéles T,, le langage des expressions de
sortes génériques 7, et le langage des expressions d’opérateurs génériques T,,. Ceci va nous
permettre d’exprimer formellement les opérations nécessaires aux calculs d’instanciations et a I’analyse
sémantique.

Soient § un ensemble de sortes et V; un ensemble de “sortes variables”, Q un ensemble d’opérateurs
et V,, un ensemble d’“opérateurs variables”, les éléments de Q et de V,, étant indicés par des éléments
de T} X Ty. Soit également I un ensemble de symboles de propriétés, ensemble qui contient le symbole
“G”. Une premiére approche des ensembles de mots T, Ty, et 7., est fournie par les inclusions
suivantes :

T, C IL(T}.TY)
T, C ST.UV,
T, C QT,UV,

Par convention, nous noterons un élément de I1.(7;.T*) par :

plts, o tm [ fiyeens fal

Il nous reste alors a caractériser les expressions bien formées 3 lintérieur des ensembles L.(TF.1r),
ST UV, et QT UV,. Dans le cas de 1'algébre des termes (cf. définition 0.6), un terme tel que
w(t1,...,t,) est bien formé si 1’arité de 'opérateur w et les sortes des termes #; comparés aux sortes du
domaine de w sont respectés. Dans le langage des expressions de modeles, nous devons certes refuser
des expressions telles que : Ftype[Nat, Bool / ] — car la signature ordonnée de F type ne comporte
qu’une seule sorte —, mais aussi Equality[Nat / +], car “+” est de profil (Nat x Nat) — Nat et non
(Nat x Nat) — Bool. Pour définir les expressions de modéles bien formées, nous allons les dériver 3
partir d’expressions primitives, obtenues par des morphismes de signatures.
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Définition 3.3 Soient p € II, un symbole de propriété, et T, = (5p,82p) la signature ordonnée de p.

On appelle expression primitive de la propriété p toute image de ¥, dans (V;,V,,) par un morphisme
de signatures injectif,

Les expressions primitives d’une propriété p étant identiques & un renommage bijectif des variables
prés, nous noterons simplement prim(p) 'une quelconque d’entre elles.

Etant donné une telle expression u, nous désignerons par 7(u) le symbole de propriété en téte :

déf
T(plt1, - s tm [ froe s F) E 0
“O[ / ]»’ “S.O”, “f.()” seront notés plus simplement par “<>”, “S” et “f”.

Nous allons maintenant définir les substitutions sur les expressions de modales, et nous les utilise-
rons pour dériver toutes les expressions bien formées A partir d’une expression primitive.

De méme que pour les termes d’une algébre libre, on définit une substitution par la donnée des
images des variables pour lesquelles elle n’équivaut pas a 1’identité, de méme, sur les expressions de
modeles, on définira une substitution ¢ par la donnée des images non identiques des sortes variables
et des opérateurs variables, c’est-a-dire par un couple (ov,,ov, ), ot oy, : V; — T} et oy, Vo—-T,. o
est alors completement définie au moyen des régles suivantes :

o(@t1s-stm [ froe s fal) = plo(t),. . s0(tm) [ a(f1)y-..,0(fn)]

o(z4) ov,(zt) (z: € V1)
o(s.p) = s.o(p)

0y ity X o Xty =) = oy, (2,):0(t1) X -+ X 0(ty) = o(t) (2, € V)
ot X - Xtn = D)) = ($70(t) X X {tn) = o(1)).0(s)

Cette notion de substitution s’étend aux termes donnés avec leur sorte. Si “u : s” désigne le terme
u de sorte s, alors :

o(u:s)=u:o(s)
De méme en ce qui concerne un terme formé d’un opérateur w donné avec le modéle qui le qualifie :

owM) = w.o(M) (arity(w) = 0)
o(w.M(uy,...,uy)) w.o(M)(u,...,u,)  (arity(w) > 0)

Nous pouvons a présent caractériser les mots qui sont des éléments de T, :

Soit p € IL(TY X T3), p = plt1y . stm [ f1y.ovs fu)-

peTn & (30),u = o(prim(p))

D’une fagon plus concise : p € T, <= (o), u = o(prim(n(pn))).

Remarque Nous ne nous préoccupons pas de la validité des équations d’une propriété, et travaillons unique-
ment au niveau des morphismes de signatures. Ce point sera commenté au §3.3.4.

Nous caractérisons maintenant les mots de T, et de T, en traduisant que le symbole de propriété
du modele doit coincider avec le symbole représentant la propriété exigée par le type ou l’opérateur.
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T€T < (1€ V) V(T =s.u,s € S,u € Ty, prop-exigée(s) = m(u))

fel, <= (feV,)V(f=¢.u,éeQ,ueTy,prop-exige(s) = m(u))

Exemple 3.4 Soient t; € V; et fi, f2 € V,,, les profils étant :
f1,f2 i Xt — Bool

Les deuz exzpressions de modéles suivantes sont des expressions primitives :

Equalitylt: | i ]
Total-Order{t: | f1, f2)

Les ezpressions suivantes sont des ezpressions de modéles qui appartiennent T :

Equality[Nat | =5 |
Total-Order[Nat | fi,=pN]
Total-Order[Bool | &, fy ]

On a pu remarquer que nous n’avons pas inclus dans notre syntaxe les expressions de modéles
génériques vues au §1.2.5. Nous supposons qu’elles sont développées suivant le procédé que nous
avons décrit & ce moment.

3.3.2 Opérations

Nous souhaitons pouvoir effectuer des résolutions d’équations entre éléments de T,., entre éléments
de T;, et entre éléments de T,,. Le premier pas vers cet objectif est d’étendre le concept d’unification
aux expressions de modéles.

Définition 3.5 Deuxz expressions de modéles puy et py sont unifiables si et seulement s’il existe une
substitution o telle que o(p1) = o(us).

Comme dans la définition 0.14, “=” désigne une égalité syntaxique : ici, c’est une égalité syntaxique
entre expressions de modéles.

En disposant différemment les divers sous-termes et en ajoutant des opérateurs auxiliaires, il est
possible de décrire les expressions de modeles, de sortes et d’opérateurs sous une présentation analogue
aux termes d’une algebre des termes, c’est-a-dire soit une variable, soit un symbole qui n’est pas une
variable et qui est suivi suivi d’une liste éventuellement vide d’expressions. Il s’ensuit que 'unification
entre expressions de modeéles est un probléme exactement équivalent 3 I*unification entre termes d’une
algebre libre. On peut donc dégager la notion de plus petit unificateur, utiliser la. méme notation :

[
H1 = 2

Nous définissons également 'unification entre expressions de sortes et entre expressions d’opé-
rateurs, ainsi que le filtrage avec des notations tout a fait analogues. De méme, nous qualifierons
d’expressions fermées les expressions de modéles, de sortes, et d’opérateurs ne comportant pas de
variables de travail appartenant & V; ou V,,. Une substitution qui conduit 3 une expression de modéle
fermée sera également appelée substitution fermée.
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3.3.3 Sémantique

Nous conviendrons qu’une expression u de 7T, désigne des expressions de modeéles qui sont des
instanciations possibles de la propriété exigée. Une telle instanciation est obtenue en appliquant 3
i une substitution fermée quelconque. Dans le cas ol u est une expression primitive, u représente
sémantiquement toutes les instanciations possibles de la propriété exigée. Si p est une expression
fermée, u représente une instanciation de la propriété exigée.

Soit une substitution o : T, — T, telle que o(u1) = uo, avec pq, g € Tp. I résulte de la
sémantique précédente pour les expressions de T}, qu’elle représente une rétraction?” des expressions
de modeles que représente p; vers les expressions de modeles que représente pg.

3.3.4 Implantation

Nous n’allons pas décrire en détail I'implantation des structures et des outils que nous venons
d’introduire, pas plus que nous ne décrirons I'implantation des régles d’analyse données au §3.5, mais
nous signalons toutefois qu’elle est plus performante que la stricte transposition des régles données.

Ce qu’il est important de remarquer, c’est qu’a beaucoup de notions précédentes correspondent
en réalité des concepts d’implantation assez simples. Ainsi, une expression primitive d’une propriété
s’obtient par copie du graphe Common Lisp qui représente la signature ordonnée de cette propriété,
en remplagant les sortes et les opérateurs de la signature par des variables de travail qui devront étre
substituées avant la fin du calcul. De méme, nous avons déja mentionné (cf. §2.1.1) qu’a chaque exem-
plaire d’un opérateur surchargé était attribué un nom interne unique, accés 4 une fonction Common
Lisp. Nous verrons au §3.5.1 comment sont levés les ambiguités dans les termes des équations et dans
les termes & évaluer. En ce qui concerne les expressions de Tj,, la mention du profil rend 'opérateur
univoque lorsqu’il apparait dans une expression comme :

Equality[Nat / =: Nat x Nat — Bool]
que nous avons pris ’habitude de noter plus légérement par :
Equality[Nat | =p]

Au §1.2.6, nous avons indiqué que pour chaque instanciation qu’il écrit, c’était 3 'utilisateur
d’assumer que les équations d’une propriété sont satisfaites ou de mener leur démonstration a 1'aide
d’un outil de preuve. Compte tenu de cette convention, il est tout & fait loisible de considérer unique-
ment des opérations sur les signatures au niveau du calcul d’instanciations, uniquement des mor-
phismes de signatures au niveau sémantique.

3.4 Le probleme posé

On peut considérer que les sortes et les modeles fournis par ’utilisateur le sont d’une maniére
incomplete. En ce qui concerne les expressions de modéles, il peut fournir uniquement les sortes (par
exemple, O-T'ree[Nat]), ou celles-ci peuvent étre déduites de I’analyse du domaine et du codomaine
de 'opérateur. Ce que nous allons spécifier, c’est comment trouver le couple d’instanciation d’un
opérateur ou d’un type, a ’aide d’un modéle incomplet. Les arguments non spécifiés du modele sont
remplacés par des variables de travail pris dans les ensembles V; et V,,. De méme, toute sorte inconnue

170f. définition A.11.
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ar exemple, la sorte du terme “nil”) est remplacée par une variable de travail avant le début du
p b
calcul.

Remarquons qu’il importe de ne pas confondre ces variables de travail avec les parametres formels
introduits par un modeéle exigé. En effet, ces paramétres, qui sont connus dans ’environnement
générique, constituent des expressions fermées. Ainsi, sous le modéle exigé Ftype[t / ], Pexpression de
sorte Seq[t] est fermée. Par contre, le terme nil est ambigu parce que son type est représenté par une
sorte de la forme Seg[z;] ou 2, est une sorte variable qui n’a pas recu de valeur.

Nous avons vu également au §3.1.1 que nous avions besoin de modéles génériques déclarés au
préalable pour le calcul d’une instanciation implicite. En LPG et en FP2, le fait qu’une instanciation
soit implicite ou explicite est déterminé par des critéres syntaxiques que Pon peut aisément reconstituer
a l’aide des exemples donnés au §3.1. Nous intéressant au calcul proprement dit, nous allons & présent
adopter la définition suivante, qui rattache cette notion & Iutilisation éventuelle de modéles génériques
préalablement connus.

Définition 3.6 Une instanciation est :
e implicite si elle est calculée ¢ partir d’un modéle incomplet et d’une base®® (ensemble) de
modéles génériques ;

o explicite si son caleul n'utilise pas de base de modéles génériques.

La notion de couple d’instanciation vue au §1.2.6 inclut le traitement des déclarations de modales.
Ainsi, les déclarations des modeles EQNAT et EQSE( induisent les couples d’instanciation suivants :

(O,Equality[Nat | =p])
(Equalitylto / eqo],Equality[Seqlto] / =5 .Equality[to | eqol])

Rappelons que d’aprés la convention donnée au §3.1.4, nous considérons une unique solution comme
la solution cherchée. Nous traduisons qu’une valeur cherchée p est l'unique élément d’un singleton ()
par la notation :

p = single(Q)

Si () est vide ou posséde plus de deux éléments, ¢’est un cas d’erreur. De méme, définissons, pour une
expression e :

e si e est fermée,
ground(e) = ,
erreur sinon.

Nous sommes maintenant en possession de tous les outils nécesaires aux calculs.

3.5 Regles d’analyse

L’analyse sémantique s’effectue en deux phases qui correspondent aux traitements de la surcharge
de la généricité.

*8Nous parlons de base, car elle joue le réle de base de connaissances.
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3.5.1 Prise en compte de la surcharge

Nous donnons ci-apreés la fonction unique-term, qui renvoie la solution de 1’analyse sémantique
d’un terme, si elle existe et est unique. Elle fait appel & la fonction solve-term qui calcule toutes
les analyses sémantiques possibles. La reconstruction d’un terme dans lequel ont été levées toutes les
ambiguités dues a la surcharge est effectuée au moyen de la fonction make-new-term-with. Les autres
notations utilisées sont :

w désigne un opérateur générique quelconque ;
M  est une expression de modéle ;
s’ est une expression de sorte générique ;
ranks;(w) désigne ’ensemble (éventuellement vide) de toutes les déclarations de profils d’arité
i, pour 'opérateur surchargé w ;
solve-clash prend comme argument une liste de substitutions, cherche & résoudre les conflits de
variables, et retourne :
en cas de succés : la substitution résultante,
en cas d’échec : la valeur “fail” ;
fail(o) est vrai si et seulement si o = fail ;
t,t1,...,t, sont des termes.

unique-term(t) = ground(single(solve-term(t)))

solve-term(w.M : &) =

U let 7 :: solve-clash(w, o)
(W' : — — 5) € rankso(w) in if fail(7) then @ else {(w'.7(M) : 5(s),7)}
PR, endif
M & prim(n(w' : = = )) endlet

solve-term(w.M(t1,...,t,):8') =

let make-new-term-with((uy,01), ..., (un,05)) ==

(@ 151 X ++» X sp — 5) € ranksp(w) let 7 :: solve—clash(w, o, 5",1, ven ,-5'”)
s & s in if fail(c) then @
M & prim(m(w' : 51 X -+ X sn — 5)) else {(W'.T(M)(@T(u}),...,0(uy)) -o(s),
5)}
endif
endlet
in U make-new-term-with

(u1,71) € solve-term(t1,51) ((ul,ﬁl), ceey (un,ﬁn))

(un,Trn) € solve-term(iy, sn)

endlet

On remarque que ’analyse sémantique opére par résolution d’équations entre expressions de sortes,
expressions données d’une part par les divers profils d’un opérateur surchargé, d’autre part, par les
analyses sémantiques possibles pour les arguments.
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3.5.2 Calcul d’instanciation implicite

Soient R M le modele exigé courant, et M un modéle incomplet. S’il est possible de déduire de M un
couple d’instanciation en utilisant la base B, il est reconstitué par la fonction implicit-instantiation,
la fonction couples calculant tous les couples d’instanciation qui sont solutions.

implicit-instantiation(RM, M) = ground(single(couples(RM, (M, M))))

couples(RM,(My, My)) = if M; < RM then {(o(M:),o(M;))}
else U couples(RM, (¢'(u1),0'(M2)))
(m,u?) €B

e

p2 & M

endif

Montrons d’abord le modus operandi sur un exemple.

Exemple 3.7 Reprenons “<s”, l'opérateur d’ordre lezicographique des séquences (cf. exemple 1.25
ou anneze, §B.6), et soit lexpression :

<s({[0], [111) (3.6)

Nous supposons que la base B contient les couples d’instanciation suivants :

0]
(C, Total-Order[Nat | <N, =nN])

(I
(Total-Order(t /| rel,eq), 'Total-()rder[ﬁ'eq{t] / <s.Total-Order[t | rel,eq), =s.Equality[t / eq]))

I’analyse des arguments nous fournit le modeéle incomplet :
Total-Order[Seq[Nat] / rely, eqo)

ol rely et eqo sont des variables de travail. Le calcul du couple d’instanciation de “<s” dans
I’expression (3.6) s’effectue alors comme suit — rel; et eq; sont également des variables de travail

1)
couples(Q, (Total-Order[Seq[Nat] / rely, eqo], Total-Order[Seq[Nat] / rely, eqq))) (3.7)
@ ,
= couples(Q,(Total-Order[Nat [ rely, eq],
Total-Order[Seq[Nat] / <s.Total-Order[Nat [ rely,eq,), =s.Equality[Nat | eqy]]))
(3.8)

= couples(O, (O,
Total-Order[Seq[Nat] / <s.Total-Order[Nat /| <n,=n],=s.Equality[Nat / =y]]))
(3.9)
{(0, Total-Order|[Seq[Nat] | <s.Total-Order[Nat /| <n,=n],=s.Equality[Nat | =n]})} (3.10)
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d’ou :
implicit-instantiation(<, Total-Order[Seq[Nat] / rely, eqq])

ground(single(couples(Q, (Total-Order[Seq[Nat] / rely, eqo), Total-Order[Seq[Nat) / rely, eqo)))))
(O, Total-Order[Seq[Nat] / <s.Total-Order[Nat | <n,=n),=s.Equality[Nat /| =n]])

(3.7) == (3.8) par unification de (1) avec (II), (I’unification de (1) avec (I) échoue).
(3.8) = (3.9) par unification de (2) avec (I).
(3.9) = (3.10) parce que tout modele inclut “O”.

L’instance compléte, qui est unique, est donc :

Ss.Total-Order[Seq[Nat] | <s.Total-Order[Nat | <n,=n],=s.Equality[Nat | =n]]

3.5.3 Critéres et preuves

La régle donnée plus haut calcule toutes les instanciations implicites d’un type ou d’un opérateur.
Lorsque le résultat est un singleton, il contient I'instanciation qui va étre utilisée. Deux preuves sont
a donner pour le calcul des instanciations implicites :

o preuve de correction : toutes les instanciations obtenues sont correctes ;

e preuve de complétude : nous obtenons toutes les instanciations déductibles de la base.

Comme nous I’avons fait déja remarquer, le cas particulier utilisé en pratique est celui ot :
couples(RM, (M7, M,))

est réduit & un unique élément. Ce n'est qu’un cas particulier : étant donné que l'utilisateur peut
écrire des expressions ambigués, les critéres que nous venons de dégager se situent nécessairement au
niveau du calcul de toutes les réponses possibles.

3.5.3.1 Correction

Considérons le calcul de couples(RM,(My, My)). Par définition de la sémantique des expressions
de modéles (cf. §3.3.3), M, représente des instanciations possibles d’une propriété exigée. -

o | M, X RM

Si les expressions o(M;) et o(M;) sont fermées, alors, d’aprés les conventions du §1.2.6 :

(o(My),0(My))

est un couple d’instanciation correct?®. O

« [ £ ]

S’il existe (u1,ue2) € B, tel que po 2 My, alors, compte tenu de la sémantique de la substitution
o', a'(M;) représente également des instanciations possibles de la méme propriété exigée. O

*% Au niveau des signatures : rappelons que nous ne nous intéressons pas a la validité des équations d’une propriété.
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3.5.3.2 Complétude

La complétude du calcul de couples(RM, (M, M2)) s’obtient par construction, dés lors que pour
tout modele générique (u1,u2) de la base, tel que :

1
o
fo & My

nous reportons le résultat par o’ et tentons par la suite du calcul (appel récursif de la fonction couples)
de satisfaire les conditions données par I’expression de modéle ¢’(py). O

3.5.4 Terminaison

Montrons sur un exemple que la terminaison du calcul d’une instanciation implicite n’est pas
nécessairement assurée.

Exemple 3.8 Composition d’un opérateur avec lui-méme5°,

prop For-Twice[t | f]

opns f:t -t model TWICE-NAT is
endprop For-T'wice[Nat | succ]
endmodel
enr req For-Twice[t | f]
opns twice : t — model TWICE-TWICE req
vars 2 N For-Twicelt | f]is
rules For-T'wicelt | twice]
<> twice(z) ==> f(f(z)) endmodel
endenr

Considérons ’expression twice(0)) et supposons que TWIC E-NAT et TWICE-TWICE sont dans
la base utilisée. On peut voir sans appliquer les régles précédentes que le calcul de I'instanciation
implicite diverge. En effet, toutes les instanciations possibles sont :

TWICE-NAT
TWICE-TWICETWICE-NAT
TWICE-TWICETWICE-TWICETWICE-NAT

Notre calcul étant complet, il ne peut pas terminer dés lors qu’il tente de retourner toutes les
instanciations possibles. Si nous enlevons TW IC E-NAT de la base, alors le calcul boucle, en essayant
d’évaluer :

TWICE-TWICETWICE-TWICETWICE-TWICE ...

La non terminaison provient de ce qu’une sorte formelle est présent dans une racine dans le modéle
TWICE-TWICE.

Théoréme 3.9 Si la base utilisée est finie, et s’il n’y existe pas de modéle générique qui admet une
sorte formelle @ une racine, alors tout calcul d’une instanciation implicite termine.

%0Contre-exemple dii & Philippe Schnoebelen.
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Preuve d’apres la profondeur des expressions de modeles, en définissant celle-ci de fagon analogue
a la profondeur des termes (cf. §0.1.1.2).

Dans tout couple d’instanciation {1, o) provenant d’une déclaration de modeéle éventuellement
générique, yy est soit “O”, soit obtenu par renommage bijectif de la signature ordonnée d’une propriété
exigée p. Dans ce dernier cas, il est de la forme :

p[t17"'7tu/f1,°~~7fv]

ol ty,...,t, sont des sortes formelles, et fi,..., f, des opérateurs formels. Par hypothése, aucune
sorte formelle n’est présente & une racine des expressions de sortes de ps.

Soit & présent un couple (M, M) dont on cherche & calculer :

couples(RM, (M, Ms))

avec My A RM. Supposons qu’il existe (uy, u2) € B, tel que us & M, ce qui provoque Pappel :
couples(RM, (o' (1), 0'(M3)))

Les sortes variables de travail de o’(y1) sont situées & une occurrence strictement moins profonde que
les sortes variables de travail de M. Ce sont les sortes qui dirigent le calcul puisqu’elles correspondent
aux informations fournies de fagon partielle par utilisateur ou aux résultats de la phase d’analyse
sémantique. Par conséquent, la fonction couples termine. En cas de succes, ses appels récursifs ménent
nécessairement a une unification avec un couple d’instanciation dont le premier membre est soit “O”,
soit inclus dans le modéle exigé RM. O.

Note  Une possibilité serait de refuser la déclaration de modéles génériques tels que TWICE-TWICE —
c’est le choix de LPG —, ce qui reviendrait a se priver de la possibilité de les instancier, alors que par exemple,
I’expression :

twice TWICE-TWICETWICE-NAT(0) ==> 4

ne pose aucun probléme. La regle suivie par FP2 est que les modeles génériques avec une sorte formelle & une
racine sont acceptés et peuvent étre eux-mémes instanciés dans une expression, mais ils ne sont pas utilisés dans
le calcul d’une instanciation implicite. Ainsi, twice(0) est analysé comme twice. TWICE-NAT(0). De méme,
Pexpression twice TWICE-TW ICE(0) est comprise comme étant twice. TWICE-TWICE.TW ICE-NAT(0).

3.6 Raccourcis de notation en OBJ3 — Comparaison

OBJ3 possede lui aussi un certain nombre de régles qui permettent & I’utilisateur de ne pas indi-
quer la totalité des Laisons d’un morphisme de présentations. Nous introduisons la notion de sorte
principale, et donnons briévement ces régles, extraites de [72).

Définition 3.10 ([72]) La sorte principale d’un module est définie comme :

o la premiére sorte nouvelle introduite dans le module, si cette sorte eziste,
o sinon la sorte principale de la premiére théorie paramétre, si cette sorte existe,

o sinon la premiére sorte principale des modules importés.

Proposition 3.11 ([72]) Chaque module admet une unique sorte principale.
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Il est possible d’omettre la mention de certaines liaisons du morphisme, suivant les régles ci-apres,
données dans ’ordre de leur application :

e une liaison “s to s’” peut étre omise si s et s’ sont toutes deux des sortes principales,

o toutes les liaisons de la forme “s to s” ou “op to op” peuvent étre omises,

R y

e une liaison “op to op’” peut &tre omise si elle est telle que, dans I’ob jet image de la vue, il
n’existe qu’un seul op’’ dont le profil est égal & Pimage du profil de op.

Joseph Goguen montre dans [72] comment est reconstruite de facon univoque une vue 4 'aide de
'une de ses abréviations. Il s’ensuit que si une vue 8 est une abréviation de deux vues @ et ¢, alors
p=¢.

Une vue vers un objet dont la mention d’aucun couple n’est nécessaire est une vue par défaut
(default view) : dans ce cas seule suffit la mention de 'objet image du morphisme.

Exemple 3.12 Vues par défaut : arbres binaires d’entiers suivant {’ordre croissant (cf. ezemple 1.37),
ajout au type Nat d’un élément minimum et d’un élément mazimum (cf. exemple 1.38).

obj OTINCNAT is protecting OTREE[NAT]
jbo

obj LCNAT is extending LATTICE[NAT]
jbo

Les morphismes utilisés sont respectivement :

- TOSET — NAT  [Elt — Nat,< — <]
POSET — NAT  [Elt — Nat, < — <]

Les facilités d’instanciation de FP2 (ou de LPG) sont assez mnémotechniques et relativement faciles
a mettre en application au niveau de la programmation. Leur défaut est de dépendre du contexte :
il suffit d’ajouter une déclaration de modele et une expression qui était complétement univoque peut
fort bien ne plus I’étre, ce qui représente un défaut important si l’on se place dans une optique de
réutilisabilité des spécifications. Les régles d’abréviations dans les vues d’OBJ3 sont certainement
moins immédiates, mais ne sont pas perturbées par I’ajout de nouveaux modules.
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Chapitre 4

Exceptions

Nous allons aborder a présent un point important qui est celui des fonctions partielles. En effet,
il est essentiel de pouvoir spécifier qu’un opérateur est partiellement défini, comme il est nécessaire
de prévoir le comportement de FP2 lorsqu’une erreur due & une mauvaise utilisation d’un opérateur
partiel survient dans une évaluation, tant dans une “simple évaluation fonctionnelle” que durant
Pexécution d’un processus. Nous ne traiterons ici les exceptions que dans un cadre algébrique, les
lecteurs intéressés par des définitions précises des diverses terminologies employées au niveau logiciel
(exceptions, défaillances, erreurs) pourront se reporter & [49]. Signalons également que Paxiomatique
des programmes avec exceptions est étudiée dans [46, 47, 48, 178].

Nous allons d’abord rappeler que si nous considérons les opérateurs d’exception comme des cons-
tructeurs d’une sorte existant déja, cette sorte n’est plus protégée. Ensuite, nous explicitons compléte-
ment la solution qui a été retenue dans LPG et FP2. Nous en donnons une description opérationnelle,
puis nous montrons que, sous certaines conditions vérifiées en FP2, notre introduction des exceptions
ne modifie pas la propriété de terminaison (ou de non terminaison) d’un systéme de réécriture. Nous
poursuivons le chapitre par une comparaison avec les autres concepts qui ont été proposés pour le
traitement des erreurs, en particulier les sortes ordonnées. Ensuite, la sémantique algébrique que nous
proposons fait apparaitre que les exceptions s’inscrivent complétement dans le cadre des algébres avec
sortes ordonnées. Qutre qu’il assure I’existence d’une algébre initiale, ce résultat permet de traiter
les exceptions avec parametres génériques, ce qui n’existait pas jusqu’a présent. Nous retrouvons les
processus de FP2 en proposant une extension naturelle des exceptions — déja esquissée en [159] — en
vue d’un traitement local dans un processus. Enfin, nous rappelons comment ce probléme est résolu
en Lisp et traitons de la compilation des exceptions de FP2. -

4.1 Premiére approche des cas d’erreur

Considérons, dans le cadre des entiers naturels, la spécification suivante®? (“+” est, bien sir,
supposé défini) :

Dxp == 0 (4.1)
suce(n)xp == (n*p)+p

n—-0 == n
0 — suce(p) == mnat-error

*!Des exemples analogues sont donnés dans [15, 22, 10].

117
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succ(n) — suce(p) == n-p

Si nous considérons nat-error comme un opérateur de codomaine Nat, nous avons alors ajouté au
type Nat une nouvelle constante, en fait un nouveau constructeur, puisque nous désirons différencier
cet opérateur des naturels “de départ”, “0” et “succ(...)”. Nous complétons donc la définition des

opérateurs déja connus, la solution qui vient & Pesprit étant de propager nat-error. Nous ajoutons les
équations :

suce(nat-error) == nat-error (4.2)
nat-error x p == nat-error
n * nat-error == nat-error (4.3)

nat-error étant donc un terme de sorte Nat :

0 * nat-error ==p, 0 (d’apres (4.1))
==nNgt nat-error  (d’apreés (4.3))

Il vient donc : 0 ==p,; nat-error.

Et, d’apreés (4.2) :

suce(0) ==pnu; mnat-error

succ(suce(0)) ==pn,4 nat-error

Tous les éléments de sorte Nat sont équivalents & nat-error. Le seul modéle de notre spécification
est I’algebre triviale®?, ceci parce que nous avons pu appliquer deux équations au terme (% nat-error :
une équation définissant un opérateur (en l’occurrence “#”), et une équation de propagation. Pour
éviter pareil cas de figure, il nous faut traiter différemment les opérateurs d’exception et les autres.

4.2 Description opérationnelle des exceptions

Nous allons poser ’existence d’un ensemble ® regroupant tous les opérateurs d’exception. Nous
considérerons de plus que nous pouvons créer autant d’opérateurs d’exception que nous le voulons.
Par convention, ces opérateurs seront signalés par un “!” (“lzero-divide”, “lundefined-value™).

Les exceptions de FP2 n’admettent pas de parameétre®3. Toutefois, étant donné que la majeure par-
tie de ce chapitre se généralise facilement aux exceptions avec paramétres, éventuellement génériques
(présentes en LPG), nous prévoyons les paramétres dans nos définitions. Ceci revient a distinguer

$2¥tant donné une signature ¥ = (S, 1), Palgébre triviale Z sur £ est définie par :

(Vs € 9), Zs = {s}
(Yw € Q__,), Zy s
(VwGQslx...xs,,_.s), Zw(sl,...,s,,) K

C’est une algébre terminale dans la catégorie ALGy.
®3Leur déclaration est par conséquent facultative.
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d’une part les opérateurs d’exception, d’autre part les termes exceptionnels, qui sont des termes
dont la racine est un opérateur d’exception. '

Toute fonction peut dés lors rendre un résultat appartenant a son codomaine ou un résultat
ezceptionnel. Nous verrons dans 1’étude sémantique que nous traduirons ce second comportement en
indigant 'opérateur d’exception par la sorte attendue. L’utilisateur n’a jamais a indiquer cet indice,

qui est entierement a la charge du compilateur. Aussi, nous le laissons implicite dans les exemples et
la description opérationnelle.

On appelle déclenchement d’exception 'occurrence d’un terme exceptionnel durant une évalua-
tion et récupération d’exception le passage d’un terme exceptionnel & un terme qui lui est différent,
exceptionnel ou non®t. Nous allons expliquer ci-aprés comment sont organisées les interactions entre
termes exceptionnels et autres termes.

4.2.1 Regles de précondition

Opérationnellement, une régle de précondition s’apparente & une régle de réécriture condition-
nelle, mais la partie droite est un terme formé & 1’aide d’un opérateur d’exception.

f(z1,...,20) | g(...) ==> lezception-op(...)

g(...) est une précondition de f : les valeurs 2,...,2, pour lesquelles g(...) est vrai déclenchent
I’exception “lezception-op”, et dans le cas contraire, nous dirons que la précondition échoue. N'importe
quel opérateur, méme constructeur, peut se voir imposer des préconditions. Si toutes les préconditions
de f échouent, les arguments appartiennent bel et bien au domaine de définition de f : dans le cas
ol f n’est pas constructeur, ce n’est qu’aprés I’échec de toutes les préconditions que ’on cherche i
appliquer une régle de réécriture définissant f.

Sémantiquement, une régle de précondition d’un opérateur f de domaine sy X - - - X s, simule, dans
tout modéle A, une rétraction®® de Ag X -+ X As, vers un de ses sous-ensembles. Le domaine de
définition de f (noté déf(f)) est 'image de la composition de toutes les régles de préconditions de f.

Exemple 4.1 Le constructeur du type des rationnels positifs admet une précondition :

type PRat -- Rationnels positifs.
cons [/ : Nat x Nat
opns canonic : PRat —  PRat -
vars 1,5,k : Nat
prcds
<> i//0 | true ==> I!zero-divide
rules
<> canonic(i [/ j) ==> let k:igedj
in (i div k) // (7 div k)
endlet
endtype

®*Certains auteurs considérent que la récupération d’erreur est un mécanisme qui permet de passer d’un terme ex-
ceptionnel & un terme non exceptionnel. Nous considérons le fait que la récupération permet de remplacer un terme
exceptionnel par le résultat de I’évaluation d’un autre terme, évaluation qui peut fort bien déclencher & nouveaun une
exception.

3Cf. définition A.11 (annexe A).
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4.2.2 Déclenchement d’exception dans une évaluation

En Dabsence de récupération, si un déclenchement d’exception se produit lors de ’évaluation
d’un terme, le terme tout entier est remplacé par I’évaluation du terme exceptionnel : il s’agit d’un
mécanisme d’absorption. En particulier, si le déclenchement se produit lors du calcul d’un argument
d’un opérateur, I’évaluation des arguments restant & calculer est abandonnée, et le résultat est le terme
exceptionnel. Nous considérerons que les arguments d’un opérateur sont évalués de gauche & droite ;

cette convention va a I’encontre d’un principe de la programmation fonctionnelle selon lequel 'ordre
d’évaluation des arguments d’un opérateur est indifférent, mais elle assure le déterminisme.

Nous allons commencer & formaliser ces notions. En accord avec la description précédente, nous
dirons qu’un terme est exceptionnel si I'un de ses arguments est un terme exceptionnel, ou s’il est
construit a 1’aide d’un opérateur de ® :

1s-exceptional(w(ty,...,t,)) = ((31:1< ¢ < n),is-exceptional(t;)) V (w € @)

Nous avons caractérisé les termes exceptionnels : maintenant nous allons définir formellement la
regle d’absorption :

(Vw(t], “v e ,tn)),
(3,1 < i < n,is-exceptional(t;)) = w(ty,... tn) =T o0

o : W)
1<an{‘7 | is-exceptional(t;)}

Nous avons tout simplement indiqué que lors de ’évaluation d’un terme, c’est I’exception “la plus
a gauche” qui emporte. Comme nous I’avons remarqué plus haut, c’est cette convention qui assure
le déterminisme. A remarquer qu’elle évoque aussi une stratégie “par valeur” pour la réécriture des
termes contenant des opérateurs d’exception. En effet, soit “le” un opérateur d’exception de domaine
Nat, alors :

le(1 div 0) — le(!zero-divide) — !zero-divide

Remarque Il est possible de convenir que la mention d’exceptions n’est possible qu’en partie droite d’une
régle de précondition. Ce choix, trés voisin de ’approche au moyen de sous-sortes (cf. §4.4.2), est celui de
LPG 1.8, et se justifie parfaitement pour un langage de spécification. Néanmoins, nous permettons en FP2
la mention d’opérateurs d’exception dans les parties droites des regles de réécriture des opérateurs (et dans
les postconditions des régles de transition des processus, nous le verrons en §4.6.2). Il nous semble en effet
que c’est une optique plus réaliste pour un langage de spécification qui se veut également utilisable pour la
programmation d’applications ambitieuses : on permet ainsi & utilisateur de mener de front le calcul et la
vérification de I’appartenance au domaine de définition (par exemple, un analyseur syntaxique construit 1’arbre
abstrait au fur et & mesure qu’il vérifie que ’entrée est bien formée).

En fait, pour simplifier le formalisme dans une prochaine version, nous suggérerions la disparition de la
distinction entre régles de précondition et régles de réécriture, au profit d’une modification de la sémantique :
'adoption de la réécriture conditionnelle. Nous imposerions alors que la partie droite de toute regle de réécriture
conditionnelle appliquée & un constructeur soit un terme exceptionnel.

Pour clore cette remarque, nous signalons que Valgorithme de compilation du filtrage, décrit en [164] et
utilisé en FP2 (cf. §2.1.3), se généralise facilement aux régles de réécriture conditionnelles. C’est ce qui a
permis de l'utiliser pour compiler les régles de précondition. Quant aux opérateurs constructeurs, ils sont par
conséquent compilés comme les opérateurs non constructeurs, et la valeur “par défaut”, en cas d’échec de toutes
les préconditions, dépend du choix de représentation pour la sorte en cours de compilation (cf. §2.1.2.2 et tableau
p. 86).



4.2. Description opérationnelle des exceptions 121

4.2.3 Récupération d’exception

Un récupérateur permet de transformer un terme d’exception en un autre terme. Si un terme
de sorte u était attendu en lieu et place de exception, le résultat du récupérateur pourra étre soit
un terme de sorte u, soit un autre terme d’exception. Un récupérateur ne traite que certains termes
d’exception : il laisse invariants les autres termes d’exception et les termes non exceptionnels. Par
conséquent, pour définir un récupérateur, il suffit de le spécifier uniquement dans les cas ou il n’équivaut
pas a l'identité :

when lexci(T11,. .., Ty arity(tesc;)) then 3

.

when lezca(Tn1,. . Ty arity(leze,)) then i,
otherwise tnt1

Les “7; ;” jouent un réle de filtres — en fait, on se restreint usuellement a des variables pour chaque
“r; ;7 —, “otherwise” récupére tous les termes exceptionnels qui ne sont pas construits a 1’aide de
lexey,...,lexc,. Si cette clause est absente, le récupérateur équivaut a I'identité pour les exceptions
non mentionnées : c’est le cas de propagation par défaut. Pour mentionner qu’un tel récupérateur
s’applique au résultat de ’évaluation d’un terme tg :

rec ig
when lezei(T11,. -, Ty arity(tese;)) then 3

.
.
.

when lexen(Tn1,- .. Tharity(leze,)) then &,
otherwise tni1
endrec

Dans une optique de réécriture, les trois phases de ’évaluation sont :
1. réécriture' de tp,

2. évaluation du récupérateur,

3. réécriture du résultat du récupérateur.

Nous notons R le systéme de réécriture utilisé (supposé convergent). On peut comprendre un
récupérateur comme étant lui-méme un systéme de réécriture R’ dont on n’applique qu’un pas au
plus. Ainsi la formulation compléte de ’évaluation de ce terme est :

((tolr) —=r)l%

N 1 [
ou “t —x+” représente :

— le résultat de ’application a t, suivant le systéme R’, d’'un pas de réécriture seulement, lorsque
t est réductible,

—— t dans le cas contraire.
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Exemple 4.2 Division par 0 et récupération.

_ rec 1div(

1div0$ when !zero-divide then 0
endrec $

0

== (“$” marque la fin d’une expression.)
zero-divide

rec ldivl

when !2ero-divide then
endrec $
1

rec 1div0

when {foo-bar then 0
endrec $
zero-divide

4.2.4 Exceptions avec parameétres formels

Une limitation importante de ce modus operandi est I’impossibilité de I'implanter sans tests de

sorte, dés que I’on introduit des exceptions a parameétres formels. On s’en convaincra par les exemples
suivants.

Soit “leg”, un opérateur d’exception défini sous le modele exigé Ftypelt / ], et dont le domaine est
t. Supposons que le résultat d’une évaluation soit !eg(0). En ce qui concerne I’affichage du résultat, il
est immédiat d’écrire que ce dernier est un terme exceptionnel préfixé par “leg”, mais si 1’on n’a pas
conservé pendant I’exécution I'information de sorte pour I'argument de “leg”, alors il est impossible
de la retrouver selon le principe de “décompilation” vu au §2.1.4.

D’autre part, un inconvénient beaucoup plus grave est que la non conservation de cette information
de sorte peut provoquer des catastrophes lors de la récupération d’exceptions, car il n’existe alors aucun
moyen de s’assurer que 'instanciation effectuée lors du déclenchement de I’exception est la méme que
celle du récupérateur. Par exemple, soit f : t — ¢, un opérateur défini sous le modele exigé Ftypelt /],
et soient z et j deux variables de sortes respectives t et Nat :

f(z) ==> rec leo(z)
when leg(7) then z
endrec

Cette spécification vérifie les conditions de concordance des sortes et des variables données au §
précédent. L’accepter suppose que ’on sache distinguer les deux cas :

f(0) qui doit retourner 0 -
f(true) e leg(true)

la différence n’étant possible que par un test de sorte du paramétre de leg.

Le vice de I’exemple précédent provient de ce que la partie gauche préfixée par leg ne doit pas filtrer
tous les sous-termes préfixés par leg. Pour supprimer cet inconvénient, une suggestion pourrait étre de
n’admettre que les variables les plus générales dans les parties gauches des récupérateurs, c’est-a-dire
de refuser celles qui ne correspondent pas & un renommage des paramétres formels (c’est la convention
de LPG). Malheureusement, le méme probléme se pose, “a ’envers” cette fois. Soit 3 présent g : t — ¢t
(z et y étant des variables de sorte t) :

g(z) ==> rec leg(D)
when leg(y) then y
endrec
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g(true) ==> 0! et non un résultat de sorte Bool, ceci parce que le parameétre formel ¢ est instancié
différemment pour ¢ — [t — Bool] — et pour “leg” — [t — Nat]. Pour éviter pareil accident,
I’opération de filtrage doit s’assurer que 'instanciation de “lep” est la méme que l'instanciation de
I’opérateur présidant a l'instanciation de la régle de réécriture & l'intérieur de laquelle se trouve le
récupérateur.

Note C’est parce que la présence d’exceptions & parameétres formels détruit le caractére fortement typé du
langage que les exceptions de FP2 n’admettent pas de paramétre. En fait, ces problémes n’existent pas pour
les exceptions avec domaine complétement instancié (Nat, Bool, ...), mais nous avons préféré étre homogene.

4.2.5 Homogénéisation

Au niveau de la programmation, une facilité importante des exceptions est qu’elles permettent
d’homogénéiser les états anormauz d’une évaluation. Sil’on convient que les erreurs de I’environne-
ment du systéme (lecture au-dela de la fin d’un fichier, débordement d’entiers. . . ) retournent des termes
exceptionnels, on permet a ’utilisateur la récupération de ces erreurs. Lorsqu’on souhaite qu’elles
interrompent purement et simplement le déroulement d’une évaluation, le méme effet est obtenu par
P’exception non récupérée. Afin de prendre en compte ces erreurs “systéme”, il est nécessaire d’inclure
les exceptions correspondantes dans la spécification d’une interface entre le langage a implanter et
le langage (systéme) sous-jacent. Nous voyons que cette extension du concept d’exception peut étre
particuliérement utile dans un langage fondé sur les types abstraits, pour I’écriture d’une application
ambitieuse, par exemple un systeme d’exploitation.

Pour signaler une autre homogénéisation : lorsque, durant une évaluation, il est impossible de
réduire un sous-terme préfixé par un opérateur non constructeur, le résultat est le terme d’exception
“Inothing-matches”. Cette convention, choisie pour des raisons de protection, assure que tout terme
irréductible et non exceptionnel peut s’exprimer uniquement 2 1’aide de constructeurs.

4.2.6 Remarque importante

Lorsqu’on considere des équivalences entre termes ou expressions d’opérateurs, elles ne sont en
général valables qu’en 1’absence de déclenchements d’exceptions. En particulier, lors de ’application
de formules de simplification dans le contexte des transformations de programmes, il n’est possible de
supprimer des évaluations que si I’on sait qu’elles ne retourneront pas une exception. Par exemple,
Saddek Bensalem décrit dans [9] des opérateurs génériques parmi lesquels :

6 @ s1X -+ X8, — 8 (1€i<n)
(Z1, vy Zp) +—
P s — CP™s1,...,83]

— C P™ représentant le produit cartésien de n sortes (cf. annexe, exemple B.10) — tel que :

P, fal(m) ==> (fil=), ..., falz))
et donne la régle suivante : _ '
(V6,5 1< <), déM(i) = déf(f;)
Tio'l/)[flv"°vfi7'-"fn] == fi
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La raison d’étre de la condition®® est de prévenir tout déclenchement d’exception dont la propa-
gation rendrait cette régle inapplicable. En effet :

(L%, div)((1,0))) ==> T1({1%0,1 div 0))

==> lzero-divide

4.2.7 Réalisations voisines

Les échappements de Lisp seront étudiés plus loin, au §4.7.1. A présent, nous mentionnons rapi-
dement les réalisations de LPG (version 1.8) [19] et de ML [89)].

4.2.7.1 Conditions de LPG 1.8

En LPG 1.8 [19], regles de précondition et récupérateurs sont groupés sous une méme rubrique :
les conditions, auxquelles revient toute la gestion des exceptions. Une condition de déclenchement
a la forme :

left-part suchthat g(...) raises exception-op(...)

ou left-part doit avoir la forme d’une partie gauche d’équation exécutable. Ces conditions équivalent
a nos regles de précondition et ont exactement le méme comportement.

Une condition de récupération est liée & un opérateur (nécessairement non constructeur) :

ces tion- e .
f(ua,...,u,) when ezception-op(...) { raises

Ce choix revient, dans nos conventions, & “factoriser’un récupérateur équivalent & la condition de
récupération, ceci pour toutes les régles de réécriture qui définissent f, y compris la régle “trappe” :

f(u1,...,u,) — mothing-matches

appliquée en cas d’échec de toutes les autres régles.

4.2.7.2 Failures en ML — Utilisation en LCF

Nous nous plagons un instant dans le cadre du A-calcul typé et abordons les failures de ML [89],
qui n’admettent pas de parameétre et se comportent opérationnellement comme les exceptions de FP2.

failwith ‘exc‘ : déclenchement de ’exception exc

rec i
when lezc; then # to 7?7 [excy] ty
: s’écrit en ML : :
when lere, then ¢, 77 [‘excy‘] tg
otherwise tat1 ? tht+1
endrec

*$Dans [9], cette condition est donnée sous la forme équivalente :

(Vi:1<i<n),def(f)C () déf(fy)

1€
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Remarquons que les exceptions de ML sont assimilées & un type variable (polymorphe) lors de
Pinférence de type :

# let clash x = failwith ‘error‘ ;;
clash = = : (% => *%)

# clash 0 ;;
evaluation failed error

Note ML offre de plus la possibilité de reprendre 1’exécution d’un récupérateur tant que la sortie de celui-ci
s’effectue par une récupération d’exception. Dans ce cadre, signalons que le langage ALEX [29] intégre au
A-calcul des primitives de signauz d’exception, avec possibilité d’ebandonner un calcul aprés activation d’un
signal, ou de reprendre ce calcul immédiatement aprés ’endroit de 'activation, ou encore de ré-évaluer avec de

nouveaux arguments la fonction qui a provoqué le signal. La sémantique opérationnelle de ces primitives est
donnée dans [29)].

Nous citons les exceptions de ML afin de signaler leur utilisation dans LCF®7 (Logic for Computable
Functions), outil d’aide a la démonstration de théorémes. Sans entrer dans les détails, mentionnons
qu’une preuve de LCF est une fonction dont le type®® est :

validation = (theorem-list — theorem)

Les preuves a effectuer sont guidées par un but :
goal = (formula-list x formula)

Atteindre le but (T, f), c’est prouver la formule f sous les hypothéses I'. Une méthode pour
atteindre un but consiste a le décomposer en sous-buts, puis & composer les fonctions de preuve des
sous-buts. Ceci s’effectue a I’aide de tactiques, qui sont des fonctions d’ordre supérieur.

tactic = (goal — (goal-list x validation))

Soient 74 un but, 74,...,7, des sous-buts, et p une fonction de preuve. La tactique :

() = ([115---» ) p)

est valide si pour tous théorémes 6;,...,6, prouvant respectivement les sous-buts v;,...,7,, alors
p([61,...,60,]) est un théoréme prouvant 7.

L’échec d’une tactique sur un but est représenté par un déclenchement d’exception. L’endroit ou
cette exception est récupérée donne I’étendue de la partie invalidée de la preuve.

4.3 Exceptions et propriété de terminaison

Théoréme 4.3 Lorsque les équations entre constructeurs peuvent étre orientées en un systéme de
réécriture, l’introduction de la régle d’absorption dans un systéme de réécriture, en l’absence de
récupération d’exceptions, ne modifie pas la propriété de terminaison ou de non terminaison de ce
systéme.

$"Historiquement, ML (Metalanguage) fut congu comme support de LCF (cf. [89]). Ce n’est que par la suite que ses
qualités intrinséques le firent connaitre pour lui-méme.
58Rappelons que dans le A-calcul typé, existe le type fonction.
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Preuve Nous allons d’abord montrer que le théoréme est vrai pour les systémes de réécriture linéaires
a gauche®®. La seconde partie de la preuve consiste & montrer que, moyennant certaines conventions
qui s’appliquent & notre cas®, nous pouvons ramener tout systéme de réécriture 3 un systéme de
réécriture linéaire a gauche. Afin de ne pas créer de digression qui ralentirait I’exposé de ce chapitre,
les définitions, lemmes et preuves techniques de cette seconde partie ont été regroupés a l’annexe C.

Posons donc, pour l'instant, les hypothéses suivantes :
e le systéme de réécriture R qui définit les opérateurs est linéaire & gauche,
e les opérateurs d’exception sont en nombre fini et n’admettent pas d’arguments.

Une variable ne pouvant pas filtrer un terme exceptionnel, les termes dans lesquels apparaissent
des exceptions sont dés lors irréductibles. Ainsi, “(3 + !zero-divide) + 2” est irréductible (mais non
“lzero-divide + (3 4 2)”, qui se réduit & “lzero-divide + 5).

Construisons pour tous les opérateurs de la signature ayant une arité non nulle, le systéme de
réécriture S équivalent & la régle d’absorption, soit pour un opérateur f, des régles de la forme :

R 1 R N 1

flzy, ..., mi_q, lexes,, g1, ..., TR) == lezc]
1 2 _ 1

flzy, .., zi_q, texey,, !e:vcsi.ﬂ, o &y) ==> leac!

Ceci revient & supposer qu’un tel opérateur, au lieu d’admettre un profil de la forme S1 X+ X8y — 8,
est défini sur (s1 U exceptions,) X -+ X (sp U exception,,) — (s U ezceptions), en considérant que
exceptions; représente la sorte qui qualifie les termes exceptionnels employés en lieu et place de termes
de sorte s;. Pour ce qui est du systéme S, il a un grand nombre de régles, mais est néanmoins fini.
On peut constater facilement qu’il est linéaire & droite®!, qu’il est noethérien (pour toute régle, la
profondeur des termes décroit strictement entre la partie gauche et la partie droite), et qu’il n’y a
aucune superposition®? possible entre les parties gauches de R et les parties droites de S. Rappelons
a présent le théoréme suivant :

Théoréme 4.4 (Bachmair & Dershowitz, 1986 [3]) Soient R et S deux systémes de réécriture
définis sur la méme algébre de termes, tels que R est linéaire d gauche, S linéaire a droite, et tels
qu’aucune superposition n’est possible entre les parties gauches de R et les parties droites de S. Alors
R US est neethérien si et seulement si R et S sont neethériens.

Par conséquent, dans notre cas :

| R ncethérien <= R U S neethérien I

Nous venons donc de prouver que I'introduction de la régle d’absorption ne modifie pas la propriété
de terminaison ou de non terminaison d’un systéme de réécriture linéaire & gauche. II est possible
d’étendre ce résultat aux exceptions avec paramétres en ajoutant dans S des “régles d’absorption”
analogues pour les opérateurs d’exception admettant des paramétres.

59C’est--dire dont toutes les parties gauches sont linéaires.

8 Notons que FP2 permet les parties gauches non linéaires (ainsi que les préconditions non linéaires dans les régles des
processus).

61C’est-a-dire que toutes les parties droites sont linéaires.

62Quperposition au sens de [3] : deux termes sont superposables si I’'un d’eux peut étre unifié avec un sous-terme de
I’autre, sous-terme non réduit a une variable.
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Ce résultat constitue donc la preuve d’une conjecture de [150]. Dans sa thése [150], Jean-Luc
Rémy avait démontré ce résultat lorsque le systéme de réécriture R pouvait étre orienté par 1’ordre de
Kamin et Lévy®,

4.4 Comparaison avec d’autres concepts

Nous allons a présent passer en revue les principales propositions de traitements d’erreur. Ce tour
d’horizon nous permettra de mieux situer nos choix pour 1’étude sémantique.

4.4.1 Algebres partielles

La théorie la plus séduisante du point de vue mathématique est sans nul doute celle des algébres
partielles. Les notions de base sont données dans [90], et des résultats puissants ont été dégagés dans
le cadre du projet CIP (Computer-aided Intuition-guided Programming) [30, 31]. Sémantiquement,
cette approche est tout & fait satisfaisante et compléte (existence d’une algébre initiale, définitions
hiérarchiques [30]), mais dés lors que les fonctions sont partielles, le comportement des cas de non
définition est ignoré, et, en particulier, la notion de récupération d’exceptions est totalement inexis-
tante. Ajoutons que ces auteurs considérent des prédicats exprimant qu’un terme est défini, et intro-
duisent une régle qui traduit que tout sous-terme d’un terme défini est défini. On peut la comprendre
comme une regle “duale” de notre régle d’absorption.

4.4.2 Sous-sortes

L’approche au moyen de sortes et sous-sortes est la modélisation la plus proche du modéle mathé-
matique usuel : en effet, on considére habituellement qu’une fonction telle que la division arithmétique
est définie sur Nx (N\{0}), et non sur Nx N ; “0 div ()” est une expression qui n’a mathématiquement
aucun sens.

Ainsi que Michel Bidoit I’évoque dans sa thése [22], les problémes rencontrés pour définir les
sous-sortes et les termes d’erreur sont proches. On peut considérer que la définition d’une sous-sorte
comme domaine de définition d’un opérateur cache & ’utilisateur les valeurs erronées que pourrait
prendre cet opérateur. La parenté entre les deux approches est encore plus évidente si I’on n’autorise
les déclenchements d’exception que par le biais de régles de précondition (comme en LPG 1.8) :

®3Etant donné une signature ¥ = (S,8), et “Za” un préordre sur les opérateurs, appelé relation de précédence,
I'ordre lexicographique sur les chemins (lexicographic path ordering), ou ordre de Kamin et Lévy [119), est défini
comme suit, pour t,u € Tu(V), avec t = f(t1,...,tm) et u = g(wa, ..., un) :

F 1< i< m)ti Tipou
\
t Zipo u &5 (f Za g A (V5,1 €5 <)t >ipo uy)
A\
(FagA(ty, . tm) >l (1, un) A(VS,2 € 5 € )t Zipo uj)
»

ol “Zf,,” est Iextension lexicographique 4 gauche de “2Z;,,”, définie comme suit :

déf o . o
(1, tm) >lpo (1, ... un) & (31,1 < i < n), (V5 < 1), i Ripo 4i Aty >ipo j

et oll “mq” et “my,,” désignent bien siir les fermetures symétriques de “22o” et de “27;p,”.
Cet ordre est utilisé pour prouver la terminaison de systémes de réécriture.
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cela revient a définir un opérateur sur la sous-sorte formée des éléments pour lesquels toutes les
préconditions échouent.

Une définition possible pour une sous-sorte est de poser une restriction sur les constructeurs. On
peut rattacher a ce procédé les sous-sortes engendrées par une famille de constructeurs : on interdit ipso
facto I'usage des autres constructeurs. Ainsi que nous I’avons vu au §0.1.2.5 & propos des contraintes
de sortes, on peut aussi définir des sous-sortes au moyen de prédicats, comme en EQLOG [83].

Nous remarquerons cependant que cette approche est davantage orientée vers la spécification que
vers la programmation, car cela revient & éliminer les cas d’erreur avant de commencer le calcul
proprement dit, alors qu’en programmation, les deux objectifs sont parfois menés simultanément :
voir a ce sujet la remarque du §4.2.2.

4.4.3 Opérateurs “OK” et opérateurs “erreur”

Joseph Goguen introduit dans [71] les présentations avec erreurs, de la forme (5,Q,Z, I, E), en
partageant les opérateurs en opérateurs “OK” (Q) et opérateurs “erreur” (Z). Par suite, un terme est
“OK?” s’il n’est constitué que d’opérateurs “OK”, c’est un terme d’erreur s’il est formé d’un opérateur
“erreur” ou d’un opérateur “OK” dont un des arguments est un terme d’erreur. Les parties gauche
et droite d’une équation “OK” (appartenant & K) sont des termes “OK” et une telle équation ne
peut s’appliquer qu’a un terme “OK”. Les autres équations sont dites équations “erreur” et forment
I’ensemble E. La propagation des erreurs est implicite.

Cette technique a été mise en ceuvre dans la premiere version d’OBJ [82]. La facilité de propagation
implicite rend les spécifications lisibles. Par contre, il est impossible de récupérer des termes d’erreur.

Au niveau sémantique, Joseph Goguen introduit les algébres d’erreur. Une algébre d’erreur A
sur une signature d’erreur (5,9, Z) est une (5,Q,=)-algébre dans laquelle le support de toute sorte
est ’union disjointe d’éléments “OK” et d’éléments “erreur” :

A, = K, W E,
et telle que :
(1) (Vw € Qsyxxsn—s)s (VUi € Ay, 1 <2< 0),((37,1 €5 < n),u; € Es;, = Au(u1,...,un) € Ey)
(if) (V€ € Esyxeexsn—s), (Vui € Ag,, 1 <1 < n), Ae(ur,...,u,) € Ey

Une algeébre d’erreur A satisfait une présentation avec erreurs si pour toute assignation v 3 valeurs
dans A, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(V(tl == t2) € I()a (V(tl) € I(sort(tl) A V(tQ) € I(SOTt(tg)) A V(tl) = V(tZ)
(v(tl == tZ) € E)v (V(tl) € Esort(tl) v V(t2) € Esort(tg)) A V(tl) = V(tQ)

Suivent dans [71] I'introduction des morphismes entre algebres d’erreur et de la catégorie des
algebres d’erreur qui satisfont une présentation. Mais cette catégorie est trop large pour admettre
toujours un objet initial. Pour garantir existence de cet objet initial, Joseph Goguen considére les
présentations avec erreurs pour lesquelles il existe au moins un opérateur d’erreur dans chaque équation
de E. Alors, la catégorie des algébres d’erreur qui satisfont cette présentation et qui sont telles qu’il
est possible, avant d’effectuer une évaluation, de décider si le résultat sera un terme “OK” ou un terme
d’erreur, admet une algebre initiale. Il ne fait cependant aucun doute que cette derniere condition est
tres restrictive.
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4.4.4 Opérateurs safe et opérateurs unsafe

La solution proposée dans [70] consiste & déclarer unsafe les opérateurs qui peuvent retourner des
erreurs, les autres opérateurs étant safe par défaut. II résulte de ce choix qu’un terme dont tous
les opérateurs sont safe est “OK”. Les variables sont partagées en deux groupes : les variables v,
telles que ok(v) = true, pouvant étre substituées par des termes “OK”, et les variables v+, telles
que ok(v+) = false, pouvant étre substituées par des termes d’erreur. Il n’y a ni distinction entre
équations “OK” et équations erreur, ni propagation implicite des erreurs. Par contre, une récupération
d’erreur se spécifie an moyen d’une équation dont I’une des parties est un terme d’erreur et ’autre
partie un terme “QK?”.

L’avantage de ce formalisme : l’existence d’une algébre initiale est garantie. Son grand in-
convénient : il s’adapte trés mal aux cas ou un constructeur est partiel. Si nous sommes obligés

de déclarer unsafe le constructeur “//” des rationnels (cf. exemple 4.1), quels seront les termes “OK”
de sorte Rat ?

4.4.5 Exception-spécifications et exception-algeébres

Constatant les insuffisances des précédents formalismes, Gilles Bernot a développé dans sa these [10]
un nouveau formalisme fondé sur une distinction entre exception et erreur. Il poursuit un double but
de fournir une spécification treés fine des états “anormaux” d’une évaluation — spécification utilisable
pour la description d’implantations abstraites en présence d’exceptions —, en méme temps qu’une
sémantique solide et la possibilité d’étudier des propriétés telles que la complétude suffisante et la
consistance hiérarchique a l'intérieur de ce nouveau formalisme. Ainsi, il n’impose pas une partition
stricte des termes en termes “OK” et termes exceptionnels. Un terme peut étre exceptionnel s’il est
étiqueté par une exception, mais sa valeur peut étre “OK”, auquel cas c’est qu’il a été récupéré. De
méme, un terme qui n’est pas étiqueté par une exception n’est pas nécessairement “OK”, il peut s’agir
d’une application erronée d’un opérateur qui n’est pas complétement défini.

Au niveau syntaxique, Gilles Bernot introduit les exception-spécifications, définies par :
(S,%,L,0k-Frm,Ok-Az, Lbl-Az,Gen- Az)
ou :
e 9 est un ensemble de sortes ;
e X un ensemble d’opérateurs indicés par des éléments de §* x 5 ;
o L un ensemble d’étiquettes d’exception ;
o Ok-Frm (OK forms) : axiomes spécifiant les valeurs que ’on considére “OK” ;
o Ok-Az (OK azioms) : équations (conditionnelles) entre termes “OK” ;

e Lbl-Az (labelling axioms) : ces axiomes regroupent les cas ou I’on souhaite attacher une étiquette
d’exception au résultat d’un opérateur appliqué a des termes “QK” ;

o Gen-Azx (generalized azioms) : traitement des termes exceptionnels — a noter que les exceptions
se propagent implicitement, sauf si elles sont récupérées.
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Au niveau sémantique, les modéles associés & une exception-spécification sont les exception-
algébres. Une exception-algebre sur une exception-signature (5,3, L) est une algébre A munie pour
chaque étiquette / de L U {OK} d’un ensemble A; représentant les valeurs étiquetées par I. Ainsi, les
éléments de Aok sont les valeurs “OK” de l'algébre A. Ces ensembles A; peuvent étre hétérogenes,
c’est-a-dire recouper les supports de plusieurs sortes.

Une exception-algébre A valide Ok- Frm si toute assignation d’un terme “OK” est un élément de
Aok . Elle valide Lbl-Az si, pour toute étiquette ! de L, toute assignation d’un terme étiqueté par
! appartient a A;. Les validations de Ok-Az et Gen-Az sont analogues aux validations d’équations
conditionnelles dans le cas “classique”.

Sont ensuite définis les exception-morphismes, morphismes qui préservent les étiquettes. Les
exception-algebres qui satisfont une exception-spécification, munis des exception-morphismes, forment
les objets et les fleches d’une catégorie admettant un objet initial.

Ce formalisme est le plus complet que nous connaissons & ce jour, mais sa lourdeur le rend difficile
a intégrer, surtout dans un langage que I'on chercherait 3 orienter vers la programmation.

4.4.6 Algebres avec sortes ordonnées

Les sortes ordonnées (cf. §0.1.2) apportent une solution au probleme des opérateurs partiels. En
effet, outre les possibilités de coercition entre des sortes telles que Nat et Rat, signalées au §0.1.2, un
des principaux apanages des sortes ordonnées est de permettre, & travers un méme moule théorique
qui est l'ordre partiel sur les sortes, aussi bien la définition de sous-sortes que celle de sur-sortes, qui
dans le cas présent regroupent en sus les opérateurs représentant les erreurs. Les deux spécifications
suivantes des séquences génériques le montrent.

Exemple 4.5 Deuz spécifications de Uopérateur tail sur les séquences.
obj SEQERR[X :: TRIV] is
sorts Seq SeqErr .

< .
obj SEQ [X :: TRIV] is subsorts Seq SeqErr

op nil : ~> Seq .
sorts Seq NeSeq .
: -> .
subsorts NeSeq < Seq . P -- Elt Seq Seq
op mil . -> Se op .. . Elt SeqErr -> SeqErr .
P ) d- op err -> SeqErr .
op _. : E1t Seq -> NeSeq . .
op tail : NeSe -> Se op tail_ : SeqErr -> SegErr .
vir o - Elt 4 4- var e : Elt
var sq : Seq var sq : Seq .
eq tail (e sq) = sq . ed € e?r = err .
‘bo eq tail nil = err .
J eq tail (e sq) = sq .
eq tail err = err .
jbo

Dans la spécification de droite, la valeur d’erreur est intégrée & la sorte SeqErr et permet
d’écrire une définition compléte de ’opérateur tail. Dans celle de gauche, ’utilisation de rétractions
(cf. §0.1.2.4) équivaut a des tests de sorte & I’exécution et permet alors de n’appliquer lopérateur tail
qu’a des séquences non vides. Ainsi :

tail tail (1 2 nil)
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est parsé comme suit :
tail 75— Neseq (tail (1 2 nil))

et est réduit a nil selon le procédé vu au §0.1.2.4.

Outre ’avantage de posséder une sémantique d’algébre initiale, cette approche permet d’éliminer
le probleme de la récupération des erreurs. Si ’on adopte un principe de spécification avec sur-sortes
incluant les opérateurs simulant les erreurs, il suffit de définir les opérateurs de facon compléte sur ces
sur-sortes. C’est la méthode que suggére Joseph Goguen dans [75].

Cette approche n’est cependant pas exempte d’inconvénients. Le premier : les spécifications
obtenues ne peuvent se défendre d’une certaine complexité. Les deuxiéme et troisiéme inconvénients
sont liés a I’approche suivie : par sous-sortes, ou par sur-sortes incluant les termes d’erreur (NeSeq et
Seq, Seq et SeqErr dans ’exemple précédent). Dans le premier cas, & moins que 'utilisateur prenne
lui-méme en charge la spécification des opérateurs de rétraction, il n’existe aucun moyen de récupérer
des évaluations de termes dans lesquels un opérateur est appliqué & un sous-terme dont la plus petite
sorte est “trop grande”. Si l’approche par sur-sortes rend 1’écriture de récupérateurs beaucoup plus
aisée, en revanche, I'utilisateur doit écrire toutes les équations de propagation des valeurs d’erreur —
dans notre exemple, I’équation (e err = err).

En fait, I'approche par sortes ordonnées permet de spécifier plus finement les opérateurs, et est
certainement trés adaptée aux preuves — d’ailleurs, OBJ3 est avant tout un interpréteur de la logique
avec sortes ordonnées et décomposition modulaire, mais il se révele aussi un bon outil d’aide & la preuve
de théorémes [74] —, tandis que les exceptions, telles que nous les avons définies, sont préférables d’un
point de vue pratique, afin de modéliser la notion d’état anormal. Ce que nous allons voir maintenant,
c’est comment cette seconde approche rejoint la premiére.

4.5 Sémantique algébrique

La sémantique que nous proposons est fondée sur le principe d’associer 3 toute sorte s le support
décrit par 'interprétation des termes de sorte s, puis un sur-ensemble comprenant, en sus des éléments
du précédent, I'interprétation de tous les termes exceptionnels pouvant étre utilisés en lieu et place de
termes de sorte s. A noter que dans cette sémantique, un terme d’exception n’a donc pas toujours la
méme interprétation : elle dépend de la sorte du terme qu’il remplace.

Une telle démarche évoque les sortes ordonnées. Notre idée de base revient en effet & considérer
pour chaque sorte s introduite par 'utilisateur, deux sortes s et 3, s qualifiant les termes nen excep-
tionnels, § englobant les termes exceptionnels et non exceptionnels. Nous allons préciser ce que sont les
présentations avec exceptions, et les définir comme des cas particuliers de présentations avec sortes or-
données. Nous verrons par la suite que le comportement décrit précédemment de facon opérationnelle
est bel et bien simulé par la présentation avec sortes ordonnées obtenue.

4.5.1 Présentation avec exceptions : cas particulier de présentation avec sortes
ordonnées

Définition 4.6 Une présentation avec exceptions est un seztuplet de la forme (§,T,Q,®, Pr, E)
ou S5 est un ensemble non vide de sortes, T un ensemble d’opérateurs constructeurs indicés par
§* xS, Q un ensemble d’opérateurs non constructeurs indicés par §* x §, & un ensemble d’opérateurs
d’exception indicés par S*, Pr un ensemble de régles de précondition sur T, et E un ensemble
d’équations conditionnelles.
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Par convention, Pr contient uniquement les préconditions des opérateurs de I', c’est-a-dire des
constructeurs. Nous considérons que les préconditions des opérateurs de § sont rangées dans I’ensemble
E qui est, rappelons-le, un ensemble d’équations conditionnelles.

Sans perte de généralité, nous posons qu’une régle de précondition de Pr se présente sous la forme
suivante :

eo(z1,..,20) | 9(0.) — o(...)
oll ¢ € Ty, x...xs,—s, €t les (2i)1<ign sont des variables de sortes respectives s;, pour 1 <7 € n.

Remarque La convention des (z;) variables n’occasionne aucune perte de généralité, car il est toujours
i P )

possible pour chaque constructeur, de définir un discriminant de codomaine Bool, et des sélecteurs. Ainsi, la

régle de précondition du constructeur des rationnels positifs (cf. exemple 4.1) peut s’écrire :

i /] 7| zero?(§) — lzero-divide ppay
Ceci revient & adapter au langage de spécification la démarche de compilation des sortes en FP2 (cf. §2.1.2.2).
Deux hypothéses supplémentaires :
o le support du type Bool est isomorphe 3 {true, false}, avec true # false,

e toute évaluation d’un terme booléen compris comme une condition (prémisse d’une équation
conditionnelle, précondition d’une régle de précondition, condition d’un schéma if-then-else) ne
retourne jamais de terme exceptionnel.

On aura reconnu qu’il s’agit 13 de conventions proches de la complétude et la consistance par
rapport aux booléens, vues a propos de la réécriture conditionnelle (cf. définition 0.39).

Une telle présentation définit une présentation avec sortes ordonnées (5,<,9,E, C) ou:

S = Su{slses}

< {(s,8)| s € 5}°

Q = {'y:.s']x---XE;—>§|7EFslx...xs"qs,sl,...,smsES'}U
{w:saix x5 —=5lwe Q51X x5y S15- -+, 80,8 € S}U
(U{¢;§l X+ X8y = 8| E By xuxsn,S15--+,8, € 5})
SES

E = E'UPr'Ure(E)U rec(Pr) U abs(Q) i

C = {sort-constraint(c) | c € T'}

N

ou “G=” désigne la fermeture réflexive de la relation représentée par le graphe G.

Autrement dit, pour tout élément s de S, nous créons une sur-sorte 3 (s £ 8), et tous les opérateurs
de T' et de 2 sont définis par rapport & ces sur-sortes. A chaque opérateur d’exception, nous lui
associons un ensemble d’opérateurs dont le domaine est construit & 1’aide des sur-sortes, et dont
les codomaines parcourent toutes les sur-sortes introduites. Nous venons ainsi de traduire que tout
opérateur d’exception, avec un indice ad hoc, peut &tre utilisé pour construire des éléments de sorte
S, avec s € S.

Les déclarations de variables sont invariantes. Toute équation de E’ est déduite d’une équation de
E par indigage des opérateurs d’exception par la sur-sorte attendue, et par remplacement de chaque
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occurrence de récupérateur par un terme préfixé par un opérateur caché. Ainsi, soit un terme t¢ de
sorte s, et soit le récupérateur (supposé défini pour tous les opérateurs d’exception) :

rec o
when ¢}(m1,...,71,0,) then #

when ¢%(7,1,...,Tw,) then ¢,
endrec
avec w; = arity(¢%), (1 < i < n).

Remarque Il est toujours possible de définir complétement un récupérateur sous cette forme. Si la clause
“otherwise” est présente, il suffit de la développer d’aprés les opérateurs d’exception qui ne sont pas apparus
précédemment. Si cette clause est absente, on introduit, pour chaque opérateur d’exception ¢ absent dans le
récupérateur : ’

when ¢2(.. ) then ¢(..)
3 3
c¢’est-a-dire que I'on traduit que le récupérateur équivaut a 'identité dans ce cas.

L’ensemble des variables libres® de ce récupérateur est :

var(to) U ( | (var(t:) ~ var(¢i(mi1,- .., T1.0,))))

1<i<n
Ordonnons-le en une famille (z4,...,2,), les sortes respectives étant 81,...,8. Ce terme est alors
remplacé par le terme 7(to,z1,...,2,), avec :
m o8 X 8 X v X S — 8
m 8 X s X -+ X 8 — 3§
opérateurs cachés définis par (z étant une variable de sorte s) :
n(z,z1,...,24) == =z (4.4)
1
n(¢;(7-1,13"'aTl,wl)vxlv"'7$q) == tl
]
n((ﬁ;(Tn,l,“-7T1,wn)a$17-~amq) == t'n.

Remarquons que :

e I’équation (4.4) traduit que les termes non exceptionnels sont invariants par la récupération n,

e 7 est totalement défini (c’est-a-dire qu’il n’existe aucun terme irréductible préfixé par n), il est
par conséquent possible de le cacher sans perturber la propriété d’existence éventuelle d’une
algebre initiale satisfaisant la présentation.

Ainsi, toute équation (#, == # if ¢) de E devient par ce procédé une équation (t} == 5 if ).
L’hypothese posée sur les prémisses des équations conditionnelles assure que le résultat de ’évaluation
de ¢ est bien de sorte Bool, et non un terme exceptionnel de sorte Bool.

%4 Dans ce cas de figure, il s’agit des variables qui ne sont pas introduites par la partie gauche du récupérateur ou par
des formes let présentes a 'intérieur des termes t;,...,1,.
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Les équations caractérisant les opérateurs cachés qui correspondent aux récupérateurs présents
dans les équations de E forment ’ensemble rec(E). Les ensembles d’équations Pr’ et rec(Pr) sont
construits de maniére analogue.

abs(Q) représente la traduction en équations de la régle d’absorption. Pour tout f € Q_;l XKoo X o3
on construit pour les places 1 & n les équations suivantes :

' . L ) osort(z;) = s; 1<j<)
f(:z:l,...,m,_1,¢s',(...),z,+1,...,zn) == ¢=...) avec.{ sori(z) = & (i< j<n)
pour chaque ¢ € ®.

L’impossibilité de substituer une variable z; de sorte s; par un terme exceptionnel assure que
I’absorption a bien lieu en faveur du terme exceptionnel situé le plus a gauche, en 1’occurrence au
rang ¢. Remarquons que les opérateurs issus de ¢ admettent eux aussi des équations analogues, et
qu’aucune de ces équations introduites par abs(Q) n’est superposable avec une équation de Pr ou
une équation de E. Par conséquent, l'ajout des équations de abs(Ql) ne modifie pas la relation de
congruence entre termes non exceptionnels.

Nous abordons a présent le dernier point syntaxique : comment engendrer, pour une sorte s, des
termes non exceptionnels. E contenant les régles de précondition de I', ce qui reste 3 formuler, ¢’est que
les termes correspondant a 1’échec de toutes les préconditions ne sont pas des termes exceptionnels :
ceci s’effectue a 1’aide de contraintes de sortes.

Soient ¢ € T', avec Pr. les régles de précondition qui s’appliquent a l’opérateur ¢. Pour c :
§1 X +++ X 8, — 8, si Pr; est constitué par :

(@1, 52n) | @) — i(..)

c(zy,...,24) | gp(-..) —-——+ ép(...)

avec sort(z;) = s;, pour 1 <1 < n, alors sort-constraint(c) est la régle :

as ¢(T1,...,2q) if /\ (=gi(...)

1<i<p
si Pro = @, alors sort-constraint(c) est la regle :
as s:c(xy,...,x,) if true

Rappelons que par hypotheése, les régles de préconditions sont telles que pour toute prézz)-rldition
gi(...), avec : \
gi 8i1 X+ X 8 o, — Bool (1<i<p)

nous avons .
(Vyi ;o sort(yij) = i, 1 <7< p)giWits -+ Yiw:) = trueV gi(¥in, ..., ¥%iw,) = false

Ceci permet 1'utilisation de ’opérateur de négation, et la contrainte de sorte résultante vérifie elle
aussi la méme propriété :

( N\ gy, ¥iw)) =true) V(A (giWins- - Vi) = false)

1€isp 1<5€p
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4.5.2 Propriétés de la présentation obtenue — Niveau sémantique

Notons £ = (§,<,Q). T est régulitre : les deux profils d’un récupérateur vérifient la condition.
Quant aux autres opérateurs, ils n’admettent qu’une seule déclaration de profil®,

Les modéles d’une telle présentation sont donc des S-algébres A = (Ag, Ag) tels que pour s € S :
e A; contient les interprétations des termes de sorte s,

e A; contient les interprétations des termes de sorte s et des termes exceptlonnels pouvant étre
employés en lieu et place des termes de sorte s.

La régularité de la signature ¥ obtenue assure que la catégorie des X-algeébres admet un objet
initial.

La présentation obtenue est cohérente, par construction de “<” — (5, <) admet autant de com-
posantes connexes qu’il existe d’éléments dans S. Par suite, la catégorie des ¥- algebres qui satisfont
E et C admet un objet initial.

Exemple 4.7 Soit la présentation suivante :

presentation P is
sorts = {Bool, Nat}

opns true, false : - —  Bool
not : Bool —  Bool
and, or : Bool x Bool — Bool
0 : — —  Nat
suce : Nat —  Nat
div : Nat x Nat — Nat
zero? : Nat —  Bool
vars
preds
<> idivy | zero?(j) ==> lzero-divide
eqns
({équations définissant not,and, or, div))
<> zero?(0) ==> true
<> zerol(succ(i)) ==> false
end P -

La présentation avec sortes ordonnées correspondante est telle que son algébre des termes elt

TBoot = {true, false}

Tnat = {0,succ(0), suce(suce(0)),...}
Tg= = Tpoat U {!2ero-dividep,o}
T, = T U{lzero-dividen,,)

8 Pour des raisons de simplicité, la surcharge de FP2 n’est pas considérée ici.



136 Chapitre 4. Exceptions

Exemple 4.8 (Suite de I’exemple 4.7) Spécifions une récupération de l’exception “zero-divide”
et explicitons son traitement.

presentation P’ is P
opns rec-div : Nat X Nat — Nat

vars
eqns
<> irec-divjy == rec idivj
when !zero-divide then 0
endrec
end P’

La présentation avec sortes ordonnées est telle que les déclarations des profils des opérateurs sont :

rec-div Nat x Nat — Nat
n : Nat X Nai x Nat — Nat
n : Nat X Nat X Nat — Nat

ou 77 est un opérateur caché. Voici i présent les équations :

1 rec-div j

(i div j)

t rec-div 1zero-divide ng, zero-divide ng;

il
I

1zero-dividen,; rec-div z
n(k,i,7)
n(!zero-dividenyy, 1, 7)

1zero-divide ng;
k
0

ihou
Il

i, J, k étant des variables de sorte Nat, et z une variable de sorte Nat.

Si un constructeur ¢, de profil §; x -+ x 5, — § admet pour seule contrainte de sorte :
as s :¢(x1,...,2,) if true
avec sort(z;) = s;, pour 1 < ¢ < n, ceci revient & définir deux profils pour ¢ :

C: 8 X - X 8, — 8
c: 8§ X -+ X 3, — 3§

Le second profil de ¢ est utilisé pour traduire la propagation des opérateurs d’exception dans abs(Q2).
Dans ce cas de contrainte de sorte triviale, la présence du premier profil permet d’affirmer que si tous
les constructeurs d’une sorte s sont totaux, alors toute interprétation de s dans une Y-algeébre coincide
avec la définition sans exceptions. Il en résulte que si ® = @, alors on retrouve le formalisme et la
théorie des algébres hétérogenes classiques, toute X-algébre A étant dans ce cas telle que pour tout
s€S§,A; = A

Le systeme de réécriture obtenu en orientant les équations de E décroit les sortes. Cette propriété
est aisément vérifiable pour les régles de réécriture définissant un récupérateur et les régles simulant
I'absorption des opérateurs d’exception. Pour les régles qui proviennent d’équations de E, elles sont
de la forme :

f(tl,...,tn) — 1
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avec LS(t;) = s;, pour 1 € i < n. Dans Q, le profil de f est de la forme § X --- X 5, — 3, avec
815...,8n,8 € 5. Par conséquent :

LS(f(z1,...,24)) =35
Que LS(t) soit égal a s ou §, la propriété de décroissance des sortes est vérifiée.

Nous pouvons par conséquent énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.9 Toute présentation avec exceptions se développe en une présentation avec sortes or-
données qui admet une algébre initiale. De plus, le systéme de réécriture obtenu dans la présentation
avec sortes ordonnées vérifie la propriété de Church-Rosser.

4.5.3 Niveau opérationnel

Il est assez facile de voir que la régle d’absorption est une réalisation des équations de I’ensemble
abs(Q). De méme, il est possible d’implanter un opérateur caché issu d’un récupérateur en comprenant
Popérateur caché comme un systéme de réécriture dont on n’applique qu’un pas au plus (cf. §4.2.3).
Par conséquent :

Théoreme 4.10 La régle d’absorption et la récupération de termes exceptionnels sont des implanta-
tions correctes des présentations avec exceptions.

Par “implantation correcte”, nous entendons le fait que la sémantique opérationnelle que nous
avons décrite au §4.2 donne les mémes résultats que la réécriture des termes de la présentation avec
sortes ordonnées qui correspond & une présentation avec exceptions.

4.5.4 Remarques et compléments
4.5.4.1 Introduction de nouvelles définitions

Lors de I'introduction d’une nouvelle sorte, il est bien siir nécessaire d’indicer les opérateurs de @
avec la nouvelle sorte. De méme, I'introduction d’un nouvel opérateur d’exception doit s’accompagner
de la spécification de tous les opérateurs cachés de récupération pour ce nouvel opérateur, ainsi que de
la spécification de toutes les reégles d’absorption propageant les termes formés avec le nouvel opérateur
d’exception, ceci pour tous les opérateurs précédemment définis.

4.5.4.2 Exceptions et généricité

Notre définition des présentations avec exceptions s’étend au cas générique. Il est certain que 1’on
obtient alors des présentations avec sortes ordonnées trés complexes. Sans ’étudier complétement,
nous allons néanmoins donner ci-aprés les principes de cette extension afin de montrer qu’elle ne pose
pas de probléme au niveau théorique.

L’idée d’associer a une sorte s spécifiée par D'utilisateur, deux sortes s et 3, telles que s < 3,
nous la reconduisons pour les sortes génériques, et également pour les sortes introduites au moyen
de présentations paramétres (propriétés), ce qui modifie également la signature de ces derniéres. De
maniere analogue, nous indigons les opérateurs d’exception, éventuellement par des sortes formelles,
développons sous forme d’équations la propagation des termes exceptionnels, et traitons les récupéra-
teurs au moyen d’opérateurs auxiliaires cachés.
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En ce qui concerne 'instanciation des unités génériques, une conséquence de notre méthode est
qu’a toute liaison [t ~— s] spécifiée par I'utilisateur, doit correspondre une double liaison :

[t = 5,1 3]

qui assure par construction la compatibilité du morphisme de présentation avec ’ordre partiel sur
les sortes. Il est également indispensable d’ajouter une liaison supplémentaire pour chaque opérateur
d’exception indicé par une sorte formelle ou par une sorte paramétrée par au moins une sorte formelle
a l'intérieur de la présentation paramétrée. Ainsi, les liaisons :

[t — Nat,t — Nzt, lzero-dividegeypy — lzero-dividegeqinay]
permettent d’utiliser les régles suivantes, ol ¢ est une sorte formelle :

lzero-divide; <+ z — 'zero-dividegeyy (z: ?e\q[t])
reverse(!zero—divideseq[t]) — !zero—divideseq[t]

pour toute instanciation des séquences génériques. Ainsi :

reverse([1 div 0]) — reverse([lzero-dividen,,))
— reverse(!zero-divideseq[Nat])

—  lzero-divideg,gnu

Du point de vue de la propagation et de la récupération des exceptions génériques, signalons
que notre définition des opérateurs d’exceptions et des récupérateurs garantit contre les cas signalés
au §4.2.4 (ils sont tous deux refusés). Remarquons également que I'on retrouve la régle appliquée
empiriquement en LPG, & savoir que seule une instanciation qui correspond & un renommage des
parametres formels d’un opérateur d’exception générique peut figurer en partie gauche d’une clause
de récupération : c’est une conséquence de la définition d’un récupérateur au moyen d'un opérateur
auxiliaire caché.

Par conséquent, 1’extension aux présentations avec exceptions d’une propriété étudiée dans le
cadre des présentations génériques n’est pas rendue impossible au départ, du fait de la définition des
présentations avec exceptions. Les sémantiques proposées permettent, pour 1’étude de telle ou telle
propriété, de choisir un cadre de travail parmi des niveaux emboités. Le niveau le plus restreint est
celui des présentations multi-sortes. Viennent ensuite, dans lordre, les présentations génériques, puis
les présentations avec sortes ordonnées et généricité.

Nous terminons ce bref survol des exceptions génériques par un exemple dont nous pensons qu'il
reflete la “philosophie” de leur emploi.

Exemple 4.11 Soitt un type totalement ordonné par une relation d’ordre rel, et soit s une s€quence
dont les éléments sont de sorte t. Lorsque cette séquence n'est pas vide, nous nous proposons, sans
modifier l'ordre d’apparition des éléments, de la partitionner en chaines ordonnées par rel :

zyrel ... rel i,z el .. rel Tjy.. T
avec ~(z; rel Tiyy)

et de retourner la derniére de ces sous-séquences. Lors du parcours de la séquence s, si deuz éléments
adjacents Ty et xxp1 ne vérifient pas x; rel Try1, la construction de la séquence résultat est aban-
donnée par déclenchement du terme d’exception “Uail(sg)” — ot sg est une variable de sorte Seqlt]
représentant la sous-séquence dont T, est le premier élément — et une nouvelle tentative de cons.
truction du résultat est appliquée d sq.
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enr req Total-Order[t [ rel,eq]

opns f : Seqt] —  Seq[t]
priv. fo @ tx Seq[t] — Seqlt]
exc lail : Seqlt]
vars I,y : 1
8,80 : Seqt]
rules
<> f(nil) ==> nil

<> flz <+ s)

=> rec fo(z,s)
when !fail(sp) then f(so)

endrec

<> fo(z,nil) ==> |[z]

<> fo(z,y <+s) ==> ifzrelythenz <+ fy(y,s) else fail(y <+ s)
endif

endenr

FINCNAT([1,2,1,4]) — [1,4]
f.DECNAT([1,2,1,4) — [4]

4.5.4.3 Conditions et termes booléens

Comme nous l’avons déja remarqué, la condition sur les termes booléens utilisés en tant que
prémisses est nécessaire pour manipuler des équations conditionnelles et des contraintes de sortes.
Une autre solution pourrait étre de considérer une classe d’atomes dont la négation ne pose pas de
probleme, afin de pouvoir utiliser cette derniere pour les contraintes de sortes. Ce probléme ne se pose
que pour les regles conditionnelles et les contraintes de sortes. Signalons qu’il est possible de simuler
un schéma if-then-else avec exception (avec la convention selon laquelle si la condition déclenche une
exception, le résultat de I’expression est cette exception) & ’aide d’un opérateur caché :

if ¢ then ¢; else ¢,
endif

Ordonnons ’ensemble des variables libres de cette expression (var(c) U var(e;) U var(e;)) en une

famille (z1,...,2,), les sortes respectives étant s;,...,8,. Ce terme est alors remplacé par le terme
w(c, z1,...,%4), avec :
w:BOOIX‘SlX"'XSq—):g\
opérateur caché défini par :
w(true,z1,...,2,) == ¢
w(false,zy,...,24) == e
; RS
(@5 (M T ), 3100 8) == G L)
g ‘3
(5= (Trts oy Tm, ), 10 Zg) == GR(Tats. o, Tiw,)
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4.5.4.4 Exceptions et sémantique de Gert Smolka

Si nous avons préféré donner aux exceptions une sémantique “3 la Goguen et Meseguer”, c’est
pour faire davantage apparaitre la construction des deux supports pour chaque sorte introduite par
'utilisateur. Il est immédiat qu’il est possible d’étudier les présentations avec exceptions suivant la
sémantique de Gert Smolka. L3 encore, nous pouvons nous ramener aux définitions que nous avons
rappelées au chapitre 0 en ne considérant pas la surcharge de FP2, surcharge qui, ainsi que nous
I’avons vu dans la premiére partie, n’est qu’une facilité purement syntaxique.

4.5.5 Conclusion de Pétude sémantique

Il est certain que la présentation avec sortes ordonnées obtenue & partir d’une présentation avec
exceptions peut apparaitre comme compliquée, et en tous cas bien moins naturelle qu’une présentation
avec sortes ordonnées spécifiée directement. Remarquons toutefois qu’au niveau du traitement des
constructeurs, elle correspond bien au cahier des charges intuitif : certains constructeurs partiels
peuvent former des termes qui se réécrivent en des termes exceptionnels, et les autres valeurs qu’ils
engendrent sont les termes non exceptionnels de la sorte considérée. Malgré sa complexité, ce cadre
nous semble bon pour ’étude des exceptions :

o toutes les fonctions considérées sont totales,
o en ’absence d’exceptions, il coincide avec le formalisme classique,

e il permet, pour les présentations avec exceptions, d’utiliser beaucoup de résultats dégagés dans
le cadre des sortes ordonnées, la plupart des “bonnes propriétés” requises étant satisfaite par
les présentations avec sortes ordonnées correspondantes (régularité, cohérence, décroissance des
sortes),

e il inclut le cas générique, ce dernier point nous semblant décisif, surtout dans la mesure ou, a

notre connaissance, aucune des sémantiques proposées jusqu’alors ne permettait de traiter ce
cas.

4.6 Traitement local des exceptions dans les processus FP2

En programmation paralléle et distribuée, les principaux problémes posés par les exceptions sont
leur possible occurrence pendant une communication, ce qui peut mettre en cause I’atomicité-de cette
communication, et le maintien de la synchronisation entre processus aprés un traitement d’exception.
Il s’agit de sujets trés difficiles, qui dépassent le cadre de cet ouvrage — nous renvoyons a [66] pour
la vérification de synchronisation. Nous allons nous contenter ici d’un objectif plus modeste : une
proposition d’un traitement local des exceptions & l'intérieur d’un processus FP2.

4.6.1 Nécessité d’intégrer un mécanisme d’exceptions

Nous allons donc maintenant, dans le cadre de FP2, nous intéresser & l’occurrence d’exceptions
non récupérées lors de I’exécution d’un processus. Rappelons que les constructeurs d’états d’un pro-
cessus peuvent étre considérés comme des constructeurs d’un type “état de ce processus”. Si un
déclenchement a lieu lors de 1’évaluation d’un tel constructeur (dans une postcondition), la régle
d’absorption va par conséquent répercuter l’exception au niveau de toute la postcondition. Tout
réseau de processus se ramenant & une présentation de processus élémentaire, il s’ensuit que durant
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la simulation d’un réseau, en cas de déclenchement dans 1’évaluation d’un terme fonctionnel, le réseau
tout entier se bloque®®. De méme, une exception survenant lors de ’évaluation d’un événement bloque
le processus alors qu’il tente d’appliquer une régle de transition. Ce que nous voulons apporter a FP2,
au moyen des exceptions, c’est la possibilité de bloquer localement un processus, les autres processus
pouvant continuer leur exécution dans la mesure ol leurs communications sont satisfaites.

Permettre le blocage partiel & l'intérieur d’un processus étant peu envisageable, il est nécessaire
de généraliser le traitement des réseaux, de ne plus les comprendre comme équivalents & des proces-
sus élémentaires, et d’introduire une nouvelle représentation des états des processus sous forme de
vecteurs, afin de conserver de fagon indépendante l'information sur 1’état de chaque processus ap-
partenant au réseau. Tout processus élémentaire est dés lors compris comme un vecteur de processus
de longueur 1. C’est alors un vecteur d’état qui caractérise 1’état d’un réseau et il devient possible
que certaines de ses composantes admettent un paramétre exception, auquel cas les processus corres-
pondants sont bloqués. La forme des régles est modifiée : une précondition est un sous-vecteur de
prédicats (les états des processus participant a la transition) et la postcondition un sous-vecteur de
méme domaine. On peut également signaler que cela conduit & la disparition des régles immobiles,
introduites au §0.2.2.1. Cette représentation sous forme de vecteurs permet en outre de diminuer le
nombre des régles des présentations de processus®’. Elle a été esquissée dans [159].

4.6.2 Introduction des exceptions — Conséquences

Réexaminons le calcul d’une régle de transition d’un processus FP2. Les cas spécifiques aux

processus sont I’apparition d’une exception non récupérée lors de 1’évaluation d’une postcondition ou
d’un événement.

Il peut étre intéressant de pouvoir récupérer une exception déclenchée lors du calcul d’une post-
condition. Afin de ne pas trop nous éloigner de la formulation habituelle de FP2, nous conviendrons
que la récupération éventuelle doit avoir lieu au cours de la transition qui a déclenché ’exception. Un
processus F'P2 ne peut donc pas rester bloqué arbitrairement longtemps : soit la postcondition posséde
comme parametres des termes non exceptionnels, pouvant éventuellement provenir d’une récupération
d’exception, soit son argument est une exception non récupérée, auquel cas le processus est bloqué 3
jamais. Une proposition serait de pouvoir “coiffer” toute postcondition d’un “récupérateur d’état”, a
l'instar des termes de la partie fonctionnelle, soit :

rec FPo(...)
when leze; (71,1, -+, T arity(teze;))  then Pi(...)
when lezca(Tni,. .. Thoarity(lexcn)) then Pp(...)
otherwise Poa(..)

endrec

La solution qui a été retenue dans [111] consiste en des récupérateurs liés non pas aux termes
d’état, mais aux constructeurs d’états.

6 Bien siir, le méme probléme de blocage général se pose si une évaluation fonctionnelle ne termine pas.

5"En appliquant les formules données au §0.2.2.1, on obtient que pour deux présentations de processus P; et P
comportant respectivement p; et p2 régles de transition, respectivement 7 et w2 constructeurs d’états, la présentation
du processus P || P, admet p1.p2 + py.72 + m1.p2 régles de transition, m; et m, correspondant, pour chaque processus,
aux nombres de régles immobiles a générer. Si ’on adopte la représentation sous forme de vecteurs, le nombre de régles
de transition de P; || P> descend & p1.p2 + p1 + p2.
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when lezcin P ==> Py(...)

(Elle correspond & la mise en facteur commun d’un unique récupérateur pour toutes les regles de
transition dont les postconditions sont préfixées par P.)

Etudions maintenant, & travers I’exemple suivant, les exceptions non récu érées, qui sont retournées
b

lors de 1’évaluation d’un événement.

Exemple 4.12 Considérons les deuz processus suivants : FRACTION, qui construit un rationnel
partir de deuz entiers, et TOPZERQO, qui renvoie 0 par son connecteur Og dés qu’un rationnel arrive
par le connecteur Iy.

process FRACTION

connectors [{,I, : Nat
Z : PRat
1 [ states A -
I il2 vars 1,7 : Nat
rules
FRACTION <> ==> A
<> A LG LG) 26/ §) ==> A
z endprocess
I, process TOPZERO
connectors Iy,(Jg : Nat
TOPZERO states A =
O vars x : PRat
rules
<> ==> A
<> A Iy(z) Op(0) ==> A
endprocess

Construisons le processus FRACTION || TOPZERO + Z.Iy. On voit bien que rien n’est prévu
pour le processus TOPZERQO s’il recoit un terme exceptionnel par Iy. S'il n’est pas possible de
faire filtrer des termes exceptionnels par des variables, et si 'on ne prévoit pas explicitement 1’entrée
de termes exceptionnels, on comprendra aisément que les communications dont le message est une
exception soient refusées.

Une conséquence importante est que occurrence possible d’exceptions non récupérées dans les
événements rend nécessaire ’évaluation des messages, méme si a priori leur valeur est inutile. Mon-
trons-le en considérant FRACTION || TOPZERO + Z.1y — Z — I,.

En appliquant la méthode esquissée au §0.2.2.1, on obtiendrait la présentation de processus
possédant les régles suivantes :

AA i L) L) 0o(0) ==> A.A
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autrement dit un processus qui renvoie 0 par Qg chaque fois que deux entiers se présentent sur I; et
I;. La transition est possible pour j = 0 !! Ceci est & rapprocher de la remarque du §4.2.6 : on ne
peut se dispenser d’évaluer un message que si l’on est siir qu’il ne retourne pas une exception.

Note  On peut rattacher cette obligation d’évaluer un message afin de s’assurer que ce n’est pas un terme

d’exception aux gardes qui sont ajoutées lors d’une connexion, pour traiter les messages avec opérateurs non
constructeurs (cf. §0.2.2.2 et [159, 160]).

Signalons pour clore cette proposition d’extension que ce probléme des opérateurs partiels se pose
avec encore plus d’acuité dans le cadre d’une implantation paralléle, surtout en présence d’évaluations
qui ne terminent pas : a ce sujet, nous renvoyons a [155, 144].

4.7 Implantation des exceptions

Nous commengons par un bref rappel des échappements de Lisp. Nous pourrons ainsi remarquer
que ce mécanisme est trés proche des exceptions. Nous montrerons ensuite comment les échappements
sont utilisés pour la compilation des exceptions de FP2.

4.7.1 Echappements

Nous allons utiliser, comme au chapitre 2, les conventions de Common Lisp (sur ce point, les
différences entre les diverses réalisations de Lisp sont trés minimes). On pose une expression d’échap-
pement TAG au moyen d’une forme :

¥ = (catch TAG F,...F,)
o Si au cours de ’évaluation de Fy,..., F,, on rencontre une forme :
(throw TAG' F|...F.)

avec (eq (eval TAG) (eval TAG')) vrai, alors le résultat de ¥ est le résultat de 1’évaluation
de (progn F{...F));

e sinon le résultat est la valeur retournée par I’évaluation de F,,.

On comprend que c’est la possibilité de propagation a travers les appels de fonctions qui rend ce
mécanisme voisin des exceptions. Nous donnons ci-aprés un exemple d’utilisation des échappements.

Exemple 4.13 Calcul d’une substitution réalisant le filtrage d’un terme v par un terme linéaire u.
St (linear-filter u v) rend nil, c’est que u ne filtre pas v. Sinon, le résultat est une liste ¢ un
élément, qui est le filtre de u vers v, représenté par une liste de doublets. Les termes u et v sont
représentés par des listes, suivant la forme préfizée usuelle en Lisp — (f X] ... X,) —, et nous
supposons l’existence d’un prédicat is-variable, qui reconnait les variables (x et y dans le dernier
ezemple de filtre).

(defun linear-filter (u v)
(catch ’filter (1ist (rec-linear-filter u v))))

(defun rec-linear-filter (u v)
(cond ((is-variable u) (list (cons u v)))
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((eq (car u) (car v)) (mapcan #’rec-linear-filter (cdr u) (cdr v)))
(t (throw ’filter nil))))

(linear-filter ’(£f) ’(g))
= nil

(linear-filter ’(f) ’(f))
= (nil)

(linear-filter ’(h x y) *(h a (h b ¢)))
(({x . a) gy hbaA)

Comme on peut le remarquer & travers cet exemple, I’utilisation d’échappements dans une fonction
récursive conduit dans la plupart des cas & dissocier les appels récursifs de ’appel principal, qui sert
juste & poser les échappements nécessaires. En effet, un échappement ne peut se propager — 3 la
maniere d’une exception — qu’d ’intérieur d’une forme ol il est posé. On voit que ’absence de
propagation par défaut rend ce mécanisme moins souple que celui des exceptions. Signalons que les
échappements ont été également intégrés au langage GRAAL [7] (inspiré de FP [4]) de Patrick Bellot.

4.7.2 Implantation des exceptions de FP2 en Common Lisp

Il ressort du §4.5 qu'il est possible d’implanter les présentations avec exceptions comme on implante
les présentations avec sortes ordonnées. Nénomoins, 'implantation réalisée “colle” davantage au com-
portement que nous avons décrit opérationnellement. Elle ne consideére pas le systéme de réécriture
équivalent a la régle d’absorption, mais simule directement cette dernitre a 1'aide du mécanisme
d’échappement de Common Lisp. Si le résultat final d’une évaluation est une exception, la conserva-
tion de la sorte du résultat (cf. §2.1.1) permet d’indiquer, en méme temps que le résultat de 1’évaluation
du terme d’exception, quelle était la sorte attendue pour ce résultat.

Chaque fois que nous avons a évaluer une expression Lisp provenant d’une compilation d’un terme
FP2, nous posons I’échappement “*fp2-tag-eval*” (“*fp2-tag-eval*” est donc une variable globale
de I’évaluateur de FP2). Ainsi, nous pouvons représenter tout déclenchement d’exception par une
sortie de cet échappement. Pour un terme de la forme lezcy, le code généré est :

(throw *fp2-tag-eval* ’excg)

Nous avons assuré qu’en I’absence de récupération, une sortie de cet échappement sera interceptée
par le top-level de FP2. Etudions maintenant la compilation d’un récupérateur.

rec ig
when lezc; then ¢

when leze, then ¢,
endrec

Le comportement que nous voulons simuler est : si o n’est pas un terme d’exception, on retourne
to, sinon on examine le récupérateur. Dans ce cas, si I’exception n’y figure pas, on la propage de
nouveau. Soient BLOCK-NAME et X des symboles qui ne sont pas déja utilisés dans l’environnement. Le
code suivant :
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(block BLOCK-NAME
(let ((X (catch *fp2-tag-eval* (return-from BLOCK-NAME tg))))
(case X
(excy ty1)

(exc, t,)
(otherwise (throw *fp2-tag-eval* X)))))

traduit exactement ce comportement®®. Dans le cas d’un récupérateur comportant une clause “oth-
erwise”, on peut optimiser le code en supprimant la forme let :

(block BLOCK-NAME
(case (catch *fp2-tag-eval* (return-from BLOCK-NAME tg))
(excy t1)

(exc, ty)
(otherwise t,41)))

Nous remarquerons que nulle part, nous n’avons utilisé de test de sorte ou de condition ¢s-ezception.
Autrement dit, un mécanisme d’échappement permet d’implanter les exceptions sans test de sorte.

Cette méthode est bien sir généralisable aux exceptions avec paramétres. Un terme de la forme
lexeo(zy,...,2,) peut étre compilé en (throw *fp2-tag-eval* (list ’excg X; ...X,)). Il est alors
nécessaire de modifier également la compilation des récupérateurs pour tenir compte du filtrage des
arguments des exceptions.

A noter qu’une autre solution pourrait étre de représenter chaque exception par un échappement
différent de Lisp. Ainsi le déclenchement d’une exception remonterait droit jusqu’a son récupérateur,
au lieu de cascader par étapes intermédiaires dans le cas oli I’exception doit traverser des récupérateurs
dans lesquels elle ne figure pas. Cette méthode est a priori séduisante, mais exige I’empilement de
nombreux échappements avant toute évaluation d’expression (dans la boucle du top-level de FP2,
par exemple). En fait, il faut soit empiler tous les échappements connus dans ’environnement, soit
connaitre ceux qui sont indispensables, par exemple au moyen de techniques d’interprétation abstraite.

%8plock et return-from sont des formes analogues a catch et exit, mais leur portée est strictement lericale, c’est-a-
dire que ’on ne peut pas empiler un appel de fonction entre block et return-from. Par contre, leur utilisation est moins
coliteuse.
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Chapitre 5

Transformation de programmes

Nous allons nous intéresser maintenant & un autre aspect, non encore implanté, du projet FP2 :
la transformation de programmes fonctionnels récursifs en programmes paralléles. Par certaines con-
sidérations, nous allons, dans ce chapitre, nous écarter quelque peu du domaine des spécifications
algébriques et nous situer parfois dans une perspective plus opérationnelle, nous attachant, par exem-
ple, a certains problémes liés & la récursivité des opérateurs. Ce que nous cherchons, c’est dégager des
possibilités et des principes de transformations en utilisant les deux parties, fonctionnelle et paralléle,
du formalisme de FP2. Du point de vue de la partie fonctionnelle, nous mettrons aussi en évidence
une utilisation des outils de la généricité pour la formalisation des schémas de programmes que nous
désirons transformer.

5.1 Les idées de base

5.1.1 Introduction informelle

Un opérateur f, de profil ¢ — iy, peut étre vu comme un processus acceptant une donnée z de
sorte t et fournissant en sortie le résultat f(z).

z [7()

A I’appui de cette démarche, remarquons que la composition de deux opérateurs peut alors étre

rapprochée d’une mise en paralléle des deux processus qui représentent les opérateurs, suivie d’une
connexion :

I N 15 G i@

Considérons une fonction f dont la spécification fait apparaitre deux appels récursifs, c’est-a-dire :

f(z) ==> if c(z) then ho(z) else h(f(g1(2)), f(g2())) (5.1)
endif “

149
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Exemple 5.1 Fonction de Fibonacci :

c(z) ==> z=1
ho(z) ==>1
Mz,y) ==> z+y (5.2)

91(z) ==> pred(z)
g2(z) ==> pred(pred(z))

L’absence de contrdle explicite et d’effets de bord, caractéristiques des langages fonctionnels, per-
met d’envisager I’évaluation en paralléle des deux arguments de h, et ce par des processus similaires
a celui qui regoit 'argument de f. Apparait ainsi I'idée d’une disposition arborescente :

F——s-ho(z)
\ F-3

g2(x)

L’application & FP2 de ce principe de transformation a d’abord été présentée en [37] dans un cas
particulier : le calcul d’un plus petit unificateur (most general unifier) de deux termes construits avec
des opérateurs dyadiques. En effet :

mgu( fo(u1,u2), fo(vy,v2)) = solve-clash(mgu(ui, v1), mgu(ug,vs))

ou solve-clash résout les conflits de variables des deux substitutions qu’elle recoit en parameétres et
retourne en cas de succes la substitution globale (cf. §3.5.1).

Toujours dans le cas particulier de I'unification, la transformation entiere a été développée dans
[104] : nos objectifs étaient, d’une part, de faire ressortir I’expressivité de FP2, d’autre part, de
montrer, pour le probleme de I'unification, ce qui doit s’exécuter séquentiellement, et ce qui peut
s'exécuter parallélement (rapellons que, du point de vue des difficultés et de la complexité, la paral-
lélisation de 'unification a été étudiée dans [54, 176]). Nous avons ensuite présenté le cas général de
cette transformation dans [106]. Nous reprenons ici cette approche en montrant qu’une large partie
des hypotheses peut étre exprimée au moyen de la généricité. Les processus obtenus sont génériques,
directement adaptables a toute fonction qui satisfait les hypotheéses de départ. Si ce chapitre est avant
tout un exposé de notre méthode de transformation, c’est aussi un exemple ambitieux d’utilisation de
la généricité dans le cadre des processus.

5.1.2 Cadre de I’étude

Nous allons ici évoquer précisément ce que représente la notion de transformation de programmes
fonctionnels en processus FP2. De méme que 1’on ne peut donner un sens aux transformations entre
programmes fonctionnels que par la donnée d’une équivalence entre deux expressions fonctionnelles,
il nous est nécessaire de définir une équivalence entre calcul fonctionnel et calcul effectué au moyen
d’un systéme de transition.

Définition 5.2 Un opérateur f, de profil sy X ---x s, — s, et de propriéié ezigée p, est simulable par
la présentation de processus P, qui comporte les connecteurs Cy, ... y Cny Cry1, de sortes respectives
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81, -+,8n,8, et qui admet également p comme propriété exigée, si, pour toute instanciation fermée de
p, le systéme de transition que représente P est tel que ’acceptation de n termes z,...,z, par les
connecteurs Cy,...,C, est suivie, au bout d’un temps fini, par I"émission du terme f(z1,...,2,) sur
le connecteur Cp41.

Pour évoquer la faisabilité de ces transformations de programmes dans le cadre de FP2, et préciser
le réle de la partie générique, on peut établir un second rapprochement entre transformations de
programmes fonctionnels, dans le but d’améliorer les performances, et transformations de programmes
fonctionnels en processus paralléles. Dans le premier cas, la programmation “a la FP”, sans variable,
s’est révélée étre un bon formalisme, en permettant d’exprimer des équivalences entre expressions
de fonctions. Des lors que la plupart des formes fonctionnelles du langage FP s’expriment au moyen
d’opérateurs génériques®®, on peut, en s’inspirant des travaux accomplis dans le cadre de FP, exprimer
des lois entre opérateurs génériques, par exemple :

alphalg] o alpha[f] = alpha[g o f]

(ol “o” noté ici sous la forme traditionnelle infixée est également un opérateur générique (cf. annexe B,

exemple B.7). On peut donc utiliser cette formule de gauche 3 droite, pour éviter la construction d’une
séquence intermédiaire résultat de alpha[f]. De nombreux résultats de ce genre, utilisables en LPG et
en FP2, sont exposés dans [9]. L’idée est que ces formules de transformation peuvent étre décrites par
des regles de réécriture qui s’appliquent & des expressions d’opérateurs génériques. Pour I'instant, ce
qui manque a la mise en ceuvre d’un tel atelier de transformations, ce sont d’une part un méta-lan gage
permettant de construire, de manipuler des termes et des définitions d’opérateurs, et d’autre part une
interface permettant a I’utilisateur de guider les transformations.

Afin qu’un atelier de transformations, utilisant des principes analogues, puisse traiter les transfor-
mations de fonctions en processus, il devient alors nécessaire que le méta-langage intégre la possibilité
de générer des présentations de processus, la généricité fournissant la généralisation indispensable
sur les signatures. Nous allons maintenant construire un réseau de processus pouvant simuler un
schéma de double récursivité analogue 2 la régle (5.1). Nous précisons d’abord nos hypothéses. puis
les spécifications algébriques dont nous aurons besoin.

5.2 Hypothéses — Définitions fonctionnelles nécessaires

5.2.1 Les hypotheses

Soit f un opérateur défini sur t et & valeurs dans to, dont la spécification peut s’écrire selon un
schéma analogue a (5.1). Nous faisons de plus les hypothéses suivantes :

(i) h est associative et commutative,
(ii) ¢, ho, h, g1, g2 sont telles que (Vz € t), I’évaluation de f(z) termine.

Traduire que f est reliée & ¢, hg, h, g1, g2 d’aprés I’équation (5.1) et I’hypothese (i) peut étre
réalisé comme suit a 1’aide d’une propriété :

59Voir I’exemple 3.2 et ’annexe B (exemple B.7). Il est également possible de simuler entiérement FP i 1’aide de regles
de réécriture en définissant deux types correspondant respectivement aux objets et opérateurs de FP [103].
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prop Double-Rec[t,to / f, ¢, ho,h,g1,92]

opns f,hg : 1 — o
c E —  Bool
h cloXt — 1
g1,92 - 1

vars I 1

rules

<> f(z) ==> if ¢(z)then ho(z) else h(f(g1(z)), f(g2(2)))
endif
includes Associativitylty / h], Commutativity(ty / h)]
endprop

Si 'on admet les régles de réécriture dans les propriétés et I’héritage de telles propriétés dans les
définitions d’opérateurs (cf. §1.2.6, note), alors une instanciation possible définissant la fonction de
Fibonacci est :
enr

opns fib : Nat — Nat

inherits Double-Rec[Nat, Nat | fib, curry[<, 1], est[1], +, pred, o[pred, pred]]
endenr

Nous avons traduit sous une forme entiérement “d la FP” les définitions du systéme d’équa-
tions (5.2) — la spécification complete des opérateurs génériques cst, o et curry est donnée 4 ’annexe B
(exemple B.7).

On peut également, et c’est la solution que nous adoptons, concevoir un opérateur générique rec?
simulant un schéma de double récursivité, que 1’on définit comme suit :

prop For-Double- Rec[t,to / ¢, ho,h, g1, 92)

opns hg : t — 19
c : t —  Bool
h D lgXitg — o
91,92 t - 1
includes Associativity[ty / h], Commutativity[ty / h)
endprop

enr req For-Double-Reclt,ty / ¢, ho, h, g1, g2)
opns rec? : t — to -
vars I 0t
rules
<> rect(z) ==> if ¢(z)then ho(z) else h(rec?(gi(z)), rec?(g2(2)))
endif

endenr

Alors :
fib(z) ==> rec*[curry[<, 1], est[1], +, pred, o[pred, pred])(z)
définition qu’il est possible d’écrire sans utiliser de variable :
fib = rec*lcurry[<, 1], est[1], +, pred, o[pred, pred]]

Note  L’hypothése de départ — double appel récursif dans la définition de P’opérateur — n’est pas. aussi
restrictive qu’il n’y parait. En effet, dans [50], et surtout dans [36], ont été développées des méthodes de
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transformation de définitions avec simple appel récursif en des définitions avec double appel récursif. A titre
d’exemple, nous reproduisons ci-dessous le résultat obtenu dans [36] pour la fonction factorielle :

n!

! dfac(n, 0)
dfac(n, p)

if n<pthenl
elsif pred(n) < pthenn
else let ¢ |22
in dfac(n, q) * dfac(q, )
endlet

endif

5.2.2 Type “zéro ou un”

Nous aurons par ailleurs besoin de représenter “zéro ou un élément de sorte t”. Plutét que
d’utiliser des séquences dont la longueur n’excéde pas 1, nous avons préféré introduire un nouveau
type générique :

type ZeroOrOne req Ftype[t /]
cons canonic : t
nil -
endtype
On peut comprendre “ZeroOrOneft]” comme l’ajout au type t d’un élément minimal. Nous

terminons les définitions fonctionnelles de ce chapitre en montrant comment étendre une fonction de
profil £ X t — t en une fonction de profil ZeroOrOmne[t] x ZeroOrOne[t] — ZeroOrOne[t].

prop Dyadic-Op[t / h]
opns h : txt — t
endprop

enr req Dyadic-Op[t / k]

opns ext : ZeroOrOne[t] x ZeroOrOne[t] — ZeroOrOnelt)

vars x,zg9 : i

rules
<> ext(canonic(z),canonic(zo)) ==> canonic(h(z,z0))
<> ext(canonic(z),nil) ==> canonic(z)
<> ext(nil,canonic(zg)) ==> canonic(xo) :
<> ext(nil,nil) ==> nil

endenr

Proposition 5.3

e 5i h est associative (resp. commutative), ext[h] est également associative (resp. commutative).

e ext[h] admet un élément neutre qui est nil.

On peut exprimer cette proposition par les modéles génériques suivants :

model req Associativitylt / h] is model req Commutativity[t / h] is
Associativity[ZeroOrOne(t] | ext[h]] Commitutativity[ZeroOrOnelt] / ext[h]]
endmodel endmodel
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model req Dyadic-Oplt / h]is Neutral{ZeroOrOnelt] | ext[h], nil]
endmodel

Remarque  L’extension de h & ext[h] revient & ajouter un élément neutre & h. Nous verrons dans notre
exemple, que nil, 'élément “parasite” que nous avons rajouté, est totalement invisible de 'utilisateur qui ne
voit que les entrées et les sorties du processus simulant la fonction f.

Nous signalons une autre utilisation du type ZeroOrOnelt] dans le cadre des processus : lire en entrée d’un
processus des éléments d’une sorte ¢, un a un, puis un signal de fin d’entrées. Dans ce dernier cas, on a bel et
bien besoin de reconnaitre les termes de sorte ¢ et un terme supplémentaire, dont la sorte n’est pas t.

5.3 Transformation : la démarche

5.3.1 Parallélisme en largeur : le réseau obtenu

Reprenant I’idée esquissée au §5.1.1, nous allons donner la présentation du processus F', paramétrée
génériquement par la propriété For-Double-Rec. 1l accepte une entrée z de sorte t. Si c(z) est vrai
(pas d’appel récursif), F" renvoie z via le connecteur (, sinon deux valeurs correspondant aux appels
récursifs a simuler sont envoyés via les connecteurs R et §. La spécification de F est :

process I' req For-Double-Rec[t,to / ¢, ho, h, g1, 92]

connectors R,S5,I,0 : t
states INIT T -
A : 1t X Bool
V( vars T ot
—{ F O}— rules
<> ==> INIT
N <> INIT I(z) —=> Az, c(z))
<>  A(z,true) : O(z) ==> INIT
<> A(z, false) : R(g1(z)) S(g2(z)) ==> INIT
endprocess

Introduisons a présent le “miroir” d’un processus F : il doit calculer I'image par hy d'une entrée
présente sur le connecteur I’ ou I'image par h de deux entrées présentes sur R’ et §’. Comme celle de
F, la présentation de H est paramétrée génériquement par la propriété For- Double- Rec. lLes regles
de H sont :

\EL ==> INIT

—_r " o INIT : I'(z) ==> A(ho(z))
ﬁ INIT : R'(z1)S'(z2) ==> A(h(z1,22))
A(y) : 0'(y) ==> [NIT

Nous assemblons les processus F' et H en un réseau sous forme de losange.
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(5.3)

Fi|| F2|| F3+R1J2+ 5113
Hil|Hy | Hs + O'2.R'1+0'3.81+01I'1+02.I'2+023.5'3 -
((abstraction des connecteurs encore visibles))

Remarque Dans ’expression précédente, nous avons écrit “F'” pour “F_i.For-Double-Rec{.../...]". Pour
ne pas alourdir les notations, nous utiliserons cette convention dans la suite du chapitre.

Le réseau représenté en (5.3) peut calculer f(z) pour tout z dont le calcul de 'image par f ne
nécessite pas plus d'un double appel récursif. A titre d’exemple, un tel réseau pour la fonction fib
peut évaluer fib(z) pour z < 2.

Il est possible de paramétrer un réseau par sa profondeur, donc de choisir celle-ci aussi grande
que 'on veut :

process DIAMON D [n : Nat] req For-Double-Rec].../..]is
(hgign {F<}) + - || (hgign {HS}) + - (5.4)

endprocess

Nous nous heurtons cependant & une limitation sévere : nous ne pouvons ni manipuler un nombre
infini de processus, ni en créer dynamiquement au fur et & mesure de nos besoins. En effet, ce dernier
mécanisme ne peut pas étre modélisé par la formulation actuelle des régles de transition. Souvenons-
nous que définir un opérateur entre présentations de processus, c’est expliquer comment obtenir les
connecteurs, états et regles de la présentation du processus résultant. On comprend dés lors que la
création dynamique de processus soit impossible, du moins pour ’instant, en FP271.

Par conséquent, nous devons quoi qu’il en soit examiner le cas des éléments qui nécessitent une
pile de récursivité plus importante que la profondeur de notre réseau. A propos de ces éléments, deux
remarques vont guider la suite.

"0Cette facilité — non implantée actuellement et utilisée ici informellement — de paramétrer la structure d’un processus
ou d’un réseau (facilité qui ne doit pas étre confondue avec la paramétrisation au moyen de la généricité) est en fait une
macro qui est développée a la compilation, lorsque les variables représentant la paramétrisation de la structure ont requ
une valeur.

" Philippe Jorrand a récemment proposé ’extension suivante pour I'activation dynamique de processus sur une struc-
ture de réseau prédéfinie. Si une régle est de la forme :

: {événement) ==> (postcondition}

sans précondition, cela signifie que le processus n’est créé qu’a I'occurrence de 1’événement ; la substitution qui valide
I’événement est alors appliquée & la postcondition pour obtenir ’état du processus.
De méme, une régle de la forme :

(précondition) : {(événement) ==

sans postcondition, spécifie que le processus disparait aprés application de cette régle.
Par exemple, soient les processus Py et P, tels que :



156 Chapitre 5. Transformation de programmes

1. Il semble judicieux de profiter du maximum de profondeur de ’arbre des {F'_i}, c’est-a-dire
qu’il vaut mieux acheminer de proche en proche vers la sortie du processus H.1 les deux termes
dont on ne peut simuler directement 1’appel récursif de f, et ensuite les renvoyer a ’entrée du
processus F_1.

2. Etant donné deux tels termes, les deux évaluations de leurs images par f sont également
indépendantes. On peut par conséquent les effectuer elles aussi en paralléle, c’est-i-dire en-
voyer le premier terme, puis le second deés que F_1 est prét & accepter une nouvelle entrée, sans
nécessairement attendre la fin du calcul du premier.

Tout ceci nous suggere une architecture pipe-line. Nous allons & présent clarifier le traitement des
termes trop profonds, puis étudier précisément le pipe-line.

5.3.2 Les termes trop profonds

En accord avec la premiére des remarques précédentes, les processus {H _i} doivent pouvoir trans-
mettre, de proche en proche, une séquence de termes de sorte t. Nous révisons donc la spécification
de H et les cas d’entrée se répartissent désormais comme suit :

— il peut arriver un “sous-résultat” (résultat partiel dans I’évaluation de f) sur le connecteur I’ :
ce sous-résultat est soit un terme spécial traduisant qu’aucun appel de h n’a eu lieu, soit un
terme de sorte to correspondant & une valeur prise par la fonction & ;

— sur les connecteurs R’ et §’, il peut arriver éventuellement un sous-résultat et une séquence
(éventuellement vide) de termes de sorte t que I’on doit transmettre.

Pour concilier tous ces objectifs, les messages des connecteurs R/, 5/ et D’ seront de sorte :
CP?[ZeroOrOnelty], Seq|t]]

ot C'P? représente le produit cartésien de deux sortes (cf. annexe, exemple B.10). Son utilisation est
ici indispensable, un connecteur étant obligatoirement étiqueté par une seule sorte (cf. définition 0.89).

La nouvelle spécification du processus H s’obtient en modifiant les sortes des connecteurs comme
indiqué plus haut, en remplagant dans les régles h par ext[h] (que nous noterons plus simplement h),
et en tenant compte du passage a travers H des séquences de termes de sorte t. Ce qui donne :

==> INIT
INIT : I'(z) ==> A(canonic(ho(z)),nil)
INIT : E'({y1,s1)) S'((y2,82)) ==> A(A(y1,2), 51 + s2)
Aly,s) : 0'({y,s)) ==> INIT
Régles de P :
==> JNIT Regles de P, :
LA 4 P INIT : A(0) ==>

B(i) ==> By(i)

Le processus Py active le processus P et disparait au cours de la méme transition.
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Introduisons maintenant le processus (, a l'aide duquel nous allons effectuer la jonction entre les
processus {F_i} et {H-i}. Ce processus se comporte comme F dans le cas o il n’y a pas d’appel
récursif & simuler. Dans le cas contraire, au lieu de simuler les appels récursifs par envoi a des processus
F, il rend une séquence de deux termes & acheminer jusqu’s H_1 avant de les renvoyer & F_1.

==> INIT

—" G 5 INIT : I(z) ==> A(z,c(z))
A(z,true) : O'({canonic(ho(z)),nil)) ==> INIT
A(z, false) :  O'((nil,[g1(2),g2(2)])) ==> INIT

Le réseau construit jusqu’a présent est de la forme :

5.3.3 Pipe-line

Une question reste 3 examiner : comment va-t-on gérer les sorties du processus H_1 et les entrées
du processus F_1 ?

Comme nous 1’avons précédemment remarqué, une fois qu'un processus F a rendu sa réponse en
ce qui concerne un couple de données, il peut fort bien en traiter un autre. Ceci nous suggere une
réalisation en pipe-line dirigée par un processus pilote qui :

— regoit en entrée ’élément dont on veut calculer I'image par f,
— fournit en sortie le résultat du calcul,
— pendant un calcul, gére celui-ci d’aprés son état A(3, y,s) ol :

% 1 peut étre compris comme un compteur : c’est le nombre de sous-résultats attendus,
* y, de sorte ZeroOrOnelto], est le résultat partiel,

* s est la séquence de termes de sorte ¢ en attente d’étre envoyés a F_1.
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OPRIME PILOT IPRIME
INPUT lRESULT

Nous donnons et commentons les régles du processus PILOT.

==> INIT
INIT : INPUT(z) ==> A(0,nil,[z))

Lorsque 'entrée principale est recue, elle est en attente d’étre envoyée au processus F'_1.

A(0, canonic(y), nil) : RESULT(y) ==> INIT

Le calcul est fini lorsqu’on n’attend plus de sous-résultat et lorsqu’il n’y a plus de termes en attent
d’envoi & F_1. Le résultat est alors le deuxiéme argument de A.

A(suce(t), y1,81) IPRIME((ys, s9)) ==> A%, h(y1, y2), 81 + s2)

Sile compteur est strictement positif, nous attendons au moins un sous-résultat. Si nous le recevor
via IPRIME, nous le composons par A avec le sous-résultat courant et les deux séquences de terms
a envoyer 3 F'_1 sont concaténées. Un résultat en moins étant attendu, le compteur diminue de 1.

A(i,y,2 <+ 8) : OPRIME(z) ==> A(suce(i),y,s)

Quelque soit la valeur du compteur, si au moins un terme attend d’étre envoyé & F'_1, on I’envoi
et le compteur est augmenté de 1.
5.4 Preuve de correction

Nous rappelons les hypothéses :

® /1 est associative et commutative,

® ¢, ho, h, g1, g2 sont telles que (Vz € t), I’évaluation de f(z) termine.

La seconde hypothése assure que toutes les évaluations dont nous allons faire mention retournen
effectivement un résultat. Notre preuve comporte trois parties :
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(i) Une entrée est acceptée au bout d’un temps fini par un processus F_i, et, quand elle est acceptée,
au bout d’un temps fini, d’une part, F'_¢ est revenu dans son état initial (il a pu accepter une
autre entrée), d’autre part, H i est prét i envoyer la sortie correspondante et a revenir dans son
état initial. C’est-a-dire que si I’environnement est prét 3 satisfaire une telle communication,
I’événement a effectivement lieu.

(ii) Le pipe-line termine.

(iii) Le résultat de ’évaluation paralléle de f est correct.

Preuve de (i)

Dans le cadre de F'P2, des études ont déja été consacrées a ’analyse du comportement des processus
et aux problémes de terminaison : citons [146], fondé sur la théorie des fonctions non ncethériennes, qui
étudie la terminaison, et [163], qui traite de I’analyse des processus FP2 & 1’aide des outils de la logique
temporelle (définition de prédicats de possibilité, d’inévitabilité de 1’occurrence d’un événement).

Dans I’absolu, il est possible de développer toutes les régles du processus obtenu et de lui appliquer
de telles méthodes. Néanmoins, étant donné le nombre de processus manipulés, et par conséquent le
nombre de régles que ’on obtiendrait™, nous préférons donner une preuve moins formelle mais plus
simple, par récurrence sur la profondeur du réseau.

Récurrence utilisée

Nous avons vu (cf. processus DIAMOND (5.4)) que ’on pouvait paramétrer un réseau par sa
profondeur au moyen d’une macro. C’est cette facilité que nous allons & nouveau utiliser pour redéfinir
notre réseau par récurrence sur sa profondeur. L’idée est qu’un réseau de profondeur 0 est formé par
un seul processus (5, ¢ étant un parameétre de la macro spécifiant 1’indice. Ensuite, on construit un
réseau de profondeur succ(n) a ’aide de deux réseaux de profondeur n et de deux processus F et H.

process I'[Nat, Nat] req For-Double-Rec|.../...]
vars n,1 : Nat -- n est la profondeur, ¢ I'indice de départ pour le renommage
r'[o,:] is G
[lsuce(n),i] is Fi||T[n,2%1]+ RAI(2x4) || P[n,2%i+ 1)+ §4.T(2xi+ 1) ||
Hi+ O (2+1).Ri+0(2xi+1).84+04.14
endprocess -

I{2x1 I'[n,2* 1 [(2%1)
R Rz

. T, .
7zl £ g3 H_
) S’

In,2+i+1]

I(2*i+1) O/ (2%1+1)

"Rappelons que pour deux présentations de processus P et P, comportant respectivement p; et p, régles de transition,
la représentation plus compacte de P, || P, (sous forme de vecteur) admet malgré tout p;.p; +p; + po régles de transition
(cf. note 67, p. 141). Signalons & titre d’exemple que la programmation sur le prototype de la parallélisation de la
fonction fib avec une profondeur 2 (et avec les processus d’entrée-sortie, cf. annexe D) donne un processus de 64 régles.
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Pour montrer (i), il suffit de montrer que pour tout n, un processus I'[n,i] accepte une entrée au
bout d’un temps fini, et, quand il P’a acceptée, au bout d’un temps fini, il est prét 4 renvoyer la réponse
correspondante.

Histoires des processus F, G et H — Amorce de la récurrence

Commencgons par examiner, les histoires possibles des processus 7, F et H. Pour le processus
(G, les deux histoires suivantes, aprés substitution de la variable z et composition itérée d’un nombre
quelconque d’entre elles, permettent de générer toute histoire possible :

INIT 22 Az, trye) OCeomonichol@)nid)  py pp
INIT 28 Az, faise) O pypp
De méme, pour un processus F :
INIT 28 Az, true) 2a) INIT

INIT 28 A(e, faise)y PO ELSle2)  py

et pour un processus H :

INIT ) Acanonic(ho(z)),nit) O camoniclho@Nnil)  pu prp
gy FOalZCesd) g 0y e sy O Rgadsta)

Chacune de ces histoires suit le méme schéma : admission de I’entrée (ou des entrées), puis renvoi
de la réponse correspondante. Considérons ces processus a l'intérieur d’un réseau. Au niveau global,
cela signifie que I'un d’entre eux, s’il accepte une entrée, est prét & rendre sa réponse correspondante au
bout d’un temps fini. D’autres transitions mettant en jeu des processus voisins peuvent bien siir avoir
lieu entre I’acceptation d’une entrée et le renvoi de la réponse correspondante, néanmoins, remarquons
également que si I'un des processus F, (G, ou H a accepté une entrée, il ne peut en admettre une autre
avant d’avoir traité ’entrée courante.

L’examen des régles de (7 nous montre que la propriété est vraie pour I'[0,7] (quel que soit 7).
Supposons maintenant qu’elle est vraie pour I'[n,1] et examinons le cas de T'[suce(n),1] :

Passage au successeur

A tout moment, le processus H_i est soit dans I’état INIT, soit dans un état A(y,s). Si au bout
d’un temps fini, I’environnement est prét & accepter une communication via '_, alors la régle :

A(y,s): 0'i({y,8)) ==> INIT

et cette regle seulement, est nécessairement appliquée au bout d’un temps fini. Comme, par hypothése,
I’environnement est prét, au bout d’un temps fini, & satisfaire une telle communication, ceci signifie
que H _i finit toujours par repasser dans 1’état INIT.

Ceci étant posé, supposons que F'_i accepte une entrée x. Alors, deux cas se présentent :

¢(z) est vrai. Dés que I'environnement peut valider les communications de H _i par Q’_i, alors d’aprés
le raisonnement précédent, H .i finit par accepter ’entrée z et est alors en mesure de retourner

ho(z) par O’ 4.
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¢(z) est faux. Dans ce cas, g1() et go(x) sont respectivement envoyés & I'[n, 2] et T'[n, 2%+ 1], si
ceux-ci peuvent les accepter. S’ils ne le peuvent pas, c’est qu’ils traitent une donnée précédente,
mais d’aprés ’hypothese de récurrence, chacun accepte une entrée au bout d’un temps fini. Alors
le processus F'i revient dans son état initial et, toujours d’aprés I’hypothése de récurrence, les
processus I'[n,2 * 7] et T'[n,2 x i 4+ 1] sont au bout d’un temps fini préts & renvoyer leur réponse
si Penvironnement peut ’accepter. Or les connecteurs O'(2 * i) et O'L(2 % i 4+ 1) sont reliés
respectivement & R’ et S'i. La encore, en utilisant le résultat préliminaire, H 2 finit par
passer dans I’état INIT, attend éventuellement que les deux processus soient préts, accepte les
données et est en mesure de fournir la réponse.

Concluons cette preuve de (i) par les deux remarques suivantes :

1. A tout moment, le pilote peut communiquer avec le processus I'[n, 1], soit via OPRIME.I1,
soit via O'_1.TPRIME. Par conséquent, lorsque le pilote envoie une donnée 3 F_1, au bout
d’un temps fini, il récupére la réponse venant de H _1.

2. Nous avons démontré qu'’il se produit autant d’envois a F_1 que de réponses de H_1. Mais cela
ne signifie absolument pas que ’ordre est le méme. Par exemple, il est possible que F'_1 recoive
une premiere entrée z; telle que ¢(z,) soit faux, et une deuxiéme entrée z, telle que c(z) soit
vral. z2 est donc directement envoyé & H_1 et il est tout & fait possible que H_1 accepte et traite
z9 avant les résultats des deux sous-calculs pour z;.

Preuve de (ii)

Si P’évaluation de f termine, pour tout élément de t, le nombre d’appels récursifs de f est fini.
Pour un élément quelconque du domaine de f, soit ¢ ce nombre d’appels. Considérons le compteur
comme une suite de valeurs et soit £ une valeur quelconque de cette suite.

Le role du compteur étant explicité, nous avons toujours &k < ¢. Il s’ensuit que (k) ne peut pas étre
une suite croissante infinie. Si nous utilisons la preuve de (i), les envois & F'_1 qui ont fait “incrémenter”
le compteur seront suivis d’autant de réceptions qui le feront “décrémenter”. Sa valeur initiale étant
0, sa valeur finale est également 0. Non seulement, le calcul de f termine (par hypothése), mais notre
gestion du pipe-line nous permet de savoir & quel moment exactement ce calcul est terminé.

Preuve de (iii)

Pour un z quelconque de sorte ¢, nous pouvons représenter par un arbre fini les appels de & durant
le calcul de f(z). Cela revient a considérer f(z) comme un terme partiellement développé sous forme
d’arbre, sans évaluation des occurrences de h. Si, dans cet arbre, nous remplagons chaque occurrence
de h par A, et chaque sous-terme yo, de sorte tp, qui est une feuille de l’arbre, par canonic(yp), cette
transformation est sémantiquement correcte. Soit § la profondeur du réseau, c’est-a-dire le nombre de
niveaux d’appels récursifs doubles que nous pouvons simuler par la parallélisation “en largeur”. Sila
profondeur du terme est inférieure ou égale a 8, ce terme représente I’histoire des appels de k durant
I’évaluation de canonic(f(z)) par les processus F, G, H. Dans ce cas, la transformation est correcte.
Sinon, nous allons transformer ce terme en une famille de termes de profondeur inférieure ou égale a
0. Pour ce faire, nous considérons les sous-termes & la profondeur 6. Si un tel sous-terme est nil, il
demeure inchangé. Si la racine du sous-terme est A, nous I’ajoutons 3 la famille de termes et nous le
remplagons par nil a 'occurrence dans le terme original. Nous répétons cette transformation jusqu’a
ce que la profondeur de chaque arbre soit inférieure ou égale 3 6.
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A A

A /'l‘\nﬂ FA
/\

Ce que ’on peut formaliser par une fonction flattens, comme suit :

{t} (depth(t) < 6)
flattens(t) = < {t[r «— nl] s eees(2)} U ( U flattens(t/T)) (depth(t) > 6)

TE€oces(t)

occs(t) = {1 | T € occ(t) Alg(7) = 6}

Un arbre quelconque de la famille représente I’histoire des appels de A durant un calcul dont

I’entrée est fournie & F'_1 et I’évaluation de cet arbre considéré comme un terme est la sortie retournée
par H_1.

Le processus PILOT compose les résultats de telles évaluations, deux & deux, au moyen de A, c’est-
a-dire qu’il rétablit les appels de A qui avaient été enlevés lors de la transformation. h est associative
et commutative par hypothése, ki est associative et commutative par construction (cf. proposition 5.3).
Par conséquent, I’ordre de composition est indifférent. Notre transformation est correcte. O

5.5 Discussion — Améliorations — Variantes

5.5.1 Discussion

Le réseau construit offre deux niveaux de parallélisme : le parallélisme en largeur et le pipe-line. s
résultent d’une vision “maximaliste” de la parallélisation qui est de vouloir garder une décomposition
semblable de bout en bout, méme lorsqu’elle excede la profondeur du réseau. Une solution serait de
ne profiter que du parallélisme en largeur. Alors, les processus {(7_i} évalueraient fonctionnellement
I'image par f de D’entrée. Cette solution est plus simple & mettre en ceuvre et ne nécessite pas de
pilote, néanmoins, nous lui trouvons deux défauts :

1. Pour des valeurs ayant besoin d’une grande pile de récursivité, les processus {(G.i} ont & évaluer
des expressions beaucoup plus complexes™ que la décomposition qui est demandée aux processus

{Fa).

"Etant donné que nous n’avons pas effectué d’étude de complexité, nous nous contenterons ici uniquement du-sens
intuitif de ce mot.
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2. De méme, il n’est pas évident que les diverses taches effectuées par les processus {(G_i} soient
bien réparties. Rien n’empéche, par exemple, le processus (G-¢ de devoir effectuer une évaluation
plus complexe que celle du processus G(i + 1).

Une autre critique, beaucoup plus importante, est que des sous-termes des données ayant une
taille importante peuvent circuler plusieurs fois de H.1 vers le pilote, puis vers F_1, c’est-a-dire étre
“promenées” plusieurs fois en mouvement tournant. Si cet inconvénient n’est pas trop grave pour
des données “simples” (des entiers, par exemple), par contre, il le devient pour des données plus
“structurées”. Soit la fonction suivante, définie sur des séquences :

f(s) ==> if nil?(s) then ... else h(f(tail(s)), f(tail(tail(s))))
endif
Soit le terme f([z1,...,%20)]) et un réseau de profondeur 3 calculant f. Le terme [z1,... ,T20] se
présentera & F_1, suivi des termes [zs,...,Zq0)] et [zq,...,T20), puis [To,...,20] et [T10, ..., Z20]. ..

Il est certain qu'une telle parallélisation ne peut apporter un gain que pour des fonctions tres
complexes. A ce titre, I’exemple de la fonction fib est peut-étre “pédagogique”, mais certainement
pas réaliste. Le principe qui a guidé notre transformation, c’est qu’il n’existe pas moins de raisons
de paralléliser les évaluations demandées aux processus {G i} que de raisons de paralléliser celle qui
est demandée au processus F'_1. Lorsqu’on connait une mesure de complexité de la fonction que ’on
cherche a paralléliser, un compromis qui nous semble acceptable est de tester I’argument d’entrée : si
le calcul de son image est d’une complexité que nous considérerons comme suffisamment importante,
on applique la technique de parallélisation, sinon, on opte pour une simple évaluation fonctionnelle.
Cette mise en ceuvre éviterait que des processus soient utilisés pour décomposer et recomposer des
calculs simples.

5.5.2 Parallélisation a D’intérieur de H

A Tintérieur d’un processus H, sont effectuées deux opérations bien différentes : composition des
sous-résultats par A, et concaténation des séquences 3 renvoyer au processus F'_1. Il est possible
d’effectuer ces opérations en paralléle. L’arbre des processus {H i} devient alors :

Le pilote a alors besoin de gérer deux compteurs : l'un pour les sous-résultats de sorte
ZeroOrOne[ty], Pautre pour les séquences a renvoyer a F_1.
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5.5.3 Abaissement du nombre des processus

Dans les réseaux décrits précédemment, le nombre de processus croit exponentiellement avec la

profondeur. Il est possible de diminuer le nombre de processus nécessaires en construisant un réseau
quadratique :

Etant donné que certains processus peuvent recevoir des messages provenant de plusieurs processus,
il est alors nécessaire d’éviter les conflits en modifiant les régles. Ainsi :

A(z, false) : R(g(z)) ==> B'(z)

A(z, false) : R(g1(z)) S(g2(x)) ==> INIT devient : A(OJ,_){Z;(S:Z; Zggzggg zi> g’\,r(]g).

B"(z) : R(g1(z)) ==> INIT

En continuant dans cette voie, le cas extréme d’abaissement du nombre de processus par rapport

a la profondeur du réseau est une chaine linéaire dans laquelle ne subsiste qu’'un seul niveau de
parallélisme : le pipe-line.

5.6 Elimination des évaluations redondantes
5.6.1 L’idée de base

Nous allons a présent étudier une autre amélioration, que nous traitons i part des précédentes
parce qu’elle ne s’applique qu’a un cas particulier de ’équation (5.1) :

f(2) ==> if e(z) then ho(z) else A(f(g()), f(9((s) 6
endif

Un point bien connu en programmation fonctionnelle est que certains appels de f sont évalués
plusieurs fois. En effet, pour fib(4) :
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fib(4)

fib(3) fib(2)

/

fib(2)  fi1)  f(1)  fib(0)

fib(2), fib(1), et fib(0) sont respectivement évalués 2, 3, et 2 fois. Des techniques de pliage et
de dépliage permettent de résoudre ce probléme dans le cadre des transformations de programimes
fonctionnels”. Nous renvoyons le lecteur intéressé 3 [32] pour plus de détails et rappelons uniquement
la spécification obtenue grace & ces techniques, généralisée au cas de ’équation (5.5) :

fl@) ==> 11(f'(z))

fl(z) ==> ifc(z) then let wu: ho(z)
in (u,u)
endlet

else let (v,w): f'(¢(2))
in (h(v,w),v)
endlet
endif

Le profil de f étant ¢ — to, f’ est un opérateur auxiliaire de profil ¢ — C P?[tg, to).

La transformation que nous allons développer part du méme principe qui est d’éliminer les évalua-
tions redondantes a l'intérieur du réseau quadratique. Si nous partons de ce réseau, c’est parce quun
certain “regroupement” des mémes évaluations y existe déja. Examinons, par exemple, les diverses
entrées lors de ’évaluation en paralléle de fib(6) :

™Nous signalons par ailleurs une solution directe i ce probleme dans le cadre de la programmation fonctionnelle :
celle ’OBJ3, qui offre la possibilité de mémoriser les images de certains opérateurs, et, par conséquent, de supprimer
pour ces opérateurs les évaluations redondantes. Ainsi, si ’on spécifie fib par :

obj FIBOLIN is
protecting NAT .
op fib : Nat -> Nat [memo] .
var i : Nat .
eq fib(i) = if i < 2 then 1 else fib(i ~ 1) + fib(i - 2)
fi .
jbo

le calcul est linéaire.
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Il apparait que pendant la simulation de la descente récursive, tout processus qui accepte des
entrées provenant de deux processus différents effectue en fait le méme calcul (ainsi, 3 est envoyé 3
Fb5par F2 et F_3, 1 est envoyé & F_9 par F_5 et F6). Nous allons superposer les processus qui
acceptent des entrées identiques : dans le schéma précédent, nous remplagons la connexion de F'_2 3
F_4 par une connexion de F2 & F.3 et la connexion de F_5 entre F_8 par une connexion entre F'_5
et F'.6. Aprés poursuite de cette opération de proche en proche et élimination des processus devenus
inaccessibles, nous obtenons le réseau suivant :

que par commodité, nous représenterons désormais sous une apparence plus “linéaire” :

| | | |
—C 33— ]

Dés lors que les processus qui acceptent les mémes entrées ont été fusionnés, il est & présent possible
qu’ils n’effectuent que les calculs indispensables. Le “miroir” de ce réseau s’obtient de la, méme maniére
que pour la transformation précédente, c’est-a-dire & partir du “vrai miroir”, mais en inversant le sens
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de toutes les fleches. Nous obtenons ainsi une double chaine de processus, dont chaque processus recoit
deux entrées, effectue leur composition par h, et renvoie cette derniére via deux autres connecteurs.
Le réseau complet obtenu est :

I

(5.6)

En fait, pour tout ¢ > 1, et pour tout z, lorsque ’évaluation de f(g'(z)) est effectuée, c’est parce
qu’elle est demandée et utilisée durant les calculs de f(g*~%(2)) et f(¢*~%(z)). La double entrée pour les
processus qui simulent la descente récursive figure la double demande et la double sortie des processus
du réseau “miroir” représente la notion duale de double utilisation.

5.6.2 Réseau en couronne

Bien siir, le méme probleme des termes trop profonds, di & ’impossibilité de création dynamique,
se pose. Le réseau figuré en (5.6) ne peut évaluer fib(z) que pour x < 5. Il est possible d’adopter un
schéma de “pipe-line”, sur le modeéle de celui décrit au §5.3.3, mais dans le cas présent, cette solution
n’est pas trés astucieuse, car elle risque de compromettre le propos de ce réseau qui est de n’évaluer

qu’une seule fois chaque appel de f. La solution que nous adoptons consiste & organiser chaque moitié
du réseau en couronne. Le réseau devient donc :

\ 7 Z3 [Zs, l Z

X, 2

Nous faisons circuler les données tout autour de la couronne “de gauche” et comptons le nombre
de messages qui sont envoyés par ® via les connecteurs X; et X2, avant qu’une réponse soit envoyée au
sous-réseau “de droite” via l’un des connecteurs Z;. Lors du passage par le processus ¥, exactement
autant de messages devront étre simultanément envoyés par les connecteurs Y; et Y, avant que la
“réponse finale” soit rendue via (. Sil’on cherche a éviter ’utilisation d’un contréleur commun, il est
nécessaire que le processus ¢ envoie un signal au processus ¥ a chaque fois que de nouveaux messages
sont envoyés via X, et Xs.
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5.6.3 Optimisations possibles
5.6.3.1 Minimisation des échanges de messages

Examinons I’arbre d’appels suivant, inspiré de notre disposition :

f(z)

fl9(z)) ———— f(d*(z))

CNED)

flg*(z))

flg°(2))

Lorsqu’on simule I’exploration des descentes récursives, f(z) doit au départ demander les deux
évaluations de f(g(z)) et f(g*(x)). Par contre, il est ensuite inutile que f(g(z)) et f(g%(z)) demandent
tous deux ’évaluation de f(g*(z)). I suffit, jusqu’a rencontre de 1’arrét, que flg'(z)) et f(g't!(z))
demandent respectivement 1’évaluation de f(g"*%(z)) et f(¢**3(z)). Si les deux premiéres simulations

d’appels récursifs débutent simultanément, le maximum de parallélisme est modélisé par le graphe
suivant :

f(z)
/
flo(z)) I fg*(=))
f@@) N g (=) )
f*@) I (%))

5.6.3.2 Utilisation de la symétrie de la connexion

Si f posséde un profil de la forme t — ¢, alors les valeurs échangées par les connecteurs sont
toutes de sorte ¢. Si nous nous souvenons qu’il n’existe pas de distinction entre connecteurs d’entrée
et connecteurs de sortie, mais que le sens de chaque communication lui est propre, alors nous pouvons
utiliser la méme moitié de réseau pour tout le calcul. Tout se passe comme si les floches étaient
orientées dans le sens représenté en (5.7) lors de la simulation de la descente récursive, et dans le
sens (5.8) pendant les divers calculs de h.
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(5.7) (5.8)

La méme remarque peut bien entendu étre appliquée au réseau étudié précédemment, mais elle
interdit le pipe-line. Pour I’application & des termes d’une profondeur quelconque, le méme principe
de réseau en couronne peut étre retenu, avec un compteur présent dans ®, qui est d’abord incrémenté,
puis décrémenté. Le réseau final est alors :

\ /

¢ -

Nous ne donnerons pas ici de preuve de correction de ces derniers réseaux. Signalons toutefois
u’il nous semble possible de relicher I’hypothése d’associativité et de commutativité de h.
q

D’une fagon générale, beaucoup de réseaux construits dans ce chapitre étant fortement synchrones,
une suite possible de ce travail, que nous n’avons pas traitée, serait d’étudier ’adaptabilité de certaines
preuves de réseaux systoliques aux réseaux obtenus au moyen des transformations que nous avons
développées.

Un autre point important est que, si, durant ce chapitre, nous avons utilisé la plupart des fonc-
tionnalités de la spécification de processus paralléles communicants en FP2 (utilisation de-régles de
transition, généricité, symétrie de la connexion, ...), nous n’avons pas abordé le probleme de la mise
en ceuvre des réseaux précédents sur une architecture paralléle réelle. Nous mentionnons ce probléeme
— que nous n’avons pas approfondi — pour faire ressortir qu’un nombre trop élevé de processus est
de toute fagon irréaliste si I’on cherche & utiliser un processeur pour simuler un seul processus, et que
ceci constitue une raison supplémentaire de savoir réaliser la parallélisation d’une fonction avec un
nombre relativement restreint de processus. Ainsi, on peut espérer que la topologie du réseau soit
assez proche d’une architecture réelle.






Conclusion

Nous voici au terme des chapitres de la thése. Tout d’abord, nous rappelons quels #taient notre
démarche, nos objectifs, et quels sont nos apports.

Notre propos principal était, nous I’avons vu dés l'introduction, d’exposer les principes de la partie
fonctionnelle du langage FP2. Du point de vue de utilisateur de ce langage, les caractéristiques de
cette partie fonctionnelle se distinguent peu de celles d’autres langages de spécification algébrique,
en particulier peu de celles de LP(G, dont ’expérience et les apports ont largement influencé FP2.
Un point spécifique est la mise en ceuvre des spécifications exécutables : elle est caractérisée par
une approche de compilation qui intégre entiérement les opérateurs génériques. De fagon générale,
un trait caractéristique important de la mise en ceuvre de la partie fonctionnelle de FP2 est que
la généricité n’est pas traitée comme un ajout au langage : toutes les sortes, tous les opérateurs
sont considérés comme génériques, le cas non paramétré étant compris comme un cas particulier
plus simple. Quant & la définition proprement dite du langage, une nouveauté importante est la
formulation précise de notions qui auparavant n’étaient introduits qu’opérationnellement (exceptions)
ou informellement (instanciations implicites et explicites, modéles génériques). Dans cette optique, les
notions de généricité et d’instanciation sont également données de maniere plus générale, y compris
lintroduction de Iinstanciation partielle, qui n’existe pas en LPG. Comme on aura pu le remarquer,
aussi bien a propos des exceptions qu’au sujet de la généricité, nous sommes partis d’un “cahier des
charges” intuitif, inspiré pour une large part de ’expérience de LPG, et nous avons redéfini, généralisé
ces notions pour FP2.

Nous récapitulons a présent nos principaux résultats :

e description des bases de la généricité dans la partie fonctionnelle de FP2, sémantique des types
génériques et des modéles génériques, regles de l'instanciation (chapitre 1) ;

e regles de compilation des opérateurs génériques, avec preuve de correction par rapport a la
sémantique opérationnelle (chapitre 2) ;

e spécification du traitement des raccourcis de notation (chapitre 3) ;

e théoréme de terminaison pour un systéme de réécriture complété avec les regles qui représentent

la propagation des termes exceptionnels (chapitre 4), résultat s’accompagnant d’une technique
de linéarisation des systemes de réécriture (annexe C)

?

e description opérationnelle précise des exceptions et sémantique algébrique ramenant 1’étude
d’une présentation avec exceptions & celle d’une présentation avec sortes ordonnées (chapitre 4) ;

¢ exposé de méthodes de transformation de fonctions récursives en processus paralleles (chapitre 5).

171
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En P’état actuel de ce dernier point, qui sort du cadre “purement fonctionnel”, il est certain que
beaucoup de travail reste & accomplir dans cette voie, avant que la transformation de fonctions en
processus paralléles puisse déboucher sur une réalisation effective. Cependant, outre que la donnée
des hypothéses de nos transformations tire parti de la généricité suivant un principe trés proche de
Putilisation de cette derniére pour décrire des transformations de programmes fonctionnels [9], nous
pensons avoir mis en évidence que dans le cas de la simulation de fonctions & double appel récursif,
'utilisation de réseaux dont la topologie est fixée statiquement ne constitue pas une grosse limitation,
méme si I’on adopte une vision “maximaliste” de la parallélisation.

Comme nous ’avons fait remarquer dans introduction et au chapitre 0, les deux parties, pro-
grammation fonctionnelle et programmation parallele, sont définies & travers la méme approche :
termes et réécriture de termes, et c’est ce qui constitue loriginalité de FP2. La transformation de
programmes ou, pour rester dans un cadre plus algébrique, la définition d’équivalences entre fonctions
et processus est facilitée par ’homogénéité du langage. Pour bien fixer les bases sémantiques de ces
équivalences, une suite de ce travail serait bien évidemment 1’étude compléte des processus génériques.
En approfondissant cette liaison entre fonctions et processus paralléles, on peut espérer relier cette
application & certaines études déja amorcées, d’une part & propos des transformations de programmes
fonctionnels [32, 9], d’autre part au sujet de la comparaison et des équivalences entre processus dans
le cadre de FP2 [154]. Et, bien siir, une autre suite opportune & ce travail, orientée vers l'atelier de
transformations, serait 1’étude de la complexité des programmes paralléles en FP2, qui déboucherait
tout naturellement sur I’étude du gain en complexité des transformations dans le cadre de FP2.

Moyennant une définition précise et complete de la sémantique, un autre apanage de V'approche
homogene de FP2 est la possibilité d’envisager des démonstrations de théorémes qui nécessitent de
manipuler 3 la fois des objets de la partie fonctionnelle et ceux de la partie parallele. C’est un
avantage que, par exemple, n’offre pas LOTOS [181], ol le formalisme des processus communicants
est completement indépendant de celui des types”®.

En ce qui concerne notre définition des exceptions, définition qui les inscrit dans le cadre des
algebres avec sortes ordonnées, son grand avantage est de permettre 1’utilisation de beaucoup de
travaux auxquels les sortes ordonnées ont donné lieu. De plus, s'il apparait que l'introduction des
sortes ordonnées ne bouleverse pas le langage, alors nous pensons pouvoir affirmer que notre définition
des exceptions constitue un prolongement naturel du formalisme de base. Par contre, si les exceptions
permettent d’exprimer le blocage d’un processus particulier dans un réseau, comme nous I’avons vu a
la fin du chapitre 4, il nous semble difficile, voire impossible d’atre plus ambitieux dans cette voie, de
permettre la transmission de valeurs exceptionnelles entre processus sans modifier profondément les
bases du langage.

FP2 est avant tout un langage de spécification, mais il a été également destiné & quelques ex-
périences de programmation [104, 157, 8, 107]). C’est dans cette optique que nous comprenons la
description du langage comme une décomposition en deux parties : les facilités de spécification, et le
noyau dont on fournit une sémantique compléte. C’est le cas de la généricité, ot les facilités consistent
en les instanciations implicites et explicites. C’est également le cas du traitement de la surcharge, qui
rend facile l'utilisation de cette derniere. Dans une certaine mesure, c'est encore le cas pour les
exceptions, une présentation avec exceptions étant plus accessible & I'utilisateur, plus directement
proche de ce qu'’il cherche a modéliser, et surtout plus légére que la présentation avec sortes ordonnées
qui en constitue la définition “solide”.

"®La partie fonctionnelle de LOTOS est en fait le langage ACT ONE [59].
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On pourra remarquer la multiplicité des notions qui ont été introduites en FP2. Il est vrai qu’elles
rendent le langage riche de nombreuses possibilités, il n’est pas moins vrai qu’elles peuvent le rendre
long a assimiler et difficile & maitriser. Nous pensons malgré tout qu’il est possible de ’approfondir
par couches successives, les applications simples & spécifier ne nécessitant pas de connaitre toutes les
possibilités du langage.

Concernant plus directement le prototype réalisé, des autres suites possibles, en vue d’obtenir un
véritable atelier de spécification, seraient d’adapter & FP2 des primitives de gestion de définitions,
de composition de spécifications, ainsi que des outils d’aide & la mise au point, tant pour la partie
fonctionnelle que pour la partie paralléle.

A Ténoncé de toutes ces perspectives, nous concluons en disant que FP2 nous semble au carrefour
de beaucoup de directions de recherche actuelles.






Annexes






Annexe A

Rappels de théorie des catégories

Les paradoxes classiques (inexistence d’un ensemble de tous les ensembles, impossibilité de définir
un ensemble par une proposition quelconque’®) ont motivé Vintroduction d’ob jets plus grands que
les ensembles, afin de pouvoir considérer la fonctionnalité en se placant dans un cadre universel. His-
toriquement, les catégories ont été introduites pour étudier la topologie de fagon algébrique. Toutefois,
la formalisation des notions de cette théorie a permis de dégager des applications trés variées et la
généralité de ses constructions permet la reconstruction, & partir de ce cadre général, de beaucoup
d’autres théories, parmi lesquelles la théorie des ensembles, la théorie de la démonstration, la calcula-
bilité, ... En particulier, certaines propriétés des modéles d’une signature, d’une présentation peuvent
étre étudiées dans ce cadre [76, 77, 78]. Afin de ne pas trop ralentir I’exposé des chapitres, nous avons
regroupé dans cette annexe les principales définitions, ainsi que les principaux résultats de théorie des
catégories, qui sont utilisés dans ’ouvrage. Ces définitions et résultats sont extraits de (65, 134, 99],
et illustrés par quelques exemples “parlants”, la quasi-totalité issus de la théorie des ensembles.

A.1 Catégories

A.1.1 Définitions de base
Définition A.1 Une catégorie C est la donnée d’objets (Ob C) et de fleches” (Arr C).

Une fléche est caractérisée par sa source et son but, qui sont tous deuz des objets de C. On note
J 1A — B (resp. C(A, B)) une fleche f (resp. toutes les fleches) de source A et de but B. -

On impose de plus que pour tout objet A, il existe une fléche idy : A — A, et que pour toules
fleches f: A — B et g: B — C, il existe une flecche go f: A — (9o f est la composition de f et
g), toutes ces fleches étant assujetties auzr aziomes suivants™ :

vrecany, e ’]}d’*} =

(Vf € C(A,B)),(Vg € C(B,(C)),(Vh € C(C, D)), ho(gof) = (hog)of

"SCf. ’exemple classique : = & z.
""En anglais : arrows.

"8Par abus de langage, nous écrivons A€ Ob C, f€e Arr C, f € C(A, B), bien que Ob C, Arr C, C(A, B) ne soient pas
nécessairement des ensembles.

177
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Exemple A.2 Soit E un ensemble muni d’un préordre™ “X7. Tout élément de E est un objet de la
catégorie Pre(E,j), et tout couple (eq,e3) du graphe de “<” forme une fléche ey — ey. La composition
de deuz fléches ey — e; et ey — e3 s’obtient par composition des deux couples sous-jacents :

déf
(e2,e3)0 (€1,€2) = (e1,€3)
la propriété de transitivité garantissant ’appartenance de (e1,€3) au graphe de “<7”.

Exemple A.3 Soit U un univers®, il détermine une catégorie Ensy qui admet pour objets les petits
ensembles éléments de U et pour fleches les applications entre ces ensembles.

Laissant U implicite, nous noterons désormais Ensy par Set, que nous appellerons catégorie
des petits ensembles.

Note Les fleches d’une catégorie sont parfois appelées morphismes, pour exprimer qu’elles préservent une
structure commune des objets.

En théorie des catégories, lorsqu’on désire exprimer des équations entre fleches et compositions de
fleches, on préfere, plutét que de les exhiber directement, les exprimer sous forme d’un diagramme,
c’est-a-dire d’un graphe orienté dont les sommets sont étiquetés par des objets et les arcs par des
fleches. Un diagramme commutatif exprime I’égalité sur les paires de chemins du graphe ayant
méme origine et méme extrémité, en convenant qu’un au moins des chemins a une longueur supérieure
a 1. Ainsi, le diagramme commutatif suivant :

Y
S g exprime que go f = h.

h
X

Z

"Un préordre est une relation binaire réflexive et transitive.
80La notion d’univers [134] a été introduite afin de pouvoir considérer une large collection d’ensembles tout en évitant
les paradoxes classiques. Un univers i est un ensemble satisfaisant les propriétés suivantes de fermeture :

(i) reved=zclU,

{u,v} e U
(i) ueUAvelU = (w,v) e U -
uxv € U
PBv) € u
(i) v e U = U”Gu

€
(iv) weld
(v) pours €U et uCU,si f:z — uest surjective, alors u € U
ou :
e ‘B(u) désigne 'ensemble des parties de u,
¢ w=1{0,1,2,...} désigne ’ensemble des ordinaux finis.

Les éléments de U sont appelés petits ensembles.

Un sous-ensemble quelconque d’un univers forme une classe. A noter qu’un petit ensemble est une classe, mais que
la réciproque est fausse (par exemple, I/ n’est pas un petit ensemble). Les classes et les applications entre les classes
forment les objets et les fleches d’une catégorie notée Cls.
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A.1.2 Définitions diverses

Définition A.4 Une fléche f: A — B est un isomorphisme si et seulement si f admet un inverse,
c’est-a-dire s’il existe une fleche f' : B — A telle que f'o f =id4 et fo f' =1idg. On note :

f:A=®B
St une telle fleche f' existe, elle est unique et notée f1.

Définition A.5 Un objet A d’une catégorie C est dit initial si et seulement si pour tout objet X de
C, il existe une fleche unique A — X. '

Exemple A.6 Dans la catégorie Set, & est un objet initial.
Proposition A.7 Sl existe, l’objet initial d’une catégorie est unique a un isomorphisme prés.
Par dualité, on obtient la notion d’objet terminal.

Définition A.8 Un objet Z d’une catégorie C est dit terminal si et seulement si pour tout objet X
de C, il existe une fléeche unique X — Z.

Exemple A.9 Dans la catégorie Set, tout singleton est un objet terminal.

Définition A.10 Soit une fleche f : A — B. On appelle rétraction de f toute fléeche inverse a
gauche de f, c’est-a-dire toute fleche f' : B — A telle que f'o f = id4.

La notion de rétraction s’étend a un cas particulier de la définition précédente, appliqué & deux
ensembles reliés par inclusion :

Définition A.11 Soient A et B deuz ensembles tels que A C B, et soit i : A — B, linjection
canonique. Par extension, on appelle rétraction de B vers A toute rétraction de 1.

A.1.3 Constructions catégoriques

Nous abordons a présent la généralisation des notions ensemblistes de somme minimale et de
produit maximal.

A.1.3.1 Somme amalgamée

Définition A.12 Soit, dans une catégorie quelconque, le diagramme suivant :

f

B
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La somme amalgamée®! de f et de g est la donnée d’un objet D et de deuz fléches i : C — D
et j: B — D, tels que quels que soient un objet X et des fleches u : C — X et v : B — X avec
vo f=mwog, il existe une fléche unique k : D — X, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

M f

B

@)

X

St Uobjet D existe, il est unique ¢ un isomorphisme prés. On note :

D=B]]C
fia

Exemple A.13 Dans la catégorie Set, la somme amalgamée de f et de g est le quotient de la somme
disjointe de B et C par la relation R définie sur B x C' par (Vz € A), f(z) R g(z)), soit :

Bl[c=BLC)/R
1.9

e et j sont alors les injections canoniques.

La composition de deux sommes amalgamées est une somme amalgameée :

f
p A B
(3
A B f - F
9 J
9 g 7’ £ -
C D
1 v
C D ~ F
g/l ]Il
Si D = B]]C y
fyg G ¢ H
et F = E[]D,
I De méme :

alors F:EUC

Jots @By ]l6=8]] ¢

frg f.g" f.g''og

81En anglais : pushout.
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A.1.3.2 Produit fibré

Définition A.14 Soit, dans une catégorie quelcongue, le diagramme suivant :

f

A B

C

Le produit fibré®? de f et g est la donnée d’un objet D et de deuz flechesi: D — C et j: D — B,
tels que quels que soient un objet X et des flechesuw: X — C etv: X — B avec fov = gou, il existe
une fléche unigue k : X — D, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

A

Si D existe, il est unique & un isomorphisme prés. On note :

D=B]]C
fig

Exemple A.15 Dans la catégorie Set :

BIIC ={(z,y) |z € BAy e CA f(z) = g(v)}

frg
1 et j sont les projections :
i + B[[c - ¢ j + Bl[¢c - B
I 59
(z,y) — y (z,y) — =
A.2 Foncteurs — Transformations — Adjonction

A.2.1 Foncteurs

Nous allons introduire les morphismes entre catégories, plus communément appelés foncteurs.

82Fn anglais : pullback.
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Définition A.16 Soient C; et Cy deuz catégories. Un foncteur F : C; — Cy est la donnée de deuz

applications®3 (également notées F)Ob €y — Ob C; et Arr C; — Arr Cy qui préservent la structure
catégorique :

(i) (Vf € C1(A1, B1)), F(f): F(Ay) — F(By)
(ZZ) (VA] € Ob Cl),F(idAl) = idF(Al)
(1i) (Vf € C1(A1, B1)),(Vg € C1(B1,C1)), F(go f) = F(g) o F(f)

(On remarquera a propos de (iii) que Paxiome (i) garantit que F(f) et F(g) sont composables dés
lors que f et g le sont.)

Pour une catégorie C, le foncteur identité C — C sera noté idc.

Exemple A.17 Le foncteur puissance P : Set — Set associe ¢ un ensemble A Uensemble P(A) et
a une fonction f: A — B la fonction P(f): A — B telle que pour tout X C A, BAHOX) = f(X).

Soient deux foncteurs F : C; — Cy et G : C; — Cs. 1l est immédiat de définir G o F - Ci — Cs, la
composition de F’ et (G, par les deux applications GoF : Ob C; — Ob Cs et GoF : Arr Cy — Arr Cs,
et de montrer que cette composition est associative.

Définition A.18 Soient Cy et Cy deuz catégories. Un foncteur F : Cq — Co est un isomorphisme
de catégories s’il existe un foncteur F' : Cy — C; tel que F'o F = ide, et FoF' =ide,. Par analogie
avec les fléches, F' (qui est unique) est noté F~1.

Décrivons a présent certains foncteurs trés utilisés pour passer d’une structure 3 une autre structure
“moins riche”. Lorsque deux catégories C; et C, sont telles que toute structure de C, est une structure
de Cz, les injections canoniques déterminent un foncteur C; — C,, appelé foncteur d’oubli.

Exemple A.19 Considérons les petits ensembles munis d’une loi de composition interne. Soit Mon
(resp. Grp) la catégorie dont les objets sont les petits monoides (resp. les petits groupes) et les fleches
les morphismes de monoides (resp. les morphismes de groupes). Le foncteur d’oubli Grp — Mon fait
correspondre a tout groupe la structure de monoide sous-jacente en “oubliant” 'opération d’inversion.

Note La notion de foncteur permet dés lors de définir des catégories de catégories, ce qui permet de “réfiéchir la
théorie dans la méta-théorie”, ainsi que le mentionne Gérard Huet dans [99]. On évite les paradoxes classiques
(catégorie de toutes les catégories) en ne considérant que certaines catégories comme objets. Une petite
catégorie (resp. grande catégorie) [134] est une catégorie dont, d’une part, les objets forment un petit
ensemble (resp. une classe), d’autre part, les fleches forment un petit ensemble (resp. une classe). On définit
alors Cat (resp. Cat'), la catégorie dont les objets sont les petites catégories (resp. les grandes catégories) et
les fleches les foncteurs entre catégories.

83Cet emprunt au vocabulaire ensembliste est ici un abus de langage qui revient i traiter Ob C;, Ob Ca, Arr Ci, Arr Cy
comme des ensembles alors qu’en fait, ils ne le sont pas nécessairement (cf. note 78, p. 177).
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A.2.2 'Transformations t
Définition A.20 Soient Cy et Cy deuz catégories. Soient également deuz foncteurs F,G : C; — Cs.

e Une transformation 7 de F vers G, notée v : F = G, est une application qui fait correspondre
a tout objet Xy de Cy une fléche tx, : F(X1) — G(X3).

e Soit Ay un objet de Cy. 7 est dite naturelle en A; si et seulement si pour toute fléche f : Ay —
By, le diagramme suivant est commutatif :

A F(A) —2 L Gay)

f F(f) G(f)
B

B F(B1) G(B1)

e 7 est dite naturelle si et seulement si elle est naturelle en tout objet A, de Cy.

Exemple A.21 Nous plagant ¢ nouveau dans la catégorie Set, nous notons AX Pensemble de toutes
les applications X — A. Soit le foncteur F : Set — Set, défini comme suit :

(VA € Ob Set), F(A) = AXx X
(Vf: A1 = A2), F(f) : A" x X — A% x X est telle que F(f)(h1,z) = (f 0 hy,2)
pour hy €A1X,.'1:€X.

La transformation d’évaluation eval : F = idgey définie, pour h € AX,z € X, par :
evaly(h,z) = h(z)
est une transformation naturelle.

Définition A.22 Une transformation naturelle T : F = G est un isomorphisme naturel si pour
tout objet Xy de Cq, Tx, est un isomorphisme. On note :

T F2dd

Note La notion de transformation naturelle se rattache a celle de catégorie de foncteurs. Soient C; et Cy
deux catégories. Cch est la catégorie dont les objets sont les foncteurs C; — Cs et les fleches les transformations
naturelles entre ces foncteurs.

A.2.3 Construction libre

La notion d’algebre libre sur une signature, vue dans la proposition 0.8, est un cas particulier d’une
notion catégorique : la construction libre.

Définition A.23 Soient C; et C; deuz catégories. Soient également U : Cy — Cy un foncteur et
X1 € Ob Cy. Un objet F(X1) de Cy est une construction libre sur X; engendrée par U/ s’il eziste
une fleche tx, : X1 — U(F(X1)), telle que pour tout objet Ay de Cy et toute fléche f : X; — U(As),
alors il existe une unique fleche f': F(X,) — A, telle que le diagramme suivant soit commutatif :
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X; U(As)

e U(f)

U(F(X1))

Dans le cas de I’algébre des termes sur une signature ¥ = (5,9), engendrée par un ensemble de
variables V', U/ est le foncteur d’oubli /s : ALGy — Setg, qui envoie chaque X-algébre vers la famille
indicée par 5 de ses supports, et Tx, I'injection canonique V < Us(Ts(V)).

Exemple A.24 Considérons les catégories Set et Mon (cf. exemple A.19). Soit U le foncteur d’oubls
Mon — Set, qui fait correspondre & tout monoide l’ensemble sous-jacent. Soit X un ensemble (objet
de Set), posons F(X) = X*, le monoide libre des mots formés avec les éléments de X, muni de
Popération de concaténation. tx : X — U(X*) fait correspondre ¢ tout élément = de X le mot (z)
de X*. Considérons M € Ob Mon et f : X — U(M). Notons A le mot vide de X*, “o” la loi de
monoide de M, e son élément neutre, et définissons g : X* — M comme suit :

g(A) = e
g((z1...25)) = flzi)e...0 f(zp)

g est lunique fleche de Mon qui réalise U(g)oty = f. X* est une construction libre sur X engendrée
par U.

Définition A.25 Soient Cy et C, deuz catégories, et soit un foncteur U : Co — Cy. Si pour tout
A € Ob Cy, il existe F(A), construction libre sur A engendrée par U, alors cette construction libre
s’étend auz fléches de Cy : pour toute fliche h: A — B (B € Ob Cy), la fleche F(h) : F(A) — F(B)
est telle que le diagramme suivant soit commutatif :

h
A B
TA B .
U o F(h)
U o F(A) U/ o F(B)

F :Cy — Cy est unique d un isomorphisme naturel preés, il est appelé foncteur libre engendré par ],
T :ide, = U o F est une transformation naturelle appelée alors transformation universelle.

Proposition A.26 L’image d’un objet initial par un foncteur libre est un objet initial.

A.2.4 Adjonction

Conceptuellement, on peut considérer que 1’adjonction est une notion dérivée de la notion de
construction libre. Considérons C; et C, deux catégories, F : C; — Cy et U : C; — Cy deux foncteurs,
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A; € Ob C;. Nous sommes en présence d’une adjonction dans le cas oll quel que soit A, € Ob Cy,
a toute fleche f : A; — U(A;) correspond une fleche f' : F(A4;) — Aj, telle que F(A;) soit une
construction libre engendrée par U, et, de plus, telle que la fonction ¢ qui réalise p(f') = f soit
bijective. C’est ce que traduit, de fagon plus générale, la définition suivante.

Définition A.27 Soient Cy et C; deuz catégories. Une adjonction de Cy vers Cz, notée :
<FvG7¢> :Cl _LCZ

est la donnée de deuz foncteurs F et G tels que :
F
Ci 2 C
G

et de ¢ une fonction qui fait correspondre a tout couple d’objets Ay de Cy et Ay de Co une bijection
Bay,4,  Co(F (A1), A2) = C1(A1,G(Az)) naturelle en Ay et en Ag, c’est-a-dire telle que :

X3 F(Xy)
f1 F(f1)
Ay F(A;)
®4,,4,(R) . h aya(R)o fi = éx, a,(ho F(f))
G(f2)oda,a,(h) = ¢a, x,(f20h)
G(Az) Ay
G(f2) fa
G(X,) Xz

On dit que F' est adjoint & gauche de G, et que G est adjoint & droite de . On déduit alors
de F et de (5 une transformation naturelle 7 : idc; — G o F, appelée unité de 1’adjonction. -

Dans le cas d’un foncteur libre F : C; — C3 engendré par un foncteur I/ : C, — C;, alors (F U, ) :
C; — C, est une adjonction, avec :

(VA1 € Ob (1), (VA2 € Ob C3),(Vf € Co(F(Ay), A2)),d,,4,(f) = U(f) 074,
Exemple A.28 Soient A, B, X trois ensembles. L’isomorphisme bien connu :
BAXX o (BX)A
est un cas particulier d’adjonction. Considérons les foncteurs F, (G : Set — Set, tels que :

F(A) = AxX
G(B) = B*
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(F,G, ¢) : Set — Set constitue une adjonction, avec :

¢4,8(f)(a)(z) = f(a,2)

pour f € BAXX g€ A,z € X.

A.2.5 Interprétation catégorique des importations de définitions

Revenant a la spécification algébrique, nous allons maintenant présenter briévement 1’importation
de présentations avec le formalisme des catégories. Soient P = (S, QL E)et PP =Py (5,0 E) —
rappelons que “¢” désigne 'union disjointe. Posons en outre ¥ = (5, ) et X' =(Sw S5, Qu Q). Les
relations entre les catégories ALGp et ALGp/ sont données par le foncteur de synthese F et le

foncteur d’oubli U/ :

F
ALGp £ ALGp

Soit une algébre A’ € Ob ALGp, avec A’ = (Agyg, AQugr). Le foncteur d’oubli I la restreint
aux supports indicés par S et aux ensembles de fonctions qui correspondent aux déclarations de ( :

U(A) = (45, Ag)

Soient deux algébres A’, B’ € Ob ALGp/, et soit un Y'-homomorphisme h' : A’ — B’, défini par
la famille d’applications {h{ : A, — B! |s€ Sw8'}. U(K'): [J(A') — U(B’) est défini par restriction
de h', par la famille {h} : A, — B! |se S}.

Soit une algébre A € Ob ALGy, le foncteur de synthésé F lui fait correspondre la P’-algébre
minimale® parmi les P’-algébres extensions de A :

Fia) < TeUs(4)

EEUE’,NA

e s est le foncteur d’oubli ALGp — Setg,

o Txi(Us(A)) est une algébre de termes que I’on construit en traitant les éléments de A comme
des variables,

* “=puE'~,” est la plus petite congruence qui contient d’une part toutes les instances fermées
des équations de F et de E’, d’autre part la relation “~4”, définie par :

t1 ~aty €5 (1,12 € Te(Us(A))) A evala(ty) = evaly(tz)

evaly : Ty (Us(A)) — A est appelé T-homomorphisme d’évaluation dans A et est défini
comme suit :

evala(t) = ¢ (t € Us(A))
evalg(w) = A,
evalg(w(ty,.. ., tn)) = Au(evala(tr),...,evaly(ty))

8% Au sens o, pour X et Y deux algébres, on pose X <Y si et seulement s’il existe un homomorphisme X — Y.
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F(A) est une construction libre sur Us(A).

Soient deux algébres A, B € Ob ALGp, et soit un E-homomorphisme h : A — B. On déduit de
h une assignation v : Us(A) — F(B). On obtient ensuite F(k): F(A) — F(B) par extension de v en
utilisant la propriété de construction libre de F'(A).

Note  Le foncteur libre sémantique d’une présentation paramétrée (cf. chapitre 1) est construit de fagon
identique.

Ces foncteurs F' et U/ sont adjoints. L'unité de I’adjonction :
TitdpaLGg, = UoF

induit, pour toute algebre A € Ob ALGp, un £-homomorphisme A — UoF(A), qui permet d’étudier
Peffet sur la P-algébre A des définitions de (9,Q’, E’). On peut en particulier donner une nouvelle
caractérisation de la notion de protection, vue au §0.1.4.1. Ainsi, la sorte s de § est protégée dans
P’ si et seulement si :

Uo F(Tp,) = Tp,
P est protégée dans P’ si U/ o F(Tp) = Tp.

Exemple A.29 Spécifions les ensembles N et Z/27 :

presentation P is presentation P’ is P u
sorts = {Nat} vars n : Nat
opns 0 - —  Nat eqns
succ : Nat — Nat <> succ(suce(n)) == n
end P end P’

Tppae = {0, suce(0), suce(suce(0)),...} d’ott Tp,,, =N
F(Try,,) = {0,succ(0)} d’ot UV o F(Tp,,,) = 2/22
Nat n’est pas protégée dans P’ : I/ o F(Tp,,,) # Tpp,,-

Signalons, pour clore ces rappels, que Gilles Bernot a dégagé dans [11] quelques propriétés “peu
souhaitables” du foncteur de synthése, montrant que l’utilisation de la théorie des categorles en
spécification algébrique n’est pas exempte de piéges.






Annexe B

Exemples

Nous allons donner ici une “mini-bibliothéque” d’exemples de spécifications fonctionnelles en FP2.
Quelques-unes d’entre elles ont été rencontrées dans les chapitres précédents, parfois sous une forme
abrégée.

B.1 Propriétés et types “de base”

La plupart des spécifications suivantes sont fournies dans la bibliothéque initiale du compilateur
FP2. Ce dernier assure également, pour certains types (Nat, Seq, Char, String), le traitement des
formats externes usuels (entiers sous forme décimale, séquences délimitées par “[” et “]”, chaines de
caracteres entre doubles guillemets) — cf. §2.1.4. C’est la seule facilité supplémentaire qu’offrent ces
types prédéfinis, par rapport aux types que peut spécifier un utilisateur.

Exemple B.1 Propriété Ftype (Formal type) et opérateur d’identité.

enr [t]
t t . .
E;pr(; vpelt /] opns identity : t — t
o vars -t
-~ Dans ’en-téte d’'un module, “[t]” est un rules ‘
-~ raccourci pour “req Ftypelt /]’ <> ddentity(z) ==> =z
P 4npe - endenr

Rappelons que le traitement de la propriété Ftype est entierement pris en charge par le compilateur FP2
(déclaration d’un modéle a chaque définition d’un nouveau type, relations d’inclusion pour une propriété ad-
mettant des sortes formelles dans sa signature — cf. note du §3.1.1).
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Exemple B.2 Type Bool des booléens.

type Bool
cons
opns

vars
rules
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
endtype

Rappelons que tous les opérateurs d’arité 2 peuvent étre infixés.

true, false
not

and,or,zor, =, &

b, b

not true
not false
true and b
false and b
true or b
false or b
true xor b
false zor b
b= by

b by

Bool —  Bool
Bool x Bool — Bool
Bool

false

true

b

false

true

b

not b

b

(not b) or by

(b = bo) and (bo = b)
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Exemple B.3 Type Nat des entiers naturels.

type Nat
cons

opns

vars

prcds
<>

rules
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>

<>
<>
<>
<>
<>

<>
<>

<>
<>
endtype

zero T—
suce : Nat
pred :  Nat —
=,<,5,>,2 : Nat X Nat —
+,—,%,div,rem : Nat x Nat —
div-rem i Nat x Nat —
zero? ¢ Nat —
i,j,k,l,m :  Nat
tdiv-rem 0 ==> lzero-divide
pred(0) ==
pred(succ(i)) ==>
0 = 0 ==
0 = suce(j) ==>
suce() = 0 ==>
suce(t) = suce(j) ==>
i < 0 ==>
0 < suce(y) ==
succ(t) < suce(j)y ==>
i< ==
1 > J ==>
P> ==>
0 + J ==
suce(i) + J ==>
i — 0 ==>
0 - suce(j) ==
suce() - succ(j) ==>
0 * ] ==>
succ(7) * j ==
i div ] ==
) rem j ==>
0 div-rem j ==>
succ(i) div-rem j ==>
zero?(0) ==>
zero?(suce(i)) ==>

Nat
Bool
Nat
CP?[Nat,Nat] -- Produit cartésien,
Bool -- cf. exemple B.10.

—-- Par défaut, la précondition est “true”.

lundefined-value

?

true

false

false

1=3

false

true

1< j

(i< j)or(i=y)

1<t

Js

J

suce(i+ 7)

]

lundefined-value

—-- Rappelons que la déclaration des opérateurs
~-- d’exception est facultative.

i—J

0

(ixj)+3

11(¢ div-rem j)

12(4 div-rem j)

-= L’opérateur “div-rem” permet de mener de front
-- le calcul du quotient et du reste.

(0,0)
let (k,0) = idiv-rem j,
m = suee(l)
in if m = j then (succ(k), 0) else (k, m)
endif
endlet
true
false
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Exemple B.4 Type Seq des séquences linéaires.

type Seqlt]

cons

opns

priv
vars

rules
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>
<>

<>
<>
<>
<>
<>
<>
endtype

nil

<+

head

tail, reverse
nil?

+

+>

length
sub-seq
extract-sub-seq
z

S,80

3,J

t X
Seq(t]
Seq(t]
Seql[t]
Seq[t] x
Seq[t] x t
Seqlt]
Seqt] x
Seqft] x
t

Seqlt]
Nat

head(nil)
head(x <+ s)
tail(nil)

tail(z <+ s)
reverse(nil)
reverse(z <+ s)
nil?(nil)
nil?(x <+ s)
nil + sp

(z <+ s) +s0
s+>¢x
length(nil)
length(z <+ s)

sub-seq(s,0,7)

sub-seq(nil, succ(i), j)

sub-seq(x <+ s, succ(i), j
extract-sub-seq(s,0
extract-sub-seq(nil, succ(q)
eztract-sub-seq(x <+ s, succ(i)

)
)
)
)

Seqlt]

Seqlt]

Nat
Nat

==>

X Nat

Seqlt]
Bool
Seqlt]
Seq(t]
Nat

bbbl

lundefined-value
z
lundefined-value
s

nil

reverse(s) +> z
true

false

S0

z <+ (s +s0)
s+ [z]

0
succ(length(s))

extract-sub-seq est un
opérateur privé (caché),
¢’est-a-dire invisible en
dehors du corps de ce
module.

sub-seq(s,i,7) : on extrait j éléments de la

-= séquence s & partir de la position 1, les

extract-sub-seq(s, j)

lundefined-value
sub-seq(s, 1, 7)
nil
lundefined-value

positions étant comptées & partir de 0.

z <+ extract-sub-seq(s,1)

Exemple B.5 Propriété d’égalité — E’galité des séquences.

prop Equality[t / eq]

opns

vars

eqns
<>
<>

endprop

€q Dotxt

z,y,z : 1

—  Bool

Teqz
zeqy
<> ((zeqy)and (yeqz)) = (zeqz)

irue

yeqr
true
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model EQBOOL is Equality[Bool /| <]
endmodel

model EQNAT is Equality[Nat / =]
endmodel

enr req Equalityft / eq)

opns = : Seq[t] x Seq[t] — Bool
vars Zi,z2 o i
51,82 : SGQ[t]
rules
<> nil = nil == true
<> nil = (25 <+ sy) ==> false
<> (21 <+s81) = nil ==> false
<> (z1<+51) = (22 <+s2) ==> if z; eq z, then s; = s3 else false
endif

endenr

model EQSEQ req Equalitylt / eq] is Equality[Seq[t] / =]

endmodel

Exemple B.6 Relations d’ordre — Tri rapide (quicksort) — Ordre lexicographique sur les séquences.

prop Partial-Order[t [ rel, eq]

opus relieq : txt — Bool
vars z,y,z = 1
eqns
<> zrelz == ftrue
<> (zrely)and (yrelz) == zeqy
<> ((zrely)and (yrelz))= (zrel z) == true
includes FEquality[t / eq]
endprop .

prop Total-Order[t [ rel, eq]

opns relyeq : txt — Bool
vars 2,y N /
eqns
<> (zrelyyor(yrelz) == true
includes Partial-Order(t / rel, eq]
endprop

model ORDBOOL is Total-Order[Bool | =, <]
endmodel
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enr Quicksort req Total-Order[t [ rel, eq)

opns sort Seqlt] —  Seqlt]
priv  split t x Seq[t] — CP*[Seq[t], Seqlt]] ~-- L’opérateur split est invisible en dehors du
vars x,y : i -- module Quicksort.
s, 80 Seqlt]

rules

<> sort(nil) ==> nil

<> sort(z <+s) ==> let (s,s0) :: split(z,s)

in sort(s) + (z <+ sort(so))
endlet
<> split(z,nil) ==> (nil, nil)
<> split(z,y<+s) ==> let (s,s0) = split(z, s)
in if yrelzthen (y <+ s,s0)
else (s,y <+ so)
endif
endlet
endenr
enr req Total-Order[t / rel, eq]
opns < Seq[t] x Seq[t] — Bool
vars Ip,xs : i
51, 52 Seqlt]

rules

<> nil < sy ==> true

<> (21 <+s1) € nil ==> false

<> (z1<+s1) < (22<+s2) ==> if z; eqz, then s; < s, else z1 rel o

endif

endenr

model ORDSEQ req Total-Order(t [ rel, eq] is Total-Order[Seq[t] | <, =]

endmodel

B.2 Exemples divers

B.2.1 Programmation “a la FP”

Exemple B.7 Opérateurs génériques permettant d’écrire des spécifications “a la FP” [{, 177], c’est-

a-dire sans variables.

prop Null-Arity[t,,ts / c]
opns ¢ : — — 1
endprop

2

enr Constant req Null-Arity[t,,t, / ]

opns c¢st : 13 — i,
vars . 2]
rules
<> est(x) ==> ¢
endenr

prop Two-Operators{ty,ts,t3 / g, f]
opns f : 1t — iy
g tg — 13
endprop

enr Composition req
Two-Operators(ty,tz,ts / g, f]

opns o : t; — i3
vars z : 1
rules

<> o(z) ==> g¢g(f(z))

endenr
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prop For-Homomorphisml[t,ty [ ¢, f]
opns e : - — g
f o tixty — 1,
endprop

prop Formal-Oplt,,ts / f]
opns f : t1 — 1y
endprop

enr Alpha req Formal-Op[ty,ts / f]

enr Homomorphism req opns alpha : Seglti] — Seqlts]

For-Homomorphism[t,, ts / e, f]

opns hom : Seqt;] — i, vars : ge ]
vars . 1 ’ a1
s . Seq[ti] rules
rules ' <> alpha(nil) ==> nil
<> hom(nil) ==> e <> alpha(z <+s) ==> afl(ziza?:;
<> hom(z <+s) ==> =z f hom(s) P
endenr
endenr

La définition de P'opérateur d’homomorphisme hom est reprise de [9]. Dans le cas ot t; et t5 représentent
la méme sorte, cet opérateur peut étre compris comme équivalent a la forme fonctionnelle d’insertion (“/”) de
John Backus [4], lorsque f posséde un élément neutre.

prop For-Cond[ty, 15 / ¢, f1, f2]

prop For-Curry[ty,ta,t3 / f, 4 opns ¢ : t; — Bool
opns f i Xty — 13 f11f2 Dl — g
u - — 1 endprop
endprop v
enr Cond req For-Cond[ty,ts / ¢, f1, f2]
enr Curry req For-Currylty,ts,ts / f,u] opns cond : t; — i
opns curry @ t; — 13 vars I . )
vars I oty rules
rules <> cond(z) ==> if c(z) then fi(z)
<> curry(z) ==> zfu else fo(x)
endenr endif
endenr

Exemple B.8 Fonction retournant le nombre d’apparitions d’un élément dans une séquence, spécifiée
a Uaide des opérateurs génériques précédents. Un opérateur formel d’égalité est bien sir nécessaire.

enr req Equality(t / eq]
opns nb-of : tx Seqt] — Nat
vars I . -
s : Seqlt]
rules
<> nb-of(xz,s) ==> olhom|0,+], alpha[cond[curryleq, z], cst[1], cst[0]]]](s)
endenr

Nous voyons ici I'utilisation d’une variable dans l'instanciation d’un opérateur. Remarquons également
I’emploi d’entiers sous forme décimale dans des instanciations. Ils sont alors compris comme des opérateurs de
profil “— — Nat”.

B.2.2 Structures algébriques

Pour tout n 2 1, il est poésible de définir un type :

Sum”™ . Ftype™[t1,...,tn /]
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représentant la somme disjointe de n types formels, ainsi qu’un type :

CP".Ftype™[ty,..., 1, /]

représentant le produit cartésien de n types formels.

Nous donnons dans les deux exemples ci-aprés les spécifications pour n = 2.

Exemple B.9 Somme disjointe de deuz types.

prop Ftype®[t1,ts /]
~- Inféré par FP2 : includes Ftype[t; /], Ftype[ts /].

endprop

type Sum? req Ftype®[t1,t2 /]

cons  injn . 3
2""7'.7'1‘1'_<]ht I
opns isleft,isri_qht Sum2[t1,t2]
valies Sum?[ty,,)
Ualright Sumz[tl!tz]
vars i t1
) 3
rules
<> is1e(infiep(21)) ==>
<> 8165t (1nJrighe(x2)) ==
<> isright(injien(21)) ==>
<> isright(injright(z?)) ==
<> valign(infien(z1)) ==>
<> valigp(ingrigni(x2)) ==>
<> walgn(ingien(z1)) ==>
<> wvalrigh(injrigni(z2)) ==
endtype

Exemple B.10 Produit cartésien.

—  Bool --
— 1
— t2

true

false

false

true

£t
lundefined-value
lundefined-value
L2

Noter I’instanciation implicite “Sum?[ty,t2]”.

Ce qui justifie I'intérét du produit cartésien de n types, c’est qu’un terme de cette sorte représente un objet
d’une sorte, et non n objets de n sortes, arguments d’une fonction n-aire. Des utilisations dans ce but figurent
dans ’exemple B.3 et dans le chapitre 5.

type CP? req Ftype?[t1,t /]

-~ “zy,z4)” est une notation abrégée pour un

cons make-cp? t1 X o
opns {1 CPty,t)) —
12 CP?[ty,ts] — ¢y
vars I; t
o o ~- produit cartésien.
rules
<> 1({zy,22)) ==> =
<> 12((z1,22)) ==> =z

endtype
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Exemple B.11 (Instanciation partielle) “Carré” d’un type.

type Square [t] is CP?[t,]
endtype

Exemple B.12 Propriétés d’une loi de composition interne.

prop Associativity[t / f]

opns f D txt — ¢
vars 2z,y,z : t
eqns
<> (@fy)fz == zf(yfz2)
endprop

prop Commautativityft / f]

opns f T txt — ¢
vars z,y : t
eqns
<> zfy == yf=z
endprop

Note En l'absence de parenthéses, le terme “z f y f 2” est parsé comme “efy f2.

prop Neutrallt / f,e]

opns f : txt — t
e : - —
vars z @ 1
eqns
<> efz == =
<> zfe == =
endprop

prop Monoid[t / f,e€]
opns f : txt — 1
e : - =t
includes Associativity[t / f]
Neutrallt / f,€]
endprop

model NAT* is Monoid[Nat / +,0]
endmodel

B.2.3 Arbres

prop Symmetrization[t / f,e,inv]

opns f otxt — ot
e T = —
nv — i
vars =z . 4
eqns
<> zfinv(z) == e

<> iTL’U(:l,‘) f r ==
includes Neutrallt / f,e]
endprop

prop Groupt / f, e, inv]

opns f Dtxt — ot
e : - — 1
nv t —

includes Monoid[t / f,e]
Symmetrization[t |/ f,e,inv]
endprop

model BOOL® is Group[Bool | &, true,identity)

—-- Noter l'instanciation implicite de
~= opérateur identity.
endmodel

Exemple B.13 Définition des arbres ¢ nombre quelconque de fils, égalité et ordre lezicographique.

type Treeft]
cons nil =
<+ : tx Seq[Tree[t]]
endtype



198 Annexe B. Exemples

enr req Equalityft / rel, eq]

opns = : Tree[t] x Treeft] — Bool
vars Zi,r2 : i
s1,s2 : Seq[Tree[t]]
rules
<> nil = nil ==> true
<> nil = (x2<++ s9) ==> false
<> (z1<++ s1) = nil ==> false
<> (21 <++ s1) = (22 <++ s2) ==> if 2z eqzs then = .Equality[Treelt] / =](s1,s2)
else false
— Ace niveau, on ne sait pas encore que le
-- type Treeft] muni de “=" est un modele
-- de ’égalité. Noter que 'instanciation
-- explicite simplifiée “=[=](s1, s2)” est
-~ également correcte.
endif

endenr

model EQTREE req Equality(t / eq) is Equality[Treelt] / =]
endmodel

enr Linearization[t]

opns lin : Treelt] —  Seqlt]
vars I ./
s 1 Seq[Tree[t]]
rules
<> Izn(nzl) ==> nil
<> lin(z <++ s) ==> =z <+ hom[nil, +](alpha[lin)(s))
endenr

enr req Total-Order{t [ rel, eq]

opns < ¢ Treeft] x Tree[t] — Bool
vars zi,r9 : i -
tau 1 Treelt]
81,82 : Seq[Tree[t]]
rules
<> nil < tau ==> true
<> (z1 <++ s1) € nil == false
<> (21 <++ s1) € (za<++s2) ==> if x4 eq z2 then <[, =](s1,52) else z; rel z,
-= Voir le commentaire précédent, sur
-- Dégalité des arbres.
endif
endenr

model ORDTREE req T'otal-Order(t [ rel,eq] is Total-Order[Tree[t] | <,=]
endmodel
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Exemple B.14 Définition d’un modéle implicite d’ordre total pour les entiers naturels, et utilisation

de ce modéle pour le calcul d’une instanciation implicite en vue d’ordonner deuz arbres quelconques
d’entiers.

model INCNAT is Total-Order[Nat | <,=]
endmodel

1 <++4 [2 <4+ [B<++ nil,4 <++ nil,nil],nil,5 <++ [6 <++ [7 <++ nil]]] <
1 <++ [2<++ [B<++ nil,4 <++ nil,nil], 6 <++ nil,5 <++ [T <++ nil]] $

true

3 4 A 6 3 4 A A 7
| <
A A 7 A A A
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Exemple B.15 Définition d’utilitaires divers pour un type ordonné.

enr req Total-Order(t / rel,eq]

opns ord? ¢ Seq[t] ~ Bool
ming, mazy : txt — t
min, mazx : Seq[t] —
vars ,Y,z R/
s ¢ Seq[t]
rules
<> ord?(nil) ==> true
<> ord?z <+s) ==> if nil?(s) then true
elsif ord?(s) then z rel head(s)
else false
endif
<> ming(z,y) ==> if zrelythenzelsey
endif
<> mazy(z,y) ==> if zrelythenyelsezx
endif
<> min(nil) ==> lundefined-value
<> min(z <+s) ==> hom[z, miny](s)
-= Noter I’emploi de Popérateur homn (cf. exemple B.7) et
-- lutilisation d’une variable dans I’instanciation.
<> maz(nil) ==> lundefined-value
<> maz(z <+s) ==> hom[z, mazs)(s)

endenr
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Exemple B.16 Définition des arbres binaires ordonnés, et application au tri par arbre.

type O-Tree req Total-Orderft [ rel, eq]

—  O-Treeft]
—  Bool
—  Seqft] -- Linéarisation.

((if nil?(tau;) then true else maz(lin(tau)) rel ¢

(if nil?(taus) then true else z rel min(lin(taus))

cons nil -
(#) O-Treelt] x t x O-Treeft]
opns tree-insert t x O-Treelt]
nil? O-Treelt]
lin O-Treelt]
vars T,y i
81,89 Seqlt]
tau; ,tausg O-Treelt]
prcds
<> (#)(tauy,z,taug) | not
endif) and
endif))
==>
rules
<> tree-insert(z,nil) ==
<> tree-insert(y, (#)(tauy, z,taus)) ==>
<> nil?(nil) ==>
<> nil?((#)(tawy, z,tauy)) ==>
<> lin(nil) ==>
<> lin({(#)(tauy, z,tauy)) ==>
endtype

enr Tree-Sort req Total-Order[t / rel, eq]

opns tree-sort Seq[t] — Segqlt]
priv  do-tree-sort Seq[t] — Seq]t]
vars I ot
s 1 Seq[t]
rules
<> tree-sort(s) ==>
<> do-tree-sort(nil) ==> nil
<> do-lree-sort(z <+ 5) ==>

endenr

B.2.4 Utilisation d’exceptions

lwrong-tree

Alors que “(#)” est un constructeur assujetti

a une précondition dans laquelle on vérifie

que la disposition des éléments est conforme a

la relation d’ordre en parametre, 'opérateur

tree-insert permet de ranger n'tmporte quel

élément a la place qui lui revient.

(#)(nil, z, nil)

if « rel y then (#)(iree-insert(y,tau;),z,taus)
else (#)(tauy, z,tree-insert(y, taus))

endif

true

false

nil

lin(tauy) + (z <+ lin(tauz))

lin(do-tree-sort(s))

tree-insert(z, do-tree-sort(s))

Exemple B.17 Type Bounded-Stack des piles bornées génériques.

prop For-Bounded-Stack[t / p]
opns p — — Nat
endprop '



202 Annexe B. Exemples

type Bounded-Stack req For-Bounded-Stack[t / p]
cons empty : —

push  : t x Bounded-Stack]t]
opns top :  Bounded-Stack][t] — 1
pop :  Bounded-Stack(t] —  Bounded-Stack|t]
depth : Bounded-Stack]t] -+ Nat
vars z ./
s :  Bounded-Stacklt]
preds
<> xpushs | depth(s) 2 p ==> Itoo-deep
rules
<> top(empty) ==> ltoo-deep
<> top(x pushs) ==> =z
<> pop(empty) ==> loo-deep
<> pop(x push s) ==> s
<> depth{empty) ==> 0
<> depth(x push s) ==> succ(depth(s))
endtype

Exemple B.18 57 nous considérons Un espace meémoire comme une sé uence de piles bornées, [’al-
14 q »
location d’une nouvelle pile dans le but d’y ranger un élément supplémentai7e peut deés lors s’effectuer
g
par 7'écupé1ation du terme exceptionnel “!too-deep”.

type Page req For-Bounded-Stack(t / p) is Seq[Bounded-Stack(t]]
endtype

enr Alloca req For-Bounded-Stack(t / p|

opns init o= —  Paget]
new-elt : t x Page[t] — Pagelt]
vars I N/
pp : Pagelt]
rules
<> init ==> [empty]
<> new-elt(z,pp) ==> rec (z push head(pp)) <+ tail(pp)
when !too-deep then (z push empty) <+ pp
endrec _
endenr

B.2.5 Définition des caracteéres et des chaines de caractéres par transfert de struc-
ture

Exemple B.19 Définition d’un isomorphisme a partir d’un opérateur de conversion.

enr [somorphism req Iso-and-Convlty,ts,t5 / f,c]

prop Iso-and-Conu[ty,t2,t3 / f,c] opns is0 : t1 Xt — 13
opns f : taxty — i3 vars z,y : U
c i1 — 1 rules
endprop <> iso(z,y) ==> c(z) f c(y)

endenr
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Exemple B.20 Type Char des caraciéres, définis par leur code.

type Char
cons make-char : Nat
opns code-char : Char —  Nat
=<,%,>,2 : Char x Char — Bool
vars ¢ : Nat
chy,chy : Char
rules
<> code-char(make-char(i)) ==> 1
<> c¢chy = chy ==> is0.Iso-and-Conv[Char, Nat, Bool | =, code-char)(chy, chs)
<> chy < chy ==> iso.lso-and-Conv[Char, Nat, Bool / <,code-char)(chy,chs)
<> chy € chy ==> iso.Iso-and-Conv[Char, Nat, Bool | <, code-char)(chy, chy)
<> chy > chy ==> iso.Iso-and-Conv[Char, Nat, Bool / >, code-char)(chy, chy)
<> chy 2 chy ==> iso.Iso-and-Conv[Char, Nat, Bool / 2,code-char)(chy,chs)
endtype

model EQCHAR is Equality[Char / =]
endmodel

Le parser accepte également les caractéres sous une forme plus familiére : ’a, ’b, ..., 'RETURN, ...

Exemple B.21 Type String des chaines de caractéres. Les types String et Seq[{Char] étant iso-
morphes, les définitions de ’égalité, de Uordre sur les chaines, et de la concaténation s’effectuent par
transfert des opérateurs correspondants dans Seq[Char).

type String
cons empty-string —
<+ : Char x String

opns coerce-string . Seq[Char] —  String
coerce-char-list : String —  Seg[Char] ’ -
sub-string : String x Nat x Nat — String
vars i,j : Nat
ch : Char
str : String
s . Seq[Char]
rules
<> coerce-string(s) ==> hom[empty-string, <+](s)
<> coerce-char-list(empty-string) ==> nil
<> coerce-char-list(ch <+ str) ==> ch <+ coerce-char-list(str)
<> sub-string(str,i,j) ==

rec coerce-string(sub-seq(coerce-char-list(str), 1,7))
when !lundefined-value then lundefined-string
endrec
endtype
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enr
opns =,<,<,>,2 : String x String — Bool
+ : String x String —  String
vars  stry,stry . String
rules
<> str1 = StT‘2 ==
is0.Is0-and-Conv[String, Seq[Char], Bool | =, coerce-char-list](stry, strs)
== Noter Pinstanciation implicite de opérateur “=”, utilisant la déclaration de modéle
-- EQCHAR.
<> stry < stry ==> (stry < stry) and not(str; = stry)
<> str; < stry ==>
is0.Iso-and-Conv[String, Seq[Char], Bool | <[<,=], coerce-char-list](stry, stry)
<> stry > stry ==> not(str; < stry)
<> stry 2 stry ==> not(stry < stry)
<> stry 4+ strg ==>
coerce-string
(iso.Iso-and-Conv[String, Seq[Char), Seq[Char] / +, coerce-char-list](stry, stry))

endenr

model EQSTRING is Equality[String / =]
endmodel

Des lors qu’existe le type Seq[Char], la principale raison d’étre du type String est P'interface permettant
de lire et d’écrire les chaines entre doubles guillemets ("FP2"). Pour insérer un double guillemet & Vintérieur
d’une chaine, il suffit de le doubler : "For ""ever"" and ""a"" day".

B.3 Exemples de codes générés par le compilateur FP2

Nous donnons ci-aprés les codes générés par le compilateur FP2 pour les opérateurs d’égalité et
d’ordre lexicographique sur les séquences, et sur les arbres & nombre quelconques de fils.

Nous rappelons encore une fois que — cf. chapitre 2 — :

e les booléens de FP2 sont ‘compilés sous leur forme Lisp la plus “naturelle” : true en t et false
en nil ;

e les séquences et les arbres sont représentés par des listes Common Lisp (cf. §2.1.2.2 et tableau
p. 86) : ainsi, les deux opérateurs FP2 notés nil (la liste vide et I’arbre vide) sont tous deux
compilés en le symbole nil de Lisp, quant aux opérateurs “<+" et “<4+", ils sont tous deux
compilés en la fonction cons ;

e par convention, la variable fm représente I’argument supplémentaire qui regroupe la forme com-
pilée des opérateurs du modele exigé (cf. §2.2.2).

(defun =S (x y fm)
(if x
(if y
(if (funcall (first fm) (car x) (car y))
(=5 (cdr x) (cdr y) fm)))
(endp y)))
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(defun <=S (x y fm)
(if x
(if y
(if (funcall (second fm) (car x) (car y))
(<=5 (cdr x) (cdr y) fm)
(funcall (first fm) (car x) (car y))))
t))

(defun =T (x y fm)
(if x
(if y
(if (funcall (first fm) (car x) (car y))
(=5 (cdr x) (cdr y) (list #’(lambda (20 z1) (=T z0 z1 fm))))))
(endp y)))

(defun <=T (x y fm)
(if x
(if y
(if (funcall (second fm) (car x) (car y))
(<=S (cdr x) (cdr y)
(1ist #’(lambda (20 z1) (<=T z0 z1 fm))
#’(lambda (22 z3) (=T z2 z3 (list (second fm))))))
(funcall (first fm) (car x) (car y))))
t))






Annexe C

Linéarisation d’un systéme de
réécriture

Dans cette annexe, nous allons définir une relation d’équivalence entre systéemes de réécriture,
et des conditions sous lesquelles nous pouvons ramener tout systéme de réécriture 3 un systeme de
réécriture linéaire & gauche équivalent au sens de cette relation. La preuve est suivie de deux exemples.
Nous terminons par un résultat de confluence découlant lui aussi de cette relation d’équivalence.

Notre but principal est de parachever la preuve du théoréme 4.3, néanmoins, cette annexe peut se
lire indépendamment du chapitre 4.

C.1 Quelques définitions techniques

Définition C.1 Soit s une sorte. s est une sorte avec égalité s’il est possible de spécifier un
opérateur eq, de profil s X s — Bool, au moyen d’un systéme de réécriture convergent et linéaire ¢
gauche, et ceci de fagcon compléte, c’est-d-dire :

(Vt1,t, termes de sorte s),eq(ty,t2) — true V eq(ty,tz) — false

Dans le §C.1, nous allons considérer que la sorte s admet m constructeurs constants (ci)igigm et
n constructeurs d’arité non nulle (g;)1¢;<n-

Proposition C.2 En l’absence d’équations entre ses constructeurs, une sorte est une sorte avec
e€galité, deés lors que toutes les autres sortes qui apparaissent dans les domaines des constructeurs
sont des sortes avec égalité.

eq peut se définir par :

eq(cy,c1) —  true

eq(er,c2) —  false

eq(gl(xla"-’xarit.y(gl))agl(yl"'-1yarit.y(g1))) - /\ C‘I(fci, yz) (Cl)
1<i<arity(g1)

207
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eq(gl(xl’ RS xarity(_ql))) g2(yl, vy yarity(gz))) - false

Note Dans la régle (C.1), eq doit étre compris comme un symbole surchargé, défini sur s; x s; — Bool, de
facon identique pour toutes les sortes s; qui apparaissent dans le domaine de g¢;.

Bien siir, toutes les sortes de FP2 sont des sortes avec égalité. En cas d’équations entre construc-
teurs, non seulement la spécification d’un tel opérateur est moins triviale, mais elle peut étre impossible
sans I’ajout d’opérateurs auxiliaires (3 titre d’exemple, Hubert Comon rappelle dans [43] que 1’on ne
peut pas spécifier I’égalité entre entiers relatifs sans opérateur auxiliaire).

Proposition C.3 ([151, 43]) Lorsque les équations entre constructeurs sont orientables en un sys-
téme de réécriture, il est possible de construire une grammaire qui permet d’engendrer toutes les formes
normales fermées d’une sorte.

Dans ce cas, on peut toujours spécifier ’égalité, éventuellement & ’aide d’un opérateur auxiliaire
de normalisation.

Remarque  Par contre, & notre connaissance, lorsqu’on se trouve en présence d’équations non orientables
(par exemple, une équation de commutativité), il n’existe pas de méthode générale pour spécifier linéairement
un opérateur d’égalité. Toujours a notre connaissance, il n’existe pas non plus d’exemple de sorte pour laquelle
il a été prouvé que cette spécification est impossible.

Définition C.4 Scinder une variable de sorte s dans un terme t, c’est générer autant de termes
que de constructeurs de sorte s, en ayant remplacé dans ces termes la variable par une expression
formée a aide d’un constructeur et éventuellement de nouvelles variables.

Plus formellement :

split(z,t) = {o(t) | o € {[z — cilhicicm U{[z = 95(z51, - T mity (o)) 1<ign }

Dans toute cette annexe, nous supposerons que tous les systémes de réécriture sont définis sur la
méme signature visible.

Définition C.5 Deur systémes de réécriture R et S, éventuellement conditionnels, seront dits équi-
valents par rapport aux constructeurs si et seulement si :

(i) toute forme normale® d’un terme fermé quelconque, obtenue au moyen de R (respe=S) et
pouvant s’exprimer uniquement a l’aide de constructeurs, peut également s’obtenir au moyen de

S (resp. R) ; !

(1) tout terme fermé tel qu’une de ses formes normales obtenues au moyen de R (resp. S) ne peut
pas s’exprimer uniquement au moyen de constructeurs vérifie la méme propriété pour S (resp.

Remarquons que :

1. la condition (ii) exige I'impossibilité commune d’exprimer uniquement & 1’aide de constructeurs
les deux formes normales obtenues au moyen de R et de S, mais n’exige pas leur égalité,

85 Toute forme normale, parce que les systémes ne sont pas supposés confluents.
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2. cette relation est bel et bien une relation d’équivalence entre systémes de réécriture.

Cette définition revient a ne considérer que les termes irréductibles composés uniquement de cons-
tructeurs, les autres étant soit mal formés, soit — et c’est la solution la plus naturelle compte tenu du
contexte dans lequel nous nous plagons au chapitre 4 — réécrits en un opérateur d’exception.

C.2 Linéarisation d’un systéme de réécriture

Théoréme C.6 Pour tout systéme de réécriture R, opérant sur des termes dont les sortes sont des
sortes avec égalité, il existe un systéme de réécriture RY, qui est linéaire & gauche et équivalent a R
par rapport aux constructeurs.

Dans la description de la transformation d’un systéme de réécriture R en un tel systéme de
réécriture RY et sa preuve, nous traitons le cas d’un seul opérateur non constructeur f, la méthode se
généralisant aisément aux systémes de réécriture définissant plusieurs opérateurs.

Nous allons commencer par transformer R en un systéme de réécriture conditionnel. On indice par
des entiers naturels non nuls et croissants les différentes occurrences d’une variable en partie gauche.
La prémisse est formée par la conjonction des termes de la forme eq(z1, zy), avec 1 < p’ < p, pour
toute variable z apparaissant p fois (p > 1) dans la partie gauche. D’aprés I’hypothése, la spécification
de tels opérateurs eq au moyen de régles linéaires & gauche est possible pour toute sorte. Quant aux
variables de la partie droite, nous les indigons par “1”.

En représentant schématiquement les parties gauches :

f f

—_— if eq(z1,22)Aeg(zy,23)

Z2

|
Nous considérons ensuite les parties gauches superposables (unifiables) et nous en scindons les
variables jusqu’a ce que deux quelconques de ces parties gauches soient ou bien non unifiables, ou bien
identiques & un renommage prés. Nous en profitons pour :

e simplifier les prémisses, et éventuellement enlever les régles dont la prémisse est trivialement
fausse,

o effectuer des renommages de telle sorte que deux quelconques des parties gauches soient ou bien
non unifiables, ou bien égales syntaxiquement, c’est-i-dire identiques y compris pour les noms
des variables.
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f f
z succ(y)
0 z

N N

f [

0 succ(zy) succ(z1)
0 0 suce(z1)

Nous nommons R’ le systéme de réécriture conditionnel obtenu 3 ce niveau de la transformation.

Rappelons qu’a ce niveau, deux parties gauches quelconques sont soit non unifiables, soit syntaxique-
ment égales.

Sy

o

Nous partitionnons R’ en des sous-ensembles que nous appellerons sous-ensembles de factori-
sation : ces sous-ensembles sont tels que toutes les parties gauches des régles d’un sous-ensemble
sont identiques. Si toutes les regles de réécriture d’un sous-ensemble de factorisation ont une.prémisse
trivialement vraie, ces régles sont reprises sans modification dans R!. Dans le cas contraire, pour un
sous-ensemble de factorisation de R”, soit ¢ le nombre de tests (sous-termes d’une conjonction, formés
a l'aide d’opérateurs eq) contenus dans les prémisses, et qui mettent en jeu des paires de variables
distinctes. Nous définissons un ordre lexicographique et ordonnons les ¢ paires de variables utilisées
dans ces prémisses. Par conséquent, chaque prémisse v de ce sous-ensemble peut étre définie au moyen
d’une fonction :

£y:{1,...,q} — {true, false}

telle que £,,(7) soit vrai si et seulement si le test de rang ¢ est présent dans la prémisse v. On introduit
alors un opérateur auxiliaire caché par sous-ensemble. Si l’opérateur f, racine des parties gauches, a
le profil :

81 X +++ X 8y — 8
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alors 'opérateur auxiliaire f’ a le profil :

q fois

81 X+ X 8y X Bool X ---x Bool — s

Nous construisons alors une régle dont la partie gauche est la partie gauche commune des régles du
sous-ensemble et dont la partie droite est formée au moyen de ’opérateur auxiliaire : les n premiers
arguments de f' (n étant Darité de f) sont identiques aux n arguments de f en partie gauche, et
les arguments suivants sont constitués par les tests extraits des prémisses, dans ’ordre choisi pour le
sous-ensemble considéré.

Pour terminer la transformation, nous reprenons chaque régle conditionnelle du sous-ensemble de
factorisation, et donnons une régle équivalente construite avec I’opérateur auxiliaire en partie gauche.
Les n premiers arguments sont les arguments de f dans la partie gauche du sous-ensemble de R’, et
les ¢ suivants sont construits d’aprés £,. Pour toute place i, avec n +1 < i< n+gq:

o si £, est vrai, le terme d’occurrence i est “true”,
e sinon, une nouvelle variable de sorte Bool est créée.

La partie droite est celle de la régle conditionnelle. Les variables créées ne se situant qu’en partie
gauche, toutes les variables présentes en partie droite sont présentes en partie gauche.

Ainsi est obtenu le systéme R!. Il est assez facile de voir que R® est strictement équivalent a
R par construction. Ce qui nous reste & prouver, c’est que RY est équivalent 3 R’ par rapport aux
constructeurs.

Soit § un systeme de réécriture. Notons par Auz(t) la proposition “le terme ¢ contient des
opérateurs auxiliaires cachés” et adoptons la notation suivante, traduisant la notion de “réécriture
tant que le résultat contient des opérateurs cachés” :

(tl —S t2 A ﬂA’UJL‘(tQ))
~ dé
th sty &4 v
(3t)), (t1 —s 1) A Auz(t)) A t) "S5 ty)
Lemme C.7 Soient R et S, deuz systémes de réécriture, éventuellement conditionnels. Notons Ty,
Uensemble des termes fermés s’ezprimant uniquement a laide de constructeurs. Si, pour tous ty,ty €
Ts, et tout tz3 € Ty, : .
(1 —Rr t2) <= (1) —sta) (C.2)
(t3 irréductible par R) <= (t3 irréductible par S) (C.3)

alors toute forme normale d’un terme t de Ty, obtenue au moyen de R (resp. S) et appartenant a
Tx.. peut s’obtenir au moyen de S (resp. R).

Preuve du lemme C.7 Soient t € T et u € Tt une forme normale de ¢, obtenue au bout de p
applications de régles de R. Cela signifie que :

(Fuiigigp)it —R U1 ~—R " —R U = u

D’apres (C.2) :

t_:_)sul_l}s..._’:l_)supzu
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u est un terme de Ty irréductible par R : d’aprés (C.3), u est irréductible par S, c’est donc une
forme normale de ¢ qui peut s’obtenir au moyen de S.

Dans le sens contraire, soit v € Ty une forme normale de ¢ obtenue par S. v ne contenant pas
d’opérateurs auxiliaires, il est possible de décomposer les réécritures successives de ¢ en une suite de
relations “~=5”. Ensuite, on prend en compte de facon analogue les hypotheses (C.2) et (C.3) et I'on
obtient le résultat.

Preuve du théoréme C.6 4 I’aide du lemme C.7 Rappelons que nous considérons une signature
avec un seul opérateur f non constructeur défini non linéairement, la généralisation au cas de plusieurs
opérateurs étant aisée. Rappelons également que seules ont été modifiées, lors du passage de R a
RY, les régles préfixées par f. Par conséquent, un terme qui s’exprime uniquement en fonction de
constructeurs, s’il est irréductible par R, l’est également par R et par R : (C.3) est vérifide.

Etudions (C.2) en considérant un terme fermé ¢; dont au moins une occurrence est préfixée par f.

[i=m ]

Si la régle appliquée ne comporte pas de prémisse, elle est reprise dans R, et donc ¢; —rh t2.
Traitons le cas d’une régle conditionnelle. Par définition de la réécriture conditionnelle

(37 € oce(t1)), (3 — rifc) € RY),1 X t1/7 Aalc) — true Aty = ti[r — o(r)]

(Remarquons qu’en cas d’équations sur les constructeurs, le filtre o est calculé modulo ces
équations.)

Le terme [ est de la forme f(ui,...,u,), et est tel que :.

(Vi,1<i<n)u i (C.4)

~

Puisqu’on regroupe, lors du passage de R® & RY, les régles de R® d’aprés leur partie gauche, il
s’ensuit qu’étant donné une régle de R’, il existe nécessairement une régle unique dans RY qui
admet méme partie gauche. Si la prémisse de la régle de R’ n’est pas trivialement vraie, la
partie droite de la régle correspondante dans RY est de la forme :

termes de
sorte Bool
Ptahir ity .
70 = f'(U1,. .oy tn, Tng1,- -, Untq), d'oit 'on pose t] = tifr — a(rp)]

f' étant un opérateur auxiliaire. Par construction, toutes les regles du sous-ensemble de factori-
sation qui sont préfixées par f' vérifient (C.4). Les tests d’égalité restent & examiner.
¢ peut se définir par :
¢ = AN edi(zia,zse)
JELT ({true})

(€-1(A) désignant Iimage réciproque de I’ensemble A par £..) Dot :
o(c) — true < (Vj € fc—l({t’l‘ue})),6(1]'(0'(32]‘,1),0’(.’13‘]"2)) — true
Par construction, il existe une régle (I' — r') de R! telle que :

(V7 € £71({true})), U'/(n+j) = true
(V7 e{1,...,¢3 N1 ({true})), U'/(n+ j) est une variable
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Puisque les n premiers arguments d’une regle dont la partie gauche est préfixée par f’ sont les
mémes que les n arguments de 'unique partie gauche, préfixée par f, de la régle du sous-ensemble
de factorisation, il suffit d’étendre o en une substitution ¢’ qui associe une image aux variables
de sorte Bool qui ont été introduites pour les sous-termes d’occurrences n 4+ 1 3 n + g. Ces
variables sont situées aux occurrences n + j, pour j € {1,...,q} ~N £ ({true}), d’ot :

o' = oW O, ['/(n + §) — ¢, /i.7])
jG{l,‘..,q}\ZC—l({true})

(“&” désignant ici 'union disjointe des graphes.) Dés lors :
<7I
(Vi,1<i<n+q),l'/i 3t} /ir

I’ et t] ayant méme racine : !’ % ty/7 et larégle (I' — 7') peut étre appliquée. Par conséquent :
ty — gty = 4[r — o'(r")]
Par construction, 7’ = r, ot ¢'(r') = o(r). De plus, pour tous termes ug, 41, tg, ON a :
(wo[r — w])[r « uz] = wolr — uy]
Finalement :

ty = tifr —a(r)]
(ta[r = a(ro)Dlr — o(r)]
ti[r «— o(r)]
= 19
t) — gy t] —ga ta

t1 ——pguty O

e {t; irréductible par R

Explicitons complétement ’hypothése :

(L4t (C.5)

(V7 € oce(ty)), V(I — rifc) € RY), v
(I X /7 A=(o(c) —> true)) (C.6)

Les parties gauches préfixées par f étant identiques dans R’ et dans RY, il s’ensuit que si #;
vérifie (C.5), alors t; est irréductible par R

Si ¢y vérifie (C.6), t; est tel que :

(V7 € oce(t2)), (V(I — rif ¢) € R*),1 X t1/7 => o(r) — false
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Nous venons d’utiliser que c est une conjonction de termes formés avec des opérateurs d’égalité.
D’apres I'hypothese, tous ces opérateurs de codomaine Bool sont complétement définis par un
systeme de réécriture ncethérien. Par conséquent :

~(o(c) — true) < (o(c) — false)

[
S’il existe o tel que [ X t;/7, un raisonnement semblable au cas précédent nous permet de
déduire qu’il existe dans RY une régle de méme partie gauche I. D’autre part :

o(c) — false <= (35 € £;'({true})), eq;(o(z;1),0(z;2)) — false

Toutes les parties gauches I’ des régles du sous-ensemble de factorisation correspondant 3 la régle
conditionnelle (I — r if ¢), et préfixées par I’opérateur auxiliaire sont telles que :

(V5 € £ ({true})),!'/(n + 7) = true

Par conséquent :
(37 € £ ({true})), U'/(n + 5) £ eqj(o(z;1),0(z;2))

Si une régle de réécriture de R” échoue & cause de sa prémisse, aucune régle du sous-ensemble
de factorisation correspondant dans R! ne posséde de regle applicable préfixée par ’opérateur
auxiliaire. Globalement, si toutes les régles de R’ échouent, le terme est soit irréductible par
RY, soit réductible en un terme irréductible préfixé par un opérateur auxiliaire. O

Les réciproques se démontrent de maniére analogue et & partir des mémes termes, les opérateurs
auxiliaires ajoutés dans RY étant cachés.

Corollaire C.8 Pour tout opérateur f, complétement défini par un systéme de réécriture R, c’est-a-

dire tel que toute forme normale d’un terme préfixé par f peut s’exprimer uniquement en fonction de
constructeurs, il existe un systéme de réécriture R’ équivalent et linéaire a gauche.

Ce corollaire s’obtient par la seule utilisation de I’axiome (i) de la définition C.5. Dans ce cas,
la forme normale de chaque terme accessible par I’emploi de f et préfixé par un opérateur auxiliaire
caché s’exprime uniquement en fonction de constructeurs. Par conséquent, il est & remarquer, dans

ce cas, que l'introduction de ces opérateurs ne perturbe pas la propriété d’existence éventuelle d’une
algebre initiale satisfaisant la présentation.

Donnons a présent deux exemples d’opérateurs définis non linéairement :

Exemple C.9 Soit fo un opérateur de majorité :

folz,2,9) — =z
fo(z,y,2) — =

foly,z,2) — =

Le systéme de réécriture conditionnelle est :

fo(z1,22,23) — 21 if eq(z1,22)
fo(z1,22,23) — 21 if eq(z1,23)
fo(z1,22,23) — 22 if eq(zg,23)
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Les parties gauches sont identiques. Le systéme final est :

fo(z1,22,23) —  fo'(z1,22,23,q(21, 22), eq(21, 23), eq(22, 23))
f0,(21,22,23,t7‘u6, b27b3) — 2]
fOI(z17z2,237bl,true’b3) - 21

fo' (21,22, 23,01, by, true) — 2,
Exemple C.10 Soit lopérateur fi : Nat x Nat x Nat — Nat défini comme suit :

fl(mvxv y) — tl
fi(z, suee(y), suce(y)) — to

Cette définition devient :

fi(zy,20,y) — ¢ if 21 = 29
fi(z, succ(yy), suce(ys)) —— to if y1 = y2

Les deux parties gauches sont superposables. Aprés scission des variables et suppression des régles
dont la prémisse est trivialement fausse :

£(0,0,0) — %

f1(0,0, suce(zs)) —

fi(suce(zs), suce(z4),0) — 1 if 23 =24
fi(suce(zs), suce(zy), suce(zs)) — 1 if z3= a4
f1(0, suce(zsq), suce(zs)) — to if z4=zs
fi(suce(zs), suce(zy), suce(zs)) — to if @4

Ts

Le systéme final :

£0,0,00 — 4
f1(0,0,succ(zs) —
f1(0, suce(zy), suce(zs)) — f1'(0, suce(zy), suce(zs), 24 = zs)
fi(suce(z3), suce(z4),0) —  fi"(suce(23), suce(z4),0, 23 = 4) '
fi(suee(z3), suce(zyq), suce(zs)) —  f1"(suce(zs), suee(nq), suce(xs), z3 = 4,24 = z5)
f1'(0, suce(zy4), suce(zs), true) —  to -
fi"(suce(z3), suce(z4),0,true) — 1
f1"'(suce(z3), succ(za), suce(zs), true,b) — 1

f1"'(suce(zs), succ(zy), suce(xs),b, true) — iy

Nous concluons ce résultat en soulignant que ce sont les cas oli les termes ne sont pas réductibles
parce que l'opérateur n’est pas complétement défini par rapport aux constructeurs qui justifient
cette notion d’“équivalence par rapport aux constructeurs”, laquelle notion permet d’introduire sans
dommage des opérateurs auxiliaires cachés. Rappelons que cette notion d’“équivalence par rapport
aux constructeurs” ne perturbe pas le cadre de notre étude, puisque de tels termes sont réduits 3
“Inothing-matches” aprés introduction des exceptions. De méme, la notion de confluence par rapport
aux constructeurs, que nous introduisons au §(C.3, a titre de “curiosité exhaustive”, se rameéne aisément
a la définition classique de confluence aprés introduction de I’exception “'nothing-matches”.
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Concernant les systémes de réécriture non linéaires & gauche, un résultat analogue est démontré
dans [43], mais avec d’autres hypothéses. Hubert Comon prouve que si un opérateur est complétement
défini par un systéme de réécriture confluent, alors, dans le cas de variables dont la sorte est 3 support
fini, on peut scinder les régles non linéaires & gauche (d’aprés leurs variables répétées), et dans le
cas contraire, on peut enlever ces régles. On peut considérer ce résultat comme un cas particulier
du corollaire C.8, avec, en sus, ’hypothése de convergence, et le fait qu’il est possible de scinder
ou d’enlever les régles non linéaires. En fait, le résultat de [43] n’est guére utilisable ici, car nous
tenons a relacher I’hypothese de définition compléte, en ayant & Pesprit la possibilité de la compléter
éventuellement au moyen de termes exceptionnels.

C.3 Résultats de confluence

Jusqu’a présent, nous avons considéré des systémes de réécriture qui n’étaient pas nécessairement
confluents, afin de nous placer sous les hypothéses les plus faibles. Nous montrons 3 présent que si
’on considére une notion de confluence appliquée aux termes formés uniquement de constructeurs, la
transformation décrite précédemment préserve cette propriété.

Définition C.11 Un systéme de réécriture est dit confluent par rapport aux constructeurs s;
et seulement si lorsqu’un terme admet une forme normale pouvant s’exprimer uniquement en fonction
de constructeurs, c’est I’unique forme normale du terme.

Proposition C.12 Soient R et S deuz systémes de réécriture équivalents par rapport aux construc-

teurs. Si R est confluent par rapport auz constructeurs, alors S est confluent par rapport auz cons-
tructeurs.

Preuve Soit un terme 5 dont une forme normale ¢1, obtenue au moyen de R, s’exprime uniquement
en fonction de constructeurs. D’apreés les hypothéses, cette forme normale est unique selon R et
atteignable au moyen de S. Soit ¢, une forme normale de ¢y obtenue au moyen de S, et différente de
t1. Examinons les deux cas :

e iy peut s’exprimer uniquement en fonction de constructeurs. R et S étant équivalents par
rapport aux constructeurs, #; est atteignable au moyen de R : contradiction. O

e Dans le cas contraire, cela signifierait que tq est soit irréductible par &, soit qu'une de ses
formes normales ne peut pas s’exprimer uniquement en fonction de constructeurs. R et S
étant équivalents par rapport aux constructeurs, ¢y vérifie la méme propriété pour R : 13 aussi,
contradiction. O

Corollaire C.13 Pour tout systéme de réécriture confluent R, opérant sur des termes dont les sortes
sont des sortes avec égalité, il existe un systéme de réécriture équivalent @ R par rapport auxr cons-

tructeurs, linéaire a gauche, et confluent par rapport auz constructeurs.

Preuve Ce corollaire est une conséquence directe du théoréme C.6 et de la proposition C.12.



Annexe D

Entrées-sorties en FP2

Dans cette annexe, nous allons indiquer comment est réalisée en FP2 ’interaction avec ’utilisateur
lors de ’exécution d'un processus, évoquer les réalisations qui ont été nécessaires dans la partie fonc-
tionnelle, et montrer que l’on peut traiter les entrées erronées a ’aide des récupérateurs d’exceptions.

D.1 Processus “clavier” et “écran”

Un langage fonctionnel peut fort bien se passer de primitives d’entrées-sorties : & preuve, ML [89]
et MIRANDA [174] n’en proposent pas. On peut en effet considérer que les arguments d’une fonction
constituent ’entrée d’un calcul et le résultat sa sortie. Cependant, un autre point est que, en FP2,
les seuls processus que ’on peut exécuter sont des processus dont toutes les transitions sont internes,
c’est-a-dire qu'’il ne doit plus subsister de connecteurs visibles dans ces processus. Ce qui implique de
fermer un réseau dont on souhaite la simulation. Tous les connecteurs qui sont compris comme des
connecteurs d’entrée doivent alors étre reliés & des sorties d’un processus clavier (K EY BOARD) et
ceux qui sont compris comme des connecteurs de sortie a des entrées d’un processus écran (SCREEN).

Un processus SCREFEN peut étre spécifié comme suit :

==> INIT
INIT : PRINTy(z) ==> A(print(z))
A(z) ==> [NIT

en convenant que la fonction print, qui écrit son argument sur ’écran, est fonctionnellement équivalente
a l'identité, c’est-a-dire qu’elle retourne son argument. Dans le contexte de FP2, on voit ici utilité
d’une fonction print comme celle d’une “fonction” read pour spécifier un processus K EY BOARD

==> A(read)
A(z) : READy(z) ==> A(read)

ou read retourne la forme normale d’un terme lu.

Remarque En fait, ce processus K EY BOARD n’est pas idéal : il est en avance d’une lecture par rapport
aux envois via READ,. Précisons également que d’une fagon générale, la saisie des entrées ne doit pas étre
bloquante, car sinon, cela signifie que si le réseau choisit d’exécuter une régle avec lecture dans la postcondition,
cette derniere doit alors étre satisfaite. Il est donc nécessaire de pouvoir tester la vacuité du flux d’entrée afin,
le cas échéant, de ne pas exécuter une telle régle. Nous n’abordons pas davantage ces problémes et, pour de
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plus amples détails sur ces sujets, nous renvoyons le lecteur 3 (161, 162] dans le cadre de uFP2, et... au futur
manuel d’utilisation de FP2.

Un probléme se pose & présent : il serait souhaitable que ces processus soient utilisables quelque soit
la sorte des connecteurs, c’est-a-dire qu’il soient paramétrés par la propriété Fiype, ce qui imposerait
la méme paramétrisation pour les opérateurs read et print. Si donc nous considérons l'opérateur
print comme un opérateur générique, cela oblige que nous soyons capable, étant donné un terme
Lisp issu de la compilation d’un terme FP2 quelconque, de retrouver directement sa représentation
externe. Autrement dit, soit plusieurs sortes ne peuvent pas partager la méme représentation, soit il
faut renoncer au fait que ’on ignore durant une exécution la sorte des ob jets que 'on manipule —
c’est le c6té “fortement typé” du langage — et conserver tout au long des évaluations une information
de sorte. Le méme inconvénient existe pour les exceptions avec parametres génériques, comme nous
P’avons vu au §4.2.4, et, bien siir, avec ’opérateur read, si I’on veut pouvoir vérifier que le terme que
I’on va lire est bien de la sorte attendue.

En fait, ces opérateurs d’entrées-sorties sont des “perversions” qui ont été introduites dans le
langage a seule fin de spécifier les processus clavier et écran. Etant donné que ces processus sont
ajoutés “au dernier moment” pour fermer un réseau que ’on désire simuler — on peut supposer par
conséquent que ce dernier est complétement instancié —, la solution retenue a donc été de ne permetire
'utilisation des “opérateurs” d’entrées-sorties que sur des termes complétement instanciés. Il est alors
possible de prévoir a la compilation une fonction d’écriture ou de lecture ad hoc pour chaque sorte
utilisée. Il s’ensuit qu’il existe également autant de processus clavier et écran que d’utilisations avec
des sortes différentes®6.

D.2 Réalisation — Exemples

Nous avons vu (cf. §2.1.1) que la fonction d’écriture de la boucle d’évaluation de FP2 admet pour
arguments un terme et sa sorte. Pour chaque sorte sort-expr, complétement instanciée (la condition

de fermeture du chapitre 3 ne suffit pas), il est possible de définir une fonction Lisp print-sort-expr
comme suit :

(defun print-sort-expr (x)
(fp2-print x ’sort-expr))

ou fp2-print est la fonction Lisp qui réalise la conversion d’un terme compilé en sa forme -externe,
et I'affichage de cette derniére.

De méme, il est possible d’écrire en Lisp une fonction “générique” de lecture admettant un argu-
ment sorte et de définir de fagon analogue read-sort-expr. Par conséquent, a la différence des autres
opérateurs dont ’accés au nom interne s’effectue d’aprés le profil, c’est le codomaine qui est la clé
d’accés aux divers exemplaires internes des opérateurs read et print. Sila sorte ne figure pas dans les
acces possibles, la fonction Lisp correspondante est définie et une nouvelle clé est ajoutée.

8 Dans le but de diminuer le nombre des régles de transition, on peut alors écrire des processus écran i une seule régle
de transition, avec un paramétre d’initialisation indifférent. Par exemple, pour SCREEN-NAT :

==> A(0)
A(z): PRINT-NATo(y) ==> A(prini(y))
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Au niveau de I’analyse des sortes, tout se passe comme si les profils respectifs des opérateurs read
et print étaient “— — s” et “s — s”, ou s est une variable de travail & substituer. Du fait de son
profil, 'opérateur read est assujetti aux contraintes des opérateurs 3 paramétre générique présent
dans le codomaine et absent dans le domaine. Ainsi, le terme “read” seul est ambigu, tandis que dans
“0 + read”, “read” désigne “read : Nat”. A noter que la sorte attendue d’une lecture est utilisée lors

de I’analyse sémantique de cette derniére (voir ’exemple suivant).

Exemple D.1 Session avec entrées-sorties. (Nous supposons qu’aucune fonction de lecture ou d’é-
criture n’a €té définie durant les évaluations qui ont précédé cette session. Les mentions ‘définition de
“read-...”’ et ‘définition de print-...”’ signifient que le compilateur génére de nouvelles fonctions
Lisp pour réaliser les entrées-sorties.)

read : Seq[Nat] $ == (“$” marque la fin d’une expression.)
-- définition de “read-Seq[Nat]”.

nil § -~ analysé comme “nil : Seq[Nat]”.

nil

read : Nat $

-~ définition de “read-Nat”.

2 + length(([[true]] + read) $ -- “read” compris comme “read : Seq[Seq[ Bool]].
-- définition de “read-Seg[Seq[Bool]]”.

(1) 2 @)

[@ + print(read) + [[nil?(;.e/;z.(?: Seq[Nat])]] $
-- définition de “read-Seq[Bool]” et de “print-Seq[Seq[Bool]]” :
== “read-Seq[Seq[Bool]]” et “read-Seq[Nat]” déja définis.
-- (Il est bien siir nécessaire de convenir d’un ordre d’évaluation :
-- en l'occurrence, de gauche a droite.)

[false] $ -- évaluation de (1).
nil § -~ évaluation de (2).
nil -- effet de “print”.
(4)

—_~
head(read) $ -- évaluation de (3).
[[0,1},[2]] $ -~ évaluation de (4).
5 -- résultat (ouf!).
read : Nat + read $ -- Certaines lectures peuvent ne pas étre effectuées en cas de
1div($ -- déclenchement d’exception.

zero-divide

D.3 Récupération d’entrées erronées

Si nous convenons qu’en cas d’échec des analyses syntaxique puis sémantique d’une expression, le
résultat de I’évaluation de ce terme est I’exception “lwrong-ezpr”, il est dés lors possible de program-
mer un opérateur de lecture qui, a chaque fois que I’entrée est mal formée, demande une entrée de
remplacement.
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Exemple D.2 Remplacement d’entrées entiéres erronées pour cause d’échec des analyses syntazique
ou sémantique.

enr
opns super-read-Nat : — — Nat
rules
<> super-read-Nat ==> rec read
when !wrong-expr then super-read- Nat
endrec
endenr
zzero $

SEMANTIC ERROR: operator zzero is unknown
SEMANTIC ERROR: no possible semantic analysis
lwrong-expr

super-read- Nat $

zzero $

SEMANTIC ERROR: operator zzero is unknown
SEMANTIC ERROR: no possible semantic analysis
zero $

0

Cet opérateur super-read-Nat est donc capable de récupérer les entrées mal formées, mais pas les
entrées dont ’évaluation déclenche une exception.

Exemple D.3 Remplacement de toutes les entrées entiéres qui déclenchent une exception.

enr
opns super-super-read-Nat : — — Nat
rules
<> super-super-read-Nat ==> rec read
otherwise super-super-read- Nat
endrec
endenr

super-super-read- Nat $

1div0$

1divtrue$

SEMANTIC ERROR: no possible semantic analysis
0divl$

0
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’Resume

o FP2 (Fﬂ ona.l Par ‘el Progra.mmmg) est un langag qm con\,lhe program—f,
: matron fonc_ onnelle et ‘programmatron para.]lele A travers le formalrsme des spec1-‘; :
ﬁca,trons algebrxques et des systémes de réécriture. Da.ns le cadre du prOJet FP2,
cette these a pour prmcrpa.l objectrf de présenter la partie fonctronnelle, mclua.nt la
genencrte et le tra.rtement des exceptions. h ‘ f

La genencrte (para.metnsatron d’une. specrﬁca,tlon) est tra,ltee da.ns 1a premrere
“‘_pa,rtle ~nous rappelons les pnncrpes, étudions la semantrque, formahsons la compi- |
 lation des opera.teurs génériques en restant dans un cadre fonctlonnel et a.na,lysons
les raccourcis de notation offerts aux utilisateurs. S ‘

" La deuxreme partie est’ consacree aux exceptlons Elles sont d’a.bord etudlees d’un '
'pomt de vue opera,tlonnel pms nous en donnons une deﬁmtlon precrse qui permet de
p‘ ‘ramener une presentatron avec exceptrons a une presentatlon avec sortes ordonnées.
~ Cette définition assure l'existence d’une algebre rmtrale et permet en outre de tralter :

les exceptrons avec paramétres génériques. ‘

‘En troisiéme partle sont presentees des méthodes de tra.nsformatron de deﬁmtrons ‘
fonctionnelles récursives en processus paralléles communicants. La généricité est
~ utilisée pour formuler les hypothéses sur les définitions fonctionnelles, et nous mon-
trons de plus comment simuler une pile de récursivité de profondeur arbrtra.lre pa.r 5
v des reseaux de processus dont la topologle est fixée statxquement ‘

Mots-cles : spec1ﬁcat10n algebrrque, langage fonctronnel et para.llele, genencrte,‘
semanthue, comprlatron, exceptions, transformatron de programmes

Abstract

FP2 (Functlonal Parallel Programmlng) isa language combining both functronal
and parallel programmmg through the algebra.lc specification approach and term.
rewriting systems. As part of the project FP2, the principal obJect of this. thesis ‘
is the presentation of the functronal part mcludmg genencrty and the treatment of o
» exceptions ‘ i ‘ ‘ -
Part I presents genencrty (1 L. parameterrzatlon of a specrﬁcatron) We recall the
pnncrples study the semantics, formalize the compilation of generic operators ina
functional framework, and analyze the notational facilities provided to the users.
In part II, we investigate the exceptlon mechanism. At first, we present them op-
- eratlona.]ly Then, we show that it is possible to define a presentation with exceptions
~as an order-sorted presenta,txon ‘Thus, the existence of an initial algebra is ensured
L Moreover, thls method permits to treat exceptrons with generic parameters.
In part ITI, methods for tra.nsformmg recursive functional definitions into parallel
\,programs are presented The hypotheses on the functlonal definitions are specrﬁed
by means of generic operators Besides, we show how to srmulate an arbrtra.rrly deep
‘ recursrve stack by means of networks wrth a sta,tlca,lly ﬁxed topology

i Keywords a.lgebra,lc specrﬁcatlon, functrona.l a,nd pa,rallel langua,ge, genencrty, se-

Lo m:mtlcs compllatlon, exceptrons, program tra,nsformatron
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