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❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ à ❣r❛✐♥ ✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té r❡s♣❡❝t❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s
s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❡ ❞é♣❛ss❡r t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ré❣✉❧✐❡r✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❡t ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ✈✐t❡ss❡s q✉✐ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ➚
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❧â✲
❝❤❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r à ♣r✐♦r✐ ❧❡ t❛✉① ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

❈❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t été ❛♣♣✉②és ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦
s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ♠❛❝❤✐♥❡ ♥✉❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❙②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✱ ❙②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ▼♦❞è❧❡
❙t♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❚✐t❧❡ ✿ ❖♣t✐♠❛❧ ◗♦❙ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❜str❛❝t

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜♥❡ ❣r❛✐♥ ◗♦❙ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤♦s❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥tr♦❧❧❡r
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❞❡q✉❛t❡ ❛❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s✱ s♦ ❛s t♦ ♠❡❡t s❛❢❡t②
❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞ ✐t✳

❚❤❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ✉s❡s ❛ q✉❛❧✐t② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡
❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ q✉❛❧✐t②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ s♣❡❡❞ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠✬s ❞②♥❛♠✐❝s✳
❋r♦♠ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧✲
❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ◗❖❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣r❡ss ❤♦✇
❤❛r❞ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
❢♦r ❛ ✈✐❞❡♦ ▼P❊●✹ ❡♥❝♦❞❡r r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜❛r❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠✱ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ◗♦❙ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳



✹



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
■s❛❜❡❧❧❡ P✉❛✉t ❡t ▼❛r❝ P♦✉③❡t ❧❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rt❡✉rs ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❝❡tt❡ ❧♦✉r❞❡ tâ❝❤❡
❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❍❡r✈é ▼❛r❝❤❛♥❞ q✉✐ ❛ ♣❛r✲
t✐❝✐♣é ❛✉ ❥✉r② ❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❡t ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ▼é❤❛✉t ❞✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❡♥ êtr❡ ❧❡
♣rés✐❞❡♥t✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❞❡✉① ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉rs ❏♦s❡♣❤ ❙✐❢❛❦✐s ❡t ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❋❡r♥❛♥❞❡③ q✉✐ ♠✬♦♥t
♣r♦♣♦sé ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ■❧s ♠✬♦♥t ❛✐❣✉✐❧❧é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ♣❛r ❧❡✉rs
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❧❡✉r r✐❣✉❡✉r✳ ■❧s ♠✬♦♥t ❛✉ss✐ ♦r✐❡♥té ❡t ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❛♥s ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❏❛❝q✉❡s ❈♦♠❜❛③ q✉✐ ❛ été ♠♦♥ ❝♦✲❜✉r❡❛✉
❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❏❡ ❧✉✐ té♠♦✐❣♥❡ t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ♠♦r❛❧✱ s❝✐❡♥t✐✲
✜q✉❡ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ✐❧ ❛ ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s
q✉❡st✐♦♥s✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s très ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣❛rt❛❣é✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❱ér✐♠❛❣ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐
❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❉❈❙ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r
à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❙❛♥s ♦✉❜❧✐❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛ t❤ès❡ ✿ ▼❛♥✉❡❧✱ ❍✉❣♦✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❋r❛♥ç♦✐s✲❳❛✈✐❡r✱ ❙✐♠♦♥✱ ▼❛r❝❡❧♦✱ ❙♦♣❤✐❡✱ P❛s❝❛❧✱
▼❛r✐♦♥✱ ❡t t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬♦✉❜❧✐❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❙t❡♥❞❤❛❧✱ q✉✐
♠✬❛ ❞♦♥♥é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡r ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣❛rt à t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ✐♥❝♦♠❜❡♥t
❛✉ ♠ét✐❡r ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t ❝❤❡r❝❤❡✉r✳

❚♦✉t ❝❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞♦♥❝ t♦✉s
❧❡s ❤❛♥❞❜❛❧❧❡✉rs q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ r❡♥❝♦♥tr❡r s✉r ❧❡s t❡rr❛✐♥s ❝♦♠♠❡ ❡♥ s♦✐ré❡ ✿ ❏♦r✐s✱ P✐❡rr♦✱
❙t❡♣❤❛♥❡✱ ●r❡❣✱ ❆❧❡①✱ ❆♥❞② ❡t t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ♦✉❜❧✐és✳

❏❡ t✐❡♥s ♣♦✉r ✜♥✐r à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❊r✐❦❛ ♣♦✉r s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts✳



✻ ❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘és✉♠é ✸

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✺

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✼

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❡t t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶✳✷ ❙②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✶ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✷ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t P❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✶ ◆♦tr❡ ❆♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✸✳✸ P❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✸✶

✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s ✸✷

✷✳✶✳✶✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✶✳✶✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❞❡s
❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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✷✳✶✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s♦✉s ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ sûr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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✶✵ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✺✳✸ ■♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❡t ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ à q✉❛✲
❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✹ ▲❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✺✳✶ ▲✬♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✺✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✺

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✶

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✹✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❍❆P■❚❘❊

✶

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝♦ût❡✉s❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ♦♥
♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és t❡♠♣s✲
ré❡❧✳ ❈❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉✱ ♣♦✉r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❡♠❜❛rq✉é ❞❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s
s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✶❪ ✭❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ♠❛tér✐❡❧❧❡s✱
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝❛❝❤❡s✱ ❡t❝✳✳✳✮ ♠❛✐s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❧✐♠✐tés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ré❞✉✐t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ s♦♥t très ❝♦ût❡✉① ❡t ❧❡s ❛❞❛♣t❡r à ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❧✐♠✐té❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❝ré❡r
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧✐té ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛s♣❡❝t t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ✢✉① ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛✱ ✉♥ s♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✈✐❞é♦ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ✉♥
❞é❧❛✐ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❞✐r❡❝t ❡t ❞♦♥❝ ❞♦✐✈❡♥t
s✬❡①é❝✉t❡r à ✉♥ r②t❤♠❡ ♣ré❝✐s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❬✷✱ ✸❪✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣r❡♥♦♥s ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡
❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ s❛♥s ❛✈♦✐r ❞❡
❝❡rt✐t✉❞❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠❛✐s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
ré❡❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❡st ❞❡
❧✬é✈✐t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs r❡♣r♦❣r❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❣é♥ér✐q✉❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❡s r❡♠❛♥✐❡r ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ à ré❛❧✐s❡r✱ ♠❛✐s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❜♦❣✉❡ ♥♦♥ ♣❛s ❞ûs
à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
s♦♥ ❝♦❞❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é❜♦❣❣❛❣❡✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞✉ ❝♦❞❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
♣❧❛t❡❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❡t t❡♠♣s✲ré❡❧

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ♣rés❡♥ts ♣❛rt♦✉t✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❝❡s ♠♦ts ♥❡ ❧❡✉rs s♦♥t ♣❛s ❢❛♠✐❧✐❡rs ❡t ✐❧s ♥✬❡♥ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t
❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡ s❡♥s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞é✜♥✐r ❝❡s s②stè♠❡s ❡t ❛✐♥s✐ s✐t✉❡r
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✶✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é

❯♥ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ q✉✐ ❡st ❞é❞✐é à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡
✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡s s②stè♠❡s
❢♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
♠❛tér✐❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❧✉✐
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ✐❧ ❞✐s♣♦s❡✳ ▲❡s
s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❝❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts✳

❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ❞✐✛ér❡♥ts
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ t♦✉t ♣✉❜❧✐❝✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❧❡❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s té❧é✈✐s✐♦♥s✳ ■❧s s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t
❝r✐t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡s ❛✈✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❡ ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s
♦✉ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♠é❞✐❝❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐sés✳ ❈❡s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés
très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡❧❛ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t
❞✬✉♥❡ ▲❊❉ à ❞❡s s②stè♠❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ✭é❝r❛♥
✳✳✳✮ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ rés❡❛✉✳

❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡❧s✱ ♣♦✉✈❛♥t é✈♦❧✉❡r s❡❧♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s
❜❡s♦✐♥s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s
q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❡✉r ✈✐❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t ❞♦♥❝
❛ss❡③ ❧✐♠✐tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s
✐♥✐t✐❛✉① ❞✉ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❛❧❧✐❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉①
❡♥t✐tés ❞❡s s②stè♠❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡
♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s ❡t ❧❡s ●P❙ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱



✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✶✸

s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✿
✕ ❞✉ ❝♦ût✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡♠❛♥❞és✱
✕ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧ é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡s✱
✕ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡♠❛♥❞é❡s à ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡

✭✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❡t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✹❪✱

✕ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ✈❡♥t❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✱ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡✳

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❡①✐❣❡ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t t♦❧ér❡r ❞❡ ♣❡rt❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és s♦♥t ré❛❧✐sés ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞és✐❣♥é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳

✶✳✶✳✶✳✷ ❙②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧

❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞♦✐t êtr❡
❢♦✉r♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❜✐t ♦✉ ❞❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭♦✉ ♣✐❧♦t❡✮ ❞❡ s②stè♠❡s
❡♠❜❛rq✉és✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉
tr❛✈❡rs ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞é ✭✉s✐♥❡s✱ ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✮✱ ❞❛♥s ❧❡s s❛❧❧❡s
❞❡ ♠❛r❝❤é ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜♦✉rs✐èr❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❞❛♥s ❧✬❛ér♦♥❛✉✲
t✐q✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡♠❜❛rq✉és ✭❛✈✐♦♥s✱ s❛t❡❧❧✐t❡s✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡
s❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❜❡s♦✐♥✱ t♦✉❥♦✉rs ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t
❞❡ ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✈✐❞é♦✱ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣✐❧♦t❛❣❡ à ❞✐st❛♥❝❡✱ ré❛❧✐té ✈✐rt✉❡❧❧❡✱
❡t❝✮✳ ▲❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❡st s♦✉✈❡♥t ré❣✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡①❛❝✲
t✐t✉❞❡ ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✐❧ ❞♦✐t ❞✐✛✉s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡s ❞é❧❛✐s ✐♠♣♦sés✱ ♦✉ ❛✈❛♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡✳
■❧ ❡st ✐♥❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡t❛r❞s ♦✉ ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡
♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❥♦✉❡✉rs ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ❥❡✉ ❢❛✈♦r✐ r❛❧❡♥t✐❡ ❡t s❡ ✜❣❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✳
❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s str✐❝t❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t
♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣é❝✉♥✐❡r q✉✬❤✉♠❛✐♥✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✉♣❧❡s q✉✐✱ s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s✱ ❡♥tr❛î♥❡♥t ✉♥❡ ❞✐✲
♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡
à ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❡t❝✳ ❈❡s s②stè♠❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ✭♦✉ ❛❝t✐♦♥s✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ♦r❞♦♥✲



✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♥❛♥❝❡r ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t
❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❛♥t
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉
♠❛tér✐❡❧ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ à ♣ré✈♦✐r ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✐❧
❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦rr❡❝ts✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❜❡s♦✐♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❚❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r❢♦✐s ✏t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✑✱ s❡rt ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠
❧✬✐♥❞✐q✉❡ à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝té❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s
❞❡ ✜❣✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
t❡♠♣s ♣❡✉t r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞ès q✉✬✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ sé❝✉r✐té ❡st ❡♥ ❥❡✉✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥
❞♦✐t ❢♦r❝é♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡
❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t
à ✉♥❡ s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❬✺❪✳

■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s ♣✐r❡✲❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t ❝❡s ♣✐r❡✲❝❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❝♦♥❥✉❣✉é ✿

✕ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧
♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❀

✕ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ r❡♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡s ❞✉ré❡s ♣✐r❡✲❝❛s très
❞✐✣❝✐❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❝❡ ✈❛st❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♣✐r❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉✐
❝♦♥s✐st❡♥t à ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❥❡✉① ❞✬❡♥tré❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s r❡st❡ très ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r



✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✶✺

✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❜♦♥s ❥❡✉① ❞❡ t❡st✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é♣❛ssé❡s ❡t ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞✉ ♣✐r❡✲❝❛s✳

✕ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡s st❛t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
✉♥ rés✉❧t❛t s❛♥s ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t s❛ str✉❝t✉r❡✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ♠❛tér✐❡❧✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱
❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ très é❧♦✐❣♥é ❞❡s ♣✐r❡✲❝❛s ré❡❧s ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳

❈❡s ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té ❛❜s♦❧✉❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡s✳

❚❡♠♣s✲ré❡❧ ✏s♦✉♣❧❡✑

❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✏s♦✉♣❧❡s✑ ✭♦✉ ✏♠♦❧✲
❧❡s✑✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐♦❧é❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥❡ r❡♠❡t ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧✬✐♥té❣r✐té
❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t✴♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t t♦❧érés
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♥✬✐♥✢✉❛♥t ♣❛s s✉r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✬❛✉tr✉✐✳
❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ ❈❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡♥t ❞✉ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
❧✐♠✐t❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐♦❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✉r✈✐❡♥t ❞✉r❛♥t ✉♥❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ P♦✉r r❛ttr❛♣❡r ❧✬❡rr❡✉r✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡♥❝♦❞❡r ❧✬✐♠❛❣❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t✳ ▲❛✐ss❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛✉ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ s♦✐t ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐♦❧é❡s✱ s♦✐t ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❜♦❣✉❡ ❧♦rsq✉❡
❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
♠♦✉ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ s❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❯♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡st t♦❧éré✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s❡r❛ ♣❡✉t✲êtr❡ r❛ttr❛♣é à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧
s❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡ s❡r❛✐t tr♦♣ ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t✴♦✉ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ s②stè♠❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♥t❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✐❞é❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✈✐♦❧é❡s ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳



✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡ s♦♥t ♣❛r ♥❛t✉r❡ ♦♣♣♦sé❡s✳
❊❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉tés ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❡t ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ r❡st❡
✐♥é✈✐t❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡s ♣✐r❡✲❝❛s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲
ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡s ❧✐♠✐t❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❡t✴♦✉ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ t❡♥❞ à s✬❛❝❝❡♥t✉❡r✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✱ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✕ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣✐r❡✲❝❛s✱ t❛♥t ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝✲
tr✐q✉❡✳

✕ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲❝❛s ♥❡ ❢❛✐t q✉❡
s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❛tér✐❡❧s s♦♣❤✐st✐q✉és
✭t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❝❛❝❤❡✱ s♣é❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✮✳ ▲❡ ♠❛tér✐❡❧ ré❝❡♥t ♣❡r♠❡t ❝❡rt❡s
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
♠❛✐s t❡♥❞ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s à ♥❡ ♣❛s ré❞✉✐r❡
❛✉t❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣✐r❡✲❝❛s ❬✻❪✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉ ♣ré✈✐s✐❜❧❡s ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❛♥❛❧②s❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛s ♠♦②❡♥ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s✳
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❆✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❧❡ ♠♦t ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❞és✐❣♥❛✐t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐✱ ❣râ❝❡ à ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ❈❉ ❡t ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❣é♥ér❡r✱ ✉t✐❧✐s❡r ♦✉ ♣✐❧♦t❡r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ♠é❞✐❛s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✿ ♠✉s✐q✉❡✱ s♦♥✱ ✐♠❛❣❡✱ ✈✐❞é♦✱ ❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦♠♠❡✲♠❛❝❤✐♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t é✈♦❧✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥✲
♥é❡s ✾✵✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❞❡ s♦♥ ❡t ❞❡ ✈✐❞é♦✳
❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ss✉r❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✐❞é❛❧ ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✉ ♠é✲
❞✐❛ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s♦♥ st♦❝❦❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♠♣r♦♠✐s s♦♥t s♦✉✈❡♥t très ❝♦ût❡✉① ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s t❛♥t ❛✉ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✏✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✑ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ r❡♥❞✉ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉① à
❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ✢✉① ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ ❈❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
✈✐s✐♦♣❤♦♥✐❡ ❞♦✐t ❛✣❝❤❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é ♣♦✉r q✉❡
❧❛ ✈✐❞é♦ s♦✐t ✢✉✐❞❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❡✉rs ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉❡ ❞❡s ✢✉①
♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♥ ♦✉ ❧❛ ✈✐❞é♦ q✉✐ s♦♥t ♣❛r ♥❛t✉r❡ t❡♠♣♦r✐sés✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❡✛❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣é♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈✐❞é♦ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ s♦♥ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞és②♥❝❤r♦♥✐sés
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st s❛❝❝❛❞é❡✳
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❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❡❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞é❞✐és ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♠é❞✐❛✳ ❈❡s s②stè♠❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ✉t✐❧✐sé ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s
q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❛❞❛♣t❡ à ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡
❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à t♦✉t❡s ❛✉tr❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱
❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✏à ❧❛ ♠❛✐♥✑ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ q✉✐
❞❡✈✐❡♥t très ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❡rr❡✉r ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s r♦❜✉st❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♣rès
❞❡ ✽✵✪ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉é❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é❜♦❣❣❛❣❡ ❬✼❪✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥❡
♠❛✉✈❛✐s❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt
❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡ q✉❛♥t ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉t
❝❛❝❤❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✜♥❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ♣❡✉ ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très
♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠✐s❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ s✉rt♦✉t ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

▲❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛❝❝r✉❡ ❡t ❧✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❝❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ♠✐s❡ s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s ❝♦✉rts✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞✬♦✉t✐❧s ❛❞❛♣tés à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ P♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❝♦♥❝❡✈♦✐r
❞❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❢♦✐s sûrs ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❜❛sé❡s ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❞❡s ❝❤♦✐① st❛t✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ s✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✐❜❡rtés ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ✢✉①
♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜❛sés s✉r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r s❛♥s ❛❧tér❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s
✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ré❛❧✐sé à ❣r♦s
❣r❛✐♥ s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣❧♦❜❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s r❛té❡s✳ ❯♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳



✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲
ré❡❧✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ P♦✉r s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r à ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡t ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡st ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✳ P✉✐s ♥♦✉s
❝♦♥❝❧✉r♦♥s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❢❛✐t à
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

❉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ très ❧❛r❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞ès q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ♣♦✉r êtr❡ ré❛❧✐sé ❞♦✐t êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❡t q✉❡ ❧✬❛❝✲
❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡st ré❣✐ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♦✉ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♣♦sé✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs été ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❧❛ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✉s✐♥❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛t❡❧✐❡rs ❞❡ ♠♦♥t❛❣❡✱ ♦ù tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦②❡♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❞❡ ❝♦ût
♦✉ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✬❡st ♣❧❛❝é❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s✳

❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲tâ❝❤❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡st ❝♦♥s✐❞é✲
r❛❜❧❡♠❡♥t ❛❣r❛♥❞✐✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ♣❛rt
❡♥t✐èr❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝♦♠✲
♠❡♥t ❛❧❧♦✉❡r à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ✜①és ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡
❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉✈r❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❣r❛♥❞s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

❉❡♣✉✐s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✽❪
♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛♥❝é ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧✳



✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✶✾

❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✜①❡r
❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❞❡✉① ❡♥t✐tés s✉r ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ❜❛sés ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

❚â❝❤❡
❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✱ ♥♦tés T0 · · ·Tn✳ ❈❡s tâ❝❤❡s r❡✲
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ✈♦♥t s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝❛r❛❝✲
tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t t❡♠♣♦r❡❧s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
s❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ à s❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s ❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♥♦té❡s D✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s
❛✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r ❀ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ♥♦té❡s P ✱ ❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ❀ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ C ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡✳

❘❡ss♦✉r❝❡s
❯♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠❛tér✐❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❛ ❜❡s♦✐♥
♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦✉ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳
❯♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ❞✐t❡ ♣ré❡♠♣t❛❜❧❡ s✐✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡✱ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ♠♦♠❡♥t❛♥é♠❡♥t s✉s♣❡♥❞✉❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t ♣♦✉r êtr❡ r❡♣r✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ❞✐r❛
❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞✬✉♥❡ tr❛✐t❡✳

❊①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
❱♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦❞❡ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥♦♥ ♣ré❡♠♣té ❬✾❪ ✿ ❧❛ tâ❝❤❡
❡st ❛❝t✐✈é❡✱ ♣✉✐s ❛❧❧♦✉é❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st s❛✉✈❡❣❛r❞é ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❝❤❛r❣é✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✈r❛✐♠❡♥t à s✬❡①é❝✉t❡r ❀ ❝✬❡st ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡
q✉✐ ♠❛rq✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é✈è♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r s✐ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st
r❡s♣❡❝té❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡ s❡ ♣❛ss❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s à ❧❛ tâ❝❤❡ ♣✉✐s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❡st ❞é❝❤❛r❣é✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ t❡r♠✐♥❡ ❡t ❧✐❜èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ✐♥❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

✶✳✷✳✷ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡s

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✱ t♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ❢❛✐t
❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡



✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉① ❞r❡ss❡r ✉♥❡ ❧✐st❡
♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❙♦✐❡♥t n tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s Ti✱ i ∈ { 1, . . . , n }✱ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s Pi✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ s✐ ti ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ Ti✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Ti ❡st ti + Pi✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Ci ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ti ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Ti ❞♦✐t t❡r♠✐♥❡r
❛✈❛♥t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ Pi à
♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ti ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Ti✱ ❛❧♦rs
Di = ti + Pi ❡st s❛ ❞❛t❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦✉r t♦✉t i ♥♦✉s
❛✈♦♥s Ci ≤ Pi s✐♥♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ ❘✳▼✳
▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬✽❪ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ à ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ❡t ♣r♦❝✉r❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ♣ér✐♦❞❡✱ Pi = Di✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡
♣r✐♦r✐té à ❧❛ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ s❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ❬✽❪ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✿

∑

1≤i≤n

Ci

Pi
≤ n(2

1

n − 1), ✭✶✳✶✮

❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té n(2

1

n − 1) q✉✐ ❜♦r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ✭✶✳✶✮ t❡♥❞ ❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✈❡rs ln 2 ≈ 0 . 693✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❧♦✐♥
❞✬êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ■❧ ❛ ❡♥ ❡✛❡t été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✵❪ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❡✉t
♠♦♥t❡r ❥✉sq✉✬à ✽✽✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✱ ❊✳❉✳❋
❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❊✳❉✳❉✳
❬✶✶❪ q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡s r❡t❛r❞s✳ ❯♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❊✳❉✳❋✳ ❬✽❪ ❝❤♦✐s✐t✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬❛❧❧♦✉❡r ✉♥❡
tâ❝❤❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣❛r♠✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❛tt❡♥t❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
♣ré❡♠♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s✉♣♣♦sé ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❬✽❪ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❊❉❋ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∑

1≤i≤n

Ci

Pi
≤ 1 . ✭✶✳✷✮



✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✶

▲❡❛st ▲❛①✐t② ❋✐rst✱ ▲✳▲✳❋✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s ❝✐t❡r ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦✛r❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ▲▲❋ ❬✶✷❪ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❛①✐té✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛①✐té ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡t ❧❛
❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛♣♣❛r❛ît✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s
à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r
❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣♦✉r ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ✈♦♥t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r très ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s s❡✉❧s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❣✐r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡t ♦r❞r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❘✳▼✳ ❡t ❊✳❉✳❋✳ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡
❢❛✐t q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t s❛
t❡♥s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

✶✳✷✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s r❡♠❡ttr❡ ❡♥
q✉❡st✐♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲
❝✐✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦✉ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❛✉①
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♥❡ ❝✐t❡r
q✉✬❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ✉♥
❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❬✶✹❪✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t à
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s s✉r ❧✬❛✈❡♥✐r✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡
s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✳

❙❧❛❝❦ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❧❛❝❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡
❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t s✉✐✈❛♥t✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s♦♥t s♦✉✈❡♥t
s✉r✲❡st✐♠é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s
♣ré✲❛❧❧♦✉é❡ st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ t❡r♠✐♥❡✳
▲❡ s❧❛❝❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡



✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❧✐❜éré ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♦♥t t❡r♠✐♥é ❛✈❛♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡
✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ❬✶✺❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❬✽❪✱ ❛✉❣♠❡♥té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✏t❡♠♣s✲
ré❡❧ s♦✉♣❧❡s✑✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❘✳▼✳ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧❧♦✉é ❛✉① tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s s❛♥s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❬✶✺❪ ❡①♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ♣ré✲❛❧❧♦✉é st❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❘✳▼✳✱ ❡t q✉✐ ❡st r❡♥❞✉❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s
❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✼❪✱ ❚❤✉❡❧ ❡t ▲❡❤♦❝③❦② ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à
♣r✐♦r✐tés ✜①❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ t♦✉t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s str✐❝t❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♥✬❛❝❝❡♣t❡r q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ❛
❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t r❡❥❡té❡s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡✉r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s
❞❡s tâ❝❤❡s✳

●❛✐♥ ❚✐♠❡

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣❛✐♥ t✐♠❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ q✉✐ r❡st❡
à ❡①é❝✉t❡r✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ét❛t ❝♦✉r❛♥t✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❞✉ ❝♦❞❡ q✉✐ r❡st❡ à ❡①é❝✉t❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡
❞✉ ❝♦❞❡ q✉✐ ❛ ❞é❥à été ❡①é❝✉té❡✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥t✐❝✐♣és ❬✶✽❪✳
P♦✉r q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❣❛✐♥ t✐♠❡ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❣r❛♥✉❧❛r✐té ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ s✬✐♠♠✐sç❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❡st ré✲é✈❛❧✉é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ s✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❛♣♣❡❧és
❣❛✐♥ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❣❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❣❛✐♥

t✐♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù r❛❧❡♥t✐r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r✲✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❡r❛✐t q✉❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣❡rt✐♥❡♥ts q✉❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳

❬✶✾❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥sér❡r ✉♥ ❣❛✐♥ t✐♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣❡✉t êtr❡ ❧❡✈é❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s
♣❛rt✐❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✷✵❪✳



✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✸

❈♦♥trô❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡s✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t s❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❬✷✶❪
♣r♦♣♦s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❘✳▼✳ ♦✉ ❊✳❉✳❋✳
❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❛♣♣❡❧é ❈②❝❧❡✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬❤♦r❧♦❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ st❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s ❛✉ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❙✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠è♥❡ à ✉♥❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✜♥✐t ❛✈❛♥t s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❝❡tt❡
é❝♦♥♦♠✐❡ ❡st ✐♥té❣ré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
❜✉❞❣❡t é❝♦♥♦♠✐sé ❡st ✉t✐❧✐sé ♥♦♥ ♣❛s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ♠❛✐s ♣♦✉r ❜❛✐ss❡r ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ▲♦♦❦✲❛❤❡❛❞✳ ■❧
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s t❡r♠✐♥❡♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs
❜✐❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡✉r ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉✬✐❧ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ❡♥ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛♥t s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡✳
❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈②❝❧❡✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
♠❛✐♥t❡♥✉❡ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲
❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r s❡r❛ ❢♦r❝é ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡
❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ❞é♠❛rr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❜❛ss❡✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
▲♦♦❦✲❛❤❡❛❞ ❛♥t✐❝✐♣❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ▲❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s sûr✱ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs r❡s♣❡❝té❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t tr♦♣ é❧❡✈é❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
▲♦♦❦✲❛❤❡❛❞ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❈②❝❧❡✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣✱ ♣❛r ✉♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡✳

■♠♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐t❡s ❞✬✐♠♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹❪ ét❡♥❞❡♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ❞❡ t②♣❡ ❘✳▼✳ ♦✉ ❊✳❉✳❋✳ ❬✽❪✳ ▼ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s
tâ❝❤❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❞é❣r❛❞és s❛♥s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ Ti ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ Cm

i ❞❡ Ti ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ré✲
s✉❧t❛t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ s✐ ❧❡s tâ❝❤❡s r❡s♣❡❝t❡♥t
❧❡✉r é❝❤é❛♥❝❡✱ ❡t s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Ti ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à
Cm

i ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ Ci ≥ Cm

i ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r Ti ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡



✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♠♣ré❝✐s✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ǫ✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Ti✱ ♥✉❧❧❡ ❡♥ Ci✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✷✺❪ ✿ ♣♦✉r
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ◆✱ s❡✉❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❀ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❈✱
❧✬❡rr❡✉r ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛❝❝✉♠✉❧é❡✳

❚❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡

▲♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s
❛♥❛❧②s❡s ❞❡ t②♣❡ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①
❞❡ t②♣❡ ✏t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡✑ ♦♥t été ♠❡♥és ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

❉❛♥s ❬✷✻❪✱ ❙t❛♥❦♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ♣❛rt❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ♣❛r❛✲
♠étré❡s ♣❛r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥t✐❡r ✭◗♦❙ ❧❡✈❡❧✮✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✖ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛
❬✷✼✱ ✷✽❪✱ ✸❉ ❬✷✾❪✱ ❲❊❇✱ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✖ s✉♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ✭❣r❛❝❡❢✉❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t✴♦✉ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✱
s❡✉❧❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✻❪
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ à ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥trô✲
❧❡r ❧✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♥♦♥✲❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙t❛♥❦♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ très ❣é✲
♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ s♦✉♣❧❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡t ✉♥
●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té q✉✐ ✈✐s❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❣❧♦❜❛✉① ❝♦♠♠❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s r❛té❡s✳ ▲❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦♣♦sé ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s
❝♦♥trô❧❡✉rs P■❉ ❬✸✵❪✳

❉❛♥s ❬✸✶❪✱ ❲üst ❡t ❛❧✳ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✬✉♥ ❞é❝♦✲
❞❡✉r ✈✐❞é♦✳ ■❧s ♣❛rt❡♥t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
✈✐❞é♦✱ ♦♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ très ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥✲
tré❡✳ P♦✉r r❡st✐t✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✭♦✉
❢r❛♠❡s✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛✣❝❤é❡s à ❞❡s ❞❛t❡s ♣ré❝✐s❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈✐❞é♦ ❡♥❝♦✲
❞é❡ à ✷✺ ✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❞✉✐t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✹✵ ♠s✳ ❉❛♥s ❧❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ▲❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❛♠♣♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❛❜s♦r❜❡r ❧❡s s✉r❝❤❛r❣❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❛♠♣♦♥
❡st ♣❧❡✐♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝♦❞é❡s ✭❢r❛♠❡ s❦✐♣ ❬✸✷❪✮ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✳ ❬✸✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡
ré❞✉✐r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡ t❛✉①
❞❡ ❢r❛♠❡ s❦✐♣s ♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡ tr♦♣ é❧❡✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st s✉r❝❤❛r❣é✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❡✉r



✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t P❧❛♥ ✷✺

❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❡t ❬✸✶❪ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉❛♥s ❬✸✸❪✱ ❙t❡✛❡♥s ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✳

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t P❧❛♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✜①❡r♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ q✉✐
♦♥t été ré❛❧✐sés✳ P♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✶✳✸✳✶ ◆♦tr❡ ❆♣♣r♦❝❤❡

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ❬✸✹❪✳
❉❛♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦ù ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♠❜❛rq✉é
❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t②♣❡ t❡♠♣s✲ré❡❧
❝r✐t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t②♣❡ t❡♠♣s✲
ré❡❧ ♠♦✉✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ P❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ré✉♥✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s s❛t✐s❢❛✐r❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐ tr❛✐t❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞❡s
❛❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ✭♦✉ ❛❝t✐♦♥s✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s
tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❡♥ ❈✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉q✉❡❧ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❛ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡
q✉❛❧✐té ✐♥✢✉❡r❛ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✏♥✉❡✑✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❡r❛ ❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡
♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès à ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
ré❝✉♣ér❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉r❝♦ût ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❙❚♠✽✵✶✵
q✉✐ r❡♠♣❧✐t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
♣ré❝✐s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ♦❜t❡♥✐r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r s♦✐t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡s✱ s♦✐t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D✳



✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥
❈ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s Cav ❡t ♣✐r❡✲❝❛s
Cwc ❡t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s D ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥trô❧é❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r q✉✐ ✐♥str✉♠❡♥t❡r❛ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❡❧s ❛✉① ❝♦♥trô❧❡✉r✳

outil

Compilateur

❈♦❞❡ ❈

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

❈♦♥trô❧é❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❈

❇✐❜❧✐♦t❤èq✉❡

●r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡

GCav, Cwc, D

❚❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✖ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✸✺❪

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♠♠é❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❛ss✉r❡r ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡
q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s s♦♥t ❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ✿

✕ ❙ûr❡té✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✳

✕ ❖♣t✐♠❛❧✐té✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ s❡r❛✱
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❝t✐✈❡r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛
à ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✕ ❘é❣✉❧❛r✐té✱ ❡♥ ❡✛❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ét❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ✜♥❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡✲



✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t P❧❛♥ ✷✼

♠❡♥t ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❡ s❛ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❬✸✻✱ ✸✼❪✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r s✉r✈❡✐❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥
❝②❝❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡①é❝✉t❡r ❡t s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❈❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ré❛❧✐sé à ❣r❛✐♥ ✜♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❬✸✽❪✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐tés✱ ✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡t ✉♥ ❖r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡✉r✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤♦✐① s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ tp ≥ t ♦ù t ❡st ❧❡
t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t tp ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❛❝t✉❡❧
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❆ tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡
sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ sûr❡té s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ♥❡
s❡r❛ ♠❛♥q✉é❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ tp ≥ t✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ s❛t✐s✲
❢❛✐t❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ tp − t ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ P❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s r❡st❛♥t ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s❡r❛ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ à ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ▲❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐s❛♥t tp ≥ t✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡

●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té tp ≥ t

❈♦♥tr♦❧❡✉r

t❡♠♣s ré❡❧ t

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r

♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥
♣r♦❝❤❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✖ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡ à ❣r❛✐♥ ✜♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ tr❛✈❛✐❧

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s②♠❜♦✲
❧✐q✉❡✱ ❡t ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❡t ét✉❞✐❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❯♥ ét❛t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❛❝t✉❡❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛✉tr❡



✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞✐t ✈✐rt✉❡❧✳ ❈❡ t❡♠♣s ✈✐rt✉❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥❝é❡
❞❛♥s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✏✈✐t❡ss❡✑ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❧❛ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐t✉és s✉r ❝❡tt❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲
❝✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ét❛ts ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ r❡t❛r❞ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉
❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ◗✉❛❧✐té ✈❛ s✬❡✛♦r❝❡r ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡tt❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❛✉ ❞❡ss✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡ss♦✉s✮
❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✐❧ ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r✮ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✮✳

✕ ❊❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ❡t ✉♥❡ q✉❛❧✐té q✱ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡
✈✐t❡ss❡s✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t
❡①é❝✉té❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❬✸✽✱ ✸✺❪ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡
❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✕ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♣é❝✐✲
✜❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ q✉❛❧✐té
❝♦♥st❛♥t❡ q✳ ❈❡s ét❛ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❛❝t✉❡❧✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ré❣✐♦♥s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ❛②❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t
q ♣♦✉r ❧❡s r ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts
♦ù ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ r❡❧â❝❤é✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡♥tré❡ ♣❧✉s r✐❝❤❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✈❛
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

✕ ❊❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
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♣✐r❡✲❝❛s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ❊♥
❡✛❡t ♣❧✉s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❜❛ss❡✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞✉r❡✱❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❡st
é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❢♦rt❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✕ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬ét✉❞❡ à ♣r✐♦r✐ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❞❡r♥✐èr❡
❛❝t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡
t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧é✲
r❛♥❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s t❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❡✳ ❊♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ♠♦✉ ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦♥❞❡
❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t
✈✐♦❧❡r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦♠♠❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ♠❛îtr✐sé✳

✶✳✸✳✸ P❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
t❤ès❡ s✬❡st ❜❛sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡
ét✉❞❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♣❛rt✐r♦♥s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠♣❧❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦✉s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
❊❧❧❡ s❡r❛ ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❊❧❧❡
s❡r❛ ♥♦♠♠é❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡
❜❛sé❡ s✉r ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉r❝♦ût ❞û ❛✉① ❛♣♣❡❧s à ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳



✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳
❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡
ré❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✈♦✉❧✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡✳ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜❛sé❡
s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥✜r♠❛♥t ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧✬♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡✲
r♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞✐✈✐sés ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣rés❡♥té❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ✜♥✐r♦♥s ♣❛r tr❛✐t❡r
❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❛r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡t ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛✈❡❝
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡s ✐❞é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ré❛❧✐s❡r✳



❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té
❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❈❍❆P■❚❘❊

✷

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
❜❛sé s✉r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s ❬✸✽✱ ✸✺❪✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉t♦✉r ❞✉q✉❡❧ s❡
s♦♥t ♦r✐❡♥tés ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡
rés♦✉❞r❡✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à rés♦✉❞r❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❧❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ tâ❝❤❡s ✭♦✉ ❛❝t✐♦♥s✮ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❞❡
t②♣❡ é❝❤é❛♥❝❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❝♦♥♥✉ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬ét❡♥❞r❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té
❛ss♦❝✐é ❛✉① ❛❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐
s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞é✜♥✐r❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s
❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ré❡❧❧❡s✱ ♦ù ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s❡r♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡①é❝✉té❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❞♦♥❝ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té
❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ré♣♦♥❞❛♥t à tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ✿

✕ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ sûr❡té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❀
✕ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ q✉✐ ❡st ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❀
✕ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦♣r❡ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ q✉✐ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré✲

❣✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s q✉❛❧✐tés✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ré✲

s♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❧❛ ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❝❡tt❡



✸✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧à ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ sûr❡té✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✈❛ ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ sûr❡té✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧❡s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛✲
❧✐té✳ ◆♦✉s ✜♥✐r♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♠♦②❡♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✜♥s ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡
❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✳

✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

✷✳✶✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❝♦♥♥✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A ❞❡ tâ❝❤❡s ✭♦✉ ❛❝t✐♦♥s✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té Q✳ ❈❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : A×Q→ R+✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t
♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ G✱ ❡t ❞❡s ❞❛t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
D : A→ R+∪{ +∞ }✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a s❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ D(a)✳

✷✳✶✳✶✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✳ ■❧ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ s❡s ❛❝t✐♦♥s ✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❈✮✱ à
♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✮✿

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ G = (A,≺) ♦ù A r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❛❝t✐♦♥s ❡t ≺⊆ A×A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r A✳

✭sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ G = (A,≺) ❞é✜♥✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥ (S, A,−→) ♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❡t −→⊆ S × A × S ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

✕ ✉♥ ét❛t si ⊆ A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t

a1 ∈ si✱ a2 ≺ a1 ⇒ a2 ∈ si

✕ ♣♦✉r ❞❡✉① ét❛ts si ❡t sj✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s si
an−→ sj s✐ si = { a1, . . . , an−1 } ❡t sj =

{ a1, . . . , an−1, an }✳



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✸✸

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ a1 .. an ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ G s✐ n = |A| ❡t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ét❛ts s0✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn t❡❧s q✉❡ s0
a1−→ s1

a2−→ . . .
an−→ sn✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ n = |A| ♥♦✉s ❛✈♦♥s

s0 = ∅ ❡t sn = A✳

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r Σ(G) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ G✳ ❙♦✐t ✉♥ ét❛t

si−1 = { a1, . . . , ai−1 } ❞❡ G✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ai .. an ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t si−1 s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ét❛ts si✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn t❡❧s q✉❡ n = |A| ❡t

si−1
ai−→ si

ai+1

−→ . . .
an−→ sn✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r Σ(G, si−1) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t si−1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ Σ(G, s0) = Σ(G)✳

❙♦✐❡♥t G = (A,≺) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t A′ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s t❡❧ q✉❡

A′ ⊆ A✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r A′ ♣❛r G/A′ = (A′,≺ ∩(A′ ×A′))✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ G = (A,≺) ❛✈❡❝ ❝✐♥q ❛❝t✐♦♥s A =

{ Quant, IQuant, IntraP, IDCT, Coding } ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡st ✉♥

❢r❛❣♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ❡st ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❀=

{(Quant, IQuant), (Quant, IntraP), (IntraP, Coding), (IQuant, IDCT)} r❡♣rés❡♥té❡

s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

P✉✐sq✉❡ s = { Quant, IntraP, Coding } ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❡♥ ❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱

❝✬❡st ✉♥ ét❛t ❞❡ G ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ IQuant IDCT ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ à

♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ét❛t✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s Quant IntraP Coding IQuant IDCT ❡st ❞♦♥❝ ✉♥

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ G✳

Quant

IDCT Coding

IntraPIQuant

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡

❯♥ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥❡ ♣❧❛✲
t❡❢♦r♠❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé✳ ▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♣❛✲
r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ P♦✉r ✜♥✐r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡
é❝❤é❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❙②stè♠❡✮✿

❯♥ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t SY = (G, Q, C, D) ♦ù ✿

✕ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳



✸✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

✕ Q = [qmin, qmax] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥t✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛✲

❧✐té✳

✕ C : A×Q→ R+ ✭R+ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐

❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ C(a, q) ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ q 7→ C(a, q) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✕ D : A → R+ ∪ { +∞ } ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥❡ s♦♥

é❝❤é❛♥❝❡ D(a)✳

✭sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ▲❡ s②stè♠❡ SY ❞é✜♥✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (S×R+, A×Q,−→)

t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (si, ti) ♦ù si ❡st ✉♥ ét❛t ❞❡ G ❡t ti ∈ R+ ❡st

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❀ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s t0 = 0 ♣♦✉r s0 = ∅ ❀

✕ ♣♦✉r ❞❡✉① ét❛ts (si, ti) ❡t (sj , tj)✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(si, ti)
a,q
−→ (sj , tj) s✐ si

a
−→ sj ❞❛♥s G ❡t tj − ti = C(a, q)✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ P♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡
t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❈♦♥trô❧❡✉r✮✿

❯♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Γ : S × R+ → A × Q

q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t (si, ti)✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ai+1 ❡t s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qi+1 t❡❧ q✉✬✐❧

❡①✐st❡ (si, ti) ❡t (si−1, ti−1)
ai,qi−→ (si, ti)✳

SY ||Γ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

SY ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ { (si−1, ti−1)
ai,qi−→

(si, ti) }1≤i≤|A| t❡❧ q✉❡ (ai, qi) = Γ(si−1, ti−1)✳

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D)✱ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
θ : A → Q q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥❡ s❛ q✉❛❧✐té q✳ ❯♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ ❞❡ SY ❝❛❧❝✉❧❡
✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 .. an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ t❡❧s q✉❡ SY ||Γ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ { (si−1, ti−1)
ai,θ(ai)
−→ (si, ti) }1≤i≤|A|✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t à
r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉① ❞✉✲
ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❡♥ ❧❡s ♠❛①✐♠✐s❛♥t
♥♦✉s ♠❛①✐♠✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q✉✐ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✸✺

❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ss✐ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳
✕ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡
q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D)✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲

♠❡♥t a1 .. an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ✱ t❡❧s q✉❡ ✿

✕ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st sûr ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s✱ ❝❡

q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t (si, ti) ❞❡ SY ||Γ ♥♦✉s ❛✈♦♥s D(ai) ≥ ti✳ ❈✬❡st ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ sûr❡té✳

✕ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r sûr❡ Γ′✱ tn ≥ t′n✱ ♦ù tn ✭r❡s♣✳ t′n✮ ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ SY ||Γ ✭r❡s♣✳ SY ||Γ′✮✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳

✕ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té s♦♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts q✉✐ ♠❛①✐✲

♠✐s❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D) ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ◆♦✉s

♣r❡♥♦♥s Q = { qmin, qmax }✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ C ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D✭❝❢✳

✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

❛❝t✐♦♥ a C(a, qmin) C(a, qmax) D(a)

Quant ✶✵ ✷✵ +∞

IQuant ✷✺ ✼✺ +∞

IDCT ✷✺ ✼✺ D1

IntraP ✺ ✷✺ +∞

Coding ✺ ✷✺ D2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ C ❡t ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ D✳

❙✐ D(IDCT) = D1 = 180 ❡t D(Coding) = D2 = 240✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Quant IntraP Coding IQuant IDCT ❡t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ = qmax

♥✬❡st ♣❛s sûr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✿

C(Quant IntraP Coding IQuant IDCT, qmax) = 20 + 75 + 75 + 25 + 25 = 220

C(Quant IntraP Coding IQuant IDCT, qmax) > D(IDCT) = D1 = 180 .

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r SY ❡st ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ ❝❛❧❝✉❧❛♥t

✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Quant IQuant IDCT IntraP Coding ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té

❝♦♥st❛♥t❡ θ = qmax✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té s♦♥t ♠❛①✐♠❛✉①✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

t♦t❛❧❡ tn = 220 ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st sûr ✿

C(Quant IQuant IDCT, qmax) = 170 ≤ D(IDCT) = D1 = 180✱ ❡t

C(Quant IQuant IDCT IntraP Coding, qmax) = 220 ≤ D(Coding) = D2 = 240 .



✸✻ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❈♦♠♠❡ C : A ×Q → R+ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
Γ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é st❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
q✉❛❧✐té ♦♥t été ♣♦sé❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 .. an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

✷✳✶✳✶✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s❛♥s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✹✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞✲❤♦❝✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❊✳❉✳❋✳✭❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞♦♥t
❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tp q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞♦♥♥é✳
❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st sûr❡ ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❡t ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉①✳

P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té

P♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 . . . an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tp(a1 . . . an, θ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s❛♥s t❡♠♣s
♠♦rt✱ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❞é♠❛rr❛♥t à ❧❛ ❞❛t❡ ✵✳ ❆✐♥s✐ s✐ tp(a1 . . . an, θ) ❡st ♥é❣❛t✐❢✱
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s sûr✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ s✐ tp(a1 . . . an, θ) ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ à tp(a1 . . . an, θ) t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✮✿

❙♦✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D)✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 .. an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡

q✉❛❧✐té θ✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

tp(a1 .. an, θ) = min
1≤k≤n

D(ak)− C(a1 .. ak, θ),

♦ù C(a1 .. ak, θ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s a1 .. ak ♣♦✉r ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té θ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

C(a1 .. ak, θ) =
∑

1≤i≤k

C(ai, θ(ai)) .

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ tp(a1 .. an, θ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t a1 .. an ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
θ✳



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✸✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✿

❙♦✐t SY = (G, Q, C, D) ✉♥ s②stè♠❡ ❡t Γ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ SY q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t a1 .. an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ ❡st sûr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

tp(a1 .. an, θ) ≥ 0✳

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✮✿

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tp(a1 .. an, θ) ≥ 0

⇔ min
1≤k≤n

D(ak)− C(a1 .. ak, θ) ≥ 0

⇔ ∀k ∈ { 1, . . . , n } . D(ak) ≥ C(a1 .. ak, θ)

⇔ ∀k ∈ { 1, . . . , n } . D(ak) ≥ tk .

✷

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✿ P♦✉r ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✱

Quant IntraP Coding IQuant IDCT ❡t Quant IQuant IDCT IntraP Coding✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tp(Quant IntraP Coding IQuant IDCT, qmax)

= min { D2 − C(Quant IntraP Coding, qmax) , D1 − C(Quant IntraP Coding IQuant IDCT, qmax) }

= min { 240− 70 , 180− 220 } = −40✱ ❡t

tp(Quant IQuant IDCT IntraP Coding, qmax)

= min { D1 − C(Quant IQuant IDCT, qmax) , D2 − C(Quant IQuant IDCT IntraP Coding, qmax) }

= min { 180− 170 , 240− 220 } = 10 .

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Quant IntraP Coding IQuant IDCT ✈✐♦❧❡

❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D1 ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ IDCT ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t qmax✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦r✲

❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Quant IQuant IDCT IntraP Coding r❡s♣❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥

♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qmax✳

P♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s à ♣rés❡♥t
❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ Best❴Sched q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 . . . an ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té θ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ aθ

1 .. aθ
n✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s

❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❡①é❝✉té❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♦♣t✐♠❛❧
❝❛r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t aθ

1 .. aθ
n ❡st ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ❈✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tp ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳



✸✽ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭P♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✮✿

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D)✱ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Best❴Sched q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ ❞♦♥♥❡ ✉♥

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t aθ
1 .. aθ

n = Best❴Sched(θ) t❡❧ q✉❡ aθ
1 .. aθ

n ♠❛①✐♠✐s❡ tp(a
θ
1 .. aθ

n, θ)✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

tp(a
θ
1 .. aθ

n, θ) = max { tp(a1 .. an, θ) | a1 .. an ∈ Σ(G) } .

❙♦✐t θ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
a1 .. an✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧❡ C(a1 .. an, θ) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ a1 .. an✳ ◆♦✉s
r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r ≪ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r Θ t❡❧ q✉❡ θ ≪ θ′ ⇔ C(a1 .. an, θ) < C(a1 ..

an, θ′)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≪ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ str✐❝t s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
{ θ | C(a1 .. an, θ) = ❝♦♥st❛♥t }✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ q✉❛❧✐té s❛♥s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✐ s♦♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ✉t✐❧✐sés✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✿

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é❡ SY = (G, Q, C, D) ❡t ✉♥ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ Best❴Sched✱

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✮✳

❢♦r❛❧❧ θ ∈ Θ ❞♦✶

aθ
1 .. aθ

n := Best❴Sched(θ)❀✷

❡♥❞✸

θM = max≪ { θ : A→ Q | tp(a
θ
1 .. aθ

n, θ) ≥ 0 }❀✹

r❡t✉r♥ (aθM

1 .. aθM
n , θM )✺

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡s✳

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✮✿

❙♦✐t a1 . . . an ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ ✈ér✐✜❛♥t tp(a1 . . . an, θ) ≥

0✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Best❴Sched✱ ♦♥ ❛

tp(a
θ
1 . . . aθ

n) ≥ tp(a1 . . . an) ≥ 0 .

❈♦♠♠❡ θM = max≪ { θ : A→ Q | tp(a
θ
1 .. aθ

n, θ) ≥ 0 }✱ ♦♥ ❛ θ ≪ θM ✷

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳✱ ♣✉✐s ♠♦♥tr❡r



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✸✾

q✉✬✐❧ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛rr✐èr❡ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❝r✐t✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D)✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡
D∗ : A→ R+ ♣❛r ✿

D∗(a) = min { D(a′) | a ≺ a′ } ∪ { D(a) } .

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 .. an ❞❡ G ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈

{ 1, . . . , n− 1 } ♥♦✉s ❛✈♦♥s D∗(ai) ≤ D∗(ai+1)✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r E . D . F . (G, D)

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❊✳❉✳❋✳ ❞❡ G q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ D✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D) ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✷

❡t ✷✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ D∗ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ D∗(Quant) = min { D1, D2 }✱

D∗(IQuant) = D(IDCT) = D1 ❡t D∗(IntraP) = D(Coding) = D2 ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ P♦✉r

❧❡s ❛❝t✐♦♥s IDCT ❡t Coding✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s D∗ ❡t D s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

❙✐ D1 < D2✱ ❧❡ s❡✉❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s

Quant IQuant IDCT IntraP Coding✳ ❙✐ D1 > D2✱ ❧❡ s❡✉❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❡st

❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s Quant IntraP Coding IQuant IDCT✳

Quant

IDCT Coding

IntraPIQuant

Quant

IDCT Coding

IntraPIQuant

(+∞)

(+∞)

(+∞)

(D1)

(D2)

(min { D1, D2 })

(D1)

(D1)

(D∗)(D)

(D2)(D2)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s D ❡t D∗✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✿

▲❡s s②stè♠❡s SY = (G, Q, C, D) ❡t SY ∗ = (G, Q, C, D∗) ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ✿

tp(a1 .. an, θ) = min
1≤k≤n

D(ak)− C(a1 .. ak, θ) = min
1≤k≤n

D∗(ak)− C(a1 .. ak, θ) .

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✮✿

✭♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ♦✉ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✮ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C > 0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

min
1≤k≤n

D∗(ak)− C(a1 .. ak, θ) 6= min
1≤k≤n

D(ak)− C(a1 .. ak, θ) .

❈♦♠♠❡ D∗ ≤ D✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

min
1≤k≤n

D∗(ak)− C(a1 .. ak, θ) < min
1≤k≤n

D(ak)− C(a1 .. ak, θ) .



✹✵ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞❡① i t❡❧ q✉❡ ✿

D∗(ai)− C(a1 .. ai, θ) = min
1≤k≤n

D∗(ak)− C(a1 .. ak, θ) .

❡t

D∗(ai)− C(a1 .. ai, θ) < D(ai)− C(a1 .. ai, θ)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ D∗(ai) < D(ai) . P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ D∗✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

j > i t❡❧ q✉❡ D∗(ai) = D∗(aj)✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

D∗(aj)− C(a1 .. aj , θ) = D∗(aj)− C(a1 .. ai, θ)− C(ai+1 .. aj , θ)

D∗(aj)− C(a1 .. aj , θ) < D∗(aj)− C(a1 .. ai, θ)

D∗(aj)− C(a1 .. aj , θ) < D∗(ai)− C(a1 .. ai, θ)✭❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✮✳

✷

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Best❴Sched q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ a1 .. an = Best❴Sched(θ)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Best❴Sched

❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹✿

❙♦✐t a1 .. an ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

ai ❡t ai+1 ✭ai ⊀ ai+1 ❡t ai+1 ⊀ ai✮ t❡❧ q✉❡ D(ai) ≥ D(ai+1)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡

q✉❛❧✐té θ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tp(a1 .. ai−1ai+1aiai+2 .. an, θ) ≥ tp(a1 .. an, θ) .

Pr❡✉✈❡ ✭❞✉ ❧❡♠♠❡✷✳✶✹✮✿

❙♦✐t I1✱ I2 ❡t I3 ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞❡① t❡❧s q✉❡ I1 = { 1, . . . , i− 1 }✱ I2 = { i, i + 1 }

❡t I3 = { i + 2, . . . , n }✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tp(a1 .. an, θ) = min { D(ak)− C(a1 .. ak, θ) | k ∈ I1 ∪ I2 ∪ I3 } ❡t

tp(a1 .. ai−1ai+1aiai+2 .. an, θ) =

min { D(ak)− C(a1 .. ak, θ) | k ∈ I1 } ∪ { D(ai+1)− C(a1 .. ai−1ai+1, θ) }∪

{ D(ai)− C(a1 .. ai−1ai+1ai, θ) } ∪ { D(ak)− C(a1 .. ai−1ai+1aiai+2 .. ak, θ) | k ∈ I3 } .

❈♦♠♠❡ C(a1 .. ai−1ai+1aiai+2 .. ak, θ) = C(a1 .. ak, θ) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ I3✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✿

{ D(ak)−C(a1 .. ai−1ai+1aiai+2 .. ak, θ) | k ∈ I3} = { D(ak)−C(a1 .. ak, θ) | k ∈ I3 } .

❉♦♥❝✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ r❡st❡ ✈r❛✐ s✐ ✿

D(ai+1)− C(a1 .. ai−1ai+1, θ) ≥ min { D(ak)− C(a1 .. ak, θ) | k ∈ I2 } ❡t ✭✷✳✶✮

D(ai)− C(a1 .. ai−1ai+1ai, θ) ≥ min { D(ak)− C(a1 .. ak, θ) | k ∈ I2 } . ✭✷✳✷✮



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✹✶

❈♦♠♠❡ C(a1 .. ai−1ai+1, θ) ≤ C(a1 .. ai+1, θ) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

D(ai+1)− C(a1 .. ai−1ai+1, θ) ≥ D(ai+1)− C(a1 .. ai+1, θ) .

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ✭✷✳✶✮✳

P✉✐sq✉❡ D(ai) ≥ D(ai+1) ❡t C(a1 .. ai−1ai+1ai, θ) = C(a1 .. ai+1, θ) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

D(ai)− C(a1 .. ai−1ai+1ai, θ) ≥ D(ai+1)− C(a1 .. ai+1, θ) .

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ✭✷✳✷✮✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✿

❙♦✐❡♥t SY = (G, Q, C, D) ✉♥ s②stè♠❡ ❡t a1 .. an ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❞❡ G✳ P♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té θ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tp(a1 .. an, θ) = max { tp(a
′
1 .. a′n, θ) | a′1 .. a′n ∈ Σ(G) } .

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✮✿

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦✐t a1 .. an ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❡t

a′1 .. a′n ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r a1 .. an à ♣❛rt✐r a′1 .. a′n ♣❛r

é❝❤❛♥❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s

D∗ s♦♥t ✐♥✈❡rsé❡s✳ ✷

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, C, D) ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✷✳✷✱

✷✳✸ ❡t ✷✳✹✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ D t❡❧❧❡ q✉❡ D(IDCT) = D1 = 180 ❡t D(Coding) =

D2 = 240✳ ▲❡ s❡✉❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ❡st Quant IQuant IDCT IntraP Coding ❡t

♥♦✉s ❛✈♦♥s tp(Quant IQuant IDCT IntraP Coding, qmax) = 10 ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✮✱ q✉✐ ❡st

♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qmax✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ a1 .. a5 ❞❡ G✱ ❡t s♦✐t i ∈ { 1, . . . , 5 }

❧✬✐♥❞❡① t❡❧ q✉❡ ai = IDCT✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❞❡ G✱ Quant ❡t

IQuant ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❛✈❛♥t IDCT✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ✿

C(a1 .. ai, qmax) ≥ C(Quant, qmax) + C(IQuant, qmax) + C(IDCT, qmax) = 170 .

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

tp(a1 .. a5, qmax) ≤ D(ai)− C(a1 .. ai, qmax) ≤ 180− 170 = 10 .

✷✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♥♦♥
♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳



✹✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

✷✳✶✳✷✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
❜♦r♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ C ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
ré❡❧❧❡s ♥✬❡st✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cwc t❡❧❧❡
q✉❡ C ≤ Cwc✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s C ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s à ♣♦st❡r✐♦r✐✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽ ✭s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✮✿

❯♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ♦ù ✿

• G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳

• Q = [qmin, qmax] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

q✉❛❧✐té✳

• Cwc : A×Q→ R+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té

q ❞♦♥♥❡ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s Cwc(a, q)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t

a ∈ A✱ q 7→ Cwc(a, q) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

• D : A→ R+∪{ +∞ } ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡

D(a)✳

• ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ C : A×Q→ R+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ q✉❛❧✐té q ❞♦♥♥❡ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ C(a, q)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t a ∈ A✱ q 7→ C(a, q) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ C ≤ Cwc✳

✭sé♠❛♥t✐q✉❡✮ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s②stè♠❡

❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (S × R+, A×Q,−→) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ C ✿

• ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♣❛✐r❡s (si, ti) ♦ù✱ ♣♦✉r i > 0✱ si ❡st ✉♥ ét❛t ❞❡ G ❡t

ti ∈ R+ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡♠♣s ❀ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s t0 = 0 ♣♦✉r s0 = ∅ ❀

• ♣♦✉r ❞❡✉① ét❛ts (si, ti) ❡t (sj , tj)✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (si, ti)
a,q
−→ (sj , tj)✱

s✐ si
a
−→ sj ❞❛♥s G ❡t tj − ti = C(a, q)✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✮✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t a1 . . . an ❡st sûr s✐ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ C✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t sûr
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ P✉✐sq✉❡ C ≤ Cwc✱ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts sûrs ♣♦✉r
✉♥ s②stè♠❡ SY = (G, Q, Cwc, D) s♦♥t ❛✉ss✐ sûrs ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥
SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣r♦❝❤♦♥s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐♥✲
❝♦♥♥✉❡ C ♣❛r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s Cwc✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts s♦✉✈❡♥t très é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✹✸

t❡❧ q✉❡ A = {QUANT, IQUANT, IDCT, IntraP, Coding}✱ G = (A,≺) r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡

✷✳✹✱ D(IDCT) = D1 = 180✱ D(Coding) = D2 = 240 ❡t Q = {qmin, qmax}✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ C = Cwc✳ ❆❧♦rs (QUANT · IQUANT · IDCT, qmin, 20) ❡st

✉♥ ét❛t ❞❡ SPI(C) ♣✉✐sq✉❡ QUANT ·IQUANT ·IDCT ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ G✱ ❡t C(QUANT ·IQUANT ·

IDCT, qmin) = 115✳

Quant

IDCT Coding

IntraPIQuant

❛❝t✐♦♥ a Cwc(a, qmin) Cwc(a, qmax) D(a)

Quant ✶✺ ✷✺ +∞

IQuant ✺✵ ✶✵✵ +∞

IDCT ✺✵ ✶✵✵ D1

IntraP ✶✵✵ ✶✵✵ +∞

Coding ✶✵✵ ✶✵✵ D2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭❈♦♥trô❧❡✉r✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C)✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Γ : S ×

R+ → A×Q q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t (si−1, ti−1) ❞❡ SPI(C)✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ai ❡t s♦♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ q✉❛❧✐té qi t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (si, ti) ❡t (si−1, ti−1)
ai,qi−→ (si, ti)✳

❙✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s à ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r
❝♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r été ❡①é❝✉té❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥
♦❡✉✈r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡ ❞♦♥❝ à t♦✉t ét❛t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ à ❡①é❝✉t❡r✳ ■❧ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
C ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵ ✭❙②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥trô❧é✮✿

❙♦✐❡♥t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t Γ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r

❞❡ SPI(C)✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡

♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥trô❧é✱ ♥♦té SPI(C)||Γ ♣❛r ✿

✶✳ ▲❡s ét❛ts ❞❡ SPI(C)||Γ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ SPI(C)✳

✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ C✱ SPI(C)||Γ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ sé✲

q✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ { (si−1, ti−1)
ai,qi−→ (si, ti) }1≤i≤|A| t❡❧❧❡ q✉❡ (ai, qi) = Γ(si−1, ti−1)✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞♦♥♥é
SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é



✹✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ré❣✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C)✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ C ≤ Cwc ✿

✶✳ Γ ❡st sûr ✭❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐♦❧é❡s✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t

(si−1, ti−1) ❞❡ SPI(C)||Γ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s (ai, qi) = Γ(si−1, ti−1)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

(si−1, ti−1)
ai,qi−→ (si, ti) ❡t D(ai) ≥ ti✳

✷✳ ▲❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥trô✲

❧❡✉r sûr Γ′✱ tn ≥ t′n✱ ♦ù tn ✭r❡s♣✳ t′n✮ ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥

❞❡ SPI(C)||Γ ✭r❡s♣✳ SPI(C)||Γ′✮✳

✸✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ❝❡

q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ♦✉ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛

ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❢♦r♠❛❧✐sé❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❬✸✻✱ ✸✼❪✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r q✉❡
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ C✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ t❡❧ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥trô✲
❧❡✉r Γ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥
❝♦♥trô❧❡✉r ❛❞✲❤♦❝ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
❝♦♥trô❧é ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✈❡❝ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥
t❡♠♣s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t
❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ❡st ❢❛✐t ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❜str❛✐t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✮✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞✬ét❛t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛✲
❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ré❣✉❧✐èr❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ X ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ CX ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s a1 . . . an ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té q✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ CX(a1 . . . an, q) ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
a1 . . . an ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛❧✐té q✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ tXp ❞❡ tp✱ ❡t



✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✹✺

Best❴SchedX ❞❡ Best❴Sched✱ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ CX

❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ X ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✭P♦❧✐t✐q✉❡ X ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✮✿

❙♦✐❡♥t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t CX ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ai .. an ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

CX(ai .. an, q) ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ai .. an ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳

❙♦✐❡♥t ✉♥ ét❛t si−1 ❞❡ G✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ai .. an à ♣❛rt✐r ❞❡ si−1✱ ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

q✉❛❧✐té q✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ X ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tXp ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ CX ♣❛r ✿

tXp (ai .. an, si−1, q) = min
i≤k≤n

D(ak)− CX(ai .. ak, q) .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ✭❉✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✿

❙♦✐t CX : A∗ × Q → R+ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ CX ❡st

❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s séq✉❡♥❝❡s a1 . . . an . . . am ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✿

CX(a1 . . . an, q) ≤ CX(a1 . . . am, q) .

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ CX ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❧✉✐ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s CX q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t à ❜ât✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ✭P♦❧✐t✐q✉❡ X ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✮✿

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❡t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡

❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tXp ✱ ✉♥ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ Best❴SchedX ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥✲

♥❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ét❛t si−1 ❞❡ G ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

aq
i .. aq

n = Best❴SchedX(si−1, q) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t si−1 t❡❧ q✉❡ aq
i .. aq

n ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tXp ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

tXp (aq
i .. aq

n, si−1, q) = max { tXp (ai .. an, si−1, q) | ai .. an ∈ Σ(G, si−1) } .

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γ✱ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡r✲
t❛✐♥ SPI(C) r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐tés q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
❡t ❧✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳

❙♦✐t (si−1, ti−1) ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) =

(G, Q, Cwc, D, C)✳

●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ▲❡ rô❧❡ ❞✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦✉r❛♥t q ∈ Q✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ q ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ tXp (aq
i . . . aq

n, si−1, q) ≥

ti−1✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ aq
i . . . aq

n r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ r❡st❡♥t à



✹✻ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❈♦♥trô❧❡✉r Γ

{ a
q
i .. a

q
n | q ∈ Q}

qi := max { q | tXp (aq
i .. a

q
n, si−1, q) ≥ ti−1 }

●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té

a
q
i .. a

q
n = Best❴SchedX(si−1, q)

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r

(si−1, ti−1)Γ(si−1, ti−1) := (a
qi

i , qi)

s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥

ét❛t ❝♦✉r❛♥t (si−1, ti−1)

SPI(C)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✖ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

❡①é❝✉t❡r✱ si−1 ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❡t q ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ tXp : A × S × Q → R+ ❞é✜♥✐❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r
ΓX ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s t❤é♦r✐q✉❡ tXp (aq

i . . . aq
n, si−1, q) ❞é♣❛ss❡ ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ti−1✱ ♥♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ aq
i . . . aq

n ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té
q ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r aq

i . . . aq
n✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①é❝✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♥❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❝❤♦✐✲
s✐r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ qmin✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦✉r❛♥t t❡❧ q✉❡ ✿

qi := max({q|tXp (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1} ∪ {qmin})

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳ ▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛✲
❧✐té q ∈ Q✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé aq

i . . . aq
n = Best❴SchedX(si−1, q) ♣♦✉r ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Best❴SchedX ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ΓX ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ tXp (aq

i . . . aq
n, si−1, q) ≥ ti−1✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥t aq
i . . . aq

n q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ tXp (aq
i . . . aq

n, si−1, q)✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ aq

i . . . aq
n ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t si−1 ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t✐♦♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (aq
i . . . aq

n, q)✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❞❡
❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ét❛♥t
ré❛❧✐sé à ❣r❛✐♥ ✜♥✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✱ s♦♥t r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❡t réé✈❛❧✉és ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳

▲❡ ❈♦♥trô❧❡✉r s✉r✈❡✐❧❧❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t (si−1, ti−1) ❞❡ SPI(C) ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
❛❝t✐♦♥ ai ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qi ❛ss♦❝✐é à ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❝♦♠♠❡ s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✹✼

ΓX✭si−1✱ti−1✮✶

qm := qmin✷

❢♦r❛❧❧ q ∈ Q ❞♦✸

aq
i .. aq

n := Best❴SchedX(si−1, q) ❀✹

✐❢ tXp (aq
i .. aq

n, si−1, q) ≥ ti−1 ∧ q > qm t❤❡♥✺

qm := q❀✻

❡♥❞✼

❡♥❞✽

r❡t✉r♥ (a, q) := (aqm

i , qm)✳✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ΓX ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✷✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬ét❛t ❝♦✉✲
r❛♥t (si−1, ti−1) ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥s✐❞éré SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ❧✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ X ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥
tXp (aq

i . . . aq
n, si−1, q) ≥ ti−1✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ a = aqm

i ❡t
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qm q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té q ♦ù ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t aq

i . . . aq
n ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ qmin q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐✳

▲❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s
❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ΓX ✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t Γsf ✱ Γsp ❡t Γmx q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ sûr❡✱ s✐♠♣❧❡ ❡t ♠✐①t❡✳

✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ X ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tXp ✱ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✮✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡t ❞❡ sûr❡té✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés q✉✐ s♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡t ❢♦✉r♥✐s ❛✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♣❛r ❧✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts st❛t✐q✉❡s a1 .. an✳



✹✽ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

✷✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ sûr❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ r❡s♣❡❝t❡
s❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✳

✷✳✷✳✶✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✺ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡✮✿

❙♦✐t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ Csf : A∗ × Q → R+ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡

séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s a1 . . . an ❡t t♦✉t❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té q ♣❛r ✿

Csf (ai .. ak, q) = Cwc(ai, q) + Cwc(ai+1 .. ak, qmin) .

♦ù Cwc(ai+1 .. ak, qmin) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ai+1 ..

ak✱❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱

Cwc(ai+1 .. ak, qmin) =
∑

i+1≤j≤k

Cwc(aj , qmin) .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✻ ✭P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✮✿

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ tsfp :

A∗ ×Q :→ R ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡ Csf ✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛❝t✐♦♥ ai✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❡t qmin ♣♦✉r ❧❡s
❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s✳ ❉♦♥❝ tsfp (si−1, q) ≥ ti−1 ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ai s❛t✐s❢❛✐t
s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❧✬❡①é❝✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ❞❡
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛t✐s❢♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❧❡✉rs é❝❤é❛♥❝❡s ❡♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❛❧✐té qmin✳
❈❡❝✐ ❡st ❣❛r❛♥t✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té sûr❡ s❡rt ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs sûrs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s ❛ss✉r❡♥t
à ❝♦✉♣ sûr ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ tsfp ≥ t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∀i ∈ { 1, . . . , n }, tsfp (ai . . . an, si, qi) ≥ ti−1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼ ✭❙ûr❡té✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) t❡❧ q✉❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t s❛t✐s✲

❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱

∀k ∈ { 1, . . . , n } . D(ak) ≥ Cwc(a1 .. ak, qmin) .

❆❧♦rs✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γsf q✉✐ s✉✐t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tsfp ≥ t ❡st sûr❡✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té tXp ≥ t t❡❧❧❡ q✉❡

tsfp ≥ tXp ✳



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✹✾

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γsf s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s qmin ∈ { q | tsfp (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1 } à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ (si−1, ti−1)

❞❡ SPI(C)||Γsf ✳

Pr❡✉✈❡ ✭❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✽✮✿

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r i ∈ { 0, . . . , n− 1 }✳ ❙♦✐t P(i) ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ qmin ∈

{ q | tsfp (si, q) ≥ ti }✳

✕ P(0) : ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tsfp (s0, qmin) = min
1≤k≤n

D(ak)− Cwc(a1 .. ak, qmin) . ✭✷✳✸✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t k ∈ { 1, . . . , n }✱ D(ak) ≥ Cwc(a1 .. ak, qmin)✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✳✸✮ q✉❡ ❝♦♠♠❡ t0 = 0✱ tsfp (s0, qmin) ≥ t0 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱

P(0)✳

✕ P(i) ⇒ P(i + 1) : ❙♦✐t (a, q) = (ai+1, qi+1) = Γsf (si, ti)✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

tsfp (ai+2 . . . an, si+1, q) ≥ t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡①❛♠✐♥❡r ❞❡✉① ❝❛s✱ q = qmin ❡t

q > qmin✳

❈❛s ✶ ✿ q = qmin✱

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tsfp (ai+1 . . . an, si, qmin) ≥ ti✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

min
i+1≤k≤n

D(ak)− Csf (ai+1 .. ak, qmin) ≥ ti

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∀k ∈ {i + 1 . . . n} D(ak)− Csf (ai+1 .. ak, qmin) ≥ ti

⇒ ∀k ∈ {i + 2 . . . n} D(ak)− Cwc(ai+1, qmin)− Cwc(ai+2 .. ak, qmin) ≥ ti

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Csf

⇒ ∀k ∈ {i + 2 . . . n} D(ak)− Cwc(ai+2 .. ak, qmin) ≥ ti + Cwc(ai+1, qmin) ≥ ti+1 .

❉♦♥❝ tsfp (ai+2 . . . an, si+1, qmin) ≥ ti+1✳

❈❛s ✷ ✿ q > qmin✱

◆♦✉s ❛✈♦♥s tsfp (ai+1 . . . an, si, q) ≥ ti ❝✬❡st à ❞✐r❡

min
i+1≤k≤n

D(ak)− Csf (ai+1 .. ak, q) ≥ ti

❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

∀k ∈ {i + 1 . . . n} D(ak)− Csf (ai+1 .. ak, q) ≥ ti

⇒ ∀k ∈ {i + 2 . . . n} D(ak)− Cwc(ai+1, q)− Cwc(ai+2 .. ak, qmin) ≥ ti

⇒ ∀k ∈ {i + 2 . . . n} D(ak)− Cwc(ai+2 .. ak, qmin) ≥ ti + Cwc(ai+1, q) ≥ ti+1 .

❉♦♥❝ tsfp (ai+2 . . . an, si+1, q) ≥ ti+1✳



✺✵ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

✷

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✮✿

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

qmin ∈ { q | tsfp (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1 }

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ SPI(C)||Γsf ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ { q | tsfp (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1 }

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙♦✐t (a, q) = (ai, qi) = Γsf (si−1, ti−1)✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s

tsfp (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1 ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ a s❛t✐s❢❛✐s❛♥t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡ ✿

tsfp (ai . . . an, si−1, q) = min
i≤k≤n

D(ak)− Csf (ai .. ak, q) ≥ ti−1

⇒ D(ai)− Cwc(a, q) ≥ ti−1

⇒ D(ai) ≥ ti−1 + Cwc(a, q) ≥ ti .

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ a s❛t✐s❢❛✐t s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳ ✷

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ X q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡✉r ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tXp ≥ tsfp ✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γsf ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ sûr❡ ❛ss✉r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s
é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ✉♥ ❜♦♥ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ét❛♥t tr♦♣
♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ ❝♦♥❞✉✐t ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té à
❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té très é❧❡✈és ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
très ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ ♣❡✉t ♠❡♥❡r à
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛✈❛♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✼✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ SPI(C) ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛❝t✐♦♥s { QUANT, IQUANT, IDCT }✱ q✉❛tr❡

q✉❛❧✐tés Q = {1, . . . , 4}✱ ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡ D = 9 ✭♣♦✉r t♦✉t i✱ D(ai) = 9✮✳ ❙✉♣✲

♣♦s♦♥s q✉❡ SPI(C) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Quant IQuant IDCT t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❞✉✲

ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ♦ù

a ∈ { Quant, IQuant, IDCT }✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡

❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ tsfp ≥ t ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ✈♦②♦♥s

q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❞ér♦✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✺✶

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té é❣❛❧❡ à ✹ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ QUANT ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ✶ ♣♦✉r

❧❡s ❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

q Cwc(a, q) C(a, q)

= Cav(a, q)

✶ ✶ ✶

✷ ✺ ✷

✸ ✻ ✸

✹ ✼ ✺

3

2

1

4

■❉❈❚◗✉❛♥t ■◗✉❛♥t

θ

♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✖ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té sûr❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s❡r❛ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡s✳

✷✳✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠♣❧❡

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❜❛sé❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲
❝❛s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❡t✴♦✉ ♣❛r ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❬✸✾❪✳

✷✳✷✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡st très ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✮✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ♣❛ss❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♥s❡✐❣♥❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t s❡r♦♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ Cwc✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ♥♦té❡s Cav✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✏♣r♦❜❛❜❧❡s✑ ♦✉ ✏t②♣✐q✉❡s✑ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✿

❙♦✐t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝✲



✺✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Cav : A × Q → R+✱ t❡❧❧❡

q✉❡ ✿

✶✳ Cav ≤ Cwc✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q 7→ Cav(a, q) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ tav

p ✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲

❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tav
p ≤ tsfp ✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s

q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❤♦✐s✐ss❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡
❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱
✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡✱
❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❛♣rès✱ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐té t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✷ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉✲

t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ Cav : A×Q→ R+✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡ tspp ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ Csp : A+ ×Q→ R+ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Csp = max { Csf , Cav } .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✸✿

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡ tspp s❛t✐s❢❛✐t tspp = min { tsfp , tav
p }✳

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✸✮✿

P♦✉r t♦✉t i ∈ { 0, . . . , n− 1 } ❡t q ∈ Q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tspp (ai . . . an, si−1, q) = min
i≤k≤n

D(ak)− Csp(ai .. ak, q)

= min
i≤k≤n

D(ak) −max { Cav(ai .. ak, q) , Csf (ai .. ak, q) }

= min
i≤k≤n

min { D(ak)− Cav(ai .. ak, q) , D(ak)− Csf (ai .. ak, q) }

= min { min
i≤k≤n

( D(ak)− Cav(ak, q) ) ,

min
i≤k≤n

(D(ak)− Csf (ai .. ak, q) ) }

tspp (si−1, q) = min { tav
p (ai . . . an, si−1, q), t

sf
p (ai . . . an, si−1, q) } .

✷



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✺✸

❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
s✐♠♣❧❡ ♥✬❡st ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♥✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♥✐
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✽✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s a ∈ A ❡t t♦✉s

❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q ∈ Q = {0, 1}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Cav(a, q) = q + 1✱ Cwc(a, q) = 2q + 1

❡t D(a) = 4✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ tspp (a1a2, s0, 1) ✿

tspp (a1a2, s0, 1) = D(a2)−max{Cav(a1a2, 1), Csf (a1a2, 1)}

= D(a2)−max{Cav(a1a2, 1), Cwc(a1, 1) + Cwc(a1, 0)}

= D(a2)−max{4, 3 + 1}

= 4−max{4, 4} = 0 .

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s tspp (a2, s1, 1) ✿

tspp (a2, s1, 1) = D(a2)−max{Cav(a2, 1), Csf (a2, 1)}

= 4−max{2, 3} = 1 < 2 = Cav(a1, 1) .

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ P✉✐sq✉❡ Cav ≤ Cwc✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s
❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Cwc✳

✷✳✷✳✷✳✷ ▲❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡ sûr❡té✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❡t ❞✬✉♥
❝r✐tèr❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s à ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té
très ✐rré❣✉❧✐èr❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛✈❛♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡
❝r✐t✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✿ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✼✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡✱ tsfp ≥ t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡

q✉❛❧✐té ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γsp ❝❤♦✐s✐t ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ♠ê♠❡
s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ♦✉ ♠ê♠❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡s ❞✬❛✈❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❡t
❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ré❣✉❧✐❡rs ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t
❞❡s ❞✉ré❡s ♠♦②❡♥♥❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡



✺✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

3

2

1

4

■❉❈❚■◗✉❛♥t

θ

♣♦❧✐t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡

◗✉❛♥t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✖ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡✳

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✳

✷✳✷✳✸ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
Cav ❡t Csf ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ré❛❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✜♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Csp

❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cmx✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té
❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐
❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r
❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡s
❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st à
❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ sûr❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡ Cmx✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ Csf ❡t Cav✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✺ ✭▼❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✮✿

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s δmax ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲

❝❛s ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

δmax(ai .. ak, q) = maxi≤j≤k δ(aj .. ak, q),

♦ù δ(aj .. ak, q) = Csf (aj .. ak, q)− Cav(aj .. ak, q)✳



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✺✺

Csf (a2 . . . an, q)Cav(a1, q)

Cav(a1a2, q) Csf (a3 . . . an, q)

Csf (a4 . . . an, q)Cav(a1 . . . a3, q)

✳ ✳ ✳

Cav(a1 . . . an−1, q)

Cav(a1 . . . an, q)

Csf (a1 . . . an, q)

Csf (an, q)

Cmx(a1 . . . an, q)

Csf (a1 . . . an, q)

Cav(a1 . . . an, q)

Csp(a1 . . . an, q)

= ♠❛①

= ♠❛①

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✖ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡ ❡t s✐♠♣❧❡✳



✺✻ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵✿ ❙♦✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t α = abcdefg ❡t q > qmin ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ t❡❧s

q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s k 7→ δ(ak . . . an, q) ❡t k 7→ δmax(ak . . . an, q) s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳

❛❝t✐♦♥ x Cwc(x, q)− Cav(x, q) Cwc(x, qmin)− Cav(x, q)

a ✶✵✵ ✲✶✵
b ✶✵ ✲✷
c ✶✵ ✲✹
d ✽✵ ✲✶✵
e ✶✵ ✲✶✵
f ✷✵ ✲✸✵
g ✶✵ ✲✶✵

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✖ ❉✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ai .. ak ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ δmax(ai ..

ak, q) ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s
é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✻ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡✮✿

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ Cmx : A∗ ×

Θ→ R+ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Cmx = Cav + δmax .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✼ ✭P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✮✿

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ tmx
p :

A∗ ×Θ→ R ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡ Cmx✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à ❣r❛✐♥ ✜♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t sûr❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡ s✉r❝♦ût
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ sûr❡té✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ s✉r❝♦ût
❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ δmax✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✐♠♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té
♦❜t❡♥✉s ♣❛r❢♦✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r Γsp✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❡st✱ q✉❛♥t
à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✶✿ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✼✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✱ tmx
p ≥ t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡

q✉❛❧✐té ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳



✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✺✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥s k 7→ δ(ak . . . an, q) ❡t k 7→ δmax(ak . . . an, q)✳
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θ

♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✖ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳



✺✽ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ sûr❡té ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬❛❝t✐♦♥s ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✱
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡
q✉❛❧✐té s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛✐t ❜❛sé s✉r ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❡t ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧✲
t✐♠é❞✐❛✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ ❧❛ r❡♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ♠❛✐s ❜♦r♥é❡s ♣❛r ✉♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳

P♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r tr♦✐s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té✳
❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t sûr❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♦♣t✐♠❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s ♣♦ssé❞❛✐❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱
♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st
❛✉ss✐ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ré❞✉✐r❡
s✉❜✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛r❣❡ ❡t ❞❡ s❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t✉✐t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ à ❣r❛✐♥ ✜♥ ♠è♥❡ à ✉♥ s✉r❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t
♦✉t✐❧ ❝♦♠♠❡♥t ré❞✉✐r❡ ❧❡ s✉r❝♦ût ❧✐é à ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳



❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡
❈❍❆P■❚❘❊

✸

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés✱ ❧❛ sûr❡té✱ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ❡st
ré❛❧✐sé à ❣r❛✐♥s ✜♥s ♠❛✐s q✉❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐t✲✐❧ ❄ ❈♦♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡
❝♦♠♣♦rt❡✲t✲❡❧❧❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❄ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ r❡st❡ ❡♥ s✉s♣❡♥s ❡t q✉✐
❜❧♦q✉❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡s ❡st ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❛r❣❡s
❞❡ sé❝✉r✐té ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛ ré❛❧✐sé ❧✉✐ ❛✉ss✐ à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡r❛ ✉♥
s✉r❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s
♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ à s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ❝❤♦✐s✐✳
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝✐t❡r✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♣r♦♣♦s❡r ❞✬ét✉✲
❞✐❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
♣❡r♠❡t ❞❡ s❝❤é♠❛t✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✲
✈❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts ♣❛r ❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉r❝♦ût ❧✐é ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✐♠❛❣✐♥é ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞é✜♥✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
q✉✬✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❛✐sé ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡❧ s❡r❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡s ❝♦♠♣❛r❡r❛ ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜♦r♥❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❤♦✐s✐ss❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡
♣r♦♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐t ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛sé s✉r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧



✻✵ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✵❪ ❡t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥
♣❛♣✐❡r ❥♦✉r♥❛❧ ❬✹✶❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❙❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✜①❡ a1 . . . an✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❡t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ (si, ti)

ai,qi−→ (si+1, ti+1) ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ si s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❛ ✭❝❢✳
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❱✐t❡ss❡s

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✣✲
❝✐❧❡s à ✐♥t❡r♣rét❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥♦✉✈❡❛✉① s✬❛❥♦✉t❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✺✮✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛r❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ P❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ♣❡r✲
t✉r❜❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✿

✕ ➚ q✉♦✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❄
✕ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❄

✕ ◗✉❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♦♥ ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❄
✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ♣❡r♠❡t ❡❧❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦♣t✐✲
♠❛❧✐té ❄

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
q✉✐ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❈❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡
◗✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡r ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡st ❝♦♥str✉✐t ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s

▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❡t s♦♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
❞✐r✐❣é ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s
♦r❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ✈✐rt✉❡❧ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡t ❞❡s
é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈❡ t❡♠♣s ✈✐rt✉❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♠❛✐s



✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❱✐t❡ss❡s ✻✶

❛✉ss✐ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳

✸✳✶✳✶✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡

❙♦✐❡♥t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❡t Γmx ✉♥
❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ SPI(C) ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡✳ ❙♦✐t (si, ti) ✉♥ ét❛t ❞❡
SPI(C)||Γmx✳ ❙♦✐❡♥t q ∈ Q ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❡t k ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡
D(ak) ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ai+1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ak✱ ✳ ✳ ✳ ✱ an✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛❝❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D(ak) ❡t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s
ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét❛ts✳ ▲✬❛❜s✲
❝✐ss❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❢♦r❝é♠❡♥t D(ak) ≥ t✳ ▲✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡♠♣s t❤é♦r✐q✉❡✱ ❜❛sé
s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❈❡ t❡♠♣s t❤é♦r✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r
❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D(ak)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛rré ❞❡ ❝ôté D(ak)✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬ét❛t (si, ti) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (ti, yi(q)) ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s✱ ♦ù yi(q) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

yi(q) =
Cav(a1 .. ai, q)

Cav(a1 .. ak, q)
·D(ak) ✭✸✳✶✮

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ yi(q) ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s♦♠♠é à ❧✬ét❛t si ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ D(ak)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ yk(q) = D(ak) ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s r❡❧✐❡ ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s à ❧✬❛✈❛♥❝é❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞✉ t❡♠♣s ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❀ ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts (ti, yi(q)) s♦✉s ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ét❛ts ♦ù ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ❥✉❣é❡ ❡♥ r❡t❛r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ✈✐rt✉❡❧✳ ❊t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✿

❙♦✐❡♥t (si, ti) ❡t (sj , tj) ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) t❡❧ q✉❡ j > i✳ ❈♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s (ti, yi(q)) ❡t (tj , yj(q)) s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s

♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛❧✐té q ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s D(ak)✱ k ≥ j✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡

vi,j(q) ❡♥tr❡ (ti, yi(q)) ❡t (tj , yj(q)) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

vi,j(q) =
yj(q)− yi(q)

tj − ti
.

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r



✻✷ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

ti

yi(q)

D(ak)

D(ak)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✖ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té q ❡t ♣♦✉r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡
D(ak)

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡✲

♠❡♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t (ti, yi(q))✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t

❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❢✉t✉r❡ q✉❛❧✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❡st ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ❛❧♦rs ❡ss❛②❡r

❞❡ r❛❧❡♥t✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥❡r
❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳

✸✳✶✳✶✳✷ ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (ti, yi(q)) ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡s ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s
Cav✳ P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ (ti, yi(q))✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❆✐♥s✐✱
t❛♥t q✉❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✐❞é❛❧❡s r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❊❧❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✿

❙♦✐t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C =

Cav ❡t qi+1 = . . . = qj = q✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tj − ti = C(a1 .. aj , q)−C(a1 .. ai, q) = C(ai+1 ..

aj , q) = Cav(ai+1 .. aj , q) = Cav(a1 .. aj , q)−Cav(a1 .. ai, q)✳ ❙♦✐t k ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡

❝r✐t✐q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s k ≥ j ≥ i✳ ❙♦✐t k ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s k ≥ j ≥ i✳



✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❱✐t❡ss❡s ✻✸

❆❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❡♥tr❡ (ti, yi(q)) ❡t (tj , yj(q)) ❡st é❣❛❧ à ✿

vidl(q) =
yj(q)− yi(q)

tj − ti

=
D(ak)

Cav(a1 .. ak, q)
·
Cav(a1 .. aj , q)− Cav(a1 .. ai, q)

Cav(a1 .. aj , q)− Cav(a1 .. ai, q)
❞✬❛♣rès ✸✳✶

=
D(ak)

Cav(a1 .. ak, q)
.

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ i ❡t j✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡ D(ak) ❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐❞é❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ C = Cav✳

✸✳✶✳✶✳✸ ❱❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (ti, yi(q)) ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ vopt(q) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ (ti, yi(q)) ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (D(ak) − δmax(ai+1 .. ak, q), D(ak))✳ ❊♥
❛②❛♥t ♣♦✉r ❝✐❜❧❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q), D(ak)) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (D(ak), D(ak)) ❧❡
●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té δmax(ai+1 .. ak, q) q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D(ak)✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r δmax(ai+1 ..

ak, q) ❡st ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡t
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
✐❞é❛❧❡s ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦♥t été r❡♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ αq(k) t❡r♠✐♥❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
à ❧❛ ❞❛t❡ D(αq(k)) q✉✐ ❡st s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✿

❙♦✐t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✈✐✲

t❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s sûr❡s à ❧✬ét❛t (si, ti) ❞❡ SPI(C)✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D(ak) ♣♦✉r

k ≥ i✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s vopt(q) ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ♣❛r ✿

vopt(q) =
D(ak)

Cav(a1 .. ak, q)
·

Cav(ai+1 .. ak, q)

D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− ti

= vidl(q) ·
Cav(ai+1 .. ak, q)

D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− ti

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t
✐❞é❛❧❡s✱ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡



✻✹ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

ti

yi(q)

D(ak)

D(ak)

δmax

vidl(q)

vopt(q)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✖ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✐❞é❛❧❡s ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡s

❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ✐❞é❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ à
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✳

✸✳✶✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✈♦♥t ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✐❞é❛❧❡s
❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té tmx
p ≥ t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡

♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❡t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ vopt(q) ❛ss♦❝✐é❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té ❡st ✈r❛✐❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ vopt(q)✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
♠✐①t❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❧✬ét❛t
❞✉ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (t, y(q)) ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡st
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ vidl(q) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♦♣t✐♠❛❧❡ vopt(q)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✿

❙♦✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✱ ✉♥ ét❛t (si, ti) ❞❡ SPI(C)✱

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❝✐❜❧❡ D(ak)✱ ❛✈❡❝ k > i✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

vidl(q) ≥ vopt(q) ⇐⇒ D(ak)− Cmx(ai+1 .. ak, q) ≥ ti .



✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❱✐t❡ss❡s ✻✺

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✮✿

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

vidl(q) ≥ vopt(q)

⇐⇒ vidl(q) ≥ vidl(q) ·
Cav(ai+1 .. ak, q)

D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− ti

⇐⇒ 1 ≥
Cav(ai+1 .. ak, q)

D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− ti
⇐⇒ D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− ti ≥ Cav(ai+1 .. ak, q)

⇐⇒ D(ak)− δmax(ai+1 .. ak, q)− Cav(ai+1 .. ak, q) ≥ ti

⇐⇒ D(ak)− Cmx(ai+1 .. ak, q) ≥ ti . ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✻✱ Cmx = Cav + δmax

✷

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✱ ❡t t❛♥t q✉❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡
♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
(t, y(q)) t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ D(ak)−δmax ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❧❡s D(ak) ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δmax s❡r❛ ♣❡t✐t❡✱ ♣❧✉s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❡r❛ ♣r♦❝❤❡
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❡ ❧❛ s♦rt❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s
❧✐♠✐t❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✏♣ré✈♦✐t✑ ❞❡
♣❡r❞r❡ δmax ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✱ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛ ♣❡rt❡
ré❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r δmax ❡st
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✱ ❡t ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❧✐❡♥
❛✈❡❝ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❡①✐st❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❞❡✉①
❢❛❝t❡✉rs ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❀ ✐❧ s❡r❛ ♠❡s✉ré ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ δmax✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✜♥❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r s❡r❛ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣rès
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ❝❡❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❞é❛❧❡ ♣❛r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✐s❝r❡ts ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s❛✈♦✐r
q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té s❡r❛ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s



✻✻ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❜❛sé❡ s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❘é❣✐♦♥s ❞❡ ◗✉❛❧✐té

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦✲
s❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s
❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ét✉❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ SPI(C)||Γav✱ ❡t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés s✉r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳

✸✳✷✳✶ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡st ❢❛✐t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ré❛❧✐sés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✐❞é❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♦ù ❧✬♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❤♦✐s✐t
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✿

❙♦✐❡♥t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t Γmx ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✐①t❡✳ ❯♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té Rq ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ q✉❛❧✐té q ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts (si, ti) ❞❡ SPI(C) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Rq =
{

(si, ti) | Γ
mx(si, ti) = (ai+1, q)

}

.

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❡st ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r
❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❙♦✐❡♥t (si, ti) ✉♥ ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) =

(G, Q, Cwc, D, C)✱ ❡t (ti, yi(q)) ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛t
❝♦✉r❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D(ak)✱ k ≥ i✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ tmx

p

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ q ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Cmx ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿
✕ ♣♦✉r q < qmax✱ Γmx(si, ti) = (ai+1, q) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tmx

p (ai+1 . . . an, si, q) ≥ ti
❡t ti > tmx

p (ai+1 . . . an, si, q + 1)✳



✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❘é❣✐♦♥s ❞❡ ◗✉❛❧✐té ✻✼
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����������D(ak)

D(ak)

Rq

yi(q)

tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)tmx

p (ai+1 . . . an, si, q + 1)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✖ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✳

✕ ♣♦✉r q = qmax✱ Γmx(si, ti) = (ai+1, q) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tmx
p (ai+1 . . . an, si, q) ≥ ti

❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✳
❈❡ q✉✐ ♠è♥❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✿

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞♦♥♥é ❡t ✉♥ ét❛t (si, qi)✱ (si, ti) ∈ Rq s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

ti ∈
]

tmx
p (ai+1 . . . an, si, q + 1) , tmx

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

♣♦✉r q < qmax

ti ∈
]

−∞, tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

♣♦✉r q = qmax .

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té Rq✳

✸✳✷✳✷ ❱❡rs ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
é✈✐❞❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛✉q✉❡❧ ❛ été r❛❥♦✉té

❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t q✉❛tr❡

q✉❛❧✐tés✱ q = 0, 1, 2, 3✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡

❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s❡r❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t (yi(q), ti)✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❛✐t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡①é✲

❝✉t✐♦♥ ét❛✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ❛tt❡✐♥t

✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r

❧❛ q✉❛❧✐té ✶✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳



✻✽ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

3

2

1 0

D(ak)

D(ak)

yi(q)

ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♠✉♥✐ ❞❡ s❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ré❣✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡s✳
▲❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té Rq ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t s❡❧♦♥ ❧✬ét❛t ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ s✐t✉❡✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③
s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ❝❤♦✐s✐r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥✬❡st ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛✲
♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t
❞❡ ❞é✜♥✐r✱ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é✈✐❞❡♥ts ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❆✐♥s✐
s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té Rq✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐r ❧❛ q✉❛❧✐té q✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r
♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞✐t❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ ❈❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ❡st ❞û à s♦♥
❝❛r❛❝tèr❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t très
❝♦ût❡✉s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r tmx

p ✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡
r❡❝❛❧❝✉❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♥♦t❛♠♠❡♥t δmax✳ ❈❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❡①é❝✉t❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✈❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❡♥s❡♠❜❧❡s✱
✐❧ ② ❛ ✉♥ s✉r❝♦ût ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡ s✉r❝♦ût✳

P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦ût✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❧✉s ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡ ♠❛✐s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t
s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❡♥



✸✳✸ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✻✾

♦❜s❡r✈❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx ❜❛sé s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r ai . . . an✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡✛❡❝t✐❢ t ❡t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té RQ✳ RQ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
q✉❛❧✐té✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✷✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✷✳✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❧✬❛❝t✐♦♥ ai ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡s t❡♠♣s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡✛❡❝t✐❢ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tmx

p q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t✳ ❆❧♦rs q✉❡
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡✛❡❝t✐❢ t ❡st ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té Rq✳

Γmx✭ai . . . an✱RQ✱ti✮✶

qm = qmin❀✷

❢♦r❛❧❧ q ∈ Q ❞♦✸

✐❢ ti ∈ Rq t❤❡♥✹

qm = q ❀✺

❡♥❞✻

❡♥❞✼

r❡t✉r♥ (a, q) = (ai, qm)✽

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx ❜❛sé s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡
q✉❛❧✐té✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳
◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r✳

✸✳✸ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
❛❥♦✉t❡ ✉♥ s✉r❝♦ût à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡ ré❛❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t r❡❧❛①❡r ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳

✸✳✸✳✶ ❱❡rs ✉♥ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡s
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞é❥à ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛



✼✵ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✬❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐t✱
❡♥ ❛②❛♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡st
ré❞✉✐t✱ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r s❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭♦✉ ❝❛❧❝✉❧s✮✳ ❊t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸✿ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❙✐ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❢❛✐t ✉♥ ❝❤♦✐① s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r

❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té 2 ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡

❞✬❛❝t✐♦♥s a0 . . . ai ❡t ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ✶ ♣♦✉r ai . . . aj ✭❝❢✳ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❡♥t♦✉ré✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ r❡❞♦♥❞❛♥t✳ ■❧ s✉✣r❛✐t

❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥

rés✉❧t❛t ✐❞❡♥t✐q✉❡✳

3

2

1 0

D(ak)

D(ak)
y0(q)

yj(q)

yi(q)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡
❝♦♥trô❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉st✐✜é✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛❧✐té✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❡s ❛♣♣❡❧s
❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♣♦✉r ❧❛
séq✉❡♥❝❡ a0 . . . ai✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a0 ♣✉✐s ❞❡
r❡❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ai✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝✬❡st ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞✬❡①é❝✉t❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ai q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ P♦✉r ❧❡ r❡st❛♥t ❞❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥



✸✳✸ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✼✶

♥✐ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a0✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞❡ i ♣❛s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s i ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡st sûr
q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s♦rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té Rq ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s ❞❡✈r♦♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡r ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s ✐♥st❛♥ts q✉❡
s✐ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ét❛✐t ❜❛sé s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣ré✈♦✐t ❧❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s♦rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♣♦✉r s♦rt✐r
❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t s♦✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✐t ❡✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐
❡st✐♠é✱ s♦✐t ♠♦✐♥s ❜♦♥✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❣❛❣❡r ❞❡✉① ❝❛s✭❝❢✳ ✸✳✻✮ ✿

✕ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ai✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❛✈❛♥t ❧❡q✉❡❧
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❝♦✉r❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té R3 ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♦♥ ❝♦♠♣t❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tr❛❝é ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t BC ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

✕ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ai✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❛✈❛♥t ❧❡q✉❡❧
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❝♦✉r❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té R1 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❊❧❧❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té
✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tr❛❝é ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t WC ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉rr♦♥s r❡❧â❝❤❡r ❡♥ ét❛♥t sûr ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
é♥✉♠ér❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡♥❝❛❞r❛♥t
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ s✐ ♦♥ ❜♦r♥❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦✉s s♦♠♠❡s sûrs ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r é♥✉♠ér❛t✐❢✳ P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s
♣r❡♥❞r♦♥s ♣♦✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❛s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛s✳

✸✳✸✳✷ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ P✉✐s
♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛sé s✉r ❝❡s ré❣✐♦♥s✳



✼✷ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

3

1 0

2

BC

WC

D(ak)

D(ak)

yi(q)

ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✖ ■♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ q✉✐ s♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
ét❛ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ r❡❧â❝❤é s❛♥s ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳

❙♦✐t (si, ti) ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx ❝❤♦✐s✐ss❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ♣♦✉r ❧✬ét❛t
(si, ti)✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (si, ti) ∈ Rq✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞❡
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✿ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ r❡❧â❝❤é ♣♦✉r r ≥ 1 ♣❛s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ s✐ ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s
r ❛❝t✐♦♥s ai+1✱ ai+2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ai+r ❡st q✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽✿

❙♦✐❡♥t SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t Γmx ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✐①t❡✳ ❯♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô✲

❧❡✉r Rr
q ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ (si, ti) ∈ Rq ∧ ∀(sj , tj) ∈ postr−1

q (si, ti), (sj , tj) ∈ Rq

♦ù postrq(si, ti) = {∀p ∈
[

1, r
]

(si+p, ti+p) | ti+p ∈
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . ai+p, q)
]

} ❡st ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ (si, ti) ❛♣rès r ❛❝t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ét❛ts (sj , tj)✱ j ∈ {i, i + 1, . . . , i + r − 1} ❞❡ SPI(C) =

(G, Q, Cwc, D, C)||Γmx✱ ❡t tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ét❛ts ❞✬êtr❡ ❞❛♥s Rq ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡
❡t ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡❧â❝❤❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t (si, ti)

♣♦✉r r ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳



✸✳✸ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✼✸
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����
����
����
����

Régions accessibles

D(ak)

D(ak)

Rq

yi(q)

yi+r−1(q) à ♣❛rt✐r ❞❡ (yi(q), ti)

❛♣rès r ❛❝t✐♦♥s

ti + Cwc(ai+1 . . . ai+r, q)ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✖ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✿ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✿

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1 ❡t ✉♥ ét❛t (si, qi)✱ (si, ti) ∈ R
r
q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐

ti ∈
]

tmx
p (ai+r . . . an, si+r−1, q + 1) , tmx,r

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

♣♦✉r q < qmax

ti ∈
]

−∞ , tmx,r
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

♣♦✉r q = qmax,

♦ù tmx,r
p (ai+1 . . . an, si, q) = min{tmx

p (ai+1 . . . an, si, q), mini+1≤j≤i+r−1 tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)−

Cwc(ai+1 .. aj , q)}

Pr❡✉✈❡ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✮✿

❖♥ ❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ (si, ti) ∈ Rq ∧ ∀(sj , tj) ∈ postr−1

q (si, ti), (sj , tj) ∈ Rq

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

• q = qmax

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

−∞, tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

∧

∀(sj , tj) ∈ postr−1
q (si, ti), tj ∈

]

−∞, tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)

]

⇔ ti ∈
]

−∞, tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

∀tj ∈
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

,

tj ∈
]

−∞, tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)

]



✼✹ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ tj ∈
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

−∞, tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

,
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

⊆
]

−∞, tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)

]

⇔ ti ∈
]

−∞, tmx
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

,

ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q) ≤ tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)

⇔ ti ≤ tmx
p (ai+1 . . . an, si, q) ∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

,

ti ≤ tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)− Cwc(ai+1 . . . aj , q)

⇔ ti ≤ min{tmx
p (ai+1 . . . an, si, q),

min
i+1≤j≤i+r−1

tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q)− Cwc(ai+1 .. aj , q)}

❉♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t♦♥ ❞❡ tmx,r
p ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r q = qmax ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

−∞, tmx,r
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

• q < qmax

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

tmx
p (ai+1 . . . an, si, q + 1), tmx

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

∧

∀(sj , tj) ∈ postr−1
q (si, ti),

tj ∈
]

tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q + 1), tmx

p (aj+1 . . . an, sj , q)
]

⇔ ti ∈
]

tmx
p (ai+1 . . . an, si, q + 1), tmx

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

∀tj ∈
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

,

tj ∈
]

tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q + 1), tmx

p (aj+1 . . . an, sj , q)
]

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ tj ∈
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

tmx
p (ai+1 . . . an, si, q + 1), tmx

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

,
[

ti, ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q)
]

⊆
]

tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q + 1), tmx

p (aj+1 . . . an, sj , q)
]

⇔ tmx
p (ai+1 . . . an, si, q + 1) < ti ≤ tmx

p (ai+1 . . . an, si, q) ∧

∀j ∈
[

i + 1, i + r − 1
]

,

tmx
p (aj+1 . . . an, sj , q + 1) < ti ≤ tmx

p (aj+1 . . . an, sj , q)− Cwc(ai+1 . . . aj , q)



✸✳✸ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ ❘❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✼✺

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

tmx
p (ai+r . . . an, si+r−1, q + 1) < ti

❆✐♥s✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t♦♥ ❞❡ tmx,r
p ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r q < qmax ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔ ti ∈

]

tmx
p (ai+r . . . an, si+r−1, q + 1), tmx,r

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

❉♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ✿

(si, ti) ∈ R
r
q ⇔

ti ∈
]

tmx
p (ai+r . . . an, si+r−1, q + 1) , tmx,r

p (ai+1 . . . an, si, q)
]

♣♦✉r q < qmax

ti ∈
]

−∞ , tmx,r
p (ai+1 . . . an, si, q)

]

♣♦✉r q = qmax,

✷
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D(ak)

D(ak)

Rq

Rr
q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✖ ❘é❣✐♦♥ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r r❡❧â❝❤é

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s Rr

q ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳
▲❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx r❡❧â❝❤é✳
P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r r❡❧â❝❤é✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹✿ P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s s✉r ❧❡q✉❡❧ ❛ été r❡♣rés❡♥té ✉♥❡ ré❣✐♦♥



✼✻ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

D(ak)

D(ak)

Rq

Rr1

q

Rr2

q

Rr3

q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✖ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❞❡ q✉❛❧✐té Rq✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t tr♦✐s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t Rr1
q ✱ Rr2

q ✱ Rr3
q ✳ P♦✉r êtr❡

♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r s✉r ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ét❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡

q✉❛❧✐té Rr1
q ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡❧â❝❤❡r ❧❡s ❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡♥❞❛♥t r1 ♣❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r

❧❡s r1 ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧✬ét❛t (ti, yi(q))✳ ❆ ❝❡t ✐♥st❛♥t

❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦ù ✐❧ s❡ s✐t✉❡✱ Rq✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r r❡❧â❝❤é ✿

✕ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r ❡st é❣❛❧ à ③ér♦✳ ❆ ❝❡

♠♦♠❡♥t ❧à✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞♦✐t ❞♦♥❝ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡

q✉❛❧✐té ♦ù ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳ ▼❛✐s ❛✉ss✐ s❛✈♦✐r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬❛❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ét❛t✱ ✐❧

♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♦ù

❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t (ti, yi(q)) s❡ s✐t✉❡✳

✕ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ✐❧ r❡st❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à r❡❧â❝❤❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r✱ s❛♥s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✈❛ ❛✛❡❝t❡r à ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥

❝♦✉r❛♥t❡ q ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t r − 1✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx ❜❛sé s✉r
❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥
❡♥tré❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ r❡st❛♥t à ❡①é❝✉t❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ti q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛ ❛tt❡✐♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t RR

Q✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛❧✐tés ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛s
❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ✿

RR
Q = {Rr

q|r ∈ R, q ∈ Q}



✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✼

Γmx✭ai . . . an✱ RR
Q✱ t✱ r❡❧❛①✱ q✉❛❧✐t②✮✶

qm = quality❀✷

rm = relax− 1❀✸

✐❢ r❡❧❛① = 0 t❤❡♥✹

❢♦r❛❧❧ q ∈ Q ❞♦✺

❢♦r❛❧❧ r ∈ R ❞♦✻

✐❢ ti ∈ R
r
q t❤❡♥✼

qm = qi ❀✽

rm = r❀✾

❡♥❞✶✵

❡♥❞✶✶

❡♥❞✶✷

❡♥❞✶✸

r❡t✉r♥ (a, q, r) = (ai, qm, rm)✶✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx ❜❛sé s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐r ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✱ r❡❧❛①✱ q✉✬✐❧ ❧✉✐ r❡st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té à ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ❡①é❝✉té❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ r❡❧❛①

❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 0✳ ❙✐♥♦♥ ✐❧ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ q✉❛❧✐té à
❝❤♦✐s✐r ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ré❣✐♦♥s
❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t RR

Q✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ s✉✐✈r❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❡①♣❧✐q✉❡r s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ♠♦♥tr❡r s✉r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛✐t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡
sé❝✉r✐té δmax✳

❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛ s❡r✈✐ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ s✉r❝♦ût ❧✐é ❛✉① ❛♣♣❡❧s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❝❤♦✐s✐r❛ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐t
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ré❣✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ét✉❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té s❡ s✐t✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ■❧



✼✽ ❈♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡✛❡❝t✉é ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❛✐t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té
q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❞é❥à ❝❤♦✐s✐ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✱ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t s♦♥ s✉r❝♦ût✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❜❛s❛♥t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✉❡
❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ s✉r❝♦ût ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s tr♦✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s q✉❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳



➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡
❈❍❆P■❚❘❊

✹

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡s
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✱ q✉❛♥t à
❡❧❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉ré✈❛❧✉é❡s
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✷✮✱ ❡t ❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

meilleur 
cas

estimé

meilleur 
cas

"réel"

Probabilité

cas
moyen pire−cas

"réel"
pire−cas
estimé

Durée d’exécution

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✖ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳

✕ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t très ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❀

✕ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ✏ré❡❧❧❡s✑✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t



✽✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té ❞♦♥♥é✳

❈❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r très ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ♣❛ss❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s
❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧✲
t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡s ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ s✐ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s s♦♥t ✈✐♦❧é❡s✱
✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r
s✐ ❣❛r❛♥t✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❛✉t❛♥t s✉ré✈❛❧✉é❡s ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛❞éq✉❛t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ❡st
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
ré❡❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♥s❡✐❣♥❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡
q✉✐ s❡r❛ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳
❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛r ♥♦✉s ♥✬❛✉r♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s✉ré✈❛❧✉é❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ sûr❡té✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣r♦♣♦s❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✜①❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐
s❡r❛ ré❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛♣rès ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♠❛♥q✉é❡s✳

▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r s❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱
❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❛✉r❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❢♦✉r♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s
q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✈✐♦❧é❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r t♦t❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉rr❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ s❡✉✐❧
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ♣❛r❧❡r ❞❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ✏s♦✉♣❧❡✑ ♠❛✐s ♠❛îtr✐sé✳

✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉
❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡✲
r♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♥❡ ré♣♦♥❞❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s



✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✽✶

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✹✳✶✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s ♣✐r❡✲❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ s♦♥t s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✷✮✳ ❊t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
♣✐r❡✲❝❛s✱ q✉✐ s♦♥t s♦✉✈❡♥t s✉ré✈❛❧✉é❡s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s✉ré✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❤♦✐①
q✉❡ ❢❛✐t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐r❡✲❝❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t
♠♦♥tr❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✿ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ❙P■✭❈✮ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛❝t✐♦♥s ④◗❯❆◆❚✱ ■◗❯❆◆❚✱ ■❉❈❚⑥✱ ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ◗ ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❧✐tés ④✶✱✷✱✸✱✹⑥ ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡ D = 9✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❙P■✭❈✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✏◗❯❆◆❚ • ■◗❯❆◆❚ • ■❉❈❚✑ t❡❧ q✉❡ ❧❡

t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣✐r❡✲❝❛s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❡st é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡

✉♥ t❡♠♣s ♣✐r❡✲❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✏t❡♠♣s ♣✐r❡✲❝❛s ♦❜s❡r✈é✑✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s

♠❛①✐♠❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ré❝✉♣ér❡r ❧♦rs ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ◗❯❆◆❚ • ■◗❯❆◆❚ • ■❉❈❚✳

q Cwc(a, q) Cwc(a, q) C(a, q)

s✉r❡st✐♠é❡s ♦❜s❡r✈é❡s = Cav(a, q)

✶ ✶ ✶ ✶

✷ ✺ ✸ ✷

✸ ✻ ✸ ✸

✹ ✼ ✻ ✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✖ ❉✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s✉r❡st✐♠é❡s✱ ♣✐r❡✲❝❛s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s
♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ◗❯❆◆❚✱ ■◗❯❆◆❚ ❡t ❉❈❚

❙✐ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱



✽✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s s✉r❡st✐♠é✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❢❡r❛ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉✐✈❛♥ts ✿

pour q = 4 : tmx
p (α, s0, 4) = D − (Cav(α, 4) + δmax(α, 4))

= 9− (15 + 3) = −9

tmx
p (α, s0, 4) < 0

pour q = 3 : tmx
p (α, s0, 3) = D − (Cav(α, 3) + δmax(α, 3))

= 9− (9 + 3) = −3

tmx
p (α, s0, 3) < 0

pour q = 2 : tmx
p (α, s0, 2) = D − (Cav(α, 2) + δmax(α, 2))

= 9− (6 + 3) = 0

tmx
p (α, s0, 2) ≥ 0

▲❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡ ♥✬❡st ♦❜t❡♥✉ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té

é❣❛❧ ♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ✷ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ◗❯❆◆❚✱ ❡t ❡♥

❞ér♦✉❧❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❛ss✐❣♥❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s ré❡❧✱ ❧❡ ❝❤♦✐① s❡r❛✐t ❛✉tr❡ ✿

pour q = 4 : tmx
p (α, s0, 4) = D − (Cav(α, 4) + δmax(α, 4))

= 9− (15 + 1) = −7

tmx
p (α, s0, 4) < 0

pour q = 3 : tmx
p (α, s0, 3) = D − (Cav(α, 3) + δmax(α, 3))

= 9− (9 + 0) = 0

tmx
p (α, s0, 3) ≥ 0

■❧ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

3

2

1

4

❈❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s
s✉rést✐♠é

■❉❈❚◗✉❛♥t ■◗✉❛♥t

q✉❛❧✐té

t❡♠♣s

3

2

1

4

❈❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s
ré❡❧

■❉❈❚◗✉❛♥t ■◗✉❛♥t

q✉❛❧✐té

t❡♠♣s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✖ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣✐r❡✲❝❛s s✉r❡st✐♠é ❡t ✉♥ ♣✐r❡✲❝❛s ré❡❧✳

❈❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❜❛s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❞❡s
♣✐r❡✲❝❛s tr♦♣ é❧❡✈és✳



✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✽✸

✹✳✶✳✷ ❊♥tr❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ❡t t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ré❛❧✐sé ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s
❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ✭♦✉ s♦✉♣❧❡✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ✭✈♦✐r s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✷✮✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡
à ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✈❛ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sûr❡té q✉✐ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s
✈✐♦❧❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♣r♦♣r✐été ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té q✉✐ ❢❛✐t ♣❛rt✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧
♠♦✉✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡st ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✲
ré❡❧ ♠♦✉✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st r❛r❡ ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❝r✐t✐q✉❡s s✉r ❞❡s ✈✐s✐♦❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♦✉ ❞❡s
❥❡✉① ❡♥ rés❡❛✉✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦té ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛ttr❛♣❡r ❧❡s
❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ✐♥✢✉❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❡t ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✏❞r❛♠❛t✐q✉❡✑✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡♥t ❞✉ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s ❛✉✲❞❡❧à
❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐♦✲
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉r❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡ ♣ré✈✉ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
P♦✉r r❛ttr❛♣❡r ❧✬❡rr❡✉r✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❡♥❝♦❞❡r ❧✬✐♠❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐✲
❞é♦ s❛❝❝❛❞é❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t✳ ▲❛✐ss❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱
s♦✐t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐♦❧é❡s✱ s♦✐t ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣❧❛♥t❡
❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ s❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❯♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡st
t♦❧éré✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s❡r❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ré❝✉♣éré à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛✲
❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♣ré✈♦✐r
❧❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ✈✐♦❧é❡s ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ t❛✉①✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ♥❡ t♦❧èr❡♥t ❛✉❝✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rsq✉❡ ❞❡ t❡❧s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❝r✐t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐ts ❝r✐t✐q✉❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✈✐♦♥s✱ ❧❡s tr❛✐♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳
P♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈✐s✐♦❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡
r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡rt❡s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡



✽✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡
ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧
♠♦✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡❧❛ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉r❛✐t
❡✉ ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞❡✉①
♠♦♥❞❡s ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬♦♣t✐✲
♠❛❧✐té✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ r❡st❡
t♦✉t❡❢♦✐s ❛ss❡③ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♦♥
♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡s
❡♥ r❡s♣❡❝t❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✐♥s✐ ❧✉✐
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠❛♥q✉é❡s ❡t
❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✳

✹✳✶✳✸ ❱❡rs ✉♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s

▲✬❛s♣❡❝t t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡s ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥ ✈✐♦❧❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡❧❛
♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ❣râ❝❡ ❛✉① é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t s✉ré✈❛❧✉é❡s ❡t q✉❡ ❝❡❧❛ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s q✉✐
s❡r♦♥t ✈✐♦❧é❡s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉①✲❝✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬❛✉r❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡✳ ❈❡❧❛ ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣✐r❡✲❝❛s ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ s♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❜❛sé s✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t
✜①❡r ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❧❡s ♣✐r❡✲❝❛s q✉✬✐❧ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ✜①❡r✱
♦♥ ❧✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ tn ❞❡
❧✬❛❝t✐♦♥ an ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳



✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✽✺

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✜①❡r
❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡r♦♥t s♦✐t
à r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té s♦✐t à ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s q✉❛❧✐✜❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✏t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ♠❛✐s ♠❛îtr✐sé✑✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s
✜①♦♥s ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ♥♦✉s ♠❛îtr✐s♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts✳

✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳
❈❡✉①✲❝✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✹✳✷✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t
à ♣ré❞✐r❡✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❢❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✸ ♦❜❥❡ts
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s (Ω,A, P ) q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✿

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st

❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❙❡s é❧é♠❡♥ts ω ∈ Ω s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥✈✐❡♥❞r♦♥s q✉✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦✲
❝é❞é q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ω ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✿ ❏❡t❡r ✉♥ ❞é r❡✈✐❡♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}✳ ❖❜s❡r✲

✈❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛❧✐té r❡✈✐❡♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ Ω = [0,+∞[.

◆♦t♦♥s P(Ω) = {A ⊆ Ω} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Ω✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✿

❙♦✐❡♥t Ω ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t A ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P(Ω)✳ A ❡st ✉♥❡ tr✐❜✉ s✉r Ω

s✐

✶✳ Ω ∈ A

✷✳ A ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ A ∈ A ⇒ Ω \A ∈ A✮✱

✸✳ A ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ré✉♥✐♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∀i ∈ N, Ai ∈ A ⇒
⋃

i≥1 Ai ∈ A✮✱

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭Ω,A✮ ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❡t ❞✬✉♥❡ tr✐❜✉ A s✉r Ω s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❡s♣❛❝❡

♠❡s✉r❛❜❧❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s✳



✽✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✿

❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ P(Ω) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✿ P♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❧❛♥❝❡r ❞❡ ❞é✱ ✏❋❛✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r✑ ❡st ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ A = {1, 3, 5} ❡st ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣❛✐r✳

▲❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥✬❛ss✐❣♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à t♦✉s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♠❛✐s à ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦té❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✿

❙♦✐❡♥t ✭Ω,A✮ ❡t ✭E,B✮✱ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f : Ω → E✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✭♣♦✉r A ❡t B✮ s✐ f−1(B) ∈

A ∀B ∈ B✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✿

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✭Ω,A✮✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ A ❞❛♥s [0, 1] ✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❝é❞é q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t é✈è♥❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡ A ✉♥ ♥♦♠❜r❡

P (A) ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶ ❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ A✱ ❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲✬ é✈è♥❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥ ❡st ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶ ✿ P (Ω) = 1 .

✕ ❆①✐♦♠❡ ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ A1, A2, . . . , An . . . ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts

❞❡ A q✉✐ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ Ak ∩ Aj = ∅ s✐

k 6= j, ❛❧♦rs ❧❛ sér✐❡
∞

∑

k=1

P (Ak) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❛ ♣♦✉r s♦♠♠❡ P (
⋃

k≥1 Ak) .

▲❡ tr✐♣❧❡t (Ω,A, P ) ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ P ❡st ✉♥❡

❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✹✿ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❧❛♥❝é ❞❡ ❞é✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊂ Ω =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

P (A) =
|A|

|Ω|
=
|A|

6

❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r (Ω, P (Ω))

Pr♦♣r✐été ✹✳✻✿

❙♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,A, P )✳ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱

❧❡s An s♦♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✿

✕ A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B) .

✕ P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .

✕ P (
⋃

n∈N
An) ≤

∑

n∈N
P (An) .

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✺✿ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❝❡r ❞❡ ❞é✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡

✶✳ ❆ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✧❖❜t❡♥✐r ✻✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ A = {6}

✷✳ ❇ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✧❖❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ B =



✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✽✼

{2, 3, 4, 5, 6}

❖♥ ❛

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) =
1

6
+

5

6
−

1

6
=

5

6
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❆ ❡st ❞é❥à ❝♦♠♣té ❞❛♥s ❇ ❡t ♣❡r♠❡t

❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦♠♣t❡r ❞❡✉① ❢♦✐s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼✿

❙✐ (Ω,A, P ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ s♦✐t B ∈ A ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ P (B) > 0✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PB s✉r A ♣❛r

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
,

q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ PB(A) = P (A|B), ❡t q✉✐ s❡ ❧✐t ✧♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ A ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r B✧✱

♦✉ ✧s❛❝❤❛♥t B✧✱ ♦✉ ✧s❛❝❤❛♥t q✉❡ B ❡st ré❛❧✐sé✧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽✿

❙✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω,A, P )✱ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❆✱ ❇ s♦♥t ❞✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐

P (A ∩B) = P (A) · P (B)

✳

❉❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❞✐ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ A s♦✐t ✈r❛✐ ♦✉ ♥♦♥
♥✬❡st ♣❛s ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ B s♦✐t ✈r❛✐✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs P (A ∩ B) = P (A)P (B) ❡t
P (A|B) = P (A)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✻✿ ❚♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ❧❛♥❝❡r ❞❡ ❞é✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s é✈è♥❡♠❡♥ts

s✉✐✈❛♥ts ✿

❆ ✿ ω ❡st ♣❛✐r

❇ ✿ ω ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ✸

❈ ✿ ω ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à ✸

❖♥ ❛✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✹✱ P (A) = 3/6✱ P (B) = 2/6✱

P (C) = 3/6✳ ❙✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

P (A|B) =
1/6

2/6
= P (A), P (A|C) =

1/6

3/6
6= P (A), P (B|C) =

1/6

3/6
= P (B) .

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❆ ❡t ❇ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s é✈è♥❡✲

♠❡♥ts ❇ ❡t ❈✱ ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❆ ❡t ❈✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❇ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❆ ❡t ❈ ♣r✐s sé♣❛ré♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

♣❛s ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t A ∩ C✱ ❝❛r P (B|A ∩ C) = 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾✿

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω,A, P )

à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s R ✭♠✉♥✐ ❞❡ s❛ tr✐❜✉ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ tr✐❜✉ s✉r R

❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮✳



✽✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

■❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r X, Y, ... ♣♦✉r ♥♦t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ s❡rt à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ω ∈ Ω ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ω✱
q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✼✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉❥♦✉rs à ✉♥ ❧❛♥❝❡r ❞❡ ❞és✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉✱ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✏s❝♦r❡✑ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞és s✉r ✉♥ t♦t❛❧

❞❡ tr♦✐s ❧❛♥❝és✳ ❙♦✐t Ω = {a, b, c}✱ ♦♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ rés✉❧t❛t ✉♥ s❝♦r❡ ✭♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞és✮✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

X : Ω 7→ N

(a, b, c) → a + b + c

❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

✹✳✷✳✷ ▲❡s ▲♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ X : Ω→ R ✮✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,A, P )✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✿

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ FX ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r R ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

FX(x) = P [X ≤ x] x ∈ R .

❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞é❝r✐t ❧❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉✣s❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐✳

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞✐s❝rèt❡s
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s♦♥t ❞✐s❝r❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

P (X = n)

❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❧❛♥❝❡r ❞❡ ♣✐❧❡ ♦✉ ❢❛❝❡ ✿

P (X = 1) = p

P (X = 0) = q

■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à N é♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿

P (X = k) = Ck
npk(1− p)n−k ♣♦✉r t♦✉t ❦ ❞❡ ✵ à ♥✱ ♣ ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ❝♦♥♥✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✭❝❢✳ ✜❣✹✳✹✮✳

P (X = n) =
λn

n!
exp(−λ) n ∈ N, λ ∈ R∗

+



✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✽✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ♣♦✐ss♦♥✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts✳ ❖r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ q✉✬❡❧❧❡s
s♦✐❡♥t ❞✐s❝rèt❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ é✈è♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈❡t
♦✉t✐❧ s❡ ♥♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✷✳✸ Pr♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ♣r❡♥❞ ✷ ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✐s❝rèt❡s ❡t
♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t
❡♥tr❡ ❢ ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥✈❡rsé❡ ❡t tr❛♥s❧❛té❡ ❞❡ g✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✿

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❢ ❡t ❣ s✬é❝r✐t ✿

(f ∗ g)(x) =

∞
∑

k=−∞

f(k)g(x− k)

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
♠♦❜✐❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s sér✐❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s t❡♥❞❛♥❝❡s à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞✐t❡ ♠♦❜✐❧❡
♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥ ♦✉ s✬❛❥♦✉t❡ ❛✉ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡✳



✾✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❜❛sé s✉r
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳

✹✳✸ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s✱ ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✱
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ❝❤❛q✉❡ q✉❛❧✐té ❡t ✉♥ s❡✉✐❧

❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

✹✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡
◗✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (Ω,A, P ) q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✐t❡r
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✿

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Ω = R+✱

✕ A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱
✕ s♦✐t p : Ω → [0, 1] s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∑

ω∈Ω p(ω) = 1✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
P : A → [0, 1] ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿ P (A) =

∑

ω∈A p(ω)✳
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s

❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡r♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛❞❛♣t❡r♦♥s ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥t ❜❛sé
s✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛îtr✐✲
s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❧✉✐ ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
t❡♠♣s ❢♦✉r♥✐ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ai ∈ A ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ∈ Q✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

dq
ai : N → [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ C(ai, q)✱ ❝✬❡st✲à✲



✹✳✸ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✾✶

❞✐r❡ ✿

dq
ai

(k) = P
[

C(ai, q) = k
]

✭❛✈❡❝ dq
ai

= 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✮

♦ù P
[

C(ai, q) = k
]

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ C(ai, q) = k✱ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ✿

+∞
∑

k=0

dq
ai

(k) = 1 .

❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té d : N → [0, 1]✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s
♣❛r len(d) ∈ N ∪ { +∞ } ❧✬✐♥❞❡① ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ d ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
len(d) = maxk∈Nd(k) 6= 0✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d ❡st ✜♥✐❡ s✐
len(d) < +∞✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dq

ai

s♦♥t ✜♥✐❡s✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ SPIS(C) = (G, Q, d, D, C)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✭s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✮✿

❯♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t SPIS(C) =

(G, Q, d, D, C) ♦ù ✿

• G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳

• Q = [qmin, qmax] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡

q✉❛❧✐té✳

• P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ai ∈ A ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q ∈ Q✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

dq
ai : N→ [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ C(ai, q)✳

• D : A→ R+∪{ +∞ } ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❞♦♥♥❡ s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡

D(a)✳

• ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ C : A×Q→ R+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ a ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ q✉❛❧✐té q ❞♦♥♥❡ s❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ C(a, q)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t a ∈ A✱ q 7→ C(a, q) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ C ≤ Cwc✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ Cav✳ P♦✉r ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♦✉ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ai ❡t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❊(dq

ai) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dq
ai ✳

❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✐s❝rèt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPIS(C)✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡



✾✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

8 104
Temps d’exécution

0.3

0.2

0.1

53210 6 7 9

✪

m

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ Cav : A×Q→ N ♣❛r ✿

Cav(ai, q) = ❊(dq
ai

) =

+∞
∑

k=0

kdq
ai

(k) .

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✽✿ P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✐s❝rèt❡ ✭❝❢✳ ✜❣✹✳✺✮✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝✐♥q ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✵✱✷ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ s♦✐t

é❣❛❧❡ à ✸ ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛tt❡♥❞✉❡ Cav

❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

Cav(ai, q) = ❊(dq
ai

)

=

10
∑

k=0

kdq
ai

(k)

= 0 ∗ dq
ai

(0) + . . . + 10 ∗ dq
ai

(10)

= 3 ∗ 0 . 2 + 4 ∗ 0 . 3 + 5 ∗ 0 . 1 + 8 ∗ 0 . 3 + 10 ∗ 0 . 1

Cav(ai, q) = 5 . 7 .

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❙♦♥ ❝❛❧❝✉❧
❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ∈ [0, 1]✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡s ❞é♣❛ss❡r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à τ ✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✮✿

❙♦✐❡♥t A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ G✱ Q ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥



✹✳✸ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✾✸

♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Cwc
τ : A × Q → N t❡❧❧❡ q✉❡ P

[

C(ai, q) > Cwc
τ (ai, q)

]

≤ τ ✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ✿

Cwc
τ (ai, q) = min{k ≥ 0 |

[

+∞
∑

l=k+1

dq
ai

(l) ≤ τ
]

} .

✹✳✸✳✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sûr❡té ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❧❛✐ss❡r
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t ❞❡ ♥❡
♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ✭t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✮✿

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ SPIS(C)✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r

µ(Γmx
τ ) ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx

τ ✳

■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ SPIS(C)||Γmx
τ ✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ µ(Γmx
τ ) = P

[

tn ≥ D
]

♦ù tn ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡

SPIS(C)||Γmx
τ ✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡
SPIS(C) ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx

τ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐♦❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té
ré❣✉❧✐èr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✮✿

❙♦✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ SPIS(C) ❡t ✉♥ t❛✉① ❝✐❜❧é ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ λ ∈ [0, 1]✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx
τ t❡❧ q✉❡ ✿

✕ Γmx
τ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s q✉✐ ❡st ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ é❣❛❧ à λ✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡✱ µ(Γmx
τ ) ≤ λ✳

✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ●❡st✐♦♥✲

♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γ′mx
τ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ λ✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s tn ≥ t′n✱ ♦ù tn ✭r❡s♣✳ t′n✮ ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡

SPIS||Γmx
τ ✭r❡s♣✳ SPIS||Γ′mx

τ ✮✳

✕ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ❝❡

q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ♦✉ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧✳

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡st ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ é❣❛❧❡ à λ✳



✾✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

✹✳✸✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ st♦❝❤❛s✲
t✐q✉❡ Cmx

τ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ Cmx ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ♣❛r s♦♥
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx

τ t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡st ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ é❣❛❧ à λ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❝❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ✭♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✮✿

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ Cmx
τ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ Cmx✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ r❡♠✲

♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱

Cmx
τ = Cav + δmax

τ

♦ù δmax
τ (ai .. an, q) = max { 0 } ∪ { Csf

τ (aj .. an, q) − Cav(aj .. an, q) | i ≤ j ≤ n } ❡t

Csf
τ (aj .. an, q) = Cwc

τ (ai, q) + Cwc
τ (ai+1, qmin)+ .. +Cwc

τ (an, qmin)✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡✉t ♠❡♥❡r
à ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t
s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❛♥t ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

❊♥ ✜①❛♥t ❧❡ τ à 0✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s Cwc

0 ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ Cwc
0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲

❝❛s ❡①❛❝t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧ ♥❡ ❧❡s ❞é♣❛ss❡r❛ ❥❛♠❛✐s✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dq

ai ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✜❞è❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
❛❝t✐♦♥s✳ P♦✉r τ = 0 ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❛✉❝✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ♥✬❡st ✈✐♦❧é❡✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Cwc
τ t❡♥❞ ✈❡rs 0

s✐ τ t❡♥❞ ✈❡rs 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ τ = 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Cwc
1 = 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛

♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à ré❞✉✐r❡ ❧❡
t❛✉① ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s ♠❛✐s ❝♦♥❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s✳

▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠♦②❡♥s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣✐r❡✲❝❛s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡
❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲❝❛s ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❡♥tr❡ ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ✭τ = 1✮✱ ❡t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣✐r❡✲❝❛s ré❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉r✱ ❛✉❝✉♥❡
é❝❤é❛♥❝❡ ♥❡ s❡r❛ ♠❛♥q✉é❡ ✭τ = 0✮✳ ❊♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r



✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✾✺

❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D✳✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳

0
1
2 1

♠♦❧❧❡❞✉r❡

τ ✿

➱❝❤é❛♥❝❡ ✿

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✖ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♣❡r✲
♠❡ttr❡ à s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❞❛♥s ✶✵✪ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧
✜①❡r❛ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ à ✵✳✶✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ Cwc

τ

❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✶✵✪ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛❝✲
t✐♦♥ ai ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té q✳ ■❧ s✬❛♣❡rç♦✐t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ✈♦✉❧✉❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s
r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ré❛❥✉st❡r ❧❡s s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣❛❧✐❡r ❛✉① ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s q✉✬✐❧ ❛ r❡♥❝♦♥trés✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ λ(Γmx

τ ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉
s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✳

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❜✐❡♥ s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡
t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❛tt❡♥❞✉
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① s♦✉s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳

✹✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❉❛♥s ✉♥
❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ♥♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡✱
❡♥ ❞♦♥♥❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳



✾✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

✹✳✹✳✶✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥trô✲
❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s ❣râ❝❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té τ ✳ P♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡tt❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s s♦♥t ❞é♣❛ssé❡s✳ ▲✬ét✉❞❡
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✳ ❊t ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ t❛✉① ❞❡
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳

◆♦✉s s❛✈♦♥s ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ q✉❡ tmx
p ≤ tsfp ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡

♠✐①t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✏♠❛✉✈❛✐s❡s✑✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ✐❧
❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r
❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❛r tsfτ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s
st♦❝❤❛st✐q✉❡ Csf

τ ❡t s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ tsfp ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❝❛s ✐❧❧✉strés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✳ ❈❡s
❞❡✉① ❝❛s ♣♦s❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t✳

❈❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s a1 . . . an✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s
❛❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ D = D(a1) = . . . = D(an)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
❧❛ q✉❛❧✐té q✉✐ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Qi ❞❡s q✉❛❧✐tés s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

Qi = {q|tmx
τ (ai . . . an, si−1, q) ≥ ti−1} .

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥✲
tr❡r ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✏♠❛✉✈❛✐s❡s✑ ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ tsfτ (an, sn−1, qmin) ≥ tn−1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡

an−1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ an

▲♦rs ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❤♦✐s✐t ❧❛ q✉❛❧✐té qmin ♠❛✐s ❡♥
❡①é❝✉t❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ an✱ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st ❞é♣❛ssé❡✭❝❢✳✹✳✼✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tn > D✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦♠♠❡r ❝❡tt❡ é✈è♥❡♠❡♥t ∆ ❡t ❧❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ✿

∆ = tn > D ∧ tsfτ (an, sn−1, qmin) ≥ tn−1

❈❡t é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s
st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡❧❛ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❛✐t ♣ré✈✉✳



✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✾✼

q1

a1 a2

q2 . . . qi

ai

. . . qn−1 qn

an−1 anai+1

D

{qn .. qmin}{qn−1, .., qmin}{qi, .., qmin}{q1, .., qmin} {q2, .., qmin}Q ✿

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✖ é❝❤❡❝ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ (sn, tn) ✈ér✐✲
✜❛♥t ✿

tn = tn−1 + C(an, qmin) > D

D ≥ tn−1 + Csf
τ (an, qmin)

❝❛r qn ✈ér✐✜❡ ✿

tmx
τ (an, sn−1, qmin) ≥ tn−1

⇒ tsfτ (an, sn−1, qmin) ≥ tn−1 ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tmx
p

⇒ D − Csf
τ (an, qmin) ≥ tn−1

⇒ D − Cwc
τ (an, qmin) ≥ tn−1

⇒ D ≥ tn−1 + Cwc
τ (an, qmin) .

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

tn−1 + C(an, qmin) > D

tn−1 + C(an, qmin) > tn−1 + Cwc
τ (an, qmin)

❉♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛ ❞é♣❛ss❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ s✐ ✿

C(an, qmin) > Csf
τ (an, qmin) = Cwc

τ (an, qmin)

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r✲
♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ♠❛✐s ❞✬❛✈♦✐r tsf (an, sn−1, q) ≥ t ❡st ✿

P [∆] = P [C(an, qmin) > Cwc
τ (an, qmin)] = τ

❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ tsfτ (an, sn−1, qmin) < tn−1

❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳



✾✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t i✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ tsfτ (ai . . . an, si−1, qmin) < t

♣♦✉r t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r i✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦t❡r ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t ∆i✱ ❡t ❧❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ✿

∆i = tn > D ∧ tsfτ (an, sn−1, qmin) < tn−1 ∧ i = j|∀k > j Qk = ∅

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡t é✈è♥❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞é❝✐❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té qmin ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tsfτ (ai . . . an, si−1, qmin) < t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳

{} {} {}{qi, .., qmin}{q2, .., qmin}

q1

a1 a2

q2 . . . qi qmin qmin

ai+1ai

qmin qmin

anan−1

D

Q ✿ {q1, .., qmin}

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✖ é❝❤❡❝ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té✳
❏✉sq✉✬à ❧✬❛❝t✐♦♥ i✱ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♥♦r♠❛❧✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té
s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t i + 1✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ q✉❛❧✐té ♥❡ ✈ér✐✜❡
tsfτ ≥ t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞é❝✐❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ tr♦✉✈❡ ✉♥ ét❛t ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳ Pr❡♥♦♥s
❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❞❛♥s ✉♥ ét❛t
♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❉♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t i✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣✉
✏êtr❡ ré❝✉♣éré✑✳
P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ i ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

ti−1 + Csf
τ (ai . . . an, qi) ≤ D

▼❛✐s ❧❛ ré❛❧✐té ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉① ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r
❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

ti−1 + C(ai, qi) + Cwc
τ (ai+1 . . . an, qmin) > D

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ C(ai, qi) >

Cwc
τ (ai, qi)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à r❛ttr❛♣❡r ❧❡ t❡♠♣s ♣❡r❞✉✱ ✐❧

❢❛✉t ❛✉ss✐ q✉❡ C(ai+1 . . . an, qmin) ≥ Cwc
τ (ai+1 . . . an, qmin)✳

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ∆i ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P [∆i] = P [C(ai, qi) > Cwc
τ (ai, qi) ∧ C(ai+1 . . . an, qmin) ≥ Cwc

τ (ai+1 . . . an, qmin)]

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✿

P [∆i] ≤ P [C(ai, q) > Cwc
τ (ai, q)] . P [C(ai+1 . . . an, qmin) > Cwc

τ (ai+1 . . . an, qmin)]



✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✾✾

P [∆i] ≤ τ . P [C(ai+1 . . . an, qmin) > Cwc
τ (ai+1 . . . an, qmin)] ❞✬❛♣rès ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺

P♦✉r q✉❡ C(ai+1 . . . an, qmin) > Cwc
τ (ai+1 . . . an, qmin)✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r qmin s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳
❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

P [∆i] ≤ τ2

▲❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s
é❝❤é❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té♠✐①t❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐tés✳

✹✳✹✳✶✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡
♠❛îtr✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ q✉❛❧✐té✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
t❡♠♣s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♥♦♥
❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡t
❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳

▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❞é✲
❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ λ(Γmx

τ ) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λ(Γmx
τ ) = P [∆ ∨∆1 ∨ . . . ∨∆n−1]

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

λ(Γmx
τ ) ≤ P [∆] +

n−1
∑

i=1

P [∆i]

λ(Γmx
τ ) ≤ τ +

n−1
∑

i=1

τ2

λ(Γmx
τ ) ≤ τ + (n− 1)τ2

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠✐①t❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ sûr❡✳ ❉✬♦r❡s ❡t ❞é❥à
♥♦✉s ♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❡①❛❝t ♠❛✐s s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t✳ ❯♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ∆i✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s
♠❛❥♦ré ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
ré❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t s♦✐t é❣❛❧❡s s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ✉♥ ❝❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡①trê♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧❡
t❛✉① ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s ❛ été s✉ré✈❛❧✉é✳



✶✵✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡①❛❝t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ tn ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ an✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛
❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛tt❡♥❞✉✳

✹✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉①
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳

✹✳✹✳✷✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ SPIS(C) ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
st❛t✐q✉❡ s0

a1−→ s1
a2−→ . . .

an−→ sn✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D ❡t ✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
Γmx

τ ✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ti ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ai ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥trô❧é SPIS(C)||Γmx
τ ❡st

❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
{

t0 = 0 ❡t
ti = ti−1 + C(ai, qi),

♦ù qi ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ti−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ (ai, qi) = Γ′mx
τ (si−1, ti−1)✳

❉♦♥❝✱ ti ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛r di : N → [0, 1] ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ti✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r di(k) = P

[

ti = k
]

♦ù
P

[

ti = k
]

❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ti = k✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ P
[

ti = k
]

❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ { ti = k∧ti−1 = l }l∈N s♦♥t ❞❡s ✉♥✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

P
[

ti = k
]

= P
[

+∞
∨

l=0

ti = k ∧ ti−1 = l
]

P
[

ti = k
]

=

+∞
∑

l=0

P
[

ti = k ∧ ti−1 = l
]

. ✭✹✳✶✮



✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✶✵✶

❈♦♠♠❡ ti = ti−1 + C(ai, qi)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P
[

ti = k ∧ ti−1 = l
]

= P
[

ti−1 = l ∧ C(ai, qi) = k − l
]

.

P✉✐sq✉❡ ti = C(a1, q1) + . . . + C(ai−1, qi−1)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

P
[

ti = k ∧ ti−1 = l
]

= P
[

ti−1 = l
]

P
[

C(ai, qi) = k − l
]

.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ✭✹✳✶✮ ♠è♥❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿

di(k) =

+∞
∑

l=0

di−1(l)d
qi
ai

(k − l) . ✭✹✳✷✮

✹✳✹✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s s♦♥t é❣❛❧❡s
à 0✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭✹✳✷✮✳

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❴♣❛r❛♠étré✭{ dqi
ai }1≤i≤n✱Γmx

τ ✮✶

i = 1✷

d0(0) = 1✸

❢♦r i← 1 t♦ n ❞♦✹

❢♦r❡❛❝❤ l t❡❧ q✉❡ di−1(l) 6= 0 ❞♦✺

(ai, qi) = Γmx
τ (si−1, l)✻

❢♦r❡❛❝❤ t t❡❧ q✉❡ dqi
ai(t) 6= 0 ❞♦✼

di(l + t) ← di(l + t) + di−1(l) ∗ dqi
ai(t)✽

❡♥❞✾

❡♥❞✶✵

❡♥❞✶✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ✿ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡

❙♦✐t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs l ❡t t✱ ♥♦✉s ✐♥❝ré♠❡♥t♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ di(l + t) ♣❛r di−1(l)d
qi
ai(t)✱ ❝❡

q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✹✳✷✮✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ di✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs di(k)

❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 0 ❡st ✜♥✐✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡

len(di) = len(di−1) + maxqi∈Qlen(dqi
ai

) ✭✹✳✸✮

❛✉ ♣✐r❡✲❝❛s✳

❉♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r di à ♣❛rt✐r ❞❡ di−1 ❡t dqi
ai ♥é❝❡ss✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s

❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré ✭❝❢✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡s ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ {dqi

ai }1≤i≤n ❡t ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx
τ ✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s



✶✵✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ✈❛ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d0 ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à ✶ ❝❛❧❝✉❧❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡s ❧❡s
❛❝t✐♦♥s ✭❧✐❣♥❡ ✹✮✳ P✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ss✐❣♥❡r❛ à ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ l ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ✭❧✐❣♥❡ ✻✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r l✱ ✐❧ ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐❡ ✭❧✐❣♥❡
✺✱✼✲✽✮✳

●râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ tn ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ an✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐❧❧✉str❛♥t✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✶ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ di ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s
é❣❛❧ à ✿

(

1 + len(di−1)
)(

1 + maxqi∈Qlen(dqi
ai

)
)

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ dn ❡st ✿

n
∑

i=1

(

1 + len(di−1)
)(

1 + maxqi∈Qlen(dqi
ai

)
)

.

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✐r❡✲❝❛s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

(N + 1)

n
∑

i=1

(

1 + len(di−1)
)

,

♦ù N = maxai∈A,qi∈Qlen(dqi
ai) ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲

❝✉t✐♦♥ C(ai, qi)✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✸✮ ❡t len(d0) = 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s len(di) = iN ✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❡st ❞❡ ✿

(N + 1)

n
∑

i=1

(

(i− 1)N + 1
)

=
1

2
N(N + 1)n(n− 1) = O(N2n2) .

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s ❡t à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡
❛❝❝é❧éré ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡



✹✳✹
❆
♥
❛❧②

s❡
❞
❡
♣
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❛♥
❝❡s

✶✵✸
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d1

ai

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

%

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

d0

ai

%

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

d2

ai

%

di

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

%

di−1

%

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

Γmx
τ (si−1, l) = 2 Γmx

τ (si−1, l) = 1 Γmx
τ (si−1, l) = 0

❋
✐❣✉r❡

✹✳✾
✖

❊
①❡♠

♣❧❡
❞❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♣❛r❛♠

étré❡



✶✵✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✾✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ai−1✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ di−1 ❛ ❞é❥à été ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡

✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t tr♦✐s q✉❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té

❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Γmx
τ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ di−1✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦ù ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐t ❧❛ q✉❛❧✐té 2 ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ai ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té 2✳ ■❧ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛❧✐tés 1 ❡t 0✳ ❆✐♥s✐ ✐❧

♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ di✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ti ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ai✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ tn ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡✳

✹✳✹✳✷✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s q✉❡
❞❡✈r❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ D ❡t ✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
Γmx

τ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ Cmx
τ ✳ ▲❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡

◗✉❛❧✐té ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧ tn ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡
λ✳

✕ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♠❛①✐✲
♠✐s❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡
❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧ tn ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✮✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ♣❡✉t ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✈❛ êtr❡ ❢❛✐t❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡
t❡♠♣s ❛tt❡♥❞✉✳

❚❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡

▲❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ µ(Γmx
τ ) ♣♦✉r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té Γmx

τ ❡st



✹✳✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✶✵✺

❞é✜♥✐ ♣❛r
µ(Γmx

τ ) = P
[

tn ≥ D
]

.

P✉✐sq✉❡ dn ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ tn✱
❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

µ(Γmx
τ ) =

+∞
∑

k=D+1

dn(k) .

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ dn ❡st ✜♥✐❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡
ré❞✉✐t❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

µ(Γmx
τ ) =

len(dn)
∑

k=D+1

dn(k) .

❚❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡♥❞✉

▲❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❛tt❡♥❞✉ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ dn✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

❊(tn) =

len(dn)
∑

k=0

kdn(k) .

✹✳✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
t❡♠♣s ✏st♦❝❤❛st✐q✉❡✑ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tmx,r

p ✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
♠♦♥tr❡r❛ ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳

✹✳✺✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♥♦♥ r❡❧â❝❤é t♦✉t ❡♥ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❛♣♣❡❧ à ❝❡❧✉✐✲❝✐ à
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✏st♦❝❤❛st✐q✉❡✑ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r s❛♥s r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ s❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐♦❧❡r q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣♦s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✏st♦❝❤❛st✐q✉❡✑ s✉r ❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❊t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ à q✉❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦✐t ♦♥ s✬❛tt❡♥❞r❡ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s s♦♥t ❞é♣❛ssé❡s ♣❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s✳



✶✵✻ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
s②♠❜♦❧✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝t❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✸✳✸ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿

ti ∈ ]tmx
τ (si+r−1, q + 1), tmx,r

τ (si, q)] pour q < qmax ✭✹✳✹✮

ti ∈ ]−∞, tmx,r
τ (si, q)] pour q = qmax ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ tmx,r
τ (si, q) = mini≤j≤i+r−1t

mx
τ (sj , q) − Cwc

τ (ai+1 . . . aj , q)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ tmx,r
τ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣✐r❡✲❝❛s✳❉❛♥s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❙✐
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t
q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ✈❛ s✬❛✣♥❡r ❡t ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐✲
❧✐té ❞❡ ✈✐♦❧❡r q✉❡❧q✉❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s ét❛ts ♦ù
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐❞é❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ✈❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❛❧ é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s♦rt✐r ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳
❆✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ✏st♦❝❤❛st✐q✉❡s✑ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜①é❡ ♣❛r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡
t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✳

D(ak)

yk(q)

ai

ai+1

ai+2

ai+3

R2
q

Rq

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❧â❝❤é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s
st♦❝❤❛st✐q✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✵✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡



✹✳✺ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✶✵✼

❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ③♦♥❡ R2
q ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✷ ♣❛s

❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té q✳ P♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ai✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r

❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ■❧ ❡①é❝✉t❡ ai✱ ai+1 ♣✉✐s ai+2✳ ❆

❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à ✐❧ ♦❜s❡r✈❡ s♦♥ ét❛t ❡t ✐❧ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉✬✐❧ ❡st s♦rt✐ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té Rq✳

❈❡❝✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ♣ré✈✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ai✱ ai+1 ❡t

ai+2✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✈❛✐t ♣ré✈✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té q✳ ❖r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡

♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t été ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té q − 1 ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ai+2✳ ❈❡tt❡

♠❛✉✈❛✐s❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✉ré❡

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛ été s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣ré✈✉❡✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
✐♠♣ré❝✐s❡ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▼❛✐s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡st❡ q✉❛♥❞
♠ê♠❡ très r❛r❡ ❡t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ❡st ♠❛îtr✐sé ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✹✳✺✳✷ ❉✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❜❛sé s✉r
❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣✐r❡✲❝❛s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ à ✵ ✉♥✐té
❞❡ t❡♠♣s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❈❡❧❛ s✐♠♣❧✐✜❛✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s
❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ❝❤❛q✉❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ✭❝❢✳s❡❝t✐♦♥
✸✳✸✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s✱ Cbc

τ ✱ ♣❛r ✿

∀i ∈ |A| P [C(ai, q) < Cbc
τ (ai, q)] = τ

▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❡♥
s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ Cbc

τ ❡t Cwc
τ ✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❞♦♥♥❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r tj ✿

ti + Cwc(ai+1 . . . aj , q) ≥ tj ≥ ti + Cbc(ai+1 . . . aj , q)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✾✿

❙♦✐t t̂mx,r
p : A ∗ ×Θ→ R+ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❧❛ ❞é✜♥✐s✲

s♦♥s ♣❛r ✿

t̂mx,r
p (ai+1 . . . an, si, q) = mini≤j≤i+r−1t

mx
p (ai+1 . . . an, sj , q)− Cbc(ai+1 . . . aj , q)



✶✵✽ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛
❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✿

P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞♦♥♥é✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1 ❡t ✉♥ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ (si, qi)✱ (si, qi) ∈

Rr
q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

ti ∈ ]t̂mx,r
τ (si, q), t

mx,r
τ (si, q)]

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣❛s ❞❡s ❝❛s ❡①✲
trê♠❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ♣r❡sq✉❡ ❥❛♠❛✐s✳ ❊t ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠♦✐♥s ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱
t♦✉t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛ ♣❛s ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

meilleur−cas = 0

D(ak)ti

ai

Rq

ai+4

ai+7

yk(q)
♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s ❂ Cbc

τ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✖ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✶✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s✳

❯♥ tr❛❝é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s é✈❛❧✉é❡ à ✵✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛❝❝❡♣t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✹ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡

❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡

❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡✉t r❡❧â❝❤❡r s❡s ❛♣♣❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ✼ ♣❛s s✉✐✈❛♥ts✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✉✣t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s ♣♦✉r
❧❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳



✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✾

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡✳
❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ q✉✐ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡
❞❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥q✉❡r
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♠❛✐s ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✏r❛tés✑ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥
❡✛❡t ♥♦✉s ❧✉✐ ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s q✉✬✐❧ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❛✈♦✐r ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t sûr ♦✉ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦✉r♥✐ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❧✉✐ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡
t♦❧ér❛♥❝❡ ✜①é✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
✉t✐❧✐sé✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❞❛♣t❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❊♥ rés✉♠é ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ♠❛✐s ♠❛îtr✐sé✳

P♦✉r ✜♥✐r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ss✐ à
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡s
③♦♥❡s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✐r❡✲❝❛s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ❞❡s
❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r✲❝❛s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r✱ s✉r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡✳



✶✶✵ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡



■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
❈❍❆P■❚❘❊

✺

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ré❛❧✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
t❤ès❡ ❛ été ♠♦t✐✈é ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ré❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❝♦♥trô❧é❡
❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣♦❧✐t✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✉r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ P♦✉r ✜♥✐r
♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✺✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥

✺✳✶✳✶ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡

P♦✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦❛r❞ ❙❚♠✽✵✶✵ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❙❚▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❈❡tt❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❙❚✷✸✶ ❝❛✲
❞❡♥❝és à ✹✵✵▼❍③✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s
♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❙❚✷✸✶✳

❈❡tt❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ❞✐t❡ ✏♠❛❝❤✐♥❡ ♥✉❡✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛✲
t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐✲
t♦♥s s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r t♦✉t ❧❡ ❝♦❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❝✉♣ér❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s t❡❧s q✉✬✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r ❞❡ ❝②❝❧❡s✳

❯♥ r❡❣✐str❡ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✈❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s✉r❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳



✶✶✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

✺✳✶✳✷ ▲✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ▼P❊●✹

✺✳✶✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s❡ ❜❛s❡ ❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✈✐s✐♦♣❤♦♥❡✳
▲❛ ✈✐s✐♦♣❤♦♥✐❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛♥t té❧é♣❤♦♥✐❡ ❡t té❧é✈✐s✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉①
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ s❡ ✈♦✐r ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t
✉t✐❧❡s ❛✉ ❜♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦ t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❈❡t ❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ❡st ✉♥ s②st❡♠✲♦♥✲❝❤✐♣ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥ ✢✉① ✈✐❞é♦✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♠❜❛rq✉é t❡❧ q✉❡
❧❛ té❧é♣❤♦♥✐❡ ♠♦❜✐❧❡✳

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱
✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❝❛♣t✉r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞é♦✱ ❧❛ tr❛♥s♠❡t✱ ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ❛✣❝❤❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s à
❧✬é❝r❛♥✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♣t✉ré❡✱ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❜✐tstr❡❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st tr❛♥s♠✐s à ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ q✉✐ ❧❡ ❞é❝♦❞❡ ❡t ❛✣❝❤❡ ❝❡ ❜✐tstr❡❛♠

❞é❝♦❞é à ❧✬é❝r❛♥✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❜✉✛❡rs ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
t❛✐❧❧❡ K✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✉r✲
✈✐❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ❜✉✛❡r ❞✬❡♥tré❡ ❡st ♣❧❡✐♥ ❡♥ s❛✉t❛♥t ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s
❧✬❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭♣✳✶✶✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✖ ❱✐❞❡♦ ❡♥❝♦❞❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✺✳✶✳✷✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦ ▼P❊●✹ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❞é♦✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t
❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❜✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✢✉① ✈✐❞é♦✱ ♦✉ ✢✉① ❞❡ ❢r❛♠❡s✱ ✐ss✉
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ✈✐❞é♦✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s q✉✐ tr❛✐t❡♥t
✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ GrabPicture✱ ❡st ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t



✺✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✶✸

s✉r ❧❛ ❢r❛♠❡ ❝♦✉r❛♥t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢r❛♠❡ ■◆❚❊❘
♦✉ ■◆❚❘❆✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬❡♥❝♦❞❡r ✉♥❡
❢r❛♠❡✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❊❘ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢r❛♠❡s

❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ❢r❛♠❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡s ❢r❛♠❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t
t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ êtr❡ s✐t✉é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ❧❛ ❢r❛♠❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡
❞❡ t②♣❡ ■◆❚❘❆ s❡r❛ q✉❛♥t à ❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ❢r❛♠❡s ❝❧és ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❞é♦✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ♥❡
❢❛✐t ♣❛s ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢r❛♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ tr❛✐té❡✳

P❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s♦♥t ❡✛❡❝t✉és✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❘❱❇✱ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛
❝❛♠ér❛ ✈✐❞é♦✱ ❡♥ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❨❯❱✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ s❡ s✐t✉❡♥t ♣❛s ❛✉ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❢r❛♠❡ tr❛✐té❡✱ ♠❛✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉♠❛❝r♦✲❜❧♦❝❦✳ ❯♥♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❡st ✉♥❡ ♣♦r✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡✱ ✉♥ ❝❛rré ❞❡ 16×16 ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❡st ré❝✉♣éré ❞❛♥s ❧❛ ❢r❛♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ GrabMacroBlock✳

❢r❛♠❡

16 ♣✐①❡❧s

8 ♣✐①❡❧s

16 ♣✐①❡❧s

8 ♣✐①❡❧s

♠❛❝r♦✲❜❧♦❝

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✖ ❉✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
✭MotionEstimation✮✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s q✉✐
❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❢r❛♠❡s✳ P♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❡r✱ ♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❍✷✻✹ ❬✹✷❪✱ ❬✹✸❪ ♦✉ ▼P❊●✹ ❬✹✹❪✱ ❬✹✺❪✳ ❈❡s st❛♥❞❛r❞s ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦
✢✉❝t✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té✳ MotionEstiomation ✈❛ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉✐
❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❢r❛♠❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❞✐st❛♥t❡s ♦✉ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs
❢r❛♠❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❢❛✐t❡ s✐ ❧❛ ❢r❛♠❡ tr❛✐té❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❘❆✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐
❡❧❧❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❊❘✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❞❡ t②♣❡ ■◆✲
❚❘❆ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❊❘✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✉ss✐ s♦♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝❦ ❛❝t✉❡❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝❦ ❧✉✐ r❡ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❢r❛♠❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s



✶✶✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭♦✉ ❙❆❉✮✱ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✉ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❧❡ ♣❧✉s r❡ss❡♠❜❧❛♥t✱ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t très ❝♦ût❡✉s❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ 16×16 ♣✐①❡❧s✱ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é✱ ❧❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❧❡ ♣❧✉s r❡ss❡♠❜❧❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❊❘✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ s♦♥t
tr❛♥s♠✐s ❛✉① ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t❡s✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭DCT✮✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ 8×8 ♣✐①❡❧s✳
▲❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ❞é❝♦✉♣é ❡♥ q✉❛tr❡ ❜❧♦❝s ❞❡ 8 × 8 ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ s✉r
❧❡sq✉❡❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❝♦✉r❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt✱ q✉✐ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❧✉s ❛✉
❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝✱ ♠❛✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ❝♦♠✲
♣♦s❡♥t ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✱ ❛♣♣❡❧é q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭Quant✮✱ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❢❛✐r❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r
✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛✛❡❝tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❡st ✈✐sé✳

▲❡ r❡st❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ❝♦✉r❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❜✐tstr❡❛♠✱ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥❝♦❞é❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐tstr❡❛♠✱
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ■◆❚❘❆ ✭IntraPredict✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢r❛♠❡s

♦✉ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝s ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❘❆ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢r❛♠❡✳

▲✬ét❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭Coding✮✱ ❛♣♣❡❧é❡
♣❛r❢♦✐s ❝♦❞❛❣❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❜✐ts✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s
q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡ ❜✐tstr❡❛♠ ✜♥❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❞é❝♦❞❡r ❧❛ ❢r❛♠❡✱ ❝♦♠♠❡ s❛ t❛✐❧❧❡✱ s♦♥ t②♣❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♠❛❝r♦✲❜❧♦❝ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝s ❞❡ t②♣❡ ■◆❚❊❘✳

▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❡s à ❧❛
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭IQUANT✮✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ✭IDCT✮ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❡t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✭Reconstruction✮✳ ❈❡s ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❢r❛♠❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢r❛♠❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s
❧✐é❡s à ❧❛ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢r❛♠❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡r❛ ❞é❝♦❞é❡
♣❛r ✉♥ ❞é❝♦❞❡✉r✳



✺✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✖ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦



✶✶✻ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

✺✳✶✳✷✳✸ ❉✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s
❛✉ss✐ s❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✭ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✳ ▲❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡t ♣✐r❡✲❝❛s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ▲❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
MotionEstimation✱ DCT ✱Quant ❡t Coding ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❛❧❧♦✉é à ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st MotionEstimation✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉① ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥trô❧♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❛r ❢r❛♠❡ ❡st
é❣❛❧❡ à N ✳

❆❝t✐♦♥ ▼♦②❡♥ ♣✐r❡✲❝❛s

●r❛❜❴P✐❝t✉r❡ ✶✶✵✵✵ ✷✵✵✵✵

●r❛❜❴▼❛❝r♦❴❇❧♦❝❦ ✾✵✵✵ ✷✵✵✵✵

■♥tr❛P ✽✵✵✵ ✷✵✵✵✵

■◗✉❛♥t ✶✵✵✵✵ ✶✺✵✵✵

■❉❈❚ ✽✵✵✵ ✶✺✵✵✵

❘❡❝♦♥str✉❝t ✶✶✵✵✵ ✷✵✵✵✵

▼♦t✐♦♥❊st✐♠❛t✐♦♥

◗✉❛❧✐té ▼♦②❡♥ ♣✐r❡✲❝❛s

✵ ✸✵✵✵ ✶✵✵✵✵

✶ ✶✷✵✵✵ ✹✵✵✵✵

✷ ✷✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

✸ ✸✵✵✵✵ ✶✵✵✵✵✵

✹ ✹✵✵✵✵ ✶✷✵✵✵✵

✺ ✺✵✵✵✵ ✶✺✵✵✵✵

✻ ✼✵✵✵✵ ✷✵✵✵✵✵

✼ ✾✵✵✵✵ ✸✵✵✵✵✵

❆❝t✐♦♥ ▼♦②❡♥ q > 0 ♣✐r❡✲❝❛s q > 0 ▼♦②❡♥ q = 0 ♣✐r❡✲❝❛s q = 0

❉❈❚ ✶✶✵✵✵ ✶✺✵✵✵ ✶✺✵ ✹✵✵

◗✉❛♥t ✶✷✵✵✵ ✷✵✵✵✵ ✶✺✵✵ ✹✵✵✵

❈♦❞✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ✷✺✵✵✵ ✶✺✵✵ ✸✵✵✵

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✖ ❉✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✳

❉❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t st❛t✐q✉❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ré❛❧✐sé ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ♠❛✐s
❝❛❧❝✉❧é à ♣r✐♦r✐✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

●r❛❜❴P✐❝t✉r❡ ④●r❛❜❴▼❛❝r♦❜❧♦❝❦ ▼♦t✐♦♥❊st✐♠❛t✐♦♥ ❉❈❚ ◗✉❛♥t ■◗✉❛♥t ■❉❈❚

■♥tr❛❴Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❈♦❞✐♥❣ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥⑥n



✺✳✷ ▲✬♦✉t✐❧ ✶✶✼

✺✳✷ ▲✬♦✉t✐❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✳
❈❡tt❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡s t❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

Tool

Compiler

STm8010 Platform

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❲
❈♦♥tr♦❧❧❡❞

❊①❡❝✉t✐♦♥

Cav✱ Cwc

❚✐♠❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❙②st❡♠ PSY (C)

D

❋✉♥❝t✐♦♥

❉❡❛❞❧✐♥❡
Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ ●r❛♣❤

G = (A,≺)✱ Q

❈♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡

●❡♥❡r✐❝

❈♦♥tr♦❧❧❡r

❙♣❡❡❞

❉✐❛❣r❛♠s

✫ ❚❛❜❧❡s

❖♣t✐♠✐③❡❞

❙❝❤❡❞✉❧❡

✭❆❝t✐♦♥s✮

▲✐❜r❛r②

❢✉♥❝t✐♦♥s

❈

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✖ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥



✶✶✽ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▼♦❞è❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st
❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré ✐♥❝❡rt❛✐♥ SPI(C) = (G, Q, Cwc, D, C) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ Cav✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r s♦♥t
❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✿

✕ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ G = (A,≺) q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❈✮ ❡t ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✱

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té Q ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱
✕ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s Cwc ❡t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s Cav✱
✕ ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ D ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡s t❛❜❧❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✉t✐❧❡s à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ✜♥❛❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦✉t✐❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❣é♥èr❡ ❞♦♥❝ ✿

✕ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠✲
❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té Rq ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t RR

q ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t s❡r❛ ✜①é
♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✱

✕ ❞❡s t❛❜❧❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
é♥✉♠ér❛t✐✈❡s tsfp ✱ tspp ✱ tmx

p ✱
✕ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❜❛sé s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❊✳❉✳❋✳ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✸✮✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡

■❧ s✬❛❣✐t ♣♦✉r ✜♥✐r ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❧❡s
t❛❜❧❡s ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❡♥ ❈ ❀ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❢♦✉r♥✐❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré
✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré ♣❛r ✉♥❡
t❛❜❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥trô❧é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❈♦♥trô❧❡✉r✱ q✉✐ s❡r❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥
❝♦♥trô❧❡✉r✳



✺✳✸ ■♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✶✾

✺✳✸ ■♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✺✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❡t ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ à

q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡
s❡✉❧ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❧❡ ❢r❛♠❡s❦✐♣✳ ❈✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s ♦♥t été ❞é♣❛ssé❡s ❛❧♦rs ❧❛ ❢r❛♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❡♥❝♦❞é❡✳
▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té à été ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢r❛♠❡s❦✐♣ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡✳

◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❡ P❙◆❘ ✭P❡❛❦ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢r❛♠❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s
❢r❛♠❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ P❙◆❘ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❡t ✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
♠❡s✉r❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré
❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥❝♦❞❡✉r
♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❡t ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ ✺✵ ❢r❛♠❡s✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r
✉♥❡ ❝❛♠ér❛ t♦✉t❡s ❧❡s D = 100 ms ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥ t❛✉① ❞❡ 10 frame/s✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜✉✛❡r ❞❡ K ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ D ·K✳ ▲❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s
❛❧❧♦✉é à ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜✉✛❡r ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ à D✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ sûr❡té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s
K = 1 ♣♦✉r ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ❝♦♥trô❧é q✉✐ s❡ ❞♦✐t ❞❡ ♥❡ ♠❛♥q✉❡r ❛✉❝✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✖ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s



✶✷✵ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
q✉❛❧✐té ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t q = 4,K = 1✱
❡t q = 5,K = 2✳

❙✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣✐❝s ✿
✕ tr♦✐s ♣✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✈✐❞é♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❢r❛♠❡s
❞❡ t②♣❡ ■◆❚❘❆✳ ❈❡s ♣✐❝s ♦♥t ❧✐❡✉ ❛✉① ❢r❛♠❡s ✵✱ ✶✺✱ ❡t ✸✺ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts
❆✱ ❇ ❡t ❈ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡s ♣✐❝s ♦♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✐❡✉
♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❝♦♥trô❧é q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r s❛♥s ❝♦♥trô❧❡ ❀

✕ ❧❡s ♣✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞✉ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜✉✛❡r
❡st ♣❧❡✐♥ ❡t ❛♣♣❛r❛ît s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡♥❝♦❞❡✉rs s❛♥s ❝♦♥trô❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✖ P❙◆❘ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡

▲❡ P❙◆❘ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✺✳✼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✐❝✐ ❛✉ss✐ ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ♣✐❝s q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❡st
✏s❦✐♣♣é❡✑✱ ❧❛ ❢r❛♠❡ q✉✐ ❧❛ ♣ré❝è❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡st r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❡✉r ❡t ❛✐♥s✐ ❧❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢r❛♠❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ P❙◆❘ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s P❙◆❘ ✐♥❢ér✐❡✉rs à 25✳ ▲❡ P❙◆❘ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r
❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ❝♦♥trô❧é q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ à q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡ q = 4✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s
♦ù ❧❡s ❢r❛♠❡s s♦♥t ✏s❦✐♣♣é❡s✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❜✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢r❛♠❡s ✏s❦✐♣♣é❡s✑ s♦♥t
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té✳ ▼❛✐s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ P❙◆❘ s♦✐t ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r ❝❡s ré❣✐♦♥s✱
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦ ❡st ❛✛❡❝té❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢r❛♠❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞✐✈✐sé
♣❛r ❞❡✉①✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜✉✛❡r ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ K = 2✱ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ♠❛✐s ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣ r❡st❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♥st❛♥t ❞❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❜✉✛❡r ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ❝♦♥trô❧é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣✳



✺✳✸ ■♥térêt ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✷✶

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜✉✛❡r ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♥✬ér❛❞✐q✉❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ❝♦ûts ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳

❉♦♥❝ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ✈✐❞é♦✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢r❛♠❡s❦✐♣♣✐♥❣ ❡st t♦t❛✲
❧❡♠❡♥t é✈✐té✳

✺✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✱ s✐♠♣❧❡ ❡t ♠✐①t❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❞♦♥♥❡ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢r❛♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡✱ s✐♠♣❧❡
❡t ♠✐①t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉t❡s ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
é❧❡✈é❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❡♥ ❡✛❡t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✉r
ét✉❞✐❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶
q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱
❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡
❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡s✱ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡✈r❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ tr❛❝é ♣r❡sq✉❡
r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡ s♦♥t ♣r❡sq✉❡
❝♦♥st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ tr❛❝é ♣r❡sq✉❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳

P♦✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té sûr❡ ❡t s✐♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❆ ❡t ❇✳ P♦✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s❛❢❡ ✭r❡s♣✳ s✐♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❆ ❛✉ ♣♦✐♥t ❇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧✳
❈❡❧❛ ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ tr♦♣
♦♣t✐♠✐st❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡t sûr❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❛ss✉r❡♥t
❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s s✐♠♣❧❡ ❡t sûr❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
à ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡



✶✷✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ❛♠é❧✐♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡
✜♥❛❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✖ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

✺✳✹ ▲❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛tt✐r❡r ✈♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r q✉❛tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✿

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ➱♥✉♠ér❛t✐✈❡
❈✬❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ t♦✉s
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té à ❧❛ ✈♦❧é❡✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ➱♥✉♠ér❛t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐sé❡
❈✬❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
t❛❜❧❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡



✺✳✹ ▲❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✶✷✸

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té Rq

❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❡t s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡
●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡ ❘❡❧â❝❤é❡
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡r❛ à ♣r✐♦r✐
❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r Rr

q ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣♦✉r r ∈

ρ = {1, 3, 6, 9, 16, 32} . ❈❡s ré❣✐♦♥s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ é♥✉♠ér❛t✐✈❡
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ✷✾ ❢r❛♠❡s ❞❡
320×144 ♣✐①❡❧s ✭◆ ❂ ✶✽✵ ♠❛❝r♦❜❧♦❝❦s✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ❞❡✉① s✉r❝♦ûts✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲❡ s✉r❝♦ût ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s é♥✉♠ér❛t✐✈❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ♥✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡ ♣♦✉r êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ s✉r❝♦ût ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡♥
❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s s✉r❝♦ûts ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ s✉✐✈❛♥ts ✿

●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tmx

p (ai+1 . . . an, si, q) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q ❡t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t si✳ ❆✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ i ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t N − 1✱ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ s♣é❝✐✜é ♣❛r N × |Q| = 1440 ❡♥t✐❡rs✳ P♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r
✈✐❞é♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠❡s✉ré ✉♥ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ 20

❑❇✳
●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tmx

p (ai+1 . . . an, si+r−1, q + 1) ❡t tmx,r
p (ai+1 . . . an, si, q) ♣♦✉r

t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i ∈ {1, . . . , N − 1} ❡t ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t r ∈ ρ✳ ❆✐♥s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ s♣é❝✐✜é ♣❛r
2N × |Q||ρ| = 17280 ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ✉♥ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ é❣❛❧❡ à 350 ❑❇✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✉r❝♦ûts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r
❢r❛♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♠❡s✉rés ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té✳ ■❧ ❡st ❡①♣r✐♠é ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡ ❛✉ t♦t❛❧✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡
♥♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ 8 . 5 ✪ q✉✐ ❡st ré❞✉✐t à 4 ✪ ❛♣rès ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ s✉r❝♦ût
❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈♦✐s✐♥❛♥t ❧❡s 1 . 2✪ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 1✪ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✖ ❙✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té

 4

 4.5

 5

 5.5

 6

 2  4  6  8  10  12  14

av
er

ag
e 

q
u
al

it
y
 l

ev
el

frame number

numeric −− non optimized
numeric −− optimized

symbolic −− no control relaxation
symbolic −− control relaxation

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✖ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠♦②❡♥



✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✶✷✺

❆✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ❡t ♠è♥❡ à
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛s♣❡❝t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s✉r❝♦ût ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
❡t ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡
●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡ ❝❡❧✉✐
❜❛sé s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧
❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ✈✐❞é♦✳
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symbolic −− no control relaxation
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✖ ❙✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛ ♥♦✉s êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ❝♦♠♣❛r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
180 ❛❝t✐♦♥s ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛♠❡✱ ❧❡s s✉r❝♦ûts ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧❡
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧â❝❤❡♠❡♥t
❡st ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ r = 9

♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a0✱ r = 6 ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ a9✱ r = 3 ♣♦✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ a15 à a120 ❡t r = 1

♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳

✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

✺✳✺✳✶ ▲✬♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

P♦✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ♦✉t✐❧ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✳ ■❧
♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❛♠étré
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✐♥❝❡rt❛✐♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛✐s ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❛✉ss✐ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳✶✳ ❈❡t
♦✉t✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❆✈❡r❛❣❡

Cav

❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡s

(A, S), Q
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡

d, D

❚✐♠✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥s

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❚♦♦❧s

▼✐ss ❘❛t✐♦

❊①♣❡❝t❡❞ ❉❡❛❞❧✐♥❡

µ(Γmx
τ )

❇✉❞❣❡t ❯t✐❧✐③❛t✐♦♥

❊①♣❡❝t❡❞ ❚✐♠❡

❊(tn)

P♦❧✐❝②

◗✉❛❧✐t② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼✐①❡❞

▼✐①❡❞ ◗✉❛❧✐t② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

P♦❧✐❝② ●❡♥❡r❛t♦r

Cwc
τ

❲♦rst✲❈❛s❡

❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡s

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❙②st❡♠ PS(C)

s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r

τ

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❊①❡❝✉t✐♦♥

❚✐♠❡s ●❡♥❡r❛t♦r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✖ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲✬♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ (A,S)

♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
q✉❛❧✐té Q✱ ❡t ✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ D✳ ▼❛✐s ♦♥ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ss✐ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

✕ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✐s❝rèt❡s {dq
ai}ai∈A,q∈Q r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s

✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱
✕ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ dq

ai ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s



✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✶✷✼

●r❛❜❴▼❛❝r♦❜❧♦❝❦ ❡t ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞✐t❡s ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ❝❤♦✐s✐ ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ❛❝t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ▼♦t✐♦♥❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❛tr❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q = 3✱ q = 4✱
q = 5 ❡t q = 6✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té q = 3✱ ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✵✵✵ ❝②❝❧❡s
❡t ✷✵✵✵ ❝②❝❧❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té q = 6 ❧❛ ✈❛❧❡✉r s❡r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
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d6
▼♦t✐♦♥❴❊st✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✖ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❡♥tré❡s✱ ❧✬♦✉t✐❧ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t
♠♦②❡♥♥❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❈❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛①é❡ s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t✳

✺✳✺✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ❈❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡s ♠ê♠❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
❡st ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦♠♠❡r♦♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✷✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥❝♦❞❡✉r ▼P❊●✲✹ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❳✈✐❞✮✳ ■❧ ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

●r❛❜❴P✐❝t✉r❡ ④●r❛❜❴▼❛❝r♦❜❧♦❝❦ ▼♦t✐♦♥❴❊st✐♠❛t✐♦♥⑥n④❉❈❚ ◗✉❛♥t ■◗✉❛♥t ■❉❈❚

■♥tr❛❴Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❈♦❞✐♥❣ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥⑥n



✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✶✷✾

◆♦✉s ❧❡ ♥♦♠♠❡r♦♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶✳

P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s
❛tt❡♥❞✉ µ(Γmx

τ ) ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s E(tn) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ❡t ✺✳✶✼✮✳ ◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t
❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ D✳ P❧✉s ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬é❝❤é❛♥❝❡✱ ♣❧✉s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ µ(Γmx
τ ) ❡t E(tn) ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té dn

❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tn✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✺✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s dn✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶ ❡t ♣♦✉r ❞❡s s❡✉✐❧s
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ τ = 0✱ τ = 0 . 25 ❡t τ = 0 . 5✳
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❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s
❡t ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡st ❝r♦✐ss❛♥t q✉❛♥❞ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐
❝r♦✐ss❛♥t✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ τ s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t τ > 0 . 4✮✱ ❧❡



✶✸✵ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥
❡✛❡t ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Cmx

τ = Cav✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞✉ t❡♠♣s ré❡❧ ♠♦✉✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✖ ❚❛✉① ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ★✶ ❡t ★✷ ✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s s♦♥t
ré♣❛rt✐❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✷✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s
♦♥t été r❡❣r♦✉♣é❡s ❛✉① ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té
❣❛r❞❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❛❝t✐♦♥s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s ♦♥t été ❡①é❝✉té❡s✱ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❝♦♥trô❧❡r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❛tt❡♥❞✉❡s✱ ❧❡ ●❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ◗✉❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣♦✉r r❛ttr❛♣❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♣r♦✲
❜❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s✳

❙✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧✬✐♥❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♠è♥❡
à ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s très ♣❛✉✈r❡s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
✺✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡
t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ τ < 0 . 2 s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ✈♦②♦♥s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
✺✳✶✼ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ τ > 0 . 4 ♥♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s ✉♥ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s
é❝❤é❛♥❝❡s ❞❡ 50 ✪✳

P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❧❛✐ss❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛❞éq✉❛t ❡♥tr❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❧✉✐ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✖ ❚❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❛tt❡♥❞✉❡s

❛❥✉st❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ ✳

✺✳✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r ♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ré❛❧✐sés s✉r ❧✬❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ s✬❡①é❝✉t❛♥t
s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ♣♦✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ✽✵
❢r❛♠❡s✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✶✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ❡t ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s
✉t✐❧✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❙✉r ❧❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ ✺✳✶✽✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r
❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ τ = 0 . 1 ❡t τ = 0 . 3✳ ▲❡s ♣✐❝s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢r❛♠❡s❦✐♣ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❡st ❞é♣❛ssé❡✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ = 0 . 1 ❛✉❝✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡ ♥✬❛ été ❞é♣❛ssé❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛✲

♠❡s❦✐♣ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧à ❛✉ss✐ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣♦✉r τ = 0 . 1 ❡st é❣❛❧❡ à 85✪ ❡t à 95✪ ♣♦✉r τ = 0 . 3✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ★✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ τ = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐✲
t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✐①t❡ st❛♥❞❛r❞✱ s❛♥s ré❞✉✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✳
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✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ré❡❧✱ ✉♥
❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦ s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥✉❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣✉ ✈♦✐r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r
❞❡ q✉❛❧✐té s✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ♦♥t été ❛♣♣✉②és ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣r❛t✐q✉❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠✲
❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✳ ▼❛❧❣ré ✉♥ s✉r❝♦ût s✉♣ér✐❡✉r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛
♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡
❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈és✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞✬❡♥ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
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✻

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬❡st ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡✈❛♥t
êtr❡ ❣éré❡s ♣♦✉r ❧❡ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
✐♥tér❡ssés ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
ét❛✐t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❡♠❜❛rq✉é❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈❛ ❥✉❣❡r s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ❝❡
q✉✐ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s ✈✐♦❧é❡s✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥❡ ✈✐♦❧❡r ❛✉❝✉♥❡ é❝❤é❛♥❝❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t
♣❛s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛✉r❛ ♣♦✉r ❜✉t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés à ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ✐♥✢✉❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s✉r ❧❡ r❡♥❞✉ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té ré❣✉❧✐❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❬✸✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛❞✲❤♦❝✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛ttr✐❜✉é❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❣✉❧❛r✐té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s q✉❛❧✐tés✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣✐r❡✲❝❛s ❡t
♠♦②❡♥s✲❝❛s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ❈❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t
à ✐♥t❡r♣rét❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ✉♥ s✉r❝♦ût
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈❡ s✉r❝♦ût ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥t♦❧ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé à ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞✉ t❡♠♣s ♣❡r❞✉ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✬❛②❛♥t
♣❛s ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❙✐ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣r♦✲
❞✉✐r❛ ♣❛s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ r❡♥❞✉✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r à t♦✉s ♣r✐① ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✳ ❯♥
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧
❞❡s ❝❤♦s❡s✱ ✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦r✲
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r❡s♣♦♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ✈♦✉❧❛✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❈♦♥trô❧❡✉r ❙②♠❜♦❧✐q✉❡

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♠✐①t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▼❛✐s ❛✉ss✐ ✈✐s✉❛❧✐s❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❡t ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ♣✉ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s
❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s s♣é❝✐✜❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳

●râ❝❡ à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐①t❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❡ s✉r❝♦ût
q✉✐ ❡①✐st❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❈♦♥trô❧❡✉r ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡

❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ❜❛s❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ q✉❛❧✐té ♠✐①t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ s✬♦r✐❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ t❡♠♣s ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡
♣r❡♥❞ ♣♦✉r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣é♥ér❡r ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲
❝❛s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r♦♥t ✜①é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱
♠❛✐s ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♣rés❡♥tés✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t
❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐✲
❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡✳ ■❧ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
q✉❛❧✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r
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❝♦♥♥❛îtr❡ à ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❞❡
♠♦❞✐✜❡r s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ s❛✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡r✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ▲❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❛♥q✉❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♠✐①t❡ ❡st tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❛s♣❡❝t sûr✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡s
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣✐r❡✲❝❛s s✉ré✈❛❧✉é ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣✐r❡✲❝❛s ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ✜①é ♣❛r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦❧ér❡r q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
ré❡❧❧❡s ❞é♣❛ss❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜①é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❆ ♣❛rt✐r
❞❡ ❧à✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡
t♦❧ér❛♥❝❡ q✉✐ ❛ été ✜①é✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧✬é❝❤é❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❞❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❛✉r❛ ❞♦♥❝
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ s♦♥ ♦✉t✐❧✱ ❡t ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞✉ t❡♠♣s✲ré❡❧ ♠♦✉ ♠❛✐s ♠❛îtr✐sé✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐♦❧❡r ❧❡s é❝❤é❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡ t❛✉① ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡t ❧❡ ✜①❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡ r❛♣♣♦rt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛✲
♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣rés❡♥té❡s✳ ▲❡
❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ✈❡rs ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡

P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❞✉✐t ❧❡ s✉r❝♦ût ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡st❡ ❝♦ût❡✉s❡
❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s st♦❝❦❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❜♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝❡ s✉r❝♦ût
❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ❛✈❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ré❣✐♦♥s✱ ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉t✐❧s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ t❡❧ ♦✉ t❡❧ ♣♦✐♥t
❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳ ❈❡ ♣❛s ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡



✶✸✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

r❡❧â❝❤❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❞✉str✐❡❧✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❤②♣♦t❤ès❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥é❢❛st❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❝❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à
❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▼♦❞è❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ♠✉♥✐ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ♣✐r❡✲❝❛s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛ss❡③
♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❞❡ t②♣❡ ✢♦ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✐❧ s✉❜s✐st❡ ✉♥ ❡✛♦rt à ❢❛✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ r❡st❡ très r❡str✐❝t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥❡ ❝❛♣t❡ ♣❛s ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❣r❛♥✉❧❛r✐té ✐♥tér❡ss❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉✳ ■❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✭Pt♦❧❡♠②✱ ❙tr❡❛♠■t✮ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❣r❡✛❡r ♥♦tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r
❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✢♦ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥t✐❡r ❡st très ♣❛✉✈r❡✱ ❡t ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥❝♦❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t
t♦✉s ❝❡s ❛s♣❡❝ts s♦♥t ❣érés ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣♦✉r tr❛✐t❡r
❝❡s ❛s♣❡❝ts à tr❛✈❡rs ❧✬♦✉t✐❧✳

❆❥♦✉t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡s✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉
❝♦♥trô❧❡✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s✳ P♦✉r ❡①❡♠♣❧❡✱ à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♣♦✉rr❛✐t
r❛✣♥❡r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
r❛✣♥é❡s ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ♣ré✈♦✐r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ■❧s
♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❡s



✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✾

❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛✐t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳

❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
♣♦✉r ❤②♣♦t❤ès❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st très
r❡str✐❝t✐✈❡✱ s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ♦ù ❧✬♦♥ s✬♦r✐❡♥t❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✈❡rs
❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r à ❞❡ t❡❧❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ t♦✉t
❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ q✉❛❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ s❡r❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ♥❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s à ✉t✐❧✐s❡r
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜♦r♥❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ tr❛✐té ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛❝t✉❡❧✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡ ♣✐r❡✲❝❛s ❡t ♥♦♥ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣✐r❡✲❝❛s✳ ◆♦✉s
♣♦✉rr✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s❡r✈✐r à ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❛❣✐r s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♥trô❧❡✉r✳

❈♦♥trô❧❡✉r ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡s

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ♣♦✉✈❛♥t
❣ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❜✉❞❣❡t ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ♦✉
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐✲
❝r✐tèr❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♠♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s
s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♦✉ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬✉♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t
❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s à
r❡s♣❡❝t❡r✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❋✳❙✳ ❘♦✈❛t✐✱ ❉✳ P❛✉✱ ❊✳ P✐❝❝✐♥❡❧❧✐✱ ▲✳ P❡③③♦♥✐✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ❇❛r❞✳ ❆♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡✱ ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦t✐♦♥❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❢♦r ♠♣❡❣✲✷ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ■♥ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥s✉♠❡r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✻✱
♣❛❣❡s ✻✾✼✕✼✵✺✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✵✳

❬✷❪ ❘✳ ❏✳ ❇r✐❧✱ ▼✳ ●❛❜r❛♥✐✱ ❈✳ ❍❡♥ts❝❤❡❧✱ ●✳ ❈✳ ✈❛♥ ▲♦♦✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋✳ ▼✳ ❙t❡✛❡♥s✳ ◗♦❙
❢♦r ❝♦♥s✉♠❡r t❡r♠✐♥❛❧s ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt ❢♦r ♣r♦❞✉❝t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❛ ❋✉t✉r❡s✱ ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❉❛♠✐r ■s♦✈✐❝✱ ●❡r❤❛r❞ ❋♦❤❧❡r✱ ❛♥❞ ▲✐❡s❜❡t❤ ❙t❡✛❡♥s✳ ❚✐♠✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ▼P❊●✲✷
❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✈✐❞❡♦ ✿ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❬✹❪ ❙✳ ●r❛❤❛♠ ❛♥❞ P✳ ❑✉♠❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✸✳

❬✺❪ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❲✐❧❤❡❧♠✱ ❏❛❦♦❜ ❊♥❣❜❧♦♠✱ ❆♥❞r❡❛s ❊r♠❡❞❛❤❧✱ ◆✐❦❧❛s ❍♦❧st✐✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❚❤❡✲
s✐♥❣✱ ❉❛✈✐❞ ❲❤❛❧❧❡②✱ ●✉✐❧❧❡♠ ❇❡r♥❛t✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✱ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❍❡❝❦♠❛♥♥✱
❚✉❧✐❦❛ ▼✐tr❛✱ ❋r❛♥❦ ▼✉❡❧❧❡r✱ ■s❛❜❡❧❧❡ P✉❛✉t✱ P❡t❡r P✉s❝❤♥❡r✱ ❏❛♥ ❙t❛s❝❤✉❧❛t✱ ❛♥❞
P❡r ❙t❡♥strö♠✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲t✐♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✖♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
s✉r✈❡② ♦❢ t♦♦❧s✳ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②s✳✱ ✼✭✸✮ ✿✶✕✺✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✻❪ ❑❡❧✈✐♥ ❉✳ ◆✐❧s❡♥ ❛♥❞ ❇❡r♥t ❘②❣❣✳ ❲♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♠♦❞❡r♥
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