N

N

Implantation de structures de données compactes pour
les triangulations
Abdelkrim Mebarki

» To cite this version:

Abdelkrim Mebarki. Implantation de structures de données compactes pour les triangulations. Infor-
matique [cs]. Université Nice Sophia Antipolis, 2008. Frangais. NNT: . tel-00336178

HAL Id: tel-00336178
https://theses.hal.science/tel-00336178
Submitted on 3 Nov 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00336178
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE NICE-SOPHIA ANTIPOLIS

ECOLE DOCTORALE STIC

SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE L'INFORMATION ET DE LA COMMUNICATION

THESE

pour obtenir le titre de
Docteur en Sciences
de I'Université de Nice-Sophia Antipolis

Mention : Informatique

présentée et soutenue par

Abdelkrim MEBARKI

Implantation de structures de données compactes pour les

triangulations

Thése dirigée par Olivier DEVILLERS

Rapporteurs :

M. Jean-Michel MOREAU
M. Gilles SCHAEFFER

Jury :

Jean-Michel MOREAU
Jérobme GALTIER

André LIEUTIER

Olivier DEVILLERS

Luca CASTELLI ALEARDI

soutenue le 15 Avril 2008

professeur
directeur de Recherche CNRS

professeur

ingénieur Orange Labs
ingénieur Dassault Systemes
directeur de recherche INRIA
docteur

rapporteur
examinateur
examinateur
directeur de these
invité






Remerciements

Je tiens a remercier Olivier Devillers, mon directeur de these, pour avoir dirigé
ce travail. Pour m’avoir accueilli au sein du projet GEOMETRICA durant mon DEA,
et pendant ma these. Pour son soutien durant toutes mes études en France. Pour sa
disponibilité, son aide et son suivi pédagogique et administratif durant ma formation.

Je remercie Jean-Michel Moreau et Gilles Schaeffer pour I’attention qu’ils ont
porté a mon travail, et pour avoir accepté d’étre rapporteurs de ma these.

Je remercie Jérbme Galtier et André Lieutier qui ont bien voulu accepter de
participer au jury de ma thése.

Je remercie Luca Castelli Aleardi pour son aide précieuse durant ma these, et
pour avoir accepté d’assister a ma soutenance.

Je tiens a exprimer mes vifs remerciements a Agnés Bessiere pour sa
générosité, et son soutien durant mon séjour a GEOMETRICA.

Je remercie tous les membres du projet GEOMETRICA, permanents,
doctorants, ingénieurs et stagiaires, avec qui j’ai passé trois ans. Pour leurs soutiens,
Jean-Daniel, Fréderic, David, Steve, Monique, Mariette, Benjamin, Samuel, Manuel,
Sébastien, Pedro, Quentin, Pooran, Trung, Nader, Jane, Camille, Andreas, Laurent S.,
Laurent R., Flavien, Naceur, Christophe, Marc, Marie.

Je remercie Sylvain Pion, pour son aide tres précieuse tout au long de mon
travail.

Je remercie Pierre Alliez, pour son aide, et son suivi durant mon DEA. Pour
tout ce que j’ai pu apprendre de lui.

Je tiens a remercier également le personnel administratif de I’INRIA,
notamment Vanessa Wallet, pour son aide au niveau administratif.

Je remercie le personnel du CROUS de Nice pour leurs aides et leurs soutiens
durant tout mon séjour a Nice, et spécialement Mme. Rodriguez pour tous ces efforts
et son soutien.

Je remercie M. le consul d’Algérie a Nice, ainsi que tout le personnel du
consulat d’Algérie a Nice. Je remercie spécialement M. Toufik Akkdache, et M.
Hamdani pour leur soutien.






A ma tendrne mene et & mon cher pene foun leans sacnifices en témoignage de toute
wmon affection

A mes scearns Fatna et Fatima Bolna

A mes frenes Benamar, MWobiammed, Abdenatin, Youcef, et Wostefa.

A mes weveur et nceces

A tows mes amis en Hlgérce et en France, et aillears.

A tows cear gui me sont chers.

A mon paye.. CrHgénce.






Table des matieres

Table des matieres i
Table des figures v
Les pseudocodes vii
Liste des tableaux ix
Résumé xiii
Introduction Générale 3
I Préliminaires 7
1 Définitions et préliminaires 9
1.1 Quelques notions de la géométrie algorithmique . . . . . . .. ... ... .. 9
1.1.1  Les graphes . . . . . . . . . e 9

1.1.2  Les triangulations . . . . . .. .. ... oo 9

1.1.3 Arbrecouvrant . . . . . . . . . .. .. 11

1.2 La triangulation de Delaunay . . . . . . . ... ... ... .. .. ... .. 12
1.2.1  Calcul de la triangulation de Delaunay . . . . . . ... .. ... ... 12

1.2.2  Algorithme de construction par insertion et bascules d’arétes . . . . 12

1.3 Les structures de données pour les triangulations . . . . . .. ... ... .. 14
1.3.1 Séparation entre la topologie et la géométrie . . . . .. .. ... .. 14

1.3.2 Calcul et mise a jour de la triangulation . . . . . .. ... ... ... 14

2 Etat de lart 15
2.1 Les structures de données a base d’arétes . . . . .. ... ... ... .... 15
2.1.1 La structure de l'aréte ailée . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 16

2.1.2 Lastructure DCEL . . . . . . . . . . . . .. 17



11

2.1.3 La structure Quad-Edge . . . . . . ... ... ... 0oL 17

2.1.4 La structure demi-aréte . . . . . . . ... ... .. .. 18
2.1.5 Lesn-GMaps . . . . . .. 20
2.1.6 La structure de I’Aréte orientée . . . . . . . . . . . ... ... ... 21

2.2 Les structures a base de triangles . . . . . . ... .. oL 22
2.3 Les structures a base de sommets . . . . . .. ... L Lo oL 23
2.3.1  Star-Vertices . . . . . . . . e 23

2.4 Les triangulations en pratique . . . . . . ... ..o Lo 24
2.4.1  Une structure de données a base de demi-arétes . . . . . . . .. ... 24
2.4.2  Les triangulations dans CGAL . . . . . . ... .. ... ... .... 26
2.4.3 TTL (Template Triangulations Library) . . . . . ... .. ... ... 26

2.5 La compression des structures triangulaires . . . . . . ... ... ... 26
2.5.1 Séparation entre la topologie et la géométrie . . . .. .. ... ... 27
2.5.2 Codage de latopologie . . . . . . . .. ... oL 27
2.5.3 Codage de la géométrie . . . . . . . .. ... L. 33

2.6 Les traitements en mémoire auxiliaire . . . . . . .. ... Lo 0L 34
2.6.1 Lasoupe de triangles . . . . . . .. ... ... ... ... 34
2.6.2  Les structures hiérarchiques . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 34
2.6.3 Les formats Streaming . . . . . . ... oL 35

2.7 Les structures de données compactes . . . . . . .. ... 35
2.7.1 La structure de Blandford et al. . . . . . .. ... ... .. ...... 35
2.7.2 La structure de Castelli Aleardiet al. . . . ... ... ... ... ... 37

2.8 Conclusion . . . . . . .. 39
Structures de données compactes 41
Représentation a base d’indices dans CGAL 43
3.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 43
3.1.1 Triangulation vs Triangulation Data Structure . . . . . . . . .. .. 43

3.2 La représentation de la TDS 3 de CGAL . . . . . . ... ... ... ..... 44
3.2.1 L’Yimplémentation . . . . . . . . . . . ... e 46

3.3 Représentation a base d’indices . . . . . . . ... ... L. 47
3.3.1 Les cellules et les sommets . . . . . . ... ... ... ... ... 50
3.3.2 Lesitérateurs . . . . . . . . ... 51
3.3.3 Allocation de la mémoire . . . . . .. ... ... ... ... 51

3.4 Analyseet discussion . . . . . . . . ... e 52
3.4.1 Evaluation des cotits . . . o v v oo v i 53
3.4.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . ... ... 54

ii



3.5 Conclusion . . . . . . . e 55

Codage de triangulations par catalogues 59
4.1 Introduction . . . . . . . . oL L 59
4.2 Définitions . . . . . . .. 61
4.2.1 Construction d’'un catalogue . . . . . . ... ..o 61
4.3 Catalogues simples . . . . . . . ... 62
4.3.1 Le catalogue Triangle-Quadrangle . . . .. ... ... ... .. ... 62
4.3.2 Catalogues avec au moins deux triangles par micro-triangulation . . 66

4.3.3 Catalogue minimal & au moins trois triangles par micro-triangulation 72

4.4 TImplémentation et résultats . . . . . . . .. ... Lo 72
4.4.1 Détails de 'implémentation . . . . . . ... ..o 73
4.4.2 Conception de la structure de données . . . . . . . ... .. ... .. 73
4.4.3 Résultats pratiques . . . . . . . Lo 75
444 Discussion . . . . . ...l o e e e e e 7

4.5 Conclusion . . . . . . . L 81

Codage en sous-triangulations 83

5.1 Introduction . . . . . . . . . L 83

5.2 La conception de la triangulation en plusieurs niveaux . . . . ... ... .. 84
5.2.1 Lastructure dedonnée . . . .. .. ... ... ... 84
5.2.2  Les sous-triangulations . . . . . . .. .. ... Lo 84
5.2.3 La connectivité inter-sous-triangulations . . . . . . .. ... ... .. 85
5.2.4  Le tableau des références globales . . . . . . .. ... ... ... ... 86
5.2.5 Lecolt dela structure . . . . . . .. ... o oL 87

5.3 La construction et la mise a jour de la triangulation . . . .. ... .. ... 88
5.3.1 Insertion d’'un nouveau point . . . . . . ... ... ... ... .. .. 89
5.3.2 Labascule d’aréte . . . . ... ... L 89

5.4 Stratégies de décomposition . . . . . ..o L 91
5.4.1 Une décomposition progressive . . . . . . . . . . ... ... ... .. 91
5.4.2 Un parcours par balayage . . . . .. ... ... ... . .. 94
5.4.3 L’ajustement du bord d’une sous-triangulation . . .. ... ... .. 94

5.5  Quelques remarques sur la conception . . . . . ... ... ... ... 94

5.6 Mise en ccuvre. . . . . ..o e 95
5.6.1 Llinterface. . . . . . . . . . 95
5.6.2 Le niveau de la structure de données . . . . . . . ... ... 95
5.6.3 Leniveau de stockage . . . . . . .. ... 0oL 96

5.7 Résultats et implémentation . . . . . .. ... o0 Lo 97
5.7.1 Expérimentations . . . . . . .. ... 97

iii



5.8 Conclusion . . . . . . . e 100

Conclusion générale 103
Bibliographie 109
Index 123

iv



Table des figures

1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

4.1
4.2

Singularités dans un complexe. . . . . . ... Lo oo 10
Stratégie de parcours d’arbres. . . . . .. ... 11
Insertion d’un point dans une triangulation. . . . . . . . ... ... L. 13
Structure de laréte ailée . . . . . . . . ..o oo 16
DCEL . . . e 17
La représentation Quad-edge . . . . . . . . . . ... 18
Structures de données a base d’arétes. . . . . .. .. ..o L. 20
Les G-maps . . . . . . o o 21
La structure Star-vertices . . . . . . . . . . . .. o 24
La structure demi-aréte de CGAL . . . . . . ... ... ... ... ..... 25
Template Triangulations Library . . . . . . . . . . o . 26
Parcours en profondeur d’abord d’une triangulation . . . . ... ... ... 28
Les splits dans le codage des triangulations . . . . . ... ... ... .... 29
La structure Corner Table . . . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 30
Les regles de parcours de edgebreaker . . . . . . . .. ... 30
Compression progressive sans perte . . . . . . . . . . ... 32
La regle du parallélogramme . . . . . . . .. ... L Lo 33
La représentation compacte de Blandford et al. . . . . . ... ... .. ... 37
Représentation compacte de triangulation . . . . . ... ... ... ... .. 38
Les triangles et les cellules dans les triangulations de CGAL . . . . . . . .. 45
L’architecture de la triangulation de CGAL . . . . .. ... ... ... ... 46
Les niveaux de la triangulation dans une représentation a base indices . . . 49
Tableau multi-étages d’indices stockés au bit pres . . . . . . . . .. ... .. 52

Conteneurs de sommets et de cellules pour une représentation a base d’indices 53

Représentation graphique des gains apportés par les indices. . . . . . . . .. 56
Représentation compact de triangulation . . . . . . .. ... ..o 60
Quelques catalogues stables . . . .. .. ... o oL 62



4.3
4.4
4.5
4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14

5.1
5.2
5.3
5.4

Représentation interne des micro-triangulations . . . . . . . .. .. ... .. 63
Les conflits dans le catalogue a quadrangles . . . .. ... .. ... ..... 64
L’auto-voisinage dans les catalogues. . . . . . . . ... .00 67
Stabilité du catalogue a au moins deux triangles par micro-triangulation

pour linsertion . . . . . . ... Lo Lo 67
Stabilité du catalogue a au moins deux triangles par micro-triangulation

pour la SUppression . . . . . ... oL e i e e e e e e e e e e 68

Stabilité du catalogue a au moins deux triangles par micro-triangulation

pour la bascule d’arétes . . . . . ... 69
Groupement de quadrangles en pentagones . . . . . .. .. ... ... ... 70
Représentation d’une triangulation par trois catalogues. . . . . . . .. . .. 72
Tableau multi-étages . . . . . . . . .. 75
Structure de données a base de catalogues. . . . . . . . ... ... ... ... 76
Minimisation du nombre de micro-triangulations. . . . . . . . ... ... .. 7
Représentation graphique des gains apportés par les catalogues. . . . . . . . 80
Utilisation d’un tableau unique pour la topologie des sous-triangulations . . 87
Face d’étranglement dans une sous-triangulation . . . .. .. .. .. .. .. 90
Transfert de faces entre 2 sous-triangulations . . . . . . ... ... ... .. 91
Représentation graphique des gains apportés par les sous-triangulations. . . 99

vi



Les pseudocodes

5.1 Décomposition progressive d’une sous-triangulation
5.2 Décomposition par parcours en largeur d’abord . .

5.3 Décomposition par parcours en profondeur d’abord

vii



viii



Liste des tableaux

3.1 Le colt d’une représentation a indices sur une machine 32 bits . . . . . . . 59
3.2 Le cout d’une représentation a indices sur une machine 64 bits . . . . . .. 57
4.1 Le colut d’une représentation par catalogues sur une machine 32 bits . . . . 78
4.2 Le cout d’une représentation par catalogues sur une machine 64 bits . . . . 79
5.1 Le colit d'une représentation en sous-triangulations . . . . . . . .. ... .. 98

ix






Résumé

xi






Résumé

La modélisation des objets géométriques est incontournable dans de nombreuses dis-
ciplines et applications. L’évolution des moyens d’acquisition et de stockage a produit
une hausse énorme des volumes utilisés pour stocker ces objets. La réduction des tailles
de ces volumes fait 'objet de plusieurs domaines de recherches; comme la compression,
qui vise a compresser le volume au maximum, et ’élaboration de structures théoriques
compactes qui minimisent la taille nécessaire a la représentation. Le but de cette these
est de concevoir, et d’évaluer des solutions pratiques et exploitables pour représenter de
facon compacte les triangulations. Pour ce faire, deux issues sont explorées : modifier la
représentation interne en mémoire des objets géométriques, et redéfinir les types abstraits
des objets géométriques correspondants. Une premiere solution consiste a utiliser des in-
dices sur une taille arbitraire de bits, au lieu des références absolues. Les gains dépendent
de la taille de la triangulation, et aussi de la taille du mot mémoire de la machine. Le
handicap majeur est le colt élevé de la méthode en termes de temps d’exécution. Une
deuxiéme piste consiste a utiliser des catalogues stables. L’idée consiste a regrouper les
triangles dans des micro-triangulations, et de représenter la triangulation comme un en-
semble de ces micro-triangulations. Le nombre des références multiples vers les sommets,
et des références réciproques entre voisins est alors nettement réduit. Les résultats sont
prometteurs, sachant que le temps d’exécution n’est pas dramatiquement altéré par la mo-
dification des méthodes d’acces aux triangles. Une troisieme solution consiste a décomposer
la triangulation en plusieurs sous-triangulations permettant ainsi de coder les références
dans une sous-triangulation sur un nombre réduit de bits par rapport aux références ab-
solues. Les résultats de cette techniques sont encourageants, et peuvent étre amplifiés
par d’autres techniques comme le codage relatif des références, ou le partage de l'infor-
mation géométrique des sommets sur les bords entre les différentes sous-triangulations.
L’élaboration de structures compactes nécessite encore plus d’intéréts, et plusieurs pistes
sont & explorer pour pouvoir arriver a des solutions plus économiques en termes d’espace

mémoire.

Mots-clés

Triangulations, représentations compactes, structures de données géométriques, in-

dices, catalogues, sous-triangulations.
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Abstract

Modeling geometric objects is inescapable in various domains and applications. The
development of acquisition and storage tools has produced a huge increase of the volumes
used to store these objects. Many disciplines aim to reduce the size of these volumes ; such
as compression, which tries to compress the volume, and the elaboration of theoretical
compact data structures that minimize the space required for the representation. The
goal of this thesis is to design, and evaluate practical and workable solutions for compact
representations of triangulations. To do this, two issues has to be explored : modify the
internal memory representation of the geometric objects, and redefine the abstract types
associated to the geometric objects. The first solution proposed uses indices of an arbitrary
length, instead of absolute references. The gain depends on the size of the triangulation,
and the length of the memory word too. The main disadvantage of this solution is the high
cost in terms of running time. The second solution uses stable catalogs. The structure
gathers triangles into packages, and represents the triangulation as a decomposition of
such packages. The number of multiple references to the vertices, and the number of
reciprocal references between neighbors are clearly reduced. The results are interesting,
and the running time is not dramatically affected by the added indirection levels. The
third solution decomposes the triangulation into many sub-triangulations. The references
in a sub-triangulation are coded using a reduced number of bits in comparison with the
absolute references. The results of this technique are promising, and could be improved
using other methods such as the relative coding of references, and sharing common vertex
data between different sub-triangulations. The elaboration of compact data structures
needs more attention, and several issues have to be explored in order to improve the

solutions proposed.

Key-words

Triangulations, compact representations, geometric data structures, indices, catalogues,

sub-triangulations.
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Introduction Générale

Les structures géométriques telles que les triangulations ont une grande importance
dans une vaste gamme d’applications. On peut citer entre autres les modeles de calcul
par éléments finis, la conception bidimensionnelle et tridimensionnelle des maquettes et
des prototypes, et les simulations dans de nombreuses disciplines comme la physique et la

médecine.

Les études théoriques de la géométrie algorithmique lors des dernieres décennies ont
permis un progres énorme en termes de conception d’algorithmes, et de rétablissement de
bornes théoriques tres intéressantes, voir optimales. Cependant, la pratique en matieres de
conception et d’implantation de structures de données pratiques et efficaces n’a pas suivi

ce progres en rigueur.

En effet, avec I’évolution des technologies d’acquisition, et la multiplication continue
des capacités de stockage, la nécessité d’avoir des structures de données capables de gérer
les données immenses existantes devient primordiale pour certaines applications. La fi-
nalité recherchée dans ce contexte est bien évidemment la conception de structures non

gourmandes en termes d’espace mémoire.

Jusqu’a présent, la plupart des applications et des travaux se sont axés sur deux types

de solutions :

La compression des données

La compression au sens propre du terme signifie la tentative d’éliminer au maximum la
redondance existante dans la structure. Les travaux dans cet axe ont pu réaliser des taux
de compression tres intéressants, tout en atteignant les limites théoriques. La compression
transforme la structure de données en un code constitué généralement d’une suite de bits
suivant un schéma précis permettant au décodeur d’en extraire la structure initiale. La
compression produit donc un bloc non utilisable en soi. Le résultat est donc inexploitable,
du fait qu’on ne peut pas accéder aux champs et aux données. Par conséquent, cette
solution est pratique pour le stockage des données, et pour la transmission non progressive

sur réseaux.
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Les algorithmes a mémoires auxiliaires

Le traitement en mémoire secondaire, présume la non possibilité de traiter les données
entierement en mémoire vive. Ici, le but est de trouver des techniques bien adaptées pour
pouvoir explorer les données et déterminer comment les partitionner, afin de minimiser le
transfert entre les mémoires de masse et la mémoire vive lors du traitement. Ces modeles
sont utilisés pour manipuler les gros jeux de données. Cette solution ne réduit pas les

volumes des données, mais cherche a bien gérer ces volumes.

Le contexte de la these

Dans le cadre de PACI' Masse de Données lancée par I’ANR?, plusieurs équipes de
recherche se sont regroupées dans le projet GéoComp sous le theme de la compression de
données de nature géométrique. L’objet du projet est de développer de nouveaux outils de
représentation implicite compacte adaptative qui soient efficaces vis-a-vis des requétes de
base pour la géométrie. Cette thése est financée en partie par ce projet, et contribue a ses

objectifs.

La bibliotheque CGAL

Une partie des expérimentations de notre travail concerne la bibliotheque CGAL, et
tente de fournir des composants qui soient inclus dans le futur dans cette bibliotheque.

La bibliotheque CGAL (Computational Geometry Algorithms Library)[CGAL] est le
fruit de la collaboration entre plusieurs laboratoires de recherche, visant & rendre accessible
un grand nombre d’algorithmes et de structures de données pour la géométrie algorith-
mique. La bibliotheque contient entre autres des structures et des algorithmes pour les
triangulations, les diagrammes de Voronoi, la génération de maillages, ’approximation, et
bien d’autres composants.

Ces algorithmes et structures opérent sur des objets géométriques comme les points,
les vecteurs, et les segments ; et manipulent des prédicats géométriques, utilisant différents
types d’arithmétiques pour le calcul. Le but est de fournir & 'utilisateur des algorithmes

qui soient robustes et exacts.

Contributions

Le but de cette these est de suivre une autre piste qui n’est pas assez traitée dans la
littérature. Les structures de données en pratique sont souvent congues pour avoir une

souplesse et une efficacité en termes d’utilisation. Toutefois, I’aspect espace (la quantité de

! Action Concertée Incitative.
2 Agence Nationale de la Recherche.
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mémoire allouée par le programme) n’est pas bien considéré. L’élaboration de structures
de données pratiques, permettant la manipulation de gros jeux de données, et évitant ainsi
le plus longtemps possible le transfert entre les mémoires externes et la mémoire vive est

un enjeu qui mérite d’étre entrepris.

Des travaux théoriques ont déja été faits, et des résultats intéressants ont été présentés,
mais n’ont pas encore été mis a I’épreuve de la pratique. Dans ce qui suit, ces solutions, et
d’autres, seront étudiées, en termes de rendement mémoire, mais aussi sur le plan efficacité,

et influence sur la complexité de la mise en cevre et le temps de calcul.

La premiere étape consiste a exploiter la limite entropique pour la représentation des
références de n objets, en remplacant les pointeurs vers les objets de la triangulation par
des références codées au bit pres sur la taille optimale log (n)? bits, olt n est le nombre de
ces objets dans la triangulation. Et d’en étudier les implications pratiques sur la complexité

et le temps de calcul.

La seconde étape consiste a chercher des petites structures redondantes dans la trian-
gulation, et de représenter la triangulation comme une décomposition en ces objets qui
sont les catalogues. Ceci est une extension, et un passage en pratique des résultats déja
étudiés en théorie, concernant la représentation hiérarchique des triangulations avec 'utili-
sation des catalogues. Le but de cette indirection est de minimiser le nombre de références
multiples des triangles vers les sommets, et le nombre de références réciproques entre les

triangles.

Une derniére étape consiste au passage a des références de petites tailles pour mini-
miser le cotit global. Ce but est atteint en subdivisant la triangulation en petites sous-
triangulations, permettant ainsi d’utiliser des références locales sur une taille réduite de
bits. La structure est alors découpée en plusieurs structures de tailles moyennes, pour avoir

des pointeurs locaux plus petits.

Les travaux du premier axe concernent les triangulations en dimension 3. Cependant,

le reste de la theése porte sur les triangulations en dimension 2.

L’utilisation des pointeurs sur une taille optimale de bits est exploitable en dimension
2 et 3, et le passage de la dimension 3 a la dimension 2 est direct. L’extension des autres
structures proposées dans cette these vers les dimensions supérieures n’étant pas triviale est
laissée a des travaux futurs, et n’est pas couverte par cette these. Cependant, la subdivision
des structures globales pour avoir des structures redondantes, ou pour avoir des références

plus petites en dimension 3 est une piste qui mérite d’étre exploitée.

3voir les notes aux lecteurs en fin de I'introduction



INTRODUCTION GENERALE

Organisation de la these

La thése est organisée en deux parties. La premiere partie comprend deux chapitres.
Un chapitre de préliminaires, couvrant les définitions de base des notions utilisées dans le
reste de la these, ainsi que les algorithmes, et les notions fondamentales de structures de
données. Un deuxieme chapitre est consacré a I’état de 'art. Ce chapitre couvre différents
themes voisins, les structures de données pour la représentation des triangulations, la com-
pression des maillages et de triangulations, et les structures de données compactes, ainsi

qu’une breve description des algorithmes de traitement en mémoire auxiliaire.

La deuxieme partie couvre le travail réalisé pendant la durée de la these, réparti en
trois chapitres. Le premier chapitre discute 'utilisation des indices sur une taille optimale
de bits au lieu des références absolues pour représenter les références des objets de la
triangulation. Le deuxieme chapitre présente une structure a base de catalogues stables
pour représenter les triangulations. Le troisieme chapitre présente une structure a deux
niveaux permettant une réduction considérable de la taille des références pour coder les

triangulations.

Notes aux lecteurs

— Dans cette these, le symbole log réfere toujours au logarithme de base deux, vu que
c’est le seul logarithme utilisé.

— Le codage des références de n éléments nécessite des mots dont la taille est égale a :

log (n) bits si log (n) est un entier
[log (n)] + 1 bits sinon

Pour simplifier la notation, cette taille est dénotée par log (n) bits dans la suite de

cette these.
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Chapitre 1
Définitions et préliminaires

1.1 Quelques notions de la géométrie algorithmique

Cette section présente certaines notions de base de la géométrie algorithmique et de
la théorie des graphes sans trop rentrer dans les détails. Le lecteur peut s’adresser aux

références pour une vue plus approfondie.

1.1.1 Les graphes

Un graphe G est défini par une paire d’ensembles (A, S), tels que les éléments de A
sont des paires (sg, s1), ol sg et s; sont des éléments de S. Les éléments de S sont appelés
sommets, noeuds, ou sites ; et les éléments de A sont appelés arétes[Bond 76, Dies 00].

Un graphe planaire est un graphe qui admet un plongement dans le plan : ce qui re-
vient a dire que le graphe peut étre dessiné dans le plan sans que ses arétes ne s’intersectent
sauf aux extrémités[Bond 76].

Un graphe connecté est un graphe G, ou pour toute paire de ses sommets (v, w), il
existe au moins un chemin reliant les deux sites v et w[Dies 00].

La formule d’Euler-Poincaré s’applique a tout graphe connecté planaire G, a s

sommets, a arétes, et f faces[Bond 76, Dies 00], et est la suivante :
s—a+ f=2 (1.1)

Une carte est une extension de la notion de graphe, incluant la notion de face. Une

carte résulte alors du plongement d’un graphe dans une surface.

1.1.2 Les triangulations

Une triangulation est une subdivision planaire ou toutes les faces sont des triangles[Prep
Une triangulation d’un ensemble fini P de points est un graphe planaire dont les sommets
sont les points de P, avec un nombre maximal d’arétes[Berg 00]. Ce qui revient & relier

tous les point de P entre eux avec des arétes sans aucune intersection[Prep 85, Chen 96].



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES

Simplexes et Complexes
La triangulation est donc définie par un ensemble de points, appelés aussi des 0-simplezes,

ou simplexes d’ordre 0. Pour pouvoir exploiter efficacement la triangulation, les struc-
tures de données associées utilisent les simplexes d’ordre supérieurs, qui sont les simplexes
d’ordre 1, ou les arétes, les simplexes d’ordre 2, ou les triangles (appelés aussi faces en di-
mension 2 et facettes en dimension 3), et les simplexes d’ordre 3 pour les tétraedrisations,
ou les tétraedres (appelés aussi cellules)[Bois 95].

Une triangulation en dimension 2 est alors un ensemble de simplexes de dimension
0, 1, et 2; et est alors appelée complexe simplicial d’ordre 2. Une triangulation en
dimension 3 (ou une tétraedrisation) est aussi appelée complexe simplicial d’ordre 3.

En général, un complexe C est un ensemble de simplexes vérifiant :

— tout sous-simplexe d’un simplexe de C est un simplexe de C;

— deux simplexes de C ne s’intersectent pas, ou s’intersectent selon un simplexe de

dimension inférieure.

Un complexe pur est un complexe C ou tout simplexe de C est un sous-simplexe d’un
simplexe de dimension maximale (voir figure 1.1).

Un simplexe singulier est un simplexe s d'un complexe C de dimension 2 (respec-
tivement de dimension 3) ayant un voisinage (les simplexes incidents & ce simplexe) qui

n’est pas homéomorphe a un disque (respectivement une sphere).

AT}
b a
. c c /

F1a. 1.1: Deux exemples de complexes non purs (A0) en dimension 3 (Al) en dimension
2 : Deux exemples de simplexes singuliers (B0) le sommet a est singulier (B1) l'aréte (ab)

est singuliere[Bois 95].

Les maillages sont définis comme des plongements de graphes pour décrire des sur-

faces (maillages surfaciques) ou des volumes (maillages volumiques). Ceci revient & associer
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des coordonnées géométriques aux sommets du graphe.

Le genre d’une surface est le nombre d’anses dans cette surface, et est égal a 0 pour
les surfaces homéomorphes & une sphere.

Un maillage est une variété (ou manifold) si toute aréte est incidente & exactement
2 faces, et tout sommet a un voisinage homéomorphe a un disque. Il est avec bord, si
pour un nombre de cycles disjoints d’arétes incidentes & exactement une face, les deux

propriétés précédentes ne sont pas vérifiées. Il est simple s’il est de genre 0.

1.1.3 Arbre couvrant

Un graphe connecté, acyclique (sans cycles), et non orient est appelé arbre. Un en-
semble d’arbres est appelé forét. On appelle arbre de parcours ou arbre couvrant d’un
graphe connecté G, un sous-graphe de G qui est un arbre, et contenant tous les sommets
de G [Deo 04, Corm 01].

Il existe plusieurs stratégies pour parcourir un arbre : visiter tous les nceuds de cet

arbre.

Parcours en largeur d’abord Soit un arbre G, et un sommet r désigné comme racine.
Le parcours en largeur d’abord consiste a explorer ’arbre & partir de la racine, en visitant
tous les sommets voisins a cette racine. Ces sommets visités sont ensuite considérés comme

des racines, et le parcours continue (voir figure 1.2 A).

Parcours en profondeur d’abord A partir d’'une racine r, le sous arbre défini par
chacun des sommets voisins a r est visité en entier, avant de passer au voisin suivant. Le
parcours descend dans ’arbre jusqu’a ce qu’il rencontre une feuille, et il remonte ensuite,

en parcourant a chaque fois les branches non encore explorés (voir figure 1.2 B).

F1a. 1.2: Parcours d’un arbre en deux modes (A) en largeur d’abord (B) en profondeur
d’abord

11
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1.2 La triangulation de Delaunay

Une triangulation de Delaunay d’un ensemble de points S, est une triangulation qui
vérifie la propriété du cercle vide pour tous ses triangles : le cercle circonscrit a tout
triangle ne contient aucun point de S en son intérieur strict. Cette triangulation est le
graphe dual d’un diagramme de Voronoi, dont les centres sont les points de S. La trian-
gulation de Delaunay et le diagramme de Voronoi ont été largement étudiés en géométrie

algorithmique [Bois 95, Berg 00, Chen 96, Prep 85].

1.2.1 Calcul de la triangulation de Delaunay

La construction de la triangulation de Delaunay peut étre statique ou dynamique.
L’algorithme présenté ci-dessous est dynamique, et est ’algorithme utilisé dans la suite
de cette these. On trouve dans la littérature plus de détails sur les autres approches de
calcul [Bois 95, Berg 00, Chen 96, Prep 85].

Le calcul se fait incrémentalement : a chaque insertion, la triangulation est modifiée

pour maintenir la propriété du cercle vide valide partout.

1.2.2 Algorithme de construction par insertion et bascules d’arétes

Pour insérer un nouveau point p dans une triangulation de Delaunay 7, cet algorithme

procede comme suit :

Localiser le point p

Cette phase consiste a parcourir la triangulation a la recherche du triangle contenant
le point & insérer. Si le point ne coincide avec aucun sommet de la triangulation, le résultat
de cette recherche est :

— soit un triangle ¢, si le point est dans ce triangle.

— soit une aréte a, si la position du point est alignée avec les extrémités de l'aréte.

— soit la face infinie, quand le point est en dehors de I’enveloppe convexe des points

déja insérés dans la triangulation.
La localisation est faite avec une marche par visibilité[Devi 01], vu que les triangulations

calculées dans la suite sont toutes de Delaunay.

Insérer le point p

Insérer le point suivant le cas (voir figurel.3) :
— Dans le triangle ¢, en reliant le nouveau point p aux sommets du triangle par des

nouvelles arétes.

12
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— Sur 'aréte a, en reliant le nouveau point aux deux sommets opposés. Cette insertion
est réalisée en pratique en deux étapes : insérer le point dans 'un des deux triangles
incidents a D'aréte, effectuer ensuite une bascule d’aréte pour rétablir le bon cas de
figure.

— Si le point se situe en dehors de I'enveloppe convexe, le relier aux points visibles de

I’enveloppe convexe pour construire de nouveaux triangles.

F1a. 1.3: (4) L’insertion combinatoire d’un point dans un triangle se fait en le reliant a tous
les sommets de ce triangle. (i) L’insertion d’un point sur une aréte se fait en combinant
deux opérations : (a) L’insertion de ce point dans I'un des triangles adjacents a ’aréte (b)
La bascule de 'aréte en question pour obtenir la bonne configuration. (ii) Si le point (en
rouge) est en dehors de ’enveloppe convexe, les sommets visibles sont retrouvés (en vert),

et reliés au nouveau point par des nouvelles arétes (en rouge).

Propager la propriété de Delaunay

Propager la propriété de Delaunay : en effectuant une série de bascules d’arétes au-
tour du nouveau sommet inséré, la propriété de Delaunay est alors établie sur toute la

triangulation.
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1.3 Les structures de données pour les triangulations

Une structure de données est une structure de stockage pour les données, munie des
méthodes de création, de modification, et d’acces a ces données[Lasz 95]. C’est donc 'en-
semble de ces trois modules :

— Un ensemble d’opérations pour gérer des types spécifiques d’objets abstraits. A ce

niveau, ce sont les types abstraits de données qui sont définis.

— Une structure de stockage dans laquelle ces objets abstraits sont gardés en mémoire.

Ce stade représente la configuration interne des données en termes d’occupation,
d’allocation, et de restitution de mémoire.

— Une implantation de chaque opération en termes de structure de stockage.

Une triangulation est généralement représentée en mémoire par deux tableaux (souvent
contigus), 'un pour les sommets, et autre pour les objets topologiques (les simplexes
choisis pour modéliser la triangulation comme les triangles ou les arétes).

Les tableaux utilisés sont souvent des tableaux contigus spécifiques aux différents
langages de programmation, comme les conteneurs de la bibliotheque standard C++
STL[Stan 05], soit les vecteurs ou les listes, ou des conteneurs développés dans le méme
esprit[CGAL].

1.3.1 Séparation entre la topologie et la géométrie

La topologie d’une triangulation est décrite par le graphe associé aux sommets et aux
arétes de la triangulation[Hjel 06]. C’est donc I'ensemble des relations d’incidence entre
les simplexes de la triangulation, qui sont les sommets, les arétes, et les faces. Tandis que
la géométrie de la triangulation représente le plongement de ce graphe en associant des
coordonnées géométriques aux sommets de la triangulation.

La modélisation de la topologie de la triangulation repose souvent sur les méthodes
développées en théorie des graphes, et c’est I'objet du chapitre suivant. La représentation
de la géométrie est restreinte a la représentation des coordonnées des points, ce qui releve

de la précision numérique, et de la représentation des nombres[Pion 99].

1.3.2 Calcul et mise a jour de la triangulation

Le calcul d’une triangulation d’un ensemble de points, et sa mise a jour peuvent étre
réalisés en utilisant trois opérations élémentaires :

— Insertion d’un nouveau point dans la triangulation.

— Suppression d’'un sommet de degré trois de la triangulation.

— Bascule d’une aréte de la triangulation.
Les structures de données proposées dans le reste de cette these supportent ces trois

opérations élémentaires.
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Chapitre 2

Etat de lart

Les structures de données, et notamment les structures de données géométriques sont
utilisées dans de nombreux domaines allant de la conception assistée par ordinateur et
du calcul par éléments finis[Frey 00], & la modélisation des terrains, et a la modélisation
tridimensionnelle, en passant par toute une gamme d’applications couvrant différentes
disciplines telle que le graphisme[Zach 03], la modélisation, et la théorie des graphes.

Les travaux de base ont visé la conception de structures de données[Meht 04] qui
soient efficaces, rapides et simples, tout en respectant les exigences des différentes types
et objectifs des applications[Good 00]. Ce compromis n’est pas toujours facile a gérer,
car les applications ne sont pas toujours catégorisées. L’efficacité en termes de temps
d’exécution est demandée pour les applications en temps réel, ou le besoin de réduire
I’espace utilisé en mémoire passe généralement en second plan. Tandis que 1’économie en
matiere d’occupation mémoire se pose pour le traitement des gros modeles, et induit dans
la plupart des cas une diminution d’efficacité et une perte de simplicité en termes de mode
d’acces aux éléments de la structure en ajoutant des niveaux d’indirection.

Nous allons voir dans ce chapitre une description des différentes solutions qui ont été
proposées pour la réalisation de structures de données géométriques visant a répondre aux
différentes exigences imposées par la variété des applications. Allant de simples structures
de données, explicites et congues pour des petits jeux de données, aux structures de données
compactes ou succinctes. Nous allons voir aussi les grandes lignes des algorithmes de
compression, et les structures de données proposées pour les applications faisant appel

aux mémoires auxiliaires.

2.1 Les structures de données a base d’arétes

Cette partie est consacrée aux modes de représentations qui ont été proposées pour les
modeles polygonaux en général, et pas seulement les triangulations, et dont ’objet de base

est I’aréte, ou la demi-aréte. Ces structures se sont développées autour de la modélisation
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des solides et des surfaces[Mant 87]. Dans ce type de structures, 'information topologique

est contenue principalement dans les arétes de 1’objet.

2.1.1 La structure de ’aréte ailée

La premiere structure & base d’arétes a été proposée par Baumgart[Baum 72, Baum 75],

qui proposa une structure qu’il nomma aréte ailée (voir figure 2.1).

F1G. 2.1: La structure de I’'aréte ailée : L’objet de base est ’aréte. Pour représenter ’aréte
a, ces informations sont utiles :(i) Les sommets de cette aréte X et Y (ii) Les deux faces
incidentes I et IT (iii) Les prédécesseurs et les successeurs pour cette aréte dans les deux

faces : b, ¢, d, et e.

La structure garde un tableau de sommets avec leurs coordonnées pour la géométrie
du modele. Pour la topologie, elle dispose de trois types de données :

— La face qui ne garde qu'un pointeur vers une aréte.

— L’aréte qui garde huit pointeurs :

— deux pointeurs vers les deux faces incidentes.

— deux pointeurs vers les deux sommets incidents.

— quatre pointeurs vers les arétes prédécesseurs et successeurs dans les deux faces (voir
la figure 2.1). Ces quatre pointeurs sont appelés les ailes de arétes, d’ou vient
la dénomination aréte ailée.

— Le sommet qui ne garde qu’un pointeur vers une aréte incidente.

Cette structure permet l'itération sur les sommets, les arétes, et les faces; ainsi que la
circulation autour de ces trois complexes. L’auteur signale aussi 'efficacité de cette struc-
ture pour les applications nécessitant des fragmentations de faces ou d’arétes[Baum 74].

Le nombre d’arétes dans une triangulation d’une sphere topologique de n points et 2n
triangles est égal a 3n. Ce qui induit un coiit global pour représenter une telle triangulation
égal a 2n+x 14+ 3n x84+ nx 1 = 27n références. Ce qui est excessivement grand par rapport

a une représentation a base de triangles explicite comme nous verrons plus loin.
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2.1.2 La structure DCEL

Pour calculer I'intersection de deux polyedres convexes, Preparata et Muller[Mull 78]
ont proposé une structure a base d’arétes vue comme une liste doublement connectée de
nceuds, qu'ils appellent Doubly-Connected-Edge-List (Liste d’arétes doublement connectée)
ou DCEL.

La structure est congue pour la représentation des subdivisions planaires[Prep 85], et
I'objet de base dans la structure est I'aréte, et chaque aréte a est représentée par un noeud
contenant six champs (voir figure 2.2) :

— Le sommet de départ de 'aréte v1.

— Le sommet d’arrivée de l'aréte v2.

La face droite a l'aréte f1.

— La face gauche a l'aréte f2.

Un pointeur vers 'aréte suivante (dans le sens direct choisi) en tournant autour du

sommet v1, en partant de 'aréte courante.

Un pointeur vers 'aréte suivante (dans le sens direct choisi) en tournant autour du
sommet v2, en partant de 'aréte courante.
Le cout de représentation d’une telle structure est égal a 6 x 3n = 18n références pour

une triangulation de n sommets.

o w
" A

Fic. 2.2: La structure DCEL : L’objet de base est l’aréte. Pour représenter 'aréte a,

ces informations sont utiles :(i) Les sommets de cette aréte vl et v2 (ii) Les deux faces
incidentes F'1 et F2 (iii) Les prédécesseurs et les successeurs pour cette aréte autour des

deux sommets dans le sens direct : pl, p2.

2.1.3 La structure Quad-Edge

Guibas et al.[Guib 83] proposent une structure complétement a base d’arétes, pour
modéliser & la fois une subdivision de I'espace, et sa duale (notamment la triangulation de

Delaunay et le diagramme de Voronof).
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L’idée de base est de représenter chaque aréte e de la structure par quatre quad-edges
efi] (i=0..3); les deux quad-edges e[0] et e[1] sont les deux versions orientées de e, et les
deux quad-edges e[2] et ¢[3] sont les deux versions orientées de l’aréte duale de e. Pour
chaque quad-edge eli], un champ suivant est ajouté permettant de tourner autour du
meéme sommet dans le sens direct choisi. Des primitives sont introduites pour permettre la
navigation dans la structure, telles que la rotation d’une aréte pour passer de l'aréte a sa
duale, la symétrique pour passer de I'aréte a son opposée, et deux primitives pour accéder
a laréte suivante et précédente dans le sens direct choisi (voir figure2.3).

Si on considere une implémentation minimale des arétes, incluant trois informations
pour l'aréte, soit le sommet de départ, le sommet d’arrivée, et une face incidente. Le cofit
global pour une triangulation de n sommets et 2n triangles est égal & 3n x4 x 3 = 36n
références.

Le grand avantage de cette technique est bien évidemment la possibilité de manipuler

la subdivision primaire, et duale en utilisant la méme structure.

Fia. 2.3: La représentation quad-edge supporte la représentation de la subdivision et de sa
duale (7) les quad-edges son en bleu (i7) les sommets sont en vert (iii) et les faces sont en
rouge[Guib 83] : (A) un quad-edge avec les liens suivant et précédent (B) La subdivision

a représenter (C) La structure Quad-edge associée.

2.1.4 La structure demi-aréte

Kevin Weiler[Weil 85] propose une série de structures de données a base d’arétes jugées

adéquates pour la modélisation des objets en CAD (Computer Aided Design) et en CAM
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(Computer Aided Manufacturing). 11 présente notamment une étude sur la suffisance de
ces structures a représenter des subdivisions (capacité & représenter toute la topologie, et

a accéder a tous les simplexes de la structure).

Une variante de ’aréte ailée

La premiere solution qu’il propose est une modification de la structure aréte ailée,
a laquelle il ajoute une information side & chaque référence d’aréte pointée par 'aréte
courante (les références des quatre arétes prédécesseurs et successeurs a 'aréte courante).
Cette information side indique de quel coté l'aréte référencée est franchie (side doit tou-
jours indiquer le c6té de la face incidente a toutes les arétes, voir figure 2.4). Ce surcoit
en mémoire est justifié par la réduction de la complexité algorithmique pendant ’acces et

le parcours des éléments.

Une structure Sommet-Aréte

La seconde structure est la structure sommet-aréte. C’est une structure dont I'objet
de base est la demi-aréte. L’aréte est alors subdivisée en deux demi-arétes, chacune associée
a une extrémité (qu'on appelle sommet de référence). Cette demi-aréte se trouve alors
adjacente a d’autres demi-arétes autour d’un sommet. La représentation associe a chaque
demi-aréte les références suivantes :

— La demi-aréte suivante en tournant autour du sommet de référence.

— Le sommet opposé au sommet de référence.

— Une face incidente.

— La demi-aréte associée a ’autre sommet.

Une autre information optionnelle qui est la demi-aréte précédente.
Les notions de suivante et précédente sont liées au choix d’orientation autour du sommet
de référence. Le cotit global est égal a 3 x 5 = 15n références pour une triangulation de la

sphere ayant n sommets.

Une structure Face-Aréte

La troisieme structure est la structure face-aréte. C’est aussi une structure dont 1’ob-
jet de base est la demi-aréte. L’aréte est subdivisée en deux demi-arétes, chacune associée
a l'une des deux faces incidentes (qu'on appelle faces de références). Les informations
associées a chaque demi-aréte sont les suivantes :

— La demi-aréte suivante dans la face de référence.

— Une référence vers un sommet incident.

La face opposée a la face de référence.

— La demi-aréte associée & ’autre face.
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— Une information optionnelle qui est la demi-aréte précédente.
Les notions de suivante et précédente sont liées au choix de l'orientation dans la face

de référence.

daréte_préc_2
sommet_]1 sommet_2
daréte_suiv_1 |daréte_suiv_2
daréte_préc_1 |daréte_préc_2
face_1 face_2

daréte_suiv_1 |coté_suiv_1 [daréte_suiv_2 |cOHté_suiv_2
daréte_préc_2(coté_préc_1|daréte_préc_2|coté préc_2

daréte_suiv_1

sommet_2

sommet_1 sommet_2 sommet_1

daréte_préc_1

face_1 face_2 daréte_suiv_2
R . 5 : ré ré
sommet daréte_suiv daréte_préc sommet daréte_préc
daréte_suiv daréte_suiv
daréte_préc face daréte_préc face
face face
daréte_opp sommet daréte_opp [sommet daréte_suiv

Fi1G. 2.4: La modélisation de I’aréte dans les structures de données a base d’arétes proposées
par Kevin Weiler[Weil 85] : (A) La structure de l'aréte ailée de Baugmart[Baum 75] (B)
La version modifiée de I'aréte ailée en ajoutant un entier a la référence de ’aréte indiquant
de quel coté de laréte on est arrivé (C) La structure & base de demi-arétes Sommet-Aréte
ou la demi-aréte est identifiée par son sommet de référence (D) La structure a base de

demi-arétes Face-Aréte ou la demi-aréte est identifiée par sa face de référence.

Dans le cas des triangulations, les deux structures face-aréte et sommet-aréte se res-
semblent, et induisent le méme cout en mémoire. Néanmoins, le cotit d’acces aux sommets
et aux faces different. La structure face-aréte modélise la face par un simple cycle de trois
demi-arétes, alors que la structure sommet-aréte la modélise par un cycle de six demi-
arétes. Le parcours des arétes incidentes a un sommet est par contre deux fois plus rapide

dans la représentation sommet-aréte que dans la représentation face-aréte

2.1.5 Les n-GMaps

Lienhart[Lien 89] introduit un nouveau concept dans la représentation de la topologie
de subdivisions de surfaces[Grif 76] en dimension n. Il s’agit des n-G-maps (ou le n réfere

a la dimension de la surface). Le concept de base dans cette représentation, largement
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utilisé dans différents domaines, et notamment la modélisation géologique[Halb 99], est le
brin. Ces brins correspondent aux occurrences des arétes dans les facettes de la subdivi-
sions. La structure de données est alors définie par I’ensemble des ces brins, et un ensemble
d’opérateurs oy, 7 = 1..n qui permettent de répondre aux requétes, et de modifier la struc-
ture (voir figure 2.5).

Pour les triangulations, les brins sont définis comme des triplets (v;,ej,t;), ol v; est un
sommet de la triangulation, e; est une aréte de la triangulation, et ¢; est un triangle de la
triangulation. Les opérateurs «; appliqués a un triplet d sont définis comme suit[Hjel 06] :

— ap(d) permet I'acces a un triplet ayant la méme aréte et le méme triangle, mais avec

un sommet différent.

— a1(d) permet 'acces a un triplet ayant le méme sommet et le méme triangle, mais

avec une aréte différente.

— ay(d) permet 'acces a un triplet ayant le méme sommet et la méme aréte, mais avec

un triangle différent.

L’itération des opérateurs «; permet le parcours de la triangulation et ’acces a tous
les objets définis. Sur le bord de la triangulation, les arétes sont considérées comme des
points fixes de I'itérateur associé a 'opérateur as, vu que cet opérateur retourne la méme
aréte.

Les triangles dans ce type de représentation sont définis implicitement comme étant

des cycles de simplexes de dimensions inférieurs (soit les sommets et les arétes).

FiG. 2.5: La structure G-maps en dimension 2, les brins représentent ’objet de base dans
cette représentation : (a) le brin d est un triplet (v;, e;,t;) (b) les applications des fonctions

g, a1, et as permettent le parcours de la structure.

2.1.6 La structure de 1’Aréte orientée

Campagna et al.[Camp 98] proposent une représentation similaire a celle utilisant les
demi-arétes de Weiler[Weil 85] dans laquelle 'objet de base est appelé aréte orientée. Pour

chaque aréte orientée, on garde les informations suivantes :
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— Le sommet de départ de I'aréte.

— Le sommet d’arrivée.

— L’aréte orientée précédente.

— L’aréte orientée suivante.

— L’aréte orientée voisine.

En plus, une référence & une aréte orientée peut étre ajoutée dans chaque sommet.

La structure de données garde toutes les arétes orientées de la triangulation dans un
tableau, de sorte que chaque triangle soit représenté par les trois arétes orientées dont les
indices au tableau sont du type ¢, i + 1, et ¢ = 2. Ce qui permet de représenter un triangle
par un seul indice qui est I'indice de la premiere aréte orientée dans le tableau.

Le nombre d’arétes orientées dans une triangulation de n points étant égal a 6n, cela

conduit a un cott global de 2n + 6n * 5 + n = 33n références.

L’auteur propose une approche & plusieurs niveaux :

— La structure a taille complete : Celle décrite jusqu’ici.

— La structure a taille moyenne : Trois références seulement pour chaque aréte orientée :
Le sommet d’arrivée, La demi-aréte voisine, et la demi-aréte précédente. Cette struc-
ture induit un cotit global de 19n références pour une triangulation de n points.

— La structure & taille réduite : Deux références sont stockées dans chaque aréte
orientée : Le sommet d’arrivée, et la demi-aréte voisine. Le colit global est de 13n
références pour une triangulation de n points. Avec la référence stockée dans chaque
sommet, qui est la référence d’une demi-aréte partante, le parcours de la topologie

de la triangulation est garanti.

2.2 Les structures a base de triangles

Dans ce type de représentation, le concept de base est le triangle. La structure de
base utilise deux tableaux : un pour les sommets ou les coordonnées géométriques sont
stockées ; le deuxieme est pour les triangles, ou on stocke les références des trois sommets
qui définissent ce triangle. Cette structure minimale requiert 6n références pour une tri-
angulation de n points. Cependant, I’acces aux voisins ne peut se faire en temps constant.

Pour avoir plus de performance, on permet un acces en temps constant aux voisins.
Les références des trois triangles voisins peuvent étre ajouté a la structure du triangle,
ce qui augmente le cout de stockage & 12n références. Et si une référence est ajoutée a
chaque sommet pour pouvoir accéder a un triangle incident, le colit augmente encore a
13n références.

Ce type des représentation est largement utilisé en pratique[Shew 96, TRIANGLE,
CGALJ, vu qu’il permet un stockage minimal par comparaison aux autres stratégies, tout

en gardant une réponse en temps constant aux requétes d’incidence et de voisinage.
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La capacité de représentation

En matiere de pouvoir de représentation de subdivisions de plans, il existe une cor-
respondance entre les subdivisions et les représentations. Les cartes planaires sont mieux
décrites par les structures a base de demi-arétes et par les G — Maps, vu que les degrés des
faces ne sont pas bornés. Alors que les triangulations sont mieux décrites par les structures

a base de triangles, puisqu’il est 'objet de base dans de nombreuses applications.

2.3 Les structures a base de sommets

Dans ce type de structures[Clin 84], la triangulation est représentée comme un graphe
d’incidence entre les noeuds (les sommets) de la triangulation.

La structure est une liste de sommets, ot chaque sommet garde son degré (le nombre
de ses sommets voisins), la liste de ces voisins, et une marque indiquant si ce sommet est
un sommet du bord ou non.

Vu que le degré moyen d’un sommet dans une triangulation de n points est égal a 6,

le cotit d’une telle structure est 7n références.

2.3.1 Star-Vertices

Star-vertices[Kall 01b] est une structures de données dont ’objet de base est le sommet,
et qui est congue pour représenter des maillages planaires arbitraires.

Cette structure est décrite dans la figure 2.6. L’objet de base est le sommet, et a chaque
sommet v sont associés ces attributs :

— Les coordonnées du point en question.

— Les références de tous les sommets voisins a v.

— Plus un indice pour chaque voisin v’ indiquant lequel des voisins de v/, en I’occurrence

v”, forme une face avec v et v'.

La derniere information permet de parcourir les sommets et les arétes d’une face de
maniere directe. Mais dans la structure de base, elle peut étre omise sans perturber 1’acces
a l'information.

Les auteurs présentent en plus une généralisation du concept d’itérateur, qu’ils ap-
pellent travel, qui permet d’itérer sur les élément du maillage (en I'occurrence les sommets)
pour faciliter a 'utilisateur le parcours du maillage, et de considérer une représentation
implicite des faces.

Sachant que la moyenne des degrés des sommets dans une triangulation est estimée a
6, le cotlit global de cette structure pour la triangulation d’une sphere a n point est de Tn
références.

Cette technique souffre d’un inconvénient majeur, qui est I’absence de ’objet de base :
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Fi1G. 2.6: Le diagramme de connectivité de la structure Star-Vertices[Kall 01b]. Les
fleches représentent les références d’un sommet vers ses voisins, les fleches en pointillés,

représentent les indices utilisés pour retrouver le sommet suivant dans la face incidente.

le triangle. Ce point ne se posait pas pour les auteurs de la méthode, car leurs subdivi-
sions n’étaient pas que triangulaires[Kall 0la]. Un autre désavantage est le temps d’acces
proportionnel au degré du sommet impliqué dans une opération. Ce cotlit peut étre cher

lorsque les degrés des sommets ne sont pas controlés.

2.4 Les triangulations en pratique

Cette section est consacrée aux solutions pratiques qui ont été mise en oceuvre pour

représenter les triangulations.

2.4.1 Une structure de données a base de demi-arétes

En s’appuyant sur la programmation générique[Alex 01], adoptée par la bibliotheque
C++ STL[Stan 05, Muss 95, Brey 97]; Kettner [Kett 99] propose une conception logi-
cielle d’une structure de données a base de demi-arétes pour la modélisation des surfaces
polyédriques sans singularités. La structure adoptée est comparable a la structure face-
aréte (voir section 2.1.4). La structure offre les méthodes d’acces suivantes :

— susvante pour accéder a la demi-aréte suivante.

— opposée pour accéder a la demi-aréte opposée.

— précédente pour accéder a la demi-aréte précédente.

En plus, la structure garde pour chaque demi-aréte un sommet incident qui est le
sommet d’arrivée, et une face incidente qui est celle a gauche de la demi-aréte, pour une
orientation triangulaire directe.

La version qui a été introduite dans la bibliotheque CGAL[CGAL], repose sur deux

concepts : La programmation en orienté objet, et la programmation générique en utilisant
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les templates de C++[Vand 02].

La conception du composant de la bibliotheque CGAL[Kett 07] est illustrée dans
la figure 2.7. Cette conception est un peu différente de celle présentée dans I’article

original[Kett 99].

Polyhedron
e provides ease—of—use
e protects combinatorial integrity
e defines circulators
o defines extended vertex, halfedge, facet

Vertex
Halfedge
Facet

Halfedge_data_structure L—N A

e manages storage (container class)
o defines handles and iterators C; ;D

V4 V4 V4

Items

e stores actual information Vertex Halfedge Facet
e contains user added data and functions

F1a. 2.7: La structure demi-aréte de CGAL[Kett 99] : La programmation orientée objet, et
la programmation générique permettent la séparation et la hiérarchie suivant les différents

niveaux de conception.

Une caractéristique commune avec tous les composants de CGAL[CGAL 07], est la
séparation entre la géométrie (les coordonnées des points et les informations associées), et

la topologie.
La topologie est représentée par trois niveaux :

— Le niveau objet ; ou sont définis les concepts correspondant aux objets réellement
gardés en mémoire, avec toutes les définitions des méthodes d’acces et de mise a
jour.

— Le niveau structure de données; ou la structure globale de stockage est définie, avec
les méthodes d’insertion, de modification, et de suppression d’éléments. C’est cette
partie qui se charge de ’allocation et de la restitution de la mémoire.

— Le niveau Polyedre ; qui est le niveau utilisateur. C’est dans ce niveau la que sont
définies les méthodes accessibles par l'utilisateur afin de conserver 'intégrité de la
structure. Les circulateurs qui permettent de visiter tous les voisins d’un sommet,

ou autour d’une face sont définis & ce niveau la.
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2.4.2 Les triangulations dans CGAL

Dans le méme contexte, 'implantation des triangulations dans la bibliotheque CGAL[Bois 02]
est & base de triangles (voir section 2.2), et repose sur la séparation entre la géométrie et
la topologie, et la programmation générique[CGAL 07, Fabr 00].

Plus de détails sur les triangulations de CGAL seront présentés dans le chapitre 3.

2.4.3 TTL (Template Triangulations Library)

Oyvind Hjelle propose une conception logicielle générique pour les triangulations[Hjel 00]
basée sur la représentation GMaps[Lien 89]. Ce travail est I’extension d’une autre concep-
tion dédiée a la modélisation géologique[Halb 99].

La conception utilise les templates[Vand 02] de C++ pour définir une interface générique
implantant les algorithmes et les méthodes de parcours et de modification, ainsi que les
opérateurs «;. Cette implantation prend comme parametre template le brin (voir sec-
tion 2.1.5), dont la définition, ainsi que les itérateurs sur les éléments de la triangulation
(les sommets, les arétes, et les triangles) sont laissés a 1'utilisateur pour satisfaire les besoins

et les spécificités de I'application.

Application

v

Triangulation
Template Library (TTL)

(Generic algorithms based on G-maps)

Topological elements: Darts D = {d}
Iterators a ;: D-> D, i=0,1,2

v *

Interface to application data structure
Implements Dart and a-iterators

v

Application Data Structure

F1a. 2.8: La conception de la Template Triangulations Library proposée par yvind
Hjelle[Hjel 00].

2.5 La compression des structures triangulaires

La compression des maillages (ou de triangulations) consiste a coder la triangulation
en éliminant au maximum la redondance en maximisant ’entropie de la structure. La
structure de données apres la compression est inexploitable, et pour pouvoir manipuler la

structure, ou accéder aux éléments, il faut décompresser toute la structure et reconstruire
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la structure explicite.

Pour une étude détaillée et complete des techniques de compression de maillages et
de triangulations, une vaste gamme de publications existe[Alli 05, Gand 01, Gumh 00,
Gots 01, Isen, Lewi, Peng 05, Ross 03a, Ross 04].

Nous allons présenter dans cette section les différentes stratégies utilisées pour com-
presser les triangulations, en décrivant brievement les algorithmes les plus connus dans

chacune d’elle.

2.5.1 Séparation entre la topologie et la géométrie

Comme pour les structures de données explicites, la compression des structures géométriques
sépare les deux aspects de la triangulation : la topologie, et la géométrie.
La plupart des algorithmes de compression sont définis suivant un schéma comprimant
la topologie d’abord, vu que la topologie occupe la plus grande partie de la structure.
Cependant, apres les progres réalisés sur cette partie, la partie dominante apres codage
est souvent la géométrie. C’est pourquoi une attention plus grande a été portée sur la

compression de la géométrie des maillages dans des travaux récents[Peng 05, Alex 01].

2.5.2 Codage de la topologie
Codage des graphes planaires

La compression des maillages surfaciques|Cast 06a, Isen 05¢| (notamment des triangu-
lations planaires) trouve ses racines dans le codage des graphes[Tutt 62, Tura 84, Keel 95].
Le principe est quasiment le méme dans toutes les approches, et consiste a définir un ordre
d’énumération sur les sommets (ou/et) les faces de la subdivision (triangulation ou autre)
suivant un schéma de parcours ; le maillage est ainsi parcouru et un code unique est généré
permettant au décodeur de reconstruire intégralement la topologie initiale.

Théoriquement, la borne inférieure pour la représentation d’une triangulation planaire
est 3,24 bps (bits par sommet)[Tutt 62]. Turan a fourni le premier algorithme permet-
tant un codage en nombre constant de bits pour les graphes planaires|Tura 84] avec 4
bits par aréte, ou 12 bits par sommet pour les triangulations, qui peut étre optimisé a
6 bits par sommet[Isen 05¢c]. Keeler et Westbrook[Keel 95] proposent un algorithme pour
réaliser un codage de 3,58 bits par aréte pour les graphes planaires, et 4, 6 bits par sommet

pour les triangulations.

Compression de maillages

Le passage du codage des graphes planaires a la compression des maillages a été inau-
guré par Taubin et Rossignac[Taub 98]. Le format comprimé du maillage est défini par

deux arbres couvrants, I'un pour les sommets, 'autre pour les faces, codé en longueurs

27



CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

de chemins. Les taux pratiques présentés sont autour de 4 bits par sommet. Les travaux

suivant dans la compression des maillages peuvent étre classés comme ceci :

B
&

A
&

I \ %
Pt
£l e

Fia. 2.9: Le parcours des faces d’un maillage en profondeur d’abord pour le codage de la

traingulation[Gumh 98].

Les approches a base de triangles

Gumbhold et Straer[Gumh 98] proposent un parcours en largeur d’abord de la triangu-
lation & partir d’un triangle choisi (voir figure 2.9). La triangulation est divisée en deux
régions : La région visitée, et la région a visiter. Le parcours se poursuit en émettant
un code associé a chaque cas de figure rencontré lors de la conquéte d’un nouveau tri-
angle. Un code supplémentaire est ajouté lorsqu'un split apparait (lorsque le bord de
la région conquise s’auto-intersecte, voir figure 2.10). Les résultats présentés vont de
4 bits par sommet pour les maillages simples a 8 bits lorsque le genre est élevé, ce qui est
justifié par 'augmentation du nombre de splits.

Un des algorithmes de compression les plus connus a été proposé par Rossignac[Ross 99a] :
Edgebreaker. L’algorithme consiste a visiter la triangulation en parcourant les triangles
en profondeur d’abord (parcours de la triangulation en spirale), et a engendrer un code
de sortie & cinq étiquettes c-l-r-e-s (dont une étiquette pour les splits) associant une

étiquette a chaque triangle de maniere a permettre au décodeur de reconstruire la to-
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split cut border "0 ,"

n=6 cutborder 33}
part 1

Fia. 2.10: Les splits dans le codage des triangulations : auto-intersection du bord de la

région conquise lors du codage d’une triangulation[Gumh 98].

pologie exacte de la triangulation. Une nouvelle structure de données appelée Corner
Table[Ross 01, Ross 03b] est utilisée pour représenter et modifier la triangulation au cours
du traitement. Cette structure est la suivante :

— La géométrie est gardée dans un tableau ou chaque entrée correspond & un sommet
et stocke les trois coordonnées du sommet.

— Un triangle est défini par des références vers les trois sommets incidents. Le nombre
de triangles est t. Les triangles sont stockés dans la méme table V' utilisée pour les
sommets sous forme de trois corners.

— La topologie est gardée comme une liste de correspondances Sommet-Triangle dans
une table V' a 3t entrées : chaque entrée dans cette table représente un corner défini
par un sommet de la triangulation et un triangle.

— Pour pouvoir parcourir la triangulation, les opérations suivant et précédent sont
définies pour accéder aux corners suivant et précédent dans le méme triangle a partir
du troisieme corner dans ce triangle.

— Des informations additionnelles peuvent étre ajoutées ou cachées pour permettre un
acces directe et efficace aux voisins : Le corner opposé a un corner donné, le corner
gauche et droit d’un corner donné (voir figue 2.11).

Pour marquer les sommets et les triangles visités lors du parcours de la triangulation
pendant la compression, un bit est ajouté pour chaque sommet et pour chaque triangle.
Le parcours est effectué en profondeur d’abord en boucle, et marque les triangles et les
sommets visités au fur et & mesure. Le triangle courant est repéré par son corner ¢ opposé
a laréte qui a permis de laffranchir lors du parcours. Suivant le cas qui se présente (en
testant les marques des sommets -visités ou pas- et les marques des voisins), une étiquette
est insérée dans le code de sortie (voir figure 2.12).

Plusieurs variantes et adaptations ont été proposées pour cette approche ; un pré-traitement

du maillage pour le rendre adapté a la méthode[Atte 03], une adaptation pour les sur-
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FiG. 2.11: La structure Corner Table représente chaque corner ¢ par son sommet c.v, son
corner suivant c.n, son corner précédent c.p, son corner gauche c.l, son corner droit c.r, et

son corner opposé c.o[Ross 03b].

faces de genres différents de zéro[Lope 02], une généralisation pour les surfaces arbi-
traires (en genre et en nombre de composantes)[Lewi 04], une spécialisation pour les
maillages réguliers[Szym 01], des optimisations apportées au décodeur[Ross 99b][Isen 05¢],
une généralisation pour les maillages tétraedriques[Szym 00], et non-triangulaires[Kron 01].

Une étude des bornes et des taux réalisés de ’algorithme a été également publiée[King 99].

AN

PACLRA 4

F1G. 2.12: Les regles de parcours du codeur edgebreaker exprimées comme des états : (a)

Le triangle a visiter a une étape du parcours est représenté par z ; son parent dans ’arbre
couvrant est P ; les sommets et les faces conquis sont colorés en rouge ; et le code émis est
exprimé dans le triangle courant apres son déplacement vers la zone conquise (b) Lorsque
une auto-intersection apparait dans le bord de la zone conquise, un triangle est mis dans
la pile, et 'autre détermine le chemin a explorer, quand le chemin est traité en entier, le

premier triangle est tiré de la pile, et le reste des triangles est traité[Ross 99b].
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Les approches a base d’arétes

Une approche basée sur le parcours du graphe dual de la triangulation[Li 98] consiste a
parcourir les faces de la triangulation en profondeur d’abord. Les colits sont en pratique
estimés a 3 bits par sommet en moyenne. Un autre algorithme & base d’arétes est proposé
par Isenburg et al.[Isen 00a, Isen 00b], ot une frontiere est maintenue entre la région visitée
et la région a visiter, et une aréte dite porte réalise le passage des triangles entre les deux
régions. L’algorithme utilise huit symboles pour coder les cas de figures lors de la mise a
jour de la frontiere. Les taux de compression pratiques présentés varient suivant les types

de maillages : on obtient des cotuts allant de 1 a 4 bits par sommet.

Les approches a base de sommets

Dans une telle approche, appelées aussi Codage avec degrés des sommets, un sommet
du maillage est considéré comme pivot, autour duquel toutes les opérations sont entre-
prises. Dans[Toum 98], une liste active de sommets (un cycle de sommets du maillage)
est maintenue, et sépare le maillage en deux régions : interne (conquise), et externe (&
conquérir). Un sommet est choisi comme pivot dans cette liste, une fois ce sommet traité
(apres avoir conquis tous les sommets voisins et avoir généré le code associé au degré
du sommet), un autre sommet est désigné comme pivot, et le précédent est transmis a
la région interne. Un offset est le nombre de sommets séparant deux sommets dans la
liste active dans le sens d’orientation direct choisi. Cet offset sert a repérer les positions
des splits (les auto-intersections de la liste active) le cas échéant. Les colits pratiques va-
rient entre 1 et 2 bits par sommet pour les modeles présentés|Toum 98]. Cette méthode a
été généralisée aux maillages polygonaux|Isen 02a, Isen 02c], et aux maillages volumiques
hexaedriques[Isen 02b, Isen 03a]. Une étude théorique sur une version modifiée de ’algo-

rithme est aussi disponible[Alli 01b].

Codage géométrique progressif

Gandoin[Gand 01] a proposé un ensemble de méthodes de compression qui donnent
la priorité a la géométrie, c’est a dire les coordonnées des sommets. Ces méthodes sont
progressives et sans perte d’information et adaptées a la transmission de données (voir fi-
gure 2.13). Ces méthodes sont adaptées a une large classe de structures géométriques non
nécessairement triangulaires et généralisables a n’importe quelle dimension.

Le principe de ’algorithme de base proposé est de définir des cellules contenant les
points a coder. En dimension 1, 2, et 3, les cellules sont respectivement le segment de
droite, le carré, et le cube. En dimension 2, la cellule doit étre subdivisée deux fois, et
récursivement. Un ordre de subdivision doit étre choisi et fixé afin que le codeur et le
décodeur puissent communiquer. La figure 2.13 montre un exemple de l'algorithme. Cet

algorithme permet d’obtenir un taux moyen de compression de 3, 6 bits par sommets pour
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AR RIEF

7 13 11/0101/30/01/2 [1leee
32 bits 3 2 231 .16 _23 .1 1 2 1
log 8 log4 logb log2log3...

Fia. 2.13: Compression progressive sans perte : La premiere étape consiste a coder les
coordonnées des points sur un nombre arbitraire de bits (32 par exemple). La deuxiéme
étape subdivise récursivement les cellules en deux, et code le nombre de points contenus
dans I'une des deux cellules sur un nombre de bits optimal. L’algorithme termine lorsqu’il
n’y a plus de cellules subdivisibles. La sortie de ’algorithme est la suite des nombres de

points situés sur les cellules successives.[Gand 02].

les maillages triangulaires surfaciques.

Autres approches

Le codage progressif[Hopp 96] ou multi-résolution[EDan 05] vise & compresser le maillage
tout en produisant des niveaux de détails permettant de passer d’une représentation éparse
a des représentations plus détaillés. Ces techniques sont souvent combinées a des techniques
de simplification[Alli 01a, Cohe 99, Khod 00, Paja 00].

Une approche générale pour les maillages a faces arbitraires[lKhod 02] consiste a coder
simultanément les degrés des faces et des sommets. Dans[Lee 02], un parcours & base
d’arétes est associé a un critere géométrique pour la sélection de la bonne aréte a franchir

lors du passage de la zone visitée a la zone non-visitée.

Codage optimal de graphes

Il est a noter que des progrés dans le codage optimal des graphes planaires ont été
réalisés récemment[He 99][Chia 01], basés dans la plupart d’entre eux sur le travail de
Schnyder[Schn 90]. Une décomposition particuliere de Schnyder d’une triangulation en
trois arbres couvrants peut donner lieu a un codage optimal des triangulations en temps
linéaire[Poul 03, Poul 06].
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2.5.3 Codage de la géométrie

Le schéma classique pour la compression de 'information géométrique associée aux

maillages contient trois étapes :

La quantification

Cette étape exploite la limitation de la perception de I’ceil humain. Les coordonnées
des points sont quantifiées pour passer de la représentation explicite (par exemple une
représentation IEEE de flottant sur 32 — bits) a une précision moins gourmande en bits.
Plusieurs versions peuvent étre utilisées, allant de la quantification uniforme sur 16 ou 8 —
bits, a la quantification non-uniforme[Gers 91]. La quantification vectorielle|Gers 91], a
été récemment introduite dans la compression des données associées aux sommets d’un
maillage[Chou 02, Lee 00], ou le schéma présenté ici est un peu modifié : la prédiction
est réalisé en premier, ensuite les résidus d’une position sont codés ensemble par une

quantification vectorielle pour exploiter la corrélation existante.

La prédiction des positions

Le but de cette étape est de prédire la position d’un sommet a partir des positions
des sommets déja visités. Plusieurs schémas ont été introduits dans la littérature, comme
la prédiction delta[Deer 95, Chow 97], ou les différences entre les positions des sommets
voisins sont gardées au lieu des positions originales. La prédiction linéaire[Taub 98] consiste
a remplacer la position actuelle par une combinaison linéaire des sommets déja visités. La
régle du parallélogramme[Toum 98] code 'erreur entre la position actuelle du sommet et
celle estimée au quatrieme sommet du parallélogramme construit par les trois sommets
d’un triangle opposé (voir figure2.14). La prédiction d’ordre deux[Baja 99] est réalisée en

deux phase : une prédiction simple, suivie d’une prédiction sur les prédictions.

Fi1Gc. 2.14: La prédiction de la position de la quatrieme position par un parallélogramme

(en gris), renvoie une erreur (en rouge) comme Résidu[Isen 00b].
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Le codage d’entropie

Le codage entropique[Cove 06], comme le codage de Huffman, ou le codage arithmétique ;
consiste a compacter le résultat de la compression géométrique associées souvent a la com-

pression topologique, pour construire le bloc comprimé final.

2.6 Les traitements en mémoire auxiliaire

Les représentations utilisées pour les données géométriques (dont les formats commer-
cialisés comme OBJ de Wavefront Technologies et standards comme VRML[ISOIa]) sont
souvent indexées : les sommets sont énumérés en premier, avec leurs coordonnées, ensuite
les faces sont listées et représentées par les indices de leurs sommets.

Cependant le traitement des maillages gigantesques de 'ordre de milliards de triangles
se trouve limité par ces représentations. En effet, a partir d’une face, I'indirection nécessaire
pour accéder a ses sommets peut étre tres colteuse lorsque le volume & indexer est tres
large, voire impossible quand ceci dépasse la plage adressable dans la mémoire de la ma-
chine. D’ou 'intérét des méthodes suivantes appelées généralement Out of Core.

Les techniques de traitement de structures géométriques en mémoire auxiliaire[Cran 06,
Silv] sont analogues a celles développées pour minimiser les défauts de pages en mémoire
vive[Arge 04]. Et nécessitent souvent un ré-arrangement des données effectué généralement

en mémoire externe[Vitt 99].

2.6.1 La soupe de triangles

Une solution intuitive consiste a ne pas énumérer les sommets, et a inclure directement
les coordonnées des sommets dans les faces. Cette solution permet de traiter les faces
d’un maillage de maniere indépendante, et d’éviter 1’étape d’indirection. Mais la mise a
jour des sommets, et le parcours de son voisinage n’est pas aussi facile que dans le for-
mat indexé. Cette technique a été introduite pour plusieurs types d’applications[Lind 00,
Lind 01, Wu 03]. La représentation explicite des parties du maillage présentes en mémoire

de travail est généralement indexée.

2.6.2 Les structures hiérarchiques

Appelées aussi les structures multi-résolutions. Ces structures permettent l'acces au
maillage par récurrence sur des subdivisions spatiales. Ces structures sont aussi utilisées
pour ajuster le niveau de détails des maillages[Flor 05]. Les structures de base communes
entre ces structure sont les arbres (notamment les B-trees[Sedg 84] et ses dérivés[Silv]).

Cignoni et al.[Cign 03] proposent une version adaptée de 1’octree[Same 90b, Same 90a]

dédiée pour les algorithmes génériques Out of Core sur les maillages, appelée Octree Based
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Ezternal Memory Mesh. Cette structure repose sur une décomposition du cube englobant
la triangulation récursivement jusqu’a ce que la taille désirée des cubes élémentaires (ex-
primée en nombre de sommets par cube, qui sont indexés localement dans le cube) soit
atteinte. Ces cubes élémentaires sont les feuilles de I'arbre, et sont stockées sur le disque
externe, et chargées en mémoire a la demande. Une variante de la représentation par octree
a été adaptée a la multi-résolutions des maillages|Garl 05], dans laquelle les noeuds internes
de l’arbre gardent des représentants épars des sommets du niveau inférieur pour permettre
une construction grossiere a ce niveau la. Dans ces structures, ’occupation mémoire per-
manente se restreint a ’arbre de recherche des blocs, tandis que les données réelles sont

chargées en fonction des besoins.

2.6.3 Les formats Streaming

Pour avoir une structure de données adaptée au traitement de maillage, dans le cas ou
ceci se fait séquentiellement, Isenburg et al.[Isen 05a] ont proposée une structure ordonnée,
qu’il appelaient Streaming Mesh. Le but est d’avoir un format qui permet de passer le
maillage en flot dans la mémoire de travail pour pouvoir le traiter sans avoir besoin de
charger des parties résidentes dans la mémoire auxiliaire. Pour ce faire, les sommets et
les faces du maillage sont intercalés dans la méme structure. Au fur et & mesure que les
faces défilent dans la structure, les sommets sont introduits dans le flots (lorsqu’une face
les référence), ou finalisés lorsqu’ils ne sont plus référencés par aucune face. Ce format
a été utilisé pour la compression des gros maillages[Isen 05b, Isen 03b, Isen 06a], pour la
simplification des maillages[Isen 03c], et aussi pour la construction de la triangulation de
Delaunay|Isen 06b].

2.7 Les structures de données compactes

Entre les structures de données explicites, et le codage des triangulation, il existe une
troisieme gamme de structures appelées structures compactes. Ce type de structures vise
deux objectifs :

— Avoir une structure qui soit exploitable localement : ce qui veut dire que I'acces aux

composant se fait en temps constant.

— Minimiser en méme temps ’espace occupé par la structure, pour que cette derniere

tienne en mémoire de travail, et par conséquent retarder le plus longuement possible

le recours au transfert avec la mémoire auxiliaire.

2.7.1 La structure de Blandford et al.

Blandford et al.[Blan 03a, Blan 05] ont proposé des structures de données pour les

maillages bidimensionnels et tridimensionnels.
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La structure de données proposée peut étre a base de sommets, ou & base d’arétes[Blan 06] :

La structure a base d’arétes

La structure stocke une paire (cle, donnee) pour chaque aréte, ou la clé est une paire
(a,b), et la donnée est la paire (¢, d). Cette paire modélise I’aréte partagée par les deux faces
voisines abc et bad. Sil'une des deux faces n’existe pas (le cas du bord de la triangulation), le
sommet de cette face manquante est remplacé par une notation spécifique (0 par exemple).
Ce qui revient a coder les liens des arétes (qui ne sont que deux sommets dans le cas
bidimensionnel).

Une seule aréte est gardée entre les deux arétes (a,b) et (b,a), c’est le sommet ayant
le point le plus petit qui est toujours en premier par exemple (au sens lexicographique de
la comparaison).

Les opérations supportées par cette structure sont :

— rechercher(a,b) : rechercher les faces ayant (a,b) comme aréte.

— inserer(a, b, c) : insérer la face (a,b,c) dans le maillage.

— supprimer(a, b, c) : supprimer la face (a, b, c¢) du maillage.

Le gain en mémoire est obtenu en utilisant les différences d’étiquettes au lieu des
étiquettes réelles, ce qui permet de minimiser le nombre de bits nécessaire a la représentation
des numeéros.

Pour chaque aréte, on stocke alors la paire ((a, —a), (c—a,d—a)). Ensuite, les différences
b—a, c—a et d, sont codés avec un code gammal[Elia 75] avec un bit de signe pour indiquer
les différences négatives. Les entrées du dictionnaire global sont enfin codées en utilisant

un code & longueur variable.

La structure a base de sommets

Cette structure est basée sur le stockage du cycle de voisins d’un sommet (appelé
aussi lien) pour chaque sommet. Le cycle est orienté dans le sens du complexe, et les
éléments de ce cycle sont les étiquettes des voisins et non pas les références (ou pointeurs)
réelles.

Le dictionnaire global contient des entrées, chacune associée & un sommet. L’entrée du
sommet a commence par le code gamma[Elia 75] de |al, le degré de ce sommet.

Les opérations supportées par cette structure sont :

— rechercher(a,b) : rechercher les faces ayant (a,b) comme aréte.

— inserer(a, b, c) : insérer la face (a,b,c) au maillage.

— supprimer(a, b, c) : supprimer la face (a, b, c) au maillage.

Comme pour la structure a base d’arétes, les différences des étiquettes sont utilisées

au lieu des étiquettes elles mémes, et ce pour gagner en mémoire. Le lien du sommet a :
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(ag, a1,.. a,) sera représenté par (a, a; — ap,.. an — ap) (voir la figure 2.15).

Lol sls]-2]-s]-s|1]

Fi1G. 2.15: La représentation compacte de Blandford et al. : Le voisinage du sommet 314
est codé par différences par rapport au premier élément de la liste (en 'occurrence 314);

6 étant le degré du sommet[Blan 06].

En pratique, le gain dépend de la disposition des sommets dans la structure. La dispo-
sition est bonne quand les différences d’étiquettes entre sommets voisins sont minimes. Ce
qui permet d’avoir des codes petits pour les différences qui codent les liens des sommets
pour la structure a base de sommets, et pour les liens des arétes pour la structure a base
d’arétes.

Pour réaliser cette distribution, les auteurs se basent sur leurs travaux sur la séparabilité
des graphes [Blan 03b, Blan 04]. La procédure consiste en une décomposition récursive en
utilisant la médiane de 'axe d’allongement des points (I'axe z ou y dont le diametre du
nuage de point est le plus grand).

Cette procédure suppose que ’ensemble des points est connu a ’avance. Dans le cas
contraire, la procédure affecte un étiquetage épars aux sommets, et a chaque insertion,
le nouveau sommet obtient une étiquette qui soit proche des ses voisins. Si la plage
d’étiquettes est saturée, la procédure ne prévoit aucune solution autre que la reconstruction
de la triangulation.

Par conséquent, 'utilisation d’une telle structure pour une construction incrémentale

d’une triangulation n’est pas trées commode.

2.7.2 La structure de Castelli Aleardi et al.

Dans ses travaux, Castelli Aleardi[Cast 06a] a travaillé sur les représentations com-
pactes des triangulations et des graphes planaires. Sa structure pour les triangulations
fera I’objet du travail décrit dans le chapitre 4.

La structure est hiérarchique, et utilise deux niveaux. Le premier niveau est une

décomposition de la triangulation en régions de taille ©((logm)?), ott m est le nombre
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2.8. CONCLUSION

de triangles de la triangulation. Ces régions sont appelées mini-triangulations. Ces mini-
triangulations sont subdivisées en régions plus petites de taille O(logm). Ces petites
régions sont appelées des micro-triangulations.

La structure représente chaque niveau par un graphe : Un graphe pour les micro-
triangulations, et un graphe pour les mini-triangulations.

Les micro-triangulations ne sont pas représentées explicitement. La structure garde un
catalogue de toutes les triangulations ayant ©(log m) triangles. Chaque micro-triangulation
garde uniquement un pointeur vers I’entrée du catalogue ayant la bonne configuration.

Le cott de cette structure est dominé par le cotut des pointeurs des micro-triangulations
vers le catalogue des micro-triangulations, contenant toutes les triangulations a bord de
taille au plus ©(logm). Puisqu'il existe au plus 227%™ triangulations & bord de taille
m, le cotut de ces pointeurs est 2.175m bits. Le cout global de cette structure est égal a

2.175m bits + O(mlﬂi{%) (voir figure 4.1).

2.8 Conclusion

Ce chapitre a présenté les grandes lignes des structures de données utilisées pour
la représentation des triangulations. Ces structures sont en majorité issues des besoins
spécifiques liées aux applications. Ces structures couvrent les représentations explicites ou
I’acces direct est garanti aux éléments de la structure; les représentations hiérarchiques,
ou la structure est subdivisée en blocs, et I'acces se fait au besoin, et ce sont les structures
adaptées pour les traitements en mémoire externe et ’ajustement en niveaux de détails. Le
codage des triangulation a été aussi présenté, car c’est la solution directe pour gagner en
espace mémoire sans se soucier de 'accessibilité aux données. Le reste de la these va étre
consacré aux travaux visant a développer des structures de données pour la représentation
des triangulations qui augmentent la capacité de ces structures tout en restant dans les

limites de la taille de la mémoire de travail.
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Structures de données compactes
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Chapitre 3

Représentation a base d’indices
dans CGAL

3.1 Introduction

La représentation des triangulations dans la bibliotheque CGAL utilise des pointeurs
comme références vers et entre les entités géométriques manipulées, qui sont les sommets,
les faces, et les cellules. Ceci permet une flexibilité vis a vis de l'utilisateur et du pro-
grammeur, ainsi qu’une efficacité au niveau de I'exécution. Cependant, pour des petites
triangulations (de l'ordre de quelques dizaines de milliers, voir quelques centaines de mil-
liers de sommets), les pointeurs occupant la taille du mot mémoire de la machine s’averent
un peu dispendieux au niveau de la mémoire allouée.

Dans ce chapitre, les pointeurs sont remplacés par des indices occupant exactement le
nombre de bits nécessaire pour la représentation des différentes références des entités de la
triangulation. Ce changement implique quelques révisions sur les conteneurs utilisés, et les
représentations internes en mémoire des types associés aux simplexes de la triangulation.
Cette idée est applicable en dimension 2, comme en dimension 3. Nous avons choisi de
Pexpérimenter sur les triangulations 3D de CGAL.

Bien que le temps d’exécution soit affecté par cette modification, les gains en mémoire
peuvent étre tres importants, surtout lorsque de nombreuses petites triangulations sont

manipulées.

3.1.1 Triangulation vs Triangulation Data Structure

La conception des triangulations dans la bibliotheque CGAL[CGAL, CGAL 07] sépare
les deux aspects de la triangulation, que sont la topologie, et la géométrie (voir sec-
tion 1.3.1). Cette séparation se traduit au niveau de l'implémentation par l'utilisation

de la programmation générique[Alex 01, Vand 02]. En effet, les triangulations sont des
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classes instanciées par deux parametres template, I'un pour la topologie, et I’autre pour la

géométrie. La définition est de la forme :

template < class GT, class TDS_3 > class Triangulation_3;

Les instanciations de ces deux parametres (GT et TDS_3) doivent satisfaire un certain
nombre de regles, ces régles sont rassemblées dans des concepts[CGAL 07]. Le concept est
la définition du type abstrait de la classe utilisée pour instancier le parametre template
correspondant.

Le concept du premier parametre (GT) définit les types de données des objets géométriques
tels que le point, le vecteur, et le segment, ainsi que les prédicats nécessaires a la construc-
tion de la triangulation tels que le prédicat pour calculer 'orientation de trois points. Le
cadre de cette these, et de ce chapitre notamment, ne couvre pas cet aspect géométrique,
c’est donc le deuxieme concept qui nous est intéressant. Le travail concerne alors la topo-
logie, qui est décrite en détail dans la section suivante.

Le deuxieme concept est appelé Triangulation Data Structure. Dans le reste de ce
chapitre, cette appellation est remplacée par son acronyme TDS_3.

La validité d’une triangulation en dimension 3 dans CG AL est définie par ce qui suit :

— La validité de sa structure de données, qui sera détaillée dans la section suivante.

L’orientation positive de toutes les cellules de la triangulation.

— Dans le cas dégénéré : chaque deux facettes adjacentes (u, v, wl) et (u, v, w2) ayant
Paréte (u, v) en commun, wl et w2 sont sur deux cotés opposés de (u, v).

— Si tous les points sont colinéaires, pour chaque deux arétes (u, v) et (u, w), v et w

sont a deux cOtés opposés de v.

Conventions : Une triangulation de points dans R? couvre I’espace R? et contient des
cellules ayant d + 1 sommets. Quelques unes sont infinies, et sont obtenues en joignant le
sommet infini a toutes les facettes de I'enveloppe convexe des points.

— en dimension 2 : la triangulation ne contient que des points coplanaires.

— en dimension 1 : la triangulation ne contient que des points colinéaires.

— en dimension 0 : la triangulation ne contient qu’un seul point fini (par opposition au

sommet infini).
— la dimension -1 est une convention pour désigner la triangulation qui ne contient que

le sommet infini.

3.2 La représentation de la TDS_3 de CGAL

La classe Triangulation_3 de CGAL[CGAL 07] est congue pour représenter la tri-
angulation d’un ensemble de points A dans R>. Elle consiste & partitionner I’enveloppe

convexe de A en tétraedres dont les sommets sont les points de A.
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neighbor(cw(i))

neighbor(ccw(i))

F1G. 3.1: Les conventions des triangulations de CGAL en dimension 2 (A) et en dimension

3 (B) : Les sommets sont numérotés dans 'ordre direct, et chaque voisin est opposé au
sommet du méme indice[ CGAL 07]. la fonction ccw(i) retourne le numéro suivant de @
dans le sens direct de l'orientation, et la fonction cw(i) retourne le numéro suivant dans

le sens opposé.

L’extérieur de I'enveloppe convexe de A est subdivisé en tétraedres en considérant que
chaque triangle sur ’enveloppe convexe est incident a un tétraedre infini ayant comme
quatriéme sommet un sommet auxiliaire appelé sommet infini. Ce qui permet de garantir
que chaque triangle est incident a deux tétraedres exactement.

La TDS_3 de CGAL représente la triangulation comme un ensemble de sommets (y
compris le sommet infini), et de cellules (y compris les cellules infinies), avec des relations
d’adjacence :

— Chaque sommet donne acces a une cellule incidente

— Chaque cellule donne acces a ses quatre sommets, et ses quatre voisins.

Les quatre sommets de chaque cellule sont numérotés de 0 a 3 dans une orienta-
tion positive définie par 1’orientation de I’espace euclidien sous-jacent R3. Les voisins sont
numérotés de telle sorte que chaque voisin d’indice i est opposé au sommet du méme
indice (voir figure 3.1).

La validité de la TDS_3 est définie par le respect des relations d’adjacence et de voi-
sinage. Ce qui signifie que le voisin déclaré d’une cellule partage bien avec lui les bons

sommets.

Facettes et arétes : Les arétes et les facettes ne sont pas explicitement représentées
dans la triangulation :
— une facette est définie par une cellule et un indice (la facette i de la cellule ¢, est la
facette de ¢ opposée au sommet d’indice )
— une aréte est définie par une cellule ¢, et deux indices (I’aréte (7, j) de la cellule ¢ est

laréte dont les extrémités sont les sommets de ¢ d’indice i et j).

45
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3.2.1 L’implémentation

La TDS_3 est définie en utilisant deux parametres template, sous cette forme :

template < class VB, class CB > class TDS_3;

Le premier parameétre VB sert pour définir le type des sommets de la triangulation,
et le deuxieme CB sert pour définir le type des cellules. Le diagramme dans la figure 3.2
illustre les dépendances entre les types de la TDS_3, et entre la TDS_3 et la géométrie de

la triangulation.

locate(), insert(),..
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F1a. 3.2: L’architecture de la triangulation de CGAL : la triangulation fournit les
méthodes nécessaires pour l'utilisateur comme celle qui insére un nouveau point.
Cette triangulation est définie par deux parametres template : GeometricTraits et
TriangulationDataStructure, le premier fournit les types et méthodes géométriques fai-
sant appel aux coordonnées des points, le deuxieme fournit les types et méthodes to-
pologiques. La TriangulationDataStructure est définie par deux parametres template,
UserVb et UserC'B qui servent a définir les types des sommets et cellules de la triangula-
tion. Ces types peuvent étre définis par l'utilisateur pour inclure davantage d’informations
dans les simplexes. L’'utilisateur peut aussi dériver ces classes a partir des classes de base

VertexBase et Cell Base, et y ajouter ses informations supplémentaires.
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Une composante tres importante en ce qui nous concerne dans cette classe est le conte-
neur. Les conteneurs de sommets et de cellules maintiennent 1’essentiel de la triangulation
puisque on y trouve les objets eux mémes. Et toutes les opérations d’acces et de mise a
jour portent sur ces éléments. C’est donc cette composante qui définit la maniére dont la
mémoire est utilisée. Pour réduire le colit en mémoire, deux directions sont envisagées :

— Modifier le mode de représentation de I'information, en changeant les définitions des

types abstraits de données.

— Modifier les représentations internes de ces objets en mémoire, ainsi que 'implémentation

des méthodes d’acces, et des méthodes d’allocation et de restitution de la mémoire.

Cette partie de travail explore la deuxieme piste. Et c¢’est donc la structure du conteneur
qui sera modifiée pour qu’elle soit adaptée a des nouvelles représentations internes des

données que sont les sommets et les cellules de la triangulation.

3.3 Représentation a base d’indices

L’idée présentée ici consiste a éviter I'utilisation des références absolues de la taille du
mot mémoire de la machine (32 ou 64 bits), en utilisant des numéros ou indices comme
références sur une taille arbitraire de bits. L’idée en elle méme est triviale en termes de
codage, mais le passage a la pratique pour des représentations explicites de triangulation
nécessite quelques considérations, en particulier :

— Ces indices vont référencer des emplacements mémoire dans des conteneurs différents,
ce qui implique le besoin de localisation de ces conteneurs, avec ’ajout d’un niveau
d’indirection supplémentaire.

— L’alignement en mémoire est sur 8 bits, d’ol1 la nécessité de recourir a des opérations

élémentaires sur les bits pour pouvoir stocker des indices sur des tailles arbitraires

de bits.

La représentation interne

Les conteneurs standards[Muss 95, Brey 97, Stan 05] manipulent les données qu’ils
contiennent sans se soucier de leurs définitions. Il sont définis de maniere générique sous

la forme :

template < class T, class Allocator = allocator<T> > class vector;

L’utilisateur définit le type T" de données stockées dans les conteneurs, et peut fournir
I’allocateur Allocator définissant I’aménagement mémoire : comment ’espace est alloué,
et comment il est restitué.

Le Compact_container de CGAL[CGAL 07] adapte cette définition a la spécificité des

objets de la triangulation. La gestion des espaces de la mémoire, notamment le repérage
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des positions libres et occupées dans une plage mémoire allouée pour le conteneur est basée

sur une information fournie par I’objet en mémoire lui méme!.

Les types abstraits associés aux données des conteneurs correspondent aux objets de la
triangulation : les sommets et les cellules. Ces sommets et cellules ne sont qu’'une suite de
champs, chacun contenant une référence (de sommet ou de face). Dans la représentation
de CGAL, ces références sont absolues et représentant directement des adresses mémoire
(ou pointeurs) avec lesquelles (sans aucune information supplémentaire) l'objet déréférencé

(sommet ou face) peut étre localisé directement, et lu ou modifié.

Dans notre travail, la définition des types ne change pas, mais la représentation interne
de ces types dans le conteneur change. Les champs des sommets et cellules ne seront plus
des références absolues, mais des indices dans un conteneur. Par conséquent, les conteneurs
des sommets et des cellules ne sont plus que des suites d’indices sans contexte. Cette suite
d’indices est stockée en mémoire sous forme d’une chaine de bits. Pour accéder a un objet
a partir d’'un champ donné, I’indice seul ne fournit pas I'information complete. L’informa-

tion supplémentaire est le contexte permettant le passage de cet indice a I'objet réel.

C’est alors une couche supérieure qui assure ’extraction de I'information d’une simple
chaine de bits et sa modification. La structure du conteneur n’est plus analogue a celles

des conteneurs standards.

L’architecture

Le diagramme dans la figure 3.3 montre 'architecture d’une implémentation utilisant
I’idée des indices. La classe triangulation maintient la séparation et la concordance entre
la géométrie et la topologie représentée par une version modifiée de la T'DS_3 appelée
Compact T DS_3. Une nouvelle séparation est introduite dans cette Compact T DS _3,
entre les données et les algorithmes. Pour ce faire, un nouveau concept est défini, et
appelé Container. Ce Container fournit et définit les types abstraits, les représentations
internes en mémoire, la gestion de la mémoire en matiere d’allocation et de restitution, et
toutes les méthodes d’acces en lecture et en écriture. On y trouve aussi les itérateurs sur

ces données. Les définitions sont de la forme :

template < class GT, class Compact_TDS_3 > class Triangulation_3;

template < class Container > class Compact_TDS_3;

Les références étant des pointeurs, sont alignés sur 4 octets en mémoire, ce qui implique que les deux
bits les moins significatifs sont toujours a zéro. Ces deux bits sont utilisés pour cacher I'information libre

et occupée indiquant respectivement si la case en question est libre ou occupée.
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| Vertex_iterator<Compact_TDS_3> | | Cell_iterator<Compact_TDS_3> |

Vertex<Gt, Compact_TDS_3> | | Cell<Gt, Compact_TDS_3>

| Vertex_base_iterator| | Cell_base_oteratorl

Vertex_base| | Vertex_Container <Word>| | Cell_container <W0rd>| |Cell_base

| Bit_container <Word> |

FiG. 3.3: Le diagramme présente les trois couches principales de la triangulation :

(1) La couche supérieure assure linterface avec [l'utilisateur, et est la classe
Triangulation_3.

(2) La couche intermédiaire Compact T DS_3 fournit les types pour les sommets et les
cellules Vertex et Cell a partir de la couche inférieure. Les objets de ces types permettent
a l'utilisateur d’accéder a la triangulation, la parcourir, et la modifier. C’est dans ce niveau
que les algorithmes de la triangulation sont implémentés.

(3) La couche Container_3 définit la représentation interne des objets de la triangula-
tion : La classe de base est Bit_container < word >, et permet de gérer une suite de
bits en mémoire, sous forme d’une suite de valeurs scalaires (char, byte, ou int,..) et d’en
extraire des indices a une position donnée, ou d’y écrire aussi. A partir de cette classe,
les conteneurs de sommets et de cellules sont dérivés, ainsi que les itérateurs de base per-
mettant de parcourir ces conteneurs de bits. L’information extraite a ce niveau est ensuite
formatée pour étre utilisée dans la couche supérieure sous la forme de Vertex_iterator et

Cell_iterator.
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3.3.1 Les cellules et les sommets

Les types associés aux sommets et cellules dans le Container_2 de la Compact_TDS_3

doivent remplir deux fonctionnalités :

— fournir les méthodes d’acces aux champs qui sont la cellule incidente pour un sommet,
et les voisins et sommets d’une cellule, en deux modes : lecture et écriture. Pour ce
faire, I'utilisateur travaille sur une image de ’élément en mémoire permettant 1’acces
aux différents champs. Cette image est la variable déclarée dans un programme de
haut niveau.

— Garder un référencement pertinent a chaque instant, garantissant la concordance
entre I’élément en mémoire, et son image manipulée par 'algorithme. Cet aspect
ne se pose pas pour les références absolues, ou 'acces aux champs est direct, et la
modification d’'un champ d’une variable déclarée affecte directement 1’emplacement
mémoire associée, car 1’élément en mémoire est lui méme 1'image manipulée par 1’al-
gorithme. Mais dans le cas des références indices, o ’acces aux éléments en mémoire
ne peut se faire directement, la concordance doit étre maintenue explicitement. Cette
concordance doit étre vérifiée avant chaque accés a 'un des champs de la variable,
et mise a jour apres chaque modification.

Ces deux fonctionnalités sont remplies en définissant les sommets et cellules par deux
valeurs :

— Une valeur clé qui est 'indice de I’objet dans son conteneur.

— Une valeur mutable définie comme une image de I’élément réellement gardé en
mémoire.

La définition est de cette forme :
template < class Compact_TDS_3 > class Cell{

Compact_TDS_3 * _tds;
Cell_base * _cb;

unsigned int _index; ..};

La variable mutable peut étre omise pour les sommets, vu que la seule valeur qu’ils
contiennent est la référence d’une cellule incidente. Cette valeur peut étre rendue a la

volée, sans variable mutable intermédiaire.

template < class Compact_TDS_3 , class GT > class Vertex{
Compact_TDS_3 * _tds;

unsigned int _index; ..};

La définition de la variable mutable pour les cellules peut prendre cette forme :
template < class Compact_TDS_3 > class Cell_base{

unsigned int * _vertex[4];

unsigned int * _neighbor([4]; ..}

Cette séparation implique la mise a jour de I'image a chaque acces a ’élément, et la

mise & jour de I’élément lui méme apres chaque modification apportée a 'image.
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3.3.2 Les itérateurs

Comme les itérateurs standards sont analogues aux références absolues que sont les
pointeurs, les itérateurs dans la classe C'ontainer sont analogues aux nouvelles références
que sont les indices. Ces itérateurs ne sont plus liés a des conteneurs, car il n’y a pas
réellement de conteneurs, mais sont définis globalement dans la Compact_T'DS_3 comme
une surcharge des objets de la triangulation : les sommets et les cellules. Cette surcharge
fournit les opérateurs de base de tout itérateur bidirectionnel[ISOIb] qui sont :

— L’opérateur de déréférencement * qui retourne une valeur du type spécifié par la

définition de l'itérateur (Verter pour les sommets et Cell pour les cellules).

— Les opérateurs d’incrémentation et de decrémentation permettant le parcours des
éléments stockés en mémoire du type spécifié par la définition de I'itérateur.

Ces itérateurs fournissent l'interface entre les chaines de bits contenant les sommets cel-
lules, et les algorithmes de la triangulation. De maniére générale, I’acces réalise le passage
d’un indice ¢ & une valeur ¢ de type T' (sommet ou cellule) :

— la position de I’élément dans la suite de bits (les données réelles en mémoire) est
calculée a partir de 'indice 4. Et la suite de bits b; représentant 1'objet en question
tyrut €St retournée.

— Les champs dans cette suite ¢, sont extraits, et sont convertis pour construire la

valeur t lisible par la Compact_ T DS _3.

3.3.3 Allocation de la mémoire

Pour des raisons d’efficacité en occupation mémoire, les tableaux de données sont a
deux étages (voir figure 3.4). Le premier étage est un tableau de pointeurs vers les tableaux
de données. Ces tableaux de données sont alloués suivant le besoin, un par un. La taille
de ces tableaux de données est v/N, olt N est le nombre maximal d’éléments. La perte de
mémoire c’est & dire I'espace alloué mais non utilisé, est alors au pire v/N. Ceci dit que la
taille maximale de la triangulation doit étre connue d’avance.

Bien que cette technique fige la taille des blocs alloués, elle épargne I'utilisation de
délimiteurs de début et de fin de bloc dans le cadre d’une allocation dynamique. Sachant
que ceci nécessite la connaissance au préalable de la taille maximale de la triangulation.
Cette contrainte s’avere raisonnable lors de la manipulation de gros jeux de données. Elle
peut quand méme étre contournée en choisissant une taille arbitraire si celle-ci n’est pas
connue par l'utilisateur.

La taille du conteneur est exprimée en nombre d’éléments qu’il contient, c’est a dire le
nombre de sommets ou de faces :

— Le conteneur des sommets contient les informations stockées dans les sommets :

les indices des faces incidentes a ces sommets (voir figure 3.5).
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FiG. 3.4: Tableau a deux étages, ou les éléments sont loués par blocs de v N. Pour repérer

les emplacements libres dans un bloc, un bit est réservé dans chaque case pour indiquer

sa disponibilité.

— Le conteneur des cellules contient les informations stockées dans les cellules : des
suites de 8 indices (voir figure 3.5) :
— 4 indices pour les sommets de la cellule.
— 4 indices pour les voisins de cette cellule.

— Les conteneurs des informations supplémentaires contiennent des éléments

géométriques pour les sommets, ainsi que d’autres informations dont le type est

défini par 'utilisateur.

Le stockage au bit prés n’est fait que pour les deux premiers conteneurs. Ces deux
conteneurs sont déclarés comme des blocs d’octets, et la mémoire est allouée aussi par
blocs d’octets. Pour les autres conteneurs, les éléments sont alignés sur un nombre entier

d’octets, et sont gérés comme des conteneurs standards.

3.4 Analyse et discussion

L’utilisation de logn bits pour représenter des références parmi n objets est la solution
triviale pour un codage compact. Mais en pratique, le recours est toujours aux solutions
simples et compatibles avec les langages de haut niveau. L’application de cette solution
triviale impose quelques contraintes techniques et logicielles :

— Le seul type de base dans les langages de programmation est le type byte ou char
représenté sur 8 bits. D’autres types peuvent étres utilisés dans le cas ou la taille des
indices est supérieure a 8, mais qui sont toujours alignés sur 8 bits.

— Les types abstraits ne correspondent pas aux types déclarés dans les couches les plus

basse de 'application qui sont les types de base alignés sur 8 bits.
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Fi1G. 3.5: Les conteneurs de sommets et de faces ne sont que des suites de bits, inutilisables

en soi.

— La lecture et I'écriture des éléments est indirecte. La suite de bits qui représentent
I'information brute est extraite par des opérations de décalage, a chaque acces, qu’il

soit en lecture ou en écriture.

3.4.1 Evaluation des coiits

Le gain en mémoire est 1ié au nombre de bits utilisés pour représenter les indices des

cellules et des sommets, et par conséquent au nombre de ces derniers.

Pour une triangulation de n points, produisant m cellules :

— Le cott des pointeurs est de : (n + 8m)ptr;

Ce qui donne (n + 8m) * 32 sur une machine a 32 bits.

— Le cout des indices est estimé a : (n)loga(n) + (8m)loga(m)

Pour une triangulation de 22°(a~ 1 million) points, et 22*(~ 16millions) cellules, le cofit
de la représentation des pointeurs est (220 4+ 227) x 32 bits, et celui de la représentation &
base d’indices 22°(log(229)) + 227(log(224)) bits.

Ce qui représente un gain de 25% en espace mémoire. Ce colt est calculé pour la partie
topologique uniquement.

Les mémes données permettent de gagner 62% en mémoire sur une machine & 64 bits.
Alors que 10millions de points et 160millions de cellules permettent de gagner 57% en
mémoire.

Il est clair que le gain est lié au nombre de points, ce qui réduit efficacité de cette
technique pour les tres grandes triangulations.

Cependant, cette méthode peut étre tres efficace pour un grand nombre de petites
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triangulations (de quelques dizaines de milliers de points), ou encore pour coder une grande
triangulation en plusieurs sous-triangulations (par exemple pour des algorithmes out-of-
core), ou un codage local des entités est utilisé. Ce qui fera I'objet du dernier chapitre de

cette these.

3.4.2 Résultats expérimentaux

Les résultats suivants présentent la mémoire allouée par différents programmes en
fonction du temps d’exécution. Ces programmes se contentent de créer une triangulation de
Delaunay en utilisant 1’algorithme de la bascule d’arétes (voir section 1.2.2), et d’y insérer
des points dont les coordonnées sont générées aléatoirement suivant une loi uniforme.

Pour avoir une estimation de l'altération du temps d’exécution en utilisant ce type
de codage, on compare les temps d’exécution entre les deux versions (la version avec
représentation au bit pres, et la version utilisant les références absolues) en deux phases :
la phase de construction, et la phase de navigation.

Le temps de construction de la triangulation est généralement significatif. Car on accede
a tous les objets, et de maniere trés redondante : le simplexe ot le nouveau point sera
inséré est d’abord localisé par une marche par visibilité[Devi 01] dans la triangulation, ce
qui implique la visite de toutes les cellules sur le chemin. Ensuite, la mise a jour de la
triangulation est réalisée apres I'insertion du point par des bascules d’arétes pour rétablir
la propriété de Delaunay sur les parties modifiées de la triangulation.

Le temps de navigation est estimé en parcourant la triangulation par les sommets et
par les cellules. Ce parcours est réalisé par les itérateurs sur les sommets et les cellules,
et donne une tres bonne estimation du temps d’acces aux éléments de la triangulation.
L’augmentation du temps de calcul n’est pas liée uniquement aux opérations élémentaires
supplémentaires pour extraire les données brutes. Mais aussi au nombre d’acces effectués
a chaque élément. Car ces opérations de base sont appliquées a chaque acces, qu’il soit en
lecture ou en écriture. Et appliquées méme en double lors d’une écriture. Ce qui explique
le facteur énorme d’augmentation du temps de calcul.

Les valeurs de la mémoire globale dans les tableaux des résultats 3.1 et 3.2 représentent
la taille de la structure de données incluant I’espace alloué pour la partie géométrique. Ces
valeurs sont les résultats directs des mesures. Les autres valeurs correspondant a 1’espace
mémoire occupé par la topologie de la triangulation qui est la Compact _TDS_3 sont calculées
a partir des mesures de la mémoire globale.

L’implémentation garde I'interface inchangée par rapport aux triangulations de CGAL.
Ceci limite davantage I'optimisation en termes de temps d’exécution. En effet, I'acces
individuel aux champs des cellules (sommets ou voisins) augmente la redondance lors de
I’acces a la mémoire. Ceci peut étre considérablement réduit si la lecture peut se faire en

blocs, ou les opérations de base sur les bits peuvent étre optimisées.
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La figure 3.6 illustre les résultats détaillés dans les tableaux 3.1 et 3.2.

nombre mémoire temps de temps de
de points résidente construction navigation
pointeurs 100K 24,1 Mo 1,7 secondes | 0,02 secondes
(673088 cellules) | TDS — 23,1 Mo
indices 100K 13,8 Mo 1,1 minutes | 1,6 secondes
(673088 cellules) | TDS — 12,8 Mo
rapport (58%) (*40) (*80)
pointeurs 1M 241,3 Mo 18 secondes | 0,2 secondes
(6749054 cellules) | TDS — 230,3 Mo
indices 1M 156,3 Mo 11,9 minutes | 15,5 secondes
(6749054 cellules.) | TDS — 145,3 Mo
rapport (65%) (*40) (*78)

TaB. 3.1: L’espace mémoire alloué par la structure de données Triangulation pour
différents jeux de données. Le rapport entre les espaces mémoire est exprimé en pour-
centage. On lit aussi le facteur de détérioration du temps d’exécution lors du passage au
codage par indices. Ces résultats sont obtenus sur une machine avec un processeur Intel(R)
Pentium(R) 4 Core Duo CPU 3.60 GHz avec 2Go de mémoire vive. Les coordonnées des

points sont en format flottant, représentées sur 4 octets chacune.

3.5 Conclusion

La manipulation de gros jeux de données géométriques nécessite le recours a un codage
local des entités. Le but de ce chapitre est de présenter les contraintes techniques lors de
I’application de la solution théorique utilisant des indices pour référencer des entités sur
le nombre de bits minimal au bit prés.

Le surcott en termes de temps d’exécution est le premier préjudice de cette méthode,
a cause de la phase d’extraction des données brutes de la mémoire. Ce qui peut étre
extrémement cotiteux par rapport a ’acces direct par des pointeurs.

Toutefois, le retardement du transfert entre la mémoire et les périphériques de sto-
ckage est aussi d’un grand intérét. Les algorithmes a mémoires externes, et les algorithmes
hiérarchiques tentent toujours de diminuer les commutations des blocs de travail. L utili-
sation d’un codage relatif local avec un codage au bit prés est une solution justifiée qui

renforce ce but.
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Fia. 3.6: Représentation graphique des gains apportés par I'utilisation des indices comme
références dans les triangulations. Les rectangles représentes 1’espace mémoire alloué par

les différentes structures.
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nombre mémoire temps de temps de
de points résidente construction. | navigation
pointeurs 10M 4,7 Go 2 minutes 3 secondes
(67592369 cellules) | TDS — 4,5 Go
indices 10M 1,8 Go 1,25 heures 1,7 minutes
(67592369 cellules) | TDS — 1,6 Go
rapport (36%) (*38) (*34)
pointeurs 20M 9,3 Go 4 minutes 6 secondes
(135216730 cellules) | TDS — 8,1 Go
indices 20M 3,7 Go 2,6 heures 3,03 minutes
(135216730 cellules) | TDS — 3,5 Mo
rapport (40%) (*39) (*30)

TaB. 3.2: L’espace mémoire alloué par la structure de données Triangulation pour
différents jeux de données. Le rapport entre les espaces mémoire est exprimé en pour-
centage. On lit aussi le facteur de détérioration du temps d’exécution lors du passage au
codage par indices. Ces résultats sont obtenus sur une machine 64 bits Bi-Processor In-
tel(R) Xeon(R) Quad Core CPU 2.33 GHz avec 16 Go de mémoire vive. Les coordonnées

sont en format double représentées sur 8 octets chacune.
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Chapitre 4

Codage de triangulations par

catalogues

4.1 Introduction

Des travaux récents entrepris par Castelli Aleardi et al[Cast 04, Cast 05, Cast 06¢] ont
permis ’élaboration d’une représentation optimale pour les triangulations de la sphere a n
points utilisant uniquement 3,24 n bits par sommet, avec un colit supplémentaire asymp-
totique négligeable (dans le cas des triangulations & bord polygonal de taille arbitraire, le
cott global de la représentation est de 2,17 bits par triangle).

L’idée de base est le rassemblement des triangles dans des micro-triangulations de

tailles comprises entre 101% et loin, et de définir un graphe d’incidence entre ces micro-

triangulations.
Une micro-triangulation n’est pas représentée explicitement, mais par un lien vers
le bon élément dans une table contenant toutes les configurations possibles de tailles

inférieures ou égales & <. La somme des tailles des références vers le catalogue représente

le terme dominant exprimé par 3,24 bps, alors que le graphe occupe un espace a cofit

négligeable (voir figure 4.1).

loglogn

N Togn ) avec une constante qui

Toutefois, le terme asymptotique est de la forme O (
fait que ce terme n’est négligeable que pour des valeurs de n de l'ordre de dizaines de
milliards. Ce qui rend cette approche purement théorique.

Néanmoins, 'idée en elle méme est tres intéressante, et peut étre appliquée en y ap-
portant quelques simplifications [Cast 06b, Cast 07].

Ce chapitre, présente quelques résultats non asymptotiques basés sur les constatations
suivantes :

— bien que le cout du graphe d’incidence ne soit pas négligeable, il est toujours plus

économique que le graphe original entre les triangles. Et ce, parce que les tailles des
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références entre les morceaux de triangulations sont de toute fagon plus petites que

les tailles des références explicites entre les triangles.

logn
12

petits catalogues de taille fixe, pour pouvoir évaluer 'impact sur I’espace mémoire

ce qui justifie ’étude de

est en fait un petit nombre (w ~ 4),

nécessaire a la représentation de la triangulation.

F1G. 4.1: Une représentation en plusieurs niveaux d’une triangulation (de haut en bas, de
droite a gauche) : la triangulation est subdivisée en plusieurs micro-triangulations. Ces

micro-triangulations sont ensuite regroupées dans des mini-triangulations.

La suite de ce chapitre sera dédiée a I’évaluation en détail de I’espace mémoire in-
dispensable a la représentation des triangulations en dimension 2 en utilisant ’idée des
catalogues. Des résultats expérimentaux sont présentés afin d’évaluer en pratique le gain
potentiel.

La structure est a base de triangles, et I'interface de la conception fournit les fonction-
nalités suivantes :

— Le déréférencement unique de toute face de la triangulation & partir d’une référence,

et de tout sommet de la triangulation a partir d’une référence.

— L’acces aux trois sommets ainsi qu’aux trois voisins de toute face de la triangulation.

— L’acces a une face incidente pour tout sommet de la triangulation.

— Le parcours de tous les sommets, ainsi que toutes les faces de la triangulation.

Les structures de données de Castelli Aleardi et al [Cast 04, Cast 05, Cast 06¢] utilisent
deux niveaux : le niveau des micro-triangulations, et le niveau des mini-triangulations. Les
mini-triangulations regroupent plusieurs micro-triangulations et sont de tailles moyennes.

Ce deuxieme niveau fera la base des structures de données étudiées dans le dernier chapitre
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de cette these (voir le chapitre 5).

4.2 Définitions

Un Catalogue C est une collection {t1,...,t,} de triangulations planaires & bords
polygonaux simples de tailles arbitraires, appelées micro-triangulations.

Un catalogue stable pour une opération de mise a jour donnée est un catalogue tel que
le résultat de toute application de cette opération sur une triangulation composée de micro-
triangulations de ce catalogue (la partie modifiée apres Iapplication de I'opération), est
soit une micro-triangulation du catalogue, ou décomposable (en utilisant éventuellement
une partie de son voisinage') en micro-triangulations du méme catalogue. Des exemples
de catalogues stables sont donnés dans la figure 4.2.

L’intérét d’un tel catalogue est que n’importe quelle triangulation 7 peut étre décomposée
en micro-triangulations de ce catalogue, et construite incrémentalement en n’utilisant que
des micro-triangulations de ce catalogue C : 7 = e tii (1 <7 <p).

Un catalogue C est minimal s’il ne contient aucune micro-triangulation ¢; qui peut
étre obtenue comme union disjointe d’autres micro-triangulations du catalogue C.

Les opérations de base dans ce chapitre sont I’insertion d’un nouveau point dans la
triangulation, la suppression d’un sommet de degré trois, et la bascule d’aréte entre deux
triangles.

Une triangulation représentée en utilisant un catalogue C est alors décomposée en sous
triangulations, ou chaque sous triangulation correspond a un élément du catalogue. Il n’y
a alors plus de représentation explicite pour les triangles que si le catalogue en question C

contient le triangle unique comme micro-triangulation.

4.2.1 Construction d’un catalogue

Les catalogues C; (i est le nombre minimal de triangles par micro-triangulation) étudiés
dans ce chapitres ont été construits en fixant le nombre minimal k£ de triangles par micro-
triangulation. Et le résultat s’obtient manuellement de la maniere suivante :

— La premiere étape consiste a insérer toutes les micro-triangulations a k triangles

dans le catalogue.

— Les micro-triangulations ayant entre k+1 et 2k—1 triangles doivent aussi figurer dans
le catalogue. Car, il n’y a aucun moyen de les représenter par des micro-triangulations
de k triangles.

— La derniere étape consiste a explorer toutes les configurations résultant de ’appli-

cation des opérations de mise a jour sur les éléments déja insérés dans le catalogue,

Pour les catalogues étudiés dans ce chapitre, la décomposition se restreint aux voisins directs.
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et ce jusqu’a ce que tous les résultats soient dans le catalogue ou décomposables en

éléments du catalogue.

[ =
|2E N
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T

F1a. 4.2: Cing catalogues stables pour les opérations de base (insertion, suppression, et

bascule d’arétes) : (1) Le catalogue trivial C; ne contenant qu’une micro-triangulation
a triangle unique (2) Le catalogue Triangle-Quadrangle C] (3) Le catalogue minimal Co
contenant au moins 2 triangles par micro-triangulation (4) Un catalogue non minimal C}
a au moins 2 triangles par micro-triangulation (5) Le catalogue minimal C3 & au moins 3

triangles par micro-triangulation.

4.3 Catalogues simples

Il est intéressant de voir maintenant 'intérét que peuvent apporter les catalogues a la
représentation des triangulations en termes d’espace mémoire. Pour ce faire, il est souhai-
table de calculer quelques bornes supérieures sur la mémoire requise par cette structure.

Le premier catalogue trivial est celui contenant un triangle unique. Une triangulation
de n points peut étre codée en utilisant 13n références.

La conception d’une telle structure est directe et simple. L’indexation est directe,
chaque référence face déréférence un objet unique dans le tableau des triangles. Un second

tableau pour les sommets est nécessaire.

4.3.1 Le catalogue Triangle-Quadrangle

Le niveau directement supérieure a la représentation a base de triangles explicite s’ob-

tient en ajoutant la micro-triangulation quadrangle au catalogue.
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Il est évident que ce catalogue C] est stable pour les trois opérations considérées, mais
il n’est pas minimal.

Une triangulation représentée par ce catalogue est un ensemble de trois tableaux : un
pour les sommets de la triangulation, un deuxieme pour les triangles, et un troisieme pour
les quadrangles.

La représentation des triangles reste inchangée :

— trois références vers les sommets du triangle.

— trois références vers les voisins de ce triangle.

La représentation des quadrangles est la suivante :

— quatre références vers les sommets du quadrangle.

— quatre références vers les voisins de ce quadrangle.

Ce qui nous permet de gagner 4 références pour chaque quadrangle (8 références au
lieu de 12 dans le cas ou les deux triangles sont représentés séparément).

Le codage des diagonales des quadrangles se fait implicitement en fixant un ordre
conventionnel des sommets. L’ordre choisi est de fixer la diagonale entre les sommets 1 et

3, voir la figure 4.3 gauche.

Fi1G. 4.3: Les diagonales des petites micro-triangulations peuvent étre codées implicite-

ment en fixant un ordre conventionnel relatif & la diagonale. La diagonale du quadrangle
relie les sommets 1 et 3. Celles du pentagone relient les sommets 1 & 3, et 1 a 4. Et les
diagonales de ’hexagone relient les sommets 1, 3 et 5. Les triangles internes peuvent aussi

étre implicitement numérotés sans ambiguité.

Le gain en espace mémoire est proportionnel au nombre de quadrangles construits.
Ce nombre ne peut pas dépasser n, induisant un cotiit global de 9n références pour une
triangulation de n points (le cas d'une quadrangulation). Cependant, il n’est pas toujours

possible, ou facile de construire une quadrangulation & partir d’une triangulation.

Construction statique de quadrangulations

Dans le mode statique, la triangulation est entierement construite, et le travail consiste

en la décomposition de cette triangulation en micro-triangulations du catalogue (triangles
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et quadrangles).

Plusieurs approches ont été proposées pour la conversion de triangulations en quadran-
gulations [Heig 83][Rama 98]. Ou pour créer des quadrangulations & partir d’un ensemble
de points[Tous 95].

Il n’existe pas une méthode rigoureuse pour réaliser cette conversion, et c’est méme
impossible dans certains cas (lorsque la taille du bord est impaire par exemple[Bose 97]).
Toutefois, il est toujours possible de convertir une triangulation d’une sphere topologique
(une triangulation sans bord) en une quadrangulation. Ceci est directement déductible du
théoreme de Petersen[Pete 91]. Le théoréme garantit pour chaque graphe régulier de degré
3, sans isthme, 'existence d’un appariement complet. Ces conditions étant satisfaites par
le graphe dual d’une triangulation d’une sphere topologique, il est alors, toujours possible

de regrouper tous les triangles en quadrangles deux a deux.

Construction dynamique de quadrangulations

Dans le mode dynamique (ou incrémental), les opérations de mise a jour sont prises en
compte, vu que la triangulation est construite et modifiée a la demande. On doit pouvoir
insérer de nouveaux points, supprimer des sommets de degré 3, et basculer des arétes.

Pour réaliser ces opérations en temps constant, la modification doit affecter une partie
de taille fixe de la triangulation (voir juste le voisinage direct du triangle impliqué dans la
mise a jour).

Cette contrainte nous empéche de profiter du résultat dans le cas statique, et 1'utili-
sation uniquement des quadrangles pour représenter une triangulation n’est plus possible,
méme pour les triangulations sans bord. La figure 4.4 illustre les cas de conflit pour les

opérations de mise a jour, ol on ne peut se restreindre a des quadrangles.

V-7 @4

Fia. 4.4: Une triangulation en mode dynamique ne peut pas étre représentée que par

des quadrangles. La bascule d’arétes et la suppression d’un sommet de degré 3 peuvent
produire une configuration qui ne peut étre décomposée en quadrangles (les cas d’un

triangle entouré de trois triangles voisins).

Lemme Soit une triangulation planaire 7 & n sommets. Une représentation a base de

triangles, utilisant le catalogue C| et nécessitant 10,6n références se maintient en mode
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dynamique.

Démonstration On suppose une décomposition de la triangulation 7 en utilisant le ca-
talogue C} et ne contenant pas de triangles adjacents. Le maintien d’une telle décomposition
est trivial, et se réalise en parcourant apres chaque application d’une opération le voisi-
nage du triangle affecté, et le regroupant avec un voisin éventuel pour former un nouveau

quadrangle.

Si t et g représentent respectivement le nombre de triangles et de quadrangles dans la
décomposition de 7, et b le nombre d’arétes du bord de la triangulation. Le nombre total

de triangles est donné par la formule :
2n —b—2 =t+ 2q; (4.1)
Le nombre d’arétes est 3n — b — 3, et est égal a :
3n — b — 3 = aint + 4 /quad + Gquad/quad (4.2)

ol ajnt est le nombre d’arétes internes aux quadrangles (le nombre de diagonales), a;, /quad
est le nombre d’arétes partagées entre triangles et quadrangles, et agyqd/quaa €St 16 nombre
d’arétes entre quadrangles; puisque la décomposition ne contient pas de triangles adja-
cents, il n’y a pas d’autres types d’arétes.

Sachant que
Qint = (4

et comme on n’a pas deux triangles adjacents’

Qtr/quad = 3t

On arrive a

Aquad/quad = 3n — 3t — q— b—3 >0 (43)

A partir de 4.1 et 4.3, on obtient :

3 2 3
>3 Zpy s 44
¢>gn— bt (4.4)
Le nombre de triangles dans la décomposition est alors au maximum %n — %b — % Le cout

global est donc borné par %n = 10.6n au lieu de 13n références dans la représentation de

base, ce qui représente un gain d’au moins 19%.
M

20n considere qu’il n’y a pas de triangles sur le bord de la triangulation pour simplifier les calculs.
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La taille des références

La représentation & base de triangles (utilisant le catalogue trivial Cy) utilise logn
bits pour les références des n sommets, et 1 + logn bits pour les références des 2n faces
(triangles). Pour les relations de voisinage, il est possible d’utiliser un indice associé a
chaque référence dans ({0, 1,2}) pour coder facilement la référence réciproque ('indice de
la face courante dans la face voisine). Ce qui induit une taille de 3+logn bits par référence
face.

Pour une triangulation représentée par le catalogue Triangle-Quadrangle (C}), le nombre
de quadrangles et le nombre de triangles sont inférieurs a n. Ce qui nous permet de coder
les références des faces de la triangulation sur log n avec 3 bits en supplément : un bit pour
différencier les quadrangles des triangles, et deux bits pour la référence réciproque comme
avant.

La taille de la référence est alors la méme que pour le catalogue trivial. Ce qui ne

représente aucun surcolit en termes de taille des références.

4.3.2 Catalogues avec au moins deux triangles par micro-triangulation
Le catalogue minimal

Considérons en premier le catalogue minimal Co avec au moins 2 triangles par micro-
triangulation (voir la figure 4.2). Ce catalogue contient le quadrangle, le pentagone, et un
hexagone.

La représentation des quadrangles ne change pas. Les pentagones sont représentés par
10 références, 5 pour les sommets et 5 pour les voisins. Tandis que les hexagones utilisent
12 références, 6 pour les sommets, et 6 pour les voisins. Ceci économise 8 et 12 références
pour respectivement, les pentagones et les hexagones (10 références au lieu de 18, et 12 au
lieu de 24 si les triangles sont représentés séparément).

Pour ne pas compliquer la mise en ceuvre, on tolére ’auto-voisinage des pentagones et
hexagones (voir la figure 4.5), ot ces micro-triangulations peuvent étre voisins a eux mémes.
Cette faculté mene a des micro-triangulations ayant des sommets a double occurrence, mais

facilite énormément la mise en ceuvre.

La stabilité Ce catalogue est stable pour les opérations de mise a jour : insertion d’'un
nouveau point, suppression d’un sommet de degré 3, et bascule d’arétes. Les figures 4.6,
4.7, et 4.8 illustrent la stabilité pour ces trois opérations.

Il est clair que le nombre maximal de quadrangles que la décomposition d’une triangu-
lation peut avoir est égal a n, ce qui permet d’épargner deux pointeurs sur chaque triangle,
passant de 13n référence a 9n références, induisant un gain d’au moins 13% sur l’espace

mémoire. Mais on peut encore garantir mieux.
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Fi1a. 4.5: Les pentagones et les hexagones du catalogue minimal Cy peuvent avoir des
sommets internes, et ce en étant des voisins a eux mémes. Ceci induit la coincidence des
sommets 0 et 2 pour les pentagones, et de deux sommets pour les hexagones (0 et 2, 2 et

4, ou 4 et 6).

A AT
SRR A 2
A7
A

F1a. 4.6: Le catalogue Co est stable pour I'insertion d’un nouveau point : l'insertion dans

un triangle, ou sur une aréte produit toujours une configuration décomposable en micro-
triangulations du catalogue Cs ; L’insertion en dehors de I’enveloppe convexe de I’ensemble
des points construit des nouveaux triangles connexes qui peuvent toujours étre décomposés
en micro-triangulations, comme par exemple les regrouper deux a deux en quadrangles,
et regrouper les trois derniers en pentagone. Cette illustration définit un schéma qui est

utilisé pour mettre a jour la triangulation apres chaque insertion d’un nouveau point.
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F1G. 4.7: La stabilité du catalogue Co pour la suppression d’un sommet de degré 3.

(l.aet 1.b) La suppression d’un sommet interne & un pentagone ou un hexagone (les micro-
triangulations acceptant un auto-voisinage) produit une micro-triangulation du catalogue
(un quadrangle) ou un triangle isolé.

(1.c) La suppression d’un sommet partagés par deux ou trois micro-triangulations produit
un triangle au milieu (celui qui contenait le sommet supprimé).

(2) Une micro-triangulation incidente au sommet & supprimer peut se trouver apres la
suppression avec un seul triangle (-a- le cas d’un quadrangle), deux triangles (-c- le cas d’un
pentagone), ou trois triangles (-d- le cas d’'un hexagone). Le pentagone se transforme en
un quadrangle, et I’hexagone se transforme en un pentagone; le quadrangle se transforme
en un triangle isolé qui doit étre regroupé avec un autre triangle isolé ou intégré dans une
micro-triangulation voisine pour construire une nouvelle micro-triangulation du catalogue.
On peut avoir deux ou trois micro-triangulations incidentes au sommet a supprimer ; apres
la suppression, chaque sous-triangulation produira au maximum un triangle isolé (le cas
d’un quadrangle) apres la suppression. Avec le triangle généré au milieu, on aura un, deux,
trois, ou quatre triangles isolés générés apres une opération de suppression.

(3) Le regroupement des triangles isolés et ’adjonction d’un seul triangle isolé sont directs.

La décomposition déduite est toujours fidele au catalogue Cs.
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Fi1Gg. 4.8: Les cas de figure pour le résultat de 'application de l'opération de bascule

d’arétes aux micro-triangulations du catalogue Csy. Cette illustration définit un schéma qui

est utilisé pour mettre a jour la triangulation

apres chaque bascule d’aréte.
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Lemme Soit 7 une triangulation planaire a n sommets. Une représentation & base de
triangles, utilisant le catalogue Cs et nécessitant seulement 8.5n références peut étre main-

tenue dynamiquement.

Démonstration Considérons une décomposition de la triangulation 7 ou chaque qua-
drangle n’est pas voisin a plus de deux autres quadrangles.

Ceci est faisable, car si un quadrangle a trois voisins qui sont des quadrangles, deux
d’entre eux sont incidents a un sommet touché par la diagonale du quadrangle, et par
conséquent, l'ensemble de ces deux quadrangles et le quadrangle courant peuvent étre
regroupés en deux pentagones (voir la figure 4.9).

Cette propriété se maintient, en parcourant apres chaque opération de mise a jour le
voisinage des nouveaux quadrangles créés pour s’assurer que le nombre de quadrangles

voisins est bien inférieur a trois, sinon, on regroupe les quadrangles adjacents.

iyIve

F1aG. 4.9: Si deux quadrangles sont voisins a un autre quadrangle, et si ces deux quadrangles

sont incidents & un sommet de la diagonale, les trois quadrangles peuvent étre convertis

en deux pentagones.

Soit g, p et h les nombre de quadrangles, de pentagones, et d’hexagones respectivement
dans la décomposition de 7. Et soit b le nombre d’arétes du bord. Pour avoir le cas le
pire en termes d’espace mémoire utile, on suppose qu’il n’y a pas d’hexagones dans la

triangulation. Le nombre total de triangles est :
2n—b—2=2q+ 3p (4.5)
Le nombre d’arétes de la triangulation est :
3n — b — 3 = Gint + Aguad/quad + Grest (4.6)

Ou ajnt = 2p + ¢ est le nombre d’arétes internes aux quadrangles et aux pentagones (les
diagonales) ; et a,es est la somme des nombres d’arétes partagées entre pentagones, et
entre pentagones et quadrangles.

Et puisqu’il n’y a pas plus que deux quadrangles adjacents a chaque quadrangle,

Qquad/quad €St borné par 2q /2, et par conséquent a,es; est au moins 2¢, ce qui donne :

Qrest =3n—2¢—2p—b—3>2¢g (4.7)
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Utilisant 4.5 et 4.7, nous avons :

1 1 1

Le nombre de quadrangles est donc au plus %n — %b — %. La triangulation peut étre

représentée avec %n = 8.5n références, au lieu de 13n dans la représentation basique, avec

un gain d’au moins 35%.

Un autre catalogue non minimal

Une alternative consiste & utiliser le catalogue non minimal C/ décrit dans la figure 4.2.
Ce catalogue incorpore en plus des micro-triangulations du catalogue précédent (voir le pa-
ragraphe 4.3.2) les configurations restantes de ’hexagone. Ce catalogue permet d’imposer
en plus que deux quadrangles ne soient jamais voisins, vu que chaque paire de quadrangles
voisins peut étre convertie en un hexagone. Cette hypothese, avec la méme approche de
calcul que le catalogue minimal Co, et supposant aussi que la décomposition ne contienne
aucun hexagone (dans le cas le pire), permet de borner le nombre de quadrangles par %n,
ce qui mene a une représentation qui nécessite %n = 8.27n références, avec un gain d’au

moins 36%.

La taille des références

Dans une décomposition qui utilise le catalogue non minimal C}, le nombre de penta-
gones et le nombre de quadrangles sont inférieurs a %n La taille de la référence pentagone
et quadrangle est alors —1 + log n bits pour référencer chaque face.

Si on impose la méme taille (—1 + logn) pour les hexagones, on doit alors limiter
le nombre de chaque type d’hexagone a %n (on utilise deux bits dans la référence pour
distinguer le type d’hexagone).

Le codage des diagonales peut toujours se faire en choisissant un ordre conventionnel
pour chaque micro-triangulation (voir figure 4.3).

Un nombre de bits additionnel est nécessaire pour le codage de 'indice réciproque
d’une face dans la face voisine et du type de cette face voisine, et puisque nous avons
445+ 6 = 15 cas, ce nombre est égal a 4.

La taille des références est alors a nouveau 3 + log n bits.

Le catalogue minimal Cy ne donne malheureusement pas de bornes qui peuvent aider
a respecter la taille précédente. La taille des références faces de chaque type est logn. En
ajoutant les 4 bits pour les types des micro-triangulations et l'indice réciproque, la taille
des références des faces est 4 4+ logn. Soit un bit supplémentaire par rapport aux autres

cas vus jusqu’a présent.

71



CHAPITRE 4. CODAGE DE TRIANGULATIONS PAR CATALOGUES

4.3.3 Catalogue minimal a au moins trois triangles par micro-triangulation

La figure 4.2 illustre le catalogue minimal C3 qui est stable pour les opérations de mise
a jour considérées. Ce catalogue contient des micro-triangulations qui ont au moins trois
triangles. Le catalogue contient donc : des pentagones, des hexagones, des heptagones, des
octogones, et des ennéagones. Ces micro-triangulations permettent de gagner respective-
ment 8, 12, 16, 20, et 24 références sur les triangles qu’ils regroupent. Ce qui produit des
16 10

%, 7 and % références pour chaque triangle converti en une

micro-triangulation de ce catalogue.

gains respectifs de %, 3,

Le cas le pire en termes d’espace mémoire pour une décomposition en utilisant le

catalogue C3 est obtenu quand cette décomposition ne contient que des pentagones. Le
23
3
triangulation de n points. Le gain correspondant est donc au moins égal a 41% par rapport

cout global de stockage dans le cas le pire est donc £n = 7.67n références pour une

a la représentation explicite de base.

4.4 Implémentation et résultats
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Fi1a. 4.10: Illustration de trois représentations d’'une méme triangulation (A) La trian-

gulation & base de triangles explicite, ou la représentation par le catalogue C; (B) Une
représentation de la méme triangulation en utilisant le catalogue Cj (C) Une représentation

de la méme triangulation en utilisant le catalogue Cs.

Trois catalogues sont implémentés pour pouvoir estimer 'impact pratique sur I'espace
mémoire nécessaire a la représentation d’une triangulation en utilisant cette approche :

— Le catalogue trivial Cy, qui est la représentation explicite a base de triangles.

— Le catalogue Triangle-Quadrangle Cj.

— Le catalogue minimal avec au moins deux triangles par micro-triangulation Cs.

Le catalogue Triangle-Quadrangle C{ est implanté comme un module de la bibliotheque
CGAL[CGAL]J. L’obligation de garder la méme interface, et la méme architecture logicielle
a limité les optimisations en termes de temps de calcul pour ce catalogue. Ceci explique

les temps de calcul relativement supérieurs par rapport au temps de calcul du troisieme
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catalogue. Le premier et le troisieme catalogue sont implantés indépendamment de la
bibliotheque CGAL.
Les résultats de cette implantation sont décrits dans les tableaux 4.1 et 4.2, et sont

représentés sous un format graphique dans la figure 4.14.

4.4.1 Détails de I'implémentation

Les résultats dans les tableaux évaluent I’espace mémoire consommé par une triangu-
lation de Delaunay d’un ensemble de points en dimension 2, et I'impact sur le temps de
calcul en deux phases :

— La construction de la triangulation ot on mesure le temps nécessaire pour

construire la triangulation.

— La manipulation de la triangulation ot on lance un certain nombre de requétes
de localisation dans cette triangulation (détermination de la face contenant un point
donné dans cette triangulation).

La triangulation est construite incrémentalement (les points sont insérés un par un).

L’insertion d’un point se fait en trois étapes :

— localiser le triangle qui contient géométriquement le nouveau point a insérer. Le
point peut se situer dans un triangle, sur une aréte, ou en dehors de l'enveloppe
convexe des points déja insérés.

— Insérer le point :

— L’insertion dans un triangle se réalise en créant trois nouveaux triangles (le produit
de la liaison de ce nouveau point aux sommets du triangle qui le contient), et en
supprimant le triangle englobant.

— L’insertion d’un point sur une aréte est faite de la méme maniere, sauf que le
nombre de triangles créés est quatre (produit de la liaison du point au deux som-
mets opposés a cette aréte), et le nombre de triangles supprimés est deux (les deux
triangles incidents a cette aréte).

— L’insertion en dehors de ’enveloppe convexe se fait en créant des nouveaux tri-
angles connexes et adjacents a la triangulation.

— Propager la propriété de Delaunay : effectuer une série de bascules d’arétes en
partant du nouveau sommet pour rétablir la propriété du cercle vide sur toute la

triangulation.

4.4.2 Conception de la structure de données

La structure de données proposée dans ce travail doit fournir I'interface définie par les
spécifications suivantes :

— Définition unique a partir d’une référence : On doit pouvoir accéder a un
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triangle en ayant sa référence ; Et de méme pour un sommet de la triangulation.

— Accés aux champs des triangles et des sommets : Cette option garantit ’acces
aux sommets et aux voisins d’un triangle donné, et a un triangle incident a un sommet
donné; et garantit aussi la possibilité de modifier ces attributs.

— L’itération sur les triangles et sur les sommets de la triangulation : Cette
option consiste a pouvoir visiter tous les triangles ou tous les sommets de la trian-

gulation sans aucune restriction sur ’ordre de ces objets.

Définition des références
La définition des références dans le cas du catalogue trivial C; est directe. La référence
d’un objet (sommet ou triangle) est le numéro de la case contenant cet objet dans le
tableau associé. L’acceés est alors direct, chaque référence définit un objet unique dans le

tableau (voir la figure 4.12).
Dans le cas des autres catalogues, la solution est un peu plus compliquée. Une référence

est du type :
Type + Triangle + Numéros

ou Type est le type de la micro-triangulation du catalogue, Triangle est le numéro du
triangle dans cette micro-triangulation, et Numéro est le numéro de la case contenant
l'objet dans le tableau correspondant & cette micro-triangulation (voir la figure 4.12).

L’acces a un objet de la triangulation (sommet ou triangle) & partir d’une référence
nécessite la définition du type de la micro-triangulation, l’extraction de cette micro-
triangulation, et la lecture du triangle voulu.

L’information du triangle peut étre omise selon le type de 'application. Pour accéder
au voisin d’un triangle par exemple, on peut se contenter de déterminer les deux sommets

incidents dans la micro-triangulation voisine, et en déduire le triangle pointé.

Acces aux champs et modifications des attributs

La représentation des triangles est explicite dans le cas du catalogue trivial C;. L’acces
aux voisins et aux sommets est par conséquent direct : 'objet en mémoire est une suite
de références (trois pour les sommets et trois pour les voisins). La lecture et 1’écriture se
font directement sur 'objet en mémoire.

Dans le cas des autres catalogues, le triangle n’a aucune représentation explicite, on
doit donc déduire les voisins d’un triangle donné a partir de la micro-triangulation qui
le contient, et ce, a chaque acces a ce triangle en mode lecture. En mode écriture, la
micro-triangulation correspondante est continuellement mis & jour (voir la figure 4.12).

L’acces a une face incidente & un sommet se fait de la méme maniere dans les deux cas

vu que la représentation des sommets est similaire dans les deux cas.
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Itération sur les objets
Cette option peut se réaliser par un itérateur standard sur les éléments du tableau[Muss 95].
Les tableaux utilisés dans I'implémentation sont a deux étages (voir figure 4.11) ou les
blocs de données sont tous de taille vN (N est le nombre d’éléments dans le tableau).
Les blocs de données sont alloués au besoin, pour minimiser I’espace alloué et non utilisé.
L’itération sur un tel tableau est réalisée par des itérations successives sur tous les blocs

alloués.

Fi1G. 4.11: Tableau a deux étages, ou les éléments sont alloués par blocs de v V.

L’itération sur les triangles dans le cas des catalogues, se fait en choisissant un ordre
entre les différentes micro-triangulations (en taille par exemple), et d’itérer successivement
sur les différents tableaux associés aux micro-triangulations en énumérant a chaque lecture

d’une micro-triangulation ses triangles internes.

4.4.3 Résultats pratiques

Les résultats présentés dans les tableaux 4.1 et 4.2 expriment ce qui suit :

— La taille de la mémoire résidente que la triangulation d’un nombre n de points
occupe.

— Le temps nécessaire a la construction de cette triangulation, sachant que les points
sont triés suivant une courbe de Hilbert[Dela 07] pour améliorer la performance de la
localisation des points, ce qui permet d’accélérer la construction de la triangulation.

— Le pourcentage des différentes micro-triangulations du catalogue dans la triangula-
tion.

Les temps de calculs pour chaque catalogue sont en deux modes :

— mode brut, ou les points sont insérés, et la décomposition de la triangulation est
mise a jour suivant un schéma identique aux cas de figures exprimés dans les fi-

gures 4.6 et 4.8 sans aucune opération supplémentaire.
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5 Sommets
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A
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référence = ype + Numéro + Triangle voisin(i)

F1c. 4.12: La conception de la structure de données pour une représentation a base de
catalogues. (A) lacces aux sommets et faces d'un triangle, et a la face incidente d’un
sommet est direct dans le cas du catalogue trivial (B) L’acces aux sommets et voisins d'un
triangle dans le cas des autres catalogues doit passer par deux étapes : (1) Déterminer le

type de la micro-triangulation englobante (2) lire cette micro-triangulation dans le tableau

associé (3) Extraire le bon triangle interne (4) accéder aux attributs.

76




4.4. IMPLEMENTATION ET RESULTATS

— mode optimisé, ou on applique une opération supplémentaire d’optimisation : apres
chaque insertion, on parcourt le voisinage direct du nouveau point pour maximiser le
nombre de micro-triangulations ayant un nombre élevé de triangles. Pour le catalogue
Ci : les triangles voisins isolés sont regroupés deux & deux; pour le catalogue Cs :
les suites de quadrangles sont examinées pour essayer de construire des nouveaux
hexagones ou des nouveaux pentagones, et les suites de pentagones sont examinées

pour essayer de construire des nouveaux hexagones (voir la figure 4.13).

gl ed e BN
T |
IR

Fia. 4.13: La minimisation du nombre de micro-triangulations dans une décomposition

permet de gagner plus d’espace en augmentant le nombre de micro-triangulations ayant
un nombre élevé de triangles : dans le cas du catalogue Ca (1) les suites de triangles
sont converties en pentagones ou en hexagones (2) Les suites de pentagones peuvent aussi
donner naissance a des hexagones. Dans le cas ou des triangles isolés peuvent apparaitre
(*) la conversion ne peut avoir lieu que si ces triangles peuvent étre correctement collés

aux micro-triangulations voisines.

4.4.4 Discussion

Les gains pratiques en termes de mémoire refletent les estimations de calcul présentées
ci-dessus. Ces gains permettent la manipulation sans utilisation de mémoires auxiliaires
de jeux de données beaucoup plus grands que ceux dans le cas de la représentation a base
de triangles explicite. Ceci permet également de retarder davantage le recours au transfert
de données en mémoire externe (disque dur en 'occurrence).

Cependant, ce gain ne peut étre obtenu sans une perte en matiere de performance.
Ce surcout en temps de calcul est di a I'indirection d’acceés aux éléments introduite dans
la structure de données dans le cas des catalogues pour réaliser 'interface entre les objets
réels en mémoire (les micro-triangulations) et les faces (qui sont des triangles) manipulées

au niveau le plus haut.
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10 Millions de points
(20 Millions de triangles)

Catalogues C C] C] avec Cy Cy avec
optimisation optimisation
Triangles 19999954 8047832 2946606 - -
Triangles 100% 40% 15% - -
Quadrangles - 5976083 8526696 6046211 2296674
Quadrangles - 60% 85% 61% 23%
Pentagones - - - 2159780 2285542
Pentagones - - - 32% 34%
Hexagones - - - 357048 2137495
Hexagones - - - ™% 43%
Gain minimum
sur la - - 19% - 35%
combinatoire(%)
Le gain
effectif sur - 19% 26% 35% 1%
combinatoire(%)
Mémoire
Résidante 1,11 Go 481,1 Mo 442.1 Mo 401,6 Mo 374,3 Mo
Taux de
mémoire - 42% 39% 35% 33%
nécessaire (%)
Temps 2,12 minutes | 8 minutes | 12,8 minutes | 5,33 minutes | 13,32 minutes

TAB. 4.1: Résultats sur une machine 32 bits avec un processeur Intel(R) Pentium(R) 4
Core Duo CPU 3.60 GHz avec 2Go de mémoire vive
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100 Millions de points
(200 Millions de triangles)

Catalogues ¢ C1 C| avec Co Cy avec
optimisation optimisation
Triangles 199999950 | 80618230 29520044 - -
Triangles 100% 40% 15% - -
Quadrangles - 59690884 85239977 60389602 22964421
Quadrangles - 60% 85% 60% 23%
Pentagones - - - 21616898 22849256
Pentagones - - - 33% 34%
Hexagones - - - 3592513 21380835
Hexagones - - - ™% 43%
Gain minimum
sur la - - 19% - 35%
combinatoire(%)
Le gain
effectif sur - 19% 26% 35% 41%
combinatoire(%)
Mémoire
Résidante 11,2 Go 4,7 Go 4,3 Go 3,9 Go 3,6 Go
Taux de
mémoire - 42% 38% 35% 32%
nécessaire (%)
Temps 12 min 50 min | 1 heure 24 min | 29 min 1 heure

TAB. 4.2: Résultats sur une machine 64 bits Bi-Processor Intel(R) Xeon(R) Quad Core
CPU 2.33 GHz avec 16 Go de mémoire vive
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C ,1 avece

optimisations

Cz Cz avec
optimisations

—-—_—— = =

Fi1G. 4.14: Représentation graphique des gains apportés par l'utilisation des catalogues
pour représenter les triangulations. Les résultats présentés dans les tableaux 4.1 et 4.2
sont exprimés sur cette illustration.

Les hauteurs des rectangles représentent les espaces en mémoire alloués par les différentes
structures.

Les pointillés représentent les estimations de l’espace mémoire calculées dans les sec-
tions précédentes (correspondant aux gains théoriques minimaux). Les rectangles roses

représentent le temps de construction de chaque structure.
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Ce surcout peut étre modulé par le niveau de tassement voulu. Ceci est traduit par
Ioptimisation qui vise & minimiser les micro-triangulations ayant un nombre inférieur de
triangles, et aussi par le nombre de triangles par micro-triangulation dans le catalogue (les
micro-triangulations ayant un nombre élevé de triangles nécessitent plus de traitement
pour accéder aux triangles internes).

On constate que le catalogue Cy réalise le meilleur taux de mémoire par rapport a la
perte en temps d’exécution. Ce catalogue réduit ’espace mémoire utilisé par un facteur

de 3, pour une augmentation du temps de calcul par un facteur de 2, 5.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a l'utilisation des catalogues stables pour représenter les
triangulations en 2D. La mise a jour de la triangulation et sa construction dynamique
se font en temps constant tout en maintenant une décomposition économique en micro-
triangulations. Plusieurs catalogues ont été définis et étudiés en termes de calcul de bornes
inférieures, et en matiere de complexité pratique, en 'occurrence 'impact sur le temps de
calcul.

En pratique, le gain en mémoire peut étre maximisé en maintenant un ratio faible entre
le nombre de micro-triangulations ayant un nombre élevé de triangles et le nombre des
micro-triangulations ayant moins de triangles. Ceci se réalise en effectuant une étape d’op-
timisation locale apres chaque opération de mise & jour. Cependant, cette phase introduit

un surcoflt en temps de calcul.
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Chapitre 5

Codage en sous-triangulations

5.1 Introduction

L’utilisation des indices pour référencer les sommets et les faces de la triangulation en
dimension 2, sur une taille contrélée au bit pres s’est avérée tres cotiteuse en matiere de
temps de calcul (voir chapitre 3). Ceci est dii en grande partie aux opérations élémentaires
de lecture et d’écriture appelées en permanence, et incluant des opérations de décalage de
bits qui se révelent plutot lentes.

Ce chapitre tente de réduire la complexité de cette technique, en alignant les références
sur un nombre entier d’octets, sans étre obligé a utiliser la taille du mot mémoire en entier.
Ceci ne peut se faire dans le cas des grandes triangulations, sans réduire les tailles des
références.

Pour ce faire, la triangulation est subdivisée en sous-triangulations, ce qui permet d’uti-
liser des références locales de taille réduite au sein de la méme sous-triangulation. La taille
de ces références locales dépendra bien évidemment de la taille de la sous-triangulation.

Les références de la sous-triangulation ne sont pas toutes internes, celles qui référencent
des voisins n’appartenant pas a la méme sous-triangulation sont obligatoirement globales,
et sont de taille supérieure a la taille des références internes. Le nombre de ces références
globales présente un surcott, et est proportionnel a la taille des frontiéres entre les sous-
triangulations.

Le gain apporté par cette méthode est relatif au taux de remplissage des sous-triangulations.
Ce taux doit étre maintenu élevé, pour pouvoir profiter du gain apporté par 1'utilisation
des références locales. Les stratégies de décomposition d’une sous-triangulation en deux ou
plusieurs morceaux quand cette sous-triangulation atteint la taille maximale, ainsi que la
distribution des points jouent des roles importants en cette direction. Bien que le deuxieme
facteur ne puisse étre controlé, le premier peut étre ajusté pour donner des résultats assez
satisfaisants.

La taille maximale des sous-triangulations est aussi un parametre déterminant. Des
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grandes sous-triangulations induisent des frontieres inter-sous-triangulations plus petites,
et donc un surcout réduit ; Cependant, la taille des références locales est plus grande. In-
versement, des sous-triangulations plus petites augmentent le cotit des références globales,

mais réduisent la taille des références locales.

5.2 La conception de la triangulation en plusieurs niveaux

La décomposition de triangulations est utilisée pour les représentations des triangulations[Cast 06a],
ou pour la compression|[Lavo 05]. L’idée consiste a partitionner les simplexes de la trian-
gulation en plusieurs parties connexes, induisant des ensembles plus petits, ce qui permet

d’utiliser moins de bits pour référencer ses éléments.

5.2.1 La structure de donnée

Une triangulation 7 est maintenue comme un ensemble de sous-triangulations {t;}
(i = 1..m, ot m est le nombre de sous-triangulations).
Les simplexes de la triangulation se différencient par leurs types, suivant leurs positions
par rapport aux frontieres des sous-triangulations. Les arétes de la triangulation sont soit :
— des arétes internes aux sous-triangulations.
— des arétes partagées par deux sous-triangulations.
— des arétes du bord de la triangulation globale.
Les sommets sont soit :
— des sommets internes aux sous-triangulations.
— des sommets partagés par deux sous-triangulations.
— des sommets du bord de la triangulation tout entiere.
Enfin, les faces sont soit :
— des faces internes n’ayant ni arétes de bord, ni arétes partagées.
— des faces limites ayant une ou des arétes partagées.
— des faces du bord ayant une ou des arétes du bord.
Il est évident qu’un sommet peut étre a la fois un sommet partagé, et un sommet du bord,

et une face de la triangulation peut étre a la fois une face limite et une face du bord.

5.2.2 Les sous-triangulations

Une sous-triangulation d’une triangulation globale 7 composée d’un ensemble de
triangles T', est définie par un sous-ensemble connexe T; de I’ensemble des triangles T, et
par les sommets et les arétes de T;.

Toute sous-triangulation est représentée a base de triangles, comme suit :

— chaque face a trois références faces (re ftoce iocale), €t trois références sommets (re fsommet)-
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— chaque sommet a une référence face (7€ fface iocale)-
Les relations de voisinage a 'intérieur d’une sous-triangulation sont directes et représentées

explicitement, en utilisant des références locales.

Définitions

— On appelle le nombre de sommets dans une sous-triangulation, la taille de la sous-
triangulation.

— On appelle le nombre de sommets maximal que la sous-triangulation peut contenir,
la capacité de la sous-triangulation. Cette capacité correspond bien a I'espace alloué
en mémoire pour la sous-triangulation en question.

— On appelle taux de remplissage T, pour une sous-triangulation ¢, de capacité non

nulle ¢, contenant taille(t) éléments, le ratio %

La taille des références locales re frace_ocale dépend de la capacité de la sous-triangulation.
Pour augmenter le gain, tout en minimisant les surcotts du temps de calcul, les regles sui-
vantes sont considérées :

— Une capacité fixe et uniforme : La capacité est fixe pour toutes les sous-
triangulations. Et I’espace mémoire associé a chaque sous-triangulation est contigu,
et alloué statiquement a la création de la sous-triangulation en question. Une perte
est alors inévitable lorsque la triangulation est construite incrémentalement, due
au non remplissage tres probable des sous-triangulations. Le choix de I'utilisation
de sous-triangulations de capacités variables, ou ’allocation de I’espace mémoire
pour les éléments de ces sous-triangulations est dynamique, ne fait qu’augmenter la
complexité de la structure, et impose ’ajout d’informations supplémentaires pour
spécifier la capacité de la sous-triangulation, et marquer la disposition des éléments
en mémoire.

— Des références locales sur n octets : La capacité est choisie de maniére a ce que
le nombre de bits nécessaire a la représentation des références locales soit un multiple
de 8 bits, pour éviter un gaspillage inutile de bits, ou le recours a des représentations

au bit pres augmentant ainsi la complexité des méthodes d’acces.

5.2.3 La connectivité inter-sous-triangulations

Lorsque la triangulation est composée de plusieurs sous-triangulations, les références lo-
cales ne suffisent plus pour représenter la topologie globale. Les bords inter-sous-triangulations
nécessitent un autre type de références permettant le passage d’un triangle & un voisin
n’appartenant pas a la méme sous-triangulation.

Le graphe des sous-triangulations n’est pas représenté explicitement, ni d’ailleurs le

graphe intra-sous-triangulation (qui est le graphe interne a une sous-triangulation). C’est
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un schéma combinatoire unique qui représente toute la triangulation, pour pouvoir bénéficier
du gain que peut apporter I'utilisation des références locales.

Les faces de la triangulation gardent la méme représentation, et par conséquent le
méme type de références, qu’elles soient des faces internes, des faces limites, ou des faces
du bord.

On considere une triangulation de n sommets, représentée par une décomposition en
sous-triangulations de m sommets chacune. Le nombre de triangles dans chaque sous-
triangulation est borné par 2m. Une face est alors représentée par :

— 3 références sommets de taille logm bits.

— 3 références faces de taille 1 + 1 + log m bits.

La taille des références des sommets est égale a logm bits, car tous les sommets sont
référencés par des faces de la méme sous-triangulation, la référence est donc locale dans
tous les cas.

La taille des références des faces dans les sommets est égale a 1 + logm bits, car on
peut toujours imposer que les faces référencées par les sommets soient de la méme sous-
triangulation.

La taille des références de faces voisines est égale a 1414 logm bits. Le bit additionnel
détermine 'interprétation de la référence en séparant deux cas :

— La référence est locale : dans ce cas-1a, cette référence renvoie un élément de

la méme sous-triangulation, qui est déréférencé par le numéro représenté par les
1 + logm bits restants.

— La référence est globale : la référence renvoie un élément dans une autre sous-
triangulation. Dans ce cas-la, les 1 4 logm bits restants renvoient 'indice d’une
case dans un tableau spécial ; et cette case contient la référence globale, qui est une
composition de deux parties, le numéro de la sous-triangulation en question t;, et le
numéro de I’élément déréférencé dans cette sous-triangulation.

Par conséquent, la taille des références des sommets et des faces est bornée par 2 + log m.

5.2.4 Le tableau des références globales

Pour gérer les références globales, un tableau supplémentaire doit étre associé a chaque
sous-triangulation. Les éléments de ce tableau sont des références globales de la taille de
log (=) + 1 +log (m) = 1+ logn. La taille de ce tableau dépend de la taille du bord de la
sous-triangulation, ce qui rend la gestion de ce tableau complexe et imprévisible.

Une alternative consiste a exploiter la formule suivante, déduite de la formule d’Euler-
Poincaré[Bond 76, Dies 00] :

2m —2 =t+k; (5.1)

Ou t est le nombre de triangles, k est le nombre des triangles du bord. Il est clair que la
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somme du nombre de faces de la sous-triangulation, et du nombre des arétes du bord (qui
est égal au nombre des références externes ou globales de la sous-triangulation) est bornée
par 2m.

Supposons que la taille des références globales (1 + logn bits) est inférieure ou égale
a la taille d’une face de la triangulation (6 + 6logm bits), ce que 'on garantit en pra-
tique par le choix de m; On peut alors utiliser un méme tableau de taille 2m (exprimée
en nombre de faces) pour garder les faces de la sous-triangulation et les références du

bord (voir figure 5.1).

[SISTSIFIFIFL [SISIS[FIFIFL- - [face-o] faceo]

voisin dans une autre sous-triangulation

voisin dans la méme
sous-triangulation
|s|s|s|F|F|F||s]s]s|F|F|F].. .| face g

foce 4]

face (6 références)

réféerence globale

F1G. 5.1: Un seul tableau de taille 2m triangles suffit pour représenter a la fois les faces
de la sous-triangulation, en partant de la gauche; et les références externes de cette méme

sous-triangulation vers les autres sous-triangulations en partant de la droite.

5.2.5 Le cout de la structure

Idéalement, la triangulation est subdivisée en > sous-triangulations, de m points cha-
cune. Chaque sous-triangulation utilise deux tableaux :

— Un tableau de m sommets, chacun représenté par une référence face de 2+log m bits.

— Un tableau de 2m faces, chacune représentée par 6 + 6logm bits.

Le cotut global est de 14m + 13m log m bits. Le cotit équivalent pour une représentation

explicite serait 7m + 13mlogn. Le facteur entre les deux modes de représentation est donc

logm

Tog " Ceci peut nous amener a minimiser au maximum la

essentiellement de 'ordre de

capacité des sous-triangulations pour pouvoir obtenir le meilleur facteur de gain, ce qui
revient a choisir des sous-triangulations a triangle unique.

Cependant, il y a un autre facteur tres influent dans le calcul du coiit, qui est la taille
du bord des sous-triangulations. Il faut noter tout d’abord, que la décomposition de la
triangulation n’est pas une partition. Ceci revient a dire qu’il y a des sommets partagés
entre les sous-triangulations. Et choisir des sous-triangulations a triangle unique, revient
a partager tous les sommets, et par conséquent, rendre toutes les références externes, ce

qui prive la méthode de son intérét.
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On ne peut pas non plus maximiser le nombre de sommets internes, ce qui produit la
coincidence de la référence locale avec la référence globale, et de méme, nous conduit a la
représentation explicite globale.

C’est donc un compromis a gérer entre la capacité des sous-triangulations, et le nombre
de sommets internes.

Le cotit de la représentation dépend d’autres facteurs, comme la distribution des points,
et les stratégies de construction et de mise & jour de la triangulation.

La disposition des points joue un role primordial dans la détermination de la décomposition
possible d’une triangulation en sous-triangulations. Dans notre travail, on considere que les
points sont généralement bien distribués (ce qui veux dire que les points sont uniformément
distribués).

Pour ce qui est de la stratégie de construction et de mise a jour, la section suivante y

est entierement dédiée.

Cas pratique Considérons maintenant le cas d'une triangulation de n points, ou les
références faces et sommets sont de taille 7 bits. Ceci nous permet d’avoir des sous-
triangulations de taille 25 = 64 sommets chacune. Un bit est réservé dans chaque octet a
I'usage interne du tableau (pour le marquage des cases libres).

Si toutes les sous-triangulations sont pleinement remplies (ignorant que les sommets
se partagent), le gain est de % = 75% par rapport a la représentation classique. Ceci est
déduit du fait qu’on passe d’une représentation des références sur des entiers de 4 octets
a des références d’un octet.

Toutefois, les sous-triangulations ne sont pas toujours pleinement remplies. En moyenne,
elles sont remplies & % = 75% (au mieux, le taux de remplissage est a 100%, et au pire,
il est & 50%, lorsque une sous-triangulation atteint la limite, elle est subdivisée en deux
sans que les deux moitiés ne regoivent de nouvelles insertions), ce qui nous donne un gain

moyen de % = 66%.

5.3 La construction et la mise a jour de la triangulation

La triangulation est construite incrémentalement, c’est a dire que les points sont insérés
un a un. Et les sous-triangulations sont, par conséquent, construites I’'une apres 'autre.

Tout au début, la triangulation ne contient qu’une seule sous-triangulation, ou toutes
les opérations sont entreprises comme s’il n’y avait qu'une seule triangulation. Des que la
taille de cette sous-triangulation atteint la capacité de la sous-triangulation, une nouvelle
sous-triangulation est créée pour permettre l'insertion de nouveaux points. Et la construc-

tion de la triangulation continue jusqu’a 'insertion de tous les points.
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5.3.1 Insertion d’un nouveau point

L’algorithme d’insertion est celui de la bascule d’arétes, présenté dans la section 1.2.2.
On considere que la capacité d’une sous-triangulation est ¢, et que le nombre d’éléments
d’une sous-triangulation ¢ & un instant donnée est taille(t). Les cas de figures qui se

présentent sont comme suit :

Insertion dans une face f Cette insertion produit deux faces supplémentaires dans la
sous-triangulation ¢ en question. Si I'insertion de ces deux faces ne déborde pas la capacité
de la sous-triangulation, ce qui revient a taille(t)+2 < ¢, 'insertion se réalise normalement.

Si par contre, la sous-triangulation déborde aprés 'insertion des deux nouvelles faces
(taille(t) + 2 > c), cette sous-triangulation est subdivisée d’abord en deux nouvelles sous-
triangulations t; et ta, et 'insertion se fait dans la nouvelle sous-triangulation contenant

la face f.

Les stratégies de décomposition seront détaillées dans la section 5.4

Insertion sur une aréte L’insertion sur une aréte produit aussi deux nouvelles faces, le
méme raisonnement est suivi pour la mise a jour de la décomposition de la triangulation.

L’insertion sur une aréte peut bien évidemment se faire sur la frontiere entre deux
sous-triangulations. Ce cas ne se pose pas en pratique, vu que l'insertion sur une aréte
est détournée combinatoirement en combinant ’insertion dans une face avec une bascule

d’aréte (voir figure 1.3).

5.3.2 La bascule d’aréte

Pour une aréte interne a une sous-triangulation, la bascule se réalise normalement.
Cependant, pour une aréte partagée entre deux sous-triangulations, la mise a jour de la
décomposition n’est pas évidente.

La bascule d’une telle aréte se fait en passant I’'une des deux faces a la sous-triangulation
voisine. Le choix est fait en fonction des tailles des deux sous-triangulations. La face de la
sous-triangulation la plus grande est transférée a l’autre sous-triangulation.

Le cas restant est, bien évidemment, la bascule d’aréte en interne dans la méme sous-

triangulation.

Définition On dit qu’'une face f de la triangulation est une face d’étranglement dans
sa sous-triangulation ¢, si la suppression de cette face, engendre une singularité (voir sec-
tion 1.1.2) dans la sous-triangulation, ou divise la sous-triangulation en deux composantes

connexes, ce qui d’ailleurs, fausse I’équation 5.1 (voir figure 5.2).
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F1G. 5.2: Le triangle X est une face d’étranglement dans la sous-triangulation rouge, c’est

un triangle dont la suppression génere une singularité.

La bascule d’aréte entre deux sous-triangulations ¢; et to, nécessite un traitement
spécifique lorsque ce transfert n’est praticable dans aucun des deux sens. La non possibilité
de transférer une face limite de sa sous-triangulation (la sous-triangulation source) a une
sous-triangulation voisine adjacente (la sous-triangulation de destination) peut se produire
dans deux cas :

— La face en question est une face d’étranglement.

— La sous-triangulation voisine est pleine (sa taille est égale a sa capacité).

Dans ce cas la, deux solutions sont a appliquer :

Décomposition de la sous-triangulation de destination

Lorsque le probleme se limite a la taille de la sous-triangulation de destination, ceci
peut étre résolu par la décomposition de cette derniére en suivant I'un des schémas proposés

dans la section suivante.

Décomposition a partir d’une face d’étranglement

Dans le cas ou l'aréte a basculer est adjacente a une face d’étranglement f (ou a
deux faces d’étranglement f; et f2), et que la face opposée ne peut étre transférée,
une décomposition spéciale doit étre entreprise. La sous-triangulation ¢ contenant la face
d’étranglement est décomposée en deux sous-triangulations ¢ et to, de telle sorte que la face
f appartienne a la sous-triangulation 1, et est adjacente a la sous-triangulation ¢s. Apres
cette décomposition, la face f n’est plus une face d’étranglement dans sa sous-triangulation,
et peut étre transférée a l'une de ces sous-triangulations voisine (voir figure 5.3).

Les deux solutions peuvent étre combinées dans certains cas pour permettre la bascule
d’aréte. Par exemple, lorsque les deux sous-triangulations sont pleines, et que les deux

faces incidentes a I'aréte a basculer sont des faces d’étranglement.

90



5.4. STRATEGIES DE DECOMPOSITION

N
[~ =

F1G. 5.3: La sous-triangulation rouge est décomposée en deux sous-triangulations (verte

et bleue) en partant de la face d’étranglement f. Apreés la décomposition, la face f n’est

plus une face d’étranglement.
5.4 Stratégies de décomposition

Lorsque la sous-triangulation atteint la taille maximale autorisée, elle doit étre sub-
divisée en deux parties. Pour ce faire, on définit un ensemble de faces a supprimer de la

sous-triangulation et a insérer dans la nouvelle sous-triangulation.

5.4.1 Une décomposition progressive

Pour décomposer une sous-triangulation ¢ en deux sous-triangulations, on parcourt
I’arbre couvrant de la sous-triangulation, et on transfere les triangles un par un a la nouvelle
sous-triangulation. L’arbre couvrant n’est pas construit, le parcours est implicite et direct.

Le schéma général pour une décomposition progressive est décrit dans le pseudocode 5.1.

Les pseudocodes 5.2 et 5.3 décrivent les décompositions d’une sous-triangulation ¢ sui-
vant cette stratégie en utilisant deux parcours différents de la triangulation (en profondeur
et en largeur, en partant du sommet). La procédure crée une nouvelle sous-triangulation,
et supprime les triangles de I'ancienne sous-triangulation I'un apres ’autre, en les insérant
au fur et a mesure dans la nouvelle.

Pour ce faire, une face du bord doit étre désignée pour commencer la recherche, le
choix de cette face peut étre aléatoire, ce qui mene a des décompositions différentes. On
peut envisager plusieurs heuristiques pour sélectionner la premiere face, sur le bord :

— Choisir la face extréme suivant ’axe d’allongement de la triangulation (c’est ce qui

est choisi dans I'implémentation).

— Choisir la face avec le sommet ayant le degré minimal
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Subdiviser(sous-triangulation t)
début
// initialisation
triangle f = t.sélectionner_une_face;
sous-triangulation ¢_bis = créer_une_nouvelle_sous-triangulation() ;
liste<triangle> liste_t;
// Remplir la nouvelle sous-triangulation
tant que(taille(t_bis) < taille(t))
transférer(f, t, t_bis);
si(liste_t.est_vide)
‘ arréter_la_décomposition() ;

fin si

f = liste_t.suivant() ;

fin tant que
fin.

Pseudo 5.1: Algorithme de décomposition progressive de sous-triangulations.

Subdiviser_2(sous-triangulation t)
début
// initialisation
triangle f = t.sélectionner_une_face_du_bord();
sous-triangulation t_bis = créer_une_nouvelle_sous-triangulation() ;
liste<triangle> liste_t;
// Remplir la nouvelle sous-triangulation
tant que(taille(t_bis) < taille(t))
transférer(f, t, t_bis);
si(triangle_gauche(f) est dans t)
‘ liste_t.insérer_a_la_fin(triangle_gauche(f));
fin si
si(triangle_droit(f) est dans t)
‘ liste_t.insérer_a_la_fin(triangle_droit(f));
fin si
transférer(f, t, t_bis);
f = liste_t.début() ;
fin tant que

fin.

Pseudo 5.2: Algorithme de décomposition de sous-triangulations par parcours en largeur
d’abord.
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Subdiviser_2(sous-triangulation t)
début
// initialisation
triangle f = t.sélectionner_une_face_du_bord() ;
sous-triangulation t_bis = créer_une_nouvelle_sous-triangulation() ;
liste<triangle> liste_t;
// Remplir la nouvelle sous-triangulation
tant que(taille(t_bis) < taille(t))
transférer(f, t, t_bis);
si(triangle_droit(f) est dans t)
‘ liste_t.insérer_au_début(triangle_droit(f));
fin si
si(triangle_gauche(f) est dans t)
‘ liste_t.insérer_au_début(triangle_gauche(f));
fin si
f = liste_t.début() ;

fin tant que

fin.

Pseudo 5.3: Algorithme de décomposition de sous-triangulations par parcours en profon-
deur d’abord.

93



CHAPITRE 5. CODAGE EN SOUS-TRIANGULATIONS

5.4.2 Un parcours par balayage

Dans le but d’obtenir des sous-triangulations équilibrées, un parcours par balayage pour
extraire les triangles a insérer dans la nouvelle sous-triangulation peut étre plus efficace. La
triangulation est parcourue de gauche a droite ou de haut en bas (suivant 1’axe le plus long)
par une ligne, et a chaque fois que la ligne franchit un triangle, ce triangle est transféré
a la nouvelle sous-triangulation. Cette technique est analogue a plusieurs algorithmes en
géométrie algorithmique comme pour le calcul de la triangulation de Delaunay, ou le calcul

des arrangements de segments[Chen 96].

5.4.3 L’ajustement du bord d’une sous-triangulation

La décomposition progressive a partir d’'une face sur le bord ne conduit pas toujours a
une décomposition équitable. En effet, la décomposition ne s’arréte pas toujours lorsque les
deux sous-triangulations sont de tailles équivalentes, mais peut s’arréter prématurément.
Ce cas se produit quand le parcours se trouve sur une face d’étranglement dans la sous-
triangulation, et résulte souvent une sous-triangulation allongée ayant un bord tres large,
ce qui induit un taux de remplissage trés faible. Les résultats obtenus ainsi peuvent étre
améliorés en appliquant un traitement supplémentaire.

Ce traitement vise deux buts :

— Maximiser ’équilibre de taille entre les sous-triangulations.

— Minimiser au maximum la taille du bord de la sous-triangulation, c’est a dire le

nombre d’arétes partagées avec les sous-triangulations voisines.

Pour ce faire, les triangles du bord de la sous-triangulation sont parcourus. Et chaque
fois qu’on trouve un triangle ayant deux arétes partagées avec la méme sous-triangulation,
ce triangle est transféré vers cette sous-triangulation. Ceci permet de maximiser le nombre
de ses sommets internes, et minimiser en méme temps la taille du bord de la sous-
triangulation courante.

Cette opération est réalisée avant chaque subdivision. Si ce traitement n’aboutit pas a
une réduction de la taille de la triangulation, la subdivision aura lieu. Cette étape d’optimi-
sation de la forme de la sous-triangulation peut étre réalisée aussi apres la décomposition

pour les deux sous-triangulations : ’ancienne et la nouvelle.

5.5 Quelques remarques sur la conception

Le but de ce travail est de concevoir une structure de données économique en mémoire,
sans trop perdre en efficacité. Par conséquent, la simplicité et la réduction au maximum

des niveaux d’indirection sont primordiales.
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5.6. MISE EN (EUVRE.

Certains niveaux de représentation sont admis dans le cas ou des vrais pointeurs sont
utilisés, du fait que le cout en temps d’exécution est négligeable. Cependant, lorsqu’il
s’agit de séparer la représentation mémoire (ce qui est stocké en mémoire) de l'interface
utilisateur, il est conseillé de limiter au maximum les couches inutiles. Car dans ce modele
la, des acces multiples sont faits & chaque acces aux éléments de la structure en lecture,

comme en écriture (voir chapitre 3 pour plus de détails).

5.6 Mise en oceuvre.

Cette section détaille la conception de la triangulation en termes de structures de
données, en décrivant les différents niveaux :

— Le niveau le plus haut : I'interface avec 'utilisateur.

— Le niveau de la structure de données.

— Le niveau de stockage.

5.6.1 L’interface

La triangulation doit garder son interface classique vis a vis de l'utilisateur. Ceci im-
plique une invariance par rapport au modele imposé au début de notre travail, a savoir :
— Construction d’une triangulation : par le constructeur par défaut, et le constructeur

par copie.

Insertion d’un point dans la triangulation.

— Suppression d’'un sommet de la triangulation.

Bascule d’une aréte de la triangulation.

— Parcours des sommets et des triangles de la triangulation.

5.6.2 Le niveau de la structure de données

Cette couche est intermédiaire entre la couche la plus basse et la couche d’interface
avec l'utilisateur. Pratiquement, une classe appelée (Container) est créée pour regrouper
toutes les fonctionnalités et les méthodes nécessaires a la création et a la manipulation des
objets.

On définit dans cette classe ce qui suit :

Les itérateurs et leurs types de valeurs
La partie cruciale de cette phase, est la définition des types Vertex, Face, Vertex_iterator,
et Face_iterator ; associés respectivement aux sommets, faces, itérateurs sur les sommets,

et itérateurs sur les faces.
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Les faces (triangles) stockées en mémoire ne contiennent que des informations locales,

et pour pouvoir les manipuler comme des triangles réels, elles ont besoin d’inclure :

— le numéro de la sous-triangulation.

— les références globales pour les champs pointant vers des faces externes.

Les faces sont donc représentées comme suit :

— La structure contient un pointeur vers la face dans le tableau, le numéro de la sous-
triangulation en question, et une référence du tableau global (en cas d’utilisation de
plusieurs triangulations).

— Adapter toutes les méthodes d’acces aux sommets et aux voisins a cette définition.

— Le seul inconvénient est que les faces implémentées ainsi ne sont plus utilisables en
soi. On ne peut manipuler que les faces réelles (qui sont déja dans la triangulation, i.e.
insérées dans le tableau). On ne peut donc plus déclarer une face sans qu’elle ait une
image dans le tableau. Ce qui parait un peu restrictif au niveau de 'implémentation,
mais en pratique, ¢’est tout a fait cohérent. Car on peut envisager de définir un type
Triangle, pour en faire usage dans une telle situation, et garder le type Face pour
les faces de la triangulation (ayant un voisinage).

Cette définition est le type de valeur de l'itérateur sur les faces. Cet itérateur est quasi-

ment identique a son type de valeur, en le surchargeant par les opérateurs d’incrémentation
et de decrémentation. On peut donc itérer sur tous les éléments, via ces itérateurs, en te-

nant en compte le passage d’une petite triangulation & une autre.

Les définitions des sommets et des itérateurs sur ces sommets sont analogues a ceux

présentés pour les faces.

5.6.3 Le niveau de stockage

Le niveau le plus bas est celui qui représente la mémoire ou I'espace de stockage.

La taille des pointeurs utilisés pour représenter toutes les références de la triangulation
(sommets et faces) est un octet. Ce qui implique de construire des structures de données
reflétant cette réalité.

On distingue a ce stade les types et les instances suivants :

— Les sommets de base : les sommets ou les références de faces incidentes sont codées
sur un octet, et contiennent évidemment l'information géométrique (les points).

— Les faces de base : les structures ou les champs (sommets et faces) sont codés sur un
octet chacun. Ces faces ne peuvent avoir une existence en soi, parce que les champs
de voisins ne déréférencent pas toujours des triangles, mais peuvent étre des indices
dans le méme tableau dont la case correspondante contient la vraie référence du
voisin en question.

— Les tableaux de sommets et de faces : la triangulation est subdivisée en sous-triangulations.
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5.7

Chacune contient un tableau de sommets et un tableau de faces. Les sommets
contiennent toujours des références locales (les références de faces incidentes). Par
contre, les faces peuvent contenir des références vers des faces externes (ne faisant
pas partie de la sous-triangulation courante). Pour pallier ce probleme, la face en
question garde un indice sur un octet dans le champ qui correspond a la face ex-
terne. Cet indice est un numéro de case dans la sous-triangulation courante. Et cette
case contient la référence réelle de la face externe (une référence sur la taille du mot
mémoire de la machine, contenant le numéro de la sous-triangulation, et le numéro
interne de la face dans cette sous-triangulation).

Les itérateurs de base : les itérateurs locaux aux petits tableaux de sommets et de

faces.

Résultats et implémentation

5.7.1 Expérimentations

Les résultats dans le tableau 5.1 sont obtenus en calculant une triangulation de Delau-

nay d’un million de points, générés aléatoirement suivant une loi uniforme. La triangulation

est calculée en utilisant 1'algorithme de la bascule d’aréte décrits dans la section 1.2.2. Les

résultats présentent plusieurs parametres :

Le nombre de sous-triangulations dans la triangulation.

Le facteur de redondance des sommets. Ce facteur est le ratio entre le nombre de
points de la triangulation, et la somme des sommets des sous-triangulations. Et
donne une estimation du nombre de sommets partagés entre les sous-triangulations.
Le nombre de subdivisions (1) : ce nombre est égal au nombre de fois ou une sous-
triangulation est subdivisée parce qu’elle a atteint la taille maximale.

Le nombre de bascules d’arétes établis pendant la construction de la triangulation.
Le nombre de subdivisions (2) : ce nombre est égal au nombre de fois ou une sous-
triangulation est subdivisée a partir d’une face d’étranglement pour permettre la
bascule d’aréte.

Le nombre de subdivisions (3) : ce nombre est égal au nombre de fois ou une sous-
triangulation est subdivisée parce qu’elle a atteint la taille maximale pour permettre
la bascule d’aréte.

Le taux de remplissage (1) : la moyenne des taux de remplissage des tableaux de
sommets.

Le taux de remplissage (2) : la moyenne des taux de remplissage des tableaux de
triangles.

Le gain en termes de tailles de structures, qui est le facteur entre les deux tailles de

structures précédentes.
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Les configurations évaluées dans le tableaux correspondent aux différentes stratégies
de parcours lors de la décomposition d’une sous-triangulation, et sont ci-dessous :
— Parcours par balayage :
— Heuristique 1 : parcours par balayage simple.
— Heuristique 2 : ajustement du bord avant la subdivision de la sous-triangulation
dans le but d’équilibrer les tailles.
— Heuristique 3 : ajustement du bord avant et apres la subdivision de la sous-
triangulation.
— Heuristique 4 : Parcours en largeur d’abord.

— Heuristique 5 : Parcours en profondeur d’abord.

Ces résultats sont présentés sous un format graphique dans la figure 5.4.

Heur. 1 Heur. 2 Heur. 3 Heur. 4 Heur. 5
Nombre de 54675 42299 41533 43738 47592
sous-triangulations
Facteur de redondance 1,683 1,577 1,556 1,553 1,615
des sommets
Nombre de 45537 33924 34190 36569 37482
subdivisions (1)
Nombre de 3075543 | 3075543 | 3075543 | 3075543 | 3075543
bascules
Nombre de 9121 8369 7334 7166 12454
subdivisions (2)
Nombre de 10211 10698 9454 9453 10102
subdivisions (3)
Taux de 51,296 % | 62,131 % | 62,453 % | 59,191 % | 56,558 %
remplissage (1)
Taux de 30,483 % | 39.402 % | 40,129 % | 38,106 % | 35,020 %
remplissage (2)
gain de la 17,988 % | 36,552 % | 37.705 % | 34,393 % | 28,612 %
structure

TAB. 5.1: Statistiques d’utilisation de la mémoire 5.7.1. Ces résultats sont obtenus sur
une machine 32 bits Processor Genuine Intel(R) CPU T2300 1.66 GHz Core Duo avec
2 Go de mémoire vive. Les coordonnées sont en format flottant et représentées sur 4 octets
chacune. Le gain dans le tableau est exprimé par rapport au cout de représentation d’une

représentation a base de triangles explicite.
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Taux de remplissage B |sommets

B Ifaces
1.000.000 points o Stratégie de parcours:
17 % balayage
54675

sous-triangulations

Taux de remplissage B |sommets

B faces
1.000.000 points o Stratégie de parcours:
37 % balayage

Ajustement du bord avant
chaque décomposition

42299
sous-triangulations

1.000.000 points

I38%

Taux de remplissage B |sommets

Temps: 10 fois plus lent...

B faces

Stratégie de parcours:
balayage

Ajustement du bord avant
etapres
chaque décomposition

41533
sous-triangulations

Taux de remplissage B |sommets
B faces

Stratégie de parcours:
en largeur d’'abord

1.000.000 points

34 %

Ajustement du bord avant
et apres
chaque décomposition

43738
sous-triangulations

Taux de remplissage B |sommets
B faces

Stratégie de parcours:
en profondeur d'abord

1.000.000 points

28 %

Ajustement du bord avant
et apres
chaque décomposition

47592
sous-triangulations

FiGc. 5.4: Représentation graphique des gains apportés par ['utilisation des sous-
triangulations pour représenter les triangulations. Les rectangles noirs représentent ’espace
mémoire alloué par la structure de base. Les rectangles verts représente I’espace mémoire

alloué par la structure a sous-triangulations.
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5.8 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la représentation des triangulations en utilisant des sous-
triangulations, pour pouvoir bénéficier de 'utilisation des références locales sur un nombre
réduit de bits. La stratégie de mise a jour de la triangulation apres I’application de chaque
opération de mise a jour détermine les taux de remplissage des différents tableaux. Ceci
détermine le gain apporté par la méthode. Ces stratégies doivent maximiser le nombre
de sommets internes tout en réduisant les tailles des frontieres entre les différentes sous-
triangulations. Cette technique peut étre combinée avec d’autres techniques tel que le
codage par différences. En effet, ’allocation statique des tableaux des sous-triangulations
fournit une plage d’étiquettes limitée. Les objets peuvent alors étre insérés tout en impo-

sant un étiquetage cohérent minimisant les différences entre les sommets voisins.
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Conclusion générale

Cette these a été entamée dans le but de concevoir des solutions pratiques et exploi-
tables en réponse aux problemes de limitations d’espace mémoire lors de la manipulation

de grandes triangulations. Les travaux entrepris ont suivi trois axes :

1. L’utilisation des indices comme références, pour économiser un nombre de bits sur

chaque référence utilisée par la structure.

2. La définition des catalogues stables pour représenter les triangulations, dans le but de
réduire le nombre des références multiples vers les mémes sommets, et les références

réciproques entre voisins.

3. La décomposition de la triangulation pour pouvoir utiliser des références locales de

tailles réduites par rapport a la taille des références absolues.

Les indices pour remplacer les pointeurs

La premiere idée pour réduire la taille de ’espace mémoire, est de limiter aux maximum
le gaspillage des bits, en représentant les références des objets de la triangulation par des
indices occupant exactement le nombre de bits nécessaire. Cette idée, bien que triviale sur

le plan théorique, nécessite une attention particuliere lors de sa mise en ceuvre.

Le colt d’une telle structure s’est avéré tres élevé en termes de temps d’exécution.
Ceci est du a 'acces répétitif aux cases mémoires contenant les informations relatives aux
sommets et aux objets géométriques. Cet acces est réalisé a chaque écriture, et a chaque
lecture pour garder I'intégrité et la cohérence entre les variables manipulées par 'utilisateur

et les données réelles en mémoire.

L’implantation a été congue suivant le schéma de la bibliotheque CGAL, en gardant
toutes les fonctionnalités et l'interface proposée par les triangulations de CGAL. Cette
contrainte a limité la marge pour les optimisations en termes de temps de calcul. Cepen-

dant, le gain en mémoire n’est pas négligeable, surtout pour les machines a 64 bits.
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CONCLUSION

Les catalogues stables

L’idée des catalogues stables est de regrouper les triangles en micro-triangulations. Ces
micro-triangulations sont des structures redondantes, et la triangulation est alors concue
comme une subdivision de ces structures. Ces micro-triangulations sont définies dans des
catalogues qui doivent étre stables pour les opérations utilisées par la structure de données
afin de garantir la construction et la mise a jour de la triangulation.

L’utilisation des catalogues stables permet d’éliminer quelques références vers les som-
mets et entre les voisins. Le nombre minimal de triangles par micro-triangulation détermine
le gain en mémoire. Les catalogues ayant un nombre élevé de triangles par micro-triangulation
réalisent des gains tres intéressants.

Cependant, cette décomposition induit un niveau d’indirection supplémentaire, lorsque
les triangles sont consultés, et/ou modifiés. Les résultats sont prometteurs, les gain pra-
tiques sont conformes aux estimations de calculs établis suivant certaines contraintes. Ces

gains sont obtenus tout ayant une augmentation limitée du temps de calcul.

La décomposition en sous-triangulations

Dans cette partie, les références ne sont plus des pointeurs absolus sur la taille du
mot mémoire de la machine, mais des indices sur un nombre de bits multiples de 8. Ce
qui nous épargne quelques bits pour chaque référence. D’un point de vue architectural, la
triangulation est décomposée en sous-triangulations de tailles moyennes.

Les références entre voisins ne sont donc pas de méme nature. Les références entre
différentes sous-triangulations nécessitent un traitement spécifique. Ces références globales
sont stockées dans la méme structure utilisée pour stocker les faces de la sous-triangulation.

Plusieurs facteurs ont été étudiés pour améliorer les taux de remplissages des sous-
triangulations, qui sont liés au gain apporté par la méthode. Le passage le plus important
est la stratégie de décomposition d’une sous-triangulation en plusieurs sous-triangulations.
Le gain est amélioré aussi par des heuristiques visant a maximiser le nombre de som-
mets internes aux sous-triangulations. Ces heuristiques sont appliquées sur les bords des
sous-triangulations en appliquant des transferts de triangles entre les sous-triangulations

voisines.

Travaux futurs

Le sujet n’est toujours pas traité en entier, surtout que les tailles de triangulations
ne cessent d’augmenter. Des solutions pratiques ont été proposées dans cette these, et

méritent un suivi avec attention.
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L’utilisation de codage relatif des références au sein des micro-triangulations ou des
sous-triangulations est un bon moyen pour maximiser les gains présentés. Le partage de
I'information géométrique entre les sommets partagés par des sous-triangulations voisines
est aussi une piste a explorer afin de maximiser le gain en mémoire.

La décomposition en sous-triangulations, telle qu’elle est présentée ici, peut étre a la
base de travaux futurs pour améliorer le rendement des algorithmes a mémoires externes,
permettant ainsi de minimiser davantage les défauts de pages.

L’extension en dimensions supérieures est aussi un sujet a développer. Les catalogues
en dimension 3 ne sont pas faciles a définir, et nécessitent plus de travail, et présentent
plus de cas de figures a considérer. Cependant, le principe reste inchangé, et le gain est
toujours envisagé. La décomposition d’une tétraedrisation en sous-structures dans le but
d’utiliser des références locales n’est pas non plus trivial est peut faire 'objet de travaux

futurs.
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