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❚❍➮❙❊

♣rés❡♥té❡ à

❧✬■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❘❡♥♥❡s

♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ t✐tr❡ ❞❡

❉❖❈❚❊❯❘
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▼❡♥t✐♦♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡

❡t s♦✉t❡♥✉❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r

❈❤r✐st♦♣❤❡ ▲❡♠♦✐♥❡

➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ▼❛t✐ss❡
■♥st✐t✉t ❞✬❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❚é❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❡♥♥❡s

❯♥✐✈❡rs✐té ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡

❚✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡❢❢✐❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❈❊▼ ❡t r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✻ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽✱ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ✿

Prés✐❞❡♥t ✿ ❋r❛♥ç♦✐s❡ P❛❧❛❞✐❛♥ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈✳ ❞❡ ❈❧❡r♠♦♥t✲❋❡rr❛♥❞
❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿ P❛♦❧♦ ❈♦r♦♥❛ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈✳ ❞❡ ◆❛♣❧❡s

❇❡r♥❛r❞ ❉é♠♦✉❧✐♥ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈✳ ❞❡ ▲✐❧❧❡
❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ✿ ▼✬❤❛♠❡❞ ❉r✐ss✐ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ■◆❙❆ ❞❡ ❘❡♥♥❡s
❈♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t ✿ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❡s♥✐❡r ❈❤❛r❣é ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ❍❞❘
❊①❛♠✐♥❛t❡✉rs ✿ ❇❛st✐❛❛♥ ▼✐❝❤✐❡❧s❡♥ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❖◆❊❘❆✮

❋❛❜✐❡♥ ▼❛♥❣❡❛♥t ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❊❆❉❙✮
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▼❡♠❜r❡ ✐♥✈✐té ✿ ❋❧❛✈✐♦ ❈❛♥❛✈❡r♦ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦





◆❖▼ ✿ ▲❡♠♦✐♥❡ P❘➱◆❖▼ ✿ ❈❤r✐st♦♣❤❡

❚✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡
♠♦❞❡s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡

♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❈❊▼ ❡t r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s✳

❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t s♦✉t❡♥✉❡ à ❧✬■◆❙❆ ❞❡ ❘❡♥♥❡s ❡♥ ✷✵✵✽✳
◆♦ ❞✬♦r❞r❡ ✿ ❉✵✽✲✵✼
▼❡♥t✐♦♥ ✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳

❘és✉♠é ✿

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s r❡❧❡✈és ❞❡ ♠❡✲
s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❈❘❇▼✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱
r❡❧❡✈é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ❙✉r
✉♥❡ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s é❝❛rts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ré✲
❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❛❞❛♣tés ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛s✲
s❛❣❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡ très ✐♥s✉✣✲
s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t✳
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts st❛t✐st✐q✉❡s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❞♦♣tés ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣✐❡✱ ❡t❝✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
✈✐❡♥♥❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❈❊▼ ✭❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❡t r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❞✬❡ss❛✐s ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❞❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✭❡✣❝❛❝✐té✱ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✱ ❡t❝✳✮ ♦✉ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉①
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❡❧s✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛❝❝r✉❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✳

▼♦ts✲❝❧és ✿

❈❊▼✱ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♥✲
t❡♥♥❡s✳
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❈♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t ✿ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❡s♥✐❡r ❈❤❛r❣é ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ❍❞❘
❊①❛♠✐♥❛t❡✉rs ✿ ❇❛st✐❛❛♥ ▼✐❝❤✐❡❧s❡♥ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❖◆❊❘❆✮

❋❛❜✐❡♥ ▼❛♥❣❡❛♥t ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❊❆❉❙✮
❉❛♥✐❡❧ ❚❤♦✉r♦✉❞❡ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈✳ ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶

▼❡♠❜r❡ ✐♥✈✐té ✿ ❋❧❛✈✐♦ ❈❛♥❛✈❡r♦ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦

❚❤ès❡ s♦✉t❡♥✉❡ à ❧✬■◆❙❆ ❞❡ ❘❡♥♥❡s✱ ❧❡ ✶✻ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽✳

❚❤ès❡ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬■❊❚❘ ✭■♥st✐t✉t ❞✬➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❚é❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❡♥♥❡s✮✱ ❯▼❘ ❈◆❘❙

✻✶✻✹✱ ❡t ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❘é❣✐♦♥ ❇r❡t❛❣♥❡✳



◆❆▼❊✿ ▲❡♠♦✐♥❡ ❋■❘❙❚◆❆▼❊✿ ❈❤r✐st♦♣❤❡

❚❤❡s✐s t✐t❧❡✿

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❛t❛ ✐♥ ♠♦❞❡✲st✐rr❡❞
r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ st✐rr✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❛❞✐♦❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❊▼❈✳

❆❜str❛❝t✿

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛
♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✭❘❈✮✳ ❆t ✜rst ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞② ♦❢
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡r♠♦❞❡❞ ❝❛✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ s✐③❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❘❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st✐rr✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ ❘❈✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦r♠❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ r❡♠❛✐♥s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡r✐❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧
❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ✜♥❛♥❝❡✱ ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣②✳✳✳
❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❛ r✐❣♦r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❛❞✐♦❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❘❈✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥✳✳✳✮ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝❤❛♥♥❡❧s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✉r ✇♦r❦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳

❑❡② ✇♦r❞s✿

❛♥t❡♥♥❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❊▼❈✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ st✐rr✐♥❣ ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝②✳





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❆✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ■❊❚❘✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ▼✳ ❉❛♥✐❡❧ ❚❤♦✉r♦✉❞❡✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬■❊❚❘✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱
❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼✳ ▼✬❤❛♠❡❞ ❉r✐ss✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ♣❡♥❞❛♥t s❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s
❡♥ t❛♥t q✉❡ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ t✐❡♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ▼✳ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❡s♥✐❡r
❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥✜é ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ t❤ès❡✱ q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ♣❧❛✐s✐r à ré❛❧✐s❡r ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡
❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ ▲❛ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ t❤ès❡ ❡st ❧✐é❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs✱ ❞♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✳ ❍✉♠❛✐♥❡♠❡♥t ❡t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❥❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ P❤✐❧✐♣♣❡✳ ❏✬❛✐ ❜é♥é✜❝✐é à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ s✉✣s❛♥t❡ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝rét✐s❡r ♠♦♥ ♣r♦♣r❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡t ❞✬✉♥ s✉✐✈✐ ré❣✉❧✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r✐❝❤❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡
❡st ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ♠♦✐✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ é❝❤❛♥❣é ❛✈❡❝ ♣❧❛✐s✐r ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❡rs♦♥♥❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶ q✉✬à ❧✬■◆❙❆✱ ❥❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s
t♦✉t❡s ❧❡s ❝✐t❡r✳ ❏❡ ❞✐r❛✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬■❊❚❘ ❡st ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ❧✐❡✉ ❞❡ ✈✐❡ ❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♠❡r❝✐ à ▼✳ ●✐❧❧❡s P✐❝♦✉❧t ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛♥t❡♥♥❡s✱ ♠❡r❝✐ à ▼♠❡ ●❤✐s❧❛✐♥❡ ❉❡♥✐s ♣♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢
❛✐♥s✐ q✉❡ ▼❧❧❡ ❨♦❧❛♥❞❡ ❙❛♠❜✐♥✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ▼✳ ●✉② ●r✉♥❢❡❧❞❡r ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳
▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ▼✳ ❆♠❛❜❧❡ ❇❧❛✐♥ q✉✐ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ été ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ st❛❣❡✳ ▼❡r❝✐ ❡♥✜♥ à ❝❡❧❧❡s ❡t ❝❡✉①✱ ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts✱ ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ♣❡rs♦♥♥❡❧s✱
❞♦❝t♦r❛♥ts✱ st❛❣✐❛✐r❡s✱ q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡ q✉✐ rè❣♥❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
■❊❚❘✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝r♦✐sés
à tr❛✈❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❧❧♦q✉❡s ❡t ré✉♥✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s
tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❣r♦✉♣❡ P✐❝❛r♦s✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✱ q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛
❢❛✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ t❡r♠✐♥❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❡s ❛♠✐s✱ ✏♠❡s✑
❝❤❡✈❛✉①✱ q✉✐ ♠✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❡t ♠❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

P❛❣❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ ✐

❘és✉♠é ✐✐✐

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈✐✐

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ①✐✐✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✸

▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ✼

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✶✾

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✷✺

■ ❆♥❛❧②s❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥✲

t❛❧❡s ✷✾

✶ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛❞♠✐s❡s ✸✶

✶✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡ ✸✶

✶✳✶✳✶ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✶✳✷ ▲♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✶✳✸ ❊❝r✐t✉r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✸✽

✶✳✸ ❘❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✹✷

✶✳✸✳✶ ❉é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✶✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✶✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷ ❘❡❥❡t ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ✹✾

✷✳✶ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✹✾

✷✳✶✳✶ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✶✳✷ ▲❡ t❡st ❞✉ χ2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵



✷✳✶✳✸ ▲❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✶✳✹ ▲❡ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ✺✸

✷✳✷✳✶ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ✿ à ♣r♦s❝r✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✷✳✷✳✶ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✷✳✷✳✷ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✷✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✷✳✸✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✷✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✷✳✸✳✹ ❊st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♥♦s ♠❡s✉r❡s ✻✸

✷✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❧♦✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✼✺

✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✼✺

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✶✳✷ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✶✳✸ Pr♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✶✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✶✳✸✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

X ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✶✳✸✳✸ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X
〈X〉 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✶✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✷ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✽✵

✸✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✽✶

✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✽✷

✸✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✸✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✽✼

✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✽✾

✸✳✹✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✹✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✾✹

✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✾✼



■■ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❢❢✐❝❛✲

❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ✶✵✶

✺ ▼ét❤♦❞❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡✲

s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ✶✵✸

✺✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✶✵✹

✺✳✶✳✶ ▲♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t q✉❛♥t✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✶✳✷ ❊♥♦♥❝é ❞✉ ❚❈▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✷ ❈r✐tèr❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✶✵✻

✺✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✳✷ ◆♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✶✶✵

✺✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✸✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻ ❚❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ✶✶✺

✻✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ✶✶✻

✻✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✐❢s ✶✶✼

✻✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✉ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭❊❙❙✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✶✷✸

✻✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✸✳✷ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✻✳✸✳✸ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✼ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❊❙❙ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡

✈✐❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✶✸✺

✼✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✶✸✺

✼✳✶✳✶ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ à ré❛❧✐s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✼✳✶✳✸ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✶✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✶✳✸✳✷ ❈❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❛rt

t②♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵



✼✳✷ ❇r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✶✹✶

✼✳✷✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✼✳✷✳✷ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✼✳✷✳✸ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✼✳✸ ❇r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✶✹✼

✼✳✸✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✼✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛t s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✼✳✸✳✸ ❊t✉❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✺✷

■■■ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✺✺

✽ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡t ♣r♦✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✶✺✼

✽✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ✶✺✽

✽✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ✶✺✾

✽✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✽✳✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✽✳✷✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✽✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✶✻✸

✽✳✸✳✶ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té

✐❞é❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✽✳✸✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✽✳✸✳✸ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✽✳✸✳✹ ❚♦❧ér❛♥❝❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✽✳✹ Pré❝♦♥✐s❛t✐♦♥s ✶✻✾

✾ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✶✼✶

✾✳✶ ❊✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✶✼✶

✾✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✾✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✾✳✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✾✳✷ ●❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ✶✼✼

✾✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✾✳✷✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✾✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✾✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽✶

✶✵ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❡❧s ✶✽✸



✶✵✳✶ ❇❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✶✽✹

✶✵✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✶✵✳✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✶✵✳✶✳✸ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✶✵✳✷ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡ ✶✽✾

✶✵✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✶✵✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡ ❝réé ❡♥ ❈❘❇▼ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✶✵✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✵✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✾✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✾

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✵✸

▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ✷✵✼

❆♥♥❡①❡s ✷✵✾

❆ ▲♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✶✶

❇ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✼✮ ✷✶✼

❈ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧❡ ❜r❛s✲

s❡✉r ✷✶✾

❈✳✶ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✷ ♠♦✐t✐és ✷✶✾

❈✳✷ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts ✷✷✵

❈✳✸ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✽ ❤✉✐t✐è♠❡s ✷✷✸

❉ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡s [690▼❍③ ; 710▼❍③] ✷✷✼

❉✳✶ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✷ ♠♦✐t✐és ✷✷✼

❉✳✷ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts ✷✷✾

❉✳✸ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✽ ❤✉✐t✐è♠❡s ✷✸✵

❊ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧❡ ❜r❛s✲

s❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛❧❡ ✷✸✺

❊✳✶ ❙✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ✷✸✺

❊✳✷ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts ✷✸✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✷✸✾





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥





▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡

❉❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✸✵ ❛♥s✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ s✬❡st

❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ♥♦s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t

❡①❛♠✐♥é❡s s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ❞✬éq✉✐♣❡♠❡♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❛❞❛♣tés✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ② ❡st

❞❡✈❡♥✉❡ ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡✳ ▲❡ ❣❛r❛❣✐st❡ ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡st ✈♦✉é à ❧✬é❝❤❡❝ s✬✐❧ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡

❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳

❉❛♥s ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ✈♦❧ é❧❡❝tr✐q✉❡s s❡ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞❡✲

♣✉✐s ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✳ ❖✉tr❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡

❧✬❛ér♦♥❡❢✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛✐s❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡

❡t ❛❝❝r♦ît ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♠♦✲

❜✐❧❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ s♦❝✐❛❧❡✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s ❞é♣❛ss❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ té❧é♣❤♦♥❡s ✜①❡s✳

❯♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣♦❧❧✉✲

t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❊▼✮ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❧✬❡♥t♦✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛❝t✐✈✐tés ♣②r♦✲

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡✳❣✳ ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡ ❢✉sé❡✱ ❞❡ sé✈èr❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r✐s❡s ❛✜♥

❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐♣❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛♠♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✳ ❆

❧✬❤ô♣✐t❛❧✱ ✐❧ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞é ❞✬ét❡✐♥❞r❡ s♦♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦rt❛❜❧❡ ❝❛r s❛ ♣rés❡♥❝❡

♣♦✉rr❛✐t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞❡ s❛♥té✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛✲

t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❈❊▼✮ ❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ✈❡✐❧❧❡ ♣❛s à ❧❛ ✈ér✐✜❡r✱ ♦♥

♥❡ ❞♦✐t ♣❛s s✬ét♦♥♥❡r q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥

✐♥st❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐♦ ❋▼ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r❜❛❣

❞❛♥s ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳✳✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡✉t ♠ê♠❡ s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡

❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❛❣r✐❝♦❧❡ ♣r❡♥♥❡ ❢❡✉ s✉✐t❡ à ✉♥ ✐♥❝❡♥❞✐❡

❞❛♥s ✉♥ s✐❧♦ à ❣r❛✐♥✱ ❡t ❝❡❧❛ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ❬✶❪ ✦ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t

❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✉r ❧❛ s❛♥té r❡♥tr❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❈❊▼✳

▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥❡ ❝❡ss❡♥t ❞❡ s❡ ré❞✉✐r❡ à

❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♥✐✲

✈❡❛✉① ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✉t✐❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ❧❡s

❝r✐tèr❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s sé✈èr❡s✳ ▲❡ t♦✉t é❧❡❝tr♦✲

♥✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ▲❡s ✈♦✐t✉r❡s ré❝❡♥t❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✉ ❞é✲

♠❛rr❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞✱ ❞✬✉♥ ●P❙ ✭●❧♦❜❛❧ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠✮✱

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✐r❜❛❣s✱ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ❞❡ ❧✬❆❇❙ ✭❞❡ ❧✬❛❧❧❡♠❛♥❞ ❆♥t✐❜❧♦❝❦✐❡rs②st❡♠✮✱

❞❡ ❧✬❊❙P ✭❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙t❛❜✐❧✐t② Pr♦❣r❛♠✮ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈✐r❛❣❡s✱ ❡t❝✳



❊♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧❡s t❡♥t❛t✐✈❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s ❞❡ ❝â❜❧❡s

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ❧❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝r♦îtr❡✳

▼❛✐s ❛❧♦rs ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t r❡♥❞❡♥t ❝❡tt❡

tâ❝❤❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥t❡♠♣❡st✐❢s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✱

❧❡ s✐♠♣❧❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ❊▼ ❡♥ ❛❝✐❡r ❡st ❡✣❝❛❝❡ ♠❛✐s ♣❡✉ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡

❡st s❛♥s ❝❡ss❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①

❝♦♠♣♦s✐t❡s✳

▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❈❊▼ ❞❡s s②stè♠❡s s♦♥t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❡t ❧❡s

✐♥térêts s♦♥t ❞♦♥❝ ❝r♦✐ss❛♥ts✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡

❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✭♥❛t✉r❡❧❧❡s✱

✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳✳✳✮ ❡t ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ✭❤✉♠❛✐♥s✱ s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳✳✳✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❈❊▼

❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧❧✉t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✲

♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✳

▲❡s ét✉❞❡s ❡♥ ❈❊▼ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❞❡✉① ❣r❛♥❞s ❛①❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥

❞✐st✐♥❣✉❡ ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❊▼ ✐♥❞✉✐t❡♥t

♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ✭♦✉

✐♠♠✉♥✐té✮ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥

❊▼ q✉✐ ❧❡ ♠❡ttr❛✐❡♥t ❡♥ ❞é❢❛✉t ✭❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣❛♥♥❡✳✳✳✮✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦✲

♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ❝♦♥❞✉✐t❡s à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝â❜❧❡✱ s♦✐t r❛②♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐r✳

▲❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞❡✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ❈❊▼

❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ♦✉ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❡ss❛✐ q✉✐ s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ ▲❛ ❝❛✲

r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✐s♦❧é ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❞❡♠❡✉r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s

é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❝❡t éq✉✐♣❡♠❡♥t ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❛✲

t✐♦♥✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❊▼ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱

♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s②stè♠❡s r❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❖♥

♣ré❢èr❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ♠❡tt❛♥t

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❊▼✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st

très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡

❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ré❡❧s ♣♦✉r ❝❡rt✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦✲

♥✐q✉❡s✳ ❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞✬❡ss❛✐s s♦♥t ❞♦♥❝ ♠❡♥és ✿ ❡♥ é♠✐ss✐✈✐té ❡t ❡♥ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té✱

❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✿ ❝♦♥❞✉✐t❡s ❡t r❛②♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡ss❛✐s✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❊▼ ❡st s❛♥s ❝❡ss❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡

♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❧✉s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✱ ❡t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✳ ▲✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❡✉✲

r♦♣é❡♥♥❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦r♠❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ♦✉ ❞❡s ❝❛❤✐❡rs ❞❡s ❝❤❛r❣❡s

❝♦♥str✉❝t❡✉r✱ ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♦✉ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡♥❞ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té

❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs

✐♥tér❡ssé❡s ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s ❡ss❛✐s ♠❡♥és ♣♦✉r ❝❡rt✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡

❧❡✉rs éq✉✐♣❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s ❡t ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡s ré❛❧✐s❡♥t ❞❡s t❡sts ❞✬✐♠✲

♠✉♥✐tés s♦✉s ❝❤❛♠♣ ❢♦rt✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❡①✐❣❡♥t ❞❡ s♦✉♠❡ttr❡

❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ✸✵ ❱✴♠ s✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✸✵ ▼❍③

✹



à ✶ ●❍③✱ ❝♦✉✈r❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❛❞✐♦ ❋▼ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❜❛ss❡ ❞✉ ●❙▼✳ ❚♦✉✲

t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs t❡♥t❡♥t ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ s♦✉❤❛✐t❛♥t ❞❡s

❡ss❛✐s s♦✉s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é ✭✶✵✵ ❱✴♠✮✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ r❡♥❝♦♥tré à ♣r♦①✐♠✐té

❞❡ ♣✉✐ss❛♥ts é♠❡tt❡✉rs✳ ▲✬❡♥❥❡✉ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡st é♥♦r♠❡ ❝❛r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡

❞✬✉♥ éq✉✐♣❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❊▼ ♣❡✉t ♥✉✐r❡ à ❧❛ sé❝✉r✐té✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été✳ ▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ✭❈❆✮ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s ✉t✐❧✐sé ❞❡♣✉✐s

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❛t✐q✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❈❊▼✳ ◗✉❛♥t

à ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❈❘❇▼✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❈❆✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ❡①♣❧♦✐té❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♣♦✉r ❧❡s ❡ss❛✐s ❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t sé❞✉✐s❛♥t❡s ❡t ❡st ❧✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✺



✻



▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡

❆✈❛♥t ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡

▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡st ✉♥❡ s❛❧❧❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣é❞✐q✉❡

❞♦♥t ❧❡s ♠✉rs✱ ❧❡ s♦❧ ❡t ❧❡ ♣❧❛❢♦♥❞ s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s♦r❜❛♥ts ❛✉① ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡s✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛❜s♦r❜❡r ❧❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥

❧❡s q✉❛❧✐✜❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❝❤❛♠❜r❡ s♦✉r❞❡✳ ❙✐ ❧❡ ♣❧❛♥❝❤❡r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts✱ ✐❧

♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ré✢é❝❤✐ss❛♥t ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ♣❧✉tôt ❞❡ ❝❤❛♠❜r❡ s❡♠✐✲❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳

▲❡s ❈❆ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✐t❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✭❧♦❝❛❧ ❧❡ ♣❧✉s

s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❜♦✐s✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥s ❞✬❡ss❛✐s ❈❊▼ ✭❧♦❝❛❧ ❢❛r❛❞✐sé ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t

♠ét❛❧❧✐q✉❡✮✳ ❊♥ ❈❊▼✱ ❧❡s ❈❆ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r

❧❡s ♠❛tér✐❡❧s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❝✐✈✐❧s ✭❋✐❣✳ ✶✮✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❞❡♣✉✐s ✶✾✾✻✱

❞❛t❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✽✾✴✸✸✻✴❈❊❊✳ ❆✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✱ ❧❛

❈❆ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥♦♥ ♣❛s ♣♦✉r ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❈❊▼ ♠❛✐s

♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐t❡s ✭❣é♥ér❛❧❡✲

♠❡♥t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✸✵ ▼❍③✮✱ ❧❛ ❈❆ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥✐ ♠ê♠❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡

♣❛r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥♦r♠❛t✐❢s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❧✉s

r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s r❛②♦♥♥é❡s ✈❡rs ❧❡s ♣❛r♦✐s✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛❧♦rs

s❡ r❡❝♦✉♣❧❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝â❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳

▲✬✐s♦❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡st ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡ ♣♦✉r✱

❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣♦❧❧✉é ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❊▼ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❣é✲

♥ér❡r ❞❡s ♦♥❞❡s ❊▼ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❊▼ ❡①tér✐❡✉r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❛t♦✉t ❞✬✉♥❡ ❈❆ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❞❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té r❛②♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧✱ ❧❛ ❈❆ ❛ss✉r❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥

t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✮ ❡t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

é♠✐s❡✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❛ss✉r❡ ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡ q✉❛❧✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ s♦✉❤❛✐té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❡r❞✉❡ ♣❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❧❛

❝❛❣❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♦✉s ❝❤❛♠♣s ❢♦rts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉rs ♣✉✐ss❛♥ts✱ ❡t ❝♦ût❡✉①✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st ✭❖❙❚✮

❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❧❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❖❙❚ ✈❛

❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

✉♥ ❡ss❛✐ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧✬❖❙❚ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t

❧♦✉r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣r♦s ♦❜❥❡ts t❡❧s q✉✬✉♥❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♦✉ ✉♥ ❛✈✐♦♥✳



❋✐❣✳ ✶✿ ❈❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡ss❛✐s ❈❊▼ s✉r ✈é❤✐❝✉❧❡s ✭❋❙❆✱ ❯♥t❡rs❝❤❧❡✐ss❤❡✐♠✱
❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢s❛♥t✳❞❡✮✳

P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s

▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❋✐❣✳ ✷✮ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞❡

❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳ ▲❛ ❈❘❇▼ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛r♦✐s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s

✭❛❝✐❡r✱ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✮ ❡t ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝❛❣❡ ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ q✉✐ ✐s♦❧❡ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s♦♥

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❊▼ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✱ ✐❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❈❆ ❞♦♥t ♦♥ ❛ r❡t✐ré t♦✉s ❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ s♦✉❤❛✐t❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à

❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ❊▼✳ ▲❛ ♠❡♥t✐♦♥ ✓ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✔

❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❊▼✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à

❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❣❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♣❡✉t ❞✬✉♥❡

♣❛rt êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ✭❜r❛s✲

s❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✮ ❀ ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✬❡✛❡❝t✉❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✐♥st❛❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♣❧❛❝❡ ❧❡

♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

✽



❋✐❣✳ ✷✿ ❈❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡ss❛✐s ❈❊▼ s✉r ✈é❤✐❝✉❧❡s ✭❘❡♥❛✉❧t ❙❆✱ ●✉②❛♥✲
❝♦✉rt✱ ❋r❛♥❝❡✮✳

♠é❝❛♥✐q✉❡✳ P❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡

❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡✳

❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜é✲

r❛♥t❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❈❆✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ❡st ♠♦✐♥❞r❡✱

♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❈❆ ❝❡ q✉✐ ❝♦ût❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝❤❡r s♦♥t ❧❡s ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s

♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t très ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉① ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❢♦rt✱ ❡✳❣✳ ✶✵✵ ❱✴♠✱ ❝❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ✇❛tts✮✳ ❆❥♦✉té

à ❝❡❧❛✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❡ss❛✐s ❡♥ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té r❛②♦♥♥é❡ ❡t ❣râ❝❡ ❛✉① ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s

♦♥❞❡s ❊▼✱ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st ✓ ❜❛✐❣♥❡ ✔ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡ ❣é♥éré✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ ❧❛ ❈❆ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ t❡st❡r ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

❞❛♥s s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ t♦✉r♥❡r ❧✬❖❙❚✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

❧✬❡ss❛✐ ♦✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✲

✈❡r❜ér❛♥t❡ sé❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥t❡♥♥✐st❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ♠♦②❡♥

❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❡♥ r❡♣❛r❧❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦✲

❝✉♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ♦✛r❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✲

✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❈❆✮✱ ❛ été r❡❝♦♥♥✉❡

❛ss❡③ ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪✱ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❛♦ût ✷✵✵✸✳ ▲✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❞❡ ♥♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ✈♦♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡

✾



✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞é❧❛✐ss❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✲

✈❡♠❡♥t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❆ ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st

❛♣♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ♠❛✐s ♥✬❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ré❡❧ ❡ss♦r q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ♥♦t❛♠✲

♠❡♥t ❛✉① ❯❙❆✳ ▼ê♠❡ s✐ s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t s♦♥ ❝♦ût r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ♦♥ér❡✉①✱

❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ré❣✐ss❡♥t s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡

❧❛ ❈❆✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐

❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡ss❛✐✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡❧❛

♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❊▼ à ❧✬✐♥✲

tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❣rès ♦♥t été

ré❛❧✐sés ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ✭❝❢✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✮✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t

q✉❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r à ❡♠♣❧♦②❡r✱ ♦✉

❜✐❡♥ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡

❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s

❖✉❜❧✐♦♥s ❧❛ ❈❘❇▼ ✉♥ ❝♦✉rt ✐♥st❛♥t ❡t ✐♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛✈✐té ♣❛r❛❧❧é✲

❧é♣✐♣é❞✐q✉❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❙♦✐❡♥t a✱ b ❡t d ❧❡s tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡r♠❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

▼❛①✇❡❧❧✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s Ex✱ Ey ❡t Ez ❞✉

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

❯♥ ♠♦❞❡ q✉❛❧✐✜❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

▼❛①✇❡❧❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣é✲

r❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐é❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✱

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡✈✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛✲

❣♥ét✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❆ t♦✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✳ ▲❡ ♠♦❞❡ q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐

q✉✐ ❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ k2 ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭k = 2πf/c✮✳ ❙✐ ❧❡s ♣❛r♦✐s ♦♥t

❞❡s ♣❡rt❡s✱ ❝❡tt❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡st ♠♦❞éré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s♦✉t❡♥✉❡✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s

❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ✉♥ ❝❤❛♠♣ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬❡♥t✐❡rs m✱ n✱ ❡t p✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ f ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ω = 2πf ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s

❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✐ts

❚❊mnp ❬✸❪✿














Ex = jωµ
k2

mn

nπ
b

H0 cos(mπ
a

x) sin(nπ
b

y) sin(pπ
d

z)

Ey = − jωµ
k2

mn

mπ
a

H0 sin(mπ
a

x) cos(nπ
b

y) sin(pπ
d

z)

Ez = 0

, ✭✶✮

✶✵



❛✈❡❝ ǫ ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭= ǫ0 = 8.85 ♣❋✴♠ ♣♦✉r

❧✬❛✐r✮ ❡t µ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭= µ0 = 4π10−7 ❍✴♠ ♣♦✉r ❧✬❛✐r✮✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ kmn

❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

kmn =

√

(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2

. ✭✷✮

❉✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❚▼mnp✱ ❡t s✬é❝r✐✈❡♥t ✿















Ex = − 1
k2

mn

mπ
a

pπ
d

E0 cos(mπ
a

x) sin(nπ
b

y) sin(pπ
d

z)

Ey = − 1
k2

mn

nπ
b

pπ
d

E0 sin(mπ
a

x) cos(nπ
b

y) sin(pπ
d

z)

Ez = E0 sin(mπ
a

x) sin(nπ
b

y) cos(pπ
d

z)

. ✭✸✮

❆ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞✐t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡ ✿

fmnp =
c

2

√

(

m

a

)2

+

(

n

b

)2

+

(

p

d

)2

, ✭✹✮

♦ù c ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s

❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r f0i ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ▲✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①

❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❊▼ ❡st ❖③✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛

s❡✉❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

① ▼♦❞❡s ❚❊mnp ♦✉ ❚▼mnp ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t m.n.p ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❀

② ▼♦❞❡s ❚❊0np ♦✉ ❚▼m0p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t m.n ❡st ♥✉❧ ❡t p 6= 0 ❀

③ ▼♦❞❡s ❚❊mn0 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t m.n ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t p = 0✳

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞❡ ❚▼110✱ ❚❊011✱ ♦✉ ❚❊101✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬✐♥❞✐q✉♦♥s ♣❧✉s

❧♦✐♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠♦❞❡s ❡①✐st❛♥t ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✱ à

✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ fmnp✱ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❞é♥♦♠❜r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ tr✐♣❧❡t (m, n, p) ❥✉sq✉✬à

❛tt❡✐♥❞r❡ f = fmnp✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s✉r tr♦✐s ✐♥❞✐❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥ ♥✉❧s✳

■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ❚❊mnp ❡t ❚▼mnp ❛✈❡❝ m ≥ 1✱

n ≥ 1✱ p ≥ 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞é❣é♥érés✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s f r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s ❬✸❪✱ ♣❡r✲

♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f ✿

N(f) =
8πV

3λ3
, ✭✺✮

❉❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s V ❡t λ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ = c/f ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té ❛✈❡❝

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ très r❛♣✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❡♥ f 3✮✳ ▲❛
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❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s n(f) ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

n(f) =
dN

df
=

8πV f2

c3
, ✭✻✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s nMHz(f) ♣❛r ▼❍③

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s N(∆f) ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ∆f ✳

nMHz(f) = 9.3 × 10−7V f2
MHz, ✭✼✮

N(∆f) = 9.3 × 10−7V f2
MHz × ∆fMHz. ✭✽✮

P❡rt❡s ❡t ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té s❛♥s ♣❡rt❡s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❡st ❞✐s❝r❡t✱ ✐✳❡✳

✉♥❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❛♣♣❛r❛ît à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡ fmnp✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❛✈✐tés ❞♦♥t

♦♥ ❞✐s♣♦s❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♥♦♥ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s

♣❡rt❡s ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t σ ❡t µ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞✉

♠ét❛❧✳ ▲❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ Rs ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡

♣❡❛✉ δs ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ✿

Rs =
1

σδs

=

√

πµf

σ
, ✭✾✮

♦ù ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ♣❡❛✉ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ✿

δs =
1√

πµσf
. ✭✶✵✮

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ❞✐ss✐♣é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣❡rt❡s ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛

rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ Rs ❡t s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♦ù ~H ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✿

P =
Rs

2

∫∫

S

| ~H|2dS, ✭✶✶✮

❛✈❡❝ S ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✭σ < ∞✮ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ♣❡rt❡s

❞✬é♥❡r❣✐❡ ❊▼✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆fQi

❛✉t♦✉r ❞❡ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥

♠♦❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ f0i ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①❝✐té q✉✬à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❢réq✉❡♥❝❡ f0i±∆fQi
/2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞✐s❝r❡t✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡

f0 ± ∆fQi
/2✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ t♦t❛❧ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

❆✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①❝✐tés

❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s

❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡r✳
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▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆fQi
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té

Qi ❞✉ ♠♦❞❡ i✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡ ♠♦❞❡ ✿

∆fQi
=

f0i

Qi

. ✭✶✷✮

▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❡st ❞é✜♥✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Qi = 2πf0i
Wi

Pi

✭✶✸✮

♦ù Wi ❡t Pi ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠♦❞❡ i ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ✭é♥❡r❣✐❡

ré❛❝t✐✈❡✮ ❡t Pi ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐ss✐♣é❡ ♣❛r ❝❡ ♠♦❞❡✳ ❉♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡s ♣❡rt❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❡t ♣❧✉s

❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❡st é❧❡✈é✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ t❤é♦r✐q✉❡ s❛♥s ♣❡rt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r

❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥✜♥✐✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ Qi ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧

❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ❙✐ Qi ❡st ❣r❛♥❞✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ♥❡

s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

❞é❣é♥érés✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ Qi ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t

♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ❧♦✐♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞❡

❧❛ ❝❛✈✐té ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ λ/2 ❞❡s ♣❛r♦✐s ❬✹❪✮✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s

❝♦♥s✐❞éré ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té Q ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té rés♦♥❛♥t❡✱ q✉✐ rés✉❧t❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞❡s i✱ ❡①❝✐tés s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡

❧❡✉r ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♣r♦♣r❡ Qi ❬✸❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆fQ✱ à

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té s✬é❝r✐t ✿

N(∆fQ) =
8πV f 3

c3Q
. ✭✶✹✮

Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡s à ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ✜♥✐❡

❞❡s ♣❛r♦✐s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧ Q ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡st ❛✛❡❝té

❛✉ss✐ ♣❛r ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❞✬♦❜❥❡ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

t❡❧s q✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st✱ ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s

♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧❡s ❝â❜❧❡s ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✐♥✜♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣❡r❞✉❡ ♣❛r

❢✉✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ❞❡s ♣❛r♦✐s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

r❡✈êt❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❝❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣s❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❊▼ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r

✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té rés♦♥❛♥t❡✳

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s s✉♣✲

♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝✐t❡r✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥

❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t

s✉r ❧❡s ♣❡rt❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉① ♠♦❞❡s ❞❡ s❡ ♠é❧❛♥❣❡r✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t

♠♦❞❛❧✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉

✶✸



❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝é❞és ✿ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

s♦✉r❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❛r ❛❥♦✉t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✱

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ Pré❝✐s♦♥s à ❝❡ st❛❞❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐té ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s

❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ r❡q✉✐s✳ P♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à

❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❡♥ ② ✐♥sér❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡

♠♦❜✐❧❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡

♠♦❞❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❊▼ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▲❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st ❝♦♥ç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉

❝❤❛♠♣ ❊▼✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥

❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝réés ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡

❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✈s✳ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠♦❞❡s s♦♥t ❡①❝✐tés

s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ♠♦♥♦✲♠♦❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té s❛♥s ♣❡rt❡s✱ à

✉♥ ré❣✐♠❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♠♦❞❡✳ P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④❝❛✈✐té✱ ❜r❛ss❡✉r⑥ ❡t à ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r

❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❊▼✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ rô❧❡ ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡ ❥♦✉❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❞❡s ♠♦❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❈❘❇▼ ré❡❧❧❡

❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ♠♦❞❛❧❡ ❛ s❡s

❧✐♠✐t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉

❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t

s♦✉s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ✔ ❬✺❪✳ ▲✬✐❞é❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❝♦♥st✐t✉é

❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ r❛②♦♥s s❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥s

✭♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✮ ♥✬❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❣r❛♥❞❡s ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞✬♦♥❞❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ s✉r✲♠♦❞❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ■❧

❢❛✉t ❛✉ss✐ ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼✳

❉ès ❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té s❛♥s ♣❡rt❡s✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st

❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳ ●râ❝❡ ❛✉① ♣❡rt❡s✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♠♦❞❡s s❡ s✉♣❡r♣♦s❛♥t✱

✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ♠♦❞❡s✱ ❡✉①✲♠ê♠❡s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♦♥❞❡s

✶✹



♣❧❛♥❡s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s r✐❝❤❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ♦♥❞❡s

♣❧❛♥❡s ❡st ❝♦♥t✐♥✉✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ✿
~E(~r) =

∫∫

4π

~F (Ω)ej~k(Ω).~rdΩ, ✭✶✺✮

♦ù j ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐té ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ✭j2 = −1✮✱ ~r r❡♣èr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ~F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ❡t
~k ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ✭✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡✮✱ ♣♦rté ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

✉♥✐t❛✐r❡ ~ur ❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✭❋✐❣✳ ✸✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Ω✱ ❧❛

ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❛✉ss✐ ✜①é❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ~F ❞é♣❡♥❞

❞❡ Ω✳ ❆✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✈❡rs❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦♥

♣♦s❡ ✿
~F (Ω) = Fθ(Ω)~uθ + Fφ(Ω)~uφ, ✭✶✻✮

♦ù ~uθ ❡t ~uφ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ~k✳

( )k Ω
�

dΩ

F
�

F uθ θ
�

F uφ φ
�

θ

φ

❋✐❣✳ ✸✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✳

✶✺



▲❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉

❝❤❛♠♣✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ s✉r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ♣❡r♠❡t

❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡

♥❛t✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡st ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❛îtr✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ✉♥❡

♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s

♣❡r♠❡t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ s✉r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲❡s

♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès ❛✉① ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ✭❝❤❛♠♣✱ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬✹❪✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❡t ❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts s♦✉s t❡st✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

❍♦♠♦❣é♥é✐té ❡t ✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é✈♦q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ♦♥ ❡♥ ✈✐❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❞✐r❡

q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✲ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬♦❜❥❡t

s♦✉s t❡st ✲ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ❝✬❡st

❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s rés✉❧t❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r q✉✐ ❝ré❡ ✉♥

❝❤❛♠♣ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r r❡♥❞❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s

❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❊▼✱ ♦♥ ❡st ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥

✉♥ ♣♦✐♥t✱ s✉r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s

q✉❡ ❧❛ ♣❛r❛♠ètr❡ Ω ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ~F (Ω) ❞❛♥s ✭✶✺✮ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ♣♦✐❞s

❝♦♠♣❧❡①❡s Fθ(Ω) ❡t Fφ(Ω) s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

{

Fθ(Ω) = fθR
(Ω) + jfθI

(Ω)

Fφ(Ω) = fφR
(Ω) + jfφI

(Ω)
. ✭✶✼✮

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s Fθ ❡t Fφ ♣♦✉r ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞❛♥❞ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s fθR
fθI

fφR
fφI

s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡

♥♦té❡ N(µ, σ2)✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ = 0 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ é❝❛rt t②♣❡ σ✳ P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡

❛♣♣❛r❛ît ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐té ❞❡s ❛♥❣❧❡s s♦❧✐❞❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈❡❝✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✐s♦tr♦♣❡

❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pΩ ❞❡s ❛♥❣❧❡s s♦❧✐❞❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té s✬é❝r✐t pΩ(Ω) = 1/4π✳

❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♥❛❧②s❡r ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ s✐♠✉❧é✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡

❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ < ~E(~r) > ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉

❞❡ ✭✶✺✮ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ~F (Ω) ❬✺❪ ✿

〈 ~E(~r)〉 = ~0. ✭✶✽✮

✶✻



❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ❜r❛ssé✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ~r ✿

{

〈| ~E(~r)|2〉 = 16πσ2

〈| ~H(~r)|2〉 = 16πσ2

η2

, ✭✶✾✮

♦ù η =
√

µ/ǫ ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭η = 120π ♣♦✉r ❧✬❛✐r✮✳ ▲✬❤♦✲

♠♦❣é♥é✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛ss✉ré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❝❛r❛❝tér✐s❡

❜✐❡♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡t ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r

✉♥❡ ❝❛✈✐té s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ✐❞é❛❧❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ✭❧♦✇❡st ✉s❛❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✮

▲❛ ▲❯❋✱ ♦✉ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❡st ❝♦♠♠✉✲

♥é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

r❡q✉✐s❡s à s♦♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ▲❯❋ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t✲

t❛♥t ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ▲❖❋ ♣♦✉r

❧♦✇❡st ♦✈❡r♠♦❞❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ✿

① ❧❛ ▲❯❋ ❡st é❣❛❧❡ à ✸ ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té

✭♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡✮ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ♠❛✐s s❛♥s ❜r❛ss❡✉r✳ ❖♥

tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ✹✱✺ ♦✉ ✻ ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ▲❯❋ ❀

② ❧❛ ▲❯❋ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✻✵ à ✶✵✵ ♣r❡♠✐❡rs

♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭s❛♥s ❜r❛ss❡✉r✮ s♦♥t ❡①❝✐tés✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❞✬❛✉

♠♦✐♥s ✶✱✺ ♠♦❞❡s ♣❛r ▼❍③ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ❀

③ ❧❛ ▲❯❋ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té

❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡s ❬✷✱ ✻❪✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t très q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t✱ ❧❛ ▲❯❋ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r

❞✉ s✐♠♣❧❡ ❛✉ ❞♦✉❜❧❡ ✦ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡ à

❡①♣❧♦✐t❡r✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥

❈❘❇▼✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r

❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡♠❡✉r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐❜❡rté rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✳

◆♦✉s ❧❡ ✈♦②♦♥s ❜✐❡♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ♦♥ ❞❡✈❛✐t

ré♣❡rt♦r✐❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❈❘❇▼✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝✐t❡r ❧❛ ❞ét❡r✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ s❛✐s✐r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ ▲❯❋✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ♣❛r ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❡st ❛❧♦rs

❝❡♥sé❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ✓ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✔ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ♣❧✉s r❡s♣❡❝té❡ ❡♥ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❞❡ ❍✐❧❧ ❡t ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s ♥✐ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥✐ ✐s♦tr♦♣❡✳

✶✼



❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ▲❯❋ q✉❡ ❧✬♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré✲

❝✐sé♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♠❛✐s s❛♥s ❞♦✉t❡

♣❧✉s ❥✉st❡ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ♠✐❡✉① ❧❛ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳

✶✽



❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❡t ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❛②❛♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r

❧❡s é❧é♠❡♥ts ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♠❛❥❡✉rs✳

▲❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥❡ ❝❡ss❡♥t ❞❡

s✬❡♥r✐❝❤✐r à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❡♥✈✐r♦♥✳ ▲❡s r❡✲

❝❤❡r❝❤❡s ♠❡♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ❬✼❪ ❡t à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛✈❛❧❡

❞❡ ◆❛♣❧❡s ❬✽❪ ♦♥t ❝♦♥st✐t✉é ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ▲❡s ❛♥♥é❡s

✽✵ ♦♥t ✈✉ ❞✬✐♥t❡♥s✐✈❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉

s❡✐♥ ❞✉ ◆■❙❚ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮✱ ❡① ◆❇❙ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉✲

r❡❛✉ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s✮ ❬✾❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ ◆❙❲❈❉❉ ✭◆❛✈❛❧ ❙✉r❢❛❝❡ ❲❛r❡❢❛r❡ ❈❡♥t❡r ❉❛❤❧❣r❡♥

❉✐✈✐s✐♦♥✮ ❬✶✵❪✳

❇❡❛♥ ❡t ❍❛❧❧ ✭◆❙❲❈❉❉✮ ✜❣✉r❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛✉t❡✉rs à ❞é❝r✐r❡

✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡ss❛✐ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ❡♥ ✶✾✼✽ ❬✶✶❪✳ ❈❡

♣❛♣✐❡r ❡st s✉✐✈✐ ❡♥ ✶✾✽✵ ♣❛r ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦r♦♥❛ ✭❡t ❛❧✳✮ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♣❧❡s✱

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✶✷❪✳ ❇✐❡♥ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡♥

✷✵✵✷✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦✲❛✉t❡✉r ❛✈❡❝ ▲❛❞❜✉r② ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧

❞é❝r✐t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❬✶✸❪✱ ✸✵ ❛♥♥é❡s ❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡

❞❡ ❈r❛✇❢♦r❞ ❬✼❪✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ é✈♦q✉❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ rés♦❧✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦✉ ✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐❞é❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s

❢✉t✉r❡s✳

❈✬❡st ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ q✉❡ ❇❡r♥❛r❞ ❉é♠♦✉❧✐♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❡

s♦♥t ❞♦té❡s ❞✬✉♥ t❡❧ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❡t ❧✬♦♥t ét✉❞✐é s♦✉s ❞❡s ❛♥❣❧❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✱ t❛♥t s✉r ❧❡

♣❧❛♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

◆♦r♠❡s ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s

Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s s❛♥s é✈♦q✉❡r ❧✬❛s♣❡❝t ♥♦r♠❛t✐❢

❧✐é à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ✐♥❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t

s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐r✐❣és ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s s♣é❝✐❛❧✐st❡s✳

▲❛ ❈❊■ ✭❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧❡

❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✐tés é❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❛t✐♦♥❛✉① ✭❈♦♠✐✲

tés ♥❛t✐♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❈❊■✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ♣♦✉r



t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❡t ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳

❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❧❛ ❈❊■✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés✱ ♣✉❜❧✐❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❞✬❛❜♦r❞ ❝✐t❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✼✷✻ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞ès ✶✾✾✾✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ❡♥ ❈❘❇▼ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❝â❜❧é❡s ❝♦♥♥❡❝t♦r✐sé❡s ♦✉

❜✐❡♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♠❛✲

♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❤♦s❡ ❝✉r✐❡✉s❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡

❈❊■ ✻✶✼✷✻ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❈❘❇▼✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❈❊■ ♦✉ ■❊❈ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✮ ❧✐é❡

à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡st ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪✱ très s♦✉✈❡♥t

❝✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♥♦r♠❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s à s✉✐✈r❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s

t❡sts ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡t ❞✬é♠✐ss✐✈✐té r❛②♦♥♥és ❡♥ ❈❘❇▼ ♣♦✉r ❧❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❝✐✈✐❧s é❧❡❝tr✐q✉❡s

❡t✴♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ▲✬❛s♣❡❝t ♠❡s✉r❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ②

❡st ❛✉ss✐ ❞é❝r✐t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❘❚❈❆ ❉❖ ✶✻✵

❉✴❊ ❬✻❪ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r à ❝♦♥s✐❞ér❡r s✉r ✉♥❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❧❡s ♣❧❛❣❡s

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐✛èr❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✜①❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡ss❛✐s ❡♥ ✐♠♠✉♥✐té✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦r♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡✉①

✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ✐♥❥❡❝t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡

▼■▲ ❙❚❉ ✹✻✶ ❊ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s t❡sts ❈❊▼ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts

♠✐❧✐t❛✐r❡s✳

❈✬❡st ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ■❊❚❘ ❢❛✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥

❣r♦✉♣❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❝❡ s✉❥❡t✱ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ Pr♦❥❡t ❞✬■♥t❡r❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❈❤❆♠❜r❡s ❘é✈❡r❜ér❛♥t❡s à ❜r❛s✲

s❛❣❡ ❞❡ ♠❖❞❡❙ ✭P■❈❆❘❖❙✮✳ ◆♦✉s ♠❡♥♦♥s ❞❡s ❡ss❛✐s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❈❘❇▼✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♠❡ttr❡

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ♥♦r♠❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r

❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦r♠❛t✐❢s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❧é♠❡♥ts ✜❣✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥♦r♠❛t✐❢s ❝✐tés ♣❧✉s ❤❛✉t s♦♥t

✐ss✉s ❞❡ r❛♣♣♦rts t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❛rt✐❝❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s t❡❧s q✉❡

❈r❛✇❢♦r❞✱ ❑♦❡♣❦❡ ❬✾✱ ✶✵❪✱ ❍✐❧❧ ❬✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ✺✱ ✶✼❪✱ ❈♦r♦♥❛ ❬✽✱ ✶✷✱ ✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✶✸✱ ✷✶✱ ✷✷❪✱

❍❛t✜❡❧❞ ❬✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✱ ❋r❡②❡r ❬✷✻✱ ✷✼❪✱ ▲❛❞❜✉r② ❬✷✽❪✱ ▲✉♥❞é♥✱ ❇ä❝❦strö♠ ❬✷✾✱ ✸✵❪ ❡t ❆r♥❛✉t

❬✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹❪✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥♦r♠❛t✐❢s s♦♥t ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳

■❧ s✉✣t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧♦rs ❞❡ ❝♦❧❧♦q✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉① ❧✬✐♥térêt ♣♦rté ♣❛r ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❝❡s

♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s ♥♦r♠❛t✐✈❡s✱ s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✉❞❡s ❡①♣♦sé❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s

♥♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈❘❇▼ ❝♦♥st✐t✉❡♥t à ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♥♦♠✲

❜r❡✉s❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❝✉r✐❡✉① ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡

❝❡s ♥♦r♠❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦✐♥s é❧❡✈é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❤❛✉t❡

❢réq✉❡♥❝❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♠♦✐♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❣❛❧ à ✵✱✸✼ ❡st r❡t❡♥✉✱ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧

❧❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡

✷✵



♥♦♠❜r❡ N ✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛✲

t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡

♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❉❖✲✶✻✵❊ ❬✻❪✮ t❡♥❞✱

♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t à t♦rt✱ ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣♦✉r é❧❛r❣✐r ✜❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡

❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ❞✐s❝ré❞✐t❡r ❧❡s ❡✛♦rts ❡♥tr❡♣r✐s ♣♦✉r

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡

❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡ t❡❧s ❡ss❛✐s ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

❉❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❊▼ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡

❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞❡ ♣❛ss❡r ♦✉tr❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés

r❡♥❝♦♥tré❡s ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭♠ét❤♦❞❡

❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮ ♦✉ t❡♠♣♦r❡❧ ✭❚▲▼✱ ❋❉❚❉✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s

♠♦❞è❧❡s ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s ❡t t❡♥t❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥

❞✬❡✛❡ts ❊▼ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❛♥t❡♥♥❡s ♦✉ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♦❜❥❡ts s♦✉s t❡st ✭❧✐❣♥❡s ❞❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✳

❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❡s ❧♦✐s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥

❈❘❇▼✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t ❝✐té ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡st ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❍✐❧❧ ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✾✾✽

❬✺❪✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱

❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡✱ ▲❡❤♠❛♥ ❬✸✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❬✸✻✱ ✸✼✱ ✸✽✱ ✶✽❪✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t ❧❡s

❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦✉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s é❝❛rts

♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐❞é❛❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❑♦st❛s ❬✸✾❪ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦✲

r✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✬é❝❛rt❡

♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ s❛♥s ♣ré❝✐s❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❈❡ ❜✐❛✐s ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❧✐é

❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❧✐é❡s à ✉♥❡

❝❛✈✐té ré❡❧❧❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❧❛ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ▲❛♠♠❡rs ❬✹✵❪ ❛ ♠♦♥tré

q✉✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡✉t ❞étér✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ à ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣ré❝✐s❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ■❧

❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝éss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❖❙❚ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛

❈❘❇▼✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s

st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❘❛②❧❡✐❣❤✮ ❡st ❛♥❛❧②sé ♣❛r

❆r♥❛✉t ❞❛♥s ❬✸✹❪✳ ▼❛❧❣ré ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s✱ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡

❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♥✬❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❛rts ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❧✱

❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

❡♥ ❈❘❇▼✱ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛

✷✶



▲❯❋✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❆r♥❛✉t ❬✹✶❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❡♣r✐s ♣❛r ❈♦r♦♥❛ ✉♥ ❛♥ ♣❧✉s t❛r❞ ❬✷✷❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ✿ t❤é♦r✐❡ ❞❡

❍✐❧❧✱ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥ ❜r❛ssé❡✳

❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ✷✵✵✵✱ ❈♦r♦♥❛ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ ❬✷✵❪ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥ ❜r❛ssé❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❇✉♥t✐♥❣ ❬✹✷❪

❡t ❖r❥✉❜✐♥ ❬✹✸❪ s❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés ❛✉ ré❣✐♠❡ ❜❛ss❡✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❲❡✐❜✉❧❧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❍✐❧❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❜❛sés

s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥

❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ét❛♥t ✉♥ ❛s♣❡❝t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦✐t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ❍✐❧❧ ❡t ❍✉✐❦❛♥ s❡

s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ r❡s♣❡❝t✐❢ ❬✹✱ ✹✹❪ à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉

❝❤❛♠♣ ❊▼ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞✱ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ ❇❡ss❡❧✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st s♦✉✈❡♥t ❝✐té ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❍✐❧❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡s

♣❧❛♥❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r♦✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à r❡s♣❡❝t❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❖❙❚✳

❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❛✉ss✐ ❍♦❧❧❛♥❞ ❬✹✺❪ q✉✐ ❛ ♣r♦♣♦sé

❡♥ ✶✾✾✽ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❛✉ ❝❛rré ♠❡s✉ré s✉r ✉♥ ❝â❜❧❡ ❡♥ ❈❘❇▼

❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r s♦✉❧✐❣♥❡

♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✐♥té❣r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥

❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝â❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ré❝❡♠♠❡♥t ❙❡rr❛ ❬✹✻❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬✐♥t❡r♣rêt❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣r♦❝❤❡

❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ✸❉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡

♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ré❡❧❧❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❖r❥✉❜✐♥ ❬✹✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡

❛♥❛❧②s❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡♠❡✉r❡ ✉♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣♦✉rs✉✐✈r❡✳

▲❯❋

▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡♠❡✉r❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛t✐❢✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡

❞❡ ▼✉ss♦ ❬✹✽❪ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s

❞✐s♣❛r✐tés rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✳

❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❝❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❢réq✉❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❈❘❇▼ à ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❯♥ ❜r❛ss❡✉r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥

t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

✷✷



❧❛ ▲❯❋ ❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té Q ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❡t ❡♥tr❛î♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

▲❯❋ ❬✺✶❪✳ ❈❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t ❢❛✈♦r✐s❡

❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❲❡✐♥③✐❡r❧ ❬✺✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①✲

❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝â❜❧❡s ❞✐s♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ▲❯❋✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚▲▼✳

▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❉✐r❡❝t✐✈✐té

▲✬✉t✐❧✐té ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ét❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡

❞❡ s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬ét✉❞❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ❝❤❛♠♣ ❣é♥éré ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛♣✐❡rs ❬✷✻✱ ✺✸✱ ✷✼✱ ✺✹✱ ✸✼✱ ✺✺❪ ♣rés❡♥t❡♥t

❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ✈✐s✉❡❧❧❡s ❡t ✐❧

❡st ♣❡✉ ❢❛✐t ét❛t ❞❡ t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐és✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❧♦✐s s❡♠❜❧❡♥t

❜✐❡♥ r❡s♣❡❝té❡s✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❖r❥✉❜✐♥ ❬✺✻❪ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ♣✉❜❧✐é ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♠♣ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs

❡①trê♠❡s✳ ■❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡ ●✉♠❜❡❧ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❡t

✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡ ❋ré❝❤❡t ♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧❛ ▲❯❋✳

❆ss♦❝✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♠♣ é♠✐s ♣❛r ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❡st

✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈❘❇▼ ❞❡♠❡✉r❡ ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❊♥ ✶✾✾✻✱ ❍✐❧❧

❬✺✼❪ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐✈✐té r❛②♦♥♥é❡ ❡t ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡

❝❤❛♠♣ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ r❛②♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s

❬✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té✱ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣

♠❛①✐♠✉♠ r❛②♦♥♥é ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s

❣é♥ér❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱

❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡ss❛✐s ❈❘❇▼✴❈❆✳ ◆♦t♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❲✐❧s♦♥ ❬✻✸❪ ♣❛r✉❡ ❡♥ ✷✵✵✷ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s♦✉s t❡st✳

▼ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❲❡✐♥③✐❡r❧ ❬✺✷❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐✲

s❡r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♣❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝â❜❧❡s✱ ❝❡❝✐ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✳ ❉✬✉♥❡

♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥

r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡✲

s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱

♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❈❡ t②♣❡

❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❡st ét✉❞✐é à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❍✐❧❧ ❬✻✹❪ ❡t ❡①♣❧♦✐té ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s

❬✻✺✱ ✻✻❪✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡

❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

✷✸



✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❀ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛s✲

s✉r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳ ❈❡ q✉✐

♣❡✉t ❢❛✈♦r✐s❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ❈✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s

s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t t♦rt ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛✈èr❡ s♦✉✈❡♥t ❧✐♠✐té ✿ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ s♣❛t✐❛❧

✭♣❧❛t❢♦r♠ st✐rr✐♥❣✮ ❡①♣❧♦✐té ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❉❡♣✐❡♥♥❡ ❬✻✵❪ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

t♦t❛❧❡ r❛②♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♠♦❜✐❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡

✈❛r✐❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❙❚ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❧❡s ✉♥❡s

❞❡s ❛✉tr❡s ✭λ/2✮ ❬✹❪✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈✐t♦♥s ❡♥✜♥

❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✉r ✈✐❜r❛♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣❛r ❑♦✉✈❡❧✐♦t✐s

❬✻✼❪✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s❡ s✉❜st✐t✉❛♥t ❛✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ✸❉ ❝❧❛ss✐q✉❡✱

❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✳

❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❜r❛ss❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱

✉♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡

❞✉ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❡✣✲

❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✳ ▲✉♥❞é♥ ❬✸✵❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✷✵✵✵ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❑r❛✉t❤ä✉s❡r ❬✻✽❪ r❡✈✐❡♥t s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t t❡♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r

✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥❞✐q✉é

♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ▲✉♥❞é♥✱ ♠❛✐s ❞❡♠❡✉r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s

❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❈♦r♦♥❛ ❬✶✽❪ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡

✷ ❜r❛ss❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ♠é✲

❝❛♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❞✐s♣♦s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❜r❛ss❡✉rs

♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❞✬❡♥ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ s❡✉❧ q✉✐ ❛ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r♦♣r✐étés

q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣r✐s ✐s♦❧é♠❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❬✻✾✱ ✼✵✱ ✹✾✱ ✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸✱ ✺✵❪

✐♥❞✐q✉❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❲❡❧❧❛♥❞❡r ❬✺✵❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ s✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥♥é✱ ❡st ❝✉❜✐q✉❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❈❘❇▼ ❞♦♥♥é❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛❞sé♥ ❬✻✻❪ ❛ss♦❝✐é à

❍❛❧❧❜❥ör♥❡r ❬✼✹✱ ✼✺❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s s✉r ❝❡tt❡

❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✉❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡

❞✬❡✣❝❛❝✐té q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡s ♥♦r♠❡s ✭❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❁ ✵✱✸✼✮✱ ❡t q✉✐ ❛

❞é❥à été r❡♠✐s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❬✸✵❪✳

✷✹



❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s r❡♠♦♥t❡ à ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲s✐è❝❧❡✱ ❧❛ ♥é✲

❝❡ss✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡♠❡✉r❡ ♣❧✉s q✉❡ ❥❛♠❛✐s ❞✬❛❝t✉❛❧✐té✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱

♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s à ❧✬❛♥♥é❡ ✶✾✹✼ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣ôt ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

❜r❡✈❡t ♣❛r ❲✳▼✳ ❍❛❧❧ ❬✼✻❪ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ❍❡❛t✐♥❣ ❆♣♣❛r❛t✉s ✔✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥♦✉s tr♦✉✲

✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❈❘❇▼✱ ♠❛✐s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r

♣❛r ❞❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ♠ét❛❧❧✐q✉❡✱ à ❞❡s ✜♥s ❝✉❧✐♥❛✐r❡s ✦ ❈❡ ❜r❡✈❡t ❞é❝r✐✈❛✐t

❞é❥à q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✱

à s❛✈♦✐r ✿

① ❝♦♠♠❡♥t ❝✉✐r❡ ❞❡s ❛❧✐♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞s ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❀

② ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❤❛♠♣ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à

✐♥❥❡❝t❡r ❀

③ ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜✲

t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✈✐♥❣t ❛♥♥é❡s q✉✐ s✉✐✈✐r❡♥t✱ s❡✉❧s ❞❡s ♣❛♣✐❡rs ♦r✐❡♥tés s✉r ❧❛ ❝✉✐s✐♥❡

♣❛r ❧❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ❢✉r❡♥t ♣r♦❞✉✐ts✳ ■❧ ❢❛✉t ❛tt❡♥❞r❡ ✶✾✻✽ ♣♦✉r ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s

s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❊▼ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛✈✐tés s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s✳

❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ré❡❧❧❡s ❞✉

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ré❣♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ✜♥✐ ❞❡ ♥♦✉s s✉r♣r❡♥❞r❡✳ ❉✬✉♥❡

♣❛rt✱ ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ré❡❧ ❡ss♦r ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡

❈❘❇▼ s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡

t②♣❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉tr❡s

q✉❡ ❧❛ ❈❊▼ ✭❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♠❡s✉r❡s

❜✐♦é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✉❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧

♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥s✉✣s❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❝❛✲

✈✐tés ré❡❧❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ❡st

❞és♦r♠❛✐s ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♣ré❝✐s❡♥t

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ré❡❧❧❡



❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s t❡st✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

❍✐❧❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦♠❜r❡✉① s♦♥t ❝❡✉① ❛✉ss✐ q✉✐ ♦♥t r❡♠❛rq✉é ❞❡s é❝❛rts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡

t❤é♦r✐❡ ✐❞é❛❧❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉❡ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts r❡♣r✐s❡ ♣❛r ❝❡s ♥♦r♠❡s ❡st très

s♦✉✈❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s r❡✈✉❡s✱ ♠ê♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts✳ ❖r s❛♥s

ré❡❧❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❢❛✉ssé❡ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❧❡❢ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐té ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡

♣ré❝✐s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐①✱ ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt✱ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❡st ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ré❡❧❧❡s

❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs

❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ré❞✉❝tr✐❝❡s✱ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t

q✉✐ é❧♦✐❣♥❡r♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ré❡❧✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝ès ❛✉① ♣r♦♣r✐é✲

tés ré❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❇✐❡♥ s♦✉✈❡♥t✱

❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♥♦✉✈❡❛✉ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✐é à ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛②❛♥t ❢❛✐t

r❡ss♦rt✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦♥ ♣ré✈✉ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❡①♣❧✐q✉❡r

❡t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❡♥é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

❞❡ ré♣❛rt✐r ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ✉♥❡

❛♥❛❧②s❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t

s✬❛✈ér❡r ♠❛❧ ❛❞❛♣té❡s à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡✱

❡t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❧❡s ❧❛❝✉♥❡s q✉❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✐❞é❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬ét✉❞❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ré❢ér❡♥❝é❡s à

❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✶ ♣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞✉ ♠♦✐s ❞❡ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦r✐❡♥té ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛s✲

s❛❣❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬❛❝❝é❞❡r à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❝♦❧❧❡❝tés s♦✐t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ s♦✐t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s

♥♦r♠❡s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❢❛✐❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❡r✲

♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❡♥❝❛❞r❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡

t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭♦✉ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✮

✷✻



à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✈✐❡♥♥❡♥t ✈❛❧✐❞❡r

❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❞♦♥t ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡✈✉❡s ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❡tt❡rs ✭❛♦ût ✷✵✵✼✮ ❡t ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭✶✵ ♣❛❣❡s✱ ♠❛✐ ✷✵✵✽✮✳

❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s

❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ à tr❛✈❡rs ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❈❘❇▼ ❛❜♦✉t✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❡♥ s✬❛❜st❡✲

♥❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡ss❛✐s ❡♥ é♠✐ss✐✈✐té ❡t ❡♥ ✐♠♠✉♥✐té✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥

♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉① s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✳ ❏✉sq✉✬à

♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ✐♠♣♦s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✸ ❞❇ s✉r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ♣❤❛s❡

❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡

❧❛ ❈❘❇▼✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡

❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❈❘❇▼ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t

✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t

❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❝♦♥trô❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s

♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡

❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉✲

s✐❡✉rs ❈❘❇▼✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❝❛♥❛✉①

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ t②♣❡

❘✐❝❡✳ ❈❡s ❛s♣❡❝ts s♦♥t ❛✉ss✐ ❛❜♦r❞és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲❡

tr❛✈❛✐❧ s②♥t❤ét✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡

❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ✭♣❛❣❡ ✷✵✺✮✳

✷✼





Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❆♥❛❧②s❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛❞♠✐s❡s

❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❈❘❇▼ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r ❡ss❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱

♠❛✐s ❡st ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❝❛r❛❝tèr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❡st ♠♦❞é❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳ ❈✬❡st

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝réés ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r q✉✐

❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉

❜r❛ss❡✉r✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t st❛t✐st✐q✉❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✳ ▲❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐st❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛✈❛♥t

t♦✉t ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t sé❞✉✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❡t ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡

♣❤②s✐q✉❡✳

✶✳✶ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡ N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ♣♦✉r N ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s✳ ❈❡s N ♠❡s✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r

N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ♦✉ N ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♦✉ N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡

ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ✸ t②♣❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉rés ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✲

❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❈❡s ❧♦✐s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é✲

♣❛rt ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐❞é❡✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣✉✐ ❛✜♥ ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❈❡s ❧♦✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞é❝r✐t

♣❛r ❍✐❧❧ ❬✺❪✱ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳
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✶✳✶✳✶ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

Pré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❍✐❧❧✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳

◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ❍✐❧❧ ❬✺❪✱ s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✳

P❛rt✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡

▲❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣❛rt✐❡s

ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ Ex✱ Ey ❡t Ez q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t











Ex = Exr + jExi

Ey = Eyr + jEyi

Ez = Ezr + jEzi

. ✭✶✳✶✮

❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❍✐❧❧ ❛ ❛❧♦rs ♠♦♥tré

q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s♦♥t t♦✉t❡s ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭♦✉ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✮✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡

µ = 〈Exr〉 = 〈Eyr〉 = 〈Ezr〉 = 〈Exi〉 = 〈Eyi〉 = 〈Ezi〉 = 0, ✭✶✳✷✮

❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ t❡❧ q✉❡

σ2 = 〈E2
xr〉 = 〈E2

yr〉 = 〈E2
zr〉 = 〈E2

xi〉 = 〈E2
yi〉 = 〈E2

zi〉 =
E2

0

6
, ✭✶✳✸✮

♦ù E2
0 ≡ 〈| ~E(~r)|2〉✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮ s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té

❡t ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮✱

❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ Ex ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ s✬é❝r✐t ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿











f(Exr) = 1
σ
√

2π
e−

E2
xr

2σ2

f(Exi) = 1
σ
√

2π
e−

E2
xi

2σ2

. ✭✶✳✹✮

❈❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ s♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥♦té ❞ès à ♣rés❡♥t ER✱ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡

❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ET ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ♠❡s✉rés ❡♥ ❈❘❇▼ ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉ ❝❛rré ❞✬✉♥❡

✸✷
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❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❙✐ x1, x2, . . . , xν r❡♣rés❡♥t❡♥t ν ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ = 0 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ é❝❛rt t②♣❡ σ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ χ2 = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
ν s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ν ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té E2
R ét❛♥t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t

E2
R = E2

Rr + E2
Ri, ✭✶✳✺✮

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
R s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦✉ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(E2
R) =

1

2σ2
e−

E2
R

2σ2 . ✭✶✳✻✮

■❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❡t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t

❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ✭r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ✓ ❱❛r ✔✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

E2
R ✿







〈E2
R〉 = 2σ2

√

❱❛rE2
R

= 2σ2
. ✭✶✳✼✮

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡t ✈❛✉t ✶✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré ✿

F (E2
R) = 1 − e−

E2
R

2σ2 . ✭✶✳✽✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré✱ ✐❧

❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER✳

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷

❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭✶✳✻✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
√

X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡ χ à ✷ ❞❡❣rés

❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦✉ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❉ès ❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(ER) =
ER

σ2
e−

E2
R

2σ2 . ✭✶✳✾✮

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ER ✿

{

〈ER〉 = σ
√

π
2

√

❱❛rER
= σ

√

2 − π
2

. ✭✶✳✶✵✮

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st

❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ✈❛✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✵✱✺✷✸✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛✲

❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ à ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

✸✸
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tr✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝✉♠✉❧é❡✮ ❞❡ ER ✿

F (ER) = 1 − e−
E2

R
2σ2 . ✭✶✳✶✶✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡

❝❤❛♠♣✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧

❛✉ ❝❛rré s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✸ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E2
T = E2

x + E2
y + E2

z . ✭✶✳✶✷✮

❉ès ❧♦rs✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ❛✉ ❝❛rré E2
T ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ET s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

f(ET ) =
E5

T

8σ6
e−

E2
T

2σ2 . ✭✶✳✶✸✮

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿







〈ET 〉 = 15
16

σ
√

2π
√

❱❛rET
= σ

√

6 − 225π
128

. ✭✶✳✶✹✮

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✷✾✹✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F (ET ) = 1 − e−
E2

T
2σ2

[

1 +
E2

T

2σ2

(

1 +
E2

T

4σ2

)]

. ✭✶✳✶✺✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ❛✉ ❝❛rré

❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣

t♦t❛❧ ❛✉ ❝❛rré✱ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

f(E2
T ) =

(E2
T )2

16σ6
e−

E2
T

2σ2 . ✭✶✳✶✻✮

■♥❞✐q✉♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ✿







〈E2
T 〉 = 6σ2

√

❱❛rE2
T

= σ2
√

12
. ✭✶✳✶✼✮

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✈❛✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✵✱✺✼✼✳ ❆✜♥

❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

✸✹
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❛❧é❛t♦✐r❡ E2
T ✿

F (E2
T ) = 1 − e−

E2
T

2σ2

[

1 +
E2

T

2σ2

(

1 +
E2

T

4σ2

)]

. ✭✶✳✶✽✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❍✐❧❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❧♦✐ ❞✉

χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❝♦♠♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✺❪

q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❡✣❝❛❝❡✮ r❡ç✉❡ ❡♥ ❈❘❇▼ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡

❞❡ ♠♦❞❡s s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈P 2〉 = 〈|I|2〉Rr =
1

2

E2
0

η

λ2

4π
, ✭✶✳✶✾✮

♦ù I = Ir + jIi ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧❡ ♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ Rr ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés✐st❛♥❝❡

❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ η =
√

µ/ǫ ❡st ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭❡♥ ❡s♣❛❝❡

❧✐❜r❡✮✱ ❡t λ2/4π r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ✭✶✳✶✾✮ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ r❡ç✉❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♠♦②❡♥♥❡ E2
0/η ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ λ2/4π ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡

❡t ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞és❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 1/2 ❬✼✼❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t

❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés

st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣é♥éré ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❬✶✷❪✳

❍✐❧❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ Ir ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ Ii ❞✉ ❝♦✉r❛♥t I = Ir + jIi ❝✐r❝✉❧❛♥t

s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σI t❡❧ q✉❡ ✿

〈I2
r 〉 = 〈I2

i 〉 =
1

4Rr

E2
0

η

λ2

4π
≡ σ2

I , ✭✶✳✷✵✮

❉ès ❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✬é❝r✐t P = |I|2Rr✱ ❛❧♦rs s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t ✿

f(P ) =
1

2σ2
IRr

e
− P

2σ2
I

Rr . ✭✶✳✷✶✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ P ✿

{

〈P 〉 = 2σ2
IRr

√
❱❛rP = 2σ2

IRr

. ✭✶✳✷✷✮

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡t

✈❛✉t ✶✳ ■♥❞✐q✉♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿

F (P ) = 1 − e
− P

2σ2
I

Rr . ✭✶✳✷✸✮

✸✺
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◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❛rts t②♣❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬✉♥

r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ❝❤❛♠♣✱ ❧✬❛✉tr❡ ❧✐é à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿

σ2
IRr =

3

8

λ2

πη
σ2. ✭✶✳✷✹✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡√
P ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

f
(
√

P
)

=

√
P

σ2
IRr

e
− P

2σ2
I

Rr . ✭✶✳✷✺✮

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t

❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
√

P ✿







〈
√

P 〉 = σI

√

πRr

2

√
❱❛rP = σI

√

(

2 − π
2

)

Rr

. ✭✶✳✷✻✮

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✷✺✸ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F (
√

P ) = 1 − e
− P

2σ2
I

Rr . ✭✶✳✷✼✮

✶✳✶✳✷ ▲♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

P♦✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ♥♦✉s

r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡

❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s

❈❘❇▼ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❛

❝❛✈✐té✳

✶✳✶✳✸ ❊❝r✐t✉r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs σ✱ σI ❡t
√

Rr q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡

♣rés❡♥t❡r✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t

✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡✱ q✉❡

❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s st❛t✐st✐❝✐❡♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r

✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✮✱ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭χ2 à ✷

❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s

❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳

✸✻
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P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝✲

t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✳

▲♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ♦✉ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s

r❡✈✉❡s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r

❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ◆♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s❡r♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧ θ > 0✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧

x > 0 ✿

f(x) =
2x

θ
e−

x2

θ . ✭✶✳✷✽✮

✕ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

〈x〉 =
1

2

√
θπ, ✭✶✳✷✾✮

✕ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

❱❛r = θ
(

1 − π

4

)

✭✶✳✸✵✮

✕ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ s✬é❝r✐t ✿

F (x) = 1 − e−
x2

θ . ✭✶✳✸✶✮

❆ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐❡r♦♥s ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❛✜♥

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ♥♦s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡✳

▲♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦✉ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❡st tr❛♥s❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❛♣rès✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈✳❛✳ X2 s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ > 0 ✿

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ x > 0 ✿

f(x) =
1

θ
e−

x
θ . ✭✶✳✸✷✮

✕ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✿

〈x〉 = θ. ✭✶✳✸✸✮

✕ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡

θ ✿

❱❛r = θ2. ✭✶✳✸✹✮

✸✼
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✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡✈✐❡♥t ✿

F (x) = 1 − e−
x
θ . ✭✶✳✸✺✮

❈✬❡st ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s✐ X ≥ 0 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❛❧♦rs ❧❛

✈✳❛✳ X2 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

① ❉é♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t V = X2✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✿

P[V ≤ v] = P[X2 ≤ v] = P[X ≤
√

v ] = Φ(
√

v ), ✭✶✳✸✻✮

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ(
√

v ) s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✶✳✸✼✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ f(v) = 1
2
√

v
Φ′(

√
v )✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✸✷✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ✿

f(v) =
1

θ
e−

v
θ . ✭✶✳✸✽✮

② ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ✈✳❛✳ X ≥ 0 ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❙♦✐t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ V =
√

X✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧

v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

P[V ≤ v] = P[
√

X ≤ v] = P[X ≤ v2] = Φ(v2), ✭✶✳✸✾✮

❛✈❡❝ ✐❝✐ Φ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉✬♦ù✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ(v2) s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✶✳✹✵✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ f(v) = 2v Φ′(v2)✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭✶✳✷✽✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

f(v) =
2v

θ
e−

v2

θ . ✭✶✳✹✶✮

✶✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à tr❛✈❡rs q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐❧❧

❡st s♦✉✈❡♥t ❛❞♦♣té✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼✱ ❝❡s ❧♦✐s s♦♥t ❛❞✲

✸✽
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♠✐s❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ✐❞é❛❧❡ ✭❞❡♥s✐té

❞❡ ♠♦❞❡s ✐♥✜♥✐❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✉❥❡t s❡♠❜❧❡♥t ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✳

❙✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥

❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❡①♣♦sé❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❥✉st❡

❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ■❧ ❢❛✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts

st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡sts✮ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t

♣❛s ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r à ❝♦✉♣ sûr ❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

à ✉♥❡ ❧♦✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r à

✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡

❞♦♥♥❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ s❡ ❢♦♥t très s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s t❤é♦r✐q✉❡

❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❖r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡

✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✺✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡

✶✺✵ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞♦✐t ✐♥té❣r❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♥❡

❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞❡✈♦♥s ♣❛s t♦❧ér❡r

❧❡ ♠ê♠❡ é❝❛rt ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ♣ré❧è✈❡ ✺✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t

❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✶✺✵ ♠❡s✉r❡s✳ ❖r ✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ q✉✐ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡t ❝❡❧❛ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡❢✲

❢❡❝t✉és✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡s t❡sts s♦♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ♠❛❧ ❛❞❛♣tés ❛✉① ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡s t❡sté❡s✳ ❙❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ t❡st ❛❞❛♣té ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉✲

s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❡st ❜✐♥❛✐r❡✱ s♦✐t ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡

❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ s♦✐t ♦♥ ❧❛ r❡❥❡tt❡✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡s ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡

❧✬❛❜♦♥❞❛♥t❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✳

✕ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ P❡t✐t ❬✼✽❪✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t

❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡

❞❡ ❝❤❛♠♣ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞✐ts ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭❑❙✮✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛

t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡② ❬✼✾❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ q✉❡

❝❡tt❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❢❛✉ss❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❡s

♠ê♠❡s t❡sts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2✳ ❖r✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡

▼❛ss❡② ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ P❡t✐t s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts

♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞é♣❛rt s♦♥t

❧❡s ♠ê♠❡s ❬❝❢✳ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮❪✳

■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✐❣♥❛❧❡r ❧❛ r❛r❡té ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞✬❛♥❛❧②s❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡✱ ♠❡s✉r❡s q✉✐

s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛

s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❡s✉ré ♣❛r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡✱ ✐✳❡✳ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t

❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣ré❧❡✈é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞

✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✳

✕ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍❛r✐♠❛ ❬✸✼❪ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t

❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡♠❜❧❡ ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r

❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❈❡❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

❞✐st❛♥❝❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡✳

✕ ❨✉ ❬✻✺❪ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝

❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②✲

❧❡✐❣❤✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
R à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥❞✐q✉❡♥t

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡t ♥♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

✕ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋r❡②❡r ❬✷✼❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❛✉① ❧♦✐s ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❍✐❧❧✳ ■❧ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠❡✲

s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❖r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛✲

t✐st✐q✉❡ ✜♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡

❝♦♠♣❛r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡♠❡✉r❡♥t ❧✐♠✐té❡s q✉❛♥t

à ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❜❛sé❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈✐✲

s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❡❧ ❛✉① t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

✕ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✹✼❪✱ ❖r❥✉❜✐♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❡s sér✐❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭❑❙✮ s♦♥t ❢♦✉r♥✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✉t✐❧✐sé

♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛✉① ❧♦✐s ♣r♦♣♦sé❡s✱

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡r✲

r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❛❞éq✉❛t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡

s♣é❝✐✜❡r ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

✕ ❉❛♥s ✉♥❡ ♥♦t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ◆■❙❚ ❬✽✵❪✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡

❞❡ ❧❛ ◆❆❙❆ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ▲❛♥❣❧❡② s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❈❉❋ t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣✉②❡r ❧✬❛r✲

❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥✬❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡t ❧❛

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t tr❛✐té❡s✳ ■❧ ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍✐❧❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛

✹✵



✶✳✷✳ ▲❊ ▼❖❉➮▲❊ ■❉➱❆▲ ❈❖◆❙■❉➱❘➱ ❈❖▼▼❊ ❯◆❊ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡

♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

✕ ❯♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❆r♥❛✉t ❬✸✶❪ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❞✉ ◆❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝❛❧

▲❛❜♦r❛t♦r② tr❛✐t❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②és ✭❑❙✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s

❝r✐tèr❡s ♠❛❧ ❛❞❛♣tés ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡sté❡s✳

✕ ❯♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ré❛❧✐sé❡ à ▲✐❧❧❡ ❡♥ ✷✵✵✷ ❬✽✶❪ ♣❛r ❞❡s

♠❡♠❜r❡s ❞✉ ◆❙❲❈❉❉ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲

❙♠✐r♥♦✈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ▼❛s✲

s❡② q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ♥✐ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ♥✐ à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✕ ❈✐t♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐r❛r❞ ❬✽✷❪ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❤❛♠♣✲

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❡st ❑❙ ❡st ❡♠♣❧♦②é✱ ♠❛✐s ❧à ❡♥❝♦r❡

❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✳

❆ tr❛✈❡rs ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡rt❛✐♥s

❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦✉ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿

✕ ❝♦♠♣❛r❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t

♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛

sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛♥❛❧②sé❡ ❀

✕ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❡♥tr❡♣r✐s❡✱ très s♦✉✈❡♥t ❧❡ t❡st ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té ❛✉①

❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❢❛✉ss❡r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ t❡st ❀

✕ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛

♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❥✉st❡✳

✕ ✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✐❡♥t ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖r✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❧✬✐♥❞✐q✉♦♥s à ❝❡ st❛❞❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❡t ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✓ ❆♥❛❧②s❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✔ s♦♥t tr✐♣❧❡s✳

① Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡✲

r♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t très r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❈❘❇▼✱ ❡t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s

♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✱ ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❢♦rt❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡

st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

② ❋♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡✲

♠❡♥t ❛♣♣r♦✉✈é✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s é❝❛rts ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ ❡♥tr❡ ❝❡

♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❊♥

✹✶
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♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

③ Pr♦♣♦s❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❧♦✐s ✐❞é❛❧❡s s♦♥t

✐♥s✉✣s❛♥t❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳

✶✳✸ ❘❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♣❛r ❧✬❡①♣é✲

r✐❡♥❝❡

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ✐❞é❛❧❡s✱ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❛rt

t②♣❡ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❞é❞✉✐ts

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✵✮ ❡t ✭✶✳✶✹✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺✷✸ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ✵✱✷✾✹ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

P❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐❡✱ ♦✉

❡s♣ér❛♥❝❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❛♥❛❧②sé❡✳ ❆✐♥s✐✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥é✱ s✐ ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✳

✶✳✸✳✶ ❉é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱

♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s à r❡s♣❡❝t❡r ❝❡ q✉✬✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛

❞é♠❛r❝❤❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡

✈ér✐✜❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✐ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r

✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥♦té❡ E✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ✷ ♠❡s✉r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶ s❡r❛

♥♦té❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t r✳ ❆♣♣❡❧♦♥s Ei ❧❛ iè♠❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ E✳ ❙♦✐t x ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❝❡s N

ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✿

x = E1, E2, . . . , EN−1, EN . ✭✶✳✹✷✮

■♠❛❣✐♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡s N t✐r❛❣❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉r N

♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥ é❝❛rt ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧èt❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛❧♦rs y ❧❛ sér✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ x s♦♥t ❞é❝❛❧és ❞✬✉♥

r❛♥❣ ✿

y = E2, E3, . . . , EN , E1. ✭✶✳✹✸✮

✹✷
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▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s x(k) ❡t y(k) ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ kè♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡s sér✐❡s x ❡t y✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ x ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

r =

∑N
k=1

(

x(k) − 〈x〉
)(

y(k) − 〈y〉
)

∑N
k=1

(

x(k) − 〈x〉
)2 . ✭✶✳✹✹✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✲✶ ❡t ✶✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✱

❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛✉t ✵✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✱ s❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❡st ✶✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦r♠❛t✐❢✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉✲

t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥✲❞❡çà ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❛❞♠✐s❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡✱

♥♦✉s ❧❛ ♥♦t♦♥s rL ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

rL = e−1 ≈ 0, 37 ✭✶✳✹✺✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ♣❧✉s ✉♥

✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♠✐s ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❥✉st❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❉✐s♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡

N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥

✭✶✳✹✹✮ s✉✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣

■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬❛♥❛❧②s❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t

❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

❝❤❛♠♣ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦♥❞❡ tr✐❛①✐❛❧❡ ✭❍✐✻✵✵✺✮ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡

❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ✶ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐✲

t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ tr♦✐s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭Ex✱ Ey ❡t Ez✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡ ❧✬■❊❚❘ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✾✸ ♠3 ✭❤❛✉t❡✉r ✷✱✾ ♠ ❀ ❧❛r❣❡✉r ✸✱✼ ♠ ❀ ❧♦♥❣✉❡✉r ✽✱✼ ♠✮✳

▲❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛♥❛❧②sé❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✱

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s❧♦❧✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✱✵✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

ré❛❧✐sé q✉❛tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❧❧❡❝té à ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ N = 450

♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ à ✾✵✵ ▼❍③✱ s♦✐t ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛

▲❯❋ ❡st✐♠é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✷✺✵ ▼❍③ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✻ ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré✲

s♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ à

❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶ ✷ ✸ ✹

❊❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✱✺✽ ✵✱✻✵ ✵✱✺✽ ✵✱✻✷

❚❛❜✳ ✶✳✶✿ ❱❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r N = 450 ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
s♦♥❞❡✳

✹✸
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q✉❛tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st très s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ✭✵✱✺✷✸✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❡ s✐t✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❞❡ 10 000 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ t✐r❛❣❡ ❞❡ ✹✺✵ ✈❛❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲❡

❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ♥♦t❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ✭✵✱✺✷✸✮ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❜✐❡♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ◆❂✹✺✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ét✉❞❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧✱ à tr❛✈❡rs ❛✉ss✐ ✹

❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✶✺✵ ♠❡s✉r❡s ❞é❝♦rré❧é❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥

ét✉❞✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡

❝❤❛♠♣ t♦t❛❧✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦s ✹ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡s

é✈é♥❡♠❡♥ts très r❛r❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡♥ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❧❡

❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶ ✷ ✸ ✹

❊❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✱✸✻ ✵✱✸✺ ✵✱✸✻ ✵✱✹✵

❚❛❜✳ ✶✳✷✿ ❱❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r N = 150 ♠❡s✉r❡s ❞✉
❝❤❛♠♣ t♦t❛❧✱ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✳

r❛♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ✵✱✷✾✹✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❧❡s r❛t✐♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s❡ s✐t✉❡♥t

❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ❞❛♥s ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❧

❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦s ✹ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ❍✐❧❧✳

P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ♥♦✉s r❡♥♦✉✈❡❧♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥✲

t❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉

r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐✲

s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ P❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✹✹



✶✳✸✳ ❘❊▼■❙❊ ❊◆ ◗❯❊❙❚■❖◆ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊ ■❉➱❆▲ P❆❘ ▲✬❊❳P➱❘■❊◆❈❊

❋✐❣✳ ✶✳✷✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ◆❂✶✺✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ♣♦✉r

N = 1500 t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❆✜♥ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s

� ✁ � �� ✁ � ✂� ✁ � ✄
� ✁ � ☎� ✁ � ✆� ✁ ✝ �
� ✁ ✝ ✂� ✁ ✝ ✄

✞ ✟✠ ✡✠ ✞ ✟✠ ☛☞ ✞ ✟✠ ☛✌ ✞ ✟✍✞✎ ✞ ✟✍☞ ✞ ✞ ✟✍☞ ✏ ✞ ✟✍✑✑ ✞ ✟✍✑ ☛ ✞ ✟✍✎✍ ✞ ✟✍✠☞ ✞ ✟✍✠ ✡ ✞ ✟✍✍✠ ✞ ✟✍✏✞✒ ✓ ✔ ✕ ✖ ✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✜ ✗ ✙ ✢ ✢ ✙
✣✤✥

❋✐❣✳ ✶✳✸✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ◆❂✶✺✵✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

q✉❛♥t✐❧❡s à ✶✪ ❡t à ✾✾✪ ✿
{

q1% = 0, 50

q99% = 0, 54
. ✭✶✳✹✻✮

◗✉❛♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸ ♣♦✉r ❧❡ r❛t✐♦

é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✶✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛r✲

tés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦s r❛t✐♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❛✉✲❞❡❧à ❞✉

q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✾✪ ✭✶✳✹✻✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st très ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ s♦✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ P❛r ❝♦♥sé✲

✹✺
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❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾

❊❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✱✺✼ ✵✱✺✾ ✵✱✻✶ ✵✱✺✾ ✵✱✺✽ ✵✱✺✾ ✵✱✺✽ ✵✱✺✻ ✵✱✺✾

❚❛❜✳ ✶✳✸✿ ❱❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r N = 1500 ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r ✺✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✶✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
s♦♥❞❡✳

q✉❡♥t✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r

❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❡st ♠✐s

❡♥ ❞é❢❛✉t✱ ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

■❧ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡

❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré✳ ❆✉tr❡✲

♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❡✈és ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✈é✲

r✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣✱ ✐✳❡✳ ✉♥ é❝❛rt ♥♦t❛❜❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✳

❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾

❊❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✵✱✺✽ ✵✱✹✾ ✵✱✺✵ ✵✱✺✹ ✵✱✺✶ ✵✱✺✷ ✵✱✹✽ ✵✱✺✵ ✵✱✺✹

❚❛❜✳ ✶✳✹✿ ❱❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r N = 900 ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ✾✵✵ ▼❍③✱ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳

❊♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡

♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s N = 900 ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝

♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ♦❜t❡♥✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✼ sér✐❡s ❞❡ N =

900 ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ✾✵✵ ▼❍③✱ ❝♦❧❧❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❊❚❙✲▲✐♥❞❣r❡♥ ♠♦❞è❧❡ ✸✶✹✽✮ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ q✉❡ ❧❡s r❛t✐♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ✭✵✱✺✷✸✮✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ✾

r❛t✐♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡st ✵✱✺✷✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t❡♥t

❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿ ❧❡ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐

❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱

✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❝❡

✹✻
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� ✁ � �� ✁ � ✂� ✁ � ✄
� ✁ � ☎� ✁ � ✆� ✁ ✝ �
� ✁ ✝ ✂� ✁ ✝ ✄

✞ ✟✠ ✡☛ ✞ ✟✠ ☞✌ ✞ ✟✠ ☞✍ ✞ ✟✠ ✍☞ ✞ ✟✎✞✏ ✞ ✟✎✌✠ ✞ ✟✎✑✑ ✞ ✟✎☛✌ ✞ ✟✎☛✍ ✞ ✟✎✠ ✡ ✞ ✟✎✎✎ ✞ ✟✎✏✠ ✞ ✟✎✡✑✒ ✓ ✔ ✕ ✖ ✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✜ ✗ ✙ ✢ ✢ ✙
✣✤✥

❋✐❣✳ ✶✳✹✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ◆❂✾✵✵ t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s

♣❧✉s é✈♦❧✉és✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

✹✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❘❡❥❡t ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ à ❧✬❛✐❞❡

❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés

✷✳✶ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r

♦✉ r❡❥❡t❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉

t❡st✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s

♦✉ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✱ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❡t❝✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s t❡st❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱

❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥♦s ♠❡s✉r❡s

❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉rs

❞✬✉♥ t✐tr❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ♦✉ ❧❡s r❡❧❡✈és ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❉❡

♥♦♠❜r❡✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ✈❛r✐és✱ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❬✽✸✱ ✽✹✱ ✽✺✱ ✽✻✱ ✽✼✱ ✽✽❪✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡ ✈❛st❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✳✳✳✱

❡♥ ❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ré❢ér❡r à ❞❡s ét✉❞❡s ❞❛♥s ❞❡s

❞♦♠❛✐♥❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳

✷✳✶✳✶ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s ❛♣♣❡❧é

st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ t❛❜✉❧é❡ sα(N)✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1 − α ✭♦✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α✮✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❡st ❡st s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ H0✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

t❤é♦r✐q✉❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α = 5% ✳ ❉❡✉① ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t

❛❧♦rs ✿

✕ s✐ s ≤ sα(N)✱ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❘❊❏❊❚ P❆❘❚■❊▲ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊ ■❉➱❆▲ ➚ ▲✬❆■❉❊ ❉❊ ❚❊❙❚❙
❉✬❆❏❯❙❚❊▼❊◆❚ ❆❉❆P❚➱❙

✕ s✐ s > sα(N)✱ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡st r❡❥❡té❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡

q✉✬✐❧ ② ❛ ✾✺✪ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛ ❧♦✐

t❤é♦r✐q✉❡ t❡sté❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❡st✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t H0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❥✉st❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡

❞❡✉①✐è♠❡ ❡s♣è❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r✐sq✉❡ β ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡

❡st ❢❛✉ss❡✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ❞✬✉♥ t❡st ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡

♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P = 1 − β ✭✷✳✶✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧

❞❡ r✐sq✉❡ α✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❡r r❡✈✐❡♥t à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ❚rès s♦✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s

❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞✉ t❡st s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ t❡sts ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✻✾✱ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❬✽✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st

❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥❡tt❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙ ♣♦✉r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α N = 10 N = 20 N = 30

▲♦❣✲♥♦r♠❛❧❡ ✵✱✵✶ ✵✱✵✷✸ ✵✱✵✹✻ ✵✱✵✽✺

✵✱✵✺ ✵✱✵✽✷ ✵✱✶✶✸ ✵✱✷✶✺

✵✱✶✵ ✵✱✶✺✸ ✵✱✷✵✹ ✵✱✹✸✶

χ2 à ✶ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✵✱✵✶ ✵✱✶✵✺ ✵✱✷✻✺ ✵✱✻✷✸

✵✱✵✺ ✵✱✷✸✵ ✵✱✹✹✶ ✵✱✽✶✻

✵✱✶✵ ✵✱✸✽✸ ✵✱✺✻✾ ✵✱✾✷✾

❚❛❜✳ ✷✳✶✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙✳

✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ r❡❥❡tt❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✶ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté q✉❡ ❧❛ ❧♦✐

❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳

✷✳✶✳✷ ▲❡ t❡st ❞✉ χ2

▲❡ t❡st ❞✉ χ2 ❡st très ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉✈r❛❣❡s t❡❧s q✉❡ ❬✾✵✱ ✽✺❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢

✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ♠♦♥tr❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♠❛✐s ❞❡ r❡✈❡♥✐r s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡ t❡st✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡st ♥✬❡st ♣❛s à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳

■❧ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✼✾❪ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✉ χ2✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❞✉ χ2 ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❡st ❑❙✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❡ t❡st ❑❙ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✉

✺✵



✷✳✶✳ ❚❊❙❚❙ ❉✬❆❏❯❙❚❊▼❊◆❚ ➚ ❯◆❊ ▲❖■ ❉❊ P❘❖❇❆❇■▲■❚➱

χ2 ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❬✽✾❪ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡st ❞✉ χ2✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ t❡st ❑❙ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ t❡st ❞✉ χ2 ♣❡✉t êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ❧❡ t❡st ❑❙ ❛♣♣❛r❛ît s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡st ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✉ χ2✱ q✉❡❧q✉❡

s♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ◗✉❛♥t à ❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪✱ ✐❧ s♦✉❧✐❣♥❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✉ χ2 ❡st ♣❧✉s

❛♣♣r♦♣r✐é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ✐♥s✐st❡ ❛✉ss✐ s✉r ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡sts ❞✉ t②♣❡ ❑❙ ♦✉ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮ s♦♥t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts q✉❡

❧❡ t❡st ❞✉ χ2✳ ❆❥♦✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s t❡sts s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ q✉❡

❧❡ t❡st ❞✉ χ2 q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t

à ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡st ❞✉ χ2 ❝♦♠♠❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♠❡s✉r❡s

à ✉♥❡ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✳

✷✳✶✳✸ ▲❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✱ ♥♦✉s r❡♠♦♥t♦♥s à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❛ss❡②

❞❡ ✶✾✺✶ ❬✼✾❪ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❡①♣♦s❡ ❧❡

t❡st ❑❙ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❡st ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✐❞❡

❞❛♥s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à tr♦✉✈❡r ❧❡s t❛❜❧❡s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡

❧❡ ♠❛✉✈❛✐s ❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡s t❡sts ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

❛❞❛♣té❡s ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡sté❡✱ ❧❡ t❡st ❑❙ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥

t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥t✳

▲❡ t❡st ❑❙ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s

❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡st✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ t❡st ❡st ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t

❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❤♦✐s✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✭♥♦r♠❛❧❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❡t❝✳✮✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ SN(x) = k/N ♦ù k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à x✱ ❡t N ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❙♦✐t F0(x) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♠♣❛r❡r✳ ▲❡ t❡st ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

H0 q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r ✿ ✓ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té F0(x) ✔✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦té d q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝❛rt ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ✿

d = ♠❛①|F0(x) − SN(x)|. ✭✷✳✷✮

✺✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❘❊❏❊❚ P❆❘❚■❊▲ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊ ■❉➱❆▲ ➚ ▲✬❆■❉❊ ❉❊ ❚❊❙❚❙
❉✬❆❏❯❙❚❊▼❊◆❚ ❆❉❆P❚➱❙

� ✁ �� ✁ ✂� ✁ ✄� ✁ ☎� ✁ ✆
� ✁ ✝� ✁ ✞� ✁ ✟� ✁ ✠� ✁ ✡
✂ ✁ �
� ✂ ✄ ☎ ✆ ✝☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ☞ ✌✏ ✑✒
✓✔✕ ✑✒ ✖✗✘ ✙ ✚✛✘ ✔✕ ✔✕ ✑
✒ ✜ ✢ ✣ ☞ ✤ ✥ ✦ ✎ ✧ ★ ☞ ✩ ✪ ✫ ✬ ☞✜ ✢ ✣ ✪ ✭ ✦ ✮ ✎ ✧ ✯ ✍ ☞

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❡st ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ d ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ dα(N)✱

t❛❜✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1−α q✉❡ ❧✬♦♥

s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥♥❡r à ❝❡ t❡st✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ❬✼✾❪ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r N = 30 ❡t ✉♥

s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α = 5% ✭❞♦♥❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ 95%✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

d5%(30) = 0, 24. ✭✷✳✸✮

✷✳✶✳✹ ▲❡ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ t❡st ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s

❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✉ t❡st ❑❙ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r

❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ✉♥❡ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲

❉❛r❧✐♥❣ ✭❆❉✮ ❡st tr❛✐té ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s

❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❬✾✷❪✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛

q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡

st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r A2✱ ❡t q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡

❛✉ss✐ t❛❜✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ α q✉❡ ❧✬♦♥

t♦❧èr❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s à

❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲

❉❛r❧✐♥❣ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A2 = −
∑N

i=1(2i − 1)
[

ln F0(xi) + ln(1 − F0(xN+1−i))
]

N
− N, ✭✷✳✹✮

✺✷
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♦ù F0(xi) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ iè♠❡

✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳

✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✲

❝♦♥♥✉s

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ❛✈❡❝ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❬✾✸✱ ✽✾❪ ❡t ❥✉sq✉✬à

❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s à ❞❡s ❧♦✐s ❞✐✈❡rs❡s✱

♣♦✉r ❧❡s t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉✳ ❆♣rès ✉♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♠❡♥é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛

r❡✈✉❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡

❞❡ ♣r♦♣♦s❡r à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳

❈❡s t❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❡sté❡s ❬✾✶✱ ✾✸✱ ✽✾❪✱ ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s d ♦✉ A2✳ ❈❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s q✉❡

♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✱ ❞❡s st❛t✐st✐❝✐❡♥s t❡❧s q✉❡ ❉✉r❜✐♥

❬✾✹❪ ❡t ▼❛r❣♦❧✐♥ ❬✾✺❪ ♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

▲❡✉rs ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❝❡ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡s ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s

♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s♦♥t ♣❛r✈❡♥✉s à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉①✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡❝✐✱ ❡♥ ✶✾✻✾✱ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❬✽✾❪

❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r N ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✺✵✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡♥ ✶✾✼✹✱

❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪ ❛❧❧❛✐t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s t❛❜❧❡s ♣♦✉r N ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✶✵✵ é❧é♠❡♥ts✳

✷✳✷✳✶ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ✿ à ♣r♦s❝r✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s t♦✉❝❤♦♥s ❛✉ ❝♦❡✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ✭s❡❝t✐♦♥

✶✳✷✮ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥

q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ❬✼✾❪ s♦✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s t❛❜❧❡s ❞❡s t❡sts ❑❙✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ▼❛ss❡②✱ s❡ ❜❛s❛✐❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❧❡s ✈r❛✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣r❡sq✉❡

❥❛♠❛✐s ❧❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ très s♦✉✈❡♥t ♦♥ ❡st✐♠❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

♣ré❧❡✈é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s t❛❜❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s s♦♥t tr♦♣ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ ❛❧♦rs

tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡✳

❈✐t♦♥s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪✳ ❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✛r❡ ✉♥

❣✉✐❞❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ✿

✺✸
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① F0(x) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❡st✐♠❡r✳

❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣ré❝♦♥✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡

❞❡ ▼❛ss❡② ❀

② F0(x) ❡st ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡st ❡st✐♠é❡

♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r 〈x〉 ❀
③ F0(x) ❡st ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❡st ❡st✐♠é❡

♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
∑

i(xi − µ)2/(N − 1)❀

④ F0(x) ❡st ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ ❡t σ2 s♦♥t é✈❛❧✉és ♣❛r ❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r

r❡s♣❡❝t✐❢✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛❞❛♣t❡r s♦♥ t❡st ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤♦✐s✐r

❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ▼❛ss❡② ♥✬❡st

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❝✐té ❞❛♥s ❧❡s t❡sts✱ ♠❛✐s q✉❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✾❪✱ ♥♦✉s ✜❣✉r♦♥s ❝❡tt❡ t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭❚❛❜✳

✷✳✷✮✳ ■♥s✐st♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ à t♦rt ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s

❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s✱ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t

❡st✐♠❡r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳

✷✳✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼

✷✳✷✳✷✳✶ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❚❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❬✽✾❪✱ ❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪ ❡t ❉✉r❜✐♥ ❬✾✹❪ ❡♥ ❢♦✉r✲

♥✐ss❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞✉ t❡st ❑❙ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs

❛ été ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ t❛❜❧❡ ❡♥ ✶✾✻✾✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❡ ♠❛✲

♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱

❡t ❝♦♥✜r♠❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s✳

▲✐❧❧✐❡❢♦rs ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙✳ ❙✐

❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ d ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ t❛❜✉❧é❡✱

❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡

❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r N > 30 ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✺✵✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✺✵ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s s❡❧♦♥

❙t❡♣❤❡♥s✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉✬✐❧ ❛ ré✉ss✐ à ét❡♥❞r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r N ❛❧❧❛♥t

❥✉sq✉✬à ✶✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❙❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ♥❡ s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs

s❡✉✐❧s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ d✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡✱ ♥♦✉s

r❡❥❡t♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡♠♦❞✐✜é❡ ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✭✷✳✺✮ ❡st ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✺✹
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❚❛✐❧❧❡ N ❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α

❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✵✱✷✵ ✵✱✶✺ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✶

✶ ✵✱✾✵✵ ✵✱✾✷✺ ✵✱✾✺✵ ✵✱✾✼✺ ✵✱✾✾✺
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✸ ✵✱✺✻✺ ✵✱✺✾✼ ✵✱✻✹✷ ✵✱✼✵✽ ✵✱✽✷✽

✹ ✵✱✹✾✹ ✵✱✺✷✺ ✵✱✺✻✹ ✵✱✻✷✹ ✵✱✼✸✸

✺ ✵✱✹✹✻ ✵✱✹✼✹ ✵✱✺✶✵ ✵✱✺✻✺ ✵✱✻✻✾

✻ ✵✱✹✶✵ ✵✱✹✸✻ ✵✱✹✼✵ ✵✱✺✷✶ ✵✱✻✶✽

✼ ✵✱✸✽✶ ✵✱✹✵✺ ✵✱✹✸✽ ✵✱✹✽✻ ✵✱✺✼✼

✽ ✵✱✸✺✽ ✵✱✸✽✶ ✵✱✹✶✶ ✵✱✹✺✼ ✵✱✺✹✸

✾ ✵✱✸✸✾ ✵✱✸✻✵ ✵✱✸✽✽ ✵✱✹✸✷ ✵✱✺✶✹

✶✵ ✵✱✸✷✷ ✵✱✸✹✷ ✵✱✸✻✽ ✵✱✹✶✵ ✵✱✹✾✵

✶✶ ✵✱✸✵✼ ✵✱✸✷✻ ✵✱✸✺✷ ✵✱✸✾✶ ✵✱✹✻✽

✶✷ ✵✱✷✾✺ ✵✱✸✶✸ ✵✱✸✸✽ ✵✱✸✼✺ ✵✱✹✺✵

✶✸ ✵✱✷✽✹ ✵✱✸✵✷ ✵✱✸✷✺ ✵✱✸✻✶ ✵✱✹✸✸

✶✹ ✵✱✷✼✹ ✵✱✷✾✷ ✵✱✸✶✹ ✵✱✸✹✾ ✵✱✹✶✽

✶✺ ✵✱✷✻✻ ✵✱✷✽✸ ✵✱✸✵✹ ✵✱✸✸✽ ✵✱✹✵✹

✶✻ ✵✱✷✺✽ ✵✱✷✼✹ ✵✱✷✾✺ ✵✱✸✷✽ ✵✱✸✾✷

✶✼ ✵✱✷✺✵ ✵✱✷✻✻ ✵✱✷✽✻ ✵✱✸✶✽ ✵✱✸✽✶

✶✽ ✵✱✷✹✹ ✵✱✷✺✾ ✵✱✷✼✽ ✵✱✸✵✾ ✵✱✸✼✶

✶✾ ✵✱✷✸✼ ✵✱✷✺✷ ✵✱✷✼✷ ✵✱✸✵✶ ✵✱✸✻✸

✷✵ ✵✱✷✸✶ ✵✱✷✹✻ ✵✱✷✻✹ ✵✱✷✾✹ ✵✱✸✺✻

✷✺ ✵✱✷✶ ✵✱✷✷ ✵✱✷✹ ✵✱✷✼ ✵✱✸✷

✸✵ ✵✱✶✾ ✵✱✷✵ ✵✱✷✷ ✵✱✷✹ ✵✱✷✾

✸✺ ✵✱✶✽ ✵✱✶✾ ✵✱✷✶ ✵✱✷✸ ✵✱✷✼

❃✸✺ 1,07√
N

1,14√
N

1,22√
N

1,36√
N

1,63√
N

❚❛❜✳ ✷✳✷✿ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡② ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✳

❝r✐t✐q✉❡ ✿
(

d − 0, 2

N

)(√
N + 0, 26 +

0, 5√
N

)

> ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡. ✭✷✳✺✮

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

Pré❝✐s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ét❛❜❧✐ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬♦❜s❡r✈❡r ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧

❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ t❛❜❧❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

é❧❡✈é❡s✳

❊♥ ✶✾✼✺✱ ❉✉r❜✐♥ ❛ ❝♦♥✜r♠é ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❝❡s ✷ ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✉t❡✉rs✱ ❡♥

♣r♦♣♦s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s❡✉✐❧s ✭❚❛❜✳ ✷✳✺✮✳ ❙♦♥ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡

ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❑❙ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳

✺✺
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❉✬❆❏❯❙❚❊▼❊◆❚ ❆❉❆P❚➱❙

❚❛✐❧❧❡ N ❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α ♣♦✉r d = ♠❛①|F0(x) − SN(x)|
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✵✱✷✵ ✵✱✶✺ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✶

✸ ✵✱✹✺✶ ✵✱✹✼✾ ✵✱✺✶✶ ✵✱✺✺✶ ✵✱✻✵✵

✹ ✵✱✸✾✻ ✵✱✹✷✷ ✵✱✹✹✾ ✵✱✹✽✼ ✵✱✺✹✽

✺ ✵✱✸✺✾ ✵✱✸✽✷ ✵✱✹✵✻ ✵✱✹✹✷ ✵✱✺✵✹

✻ ✵✱✸✸✶ ✵✱✸✺✶ ✵✱✸✼✺ ✵✱✹✵✽ ✵✱✹✼✵

✼ ✵✱✸✵✾ ✵✱✸✷✼ ✵✱✸✺✵ ✵✱✸✽✷ ✵✱✹✹✷

✽ ✵✱✷✾✶ ✵✱✸✵✽ ✵✱✸✷✾ ✵✱✸✻✵ ✵✱✹✶✾

✾ ✵✱✷✼✼ ✵✱✷✾✶ ✵✱✸✶✶ ✵✱✸✹✶ ✵✱✸✾✾

✶✵ ✵✱✷✻✸ ✵✱✷✼✼ ✵✱✷✾✺ ✵✱✸✷✺ ✵✱✸✽✵

✶✶ ✵✱✷✺✶ ✵✱✷✻✹ ✵✱✷✽✸ ✵✱✸✶✶ ✵✱✸✻✺

✶✷ ✵✱✷✹✶ ✵✱✷✺✹ ✵✱✷✼✶ ✵✱✷✾✽ ✵✱✸✺✶

✶✸ ✵✱✷✸✷ ✵✱✷✹✺ ✵✱✷✻✶ ✵✱✷✽✼ ✵✱✸✸✽

✶✹ ✵✱✷✷✹ ✵✱✷✸✼ ✵✱✷✺✷ ✵✱✷✼✼ ✵✱✸✷✻

✶✺ ✵✱✷✶✼ ✵✱✷✷✾ ✵✱✷✹✹ ✵✱✷✻✾ ✵✱✸✶✺

✶✻ ✵✱✷✶✶ ✵✱✷✷✷ ✵✱✷✸✻ ✵✱✷✻✶ ✵✱✸✵✻

✶✼ ✵✱✷✵✹ ✵✱✷✶✺ ✵✱✷✷✾ ✵✱✷✺✸ ✵✱✷✾✼

✶✽ ✵✱✶✾✾ ✵✱✷✶✵ ✵✱✷✷✸ ✵✱✷✹✻ ✵✱✷✽✾

✶✾ ✵✱✶✾✸ ✵✱✷✵✹ ✵✱✷✶✽ ✵✱✷✸✾ ✵✱✷✽✸

✷✵ ✵✱✶✽✽ ✵✱✶✾✾ ✵✱✷✶✷ ✵✱✷✸✹ ✵✱✷✼✽

✷✺ ✵✱✶✼✵ ✵✱✶✽✵ ✵✱✶✾✶ ✵✱✷✶✵ ✵✱✷✹✼

✸✵ ✵✱✶✺✺ ✵✱✶✻✹ ✵✱✶✼✹ ✵✱✶✾✷ ✵✱✷✷✻

❃✸✵ 0,86√
N

0,91√
N

0,96√
N

1,06√
N

1,25√
N

❚❛❜✳ ✷✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❙t❡♣❤❡♥s ✭✶✾✼✹✮ ❙❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r
(

d − 0,2
N

)(√
N + 0, 26 + 0,5√

N

)

❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α ✵✱✶✺ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✷✺ ✵✱✵✶

❱❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✵✱✾✷✻ ✵✱✾✾✵ ✶✱✵✾✹ ✶✱✶✾✵ ✶✱✸✵✽

❚❛❜✳ ✷✳✹✿ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ tr❛❝❡ q✉❡❧q✉❡s ❣r❛♣❤❡s ✭❋✐❣s✳ ✷✳✷✱ ✷✳✸ ❡t ✷✳✹✮✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞✉

❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r ▲❡❣❡♥❞r❡ ❬✾✷❪✱ ✐✳❡✳ ❧❛ t❛❜❧❡

❞❡ ▼❛ss❡② ❡st tr♦♣ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

❢❛✐❜❧❡✱ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡

q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s très é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡✲

s✉r❡s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

✺✻
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❚❛✐❧❧❡ N ❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α ♣♦✉r d
√

N

❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✵✱✷✵ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✶ ✵✱✵✵✶

✷ ✵✳✼✼✽✽ ✵✱✽✸✾✷ ✵✱✽✻✼✸ ✵✱✽✽✽✼ ✵✱✽✾✸✹

✸ ✵✱✼✽✵✽ ✵✱✽✽✺✷ ✵✱✾✺✹✵ ✶✱✵✸✾✽ ✶✱✵✾✵✺

✹ ✵✱✽✵✶✹ ✵✱✽✽✽✹ ✵✱✾✻✽✼ ✶✱✶✶✹✽ ✶✱✷✹✷✾

✺ ✵✱✽✵✺✻ ✵✱✾✵✹✹ ✵✱✾✽✽✹ ✶✱✶✹✻✹ ✶✱✸✵✵✶

✻ ✵✱✽✶✸✸ ✵✱✾✶✹✶ ✶✱✵✵✵✼ ✶✱✶✻✸✶ ✶✱✸✹✻✻
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❚❛❜✳ ✷✳✺✿ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❉✉r❜✐♥ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛t✐♦s é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥

✶✳✸✳✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡

s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛

▲❯❋ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✱ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st r❡❝❤❡r✲

❝❤é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ré❛❧✐s❡r ✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

♠❛❧ ❛❞❛♣té❡ ❢❛✉ss❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✱ ✷✳✸ ❡t ✷✳✹ ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s

♣r♦♣♦sés ♣❛r ▲✐❧❧✐❡❢♦rs✱ ❙t❡♣❤❡♥s ❡t ❉✉r❜✐♥ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

✺✼
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❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✶✵✪ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙✳

�

✁

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙✳

✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛

♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✐sé❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜❣✉ré s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✷✳✷✱ ✷✳✸ ❡t

✷✳✹ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❝✐tés✱ ♣♦✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ d✱ ❡t ♥♦♥

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ❡t ❉✉r❜✐♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❡ très ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ N = 100✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

❞❡ ▼❛ss❡② ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s s❡ ré❞✉✐t✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

❛❞❛♣té❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s ❥✉sq✉✬à N = 100✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

tr♦♣ ♥♦♠❜r❡✉①✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s

❝♦♥❝❡r♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ à N = 150✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

✺✽
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❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✶✪ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙✳

s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦♥ ♣❛s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡s

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❙t❡♣❤❡♥s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s✳

❚❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s r❡q✉✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ t❡st

❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ♣♦✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✼✹✱

❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ◆♦✉s r❡❥❡tt❡r♦♥s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ t❡st ❆❉ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A2
(

1 +
0, 6

N

)

> ❱❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✭✷✳✻✮

◆♦✉s rés✉♠♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✻ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ 1 − α ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

❙t❡♣❤❡♥s ✭✶✾✼✹✮ ❙❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r A2
(

1 + 0,6
N

)

❙❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ α ✵✱✶✺ ✵✱✶✵ ✵✱✵✺ ✵✱✵✷✺ ✵✱✵✶

❱❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✵✱✾✷✷ ✶✱✵✼✽ ✶✱✸✹✶ ✶✱✻✵✻ ✶✱✾✺✼

❚❛❜✳ ✷✳✻✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬❛♣rès
❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❚❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛✣r♠é ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

♣♦✉r ❞❡s ❧♦✐s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❛❜♦♥❞❛♥t❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①✐st❡✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❛r❣♦❧✐♥ ❬✾✺❪ ♣✉❜❧✐é ❡♥

✶✾✼✻✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❝♦♥✜r♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ♣❧✉s

✺✾
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❤❛✉t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡

❧❡s t❛❜❧❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❉✉r❜✐♥ ❬✾✹❪ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱

s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

▼❛r❣♦❧✐♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙✐ X1, . . . , XN s♦♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦✲

♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FX(X, θ) ❛ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r θ̂ ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✱ ❡t s✐ Yi = g(Xi) ♦ù i = 1, . . . , N ✱ ❛✈❡❝ g ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

♥✬✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✐♥✈❡rs❡ g−1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡

d
(

θ̂(Y )
)

❜❛sé❡ s✉r Y1, . . . , YN ✱ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ d
(

θ̂(X)
)

❜❛sé❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

X1, . . . , XN ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ g ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i✱

FY (Yi, θ) ❡st é❣❛❧❡ à FX(Xi, θ)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù g ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t

i✱ FY (Yi, θ) ❡st é❣❛❧❡ à 1 − FX(XN−i+1, θ)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈✳❛ Y s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❛✈❡❝ g ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿

X = g−1(Y ) = Y 2. ✭✷✳✼✮

❆❥♦✉t♦♥s q✉❡✱ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ é❣❛❧✐té ❞❡s

❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ✿

θ̂(Y ) = θ̂(X). ✭✷✳✽✮

▼❛r❣♦❧✐♥ ❛❥♦✉t❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✬ét❡♥❞ à ♣❧✉s✐❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r

FX(Xi, θ)✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r

❙t❡♣❤❡♥s ❞❛♥s ❬✾✶❪✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞✉ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣♦✉r ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥

❈❘❇▼✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙

♦✉ ❧❡ t❡st ❆❉✳

❏✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❛✉① ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ❡st ♠❛❧ ❛❞❛♣té✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ❆✜♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠♣❧❡t s✉r

❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à

❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡s ❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

✷✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❆✉ss✐✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

s✉♣♣♦sé❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ H0✮✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✈❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ t❡st✱ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r

❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♦✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❛

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✸✷✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ✳ P♦✉r q✉❡

❧❡ t❡st ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❜✐❛✐sé✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉

✻✵
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♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡

✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ♦♥t été ♣r♦❞✉✐t❡s✳

✷✳✷✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

◆♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ q✉✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥❡

❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ✭♦✉ ❡s♣ér❛♥❝❡✮ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉✬❡❧❧❡

s♦✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✓ ♣r♦❝❤❡ ✔ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❡

st❛t✐st✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r q✉✐ s❡r❛ ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ✈✳❛✳

X1, . . . , XN ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♣r❡♥❞r❛

✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ N ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s

♣♦✉rr♦♥s ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❞❡ s❛ ♠é❞✐❛♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡

✈❛❧❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱ ❞❡ ❧❛ tr♦✐sè♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐

t♦✉s ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❄ ■❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✳

❋♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(X, θ)

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ à ❡st✐♠❡r✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ̂ ❞❡ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

❡st ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r g(θ̂)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡

✷✳✺ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s θ̂ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❝❛✲

r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❜♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r✳ θ ét❛♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❡st✐♠❡r✱ θ̂1 ❡st

( )1̂g θ

( )2̂g θ

( )3̂g θ

θ µ=

D
en

si
té

d
e 

p
ro

b
ab

ili
té

θ̂

❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡st✐♠❛t❡✉rs✳

❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s tr♦✐s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥é✱ θ̂2

♦✉ θ̂3 ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ θ q✉❡ θ̂1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ s✐ ❡❧❧❡

❡st ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡✱ θ̂1 s❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ θ q✉❡ θ̂2 ♦✉ θ̂3✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡

♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ♣♦✉r θ̂1 q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❧❡ ♣❧✉s

❢❛✐❜❧❡ ✿

E(θ̂1 − θ)2 ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ E(θ̂1 − θ)2, E(θ̂1 − θ)2, E(θ̂1 − θ)2

✻✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❘❊❏❊❚ P❆❘❚■❊▲ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊ ■❉➱❆▲ ➚ ▲✬❆■❉❊ ❉❊ ❚❊❙❚❙
❉✬❆❏❯❙❚❊▼❊◆❚ ❆❉❆P❚➱❙

❛✈❡❝ ✿ E(θ̂1 − θ)2 =

∫ +∞

−∞
(θ̂1 − θ̂)2gi(θ̂i)dθ̂i. ✭✷✳✾✮

✷✳✷✳✸✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❉❡✉① ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t

✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❉❛♥s

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t✱ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❤é♦✲

r✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ θ̂ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ✐♥✲

❝♦♥♥✉ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ q✉✐ ❞♦♥♥❡ à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❧❡✈é ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✲ ♦♥ ❞✐t ❛✉ss✐ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✲ ❞✬êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❙✐ L(X1, . . . , XN , θ) ❡st ❧❛ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ X1, . . . , XN ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st θ✱ ❧✬❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ θ̂ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st✱ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ θ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡❧❧❡

q✉✐ r❡♥❞ L(X0
1 , . . . , X

0
N , θ) ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ X0

1 , . . . , X
0
N q✉✬♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♦❜t❡♥✉✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r θ̂(X1, . . . , XN) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ q✉✐ r❡♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té L(X1, . . . , XN , θ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉s ❧❡s θ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r s✬é❝r✐t

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t θ̂(X1, . . . , XN)✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂L(X1, . . . , XN , θ̂)

∂θ
= 0. ✭✷✳✶✵✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ très s♦✉✈❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂ ln L(X1, . . . , XN , θ̂)

∂θ
= 0. ✭✷✳✶✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(Xi) ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Xi ✿

L(X1, . . . , XN , θ) =
N
∏

i=1

f(Xi) ✭✷✳✶✷✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Xi s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡

r❡♠❛rq✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés s♦♥t ❜✐❡♥

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞✉

♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✳

✻✷
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✷✳✷✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

✭✶✳✸✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

L(x1, . . . , xN , θ) =
1

θN
e−

1
θ

PN
i=1 xi . ✭✷✳✶✸✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

ln L(x1, . . . , xN , θ) = −N ln θ − 1

θ

N
∑

i=1

xi. ✭✷✳✶✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✶✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❡❧❧❡✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

θ̂ =
1

N

N
∑

i=1

xi. ✭✷✳✶✺✮

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

✷✳✷✳✸✳✹ ❊st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

✭✶✳✷✽✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛❝❝è❞❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

θ̂ =
1

N

N
∑

i=1

x2
i . ✭✷✳✶✻✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s✳ ◆♦✉s ❛tt✐r♦♥s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥

❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ θ ✿

〈x〉 =
1

2

√
θπ 6= 1

2

√

θ̂π. ✭✷✳✶✼✮

❆✜♥ q✉❡ ❧❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ s♦✐t ✈❛❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ✐♥s✐st♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✳

✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♥♦s ♠❡s✉r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ♥♦s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✉❞❡

st❛t✐st✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✹✮✱ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ♥♦♥ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r
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✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t

❞✉ s❡✉✐❧ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱

❝❛r ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♥❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ t❡st ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

s♣é❝✐✜q✉❡ ✭t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✮✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t

rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢

q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❡st ✐❝✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ t❡sts ❛②❛♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t H0✱ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧

❞❡ t❡sts ré❛❧✐sés✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡

♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬■❊❚❘ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❙❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t 2, 9 ♠×3, 7 ♠×8, 7 ♠ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❛①❡s ②✱ ③ ❡t ① ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ▲❛ ▲❯❋ ❡st

❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✺✵ ▼❍③ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❬✷✵✵ ▼❍③ ❀

✶✶✵✵ ▼❍③❪✱ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③✳ ◆♦✉s r❡s♣❡❝t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡

x

y

z

❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ❈❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬■❊❚❘✳

λ/2 ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✭❛♥t❡♥♥❡ ♦✉ s♦♥❞❡ ❝❤❛♠♣✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞é❝♦rré❧❡r

s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❬✹❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t❡st ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t

❧♦✐♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s r❡s♣❡❝t♦♥s

✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s λ/2 à ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮

❡st ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❊❚❙✲▲✐♥❞❣r❡♥ ♠♦❞è❧❡ ✸✶✹✽ ✿ ❤❛✉t❡✉r ✻✱✹ ❝♠✱ ❧❛r❣❡✉r ✽✺✱✻

❝♠✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✼✸✱✼ ❝♠✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs

❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t❡st✱ ❡t ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❝❡ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡

❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳

✷✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡

s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ tr✐❛①✐❛❧❡ ✭❍✐✻✵✵✺✮✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥✲
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86 cm 

74 cm
 

❋✐❣✳ ✷✳✼✿ ❆♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ✭❊❚❙✲▲✐♥❞❣r❡♥ ♠♦❞è❧❡ ✸✶✹✽✮ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r
✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳

❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s ❛♥t❡♥♥❡s ♠♦♥♦♣ô❧❡s

♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦♥♦✲

♣ô❧❡ ❡st ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✸✱✷ ❝♠3✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✿

❤❛✉t❡✉r ✶✵ ♠♠✱ ❧❛r❣❡✉r ✶✵ ♠♠✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✸✷ ♠♠✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❡s✉r❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s

 
3 cm

❋✐❣✳ ✷✳✽✿ ❙♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ tr✐❛①✐❛❧❡ ✭❍✐✻✵✵✺✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

♣❧✉s é❧❡✈és q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡✱ ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✳ ❉❡ ✷✵✵

▼❍③ à ✹✵✵ ▼❍③✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ♠❡s✉ré ♣♦✉r ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✭♠♦❞❡ ♣❛s à ♣❛s✮

❡t ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ✷✼✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡

ER à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✾✵✵ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ♣❛r ❝♦♠♣♦✲

s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♦♥t été ❛♥❛❧②sé❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❉❡

✺✵✵ ▼❍③ à ✶✶✵✵ ▼❍③✱ ✶✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s

à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ✺✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✭❡t ♥♦♥ ✸✵✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✾✵ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡ ✭✸✵ ♣❛r

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✮ ♣♦✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 50 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥ts✳ ❍♦r♠✐s ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t❡st✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s

s♦♥t ♣✐❧♦té❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

✻✺
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▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ r ✭❚❛❜✳ ✷✳✼✮ ✐♥❞✐q✉❡♥t

q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠❡s✉rés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥

✶✳✸✳✶✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❢ ✭▼❍③✮ ✷✵✵ ✸✵✵ ✹✵✵ ✺✵✵ ✻✵✵

rEx ✵✳✵✹ ✵✳✵✻ ✵✳✵✹ ✵✳✵✶ ✲✵✳✵✸

rEy ✵✳✵✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✷ ✵✳✵✹ ✲✵✳✵✷

rEz ✵✳✵✼ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✹ ✲✵✳✵✸

❢ ✭▼❍③✮ ✼✵✵ ✽✵✵ ✾✵✵ ✶✵✵✵ ✶✶✵✵

rEx ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✸

rEy ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✵✸

rEz ✲✵✳✵✷ ✲✵✳✵✻ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✷ ✲✵✳✵✺

❚❛❜✳ ✷✳✼✿ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER✳

❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥♦s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✾✱ ✷✳✶✵ ❡t ✷✳✶✶ s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts
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❋✐❣✳ ✷✳✾✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭N = 50✮✳

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ♣♦✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✺✵ à ✶✺✵

♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❑❙✲▼❛ss❡② ❡t ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❧❡s t❡sts ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲

❙♠✐r♥♦✈ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡② ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥

✷✳✷✳✶✮ ❡t ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s ❧❡

t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ✭❝❢✳

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t r❡❥❡té❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉①

❞❡ r❡❥❡t très s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ♠✐s

❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ♥❡ s♦♥t

✻✻
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❋✐❣✳ ✷✳✶✵✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭N = 100✮✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✶✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭N = 150✮✳

♣❛s ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡

❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

❉❡ ✷✵✵ ▼❍③ à ✻✵✵ ▼❍③✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t s♦♥t très é❧❡✈és✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❝r✐t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡st ❑❙✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ ♥❡tt❡

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡st ❜✐❛✐sé ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❞❡ ▼❛ss❡② ❡t ❧❡ t❡st ❛❞❛♣té ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s✳

▲❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❧✐és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ✐♥❞✐q✉❡♥t

q✉❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t tr♦♣ ❝♦♥s❡r✈❛t❡✉r✱ ✐✳❡✳ ❧❡ t❡st t❡♥❞ à ❛❝❝❡♣t❡r ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0✳ ◗✉❛♥t ❛✉ t❡st ❑❙ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s✱ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣❧✉s é❧❡✈és✳

▲❡ t❡st ❆❉ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✱ ❝❡ q✉✐ ❡st

❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡st ❆❉ ❡st ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
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✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞éq✉❛t❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✽✵✵ ▼❍③ ♣♦✉r N = 100

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡ t❡st ❑❙✲▼❛ss❡② ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t q✉✬à ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ✷✪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❚❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s✱

❧❡ t❡st ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ r❡❥❡t ❞❛♥s ✶✵✪ ❞❡s ❝❛s✱ ❡t ❧❡ t❡st ❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s r❡❥❡tt❡

✉♥❡ sér✐❡ s✉r tr♦✐s✳ ❉♦♥❝ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s

s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ER✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✾✱ ✷✳✶✵ ❡t ✷✳✶✶ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱

❡t ♣❧✉s ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞✉ t❡st ❑❙✲▼❛ss❡②✱

❛❞❛♣té❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r

❧✐❡✉ à ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t très ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s sér✐❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à t♦rt à ❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡s t❡sts ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❡t ❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s

❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦t❡r✱

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r N ❢❛✐❜❧❡✱ q✉❡ ❧❡ t❡st ❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t

❞✬✉♥ t❡st ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✾✮✳

❋r❡q✉❡♥❝② ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭❱✴♠✮ ❘❛t✐♦ σ/µ

✭▼❍③✮ Ex Ey Ez Ex Ey Ez

✷✵✵ ✶✹✳✺ ✷✵✳✷ ✶✻✳✾ ✵✳✼✾ ✵✳✽✺ ✵✳✽✸

✸✵✵ ✸✽✳✽ ✺✾✳✽ ✹✵✳✷ ✵✳✼✶ ✵✳✼✶ ✵✳✻✼

✹✵✵ ✷✺✳✷ ✸✽✳✺ ✷✽✳✵ ✵✳✻✽ ✵✳✼✷ ✵✳✻✾

✺✵✵ ✸✼✳✶ ✺✵✳✾ ✸✼✳✸ ✵✳✻✸ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸

✻✵✵ ✸✺✳✺ ✹✺✳✺ ✸✽✳✵ ✵✳✻✹ ✵✳✻✺ ✵✳✻✸

✼✵✵ ✸✷✳✸ ✹✹✳✸ ✸✷✳✷ ✵✳✺✻ ✵✳✺✼ ✵✳✺✽

✽✵✵ ✸✾✳✶ ✹✾✳✶ ✸✾✳✸ ✵✳✻✵ ✵✳✺✽ ✵✳✺✽

✾✵✵ ✹✹✳✺ ✺✷✳✻ ✹✹✳✺ ✵✳✺✽ ✵✳✺✾ ✵✳✺✻

✶✵✵✵ ✺✷✳✺ ✺✽✳✶ ✹✼✳✹ ✵✳✺✾ ✵✳✺✾ ✵✳✺✻

✶✶✵✵ ✶✺✳✸ ✶✽✳✸ ✶✺✳✷ ✵✳✺✸ ✵✳✺✺ ✵✳✺✺

❚❛❜✳ ✷✳✽✿ ❱❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ σ/µ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝✲
t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✽ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✿ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

µ ❡t ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ σ/µ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr✐q✉❡✶✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣è❞❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡✱ ❧❡s r❛t✐♦s σ/µ ❞❡s

✶✳ ▲❡ r❛t✐♦ σ/µ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✵✮✮✳

✻✽
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❋✐❣✳ ✷✳✶✷✿ ❚❡sts ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭N =
150✮ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

✷✳✶✷ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ t❛✉① ❞❡

r❡❥❡t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

s♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs t❡sté❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❜✐❛✐s ❞❛♥s

❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✾✱ ✷✳✶✵ ❡t ✷✳✶✶✳

◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s q✉✬✉♥❡ ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛

♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t q✉❡ ❝❡✉① ✐♥❞✐q✉és ❡♥ ✜❣✉r❡s ✷✳✾✱

✷✳✶✵ ❡t ✷✳✶✶✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ r❡❥❡t ❛ ❧✐❡✉ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s sér✐❡s t❡sté❡s✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❜r✉t❡s✱ ♦✉ ❧❡s ♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
R à ✉♥❡

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥✜r♠❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛r❣♦❧✐♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐

éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ E2
R à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ER à

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ✉♥

❡✛♦rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ été ❢♦✉r♥✐ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ✐❧

♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧

t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉✣✲

s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s êtr❡ ♣r✉❞❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛

✻✾
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♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣ré❧❡✈é✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢

❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠ê♠❡

❛♥❛❧②s❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱

❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡

✐❞é❛❧✳

✷✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡s

♠❡s✉r❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭♠ê♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❞✬é♠✐ss✐♦♥✮✱ ❞❡ ✷✵✵ ▼❍③ à ✶✶✵✵ ▼❍③✱ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✸✵

♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❡ ✷✵✵ ▼❍③ à

✸✵✵ ▼❍③✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♠♦❞❡ ♣❛s à

♣❛s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ✾✵✵ r❡❧❡✈és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♠❡s✉rés à

❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ s♣❡❝tr❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ✹✵✵ ▼❍③✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥ ♣❧✉s

❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱

♥♦✉s ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✺✵✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✶✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à

❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❢ ✭▼❍③✮ ✷✵✵ ✸✵✵ ✹✵✵ ✺✵✵ ✻✵✵

r ✵✳✵✽ ✵✳✵✻ ✵✳✵✷ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✷

❢ ✭▼❍③✮ ✼✵✵ ✽✵✵ ✾✵✵ ✶✵✵✵ ✶✶✵✵

r ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✹ ✲✵✳✵✻

❚❛❜✳ ✷✳✾✿ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡

t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✾✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧és✳ ❉ès

❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡✲

♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é ♣♦✉r ❧❡s t❡sts

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✸✱ ✷✳✶✹ ❡t ✷✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r N = 50✱ N = 100 ❡t N = 150

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st

❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡s t❡st ❛❞❛♣tés ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❡t ❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✼✵✵

▼❍③✱ ❛✉❝✉♥ t❡st ♥❡ r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡

t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ✈❛✉t ✵✪ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ à ✷✵✵ ▼❍③✱ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡té❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡

t❡st ❑❙✲▼❛ss❡② ♥❡ r❡❥❡tt❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ✵✪✮✳ ❖r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ▼❛ss❡② ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ t❡st ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✼✵
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❋✐❣✳ ✷✳✶✸✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭N = 50✮✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✹✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭N = 100✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡rr♦♥és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❡st ❑❙✲

▼❛ss❡② ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✸✱ ✷✳✶✹ ❡t ✷✳✶✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥❡

s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s r❡❥❡t❡r ♣❧✉s ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s

❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❈✬❡st

❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✐♥t❡r✲

♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✜♥

❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❥❡❝té ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s

✼✶
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❋✐❣✳ ✷✳✶✺✿ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭N = 150✮✳

❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✶✮ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❡❧❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ t❡st❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
√

P ✱ ❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ P ✱ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜r✉t❡s✱

♦✉ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s à ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊t ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P à ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
√

P à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉

❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▼❛r❣♦❧✐♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮✳

✷✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❧♦✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ s✉✐✈❡♥t ♣❛s ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼✳ P❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ✈♦♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s

t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ER✱ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡♥t

❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré à tr❛✈❡rs ❝❡s t❡sts q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sé✱ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢❛✉ssé❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡ t❡st ❑❙✲▼❛ss❡② ❡st

❛❞❛♣té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✱ ✐✳❡✳ s❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡

à ❡st✐♠❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡st ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❡st ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té q✉❡ ❧❡ t❡st

❑❙✲▼❛ss❡②✱ ❡t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ r❡❥❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡

t❡st ❑❙✳ P♦✉r ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ t❡st✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s t❛✐❧❧❡s N

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞✐✛èr❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐❧❧✉stré

q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡st ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ N ✳

✼✷
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❊♥✜♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

s❡♠❜❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t

❞✉ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❡t s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r

❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ s♦♥t

✐♥s✉✣s❛♥t❡s✳

✼✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡

♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ré❡❧s a > 0 ❡t b > 0✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(x) = abxb−1e−axb

. ✭✸✳✶✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❡t b ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r

❡st ❧✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧✐é à ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s

✐♥❞✐q✉♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

(a, b)✱

F (x) = 1 − e−axb

, ✭✸✳✷✮

s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ✐✳❡✳ s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡✱

〈x〉 = µ =
Γ
(

1 + 1
b

)

a1/b
, ✭✸✳✸✮

s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛rré✱

〈x2〉 =
Γ
(

1 + 2
b

)

a2/b
. ✭✸✳✹✮

❉❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✹✮✱ Γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ✭❆✳✶✶✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s

r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σ ❡t ❧❛
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❉■▼❊◆❙■❖◆

♠♦②❡♥♥❡ ✭✸✳✸✮✱ q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a ✿

σ

µ
=

√

√

√

√

2bΓ(2
b
)

(

Γ(1
b
)
)2 − 1. ✭✸✳✺✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❲❡✐❜✉❧❧ (a, b) ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✮✳

♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER✱

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉

r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ r❛t✐♦ σ/µ ♥❡

♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s

♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❧♦✐ ✭s❡❝t✐♦♥

✸✳✸✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✭✸✳✸✮✱ s✐ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡

♥♦✉s ♥♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

✈ér✐✜❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

a =
[

Γ
(

1 +
1

b

)]b

. ✭✸✳✻✮

❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r

❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

✸✳✶✳✷ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡

❧♦✐ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✉

✼✻
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❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ (a, b) ❞✬❛♣rès
✭✸✳✻✮✳

❝♦✉♣❧❡ (a, b)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✳

❲❡✐❜✉❧❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮

(a, b) ▼❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ▼❡s✉r❡s ♠♦②❡♥♥é❡s2

❛ 1/θ π/4

❜ ✷ ✷

2❈❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳

❚❛❜✳ ✸✳✶✿ ❈♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❲❡✐❜✉❧❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮

(a, b) ▼❡s✉r❡s ❜r✉t❡s ▼❡s✉r❡s ♠♦②❡♥♥é❡s3

❛ 1/θ ✶

❜ ✶ ✶

3❈❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳

❚❛❜✳ ✸✳✷✿ ❈♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✸✳✶✳✸ Pr♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱

❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

✼✼
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✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s X ❧❛ ✈✳❛✳ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

(a, b)✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ♥♦té❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❲(a, b)✳

✸✳✶✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X2

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ X ≥ 0 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❲(a, b)✱ ❛❧♦rs X2 s✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a ❡t b✳ ❙♦✐t V = X2✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r

t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P
[

V ≤ v
]

= P
[

X2 ≤ v
]

= P
[

X ≤
√

v
]

= Φ
(√

v
)

, ✭✸✳✼✮

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a, b)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ(
√

v ) s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✸✳✽✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱

f(v) =
1

2
√

v
Φ′(√v

)

. ✭✸✳✾✮

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a, b) s✬é❝r✐t Φ(z) = 1−e−azb
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

♣♦✉r v ≥ 0 ✿

f(v) = a
b

2
v

b
2
−1e−avb/2

. ✭✸✳✶✵✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b
2
✳

✸✳✶✳✸✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

X

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s✐ X ≥ 0 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❲(a, b)✱ ❛❧♦rs
√

X s✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t 2b✳ ❙♦✐t V =
√

X✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P
[

V ≤ v
]

= P
[
√

X ≤ v
]

= P
[

X ≤ v2
]

= Φ
(

v2
)

, ✭✸✳✶✶✮

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a, b)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ(v2 ) s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✸✳✶✷✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ f(v) = 2vΦ′(v2
)

✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r v ≥ 0 ✿

f(v) = a · 2b · v2b−1e−av2b

. ✭✸✳✶✸✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t 2b✳

✼✽
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✸✳✶✳✸✳✸ ▲♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X
〈X〉

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st très ♣r❛t✐q✉❡

♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❥❡❝té ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❢❛❝✐✲

❧✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❈❘❇▼✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ X ≥ 0 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a, b)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈✳❛✳ X
〈X〉 s✉✐t

❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a′, b′) ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a′ ❡t b′ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❙♦✐t

V = X
〈X〉 ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P
[

V ≤ v
]

= P

[

X

〈X〉 ≤ v

]

= P
[

X ≤ v〈X〉
]

= Φ
(

v〈X〉
)

, ✭✸✳✶✹✮

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a, b)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ(v〈X〉 ) s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✸✳✶✺✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ f(v) = Φ′(v〈X〉
)

✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

♣♦✉r v ≥ 0 ✿

f(v) = a〈X〉b · b · vb−1e−a〈X〉b·vb

. ✭✸✳✶✻✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a′ ❡t b′ t❡❧s q✉❡ ✿

{

a′ = a〈X〉b

b′ = b
. ✭✸✳✶✼✮

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ q✉❡ s✐ ❧❛ ✈✳❛✳ X
〈X〉 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❲
(

a
〈X〉b , b

)

✳

✸✳✶✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡

❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a1, b1) r❡♣rés❡♥t❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s

❛✉ss✐ ❞✬❛ss✐♠✐❧❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
R à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a2, b2)✳

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ s✐
X
〈X〉 ∼ ❲(a1, b1) ❛❧♦rs X2

〈X〉2 ∼ ❲(a2, b2)✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a1 ❡t b1✱ q✉❡ ✈❛❧❡♥t

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a2 ❡t b2 ❄

❙♦✐t V = X2

〈X〉2 ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P[V ≤ v] = P

[

X2

〈X2〉 ≤ v

]

= P
[

X ≤
√

v ·
√

〈X2 〉
]

= P

[

X

〈X〉 ≤
√

v · 〈X2 〉
〈X〉

]

= Φ

(

√

v · 〈X2 〉
〈X〉

)

,

✭✸✳✶✽✮

✼✾
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♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a1, b1)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

❧❛ ✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=







d
dv

Φ

(√
v·〈X2〉
〈X〉

)

s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭✸✳✶✾✮

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱

f(v) = A
2
√

v
Φ′(A

√
v
)

❛✈❡❝ A =

√
〈X2〉
〈X〉 . ✭✸✳✷✵✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ V s✬é❝r✐t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0 ✿

f(v) = Ab1a1
b1

2
v

b1
2
−1e−a1Ab1v

b1
2 . ✭✸✳✷✶✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a2, b2) ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈ér✐✲

✜❡♥t ✿
{

a2 = a1A
b1

b2 = b1
2

. ✭✸✳✷✷✮

❆✜♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ A✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A ≡
√

〈X2〉
〈X〉 =

√

Γ
(

1 + 2
b1

)

Γ
(

1 + 1
b1

) . ✭✸✳✷✸✮

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

(a2, b2)✱ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
R✱ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s (a1, b1) ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ER✳

✸✳✷ ❚❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉✱

❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

✸✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❆✜♥ ❞✬êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡✲

♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a, b) ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷✳ ❉❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a, b) à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐t

✽✵
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❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✷✮ ❡t ✭✸✳✶✮ ✿

L(x1, . . . , xN , a, b) = (ab)N

( N
∏

i=1

xb−1
i

)

e−a
PN

i=1 xb
i . ✭✸✳✷✹✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥é♣ér✐❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

ln L(x1, . . . , xN , a, b) = N ln(ab) + (b − 1)
N
∑

i=1

ln(xi) − a

N
∑

i=1

xb
i . ✭✸✳✷✺✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣❛r ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

{

N = a
∑N

i=1 xb
i

N + b
∑N

i=1 ln(xi) − ab
∑N

i=1 xb
i ln(xi) = 0

. ✭✸✳✷✻✮

❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ✏s♦❧✈❡✉r✑ ❞✉ t❛❜❧❡✉r ❊①❝❡❧✳

✸✳✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♠❡♥é ♣❛r

❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛✉♥❡ ❢♦r❡st✐èr❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✉

▼✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬❆❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❬✾✻❪✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ✭N = 400✮✳ ▲❡s

✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

s♦♥t s②♥t❤ét✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s ❬✾✻❪✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ t❡st

❙❡✉✐❧ ❱❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❱❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r

❞❡ r✐sq✉❡ d
√

N ✭t❡st ❑❙✮ A2 ×
(

1 + 0.2√
N

)

✭t❡st ❆❉✮

✶✵✪ 0.8265 − 0.1991√
N

✵✳✻✸✼

✺✪ 0.8982 − 0.2216√
N

✵✳✼✺✼

✶✪ 1.0455 − 0.2826√
N

✶✳✵✸✽

❚❛❜✳ ✸✳✸✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à
❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳

à ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❛❥✉st❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st✱ ❛ été ❛♥❛❧②sé❡✳ ▲❡s ❑❙ ❡t ❆❉

s✬❛✈èr❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ▲❡s

❛✉t❡✉rs s♦✉❧✐❣♥❡♥t q✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ A2 ❞✉ t❡st ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ❡st à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❝❛r

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st ❑❙✳

✽✶
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Stephens for the exponential distribution (1974)

Massey (1951)

Weibull distribution with 2 parameters (1989)

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ❱❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡✲

♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥♥é✱ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡

❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✱ ❡t ❞❡ ❙t❡♣❤❡♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ❛✉

t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳

✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

❝❤❛♠♣

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s t❡sts ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ❡t ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲

❉❛r❧✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮ ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❆ss♦❝✐és à ❝❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❛❞❛♣tés ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ét❛✐t ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡té❡✱ ❛♥❛✲

❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ à ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳

✸✳✸✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❲(a, b) ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré❡s à ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

s✬❛❥✉st❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à ✷✵✵ ▼❍③ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ r❡❥❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❧♦✐s

✽✷
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❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ❚❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❛✉ t❡st ❑❙ ❡t ❆❉ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭N = 150✮✳

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦rt r❡❥❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡② s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s

❛❞❛♣té❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✱ ❧❡ t❡st ❑❙✲▼❛ss❡② ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à

✷✵✵ ▼❍③ ✭♥♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❛r

❧❡ t❡st ❑❙✲▼❛ss❡② ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ ✶✵✪✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣❛r ❧❡ t❡st ❆❉ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮ ❧❡ r❡❥❡t ❡st ❝♦♥st❛té

❞❛♥s ✼✵✪ ❞❡s ❝❛s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s

s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ✈❛ à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬❛ ♣r♦♣♦sé ❖r❥✉❜✐♥ ❬✹✼✱ ✹✸❪ ♣♦✉r ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té

s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❝♦♠♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞✉

♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱ ✐✳❡✳ à très ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❖r ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐✱ s✉r

✉♥❡ ❜❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té

s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳

✷✳✶✺✮✱ ♦✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✻✵✵ ▼❍③✱ ❧❡

t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣❛ss❡ ❞❡ ✼✵✪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ✶✵✪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ❉❡

♣❧✉s✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s✱ ✐❧

s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t s♦✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s d ❡t A2 s♦✐❡♥t

très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥♦✉✈❡❧é

❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♦❜t❡♥✉s s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t

❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③ à ✶✵✵✵ ▼❍③✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ P♦✉r

❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❝❡✉① ✐♥❞✐q✉és ❡♥
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✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♥❡ ♣❡rt✉r❜❡ ♣❛s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 50

❡t N = 100 ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ r❡❥❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❞❡♠❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❧♦rsq✉❡

❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡s sér✐❡s ❝❤❛♥❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ❆❥♦✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥

t❡st❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❞❡ E2
R ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t q✉❡ ❝❡✉①

✐♥❞✐q✉és ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❡s t❡sts s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s

♥♦r♠❛❧✐sé❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡

♥♦r♠❛❧✐s❡ ♣❛s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳✸✮✳

✸✳✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

❲❡✐❜✉❧❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s ❞❛♥s ❧❛

❝❛✈✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦r♠❛❧✐sé ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r très s✐♠♣❧❡♠❡♥t

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (π/4, 2) ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✸✳✶✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✺ ❡t ✸✳✻ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t♦♥

❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (a, b) q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣♦✉r

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER à ✼✵✵ ▼❍③✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ✹✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER à ✼✵✵
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❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❡st✐♠é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ N = 100 ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER à ✼✵✵ ▼❍③ ✭✉♥ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡
sér✐❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ a = π/4 ≈ 0, 78✳
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❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❡st✐♠é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ N = 100 ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER à ✼✵✵ ▼❍③ ✭✉♥ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡
sér✐❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ b = 2✳

▼❍③ ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 100 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡ ♥♦✉s

r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✹✺ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮ ❡t b ✭❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❞❡s t✐r❡ts ♣♦✐♥t✐❧❧és ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [µ−2σ; µ+2σ]✱

❛✈❡❝ µ ❡t σ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ tr❛✐t✮ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✹✺ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ a ❡t b✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

(a, b) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ❝❡ ❝♦✉♣❧❡

♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✳

❯♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❛♣♣❛r❛ît ♥❡tt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❡t ❧❛

✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡

❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❧✐é❡ ❛✉① ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡

♠♦❞❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛

❝❛✈✐té✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✜♥✐❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st q✉❡ ❧❡s

✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré✈❡r❜ér❛♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❡①♣♦sé ♣❛r

❍✐❧❧ ❬✺❪✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✱

❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♠❛sq✉é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✳✷✮✳

▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ❬✸✹❪✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t

❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s

❧❡ ♣❡t✐t ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥

s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛

❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲

✽✺
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♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞✐str✐❜✉é ✭❡t ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✮✱ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s

✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥

❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ s❡

❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❡t ♥✬❛✛❡❝t❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❯♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré✈❡r❜ér❛♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ♠❛✐s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✐♠♣❛r❢❛✐t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡

❈❘❇▼ ❛ ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ♣❛r

❑♦st❛s ❬✸✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ E2
R ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❯♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❡st ✐♥❞✐q✉é✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱

q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s é❝❛rts

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❧♦❝❛❧✐sé❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❑♦st❛s s♦✉❧✐❣♥❡ q✉✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡

❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ♠♦②❡♥♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r s❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✱

❡t ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♥❞r❡ ♥♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥

rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✸✳✷✻✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡

♣r❛t✐q✉❡r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❑❙ ❡t ❆❉✳ ❆♣rès ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ a ❡t b ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st r❡❥❡té❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱

♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱
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---------- Exponential

❋✐❣✳ ✸✳✼✿ P❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
x✱ E2

y ❡t E2
z sé♣❛ré♠❡♥t✱

❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙ ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢réq✉❡♥❝❡✱ ✶✵ sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150 ♠❡s✉r❡s s♦♥t t❡sté❡s✮✳

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r a ❡t b s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡st ❡♠♣❧♦②é✱

✐✳❡✳ ❑❙ ♦✉ ❆❉✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱

♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

✽✻
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❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✐♥❞✐q✉é ❡♥ t✐r❡ts ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✮✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s

❝♦✉♣❧❡s (a, b) ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱

❞♦♥♥❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ a ❡t b ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦r♠❛❧✐sés ♣❛r ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳
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❋✐❣✳ ✸✳✽✿ P❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
z ❡t Ez✱ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙ ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱
✶✵ sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150 ♠❡s✉r❡s s♦♥t t❡sté❡s✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✭✸✳✷✷✮ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥

✸✳✶✳✹ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a1, b1) ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Ez ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a2, b2) ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ E2
z ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ z s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝

❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✺✵✵ ▼❍③✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (a1 = 0, 83; b1 = 1, 67)

❡t (a2 = 1, 08; b2 = 0, 83) ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✷✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝

❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

✸✳✸✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r

♠♦②❡♥♥❡ ✭σ/µ✮ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠ètr❡

b ✭✸✳✺✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ σ/µ ≈ 0, 523✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ σ/µ = 1✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ s✐♠♣❧❡ r❛t✐♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ER ❡t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡✲

s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt

σ/µ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❛♣rès ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

✽✼
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❋✐❣✳ ✸✳✾✿ ❘❛t✐♦ σ/µ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER✳

❝♦✉♣❧❡ (a, b) ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉s✲

t❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡

✸✳✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s r❛t✐♦s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150 q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à

✉♥❡ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❛r ❧❡ t❡st ❆❉✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✸✵ sér✐❡s t❡sté❡s à ❝❤❛q✉❡

❢réq✉❡♥❝❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❡t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b)✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s

♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ r❛t✐♦ ❡♠♣✐r✐q✉❡ σ/µ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❞❡s é❝❛rts ✐♠♣♦rt❛♥ts

❡♥tr❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ rés✉❧t❛t ❜❛sé

s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ r❛t✐♦ σ/µ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❲(a, b) ♣♦✉r

♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ré❣✐♠❡

❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥❡r ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

❡st ❢♦rt❡♠❡♥t r❡❥❡té❡ à ✷✵✵ ▼❍③ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝

❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❧♦✐ s✉♣♣♦rt ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ✷✵✵ ▼❍③✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

❢✉t✉r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❈❘❇▼ à ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s✬❛❥✉st❡ ♠✐❡✉① à ❧❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st s✉❣❣éré❡ ❡t ❡♠♣❧♦②é❡

✐❝✐ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♠✲

♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭a, b✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬♦♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧

♣❛r❛♠ètr❡ ✭θ✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s♦♥t ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛ ♣❧✉s

❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ s✬❛❥✉st❡r à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

✽✽
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❉♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉ r❛t✐♦

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡

q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st r❡❧✐é à ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ à s♦♥ é❝❛rt t②♣❡✳

✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐s✲

s❛♥❝❡

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ t❡st❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✳✷✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t❡ ❄ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡

s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣♦✉r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ✭♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡✮ ❡t ❞❡
√

P ✭❛♥t❡♥♥❡

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✮ ❞✐✛èr❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥✲

t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮ ❡t ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❋✐❣✳

✷✳✼✮✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ER ❡t ❞❡

√
P ✭N = 150✮✳

✸✳✹✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲(a, b) à ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s

✽✾
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❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♠♣r✐♠é❡ q✉❡

❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✧s♠❛❧❧ ▲P✧✳ ❙❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t 7 ❝♠ × 16 ❝♠

✭❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❉✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♣❡t✐t❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦♥♦♣ô❧❡ ✭❋✐❣s✳ ✸✳✶✸ ❡t ✸✳✶✹✮✱

❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧s♠❛❧❧ ▲P✧✳ ◆♦✉s

r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t très ♠❛❧ ❛❞❛♣té❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡

❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ♠♦♥♦♣ô❧❡s

✭< 3 ❝♠✮✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st très ❧❛r❣❡ ❬100 ❦❍③ ; 5●❍③❪✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✶✿ P❡t✐t❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭✧s♠❛❧❧ ▲P✧✮✳ ▲❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s♦♥t 10 ❝♠× 17 ❝♠✳

��

❋✐❣✳ ✸✳✶✷✿ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ✭|S11|✮ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡
❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♠♣r✐♠é❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮✳

✾✵
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Antenne 
monopôle de 
longueur 9,3 cm 

Substrat 

Ligne 
micro ruban 

Connecteur BNC 

Plan de masse 

❋✐❣✳ ✸✳✶✸✿ P❡t✐t❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✾✱✸ ❝♠ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳

��

❋✐❣✳ ✸✳✶✹✿ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ✭|S11|✮ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡
♠♦♥♦♣ô❧❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✸✮✳

◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡

❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡

❝❤❛♠♣✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♣♦✉r

ét✉❞✐❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

✧❧❛r❣❡ ▲P✧ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s t❡sts ❑❙ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱

♣❛r ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s✱ ❡t ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

r❡ç✉❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳ ▲❡ ❢♦rt t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t à ✷✵✵ ▼❍③ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❛✈✐té s♦✐t s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ à ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③✱ ❧❡s ❧♦✐s

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣r♦✉✈é❡s ♣❛r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

✾✶
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❋✐❣✳ ✸✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
✧❧❛r❣❡ ▲P✧ ✭N = 150✮✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
✧s♠❛❧❧ ▲P✧ ✭N = 150✮✳

▲❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧s♠❛❧❧ ▲P✧

❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥❡tt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s

✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉

ré❝❡♣t❡✉r ❛✐t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡

♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

✾✷
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❋✐❣✳ ✸✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
♠♦♥♦♣ô❧❡ ❞❡ ✾✱✸ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ✭N = 150✮✳

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s✬❛❥✉st❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ à ✷✵✵ ▼❍③✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r

❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳ ❉♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞r❡ssé❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱

q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ à ✷✻✹ ▼❍③ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✻ ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té✳ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡ ❞❡

✾✱✸ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✼✮ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❡t✐t❡ ❛♥t❡♥♥❡

❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ✭❝❢✳

❋✐❣s✳ ✸✳✶✶ ❡t ✸✳✶✸✮✳ P♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ r❡❥❡t ♠❛ss✐❢ ❞❡ ❧❛

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s✬❛❥✉st❡

❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✹✵✵ ▼❍③✱ ❧❡ t❡st ❆❉ r❡❥❡tt❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s❡✉❧❡♠❡♥t

❞❛♥s ✷✵✪ ❞❡s ❝❛s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st r❡❥❡té❡ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✽✵✪✳ ◆♦t♦♥s ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à λ/4✱

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼✳

✸✳✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣✱ ❛♥❛❧②s♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b)

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ q✉✐ s✬❛❥✉st❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝❡♣t✐♦♥♥é❡

♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❛♥t❡♥♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (a, b)

s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡❧❛

♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❡♥
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❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b)

❞❡✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t (1, 1) ✭❝❢✳ ❚❛❜ ✸✳✷✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✱ ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs

♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✽✮ ✲ ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✲ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (1, 1)✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣❛r

❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✧s♠❛❧❧ ▲P✧ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ ❡t ♠♦♥♦♣ô❧❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✵✮✱ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s

q✉❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s très ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b)

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ r❡❥♦✐♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s✉r

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜s❡r✈és

s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
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------- Exponential

❋✐❣✳ ✸✳✶✽✿ P❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✱ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥és
♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙ ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✶✵ sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150 ♠❡s✉r❡s s♦♥t t❡sté❡s✮✳

✸✳✹✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

▲❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦✲

❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b)✱ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt

t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ✭σ/µ✮ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥t❡♥♥❡s✳ ▲❛

❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σ/µ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞❡✉① ❛♥✲

t❡♥♥❡s ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ s✬❛❥✉st❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✼✵✵

▼❍③✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧s♠❛❧❧ ▲P✧✱ ✉♥ é❝❛rt s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

✾✹
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------- Exponential

❋✐❣✳ ✸✳✶✾✿ P❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧s♠❛❧❧ ▲P✧✱ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t
sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙ ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✶✵ sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150 ♠❡s✉r❡s s♦♥t
t❡sté❡s✮✳
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------- Exponential

❋✐❣✳ ✸✳✷✵✿ P❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡ ❞❡ ✾✱✸ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣✱ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❙ ✭♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✶✵ sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 150
♠❡s✉r❡s s♦♥t t❡sté❡s✮✳

❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻✮

❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✾✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ✸ s✐t✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❧❡✈é❡s

❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛ss❡♠❜❧é ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
R ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝❡♣t✐♦♥♥é❡

♣❛r ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♠♦♥♦♣ô❧❡ ❡t ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♥t❡♥♥❡

✾✺
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Série5---- Exponential

❋✐❣✳ ✸✳✷✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σ/µ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧s♠❛❧❧ ▲P✧ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳

❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st très ♣❡t✐t❡✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡ s✉r ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦❧❧❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛

s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡♠❡✉r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭σ/µ = 1✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
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❋✐❣✳ ✸✳✷✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σ/µ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ E2
R ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ ❞❡

❝❤❛♠♣✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❡✈é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♠♦♥♦♣ô❧❡

❞❡ ✾✱✸ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧✳

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱

❞ès ❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ λ/4✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✳

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❧❡s t❡sts st❛t✐s✲

t✐q✉❡s ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ✉♥❡ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛ss❡②✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡② ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡

❞✬❡st✐♠❡r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭θ✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡sts ❑❙✲❙t❡♣❤❡♥s ❡t

❆❉✲❙t❡♣❤❡♥s✱ q✉✐ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧

❞❡ ❍✐❧❧ ❬✺❪✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐és ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♠❛❧ ❛❞❛♣té❡s ✭▼❛ss❡②✮ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t

❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡st s♦✉s✲❡st✐♠é❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞é✜♥✐r ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ✭♦✉ ▲❯❋ ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s

❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡s ✲ ✐✳❡✳ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✲ s❡ ♣rêt❡ ♠✐❡✉① à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s

q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ s♦♥t ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t r❡❥❡té❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡

❧❛ ▲❯❋✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

q✉❡ ♥♦✉s r❡❝♦♠♠❛♥❞♦♥s✱ ❡t r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❛♠❜r❡s

ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱

♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣

♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❧♦❝❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ r❡♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ▲❛ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉① ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ré❡❧❧❡✱

q✉✐ ♥✬❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✳ ◆♦✉s é♠❡tt♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❙❯❘ ▲❊❙ ▲❖■❙ ❉❊ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆

❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ✭♣❡rt❡s✱ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ✜♥✐❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡

✐❞é❛❧✱ ❛✛❡❝t❡♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❆r♥❛✉t ✐♥❞✐q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❞❛♥s ❬✸✹❪ q✉✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣❡✉t ♠❛sq✉❡r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥

♣❧✉tôt ♠é❞✐♦❝r❡✳ ▲❛ s♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ER ❡st ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ▲❡

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❡t✐t ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✧❧❛r❣❡ ▲P✧ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r

ré❝❡♣t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❛ s♦♥❞❡✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛♣t❡✉r

♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré✈❡r❜ér❛♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé❡s

✏♣❛r ❡✛❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡✑✱ ❞û à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♥❛❧②s❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t❛♥t q✉❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❛❞❛♣tés✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s✬❛❥✉st❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ s❛✉❢ ❡♥✲❞❡ss♦✉s

❞❡ ❧❛ ▲❯❋ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡ à ✻ ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r

❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (a, b) ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✐ss✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❈❘❇▼✱ ❡♥

❛②❛♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

❡t ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭b✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ s✐

❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✬❛❥✉st❡ ❜✐❡♥ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡

❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞

❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭♦✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮ ♦✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✽✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ r❛t✐♦

σ/µ✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♥❡ s✬❛❥✉st❡ ♣❛s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱ ❧❡ r❛t✐♦ σ/µ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✲

♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭♦✉ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① r❡✢ét❡r ❧✬é❝❛rt

t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✭❚❈▲✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s♦✉❤❛✐té s✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r σ/µ = 0, 52 ✭❘❛②❧❡✐❣❤✮

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ σ/µ = 0, 70 ✭❲❡✐❜✉❧❧✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡ ❚❈▲✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r N1 ❡t N2 ❧❡s

✾✽



♥♦♠❜r❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t à ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ❞♦♥♥❡ N2/N1 ≈ 2✳

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛ ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✶ ♣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞✉ ♠♦✐s ❞❡ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r

♣♦✉rr❛ à ❝❡ ♣r♦♣♦s r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡ ✭♣❛❣❡ ✷✵✺✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡✱ ❝♦♥s❛❝ré❡

à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ❈❡tt❡ t❛✐❧❧❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r♠✐ N ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡s

♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ❡①♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✱

♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ré❛❧✐sé ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ▲❡s ♥♦r♠❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡

❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥✉ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s

♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥

❡st✐♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ sér✐❡

❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥

❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✳

✾✾





❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡t

é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❢❢✐❝❛❝✐té ❞❡

❜r❛ss❛❣❡





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼ét❤♦❞❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❡♥ ❈❘❇▼

❈❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❡♥ ❈❘❇▼ q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ∆f r❡✈✐❡♥t à é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❛

❜❛♥❞❡ ∆f ✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❣é♥éré

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ❆ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡

♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♣❡✉ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❉♦♥❝ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆f ✳

P❧✉s ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s❡r❛ é❧❡✈é❡✱ ❡t ♣❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡✱ ♥♦✉s

❞✐s♣♦s❡r♦♥s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❛✉ ♣ré❛✲

❧❛❜❧❡ s✐ ❧❛ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés ✭♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❝❤❛♠♣✱ ❝♦✉r❛♥t✳✳✳✮ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥st✐t✉é❡

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧✬❛❥✉s✲

t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞❡ ♠❡s✉r❡s ❧♦rs ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❈❊▼ ré❛❧✐sé ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ▲❡s ♥♦r♠❡s ❛ér♦♥❛✉✲

t✐q✉❡ ❬✻❪ ❡t ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❬✷❪ s♦✉❧✐❣♥❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦✐t êtr❡

❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❆❈❚❯❊▲▲❊ ❉✬➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬■◆❉➱P❊◆❉❆◆❈❊
❙❚❆❚■❙❚■◗❯❊ ❉❊❙ ▼❊❙❯❘❊❙ ❊◆ ❈❘❇▼

❈❘❇▼✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❛îtr✐✲

s❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r q✉❛♥t✐✜❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛s✲

s❛❣❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡

♣ré❝♦♥✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦r♠❡s ❡t ❛❞♦♣té❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s

ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

✺✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✭❚❈▲✮

♣✉✐sq✉❡✱ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♥❝❡r✲

t✐t✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés✳

✺✳✶✳✶ ▲♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t q✉❛♥t✐❧❡

❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡st ❞✐t❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

f(x) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(x) =
1√
2π

e−
1
2

(

x−µ
σ

)2

, ✭✺✳✶✮

♦ù µ ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t σ ❧✬é❝❛rt t②♣❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✬é❝r✐t σ2✳ ❖♥ ♥♦t❡

s♦✉✈❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ✭♦✉ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X ∼ N(µ, σ). ✭✺✳✷✮

▲❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ U = (X − µ)/σ✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

♣❛s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ ❡t σ✳ ❙❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té g(u) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

g(u) =
1√
2π

e−
1
2
u2

. ✭✺✳✸✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P(X ≤ x) = P(U ≤ x−µ
σ

)✱

♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐❧❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ(u) = P(U ≤ u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−x2/2dx. ✭✺✳✹✮

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r qα ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à α✪ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t t❡❧ q✉❡

Φ(qα) = α. ✭✺✳✺✮

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✺✪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r q5 t❡❧❧❡ q✉❡ ✺✪ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à q5✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉

✶✵✹
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q✉❛♥t✐❧❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Φ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈✳❛✳ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✳

✺✳✶✳✷ ❊♥♦♥❝é ❞✉ ❚❈▲

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡

❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❡✉t très s♦✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✬❛✉tr❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✐t❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❢réq✉❡♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳

▲❡ ❚❈▲ ét❛❜❧✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✳❛✳

❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❙♦✐t X1, X2, . . . ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡

♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ L ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ L ❡①✐st❡♥t ❡t s♦✐❡♥t ✜♥✐s ✭σ 6= 0✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦♠♠❡ Sn = X1 + X2 + . . . + Xn✳ ▲❡ ❚❈▲ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❛

❧♦✐ ❞❡ Sn t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(nµ, σ
√

n) q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡

Sn s✬é❝r✐t nµ ❡t s♦♥ é❝❛rt t②♣❡ ✈❛✉t σ
√

n✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♥♦♥ ♣❛s à ❧❛ s♦♠♠❡ Sn ♠❛✐s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈Xn〉 t❡❧❧❡ q✉❡

〈Xn〉 =
Sn

n
= (X1 + X2 + . . . + Xn)/n, ✭✺✳✻✮

❛❧♦rs ✐❧ s✬❛❣✐t ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ N(µ, σ/
√

n) q✉❛♥❞ n t❡♥❞

✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t

❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❧♦✐✳

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼

❉❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ✈❛r✐és ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡

♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❡st très s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st

❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❡t✱ ❡♥ ré✉♥✐ss❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣♦sé❡❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ✈✳❛✳ ❞✐✈✐sé❡

♣❛r n ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✳❛✳ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ t❡♥❞ ❛❧♦rs

✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t ❡st✐♠❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡✳

❙♦✐t X1, X2, . . . , Xn ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❡st s✉✣s❛♠✲

♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❈▲✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r µ̂ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµ̂ ❡st ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1/
√

n ♣❛r

✶✵✺
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r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

σµ̂ =
σ√
n

. ✭✺✳✼✮

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❚❈▲ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞✬❛♣rès ✭✺✳✼✮✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ n ♠❡s✉r❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡s n ♠❡s✉r❡s

s♦✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❬✷✱ ✻❪ r❡♣♦s❡

❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣✲

❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs

♠♦②❡♥♥❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ❛✐♥s✐ ❡①♣♦sé r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✲

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ n ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡ss❛✐ ré❛❧✐sé ❡♥

❈❘❇▼✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❚❈▲ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥❡

❣r❛♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✭♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❝❤❛♠♣✱ ❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱✳✳✳✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧♦rs ❞✬❡ss❛✐s ❡♥

✐♠♠✉♥✐té✱ s❡ ❜❛s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r

♠❛①✐♠✉♠✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✜♥

❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳

✺✳✷ ❈r✐tèr❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥

✺✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡

▲❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ✐❝✐ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ N

♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣♦✉r N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡s N ♠❡s✉r❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❆❈❋✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st

❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✿

r =
❝♦✈❛r(x, y)

√

✈❛r(x)
√

✈❛r(y)
, ✭✺✳✽✮

♦ù y ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s q✉❡ x sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡

❜r❛ss❡✉r ✭360 ◦✮✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ✶ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉①

à ❞❡✉① ❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✏❝♦✈❛r✑ ❡t ✏✈❛r✑ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ r r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ρ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❛✐t ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭N → ∞✮✱

❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r r à ρ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡

✜♥✐ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r r ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❡st ❞✐str✐❜✉é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡

ρ✳ ❙✐ ρ = 0 ❛❧♦rs ❧❛ sér✐❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞é❝♦rré❧és✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ρ 6= 0

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛
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❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1; 1]✳ P❧✉s |ρ| ❡st é❧❡✈é✱ ❡t ♣❧✉s
❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 400 ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❛❧✐sé❡s à ✼✵✵
▼❍③ ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✳ ▲❛ ❞r♦✐t❡ ❡♥ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ✵✱✸✼✳

▲❡s ♥♦r♠❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

✈✐❛ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡

❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❆❈❋ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛

✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ρ0 t❡❧ q✉❡ ✿

ρ0 = 1/e ≈ 0, 37. ✭✺✳✾✮

▲♦rsq✉❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡t✐r❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❞❡✉①✱

✐✳❡✳ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r ❞❡✉①✱ ❡t ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈❋

à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ρ0 = 0, 37✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❆❈❋ à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① s✉r ❧❛ sér✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ x✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✺✳✽✮ ❛✈❡❝ y ❧❛

sér✐❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à x ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❆❈❋ à ✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞✬❛♣rès

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦r♠❛t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ s✉r ❧❡s N = 400 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱

s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✺✳✷✳✷ ◆♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

❝♦rré❧❛t✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡s

♠❡s✉r❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛ ❞é❥à été s♦✉❧✐❣♥é ♣❛r ▲✉♥❞é♥ ❬✸✵❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✭✺✳✾✮ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡

✐♥❞✐q✉é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té

✶✵✼
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❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) ❞é♣❡♥❞ ❞❡ N ✿

Ψ(r) =
N − 2√

2π
· Γ(N − 1)

Γ(N − 1
2
)
· (1 − ρ2)

N−1
2 (1 − r2)

N−4
2

(1 − ρr)N− 3
2

× A(r) ✭✺✳✶✵✮

A(r) = 1 +
1 + ρr

4(2N − 1)
+ . . . ✳ ✭✺✳✶✶✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡

❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❬✾✼❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✺✳✶✵✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✺✳✶✶✮ ❬✻✽❪✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛

0
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First order autocorrelation function
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n N=30, 
N=300, 
N=1000, 
N=30,
N=300,

ρ=0

ρ=0.4

ρ=0

ρ=0

ρ=0.4

❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❉❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞✬❛♣rès ✭✺✳✶✵✮ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ρ✳

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r)✱ ▲✉♥❞é♥ ❬✸✵❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✭✺✳✾✮ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡

✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s N = 30✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡

✺✪✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✸✼✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ ✺✪

q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐❡ ρ✱ ♦✉ ❡s♣ér❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦✐t ♥✉❧❧❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬②

❛ q✉❡ ✺✪ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s N = 30 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝♦rré❧és✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r

❝r✐t✐q✉❡ ρ0 = 0, 37 ❡st ❛✉ss✐ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r N = 50 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥

t♦❧èr❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✶✪✳

▲✉♥❞é♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N > 100 ♠❡s✉r❡s ❝♦♥❞✉✐t à r = 0, 37✱ ❛❧♦rs

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st très ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st très

é❧❡✈é❡ q✉❡ |ρ| > 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❬✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ s❡✉❧ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭s❡❝t✐♦♥

✺✳✷✳✶✮✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ N = 450 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ❖r✱ ❝❡ ❝❛s ❡st ❛❜s✉r❞❡ s✐ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐

✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N = 450 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦♥❞✉✐t à r = 0, 37✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st q✉❡ ❞❡

10−16 q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ❬✻✽❪✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈❋ r✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s

ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ✭❚❛❜✳ ✺✳✶✮✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡

✶✵✽



✺✳✷✳ ❈❘■❚➮❘❊ ❆❈❚❯❊▲ ❉❊ ❉➱❈❖❘❘➱▲❆❚■❖◆

❚❛❜✳ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ▲❇ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❑❲◆ ❬✻✽❪

▲❇ ❑❲◆

❊s♣ér❛♥❝❡ ρ ρ = 0 ρ > 0

H0 E(r) = 0 E(r) > ρ

H0 E(|r|) > 0 E(r) ≤ ρ

▲✐♠✐t❡ ρ0
α
2

=
∫ 1

ρ0
Ψ(r)dr α =

∫ ρ0

−1
Ψ(r)dr

❝❡s t❡sts t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛✲

t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❞és✐❣♥é ♣❛r ▲❇ ❡t ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ▲✉♥❞é♥ ❬✸✵❪✱ t❡st❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦té❡ H0

q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ E(r) ❞❡ ❧✬❆❈❋ r s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r ❞❡ ❧✬❆❈❋

❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ρ0✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t

❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ α✱ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡st r❡❥❡té❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡♣té❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ❑❲◆ ❬✻✽❪✱ ❛ ♣♦✉r

❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ρ✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬❡s✲

♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ t❡st ❑❲◆ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1−α ❞♦♥♥é

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ P❛r ❧❡ t❡st ❑❲◆✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (N = 450; ρ0 = 0, 37)

r❡♣r✐s ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❬✷❪✱ ✐❧ ② ❛ ✺✪ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋

s♦✐t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ✵✱✹✸ ❬✻✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r ❧❡ t❡st ❑❲◆✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t

êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❬✻✽❪ ♣❡✉t ❧❛✐ss❡r s♦✉s✲❡♥t❡♥❞r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❡♥s♦♥s ♣❛s q✉❡ ❧❡s t❡sts

▲❇ ❡t ❑❲◆ s♦✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧s ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r

t❡st ✭▲❇✮ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s

❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✭❑❲◆✮ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡

ρ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ é❧❡✈é ✭❡✳❣✳ ✾✺✪✮✳

✺✳✷✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ✐❝✐ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ✭s❡❝t✐♦♥

✺✳✶✳✷✮✳

P❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✉✈❡♥t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ ❧✐♥é❛✐r❡✱

♣♦✉r é✈♦q✉❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦r✲

ré❧❛t✐♦♥✳

▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① ✈✳❛✳ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧é❡s✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡

ρ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ X ❡t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Y ✱ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▼❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✱ ✐✳❡✳ q✉✬✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦r✲

✶✵✾
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ré❧❛t✐♦♥✱ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s

✈✳❛✳ s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳

❈✐t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♣r✐s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈✳❛ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡

N(0, 1) ❡t s♦✐t Y = X2✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ρ 6= 0✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥

❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ X ❡t Y ✳

❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❢❛❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r ✭✺✳✽✮ ❡t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ❢♦♥t

❛♣♣❡❧s ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s très ❞✐✈❡rs ✭✜♥❛♥❝❡✱ ❛sss✉r❛♥❝❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❝❧✐✲

♠❛t♦❧♦❣✐❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧

♥✬❡st ♣❡rt✐♥❡♥t q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ♥♦r✲

♠❛❧❡ ♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✮✱ ♦✉ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

❡t ❧✐♠✐t❡s ❧✐é❡s à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❬✾✽❪✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜é✲

r❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ N ✈❛❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❜✲

s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ r❡❧❡✈é❡ ♣❛r ❧✬❆❈❋ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ◆♦✉s

r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳

✺✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

❈♦♠♣❛r❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ✭t❡st ▲❇✱

t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ tr♦♣ sé✈èr❡ ❝❛r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ✵✱✶ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡ss❛✐ ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞❡ ♠❡✲

s✉r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐ts ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ à ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

♣rès✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r s❛ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭t❡st ❑❲◆✱ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✐♥s✉✣s❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1; 1]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s

❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ♣❛r ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2]✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ρ1 ❡t ρ2 ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❣râ❝❡ à

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

♣rés❡♥t❡r✳

✺✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ❬✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉s✲

s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✺✳✶✵✮ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❆❈❋ r ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t

❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡

❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) t❡♥❞ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐

✶✶✵
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❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ = 0, 3✳

♥♦r♠❛❧❡ N(ρ, σr) ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✮ q✉❛♥❞ N ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ2
r =

N − 1

N2
(1 − ρ2) ≈ 1

N
(1 − ρ2). ✭✺✳✶✷✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σr ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ♣❛r

s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ N(ρ, σr) ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

t❤é♦r✐q✉❡ ✭✺✳✶✵✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝♦r❞ ♣♦✉r ρ = 0 ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮ ❡t ρ = 0, 3 ✭❋✐❣✳

✺✳✹✮✳ P♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ❡✳❣✳ ✵✱✼✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ s✬é❧♦✐❣♥❡

s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s

♥✐✈❡❛✉① ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡

ét✉❞❡✳

✶✶✶
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Distribution (5.10) Normal distribution

❋✐❣✳ ✺✳✺✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ = 0, 7✳

First order autocorrelation function
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❋✐❣✳ ✺✳✻✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪✳

✺✳✸✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r str✐❝t❡♠❡♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

♥✬❡st✐♠❡r q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s✉r ❝❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2] ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❆

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❆❈❋ r✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞❡

✾✼✱✺✪ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ρ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ρ2✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ② ❛

✾✼✱✺✪ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ρ1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

[ρ1; ρ2] ❡st ❡st✐♠é à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪ ✭♦✉ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✮✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ρ1 ❡t ρ2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t à ✾✼✱✺✪

✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❞♦♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st

✶✶✷
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❋✐❣✳ ✺✳✼✿ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2] ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ✱ ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) ✭✺✳✶✵✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ r ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✱ ♣♦✉r
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳
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❋✐❣✳ ✺✳✽✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2] ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡
r✐sq✉❡ ❞❡ ✺✪✳

r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ρ2 − ρ1 ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2]✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ P❧✉s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r r ❡st ❣r❛♥❞✱ ❡t ♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2] ❡st étr♦✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡st✐♠❡r r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ρ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

[ρ1; ρ2] ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❆✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2] ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝❡♥tré ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r r ❞❡ ❧✬❆❈❋✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡

r ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ é❧❡✈é❡ ❡t N ♣❛s tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉✬♦ù ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥

❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

✶✶✸
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P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ψ(r) t❡♥❞

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(ρ, σr) q✉❛♥❞ N ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ρ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱

✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [ρ1; ρ2]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❛îtr✐sés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡

❧✬❆❈❋ r✱ ❡st é✈❛❧✉é ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{

ρ1 = r − 1.96σr

ρ2 = r + 1.96σr.
✭✺✳✶✸✮

❊♥ ❝❛s ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♥❡ ♥✉✐t ♣❛s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [ρ1; ρ2] q✉✐ ❛ ❛✐♥s✐ t❡♥❞❛♥❝❡ à êtr❡ ♠❛①✐♠✐sé ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt

♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❖♥ ❡st✐♠❡ ❛❧♦rs q✉❡

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [r − 0, 05; r + 0, 05] ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✾✺✪✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✐❧ ❡st

r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ ♥♦♥ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✶✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ❧♦rsq✉❡ |r| < 0, 10✳
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❚❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st✐♠é❡

♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢

❉❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭❝❤❛♠♣✱

♣✉✐ss❛♥❝❡✱✳✳✳✮ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s r❡❧❡✲

✈és ❡st ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

ét✉❞❡s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ss✐ ✈❛r✐és q✉❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱

❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts

❝♦rré❧és✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à N ✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛

sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

▲❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✈❛r✐❡ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❛✈❡❝

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❙✐ ρ = 0✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡

é✈é♥❡♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐❢ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐ ρ = 1✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t

❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✉✐ s❡✉❧✳ ❆♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱

❝❡ ❝♦♥st❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦rré❧és ✐♥❞✉✐t s✉rt♦✉t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ t❡♠♣s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✐ ❧❛

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦rré❧és✳

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s N ❞♦♥♥é❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❛♣♣♦rt❡r❛✐t

✉♥❡ sér✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥st✐t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

N ′✱ t❡❧❧❡ q✉❡ N ′ < N ✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st

❢♦rt❡✱ ✐✳❡✳ ♣❧✉s |ρ| ❡st é❧❡✈é✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

✭♦✉ ❊❙❙ ♣♦✉r ❊✛❡❝t✐✈❡ ❙❛♠♣❧❡ ❙✐③❡✮ ❡st ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❢♦rt ❧♦♥❣t❡♠♣s ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✈❡rs t❡❧s q✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❛

❝❧✐♠❛t♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ♠été♦r♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬❤②❞r♦❧♦❣✐❡ ❬✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❡♥

♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
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❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

✻✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s

✻✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❯♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ s✐♠♣❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ r à ρ0 = 0, 37 ✭❝❢✳ s❡❝✲

t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧❡s ♠❡s✉r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❯♥

♣r♦❝❡ss✉s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ✭❆❘✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❝♦✉r❛♠✲

♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢✉t✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s

❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r k ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❆❘✭k✮✳ ❆

♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s

❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭k✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣r✐✲

♠❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞❛t❡ t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ yt✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s yt−1, yt−2, . . . , yt−k ❡t ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ǫt ✿

yt = Φk1yt−1 + Φk2yt−2 + · · · + Φkkyt−k + ǫt. ✭✻✳✶✮

▲❡ rés✐❞✉ ǫt ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡✳ P♦✉r q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡①✐st❡✱ ❧❡s

rés✐❞✉s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❛♥tér✐❡✉r❡s ❡t ❢✉t✉r❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

❞✐str✐❜✉és✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Φk1, Φk2, . . . , Φkk s♦♥t ❡st✐♠és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝és t❡❧s q✉❡ ▼❛t❧❛❜✱ ❙❝✐❧❛❜

❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✉ s✐♠♣❧❡ t❛❜❧❡✉r

❊①❝❡❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞♦té ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛♣rès ❝❤❛r❣❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ♠❛❝r♦ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✏❯t✐❧✐t❛✐r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✑✳ ❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧✐és ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❆❘

q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❞ét❡r♠✐♥és ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Φk1, Φk2, . . . , Φkk✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛

sér✐❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Φkl ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r

k = l ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ Φkk s❡ ♥♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭♦✉ P❆❈❋ ♣♦✉r

♣❛rt✐❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

✻✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ P❆❈❋ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❆❈❋✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r k = 1✱

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ Φ11 = r✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭1✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡

❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

yt = r × yt−1 + ǫt. ✭✻✳✷✮

✶✶✻



✻✳✷✳ ❈❆▲❈❯▲ ❉❯ ◆❖▼❇❘❊ ❉✬➱❈❍❆◆❚■▲▲❖◆❙ ❊❋❋❊❈❚■❋❙

❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ yt à ❧❛ ❞❛t❡ t✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ❧❛ ❞❛t❡ t−1✱ ♣❧✉s ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ǫt✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

|r| < 1 ✭✻✳✸✮

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ❡t ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
y ❞❡ yt ❝♦♥✈❡r❣❡ ❧♦rsq✉❡

t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❬✶✵✾❪✳

σ2
y =

σ2
ǫ

1 − r2
✭✻✳✹✮

❉❛♥s ✭✻✳✹✮✱ σǫ ❡st ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt✳ ▲❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✱ à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱

❡st ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♠❛✐s

♣❛r❢♦✐s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ k > 1 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

✻✳✶✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡st ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ P❆❈❋✳

▲♦rsq✉❡ P❆❈❋✭k✮❂✵ ♣♦✉r k > p✱ ❛❧♦rs yt ❡st s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t

♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭p✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ k ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é

q✉❛♥❞ ✐❧ r❡st❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s

❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ yt✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s

♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t

s✉✣s❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❆❈❋ r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s yt ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱

❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ yt s✬❡①✲

♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✶✵✼❪✿

σ2
y =

(1 − Φ22)σ
2
ǫ

(1 + Φ22)[(1 − Φ22)2 − Φ2
21]

. ✭✻✳✺✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✻✳✺✮ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡

♣❛s✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❬✶✶✵❪✿











Φ21 + Φ22 < 1

Φ22 − Φ21 < 1

−1 < Φ22 < 1.

✭✻✳✻✮

✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✐❢s

✻✳✷✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✉ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭❊❙❙✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣✲

♣❧✐q✉❛❜❧❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✳ ❙♦✐t x1, . . . , xN ′ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❞♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st µx ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
x✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′

✶✶✼
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❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r µ̂x ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡st

❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬é❝❛rt t②♣❡

σµx =
σx√
N ′

· ✭✻✳✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st

♠♦✐♥s ❛✐sé❡ ❬✶✶✶❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✱

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rré❧é❡s✱

♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s y1, . . . , yN ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉✐t ✉♥

♠♦❞è❧❡ ❆❘✭k✮✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ Y ❡st s✉♣♣♦sé ♣r♦✈❡♥✐r ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉❡

X✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❆♣♣❧✐q✉é

❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s

❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛

✈✳❛✳ X✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Y ❡st ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡

❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ à ❝❛✉s❡ ❞❡

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥s✉✣s❛♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ r❛t✐♦ σµy/µy

❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭k✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✜❝t✐❢s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts x1, . . . , xN ′ ✱ ❞♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❛✉r❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❝♦rré❧és y1, . . . , yN ✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σµx

µx

=
σµy

µy

· ✭✻✳✽✮

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✻✳✽✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′

r❡❝❤❡r❝❤é ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σx

µx

√
N ′

=
σµy

µy

· ✭✻✳✾✮

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✻✳✾✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt σx/µx ❡st é✈❛❧✉é ❞✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■✮✳ ◗✉❛♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✱ ✐❧ ❡st é✈❛❧✉é

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ à

❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✷ ❡t ✻✳✷✳✸✮✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r

✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱

❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ∆f ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0✱ ♥♦✉s

♣♦✉rr♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt

σx/µx ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ r❡♣r✐s ♣❛r ❍✐❧❧ ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥

✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ r❛t✐♦ σx/µx ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

✶✶✽
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❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡

❞❡ ❝❤❛♠♣ ER s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❞♦♥t ❧❡ r❛t✐♦ σx/µx ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥

✵✱✺✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬✐♥❞✐q✉♦♥s ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ s✬❛❥✉st❡ ♠✐❡✉① à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ❞❡✉① ♣❛r❛✲

♠ètr❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥

ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

✻✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ à ❧✬♦r❞r❡ ✶

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s

❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σµy ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ❊♥

♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r

❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♣♦✉r ❛✐♥s✐ é✈❛❧✉❡r s❡❧♦♥ ✭✻✳✾✮ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ❧❛

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ❡①♣♦sé❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❊♥ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✱ ♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❝❛♣❛❜❧❡

❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❊♥

♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ✵✱✺✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ yt s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❡♥ ✭✻✳✶✵✮

❡t ✭✻✳✶✶✮✳

µ̂y =
1

N

N
∑

t=1

yt ✭✻✳✶✵✮

σ̂2
y =

1

N − 1

N
∑

t=1

(yt − µ̂y)
2. ✭✻✳✶✶✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ y0 ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ yt ❞❡ t✐r❛❣❡s

❝♦rré❧és✳ P✉✐sq✉❡ y0 ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✭✻✳✶✵✮ ❡t ✭✻✳✶✶✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s µy ❡t σy✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❜✐❛✐s ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡

❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ yt ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡

❚❈▲ ✭✻✳✼✮✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❙♦✐t f(µ̂y) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s yt ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(µ̂y) = µ̂y

√
N +

Φ11

1 − Φ11

(

yN − y0√
N

)

. ✭✻✳✶✷✮

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ µ̂y✱ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✻✳✶✵✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ yt ♣❡✉t

s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(µ̂y) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t

✶✶✾
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❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ǫt ✿

f(µ̂y) =

√
N

1 − Φ11

[

µ̂y(1 − Φ11) + Φ11

(

yN − y0

N

)]

=

√
N

1 − Φ11

[

µ̂y − Φ11

(

µ̂y −
yN − y0

N

)]

=

√
N

1 − Φ11

[

1

N

N
∑

t=1

yt − Φ11

(

1

N

N
∑

t=1

yt −
yN − y0

N

)]

=
1√

N(1 − Φ11)

[

N
∑

t=1

yt − Φ11

(

N
∑

t=1

yt − (yN − y0)

)]

=
1√

N(1 − Φ11)

[

N
∑

t=1

yt − Φ11

N
∑

t=1

yt−1

]

=
1√

N(1 − Φ11)

N
∑

t=1

(

yt − Φ11yt−1

)

=
1√

N(1 − Φ11)

N
∑

t=1

ǫt. ✭✻✳✶✸✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s ǫt s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s

♣❛ssé❡s ♦✉ ❢✉t✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧♦rsq✉❡ N ❡st ❣r❛♥❞✱ q✉❡ ✿

1

N

N
∑

t=1

ǫt ∼ N

(

µǫ,
σǫ√
N

)

, ✭✻✳✶✹✮

♦ù N(a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ a ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ b✱ ❡t µǫ ❡t σǫ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t à ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✶✮ ✿

µ̂y

√
N +

Φ11

1 − Φ11

(

yN − y0√
N

)

∼ N

(

µǫ

√
N

1 − Φ11

,
σǫ

1 − Φ11

)

. ✭✻✳✶✺✮

P♦✉r ✉♥ ré❡❧ δ > 0✱ ❡t hN(X) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ❡t ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ X✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

♣❧✐♠
[

hN(X)
]

≡ lim
N→∞

P
(

|hN(X)| > δ
)

. ✭✻✳✶✻✮

◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉

s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✻✳✶✺✮ ✿

♣❧✐♠

[

Φ11

1 − Φ11

· yN − y0√
N

]

= 0· ✭✻✳✶✼✮

✶✷✵
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❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ σ2
ǫ ✿

σ2
µ̂y

=
σ2

ǫ

N(1 − Φ11)2
· ✭✻✳✶✽✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ yt ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r σ2
ǫ ♣❛r σ2

y(1−Φ2
11) ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é

♣❛r ✭✻✳✹✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s ❛✉ rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧✬é❝❛rt

t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✶✮ ✿

σµ̂y =
σy√
N

√

1 + Φ11

1 − Φ11

. ✭✻✳✶✾✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t σµ̂y ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✻✳✶✾✮ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ✿

N ′
AR(1) = N × 1 − Φ11

1 + Φ11

×
(

σx

µx

)2

×
(

µy

σy

)2

· ✭✻✳✷✵✮

❙✐ ❧❛ sér✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ yt s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N ✱ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥

❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭Φ11 = r✮✱ ❞✉ r❛t✐♦ t❤é♦r✐q✉❡ σx/µx ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

❡t ❞✉ r❛t✐♦ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ σy/µy✳

✻✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✷✮✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙

♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ N ′
AR(2)✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ✭✻✳✷✵✮ ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱

❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❆❈❋ r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡

à ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺✺✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭✶✮ ❡t ❆❘✭✷✮ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱

❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r r < 0, 55✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
µ̂y

❞ét❡r♠✐♥é❡

à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮✱ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✳ ❈✬❡st

♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(Φ21, Φ22) ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✱ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✭✻✳✶✽✮ ✿

σ2
µ̂yAR(2)

=
σ2

ǫAR(2)

N
× g(Φ21, Φ22), ✭✻✳✷✶✮

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
µ̂y

s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭✶✮ ❡t ❆❘✭✷✮ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ✿

σ2
µ̂yAR(2)

= σ2
µ̂yAR(1)

. ✭✻✳✷✷✮

✶✷✶
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❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✻✳✷✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✻✳✷✷✮ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝é

σ2
µ̂yAR(1)

♣❛r σ2
ǫ /[N(1 − Φ11)

2] ✭✻✳✶✽✮ ✿

σ2
ǫAR(1)

σ2
ǫAR(2)

= (1 − Φ11)
2 × g(Φ21, Φ22). ✭✻✳✷✸✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧♦rsq✉❡ r < 0, 55✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
y ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✶✮ ❡t ❆❘✭✷✮ s♦♥t

é❣❛❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✮ ❡t ✭✻✳✺✮

❝♦♥❞✉✐s❡♥t à
σ2

ǫAR(1)

σ2
ǫAR(2)

=
(1 − Φ22)(1 − Φ11)

2

(1 + Φ22)[(1 − Φ22)2 − Φ2
21]

· ✭✻✳✷✹✮

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨✉❧❡ ❲❛❧❦❡r ✭✻✳✷✺✮ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♣❛r✲

t✐❡❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✶✮ ❡t ❆❘✭✷✮ ❬✶✵✼❪✳

Φ11 =
Φ21

1 − Φ22

. ✭✻✳✷✺✮

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(Φ21, Φ22) s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g(Φ21, Φ22) =
1

(1 − Φ21 − Φ22)2
· 1 − Φ22

1 + Φ22

. ✭✻✳✷✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✻✳✺✮ ❡t ✭✻✳✷✶✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✷✮ ✿

σ2
µ̂yAR(2)

=
1 + Φ21 − Φ22

1 − Φ21 − Φ22

×
σ2

y

N
. ✭✻✳✷✼✮

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✻✳✾✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r N

❞♦♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✉✐✈❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮ ✿

N ′
AR(2) = N × 1 − Φ21 − Φ22

1 + Φ21 − Φ22

×
(

σx

µx

)2

×
(

µy

σy

)2

. ✭✻✳✷✽✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ♦✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❊❙❙✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳ P✉✐s

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❝♦rré❧é❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① µy ❡t σy✱ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✶✮✱ ♦✉ ✭✻✳✷✽✮ ♣♦✉r

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✷✮✳

✶✷✷
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✻✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦✲

♣♦sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s

❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r N ′ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s

♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡t ♣❛r N ′′ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s

❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r

❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞♦♥♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡

♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ∆f ❛✉t♦✉r

❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0✳

❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✲

✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡ ❧✬■❊❚❘ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♠❛îtr✐s♦♥s ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✺✵ ▼❍③ ✭❝❢✳

♣❛rt✐❡ ■✮✳

✻✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❬✸✵✵

▼❍③ ❀ ✶✸✵✵ ▼❍③❪ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❋✐❣✳

✷✳✼✮ s♦♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭❊❚❙✲▲✐♥❞❣r❡♥ ▼♦❞è❧❡ ✸✶✹✽ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✻✱✹ ❝♠✱ ❞❡

❧❛r❣❡✉r ✽✺✱✻ ❝♠✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ ✼✸✱✼ ❝♠✮✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st ♣❧❛❝é❡

❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t❡st✱ ❡t ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs ❧❡ ❝♦✐♥ ❞❡

❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❯♥❡

❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ λ/2 ❡st r❡s♣❡❝té❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

à s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❬✹❪✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s

s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ♣❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ∆θ = 1, 2 ◦ sé♣❛r❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s

s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t❡st ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t

❧♦✐♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ à ❝❡s ♦❜st❛❝❧❡s

❡st ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s λ/2✳

❆✐♥s✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝tés✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

✶✺✵✵ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱ ❛✉r❛✐t ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t

❝♦rré❧é❡s ✭|r| ≈ 1✮✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❛✉r❛✐t été q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

s❛t✉r❡ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s s✉✣✳ ❈✬❡st ❧❛

r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✸✵✵ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❡t ❛❥♦✉t❡r ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à ❝❤❛q✉❡

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❬✸✵✵ ▼❍③ ❀ ✶✸✵✵ ▼❍③❪ ♥♦✉s

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡❝

0 < |r| < 1 ✭❝❢✳ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳

✶✷✸
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❋✐❣✳ ✻✳✷✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ yt✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s
ǫt ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❆❈❋ r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt✳ ▲❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s
❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❆❈❋ rǫ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ ♣♦✉r k = 1, 2, 3✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉s ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬❆❈❋ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞é❝r♦ît ✭❝❢✳ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡

✶✷✹
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❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❆✈❡❝ N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s

✾✺✪ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋ r s♦✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [r − 0.05, r + 0.05] ✭❝❢✳

s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✳

❆✈❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s

❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s N−k rés✐❞✉s ǫk+1, ǫk+2, · · · , ǫN ❝❛❧❝✉❧és

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✻✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❆❘✭k✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❆❈❋ rǫ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❞❡s rés✐❞✉s ǫt ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ q✉❡ ✵✱✶✵✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡s

N − k rés✐❞✉s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧és ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦r❞r❡ k ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡

❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❧♦rsq✉❡

❧✬❆❈❋ r ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ✵✱✺✺ ✐✳❡✳ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✷✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s ǫt ♣✉✐ss❡♥t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ❝♦rré❧és✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✻✳✸✮

❡t ✭✻✳✻✮ s♦♥t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡t

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ǫt s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❡t ❢✉t✉r❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥♦s ♠❡s✉r❡s✳

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✮ ❡t ✭✻✳✺✮ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡t ❆❘✭✷✮✳ ❙❛✉❢ à ✸✵✵ ▼❍③ ♦ù ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥❝♦r❡ à

❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σy ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡st

✐♥❢ér✐❡✉r à ✸✪✳ ❆ ✸✵✵ ▼❍③✱ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡st ❞❡ ✶✵✪ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧

❞❡s❝❡♥❞ à ✸✪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮

❡st ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭❋✐❣✳ ✻✳✷✮✳ Pré❝✐s♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r
∑N

t=1 ǫt ✭✻✳✶✹✮ ❡st s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts

❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐és ❬✾✶❪✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❝♦rré❧és ❝♦❧❧❡❝tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✭✻✳✷✵✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✱ ❡t ♣❛r ✭✻✳✷✽✮ ❡♥✲❞❡ss♦✉s

❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❝ès ❛✉ ♥♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t N ′
360 ◦ = N ′/5 ✭❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ◆♦✉s

❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s N ′
360 ◦ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r 360 ◦✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ∆θ′ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r

❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ✭❚❛❜✳ ✻✳✶✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ❧❡ s✉♣♣♦s❡r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐✳❡✳ σµ̂y = σy/
√

N ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✭✻✳✶✾✮ ♦✉ ✭✻✳✷✼✮ ❝♦♥❞✉✐t à

❞❡s rés✉❧t❛ts ❡rr♦♥és s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ N ′ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❛❜♦✉t✐r à ♣❧✉s

❞❡ ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r 360 ◦ ✭❝❢✳ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ✭❝❢✳ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❆❈❋ r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦❧✲

❧❡❝té❡s s✉r ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r 360 ◦ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ✵✱✶✵ à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ P✉✐sq✉❡

N > N ′✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❈▲ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈❛❧❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

✶✷✺
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❋✐❣✳ ✻✳✸✿ ◆♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❈▲❚ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ s❡ ré❢èr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✾✮
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡t ✭✻✳✷✼✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✱ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r N ′ ♣✉✐s N ′

360 ◦ = N ′/5✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✭✻✳✷✵✮ ❡t ✭✻✳✷✽✮ ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ✏❈▲❚ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ s❡ ré❢èr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
σµ̂y = σy/

√
N ❞❛♥s ✭✻✳✾✮ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r N ′ ♣✉✐s N ′

360 ◦ ✳

❢ ✭▼❍③✮ ▼♦❞è❧❡ ❆❘ ∆θ′( ◦) ❢♦r P

✸✵✵ ❆❘✭✷✮ ✶✶✱✽✶

✹✵✵ ❆❘✭✷✮ ✻✱✾✹

✺✵✵ ❆❘✭✷✮ ✸✱✹✺

✻✵✵ ❆❘✭✷✮ ✸✱✹✹

✼✵✵ ❆❘✭✶✮ ✷✱✼✵

✽✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✼✻

✾✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✽✾

✶✵✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✻✹

✶✶✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✾✺

✶✷✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✺✼

✶✸✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✸✷

❚❛❜✳ ✻✳✶✿ P❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ∆θ′ ❡♥tr❡ ✷ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

❞❛♥t❡s✮ ❝♦♥❞✉✐t à s♦✉s✲❡st✐♠❡r σµ̂y ❡t ❞♦♥❝ à s✉r✲❡st✐♠❡r N ′ ❞❛♥s ✭✻✳✾✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♥♦✉s ❞❡✈♦♥s êtr❡ ♣r✉❞❡♥ts ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à é✈❛❧✉❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱

❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❈▲ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞é❝♦rré❧é❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡s N ′
360 ◦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡st✐♠é❡s ♣ré❛✲

❧❛❜❧❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ∆θ′ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢ré✲

✶✷✻
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❢ ✭▼❍③✮ r ♣♦✉r ∆θ = 1, 2 ◦ r ♣♦✉r ∆θ′ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶

✸✵✵ ✵✱✽✸ ✵✱✵✷

✹✵✵ ✵✱✼✹ ✵✱✵✻

✺✵✵ ✵✱✺✽ ✵✱✵✽

✼✵✵ ✵✱✹✶ ✵✱✶✶

✶✵✵✵ ✵✱✷✶ ✵✱✶✶

❚❛❜✳ ✻✳✷✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ♣♦✉r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

q✉❡♥❝❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

r✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠❡s✉r❡s

❝♦❧❧❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✸✵✵ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❡t ♣rés❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈❋✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à

❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①✲

♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✐♥❞✐q✉és ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❀ ❡t

❧❡s N ′
360 ◦ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ∆θ′ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés

❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [r − 0.05, r + 0.05] ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✳ ❖r✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱

❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆❈❋ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ∆θ′ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✵✺✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ |ρ| ❛ très ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ♠❛✐s ❞♦✐t r❡st❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t

♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ③ér♦✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠♦♥s ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

✻✳✸✳✷ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❞♦♥t

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■✮✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡

ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ER ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❍✐✻✵✵✺ ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡✱

✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❡st ♣❧❛❝é ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭❊❚❙ ▲✐♥❞❣r❡♥ ✸✶✹✽✱ ❋✐❣✳

✷✳✼✮✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❬✸✵✵ ▼❍③✱ ✶✶✵✵ ▼❍③❪✳ ◆♦✉s ❡①❝✐t♦♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❛r

♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✭∆θ = 1, 2 ◦✮✱ ❡t ❞❡ ✷ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t❡r tr♦✐s ❢♦✐s ♣❧✉s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♥❞❡ tr✐❛①✐❛❧❡✱

q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥✲

♥♦✈❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭✷✮ ❝♦♥✈✐❡♥t ♠✐❡✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡❝ |ρ| ♣r♦❝❤❡

✶✷✼
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yt

❋✐❣✳ ✻✳✹✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt ❞❡ ER✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt

♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❆❈❋ r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt✳ ▲❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s
❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❆❈❋ rǫ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ ♣♦✉r k = 1, 2, 3✳

❞❡ ✵✱✾✵✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t❤é♦r✐q✉❡ N ′
360 ◦ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ER ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡

♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮✳
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❋✐❣✳ ✻✳✺✿ ◆♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ER ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡

❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❈▲❚ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ s❡ ré❢èr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✾✮ ♣♦✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ❡t ✭✻✳✷✼✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✱ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r N ′ ♣✉✐s N ′

360 ◦ = N ′/5✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ♣❛r ✭✻✳✷✵✮ ❡t ✭✻✳✷✽✮ ❀ t❛♥❞✐s q✉❡ ✏❈▲❚ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✑ s❡ ré❢èr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ σµ̂y = σy/

√
N

❞❛♥s ✭✻✳✾✮ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r N ′ ♣✉✐s N ′
360 ◦ ✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡

✸✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❧❡ ♣❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ∆θ′ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸ ✐ss✉ ❞❡

✶✷✽
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❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ N ′
360 ◦ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s

❢ ✭▼❍③✮ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ∆θ′( ◦) ♣♦✉r ER

✸✵✵ ❆❘✭✷✮ ✶✵✱✶✻

✹✵✵ ❆❘✭✷✮ ✶✵✱✶✹

✺✵✵ ❆❘✭✷✮ ✹✱✾✼

✻✵✵ ❆❘✭✷✮ ✸✱✶✻

✼✵✵ ❆❘✭✶✮ ✸✱✸✽

✽✵✵ ❆❘✭✶✮ ✷✱✽✹

✾✵✵ ❆❘✭✶✮ ✷✱✸✷

✶✵✵✵ ❆❘✭✶✮ ✶✱✼✼

✶✶✵✵ ❆❘✭✶✮ ✷✱✶✺

❚❛❜✳ ✻✳✸✿ P❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ∆θ′ ❡♥tr❡ ✷ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳

N = 1500 ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ❝♦❧❧❡❝té❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ∆θ′ ✭❚❛❜✳ ✻✳✸✮ ❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s

❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱

❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱

❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆❈❋ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

❞❡ ∆θ = 1, 2◦ ✭❝❢✳ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✱ ❋✐❣✳ ✻✳✹✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❧✐é❡s ❛✉ ♣❛s ❞❡

❜r❛ss❛❣❡ ∆θ′ ✐♥❞✐q✉é❡s ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s N ′
360 ◦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r r❡t❡♥✉❡s s♦♥t

❞é❝♦rré❧é❡s✳

❢ ✭▼❍③✮ r ♣♦✉r ∆θ = 1.2 ◦ r ♣♦✉r ∆θ′ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸

✸✵✵ ✵✱✼✺ ✵✱✵✾

✹✵✵ ✵✱✼✺ ✵✱✵✹

✺✵✵ ✵✱✺✾ ✵✱✶✶

✼✵✵ ✵✱✹✸ ✵✱✶✷

✶✵✵✵ ✵✱✶✹ ✵✱✵✾

❚❛❜✳ ✻✳✹✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ♣♦✉r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ σx/µx

❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ✷ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞❛♥s

❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✵✮ ❡t ✭✻✳✷✽✮✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❊❙❙✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✶✷✾
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❋✐❣✳ ✻✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r

❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♦✉
❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ r❛t✐♦ σx/µx ❞❛♥s ✭✻✳✷✵✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✱ ❡t
❞❛♥s ✭✻✳✷✽✮ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✼✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① σx/µx ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ER✱
❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ✷ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t
❛❞❛♣tés ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♣♦✉r N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭σx/µx ≈ 0, 52✮ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✻✳✼✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ✷

♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ r❛t✐♦ σx/µx ❡t ❞♦♥❝ N ′
360 ◦ ✱ ❝♦♥❞✉✐t à s♦✉s✲❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ (a, b)✱ ❧❡ r❛t✐♦ σx/µx ❡st

❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✺✮✳ ▲❡ r❛t✐♦ σx/µx r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r N ′
360 ◦ ✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮ ❡st

❝❛❧❝✉❧é ❛♣rès ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✶✸✵
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❡t ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱

❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) r❡t❡♥✉ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺✳
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❚❛❜✳ ✻✳✺✿ P❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦
σx/µx ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❈❡ r❛t✐♦ ❡st ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✷✵✮ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③✱
❡t ❞❛♥s ✭✻✳✷✽✮ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′

360 ◦ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳

❊♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s à t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛s✲

s❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱

❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❇✐❡♥ q✉❡
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❋✐❣✳ ✻✳✽✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸✮ ♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
✭❋✐❣✳ ✻✳✺✮✳

❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ♣❡rt✉r❜❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st à ♣❡✉ ♣rès st❛❜❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥

r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦✉ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
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q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t

q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛tt❡♥❞✉ s♦✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t

❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✻✳✸✳✸ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥

❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛♥s✲

♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ N ′ ét❛♥t ❞é❞✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r N ′′ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ∆f ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆f = 10▼❍③✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s

❞❡ ✸✵✵ ▼❍③ à ✶✸✵✵ ▼❍③✱ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞✉

❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭f0 = 300▼❍③, 400▼❍③, . . . , 1300▼❍③✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ é♠✐s✲

s✐♦♥ ❡t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❊❚❙✲▲✐♥❞❣r❡♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ♠ê♠❡s

❛♥t❡♥♥❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✳ ❉❛♥s

❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆f = 10▼❍③✱ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✷✺✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✉♥✐❢♦r✲

♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s✱ ❡t ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭∆θ = 60 ◦✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵ ▼❍③✱ ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✳✷✵✮ ❡t ✭✻✳✷✽✮

❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧❡s ✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ s✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘

r❡t❡♥✉s s♦♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳
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❋✐❣✳ ✻✳✾✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt

♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❋❖❆❈❋
♣♦✉r ✜rst ♦r❞❡r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❆❈❋ r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s yt✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❆❈❋ rǫ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡s
rés✐❞✉s ǫt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✭k✮ ♣♦✉r k = 1, 2✳
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❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✳✶ ❡t ✻✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s

♣❛r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❛❞éq✉❛t✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ǫt ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ k ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ✭❋✐❣✳ ✻✳✾✮✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s

✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t étr♦✐t❡ ✭✶✵ ▼❍③✮✱ ❧❡s ♠❡✲

s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

é❧❡✈é❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮

❞❡♠❡✉r❡ é❧❡✈é❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ✵✱✶✵ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✜①és ✭s❡❝✲

t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦✐❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧✬♦♥

❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ❛❧♦rs ❧❡s rés✐❞✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♥♦♥

❝♦rré❧és✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡t❡♥✐r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙✳

❆✐♥s✐✱ ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③ à ✶✸✵✵ ▼❍③✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ✷✺✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✶✵ ▼❍③✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✽✮✱ ✈❛❧❛❜❧❡

♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s N ′′ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t

❞✐str✐❜✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ∆f = 10▼❍③✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t

❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st✐♠é ♣❛r ✭✻✳✷✽✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ∆f = 10▼❍③✱ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡t ❛❥♦✉t♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′
360 ◦ ❞❡

♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳
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N' (mechanical stirring)

N'' (frequency stirring)

❋✐❣✳ ✻✳✶✵✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ∆f = 10▼❍③✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s à t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❜r❛ss❛❣❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′

360 ◦ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ t♦✉r
❝♦♠♣❧❡t✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡s N ′′

❢réq✉❡♥❝❡s ❡st✐♠é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①✲

❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✳✶ ❡t ✻✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s

❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❧♦rsq✉❡

❝❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ N = 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡

✶✸✸
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❝❡♥tr❛❧❡ f0✳ ❆✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱

♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ✸✵ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r sé❝❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳

❉ès ❧♦rs q✉❡ ❝❡s ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0 ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s N = 1500 é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉

f0 ✭▼❍③✮ r ♣♦✉r N = 250 r ♣♦✉r N ′′ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵

✸✵✵ ✵✱✾✷ ✵✱✵✹

✻✵✵ ✵✱✼✷ ✵✱✵✽

✽✵✵ ✵✱✼✵ ✵✱✵✻

✶✵✵✵ ✵✱✻✷ ✵✱✶✸

✶✷✵✵ ✵✱✻✾ ✵✱✵✼

✶✸✵✵ ✵✱✻✾ ✵✱✵✻
1▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✶✵ ▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0✳

❚❛❜✳ ✻✳✻✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ♣♦✉r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡1✳

t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s N ′′

♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❬✼✾✺ ▼❍③ ✲ ✽✵✺ ▼❍③❪✱ ❧✬❆❈❋ r ❛✉

♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣♦✉r N ′′ = 39 ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵✮ ❡st ❡st✐♠é❡ à ✵✱✵✻ ❝❡

q✉✐ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ✸✾

❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [r − 0.05, r + 0.05] ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❆❈❋ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❛♥s ❧❛

❜❛♥❞❡ ∆f = 10▼❍③ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✵✺✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ |ρ| ❛ très ♣❡✉ ❞❡

❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ♠❛✐s ❞♦✐t r❡st❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ③ér♦✳ ❆✐♥s✐✱

❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✳✶ ❡t ✻✳✸✳✷✮ ♥♦✉s ♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠♦♥s ♣❛s ❧❡

♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆f ✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✲

✈❡r❜ér❛♥t❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ très ré❝❡♥t❡ ❞❡ ✶✵ ♣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞✉ ♠♦✐s ❞❡ ▼❛✐ ✷✵✵✽✳

✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡

❧✬❊❙❙ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✈✐❛

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡

❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥✲

❣✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ✿ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ❧❡

❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t ❝♦♥trô❧❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛ ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥❝❛❞r❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡

r❡❝❤❡r❝❤é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡

s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❬✾✼❪✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❚❈▲ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ❢❛✐t ❧✬♦❜✲

❥❡t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t

❧✬é❝❛rt t②♣❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❬✽✵❪✳

✼✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

✼✳✶✳✶ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t

s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t x1, · · · , xN ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

X ❞♦♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st µx ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st σ2
x✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t

❣r❛♥❞ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r µ̂x ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é
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s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(µx, σµx) ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❡st ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1/
√

N ✿

σµx =
σx√
N

✭✼✳✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ♥✬❡st

♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✱ s❛✉❢ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ N ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡✛❡❝t✐❢ N ′ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♠♦✐♥s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s❡r❛ é❧❡✈é✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ s❡r❛

❣r❛♥❞❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✾✮✱ q✉❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ✐✳❡✳ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮

❡st r❡s♣❡❝té ✭|ρ| < 0, 55✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r µ̂x ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐

♥♦r♠❛❧❡ ✭❝❢✳ ✭✻✳✶✺✮✮ N(µx, σµx) ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx s✬é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈❋ r ❛✉

♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σµx =
σx√
N

√

1 + r

1 − r
=

σx√
N ′

. ✭✼✳✷✮

P♦✉r x ∈ [0; 1[✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→
√

1+x
1−x

❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [1; +∞[✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡

❞♦♥❝ q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣é✲

r❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡st é❧❡✈é✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡t é❝❛rt t②♣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r r = 0✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s

♠♦♥tr❡r ❛✉ss✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✷✮✱ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉

♠♦❞è❧❡ ✭✻✳✻✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡

N ✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜✲

t✐❡♥❞r❛✐t s✐ ❧❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦rré❧és✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡✱

❡t ♣❧✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱

✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s ❞é❣r❛❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛❧♦rs ♦♥

❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✬✐❧s s♦♥t ❝♦rré❧és✱ ❞✬♦ù ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣❧✉s ❧♦♥❣✳

❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♥✬❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♠♣♦sé❡s ❛✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♦✉

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

❞❡ ❧✬■❊❚❘ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✳

✶✸✻
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✼✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ à ré❛❧✐s❡r

❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♥❛❧②sé t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ♠❡✲

s✉r❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s

❞és✐r♦♥s ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t

✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❜❛✐ss❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞ès

❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❡r❛ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❆✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ N ′ < N ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r

✭✼✳✷✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❡ss❛✐ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉✲

t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ r s✉✣t ♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱

❡t ❛✐♥s✐ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

✭✼✳✷✮ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠❡♥❡r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✲

❡✳❣✳ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✲ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡

♠❡s✉r❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳ ❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦♥ ❝♦rré❧és✱ ❛❧♦rs ❝❡t é❝❛rt t②♣❡ s❡r❛ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

♥♦♥ ❝♦rré❧és✱ t❡❧ q✉✬✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✭✼✳✷✮✳

�✁

❋✐❣✳ ✼✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ r❛t✐♦ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ σµx/µx✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

N ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à

✶✸✼
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▲✬■◆❈❊❘❚■❚❯❉❊ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊ ❱■❆ ▲✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❈❊◆❚❘❆▲
▲■▼■❚❊

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡

❛♥t❡♥♥❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✱ ❧❡ r❛t✐♦ σx/µx ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡t ✈❛✉t ✶✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ r❛t✐♦ σµx/µx ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡

❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦♥ ❝♦rré❧és N ′✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ 1/
√

N ′ ✭❝❢✳ ✭✼✳✷✮✮✳

� ✁✂

❋✐❣✳ ✼✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ r❛t✐♦ σµx/µx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡
sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ µx ❞❡ ❧❛ sér✐❡✳

■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σµx ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱

♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s♦♥t

❛✉ss✐ ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ r❛t✐♦ σµx/µx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳

❙✐ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦✱ ✉♥❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ tr♦♣ ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ♥❡ ♣❛s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡

❞❡ σµx/µx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

♠✐♥✐♠❛❧ N ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❈▲ ✭✼✳✶✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ❞❡ N

♠❡s✉r❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

✼✳✶✳✸ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s

✼✳✶✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ N ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r

❧❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

✺✪✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ❡st✲❡❧❧❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❄ ❉❛♥s

❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σµx ✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s N t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ❡♥

ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐

❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✐✳❡✳ ❡st✐♠❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s N t✐r❛❣❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡st✐♠❡r

✶✸✽
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❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✳✷✮ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❞❡ S ♠♦②❡♥♥❡s✱

♥♦✉s ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s S = 1500✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♥♦✉s r❡♥♦✉✈❡❧♦♥s ✶✺✵✵ ❢♦✐s ❧❡ t✐r❛❣❡ ❞❡ N ✈❛❧❡✉rs

❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥ é❝❛rt t②♣❡ σµx ❞❡ S = 1500 ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s

r❡s♣❡❝t❡r♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥s ✼✳✷ ❡t ✼✳✸✮✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝♦♥♥❛îtr❡

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σµx ✱ ♥♦✉s r❡♥♦✉✈❡❧♦♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✉♥ ❣r❛♥❞

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ✭✶✵ ✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❞❡ S ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ N t✐r❛❣❡s ✭❋✐❣✳

✼✳✸✮✳
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❋✐❣✳ ✼✳✸✿ ▼ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ sér✐❡✱
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡
✭✼✳✶✮✳ ▲❡s ✶✵ ✵✵✵ s❝é♥❛r✐♦s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
σµx ❡st✐♠é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r S = 1500 sér✐❡s ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❝❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ N ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✶ à ✷✵✵

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ N ✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σµx ✱ ♥♦✉s ♥♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs

❞❡ σµx ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σµx ✱ ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✮✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ N = 20 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ σµx ❝♦♥✈❡r❣❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✪ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ σµx ✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✺✵✵ ♠♦②❡♥♥❡s

❞❡ N > 20 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é à ❡♥✈✐r♦♥ ±5% ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ σµx à ♣❛rt✐r ❞❡ N = 20 ♠❡s✉r❡s✱ s❛♥s ❝r❛✐♥❞r❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r

❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s✉r s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❛✉sé❡s ♣❛r ✉♥ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s q✉❡

❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ sér✐❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜❝✐ss❡s ♣♦✉rr❛

❞♦♥❝ êtr❡ ❝❤♦✐s✐ à N = 20✳

✶✸✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❘❊▲❆❚■❖◆ ❉❊ P❆❙❙❆●❊ ❉❊ ▲✬❊❙❙ ➚
▲✬■◆❈❊❘❚■❚❯❉❊ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊ ❱■❆ ▲✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❈❊◆❚❘❆▲
▲■▼■❚❊

� ✁

✂ ✄☎ ✂
✄☎

❋✐❣✳ ✼✳✹✿ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ σµx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✱ ♥♦r♠❛❧✐sé
♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ σµx ✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳

✼✳✶✳✸✳✷ ❈❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬é❝❛rt

t②♣❡

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σµx ✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲

❈❛r❧♦✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s t✐r❛❣❡s ré❛❧✐sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✼✳✺✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ S ❞❡ ✶✵✵ à ✷✵✵✵✱ ❡t

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ S ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s

✭N = 5; 20; 50; 200✮✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡

�✁✁✂✁✁✄✁✁☎✁✁✆✁✁��✁✁�✂✁✁�✄✁✁�☎✁✁�✆✁✁

✝✞✟✝✞✠✡✝✞✟✡✝✞✠✡✡☛☞✌☛☞
✌

❋✐❣✳ ✼✳✺✿ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ σµx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ S✱ ♥♦r♠❛❧✐sé
♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ✶✵ ✵✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ σµx ✳

✶✹✵
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S = 1500 sér✐❡s ❞❡ N > 20 ♠❡s✉r❡s ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ à ❧✬é❝❛rt t②♣❡

t❤é♦r✐q✉❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❈▲ ✭✼✳✶✮✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐①

❞✉ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡

sér✐❡✱ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σµx ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ✶✺✵✵ sér✐❡s ♣❡r♠❡t

❞✬❡st✐♠❡r σµx à ❡♥✈✐r♦♥ ±5% ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✺✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ S ❞❡ sér✐❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ♠✐♥✐♠✉♠

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ sér✐❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σµx q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✮✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✱ ♦✉ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✱ ♥♦✉s s♣é❝✐✜❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ✶✺✵✵ sér✐❡s ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✳

✼✳✷ ❇r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

✼✳✷✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té f0 = 700▼❍③✳ ❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡

❝♦rré❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ✭ρ ≈ 0, 65✮ ♣♦✉r N = 400 ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s

✉♥❡ ❜❛♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t étr♦✐t❡ ∆f = 20▼❍③✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡

❞❡ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ t❡❧ q✉❡ ∆f/f0 < 10%✱ t♦✉t ❡♥ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❛❝❝ès à ✶✵✵ sér✐❡s ❞❡

N = 400 ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ S = 1500 sér✐❡s✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡

❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ✶✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❛✐♥s✐ S = 100 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r × 15 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ = 1500 sér✐❡s✳

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆f = 20▼❍③ ❞✬❡♥✈✐r♦♥

✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σµx ❞❡✈r❛✐t êtr❡ N ′ ≈ 100✳ ❚♦✉t ❝♦♠♣t❡ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡

❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❡r❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ 400 × 100 × 15 = 600 000 ♠❡s✉r❡s ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ❤❡✉r❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✳ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ét❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳

▲❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✹✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

∆f = 20▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f0 = 700▼❍③✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σµx ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡t✐r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡

❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳ P❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σµx ♣♦✉r N = 200✱ ♥♦✉s ❡♥❧❡✈♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡

s✉r ❞❡✉① ♣❛r♠✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✹✵✵ ♠❡s✉r❡s ❀ ♣♦✉r N = 100 ♥♦✉s r❡t✐r♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r

q✉❛tr❡ ❀ ❡t❝✳ ❥✉sq✉✬à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 20 ♠❡s✉r❡s✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♣❧✉s

N ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✈❛ ❞é❝r♦îtr❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r N < 100 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵✮✳ ◆♦✉s

✶✹✶
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✐♥❞✐q✉♦♥s ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ρ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥

❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆f = 20▼❍③✳ ❊t❛♥t

❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st très ✜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ à ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✪ ❞✬❡rr❡✉r✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts

❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ à ✼✵✵ ▼❍③ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶✵

▼❍③✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✱ q✉❡ ♣♦✉r N < 100✱

❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧és✱ ❡t q✉✬❛✉✲❞❡❧à✱ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡

❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳

N ✷✵ ✷✺ ✸✸ ✺✵ ✺✼ ✻✻ ✽✵ ✶✵✵ ✶✸✸ ✷✵✵ ✹✵✵

r ✲✵✱✵✹ ✲✵✱✵✸ ✲✵✱✵✷✺ ✵✱✵✵ ✵✱✵✷ ✵✱✵✸ ✵✱✵✺ ✵✱✵✾ ✵✱✶✺ ✵✱✷✽ ✵✱✻✵

❚❛❜✳ ✼✳✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✶✺✵✵ sér✐❡s ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡
sér✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❞♦♥♥é❡s✳

◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s à ♣r♦✜t ❝❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ r❡t❡♥✉ ♣❛r♠✐ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛✈❡❝

❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✮✳

✼✳✷✳✷ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s

❊♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s r❡❧❡✈é❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❛

♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s ✶✺✵✵ ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ N r❡❧❡✈és ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱

♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❈▲ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ N = 400 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲♦rsq✉❡ N < N ′✱ ❧❡ ❚❈▲ ✭✼✳✶✮ ❡st

❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ σx/µx = 1 ♣♦✉r ✉♥❡

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮ ✿

σµx

µx

=
1√
N

, ✭✼✳✸✮

❡t ❧♦rsq✉❡ N > N ′ ❧❡ ❚❈▲ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r N ′ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ s♦✐t

σµx

µx

=
1√
N ′

. ✭✼✳✹✮

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣♦rt♦♥s ❝❡t é❝❛rt t②♣❡ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ r❛t✐♦ σµx/µx ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥♦♥

❝♦rré❧és N ′✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ 1/
√

N ′ ✭❝❢✳ ✭✼✳✷✮✮✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❈▲ ♣♦✉r N ′ = 100 ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡

à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉✬❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✶✵✵

✶✹✷
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❋✐❣✳ ✼✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ✶✺✵✵ ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
r❡❧❡✈é❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧
❧✐♠✐t❡✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳

❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ∆f = 20▼❍③✱ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦rré❧é❡s

❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❞❡ 1/
√

100 = 10%✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣ré❧❡✈❡r

♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ∆f = 20▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❝❡♥tr❛❧❡ f0 = 700▼❍③ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡✱ ❞♦♥❝ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❊❙❙ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ 10▼❍③ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✮✳

❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ = 100✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ é❝❛rt ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t

❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✶✺✵✵ sér✐❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 400✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ✶✺✵✵ ♠♦②❡♥♥❡s ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ N ′✳ ❆✉

❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❝❝r♦ît ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ N ′✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s❡ ré❞✉✐t✱ ❡t

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✳ ❈❡❝✐ ✈❛❧✐❞❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❊❙❙ ❡t s♦♥

✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳

✼✳✷✳✸ ❊❝❛rt t②♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ N t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X ❞✐str✐❜✉é❡

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❬✽✵❪✳ ❊♥ ❛♣♣❡❧❛♥t F (x)

❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝✉♠✉❧é❡ ✭♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

G(x) = F (x)N , ✭✼✳✺✮

✶✹✸
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❞✬♦ù ❞✬❛♣rès ✭✶✳✸✺✮ ✿

G(x) =
(

1 − e−x/θ
)N

. ✭✼✳✻✮

❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿

σmax

µmax

=

√

π2

6
− 1

N

0, 577 + ln N + 1
2N

. ✭✼✳✼✮

▲❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é

♣❛r ❧❡ ❚❈▲✱ ♣♦✉r N t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X✳ ❉✬❛♣rès ✭✼✳✶✮✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬❡s♣é✲

r❛♥❝❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡s ❬❞✬❛♣rès ✭✶✳✸✸✮ ❡t ✭✶✳✸✹✮❪✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
σµx

µx

=
1√
N

. ✭✼✳✽✮

❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✼✳✼✮ ❡t ✭✼✳✽✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✼✳✼✮ q✉❡ ♣♦✉r

❋✐❣✳ ✼✳✼✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r N t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ à tr❛✈❡rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡✳

✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ t✐r❛❣❡s ✜①é✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r N = 300

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X✱ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✪ ❞❡

❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞✬❡♥✲

✈✐r♦♥ ✺✪ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à q✉❛tr❡ ❢♦✐s ♣❧✉s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡

❧❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ r❡♣♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠s ❞❡ ❝❤❛♠♣ r❡❧❡✈és ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡ ❬✷✱ ✻❪✱ ✉♥ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❜❛sé s✉r

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s s❡r❛✐t à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0; +∞[✳ ❈❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡✲

♠❡♥t é❧❡✈é❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ♠❡s✉ré❡s✳ ❖r✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s

❛♣♣❛r❡✐❧s✱ ❡t ❞❡s ❢✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ✐❧ ❡st ❡①❝❧✉ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❡s✉r❡r ❞❡ t❡❧s

✈❛❧❡✉rs ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ r❛✐s♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡

♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✮✳

❋✐❣✳ ✼✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ✶✺✵✵ ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
r❡❧❡✈é❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡
✭✼✳✼✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✷ ❝❛s ✿ ❧✬✉♥ ♣♦✉r N ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✹✵✵✱
❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✭✼✳✼✮ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr❡ N
❡t N ′ = 100✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✭✼✳✼✮✱ à ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ 600 000 ♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s

❞✬✐♥❞✐q✉❡r q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✼✮ ❡st ❜✐❛✐sé❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞♦♥❝

❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs s❡ tr♦✉✈❡♥t ❢❛✈♦r✐sé❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ▲❡ t✐r❛❣❡ ♥✬❡st ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t

❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s

❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ r❛t✐♦ σmax/µmax✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✽

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦ ♦❜t❡♥✉ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡✉① é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧✬✉♥❡

❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r♠✐ N ✭N ′ = 100✮✱ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ t❡♥❛♥t

♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ✐♥té❣r❛♥t N ❞❛♥s ✭✼✳✼✮ ❥✉sq✉❡ ♣♦✉r N = 400✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ♦ù ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡

à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✭❚❈▲✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✬❛❥✉st❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡✳

▲❡s r❛✐s♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s é❝❛rts q✉❡ ❧✬♦♥

♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t

t❤é♦r✐q✉❡ ✭✼✳✻✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✶✹✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❘❊▲❆❚■❖◆ ❉❊ P❆❙❙❆●❊ ❉❊ ▲✬❊❙❙ ➚
▲✬■◆❈❊❘❚■❚❯❉❊ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊ ❱■❆ ▲✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❈❊◆❚❘❆▲
▲■▼■❚❊

✭❛✮ N = 50✳ ✭❜✮ N = 100✳

❋✐❣✳ ✼✳✾✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❬❡♥
r♦✉❣❡ ✭✼✳✻✮❪ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ N t✐r❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

✭❛✮ N = 133✳ ✭❜✮ N = 400✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❬❡♥
r♦✉❣❡✱ ✭✼✳✻✮❪ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ N t✐r❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✭✼✳✻✮ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭❋✐❣s✳

✼✳✾✭❛✮✱ ✼✳✾✭❜✮✱ ✼✳✶✵✭❛✮ ❡t ✼✳✶✵✭❜✮✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞ès q✉❡ N > 100✱ ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ N

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦rré❧és ✭❝❢✳ ❚❛❜ ✼✳✶✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ 600 000 ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧

❡st ♣❧✉s ❛✐sé ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r♠✐ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❛

♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉tôt

q✉❡ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✳

✶✹✻



✼✳✸✳ ❇❘❆❙❙❆●❊ ▼➱❈❆◆■◗❯❊

✼✳✸ ❇r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡

✼✳✸✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s tr❛♥s♣♦s♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡

❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛

✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✉① N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r

✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡t N ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ N

♠❡s✉r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ✹✵✵ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r

✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✷✵ à ✹✵✵✳

▲❡s ✶✺✵✵ sér✐❡s ❞❡ N ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✶✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [690▼❍③ − 710▼❍③]✱ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ré✲

♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷ q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s✐♦♥s ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ S = 100 ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ×
15 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ = 1500 sér✐❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ N = 20 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱

♥♦✉s ♥❡ r❡t❡♥♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s✉r ✈✐♥❣t✳

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✸✵ ♣♦s✐✲

t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✭N ′
360 ◦✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs

✈ér✐✜é ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ét❛✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ à ✼✵✵ ▼❍③

♣♦✉r ✶✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉❣❡r q✉❡ ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ❜✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✼✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛t s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

❯♥❡ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉

❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✶✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

[690▼❍③ − 710▼❍③] ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✷✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t

♣❡♥s❡r ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡✱ ♠❛✐s s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❡st étr♦✐t❡ ❡t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✳

❉ès ❧♦rs✱ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ét❛❜❧✐r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❖r✱ s✐ ♥♦✉s
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▲■▼■❚❊ �✁✂✄☎✆✝�✁✂✄☎✆✞�✁✂✄☎✆✟�✁✂✄☎✆✠�✁✂✄☎✆✡�✁✂✄☎✆☛�✁✂✄☎✆☞�✁✂✄☎✆✌�✁✂✄☎✆✍�✁✂✄☎✆✝✎�✁✂✄☎✆✝✝�✁✂✄☎✆✝✞�✁✂✄☎✆✝✟�✁✂✄☎✆✝✠�✁✂✄☎✆✝✡
❋✐❣✳ ✼✳✶✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣♦✉r ✹✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❛✈✐té ré♣❛rt✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [690▼❍③− 710▼❍③]✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ �✁✂✄☎✆✝�✁✂✄☎✆✞�✁✂✄☎✆✟�✁✂✄☎✆✠�✁✂✄☎✆✡�✁✂✄☎✆☛�✁✂✄☎✆☞�✁✂✄☎✆✌�✁✂✄☎✆✍�✁✂✄☎✆✝✎�✁✂✄☎✆✝✝�✁✂✄☎✆✝✞�✁✂✄☎✆✝✟�✁✂✄☎✆✝✠�✁✂✄☎✆✝✡
❋✐❣✳ ✼✳✶✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣♦✉r ✹✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ré♣❛r✲
t✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳

♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✱ ♠❛✐s ❡♥

♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❢réq✉❡♥❝❡✱

♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s❡r♦♥s ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡✱ ♠❛✐s

❞✬✉♥ s❡✉❧ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱

✶✺ ♠♦②❡♥♥❡s s✉r N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❝❤❛q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥

❞✬❛♥t❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❝❡s ✶✺ ♠♦②❡♥♥❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣♦rt♦♥s

à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ✶✺ ♠♦②❡♥♥❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✸✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s

✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱

♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ✶✵✵ r❛t✐♦s é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✭♣✉✐sq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡
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❋✐❣✳ ✼✳✶✸✿ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡✳

✶✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s✮✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦

♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ❚❈▲✱ ❝❡❧❛ r❡st❡ très s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ✭✺✪ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡✱

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✱ ❡t ♣♦✉r N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱

S = 100 ❢réq✉❡♥❝❡s× 15 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ = 1500 sér✐❡s✳
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❋✐❣✳ ✼✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 400 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳

❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ é❝❛rt s✐❣♥✐✲

✜❝❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r N ′ = 130 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r♠✐ N = 400 ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧

♥✬② ❛ q✉❡ ✶✶✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r♠✐ N = 400 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❧✬é✈♦❧✉✲

t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡♠❡✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♣♦✉r

êtr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞✉ ❚❈▲✱ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t q✉❡ ✽✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r

✶✹✾
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ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✶✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡

❜r❛ss❡✉r ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✻✳✷✮✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡

❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❝❡s ✶✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s

❞é❝♦rré❧é❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 400 ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [690▼❍③− 710▼❍③]✳

❆✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✸✮ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛♥s♣♦sé ❧❡ ♠ê♠❡

♠♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❞é❥à ét✉❞✐é

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✼✳✷✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠ê♠❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♠❛✐s ❡①♣❧♦✐té❡s ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❘✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✱

♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥ é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ✶✺✪ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✭N ′ = 100✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥

✭N ′ = 115✮✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r N ′ = 130 ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 400✱

♥♦✉s ♥✬❡♥ ❡st✐♠♦♥s ♣❛r ❧❡ ❚❈▲ q✉❡ N ′ = 80✱ s♦✐t ✉♥ é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ✸✽✪✳

✼✳✸✳✸ ❊t✉❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

❆✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬ét✉❞❡ ❡t t❡♥t❡r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ t❡❧ é❝❛rt

♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥♦✉✈❡❧é

❧❛ ♠ê♠❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡

❞ét❡❝t❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r q✉✐ s❡r❛✐t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐✈✐sé ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝t✐♦♥s ✿

❞❡✉① ♠♦✐t✐és✱ q✉❛tr❡ q✉❛rts✱ ❤✉✐t ❤✉✐t✐è♠❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✻✮✳ P✉✐s✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✶✺✵



✼✳✸✳ ❇❘❆❙❙❆●❊ ▼➱❈❆◆■◗❯❊

❋✐❣✳ ✼✳✶✻✿ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❡♥ ❤✉✐t s❡❝t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡ i é❣❛❧❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′

i ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧
❧✐♠✐t❡✳

t♦t❛❧ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❚❈▲✱

♥♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥♥♦♥s ❧❡s N ′
i ♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✽✳ ◆♦✉s ✜❣✉r♦♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

s❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ❡♥ q✉❛tr❡✱ ❡t ❡♥ ❤✉✐t s❡❝t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠ê♠❡s ♠❡✲

s✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦✐té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❜r❛ss❛❣❡

♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉❜❞✐✈✐sé ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ t♦t❛❧❡ [690▼❍③ − 710▼❍③] ❡♥

♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❜❛♥❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ s❝❤é♠❛t✐sé ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼ ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❉✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽ ♣ré✲

�✁✂✄☎✆✝✞ ✟✟✟✟✟✟✟ ✠ ✡ ✠ ☛ ☞ ✌✍✎✏✑✒✓✔ ✕✕✕✕✕✕✕ ✖ ✗ ✖ ✘ ✙
❋✐❣✳ ✼✳✶✼✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r s❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❜r❛s✲
s❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❤✉✐t s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❛✉ss✐ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸ ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❡t q✉❛tr❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✳

s❡♥t❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉❡
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▲■▼■❚❊

❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ ♣❛r ❧❡ ❚❈▲ ❡st st❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐✛èr❡ ♥❡tt❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ t♦t❛❧ ✭360 ◦✮ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡

ré❢èr❡ ❛✉① ❛♥♥❡①❡s ❈ ❡t ❉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❡st ré♣❛rt✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r

q✉✐ s❡r❛✐t ❞é❢❡❝t❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✽✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱
s♦✐t ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭s✉r 360 ◦✮✱ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡
[690▼❍③− 710▼❍③]✮✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❣é♦✲

♠étr✐❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥♦✉✈❡❧é ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♥♦tr❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t✐ré ❝✐♥q ♣❛❧❡s s✉r ❧❡s s✐①✱ ❞❡

♠❛♥✐èr❡ à ❞✐s♣♦s❡r ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✬✐❧ s♦✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ❧❛ ♣❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉s

❤❛✉t❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ✭❝❢✳ ♣❤♦t♦ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉és ❡♥

❛♥♥❡①❡ ❊ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✸✵✪✱ ❡♥tr❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ ❚❈▲ s✉r 360 ◦✱ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡s ♥♦♠❜r❡s N ′
i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ q✉❛rt✐❡r

♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥

♠♦②❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❛ss✐♠✐❧❡r ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱

✶✺✷
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❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❈▲✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛s✲

s❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❜✐❛✐s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r✈❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ à

❡①♣❧✐q✉❡r ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝✲

t❡✉rs ♣❛r❝♦✉r✉s ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

■❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❡tt❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦r✲

ré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞ét❡❝t❡ ♠♦✐♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ N ′
i ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ◆♦✉s ♥❡

s♦♠♠❡s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉s à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❝❡tt❡

❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é

♣❛r ❧❡ ❚❈▲✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❛✉ss✐ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

❙♣❡❛r♠❛♥ ♦✉ ❧❡ ❚❛✉ ❞❡ ❑❡♥❞❛❧❧✱ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♣❡❛r♠❛♥

❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rré❧é❡s s❛♥s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐t ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❚❛✉ ❞❡ ❑❡♥❞❛❧❧✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t

❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♣❡❛r♠❛♥✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡

❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥

s❛♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✶✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❛

♣r✐♦r✐ ❞é❝♦rré❧é❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❆❈❋ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥✲

t✐❡❧✳ P♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ r❡✈✐❡♥t à

❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

✏✈♦❧✉♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✑ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❡t s✐ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t étr♦✐t❡✱ ✐❧

❡st ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r

❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱

✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡

❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❡st

❢❛✐t❡ ❞✬❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡

❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞é❥à ❝réé❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❛♥tér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît

❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s s♦♠♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s N ′
i ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ i ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ N ′

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s

♣❛r❢❛✐t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦✲

♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡st✐♠és

✶✺✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❱➱❘■❋■❈❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❘❊▲❆❚■❖◆ ❉❊ P❆❙❙❆●❊ ❉❊ ▲✬❊❙❙ ➚
▲✬■◆❈❊❘❚■❚❯❉❊ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊ ❱■❆ ▲✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❈❊◆❚❘❆▲
▲■▼■❚❊

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ t♦t❛❧❡ [690▼❍③− 710▼❍③]✳

✶✺✹



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢

❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡t

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦✲

r✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ■ ❡t ■■✱ ❡t ✈❛❧✐❞és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡

❞❡s ❡ss❛✐s ❈❊▼ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❡st ❞❡ ✈ér✐✲

✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡

✈ér✐✜❡r t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❡♥ t❡r♠❡

❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡ ❡st ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡

❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳

▲❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s r❡❧❡✈és ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r✱ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r

❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡s ♥♦r♠❡s ❡st r❡❧❛✲

t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ❡t ❛♣♣❛r❛ît ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ t♦❧ér❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ✸ ❞❇ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❈❊▼✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱

❧❛ r❡♠♦♥té❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✈❡rs ✹ ❞❇ ❬✷❪✱ ✈♦✐r❡ ✻ ❞❇ ❬✻❪ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à

❥✉st✐✜❡r✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r

♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ré❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s s♣é❝✐✜tés ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t

❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉q✉❡❧ ❧✬✉t✐❧✐✲

s❛t❡✉r ❞♦✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ s✉r ❧❡s r❡❧❡✈és ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ P✉✐s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

♣r♦♣r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s é✈♦❧✉❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛❜❛r✐t✱

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐❞❛❝t✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ●❆❇❆❘■❚ ◆❖❘▼❆❚■❋ ❉✬❯◆■❋❖❘▼■❚➱
❙❚❆❚■❙❚■◗❯❊ ❉❯ ❈❍❆▼P ❊❚ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ❉✬➱❱❖▲❯❚■❖◆

✽✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡

■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r

tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛

♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✽✵ ▼❍③✱ ❡t ♣❛r ♣❛s ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ✺✪ ❥✉sq✉✬à ✷ ●❍③✱ ♥♦✉s

r❡❧❡✈♦♥s ❧❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s Ex, Ey ❡t Ez ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡

♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ✭❍✐✻✵✵✺✱ ❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❍✉✐t ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣é❞✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲

tr✐q✉❡ ♣♦✉r N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ré♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t

✭❚❛❜✳ ✽✳✶✮✳ P❛r ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ E♠❛①,x✱

❇❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭▼❍③✮ ◆♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r

✽✵ ✲ ✻✵✵ ✺✵

✻✵✵ ✲ ✶✷✵✵ ✶✽

✶✷✵✵ ✲ ✷✵✵✵ ✶✷

❚❛❜✳ ✽✳✶✿ ◆♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

E♠❛①,y ❡t E♠❛①,z r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡s✉r❡s Ex, Ey ❡t Ez s✉r ❧❡s N ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉

❜r❛ss❡✉r✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ER ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱

❡t ♣❛r Emax,R ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s✉ré❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s N ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

♠❛①✐♠✉♠ Emax,R ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❥❡❝té❡ Pin s✉r

✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ẼR ✿

ẼR =
Emax,R√

Pin

. ✭✽✳✶✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡st ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

s✉✐t✱ ❡♥ ❞❇✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♦ù ẼR = Ẽx ♦✉ Ẽy ♦✉ Ẽz ✿

σ8,❞❇ = 20 log

(

σ8,R + 〈ẼR〉8
〈ẼR〉8

)

, ✭✽✳✷✮

♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈·〉8 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✽ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✱ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ8,R

❡st ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s ✽ ♠❛①✐♠✉♠s r❡t❡♥✉s ✭✽✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r σ24,❞❇✱ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✷❪ ❞❡ ❧❛

✶✺✽
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♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ σ8,❞❇ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ24,❞❇ = 20 log

(

σ24,R + 〈ẼR〉24
〈ẼR〉24

)

, ✭✽✳✸✮

♦ù ẼR = {Ẽx, Ẽy, Ẽz} ❡t σ24,R ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s ✷✹ ♠❛①✐♠✉♠s r❡t❡♥✉s ✭✽ ♣❛r

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣✮✳

✽✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB

✽✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱

♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s❡r♦♥s s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭ER✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡

✭❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✱ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σdB

❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✽✳✷✮ ❡t ✭✽✳✸✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❝é♥❛r✐✐ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡✳

◆♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣♦sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲

r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ER ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭❝❛s ✐❞é❛❧✮ ♦✉ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭❝❛s ré❡❧✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

s♦♥❞❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡

❜r❛ss❡✉r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❡st✐♠❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ N t✐r❛❣❡s ❞❡

❧❛ ✈✳❛✳ ER✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ σdB ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ s❡ ❢❛✐t à ♣❛r✲

t✐r ❞❡ ✽ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✱ ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❤✉✐t ❢♦✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ N t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ER✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σ8,dB✳

P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ σ24,dB✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✷✹ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ N t✐r❛❣❡s

❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ER✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦✳ ❆✜♥ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

σ8,dB ❡t σ24,dB ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ 10 000

s❝é♥❛r✐♦s✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ8,dB ❡t σ24,dB✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❝ès ❛✉① q✉❛♥✲

t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✮✳ ❈❡s q✉❛♥t✐❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ8,dB ❡t σ24,dB✳

P✉✐sq✉❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳

ER ❡t s✉r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r

❛❝❝ès à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡♥

❈❘❇▼✳

✶✺✾
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✽✳✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡

❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ER s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡①♣♦sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡

❞❡ σ8,dB ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪ ✭❋✐❣✳ ✽✳✶✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✿ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞❡ σ8,dB ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s N t✐r❛❣❡s ❞❡ ER ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✿ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞❡ σ24,dB ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s N t✐r❛❣❡s ❞❡ ER ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ σ8,dB ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱

✶✻✵
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♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ r❡t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ẼR✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❧✉s N ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t

♠♦✐♥s ♦♥ ❛ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σ8,dB✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✷✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡

❜r❛ss❡✉r✱ ✐❧ ❡st très ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✭✷✱✺✪ ❞❡ r✐sq✉❡✮✱ q✉❡ σ8,dB ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✷ ❞❇✳

▲❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺ ✪ s❡ s✐t✉❡ ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡s ✸ ❞❇ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ❞❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❞ès ✶✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ σ8,dB ❛tt❡✐♥t ✶ ❞❇ ❡t

❧❡ r✐sq✉❡ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♣❛ss❡ ✶✱✺ ❞❇✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σdB ❛ ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❡r ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✽✳✶ ❡t ✽✳✷✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣❧✉s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ♣❧✉s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st r❡str❡✐♥t✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❧✉s ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♣♦✉r êtr❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❡st✐♠❡

❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ♦♥ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❛❜❛r✐t ♣♦✉r σ8,dB ❡t σ24,dB✳ ❖r

❧❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ✐♠♣♦s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❛❜❛r✐t q✉❡ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r σ8,dB ♦✉ σ24,dB✳

✽✳✷✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ σdB ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ■✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♥t❡♥♥❡ s♦✐❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té

✐❞é❛❧❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ r❡❧❡✈é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ✐s♦tr♦✲

♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❥❡t ❛✉ t❡st ❞❡

❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ✉♥❡

❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ8,dB ❡t σ24,dB ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ s✬é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ❞♦♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s

❧❛ ♠❡s✉r❡ σdB ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✳ ▲❡

♣❛r❛♠ètr❡ a ❡st ❧✐é à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ❡t ❥♦✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡

q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ σdB ♥❡ ❞é♣❡♥❞

q✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭❝❢✳ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭❋✐❣✳ ✽✳✸✱ à r❡❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭✸✳✷✻✮✳ ❙✉r ❧❛

✜❣✉r❡ ✽✳✸✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a✳ P❧✉s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) s❡

r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (π/4, 2)✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡✉r

✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♥✉❧❧❡♠❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ σdB✳

✶✻✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ●❆❇❆❘■❚ ◆❖❘▼❆❚■❋ ❉✬❯◆■❋❖❘▼■❚➱
❙❚❆❚■❙❚■◗❯❊ ❉❯ ❈❍❆▼P ❊❚ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ❉✬➱❱❖▲❯❚■❖◆

❋✐❣✳ ✽✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳�✁✂

❋✐❣✳ ✽✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ σ8,dB ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭a = π/4✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡
❞❡s ✽ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r N = 50 t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ER✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ σ8,dB ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ b ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

[200▼❍③; 1100▼❍③] ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✽✳✸✮✳ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ σ8,dB s♦♥t ♦❜t❡✲

♥✉s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ 10 000 s❝é♥❛r✐♦s✳ ❈❤❛q✉❡

s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ8,dB ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✽ ♠❛①✐♠✉♠s✱

❝❤❛q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ét❛♥t é✈❛❧✉é ♣❛r♠✐ N = 50 t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ER ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ (a = π/4, b)✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪ ❞❡✈✐❡♥t

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷ ❞❇✳

✶✻✷



✽✳✸✳ ❊❱❖▲❯❚■❖◆ P❘❖●❘❊❙❙■❱❊ ❉❯ ●❆❇❆❘■❚

✽✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t

✽✳✸✳✶ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r

✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ❞♦♥♥❛♥t ❛❝❝ès à

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ8,dB ❡t

σ24,dB✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❆✉

❧✐❡✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢✱ s❛♥s ❧✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❣❛❜❛r✐t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝♦♥st✐t✉é

♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ σ8,dB ✭♦✉ σ24,dB✮

♥❡ r❡♥tr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER ♥❡ s♦♥t ♣❛s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ♣♦✉r σ8,dB ❡t ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ♣♦✉r σ24,dB✳�✁✂

❋✐❣✳ ✽✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ8,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER ♣♦✉r
✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ✭❘❛②❧❡✐❣❤✮✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ très

❣r❛♥❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r

❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ❞é❥à ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❧❡s

❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ER ✭❲❡✐❜✉❧❧✮✳ ❊t❛♥t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐❢✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ s❡ s✐t✉❡

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s s❛✉ts

❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ✻✵✵ ▼❍③ ❡t ✶✷✵✵ ▼❍③ s♦♥t ❧✐és ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❝♦♥s✐❞éré s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✽✳✶✮✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ σ8,dB

s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t

❧❛ ♠ê♠❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞❡s r❡❧❡✈és ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞✐q✉❡

✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✼✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡ ✭❝❢✳ ✷✳✽✮✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
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❋✐❣✳ ✽✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ24,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ✭❘❛②❧❡✐❣❤✮✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥
r♦✉❣❡✳

❣❛❜❛r✐t ❡st r❡s♣❡❝té ❜✐❡♥ ♣❧✉s tôt ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✽✳✼✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à�✁✂

❋✐❣✳ ✽✳✼✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ8,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st
r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉① ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s

r❡❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡st ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t

r❡❥❡té❡ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛

r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✱ ❡st✐♠é❡ à ❡♥✈✐r♦♥ ✷✻✵ ▼❍③ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✻

❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✳

▲❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡s

✜❣✉r❡s ✽✳✺ ❡t ✽✳✻ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝❛✈✐té ♥✬❛ ♣❛s ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡

❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❍✐❧❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t q✉❡
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♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st très s♦✉✈❡♥t ❞é♣❛ssé✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t r❡t❡♥✉✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ♣❡✉t êtr❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ▼❍③ s❡❧♦♥ ❧❡s ♥♦r♠❡s

❬✷✱ ✻❪✱ ❡t ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✻✵✵ ▼❍③ s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❛❜❛r✐t ❛❥✉sté ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦❣✲

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✵ ▼❍③✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ét❛♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡

♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡✳

✽✳✸✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❡♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ✷

♣❛r❛♠ètr❡s (a, b) s✬❛❥✉st❡ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡

ER✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❥✉st❡ ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞❡ σdB ♣❛r

✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ N ✈❛❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✮ ❡st✐♠és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛❝❝ès à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ σ8,dB ❡t σ24,dB✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✉① q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ER

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈✳❛✳ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (a, b)

s♦♥t é✈❛❧✉és ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✮✳

� ✁ �� ✁ ✂✄ ✁ �
✄ ✁ ✂☎ ✁ �☎ ✁ ✂
✆ ✁ �✆ ✁ ✂✝ ✁ �
✝ ✁ ✂✂ ✁ �

☎ � � ✝ � � ✞ � � ✟ � � ✄ � � � ✄ ☎ � � ✄ ✝ � � ✄ ✞ � � ✄ ✟ � � ☎ � � �✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✍ ✑ ✒ ✓ ✔ ✕

✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✚ ✡ ✜ ✢ ✣ ✤ ✥ ✞ ✄ � � � ✦ ✝ ✦ ☎ ✄ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ☎ ✁ ✂ ✩✤ ✪ ✫ ☛ ✡ ✚ ✎ ✏ ✍ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ✬ ✭ ✁ ✂ ✩✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✱ ✑ ✲ ✳ ✕ ✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✴ ✑ ✲ ✳ ✕✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✔ ✑ ✲ ✳ ✕

❋✐❣✳ ✽✳✽✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ8,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER ♣♦✉r
✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✮✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✽ ❡t ✽✳✾ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ σ8,dB ❡t

σ24,dB r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✺✪ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛s✲

t✐q✉❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✷✵✵ ▼❍③✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✵ ❡t ✽✳✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡

✶✻✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ●❆❇❆❘■❚ ◆❖❘▼❆❚■❋ ❉✬❯◆■❋❖❘▼■❚➱
❙❚❆❚■❙❚■◗❯❊ ❉❯ ❈❍❆▼P ❊❚ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ❉✬➱❱❖▲❯❚■❖◆

� ✁ �� ✁ ✂✄ ✁ �
✄ ✁ ✂☎ ✁ �☎ ✁ ✂
✆ ✁ �✆ ✁ ✂✝ ✁ �
✝ ✁ ✂✂ ✁ �

☎ � � ✝ � � ✞ � � ✟ � � ✄ � � � ✄ ☎ � � ✄ ✝ � � ✄ ✞ � � ✄ ✟ � � ☎ � � �✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✍ ✑ ✒ ✓ ✔ ✕

✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✚ ✡ ✜ ✢ ✣ ✤ ✥ ✞ ✄ � � � ✦ ✝ ✦ ☎ ✄ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ☎ ✁ ✂ ✩✤ ✪ ✫ ☛ ✡ ✚ ✎ ✏ ✍ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ✬ ✭ ✁ ✂ ✩✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✑ ✱ ✲ ✕

❋✐❣✳ ✽✳✾✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ24,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✮✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❞✬♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s

q✉❛♥t✐❧❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ✶✷✵✵ ▼❍③✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✶✷✵✵ ▼❍③✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐✲

✜❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ q✉❡

❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣♦✉r ER✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❜❛✐ss❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ✹✵✵ ▼❍③ ✭❛✉ ❧✐❡✉

❞❡ ✻✵✵ ▼❍③ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✮✱ ❧❛ ❈❘❇▼ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❛❜❛r✐t

❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✣♥♦♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❛❜❛r✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

ré❡❧ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s N ♣♦s✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡t ❛❥✉st❡♠❡♥t

✐♥t❡r✈✐❡♥t à très ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

✽✳✸✳✸ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❇✐❡♥ q✉❡ ✺✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r s♦✐❡♥t ♣ré❝♦♥✐sé❡s à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✽✳✶✮✱ ✐❧

♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ▲❯❋✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥

t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❝✉r✐❡✉① ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡

❧❡s ♥♦r♠❡s ❬✷✱ ✻❪ ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦✐♥s é❧❡✈é ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡st ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❛ss✉r❡r ❞✬✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉rq✉♦✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥

✶✻✻
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♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦rté❡ q✉❛♥t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s

à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✱ q✉❡

♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ ✺✵✱ ♠❛✐s ❞❡ ✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ [200▼❍③; 350▼❍③]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥✲

� ✁ �� ✁ ✂✄ ✁ �
✄ ✁ ✂☎ ✁ �☎ ✁ ✂
✆ ✁ �✆ ✁ ✂✝ ✁ �
✝ ✁ ✂✂ ✁ �

☎ � � ✝ � � ✞ � � ✟ � � ✄ � � � ✄ ☎ � � ✄ ✝ � � ✄ ✞ � � ✄ ✟ � � ☎ � � �✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✍ ✑ ✒ ✓ ✔ ✕

✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✚ ✡ ✜ ✢ ✣ ✤ ✥ ✞ ✄ � � � ✦ ✝ ✦ ☎ ✄ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ☎ ✁ ✂ ✩✤ ✪ ✫ ☛ ✡ ✚ ✎ ✏ ✍ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ✬ ✭ ✁ ✂ ✩✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✱ ✑ ✲ ✳ ✕ ✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✴ ✑ ✲ ✳ ✕✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✔ ✑ ✲ ✳ ✕

❋✐❣✳ ✽✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ8,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ER ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r
ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é
❡♥ r♦✉❣❡✳

� ✁ �� ✁ ✂✄ ✁ �
✄ ✁ ✂☎ ✁ �☎ ✁ ✂
✆ ✁ �✆ ✁ ✂✝ ✁ �
✝ ✁ ✂✂ ✁ �

☎ � � ✝ � � ✞ � � ✟ � � ✄ � � � ✄ ☎ � � ✄ ✝ � � ✄ ✞ � � ✄ ✟ � � ☎ � � �✠ ✡ ☛ ☞ ✌ ✍ ✎ ✏ ✍ ✑ ✒ ✓ ✔ ✕

✖ ✗ ✘ ✙ ✚ ✛ ✚ ✡ ✜ ✢ ✣ ✤ ✥ ✞ ✄ � � � ✦ ✝ ✦ ☎ ✄ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ☎ ✁ ✂ ✩✤ ✪ ✫ ☛ ✡ ✚ ✎ ✏ ✍ ✧ ✌ ✚ ✎ ✢ ✜ ★ ✍ ✬ ✭ ✁ ✂ ✩✮ ✜ ✯ ✰ ✚ ✑ ✱ ✲ ✕

❋✐❣✳ ✽✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ σ24,dB à ✉♥ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ER ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ✭❲❡✐❜✉❧❧✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r
ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é
❡♥ r♦✉❣❡✳

t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t ✾✼✱✺✪ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ σdB✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [200▼❍③; 350▼❍③]✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❥✉st❡

✶✻✼
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❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ N ′ = 30 ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ♥♦♥ N = 50✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥❝❡ ❞✬é❧❛r❣✐r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ8,dB ❡t σ24,dB✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❝❡tt❡

❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♠✐❡✉① ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [200▼❍③; 350▼❍③]✳

❙✐ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

N = 50 ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✸✺✵ ▼❍③✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣rés❡♥té

❡♥ ✜❣✉r❡s ✽✳✶✵ ❡t ✽✳✶✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r σ8,dB ❡t σ24,dB✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪

❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [200▼❍③; 350▼❍③] ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✽

❡t ✽✳✾✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❛❜❛r✐t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♠✐❡✉① r❡s♣❡❝té à

❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥✬❛ ♣❛s ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❜❛✐ss❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦♣♦s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s

❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❣❛❜❛r✐t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts q✉✐ ♥✬ét❛✐❡♥t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❛s ♣r✐s

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ♥♦r♠❛t✐❢ ✿

✕ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ré❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s r❡t❡♥✉s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ σdB ❞❡

❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳

✽✳✸✳✹ ❚♦❧ér❛♥❝❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❛❜❛r✐t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé✱

r❡st❡ à ❞é✜♥✐r ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ σdB✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣♦✉✈♦♥s✲

♥♦✉s ❛❝❝❡♣t❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ σdB s♦rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣ré❞é✜♥✐ ❄ ❉❡

♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✷✱✺✪ ❡t

✾✼✱✺✪ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ r✐sq✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✺✪ q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ σdB

s♦rt❡ ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✐❡♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡t

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s à ✵✱✺✪ ❡t ✾✾✱✺✪ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✾✾✪✱ s♦✐t

✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✪✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ♠❛①✐♠✉♠s ♠❡s✉ré❡s

s✉r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ t❡♥❞ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡❧❛✲

t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ s♦✐t ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER ❞ès ✸✵✵ ▼❍③ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✮✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛❞❛♣té

♥♦✉s ♥❡ ♣❛r✈❡♥♦♥s ♣❛s à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ✹✵✵ ▼❍③✳ ❈❡❧❛

♣r♦✈✐❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ❈❘❇▼ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs

♠❛①✐♠✉♠s q✉❡ s✉r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡st ré❛❧✐sé❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡

✶✻✽
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♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✵ sér✐❡s ❞❡ ✶✺✵ ♠❡s✉r❡s✱ ❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸✳✽✮✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦✲

s♦♥s ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♣♦✉r

é✈❛❧✉❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✽ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡✳ ❈❡❧❛ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧

✈❛✉t ♠✐❡✉① s❡ ✜❡r ❛✉① t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮ q✉✬❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ σdB✳ ❉✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0; +∞[✳ ❖r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①✲

trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s s♦♥t ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥ ❜✐❛✐s ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ σdB✱

♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡

✭❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❲❡✐❜✉❧❧✮ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0; +∞[✳

✽✳✹ Pré❝♦♥✐s❛t✐♦♥s

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r✲

♠✉❧❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛t✐✈❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♥é❝❡ss✐té

❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t✱ q✉✐

s❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✐❞é❛❧ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♣❛r❛♠étr❡r ❝❛r ❝❡❧❛

♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ❉ès ❧♦rs✱ à ❞é❢❛✉t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ✉♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s

t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s❡r❛✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❣❛❜❛r✐t

q✉✐ é❧❛r❣✐r❛✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✶ ❡t ✽✳✽

r❡❧❛t✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦✐ ✐❞é❛❧❡ ❡t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ER✱ ♥♦✉s

♥♦t♦♥s q✉✬à ✻✵✵ ▼❍③ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪ ❞✐✛èr❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺ ❞❇ ✭❞❡ ♠ê♠❡ à ✷✵✵ ▼❍③✮✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ à ✷✱✺✪ ♥✬❡st q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡r✈❡r

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧♦✐ ✐❞é❛❧❡ ✭❘❛②❧❡✐❣❤✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❣❛❜❛r✐ts

♣♦✉r σ8,dB ❡t σ24,dB ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❝ts ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ♦♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s

❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s sé❧❡❝t✐♦♥♥és à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σdB✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡

♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ét❛✐t ❞é❥à ❧❡ ❝❛s✱ ♠❛✐s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ❛✉

♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿

✕ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r σdB✱

✕ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ✵✱✺ ❞❇ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ q✉❛♥t✐❧❡ à ✾✼✱✺✪ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❘❛②❧❡✐❣❤ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✐✳❡✳ ❥✉sq✉✬à ✶✷✵✵ ▼❍③✱

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à ✷ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❡st

♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t

✶✻✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ●❆❇❆❘■❚ ◆❖❘▼❆❚■❋ ❉✬❯◆■❋❖❘▼■❚➱
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❋✐❣✳ ✽✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♣ré❝♦♥✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ❛✉ ❣❛❜❛r✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ8,dB✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ré❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❉❡

❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ8,dB✱ ♥♦✉s ♣ré❝♦♥✐s♦♥s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t

r❡❧❛t✐❢ à σ24,dB ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✷✹ ♠❛①✐♠✉♠s ✭♣♦✉r Ex ❡t Ey ❡t

Ez✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✽ s❡✉❧❡♠❡♥t ✭♣♦✉r Ex ♦✉ Ey ♦✉ Ez✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♣ré❝♦♥✐sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ❛✉ ❣❛❜❛r✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ24,dB✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
❈❊■ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶ ❬✷❪ ❡st r❛♣♣❡❧é ❡♥ r♦✉❣❡✳

✶✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜é♥é✜❝✐❡

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r✐❡♥té❡s ✏❛♥t❡♥✲

♥❡s✑✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❈❊▼ ✉♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s s❡ ♣rêt❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛

♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❈❘❇▼ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐✲

t✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s q✉❡

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❥♦✉❡♥t

✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡

té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

✾✳✶ ❊✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

✾✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ s♦✉✈❡♥t ♣❛r η ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥✲

t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ ❖♥ ❧❛

❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ r❛②♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❢♦✉r♥✐❡ à ❝❡tt❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡

❧✬❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞és❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✐✳❡✳ ❧❡s

♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ré✢❡①✐♦♥ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✶ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r P❛❝❝ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡

r❛②♦♥♥❡♠❡♥t η ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Pr❛② r❛②♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

P❛❝❝ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s❡ ✿

η =
Pr❛②

P❛❝❝

. ✭✾✳✶✮
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❋✐❣✳ ✾✳✶✿ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té✱ ❡♠♣❧♦②é❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

Pr❛②✱ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P❛❝❝ ❡st r❛②♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❧✬❛✉tr❡

♣❛rt✐❡ ét❛♥t ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✭♣❡rt❡s ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❡rt❡s

❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ P✐♥❥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡

❝❛s✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ✭Pré✢✮ ❡st r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✈❡rs ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡t s❡✉❧❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

P❛❝❝ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t Pr❛② ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳

P✐♥❥ = Pré✢ + P❛❝❝. ✭✾✳✷✮

▲✬❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ ηt♦t ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡s à ✉♥❡ ❞és❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡t s✬é❝r✐t ✿

ηt♦t =
Pr❛②

P✐♥❥

. ✭✾✳✸✮

❖r✱ s✐ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r S11 ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Pré✢ = |S11|2 × P✐♥❥, ✭✾✳✹✮

❡t ❞✬❛♣rès ✭✾✳✷✮

P❛❝❝ = (1 − |S11|2) × P✐♥❥, ✭✾✳✺✮

♦ù |S11| ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ S11✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ✭✾✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

ηt♦t =
Pr❛②

P❛❝❝

× P❛❝❝

P✐♥❥

. ✭✾✳✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✾✳✶✮ ❡t ✭✾✳✺✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡

❧✬❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

✶✼✷
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❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ✿

ηt♦t = (1 − |S11|2) η. ✭✾✳✼✮

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡s

à ❧❛ ❞és❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 1 − |S11|2✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ♣❡rt❡s

♣❛r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✮ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡

r❛②♦♥♥❡♠❡♥t η✳

✾✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞♦♣t❡r ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥❡

❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ❈❘❇▼ ❡st ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ r❡❧❡✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❑✐❧❞❛❧ q✉✐ ❛ ♣✉❜❧✐é ❞❡♣✉✐s ❧✬❛♥ ✷✵✵✵ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❬✶✶✷✱ ✶✶✸✱ ✶✶✹❪✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍❛❧❧❜❥ör♥❡r q✉✐ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡

❞✬❡✣❝❛❝✐té ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥

❈❘❇▼ ❬✶✶✺❪✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ r❡♣r✐s❡ ♣❛r ❑✐❧❞❛❧✳

❋✐❣✳ ✾✳✷✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜é✲
r❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✷✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣é✲

r✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥♥❡❝t❡r s✉r ❧❡ ♣♦rt ✷ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❞♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ηré❢ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❧❛ ré✲

♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❛✉❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❞♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t η✐♥❝ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ ❝♦♥♥❡❝té❡ s✉r ❧❡ ♣♦rt ✶ ❡st

❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥✲

t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✐ ❧✬♦♥ ❡♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉①✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣✉✐ss❡

✶✼✸
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é♠❡ttr❡ ✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡q✉✐s❡✳

P♦✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✱

♦✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ S11 ♠❡s✉ré à ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ S11❡❧ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ S11❝❤ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s

❧❛ ❈❘❇▼ ❬✶✶✸❪ ✿

S11 = S11❡❧ + S11❝❤ . ✭✾✳✽✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ S11❝❤ ❞û à ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s

❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ S11❝❤ r❡❧❡✈é❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ s✐ ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

ré✢❡①✐♦♥ S11 ♠❡s✉ré ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s

❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ S11❡❧ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿

S11 = S11❡❧ , ✭✾✳✾✮

❛✈❡❝ ✿

S11 =
1

N

N
∑

i=1

S
(i)
11 , ✭✾✳✶✵✮

♦ù S
(i)
11 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ iè♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ S11 ♣♦✉r ❧❛ iè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✳✾✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t η✐♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❡✉t

s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ηré❢ ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✶✶✹❪ ✿

η✐♥❝ = ηré❢ ×
|S(✐♥❝)

21 |2

|S(ré❢)
21 |2

× 1 − |S(ré❢)

11 |2

1 − |S(✐♥❝)

11 |2
× 1 − |S(ré❢)

22 |2

1 − |S(✐♥❝)

22 |2
, ✭✾✳✶✶✮

♦ù ❧✬❡①♣♦s❛♥t ✏✭ré❢✮✑ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐é❡ ❛✉

♣♦rt ✷ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉✱ ❡t ✏✭✐♥❝✮✑ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❞✬❡✣❝❛❝✐té ✐♥❝♦♥♥✉❡ r❡❧✐é❡ ❛✉ ♣♦rt ✷✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❙

r❡❧❡✈és ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt

η✐♥❝/ηré❢ ❞❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ P❧✉s ♥♦✉s ❞✐s♣♦s❡r♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❙ ❡t ♣❧✉s ♥♦✉s ❞✐♠✐♥✉❡r♦♥s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛t✐♦✳

◗✉❛♥t à ❧✬❡✣❝❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ✭✾✳✾✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r✲

♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t η✐♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝❢✳ ✭✾✳✼✮✮ ✿

η✐♥❝✱t♦t = (1 − |S11|2) η✐♥❝. ✭✾✳✶✷✮
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✾✳✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s

rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬❡ss❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s

❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡♥t✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❆❈❊ ✭❆♥t❡♥♥❛ ❈❡♥tr❡

♦❢ ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡✮ ❬✶✶✻❪✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡

r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ❛❝❝♦r❞é à ✾✵✵ ▼❍③ ✭❋✐❣✳ ✾✳✸✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡

❋✐❣✳ ✾✳✸✿ ❉✐♣ô❧❡ ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥
❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

❛ ❝♦♥s✐sté à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r

❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ✶✵✶ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

✽ ▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✽✵✵ ▼❍③✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✭✾✳✶✶✮

♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✶✵✶ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❙ ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛

♠ê♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❡♥

s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✷✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✭ηré❢✮ ❡t ♣♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡

✐♥❝♦♥♥✉❡ ✭η✐♥❝✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡

✶✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✸✵ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt

t②♣❡ ✭❋✐❣✳ ✾✳✹✮ q✉❡ ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ à ✷✷✪ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♠♦②❡♥♥❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡

✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r à ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡

❞❡
√

16 s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❬✶✶✼❪✳ ❆❥♦✉t❡r ✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ✶✵✶

♣♦✐♥ts ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt

t②♣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡

r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡

❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡✳

✶✼✺
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❋✐❣✳ ✾✳✹✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
r❡s♣❡❝té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✸✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❛❝❤❡✈é❡ ❡t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é✜♥✐ ✭✶✵✶ ♠❡s✉r❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ × ✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥tr❡♣r✐s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛✲

❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❞✐♣ô❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❛✉

♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✭✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞✐s❝ô♥❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t

ηré❢ = 0, 95✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ✺ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✽✵✵ ▼❍③ à ✶✵✵✵

▼❍③ ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✺✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❞✐s♣❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦✉r ✉♥❡

❋✐❣✳ ✾✳✺✿ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✐♣ô❧❡ ❛❝❝♦r❞é à ✾✵✵ ▼❍③
✭♣❤♦t♦ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✸✮✱ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬❡ss❛✐s ❞✉ rés❡❛✉
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❆❈❊ ❬✶✶✻❪✳

♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✶ ❞❇✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡

✶✼✻
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♠❡s✉r❡s ❆❈❊ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛ ✉t✐❧✐sé s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s

s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥

❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ✭❙❛t✐♠♦✱ P❡r❧♦s✮✳

■❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✐sé ❞✬é✈❛❧✉❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥✲

❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ é✈❛❧✉❡r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ η✐♥❝✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❥✉st❡ ❛✣r♠❡r ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡✱

❝✬❡st q✉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❞✐s♣♦s❡r❛ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❙ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ❡t

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❝❢✳ r❡❧❛t✐♦♥ ✾✳✶✶✮✱ ❡t ♣❧✉s ♦♥ ré❞✉✐r❛ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ η✐♥❝✳

❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛s✲

s❛❣❡ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■■✮✳ ❯♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢✉t✉r ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❧✐é à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡♥tr❡ ♣❛s

❞❛♥s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉♦♥❝ q✉❛♥t✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥✲

❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡ s❡r❛✐t ✉♥ ❛t♦✉t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

✾✳✷ ●❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té

✾✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ♠❛✐s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t

❝♦✉♣❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t

♥♦♥ ❝♦rré❧é✱ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❡t s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①

❛♥t❡♥♥❡s ❡st ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛✐t q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♥t❡♥♥❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❡r♠❡t

❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✈❡rs✐té ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❜✐❧❡s✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬❯▼❚❙ ✭❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼♦❜✐❧❡ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❙②st❡♠✮✳

◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❛r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✱ ❛♣♣♦rté

♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✷ ❛♥t❡♥♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡

q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛♥t❡♥♥❡s✳ ❈❡ ❣❛✐♥ s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ S21 ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✾✳✷✮ ♣♦✉r ✷ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❧❛❝❡r ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✱ s✉r ❧❡ ♣♦rt ✷ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉✱

✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ❛❝❝♦r❞é à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P❛r

❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t✴♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

✶✼✼
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|S(ref)
21 | ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛r✲

t✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ |S(ref)
21 |2✱ ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡

✶✪✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ P
(ref)
rel,1% à ✶✪ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ |S(ref)
21 |2✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❞✐♣ô❧❡ s❡✉❧ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐

❛♣♣♦rt❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♣ô❧❡s✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ❞✐♣ô❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐♣ô❧❡ ❡st

r❡❧✐é ❛✉ ♣♦rt ✷ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❝♦♥♥❡❝té à ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡

❛❞❛♣té❡ ✭50 Ω✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡❧❡✈♦♥s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t✴♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✉♥ ❣r❛♥❞

♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s |S(div1)
21 | ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s r❡❧✐♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐♣❧ô❧❡ à ❧❛

❝❤❛r❣❡ ❛❞❛♣té❡ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉ ♣♦rt ✷ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉✳ ❊t ♥♦✉s r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛

♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡❧❡✈♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ✉♥ ❣r❛♥❞

♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s |S(div2)
21 | ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s sé❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❜r❛ss❡✉r✮✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ |S(div)
21 |2 ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s |S(div1)

21 |2 ❡t

|S(div2)
21 |2✳ ❉❡ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ P

(div)
rel,1% à ✶✪ ❞❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ |S(div)
21 |2✳

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r s✉r ❧✬✉♥❡

♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ✷ ❛♥t❡♥♥❡s✱ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ q✉❛♥t✐❧❡ à ✶✪ ✈❡rs ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♣❧✉s é❧❡✈és✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té G1% ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ✶✪ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt

❡♥tr❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ P
(div)
rel, 1% ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✱ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

r❡❧❛t✐✈❡ P
(ref)
rel, 1% ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿

G1% =
P

(div)
rel, 1%

P
(ref)
rel, 1%

. ✭✾✳✶✸✮

❈❡ ❣❛✐♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❞❇ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

GdB, 1% = 10 log(G1%). ✭✾✳✶✹✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❬✶✶✽❪ ✿

① ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✐❞é❛❧❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ✵ ❞❇ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✶✵✵✪✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡

ré❢ér❡♥❝❡ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s✐t✉é❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❀

② ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ré❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛

s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té✱ s❛✉❢ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐r❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡

❞✐s♣♦s❡r❛✐t q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❀

✶✼✽
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③ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡

ré❢ér❡♥❝❡✱ s❛✉❢ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ P
(ref)
rel, 1% ❧❡

♣❧✉s é❧❡✈é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

S21✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ét❛♥t r❡❧✐é❡ à ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❞❛♣té❡ 50 Ω✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛♥t❡♥♥❛✐r❡

à ❞✐✈❡rs✐té✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❬✶✶✾✱ ✶✷✵✱ ✶✶✽❪✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐✲

s✐♦♥ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣ré❧❡✈és ♣❛r

❜r❛ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ✐♥térêt à ❝♦❧❧❡❝t❡r ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

✉t✐❧✐sé❡ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■■✮✳

✾✳✷✳✷ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té

♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡ss❛✐s

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡

❆❈❊ ❬✶✶✻❪✳ ▲❡ s②stè♠❡ à ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♠♦❜✐❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣rès ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❝❡

s②stè♠❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✻✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ❡st

❋✐❣✳ ✾✳✻✿ ❈②❧✐♥❞r❡ r❡♠♣❧✐ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✉♥❡ têt❡
❤✉♠❛✐♥❡✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s ✭❞❡✉① ❞✐♣ô❧❡s✮✳

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♣ô❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ✾✵✵ ▼❍③ ✭❢réq✉❡♥❝❡

●❙▼✱ ●❧♦❜❛❧ ❙②st❡♠ ❢♦r ▼♦❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st ♣❧❛❝é à ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥
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❝②❧✐♥❞r❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ têt❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞✐♣ô❧❡s ❡st

✸✵ ♠♠✱ ❡t ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à ✷✵ ♠♠ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✳

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té✱ ♥♦✉s r❡s✲

♣❡❝t♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✷✵ ▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡

✾✵✵ ▼❍③✱ ♥♦✉s r❡❧❡✈♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✶✵✶ ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣❛r❛✲

♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s

❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✷✵ ▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✾✵✵

▼❍③✳ ◆♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❝❡tt❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❛✉ t♦t❛❧✳

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❧❡s ✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ré♣❛rt✐❡s éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t s✉r

✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é❝♦rré❧é❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ s❡✉✐❧ à ✶✪ ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ P
(ref)
rel, 1% ♦✉ P

(div)
rel,1%✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ✶✻✶✻ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❇✐❡♥

q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss✐♦♥s ♣❛s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ P
(ref)
rel, 1% ❡t P

(div)
rel,1%✱

❛♣rès ❛✈♦✐r ♠✉❧t✐♣❧✐é ❧❡s ❡ss❛✐s✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺✪

s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✻✶✻ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t

❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣♦sés ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡

❞✐✈❡rs✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥

❞✐♣ô❧❡ ♣❧❛❝é ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ♦ù ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

❞✐s♣♦sé✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞✉ ❞✐♣ô❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✐r❡❝t✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❝②✲

❧✐♥❞r❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✭ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✐✈❡rs✐té✮✱ ❧❡

♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ré❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ♣❧❛❝é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❝❢✳ ❋✐❣✳ ✾✳✻✮✱ à

✷✵ ♠♠ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥

❞é❝r✐t❡ ❡♥ ③ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❞✐♣ô❧❡ ét❛♥t ♣❧❛❝é à ✷✵ ♠♠ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✳

✾✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s sér✐❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té s♦♥t r❡❣r♦✉♣és

s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✼✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ré❡❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡

❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❧❛❝é❡ à ✷✵ ♠♠ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♣ô❧❡s ❡st

s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✼ ❞❇✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ à ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ♥❡ s♦♥t sé♣❛rés

q✉❡ ❞❡ ✸ ❝♠✱ ✐✳❡✳ ❡♥✈✐r♦♥ λ/10 à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✾✵✵ ▼❍③✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❜✐❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s

❞✐s♣♦s✐t✐❢s à ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt

s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❜✐❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣❛r❡♥t ❡st

q✉❛s✐♠❡♥t ❞❡ ✶✵ ❞❇✱ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡✛❡❝t✐❢ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✼ ❞❇✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛ss❡③ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t ♣❛s

❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ s✉r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ✭ré❢ér❡♥❝❡ ①✮✱

❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ à ❞✐✈❡rs✐té ❡st ❞❡ ♣rès ❞❡ ✼ ❞❇✳

❉❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21 s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥

✶✽✵
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❋✐❣✳ ✾✳✼✿ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ |S21| ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t
❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ à ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❛♣♣❛r❡♥t
à ✶✪✳

❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✳ ▲✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r q✉❛♥t✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s P
(ref)
rel, 1% ❡t P

(div)
rel,1% à ✶✪ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s

♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ |S21|2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❧♦✐s

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥st✐t✉❡r

✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛❥✉st❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s P
(ref)
rel, 1%

❡t P
(div)
rel,1% à ✉♥❡ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❞é❧✐❝❛t✳ ❙✐ ❝❡❧❛ s❡ ❝♦♥✜r♠❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ r❡st❡ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱

à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱

✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t r❡❝♦♥❞✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✱ ❡t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

r❡st❡ très ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❣❛✐♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❞❡♠❡✉r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡t r❡st❡ ❞❡ ❧♦✐♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡

q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✾✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ♦✉ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té

❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛♥t❡♥♥❛✐r❡✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐ q✉✐ s❡ ♣rêt❡ ♣❛rt✐✲

❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

à ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✳

✶✽✶
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❡❧s

❋✐❣✳ ✶✵✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✉❝❝✐♥t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r

❞❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❡t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ♠❛ss✐✈❡s✳ ❍♦r♠✐s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦r✐❡♥té❡s ❈❊▼ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ❧❛ ❈❘❇▼ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r

❣é♥ér❡r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ t❡st❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ❡♥ ❈❘❇▼

❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧♦rs ❞✬❡ss❛✐s ❈❊▼ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡s

❞✬❛♥t❡♥♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❡❧ ❛✉t♦r✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♠♦❜✐❧❡s✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡

♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥ ❜r❛ssé❡ ✭♥♦♥ ❞✐✛r❛❝té❡✮ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❡♥tr❡

❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✶✮✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡s té❧é❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s ❞✉ t②♣❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ♣♦✉r

s✐♠✉❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛r❛❞✐sé✱ ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✵✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❊❳P➱❘■▼❊◆❚❆▲❊ ❉❊ ❈❆◆❆❯❳ ❉❊
P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ❘➱❊▲❙

✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❈❘❇▼✱ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡

ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛ été tr❛✐té ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❛♥s ❬✶✷✶✱ ✽✵✱ ✷✵✱ ✷✷✱ ✻✷✱ ✶✷✷❪✳

◆♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❧✐és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❜✐❧❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♣t❡

t❡♥✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣é♥éré ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲

tr❛❥❡ts ❞❡ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❜✐❧❡s ❡st ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡✳ P♦✉r

❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✱ ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é♠✐s❡ ❡st ❝❛♣té❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ s❛♥s

ré✢❡①✐♦♥s ❞❡♣✉✐s ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é♠✐s❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à

❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❝❛♣té❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❬✻✷✱ ✶✷✸❪✳ ◆♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡

❘✐❝❡ ❡♥ ❈❘❇▼✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥ ❜r❛ssé❡

✭tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❜r❛ssé❡ ✭tr❛❥❡t ❛②❛♥t s✉❜✐ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✳

✶✵✳✶ ❇❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡

✶✵✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧

❡st ❡①❝✐té ♣❛r ✉♥ é♠❡tt❡✉r ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡

τc✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ◗✉❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ✐❧

❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥

♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❝♦♥st❛♥t t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st

s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1/
√

2✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✷✿ ❈❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ Bc ≈ 1/τc ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❛

❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ❞✉❡ ❛✉①

❝❤❡♠✐♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✶✮✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ Bc ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡

✶✽✹



✶✵✳✶✳ ❇❆◆❉❊ ❉❊ ❈❖❍➱❘❊◆❈❊

❧❡s s✐❣♥❛✉① ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ à ❧✬ét❛❧❡♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧✱ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✏❧♦♥❣✉❡✉r✑ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❯♥ ét❛❧❡♠❡♥t

❞❡ ❞é❧❛✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ré❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✸✿ ❈❛♥❛❧ ♥♦♥ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ∆f ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲♦rsq✉❡ ∆f >> Bc✱

❛❧♦rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❞✐t sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✷✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ∆f << Bc✱ ❛❧♦rs

❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ♥♦♥ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❛

❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✸✮✳

✶✵✳✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤é✲

r❡♥❝❡

▲❛ ❧❛r❣❡✉r Bc ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉✲❞❡❧à

❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞é❝♦rré❧és ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

s✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆f ✱ ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝ès à ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❣é♥éré ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ N ′ ❞✬✉♥❡

sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s ❡t ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ∆f ✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ Bc ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Bc =
∆f

N ′ − 1
. ✭✶✵✳✶✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭❊❙❙✮ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s ❛

été ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ■■✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡st✐♥é❡ à é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ♠é❝❛✲

♥✐q✉❡ ♦✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥

❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝réé ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ✜✲

❣✉r❡ ✶✵✳✹ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❡st✐♠é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ∆f = 10▼❍③✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ✭❝❢✳ s❡❝✲

t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹✱

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✸✵✵ ▼❍③

à ✶✸✵✵ ▼❍③ ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✶✵✵ ▼❍③ ✭❚❛❜✳ ✶✵✳✶✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡s N ′ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹ ❡st✐♠é❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ét❛✐❡♥t

❜✐❡♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞é❝♦rré❧é❡s ✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✻✳✻✮✳

✶✽✺
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❋✐❣✳ ✶✵✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ∆f = 10▼❍③✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✳

❢réq✉❡♥❝❡ ◆♦♠❜r❡ N ′ ✭❋✐❣✳ ✶✵✳✹✮ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❇❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡

❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❡♥ ▼❍③

f ✭▼❍③✮ ❧❛r❣❡✉r ✶✵ ▼❍③ ❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ f é✈❛❧✉é❡ ♣❛r ✭✶✵✳✶✮

✸✵✵ ✾ ✶✱✷✷

✹✵✵ ✷✷ ✵✱✹✽

✺✵✵ ✹✹ ✵✱✷✸

✻✵✵ ✹✷ ✵✱✷✹

✼✵✵ ✹✼ ✵✱✷✷

✽✵✵ ✸✾ ✵✱✷✻

✾✵✵ ✺✼ ✵✱✶✽

✶✵✵✵ ✻✾ ✵✱✶✺

✶✶✵✵ ✺✵ ✵✱✷✶

✶✷✵✵ ✹✸ ✵✱✷✹

✶✸✵✵ ✺✷ ✵✱✷✵

❚❛❜✳ ✶✵✳✶✿ ▲❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ é✈❛❧✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✵✳✶✮ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
N ′ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹✳

✶✵✳✶✳✸ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡

❧❛ ❝❛✈✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❤❛r❣❡r ❧❛ ❝❛✈✐té ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r

❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ t♦✉t ❡♥ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣✉✐sq✉❡

✶✽✻



✶✵✳✶✳ ❇❆◆❉❊ ❉❊ ❈❖❍➱❘❊◆❈❊

❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ∆fQi
r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ iè♠❡ ♠♦❞❡ ❡①❝✐té ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬é❧❛r❣✐r ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡

✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❤ès❡✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡

∆f ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡

❝♦❤ér❡♥❝❡ s✬é❧❛r❣✐t✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✺✿ ❇❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥➦✶ ✭60 ❝♠× 60 ❝♠× 45 ❝♠✮✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✻✿ ❇❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥➦✷ ✭60 ❝♠× 60 ❝♠× 27 ❝♠✮✳

P❛r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ r❡♥♦✉✈❡❧❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ∆f = 10▼❍③ ❛✉t♦✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s

✶✽✼
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❝❡♥tr❛❧❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✬❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥

❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ▲❛ ❝❛✈✐té ❡st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛r❣é❡

♣❛r ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① ❜❧♦❝s ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ✭❝❢✳ ♣❤♦t♦s ❡♥ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✺ ❡t ✶✵✳✻✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✷

s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ Bc✱

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥ ❝❤❛r❣é❡✱ ❧❛ ❝❛✈✐té ❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ❧❡ ❜❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥➦✶✱

♣✉✐s ♣❛r ❧❡ ❜❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥➦✷✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ❝❛✈✐té ❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ❧❡s ❜❧♦❝s ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ✶

❡t ✷ ♣❧❛❝és ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ré✈❡r❜ér❛♥t❡

❢réq✉❡♥❝❡ Bc ✭▼❍③✮ Bc ✭▼❍③✮ Bc ✭▼❍③✮ Bc ✭▼❍③✮

❝❡♥tr❛❧❡ s❛♥s ❛✈❡❝ ❛✈❡❝ ❛✈❡❝

f ✭▼❍③✮ ❛❜s♦r❜❛♥t ❛❜s♦r❜❛♥ts ✭♥◦✶✮ ❛❜s♦r❜❛♥ts ✭♥◦✷✮ ❛❜s♦r❜❛♥ts ✭♥◦✶ ❡t ✷✮

✺✵✵ ✵✱✷✸ ✵✱✼✶ ✵✱✼✾ ✶✱✼✾

✻✵✵ ✵✱✷✹ ✵✱✽✹ ✵✱✼✽ ✶✱✾✾

✼✵✵ ✵✱✷✷ ✵✱✾✶ ✵✱✽✹ ✶✱✽✾

✽✵✵ ✵✱✷✻ ✵✱✻✻ ✵✱✽✷ ✶✱✹✶

✾✵✵ ✵✱✶✽ ✵✱✻✹ ✵✱✹✽ ✶✱✼✽

✶✵✵✵ ✵✱✶✺ ✵✱✻✹ ✵✱✺✸ ✶✱✷✾

✶✶✵✵ ✵✱✷✶ ✵✱✽✼ ✵✱✻✸ ✶✱✺✷

✶✷✵✵ ✵✱✷✹ ✵✱✼✻ ✵✱✼✶ ✶✱✻✻

✶✸✵✵ ✵✱✷✵ ✵✱✼✽ ✵✱✻✾ ✶✱✾✵

❚❛❜✳ ✶✵✳✷✿ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
❧❛ ❝❛✈✐té✳

❛ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞r❛st✐q✉❡

❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❜❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥➦✶ ét❛♥t ♣❧✉s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①

q✉❡ ❧❡ ♥➦✷✱ ✐❧ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à é❧❛r❣✐r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡

❝❛✈✐té ✈✐❞❡ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥t à ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ❝♦♥❞✉✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t à tr✐♣❧❡r

❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ✉♥

s❡✉❧ ❜❧♦❝✱ à ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❝❤❛r❣é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜❧♦❝s ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❞♦✉❜❧❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡

❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✭♦✉ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✮ ❞✬❛❜s♦r❜❛♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r

s♦✉❤❛✐té❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ■■✱ ❡st ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉

❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣é♥éré ❞❛♥s ❧❛ ❈❘❇▼ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳

✶✽✽
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✶✵✳✷ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡

✶✵✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❆✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❧❛ ▲❯❋✱ ❧❡

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ré❣♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞é✲

✈✐❡♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝réés ♣❛r ❧❡s ❞✐✛é✲

r❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡

s✉r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ét❛❜❧✐t q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P s♦♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶✮✱ ❞❛♥s ✉♥❡

❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ♥✬❡st

♣❧✉s ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛✈✐té

ré❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡√
P ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ |S21| ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❞✐str✐✲

❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡ ❬✷✵✱ ✶✷✸✱ ✻✼✱ ✻✷❪✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f(x, v) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❘✐❝❡ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

f(x, v) =
x

σ2
e−

x2+v2

2σ2 I0

(xv

σ2

)

. ✭✶✵✳✷✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ v ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠❡s✉ré❡ ✐ss✉❡

❞✬✉♥ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳ ◗✉❛♥t à σ✱ ✐❧

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
√

P ♦✉ |S21|✱ ❡t ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✭❝♦♠♣♦s❛♥t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I0 ❡st

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ 1❡r t②♣❡✱ ❞✬♦r❞r❡ ✵✳

I0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(−x sin τ)dτ. ✭✶✵✳✸✮

▲♦rsq✉❡ v = 0 ❞❛♥s ✭✶✵✳✷✮✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤

❬❝❢✳ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✽✮❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳

▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❡✉t s❡ ♠❡s✉r❡r à

❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❉❙❘ ✭❉✐r❡❝t✲t♦✲❙❝❛tt❡r❡❞ ❘❛t✐♦✮✱ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

DSRdB = 20 log
(v

σ

)

. ✭✶✵✳✹✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛❧❧❜❥ör♥❡r ❬✶✷✸❪✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♣r✐✈✐✲

❧é❣✐❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ K q✉✐ ♥❡ ❞✐✛èr❡ ❞✉ ❉❙❘ q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
√

2 ❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r

❬✻✼✱ ✻✷❪ ✿

KdB = 20 log

(

v

σ
√

2

)

. ✭✶✵✳✺✮
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▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❉❙❘ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝réé

❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡

à ❧✬♦♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡

❝❛♣té❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❉❙❘ ✭♦✉ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r K✮✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r✳ ❍♦❧❧♦✇❛② ❬✻✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r K ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❡t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s

✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❥♦✉❡r s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s

q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞❡s

❛♥t❡♥♥❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r K ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧

♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s✐♠♣❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼

❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①✲

♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ ✭✶✵✳✷✮✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❉❙❘ ♣❛r ❧❛ r❡✲

❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st r❡♣r✐s❡ ♣❛r ❬✶✷✸✱ ✻✼❪✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡ s❡ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐✲

t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡

❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ♣r❡♥♥❡♥t

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ N

♠❡s✉r❡s ❛ ❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ s✬❛❥✉st❡r à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❝✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐és✳ ❖r✱ à ♥♦tr❡

❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡sts s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❛❥✉st❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ❘❛②❧❡✐❣❤

✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♠❛t❤é✲

♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✵✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡ ❝réé ❡♥

❈❘❇▼

❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ ❛✈❡❝ α ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ✿

{

X ∼ N (v cos α, σ)

Y ∼ N (v sin α, σ)
. ✭✶✵✳✻✮

❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✾✼❪ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ R =
√

X2 + Y 2 s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ ❘✐❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s (v, σ) ✭✶✵✳✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ S21 r ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ S21 i ❞❡ S21 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ s②stè♠❡

❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✻✮✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ ❞❡ ❧❛

✶✾✵



✶✵✳✷✳ ❈❆◆❆▲ ❉❊ ❘■❈❊

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ ❞❡ |S21|✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à R =
√

X2 + Y 2✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|S21| =
√

S2
21 r + S2

21 i. ✭✶✵✳✼✮

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❡s t❡sts ❞❡ ❑♦❧♠♦r♦❣♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭❑❙✮ ❡t

❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ✭❆❉✮ s♦♥t r❛♣♣❡❧és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✸ ❡t ✷✳✶✳✹✱ ❡t ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❛✉ t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❙t❡♣❤❡♥s ❬✾✶❪✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ S21 r

❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ S21 i ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21✳ P❛r ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❛❝❝ès à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r

❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s ✭✶✵✳✻✮ s✐ ❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ S21 r à ❧❛ ✈✳❛✳ X✱ ❡t S21 i

à ❧❛ ✈✳❛✳ Y ✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (µZ , σZ) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭♦✉ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✮ N(µZ , σZ)

s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✭✶✵✳✽✮ ❡t à ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ✭✶✵✳✾✮ ❞❡s N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s zi ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ q✉❡ ❧✬♦♥

♥♦t❡ ✐❝✐ Z✳

µ̂Z =
1

N

N
∑

i=1

zi ✭✶✵✳✽✮

σ̂Z =

√

√

√

√

1

N

N
∑

i=1

(zi − µZ)2 ✭✶✵✳✾✮

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ µ̂ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r µ̂r ❡t σ̂r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ S21 r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r µ̂i ❡t σ̂i ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ S21 i✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥❡ r❡❥❡tt❡♥t ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡

S21 r ❡t S21 i✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ❞♦♥t

❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs v̂ ❡t σ̂ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✭✶✵✳✷✮ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ❬❝❢✳ ✭✶✵✳✻✮❪✿
{

v̂ =
√

µ̂2
r + µ̂2

i

σ̂ = 1
2
(σ̂r + σ̂i) ≈ σ̂r ≈ σ̂i

. ✭✶✵✳✶✵✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡

à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❉❙❘✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡✳

✶✵✳✷✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✼ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡

❞❡ ❧✬■❊❚❘✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❘✐❝❡ ✭❝❢✳ ♣❤♦t♦

❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✽✮✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧✬❛♥❣❧❡ Φ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛①❡s ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t

✶✾✶
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❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✈♦r✐s♦♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①

ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ Φ✱ ♥♦✉s ❝♦❧❧❡❝t♦♥s

✶✺✵✵ ♠❡s✉r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ S21 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ à

✺✪ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✱ ❡t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s

60+Φ = °

Générateur
Analyseur de

spectre

❋✐❣✳ ✶✵✳✼✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡
❘✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬■❊❚❘ ✭✈✉❡ ❞✉ ❞❡ss✉s✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❡st ❞❡ ✶✱✺✵ ♠✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✽✿ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❉❙❘ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡
❧✬■❊❚❘✳

❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭✸✵ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✮✱ ❡t ❧❡

✶✾✷
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❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭✺✵ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

✷✵ ▼❍③✱ ❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ Φ✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♣❛r

❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐és ❬✾✶❪ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ S21 r ❡t ❞❡ S21 i s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ Φ = 45◦✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✵✳✾✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ |S21| ❞✉ ♣❛✲
r❛♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡s✉ré à ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ ❡st✐♠és s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥
✶✵✳✷✳✷✳

❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ S21 ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✾✱ q✉❡

❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✱

❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛♣rès ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡①♣♦sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥

✶✵✳✷✳✷ ✿
{

v̂ = 0, 03

σ̂ = 0, 15
. ✭✶✵✳✶✶✮

P♦✉r ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭✶✵✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❉❙❘ ❞❡ −14 ❞❇✳ ▲❡ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡

✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❡st ❝♦❤ér❡♥t

❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ S21 r ❡t ❞❡ S21 i✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡

r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ❡t ♥♦♥ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ s✉♣❡r♣♦s❛♥t

❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ✷ ❝♦✉r❜❡s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t

✈ér✐✜♦♥s ♣❛r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦♣r✐és q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ S21 r ❡t ❞❡ S21 i s♦♥t

❜✐❡♥ ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❡r

✶✾✸
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❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱

❝❡ q✉✐ ❡st ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✶✵✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❉❙❘✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ❞✉ t②♣❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❘✐❝❡✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ Φ✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (v, σ) ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡

❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝réé ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡

❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❣é♥éré ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡

Φ = 0◦✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t ❢❛❝❡ à ❢❛❝❡ ❡t ❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❉❙❘ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭15 ❞❇✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥

❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛ss✉r❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ q✉❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✺✵✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ S21 q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✺✪✮ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s v ❡t σ à ❡st✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❉❙❘✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21 ♠❡s✉ré❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❡

❝❛♥❛❧ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥ ❜r❛ssé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

✶✵✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❡①♣é✲

r✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ré❡❧s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré à ❧✬❛✐❞❡

❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ très s✐♠♣❧❡ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧

♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✉ t②♣❡ ❘✐❝❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘✐❝❡✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t

✶✾✹



✶✵✳✸✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

s✉r ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥ts ❛❞❛♣tés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ très ❜♦♥

❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

✶✾✺
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✶✾✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❡♥ ré❣✐♠❡

❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✱

❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣

é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✈✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ■❧ ❢❛✉t

r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ s❡ ré❢èr❡♥t à

✉♥❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ✐♥✜♥✐❡✳ ❘❡✈❡♥✐r s✉r

❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉①

♠❛îtr✐s❡r ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❞❡ ❧✬■❊❚❘✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡

❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❛✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣

✐ss✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥

é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s

♠❡s✉r❡s✱ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥

s♦✉✈❡♥t✱ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t

t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉r à ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❡ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ r❡st❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣✉✐sq✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ s✉r ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s t❤é♦r✐q✉❡

❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣ré❧❡✈é❡s✳ ❙❡✉❧ ✉♥

t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ t❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st ❡♠♣❧♦②é✱ très s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s

❡①♣❡rts ❈❊▼ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❝r✐✲

t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛ss❡②✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❧♦✐s

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ❙✉rt♦✉t✱

❝❡tt❡ t❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ♣♦✉r

❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ❛❞❛♣tés

❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬❡✛❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s

t♦✉t à ❢❛✐t ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à λ/4✱

❛❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡



❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t

❞❡ r❡❧❡✈❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s♦♥❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s été ❛♠❡♥és à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s

s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ à

❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❡s

❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ▲❛ ❧✐ttér❛✲

t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✜♥

❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱

❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ✉♥ ❜✐❡♥

♠❡✐❧❧❡✉r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♦✉ ❧❛

❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧❡✳ ◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❛✐♥s✐ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳ ◆♦✉s ❧❡s

❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡s ❡t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s

❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ à ré♣❧✐q✉❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛✈✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✲

tr❛✐t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ s✉r ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❛♣♣♦rt♦♥s ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❢♦♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r

❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❞✐s♣❛r✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛✈✐té ✐❞é❛❧ ♥❡ r❡✢èt❡ ♣❛s s❝r✉♣✉❧❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ré❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♠✐s

♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♦♣té ♥✬❡st

♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡t ❛ ❞é❥à été r❡♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡♠❡✉r❡

❞é❧✐❝❛t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❡st ❝❛♣✐t❛❧ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ N ♠❡s✉r❡s

❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡

❡✛❡❝t✐✈❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❡✛❡❝t✐❢ N ′ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ sér✐❡

❞❡ N ♠❡s✉r❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ❯♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ N ′ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t

❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡

❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡

❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡ss❛✐ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s♦✉❤❛✐té✳

✷✵✵



▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥

♠♦②❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼ ❛ss✐♠✐❧❡r ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜r❛ss❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❈▲✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❜r❛s✲

s❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❜✐❛✐s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r✈❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ à

❡①♣❧✐q✉❡r ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝✲

t❡✉rs ♣❛r❝♦✉r✉s ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❧✐és ❛✉ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ r❡♣♦s❡♥t✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡t✲

tr♦♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞✬❡ss❛✐s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ❈❘❇▼✱ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t

♠♦❞✐✜é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❛❜❛r✐t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ s♦♥❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♠❛①✐♠✉♠s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ✉♥ é❝❛rt t②♣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ ♣r♦✲

t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts très

❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛✲

❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡

s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0; +∞[✱ ♦r✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❤❛✐té ♦✉✈r✐r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✱ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡

♠❡s✉r❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♣❧✉s ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❈❊▼✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s

♠❡s✉r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣ré❝✐s❡s✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❛îtr✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡

❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡st ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❝réé✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥

❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❉❙❘ ✭♦✉

❢❛❝t❡✉r ❑✮✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ré✢❡①✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❜❛sé❡ s✉r

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ ♣❛r❛✲

✷✵✶



♠ètr❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ S21✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡

s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s✳

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♦✉✈r✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s

❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❛♣rès s✉❝❝✐♥t❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❧❡s s✉✐t❡s à ♠❡♥❡r à ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱

❡♥ ❧✐❡♥ étr♦✐t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s✳

✷✵✷



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼ à très ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ♦♥t

❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❧✐é❡s à ❝❡

ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥

♠❛✉✈❛✐s ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s r❡❧❡✈é❡s à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦✐❡♥t

✐♥tér❡ssés ❛✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❬✹✶✱ ✷✷✱ ✹✷✱ ✹✸❪✱ ✐❧ ❞❡♠❡✉r❡ ❞é❧✐❝❛t à très

❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡

❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❥✉sq✉✬♦ù ♣❡✉t✲♦♥ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❡♥

❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ s✉✣s❛♥t❡✱ ❡t ❛❞♦ss❡r

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❄ ❇✉♥t✐♥❣ ❬✹✷❪ ❡t ❖r❥✉❜✐♥ ❬✹✸❪ ♦♥t

♣r♦♣♦sé ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ à

♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ▲❯❋ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮✳

▼❡♥❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❛✲

✈✐té s♦✉s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ s❡r❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣r♦✜t❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①✲

♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ❈❘❇▼ à ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡ ♣❡✉t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡♠❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝r✐tèr❡

q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❞é❛❧✱ ♦✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ♥♦✉s ♥✬♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❡s t❡sts ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✱ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t

♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥

♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮ ❜❛sé s✉r ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆✐♥s✐✱

✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té

s❡r❛✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❈❘❇▼✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

▲❯❋ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❡♥tr❡ ✸ ❡t ✻ ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ 60è ♠♦❞❡ ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✳



❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛✣r♠é ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡♥❡r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦♣t✐✲

♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s ❬✶✽✱ ✻✾✱ ✼✵✱ ✼✷✱ ✹✾✱ ✺✵❪✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡

❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ♣♦✉r êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ❞♦✐t ♦❝❝✉♣❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t

q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❡st ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❬✺✵❪✳ ❈❡❧❛ ❧❛✐ss❡ ❧✐❜r❡

❝♦✉rs à ❧✬✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ❜r❛ss❡✉rs ✉t✐❧✐sés s♦♥t

❞❡ ❢♦r♠❡s très ❞✐✈❡rs❡s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ❢❛ss❡

❧✬✉♥❛♥✐♠✐té✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t

♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ■■✮ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ✐♥té❣ré❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ♦♣t✐♠❛❧✱ q✉✐ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❊t✉❞❡ ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉

❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥t✐♥✉ s✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ♣❛s à ♣❛s ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❧❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé à ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❡ss❛✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ét✉❞❡s

s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛s à ♣❛s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t

❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r q✉✐ ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ♠❡s✉r❡s ❬✶✸❪✳ ■❧ s❡r❛✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s

✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉ é❧❡✈é❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✬❡♥

ré❣✐♠❡ ♣❛s à ♣❛s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉

s✐❣♥❛❧✱ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❡ss❛✐s ❈❆✴❈❘❇▼ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

❡ss❛✐ ❡♥ ✐♠♠✉♥✐té ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡

❯♥ ❛①❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈❊▼

❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡ss❛✐s ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡t ❝❡s ♠ê♠❡s

❡ss❛✐s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❬✺✾❪✳ ▲❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❞❡♠❡✉r❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥✜❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s

❡ss❛✐s ❡♥ ✐♠♠✉♥✐té ré❛❧✐sés ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s ❡st ✉t✐❧✐sé

❞❡♣✉✐s ❢♦rt ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ✐♥t❡r♣rêt❡r✳ ■❧ ❢❛✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡

q✉❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ❝♦rré❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡sts ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡♥ ❈❆ ❡t ❡♥ ❈❘❇▼ ❡st ✉♥❡

tâ❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛

❞✐r❡❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s♦✉s t❡st ❡♥ ❈❘❇▼✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡♥ ❈❆ ❡st à ❝❛✲

r❛❝tèr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡

✷✵✹



❞é❢❛✉t ♦❜s❡r✈é ❞✬✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ t❡sté ❡♥ ✐♠♠✉♥✐té✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧

❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❧✬❛♣♣❛r❡✐❧✱ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❣é♥éré❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té✳

▲❡s ♥♦r♠❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬✐♠♠✉♥✐té à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❣é♥éré ❞❛♥s

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❜r❛s✲

s❡✉r✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❛ss❡③ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛

❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❬✷✱ ✻❪✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡s✲

s❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

s❡✉✐❧ ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s♦✉❤❛✐té s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬✐♠♠✉♥✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡

♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆

♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❞ét❡r♠✐✲

♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✱ ❡t ❞❡ sé❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s✳

❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❈❘❇▼✱ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♥s✐s✲

t❛♥t à é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡t ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ▼❛r✈✐♥ ❬✶✷✹❪✱ ♣❛r❛ît ♣❧✉s sé✲

❞✉✐s❛♥t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦r♠❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✉t ❡st

ré❝✉rr❡♥t❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ r✐sq✉❡s✱ t❡❧s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①

❜❛♥❝❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❛ss✉r❛♥❝❡s✳ ❆ ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❡s s♣é❝✐✜✲

❝✐tés ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ ❡t ❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s

t❡sts ❞✬✐♠♠✉♥✐té ❡♥ ❈❘❇▼ ❞♦✐✈❡♥t s✬♦r✐❡♥t❡r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ t❡st ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

é♠✐s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❧❛

s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬✐♠♠✉♥✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r q✉✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✳
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▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r

❘❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s à ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

✶❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❆❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ st✐rr❡r ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❡tt❡rs✱

✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✶✻✱ ♣♣✳ ✽✻✶✲✽✻✷✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✼✳

✷❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ♠❡❛s✉✲

r❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤✲♣♦✇❡r ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡sts✑✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥✳ ❈♦♠♣❛t✳✱

✈♦❧✳ ✹✾✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✼✹✺✲✼✺✺✱ ◆♦✈✳ ✷✵✵✼✳

✸❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ t♦ s❡❧❡❝t

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥✳ ❈♦♠✲

♣❛t✳✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✷✼✲✷✸✻✱ ▼❛② ✷✵✵✽✳

❘❡✈✉❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ à ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

✹❪ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡ ✱ ▼✳ ❙❡r❤✐r✱ ✏▲❛ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✲ Pr✐♥❝✐♣❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ❡t é✈♦❧✉t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s✑✱ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ▼❡s✉r❡✱

▼étr♦❧♦❣✐❡✱ ▲❛✈♦✐s✐❡r✱ ✸✵ ♣❛❣❡s✱ ▼❛✐ ✷✵✵✽✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❛❝t❡s ❡t à ❝♦♠✐té

❞❡ ❧❡❝t✉r❡

✺❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❆♥t❡♥♥❛ s✐③❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ♦❢

r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ ❊▼❈ ❊✉r♦♣❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ✷✵✵✼✱

P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✺ ♣❛❣❡s✱ ❏✉♥✳ ✷✵✵✼✳

✻❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ 18t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❩✉r✐❝❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥②✱ ♣♣✳ ✹✻✶✲✹✻✹✱ ❙❡♣✳ ✷✵✵✼✳

✼❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❯s✐♥❣ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t s❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ st✐rr❡r r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠✲

❜❡r✑✱ 18t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❩✉r✐❝❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ▼✉♥✐❝❤✱

●❡r♠❛♥②✱ ♣♣✳ ✹✻✾✲✹✼✷✱ ❙❡♣✳ ✷✵✵✼✳



✽❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛❜❛r✐ts ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s

❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✑✱ 14è ❈♦❧❧♦q✉❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈❊▼ ✵✽✱ P❛r✐s✱

❋r❛♥❝❡✱ ✻ ♣❛❣❡s✱ ▼❛✐ ✷✵✵✽✳

✾❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✐rr✐♥❣

❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ ❊▼❈ ❊✉r♦♣❡ ✷✵✵✽✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✻ ♣❛❣❡s✱

❙❡♣✳ ✷✵✵✽✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❛❝t❡s ❡t à ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝✲

t✉r❡

✶✵❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✜♥❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥✲

✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡✑✱ ❏♦✉r♥é❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉ ❈◆✲

❋❘❙✴❯❘❙■✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✻ ♣❛❣❡s✱ ▼❛✐ ✷✵✵✽✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ s❛♥s ❛❝t❡s

✶✶❪ ❈✳ ▲❡♠♦✐♥❡✱ P✳ ❇❡s♥✐❡r✱ ▼✳ ❉r✐ss✐✱ ✏❯s✐♥❣ ❆❘ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t s❛♠♣❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ st✐rr❡r r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✑✱ ●❞❘

❖♥❞❡s ✏■♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞✬❖♥❞❡s✑✱ P❡ss❛❝✱ ❋r❛♥❝❡✱ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

✷✵✽



❆♥♥❡①❡s





❆♥♥❡①❡ ❆

▲♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

■❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥ ❈❘❇▼

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♥♦♥ ♣❛s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧❡✈é❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ♠❡s✉r❡s r❛♣♣♦rté❡s à

❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥❡ t❡♥♦♥s ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

✐♥❥❡❝té❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡

❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤❛♠❜r❡s ré✈❡r❜ér❛♥t❡s✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
R/〈E2

R〉
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❛✉ ❝❛rré E2

R✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛

❧♦✐ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ E2
R/〈E2

R〉 ❄ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ss✐

❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡✳

❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✈✳❛✳✮ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❙♦✐t V ❧❛ ✈✳❛✳ t❡❧❧❡ q✉❡ V = X/〈X〉✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s P ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

P
[

V ≤ v
]

= P

[

X

〈X〉 ≤ v

]

= P
[

X ≤ v · 〈X〉
]

= Φ
(

v · 〈X〉
)

, ✭❆✳✶✮

❡t Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❉✬♦ù ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ V ✿

F (v) =

{

Φ
(

v · 〈X〉
)

s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭❆✳✷✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭P❉❋✮ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

dΦ(v·〈X〉)
dv

s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭❆✳✸✮



❆♥♥❡①❡ ❆✳✵

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Φ′(v) = dΦ(v)
dv

✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ V

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❆✳✹✮✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ v ≥ 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

f(v) = 〈X〉 · Φ′(v · 〈X〉
)

= e−v. ✭❆✳✹✮

❉✬♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X r❛♣♣♦rté❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ 〈X〉✱
❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù X = E2

R ✿

f(y) = e−y ❛✈❡❝ y =
E2

R

〈E2
R〉 . ✭❆✳✺✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿







〈

E2
R/〈E2

R〉
〉

= 1
√

❱❛rE2
R/〈E2

R〉 = 1
. ✭❆✳✻✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❡♥ ✭❆✳✺✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡

❧✐❜❡rtés✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ = 1/
√

2✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥

❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ E2
R/〈E2

R〉 ✿

F (y) = 1 − e−y. ✭❆✳✼✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ER/〈ER〉
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛rré✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ r❛♣♣♦rté❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳

P❛rt♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
R/〈E2

R〉 ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ER/〈ER〉✳
❙♦✐t ❧❛ ✈✳❛✳ X q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❉♦♥❝

❞✬❛♣rès ✭❆✳✺✮✱ ❧❛ ✈✳❛✳ X/〈X〉 s✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡

❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

X/〈
√

X 〉✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ X

s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t 〈X〉 = 2σ2✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❞❡ 〈
√

X 〉✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧❡r✳

✕ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

〈
√

X 〉 =

∫ ∞

0

√
x f(x)dx ♦ù f(x) =

1

2σ2
e−

x
2σ2 . ✭❆✳✽✮

❉✬♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

〈
√

X 〉 =
1

2σ2

∫ ∞

0

x
1
2 e−

x
2σ2 dx. ✭❆✳✾✮

❆♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦ù ♥♦✉s ♣♦s♦♥s w = x/σ2✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡r

❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈
√

X 〉 =
σ

2

∫ ∞

0

w
1
2 e−

w
2 dw. ✭❆✳✶✵✮

✷✶✷



▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❞✬❊✉❧❡r q✉✐

s✬é❝r✐t ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ n ≥ 0 ✿

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1 e−xdx. ✭❆✳✶✶✮

❊t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r n = 3
2
✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Γ

(

3

2

)

=

∫ ∞

0

x
1
2 e−xdx. ✭❆✳✶✷✮

❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦ù ♥♦✉s ♣♦s♦♥s w = 2x✱ ♥♦✉s ♦❜t❡✲

♥♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❛❧❝✉❧❡r ✿

Γ

(

3

2

)

=
1

2
√

2

∫ ∞

0

w
1
2 e−

w
2 dw. ✭❆✳✶✸✮

❉✬♦ù ✿

〈
√

X 〉 =
σ

2
× 2

√
2 × Γ(

3

2
). ✭❆✳✶✹✮

❙❛❝❤❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Γ(1
2
) =

√
π ❡t Γ(n) = (n − 1) × Γ(n − 1)✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s

Γ(3
2
) =

√
π

2
✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✿

〈
√

X 〉 = σ

√

π

2
. ✭❆✳✶✺✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✉✐✈❛♥t✱ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ✭❆✳✷✶✮ ✿

〈
√

X 〉2
〈X〉 =

π
2
σ2

2σ2
=

π

4
. ✭❆✳✶✻✮

✕ ❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

X/〈
√

X 〉 q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t

♣❛r V ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t v ≥ 0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P[V ≤ v] = P

[

√
X

〈
√

X 〉
≤ v

]

= P
[

X ≤ v2 · 〈
√

X 〉2
]

= P

[

X

〈X〉 ≤ v2 · 〈
√

X 〉2
〈X〉

]

= Φ

(

v2 · 〈
√

X 〉2
〈X〉

)

,

✭❆✳✶✼✮

♦ù Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X/〈X〉✱ ✐✳❡✳ Φ ❡st ❧❛ ❈❉❋ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉

χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✭❆✳✼✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
√

X/〈
√

X 〉✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ V ✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞✬❛♣rès

✭❆✳✶✼✮ ✿

F (v) =

{

Φ
(

v2·〈
√

X 〉2
〈X〉

)

s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✳
✭❆✳✶✽✮

✷✶✸



❆♥♥❡①❡ ❆✳✵

❉✬♦ù ❧❛ P❉❋ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ V s✬é❝r✐t ✿

f(v) =
dF (v)

dv
=

{

d
dv

Φ
(

v2·〈
√

X 〉2
〈X〉

)

s✐ v ≥ 0✱

0 s✐ v < 0✱
✭❆✳✶✾✮

♦r ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts ✭❆✳✼✮ ❡t ✭❆✳✶✻✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ✿

Φ

(

v2 · 〈
√

X 〉2
〈X〉

)

= 1 − e−
π
4
v2

. ✭❆✳✷✵✮

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳
√

X r❛♣♣♦rté❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r

♠♦②❡♥♥❡ 〈
√

X 〉 ✿
f(z) = π

2
z e−

π
4
z2

❛✈❡❝ z = ER

〈ER〉 . ✭❆✳✷✶✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ z s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿







〈

ER/〈ER〉
〉

= 1

√

❱❛rER/〈ER〉 =
√

4
π
− 1

. ✭❆✳✷✷✮

❊♥ ✭❆✳✷✶✮✱ ♥♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✶✳✾✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡

❧✐❜❡rté✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ =
√

2/π✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❡♥

❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✿

F (z) = 1 − e−
π
4
z2

. ✭❆✳✷✸✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ET /〈ET 〉
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Φ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ X s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✻ ❞❡❣rés

❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❉✬❛♣rès ✭❆✳✸✮ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s Φ ❧❛ ❈❉❋ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t

X s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❧♦✐✱ ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ 〈X〉 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❝ès à ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ET /〈ET 〉✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

f(y) =
(

15
16

)6

π3y5e−( 15
16

)2πy2
❛✈❡❝ y = ET

〈ET 〉 . ✭❆✳✷✹✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✳✶✸✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ t②♣❡ χ à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

σ = 16
15

√
2π
✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿







〈

ET /〈ET 〉
〉

= 1

√

❱❛rET /〈ET 〉 = 16
15

√

3
π
− 225

256

. ✭❆✳✷✺✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt é❝❛rt t②♣❡ s✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✷✾✹✳ ❆ t✐tr❡

✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ ET /〈ET 〉 ✿

F (y) = 1 − e−
225
256

πy2

(

50625

131072
π2y4 +

225

256
πy2 + 1

)

. ✭❆✳✷✻✮

✷✶✹



❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ E2
T /〈E2

T 〉
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣✱ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧

❛✉ ❝❛rré✱ r❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é❝r✐t ❞❛♥s

❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ E2
T /〈E2

T 〉 s✬é❝r✐t ✿

f(z) = 27
2
z2e−3z ❛✈❡❝ z =

E2
T

〈E2
T 〉 . ✭❆✳✷✼✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2 à ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ σ = 1/
√

6✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✿







〈

E2
T /〈E2

T 〉
〉

= 1
√

❱❛rE2
T /〈E2

T 〉 = 1√
3

. ✭❆✳✷✽✮

❉✬♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ é❝❛rt t②♣❡ ✴ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✵✱✺✼✼✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❈❘❇▼ ✐❞é❛❧❡✱ ✐❧

♥♦✉s r❡st❡ à ✐♥❞✐q✉❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❉❋ ✿

F (z) = 1 − e−3z

(

9

2
z2 + 3z + 1

)

. ✭❆✳✷✾✮

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ❝❛rré ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣

t♦t❛❧ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ET ✱ ❝❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à

♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P/〈P 〉
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥é❡✱ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s❡ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t

❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ét❛❜❧✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ r❛♣♣♦rté❡s à ❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡

q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✳❛✳ E2
R ✭❆✳✺✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✈✳❛✳ P r❛♣♣♦rté❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ 〈P 〉 ✿

f(y) = e−y ❛✈❡❝ y = P
〈P 〉 . ✭❆✳✸✵✮

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✬é❝r✐✈❡♥t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿







〈

P/〈P 〉
〉

= 1
√

❱❛rP/〈P 〉 = 1
. ✭❆✳✸✶✮

■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ sûr ✭✶✳✷✶✮ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ χ2 à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σI

√
Rr =

1/
√

2✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✈✳❛✳ P/〈P 〉 ✿
F (y) = 1 − e−y. ✭❆✳✸✷✮

✷✶✺
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❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
√

P/〈
√

P 〉
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ♣❧✉s ❤❛✉t ✭❆✳✷✶✮ q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2

à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈✳❛✳
√

P/〈
√

P 〉 s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

f(z) = π
2
z e−

π
4
z2

❛✈❡❝ z =
√

P
〈
√

P 〉 . ✭❆✳✸✸✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿







〈√
P/〈

√
P 〉
〉

= 1
√

❱❛r√P/〈
√

P 〉 = 1
. ✭❆✳✸✹✮

◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ t②♣❡ χ à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭✶✳✷✺✮✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

σI

√
Rr =

√

2/π✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✿

F (z) = 1 − e−
π
4
z2

. ✭❆✳✸✺✮

✷✶✻



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✼✮

❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞♦♥♥é ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✼✮✱

q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛✜♥ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❆❘ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ❙♦✐t VN ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡

❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

VN = ✈❛r

[

Φ11

1 − Φ11

· yN − y0√
N

]

. ✭❇✳✶✮

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r VN ✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❝♦rr(yN , y0) ≥ −1 q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✱

VN =
1

N

(

Φ11

1 − Φ11

)2

✈❛r (yN − y0)

=
1

N

(

Φ11

1 − Φ11

)2
[

✈❛r(yN) + ✈❛r(y0) − 2 ❝♦✈❛r(yN , y0)
]

=
1

N

(

Φ11

1 − Φ11

)2
[

σ2
y + σ2

y − 2σ2
y ❝♦rr(yN , y0)

]

≤
4σ2

y

N

(

Φ11

1 − Φ11

)2

. ✭❇✳✷✮

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✏❝♦rr✑ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡ q✉❡

|Φ11| < 1✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ yt ✭✻✳✸✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r

❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ σ2
y ❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✈❛r(yN) = ✈❛r(y0) = σ2

y ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡

❚❝❤❡❜②❝❤❡✈ ❬✶✷✺❪ s✬é❝r✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ W ❡t ✉♥ ré❡❧ δ > 0 q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿

P
(

|W − E(W )| > δ
)

≤ ✈❛r(W )

δ2
. ✭❇✳✸✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à Φ11(yN − y0)/[(1 − Φ11)
√

N ] ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

P

(∣

∣

∣

∣

Φ11

1 − Φ11

· yN − y0√
N

∣

∣

∣

∣

> δ

)

≤
4σ2

y

Nδ2

(

Φ11

1 − Φ11

)2

✭❇✳✹✮
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❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ δ > 0 q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱

lim
N→∞

P

(∣

∣

∣

∣

Φ11

1 − Φ11

· yN − y0√
N

∣

∣

∣

∣

> δ

)

= 0. ✭❇✳✺✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♣❧✐♠

(

Φ11

1 − Φ11

· yN − y0√
N

)

= 0. ✭❇✳✻✮

✷✶✽



❆♥♥❡①❡ ❈

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
s❡❝t✐♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r

❈✳✶ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✷ ♠♦✐t✐és

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′ s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❛✉

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥ ❞❡✉① ♠♦✐t✐és ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

35%

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

éc
ar

t t
yp

e 
/ m

o
ye

n
n

e

Rapport exp
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Rapport th (N'=40)

Rapport th (N'=52)

❋✐❣✳ ❈✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 200 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ 1èr❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳



❆♥♥❡①❡ ❈✳✷

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

35%

0 50 100 150 200
N

é
ca

rt
 t

yp
e

 /
 m

oy
e

nn
e

Rapport exp

Rapport th (N'=75)

Rapport th (N'=30)

Rapport th (N'=40)

Rapport th (N'=48)

❋✐❣✳ ❈✳✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 200 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ 2è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳

❈✳✷ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′ s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r✱ ❡♥

s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥ q✉❛tr❡ q✉❛rts ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳
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❋✐❣✳ ❈✳✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 100 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ 1❡r q✉❛rt ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳

✷✷✵
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❋✐❣✳ ❈✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
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❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

[690▼❍③ ; 710▼❍③]

❉✳✶ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✷ ♠♦✐t✐és

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′′ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

[690▼❍③− 710▼❍③]✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ❞❡✉① ♠♦✐t✐és ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳

0%

5%

10%

15%

20%

25%

30%

35%

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N

éc
ar

t t
yp

e 
/ m

o
ye

n
n

e

Rapport exp

Rapport th (N'=75)

Rapport th (N'=30)

Rapport th (N'=40)

Rapport th (N'=54)

❋✐❣✳ ❉✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 200 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ 1èr❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 200 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ 2è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′′ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡

[690▼❍③− 710▼❍③]✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ q✉❛rts ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳
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❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 100 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 1❡r q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❋✐❣✳ ❉✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 100 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 2è♠❡ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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10%

15%

20%

25%

30%

35%

40%

45%

0 20 40 60 80 100
N

éc
ar

t t
yp

e 
/ m

o
ye

n
n

e

Rapport exp

Rapport th (N'=33)

Rapport th (N'=15)

Rapport th (N'=20)

Rapport th (N'=36)
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❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 100 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 4è♠❡ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳

❉✳✸ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✽ ❤✉✐t✐è♠❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′′ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [690▼❍③ −
710▼❍③]✱ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ❤✉✐t ❤✉✐t✐è♠❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳
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20%

25%

30%

35%

40%

45%

50%

0 10 20 30 40 50

N

éc
ar

t t
yp

e 
/ m

oy
en

ne

Rapport exp
Rapport th (N'=17)
Rapport th (N'=7)
Rapport th (N'=10)
Rapport th (N'=15.4)

❋✐❣✳ ❉✳✽✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 2è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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s❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 4è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 5è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❋✐❣✳ ❉✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛s✲
s❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 6è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❋✐❣✳ ❉✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛s✲
s❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 7è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❋✐❣✳ ❉✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛s✲
s❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′′ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ 8è♠❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳
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❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ N ′ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
s❡❝t✐♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r

❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛❧❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts N ′ s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ ✼✵✵ ▼❍③✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜é ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜r❛ss❡✉r

q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥st✐t✉é q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛❧❡ ✭❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡✱ ❝❢✳ ♣❤♦t♦ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳

❊✳✶ ❙✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t

❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ❊✳✶✱ ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✸✸ é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t à ✼✵✵ ▼❍③✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✽✵ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✹✮ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✉ ❜r❛ss❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✻ ♣❛❧❡s✳
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❋✐❣✳ ❊✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 200 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ✉♥ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳
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❊✳✷ ✿ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts

❊✳✷ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✹ q✉❛rts

❙✐ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r✱

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡✈✐❡♥t ✿ 11, 4+11, 8+11, 6+11, 9 ≈ 47✳

❈❡❧❛ ❡st ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r à ✸✸✱ ❡t ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r

❧❛ s❡❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜r❛ss❡✉r ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ t♦✲

t❛❧❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✽✮✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❝❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
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❋✐❣✳ ❊✳✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ 1❡r q✉❛rt ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳
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❋✐❣✳ ❊✳✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ 2è♠❡ q✉❛rt ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳
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❋✐❣✳ ❊✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ 3è♠❡ q✉❛rt ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳
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❋✐❣✳ ❊✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s r❛t✐♦s σµx/µx t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r❛ss❛❣❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❜r❛ss❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r♠✐ N = 50 ♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ 4è♠❡ q✉❛rt ❞✉ t♦✉r ❝♦♠♣❧❡t✳
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❬✶❪ ❋✳ ▼❛ss♦♥✱ ✏❊①♣❧♦s✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❧♦ ❞❡ ❝éré❛❧❡s à ❜❧❛②❡ ✭✸✸✮✱✑ ■◆❊❘■❙ ✲ ▼✐♥✐stèr❡ ❞❡

❧✬❆♠é♥❛❣❡♠❡♥t ❞✉ ❚❡rr✐t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧✬❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱✑ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ ■❊❈ ✻✶✵✵✵✲✹✲✷✶✿ ✏❘❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r t❡st ♠❡t❤♦❞s✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤✲
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t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt s✐③❡ ❛✐r❝r❛❢t✱✑ ◆❛✈❛❧

❙✉r❢❛❝❡ ❲❛r❢❛r❡ ❈❡♥t❡r ❉❛❤❧❣r❡♥ ❉✐✈✐s✐♦♥ ✭◆❙❲❈❉❉✮✱✑ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳✱ ✶✾✾✹✳

❬✷✹❪ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱ ❏✳ ▲✳ ❇❡❛♥✱ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✏❘❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢

♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ ❝❤❛♠❜❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱

❈❤✐❝❛❣♦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✹✱ ♣♣✳ ✹✽✺✕✹✾✵✳

❬✷✺❪ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇✳ ❙❝♦❝✉♠✱ ✏❘❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛

❧❛r❣❡ ✇❡❧❞❡❞ st❡❡❧ s❤✐❡❧❞❡❞ ❡♥❝❧♦s✉r❡✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱

❆✉st✐♥✱ ❚❡①❛s✱ ✶✾✾✼✱ ♣♣✳ ✸✽✕✹✸✳

❬✷✻❪ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r✱ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱ ❉✳▼❛r❦ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇✳ ❙❧♦❝✉♠✱ ✏❈♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛✈✐t✐❡s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ❙❛♥t❛ ❈❧❛r❛✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❆✉❣✳ ✶✾✾✻✱ ♣♣✳ ✷✺✵✕

✷✺✸✳
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❬✷✼❪ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r✱ ❚✳ ❍✳ ▲❡❤♠❛♥✱ ❏✳ ▼✳ ▲❛❞❜✉r②✱ ●✳ ❍✳ ❑♦❡♣❦❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱

✏❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❊❯❚ ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧

t❤❡♦r②✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ❉❡♥✈❡r✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✳ ✶✾✾✽✱

♣♣✳ ✸✹✕✸✽✳

❬✷✽❪ ❏✳ ▼✳ ▲❛❞❜✉r② ❛♥❞ ❑✳ ❘✳ ●♦❧❞s♠✐t❤✱ ✏❘❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡s✱ ♦r✱ ❤♦✇ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ②♦✉r ❝❤❛♠❜❡r ❛✐♥✬t ❜r♦❦❡ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✜① ✐t

✐❢ ✐t ✐s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✳

✷✵✵✵✱ ♣♣✳ ✶✼✕✷✷✳

❬✷✾❪ ▲✳ ❏❛♥ss♦♥ ❛♥❞ ▼✳ ❇ä❝❦strö♠✱ ✏❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❡st✐♥❣ ✐♥

♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ ❛♥❞ ❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱

✈♦❧✳ ✶✱ ❙❡❛tt❧❡✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❆✉❣✳ ✶✾✾✾✱ ♣♣✳ ✶✼✕✷✷✳

❬✸✵❪ ❖✳ ▲✉♥❞é♥ ❛♥❞ ▼✳ ❇ä❝❦strö♠✱ ✏❙t✐rr❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❋❖❆ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❝❤✐✲sq✉❛r❡❞ t❡sts✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✵✱ ♣♣✳ ✶✶✕✶✻✳

❬✸✶❪ ▲✳ ❘✳ ❆r♥❛✉t ❛♥❞ P✳ ❉✳ ❲❡st✱ ✏❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥t✉♥❡❞ st❛❞✐✉♠ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥

❝❤❛♠❜❡r ✉s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st✐rr✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱✑ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❊❧❡❝tr♦✲

♠❛❣♥❡t✐❝ ▼❡tr♦❧♦❣②✱ ◆❛t✳ P❤②s✳ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱✑ ◆P▲ ❘❡♣♦rt ❈❊▼

✶✶✱ ❆✉❣✳ ✶✾✾✽✳

❬✸✷❪ ✖✖✱ ✏❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦❜❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ◆P▲ ✉♥t✉♥❡❞ st❛❞✐✉♠ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥

❝❤❛♠❜❡r✱✑ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▼❡tr♦❧♦❣②✱ ◆❛t✳ P❤②s✳ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ❯♥✐t❡❞

❑✐♥❣❞♦♠✱✑ ❚❡❝❤✳ ❘❡♣✳✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✸❪ ✖✖✱ ✏❊✛❡❝t ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♣❡rt✉r❡✱ ❊❯❚ ❛♥❞ st✐rr❡r st❡♣ s✐③❡ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥

♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱

✈♦❧✳ ✶✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✵✱ ♣♣✳ ✷✾✕✸✹✳

❬✸✹❪ ▲✳ ❘✳ ❆r♥❛✉t✱ ✏❊✛❡❝t ♦❢ ❧♦❝❛❧ st✐r ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣

✐♥ ♠♦❞❡✲t✉♥❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❊❧❡❝tr♦✲

♠❛❣♥✳ ❈♦♠♣❛t✳✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✸✵✺✕✸✷✺✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✶✳

❬✸✺❪ ❚✳ ❍✳ ▲❡❤♠❛♥✱ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r✱ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱ ❏✳ ▼✳ ▲❛❞❜✉r②✱ ❛♥❞ ●✳ ❍✳ ❑♦❡♣❦❡✱

✏❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❊❯❚ ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✐♥❣✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ❉❡♥✈❡r✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✳

✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✷✽✕✸✸✳

❬✸✻❪ ❯✳ ❈❛r❧❜❡r❣✱ P✳✲❙✳ ❑✐❧❞❛❧✱ ❆✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣✱ ❖✳ ❙♦t♦✉❞❡❤✱ ❛♥❞ ❈✳ ❖r❧❡♥✐✉s✱ ✏❈❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦ss② ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❜② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❙♦❝✐❡t② ■♥t❡r♥❛t✐♦✲

♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ❈♦❧✉♠❜✉s✱ ❖❍✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✸✱ ♣♣✳ ✼✶✾✕✼✷✷✳

❬✸✼❪ ❑✳ ❍❛r✐♠❛✱ ✏❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❊✲✜❡❧❞ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱✑ ✐♥ ❊▼❈ ❊✉r♦♣❡✱ ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱

❙❡♣t✳ ✷✵✵✹✱ ♣♣✳ ✼✺✵✕✼✺✺✳
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❬✸✽❪ ❉✳ ❆♣♣✐❝❝✐✉t♦❧✐✱ ●✳ ❇✉♦♥❝♦♠♣❛❣♥✐✱ ❛♥❞ ❱✳ ▼❛r✐❛♥✐ Pr✐♠✐❛♥✐✱ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✲

✈✐t② ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱✑ ✐♥ ❊▼❈ ❊✉r♦♣❡✱

❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✵✹✱ ♣♣✳ ✼✶✼✕✼✷✷✳
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❞❡s✐❣♥s ✐♥ ❛ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥✳ ❈♦♠♣❛t✳✱ ✈♦❧✳ ✹✼✱

♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✽✷✹✕✽✸✷✱ ◆♦✈✳ ✷✵✵✺✳

❬✼✸❪ ◆✳ ❲❡❧❧❛♥❞❡r✱ ❖✳ ▲✉♥❞é♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇ä❝❦strö♠✱ ✏❉❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t st✐r✲

r✐♥❣ ♦❢ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊▼❈✱ ✈♦❧✳ ✷✱

P♦rt❧❛♥❞✱ ❖r❡❣♦♥✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✻✱ ♣♣✳ ✷✻✸✕✷✻✽✳

✷✹✻
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❬✼✹❪ P✳ ❍❛❧❧❜❥ör♥❡r✱ ✏❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥

❝❤❛♠❜❡rs✱✑ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❛♥❞ ❖♣t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✷✺✕✷✽✱

❆♣r✳ ✷✵✵✷✳

❬✼✺❪ ✖✖✱ ✏❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥✳ ❈♦♠♣❛t✳✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱

♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✸✺✹✕✸✺✽✱ ▼❛② ✷✵✵✻✳

❬✼✻❪ ❲✳ ❍❛❧❧✱ ✏❍❡❛t✐♥❣ ❛♣♣❛r❛t✉s✱✑ ❯✳❙✳ P❛t❡♥t ✷ ✻✶✽ ✼✸✺✱ ✶✾✹✼✳

❬✼✼❪ ❈✳ ❚❛✐✱ ✏❖♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆♥t❡♥♥❛s

Pr♦♣❛❣❛t✳✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♣♣✳ ✷✷✹✕✷✷✺✱ ▼❛r✳ ✶✾✻✶✳

❬✼✽❪ ❋✳ P❡t✐t✱ ✏▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡

♠♦❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱✑ ❚❤ès❡

❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡ ▲❛ ❱❛❧❧é❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✷✳

❬✼✾❪ ❋✳ ❏✳ ▼❛ss❡②✱ ✏❚❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ❢♦r ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♣♣✳ ✻✽✕✼✽✱ ✶✾✺✶✳

❬✽✵❪ ❏✳ ▼✳ ▲❛❞❜✉r②✱ ●✳ ❍✳ ❑♦❡♣❦❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❈❛♠❡❧❧✱ ✏❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❆❙❆ ▲❛♥❣❧❡②

❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ♠♦❞❡✲st✐rr❡❞ ❝❤❛♠❜❡r ❢❛❝✐❧✐t②✱✑ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠✲

♠❡r❝❡✱✑ ◆■❙❚ ❚❡❝❤✳ ◆♦t❡ ✶✺✵✽✱ ❏❛♥✳ ✶✾✾✾✳

❬✽✶❪ ●✳ ❏✳ ❋r❡②❡r ❛♥❞ ▼✳ ❖✳ ❍❛t✜❡❧❞✱ ✏❘❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱✑

❯❙ ◆❛✈❛❧ ❙✉r❢❛❝❡ ❲❛r❢❛r❡ ❈❡♥t❡r✱ ❉❛❤❧❣r❡♥ ❉✐✈✐s✐♦♥✱ ❉❛❤❧❣r❡♥✱ ❱❆✱ ❯❙❆✱ ❙❤♦rt

❝♦✉rs❡ ❤♦st❡❞ ❜② ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ▲✐❧❧❡✱ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❚❊✲

▲■❈❊ ❡t P♦❧②t❡❝❤✬▲✐❧❧❡✱ ❖❝t✳ ✷✵✵✷✳

❬✽✷❪ ❙✳ ●✐r❛r❞✱ ❋✳ ❉✐♦✉❢✱ ❛♥❞ ❋✳ P❛❧❛❞✐❛♥✱ ✏❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❝❤❛♠♣✲♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❝❤❛♠❜r❡

ré✈❡r❜ér❛♥t❡ à ❜r❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❝r❜♠✮✱✑ ✐♥ ❈❊▼ ✵✻✱ ❙❛✐♥t✲▼❛❧♦✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❆♣r✳

✷✵✵✻✳

❬✽✸❪ ❏✳ ❍✳ P♦❧❧❛r❞✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✼✼✳

❬✽✹❪ ❆✳ P❛♣♦✉❧✐s✱ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱

❯❙❆✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❇♦♦❦ ❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✻✺✳

❬✽✺❪ ❇✳ ●r❛✐s✱ ▼ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✿ ❉✉♥♦❞✱ ✷✵✵✸✳

❬✽✻❪ ▼✳ ❋✐s③✱ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✿ ❏♦❤♥

❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s ■♥❝✳✱ ✶✾✻✸✳

❬✽✼❪ ▼✳ ❘✳ ❙♣✐❡❣❡❧ ❛♥❞ ▲✳ ❏✳ ❙t❡♣❤❡♥s✱ ❙t❛t✐st✐q✉❡s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✿ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱

✷✵✵✵✳

❬✽✽❪ ❆✳ ❍✳ ❇♦✇❦❡r ❛♥❞ ●✳ ❏✳ ▲✐❡❜❡r♠❛♥✱ ▼ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✳ P❛r✐s✱

❋r❛♥❝❡✿ ❉✉♥♦❞✱ ✶✾✻✺✳

❬✽✾❪ ❍✳ ❲✳ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs✱ ✏❖♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♣♣✳

✸✽✼✕✸✽✾✱ ▼❛r✳ ✶✾✻✾✳

✷✹✼
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❬✾✵❪ ●✳ ❙❛♣♦rt❛✱ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s✳ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✿ ❚❡❝❤♥✐♣✱

✷✵✵✻✳

❬✾✶❪ ▼✳ ❆✳ ❙t❡♣❤❡♥s✱ ✏❊❉❋ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✻✾✱ ♥♦✳ ✸✹✼✱ ♣♣✳ ✼✸✵✕✼✸✼✱ ❙❡♣t✳ ✶✾✼✹✳

❬✾✷❪ P✳ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛♥❞ ▲✳ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡❝♦❧♦❣②✳ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✿

❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❇❱✱ ✶✾✾✽✳

❬✾✸❪ ❍✳ ❲✳ ▲✐❧❧✐❡❢♦rs✱ ✏❖♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐t② ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞

✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✻✷✱ ♣♣✳

✸✾✾✕✹✵✷✱ ❏✉♥❡ ✶✾✻✼✳

❬✾✹❪ ❏✳ ❉✉r❜✐♥✱ ✏❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡sts ✇❤❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s t♦ t❡sts ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✐t② ❛♥❞ t❡sts ♦♥ s♣❛❝✐♥❣s✱✑ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✈♦❧✳ ✻✷✱ ♥♦✳ ✶✱

♣♣✳ ✺✕✷✷✱ ✶✾✼✺✳

❬✾✺❪ ❇✳ ❍✳ ▼❛r❣♦❧✐♥ ❛♥❞ ❲✳ ▼❛✉r❡r✱ ✏❚❡sts ♦❢ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t②♣❡ ❢♦r ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱✑ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✈♦❧✳ ✻✸✱ ♥♦✳ ✶✱

♣♣✳ ✶✹✾✕✶✻✵✱ ✶✾✼✻✳

❬✾✻❪ ❏✳ ❲✳ ❊✈❛♥s✱ ❘✳ ❆✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲✳ ●r❡❡♥✱ ✏❚✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲ ♣❛r❛♠❡t❡r ❲❡✐❜✉❧❧
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