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INTRODUCTION

L'une des étapes essenticlles dans les méthodes de Monte - Carlo est I’échantillonnage
aléatoire de points appartenant 3 un ensemble I donné. Pour fixer les idées on prend
pour I I"intervalle [0, 1]. Alors une procédure d’échantillonnage sans biais produirait

¢

une suite de * nombres aléatoires ” de loi unifonme sur I. Mais aussi longtemps qu’on
n'aura pas défini de fagon concréte I'expression “sans biais” et qu’aucune méthode de
régulation de 1'équiprobabilité des nombres n’est adopiée, le concept de
“suite de nombres aléatoires " restera tout simplement une idéalisation. On voit le
paradoxe, c’est-a-dire, essayer de caractériser le hasard A 1'aide d’un ensemble de régles
connues a I'avance.

Par ce début d’introduction quelque peu philosophique, nous avons voulu illustrer la
difficulté qu’on a lorsqu’on cherche 2 définir concrétement ce que s’est une suite de
nombres aléatoires(N. A). Ceci étant précisé intéressons nous maintenant 2 Ihistorique sur
la génération d’une telle suite, historique permettant d’avoir une idée sur les différentes
méthodes de réalisation d’une suite de N. A.

Les premiers générateurs de nombres aléatoires €étaient basés sur des phénomenes
physiques (bruits blancs, émissions radio-actives de particules etc.) dont les propriétés
stochastiques avaient €été démontrées. Cependant une telle méthode présentait deux
inconvénients majeurs :

- Elle nécessitait la connection au calculateur d’une unité spéciale produisant le
phénomene utilisé pour la génération des nombres, unité dont la maintenance était, dans
la pratique, presque impossible 2 assurer car la seule maniere de détecter un mauvais
fonctionnement était de tester en permanence les nombres générés.

- Les séquences de nombres engendrés n’étaient pas reproductibles et il était donc
difficile de tester ou de mettre au point une simulation.

L’étape suivante fut I'utilisation des tables de nombres au hasard
(construites d’ailleurs & partir de phénomenes physiques et de machines spéciales) qui

permettaient toute la reproductibilité désirée. Mais ces tables étaient peu utilisables dans



les syst¢mes informatiques & cause de I’encombrement mémoire et de la lenteur d’acces
qu’elles entrainent. Aussi chercha -t-on assez 16t a trouver des algorithmes permettant de
générer des nombres mimant le hasard.

Il peut sembler paradoxal de vouloir générer des suites de nombres aléatoires au
moyen d’'un algorithme s’exécutant sur un ordinateur, puisque chaque nombre va
dépendre d'une maniére déterministe (par I'intermédiaire de 1’algorithme) du ou des
nombres qui le précédent. Aussi devons nous nous entendre dés maintenant sur le
hasard que nous souhaitons avoir lors de la génération des nombres par le procédé
algorithmique : une suite de nombre sera jugée satisfaisante, si I'application d’un certain
nombre de tests statistiques assez fiables sur elle ne met pas en défaut les propriétés du
caractére aléatoire essentielles pour la simulation que nous désirons réaliser. Nous dirons
alors que nous avons une suite de nombres psewdo-aléatoires (en abrégé N.P. A.) et par
abus de langage nous utiliserons souvent la terminologie * nombres aléatoires ”.

Depuis la premitre génération d’ordinateurs, de nombreux algorithmes ont éié
proposés pour générer des suites de nombres aléatoires uniformément distribués. Les tout

”"

premiers algorithmes tels que prendre le carré du “milieu d’un  nombre
(Von Neumann 1948) avaient non seulement le désavantage de ne pas donner de trés
bons résultats du point de vue de la qualité statistique des nombres générés, mais aussi
celui de ne permettre une étude théorique assez approfondie. En 1951, Lehmer proposa

une méthode congruentielle qui est encore bien utilisée maintenant bien qu’elle soit

concurrencée par une autre méthode basée sur les régistres & décalage.

Dans le premier chapitre nous présentons les congruences linéaires simples et les
tests de qualité des nombres pseudo-aléatoires congruentiels. L’accent est mis sur le test
des treillis (ou réseaux), le test spectral et le test sériel. Les deux premiers tests faisant
intervenir une phase de réduction de base de réseau, nous nous sommes intéressés aux
algorithmes de réduction de U. Dieter, D.E. Knuth et de A. K. Lenstra, HW. Lenstra et
L . Lovasz (LLL). Nous profitons alors de la mise en oeuvre de ces tests pour

comparer les temps d'exécution de ces trois méthodes de réduction. L’étude du test



sériel est faite sur la base de I’estimation de la discrépance des vecteurs de N.P.A.
congruentiels. Partant de cette estimation on introduit une quantité appelée figure de
mérite. Celle-ci nous permet de rechercher, pour deux entiers m et b fixés, des
multiplicateurs a tels que deux termes successifs de la suite (u) = {xy/m}, avec

Xiy] = ax;+ b modm, V i20

et xo fixé, soient statistiquement indépendants.

Nous débutons le second chapitre par I'étude des longueurs de cycle et du transitoire
des suites engendrées par une congruence linéaire multidimensionnelle. Ensuite nous
décrivons quelques méthodes de transformation de ces suites en suites de N.P.A. de loi
uniforme sur [0, 1]. Nous terminons le chapitre par une discussion sur le choix des
paramétres d’une congruence linéaire multidimensionnelle a partir de I'estimation de la

discrépance des vecteurs de N.P.A..

Dans le troisieme chapitre nous étudions la période d’un générateur vectoriel basé sur le
modele de D.E. Daykin (1963) et une congruence linéaire multidimensionnelle de période
maximale, puis nous faisons un apergu sur les principaux générateurs non linéaires de

N.P.A qu’on rencontre dans la littérature.

Le dernier chapitre, réservé a la cryptographie, traite du probléeme du décryptage de

I’ordre et du modulo d’une congruence linéaire simple ou multidimensionnelle.
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CONVENTION

Une lettre soulignée (par exemple a) désignera toujours un vecteur et le transposé de a
sera noté la.

Le produit scalaire de a et de b est représenté par a.b. Pour un entier m,
m> 1, &£y, est 'anneau des entiers modulo m et pour un entier naturel k strictement
supérieur 3 1 et un nombre premier p, on désigne par Z:‘n, le produit cartésien
Zmx...x &y (le produit étant effectué k fois), par an‘ I’ensemble Z,‘; privé
du k- uplet nul, par Fp un corps fini 2 p éléments (Zp en est un exemple) et par Fp:

une extension de Fp ayant pk éléments.
D’autre part si A est un anneau, alors A[x] est I’ensemble des polyndémes sur
A 2 une indéterminée x et pour deux éléments F(x) et G(x) de A[x], RES (F(x), G(x))

est la résultante de F(x) et de G(x). Enfin GL(k, IF,,) est le groupe des matrices carrées

inversibles d'ordre k a coefficients dans Fp et det (C) est le déterminant d’une matrice

C A coefficients dans un sous -ensemble de R.



CHAPITRE 1
CONGRUENCES LINEAIRES SIMPLES ET NOMBRES PSEUDO-
ALEATOIRES






I. CONGRUENCES LINEAIRES SIMPLES

L1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soient m un entier strictement supérieur 3 1, £, I'anneau des entiers modulo
m et a et b deux entiers vérifiant 0 <a<m et 0 Sb<m. Alors I'application T de

Zn dans Zy, définie par

T(x)= ax +b mod m

permet d’engendrer une suite (x) = {x,) dont les termes, appelés les itérés de x, par T,

sont donnés par

Xn+1 = T(Xp ), Vn 20
Xo€ L fixé.

(D

Pour un choix convenable des entiers a, b et m la suite normalisée (u) = {up),
Up = Xp/m pour tout entier naturel n, est considérée comme une suite de nombres

pseudo- aléatoires (en abrégé N.P.A.) de loi uniforme sur [0, 1].

La congruence linéaire T est appelée générateur congruentiel de N.P.A. et on la
notera (a, b, m). Si b est nul, alors I'application T est dite homogéne ou multiplicative,

sinon elle est dite mixte . La suite (x) ={x,) ainsi engendrée sera notée (a, b, m, x).

Puisque I'anneau &, est un ensemble fini, les itérés de Xo par T ne prennent qu’un

nombre fini de valeurs et il existe deux entiers t et T tels que

* si x) #Xq, alors



1) t20, ©=>0
2) Xg, X1, ... » Xi41-1  sont deux A deux distincts

3) X=X

* et si x]=Xq, alors t=0 et T=1.

Dans le cas t>0, la séquence (xo, X1, ..., X;-1) €st appelée partie transitoire ou tout
simplement transitoire de la suite (x) ={x,).
La séquence (x{, Xi41, ..., Xi+1-1) e€st appelée cycle limite ou cycle de (x).L’entier t est

la longueur du transitoire et t est la longueur du cycle ou période de (x).

Remarquons que, si a est premier avec m, alors le transitoire de la suite
(a, b, m, x,) est vide et pour tout point fixe xo, de T le cycle de cette suite est de
longueur 1. Ainsi on cherchera, en pratique, 3 construire des suites sans transitoire et
de cycle le plus long possible en espérant que lors de I'utilisation de la suite (u) = {up),
le nombre de tirages de N.P.A. effectués sera au plus égal a la période de (x) ={x,). Il
est clair que, lorsqu'on parcourt deux ou plusieurs fois un cycle, les nombres tirés ne
sont plus indépendants. Il est donc nécessaire de faire 1'étude des transitoires et des

cycles des suites engendrées par T.

1.2. ETUDE DES TRANSITOIRES ET DES CYCLES DES SUITES
ENGENDREES PAR UNE CONGRUENCE LINEAIRE SIMPLE

Dans la littérature concernant les congruences linéaires simples, différents auteurs, comme
E.A. Galperin (1978), B.ansson (1966), D.E. Knuth (1981), G. Marsaglia(1972) et
B. Van Cutsem (1980, 1985a et 1985b), se sont intéressés 2 I’étude des transitoires et

des cycles des suites des générateurs du type (a, b, m). Ainsi nous nous limiterons ici a



I’énoncé de quelques résultats relatifs a la période et a lastructure de cycle des suites de

certains cas particuliers importants de ces générateurs.

I.2.1. THEOREME

Soient (x) ={x,)} une suite définie par (1) et T sa période. On considere alors

les cas suivants :

i) b=0.
La valeur maximale de T est m et elle est atteinte si et seulement si on a les trois
conditions ci-apres :
1. PGCD (a,m) =1 et PGCD (b, m) = 1.
2. Si un nombre premier p divise m alors il divise a- 1.

3. Si 4 divise m alors 4 divise a- 1.

i) b=0.
La valeur maximale de T est m-1 et T =m-1 si et seulement si
1. m est un nombre premier et x, est non nul.

2. a est une racine primitive modulo m.

iii) b=0 et m= 2¢ pour un entier €>2. °
La valeur maximale de 1 est 2¢2 et elle est atteinte pour a=3,5 mod 8 et Xo
impair . Supposons donc que la suite (a, b, m, xo) soit de période 2¢-2 et considérons sa

structure de cycle :

1.Si a=3 mod 8 et xo =1,3 mod 8, alors le cycle de la suite (x) = {xq)

est une permutation des nombres 8k +1 et 8k +3 (k=0,1,..,2¢3-1).
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2.Sia=3mod8 et x, = 5,7 mod 8, alors le cycle de (a, b, m, xo) est une

permutation des entiers 8k + S et 8k+ 7 (k= 0,1,..,2¢3-1).

3. Pour a =5 mod8 et x, =1 mod4, la séquence (xq, X1, ... , Xg-1) €st une

permutation des nombres 4k +1 (k= 0,1, ..,2¢2.1).

4. Enfin si a =5 mod8 et x, = 3 mod 4, alors la séquence (xo, X1, ... , X-1)

est une permutation des entiers 4k +3 (k =0, 1, ..., 2¢2-1).

Au vu du théoréme précédent on peut, pour un choix convenable des paramétres a, b et
m, obtenir un générateur T engendrant une suite (a, b, m, xo) de cycle suffisamment
long. Cependant , avant d’utiliser les nombres pseudo-aléatoires provenant d’une telle
suite, il est important de les soumettre A des tests de qualité pour s’assurer de leur

adéquation ou de leur inadéquation 2 la simulation qu'on désire réaliser.

I. TESTS DE QUALITE DES NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES CONGRUENTIELS

Les propriétés statistiques les plus importantes pour une suite de nombres pseudo-
aléatoires congruentiels sont I'équidistribution et I'indépendance statistique des termes
successifs. On rencontre dans la littérature une liste impressionnante de tests statistiques
permettant de s’assurer de ces propriétés (cf. U. Dieter (1971 et 1972), B. Jansson
(1966), D.E. Knuth (1981), J. Leroudier (1980), G. Marsaglia(1972) et B. Van Cutsem
(1985b)).

Nous nous intéressons ici atrois des tests les plus fiables : le test des treillis, le test
spectral et le test sériel. Les deux premiers tests étudient respectivement

I’équidistribution et la structure d’hyperplan (ou la “régularité cristalline ") des vecteurs
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de N.P.A. dans un espace de dimension s strictement supérieur A 1, tandis que le
troisitme est un test d’indépendance.

Dans le premier paragraphe consacré au test des treillis (ou réseaux) et au test
spectral, nous présentons d’abord la structure des grilles engendrées par les vecteurs de
N.P.A., puis certaines méthodes de réduction d’une base d’un treillis et de calcul d’un
vecteur de norme minimum dans un réseau. Nous précisons ensuite comment on peut
utiliser d’une part, une base réduite de chacune de ces grilles pour réaliser le test des
treillis et d’autre part,la norme de ce vecteur pour faire le test spectral. Nous
terminons le paragraphe par la mise en oeuvre de ces différentes méthodes de réduction
d’une base d’un réseau et de calcul d'un vecteur de norme minimum dans un treillis.
Aussi profitons nous de cette mise en oeuvre pour comparer d'une part les temps
d’exécution des différents algorithmes de réduction d’une base d'un treillis et d’autre
part les quotients de Beyer des bases réduites : le quotient de Beyer d’une base est le
rapport des normes euclidiennes du vecteur le plus long et du vecteur le plus court de
cette base. Quant & la mise en oeuvre du calcul d'un vecteur de norme minimum dans
un treillis, nous 1I'appliquons au test spectral d'un générateur congruentiel d’une table de
“Nombres au Hasard™.

Le second paragraphe commence par une comparaison entre le test spectral et le test
sériel. Partant ensuite de I'estimation de la discrépance d’'une suite de vecteurs de
N.P.A,, on introduit une quantité appelée figure de mérite. Celle-ci nous permet de
rechercher, pour m et b fixés, des multiplicateurs a tels que deux termes successifs de
la suite engendrée par (a, b, m) soient statistiquement indépendants : ces multiplicateurs
sont dits optimaux. Enfin nous mettons en oeuvre une méthode de recherche des
multiplicateurs optimaux a pour certaines valeurs de m choisies entre les nombres

premiers.



II.1. TEST DES TREILLIS

A. ETUDE DE LA
PAR LES VECTEURS
CONGRUENTIELS

A.l. Introduction sur

a) Rappels sur la
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et TEST SPECTRAL

STRUCTURE DES GRILLES ENGENDREES
DE NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES

la géométrie des grilles et des treillis

notion de norme d’'un espace euclidien sur R

Soit B un sous-ensemble d’un espace euclidien E" de dimension n sur R.

On suppose que B est convexe, compact, symétrique et de mesure strictement positive.

Alors la norme ||x|| d’un vecteur x de E" est définie par

||Zs||=min{lefR, © X € }.B’

ou, pour tout réel r, I'ensemble rB est donné par

I.1.1. Exemples

B =(rb:beB).

On pose E"=R" et x=(xy, ..., xp).

1. Norme Lp

lxllp=xiP + - + |x ), p>0 et pe N.

Si p=2 alors on a la norme euclidienne. Le sous-ensemble B utilisé est Bp avec
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Bp= {(x1, . k)€ R™ 2 [x)IP + oo+ [xoPP < 1),
2. Norme du maximum
x|l =max{|xj| : i=1,2,---,n)
Le sous-ensemble B utilisé est
B, = {(xl,m,xn) e R" :|xj| <1, Vi, 1sis n}.
b) concept de grille dans un espace euclidien

Soit g5 (resp(gi, 1 <1 € n)) un vecteur (resp.une base) de E". Alors I’ensemble

Gn = {Z=§o + 2 yiei ¢ Y1 YR € Z“}

i=1
est appelé grille de vecteur de translation ¢, et de base (g, 1< i < n).

IL.L1.2. LEMME (cf. W.A. Beyer (1972))

Soit A C E™ un ensemble de points dont les coordonnées sont des entiers. On

suppose que A contient (n + 1) vecteurs (g;, 0 <i < n) tels que le systeme (g; -€,, 1 <i<n)

soit linéairement indépendant. Si, pour tout n-uplet d’entiers (kj, ... , k) €t pour tout (n
n

+ 1)-uplet de points (2o, al,....an) de A, on a(a, + ) ki@i-a)) € A, alors A est

i=1

une grille.



-14 -

c) Notion de treillis et de treillis dual

Une grille de vecteur de translation nul est appelée treillis ou réseau.

Soit Ty le treillis

n
T, = ;:2 ziei @ (z),..,2y) € Z"}
i=1

ou, rappelons - le, (gi, 1 i <n) constitue une base de Ty

On considere ensuite la famille de vecteurs (¢;*, 1 < i < n) définis par

v g |l sii=k
ST o= siink

Alors I’espace E" engendré par les (ex’. 1<k < n) est dit espace dual de E" et

I’ensemble T, donné par

n
T, = z=z zigi" : (z1,...,2) € Z"}
i=1

est appelé treillis dual de Tp. De plus la famille de vecteurs (¢; ", 1 <i<n) est une
base de Tn‘ appelée base duale de (gj, 1< i <n).
Le dual B® de B, B étant le sous-ensemble de EM ayant servi 3 définir la norme sur

E", est
B*={b’e E™: |bb'|<1,V be E")
et la nome de tout élément x* de Tn‘ est donnée par

Il =min{A"e R, : x"e 2'B" |
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I1.1.3. PROPRIETES

1. Pour p>1 la norme Ly sur E" correspond 2 la norme Lq sur E", o

1/p +1/q=1.

. L4
2.La norme du maximum sur E" correspond a la norme L; sur E" et

réciproquement.
3. Pour tout élément x de E" et tout élément x* de E™,ona
Ix* . x| < [l&° I 11l
II.1.4. REMARQUE

Si (gj, 1Si <n) est une base d’un treillis, alors celle-ci n'est pas unique car
si on prend une matrice unimodulaire A = (Ajj, 1<i,j<n), c’est- a-dire, une matrice 2
coefficients dans & et dont la valeur absolue du déterminant est égale A 1 alors le
systeme (g, 1< i < n) défini par
n

QI.=2A“C,. lSiSﬂ
)=1

est une autre base de ce treillis.

Dans toute la suite, si le contraire n'est pas spécifié, E" est égal a R".
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A.2. Nombres pseudo- aléatoires et grilles

a) Généralités

Dans la plupart des applications numériques on a besoin de n-uplets de N.P.A.
pour n strictement supérieur a 1. Ainsi, pour un décalage k de IN* fixé, certains
auteurs, comme L. Afflerbach (1986), W. A. Beyer(1972) et W.A. Beyer, R.B. Roof et
D. Williamson (1971), se sont intéressés a 1'étude de la structure de grille de

I’ensemble

Gn={g =x+mz : xXe€ V,, Z € Z"}
ou

Vn=‘(xt,...,x“n,l) cd=jk,j e IN}
et ou (x)={x;) est une suite (a, b, m, xp).
Nous présentons ici cette étude en faisant remarquer que 1'emploi d’une sous-
suite de (x) ={x;) au lieu d'une sous-suite de la suite de N.P.A. (u) ={xi{/m} pour la
construction de Vp n’a pas d’influence significative sur les conclusions de cette étude .

II.1.5. DEFINITION

Soient a’ et b’ deux éléments de £ et F un ensemble d’entiers consécutifs.
Alors I'ensemble des nombres de la forme af +b pour f parcourant F est appelé

progression arithmétique (en abrégé P.A.).
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I1.1.6. THEOREME (cf. W. A. Beyer(1972))

Si pour un décalage k strictement positif, I’ensemble des termes de la sous -suite
(xk) ={xw) de la suite (x)=(x;} donnée par (1) est l'union de r progressions

arithmétiques, alors Gy est une union de r grilles.
DEMONTRATION

Soit Wy, I’ensemble de toutes les premitres composantes de Vy. Par hypothése W est
une union de r progressions arithmétiques que nous notons par Q}, 1 <s<r. A chacun

des Qi , on fait correspondre I’ensemble Vi défini par
\%A ={( Xiy - » Xjen-1) : X{ € Q?,}

Ensuite 2 tout Vi associons G de la méme maniére qu’'a V, on a associé G,. On
va montrer que Gj, 1 <s<r, est une grille en vérifiant les deux hypotheses du lemme
I.1.2.

Soient uj w2, ..,un n vecteurs unitaires de R" (u;= (ujq, ... , ujn) avec
ujj = Sij pour 1<1i,j <n) ety un élément de G§. Alors v et ((y +my;), 1 Si<n)
sont des points de Gj tels que le systtme (((v+muy;)-y), 1Si<n) soit liné’aircmcm
indépendant. Ainsi la premiere hypothése du lemme est vérifiée.

Soient  Zij), 0<j<n, (n+l) points de G§ non nécessairement distincts. La
premiére composante  Zi) de  Zij) est de la forme x;j) + hom ou x;g), appartenant
a la sitme P.A, est le terme d’indice i(j) de la suite (a, b, m, xo) et ou hy est un
entier. Désignons toujours par (a, b, m) le générateur T et donnons nous n entiers

quelconques ki, 1 <i<n. On sait que

zigy = (xig) + hom, T(x;j)) + hym, ..., TV (x;) + hpym)
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o hg, hy, ..., hy.y sont des entiers relatifs et ou TXx, 1 <k<n-1, est k fois la

composée de 1" application T. Soit x le vecteur défini par

n
X =Zjo) + z k;j (Zig) - Zi(o))-
j=1

Alors on a

n n
X = (Xij0) + Z kj (Xigj) - Xit0)) + hom, T(xjo) + Z kj (Xij) - Xi0))) +him, ...,
j:l J=|

n
T (xi0y + z kj (Xi(j) - Xi())) + hn.1m)
j=1

o ho,..,hp1 sont des entiers relatifs. Comme x;(j) appatient 2 la sigme P.A. il en

n
est de méme pour (x;) + Z k;j (Xi(j) - Xi(0))) €t on en déduit que x € Gj,.
)=1

C.Q.F.D.

b) Structure de grille d’un générateur mixte de période m

Dans ce paragraphe, on suppose que la suite (a, b, m, xo) est de période m et on
note par d le PGCD de n et de m. Alors pour k =1, les ensembles V, et Gy

deviennent respectivement

A ={(xi,...,x;,,,,_|) ©Xj = axjp + bmodm,i<j<i+n0 <i < m}
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G} =‘x=; +mz : x € V), z eZ"}.

D’apres le théoreme I1.1.6. G} forme une grille puisque le cycle de la suite
(a, b, m, xo) est une permutation des termes de la progression arithmétique (r + 1),
-1 Sr <m- 2. Mais dans les applications on s’intéresse assez souvent au cas k =n. Les

ensembles Vy, et Gy sont alors donnés respectivement par
Vﬁ:‘lie VJI:?-‘-i=(xin""vxin*n+l)'03i<m/d’
G ={¥=5 +mz :x €V z € Z"}.
Il s’agit maintenant de montrer que G2 est une grille et donc une sous grille de G!.
I1.1.7 THEOREME(cf. L. Afferbach(1986))

Si la période de la suite (a, b, m, xy) est m, alors I'ensemble G2 forme une

grille de vecteur de translation
bo(xo) = xo(l,a,...,a™!) +b(0,1,1+a,...,1+a+..+an2)

et de base

b] = d(l‘ a Y ce anll)

b =(0,m,..,0)

bn=(,..,m)
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DEMONSTRATION

X; = alxo + b(l+a+..+a!) modm, V j21.

A cause de l'opération “mod m ™", le vecteur (xq, X1, ..., Xp.1) de V2 peut se mettre

sous la forme
(Xos X1y - v Xn1) =( X0, aXe + b, ..., a"!'xg + b(l +a+ ... +an2))
=xo(l,a, ....,a"") + b0, 1,1 +a,1+a+.. +a"?)

= bo(X,).

Ainsi les éléments x; de V2 s’écrivent :

Xi = ( Xo, X1, -.c s Xn-1) + (Xin - X0 <o » Xin4n-1 - Xn-1)-

Mais

Xin+k - Xk = a¥(Xjp - Xo) mod m

Donc

Xi = bo(xo) + (Xin - Xo)(1, a, ..., a™1) mod m

On va montrer maintenant que (Xj- Xo) mod m est de la forme pd, 0<p <m/d.

On a
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(Xin - Xo) =(ai" - 1)x, + b(1 +a + ... +a™!) mod m

= (1+ad+..+amd)((@d-1)x, +b(l +a+..+ad!)) mod m

= (1 +ad+... +ai"d)(xq - x,) mod m.

Si on consideére la suite x; = ax;.; +b mod d, elle est de période d puisque d divise m
et donc x4 =x, mod d; cela implique que (xjn - Xo) mod m est de la forme pd avec
0 <p<m/d. Comme toutes les expressions (xjn - Xo) mod m sont distinctes pour les
différentes valeurs de i avec 0 <i< m/d, p parcourt toutes les valeurs entieres de

[0, m/d[. Donc pour tout i, il existe g (0 < p< m/d) tel que

Xi = bo(xo) + ud (1, a, ..., a"!) mod m.

Pour obtenir [’ensemble G,Z. tout entier il faut ajouter aux éléments de V?, les

multiples entiers des vecteurs (m, 0, .., 0), (0, m,0,..,0), .., (0,..,m).On a

alors
G2 = bo(xo) + by +2z(m,0,..,0) +22b2 +...+ 2, by :
n"‘ .
(21, ... 20 € 2" . pe N,0sp <m/d
Mais
(mO0,.., 0 =m(, a..,a") -a@Om ...,0) - ...- a0, ..., m)
= (m/d)b; -aby - .. - a™lp,

et donc
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G2 = {bo(xo) +21by +z2by + ..+ by (21, .2y) € Z"’.

C.Q.F.D.

I1.1.8. REMARQUES

1. Pour d choix différents de xq,avec d > 1, on a d sous grilles distinctes dont

I'union donne la grille G}.
2. Sid=1 alors on a G} = G2.

Mais , en pratique, au lieu d’utiliser les points de V} on se sert plutdt de ceux de V,

avec

est une grille de vecteur de translation
bo(Xo) = xo(1, a,...,a")/m +b(0,1,1+a,...,1+a+..+a"2)/m
et de base

bi=(,a, .., a")/m, by=(@ 1,0 ..,0), .., by =100, .., 01).
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Comme V} est indépendant du choix de xo, on peut prendre xo=0 et on a
bo(0) = by = b0, 1, 1 +a, ..., 1+ a + ... + a™2)/m.

Cette derniére remarque sera utile dans I'étude du test spectral.

¢) Structure de grille d’ un générateur multiplicatif

On suppose dans ce paragraphe que b est nul et on ne s'intéresse qu’aux cas
couramment rencontrés dans les applications, c’est-a-dire, ceux pour lesquels la suite

(a, b, m, xo) est de période (m-1) ou m/4 (cf. théoréme 1.2.1).

¢l m est un nombre premier et a est une racine primitive modulo m

La période de la suite (a, b, m, xo) est alors égale & m-1 pour tout xo, non nul et

pour k =1 les ensembles V, et G, sont respectivement

V%={L=(xi,~--.xi+n.|)  Xj = axj. mod m, i<j<i+n,0$i<m-l’

Gy ={v=x+mz :xeV3 ze2Z
Comme les termes du cycle de (x) ={x;) constituent une permutation de la progression
arithmétique f+1 (f=0,1, ..., m-2), G} est d’aprés le théoréme I1.1.6 une grille de
I’espace [0, m[" privé de I'origine.
On pose
d=PGCD (n, m-1)

et on suppose que k =n. Alors les ensembles V, et G, deviennent respectivement

Vi(xo) = "lie Vi ki = (Xiny oo s xin+n-l)’
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G(xo) ={¥=& +mz : x € Vixp), z € Z"}.

Si d #1 alors V3 est I'union disjointe des d sous-ensembles Vi(x,) correspondant
aux d choix distincts du terme initial xo, mais en général GA(x,) n’a pas une structure

de grille.

€2 m est une puissance de 2 et la période de la suite est m/4

Soit (x) = (x,} une suite (a, b, m, x,) avec
m=2¢ e>2, b= 5 mod 8 et xo impair. On pose d = PGCD (n, 2¢-2).
D’apres le théoréme 1.2.1. on a les trois résultats suivants :
1. La période 1t de (x) est 2¢-2,
2. Sia=1 mod 4 alors le cycle (xo, X1, ... , Xg-]) €st une permutation
des termes de la progression arithmétique 4pu+1 (u=0,1,.., 2e-2. 1),
3. Pour xg= 3 mod 4, la séquence (X, ..., Xg-]) €st une permutation

des termes de la progression arithmétique 4p+3 (u=0,1, 2,.., 2¢2-1),

Pour k =1, les ensembles V, et G, sont respectivement

V?:(Xo)=‘5=(xi.---.xi,n_1) : xj= axj.; mod 2°, i<j<i+n,0$i<2°‘2,

Ga(xo) ={x=5 +mz : x €Vixo), z € Z"’.

Des trois résultats précédents et du théoréeme I1.1.6. il est immédiat que G(xo)

est une grille.
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Considérons maintenant les ensembles V, et G, pour k =n.On a respectivement
V8(xo) = (%i € VE(Xo) : Xi = (Xin, -« Xinen-1). 0 S i < 2°%d]
et
Gi(x) ={v=x +mz : x € Vi(x,), z € Z"}

I .1. 9. THEOREME(cS. L. Afferbach(1986))

Pour tout xo impair, I’ensemble G§(x,) est une grille de vecteur de

translation

bo(xo) = X0 (1, a, ..., a™1)
et de vecteurs de base
by =4d (1, a, - ,avh), by=1(0, 2¢, 0,..., 0), ..., by =(0, ..., 2¢).
DEMONSTRATION
De la relation
xi+1= alx; mod 2¢

ol i et £ sont deux entiers naturels, on déduit que

Xi = (Xin, Xin+1s - » Xin+n-1)
= (Xos X1, - » Xn-1) + (Xjn = X0, -+ » Xinsn-1- Xo)

= xo(l, a, ..., a™1) + (xjn-x0) (1,4, .., anl).
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On va montrer que (xjp - Xo) = (ai" - 1) x, mod 2¢ est de la forme 4pd, g étant un
entier avec 0 s p < 2¢/4d. Pour cela, on montre  d’abord que
a2’ = 1 mod 22+ !, pour tout élément £ de N .
Puisque a= 5 mod 8, on a a2= 1 mod 8. Ce qui implique que
a2=1 mod 16 ou a2 = 8+1 mod 16.
Dans chacune des deux possibilités, on a a®= 1 mod 16. Plus généralement
a2 =1 mod 22+ %! signifie que a2’' =1 ou 22+ -1+ 1) mod 22+ 1%
Ce qui entraine que
2
a2’ = 1 ou (22+¢ 1) + 22+ ¥ 4| mod 22+1,

En définitive on a

a2’ =1 mod 22!, V e N .

D’ autre part,d et n sont de la forme d =25 et n=h2S pour deux entiers s et

h convenables. Par conséquent
ain = gih2' = (az')ihE 1 mod 22+s

et on en déduit que (xjp- Xo) mod 2¢ est de la forme 4ud, pour un entier g avec

0<p<2°/4d. Comme les 2¢/4d expressions (xjp - Xo) sont deux 2 deux distinctes
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pour les différents entiers i, 0 <i <2¢/4d, p prend tous les entiers appartenant 2

I'intervalle (0, 2¢/4d[ . Donc pour tout i il existe un entier p tel que
Xj = xo(l,a,..,a™!) + 4ud(1,a, ...,a™!) mod 2¢

On proceéde ensuite de fagon analogue 2 la démonstration de la fin du théoréme I1.1.7

pour obtenir le résultat.
C.Q.F.D.

I1.1.10  REMARQUES
1. Si d=1 alors G§=G3 et le théoréme 11.1.9 nous donne une base pour G3.
2.On considere une suite (a, 0, 2%, x,) avec € >2, xo impair et a= 3 mod 8. Alors sa
période T est égale a 2¢2

Pour k =1, les ensembles V, et G, sont donnés respectivement par

VI(xo) = {x = (Xiy -+ - » Xiem1) :xj = axj.pmod 2°, i<j<i+n,0<i<2°?)

Gixo) ={v=x +277 : x € Vl(xo), z € 2".

et, pour k=n,on a respectivement

VB(xo) ={xi€ VI(Xo) : Xi = (Xims o » Xinsn1) » 0 € i < 2¢2/d, d = PGCD(n, 2°2) )

G8(xo) = {v=x +22 : x € VB(x,), z € Z").
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On pose d = PGCD(n, 2¢-2). Alors pour tout entier d strictement supérieur a 1, un
procédé analogue 2 celui de la démonstration du théoréme I1.1.9. permet de conclure
que G38(x,) est une grille. Mais d’apres le théoreme 1.2.1. et le lemme I1.1.6. G](xo) est
une union de deux grilles et cette union n’est pas une grille. C’est I'une des raisons
pour lesquelles le cas a = 3 mod 8 et x, impair est moins intéressant dans les

applications.

B . PRESENTATION DE QUELQUES ALGORITHMES DE REDUCTION
D’'UNE BASE D'UN TREILLIS ET DE QUELQUES METHODES DE
CALCUL D’UN VECTEUR DE NORME MINIMUM DANS UN RESEAU

Soit (x) ={x,) une suite (a, b, m, xo) provenant de l'un des générateurs (a, b, m)
considérés dans le théoréme 1.2.1. Nous avons vu au paragraphe précédent que pour

deux entiers naturels k>0 etn>1 fixés, I’ensemble

n
Gq ={\_/=5 +mz : x €V, z € Z’
ou

Vn:{("v-""‘tm.l) R =jk,je IN,

est une grille ou une union de deux ou plusieurs grilles. Cette structure de grille a une
certaine importance lors de 1'étude de la distribution des points de Vy/m (resp Vp) dans
I’espace [0, 1{" (resp [0,m[M). Avant de faire un aperqu sur I'historique de cette €tude,
nous considérons un exemple sur la répartition des points de V, dans I’espace R™
Exemple
On pose
a=1 b=1 m=2 x0=0.

Alors la suite (x) = {xp) est donnée par
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0101010101...
Pour k=1 et n=2 on a

{0, 1), (1,0)

{ ¥2,v1)

V2

1

Gy=\v1+2z:z€ Zz}u{yz+21:ze Zz,

=G, U G,

Sur le schéma ci-dessous (Fig. 1), on voit que les points de G2 et donc ceux de
V2 sont situés sur 3 familles de droites paralleles de R2.On pourra remarquer que les
points de G, sont représentés par “®” et ceux de G, par “@”. Dans une famille
donnée, si hy est la distance entre deux droites adjacentes et hy la distance entre deux
autres droites adjacentes, alors hy est identique a hp. Sur le schéma, les distances entre

deux droites adjacentes pour les trois familles sont respectivement d20, d21, d22.
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-+
d21 1/d2 = n:. 1d20, d21, d22)

Fig. 1

L’exemple de répartition des points de V, que nous venons de voir est en fait une

illustration de certains résultats généraux établis par G. Marsaglia.

En effet, G. Marsaglia (cf. G. Marsaglia (1968)) a montré que les points de Vp/m
(resp Vp) sont situés sur des familles d’hyperplans paralleles de 1’espace [0, 1["
(resp [0, m[M). Il a également établi que les hyperplans d’une méme famille contiennent
tous les points de Vp/m si I’espace de travail est [0, I[® ou tous les points de Vpsi cet

espace est [0, m[". De plus si h; est la distance entre deux hyperplans adjacents d’une
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famille donnée et hy la distance entre deux autres hyperplans adjacents de cette méme
famille, alors h; est identique a hj.

Mais R.R. Coveyou et R.D. Mackpherson (1967) avaient considéré une année
auparavant, sous l’angle analytique, le probleéme de distribution de ces points. Ainsi ils
développerent un algoritme de calcul d'une quantité 1/d, qui, vue sous I’approche
géométrique envisagé par G. Marsaglia, est le maximum des distances entre les
hyperplans adjacents dans les familles d’hyperplans paralléles contenant tous les points
de Vp/m(ou Vp).

Cet algoritme fut sensiblement amélioré par D.E. Knuth (1969) . Précisons que
I'algorithme de R.R. Coveyou et R. D. Mackpherson et celui de D. E. Knuth sont basés
sur la transformée de Fourier d’une fonction définie sur un ensemble fini de points.

U. Dieter (1975) utilisant le concept de treillis apporta une simplification 2
I'algorithme de D.E. Knuth: La procédure développée calcule un vecteur de norme
minimum du dual Ty du treillis Ty, ot Ty, est le treillis engendré par la base de G,
Si on considére la norme euclidienne alors la longueur du vecteur calculé est dp. En
revanche si on prend la norme L, alors la longueur du vecteur correspondant est le
nombre minimum d’hyperplans paralleles de 1'espace [0, m[" contenant tous les points
de Vp. Se servant 2 son tour de ce concept, D. E. Knuth(1981) améliora son propre
algorithme.

On remarque que dans les algorithmes de U. Dicter et de D.E. Knuth(1981), le
calcul d’un vecteur de norme minimum dans un treillis comporte deux phases : dans la
premi¢re on réduit une base donnée du treillis considéré et dans la seconde on se sert
de la base réduite pour déterminer un sous-ensemble strict du treillis contenant un
vecteur de norme minimum, puis on calcule le vecteur désiré par recherche exhaustive
sur ce sous-ensemble. Cette seconde phase est dite phase de recherche exhaustive.

Nous allons d’abord présenter les algorithmes de réduction de U. Dieter,
D.E. Knuth et aussi I'algorithme de réduction de A.K. Lenstra, H.W. Lenstra et

L. Lovasz (cf. LLL(1982)) qui a été a I’origine construit pour une tout autre motivation,
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c’est-a-dire, la factorisation des polyndmes 2a coefficients entiers. Ensuite nous
considérons les phases de recherche exhaustive relatives & chacune de ces techniques de
réduction . A cdté de ces méthodes standard de calcul d’un vecteur de norme minimum,
on a I'algoritme de U. Fincke et M. Pohst n’ayant pas de phase de réduction, mais
basé sur la décomposition de Cholesky d’une forme quadratique définie positive. Nous
combinons cet algorithme et chacune des méthodes de réduction pour obtenir un autre

procédé de calcul d’un vecteur de norme minimum dans un treillis .

B.l. FORMULATION DU PROBLEME DE CALCUL D’UN VECTEUR
DE NORME MINIMUM DANS UN TREILLIS

Soient G un treillis de I'espace euclidien R" et W le réel défini par
W=min{||x||:xe G,y_#Q}.

Il s’agit de trouver un vecteur non nul x de G tel que |Ix|| =W.
Le réel W étant inconnu, on remplace le probléme ci-dessus par celui qui consiste
A chercher un vecteur x non nul de G et de norme minimum dans I’ensemble des Y

de G tels que
@ lyll sv

ol v est la norme d’'un vecteur V. non nul de G. Mais il est plus avantageux de
choisir ¥ de norme suffisamment petite pour qu’on puisse faire pratiquement une
recherche exhaustive sur les Y vérifiant (2). C’est pourquoi on s’intéresse aux vecteurs
d’une base réduite de G: pour simplifier on dira qu’une base est réduite si les vecteurs

qui la composent sont “assez courts” et “assez orthogonaux ”
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B.2 METHODES ET ALGORITHMES DE REDUCTION D’UNE FORME
QUADRATIQUE OU D’UNE BASE DE TREILLIS

a) Méthode et algorithme de réduction de base de U. Dieter
a.l présentation de la méthode

Soient (gj, 1 <i<n) une base d’un treillis G et (g;* 1<i<n) la base duale. Si

X=2z1€1+ ---+2z,¢e, est un élément nonnul de G de norme minimum alors on a

lzil =|e;* x| <lle;*H NIzl s ¢
ol

ci= [lle*|l" min{llexll, 1<k<n)],i=1,..,n

et ou pour tout réel r, [r] est la partie entiere de r. On pose

P= In'[ (2 + 1).

i=1

On va maintenant faire des transformations simultanées des bases (gj, 1 £i<n) et
(&i*, 1 <i<n) jusqu’a ce qu’il soit impossible de diminuer la quantité P: & ce moment
la on dira que les deux bases sont réduites. Pour cela on se propose de trouver une
transformation vérifiant 'une au moins des deux propriétés suivantes :
i) La norme de la transformée de g;, 1 <i<n, est inférieure ou égale a leill .
ii) La norme de la tranformée de ¢;*, 1 <i<n, est inférieure ou égale 2 ”Qi.“..

On considere alors les deux types de transformations unimodulaires Tj et Tj*,

pour i fixé (i=1,2,..,n), définies respectivement par
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n

Ti: giee, &'&" +2 me, eee-m&, e’ee’, k#iet 1<k<n
j=1
j#i

n
T e'ee’. eee+) m'e alea’-m’e’s eee, k#iet 1<sk<n
j=1
j#i

ou la notation algorithmique X¢ z signific qu'on affecte au vecteur x la valeur du

vecteur Z.

Les entiers mg sont choisis de telle sorte que les nouveaux vecteurs ¢j, 1 <i<n,

soient de norme minimum . Ainsi mg est déterminé par
(ex - My €)2 < (ex - (my + 1)gi)?
(ex - My €i)? < (ex - (my - Degi).
Soit

-0.5 +ee/ei? S m<05 +eeifeil, 1<sk<net k#i.

Pour déterminer my de fagon unique, on remplace le second signe d’inégalité <

par <. Ce qui suggére
(3) m=[05+¢;ex/ei?].

Un. choix analogue des quantités my* conduit a
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@  m’ =005 +¢".e’lei*?).

Il est clair que les transformées par T; (resp T;*) vérifient la propriété i) (respii)). Il
serait sympatique si Tj satisfaisait ii). On montre cependant que ce n’est pas toujours le
cas (cf. U. Dieter ( 1975)) . On pourra remarquer que les vecteurs (gj, 1 <i<n) et
(gi*s 1 <1i<n) résultant de I'une ou l'autre des applications T; et T;* vérifient

&€= 6j 1<i,j <n, o dj; est le symbole de Kronecker.
a.2 Description de 1’ algorithme de réduction
a.2.1 Préparation de 1’algorithme

Pour une base (gj, 1 <i<n) d'un treillis G donné, on calcule le dual
(i, 1<i<n), les bornes cjet I'entier P. On cherche ensuite a appliquer la
transformation T;* aux bases (gj, 1 Si<n) et (g* 1<i<n) Pour cela on calcule
d’abord les entiers mg* en utilisant (4), puis on applique T;* si les mg* ne sont pas
tous nuls. On itére ce processus jusqu'd ce que n calculs successifs des mg* aient
donné lieu a n transformations T;* sans succeés : on dira que la transformation
Ti* (resp Tj) est sans succeés lorsque tous les entiers my® (resp my) sont nuls ou
lorsque I'application de T;* (resp Tj) aux bases (g, 1 Si<n) et (g, lﬁiSn) a
donné lieu 2 une valeur de P supérieure ou égale a la précédente. On considere alors la
transformation T; et on itére le processus analogue A celui qu'on vient de présenter.
L’algorithme de réduction s’arréte lorsqu'on a n transformations consécutives sans
succes de I'un des T; et T;* suivies de n autres transformations consécutives sans

succeés de 1’autre transformation.

Dans I’algorithme ci - aprés nous avons adopté les notations suivantes :
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- Tout vécteur vj de dimension n est assimilé A la matrice ligne (Vvj1,...,Vjn) ou Viss
1<j<s, est la si¢tme composante de yj par rapport & une certaine base.

- La variable D contient les différents majorants de W, norme d’un vecteur de norme
minimum dans le treillis G considéré.

- C contient les différentes valeurs de P.

-qvaut 1 si latransformation en cours est T; et -1si c’est T;".

-t* vaut O si on a eu n transformations consécutives sans succeés pour Ti*et t=0 si

c’est le cas pour Tj.

a. 2. 2 Algorithme de réduction de U. Dieter
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ALGORITHME RBSD
Données

-(e;, 1 <1<n), une base d'un trillis G de dimension n.
_(g',1<i<n)la base duale de (¢;,1<i<n).

Résultats Réduites des deux bases suivant la méthode de U. Dieter.

Début

[ initialisation ]

n
De—min{l| efl, 1 <i<n), Ce-JT(2(Dllg]"1+1) ae-1, i=n+l, t=" n.

j=1

Tant que (t+"#0) faire
Début
Pour k=1 jusqu'a n faire

if pour

Pour k=1 jusqud n faire ¢e[Dn’] fpour

n
P Qcj+l)
j=1

Si P<C alors début e t"n, CP, E—3 fdébut
Sinon
Début
Si (q=-1) fare ("«¢-1 Sinon  tetl
Si =0 alors E«4 sinon E—3 fsi
fdébut
fsi

Tant que (E=3) ou (E=4)) et (t+"#0) faire

début
Si (E=3) alors faire

[ calcul et application eventuelle de T°]

Tant que (E=3) et (t+H" #0) fair
début
i— i-1, si(@=0) alors ie~nfs, ccle0

neledl, e’ s n<D alors faie D e nfsi -
[d:]bi

fsi
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Pour (k=1) jusqu'd n faire
Si (k=#i) alors
début
n
m—[0.5+) ck,e.,/Z &’ , sim”#0) alors ccle1 fsi
j=1
fdébut
fsi
tpour ers
si_(ccl1=0) alors débur t'et™L siq"=0)alors Ee-4 fsi fdcbut
sinon
début N
pour (j=1) jusqu'd n faire cij<—cij+z my'e,j fpour
r (k=1)jusqua n faire o
’si(kti) alors pour (j=1) jusqu'd n faire ey’ ey’ - mi'e;” fpour fsi
Lour
qe—-1, E«2
fd€but
fsi
|tdébur
ftant_que
[si

[ calcul et application éventuelle de T |

JLant que t+'20) et (E=4) faire

début
i—i-1,51(1=0) alors ie—n fsi cc20
Pour (k=1) jusqu '3 n faire
n n
si k#i) alors début me—[0.5+ ) eey/ D, &), smye#0 alors cc2¢ 1 fsi fdéby
j=1 j=1
our J J
s (cc2 =0) alors début tet-1, si (1 =0) alors E« 3 fsi fdébut
sinon
début
Pour j=1 jusqu'3 n faie e ¢ +2 myey;” fpour
Pour k=1 jusqu'd n faire k.n
si (k#1i) alors pour (j=1) jusqu'd n faire eyje— ex;-mye;j fpour fsi
fpour
qe 1, E<2
. Ifdébut
fsi
ifdébut

hlﬂﬁﬂlﬂus
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fdébut

ftant que
fdébut

ftant que
écrirc (g, 1<is<n)et (g*, 1Si<n)

fdébut

b) Meéthode et algorithme de réduction de A.K. Lenstra, H.W. Lenstra et

L. Lovasz

b.1 Méthode de réduction

b.1.1  Préliminaire

Soient (bj, 1 Si<n) une base d'un treillis G de R" et (bit, 1Sisn) 1la

base orthogonale obtenue a partir de by, by, ..., bn par la méthode d’orthogonalisation

de Gram-Schmidt, c’est - A - dire,
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i-1
bit = bi - dibt, 1<i<n
(5) i=l )
dj; = bi.bj'bit’, 1Sj<i<n

ol a.b désigne le produit scalaire de deux vecteurs 3 et b et ol par convention une

somme vide est égale a 0.
I1.1.11  DEFINITION
Une base (bj, 1 £i<n) d’un weillis G est réduite suivant LLL si on a
(6) |dj|s1/2, 1<j<i<n
@ et + diabiitlP 2 306t Pra, 1<i<n,
b.1.2  description de la méthode

On commence par calculer les vecteurs bi',(1<i<n) et les nombres d;
(1 £j<i) a partir de (5). La variable k sera réservée a un indice courant appartenant a
I’ensemble (1, 2, ..., n-1}: initialement k vaut 2. A chacune des étapes de la méthode,
I’'un au moins des vecteurs by, ..., by subira un changement de maniére A ce que ces
vecteurs restent une base de G. Aprés chaque modification de bj, on réactualise b;l et
djj de telle sorte que (6) et (7) soient vérifiées.

On considére ensuite les relations
®) |dij| <172, 1gj<i<k

)] ”Qil + dii-lhi-llllz 23 ”bi-l‘LHZM, l<i<k.
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Partant alors de (8) et de (9) on répete I'exécution des deux étapes ci- aprés jusqu’a

ce qu’on ait une base réduite.

Premiére étape.

On s’assure que I'inégalité |dyk-1| < 1/2 est réalisée. Si ce n’est pas le cas on pose

r = [dkk-1 + 0.5]
et on affecte & bk la valeur de by - rbk-1. Les nombres dij, 1<j <k, et dikk-1 sont alors
respectivement remplacés par dj - rdg.1j et dkk.1-r; tous les bt et les autres dij sont

inchangés.
Deuxiéme étape
* Si on a la condition

(k>1) et “hkl + dkk-nbx-ll”2<3“bx-11“2/4

alors
i) on échange les valeurs de by et de by.;. Siles vecteurs et les nombres

ci, ¢ et vij désignent les remplagants respectifs de b, .b;l et djj, alors on a:

ck-1=bk, ck=bk1, ¢=bj j=1..,n et j=k k-1

Qﬂh.] =bt + dk.k~l bt.]y Qi = h.kL.l - Vkk-1 Qﬂ-.]) Qf- = b]l’ j = 11 ., N et j # k' k"
avec

Vik-1 = dik-1 ||ht4||2/||ct,||2.
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Vij = dijo 1<j<i<n et “,j,('\‘k-l,k}=g

et pour i >k on a
vier =dirvier + dillot et P, vie = dier - dudiger.
ii) On remplace k par k-1.
* En revanche si on a la condition
k=1) ou |lbet +duct bir P 2 Abwa 2l 4

alors

i) On s’assure qu’on a I’ inégalité

©  |dyl 122, 1<j<kl.

Si ce n’est pas le cas (d'aprés la premitre étape 1'inégalité (0) est vérifiée pour j=k-1)

on répete l'opération ci- dessous jusqu’ 2 ce qu'on ait cette inégalité pour tous les j,

avec 1<j<k-1:

soient £ le plus grand indice inférieur & k tel que |dy,|>1/2 et r D'entier le

plus proche de dxg . On remplace by par by -rbg . Les nombres dyj (j < £) et dgg

sont alors remplacés respectivement par dij-rdgj et dcg -r, tandis que les autres djj

et tous les b; sont inchangés .

ii) On remplace k par k+l.



.43 -

ALGORITHME RBSLLL

début

Données by, by, ...bn une base d'un trillis G avec ||by|l <|lbal <... S|ibill -
Résultat : réduite de cette base suivant la méthode de LLL.

[ calcul de bi* et dj, 1<i <n, 154
bit &by, Bi—bitb*

pour i =2 jusqud n faire

ébu
bleb
pour (j=1) jusqu'a (-1) faire début djj < bibj/B; bite bt dibit fdébut fpour
Bibi"b
Idébut

ffpour

k2, sel
[ itération des deux étapes de la méthode ]

Tant que (k<n)ou ((k=n)et (s=1)) faire

début
le— k-1
si (| dil >1/2)alors faire
début
r(—[dk] + 0.5], _bk(—_bk -d‘_)l, dk](-dk] -r
pour (j=1)jusqud (1-1) faire dyjedy;-rdy fpour
fsi
$i (By <(3/4 -di1)Byy) alors
deébut

dée—dyy, Be By +d?By ), diy e dBy /B, By By ByB, By« B

B ela ) mour 0w dusia 62 ) o 55 ) s

. , . di. 1 dig YO 1Y di
pour (= k+1) jusqu falm( k1 ( Kkl .kl) fpour
(=k+) " di ’(— 0 1 1 dA di
si (k>2) alors ke k-1 fsi

fdébut

inon

(@ébut

le—k-2

ant que (1>0) faire

r(l dil >1/2) alors

I r—[dy+0.5]), by - by
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pour (=1) jusqud (1) faire dyje dy; -y fpour
du(— du T
fsi
|l «1-1
fdebut
ftant que
si (k<n) alors début ke k+1, se— 1 fdébut sinon s« fsi
fdébut
fsi

1début
ftant que

écric (b;, 1Si<n)

fd¢but

falgorithme
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¢) Méthode et algorithme de réduction d’une forme quadratique suivant

D.E. Knuth

c.l Préliminaire

La méthode de réduction que nous allons présenter a été a I'origine développée
pour étudier la distribution d’une suite (x) =(x;) provenant d’un générateur congruentiel
T noté (a, b, m). On choisit les entiers a, b et m de telle sorte que la suite (x) = {x;}

définie par
’xm = T(x;), ie N

‘xo fixé, 0 <xo<m

soit de période maximale m.On considére alors, pour un entier n strictement supérieur 2

1, le sous-ensemble Vy' de [0, I[® donné par
V, = ((x, T(x), ..., T (x))/m : 0sx< m)

et 'extension Gy de Vy définie par

Gr={@ +ki 2 4 g, .,

T !(x)
m

+ky) : (kg k) € 2™,

D’aprés la remarque I1.1.8, Gy’ est une grille de vecteur de translation by et de base

(bj, 1<1 < n), ou
bo =20, 1, 1+a, .., 1+a+..+a),  by=L,a . a0

b2 =0, 1,0,..,0), ..., bn=(0,0, ..., 1)
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Soit

Gp={bo +z1by + .4 2yby : (z1y .., 2) € Z").
Partant de ces notations et définitions, on introduit la quantité 1/d, qui est le
maximum des distances entre les hyperplans adjacents dans les familles d’hyperplans
parall¢les et équidistants contenant Gy'.

I1.1.12  THEOREME (D. E. Knuth(1981))

L’entier d étant défini comme ci- dessus on a:

. n.
d2 =mm{u% +uf +.+ud i, ., u)e Z" et uyy+auy +..+amlu, = 0 mod m

= min ‘(x, m-ax-..- avlx,)?+ X3+ ...+ x% (X, ..., Xp) € Z"‘}.
DEMONSTRATION
Posons
Gn,=G, +bo

ou G est le treillis dont une base est (bj, 1 £ 1< n).

On remarque que le terme b intervient uniquement dans I’expression du vecteur
bo et que G, est le translaté de G, par le vecteur by Mais sion considére la distance
entre deux points quelconques de Gy, celle- ci reste inchangée aprés I’opération de
translation . Donc b n’affecte pas le calcul de 1/d,et par conséquent on peut, sans perte

de généralité, supposer que by est nul. Cette hypothése étant faite, on est ramené au
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calcul du maximum des distances entre les hyperplans adjacents dans les familles
d’hyperplans paralleles et équidistants contenant le treillis Go.

Considérons d’abord I'une quelconque de ces familles et évaluons la distance
entre deux hyperplans adjacents. Cette famille est définie par un vecteur non nul
u = (u, u2, .., up) perpendiculaire a tous les hyperplans qu’ elle contient. D’autre part

un hyperplan H est caractéris€ par un entier q tel que
H= {(x,, v Xxn) € R xqup + o 4+ X up = q’.
On choisit y de telle sorte que I’ensemble de tous les entiers q nous donne tous les
hyperplans de la famille. Comme 1I'un de ceux-ci contient le vecteur nul la distance d
entre deux hyperplans adjacents est la distance minimum entre le vecteur nul et
I’hyperplan caractérisé par q=1. Soit
d=min{(x? +..+x)? . R" =1
= T +..+%X5) " 1 (X],...,Xy) € et xjup+...+xpu,=1)
D’apres I'inégalité de Cauchy on a
T=(xgup + .o+ xu)2<(x3 +x3+ ..+ xDd +ud + ...+ ud)
et le minimum est atteint au point (xj, X2, ..., Xp) avec
xj=uj/(ul+ud+ .. +ud), 1<j<n.
La distance entre deux hyperplans adjacents est donc 1/|lull, ou [llull désigne la
norme ecuclidienne du vecteur y.

Il vient alors que la valeur d, cherchée est la longueur du vecteur y non nul et

de norme euclidienne minimum dans l'ensemble des vecteurs définissant les familles
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d’hyperplans contenant Gp. Un tel vecteur y = (uy, u2, ..., up) doit vérifier
vu=0 mod1, pour tout élément y de G,. Comme les vecteurs (1,0, ..,0),
©,1,..,0), ..., (0,..,0, 1) et by sont dans Gy les uj, 1 <j<n, sont des entiers
vérifiant

up+auy+..+a™u, = 0 mod m.

Réciproquent tout vecteur y = (uy, u, ..., up) de 2" vérifiamt la congruence
précédente  définit une famille d’hyperplans paralleles contenant Gy, puisque
(zy1b1 + ...+ zn bn) .4 est un entier pour tout n-uplet (zy, ..., zy) de 2" On vient

donc de montrer que

d2 =min ‘u? +ud+ .. +ud i(up, .., up€ 2Z" e u +au+.. +avlu,=0 mod m
Soit
d2 = min {(x, m-axp-..-anm! x,,)2 + x% + ...+ x3: (X1, .., Xp) € Z"".
C.QF.D.

c.2 Meéthode de réduction d’une forme quadratique

c.2.1 Préparation de la méthode

Soient (vj, 1 € i<n) une base d'un treillis G de dimension n strictement
supérieur 3 1, V la matrice dont les vecteurs lignes sont respectivement yi|, ¥2, ...,
vy et enfin U la matrice dont les vecteurs lignes sont ceux de la base duale

(uj, 1 €i< n).On consideére alors la forme quadratique définie positive F donnée par
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n
F(zi, 23, ..y Zg) = (Z1 Up + ... + 23 up)?, V (21, ....2,)€ 2.

. . C e n* . .
On s’intéresse ici au probléme de minimisation de F sur &£, ce qui revient 2

chercher un n - uplet non nul de Z". réalisant le minimum de F.

I1.1.13 REMARQUES

1.Si v =& (L,a,..,a™), y2=(0,1,..,0),.., ¥o= (0,0,.., 1)

alors

u = (m0,..,0), uwu=(al0..,0,.., U= (-a~1,0,..,1
et le minimum de F est d2.
2. Dans le cas général ou y|, v2, ..,vs est une base d’'un treillis quelconque
Go» on montre (cf. D.E. Knuth (1981)) que le maximum des distances entre les
hyperplans adjacents dans les familles d'hyperplans paralléles et équidistants contenant
Go est 1/dn, ou d? est la valeur minimum de F sur Zn.. ce qui revient a dire que dj
est la longueur du vecteur de norme minimum dans le treillis engendré par la base duale

(uj, 1 €i<n).

Pour résoudre le probléme de minimisation de F, on commence par réduire le

domaine de minimisation infini Z". en un domaine fini D.
I1.1.14 LEMME(cf. D. E. Knuth(1981))

Si un élément (X, X2, ..., Xp) de z" réalise le minimum de F alors pour

tout n-uplet y = (y1, y2, ..., yn) de 2™ ona
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(12) xf € F(yi,..,yn) (vkws),  1Sksn.

DEMONSTRATION

D’apres I'inégalité de Cauchy on a

xE=((Xp U1 + . + Xq Un )VE S (vievy) F(xp, ooy Xp) 1<k<n
Donc
X < (ieve) F(yr, o ¥a)y VY1, wh¥n) € Z"‘. Vk =12, ..,n
C.QFE.D.

Si le domaine D défini par le lemme précédent est suffisamment restreint on
peut y faire une recherche exhaustive d’un n-uplet non nul réalisant le minimum de F
sur Zn‘. Si ce n’est pas le cas on cherche une forme quadratique F équivalente a F
de maniére a réduire D.

Ainsi pour un indice j fixé, 1 £j<n, on considére la transformation

unimodulaire Tj définie par
Tiv)=v;=vi- gy, Tm)=w=y, i#ji=12..,n

n

T; (vy) =!'j=¥', Ti(y) =y; + z qi Y
“,
liatj

*
et si xe Z" et x=(Xy,...,X,) alors
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Ti(x) =X = (X}, ..., Xa)  4veC X; = X; - Gj X; pour i#j et x'j = Xj.
La forme équivalente F définie par u), ..., U, vérifie
F(Tj(x1, ... , Xp)) = F(xy, ..., Xp).

De plus on a g,uj =8;j, 1 Si,j<Sn. Enfin si les vecteurs (x|, X2, ..., Xp) parcourent
LN N . . y R
2Z" il en est de méme pour leurs transformées (x;, ... , Xx,). Donc F et F ont la méme
valeur minimum. On choisit les entiers qj, 1 <i<n et i#j, de telle sorte que les

transformées ¥; de y; soient de norme minimum. Pour un tel crittre de choix on

trouve

q;=l§%—% +05) i=1,2, .0 i%j
c.2.2 Description de la méthode

On démarre avec la matrice V dont les vecteurs lignes sont les vecteurs
Y1, ¥2, ..., ¥y d’une base du treillis G considéré. On calcule ensuite la base duale
(ui, 1 <i <n). On cherche alors 3 minimiser le second membre de (12) afin qu’'on
puisse calculer d, par recherche exhaustive d’un vecteur de norme minimum sur un

sous-ensemble strict du treillis dual de G. Pour ce faire, on fait intervenir la forme

équivalente F'.  Initialement on prend pour majorant s de dz,
c’est-a-dire, pour valeur de F(y1, ... . yn) le minimum de
Hurl?, ..., llual?, ob ||x]] désigne la norme euclidienne de x. La variable j, 1 <j <n,

est I'indice intervenant dans la transformation unimodulaire Tj et k la variable contenant
les indices j pour lesquels Tj est un succes : on dira que Tj est un succes si I'une au
moins des transformées yi'de v; (i=1, 2,..., n) est de norme euclidienne strictement

inférieure & celle de y;.
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Partant de j=1 et de k =n, on itere les opérations ci-aprés jusqu’ & ce qu’on ait
j=k.
i) On calcule T;
ii) Si T est un succes alors ke j.
iii)
1. Si j<n alors j& j+ 1, sinonje 1.
2. s min (s, u'u), uje u;

viev,1Sisn eti#]

Pour faciliter la compréhension de I'algorithme qu'on va présenter il est nécessaire de
préciser les données, les résultats et certaines notations.
Données 3 entiers a, m et n avec
l. n>1.
2.0<a<m, (a,m)=1.
3.Si un nombre premier divise m, alors il divise a- 1.
4 . Si 4 divise m alors 4 divise a- 1.
Résultats On sort un majorant de F et la forme quadratique réduite F de F

ou les lignes de lamatrice U associée & F sont yj, u2, ..., up avec

ur =m0, ... ,0), ur =(-a, 1,0, ..,0),u3 =(a2010 ..,0, ..,

Un=(-an1l,0, ..., 1.

Notations
1. On utilisera la matrice V dont les lignes yj, .., yn Vérifient
u;.yj = 8j;m, ou &;; est le symbole de Kronecker.
2.1 est la variable contenant a“! mod m(t=2,3,..,n).

3.s est la variable contenant les majorants de F.
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4.UD et vV sont respectivement des sous-matrices carrées réduites ou

non de U et de V telles que Qf”.x}” =d;; m, ou U?) et M(j” désignent respectivement

les iéme et jeme lignes de UM et de vV,
II.1.1S REMARQUES

- La réduction de F dans le cas n=2 se fait & I'aide d’'une méthode particuliére
qu’on peut assimiler A I’algorithme d’Euclide (cf. D.E. Knuth (1981)).

- La partie initialisation de 1’algorithme correspond a :

heahéempe1,pe0,rease l+a2
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ALGORITHME

~ fbut

( initialisation )

(Application de Tlalgorithme d' Euclide a la réduction de 1 a) )
Om

Wes-1
Tant que (W<s) faire

qe[h/), ue—h-gh, ve p qp, we u2+v2
si (w<s) alors début s u2+v2, he—h, he—u, pe—p, pev, wew-1 fdébut fsi.

fique

ueuh, ve v-p
s (uZ+ vi<s) alors début su2+v2, h'e—u, p—v fdébut fsi
s p>0, alors E—-1 sinon E—1fsi

hop

ph
VD E
hp P -h
(réduction de UM de dimension successivement égale 23,4,..., n)

tant que (i<n) faire
début

(on va incrémenter t d'une unité. Mais comme U®D et V) sont des matrices tx t, on aum

UV~

a les agrandir en ajoutant 2 chacune d'elles une ligne et une colonne convenables)

te— t+1, re- ar mod m, Llf”(— ¢1,0,..., 0,1). (uf”a t colonnes)
pour i =1) jusqud (1) faire U’ O fpour

_\{(‘1)(—(0, ey 0, M) (_\_/_f])a t colonnes)

pour (i=1) jusqu (t-1) faire

v
début q& Lmi +0.5;, Vvl gm, UP<u® +qu® fébut

fpour
( Dans la boucle précédente on a affecté a Vf:), la valeur rVﬂ),

puis on a appliqué la tranformation T))

se—min 6, UP UM, ke—t, jel, i1,

(I'étape suivante conceme la réduction de UVet de V)
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jant  que (j=k) faire
début
lant que (<) faire
i (%)) et AYOVIVOND) dor fin
début
q(_[_ygl)'y;l)/ y}".y?’ +0.5), y?’«—_y?’-qy;", Uf-”(—!.!f) il)' ke, i i+,
fdébut
.
[tque
si k=j) alors se min (s, U}".u}'ﬁ fsi

si (j=t) alors je~ 1 sinon je—j+1 fsi ie 1.

fdébut
ftique
fdébut

ftque

éerire (U", 1<j<n), éerire ).
tdébut
falgorithme

B.3 Algorithmes de réduction et calcul d’un vecteur de norme

minimum dans un treillis

On va utiliser les algorithmes précédents pour calculer de deux fagons différentes

un vecteur non nul x de norme euclidienne minimum dans un treillis G.

Soient (gj, 1< i<n) une base réduite d'un treillis G, (¢;*, 1 < i <n) la base duale

etx I'un des vecteurs qu’on cherche a calculer. On pose
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K=zl§l +... +ann
ou 1z, 73, ...,z sont des entiers convenables.

a) Premiére méthode de calcul d’un vecteur de norme minimum

Si la base est réduite au sens de U. Dieter ou de LLL, alors les coordonnées

de x vérifient
wl=l@er + .+ znen) gl (el DI =
ou
D=min {|gl|, 1<j<n}

Dans le cas de réduction au sens de D.E. Knuth, précisons a nouveau les

données et les résultats :

1.On se donne une base yi,..., ¥n d’un treillis G et on cherche A réduire la forme

quadratique F définie sur z" par
F(Yl, oo oY) = (181 + e + Yo )1 U1 + o+ Yaln), YV (Y1, uyn) € Z°

ol (uj, 1 €i<n) est la base duale de (vj, 1 <i<n).
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2. L’algorithme de réduction nous donne un majorant s de F, une base réduite
(vi,1<i<n) de (v, 1<i <n) et une forme quadratique réduite F définie sur 2"

par
F(yi o s ¥a) = G lin + o+ Ya -0 W)+ 4 Yalh V0 oy € Z7
ol (yj, 1<i<n) est la base duale de (v;, 1< i< n).
3. Un vecteur x* =(2z1*% ..., z;°) minimisant F sur Z". vérifie alors

lzj| <[VI(v;. v))sl)l=n, 1<i<n.

Il vient alors que quelque soit la méthode de réduction utilisée pour la recherche
d’un vecteur de norme minimum dans un treillis, les composantes (1y, ... , ty) de ce
vecteur s’obtiennent par recherche exhaustive sur I’ensemble des n-uplets d’entiers

(z1, ..., zg) non nuls tels que
lz;|< £;, 1<i<n
ou 2;,1<i<n, est un entier convenable.

II.1.16 REMARQUE

La méthode qu’on vient de présenter permet de calculer dans les deux premiers
cas un vecteur non nul de norme minimum dans un treillis G et dans le cas ou on
utilise la méthode de réduction de D.E. Knuth, on trouve les coordonnées dans la base
(Lli', }1 <i<n),d’un vecteur non nul de norme minimum dans le treillis dual G*. Par

conséquent si 1'on veut utiliser I’algorithme de réduction de D.E. Knuth pour calculer
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un vecteur de norme minimum dans G dont une base est (yj, 1 <i<n), alors on

cherchera & minimiser la forme quadratique
F(yp oo oY) =1 Y1+ + Y ¥) (V1 Y1 + o+ Yn¥a)y YV (1, uyn) € Z7

au lieu de

F(yy, oo v yn) = (Y11 + .. + ypun).(y1uy + ... + ¥n Un), V (yy, ..., ¥n) € 2"
ou (uj, 1 €i<n) est la base duale de (vj, 1Si<n).

Dans I'application au test spectral on n'aura pas besoin de la valeur méme du
vecteur de norme minimum d'un treillis G, mais de sa norme. Ainsi on décrit
maintenant un algorithme qui, partant d’une base réduite (gj, 1 Si<n) d’un treillis G,
sort la longueur du vecteur de norme minimum aprés une recherche exhaustive sur

I’ensemble des vecteurs x de G tels que
x=2z1€1+22¢2 +..+ Zntn, lzi|<c;, 1<i<n

IxIP<r

ou (cj, 1 <i<n) et r sont des entiers convenables.
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LGORI
-Données : 1, €2, ..., &n une base réduite de G,c, 1 <isSn et r.

-Résultat : on sont un réel t>0:(=min{||y|| :ve G yv#0,v=vie; +... +ven | vi Sc;,llyIIZSr}

- Vanables utilisées : Y contient les vecteurs de la forme vig; +... +vieq,

s est un majorant de Y.Y et X est la matrice Yvy, ..., vp).

dcbut

(initialisation ) ken, XY« (0, ..., 0), ser.

Tant que (k >0) faire
si (v =c) alors ke k-1

sinon
début

ke v+ L, Y Y + 6, ke k+]

si (k <n+l) alors
' tant que (k <n+l) faire début vk &« <, Y= Y 206k, ke k+1, fdébut fiant que
fsi

s—min (s, Y.Y) kek-1

fdébut
fsi
ttant qu
écrire §/s).
fdébut
falgorithme

b) Deuxi¢éme méthode de recherche d’un vecteur de norme minimum

dans un treillis

On considére d’abord les algorithmes de réduction de LLL et de U. Dieter et on

rappelle qu’il s’agit de trouver un vecteur non nul x d’un treillis G tel que

|xI? = min {|vI?, ve G, vy=0 et |lvIP < v)



oll v =min {ll;glfz, 1 SiSn} et ol (gj, 1 Si<n) est une base réduite de G.

Pour z dans G on pose

Zz=121€1 + ...+ Zpep.

D’autre part on note par Bj, la matrice colonne formée des composantes du vecteur g;,
1 <i<n, dans la base canonique et par B la matrice dont les vecteurs colonnes sont
Bi, By, ..., Bh. La matrice de Gramm A' de la base (ej, 1 <i<n) est alors donnée

par

A ='BB

et on a

lzll2=tZA'Z
ou Z =Yz, 22, ..., Zp).
Le vecteur x cherché est donc un vecteur non nul de norme minimum dans

I’ensemble des vecteurs z de G tels que

Z=z1€1+t22¢€2 + ...+ Z3¢€p
et

1ZAZ< v, Z=Yz1,122,...,2).

On consideére maintenant la réduction au sens de D.E. Knuth. Partant des notations du
paragraphe a) on désigne par A" la matricc de Gramm associée 2 la base

(i, 1 €i<n). 1l s’agit de trouver X*=(x1%, x2%, ..., xp*) de Z" el que
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Des considérations ci-dessus, on voit que quelque soit la méthode de réduction
utilisée pour calculer un vecteur de norme minimum dans un treillis, on est ramené 2

chercher I’ensemble des points T = (g, t2, ..., ty) de 2" tels que
ITAT < ¢

ol c efR: et ol A est une matrice carrée d’ordre n définie positive.

Nous nous intéressons maintenant a I’algorithme de U. Fincke et M. Pohst pour
résoudre 1 ’inéquation ci- dessus. Cet algorithme, basé sur la décomposition de Cholesky
d’une matrice carrée A définie positive, transforme une forme quadratique elle aussi
définie positive en une somme de carrés.

Plus precisément si A =(ajj, 1 <i,j< n) et

n
ITAT = z ajj iy

i=1
alors

n n 2
QM ='TAT = Y qi(ti + 3, qy)

i=1 j=i+l

ob les quantités q;j sont donnés par I’algorithme suivant :
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ALGORITHME

Données A =(aj, 1Si,j<n)
© Résultat: Q=(gy).

début

pour (=1) jusqu '3 n faie pour (=1) jusqu'd j faire gy a; fpour  fpour

pour (i=1) jusqu'3 n-1 faire
début
pour (=i+1) jusqu’d n faire début q;e g, qij— qiyq;i fdébut fpour

k =i+1) jusqua n faire

pour 1 =k) jusqua n fair quéqu- qga fpour

I1.1.17. REMARQUE

Si 'RR est la décomposition de Cholesky de la matrice A, alors les coefficients
(rij) de R sont donnés par
I'ij=0, 1<j<i<n
ri=ql? 1<i<n

rj =i Qij, 1 <i<j<n.

-
On calcule maintenant I’ensemble des points T =(ty, ..., ty) de 2" tels que
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n n 2
2 Gilti+ Y, qijt) Sc.
i=1 j=isl

On a:

i) Gnn 2 <c=Tp

Par conséquent
Bl (1) S ty < BS(ty)
ou
BI(tn) = - (ql:‘":) m]. BS(ty) = L ((TT'&) mJ

avece

[x1= min{ne Z,n2x] @ LxJ=max{ne Z ,n<sx).

i) Qn-1n-1(tac1 + Qn.in ln)2 + {nn ‘1215 C.

Par conséquent

Bl (th.1) < th.1 < BS(t4.1)

ou
12 12
BI(t,) = [- (q%%) “Qn-1n tl et BS(t,) = l.(q;—r?‘h) - Qn-1ntald

avec

Ty =Ts- an(?v



Plus généralement pour ty, ty.1, ..., tk+1 fixés, on obtient les bornes de ty,

tk-1, ... , tj en utilisant la relation

k 2
Z Qi (4 + 2 Qi) <sTy
i=1

j=it+l

avec
n 2
Tk = Tka1r - Qeer ket (k41 + z Qk+154) » k=n-1,n-2,..,1
j=k+2
et
Tn"—'c.

On est maintenant en mesure de donner I'algorithme de U. Fincke et M. Pohst.



Données
Résultats

début

mes_n

ftanque

fdébut
falgorithme
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ALGORITHME

(Qij, 1Si<j<Sn) et un réelc>0.

Tous les x 2 n composantes entieres avec Q(x)S c¢. On sort aussi le Q(x) non nul et minimal.

-

[ Initialisation ]
i—n, Tie—c, Ui 0, Q—c, Ze (Ti/qi)'2, BS(x)—| Z-Ui | |, xj=[ -Z-U;], re 1.
Tant que (r=1) faire
si (xi> BS(x)) alors début i i+l, x;e—x;+]1 fdébut fsi
si (xi <BS(x)) alors
si (i=1) alors

début
l('_ ( xns xn«l- ceey xl)& écnm (5 ))

1 (x =0) alos r=0)

sinon
début Q) -T) +c+qyi(x1+Uj 2, si Q(x)<Q alors Qe Qx)fsi xie— x;+1 fdébut
si
fdébut
sinon
déb
o < T. R
i1, U= Y Qixp T Tit - Qirin(Xin Ui 2, Ze Qﬁ) ,
) =i+l

BSx)e—| Z-U; |, xi <[ -Z-U;]

fdébut

gerire (Q)
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C . Application de la réduction d’une base d’un treillis et du calcul
d’un vecteur de norme minimum dans un réseau au test des treillis et

au test spectral des vecteurs de nombres pseudo-aléatoires

Au paragraphe A, nous avons fait la description des grilles engendrées par des
vecteurs provenant d’une congruence linéaire simple. Nous utilisons ici les treillis
associés a ces grilles pour tester les qualités de distribution d’une suite de N.P.A.

congruentielle.

Soit (x) ={x;} une suite (a, b, m, xo) obtenue par 1'un des générateurs
(a, bm) du théoréme 1.2.1. Pour n > 1, on considére les deux suites de vecteurs

suivantes

(13) Xi= (xiv Xitls s xi+n-l)» l = O' lv

(14) &'=(Xin, Xin+l» .-« » Xin +n-]), i=0, l,

On se propose maintenant d’étudier la distribution des suites de vecteurs pseudo-
aléatoires u = ({x;/m) et u = {x;/m) dans I'espace [0, 1[". Les conclusions de cette
étude étant les mémes que celles qu’'on a lorsqu’on considere la répartition de
(x) = {x;) et de (x) = {x;'}dans [0,m[", on s’intéressera suivant les cas a (x) et 2
(x') ou a (u) et a (u).

Pour simplifier la tiche, on suppose de plus que les paramétres a, b, m et xq
sont choisis de telle sorte que chacune des suites (13) et (14) engendre une seule grille
Gp . Soient alors R, le réseau déduit de G, par annulation du vecteur de translation et
(ei, 1S1<n) une base de ce réseau.L’ application de I'un des algorithmes de réduction
A cette base nous permet de calculer le quotient q, de Beyer en dimension n : qn est

le quotient de la norme euclidienne du vecteur le plus long de la base réduite par celle
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du vecteur le plus court. Si g, est voisin de 1, alors on dit que la suite (a, b, m, xg)
ou le générateur (a,b, m) a un bon treillis en dimension n. Partant d’une base réduite
du treillis dual R,* de Ry, on calcule d'abord la longueur dy d'un vecteur non nul de

norme minimum dans R,*, puis la quantité p, définie par

=n"/2d,,"
" (%) ! m

H

avec

(%) ! =(!21) (% l) (%) YT, pour n impair.

Si pp 2 0.1, alors on dit que les suites (x) et (x’) passe le test spectral en dimension n
et si gy 2 0.1 pour 2 < n < 6, alors on dit tout simplement que ces suites passent le

test spectral.

D. Résultats de la mise en ocuvre des algorithmes de réduction d’une
base d’un treillis et du calcul d'un vecteur de norme minimum dans un
réseau : application au test des treillis et au test spectral d’un

générateur d’une table de *“Nombres au Hasard”

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés aux treillis engendrés par le générateur
congruentiel (3125, 1, 235) utilisé pour la table de “Nombres au Hasard " du livre
*“ Tables Statistiques et Financieres " de J. Laborde (Dunod 1971) ( cf. B. Van Cutsem
(1980)).
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D.1 Caractéristiques du Générateur (3125, 1, 235)

Pour construire cette table on s’est servi de la suite (3125, 1,235, 71). Avant de
préciser les caractéristiques de cette suite (période et période effective), nous donnons
quelques définitions et certains résultats généraux portant sur la longueur de cycle et la

période effective d'une suite (a, b, m, xq).

D.1.1 Quelques aspects généraux sur les caractéristiques d’une suite

(a, b, m, xq)

I1.1.18 Définition

1) Soient a et m deux entiers strictement positifs tels que PGCD(a, m) = 1. On
appelle ordre multiplicatif de a modulo m le plus petit entier 8 strictement positif tel
que a® = 1 mod m.

2) Soient a et m deux entiers strictement positifs. Alors le plus petit entier r

strictement positif tel que ar = 0 mod m est dit ordre additif de a modulo m.

II. 1. 19. Définition

Soit (x) = { x5 ), une suite (a, b, m, xg) avec PGCD(a,m) = 1.

1) L’ordre multiplicatif & de a modulo m est appelé période effective de la suite (x)
ou du générateur (a, b, m).

2) Si de plus b est égal a2 1 et xp est nul, alors la suite (x) est dite suite

fondamentale et le générateur (a, 1, m) est appelé générateur fondamental.

Le théoréme suivant montre qu’'on peut d’une part, ramener le calcul de la période

d’une suite (a, b, m, xg) 2 celui de la suite fondamentale (a, 1, mj, 0) pour un entier m
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convenablement choisi et d’autre part, retrouver la suite (a, b, m, xg) par transformation

affine de la suite fondamentale (a, 1, m, 0).

II. 1. 20 Théoréme (cf. B. van Cutsem(1980)).

Soit T le générateur (a, b, m) tel que PGCD(a, m) = 1. On choisit ensuite un
entier xo quelconque appartenant a I'intervalle [0, m[ et on pose
d = PGCD(xg(a-1) + b, m).
Enfin, si (x) = (x, } est la suite (a, b, m, xg) et (d) =(d, )} la suite (a, I, m,0), alors la
période de (a, b, m, xg) est égale 2 celle de (a, 1, m/d,0) et on a

xnp = dp(xp(a-1)+b) +x9g mod m.

Nous terminons ces considérations d'ordre général par |'énoncé d’un résultat
établissant une relation entre la longueur de cycle et la période effective d'une suite
fondamentale et faisant ressortir I'influence de la valeur de la période effective sur la

structure de cycle de cette suite.

II. 1. 21 Théoréme (cf G. Marsaglia (1972))

Soient a et m deux entiers tels que PGCD(a,m)=1 et 1 <a<m. On note par &
I'ordre multiplicatif de a modulo m. Alors la suite fondamentale (d) = {(dy,) , égale 2 la
suite (a, 1, m, 0), est constituée du bloc {B) = (dg,d),...,ds.1) suivi des translatés
de ce bloc. Soit

(B}, {(B+c),{(B+2},...
ou la constante ¢ est donnée par
c=l+a+a2+...+a%! mod m

et o, pour tout entier naturel non nul j, ( B +jc ) est défini par

(B+jc) = (b+jc mod m : be (B} }.
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La période de (a, 1, m,0) est &r,ou r est I'ordre additif de ¢ modulo m, c’est - 2 -

dire, r = m / PGCD(c,m).

II. 1. 22 REMARQUES

1) Dans le théoréme ci - dessus, les & éléments du bloc {B) sont deux 2 deux distincts.
2) Nous avons déja souligné au paragraphe 1.1 qu'un bon générateur congruentiel doit.
avoir une longueur de cycle suffisamment grande et au vu des théorémes II. 1. 20 et
I1. 1. 21, il est souhaitable qu’ il ait également une période effective assez élévée de telle

sorte que la suite engendrée n'ait pas une structure trop réguliére.

D.1.2 Calcul de la longueur de cycle et de la période effective de
(3125, 1,235, 71)

Puisque les paramétres (a, b, m) = (3125, 1, 235) du générateur de la suite (3215, 1, 235,
71) vérifient les conditions du théoréme 1. 2.1 i), la longueur de cycle de cette suite
est égale 2 235. D’aprés G. Marsaglia (1972), Théoréme 3, la période effective & de cette
suite est donnée par

8 = 235/ PGCD(3125-1, 235).
Soit

5 =233,

Ainsi le générateur de la table de “Nombres au Hasard” vérifie les critéres de

qualité cités dans la remarque II. 1.22 2): les période et période effective sont

suffisamment grandes.

D.2 Test des Treillis

Soit (x) = { xj } une suite (a, b, m, xg) de période maximale m. Nous avons

montré au paragraphe 1l. 1 que, pour un entier n,n > 1, I’ensemble
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G},={y=zg+m; :xe V), ze Z"}
avec
V},:{(xi,....xi,n_,):xjsaxj.,+b mod m.i<j<i+n,0$i<m}
est une grille de vecteur de translation
bo(xg) = xo(1,a,...,a"") +b0,1,1 +a,..., 1 +a+...+a"?)

et de base

by=(l,a,... a"})
b=0,m,...0)

ba = (0,0, ..., m).

Mais pour faciliter I'étude de la distnbution de la suite (x) = {x,) en dimension n, on

fait I'étude du treillis Ry engendré par les vecteurs by, ba.. ... bn.c’est -2 - dire,
Rn=‘z|b| +...+bhi(z),. .. 2y) € Z""

D’un point de vue géométrique, les vecteurs by, b2, ..., bn engendrant le weillis Ry

déterminent un parallélépip¢de P, donné par

Po={cibi+...+cpbp:0Scisl,i=1,...,n)
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et le volume de P, est la valeur absolue du déterminant de la matrice carrée d’ordre n
dont les lignes sont les vecteurs b, bs,...,bn. Si la suite (a, b, m, xg) est
équidistribuée en dimension n, alors le treillis Ry, est identique au treillis idéal,c'c;st -a-
dire, le treillis engendré par (, o . . . , 0),
0,1,0,...,0),...,(, 0,0,...,1). Cela veut dire que le volume du parallélépipede
obtenu 2 partir des vecteurs de la base de R, est égal & 1. Dans ce cas on dit que le
générateur (a, b, m) passe le test des treillis.

Partant de de cette définition du test des treillis, on déduit de 1'étude de la
structure de grille des nombres pseudo - aléatoires congruentiels que toutes les
congfuenccs linéaires simples échouent 2 ce test. En particulier pour une congruence
linéaire (a, b, m) de période m, le volume du parallélépipede P, est égal & m™ 1. L’échec
des générateurs congruentiels & ce test est dd a leur structure d’hyperplans dont
I’exposé a ¢été fait au début du paragraphe B. Il existe cependant des méthodes
permettant de brasser un générateur congruentiel afin de détruire sa * régularité
cristalline” (cf. D . E . Knuth (1969), p. 30 et M. D. Maclaren et G. Marsaglia(1965)). Dans
la recherche des congruences linéaires candidats 2 ce brassage, on choisit celles dont le
treillis (en dimension 2, 3,4 et 5 par exemple) n’est pas “trop €loigné” du treillis idéal.
Un treillis en dimension n n’est pas “trop éloigné” du treillis idéal lorsque le quotient
de Beyer de sa base réduite est proche de 1.Si pour un entier n,n > 1, une congruence
linéaire donne lieu A un treillis dont le quotient de Beyer de sa base réduite est proche
de 1, alors ondit alors que cette congruence linéaire a un bon treillis en dimension n.

Le tableau ci - dessous comporte entre autres les quotients de Beyer en dimension

2,3,4,5 et 6 des treillis provenant du générateur (3125, 1, 235).
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dim n
2 3 4 5 6
Q.B. KNUTH | 109951160 1.20768 552222 1.69948 2.13537
Q.B. LLL 3518.44 1.20768 5.52222 1.7301 2.22773
T. KNUTH 2.173 9.783 20.005 38.816 65.749
T. LLL 2.458 3.973 11.592 32.066 60.855

Q. B. KNUTH : Quotient de Beyer obtenu aprés la réduction d’une base au sens de
KNUTH.
Q.B. LLL Quotient de Beyer obtenu aprés la réduction de la méme base, mais

cette fois-ci au sens de LLL.

T. KNUTH Temps mis pour réduire une base donnée suivant la méthode de
KNUTH.
T. LLL Temps mis pour réduire la méme base suivant I'algorithme de LLL.

La premiére ligne du tableau ci-dessus contient les différentes dimensions des
treillis provenant du générateur (3125, 1,235). Les lignes 2 et 3 nous permettent de faire
I’étude comparée des quotients de Beyer suivant les réductions au sens de Knuth et de
LLL. Pour les dimensions 3 et 4 les Q. B sont identiques.Quant aux dimensions 5 et 6
les Q. B obtenus aprés réduction suivant la méthode de Knuth sont légérement infénieurs
a ceux résultant de I'algorithme de réduction de LLL. Au vu de ces résultats le

générateur (3125, 1, 235) n’a pas un bon treillis pour les dimensions 2,4 et 6.
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Dans les lignes 4 et S apparaissent les temps de réduction en secondes C.P. U. :

I'algorithme de réduction de LLL est plus rapide pour les dimensions n strictement

supérieurs 2 2.

Nous avons omis ici I'algorithme de réduction suivant U. DIETER, car dés la

dimension 2 on a dépassé les 70 secondes C.P. U.

D. 3 TEST SPECTRAL

L’analyse du test spectral du générateur (3125, 1, 235) nous a donné les résuliats

résumés dans le tableau suivant.

u, | 0.000893254

n
2 3 4 5 6
dz2  ]9765626 9765626 56550 10126 1852
3.72189 0.459658 1.58195 0.956524

Le générateur (3125, 1, 235) passe de fagon remarquable le test spectral en

dimension 3,4,5 et 6. En revanche il échoue au test spectral

est probablement dii au fait que le multiplicateur 3125 est trop petit.

en dimension 2 :cela
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En conclusion le générateur (3125, 1, 235) peut étre utilisé dans les simulations en

dimension 3,4,5 et 6.
REMARQUE

Etant limités par les ressources, nous n’avons pas pi comparer les temps
d’exécution des phases de recherche exhaustives des méthodes standard et de la
méthode résultant de la combinaison de ces méthodes et de la méthode basée sur la
décomposition de Cholesky.

IL2 Test sériel, test spectral et construction des multiplicateurs optimaux

A . Discrépance, test sériel et comparaison des tests sériel et

spectral

Soient N >1 et n21 deux entiers et L, ), ..., IN.} une suite d'éléments de [0, 1 [

Désignons alors par SI I’ensemble des sous - intervalles de [0, 1{" donné par
SI = {{a},bi[ x ...x[ag byl : 0Sa;<bj<1,1SisSn)

puis par Ag')(l) le nombre de points f;, 0<i <N, appartenant a un intervalle J de SI,

c’est - a -dire
ADU) = #le J,0<i<N])

ou pour tout ensemble dénombrable E, #E est le cardinal de E.
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Si Vol (J) dénote le volume de J alors la quantité Dg')(g‘,. w5 IN-1), déterminée

par

’

(n) AM()
DN (o, ... » IN-1) = max _NT*J_ -Vol()| : Je SI

est appelée discrépance des points L, ), ..., IN.1-
Nous considérons ici la discrépance D‘,j‘)(u‘,. ... » UN.1) des points
Ui = x/m= (x;/m, ..., Xj4n.1/m) 0Si<N
ou (x) ={x;) est une suite (a, b, m, xo) et nous la notons Dg".

Pour n=1, Dg') évalue 1'écart entre la distribution empirique des N premiers
N.P.A.de la suite (u)={x/m} et I'équirépartition sur (0, 1[ : si la valeur de D‘,j') est
suffisamment petite alors on dit que la suite (u) = {xy/m} est uniformément répartie sur
[0, 1[. Des estimations de Dﬁ') effectuées dans Niederreiter (1976b) montrent
que pour N suffisamment grand, la suite (u)={xym}, ou (x)={x;} provient
de 1'un des générateurs spécifiés dans le théoréme 1.2.1, est
une bonne approximation de I'équidistribution sur [0, 1.

D’autre part le test basé sur Dﬁ'), pour n > 1, est appelé test sériel en
dimension n : Si la valeur de Dg') est voisine de zéro pour N grand, alors on dit que
la suite de N.P.A. (u) =(xi/m) passe le test sériel d’ordre n, c’est-a-dire; n termes

consécutifs du cycle de cette suite sont considérés comme étant statistiquement

indépendants.

On va établir maintenant une relation entre le test sériel et le test spectral.
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11.2.1. THEOREME (cf. D.E. Knuth (1981))

Soient (x) = {x;) une suite (a, b, m, xo) de période m et s le plus petit entier
naturel non nul tel que as=1 mod m. Si pour n> 1,la quantité d, déterminée dans le
théoreme I1.1.12 n’est pas trop petite alors la discrépance Dﬂ') des N premiers termes
du cycle dela suite u ={xy/m) vérifie

vs (logm)" logs
N

m (logm)” ((l_og_@li) 1SN <m

(n _
Dy’ =0¢( Nvs d,

) +

(15)

pip = o ({1o8m7
dn

ou O(v) désigne le produit de v par une constante.

Pour N =m, I'estimateur (15) de la discrépance nous donne une relation entre le test
sériel et le test spectral. En effet si d, est assez grand, c'est-2 -dire, si la suite
(x) = {x;/m} passe le test spectral en dimension n, alors D{J’ est voisin de zéro et par
conséquent cette suite passe le test sénel en dimension n. Notons cependant qu’il existe
(cf. D.E. Knuth (1981)) des suites de discrépance négligeable pour certaines dimensions
n et ne passant pas le test spectral pour ces dimensions.

Nous allons nous intéresser, pour b et m fixés, au calcul des multiplicateurs a dits
optimaux en ce sens que chacun des générateurs (a, b, m) donne lieu 2 une suite de
N.P.A. passant le test sériel d'ordre 2. Ainsi pour obtenir des suites passant le test
spectral, on pourra faire une recherche sur les suites (a, b, m, xo) ou a est un

multiplicateur optimal.
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B. Présentation de quelques résultats Théoriques sur la discrépance des
vecleurs de nombres pseudo-aléatoires et la figure de mérite d’une

congruence linéaire simple

Soit (x) ={x;) une suite (a, b, m, xo) de période t avec

.. m>2
2.2<a<m et (a,m) =1

3.0sb<m, 0<xo<m.

Pour n 22, I'indépendance statistique entre n termes consécutifs de (x) = {x;) peut étre
mesurée 2 I'aide de la quantité p™(a, m) appelée figure de mérite de a en dimension n
et définie comme suit :

Pour tout élément h = (hy, hy, ..., hy) de 2" on pose

r(h) = [T max (1,1h;)).

i=1
Alors p™(a, m) est donnée par
p™(a, m) = min {r(2h) )

ou le minimum est étendu A tous les éléments h = (hy, ..., hy) de Z". tels que

hy+hya +...+hya"! =0mod m, -%<hjs%, 1<j<n.

Nous allons considérer maintenant I'estimation de D{") en fonction de p™(a, m).

Pour cela on pose les trois conditions ci - aprés :
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i) m est un nombre premier et a est une racine primitive modulo m.
i) m=2% o223 a= 5 mod m et b impair.

iil) m=2% a2>3, a=5 mod m et b=0.

Alors les relations suivantes entre D‘t“) et p™a, m)ont €€ éablies dans
H. Niederreiter (1985).
Dans le cas ou les paramétres a, b et m vérifient 1'une ou l’autre des conditions i) et

il) on a :

Cp < p™ < Cn(logm)”

p(l'I)(a' m) - t p(n)(a' m)

et si ces parameétres satisfont iii), alors on obtient

Cn < pm < Sn (logm)"
pMa, m/d) T p™(a, m/d)

ou les quantités cp et ¢, sont des constantes strictement positives ne dépendant que de
n.On en déduit que pour m et n fixés, les bons multiplicateurs a relativement au test
sériel en dimension n sont obtenus en maximisant la figure de mérite appropriée. Dans
le cas n=2,cela est facilité¢ par I'existence d'une relation enwre la figure de mérite et les
fractions continues . Plus précisément si [a}, ..., aq] est le développement en fraction
continue simple de a/m, alors (cf. S. K. Zaremba(1966)) on a

m(ﬂi—ﬁ < p®(a, m) < j%

avec

K = K( a/m) = max (ay, ..., aq).
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Ainsi la valeur de p®(a, m) est assez grande si les quotients partiels du
développement en fraction continue simple de a/m sont suffisamment petits. D’autre part
une formule établie dans I. Borosh et H.Niederreiter (1983) permet de calculer en temps

raisonnable p®P(a, m) :

(16) p'? (a, m) = min {qlq.a - px m|)

ou le minimum est étendu A toutes les réduites px /qx de a/m avec qx < m.

Mais si pour a et m donnés on peut calculer aisément K = K(a/m), est - il
possible pour m fixé de trouver un majorant ou mieux une borne supérieure de Kp
avec

Km = min {K(a/m))

ou le minimum est étendu a tous les entiers a vérifiant 1 <a<m et (a,m)=1.

Une conjecture de Zaremba (cf . Zaremba (1972), pp. 69 et 76) affirme que
Km <35 pour tout m et cette conjecture a été démontrée par H. Niederreiter (1986d)
dans le cas ou m est une puissance de 2 : plus précisément il a établi de fagon
constructive que pour tout m de la forme 2", n21, il existe un entier impair a tel que
l1<a <m et K(a/m) <3, le majorant 3 étant en fait une bome supérieure .

Nous considérons ici le cas ol m est un nombre premier et nous mettons en
ocuvre une méthode de recherche des multiplicateurs optimaux relatifs a n = 2, méthode

due a I. Borosh et H. Niederreiter (1983).
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C. Description d’une méthode de recherche des multiplicateurs optimaux
en dimension 2

D’apres le paragraphe précédent les bons multiplicateurs a pour m fixé sont ceux

pour lesquels K(a/m) est le plus petit possible. Nous présentons maintenant une

méthode de recherche qui consiste A trouver des racines primitives a modulo m telles
que K(a/m)<S.

Pour 2 € N. et (aj, ..., ay) € N', on considére l'ensemble I, . ,, des réels

de l'intervalle ]0,1] dont le développement en fraction continue simple est de la forme
[a1, a2 ..,ag, ... ). Ia, .4, est un intervalle dont les extrémités sont [ay, az, e ,ag]
et [aj,..,ag.}, ag +1 ] et dont la longueur est 1/qp (Q¢g +qg-1) avec
pe/qe =[aj, a2, ..,ap). Pour &€ IN., on considére l'ensemble

=fh e f12) 1sis )

Chaque intervalle I dc. Fp, nous donne deux intervalles de F, ,, contenus dans I;
ensuite chaque intervalle I' de F, ,; nous donne deux intervalles de Fy ,, contenus
dans I et ainsi de suite. Une telle construction conduit 3 la limite 3 un ensemble de
Cantor. On arréte cependant la subdivision d’un intervalle lorsque sa longueur est
strictement inférieure a un réel € >0 fixé a I'avance. L'ensemble F(€) de tous les

intervalles ainsi obtenus est appelé ensemble de Cantor ironqué donné par

F(€) = {la, ..a st €N, a,€{1,2), 1Si<t, |L, .. al<€ et|l . ail 28}.
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Pour tout élément | de F(€) et pour tout a appartenant 2 l’intervalle ml, on
calcule K(a/m). Si K(a/m)<5 et si a est un élément primitif modulo m alors on

calcule la figure de mérite p®)(a, m) suivant la formule (16).

D. Résultats de la mise en oeuvre de [I'algorithme de calcul des

multiplicateurs optimaux en dimension 2

Un programme a été écrit dans le systéme réduce installé sur le Cyber 990 du
Centre de Calcul Universitaire de Grenoble. Ce syst¢me de calcul formel, adapté entre
autres A la manipulation des grands entiers et au calcul exact en arithmétique, nous a
permis de tester la primalité des entiers de 1'ordre de 11 chiffres (c’est une taille
raisonnable pour les entiers utilisés comme modulo dans les congruences linéaires
simples considérés comme générateurs de nombres pseudo-aléatoires), de calculer F(g) et

de faire la recherche des coefficients optimaux sur un intervalle donné.

a) TEST DE PRIMALITE

Pour tester la primalité d’un entier n, nous avons choisi un algorithme nécessitant
la factorisation compléte de n-1(cf. D. E. Knuth (1981)). Il y a bien siir des tests de
primalité plus rapides utilisant la factorisation partielle de n-1(cf. H. Cohen (1980-1981)),
mais notre choix a été motivé par le fait que nous aurons a utiliser les diviseurs
premiers de p-1,0lu p est un nombre premier résultant du test de primalité, pour tester
la primitivité modulo p de certains entiers lors de la recherche des coefficients

optimaux.
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Exemples de nombres premiers p de 11 chiffres

P FACTEURS PREMIERS DE p-1

235.31 =34 359 738 337 2,3,7, 11, 31, 151, 331

35 . =
277 - 141 =34 359 738 227 2. 11, 23, 67 904 621

236.5=68719476 731 2,5,6871947 673

b) CALCUL DE F(e)

Afin de faire une comparaison avec les résultats obtenus par 1. Borosh et
H. Niederreiter (1983), nous nous sommes proposés de choisir les mémes valeurs de €
que ces deux auteurs. La valeur maximum de € utilisée par ceux-ci étant 1/100 et le
coit du calcul de F(€) étant une fonction décroissante de €, nous nous sommes limités

a € =1/00. Aussi avons nous trouvé

F(1/100) = {[5/12, 717}, (7712, 10/17), (8/11, 11/15]), (7710, 12/17), [12/17, 17/24],
[3/8, 5/13], [5/13, 7/18]), (411, 1/19], (7119, 10/27), [5/12, 8/19], [8/19,11/26], [5/8, 8/13],
(8/13, 11/18]), [7/11, 12/19), [12/19, 17/27), (712, 11/19), [11/19, 15/26], [8/11, 13/18],
(13/18, 18/25] }.

Nous constatons que le cardinal de F(1/100) est de 19 alors que pour . Borosh
et H. Niederreiter ce cardinal n’est que 13.L’unique explication que avons pu donner a
cette différence entre les deux résultats est la suivante : Les deux auteurs ont travaillé

avec des réels en double précison alors que nous avons fait un calcul exact.
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¢) Recherche des coefficients optimaux

Il est clair que pour les nombres premiers p assez petits (p=2,3,5,...),ona peu
de chance de trouver des coefficients optimaux(mémes lorsqu’ils existent) 3 1'aide de
F(e) pour de faibles valeurs de €(e = 1/100 par exemple). Mais pour de tels nombres

premiers, on peut faire une recherche a la main ou utiliser F(€) avec € suffisamment

grand.

Pour les nombres premiers p assez modestes (nombres de quatre chiffres par
exemple) les intervalles pl, ou I est un élément de F(1/100), sont suffisamment grands
pour qu'on puisse y faire pratiquement une recherche exhaustive des coefficients

optimaux.

Exemples de coefficients optimaux pour deux nombres premiers p de 4

chiffres
p cocfﬁcizm optimal K(a/p) p@Xa, p)
1999 826 3 484
2909 1707 2 960
2009 1205 3 770
2909 1704 3 70
2909 2129 3 77
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Nous remarquons que pour p = 2909, K(1704/p) = K(2129/p). Ainsi pour discriminer les
multiplicateurs optimaux 1704 et 2129, on fait intervenir leur figure de mérite respective
et on choisit 2129 qui a une figure de mérite plus élévée. Notons cependant que le
crittre de figure de mérite est quelquefois insuffisant pour discriminer deux coefficients

optimaux : c’est le cas pour les muldplicateurs 1205 et 1704.

Pour les nombres premiers p assez grands (p = 235 - 31 par exemple) les
intervalles pl, ot I est un élément de F(1/100), sont en général trop grands pour qu’on
puisse y faire rapidement une recherche exhaustive des coefficients optimaux. Aussi
avons nous fait une recherche par tranche de 50 entiers et on a arrété la recherche des
qu’on avait trouvé un coefficient optimal ou dés qu'on a fait des recherches sans
succés sur un certain nombre de tranches fixées. Dans ce demier cas on a recommencé

la recherche sur un autre intervalle pl.

_Pour p=235-31, une recherche sans succés a été faite sur les 1850 premiers
entiers de chacun des intervalles [14 148 127 452, 14 316 557 067], [20 043 179 895,
20 211 610 644] et [24 998 900 359, 25 197 141 195). Notons que ces trois intervalles
correspondent respectivement aux éléments [5/12,7/17], (1/12, 10/17] et [8/11, 11/15] de
F(1/100).

_Quant A p = 2365 une recherche, elle aussi sans succes, a €éié réalisée sur
seulement les 500 premiers entiers de chacun des trois intervalles [25 769 803 775,
26 430 567 656, [40 086 359 823, 40 423 221 323] et (49 977 800 760, SO 394 282 432],
intervalles correspondant respectivement a [3/8, 5/13}, (7/12, 10/17], et [8/11, 11/15].

Etant limités par les ressources, les recherches ont été faites sur une proportion
peu significative pour qu'on puisse faire I’hypothése qu’il n’existe pas de coefficients
optimaux pour les modulo p assez grands: sur la premitre séric de trois intervalles cette

proportion est de 1/104, alors que sur la seconde elle n'est que de 7/107.

D’aprés ces résultats on serait peut - éwe tenté de dire qu’il aurait éié plus

avantageux de concentrer, pour chacun des deux nombres p utilisés, les recherches sur
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un seul intervalle. Cette réflexion nous ameéne naturellement aux deux questions
suivantes. Pour un nombre premier p donné et pour un intervalle Iinclus dans [I, p|
fixé, peut-on donner une estimation ou mieux la valeur exacte de la proportion des
nombres primitifs modulo p appartenant a I. Plus généralement, étant donné un nombre
premier p, quelle est la distribution des nombres primitifs modulo p dans I'intervalle
(1, p-1]). Une réponse 2 I'une ou & l'autre de ces questions est une information
importante pouvant nous permettre d’adopter une meilleure stratégie dans la recherche

des coefficients optimaux.

REMARQUE Une recherche sans succeés sur une tranche de 100 chiffres a coiité

environ 12s c.p.u.
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CHAPITRE 2

CONGRUENCES LINEAIRES MUTLIDIMENSIONNELLES

ET NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES






-89-

I. ETUDE DES SUITES ENGENDREES PAR UNE CONGRUENCE LINEAIRE
MULTIDIMENSIONNELLE

1.1 CARACTERISTIQUES D’UNE SUITE ENGENDREE PAR UNE
CONGRUENCE LINEAIRE MULTIDIMENSIONNELLE

Soient k, m, a,, a,;, ..., a,., des entiers vérifiant
m>1, k>I
0<ag<m, i=0,1,..,k-I
O<b<m.
On considere alors la suite (s) ={s,) sur &, définie par la donnée des termes initiaux
So -+ » Sk.p €t la congruence linéaire

0) Sn+k = k. 1Snek.l] * oo + Sy + bmod m, Vn20.

L’identité (0) est appelée congruence linéaire multidimensionnelle
(en abrégé C.L.M.) ou récurrence linéaire d’ordre k sur Zm. Si b est non nul alors

elle est dite non homogene sinon elle est dite homogéne. Comme on peut toujours
se ramener A ce dernier cas (cf. R. Lidl and H. Niederreiter (1983)) on supposera dans
la suite que b est nul.

La suite (s) ={s,} engendrée par (0) est dite suite congruentielle linéaire
multidimensionnelle (en abrégé S.C.L.M.) ou suite récurrente linéaire
homogene (en abrégé S.R.L.H.) d'ordre k sur £, Les termes de la suite (s) = (sp)
appartenant 2 1’ensemble fini &, il existe, comme dans le cas d'une congruence linéaire

simple, deux entiers ¢ >0 et 120 tels que

(**)  Spc=Sp V n2t
On dit alors que la suite (s) est fondamentalement périodique. Soit c,> 0 le plus
petit entier ¢ vérifiant (**). Alors c, est appelé longueur de cycle ou période de la
suite (s) ={sy}, tandis que la longueur du transitoire t, de cette suite est définie

comme €tant le minimum des entiers naturels t tels que

Speco =Spy V D 2L



La séquence (sy, Sie1- -, Suec..1) €St appelée cycle de (s) et dans le cas t,> 0,
(So» S1,+++, Sy,.1) est le transitoire de (s).

REMARQUE
Si pour un entier strictement positif ¢ on a
Snec =Sn» V N21,
alors ¢, divise c.

1.2. GENERALITES SUR LE CALCUL DES LONGUEURS DU
TRANSITOIRE ET DE CYCLE

Nous présentons ici les pnincipaux résultats établis par M. Ward(1933).
Etant donné un entier k > 1, on considére la récurrence
(1) dawk = C1dnsky + -+ +Cpdpeg + cdp, ¥V 020
et le polyndme associé F(x)
(2) F(x) = xk-cyxk1 - ¢, 1x-¢

ou les coefficients c,, c5,..., ¢, sont dans N.
Soient m > 1 un entier et (u) ={u,) une suite d’éléments de N vérifiant (1). On se
propose d’étudier ici les longucurs de cycle et du transitoire de (u) mod m:

(u) mod m = {u, mod m).

Pour cela, il est nécessaire de préciser certaines notations et définitions.

La suite (u) mod m est dite purement périodique si sa longueur du transitoire est
nulle et elle est dite nulle lorsque son cycle est réduit A I'entier 0.1l convient de
remarquer qu’une suite nulle peut étre différente d'une suite identiquement nulle dans
laquelle tous les termes sont égaux a 0.

U, désignera I’ensemble des suites (u) sur IN vérifiant (1) et U, I'ensemble des
résidus modulo m des éléments de U,. Afin de faire ressortir la dépendance d’un
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élément (1) de U, par rapport & F(x), on notera quelquefois (t) modd (m, F(x)) au
lieu de (1) mod m. Enfin (u) = (a) mod m signifie

(a) = {uy, mod m).

a) THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LES SUITES NULLES ET
PUREMENT PERIODIQUES

Nous commengons par définir les opérations d’addition sur U; et U,. Pour tout (u) et
(v) de U,, la somme (u)+(v) est définie par

(u) + (v) = (u+v) = {uy + vy)
et quels que soient les éléments (a) et (b) de U, on pose
(@) + (b) = (a+b) = {(a, + by) mod m}-

On vérifie immédiatement que U; et U, sont des groupes pour ces opérations
d’addition.

1.2.1. LEMME
Toute suite (u) de U; peut se mettre sous la forme
(W) = (v) + (w)
ou (v) mod m est une suite purement périodique de méme période que (u) mod m et
ou (w) mod m est une suite nulle de méme longueur du transitoire que (u) mod m.

De plus cette décomposition est unique modulo m, c’est-a-dire, s’il existe une seconde
décomposition

(u) = (V) + (W)

ou (v') mod m est une suite purement périodique et (w') mod m est une suite nulle
alors

(V) mod m=(v) mod m et (w) mod m= (w') mod m.



DEMONSTRATION

Désignons respectivement part et c les longueurs du transitoire et de cycle de
(u) mod m. Si on suppose que

t=-rmodc, pour 0<r<c

alors t+r=qc pour un entier q convenable.
On pose

V= Uprene Wp= Up- Vo, n20.

Alors on vérifie immédiatement que
(u) = (v) + (w)
est une décomposition de (u), ol (w) mod m est une suite nulle de longueur du

transitoire t et ol (v) mod m estune suite purement périodique de période c. Cette
décomposition est unique modulo m. En effet s'il existait une seconde décomposition

(u) =(v) + (W)

alors on aurait (v -v)=(w-w) et donc (w-w) mod m serait une suite
identiquement nulle. Ce qui conduirait 2

(w) modm = (W) modm et (v) mod m = (v') mod m.

C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer les deux théoréemes
fondamentaux suivants :

1.2.2. THEOREME

Si (u) ={u,) est une solution de (1), alors une condition nécessaire et suffisante
pour que (u) mod m soit purement périodique de période divisant d est que
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3) x9-1U(x) = 0 modd (m, F(x))

ol :
(4) U(X) = onk’l + (Ul - Ci1Yg )Xk'z + ...+ (uk-l - Cluk_z L Ck_,uo)

est un polyndme dont les coefficients sont entitrement déterminés par les k valeurs
initiales de (u) et les coefficients de (1), tandis que F(x) est le polyndbme associé a

(D).
1.2.3. DEFINITION

Le polynome U(x) défini dans le théoréme 1.2.2. est appelé générateur de (u).
1.2.4. THEOREME

Si U(x) est le générateur de (u) solution de (1), alors une condition nécessaire et
suffisante pour que (u) mod m soit une suite nulle de longueur du transitoire

inférieure ou égale a d est que

(5) x4 U(x) = 0 modd (m, F(x)).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.2.
Soit Uy(x) le polyndme défini & partir des d premiers termes de (u) par
Ug(x) =ugxdt + uxd2 + 0+ ugax + ug,.
Alors, compte tenu de (1),on a
F)Ug(x) = x%uoxk? + (u) - cug)xk2 + - + (Ugp - Clugg - -+ - Cr.jUo))
- !udx“" + (ugs) - CLugXR 2+ ..+ (Ugsk.) - ClUdek.2 - .o -ck.lud)}.
Notons respectivement par U(x) et U (x) les deux polyndmes entre accolades et

considérons 1'identité ci-dessus modulo m, puis modulo F(x). Alors on obtient la
congruence 2 double modulo ’
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(6) xd U(x) - U9 =0 modd (m, F(x)).

Supposons maintenant que (u) mod m soit purement périodique et que d soit un
multiple de sa période. Alors

U9(x) = U(x) modd (m, F(x))
et (6) devient

(x9-1)U(x) = 0 modd (m, F(x)).
Réciproquement si d vérifie cette demitre congruence alors (u) mod m est purement
péniodique de période divisant d.
C.Q.F.D.
DEMONSTRATION DU THEOREME 1.24.
D’apreés (6) on a :

xd U(x) - U9(x) = 0 modd (m, F(x)).

Supposons que (u) mod m est une suite nulle de longueur du transitoire inférieure ou
égale a d. Alors

U¥(x) =0 modd (m, F(x))
et la congruence ci-dessus devient
x4 U(x) = 0 modd (m, F(x)).

Réciproquement si pour un entier d cette derniére congruence est vérifiée alors
(u) mod m est une suite nulle de longueur du transitoire inférieure ou égale a d.

C.Q.F.D.

Des théorémes 1.2.2. et 1.2.4. on déduit les deux corollaires suivants :



1.2.5. COROLLAIRE

Si (u) est une suite solution de (1) et si (u) mod m est purement périodique,
alors sa période est le plus petit entier d tel que la relation (3) soit satisfaite.

1.2.6. COROLLAIRE

Soit (u) une suite vérifiant (1). Si (u) mod m est une suite nulle, alors sa
longueur du transitoire est le plus petit entier d pour lequel on a (5).

Nous constatons que les théoremes 1.2.2. et 1.2.4., permettant de calculer les longueurs
du transitoire et de cycle d'une suite (u) mod m pour (u) vérifiant (1), font intervenir
des congruences a double modulo m et F(x). Il est donc intéressant de déterminer un
anneau Uj associé a ce double modulos, anneau isomorphe 2a U,

(Qu'on munira d’une structure d’anneau) et dans lequel on peut utiliser la théorie des
congruences a double modulo. Pour cela on prend pour U; I'ensemble des mk

polyndomes
L(x) = &xk! + £,xk2 + .+ £, x + &,,, pour O0s®<m et i=0,1,.. kI

Avant d’énoncer un résultat qui établit un isomorphisme entre U, et U;, on munit U,

d’une structure d'anneau.
Pour un polynéme L(x) de Uj; avec

L(x) = fox" P+ ..+ !k_zx + tk-l

on considere le probleme de recherche d’une suite (a) = {a,)de U, tel qu'il existe une

solution (u) ={u,} de (1) satisfaisant
a; =4, mod m, i=0,l.--'.k-|
V)]

(U -Clupg - .. - cuo) mod m = 4, r=0,1,..k-1.

Puisque le systéme (7) admet une solution unique (u) mod m on prend pour (a)
I’élément de U, dont les k termes initiaux a,, ..., a,, satisfont

aj=umod m, i=0,1,.. k-1
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Il est alors naturel d’associer 3 L(x) la suite (a) = {a,).

Réciproquement le systtme (7) admet pour un élément (a) de U, donné une solution
en 1, donc L(x) est déterminé de fagon unique .On a ainsi une bijection entre U, et
Uy et nous notons

(@) ~ L(x)

si I’élément (a) de U, correspond 2 I'élément L(x) de Us.
Supposons
(b) ~ M(x) .

Il est alors clair que

(a+b) ~ L(x) + M(x).
De plus si

L(x).M(x) = N(x) modd (m, F(x))
alors le produit (a). (b) est défini comme étant la suite (c) associée a3 N(x) et on note
(a).(b) ~ L(x).M(x).

Enfin le théoréme suivant découle de ces considérations.

1.2.7. THEOREME

L’ensemble U, muni des opérations d’addition et de multiplication définies ci-
dessus est un anneau isomorphe 2 I’anneau Uj. Le polyndme L(x) de U, associé & un
élément (a) de U, par cet isomorphisme est

L(X) = {(’Xk" + 2 lxk'z +...+ ‘!k_zx + ‘!k-l

ou

2, = (a-ca, -..-ca) mod m, r=0,1, ..., k-1.
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b) SIMPLIFICATION DE LA FORME DE m ET DE F(x)
b.1. simplification de la forme de m

Soit

n; N2

rn:pI p2 pp.

la décomposition de m en un produit de facteurs premiers. Alors I'anneau des polynomes
U, associé 2 m et 2 F(x) est la somme directe des anneaux associés a p;' et F(x)
pour i=1,2,..,1r.0n obtient également une décomposition similaire de U, en

somme directe d’anneaux plus simples.

1.2.8. THEOREME

Si m:p'l“ pgl... M

est la factorisation en nombres premiers de m et si (u) ={u,} est une solution de
(1), alors la période de (u) mod m est le PPCM des périodes de (u) mod P {andis

que sa longueur du transitoire est le maximum des longueurs du transitoire de
(u) mod p* pour i=1,2,..,r.

DEMONSTRATION

Il suffit de démontrer le théoréme dans le cas m = ab, pour deux entiers a et b
premiers entre eux, et le résultat général s’obtiendra par simple induction sur r.
Soit (u) =(v) +(w), la décomposition de (u) ={u,} telle que (v) mod m soit une suite
purement périodique et (w) mod m une suite nulle. Comme a et b divisent m,
(vy mod a et (v) mod b sont deux suites purement périodiques et d’autre part,
(w) mod a et (w) mod b sont deux suites nulles.
D’aprés le lemme 1.2.1., il suffit de démontrer le théoréme pour la période de
(v) mod m et pour la longueur du transitoire de (w) mod m.
Considérons d’abord la suite (w) et notons par t, t, et t, ses longueurs du transitoire
respectivement pour les modulos m, a et b, par V(x) son générateur et enfin par d le
maximum de t, et de t,. D'aprés le corollaire 1.2.6. on a:

x=V(x) =0 modd (m, F(x)), x%V(x)=0 modd (a, F(x)) et x%V(x)=0 modd (b, F(x)).
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Par conséquent
x=V(x) =0 modd (a, F(x)) et xw=V(x)=0 modd (b, F(x)).
Donc

t, 2d.

Puisque a et b sont premiers entre eux,on a
xd4V(x) =0 modd (ab, F(x)).

Ce qui nous donne

et en définitive, on a

En ce qui concerne la suite (v) nous posons
Xn=vy mod m, y,=v, mod m et 2z, = v, mod m, VvV n20.
Il s’agit maintenant de montrer que si c, est la période de

(X) ={xs), c1 celle de (Y)={yn) et c; celle de (Z) ={z,) alors c, est identique 2 c,
avec

¢ = PPCM (c,, c).
Mais

8) Xn=Xg si seulement si y,=y, et z;=z ; V nk 20.
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Et comme
Xn+c, = Xpy V n 20
ona
Yntco=Y¥n € Znic, =25 V n20.
Donc
c,2¢C

Mais d’aprés (8) on peut écrire
Xntc = Xn, V. n20.

Donc ¢, < c. Soit ¢y = c.
C.Q.F.D.

On suppose dans la suite que m est de la forme pN, p étant un nombre premier et N
un entier strictement positif.

b.2. simplification de la forme de F(x)
Soit

F(x)= {01 00} " {02 0} .. {6 (0} mod p
la décomposition de F(x) modulo p en un produit de puissance de polyndmes unitaires
et irréductibles sur Zp. Alors la décomposition de Schénemann de F(x) modulo pN est
donnée par

(9) F(x) = Fi(x)---Fg(x) mod pN.

A cette décomposition on fait correspondre celle de I’anneau U; des polyndmes

associés au double modulo pN et F(x) en une somme directe des anneaux associés a pN
et Fi(x) pour i=1,2,.., s.
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1.2.9. THEOREME

Soit U(x) le générateur de (u) ={u,} vérifiant (1). On considire ensuite la
décomposition de Schénemann (9) de F(x) modulo pN et on pose

U (x)=U(x) modd (pN, Fi(x))
ol le polynéme U()(x), de degré strictement inférieur 2 celui de Fi(x), est considéré
comme le générateur d'une suite (u®) = { uf,i)} solution de I’équation de récurrence (1) dont
le polynome associé est F; (x).
Alors la période de (u) modd (pN, F(x)) est le PPCM des périodes de

(u®) modd (pN, Fi(x)), i =1, ..,s, tandis que sa longueur du transitoire est le
maximum des longueurs du transitoire de (u®) modd (pN, F;(x)) pour i=1,2,..,s.

DEMONSTRATION

Soient

w=(v) + (w)

la décompositon de (u), ou (v) mod pN est une suite purement périodique et ol
(w) mod pN est une suite nulle et

U(x) = V(x) + W(x) modd (pN, F(x))

la décomposition correspondante du générateur U(x) de (u) ={uy).
On considere les identités

U@(x) = U(x) modd (pN, Fi(x))

V@O(x) = V(x) modd (pN, Fi(x))

WO(x) = W(x) modd(pN, Fi(x))

ou les polyndmes Ut)(x), V(i)(x) et W()(x), de degré strictement inférieur A celui de
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Fi(x), sont respectivement considérés comme étant les générateurs des suites (u®),
(v)) et (w®) solutions de I’équation (1) a laquelle on a associé le polyndme F(x).
Alors on a :

u®) = (v@) + (wd) mod pN
(10) _
Uli(x)

V@) + WXx) mod (pN, Fi(x)).

Nous allons montrer que (v(V) mod pN est une suite purement périodique et
(w®) mod pN est une suite nulle.

Soient t et ¢ les longueurs de cycle et du transitoire de (u) mod pN. Alors d’apres le
lemme 1.2.1., les corollaires 1.2.5. et 1.2.6. on a

x!W(x)=0 modd (pN,F(x)) et (x=-1)V(x)=0 modd(pN, F(x)).

Par conséquent

(1) x*WOx)=0 modd (pN, Fi(x)) et (x-1)VO(x)=0 modd (pN, Fi(x))
et d’aprés les théorémes 1.2.2 et 1.2.4., (v) mod pN est une suite purement
périodique et (w®) mod pN est une suite nulle. ,
Soient t; la longueur du transitoire de (W) mod pN et ¢; la période de (v)) mod pN
pour i=1,2,..,s.
Nous allons montrer que ¢ est égal a c¢' avec

¢ =PPCM (cy, ..., C,).

D’aprés la seconde congruence de (11), c; divise ¢ pour tout i=1,2,..,s. Par
conséquent ¢' divise c.
D’autre part,on a

(x*-1)VO(x) =0 modd ( pN, Fi(x)), i=1,2,..,s.
Donc

(x¢-1)V(x) =0 modd (pN, Fi(x)) i=1,2,..,s.
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Comme RES {Fj(x), Fj(x)} est premier avec p pour i#j, on déduit des s dernitres

congruences 1’équation

(x¢-1)V(x) =0 modd (pN, F(x)).
Et le théoreme 1.2.2. entraine que c divise c'.
D’ou

En ce qui concerne la longueur du transitoire t de (u) mod pN, un raisonnement

analogue a4 celui qu’on vient de faire nous permet de montrer que t est le
maximum de t;, ..,

C. Q F. D.

¢) DETERMINATION DES COMPOSANTES NULLE ET PUREMENT
PERIODIQUE D’UNE SUITE MODULO pN

On suppose ici que m=pN et que le coefficient ¢, de (1) est divisible par p.
1.2.10. REMARQUE

Si ¢, est premier avec m et si (u)={u,) est une solution de (1) alors

(u) mod m est une suite purement périodique.
1.2.11. THEOREME
Soient F(x) le polyndme associé a (1) et
F(x) =Fj(x)---Fs(x) mod pN
la décomposition de Schénemann (9) de F(x) mod pN. On suppose que
F(x) = xt + pV(x).

Si (u) ={u,)} est une solution de (1) alors une condition nécessaire et suffisante pour
que (u) mod pN soit une suite nulle est que son générateur U(x) vérifie
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U(x) =0 modd( pN, Fa(x) - - - F5(x)).

Dans ce cas, la longueur du transitoire de (u) modulo pN est le plus petit entier d tel
que

(12)  xdU(x) =0 modd (pN, Fy(x)).
DEMONSTRATION
Soient (u) ={u,) une solution de (1) et
F'(x) = Fa(x) ... Fs(x).

Alors RES {F(x), F'(x)} est premier avec p. D’aprés le théoréme 1.2.4., la suite
(u) mod pN est une suite nulle si et seulement s’il existe un entier d tel que

xdU(x) =0 modd(pN, F(x))

ou U(x) est le générateur de (u) ={u,}. Mais cette congruence admet une solution d si
et seulement si les deux congruences

’ x4U(x) =0 modd (pN, F1(x))

‘ x4U(x) =0 modd (pN, F(x))

en admettent une. La premiere de ces congruences a toujours une solution, car il suffit
de prendre d =Nt; et la seconde admet une solution si et seulement si

U(x) =0 modd (pN, F(x))
puisque RES {x, F'(x)} est premier avec p
C.Q.F.D.

On démontre de fagon analogue le résultat suivant:
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1.2.12. THEOREME

Sous les hypothéses du théoreme 1.2.11., une condition nécessaire et suffisante
pour que (u) mod pN soit purement périodique est que le générateur U(x) de (u) vérifie

U(x) =0 modd (pN, Fy(x)).

On détermine maintenant les composantes nulle et purement périodique de (u) mod pN
ol (u) est une solution de (1).

Puisque RES {F\(x), F(x)} est premier avec p, on peut calculer deux polyndmes S;(x)
et S,p(x) tels que

S1(x)F1(x) + Sp(x)F(x) =U(x) modd (pN, F(x)).
Posons
V(x) = Sj(x)Fi(x) modd (pN, F(x)) et W(x) = S2(x)F(x) modd ( pN, F(x))

ol V(x) et W(x) sont des polyndmes de degré strictement inférieur 2 celui de F(x).
Si (v) ={vn) et (w)={wp} sont deux solutions de (1) engendrées respectivement par
V(x) et W(x) alors

’U(x) = V(x) + W(x) modd (pN, F(x))

' (u) = (v) + (w) mod pN

ol (v) mod pN est une suite purement périodique et (w) mod pN une suite nulle.

Pour le calcul effectif de la longueur du transitoire d’une suite nulle (w) mod m et
d’une suite purement périodique (v) mod m nous renvoyons le lecteur 2
M. WARD (1933) et a D.E. KNUTH (1981) dans les cas suivants :

i) m=pN
ou p est un nombre premier et ou N >1 est un entier.

il) (w) est une solution de I'équation (1) dont le polyndme associé F(x) est de la

forme
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F(x) = (G(x)™

ol G(x) est un polyndme unitaire irréductible sur Zp et ol n;>0 est un entier.
iii) (v) est une solution de 1’équation (1) dont le polyndéme associé F(x) est de la

forme
F(x) = (G'(x))™

ou G'(x) est un polyndme unitaire et irréductible sur Zp et ou n, est un entier

strictement positif.

Nous nous proposons de présenter ici le calcul de la période d’une suite purement
périodique dans le cas particulier o m est un nombre premier et ou F(x) est un
polyndme quelconque sur Zp.

1.3 CALCUL DE LA PERIODE D’UNE SUITE RECURRENTE
LINEAIRE HOMOGENE SUR UN CORPS FINI

Dans ce paragraphe p désignera toujours un nombre premier . D’autre part les théorémes

et les lemmes sont dus a R. Lidl et H. Niederreiter(1983).

a) PRELIMINAIRE SUR L’ORDRE D’UN POLYNOME A
COEFFICIENTS DANS UN CORPS FINI

En ce qui concerne I’ordre d’un polyndme, nous donnons quelques résultats qui seront
utiles lors de la détermination de la période d’une suite récurrente linéaire. La définition
de 'ordre d’un polyndme est basée sur le lemme suivant:

1.3.1. LEMME

Soit g(x) un élément de Zplx] de degré d =1 avec g(0) #0. Alors il existe un
entier naturel non nul e avec e<pd et xe-1 divisible par g(x) dans Zp[x].
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1.3.2. DEFINITION

On consideére un polyndme non nul g de Zp[x]. Si g(0)#0 alors le plus petit
entier e >0 tel que g(x) divise xe-1 est appelé 'ordre de g qu’on notera par Ord(g).
Si g(0)=0 alors on écrit g(x) sous la forme

g(x) = xhg'(x)

ol h est un entier strictement positif et ol le polyndme g'(x) appartenant 2 Zp[x]
vérifie g'(0) # 0. Dans ce cas I'ordre de g est par définition celui de g

Puisqu’on sait calculer I’ordre d’un polyndme irréductible sur un corps fini (cf. R. Lidl
and H. Niederreiter(1983)) le théoréme suivant nous permet de déterminer celui d’un
polyndme quelconque sur un corps fini.

1.3.3. THEOREME

Soient g un polynéme sur Zp de degré strictement positif et de terme constant
non nul. On note par ‘

g = ag‘l‘l s gl

la factorisation canonique de g dans & [x] ol a est un élément de Z, ny, ..., 0,
des entiers naturels non nuls et g,,..., g,k polyndmes unitaires distincts deux a deux
et irréductibles sur Zp. Alors Ord(g) = ep'. ou e = PPCM(Ord(g,), ..., Ord(g,)) et ou t
est le plus petit entier n non nul tel que p" 2 max(n,, ..., n,).

b) CALCUL DE LA PERIODE D’UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE
HOMOGENE SUR UN CORPS FINI

CONVENTION Les opérations d’addition et de multiplication sont ceux du corps
fini Zp.

Soient k un entier strictement supérieur 3 1 et (s) ={s,) une S.R.L.H. d’ordre k sur

Zp définie par la donnée des termes initiaux sg, sy, ..., S.; et la relation de

récurrence linéaire (en abrégé R.D.R.L)
(13) Sn+k = Ak.1Sn+k-1 + o+ + A1Sp41 + @Sp, VN 20

ou les coefficients a,, aj, ..., a,; sont dans Zp, avec a,# (. Le polynéme
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F(X) = xk - ak_lxk'l - .- d1X - Qg

considéré comme un polyndme sur Zp est appelé polyndome caractéristique de la
récurrence (13) ou de la SR.L.H. (s)={s,}. La matrice

[ 0 1 . . . 0 0 ]
0 0 0
0 0
A= 0 0 .
. 0 1 0
0 0 . . . 0 1
L 3 a4 . . - Ak2 Ak J

est appelée matrice compagnon de F(x), tandis que le vecteur colonne
§n=l(5nv"‘,sn+k-l)» VnZO

est dit nieme vecteur d’état de (s)={s,}.
Remarquons que (s) = {s,} vérifie des relations de récurrence linéaire autres que celle
donnée par (13). Ainsi le théoréme suivant permet d’établir une relation entre les
différentes R.D.R.L. satisfaites par une S.R.L.H. fixée.
1.3.4. THEOREME

La suite (s) = {sp) étant définie par (13) il existe un polyndme unitaire unique
m (x) de Zp[x] ayant la propriété suivante :

Un polyndme unitaire f (x) de Zp[x] est un polyndme caractéristique de (s) si et
seulement si m(x) divise f (x).

1.3.5. DEFINITION
Le polyndme m(x) du théoréme 1.3.4. est appelé polyndme minimal de (s).
1.3.6. REMARQUE

Si (s) est une suite identiquement nulle alors m(x) est le polyndme constant 1
et, dans le reste des cas, le polyndme minimal est de degré strictement positif.
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Avant d’énoncer un théoréme permettant de calculer la période d’une suite (s),il est
nécessaire de donner le résultat ci-apres.

1.3.7. LEMME
1) Soit
h(x) = x!- b(_lx"l = e " b]X - bo
un polyndme de degré t strictement positif sur Zp tel que b,# 0. Alors I'ordre de
h(x) est égal a celui de sa matrice compagnon dans le groupe linéaire GL(t, Zp).
ii) On désigne par (d) ={d,) une S.R.L.H. sur Zp de polyndme caractéristique
g(x) sur Zp avec

g(x) o xs-cs-lxs-l - clx-co, CO ¢O Ct S>O.

Alors la période de (d) divise I'ordre de la matrice compagnon de g(x) dans le groupe
linéaire GL(s, Zp).

DEMONSTRATION

i) Notons par B la matrice compagnon de h(x) et par I la matrice identité d’ordre t
sur Zp. Alors Be=1 pour un entier e >1 si et seulement si h(x) divise xe¢-1. D’aprés
les définitions de h(x) et de B on a immédiatement le résultat.
i) Si c désigne la matrice compagnon de g(x), alors on a

det (¢c) = (-l)S‘lc0 20.

Par conséquent c est un élément de GL(s, Zp) . Soit r son ordre. D’autre part il est

facile de vérifier par induction sur n que le nieme vecteur d’état de la suite (d) vérifie

Par suite
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pour tout n 2 0. Donc la période de la suite (d) divise l'ordre de c.
C.Q.F.D.
1.3.8. THEOREME
La période de la suite (s) définie par (13) est égale a I’ordre de son polyndéme
minimal m(x). En particulier, si F(x) est irréductible sur Zp, cette période est égale a
I’ordre de F(x).

DEMONSTRATION

Si r est la période de (s) alors on a

Du théor¢me 1.3.4. on déduit que m(x) divise x'-1 et par conséquent
Ord(im(x)) <r

Mais d’apres le lemme 1.3.7. r divise Ord(m(x)).
Donc
r = Ord(m(x)).

Si F(x) est irréductible sur ZP, alors m(x) = F(x) et donc r = Ord(f(x)).
C.Q.F.D.

Comme on peut calculer I’ordre d’un polyndme sur un corps fini (cf. théoréme 1.3.3.),
le théoreme 1.3.8. nous permet de déterminer la période d’une S.R.L.H. lorsqu’on
connait le polyndbme minimal de celle-ci. Voici une méthode de calcul de ce polynome.
Si

F(x) = xk - g xk1 - ... - ax - a,

est un polyndme caractéristique de la suite (s) ={s;} non nulle dont on cherche a
calculer la période alors on pose
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-1 k-1
H(x) = (@j4j+18)x)
0 i=0

=

-
Il

avec ag =-1.

Les polyomes F(x) et H(x) étant considérés comme des polyndémes sur Zp. on note
par d(x) leur PGCD. Alors le polyndme minimal m(x) est donné par

m(x) = F(x)/d(x).

Remarquons que dans les applications on préfere souvent, pour k fixé, engendrer une
S.R.L.H. d’ordre k sur Zp de période maximale pk -1. Pour cela on prend pour
polynéme caractéristique de cette suite un polyndme primitif sur Zp de degré k.

1Tn tel polyndme peut €tre obtenu soit par la mise en oeuvre d’une méthode constructive
(cf. par exemple M. Ribowicz (1987)), soit par lecture sur une table
(cf. par exemple R.Lidl et H. Niederreiter ( 1983)).
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I4. ETUDE DE LA SOMME ET DU PRODUIT DES SUITES
RECURRENTES LINEAIRES HOMOGENES SUR UN CORPS FINI

Soient p un nombre premier et F(x) un polyndme sur Zp de degré k strictement
positif. On désigne alors par S(F(x)) I’ensemble des S.R.L.H. sur Zp de polyndme
caractéristique F(x).

Afin d’étudier la somme de S.R.L.H. sur Zp, on munit S(F(x)) d’une structure
d’espace vectoriel sur Zp en définissant les deux opérations suivantes: si (t) ={t,} et
(s) ={sn} sont deux suites de S(F(x)) et, si ¢ est dans Zp, alors on pose

((®) + (s)) = {ta + s} et (c(s) = {csp)

Il est clair que les axiomes d’espace vectoriel sont vérifiés et, comme S(F(x)) a gk
éléments, c’est un espace vectoriel de dimension k sur Zp. De plus si (s) ={s,) est
une suite de S(F(x)) alors, pour tout entier naturel b, la suite translatée (s') = {s+b)

N

appartient & S(F(x)). On dit que la translation de suite est une opération interne sur
S(F(x)).

[.4.1.LEMME(cf. R. Lidl et H. Niederreiter(1983))

i) Soient F(x) et G(x ) deux polyndmes unitaires non constants sur Zp. Alors

S(F(x)) est un sous ensemble de S(G(x)) si et seulement si F(x) divise G(x).
ii) On considere h polyndmes F,(x), Fy(x), ..., Fy(x) unitaires et non constants

sur Zp.

S’ils sont premiers entre eux alors

S(Fi(x)) N .-+ N S(Fp(x)) ={(0)}
sinon

S(Fi(x)) N -~ S(Fp(x)) = S(d(x))

ou (0) est la suite identiquement nulle et ou d(x) est le PGCD de F(x), ..., F,(x).
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DEMONSTRATION
i) On suppose
S(F(x)) c S(G(x)).
Si k est le degré de F(x), on note par (d) ={d,) la suite de S(F(x)) telle que
dy=dy=..=d,=0 et d ;=1

Alors, d’aprés R. Lidl and H. Niederreiter(1983), chapitre 8, corollaire 8.52, F(x) est le
polyndme minimal de (d). Comme (d) appartient 3 S(G(x)), son polyndme minimal
F(x) divise G(x). Réciproquement, si F(x) divise G(x) et si (s) est un élément de
S(F(x)), alors le polyndme minimal m(x) de cette suite divise F(x).Par conséquent
m(x) divise G(x) et une application du théor¢me 1.3.4. montre que (s) appartient 2

S(G(x)). Donc S(F(x)) est un sous ensemble de S(G(x)).
ii) Le polyndme minimal m(x) d’un élément de [Iintersection des S(Fj(x)),

(i =1,2, .., h), divise chacun des polyndmes F,(x), ..., F,(x). Si ces polyndmes sont
premiers entre eux, alors m(x) est égal au polyndme constant 1, si bien que
Iintersection des S(Fi(x)), (i=1,2,...,h), est réduite a (0). En revanche, s’il ne sont

pas premiers entre eux alors m(x) divise d(x) et une nouvelle application du théoré¢me
1.3.4. montre que lintersection des S(Fi(x)), (i=1,2, ..., h), est incluse dans S(d(x)).

Mais d’aprés i) S(d(x)) est un sous ensemble de cette intersection. Donc
S(Fi(x)) N--- N S(Fp(x)) = S(d(x)).
C.Q.F.D.

On désigne par S(F(x)) + S(G(x)) I’ensemble des suites de la forme ((s) +(t)) ou (s)
et (t) appartiennent respectivement a S(F(x)) et 3 S(G(x)). Cette définition pouvant étre
étendue de fagon naturelle & h ensembles S(F;(x)), i=1,2,.,h, on a le théoréme

suivant.
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1.4.2. THEOREME(cf. R. Lidl et H. Niederreiter(1983))

Soient F (x), ..., Fy(x) des polyndmes unitaires et non constants sur & p-

Alors
S(F1(x)) + -+ + S(Fp(x)) = S(C(x))
ou
C(x) = PPCM (F(x), Fa(x), -+, Fp(x)).
DEMONSTRATION

Il suffit de faire la démonstration pour h = 2, puisque le cas général s’obtient
aisément par induction sur h. Notons d’abord que, d’aprés le lemme 1.4.1.1i), tout
€lément de S(F,(x)) ou de S(F,(x)) appartient 2 S(c(x)) et comme I’ensemble S(c(x))
est un espace vectoriel, il contient S(F;(x)) + S(F,(x)). Comparons maintenant les
dimensions sur Zp des espaces vectoriels S(F,(x)) + S(F,(x)) et S(c(x)). Si on pose

Vi =S(F(x)), Vy=S(F,(x)) et d(x)=PGCD (F,(x), Fy(x))

alors
dim (V| + V2) = dim(V;) +dim(V3) - dim(V; N Vy)
= deg(F1(x)) + deg(Fa(x)) - degd(x)).
Mais
c(x) = Fy(x) Fa(x) / d(x).
Donc

dim (V,; + V,) = deg(c(x)) = dim(S(c(x))).
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Finalement
S(Fi(x)) + S(Fy(x)) = S(c(x)).
C.Q.F.D.

Le théoréme 1.4.2. assure non seulement que la somme de deux ou plusieurs
S.R.L.H. est une S.R.L.H., mais nous donne aussi le polyndme caractéristique de la
suite résultante. Dans certains cas particuliers, il est possible de calculer directement le
polynébme minimal et la période de la somme de suites a partir des informations
correspondantes sur celles-ci.

1.4.3. THEOREMEC(cf. R. Lidl et H. Niederreiter(1983))

Pour un entier h >1 et pour i=1,2,...,h, on désigne par (t) une S.R.L.H.
sur Z, de polyndme minimal m(x) sur Z, et de période r;. On suppose que les
polyndmes m;(x), 1 < i <h, sont deux a deux premiers entre eux . Alors le polyndme
minimal et la période de la somme ((t;) +(ty) + ...+ (t,)) sont respectivement égaux a
my(x) ... my(x) et & PPCM (r|, 1y, ..., 1p).

DEMONSTRATION

Il suffit de faire la démonstration pour h=2 et le cas général se déduira par simple
induction sur h.Soient donc (1) ={t,} et (s) =(sn} deux S.R.L.H. sur Zp.
On commence par montrer que le polyndme minimal de la somme ((t) + (s)) vaut
m;(x)m,(x).
Si m(x) ou my(x) est le polyndme constant 1 alors le résultat est trivial. De méme si
le polyndme minimal m(x) sur Zp de ((t) +(s)) est égal & 1 alors le théoréme est
trivial.
On suppose donc que les polyndmes m;(x), my(x) et m(x) sont de degré strictement
positif. D’aprés le théoreme 1.4.2. on a

S(m;(x) + my(x)) = S(m;(x) my(x)).

Par conséquent, ((t) +(s)) est un élément de S(m;(x) my(x)). Ce qui entraine que m(x)
divise m;(x) my(x). Si

m(x) = xk - ap_1xk-1 - a;x - a,



-115 -

alors
Sn+k + thsk = ak-l(sn+k-l + tnek-1) ++ 0+ + 8o(Sn+k t thek)s Vn20.

Soit (u) ={u,)la suite définie par

Up = Spik - k-18a+k-1 = *** = o5y

= -ln+k T Ak lnek-l To00 T A0l

pour tout n20.
Puisque S(m;(x)) et S(m,(x)) sont des espaces vectoriels sur Zp invariants par

I’opération de translation de leurs éléments, la suite (u) ={u,) appartient a
Pintersection de S(m,(x)) et de S(my(x)) et d’aprés le lemme L4.1. ii), (u) est une
suite identiquement nulle. Il vient alors que m;(x) et my(x) divisent m(x) et par suite
m,; (x) my(x) divise m(x). D’oi m(x) = m;(x) my(x).

Il nous reste & montrer que la période r de ((t) + (s)) est égale & PPCM(r,, ry).

Mais d’apres i) et le théoréeme 1.3.8., on a
r = Ord(m;(x)m,(x))
et une application du théoreme 1.3.3. donne
r = PPCM (Ord(m,(x)), Ord(m,(x))).
Soit r = PPCM(r,,1).
C.Q.F.D.

Nous nous intéressons maintenant au produit de S.R.L.H. sur Zp.
Soient (s) ={s,}) et (1) ={t,) deux suites sur Zp. Le produit de (s) par (1) est défini

par
((s) () = (sntn).

On définit de fagon analogue le produit d'un nombre fini de suites sur Zp.
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D’autre part, si S dénote I’espace vectoriel de toutes les suites sur Zp muni de
I'addition usuelle et de la multiplication par un scalaire, alors pour h polyndmes F,(x),
Fa(x), ..., Fi(x) sur Zp, unitaires et non constants, on désigne par S(Fy(x)) ... S(F,(x))
le sous espace de S engendré par tous les produits (v,).. (v,) avec (v;) appartenant
a S(Fi(x)), 1< i<h, et par Fi(x) V...V Fy(x) le polyndme unitaire dont les racines
sont les différents éléments de la forme a;.. a, ol a, 1<i<h, est une racine de
F; (x) dans le corps de décomposition de F(x) ... Fy(x) sur Zp. Comme les conjugués
sur £y, des produits aj..ap sont des éléments de cette forme, Fi(x) V ...V Fp(x) est
un polynome sur Z,

1.44. THEOREME (cf. par exemple R. Lidl et H.Niederreiter (1983))

Pour un entier h>1 et pour i=1,2,.,h, on se donne un polyndme F;(x),
unitaire et non constant sur Zp.De plus, on suppose que, pourtout i, 1<i <h, toutes
les racines de Fj(x) dans le corps de décomposition de F;(x) sont simples. Alors

S(F1(x)) ... S(Fa(x)) = S(Fi(x) V ...V Fyp(x))

Du théoréme 1.4.4. on déduit, comme on I’avait fait pour la somme de S.R.L.H., que
le produit de S.R.L.H. sur Zp est également une S.R.L.H. sur Zp. Concernant la
période du produit de suites sur Zp on a le résultat classique suivant :

1.4.5. THEOREME

Pour un entier h >1 et pour tout i =1,2,..,h, soit (t]) une suite non
identiquement nulle sur Zp, fondamentalement périodique et de période r;. Si 1y, ..., 1,
sont premiers entre eux alors le produit ((t;) ... (t;)) est de période r, ... 1,
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II. ETUDE STATISTIQUE DES N.P.A. ENGENDRES PAR UNE CONGRUENCE
LINEAIRE MULTIDIMENSIONNELLE ET CHOIX DES PARAMETRES DE CELLE-CI

II.1. PRESENTATION DE QUELQUES METHODES DE
TRANSFORMATION D’UNE SUITE ENGENDREE PAR UNE
CONGRUENCE LINEAIRE MULTIDIMENSIONNELLE EN UNE SUITE
DE NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES

Dans cette partie nous présentons deux méthodes de transformation d’une suite
congruentielle linéaire en une suite de N.P.A. de distribution uniforme sur [0, 1]. 11 est
utile de préciser que le fait de se limiter a la génération de N.P.A. équidistribués sur
[0, 1] n’est pas une perte de généralité, puisque des transformations convenables de
N.P.A. équirépartis sur [0, 1] permettent d’obtenir les approximations des autres lois de
probabilité.

Soient p un nombre premier, k un entier strictement supérieur 4 1 et (s) ={s,) une
suite sur Zp déterminée par la donnée des termes initiaux s, s, ..., S,.; Supposés non

tous nuls et la congruence linéaire
(14) Si+k = 8k.1Sj+k-1 + - +a1Sj41 + 38 mod p, Vi20
ou le polyndme caractéristique associé
F(x) = xk - ak_lxk'l - e ~A1X - Qg
est un polynéme primitif sur Zp.
Il y a deux types de méthodes couramment utilisées pour la construction d’une suite de
N.P.A. & partir de (s) ={s,} : laméthode de normalisation et les méthodes digitales.

a) METHODE DE NORMALISATION

On prend pour valeur de p, un nombre premier assez grand (par exemple p = 231-1)
et la suite désirée (u) ={u;} est définie par

(15) u;= s;/p, i20.
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b) METHODES DIGITALES

Soient p, un petit nombre premier (p =2 dans le cas usuel) et L un entier vérifiant
2<L<k.
Dans la méthode digitale due & R.C. Tausworthe (1965), la suite (s) ={s;} est découpée
en blocs disjoints de longueur L et les éléments de chacun d’eux sont interprétés
comme étant les digits du développement dans la base p d’un réel appartenant 2 [0, 1].
En d’autres termes, la suite (u) ={u;} obtenue en posant

L
(16) u; = ESLiﬂ‘-lp'j, Vi20
j=1

est une approximation de la loi uniforme sur [0, 1].

Une deuxieme méthode digitale, proposée par T.G. Lewis et W.H. Payne (1973) et
appelée régistre a4 décalage généralis€ (en abrégé R.D.G.) est en un certain sens plus
performante que la premiére : L entiers naturels distincts K, ..., K| étant choisis, la

suite de N.P.A. (u) ={u;} est alors définie par
L
(17 Ui=2 Si+ij'j, VvV i20.
j=1

La période t de la suite (u) =(u;) obtenue par la méthode de normalisation ou par la
méthode de T.G. Lewis et W.H. Payne est pk -1, tandis que celle de la suite (u)
provenant de la méthode de R.C. Tausworthe est (pk-1)/PGCD(L, pk -1).

I1.2. ETUDE STATISTIQUE DES N.P.A. ET CHOIX DES PARAMETRES
D’UNE CONGRUENCE LINEAIRE MULTIDIMENSIONNELLE

Soient s et N deux entiers tels que s>0 et 1< N < 1. Notons alors par Dy®) la
discrépance (on pourra se reporter au paragraphe II.2. du chapitre I pour la définition
de la discrépance) des vecteurs

(18) u = (Ui, vee Ui+s_1), 0<i<rct
ou la suite (u)={u;) est donnée par I'une des relations (15), (16) et (17).

L’étude détaillée des estimations de Dyn() a été faite par H. Niederreiter
(1982, 1986a, 1986b, 1987a, 1988c). On déduit de ces estimations des criteres de choix
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des paramétres a, a;, ..., a,.; pour que la suite de nombres pseudo-aléatoires (u) = {u;}
passe le test d’uniformité et le test sériel. Apreés avoir énoncé celles-ci nous présentons
ces criteres en considérant séparément les méthodes de normalisation, de
R.C. Tausworthe et de T.G. Lewis et W.H. Payne.

a) DISCREPANCE, TEST DES TREILLIS ET CHOIX DE PARAMETRES
POUR LA METHODE DE NORMALISATION

h de Z° tels que

Soit ¢ I’ensemble des points non nuls

h=(h;, .., hy), -p2< hj <p/l2 pour j=1, 2, ..., s.

Pour tout h = (hy,---, h) de cg,s) on pose

) = I max(1,[hiD

gh)=h;+hyx +... + hxsl, Vs>0
o g(h) est considéré comme un polynéme sur Z,.

Alors pour s>k la quantit¢ p)(F, p, 1), appelée figure de mérite en dimension s,

est définie par
pG)F, p,1) = min r(2h)

ol le minimum est étendu a tous les points h de cg) tels que F divise g(h).

Ces notations et définitions étant ainsi précisées, nous considérons le choix de
ag 4y, ... , 8} respectivement pour s<k et s>k.

Pour s <k on a (cf. H. Niederreiter (1982))

(19) DS) < s/p + cp¥2(logp)’logt/N, 1<N<t
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(20) D) < s/p + c(logp)/t
ol ¢ est une constante strictement positive.

Il vient alors que, pour N suffisamment grand (par exemple N > pk/2+e  pour

tout e > 0), la séquence (u;, 0<i<N) est une approximation satisfaisante de la loi

uniforme sur [0, 1] et pour s>2,s termes successifs de (y;, 0<i<N +5s-2) peuvent

étre considérés comme étant statistiquement indépendants. On remarquera que ’estimation

de Dy®), 1 <N <1, donnée par (19) et (20) ne fait pas intervenir la spécificité du

polyndme primitif F utilis€, ce qui n’est pas le cas pour s strictement supérieur 2 k.
En effet pour s>k on a(cf. H. Niederreiter(1982))

@n D < s/p + cp2(logp)*logt/N + cs(logp)/p®(F,p,1), 1<N <1

(22) DY) < s/p + c(logp)/t + cs(logp)/p)(F,p,1)

ou ¢ >0 est une constante absolue et ol c;> 0 est une constante ne dépendant
que de s.

Cette fois-ci, pour que la suite (u) passe le test sériel en dimension s pour N
raisonnablement grand, on doit choisir F de telle sorte que la valeur de la figure de
mérite  soit suffisamment élevée. Théoriquement un tel polyndme existe (cf.
H.Niederreiter (1982)). De plus si on considere I’ indépendance statistique de s termes
successifs de la suite (u), il est possible de choisir, entre deux polynémes primitifs F,
et Fy, celui qui nous donne le plus de satisfaction, c’est-2-dire, celui dont la figure de
mérite est la plus grande. Mais A notre connaissance, il n'y a pas d’ algorithme
permettant d’ évaluer la figure de mérite et un calcul direct risque d’ étre trés coiiteux
méme pour de petites valeurs de s.

Aussi pour avoir plus d’ informations sur les qualités de la suite (u), introduit-on le
test des treillis. Comme nous le soulignions lors de I'étude des congruences linéaires
simples, ce test conduit aux mémes conclusions lorsqu’il est appliqué a (s) au lieu de
la suite de N.P.A. (u), ol (s) est la suite donnée par la relation (14).

Soient n22 un entier et Yi 1<i<Tt, les vecteurs colonnes définis par

(23)  yi="(si, Si+1o- -5 Sitn-1)r Si = (Sivc e, Siake1) lI<sist.
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Le test des treillis concerne I’étude la distribution des vecteurs (23) dans un espace de
dimension kn, ce qui revient & étudier I'indépendance statistique de n termes successifs
de la suite () = {s;).

I1.2.1. THEOREME (cf. L. Afferbach et H. Grothe (1988))

En adoptant les mémes notations que ci-dessus on pose :
Vin={yi: i=1,2,.,p&1} U {0).
kn

ou 0 est le vecteur nul de Zp )
Alors I’ensemble

Gin = an+ka"= Y= Y +pz: Y€ Vi, zezkn>

est un treillis (cf. chapitre I paragraphe II.1. pour la définition de treillis).

Pour réaliser ce test, on cherche d’abord une base du treillis Ggp, puis cn la
réduit. Rappelons qu’il 'y a plusieurs conceptions de base réduite
(cf. L. Afflerbach et H. Grothe (1985), B. Vallée (1986) et le chapitre I) et qu’en un sens
large, réduire une base B d’un treillis G consiste a la transformer en une autre base B'
de G de telle sorte que les vecteurs qui composent B' soient ‘“assez courts” et “assez
orthogonaux”. Une fois la base réduite trouvée, on calcule le quotient qkn de Beyer,
c’est-a-dire, le quotient de la norme euclidienne du vecteur le plus long de la base
réduite par celle du vecteur le plus court de cette méme base. La suite (23) a un bon
treillis en dimension kn si qkn est proche de 1.

Comme choix d’une base de Gkn,on peut prendre les kn vecteurs colonnes de la

matrice

1 0 o 0 0 |

A pl 0O 0 o

0 0 0 0

C= 0 0 0 0

. 0 0 0 0

A™ 0 pIl 0 0

AM2 pl 0
LA™ 0 . . . 0 0 pl |
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composée de n2 sous matrices carrées od I est la matrice identité d’ordre k, pl la
matrice diagonale d’ordre k dont les éléments diagonaux sont égaux 2 p et ol A est la
matrice compagnon du polyndme F associé a la congruence (14).

Ainsi la structure de treillis de Gy, décrite par la matrice C nous donne des

renseignements aussi bien sur la distribution des vecteurs (23) que sur I'indépendance
statistique de n termes consécutifs de la suite (s) = {s;).
D’autre part, si au lieu de considérer la distribution des vecteurs Y A& kn composantes,
on s’ intéressait A celle des vecteurs dont les t composantes (t< kn, n>1) sont les
termes successifs de la suite (s) = {s;}, alors il suffit de supprimer les kn-t derniéres
composantes de chacun des vecteurs Yi et de prendre pour base du nouveau treillis les
vecteurs colonnes de la matrice C' obtenue en éliminant les kn -t dernidres lignes et
kn - t dernieres colonnes de la matrice C.

On va utiliser maintenant le test des treillis pour choisir les coefficients a,, ...,a,, du
polynéme primitif F associé a (14).

D’aprés L. Afflerbach et H. Grothe (1988), la suite (s) n’a pas en général un bon treillis
pour les dimensions t >k si les coefficients a,, a;,...,a,; de F ne sont pas 2 la
fois distincts deux a deux et différents de 0 et de 1. Notons cependant qu’on peut
utiliser un tel polyndme pour construire une suite de vecteurs Pseudo-aléatoires ayant un
bon treillis.
Plus précisément pour un polyndme primitif F de degré k> 1 sur Zp et pour un
choix convenable d’une matrice T carrée d’ordre k sur Zp et dont le déterminant est
premier avec p, on génére la suite de vecteurs sur Zp

(24) w;=Dw;) mod p, Vi1
ol wyp est un vecteur colonne non nul de Zl;, donné, D la matrice
D=TAT!
et A la matrice compagnon de F. Dans la congruence (24), ’opération “ mod p ”
signifie que les calculs sont faits composante par composante sur le corps fini Zp. Il

est clair que la suite de vecteurs donnée par (24) est de période pk-1. Pour un entier n
strictement  positif, on pose

(25)  yi= (Wi, Wi, oo, W), Vil
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Alors on peut étudier comme précédemment la structure  du treillis
G (t=2,3,.., kn-1, kn, (n + 1)k, ... ) correspondant a la suite donnée par (25).

L’ exemple suivant, emprunté a L. Afferbach et H.Grothe (1988), illustre les deux
affirmations suivantes :

i) Une récurrence linéaire sur un corps fini, d’ordre k > 1 et de période maximale, n’a
pas en général un bon treillis en dimension t>k si ses coefficients ne sont pas a la
fois distincts deux a deux et différents de O et de 1.

ii) Partant d’une récurrence linéaire vérifiant i), on peut construire un générateur

matriciel de la forme (24) ayant de meilleurs treillis en dimension t > k.
I11.2.2. EXEMPLE

k=3, p=22-3=536870909, F(x)=x3-x2-x - 532130 240.

T = | 281043327 398307 193 492 485 298

[ 235510801 429634356 238525549 }
291922 635 190076 583 473 675 892

ce qui donne

97715140 195637636 201 812 864

[ 32009 361 506208 029 281476751 }
D =
101 381044 9996 681 309223913

TABLEAU DES QUOTIENTS DE BEYER q(t=4,...,12) respectivement pour la
congruence linéaire multidimensionnel ( C.L.M .) de polynéme caractéristique F(x) et
pour le générateur matriciel (G.M.) donné par (24).

t q, (CLM) q  (G.M.)

4 0.00007877662 0.80625067302
5 0.00012007194 0.79937518567
6 0.81716409968 0.66288265589
7 0.02069423220 0.59003430569
8 0.04492271680 0.32444075067
9 0.26940729225 0.15555969981
10 0.32089716206 0.57714708974
11 0.47053245267 0.62415024982
12 0.73707340274 0.69937487241
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Pour t<3, on a q,=1quel que soit le générateur utilisé. Dans le cas d’une C.L.M,,
la suite n’a pas un bon treillis pour t = 4,5,7 et 8. Tous les quotients de Beyer du
générateur matriciel sont supérieurs a 0.5 sauf pour t= 8 et 9.

La procédure de génération des N.P.A. 2 I’aide d’une congruence linéaire simple est
plus rapide que la méthode de normalisation. Mais pour un choix convenable des
coefficients ag, ay, ..., a,; du polyndme primitif, cette derni¢re a 1’avantage de produire
des vecteurs de N.P.A. répartis de fagon satisfaisante dans les espaces de dimension t,
avec 2<t<k et méme pour certaines valeurs de t strictement supérieures 3 k. D’autre
part, ces deux méthodes utilisent comme modulo un grand nombre premier p et ceci
pose un probleme lors de leur implantation sur des micro-ordinateurs pour lesquels la
longueur du mot mémoire est trés modeste. C’est 1’'une des raisons pour lesquelles on
s’est intéressé aux méthodes digitales qui n’emploient que de petits nombres premiers.

b) DISCREPANCE ET CHOIX DES PARAMETRES POUR LES
METHODES DIGITALES

b.1. méthode de R.C. TAUSWORTHE

Soient B une racine du polyndme primitif F dans I’extension Fpx de F, et s un

entier naturel non nul. Pour s >k/L, on désigne par E I’ensemble des s-uplets d’entiers
(dy, ...,dg) de composantes non toutes nulles vérifiant les deux conditions suivantes :

i) 0<d; <L, pour 1<i<s
ii) Le systtme { BLG-D*+1 : 1< j <d, 1<i<s } est linéairement dépendant sur E,

Alors la quantité p,©) (F, p, L), appelée figure de mérite de F en dimension s pour la
méthode de R. C. Tausworthe, est définie par

S
Pr1=p l(s)(F, p, L) = min Z di: (dy, ..., ds) € E}

i=1
si E est non vide et par

pi= pUF, p, L) = k+1
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si le systtme décrit en ii) est linéairement indépendant sur le.
Notons enfin par BN la quantité

_ pk/2 ) 1 N <
N N T+ pk/2 , Sl T
et
2logt
P"/z(—-%g— + %) pk/2 "
N= + - , st ISN<1
N T 1 + pk/2

Nous considérons a présent le choix des parameétres a,,...,a,; a partir de I’estimation
de la discrépance DN(S) respectivement pour s <k/L et s> k/L.
Pour s <k/L on a(cf. H. Niederreiter(1982-1983))

DY < s/pL + cBNL¥(logp)® 1<Nst

ou ¢ est une constante strictement positive ne dépendant que de s.

Ce résultat montre que pour N suffisamment grand, la méthode de R.C. Tausworthe
produit une suite de N.P.A. passant le test sériel en dimension s, avec 2 <s<k/L.
Nous constatons, comme dans le cas de la méthode de normalisation, que l’estimation
de DN® en petite dimension ne fait pas apparaitre la spécificité du polyndme primitif F.

Pour s> k/L on a (cf. H. Niederreiter((1982-1983), 1986b, 1987a))

Dﬁ) < s/pL + cBNLi(logp)® + cpsL°p P l1<sN<=t

ol la constante ¢,>0 ne dépend que de s et ol ¢, >0 est une constante qui dépend

P
a la fois de p et de s.

Il vient alors que si I’on cherche a générer des N.P.A. statistiquement indépendants,
il est préférable d'utiliser un polyndme primitif F qui nous donne une figure de mérite
p1 suffisamment grande. Mais est - il - possible de calculer p(F, p, L) pour un polyndme
F fixé ? Ou bien peut - on construire un polyndme primitif F avec une valeur
satisfaisante de p,(F,p,L)?

Avant d’essayer de répondre a ces questions, il convient de noter que dans le cas ou
PGCD(t,L) =1 et s<k/L, il a été établi dans H. Niederreiter (1986b) que

(26) D& =1-(1-ply.
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Par conséquent I’ordre de grandeur de D,(® est,a un facteur multiplicatif pres, égal a p-L.

Précisons que p-L est interprété comme étant 'erreur de discrétisation due au fait que
tous les N.P.A., obtenus par la méthode de R.C. Tausworthe, sont des fractions
rationnelles de dénominateur pl. Pour minimiser cette erreur, on prend la plus grande
valeur possible de L, soit L =k.

Dans le cas L=k, s=2 est la plus petite valeur de s pour laquelle la formule (26)
n’est pas satisfaite et on a (cf. H. Niederreiter(1986b et 1987a))

(1/2-122p)p™ < DY <1/t + ((p-1)r/2 + 3/2)pki/t

r=p,(F,p,L)- L

Ainsi pour savoir si la suite de N.P.A. passe le test sériel en dimension 2, on est
amené a donner une solution & 1'un des problémes posés précédemment dans le cas
particulier s=2

Pour cela on considere le développement en fraction continue simple de F(x)/ xk

F(x) / xk =[1, Ay, ..., An ]

ou A; est un polynéme sur F, avec deg(A;) 2 1 pour 1<i<h. Si la quantité L(F)
est définie par

L(F) = max { deg (A;), 1<i<h),
alors la formule
P1A(F, p, k) =k + 2 - L(F)

démontrée dans H. Niederreiter (1986b) suggére de choisir F avec L(F) petit si 1’on
désire avoir de grandes valeurs pour p,@ (F, p, k).

Nous présentons maintenant une méthode de G.L. Mullen et H. Niederreiter (1987)
permettant de rechercher des polynémes primitifs F qui, utilisée dans le procédé de
génération de R.C.Tausworthe, nous permettent d’engendrer une suite de N.P.A.
(u) = {u,) telle que u, et u,,; (n=0,1, 2, ...) soient statistiquement indépendants.
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b.1.1.  Généralités sur le calcul des polyndmes caraciéristiques optimaux

L’algorithme qu’on va décrire sort a chacune de ses exécutions un polyndme
primitif M sur F, dont le degré d et la figure de mérite p;P(M, 2,d) sont fixés a

I’avance. Un tel polynome est dit optimal si p,(?(M, 2,d) est assez grand, ce qui
correspond & une petite valeur de L(M). Rappelons que ces polyndmes optimaux ne sont
appropriés a la méthode de génération de R.C. Tausworthe que dans le cas L=d et
p=2.

On montre (cf. Niederreiter (1987b)) que, pour tout entier strictement positif d il
existe un polyndme unique My sur [, tel que My(0) =0 et L(My) = 1. Ce polyndéme,

appelé polynéme de Fibonacci, est donné par

c+1 _
My(x) = 2 xd-1d/2)]
j=0

ou ¢ est 'entier déterminé par 2¢ <d <2¢t! et ou | t | désigne le plus grand entier

inférieur ou égal au réel t.
Ainsi, pour chercher un polynéme primitif (en abrégé P.P.) M sur F, de degré d et

avec L(M) = 1, il suffit de tester la primitivité de My. Voici deux P.P. de Fibonacci sur
F, de degrés respectifs 42 et 54.

Fao(x) = x42 + x41 4 x40 4 x37 + x32 + x21 + |

Fsa4(x) = x54 + x33 4+ x51 + x48 4+ x41 + x27 4+ |
Les P.P. de Fibonacci étant rares, ceci découle des calculs effectués dans G. L. Mullen
and H. Niederreiter (1987) d’ou on a tiré les deux exemples précédents, il est naturel de
s’intéresser aux P.P. M avec L(M)>1.

La méthode de construction que nous allons présenter est basée sur les résultats
particuliers  suivants, résultats dont la généralisation est exposée dans
H. Niederreiter(1987b).

11.2.3. LEMME

Soient Ay, A,, ..., A, h polyndmes sur F, avec deg(A;) 21,1<i<h et

[1, Al' ’Ah] = M(X)/xd.
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On pose
Bi=Ai pour ]Sl<h, Bh=Bh+]=Ah +1 et Bh+i=Ah+l-i' 1<i<h
Alors

(1, By, ..., Byl = (xdM(x) + 1)/x24,

I1.24. LEMME

On considere les polyndmes A, A,, ..., A, et B de F,[x]
avec deg(A;) 21, 1< i<h, deg(B) 21 et

(LA, ..., Ayl = M(x)/xd
Si on pose
Bi=A; 1<i<h, By,)=B et By,j,i = Apyy 1Si<h
alors
[1, By, ..., Bypyy] = (BM(x)x4 + 1)/ Bx2d.

Afin d’appliquer ces deux lemmes on se donne :
i) Un entier d > 1

ii) Un entier v avec 2<v <d
iii) Un polyndome M sur F, tel que deg (M) =d, M(0)#0 et L(M) =v.

Ainsi, au vu du lemme 112.3., le polyndme G(x) = M(x)xd+ 1 est de degré 2d et
satisfait G(0) # 0 et L(G) = v. D’autre part, si dans le lemme I1.2.4. le polynéme B est

égal 2 x ou 2 x2, alors G(x) = BM(x)xd+ 1 est de degré 2d+1 ou 2d+2 et on a
G(0)#0 et L(G)=v. 1l vient alors que pour la donnée d’un polyndme M(x) sur F,

avec deg (M) =d, M(0) #0 et L(M) =v, on peut construire trois autres polynémes G,,
G, et Gy sur F, de degrés respectifs 2d,2d + 1 et 2d + 2 tels que L(Gj) = v pour
i=1,2,3
Avant de présenter la méthode proprement dite,on a besoin d’une définition et d’une
remarque.
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On désigne par chaine de degrés de bout initial d;>0 et de bout terminal d,, la
séquence de degrés d; —dy —--- —d, ol d; est un élément de { 2d;.;, 2d;.,+1, 2d;.;+2}.

I.2.5 REMARQUE

Si on construit & partir des lemmes 11.2.3. et 11.2.4. une série de polyndmes
Gy, ..., G, de degrés respectifs d;, dy, ..., d, avec M =G, et L(G,)= v alors
L(G))=v, 1<i <n.

b.1.2. description de 1’algorithme de calcul d’un polynéme primitif Q de
degré d tel que L(Q) = v

Données : deux entiers det v, 2<v <d.

i) On applique I’algorithme d’Euclide aux polynémes de F,[x] de bas degré afin
d’obtenir les polyndmes initiaux M tels que M(0)#0 et L(M)=v. On sait que de tels
polyndmes existent (cf. H. Niederreiter (1987b)).

ii) On construit une chaine de degrés d; —»d; —--- — d, = d telle que d; soit le
dégré de l'un des polyndmes initiaux calculés en i). Soit donc G, un polyndme initial
de degré d,. Partant de M =G,, on met en oeuvre les lemmes 11.2.3. et 11.2.4. autant
de fois qu’il est nécessaire pour trouver un polyndme G, de degré d tel que L(G,) = v.
Si G, est un polyndme primitif alors Q =G, et I’algorithme s’arréte. Si G, n’est pas
primitif , alors on teste les polyndmes initiaux restants qui ont pour degré d, et,si
aucun de ces polyndmes ne donne un polyndme final G, primitif, on utilise les
polyndmes initiaux de degré d,. Si a nouveau on n’obtenait pas un polynéme final G,
primitif, on répéte le processus avec les polyndmes initiaux de degré d;, dy, ...

I1.2.6. REMARQUE.

Au lieu de continuer la recherche du polyndéme primitif G, a partir des
polynémes initiaux de degré élevé, il est parfois plus efficace, dans le cas o il existe
plusieurs chaines de degrés se terminant par d, de changer de chaine de degrés et de
débuter la recherche de G, avec des polyndmes initiaux de degré bas.

Voici trois exemples de polyndmes primitifs Gy, Gy, G3 sur F, de degrés respectifs S5,
59 et 64 avec L(G)) = L(G,) = L(G3) = 2. Ils sont empruntés a G. L. Mullen and
H. Niederreiter (1987).
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Gi(x) = x35 +x53 + x50 + x49 + x42 4 x28 4 |
Gy(x) = X359 + x58 4+ x57 + x53 + x45 + x30 4+ 1
Gi(x) = x64 + x63 + x60 4 x59 4 x58 4 x54 4 x49 4+ x32 4+ |

c) DISCREPANCE ET CHOIX DE PARAMETRE POUR LA METHODE
DE T.G. LEWIS ET W.H. PAYNE

Soient B une racine de I’extension Fpx de Fp, s un entier naturel non nul et K le
vecteur (Ky, Ky, ..., KL). Pour un entier s strictement supérieur 3 1, on désigne par E

I'ensemble des s-uplets (dy, dy, ..., ds) de composantes non toutes nulles telles que
)0<d;, <L, 1<i<s

Ki+i-1 . .
ii) Le systeme {B T 1giss, <j Sd;}est linéairement dépendant sur F.

Alors la quantité p(zs)(F, P, K), appelé figure de mérite en dimension s pour Ia
méthode de T.G. Lewis et W.H. Payne, est définie par

p2 = pSF, p, K) = min {2 di: (d1y--ds) € E}

i=1
si E est non vide et par
p2=p3F, p, K) =

si le systtme décrit en ii) est linéairement indépendant sur F,

Par ailleurs on pose

By=1/t si N=1

By = p¥2((2logt) +2/5)/N+1/t, 1SN < 1

Partant de ces notations et définitions, nous nous intéressons maintenant au choix des
parametres a,, a,, ..., 8, sur la base de I’estimation de Dy®), 1 SN <t.

b® Pour N=t et pp=c on a
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Dy® = 1- (1-p'Lys
® Pour 1<N<71 on a
DS) <s/pL + csBNLS(logp)® + cs'Lp-P2 pour s>1.
ou les constantes c,>0 et ¢’ >0 ne dépendent que de s.

REMARQUE.
p2 = o n’est possible que dans le cas s <k/L.

Ainsi au vu de ces estimations , et pour N assez grand ,s termes successifs de
N.P.A. engendrés par un régistre a décalage généralisé sont considérés comme
indépendants dés qu’on a choisi les paramétres a, ..., a,.; de telle sorte que la figure
de mérite p, soit  suffisamment élevée. Contrairement 3 la méthode de R.C.
Tausworthe, il n’y a pas 2 notre connaissance un algorithme de calcul de p,.
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CHAPITRE 3
PERIODE D’UN GENERATEUR VECTORIEL BASE SUR LE MODELE
DE D. E. DAYKIN ET UNE CONGRUENCE LINEAIRE
MULTIDIMENSIONNELLE DE PERIODE MAXIMALE .
APERCU SUR LES GENERATEURS NON LINEAIRES DE NOMBRES
PSEUDO - ALEATOIRES
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I. GENERATION DES VECTEURS PSEUDO-ALEATOIRES
I.1. INTRODUCTION.

Soient k un entier strictement supérieur 2 1 et (u) ={u;} une suite de N.P.A. de loi
uniforme sur [0, 1]. Une méthode standard de génération de vecteurs pseudo-aléatoires

équirépartis sur [0, 1]¢ consiste a prendre les k-uplets
l_ll = (ui, eey ui+k_l), ] 2> O

dont les coordonnées sont constituées par les termes successifs de la suite (u) = {u;).
Mais certains auteurs se sont intéressés a des méthodes directes de génération de points
pseudo-aléatoires équidistribués sur [0,1]k.

Ainsi Tahmi El Hadj (1982) a étwdié, pour un entier m > 2, les longueurs du
transitoire et de cycle de la suite (x) ={x;} dont les termes, appartenant 2 Z:;,, sont
définis par la donnée du terme initial Xo, d’une matrice carrée A d’ordre k sur £,

, k
d’un vecteur b de £, et de la congruence
Xi+1 = Ax; + b modm, V i20.

La suite normalis€ée (u) = {x;/m) est alors considérée comme une approximation de
I’équidistribution sur [0, 1]¥.

H. Niederreiter (1986c¢), utilisant I’arithmétique sur les corps finis, a construit, pour
un nombre premier p quelconque mais assez grand, une suite de vecteurs pseudo-
aléatoires (u) = {u;} de période pk- 1, de loi uniforme sur [0, 1]k et telle que

M)
us u:
U= (4

p P
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ou les coordonnées uiU), 1 £j <k, peuvent étre calculées a 1'aide d’une congruence
linéaire multidimensionnelle.

Pour un nombre premier p et pour un entier s, s> 1, J. Eichenauer-Herrmann,
H. Grothe et J. Lehn (1989) se sont intéressés au choix de la matrice carrée A d’ordre
k sur £y telle que la suite (x) ={x;} sur Zl:,-, définie par la donnée de Xo non nul

et la relation
Xi+s1 =AX; mod ps, i20,

soit de période (pk-1)ps-l. Comme dans le cas de Thami el Hadj on obtient une suite
de vecteurs pseudo-aléatoires sur [0, 1]k par normalisation des termes de la suite
(x) ={x;} .

Nous considérons pour un nombre premier p quelconque, mais assez grand, le

modele de D.E. Daykin (1963) donné par
Xi+1 = Bx; +w; mod p, V i2l

ol B est une matrice carrée d’ordre k,k > 1, sur Zp, x; un élément de Z';, et ol
(w) ={wi, i 2 1} est une suite de vecteurs de Z:. Partant d’une congruence linéaire
multidimensionnelle de période maximale, nous choisissons la suite (w) =<m,i2 1} et
la matrice B de telle sorte que la suite (5)={Li,i2 1’ soit purement périodique de

période p (pK - 1), pour tout choix du vecteur initial x;.

Dans toute la suite de cette partie, p désignera un nombre premier et k un entier
strictement supérieur a 1. Les opérations d’addition et de multiplication sur les éléments

k .
de ZP se font composante par composante suivant celles de Zp.
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1.2 . GENERALITES SUR LE CALCUL DE LA PERIODE D’UNE
SUITE VECTORIELLE ENGENDREE PAR LE MODELE DE
D.E. DAYKIN

Soient B une matrice carrée d’ordre k sur &, et ) ={w;,i2 1) une suite de
k . . .
vecteurs colonnes sur &, On considere alors la suite (L)=(&i,12 l} de vecteurs
K o . .
colonnes de Zp définie par la donnée de x; et la récurrence

(1) x4 =Bx; +w; Vizl

On fait I'hypothése que (w) est une suite purement périodique de période w, soit

Il est alors clair que (x) est une suite fondamentalement périodique, c’est-a-dire, qu’ il

existe deux entiers ¢>0 et t 2 0 tels que
(2)  Xie =xi, Vi>t

Soit ¢, le plus petit entier ¢ vérifiant (2).On dit que c, est la longueur de cycle ou
période de la suite (Q={5i,i2 1}, tandis que la longueur du transitoire 1, de cette

suite est définie comme étant le minimum des entiers t 20 pour lesquels on a
2(.i+co = AI ’ V i> t.

On pose

r
3) E-= ) BUiw;
i=1
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Alors de I'équation (1) on déduit
4) x4, =Bix; +E ,Vi2l.

1.2.1. THEOREME(D. E. Daykin(1963))

La période de toute suite (x) ={§i,i2 l} vérifiant (1) est divisible par w.

DEMONSTRATION
Etant donné un vecteur x; de dimension k sur Zp. on note respectivement par c, et

t, les longueurs de cycle et du transitoire de (x). Alors on a:

Xntcetl “Xn+1 =0, VYV n>t,.

Mais
Xntcotl - Xnel = B(Xpie, - Xn) + (Wnie, - Wn), VYV n>t,.

Donc

Par conséquent c, est divisible par w.

C.Q F. D.

1.2.2. THEOREME(cf. D. E. Daykin(1963))
i) Toute suite (L)={5n,02 l} satisfaisant (1) est purement périodique si et
seulement si B est inversible dans GL(k, Zp) (B est inversible dans le groupe

GL(k, Zp) si son déterminant est premier avec p).
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ii) Si B est inversible et si z désigne le PPCM de w et de l'ordre bde la
matrice B dans le groupe linéaire GL (k, Zp), alors le PPCM d de toutes les longueurs
de cycle des suites (L)={Ln, n2 1) vérifiant (1) est égal A z ou A pz suivant que E,

est un vecteur nul ou non nul.

DEMONSTRATION
1)
Condition nécessaire

On suppose que toute suite (L)=‘z(_n,n2 1} solution de (1) est purement périodique.
Alors

k
Xar1 =By + Ea=x;, V x1€ Z,.

En particulier pour x,=0, on a

o
1
(]

Donc

Bd =1

ou I est la matrice identit¢ d’ordre k sur Zp. Par conséquent la matrice B est inversible

et son ordre b dans le groupe linéaire GL (k, Zp) divise d.
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Condition suffisante.
On fait ’hypothése que B est inversible dans GL(k, Zp). Puisque z est le PPCM de b

et de w, on a
E,=tE,
pour tout entier t > 1. Par conséquent
(5 Xgm=x1 +tE, ,V x € Z: et t21.
En particulier, pour t=p, on a
PE, =0
Xpz41 = X1 , V X GZ‘; :

Donc d divise pz et toute suite (x) = ‘&n, n2 1} vérifiant (1) est purement périodique.

ii)

On suppose que B est inversible dans GL(k, Zp). Alors d’aprés i) toute suite (x)
vérifiant (1) est purement périodique et d’aprés la démonstration de la condition nécessaire
de i) b divise d. Mais, au vu du théoréme 1.2.1., w divise également d. Donc z

divise d.
(*) Si E, =0, alors (5) implique
k
.&7.-0'1 =..)S.’ ’ v &] € ZP‘

Et on en déduit que d divise z et est donc égal A z.
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(**) Si en revanche on a E, #0, alors x,,; # x; et par conséquent d ne divise

pas z. Mais d divise pz, donc d=pz.

C.Q.F.D.

On énonce maintenant un résultat pouvant servir de base au calcul de la période d’une

suite purement périodique vérifiant (1).
1.2.3.  THEOREME.(D. E. Daykin(1963))

Si la suite (L)={Ln, n2 1’, solution de (1), est purement périodique, alors sa

période est le plus petit multiple uw de w tel que
-1
6 2 B¥y=0
i=0

ou

M y=B¥-Dx +E,.
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DEMONSTRATION
Comme w divise la période de (x) ={Kn, n2 1}, celle- ci est le plus petit multiple

pw de wtel que

Xywe1 - %1=0.
Mais
Xpw+l - X1 = (B*¥ -D)x; + E;Lw
p-1
= (B*¥-Dx; + BIVE,,
j=0
n-1
=( Y, B")(B¥-D)x; +Ey)
j=0
Donc
n-1
Bi%y =0
j=0
C.Q.F.D.

1.2.4. COROLLAIRE
Si B est une matrice inversible d’ordre b dans le groupe GL(k, £p) avec b
divisant w, alors toute suite (&)=‘Ln,n2 l}vériﬁant (1) est purement périodique de

période w ou pw suivant que E, est un vecteur nul ou non nul.

DEMONSTRATION
-~ Comme B est inversible, toute suite (L)={&1,n2 1} solution de (1) est purement

périodique. Par hypotheése I'ordre b de B divise w. Donc le vecteur v du théoréme
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1.2.3. est indépendant du terme initial x; et par conséquent toutes les suites satisfaisant

(1) ont méme période. D’apres les théorémes 1.2.1. et 1.2.2.,0n a le résultat.
C.Q.F.D.
I1.3. PERIODE D’UN GENERATEUR VECTORIEL BASE SUR LE

MODELE DE D. E. DAYKIN ET UNE CONGRUENCE LINEAIRE
MULTIDIMENSIONNELLE DE PERIODE MAXIMALE

Soient (s) ={sp}, la suite sur Z , donnée par la relation (14) du chapitre II et
(s) =(sa) la suite des niemes vecteurs d’état de (s), c’est - a- dire,

Sh, = t(Sn, ey Sn+k-])’ n= 0, 1, 2, ves

On sait alors que

ou A est la matrice compagnon du polyndéme caractéristique F(x) associé a la relation

(14) du chapitre II. On pose
®) w,=s, n=1,2,...

Comme la suite (s) ={ss) est purement périodique de période pk-1, il en est de méme

pour la suite (w) =‘LV_i, i2 1}.
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1.3.1. THEOREME
La suite (M={w_i,i2 1} étant donnée par (8), nous considerons la suite de

vecteurs (x) = {&n n=2 1} définie par (1), c’est -a -dire,
Xne1 = Bxp, +w,. n21

et nous supposons que B=A. Alors la suite (x) est purement périodique de période

p(pk-1), pour tout choix du vecteur initial x,.

DEMONSTRATION

On a bien sir

L’ordre de la matrice A dans GL (k, Zp) est égal a 'ordre de son polynéme
caractéristique F(x) ( cf. chapitre II, lemme 1.3.7.), c’est -a-dire, la quantité pk-1 qui est
aussi la période w de (w)={w,, n21). D’aprés le corollaire 1.2.4., il suffit de

montrer que les composantes du vecteur E

w sont non toutes nulles dans Z,,.

Mais

_E«w=

M=

i

w
Aw-ili - z Aw-iAiSD = Wso.
1 i=1

On en déduit que E, est non nul, puisque s, est un vecteur non nul et p premier
avec pk - 1.

C.Q.F.D.
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1.3.2. REMARQUES
i) Si le terme initial x; de la suite (L)={&,,n2 1} définie par le théoréme

L3.1. est s,, alors on a
Xne1 = (n+1)w,, pour tout n=1.

ii) Le théoreme 1.3.1. reste vrai pour k=1, si B est une racine primitive modulo p et

si on pose
Sne1=Bs, mod p, Vn20

ou s, est un €élément non nul de ZP. De plus s1 le terme initial x; est égal a s,, on

a comme dans le cas particulier i)

Xpe1 = (n+1) w,,  n2l.

Pour p assez grand, la suite normalisée (W) ={xa/p,n21}, ot O ={xmn21} est
donnée par le théoréme 1.3.1., peut étre considérée comme une suite de vecteurs
pseudo-aléatoires sur [0, 1]k ayant pour période p(pk-1). Comme la suite (x) =‘Ln, n2 l}
est basée sur la suite (W) ={m, 12 1’ qui a de bonnes propriétés statistiques
(cela découle de I'étude réalisée au chapitre II, paragraphe II), on peut espérer qu’il en
sera de méme pour la suite de vecteurs pseudo-aléatoires (u) =‘Ln/p, n2 1}.

I PRESENTATION DE QUELQUES GENERATEURS NON LINEAIRES DE
NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES ET TESTS DE QUALITE

Au chapitre I nous avons vu que la suite de nombres pseudo-aléatoires (u) = {xy/p), ou

(x) = {x;} est définie par la donnée d’un élément x, de Zp et la relation

(10) Xi+1 =ax; + b mod p, i20
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a de bonnes propriétés statistiques si 1’on choisit convenablement les paramétres a, b et
p. Mais la linéarité de la récurrence (10) fait que pour n2>2, les vecteurs de nombres

pseudo-aléatoires u; (i=0,1,2, ...)

ui = /P, Xi1/ps s Xignafp), 120

ont certaines régularités de distribution dans 1’espace [0, 1]n, régularités indésirables
pour la plupart des simulations de Monte - Carlo. En particulier, la suite (u) ={u;} ne
passe pas le test des treillis de G. Marsaglia (cf. G. Marsaglia (1972)) et les termes de
cette suite sont situés sur des hyperplans paralleles relativement nombreux appartenant au
cube unité [0, 1]n.

Ainsi dans cette partie, nous nous proposons de faire une présentation de quelques
générateurs non linéaires de N.P.A. suivie du test de G. Marsaglia et du test sériel des

suites produites par certains de ces générateurs.
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ILL1. DESCRIPTION DE QUELQUES GENERATEURS NON LINEAIRES
DE NOMBRES PSEUDO-ALEATOIRES

a) Générateurs de la forme

Xn+1 = f(x,) mod p.

La suite (x)={x,} sur Zp provenant du générateur introduit par J. Eichenauer,
H. Grothe et J. Lehn (1988) est définie par la donnée d’un élément x, de Zp et la

récurrence

(11) Xn+1 =f(xp) mod p, Vn20

ou p235 est un nombre premier assez grand et ou la fonction non linéaire f, définie sur
Zp et a valeurs dans &, est choisie de telle sorte que la suite (x)={x,) soit
purement périodique de période maximale p.
Voici un exemple d’un tel générateur di a J. Eichenauer et J. Lehn(1986).

Pour un élément non nul c¢ de Zp, on note par ¢! I'inverse de c pour I’opération de
multiplication dans ZP et par convention on pose 01 =0. Si deux éléments a et b de
Zp, avec ab#0, so: . hoisis de maniére que x2-bx-a soit un polyndme primitif sur
Z,, alors la suite

(12) Xn+1 = axy! + b mod p, n20

est purement périodique de période p.
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b) Générateurs de la forme

Xn+1 = f(xp) mod 2%

Soient t , t 21, un entier et q=2'. On note par G, I'ensemble des entiers impairs ¢
avec 1<c<q et par c! l'inverse de I'élément c de G, pour I'opération de
multiplication modulo q sur G,. Alors la suite non linéaire (x) =(xn)sur G, est définie

par
(13) Xn+1 =f(xp) mod q, Vn20

ou x, est un €lément donné de G, et ou la fonction non linéaire f est choisie de telle
sorte que la suite (x) soit purement périodique de période g/2. Comme exemple d’un
générateur ayant la forme (13), on peut citer celui de J. Eichenauer, J. Lehn et A.

Topuzoglu (1988) ou la suite (x) ={x,} est donnée par
(14) Xns1 =axp! + b mod q Vn20
avec a=1 mod 4, b=2 mod 4 et xp=1mod2.

¢) Générateur non  linéaire  basé sur une congruence linéaire

multidimensionnelle

Nous nous intéressons maintenant a2 un générateur non linéaire introduit par
J. Eichenauer, H. Grothe, J. Lehn et A. Topuzoglu (1987) et construit 3 partir d’une
suite récurrente linéaire homogene d’ordre k sur Py, pour k> 1.

Soient p un nombre premier assez grand et r>1 un entier. Si la suite (y)={yn)

définie par
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(15)  Yn+1 = agyn+ajyna+ -+ + ayyr modp, n2r

ou yo, .., ¥ €t a, .., a sont des éléments de F, donnés avec a =0 et
(Yor +-» YD) #(0,...,0), alors le générateur non linéaire est défini par
(16) Xn = YNn)+1YNm)! mod p, V20

ou N est une fonction définie sur ’ensemble des entiers par

N@O)=min{k20:y, 21}
an

N(n) =min{k2N(n-1):yx 21}, Vn21

et ou pour tout c dans ]Fp, c! est I'inverse de ¢ pour ’opération de multiplication

sur IFP.

Avant d’énoncer un théoreme sur le calcul de la période de (x) ={x,), il est nécessaire

de faire certaines hypothéses sur le polyndme caractéristique h(x) associé a (15):
h(x) = x™1 - axr-..-a ;x - a.
On suppose donc qu’on a les deux conditions suivantes :

(18) h(x) est un polyndme irréductible sur F,.

(19) Toute racine B de h(x) dans Fyw est telle que

‘Bk;tp, Vupue F, 1<k<s

'Bs=u, pour un pe F,

ou s=pr+p-l + .+ p+ 1.
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Remarquons que pour r fixé, r>1 il existe au moins (p - Dd(p™ + pr-1 + ... +1)/r

polyndmes unitaires sur Fp vérifiant (18) et (19), étant entendu que ¢ désigne la

fonction D’Euler.

IL.1.1. THEOREME (cf. J. Eichenauer, H. Grothe, J. Lehn et A. Topuzoglu
(1987))

On suppose que le polyndme caractéristique h(x) associé A (15) vérifie les
conditions (18) et (19). Alors la suite non linéaire (x) ={x,} donnée par (16) est
purement périodique de période pr, pour tout choix du vecteur inital (yo, yi, ..., ¥r). De
plus, chacun des (p-1)' r-uplets (z;, ..., z), 1 <2, .., z<p, apparait une et

une seule fois dans un cycle.

11.1.2. REMARQUE
Dans chacun des cas a), b) et c), on obtient une suite de nombres pseudo-
aléatoires sur [0, 1] en posant (u) ={x,/m}), ou m est le modulo de la congruence

utilisée pour la génération de la suite (x) = {x,).

IL.2. TEST DES TREILLIS DE G. MARSAGLIA ET TEST SERIEL

a) Test des treillis

En ce qui concerne le test des treillis de G. Marsaglia, nous présentons un
développement théorique effectué par J. Eichenauer, H. Grothe et J. Lehn (1988) et

H. Niederreiter (1988a, 1988b).

a.l. Préliminaires.

Nous précisons ici un certain nombre de notations, définitions et propriétés

nécessaires a cette présentation.
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Soit (y) ={yn} une suite sur un corps K.On définit I’opérateur A sur cette suite par
A¥n=yn, Ay = 8y - Ay, V k21
et on vérifie par induction sur k qu’on a la propriété suivante.

I1.2.1. PROPRIETE

k
20  Ay,= Y (-1)k-i( k )yJ
j=0 ]

@21)  A*h(n)=0, pour he K[x] et deg (h) <k.

I1.2.2 DEFINITION
Si les termes de la suite (Ay)=‘Alyn} sont égaux a une constante, alors la

suite (y) ={yn} est dite additive.

Pour un nombre premier p et un entier d, d 22, donnés, considérons une suite

(x) = {xn) sur F, purement périodique et de période p et posons
L(ld) = (xia see xi-fd-l)’ l 2 0

E(id) -:-[_x_gd) - tgf,d) mod p, i20.

Alors I’ensemble

p-1
Vi={veFp:v= ) zw® mod p, (z1,---, 1) e FP!
i1



déterminé a partir des d-vecteurs ugd) de IFS, est appelé le d-treillis du générateur

G de la suite (x) ={x,}. D’autre part si la suite de vecteurs y; est définie par
(22)  ui=Y0, Xjs1 - Xj, -+, Xj4p.1 - X)) mod p, Vi20

alors la d xp matrice

GO = WO, w®)

. d
ayant pour vecteurs lignes lug, ..., lug.1 et pour vecteurs colonnes wid, ... ,wf,.’, est

appelée la d-matrice du générateur G et son rang est noté rg (G@).

I1.2.2. DEFINITION
On dira que le générateur G passe le test des treillis de G. Marsaglia si Vd est

identique a IF;’, et il ne le passe pas si Vd est un sous-treillis strict de IFS.
Puisque les colonnes de G@ engendrent le treillis V4 on a le lemme suivant.
11.2.3 LEMME(cf. J. Eichenauer, H. Grothe et J. Lehn(1988))
Le générateur G passe le test des treillis de G. Marsaglia pour une dimension
d,d>2, si et seulement si rg (GW)=d.

a.2. Aspect théorique du test des treillis des générateurs (11) et (12)

Une suite (x) = {Xn) déterminée par (11) étant purement périodique de période p

on a
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Ainsi cette suite peut étre considérée comme une suite récurrente linéaire sur Fp, de

polyndme caractéristique xP - 1 = (x - 1)P. Le polyndme minimal est donc de la forme
(x- D! avec 1< t < p. Mais, d’aprés la formule générale des termes d’une suite

récurrente linéaire (cf.R. Lidl et H. Niederreiter (1986), p.210),0n a

(23) Xp = i ( nfj )aj = g(n), n20
j=o'

ou s=t-1, a; un €élément de F, et g un polyndme sur F, avec deg(g) <s. En fait, si

on utilise les relations (20) et (21), on constate que deg(g) = s.

Terminons I’introduction de ce paragraphe en remarquant que g est un polyndome de

permutation sur [, puisque {g(0), ..., g(p-1)}=IF, et donc I’entier s est non nul.

I1.2.3. LEMME (cf. H. Niederreiter(1988a))
On a toujours 1 <s<p-2 et si s>1 alors s ne divise pas p-1. De plus, on a,

dans le cas non additif, s> 3.

DEMONSTRATION

Il est clair que s wvérifie 1 <s <p-1. Mais pour s > 1, s ne divise pas (p-1)
(cf. R. Lidl et H. Niederreiter (1983), corollaire 7.5). Dans le cas non additif, s ne peut

pas €tre €gal a 1, car sinon on aurait d’aprés (23)

X, =a, +(n+l)a,

Alxn=a1, Yn20.

Ce qui contredirait le fait que s est non additif. Comme s ne divise pas p-1,
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on a s23,
C.Q.F.D.
I1.2.4. LEMME (cf. H. Niederreiter(1988a))

La suite de vecteurs (u) ={u;) étant donnée par la relation (22) on a

i ('l)s'j(§ )Qk+j= 0 Vk 20.
j=0 J

DEMONSTRATION

Pour tout h>0, on a d’aprés (20), (21) et (23)

k+h-1

,Zo (-l)s-i( j )( Xicsjh-Xics;) =JZO (-1>S-i( j ) Zk A Xy

k+h-1 s 1 k+h-1 I
= AA(x)= Y A (x)=0
n=k n=k

pour tout k 20.

C.QF.D.

Le théoréme suivant nous permet de faire le test des treillis de G. Marsaglia pour le

générateur de la forme (11) et pour tout d,d>2, dés que la valeur de s est connue.

11.2.5.  THEOREME (cf. H. Niederreiter(1988a))
La matrice G(@), dont les lignes sont tu,, .., ', ,, est de rang d si d est

inférieur ou égal a s et de rang s si d est strictement supérieur a s.
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DEMONSTRATION

Si on applique le lemme I1.2.4. a k=0, on voit que ty, est une combinaison linéaire

sur F, de ‘u,, .., ;. Donc rg(G¢+D) <s. Les colonnes de G(*1) érant les vecteurs

m?*”, 0<si<p-l,et le polyndbme minimal de (x) =({x,} étant de degré t,t=s+1, les

vecteurs  x$*D, ... x$*D sont linéairement indépendants sur Fp (cf. R. Lidl and

H. Niederreiter (1983), théoréme 8.51) et donc il en est de méme pour les vecteurs

1 . I s
ﬂ(lﬁ )., wi*D par suite le rang de G(+1) est identique 2 s. On en déduit en
particulier que les vecteurs lug, ..., tug, sont linéairement indépendants et donc le rang

de G@ est égal a d, pour tout d inférieur ou égal a s. Mais, d’aprés le lemme 11.2.4.,
uy est une combinaison linéaire de ug, ..., u,, et par conséquent on a,rg(G@)=s
pour tout entier d strictement supérieur a s.

C.Q.F.Q.

11.2.6. REMARQUE .

La démonstration du théoréme II.2.5. montre que s est le plus petit entier n
strictement positif tel que u, soit combinaison linéaire de u, ..., u, . Ceci nous donne
une méthode de calcul de s. Comme le degré du polyndbme minimal de la suite
(x) ={xn) vaut s+1, on peut également obtenir s en calculant le polynéme minimal de la

suite (x) = {x,) suivant la méthode décrite au chapitre II, paragraphe I.3.

Nous considérons maintenant le cas particulier du générateur (11) donné par

la relation ( 12).

11.2.7.  THEOREME(cf. H. Niederreiter(1988a))
La suite (x)=({x,)} passe le test des treillis en dimension d pour tout entier d

vérifiant d < (p+1)/2.
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DEMONSTRATION
Au vu du théoré¢me I1.2.5., il suffit de démontrer que s 2 (p+1)/2. Mais, d’aprés (23),

z, est représenté par un polyndme en n de degré 2s, ou

Z, = XpXpe1 - X, - 2

Puisque (p-1) termes de la suite z,,...,z,, sont nuls on a p-1<2s. Mais d’apres le
lemme I1.2.3., s est distinct de (p-1)/2, donc s> (p+1)/2.
C.QF.D.

II.3. TEST SERIEL.

Etant donnés deux entiers k et N strictement supérieurs & 1, on considére les

vecteurs u; définis par

u; = (x/m, o, Xj/m),  i=0,1,2, ..

o la suite (x)={x,) est donnée par I'une ou l’autre des relations (11) et (12) et ol
m est le modulo de la relation utilisée.

On s’intéresse ici a la distribution de ces vecteurs dans 1’espace [0, 1]k, ce qui revient
a éwudier I'indépendance statistique de k termes successifs de la suite (u) ={xy/m}. Pour
cela on estime la discrépance D',E,, 1<N<p et 2<k<s,des points u,, Uy, ..., UN.1 en
considérant séparément les cas suivant le générateur employé pour engendrer la suite

(x) = {xn} .
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a) cas du générateur déterminé par (11)

11.3.1.  THEOREME(cf. H. Niederreiter (1988b)).

Si I’entier s est défini comme au paragraphe II.2., alors on a
i) DP<1- (1-1/pk + (s- 1)p'2Q2logp/n + 1/5)*
pour k <s.
ii) Dg) <1- (1-1/p)k+ (s- 1)p2/(4logp/n? + 0.38 + (N + 1)/p)(2logp/n +7/5 /N

pour 1 <N <p et pour tout k < s-1.

Faisons maintenant une comparaison entre les conclusions du test sériel des congruences
linéaires simples et des générateurs non linéaires de la forme (11).

On sait (cf. H.Niederreiter (1977)) que pour une congruence linéaire modulo un nombre
premier p et pour tout entier k, k > 1, il est possible de choisir des parametres
dépendant de k de telle sorte que cette congruence engendre une suite de période p-1,
suite pour laquelle I’ordre de grandeur de la discrépance D, |® est de p-l(logp) loglogp.
Mais, d’aprés le théoréme ci-dessus, I’ordre de grandeur de D,(*) d’une congruence non
linéaire de la forme (11) est de p-!/2 (logp)k pour tout k <s. Ainsi, pour un choix
convenable des paramétres, une congruence linéaire simple a un meilleur comportement
sous le test sériel qu’une congruence non linéaire de la forme (11).

Notons cependant que les générateurs de la forme (11) passent de fagon satisfaisante
le test sériel en dimension k,2 < k <, dés que la fonction f utilisée vérifie les
conditions requises et que les congruences linéaires simples dont les parameétres ne sont
pas choisis de maniére judicieuse donnent de mauvais résultats comparativement a ces

générateurs (cf. H. Niederreiter (1978)).
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b) Générateurs de la forme (12)

I1.3.2. THEOREME (cf. H. Niederreiter (1988b))

Pour 2<k<p on a

DI < 2p-12Q2logp/n + 7/5)%1((2k - 2)logp/m + (2k - T)/5) +2p 12 +

+ (2logp/m + 7/5)%1((2k - 2)logp/m + (12k-7)/5)/p.

Remarquons d’abord que les générateurs de la forme (12) sont des cas particuliers de

ceux de (11). D’autre part, si l’ordre de grandeur de Dp(k) est le méme que dans le
cas (11),il est valable pour tout k avec 2<k<p au lieu de k vérifiant 2<k<s.
Notons enfin que I’estimation de D () dans le théoréme I1.3.2. est indépendante de la
spécificité des paramétres a et b de (12) auxquels on a imposé les deux seules

conditions suivantes :

i) a et b sont des €léments de F, tels que ab #0.

i) x2-bx -a est un polynéme primitif sur F,
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INTRODUCTION SUR LA CRYPTOGRAPHIE

L "essentiel du travail d’un cryptographe consiste 3 mettre en relation, par des canaux
peu siirs ou publics (ondes hertziennes, services postaux, réseaux télématiques ...), deux
individus de maniére & ce que leurs conversations soient confidentielles. Du point de
vue mathématique, le probleme peut €tre formalisé succinctement de la fagon suivante :
Etant donné un espace M dit “de messages ”, il s’agit de trouver une application C
injective de M dans un certain espace M’ telle que connaissant 1'image C(m) d’un
¢lément m de M, on ne puisse pas retrouver m sans connaitre C'!, réciproque de C.
Un cryptosysttme sera alors défini par la donnée de deux espaces M et M' et
d’une collection de couples (C, C-!). On appelle généralement clé d’encryptage ou de
codage I’application C (ou une caractérisation de C) et clé de décryptage ou de décodage
sa réciproque C-1(ou une caractérisation de C1).
Il ya deux grandes classes de cryptosystemes : les systtmes conventionnels et les

systtmes a clés publiques (ou P.K.C pour Public Key Cryptosystem).

Les systémes conventionnels ou traditionnels .

Ces systemes fonctionnent de la maniére suivante :
Soient a et b deux individus souhaitant communiquer secrétement.

Chacun d’eux conserve secrétement un couple de clés (Cap,Cap™!) .
Si a désire envoyer un message m a b il transmet en fait C,(m) .
L’individu b retrouve le message en clair m en appliquant 3 C,(m), la clé Cyy!.

Un exemple type de tels systemes est le systtme dit “one time pad” dans la littérature
anglo-saxonne . Dans ce cryptosystéme, un message m est une suite binaire .
L’encryptage d’un tel message se fait en ajoutant terme 2 terme (addition modulo 2) 2
m une suite binaire aléatoire de méme longueur que m, tandis que le décryptage se fait
en ajoutant au message codé la méme suite aléatoire .

Du point de vue dela sécurité une telle méthode est parfaite : il est impossible a
partir du message codé de distinguer m parmi tous les messages m' de méme longueur
que m . Ce cryptosysteme est qualifi¢ “d’inconditionnellement sir ” par opposition aux
cryptosystemes “calculatoirement siirs” ot la sécurité repose sur 1’impossibilité d’obtenir
avec les algorithmes actuels et en un temps raisonnable des solutions effectives a des
problémes intrinsques A ces cryptosystémes.

Pour communiquer concrétement par le systéme “one time pad”, deux individus
doivent au préalable échanger par un canal privé une suite aléatoire de méme longueur

N

que le message a transmettre. On a ainsi un paradoxe caractéristique des cryptosystemes
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traditionnels : les utilisateurs doivent échanger des clés par un canal privé avant de
pouvoir communiquer secrétement par voie publique. Ce paradoxe a conduit les
cryptographes 4 définir un autre type de cryptosystéme.

Les cryptosystémes aQ clés publiques (P.K.C ).

Dans ces systtmes, on affecte a chaque utilisateur a un couple de clés
(Ck(a), CK(a)’l), ou K(a) est un parametre caractéristique de 1’utilisateur. La clé
d’encryptage Cg(,) est publiée dans un répertoire accessible au public, tandis que a
conserve secrétement Cyg(,’! et K(a). L'orsqu’un individu b souhaite envoyer un
message m A I’individu a il utilise la clé Ck(a) du répertoire public et transmet
Ck()(m) ; l'individu a récuptre ensuite le message m en appliquant Cky! au message
codé Ck(a) (m).

La confidentiabilité et I'effectivité d’ une méthode basée sur ce schéma sont garanties

par les deux points suivants :
i) Il est impossible de calculer Cg(,y! en un temps raisonnable en connaissant

uniquement Cg, .
ii) Il est relativement facile de calculer Cg,y! 2 partir de K(a).

Les fonctions vérifiant i) sont dits “one - way ”, tandis que celles qui satisfont i) et

"

ii) sont appelées “fonctions trappes

Les systtmes a clés publiques offrent non seulement 1’avantage de ne pas nécessiter
d’échange préalable de clés secrétes avant toute communication confidentielle, mais
permettent €galement de réduire le nombre de clés A calculer lorsque plusieurs individus
doivent communiquer entre eux. Mais I’inconvénient est que les phases d’encryptage et
de décryptage coitent généralement plus chers que dans les systémes conventionnels .
Comme exemple de P.K.C., on peut citer le systtme R.S.A. de Rivest-Shamir-
Adlemann (cf. R. Lidl and H. Niederreiter (1986), chapitre 9) servant de référence en
matiere de P.K.C.

Remarquons qu’on combine souvent les cryptosysttmes conventionnels et a clés
publiques pour réduire le coiit de certaines transmissions de messages. Ainsi on choisit
parfois de communiquer avec le systtme conventionnel aprés avoir transmis les clés
secreétes au moyen d’un PK.C..

Dans I’exemple du systtme conventionnnel “one time pad ”, la clé secréte peut étre
représentée par les paramétres du générateur ayant servi au codage du message et pour
qu’un tel systtme résiste aux attaques des cryptanalystes (casseurs de codes), il est
nécessaire d’utiliser un générateur cryptographiquement sir .
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Un générateur de nombres pseudo- aléatoires est dit cryptographiquement sir si, étant
donné un segment suffisamment long de la suite produite par ce générateur, un
cryptanalyste est incapable de calculer en un temps raisonnable le terme suivant de ce
scgment de suite. Ence qui concerne les exemples de générateurs cryptographiquement
siirs, nous renvoyons le lecteur & ceux de A. Shamir (1980), M. Blum et S. Micali
(1984) et L. Blum, M. Blumet M. Shub (1986). Mais ces générateurs sont lents. D’autre
part les générateurs linéaires de nombres pseudo-aléatoires de la forme

Sis1= as; + b mod m YV i20

sont rapides et d 'usage courant dans les méthodes de simulation de Monte - Carlo et
dans les algorithmes probabilistes . En revanche ils ne sont pas cryptographiquement
sirs.

En effet J.B. Plumstead (1982) a montré que, étant donné un segment relativement
court de la suite engendrée par une congruence linéaire, on peut retrouver en temps
raisonnable le reste de la suite en supposant a, bet m inconnus.

Faisant I’hypothése que I’ordre k est connu, A. Bauval (1986) et J. Boyar (1989) ont pii
reconstruire également les suites engendrées par les congruences linéaires multidimensionnelles

Si+k = ak-1Sj+k-] +--- +apsp +b mod m VY i20

a partir d’'un segment de (s) ={sp}). La méthode de reconstruction utilisée par ces deux
auteurs repose essentiellement sur des estimations successives des parameétres ay, aj, ...,
ak-1 et m. Notons cependant que dans certains cas, on retrouve la suite désirée bien
qu’on ait

(30) aly' Y ak-l’ fﬁ) * ( ag, a1y -+, dk-1, m)
ol @, a,--, 8. et M sont respectivement les estimateurs de ag, aj, - -, ax.] €t m.
Nous supposons dans ce chapitre que l’ordre k et les paramétres ao, ay, ..., ak-1, b et
m sont inconnus et nous faisons une conjecture sur le décryptage de k et de m. Pour

cela nous mettons en oeuvre un algorithme de calcul des déterminants de Hankel basé
sur les travaux de A. Draux (1981).
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I. CALCUL DES DETERMINANTS DE HANKEL
I.1. IDENTITE DE SYLVESTER
Soient n un entier naturel non nul et A =(ajj, 1<i,j < n) une matrice carrée
d’ordre n A coefficients réels. Alors le déterminant de A est noté D ou Det (A).
PROPRIETE (identité de Sylvester) .
Soit d le déterminant de la matrice obtenue en supprimant dans A, d’une part les

premiere et derniére lignes et d’autre part les premiere et derniére colonnes. On désigne
ensuite par Ajj le cofacteur de ajj dans D pour 1<i,j<n. Alors

(1) Dd = AllAnn - AnlAlm
DEMONSTRATION
On pose
[ A;p O 0 0 0 0 Apn ]
A, 1 0 0 0 0 Ap
. 0 . 0 0 0 .
B = 0 0 0 0
. 0 0 0 . 0 .
At O 0 0 0 1 Anng
A, 0 0 0 0 0 An
Alors

Det (AB)= D%
D’autre part on a
Det (A) Det (B) =D (A11Ann - An1Ain).
Donc

D2d =D (A11Ann - An1Aln ).
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Si D est non nul alors on a immédiatement le résultat . Supposons donc D nul et
posons A*=( Ajj, 1<i,j<n). Alors on a

AA*=DI = 0.

Nous distinguons maintenant deux cas suivant la valeur de rang (A), ou pour toute
matrice M a coefficients rééls, rang (M) désigne le rang de M.

i) Rang(A) <n-1.
Dans ce cas I’identité est trivialement vérifiée aprés avoir remarqué que tous les Aij,
1<1,j) <n, sont nuls.

ii) Rang (A) =n-1.
Alors il est clair que Ker(A) est de dimension 1, ou Ker (A) désigne le noyau de
I’application linéaire définie sur R" et dont la matrice associée est A. Comme AA* est

la matrice nulle les colonnes de A* sont solutions du syst¢éme d’équations linéaires
AX=0

avec X =YXy, ..., Xp).On en déduit que ces colonnes appartiennent 2 une méme droite
vectorielle puisqu’elles sont dans Ker (A) qui est de dimension 1.1l s'ensuit que le rang
. de A* est identique a 1 et par conséquent toutes les sous matrices carrées de A* d’ordre
supérieur ou égal a 2 sont de déterminant nul. Ce qui achéve la démonstration de
I'identité de Sylvester.

I.2.  QUELQUES DEFINITIONS ET PROPRIETES SUR LES
DETERMINANTS DE HANKEL

1.2.1. DEFINITIONS

Soit (s) = {si , i€ Z} une suite de réels. On appelle matrice de Hankel dordre k,

la matrice Mﬁ)(s) construite a partir de s, Si+1,- -, Si+k-1 €t définie par
R Si+1 . . . Si+k-1 |
Si+1 . . . . Si+k
M) = ' ' ' ' ' , V k>0, et ie Z.
L Si+k-1 Si+k . . . Si+2k-2

Le déterminant de Hankel Hf(i)(s) est le déterminant de la matrice Mﬁ)(s). Soit
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H(s) = Det M{(s)), Yk >0 et ic Z
et (2)
Hg)(s) =1 et Hfil)(s)=0 Vie 2.
1.2.2 REMARQUE .
Pour simplifier, on écrira souvent Hg) au lieu de Hg)(s).
1.2.3. PROPRIETE .
Pour deux entiers quelconque i et k>0 on a
3 HHEY - H) = HEHED,
DEMONSTRATION
On pose
D = Det (M(-)).
Alors
d=H"Y Ay =HMY, Ay =HID et Ay = Ap=HY

et I'application de (1) donne immédiatement le résultat .

1.2.4. DEFINITIONS.

i) On appelle table H le tableau triangulaire contenant les H,®. Soit
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H:)O)

H HO

T

L
H HY H HY
S

T

ou les indices supérieurs et inférieurs correspondent respectivement aux indices des
diagonales principales et des colonnes .
ii) La table H est dite normale si les H(IZ) sont tous non nuls, en revanche s’il y a

au moins un déterminant nul alors elle est dite non normale .

iii) On appelle bloc H un bloc carré de la table H ol tous les déterminants H(ki) sont nuls
alors que les éléments de la périphérie sont tous non nuls (cf. FIG. 1).

L1.2.5. REMARQUE (cf. A. Draux (1981)).

Dans une table non normale les déterminants nuls sont toujours groupés en
blocs H.
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<
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-----3
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FIG.1. SCHEMA D'UN BLOC H AVEC DEUX PERIPHERIES

H(;-)

+1+2

Le carré ne contient que des zéros, les éléments de la périphérie étant tous non nuls,

c’est - A - dire

H§0= 0 pour ie N, je N, k <j<k+r et k+n <i+j <k+n+r.

et H?) # 0 pour
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® j=k-1,ie N, n<i < n+r+2

® j=k+r+l,ielN, nr-2<i<n

® i+j=k+n-1,ielN, nr-2<i<n

® i+j=k+n+r+l,ieN, n<i < n+r+2

Convention. Si pour i€ ] n,n-r] des indices i sont strictement négatifs on conviendra

de limiter le carré par la diagonale principale correspondant 3 H©® .

1.2.6 REMARQUE

On définira les cotés et les coins de chacun des blocs par un repére
géographique Nord, Sud, Est et Ouest pour les cdtés, Nord- Ouest, Nord-Est, Sud- Est
et Sud-Ouest pour les coins.On les note en abrégé N, S, E, O, NO, NE, SE et SO.

N
NO NE
o E
SO SE
S

1.3. DESCRIPTION DES DIFFERENTS TYPES DE BLOC D’UNE
TABLE DE DETERMINANTS DE HANKEL

Notation .

Un bloc sera caractérisé par ses coordonnées k, n et r définies par
k: Indice de la colonne sur laquelle débute le bloc .
n: Indice supérieur du déterminant de Hankel situé dans le coin N.O. intérieur du bloc
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r+1: Largeur du bloc

Comme en pratique on ne peut travailler qu’avec une table H finie, on introduit IDC et
NBEIC:

IDC : Indice de la derniére colonne de la table H
NBEIC : Nombre d’éléments de la colonne d’indice 1 de la table H.

On aura besoin, dans la présentation des types de bloc des quantités TIC et T2C:
T1C: Nombre d’éléments de la colonne (k+r+1) de la table H.

T2C: Nombre d’éléments de la colonne (k+r+2) de la table H.

Description des types de bloc .

1. La deuxidme colonne 2 l’'est du bloc H existe .

1.0. Bloc non tronqué

® 06 06 ® 0

® )\ X X X @
® x x ©

\" 1 h
® x| BLOCH x O
® x x X X @
® 0 © (C] ®
L colonne k+r+2
colonne k+r+1
FIG.2

Soit :
k+r+2 <IDC, 0<n-r-2 et n-2 < T2C-1.
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colonng k+r+2

colonne k+r+1

1.1. bloc tronqué uniquement au Nord- Est .
0o 6L —— - - I-
© x_ 1
N
® x 1 X
© x |BLOCH | )
® X x X X O
© e e o )
FIG. 3.
Soit :
k+r+2<IDC et n-r-2<0<n-2<T2C-1.
1.2. bloc tronqué uniquement au Sud - Est .
e O ® © C) ® e
® X X X X ®
® x n
® x
BLOC H
° /
] X A — = = = =
® 06 & ———— — — -

colonne k+r+l
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Soit : k+r+2<IDC et 0<n-r-2<T2C-1<n-2.

1.3. bloc tronqué 2 la fois au Nord - Est et au Sud - Est.

(O] ® |
C] |
|
® x |
|
(o) X |
(]

X

BLOC H

|
l |
® x | '

|
|
|

colonne k+r+1
L colonne k+r+2

FIG. 5

Soit : k+r+2<IDC et n-r-2<0<T2C-1<n-2
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2. Cas ob, seule, la premitre colonne 2 Il’est du bloc existe

20. la colonne (k +r+ 1) n’est pas tronquée.

® 6
X X X
® X
n
® x X
n-r-1
BLOC H
® x
X
® X Xx X X
® 0 06 Q)] S}
T— colonne k+r+l
FIG. 6

Soit:k+r+1=IDC, 0<n-r-1 et n-1< TIC-1.

2.1. La colonne (k+r+l) est tronquée uniquement au Nord-Est .

NS

@ x \ |
n
© X n-r-1
BLOC H
® x
X
® x x X X
® 60 06 C] C]
T— colonne k+r+l
FIG. 7

Soit: k+r+1=IDC et n-r-1<0<n-1<TIC-1.
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22. La colonne (k +r + 1) est tronquée uniquement au Sud.

® 0 ® 6 6
\x X X X
® x

n
® x X
X
BLOC H
® X
/I

® X X —_ —X— —lx
® 06
T— colonne k+r+1

Soit : k+r+1=IDC et 0<n-r-1<TIC-1<n-1.

FIG. 8

23. La colonne (k+r+1) est tronquée 2 la fois au nord et au sud.

ee\@\\

&xx —_— — —

]

e x \
n

® x

|
|
X
BLOC H
® x
|

® X X —_ —x— —'
® 06 ‘
colonne k+r+1

FIG. 9

Soit : k+r+1=IDC et n-r-1<0<TIC-1<n-1.
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3. Cas od les 2 colonnes (k +r+2) et (k+r+1) n’existent pas.

X
n
X
BLOC H
X

I4. ALGORITHME DE CALCUL DES DETERMINANTS DE HANKEL

Conduite générale du calcul de la table H .

On calcule la table H colonne aprés colonne en utilisant (3) et les valeurs de
départ

Hf'l')=0, Hg’)=l et H(I")=s,,, VnelN
Mais, il y a des cas ol I'identité (3) ne permet pas de calculer les éléments se trouvant
sur les premitre et deuxieme colonnes al’est d’un bloc H. Aussi fait - on intervenir

d’autres relations entre les déterminants de Hankel situés dans un voisinage du bloc H.

Calcul des déterminants de Hankel bordant un bloc H .

Considérons le schéma ci-dessous représentant pour I’essentiel le pourtour d’un bloc H
de coordonnées k, n et r.
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N
) -1)
Hk-l Hgl —_—
H
FIG. 10, o) E
BLOC H
n-1)
+r+1
H§(n+r+2) r+1) n)
1 —
S

Une application de (3) montre qu’il y a une progression géométrique entre les
déterminants bordant le bloc H . Plus précisément on détermine complétement le coté
Nord du bloc a partir de H{") et H"", le c5té Ouest au moyen de H\") et H" "D,
le coté sud au moyen de Hf("_’;”z) et H™™*D et enfin le coté Est 2 partir de
Hi’l)m et Hf("ﬂ?] Sur la figure 10, les fleches indiquent le sens de la progression

géométrique sur chacun des quatre cotés du pourtour du bloc.

La relation (3) nous donne les quantités Hf("'l), Hf(")l Hﬁ:l) et Hf("“”). Pour
(n-1)

évaluer H, .’

; on peut utiliser le lemme suivant :
14. 1. LEMME (cf. A. DRAUX (1981)).

Soit un bloc H de coordonnées k,n et r (cf. FIG. 10.). Alors la relation

Ht;])H(n ']) = H(kn -1) H(n+l)

k+r+1 k+r
permet de calculer HJ;!l., .

Calcul des déterminants de Hankel sur la deuxidme colonne A I’est d’'un
bloc H.

1.4.2. THEOREME (cf. A. DRAUX (1981))

On suppose qu’on a un bloc H de largeur r+1 et dont le coin Nord-Ouest

intérieur est occupé par le déterminant Hf(") (cf. FIG. 1.). Alors la relation suivante

nous permet de calculer Hf(':r';l;'), pour ie Z,-1<i<r-1,
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(n-1-141) 4(n-1+i) (n-r+i) (n-r-1+i) (n+r-1) ¢ y(n+r+1-i) (n+r+1-1) y(n+1-1)
4) Hk+r+2 Hkﬂ-li + EK+[+| Hkﬂ-l-i = Hk+i+l Hk-Z +Hk+i+l Hk-l .
H(n-t+i) H(n-r-l+i) H(n—r+i) H(n-i-l+i) H(n+r+l-i) H(kn}r-i) I_l(n+r-i) Hﬁn;nl-i)

k+r+1 k+r-i k+r-1-1 " Tk+r+l k+i k+i+1

Détail du calcul de Hj!7] svivamt le type de bloc rencontré .
Cas d’un bloc non tronqué (cf. FiG. 2) .

On considére les listes suivantes (cf. FIG. 1.) :

= (n+r+1) (n+1) (n+1) (n)
A [ Hk-l ’ Hk-l ’ T Hk-l ’ Hk-l ]
=| ynr-1) (n-r) (n-1) (n)
B [Hk+r+1 ’ Hk+r+l’ Th Hk+r+|’ Hk+r+l ]

—| yy(n-r-1) (n-r) (n-1) (n)
C [H H H % Hp ]

k+r  * kel 0
D=[ mf HEY e HED HD,
B=[Hr? mirl, D HY ]
S R SR WA v
G=[ my™® wyet WY WY |

H(n-3) H(n-2)

k+r+2? k+r+2

I= [ H(n-r-2) H(n-r-l)

k+r+2 7 " Tk+1+2?

-

Si L est une liste, on désigne par L[j] I’élément de L se trouvant dans la case d’indice
»(G=1,2,3,...), étant entendu que la numérotation se fait de gauche a droite . On fait
I’hypotheése que les listes A, B,C,D, E,F et G sont connues et on cherche a calculer
la liste I.

D’apreés (3), (4) et le lemme 14.1. on a :

(D[j+1] Glj] - Alj+1] FIjD Clj] Bl
A[j1D[j]

S) Il =( +B[j+1) EGI/CL+1] » j=1,2,--- £+l
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Cas d’un bloc tronqué (cf. Fig. 3, 4, 5)

On suppose que la portion de la colonne (k+r+2) correspondant 2 la hauteur
h (cf. FIG. 3,4 et 5) est tronquée de t; éléments dans sa partic Nord et de tp
éléments dans sa partie sud ou

Osti<r+1, 0sta< r+l et O<ty+tp <r+l.

On en déduit alors les listes A', B, C, D, E,F,G et I'en supprimant les ()
premiers éléments et les t derniers éléments des listes respectives A, B, C, D, E, F, G et
I. On calcule ensuite la liste I' en appliquant (5) aprés avoir remplacé A, B, C, D, E, F,
G,1 et (r+1) respectivement par A, B',C,D,E,F,G, I et (r+1-ty-t2 ).

REMARQUE

Lors du calcul de la table H colonne aprés colonne, on peut déterminer les
coordonnées d’un bloc H dés qu’on rencontre celui-ci pour la premitre fois. En effet si
on considere la figure 1, la premiére rencontre du bloc H se fait aprés le calcul de
Hi") dont la valeur est identique 3 0. On note alors netk. Ensuite le nombre de termes
successifs nuls a partir de Hf(") est égal A (r+1) qui est la largeur du bloc H.

II. DETERMINANTS DE HANKEL ET DECRYPTAGE THEORIQUE DE
L’ ORDRE D’ UNE RECURRENCE LINEAIRE SUR UN CORPS FINI.

Soient p un nombre premier et k >l un entier.
REMARQUE .

Dans cette partie les opérations d’addition et de multiplication entre éléments du corps
fini Fp sont celles de ce corps et I'addition entre vecteurs sur Fp se fait composante

par composante suivant l'addition dans Fp .

Pour une suite récurrente linéaire homogene non identiquement nulle (s) = {s,} sur Fp

définie par
(6) Sn+k = 8k-1Sn+k-1 + Ak-2Sp+k-2 + -+ A1Sne1 + 208y , VYV Nn20

ou les coefficients ag, aj, ..., ak.1 sont des éléments de ]Fp tels que ag # 0, on désigne

par
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Sn = (Sn, Sp+ls oo 5n+k-l)» n= Oy l) ..o
le nieme vecteur d’état de (s), par F(x) le polyndme caractéristique associé a (6) et

par A
[0 0 0 0 ag |
1 0 0 0 aj
A= 0 1 0 0 ap
0 0 0 1 a2
| 0 0 0 0 1 ag.g |

la matrice compagnon de F(x).

On se propose maintenant de présenter quelques résultats préparatoires au décryptage de
k supposé inconnu, a partir d’un segment de la suite (s).

IL1. RESULTATS PREPARATOIRES AU DECRYPTAGE DE k.

IL1.1. THEOREME

Soit (s) = {sp) une suite non identiquement nulle vérifiant (6) et dont 'un des
polyndémes caractéristiques est F(x) . Alors F(x) est le polyndme minimal de (s) si et
seulement si les vecteurs d’état s, $i, ..., $k-1 sont linéairement indépendants sur Fp .

DEMONSTRATION
i) condition nécessaire

on suppose que F(x) est le polyndme minimal de la suite. Si les vecteurs $0.S}» - Sk-]
€taient linéairement dépendants sur Fp alors on aurait

boso + bysy + ... + bx.1sk-1 = 0

ou les coefficients bg, by, ..., bx.1] sont des éléments de Fp non tous nuls. On en

déduirait alors que

bosoA™ + bs)AM+ ... + bk 1sk-1AP =0 n=201I,..

Soit
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bosn + ... + bk-1Sn+k-1 =0 n=0,1,..

=

et on aurait en particulier
bospn+ ... + bk.isp+k-1= 0, n=0,1,..
Si bj=0 pour 1<j<k, alors s, =0 pour tout n20; ce qui contredit le fait que la
suite (s) n’est pas identiquement nulle. Soit donc j>1 le plus grand indice tel que
bj# 0.1l vient alors que la suite (s) ={s,) vérifie une récurrence linéaire homogene

d’ordre j, avec j <k, ce qui contredit I’hypothése selon laquelle F(x) est un polyndme

minimal, si bien qu’en définitive les vecteurs $g. S, .-, Sk.1 sont linéairement
indépendants sur Fp.

condition suffisante

Supposons  sq, sy, ..., Sk-1 linéairement indépendants sur Fp. Comme §p est un vecteur

non nul, le polyndme minimal est de degré strictement positif . Si F(x) n’était pas le
polyndme minimal, alors la suite (s)={s,) vérifierait une suite récurrente linéaire
homogene d’ordre m avec 1 <m<k. Soit

Sp+m = a'm.|Sn+m-] + ...+ a.lSrH.] + a'OSn' n= O, 1, ..
ou al, a'f, ..., a'm.] sont des éléments de 1Fp non tous nuls.On aurait alors

Sm = a'm.|§m.] + ..+ 3'05_0 .

Ce qui est en contradiction avec l'indépendance linéaire des vecteurs §g, §i, ..., Sk-1 Sur
le. Donc F(x) est un polynéme minimal.

I1.1.2. LEMME .

Soient n20 et r>0 deux entiers et (s) ={s,) une suite sur Fp. Alors

+

H{"(s) = H"\(s) =0

implique H{™!)(s) =0 .
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DEMONSTRATION . C’est une conséquence immédiate de la relation (3).

I1.1.3. THEOREME.

Une suite (s) = (s, sur Fp est une suite récurrente linéaire homogene sur Fp

si et seulement s’ il existe un entier r >0 tel que H™ =0 pour tous les entiers
naturels n sauf peut €tre pour un nombre fini d’entre eux.

DEMONSTRATION .
condition nécessaire.

On suppose que (s) ={s,} vérifie une relation de récurrence linéaire homogene
d’ordre k sur le. Alors pour tout entier n=0, le déterminant Hi’?l(s) est nul, car les

vecteurs d’état sg, Si, ..., Sn+k-1 qui constituent les lignes de ce déterminant sont
linairement dépendants sur F,.On peut donc prendre pour valeur de r I'entier k+1.

condition suffisante .

Soit t>01le plus petit entier naturel tel que HE") =0 pour tous les entiers naturels n
sauf peut €tre pour un nombre fini d’entre eux.Si t=0 alors la condition suffisante est
trivialement vérifiée . On suppose donc t>0. Alors il existe un entier naturel m tel que
HE")=O pour tout n>m. Si on avait Hff’;’)=0pour un entier ng 2 m, alors d’aprés le
lemme I1.1.2,, on aurait Hif‘l)=0 pour tout n2ng, ce qui est en contradiction avec la
définition det et par conséquent Hif’]) # (0 pour tout entier n2m.

Pour n2m, on consideére le systeme d’équations linéaires suivant :

a0Sp + 8041 -+ 2250412 = -Spied
A0Sn+1 + 418742 + A28+l = S
0Sn2 * AlSpeicl Hooc + Au2Sne2d = -Sns2id
ou les inconnues sont ag, a, ..., ak-1 et les coefficients sp, ..., sp+21-4. Le déterminant

des coefficients Hf"l) étant non nul, ce systeme posséde une solution unique

(ap, aj, ..., a;,.2) dans IF}," . Mais Hf") =0 pour tout n2m. Donc

A0Sp+t-1 + A1Spy + 812804203 = “Spe22, YV N2 M.
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En définitive on a:
aoSn + 21Sp+1 + A2Sp41-2 = Sparcl, Y N2 M.
ou encore
a0Sn+m * A1Sn+m+1 + A2Sn+m+12 = “Snem+r-1, V N 20.

Ainsi la suite (s) ={sp) vérifie une relation de récurrence linéaire homogene d’ordre
m+t-1.

C.Q.F.D.

On  maintenant en mesure d’énoncer un théoréme qui, partant des N

(N étant un entier assez grand) premiers termes d’une suite récurrente linéaire homogeéne
sur [, permet de retrouver théoriquement le degré du polyndme minimal de cette suite

IL.2. DECRYPTAGE THEORIQUE DE K

I1.2.1 THEOREME

Soit (s) ={sp) une suite récurrente linéaire homogene sur Fp de polyndme

minimal F(x) . Alors F(x) est de degré k si et seulement si
(7 HO =0, V r2k+l

et (k +1) est le plus petit entier naturel pour lequel on a (7).
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DEMONSTRATION.
condition nécessaire

Si tous les termes de la suite (s) sont nuls alors la condition nécessaire est
trivialement vérifiée. On suppose donc k strictement positif. Alors la relation

HY =0, Vr>k+l
découle immédiatement du fait que la (k+1) ieme ligne de H{® est une combinaison
linéaire sur Fp des k premiéres lignes . De plus d’aprés le théoréeme IL.1.1., 0n a
Hﬁo) # 0. Donc la condition nécessaire est démontrée dans tous les cas.

condition suffisante

On suppose que la condition sur les déterminants de Hankel est satisfaite. Alors en

utilisant le lemme I1.1.2. et en raisonnant par récurrence sur n,on établit que

H™ =0, Vr2k+l etn20.
En particulier Hfl)l =0 pourtoutn 20 eton déduit du théoreme II.1.3. que la suite (s)
est une suite récurrente linéaire homogene. Soit d le degré du polyndme minimal de
cette suite . D’ apres la démonstration de la condition nécessaire on a

0 _
HY =0,V r2d+l

ol (d+1) est le plus petit entier naturel non nul pour lequel cette relation est vérifiée ;
donck =d.

C.QF.D.
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I CALCUL DES DETERMINANTS DE HANKEL ET CONJECTURE SUR LE
DECRYPTAGE PRATIQUE DE L’ORDRE ET DU MODULO D’UNE CONGRUENCE
LINEAIRE

Comme pour la recherche des coefficients optimaux, un programme a été ecrit dans le
systtme REDUCE pour calculer la table H des déterminants de Hankel. La souplesse de
manipulation des grands entiers dans ce syst®me revét ici une importance particuliére
pour les deux raisons suivantes.

-- En général, on ne connait pas A I'avance 1'ordre de grandeur d’un déterminant
de Hankel.

-- Lors du calcul des PGCD des déterminants de chacune des colonnes de la table
H, nous avons trouvé un PGCD ayant 123 chiffres décimaux.

Des résultats de la mise en oeuvre de I'algorithme de calcul de H pour un certain
nombre de suites récurrentes linéaires homogenes d’ordre k et de modulo M, pour
différentes valeurs de k et de M premier, nous avons déduit la conjecture ci-apres.

CONJECTURE

Soit (s) = {sp) une suite engendrée par une congruence linéaire homogene d’ordre
k,k21,de modulo M premier et de période T * suffisamment grande ”. Si IDC désigne
le nombre d’éléments de la derniere colonne de la table H et si le nombre d’éléments
NBEIC de la colonne d’indice 1 est “assez grand”, alors k est le plus petit entier tel
que le PGCD de la colonne d’indice k+j soit M, pour tout j 21 et ce jusqu’a la
colonne d’indice IDC ou jusqu'd la colonne d’indice k+jj, ol k +jj +1 est le plus petit
indice de la colonne a partir de laquelle on a la dégénérescence de toutes les autres
colonnes de la table H : nous disons qu’une colonne est dégénérée lorsque tous ses
éléments sont nuls. De plus le nombre minimum Nombmin des déterminants visités sur
chacune de ces colonnes pour avoir ce PGCD est en “moyenne” égal 2 .

REMARQUE

Dans I'énoncé de la conjecture nous avons mis les expressions “suffisamment
grande " et “assez grand” entre griffes parce que nous n’étions pas en mesure de
donner I'ordre de grandeur de 1 et de NBEIC. L’analyse des exemples suivants nous

permettra d’avoir une petite idée sur ces ordres de grandeurs.
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ANALYSE DE QUELQUES EXEMPLES D’ILLUSTRATION DE LA
CONJECTURE

La stratégie générale adoptée pour le choix des exemples consiste a se donner
I'ordre kj et le modulo M de la congruence, 3 fixer ensuite les coefficients et a faire

varier les termes initiaux.

Le message de la premiere ligne du premier exemple indique qu’on est dans le
systtme REDUCE. Sur les trois lignes suivantes apparaissent les noms des 21
procédures constituant le programme du calcul de la table H. Dans les 9 autres
exemples, nous avons supprimé ces 4 premiéres lignes et nous avons commencé par
'appel de la procedure principale “Chankel ™.

Pour les quatre premiers exemples, k) est identique a 1 et M vaut 101. Dans les
exemples 1et 2 le coefficient est 2 et dans les deux exemples suivants il est égal a 15.
Dans chacun des 4 cas la période est 100. D’autre part la valeur 50 auribuée a NBEIC
a €€ suffisante pour obtenir les résultats annoncés dans la conjecture. Dans les exemples
5,6,7 et 8,ky vaut 3 et M est égal & 235-31. Nous remarquons que si les exemples 7
et 8, ou les coefficients sont fixés a 13,15 et 17, confirment la conjecture il n’en est
pas de méme pour les exemples 5 et 6 ou les coefficients sont 2,0, 1. Aussi avons
nous repris les exemples 5 et 6 en modifiant la valeur de NBEIC : de 50 elle est
passée a 90. Nous avons ainsi obtenu les exemples 9 et 10 avec les résultats
escomptés. Cette anomalie est une illustration du probléme du choix de la valeur de
NBEIC : elle doit étre “suffisamment grande”. Par ailleurs on note dans les exemples
9 et 10 que la valeur de Nombmin s’écarte nettement de la valeur annoncée dans la
conjecture. Cette anomalie sur la valeur de Nombmin et le probléme rencontré dans les
exemples 5 et 6 s’expliquent par ’apparition au début de la colonne d’indice 3 d’un
bloc H de largeur r assez grande.

Quant au probléme de I'ordre de grandeur de la période t on peut I'illustrer par
I’exemple extréme, ou la suite (s) = {s; } est une suite constante. Dans ce cas il est clair
que la colonne d’indice 2 est dégénérée et quelque soit le choix de NBEIC la
conjecture est toujours fausse. Un autre exemple d’illustration de ce probleme est donné
par :

ki =4, M =2, (ag, a1, a2, a3) = (s, 51, 52, s3) = (1, 1, 0, 1).
Ainsi dans cet exemple la suite (s) = (s, }, vérifiant la congruence

Sn+d4 = Sp+3 +Sn+l +Sn mod 2
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est de période 3. La table H corresppondant a cette suite dégénére a partir de la
colonne d’indice 4, pour toute valeur de NBEIC. En particulier pour NBEIC égal a 50
les colonnes 1,2,3 et 4 sont données par :

Hy=(,10,1,10,1,101, 1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0, 1, 1,0, 1, 1,
01,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0, 1, 1,0, 1, 1).

H2 = ('lv l’ 'l’ 'lv l' "1: '10 l’ 'l' 'lv l, ’1’ 'l’ lt 'lv 'lt 1' 'l‘ 'l' l' 'lv '1' lv 'lo ']' lv
-1,-1,1,-1,-1,1,-1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, 1, -1).

H3 = ('2’ '29 '2o '2’ '2v '2r '2y '2' '20 '2y '2’ ’2, '2$ '2’ '20 '2v '2v '20 '2’ '2’ '29 '2v '2’ '2v
-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2, -2, -2).

H4=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0).

Au vu de nos expériences, il est possible d’entrevoir une conjecture 2 1'aide des PGCD
des déterminants de Hankel de colonnes de H lorsque M est une puissance d’un
nombre premier et méme lorsque M est quelconque. Mais ces expériences sont
insuffisantes pour poser une telle conjecture.

LISTE DES EXEMPLES

Exemple 1
REDUCE 3.3, 1-Aug-88 ...
CTCOL3 MISJMAT LIRE CHANKEL EXTRACT NOMBMINPGCD CTCOL2
COMPLET CA2 CTCOL! DONNEE TNBLOC TRONL NBHC1 NBHC2 CAl
CTSUIV DETECT HI2 HO0123 RAISON
CHANKEL ();

Entrer 'ordre k1 de la récurrence: k1=1,2,...
1

Entrer le nombre d'écart(s) E3: E3=0,1,...
0

Entrer le nombre de facteur(s) de M

1

Entrer le facteur de M

101

Entrer I'exposant du facteur de M

1

La valeur de M est 101
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Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

lEmrcr le facteur du terme additif
OEntrer I'exposant du facteur du terme additif

La valeur du terme additif est 0

Entrer I'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H

640

Entrer le coefficient A de la récurrence:A=1,2,... 100

2Entrcr la valeur initiale d'indice 0

ie PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 7
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 101

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 10201

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 1030301

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 4
Le PGCD des éléments de la colonne HS est 104060401

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 3
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est 10510100501

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer l'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule

0;

Time : 25.625
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Exemple 2
CHANKEL ();

Entrer I'ordre k1 de la récurrence : k1l =1, 2, ...
1

Entrer le nombre d'écart(s) E3:E3 =0, 1, ...
0

Entrer le nombre de facteur(s) de M

1

Entrer le facteur de M

101

Entrer I'exposant du facteur de M

La valeurde M est 101

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

1Entrer le facteur du terme additif

OEntrcr I'exposant du facteur du terme additif

La valeur du terme additif est 0

Entrer l'indice IDC et le nombre d'éléments de la demiére colonne de
la table H

640

Entrer le coefficient A de la récurrence : A =1,2, ... 100

2Entrer la valeur initiale d'indice 0

8: PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 4
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 101

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 3
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 10201

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 1030301

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 7
Le PGCD des éléments de la colonne H5 est 104060401
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6

Le PGCD des éléments de la colonne H6 est 10510100501

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
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Voulez_vous continuer ?
Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule
0,

Time : 19.731
Exemple 3
CHANKEL (),

Entrer I'ordre k1 de la récurrence : k1 =1, 2, ...
1

Entrer le nombre d'écant(s) E3: E3=0, 1, ...
0

Entrer le nombre de facteur(s) de M

1

Entrer le facteur de M

101

Entrer I'exposant du facteur de M

1

La valeur de M est 101

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

1Entrer le facteur du terme additif

(;Entrer I'exposant du facteur du terme additif

La valeur du terme additif est 0

Entrer I'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H

640

Entrer le coefficient A de la récurrence : A = 1,2,... 100
;F?ntrer la valeur initiale d'indice 0

Le PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 101

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 10201

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 4

Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 1030301
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Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6
Le PGCD des éléments de la colonne HS est 104060401

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est 10510100501

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 4
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier O suivi d'un point virgule
o,

Time : 14.441
Exemple 4
chankel ();

Entrer l'ordre k1 de la récurrence : kl1=1, 2, ...
1

entrer le nombre d'écant(s) E3 : E3 =0, 1, ...
0

Entrer le nombre de facteur(s) de M

1

Entrer le facteur de M

101

Entrer I'exposant du facteur de M

1

La valeur de M est 101

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif
lEntrer le facteur du terme additif

(}Entrcr I'exposant du facteur du terme additif
1La valeur du terme additif est 0

Entrer l'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H

640

Entrer le coefficient A de la récurrence : A = 1,2, ... 100

]ESmrer la valeur initiale d'indice 0

Ilja PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2

Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 101
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Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 3
Le PGCD des €léments de la colonne H3 est 10201

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des €éléments de la colonne H4 est 1030301

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des éléments de la colonne H5 est 104060401

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 4
Le PGCD des €léments de la colonne H6 est 10510100501

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 3
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer l'entier 0 suivi d'un point virgule
0;

Time : 14.537
Exemple 5
Chankel ();

Entrer l'ordre k1 de la récurrence : k1 =1, 2, ...
3

Entrer le nombre d'écart(s) E3: E3=0,1, ...
0

Entrer le nombre de facteur(s) de M
1

Entrer le facteur de M
34359738337

Entrer I'exposant du facteur de M
1

La valeur de M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif
1

Entrer le facteur du terme additif
0

Entrer I'exposant du facteur du terme additif
1

La valeur du terme additif est O

Entrer l'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de

la table H
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6 40
Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence par

ordre d'indice croissant : Ai=0, 1, 2, ... 34359738336
201

Entrer la valeur initiale d'indice 0

1Entrer la valeur initiale d'indice 1

2Entrer la valeur initiale d'indice 2

ll.,c PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 1
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 34359738337

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des éléments de la colonne H5 est 1237940037051594860731039744
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 42
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
423714157625233272095006869746069981800431616

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 40
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule

0;
Time : 13.298
Exemple 6
CHANKEL ();
Entrer I'ordre k1 de la récurrence : k=1, 2, ...
(%,ntrer le nombre d'écart(s) E3: E3=0,1, ...

Entrer le nombre de facteur(s) de M
1



-193 -

Entrer le facteur de M
34359738337

Entrer I'exposant du facteur de M

1La valeur De M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

1Entrcr le facteur du terme additif
%ntrer I'exposant du facteur du terme additif

La valeur Du terme additif est 0

Entrer l'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H

640

Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence pér

ordre d'indice croissant : Ai = 0,1, 2, ... 34359738336

IZSI?H‘LI' la valeur initiale d'indice 0

1Entrcr la valeur initiale d'indice 1

3Entrer la valeur initiale d'indice 2
llde PGCD des éléments de la colonne H1 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 1
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 46
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 45
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 34359738337
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des éléments de la colonne H5 est 9903520296412758885848317952
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 42
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
1427247688842891021793707350723604149222506496

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 40

Voulez_vous continuer ?
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Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule

0;
Time : 13.588
Exemple 7
CHANKEL ();
Entrer I'ordre k1 de la récurrence : k1 = 1,2, ...
(%ntrcr le nombre d'écart(s) E3: E3=0,1, ...

Entrer le nombre de facteur(s) de M
1
Entrer le facteur de M

34359738337

Entrer I'exposant du facteur de M
1
La valeur de M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif
lEntrer le facteur du terme additif
0Entrer I'exposant du facteur du terme additif
La valeur du terme additif est 0
Entrer I'indice IDC et le nombre d'éléments de la dernikre colonne de
la table H
640
Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence par
ordre d'indice croissant : Ai = 0,1, 2,... 34359738336
131517
Entrer la valeur initiale d'indice 0
lEntrer la valeur initiale d'indice |
?Entrer la valeur initiale d'indice 2
Le PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 1
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Le PGCD des €éléments de la colonne H2 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 9
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 8
Le PGCD des €léments de la colonne H4 est 34359738337

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 7
Le PGCD des €léments de la colonne H5 est 1180591618587107525569
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
40564819097508320220234377038753

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier O suivi d'un point virgule

0;

Time : 13.690
Exemple 8

chankel ();

Entrer I'ordre k1 de la récurrence: k1=1, 2, ...
Entrer le nombre d'écart(s) E3: E3 =0, 1, ...
(:Entrer le nombre de facteur(s) de M

lEntrer le facteur de M

34359738337

Entrer l'exposant du facteur de M

1

La valeur de M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

1

Entrer le facteur du terme additif
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0

Entrer I'exposant du facteur du terme additif

1

La valeur du terme additif est O
Entrer l'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H
640
Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence par
ordre d'indice croissant : Ai =0, 1, 2, ... 34359738336

131517

Entrer la valeur initiale d'indice ()
7
Entrer la valeur initiale d'indice |
5
Entrer la valeur initiale d'indice 2
3
Le PGCD des éléments de la colonne H1 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 9
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 8
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 34359738337
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 7
Le PGCD des éléments de la colonne HS est 1180591618587107525569
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 6
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
| 40564819097508320220234377038753

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 5
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Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule
Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule
0;

Time : 13.716

Exemple 9
Chankel ();

Entrer I'ordre k1 de la récurrence: k=1, 2, ...
3Entrer le nombre d'écart(s) E3: E3 =0,1, ...
(;Entrer le nombre de facteur(s) de M

1Emrer le facteur de M

34359738337

Entrer I'exposant du facteur de M

La valeur de M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif

1

Entrer le facteur du terme additif

0

Entrer I'exposant du facteur du terme additif
1

La valeur du terme additif est 0

Entrer I'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H

6 80

Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence par

ordre d'indice croissant : Ai =0,1,2, . .. 34359738336

201

Entrer la valeur initiale d'indice 0

;Entrcr la valeur initiale d'indice 1

Entrer la valeur initiale d'indice 2
1
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Le PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 1
Le PGCD des €éléments de la colonne H2 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 2
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des éléments de la colonne H4 est 34359738337

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des éléments de la colonne HS est 1180591618587107525569
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 43
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
40564819097508320220234377038753

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 42
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier O suivi d'un point virgule

0;
Time : 24.055
Exemple 10
chankel ();
Entrer l'ordre k1 de la récurrence : k1=1,2, ...
ZEntrer le nombre d'écart(s) E3: E3=0,1, ...

Entrer le nombre de facteur(s) de M
1
Entrer le facteur de M

34359738337

Entrer I'exposant du facteur de M
1
La valeur de M est 34359738337

Entrer le nombre de facteur(s) du terme additif
1
Entrer le facteur du terme additif
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0
Entrer I'exposant du facteur du terme additif

La valeur du terme additif est 0
Entrer I'indice IDC et le nombre d'éléments de la derniére colonne de
la table H
6 80
Entrer les 3 coefficients Ai de la récurrence par
ordre d'indice croissant : Ai =0,1,2,... 34359738336

201

Entrer la valeur initiale d'indice 0

1Entrcr la valeur initiale d'indice 1

::Entrer la valeur initiale d'indice 2

Le PGCD des éléments de la colonne H1 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 1
Le PGCD des éléments de la colonne H2 est 1

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 46
Le PGCD des éléments de la colonne H3 est 1
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 45
Le PGCD des €éléments de la colonne H4 est 34359738337
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 44
Le PGCD des €léments de la colonne HS est 1180591618587107525569
Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 43
Le PGCD des éléments de la colonne H6 est
40564819097508320220234377038753

Le nombre minimum des éléments visités pour avoir ce PGCD est 42
Voulez_vous continuer ?

Si oui entrer I'entier 1 suivi d'un point virgule

Sinon entrer I'entier 0 suivi d'un point virgule

0;
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Time : 24.820

REMARQUE

On note que dans la conjecture, nous nous sommes intéressés uniquement aux
suites récurrentes linéaires homogenes. Ceci n’est pas une perte de généralité , car on
montre sans peine (cf. R. Lidl and H. Niederreiter (1983)) qu’une suite récurrente linéaire
non homogene d’ordre k, vérifie une récurrence linéaire homogéne d’ordre k+1.

Lors d’une tentative éventuelle de démonstration de notre conjecture, on pourra utiliser le
théoréme suivant.

THEOREME (cf. J. B. PLUMSTEAD(1982))

Soient a, b et ¢ trois entiers quelconques. Alors on a

PGCD(ab, c) = PGCD(a, c) PGCD(b, ¢/PGCD(a,c)).
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Résumé Dans un premier temps, nous utilisons la géométrie des grilles d’un espace euclidien réel pour tester
les qualités d’une suite de Nombres Pseudo-Aléatoires (NPA) engendrée par une congruence linéaire simple
(CLS). Ensuite, pour m et b fixés, nous nous intéressons a la recherche des multiplicateurs a tels que deux
termes successifs d’une suite engendrée la CLS de parametres a, b et m soient statistiquement indépendants.
Mais du point de vue de la génération des NPA, les congruences linéaires multidimensionnelles(CLM)
constituent en un certain sens une amélioration des CLS. De plus les qualités statistiques d’une suite de NPA
engendrée par une CLM sont étroitement liées au choix du polyndme caractéristique associé a cette CLM. Aussi
nous sommes nous intéressés a la recherche des polyndmes caractéristiques optimaux. Par ailleurs la construction
des vecteurs de NPA 2 partir d’un générateur de NPA est une méthode indirecte de génération de vecteurs pseudo-
aléatoires et il est parfois plus avantageux d’utiliser une méthode directe. Ainsi nous avons introduit un générateur
vectoriel basé sur le modéle de Daykin et une CLM de période maximale, puis nous avons considéré le choix des
parameétres de ce modele de telle sorte que ce générateur soit de période maximale. La deuxiéme et derniére partie
de la theése est réservée i la cryptographie. Nous faisons une conjecture sur le décryptage de 1’ordre et du modulo
d’une CLLM 2 partir du calcul exact des déterminants de Hankel.

Mots Clés Congruences Linéaires, Nombres Pseudo-Aléatoires, Vecteurs Pseudo-aléatoires, Figure de Mérite,
Générateur non Linéaire, Déterminants de Hankel, Cryptographie, Décryptage.
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