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Chapitre 1

Introduction

Le cadre général de ce cette these est ’analyse non linéaire dans les espaces de Banach
réels associée a la géométrie de ces espaces. Ce travail est composé de deux parties. Dans
la premiere partie on s’intéresse principalement aux applications uniformément continues
entre espaces de Banach de dimension infinie et & des résultats d’approximation et d’exten-
sion de telles applications. La seconde partie aborde la structure asymptotique des espaces
de Banach de dimension infinie puis certaines propriétés de régularité des polynomes entre
ces espaces en liaison avec cette structure. Nous détaillons le contenu de chacune de ces
parties et nous donnons ensuite le plan de la these.

Introduction a la premiere partie : homéomorphismes uniformes, approxi-
mations et extensions.

Cette premiere partie traite trois sujets étroitement liés les uns aux autres :

1. la classification uniforme des spheres unités des espaces de Banach de dimension
infinie,

2. Vapproximation des applications uniformément continues entre les boules des espaces
de Banach par des applications holdériennes,

3. l'extension isomorphique des applications holdériennes entre espaces de Banach.

C’est le but de cette introduction de présenter en détails ces trois notions. Une application
holdérienne entre deux espaces de Banach X et Y est telle qu’il existe une constante K > 0
et un exposant 0 < « < 1 tels que pour tous = et y dans X : || f(z) — f(y)]| < K||z — y||*.
On parle alors d’application a-Holder et, quand o = 1, d’applications lipschitziennes. Ces
applications sont une classe particuliere d’applications uniformément continues.

La classification uniforme dont il est question en 1. étudie ’existence et les propriétés
d’applications f bijectives entre les spheres unités de différents espaces de Banach telles
que f et sa réciproque f~! sont uniformément continues. Une référence trés complete sur le
sujet est le livre de Benyamini et Lindenstrauss [BL|. Historiquement, le premier résultat
dans ce domaine est issu des travaux de Mazur en 1929 dans [Maz]. L’application qu’il
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

construit ici constitue un homéomorphisme uniforme explicite entre les spheéres unités des
espaces L. Plus précisement, pour 1 < p < oo et (G, 1) un espace mesuré on désigne par
L, (G, ) espace de Banach des classes d’équivalence des applications = : G — R qui sont -

mesurables et telles que [, [(t)|Pdu(t) < oo, muni de la norme |z, = ( [, \x(t)|pd,u(t))1/p.
On note Sp(G, ) = {x € L,(G, pn), ||z||, = 1} la sphere unité de l'espace Ly,(u, G) et on
consideére 1 < g < oo. L’application de Mazur ¢,, de S,(G, 1) dans Sy(G, ) définie par :

Spq(x) = |2/ 4sign(z),

est un homéomorphisme uniforme entre les spheres unités qui est 1Ap/g-Holder sur S, (G, 1)
et tel que gszql = ¢gp est 1 A ¢/p-Hélder sur S,(G, p). Ici on connait donc explicitement
I’homéomorphisme et son module de continuité. Des résultats tres généraux ont été obtenus
par Odell et Schlumprecht en 1994 dans [OdSc] et par Chaatit en 1995 dans [Cha] pour
les spheres unités de certains treillis de Banach. Rappelons qu’un treillis de Banach est
un espace de Banach partiellement ordonné ou la relation d’ordre est compatible avec
la norme. Une version de leur résultat dit que si X est un treillis de Banach séparable de
dimension infinie alors sa spheére unité Sy est uniformément homéomorphe a la sphere unité
d’un espace de Hilbert si et seulement si X ne contient pas les espaces [, uniformément.
Chaatit montre alors que le module de continuité de 'homéomorphisme dépend de la
concavité des treillis de Banach mis en jeu. Dans ce cadre tres général, 'homéomorphisme
et son module de continuité, obtenus apres de multiples factorisations a travers d’autres
espaces intermédiaires, sont moins explicites. Nous nous plagons dans le cadre des espaces
d’Orlicz, dans lequel on peut bien généraliser I’application de Mazur et garder explicitement
son module de continuité. Cette classe d’espaces est une généralisation naturelle des espace
L,(G, p) vus plus haut. On remplace 'application ¢? & partir de laquelle les espaces L, (G, 1)
sont construits par des applications convexes plus générales appelées fonctions d’Orlicz.
Les livres de Lindenstrauss et Tzafriri [LT1] et [LT2] ainsi que le livre de Krasnosel’skii et
Rutickii [KR] présentent de fagon détaillée la théorie des fonctions et des espaces d’Orlicz.
Rappelons brievement dans cette introduction qu’une fonction d’Orlicz M : R — R est
paire, convexe, continue, vérifie M (1) =1 et le fait que M (u) = 0 si et seulement si u = 0.
De plus M(u)/u — 0 quand v — 0 et M(u)/u — oo quand u — oo. L’espace d’Orlicz
associé Lys(G, p) sur 'espace mesuré (G, p) est Uensemble des classes d’équivalences des
fonctions z : G — R pour lesquelles il existe un certain A > 0 tel que [, M(x(t)/A)du(t) <
oo. La norme de Luxemburg qui fait de Lj/(G, i) un treillis de Banach est donnée par la
jauge ||lz|[ar = inf{\ > 0, [, M(x(t)/A)dp(t) < 1}. On se place toujours désormais dans
les cas suivants sur I’espace mesuré (G, p) : quand G = [0,1] ou G = (0,00) muni de la
mesure de Lebesgue, ou bien quand G = N muni de la mesure de décompte. Les propriétés
de I'espace d’Orlicz associé sont alors liées au comportement de la fonction M au voisinage
de l'infini (pour G = [0, 1]), de zéro (pour G = N) et dans une union de tels voisinages pour
G = (0,00). On généralise alors naturellement 1’application de Mazur aux espaces d’Orlicz
en définissant, pour M et N deux fonctions d’Orlicz, I'application ¢y : Ly (G) — Ly (G)
par :

o (z) = N7t o M(|z|)sign(z).



La continuité uniforme de cette application sur la spheére unité de Ly (G) (que l'on note
S (G)) est alors liée au comportement de la composée N~! o M. On obtient :

Théoréme A : Supposons qu’il existe 0 < a < 3 < oo tels que N1 o M(u)/u® est crois-
sante sur RY et N~V o M(u)/u® est décroissante sur RY. Alors ¢y est oo A 1-Hélder sur
Sum(G) et son inverse ¢yfn = dnm est (1/8) A 1-Hélder sur Sy(G).

La difficulté technique de la preuve réside en partie dans l'utilisation de la norme de
Luxemburg dans les espaces d’Orlicz. Les hypotheses faites sur la composée N ! o M sont
globales, mais on peut déduire du théoreme A des résultats analogues pour des fonctions
d’Orlicz M et N ayant des propriétés locales aux voisinages de zéro et/ou de infini.
On donne des exemples d’espaces d’Orlicz pour lesquels, a ’aide de fonctions indicatrices
d’intervalles, on montre que les exposants de Holder obtenus ci-dessus sont optimaux.
Bien str si M(u) = |ulP et N(u) = |u|? on retrouve 1’énoncé connu. Le théoreme A
permet de classer entre-elles les spheres unités des espaces d’Orlicz exponentiels associés
aux fonctions d’Orlicz M (u) = exp(Jul?) — 1 et N(u) = exp(|u|?) — 1. Comme ces espaces
contiennent les espaces [’} uniformément, on savait juste que leurs spheres unités n’étaient
pas uniformément homéomorphes a celle d’'un espace de Hilbert.

Muni de ces homéomorphismes uniformes avec modules de continuité explicites, on
s'intéresse ensuite, comme précisé plus haut en 2., a 'approximation uniforme, par des
applications holdériennes, des applications uniformément continues entre les boules d’es-
paces de Banach. On cherche plus particulierement le plus grand exposant de Holder de ces
approximations. Soient X (le départ) et Y (Parrivée) deux espaces de Banach. On désigne
par Bx = {z € X, ||z|| = 1} la boule unité fermée de X. Notons UC(Bx,Y') 'espace
de Banach des applications uniformément continues f de Bx dans Y muni de la norme
infinie ||f|lcoc = sup{||f(z)|, x € Bx}. Pour 0 < o < 1, notons H%(Bx,Y) l'espace des
applications a-Hélder de By dans Y avec la convention H°(Byx,Y) = UC(Bx,Y). Pour
1> 8> a>0on ales inclusions H?(Byx,Y) C H*(Bx,Y) C UC(Bx,Y). On pose alors

a(Bx,Y) = sup{a € [0,1], Ha(Bx,Y) '™ = vc(By, V).

Si0 < a< a(Bx,Y), toute application uniformément continue de Bx a valeurs dans Y
peut étre approchée uniformément sur By par des applications a-Holder. Si o > a(Bx,Y),
alors il existe £ > 0 et une application f € UC(Byx,Y) telle que pour toute application g €
HY(Bx,Y)ona| f—g|le > ¢. L’étude de cet exposant et des majorations de celui ci, quand
X et Y sont des espaces d’Orlicz ou des treillis de Banach plus généraux, constitue le reste
de la premiére partie de la thése. Comme nous allons mieux le préciser en abordant le theme
3. sur les extensions, il existe un principe général : un résultat d’extension des applications
dans une certaine classe entraine un résultat d’approximation par des fonctions de cette
classe. L’extension des applications uniformément continues et en particulier lipschitziennes
entre espaces généraux a été intensivement étudiée. Tous ces résultats fournissent une
minoration de 'exposant critique. Ce sujet est présenté en détail dans le livre de Benyamini
et Lindenstrauss [BL]. Citons rapidement dans cette introduction le fait que si X ou Y
est de dimension finie alors les applications lipschitziennes sont denses dans UC(Bx,Y) et
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a(Bx,Y) = 1. D’apres le théoreme de Kirszbraun [Kir] c’est aussi le cas si X et Y sont des
espaces de Hilbert. Tsarkov dans [Tsal] étudie le cas ou X et Y sont des espaces Ly(G).
Il obtient la valeur exacte de l’exposant critique suivante, en notant B,(G) la boule unité
fermée de I'espace L,(G) :

_pA2

o(By(@). Ly(@) = 20,

et ici les applications a(B,(G), Ly(G"))-Holder sont effectivement denses. On remarque que
parfois les applications lipschitziennes ne sont pas denses, méme quand ’espace de départ
est un espace de Hilbert Ly(G). Nous revenons plus tard sur ce phénomene en abordant
le point 3. au sujet des extensions. La preuve du résultat de Tsarkov utilise I’application
de Mazur aussi bien pour la minoration de l’exposant (résultat de densité) que pour sa
majoration (résultat de "non densité”). En utilisant l'application de Mazur généralisée
entre espaces d’Orlicz on peut estimer la valeur de l'exposant critique en fonction des
indices de Boyd de ces espaces. Si pour un espace d’Orlicz L/ (G) on désigne par a(G)
I'indice de Boyd inférieur, par (3;(G) l'indice de Boyd supérieur et par By (G) la boule
unité fermée :

Théoréme B : Soient M et N deux fonctions d’Orlicz telles que 1 < apn(G), an(G') et
Bum(G), Bn(G') < oo. Alors, dans certains cas sur G, G' et sur les indices de Boyd :

aM(G) A2
Bn(G') V2

BM(G) A 2

< a(By(G), Ly(G)) < an (@G V2

Pour plus de clarté on ne donne pas ici les différents cas sur G, G’ et sur les indices de
Boyd. Les minorations s’obtiennent de la facon suivante : on factorise avec des compositions
de I'application de Mazur pour se ramener a des applications entre espaces de Hilbert. On
utilise alors le théoreme de Kirszbraun pour approcher cette composée par une application
lipschitzienne. La composition avec les inverses des applications de Mazur généralisées et la
connaissance de leurs modules de continuité, grace au théoreme A, donnent I’approximation
holdérienne voulue. Cette technique rapide d’approximation n’utilise donc que le résultat
classique de Kirszbraun entre espaces de Hilbert. La majoration de ’exposant critique
est plus technique. On calcule la distance de 'application de Mazur ¢p;n elle méme aux
ensembles HY(By(G), Ly (G)). Quand 'exposant o dépasse la valeur voulue cette distance
est strictement positive et 'application de Mazur généralisée ne peut pas étre approchée
uniformément. La connaissance explicite de cette distance en fonction des applications
d’Orlicz M et N permet d’obtenir des exemples d’espaces d’Orlicz ou les applications
a(By(G), Ly(G))-Holder ne sont pas denses. Parmi tous les exemples d’espaces d’Orlicz,
le théoreme B n’est parfois qu’'un encadrement strict de ’exposant critique. C’est ’objet
des résultats qui suivent d’obtenir des majorations plus précises. La boule unité fermée
By d’un espace de Banach Y est appelée rétracté uniforme absolu si pour tout espace
métrique qui la contient isométriquement, il existe une projection uniformément continue
de cet espace dans By. C’est le cas par exemple si Y est uniformément convexe.



Théoréme C : Soit 1 <p < oo. On suppose que X contient les espaces Iy uniformément.
Soit Y un espace de Banach réflexif, de type non trivial et tel que By est un rétracté
uniforme absolu. Alors

a(Bx,Y) < a(By(N),Y) < a(Bp(N),l2) =

La preuve de ces majorations consiste a construire une application uniformément conti-
nue de Bx dans Y qu’on ne pourra pas approcher uniformément sur By par des applications
a-Holder avec a dépassant la majoration voulue. On travaille en partant des espaces de
dimension finie [ qui se trouvent uniformément au départ et a I’arrivée. La majoration de
droite faisant intervenir ’espace de Hilbert ls s’obtient avec le théoreme de Dvoretsky qui
dit que Y contient les espaces [5 uniformément et qu’ici leurs images peuvent étre prises
bien complémentées. La premiere majoration, plus précise, est obtenue en travaillant sur les
constantes de Holder des applications mises en jeu. Avec ce résultat de majoration associé
aux théorémes existant de densité effective (et donc de minoration de I'exposant critique)
on peut obtenir la valeur exacte de o(Bx,Y) dans certains cas :

Théoréme D : Soit X est un treillis de Banach qui admet une r-estimation par dessous
pour un certain r fini. Notons px = sup{p, X est de type p}. Alors, pour tout 1 < q < oo :

(N), Ly(G)) = 2X

a(Bx,L¢(G)) = (B vz

X
Avec les mémes hypothéses pour X, si Y est un espace de Banach avec un module de
convexité uniforme en puissance 2, alors :

a(Bx,Y) = %X.

Ces résultats appliqués aux espaces d’Orlicz permettent d’affiner I'encadrement ob-
tenu précédemment. Pour plus de clarté on ne donne pas les différents cas d’application,
précisons qu’ils sont plus généraux que ceux du théoreme B.

Théoréme E : Soient M et N deuz fonctions d’Orlicz telles que 1 < ap(G) < By (G) <
00 et 1 < an(G') < Bn(G') < co. Alors dans certains cas sur G' et sur les indices de Boyd
de N :

aM(G) A2

apm(G) A2 < a(Bu(G), Ln(G") < m‘

BN (G V2~

Intéressons nous au point 3. et aux liens qui existent entre les approximations par des
applications a-Holder et les extensions de ces applications qui gardent le méme exposant.
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On distingue principalement deux fagons d’étendre ces applications : la facon isométrique
(Pextension garde la méme constante de Holder) et la fagon isomorphique (la constante de
Holder s’obtient en multipliant celle de la fonction de départ par une constante uniforme).
On s’intéresse ici au cas des extensions isomorphiques. En suivant les notations de Naor
dans [N], pour X et Y deux espaces de Banach, on désigne par B(X,Y) I'ensemble des
exposants 0 < a < 1 pour lesquels il existe C > 0 tels que pour toute partie D C X, toute
application f : D — Y «-Hoélder de constante K peut étre étendue en une application
f:X — Y a-Holder de constante CK. Les travaux de Naor dans [N] et ceux de Brudnyi
et Shvartsman dans [BrSh] montrent que B(X,Y") est un intervalle. Il y a un lien simple
entre ses ensembles B(X,Y') et I'exposant critique a(Bx,Y) donné par le principe qu’on a
cité avant : si a € B(X,Y) alors a < a(Bx,Y) (un résultat d’extension donne un résultat
d’approximation). On voit ceci en restreignant les applications uniformément continues
sur Bx a un réseau adéquat qui les rend a-Hélder. L’extension de cette restriction donne
I’approximation voulue. Deés lors toutes les majorations précédentes de I’exposant critique
sont des majorations de B(X,Y). Nous avons vu que méme si I'espace de départ est un
espace de Hilbert I3, on peut avoir a(ls,Y) < 1 pour de nombreux exemples d’espaces Y.
Alors 1 ¢ B(l2,Y) et on ne peut pas étendre les applications lipschitziennes : ceci est une
autre fagon de répondre & une question posée par Ball dans [Ball] en 1992 et résolue par Naor
dans [N] en 2001. Nous avons donc obtenu des majorations des exposants d’approximations
(c’est a dire des résultats de "non extension”), mais qu'en est-il des résultats effectifs
d’extension 7 C’est un sujet d’actualité qui a évolué au cours de cette these, en particulier
via larticle de Naor [N] de 2001 et la prépublication de Naor, Peres, Schramm et Sheffield
[NPSS]. La clé est de connaitre le Markov type et le Markov cotype des espaces dans lesquels
on travaille. Cette notion de type non linéaire a été introduite par Ball en 1992 dans [Ball|
ou le cas des espaces de Hilbert et des espaces L, avec 1 < p < 2 était résolu. Les avancées
dans ce domaine donnent les liens entre ces notions et les estimations en puissance des
modules de convexité et de lissité des espaces. Naor montre alors I’égalité, pour G un

) 2
espace mesuré et 1 < p,q < oo : B(Ly(G), Le(G)) = (0, qu%] = (0,a(Bp(G), Ly(G))].
On associe nos résultats de majorations aux résultats d’extensions effectives pour obtenir

I’encadrement suivant :

Théoreme F : Soit X un treillis de Banach tel que 1 < px < 2 et qui admet une
r-estimation par dessous pour un certain r fini. Soit 1 < g < oo. Alors :

(o, quxz [ C B(X, Ly(G)) C (o, pi]

On illustre ce théoreme avec les exemples précédents d’espaces d’Orlicz tels que 'ex-
posant critique n’est pas atteint. Cela permet d’obtenir des exemples d’espaces de Banach
X et Y pour lesquels B(X,Y") est de la forme (0, «(Bx, Y)[ donc ouvert a droite.
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Introduction a la seconde partie : modules asymptotiques uniformes.

Dans cette seconde partie on s’intéresse a la structure asymptotique des espaces de Banach
de dimension infinie. Par ”structure asymptotique” on entend, de fagon intuitive, struc-
ture fournie a ’espace tout entier par ses sous espaces de codimension finie arbitrairement
grande. Avec plus de rigueur, il existe des modules pour les espaces de Banach de dimension
infinie introduits par Milman en 1971 dans [Mil] qui formalisent I'intuition. Nous utilisons
les notations et le vocabulaire donnés a ces modules par Johnson, Lindenstrauss, Preiss
et Schechtman en 2002 dans [JLPS] et parlons de modules asymptotiques uniformes de
convexité et de lissité. Soient X un espace de Banach de dimension infinie et ¢ > 0. Le
module asymptotique uniforme de lissité de X est donné par

px(t)= sup  inf sup |z + 2| —1,
lz|=1 dimX/Z<oco ez |z||<t

et le module asymptotique uniforme de convexité de X est donné par

Ox(t) = inf sup inf x4+ 2| -1
[#[=1  dim X/Z<oo 2€Z|lzlI2¢

On obtient des résultats en termes de modules asymptotiques uniformes dans les divers
thémes suivants :

1. Dlexistence de suites séparées dans la sphere unité,
2. la compacité des polyndémes entre certains espaces de Banach,
3. l'existence de fonctions bosses différentiables.

Nous présentons ici nos théoremes principaux dans chacun de ces domaines.

Une suite (z,,) d'un espace vectoriel normé X est dite e-séparée pour un certain & > 0
si |xn — xp|| > € quand n # p. Un célebre théoreme de Elton et Odell affirme que si X
est de dimension infinie alors il existe un € > 0 tel que la sphere unité Sx de X contient
une suite (1 + ¢)-séparée. Van Neerven dans son article récent [VanN]| de 2005, quantifie
ce €, dans les espaces uniformément convexes, avec une preuve qui utilise le théoreme de
Ramsey. Notons §x le module de convexité de I'espace X. La séparation qu’il obtient vaut
1+ %(5 X(%) Elle n’est pas optimale dans les espaces [,, ou la base canonique est une suite
21/P_géparée dans la sphere unité. Remarquons que pour X = l, avec 1 < p < oo, on a
égalité 21/P = 14 §x(1). Nous obtenons le théoréme de séparation :

Théoreme G : La sphére unité d’un espace de Banach X de dimension infinie contient
une suite a-séparée, pour tout o < 1+ dx(1).

Si I'espace X vérifie 6x (1) > 0 (en particulier si X est asymptotiquement uniformément
convexe) on obtient une estimation qui améliore le résultat de Van Neerven dans deux
directions. Comme dx(t) > dx(t) pour 0 < t < 1, la séparation est meilleure et méme
atteinte pour X = [, avec 1 < p < oo. De plus, la classe des espaces asymptotiquement
uniformément convexes (qui contient 1) est plus large que celle des espaces uniformément
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convexes. La suite bien séparée est construite par simple utilisation de la définition du
module asymptotique uniforme de convexité sans utiliser le théoréme de Ramsey.

C’est le point 2. qui a motivé notre étude des modules asymptotiques uniformes de
Milman pour obtenir des résultats sur la compacité des opérateurs et des polynomes entre
espaces de Banach. Rappelons qu’une application f entre deux espaces de Banach X et Y
est dite compacte si I'image par f de la boule unité fermée de X est une partie relativement
compacte de Y. Un théoreéme classique de Pitt affirme que si I’on note X, '’espace [, pour
1 < p < 00 ou l'espace ¢y pour p = 00, alors si 1 < ¢ < p < o0, tout opérateur linéaire
continu de X,, dans [, est compact. Deux articles retiennent alors notre attention : celui
de Fabian et Zizler [FaZi] en 2003 ou une preuve simple du théoréme de Pitt entre [,
et I, est donnée en utilisant le principe variationnel de Stegall et I'article cité plus haut
[JLPS] de 2002 ou une généralisation significative du théoreme de Pitt est obtenue en
termes de modules asymptotiques uniformes. Dans la preuve de ce résultat apparait, de
fagon plus implicite, la minimisation d’une fonction a valeurs réelles. Le théoréme de Pitt
peut étre généralisé en s’intéressant a d’autres types d’applications comme par exemple les
polynomes, c’est a dire les sommes finies d’applications multilinéaires. Gonzalo et Jaramillo
dans [GoJa] en 1995 introduisent des indices en liens avec 'existence d’estimations [,
par dessus et par dessous pour les suites. Ils obtiennent des conditions sur le degré des
polynomes en fonction de ces indices pour assurer leur compacité. Voici un résultat similaire
avec des estimations en puissance des modules asymptotiques uniformes :

Théoreme H : Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie avec px(.) en
puissance p et Oy (.) en puissance q tels que 1 < q¢ < p < oo. Alors tout polynéme continu
P:X =Y dedegrén tel que 1 < ng < p est compact.

Les techniques de preuve par minimisations de fonctions a valeurs réelles sont utilisées,
ainsi que les liens entre les modules asymptotiques uniformes et la convergence faible vers
0 des suites. Le cadre dans lequel se place I'article [GoJa] semble plus large que le notre.
Mais 'utilisation de minimisations, inspirée principalement par [FaZi|, fournit des preuves
différentes et basées sur un schéma tres simple. Ici les minimisations sont obtenues direc-
tement avec la définition de la norme d’un opérateur ou d’un polynéme homogeéne sans
utilisation de principes variationnels plus poussés. Par contre dans le cadre du point 3.
suivant, des techniques plus fines sont nécessaires.

Une fonction bosse est une fonction définie sur un espace de Banach a valeurs réelles
dont le support est non vide et borné. L’existence de bosses différentiables sur un espace de
Banach a une forte implication sur la structure de I’espace. On appelle polynéme séparateur
sur un espace de Banach X tout polynéme P : X — R tel que P(0) = 0 et inf),—; P(z) >
0. Deville dans [Dev]| caractérise les espaces sur lesquels il existe un polynoéme séparateur
comme ceux qui admettent une fonction bosse de classe C'™° et qui ne contiennent pas cg.
Deville, Gonzalo et Jaramillo dans [DGJ] introduisent la notion de lissité 7%, en lien avec
le développement de Taylor a ’ordre p et obtiennent ’existence d’un polynoéme séparateur
dans les espaces de Banach qui admettent une bosse TP-lisse, qui ont la propriété de Radon-
Nikodym et qui satisfont une condition géométrique implicitement liée aux estimations en
puissance du module asymptotique uniforme de convexité. Nous obtenons :
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Théoréeme I : Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie avec dx/(.)
en puissance 1 < p < oo. Si X admet une bosse TP-lisse alors X admet un polynéme
séparateur de degré inférieur d [p|.

L’hypothese sur la propriété de Radon-Nikodym est supprimée : il s’avere que d’apres
[JLPS] les espaces asymptotiquement uniformément convexes ont la propriété des points
de continuité qui est plus faible que la propriété de Radon-Nikodym mais suffisante pour
travailler avec le principe variationnel de Ghoussoub et Maurey. Notre résultat est une
extension stricte du théoreme de [DGJ] puisque d’apres Girardi [Gi] il existe des espaces
de Banach avec un module asymptotique uniforme de convexité en puissance et qui n’ont
pas la propriété de Radon-Nikodym.

Plan de la these.

La premiere partie est consacrée aux applications holdériennes dans les problemes de clas-
sification uniforme des spheres unités, d’approximation et d’extension. Dans le chapitre 2
on rappelle les notions classiques de type, cotype, modules de lissité et de convexité des
espaces de Banach ainsi que la concavité et la convexité des treillis de Banach.

Le chapitre 3 présente toutes les caractéristiques des espaces d’Orlicz qui sont nécessaires
pour la suite.

Dans le chapitre 4 on s’intéresse aux homéomorphismes uniformes entre les sphéres unités.
On y démontre le théoreme A et on termine par des exemples dans des espaces d’Orlicz
concrets.

Le chapitre 5 traite de ’approximation par des applications holdériennes. On y définit I'ex-
posant a(Bx,Y) et on présente de nombreux résultats connus. Le théoreme B est ensuite
démontré et suivi lui aussi d’exemples.

On démontre les majorations de I'exposant critique du théoreme C dans le chapitre 6 puis
on les applique pour obtenir les valeurs exactes du théoreme D et le théoreme E qui affine
I’encadrement dans les espaces d’Orlicz.

Le chapitre 7 est le dernier de cette partie et relie plus précisément les problemes d’approxi-
mation et d’extension. On y rappelle les notions de Markov type et cotype ainsi que les
résultats récents autour de ces notions. On présente alors le théoréme F suivi d’exemples
avec des espaces d’Orlicz.

La seconde partie traite des modules asymptotiques uniformes. On commence par rap-
peler dans le chapitre 8 leurs définitions et on les calcule dans les espaces I, pour 1 < p < oo
et dans ¢g.

Le probleme des suites bien séparées dans la sphere unité d’un espace de Banach est abordé
dans le chapitre 9 ou le théoreme G est démontré.

On passe ensuite au chapitre 10 et aux résultats sur la compacité des opérateurs et des
polynomes avec les modules asymptotiques uniformes comme le théoreme H.

Finalement, le chapitre 11 présente le théoreme I.
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Les théoremes A et B ainsi qu’une premiere utilisation du lien entre approximations et
extensions sont donnés dans I’article [Delp], accepté pour publication dans lllinois Journal
of Mathematics.



Premiere partie

Approximations holdériennes de
fonctions entre espaces d’Orlicz
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Chapitre 2

Rappels généraux

2.1 Espaces de Banach, treillis de Banach et notations

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet que l'on désigne par
(X, |l.]|x) ou bien par (X,|.]|) quand il n’y a pas de risque de confusion. Tous les es-
paces vectoriels considérés sont ici réels. On désigne par R le corps des réels et par N
I'ensemble {1,2,...}. On note By la boule unité fermée de ’espace de Banach X, & savoir
Bx ={z € X, |z|| < 1}, et Sx la sphere unité Sx = {z € X, ||z| = 1}.

Un espace de Banach (X, || .||) est appelé un treillis de Banach quand il est muni d’une
relation d’ordre partielle ”<” compatible avec la norme de la facon suivante :

(i) < y implique = + 2z < y + 2z pour tous z,y, z € X,

(ii) az > 0 pour tout > 0 dans X et pour tout a > 0 dans R,

(iii) pour tous z,y € X il existe un minimum x A y et un maximum z V y dans X,
(iv) pour tous z,y € X, |z| < |y| implique ||z| < ||y|| ot 'on a noté |z| =z V (—x).
Deux éléments z et y d’un treillis de Banach X sont dits disjoints si |z| A |y| = 0.

2.2 Modules, type et cotype

Pour tous les rappels qui suivent notre référence est le livre [LT2]. Les annexes A et G
du livre [BL] peuvent aussi étre consultées. Soit (X, || . ||) un espace de Banach de dimension
supérieure ou égale a 2. Pour 0 < ¢ < 2, la fonction :

r+y r—y
Y+ 15

px () = sup {|| | =1zl =1yl =<},

est appelée module de lissité de X. On dit que lespace de Banach (X,|.|) est uni-
formément lisse si lim. g p(e)/e = 0. Soit 1 < p < oo, on dit que X a un module de
lissité en puissance p s’il existe une constante 0 < K < oo telle que pour tout 0 < ¢ < 2,
px(e) < KeP.

Pour ¢ > 0, la fonction :

r+y
2

dx(e) = inf {1 —||

Azl =yl =1, llz — yll > €}

17
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est appelée module de convexité de X. Si pour tout ¢ > 0 on a dx(¢) > 0 alors on dit

que (X,||.||) est uniformément convexe. Soit 1 < p < oo, on dit que X a un module de
convexité en puissance p s’il existe une constante 0 < K < oo telle que pour tout € > 0,
1) X (E) > KeP.

Grace au théoreme de Dvoretsky, on montre que les puissances p des modules de convexité
sont prises pour 2 < p < oo et celles des modules de lissité pour 1 < p < 2. On a le
théoreme de renormage suivant da a Pisier [Pi] :

Théoreme 2.1. Soit X un espace de Banach.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X admet une norme équivalente uniformément convere.

(ii) X admet une norme équivalente avec un module de convezité dx en puissance q pour
un certain q > 2.

(iii) X admet une norme équivalente uniformément lisse.

(iv) X admet une norme équivalente avec un module de lissité px en puissance p pour un
certain 1 < p < 2.

Passons au type et au cotype d’'un espace de Banach. Ces notions sont une généralisation
de 'identité du parallélogramme des espaces de Hilbert. On dit qu’un espace de Banach X
est de type 0 < p < oo ¢'il existe une constante 0 < C < oo telle que pour tout n € N et
pour tous z1,...,x, € X :

Y e

eie{-1,1} i=1

n
P
<CY il
i=1

Avec I'inégalité triangulaire, tout espace de Banach X est de type p = 1 et avec les inégalités
de Khintchine on montre que X ne peut étre de type p > 2. Ainsi comme pour la puissance
du module de lissité, le type d’'un espace de Banach vérifie 1 < p < 2.

De facon similaire, un espace de Banach X est dit de cotype 0 < ¢ < oo §’il existe une
constante 0 < C' < oo telle que pour tout n € N et pour tous x1,...,z, € X :

2% Z H i€il’i ! > Ci [|i|.
i=1

EiE{—l,l} =1

A nouveau avec les inégalités de Khintchine on montre que le cotype d’un espace de Banach
vérifie 2 < ¢ < oo. Les notions de type, cotype et les puissances des modules de lissité et
de convexité sont reliées par le théoreme suivant de Figiel et Pisier [FiPi] :

Théoreme 2.2. Soit X un espace de Banach. On a :
(i) Si px est en puissance 1 < p < 2 alors X est de type p.
(ii) Si dx est en puissance 2 < q < oo alors X est de cotype q.

En général, les réciproques sont fausses dans les espaces de Banach. Par contre dans
les treillis de Banach on peut assurer une réciproque dans certains cas. Avant tout on doit
rappeler les notions de p-convexité et de g-concavité des treillis de Banach.
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Soit (X, ||.||) un treillis de Banach et soit 1 < p < co. On dit que X est p-convexe s’il
existe une constante 0 < C' < oo telle que pour tout n € N et pour tous x1,...x, € X :

H(i |$i\p)1/pH < C’(i1 ||xi|‘p>1/”.

On dit que X satisfait une p-estimation par dessus si la condition précédente est vérifiée
pour des vecteurs disjoints deux & deux ce qui donne :

H zn:xz < C(Zn: ”xin)l/p'
i=1 i=1

Soit 1 < g < 00. On dit que X est g-concave s’il existe une constante 0 < C' < oo telle que
pour tout n € N et pour tous z1,...x, € X :

e = (S e

On dit que X satisfait une g-estimation par dessous si la condition précédente est vérifiée
pour des vecteurs disjoints deux a deux ce qui donne :

|| = (3 pel) ™
=1 =1

Pour ces notions dans les treillis il n’y a pas de restrictions a faire sur les valeurs de p et ¢
par rapport a 2 comme c’était le cas précédemment.

Dans les treillis de Banach les notions de type p, de p-convexité, de p-estimation par dessus
et de module de lissité en puissance p pour une norme équivalente sont liées. Tout est
résumé dans le diagramme p. 101 du livre [LT2]. De méme, dans un treillis de Banach les
notions de cotype ¢, de g-concavité, de g-estimation par dessous et de module de convexité
en puissance ¢ pour une norme équivalente sont liées et le diagramme p. 100 dans [LT2]
donne ces liens.

Nous donnons ici la réciproque dans les treillis de Banach du théoreme de Figiel et Pisier
précédent (voir [LT2]) :

Théoreme 2.3. Soit X un treillis de Banach. On a :

(i) Si X est de type 1 < p < 2 et satisfait une q-estimation par dessous pour q < 0o alors
X admet une norme équivalente avec un module de lissité en puissance p.

(ii) Si X est de cotype q > 2 et satisfait une p-estimation par dessus pour 1 < p alors X
admet une norme équivalente avec un module de convexité en puissance q.

Pour 1 < p < oo et pour n € N on désigne par [;; 'espace de Banach des n-uplets de
réels R™ équipé de la norme || . ||, définie pour = (x1,...,2,) € R" par :

l .
Hpr: (Z?:l |£Bi|p)p S1 1§p<00
sup{|zi|, 1 <i<n} sip=oo.
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Soit (X, || .||) un espace de Banach de dimension infinie. On dit que X contient les espaces
[,y uniformément s’il existe une constante 1 < C' < oo telle que pour tout n € N, il existe
un isomorphisme linéaire continu 7, : I} — T,,(l;)) C X, de [} dans un sous-espace de X
tels que, pour tout x € [ :

1
5Hxllp < | Tu(2)]| < Cllzllp-
Si ’on consideére les indices :

px = sup{p € [1,2], X est de type p} et
gx = inf{q > 2, X est de cotype ¢} € [2, 0],

alors on a le théoréme suivant de Maurey et Pisier, donné par exemple dans [BL] p. 444 :

Théoréme 2.4. Soit X un espace de Banach de dimension infinie. Alors X contient les
Ly, et les Iy uniformément. De plus, pour tout € > 0 et pour tout n € N la constante
C =1+ ¢ convient.

2.3 Applications uniformément continues

Soient (X, dx) et (Y,dy) des espaces métriques. Soit une application f : X — Y. Le
module de continuité de f est la fonction définie pour ¢ > 0 par :

Wf(t) = sup{dy(f(x),f(y)), T,y € X et dx(.’L’,y) < t}'

L’application f est appelée uniformément continue s’il existe tg > 0 tel que pour tout
0 <t <ty, we(t) <ooetsilimy g+ wys(t) =0.

Si wg(t) < ct pour une certaine constante ¢ > 0 indépendante de ¢, on dit que I'application
f est Lipschitz ou lipschitzienne. La plus petite constante ¢ dans I'inégalité précédente, a
savoir sup{dy (f(z), f(v))/dx(z,y), * # y} est appelée la constante de Lipschitz de f.

Si w(t) < et™ pour deux constantes ¢, « > 0 indépendantes de ¢, on dit que I'application
f est a-Hélder ou héldérienne d’exposant . La constante de Hélder de f est donnée par

sup{dy (f(z), f(y))/dx (x,y)*, © # y}.

Définition 2.1. Un espace métrique (X, dx) est dit métriquement convexe si pour tous
x,y € X et pour tout 0 < t < 1, il existe un point x; € X tel que dx(x,x:) = tdx (x,y) et
dx(y,z¢) = (1 — t)dx(z,y). De fagon équivalente, deux boules fermées B(x,s) et B(y,t)
ont une intersection non vide si et seulement si dx(z,y) < s+ t.

Tout ensemble convexe d’un espace de Banach est métriquement convexe. En particulier
la boule unité fermée Bx d’un espace de Banach X est métriquement convexe.

Si’espace métrique de départ (X, dx ) est métriquement convexe, alors pour tout espace
métrique (Y, dy) et pour toute application uniformément continue f : X — Y, le module de
continuité wy est une fonction sous-additive, c’est a dire w¢(s+t) < w(s)+wy(t). De méme
les applications a-Hoélder avec o > 1 sont constantes. En effet, fixons a > 1let f: X — Y
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une application a-Holder, avec constante de Holder c. Fixons xg € X. On veut montrer que
pour tout x € X, f(z) = f(zo). Soit n € N. On construit une chaine {zg, z1,...,Tp_1,2T, =
z} d’éléments de X de la fagon suivante : il existe z1 € X tel que dx (zg, 1) = %dx(x(), x)
et dy(z,z1) = (1 — L)dx(zo,x). L'étape k € {1,...,n} est : il existe z € X tel que
dx(zp_1,28) = %dx(xk_l,x) et dx(x,z) = (1 — m)dx(m_l,x). Ces point
vérifient la relation dx (z_1, %) = +dx (0, 2). Maintenant on écrit :

dy (f(x), f(20)) Y dy(f(@ioa), f(z:)) < > dx(wio1, i)
i=1 =1

n

Cz(dx(azo,m))a

- n
=1

IN

< cnlfo‘dx(xo,w)a
et cette quantité tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

L’intervalle [0, 1] est convexe, mais muni de la distance d(z,y) = |z — y]% il n’est pas
métriquement convexe car par exemple l'application identité de ([0, 1],d) dans ([0, 1],].])
est 2-Holder mais n’est pas constante. Nous reparlons de tels phénomeénes en abordant
les espaces de fonctions L,[0,1] avec 0 < p < 1 dans le chapitre ”Approximation des
applications uniformément continues”.

Nous donnons un fait tres utile dans la pratique, qui dit que toute application uniformément
continue sur un espace métriquement convexe est lipschitzienne pour les grandes distances.
Précisement :

Fait 1. Soit (X,dx) un espace métriquement conveze et soit (Y,dy) un espace métrique.
Soit f : X — Y wuniformément continue. Alors, pour tout X\ > 0, il existe une constante
0 < K < oo telle que dy (f(z), f(y)) < Kdx(z,y) quand dx(z,y) > A.

En effet, posons C = sup{dy(f(z), f(y)), dx(z,y) < A}. Si d(x,y) > A, il existe
n € N tel que n < 2dx(x,y)/A et une chaine de points © = zg, z1,...,2, = y tels que
dx(zi,zi—1) < X pour tout 1 <4 <n. On a alors :

2C

dy (f(x), f(y)) <> dv(f(@i), f(xi1)) < nC < ~ dx(@,y).
=1

Dans les chapitres suivants, on utilise de plus des applications uniformément continues
particulieres appelées rétractions uniformes. Soit Y un espace métrique et X un sous-
ensemble de Y. Une rétraction uniforme est une application uniformément continue r :
Y — X qui vaut l'identité sur X. Ce sont en fait des projections mais pas nécessairement
linéaires ou lipschitziennes.






Chapitre 3

Espaces d’Orlicz

Soit (G, i) un espace mesuré. Les espaces L, (G, ) sont définis par :

L(G.p)=1{f:C—R. /G F@OPdu(t) < oo},

Munis de la norme

£l = ( /G FOPdu()?,

les espaces (L,(G,pu),| .||p) sont des espaces de Banach. Dans leur définition méme, il
apparait la fonction homogene M (u) = |ulP. Les espaces d’Orlicz constituent une classe
d’espaces plus large que les espaces L,. Leur construction est basée sur la généralisation
de cette fonction M. C’est I'objet de ce chapitre de présenter les bases de la théorie des
espaces d’Orlicz utiles dans la suite de la these.

Le livre [KR] est une référence treés compléte en ce qui concerne les fonctions d’Orlicz et les
espaces d’Orlicz de fonctions. Les espaces d’Orlicz de suites sont présentés dans le chapitre
4 du livre [LT1].

3.1 Fonctions d’Orlicz

Une généralisation de la fonction définie par M (u) = |ulP, est donnée par la classe de

fonctions suivante. Soit M : R — R telle que :

(i) M est paire, convexe et continue,

(ii) M(1) =1, et M(u) =0 si et seulement si u = 0,

(iii) M (u)/u — 0 quand v — 0 et M (u)/u — oo quand u — oo.
Une telle fonction M est appelée une fonction d’Orlicz.

Au méme titre qu’il existe une théorie des espaces L, pour 0 < p < 1
reparlerons un peu plus tard) on peut affaiblir les propriétés (i), (ii) et (iii)
On appelle fonction quasi-Orlicz toute fonction ¢ : [0, +oo[— R telle que :
() ¢ est croissante et continue,

(ii") ¢(0) =0 et (1) = 1.
Dans la suite, nous avons besoin de certaines propriétés des fonctions quasi-Orlicz mais nous

(et nous en
précédentes.
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ne nous intéressons pas aux espaces associés. Les espaces d’Orlicz que nous considérons sont
construits a partir de ”vraies” fonctions d’Orlicz ce qui permet de les munir d’une norme.
Dorénavant M désigne toujours une fonction d’Orlicz.
Une fonction d’Orlicz M admet une dérivée a droite croissante que nous notons M.
Ces deux fonctions sont liées par la relation : M(u) = [' M}(t)dt pour tout u > 0.
Définissons maintenant les espaces d’Orlicz. Soit (G, ) un espace mesuré. Pour une
fonction x prise p-mesurable sur G' on définit :

pula) = [ Mae)dute).
On définit alors l’espace d’Orlicz :
Ly (G, p) = {x, par(Az) < oo pour un certain A > 0}.

Cette définition fournit bien un espace vectoriel. La convexité de la fonction d’Orlicz M
permet de construire une norme sur Ly, (G, 1) donnée par une jauge. Cette norme s’appelle
la norme de Luremburg :

llz||ar = inf{A > 0, pasr(x/A) < 1}.

Alors (Lar(G, ), || - |[ar) est un espace de Banach.
Nous nous intéressons principalement a trois cas sur l'espace mesuré (G, p).
Quand G = [0,1] et u est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On note alors :

Ly (G, p) = Ly[0,1] ={x:[0,1] —» R, M (Az(t))dt < co pour un A > 0}.
[0,1]

L’étude de Ljs[0,1] est associée au comportement de M au voisinage de 'infini. En effet
les problemes d’intégrabilité de M (z(t)) apparaissent pour les grandes valeurs de z(t).
Quand G = N et p est la mesure de décompte sur N. On note alors :

Ly (Gyp) =1y = {(xn)nen, ZM()\xn) < oo pour un A > 0}.

n=1

L’étude de [p; est associée au comportement de M au voisinage de zéro. En effet la conver-
gence de la série de terme général (M (zy,))nen est liée aux propriétés de la fonction M au
voisinage de 0.

Quand G = (0,400) et p est la mesure de Lebesgue sur (0,400). On note alors
Ly (G,p) = Lpy(0,00). Létude de Lps(0,00) est associée au comportement de M au
voisinage de zéro et de I'infini. Dans la théorie des espaces d’Orlicz ce dernier cas est bien
distinct du cas G = [0, 1] car le comportement de M au voisinage de 0 entre en jeu en plus
du comportement de M au voisinage de l'infini. Pour de nombreux résultats dans cette
these, la distinction G = [0, 1] ou G = (0, 00) n’a pas lieu d’étre pour les espace L,(G) car
L,[0,1] et L,(0,00) sont isomorphes.

Nous introduisons la terminologie suivante : un sous ensemble I C R est appelé corres-
pondant a ’étude des espaces d’Orlicz construits sur G si, lorsque G = [0, 1] (resp. G = N),
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il existe ug > 0 tel que I = (ug,00) (resp. I = (0,up), et si, quand G = (0, 00), il existe
ug,u1 > 0 tels que T = (0,ug) U (uq, 00).
Deux fonctions quasi-Orlicz ¢1 et @9 sont dites équivalentes sur I C R correspondant
a I’étude des espaces d’Orlicz construits sur G s’il existe deux constantes C,k > 0 telles
que, pour tout u € [ :
C o (k™M) < p1(u) < Cpa(ku),

On note alors @1 ~g 2. Deux fonctions d’Orlicz équivalentes définissent des espaces
d’Orlicz isomorphes. Plus précisement on a :

Proposition 3.1. Soient My et Mo deux fonctions d’Orlicz. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L, (G) = Ly, (G) (en tant qu’ensembles) et Uapplication identité est un isomorphisme
entre Ly, (G) et Ly, (G)

(ii) My ~g Mo

3.2 Condition A, et fonction complémentaire M*

On dit que M vérifie la condition A et on note M € A§ il existe I C R correspondant
a I'étude des espaces d’Orlicz construits sur G et K > 1 tels que pour tout v € I :

M (2u) < KM (u).

Cette condition sur la fonction d’Orlicz M a de fortes conséquences sur ’espace d’Orlicz
associé. Avant tout, si M € A[Qo’l] (resp. M € AY), alors M est majorée (resp. minorée)
par une fonction polynémiale au voisinage de l'infini (resp. de 0). En effet, pour G = [0, 1]
il existe un intervalle I = [ug,c0) et K > 1 tels que pour tout u € I, M(2u) < KM (u).
Pour u € I, il existe n € N tel que 2"~ ! < 4 < 2". On a alors M (u) < K" (car M (1) = 1)
avec n < In(2u)/In(2). Ceci donne M (u) < Cu)/ () ayec ¢ = 2K/ 1n?2) | 1,6 méme
raisonnement pour G = N avec n € N tel que 1/2" < u < 1/2"~! donne la minoration
M(U) > Culn(K)/ln(Z).

Pour les conséquences de la condition As sur les espaces d’Orlicz associés, nous donnons
par exemple le résultat suivant (voir [LT1] p. 138) :

Proposition 3.2. Soit M une fonction d’Orlicz.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M € A

(ii) Ly (G) = {z, pp(Ax) < 0o pour tout A > 0}
(i1i) L (G) est séparable

Il existe une fagon explicite de généraliser I'indice p’ conjugué de p > 1, c’est a dire

o 1 1 BETN
vérifiant sty = 1, des espaces L;,. On considere, pour v > 0,

M*(v) = sup{ulv| — M(u),u > 0},

la fonction complémentaire de M. M* est aussi une fonction d’Orlicz et on a M™** = M.
La fonction M* peut étre utilisée pour décrire 'espace dual de Ly (G) : quand M € Ag
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alors Lys+(G) est isomorphe au dual de Ly (G). Le fait d’avoir M* € A§ a aussi des
conséquences sur l'espace Lys(G). Nous notons M € A N VS la condition M € AS et
M* € AY. On donne le résultat suivant (voir [LT1] p. 148) :

Proposition 3.3. Soit M une fonction d’Orlicz.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M € A§ NV§

(ii) Ly (G) est réflexif

(iii) Lpar(G) admet une norme équivalente uniformément conveze.

Nous revenons un peu plus loin sur la condition M € A2G N V2G pour I’énoncer avec les
indices de Boyd des espaces d’Orlicz.

Pour terminer cette section sur la fonction complémentaire M™*, notons que dans les
espaces d’Orlicz munis de la norme de Luxemburg, on a une inégalité de Holder généralisée
donnée, pour tous x € Ly(G) et y € Ly« (G), par :

/G 2(Oy(O)du(t) < 2lzllallyllar--

La constante 2 apparait ici car 'inégalité de Holder usuelle est donnée par une autre norme
équivalente sur Ly (G) (voir [KR] p. 80).

3.3 Indices de Boyd

Les indices de Boyd sont définis de fagon générale dans les treillis de Banach. Nous
ne donnons pas cette définition ici et proposons [LT2] p. 129 comme référence ces indices
généraux. Dans le cadre des espaces d’Orlicz, ces indices coincident avec les indices de
Matuszewska-Orlicz, liés a la fonction d’Orlicz sous-jacente. Les voici :

Définition 3.1 (voir [Mal] p. 21). Soit M wune fonction d’Orlicz. On définit les indices
suivant les différents cas sur G € {[0,1], (0, 00),N}.

SiG=N:
apy(N) = sup{p >0, sup M(Au)/M(ANuP < oo},
0<Au<l
Buy(N) = inf{g >0, inf M(Au)/M(\u?>0}.
0<\u<l
Si G =[0,1] :
ap[0,1] = sup{p >0, sup M(N)u"/M(A\u) < oo},
Au>1
Bum0,1] = inf{g> 0,)\in£1 M(N)u? /M (Au) > 0}.
Si G =(0,00) :
ap(0,00) = min{an(N),ap0,1]},

BM(()? OO) = nax {/BM(N)v ﬂM[Ov 1]}

Ces indice sont appelés indices de Matuszewska-Orlicz de la fonction d’Orlicz M.
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Dans la suite nous identifions les indices de Boyd et les indices de Matuszewska-Orlicz.
On a la relation suivante :

Ces indices sont liés & la condition A§ par les relations :
M e AZG si et seulement si Oy (G) < o0,
M e ASNVS  sietseulement si 1< ay(G) < Bu(G) < oo
De plus on a :

L + L =1 et L + 1 =1
am(G)  Bu-(G) Bu(G)  am=(G)

Dans le cadre des espaces d’Orlicz on a une caractérisation des indices de Boyd :

ay(G) = sup{p, Ly(G) a une p-estimation par dessus},
Bum(G) = inf{q, Ly(G) a une g-estimation par dessous}.

Grace aux diagrammes des correspondances dans [LT2] p. 100 et p. 101 on peut alors
relier les indices de Boyd aux indices px et gx définis précédemment avec ici X = L/ (G).
Rappelons leurs définitions :

px = sup{p, X est de type p} et gx = inf{q, X est de cotype ¢}.
On a alors :

si B (G) < oo alors  px = am(G) A2,
sil<apy(G) alors ¢x =pu(G)V2.

Dans la section suivante on définit une classe pour les fonction d’Orlicz qui va permettre
de calculer la p-convexité et la g-concavité des espaces d’Orlicz associés. Pour u > 0 et M

une fonction d’Orlicz dérivable, on va utiliser des quantités de la forme “A]\/;[(Ifg) qui valent

précisément la puissance p quand M (u) = |ulP.

3.4 La classe K(a, 3)

Etant donnés 0 < a < B < oo, une fonction quasi-Orlicz ¢ est dite a-convexe (resp.
f-concave) si @(u!/®) est une fonction convexe (resp. si @(u'/?) est une fonction concave)
en la variable u > 0.

Définition 3.2. Soient 0 < a < § < 00. Une fonction quasi-Orlicz ¢ appartient a la classe
K(a, B) si p(u)/u® est une fonction croissante en u > 0 et si o(u)/uP est une fonction
décroissante en u > 0. Pour G € {[0,1],(0,00),N}, ¢ appartient a la classe Kg(a, ) siles
conditions précédentes sont vérifices dans un voisinage correspondant a ’étude des espaces
d’Orlicz construits sur G.
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Remarque 1. (i) Si M est une fonction d’Orlicz telle que M € AQG N Vg, alors il existe
a et (3 tels que M € Kg(a, 5).

(ii) Une fonction quasi-Orlicz qui est a-conveze et [3-concave appartient a la classe
K(a, ) et donc auz classes Ka(a, 8) pour chaque G € {[0,1],(0,00),N}.

(iii) Une fonction quasi-Orlicz ¢ avec une dérivée continue appartient & la classe
Ka(a, ) si et seulement si il existe un voisinage V' qui correspond a l'étude des espaces
d’Orlicz construits sur G tel que :

a <u'(u)/p(u) < B, pour tout u € V. (3.1)

L’appartenance a Kg(a, 3) est une propriété locale de la fonction d’Orlicz M. Comme
nous 'avons vu, cela suffit pour décrire I’espace d’Orlicz associé. Les notions de p-convexité
et de p-concavité d’une fonction d’Orlicz sont définies de fagon globale ainsi que 'appar-
tenance a K(«, 3). Dans la pratique il est souvent nécessaire de travailler avec une fonction
d’Orlicz ayant des propriétés globales. Le passage du local au global est par exemple assuré,
a équivalence pres, par la proposition suivante :

Proposition 3.4 ([Her] p. 89). Soient 0 < o« < § < o0 et ¢ une fonction quasi-Orlicz
dans la classe Kg(a, 3). Alors il existe une fonction quasi-Orlicz ¢ qui est a-conveze et
B-concave (et donc ¢ € K(a, 3)), avec une dérivée seconde continue, telle que ¢ ~g ¢. De
plus, ¢ vérifie (3.1) pour tout u > 0.

L’espace d’Orlicz Ly (G) est p-convexe (resp. g-concave) si et seulement si il existe une
fonction d’Orlicz p-convexe (resp. g-concave) M telle que M ~¢g M. D’apres les correspon-
dances dans [LT2] p. 100, un espace d’Orlicz Ly;(G) a une concavité non triviale, c’est a
dire une g-concavité pour un certain ¢ < oo, si et seulement si il satisfait une ¢’-estimation
par dessous non triviale, si et seulement si 53/(G) < oo, si et seulement si M € Ag.

On préfere donner de nombreux exemples de fonctions d’Orlicz tout au long de la these,
en particulier dans les sections ”Exemples et commentaires” plutot que maintenant. C’est
a ce moment la qu’on utilise, sur ces exemples concrets, les rappels ci-dessus.



Chapitre 4

Homéomorphie des spheres unités

On s’intéresse dans ce chapitre a la classification uniforme des boules et des spheéres
unités des espaces de Banach. Une référence tres complete est le chapitre 9 du livre [BL].
Les spheres unités Sx et Sy de deux espaces de Banach X et Y sont dites uniformément
homéomorphes s’il existe une application bijective ¢ : Sx — Sy uniformément continue
sur Sy telle que ¢! : Sy — Sy est uniformément continue sur Sy. On a le fait suivant,
donné dans [BL] p. 197, qui dit en particulier que si Y est obtenu par renormage & partir
de X alors Sx et Sy sont Lipschitz-équivalentes, c’est & dire que 'homéomorphisme entre
Sx et Sy est lipschitzien dans les deux sens.

Fait 2. Sx et Sy sont uniformément homéomorphes si et seulement si il existe une
application ¢ : X — Y homogene et bijective uniformément continue sur Bx telle que
1Y — X est uniformément continue sur By .

En effet, si ¢ : Sx — Sy est un homéomorphisme uniforme entre les spheres unités
alors lapplication définie pour x € X par ¢ (z) = ||z||¢(z/||z||) convient. Réciproquement
supposons que 'application v existe. Alors par continuité uniforme, d’apres le fait 1, ¢ et
1~! sont lipschitziennes pour les grandes distances. De plus, par homogénéité, 1(0) = 0,
ainsi il existe deux constantes 0 < K; < Ko < oo telles que pour tout x € Sx, K1 <
|(z)]| < Ka.Des lors, ¢(x) = ¢(x)/||1p(x)| définie sur Sx est ’homéomorphisme uniforme
des spheres unités voulu. De plus, I'application i peut étre prise telle que ||¢(z)| = ||=||
pour tout x € X. Ainsi si Sx et Sy sont uniformément homéomorphes alors Bx et By
le sont aussi. La réciproque est vraie sous certaine hypotheses que nous ne détaillons pas
ici (voir [BL] p. 206). Nous présentons dans la section suivante le premier exemple de
classification uniforme des spheres unités obtenu avec I'application de Mazur dans ’article
[Maz] datant de 1929.

4.1 L’application de Mazur entre espaces L,

Soit (G, i) un espace mesuré pour lequel 'espace Ly (G, 1) (noté ici L,(G)) associé est
de dimension infinie pour tout 1 < p < oco. Dans la suite on désigne par S,(G) la sphere
unité de cet espace. Pour 1 < p, g < oo, on considere ’application suivante, introduite par

29
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Mazur dans [Maz] :

Opg : Lp(G) —  Le(G)

T > Ppglx) = ]:c|p/qsign(x),

définie pour tout t € G, par ¢p(x)(t) = |z(t)[P/9sign(x(t)). Cette application est un
homéomorphisme uniforme explicite entre les spheres unités S,(G) et Sy(G) avec un module
de continuité explicite lui aussi. Précisement :

Théoréeme 4.1. ¢, est bijective de S,(G) dans S¢(G). On a d);ql = ¢gp et Ppq est (p/q)N1-
Hélder sur S,(G) (et ainsi la réciproque ¢gp, est (q¢/p) A 1-Hélder sur Sy(G)).

On ne donne pas ici la preuve de ce résultat car le théoreme 4.5, qui lui est démontré,

en est une extension aux espaces d’Orlicz. On peut sinon consulter [BL] p. 198 pour la
preuve dans les espaces L,. Weston dans [We| a montré que les estimations du module
de continuité précédentes restent vraies lorsqu’on travaille avec des espaces quasi-Banach
L,(G)ou0<p<l.
On consideére un autre espace mesuré (G',v) tel que L,(G’) est de dimension infinie. Si
L,(G) et Ly(G") ont le méme caractere de densité alors S,(G) et Sy(G’) sont uniformément
homéomorphes. En effet, on utilise les applications de Mazur entre les spheres avec la méme
mesure S,(G) et So(G) et entre Sy (G') et S2(G’) ainsi que I'isométrie des espaces de Hilbert
Lo(G) et La(G') pour obtenir le résultat.

4.2 Résultat général dans les treillis de Banach

Nous présentons maintenant le résultat le plus général dans les treillis de Banach obtenu

par Chaatit dans [Cha]. Une premiere version est due a Odell et Schlumprecht dans [OdSc]
pour des treillis admettant une base inconditionnelle.
Rappelons qu’un élément positif e d’un treillis de Banach X est appelé une unité faible si
x Ae =0 pour z € X entraine x = 0. Tout treillis de Banach séparable admet une unité
faible. Le résultat général sur I’homéomorphie uniforme des spheres unités des treillis de
Banach est le suivant (voir [BL] p. 202) :

Théoréme 4.2 (Chaatit). Soit X un treillis de Banach de dimension infinie admettant
une unité faible. Alors Sx est uniformément homéomorphe a la sphére unité d’un espace
de Hilbert si et seulement si X ne contient pas les espaces Iy uniformément.

Comme précisé dans [BL] p. 202, ’hypotheése que X admet une unité faible sert juste
a représenter X comme un espace de fonctions. La preuve du théoreme précédent fournit
deux résultats quantitatifs sur le module de continuité de I’lhoméomorphisme :

Théoréme 4.3 (Chaatit). Soient X et Y deux treillis de Banach de dimension infinie.
On suppose que X est q-concave et que Y est ¢'-concave pour q,q' < oo. Alors Sx et Sy
sont uniformément homéomorphes avec des modules de continuité qui dépendent de q, ¢
et des constantes de concavité.
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En terme de modules de convexité et de lissité des treillis de Banach on a :

Théoréme 4.4 (Chaatit). Soient X etY deux treillis de Banach de dimension infinie tous
deux uniformément convexes et uniformément lisses. Alors il existe un homéomorphisme
uniforme ¢ : Sx — Sy tel que le module de continuité de ¢ dépend de px et de dy et le
module de continuité de ¢~' : Sy — Sx dépend de py et de dx.

Raynaud dans [Ray| a construit un exemple d’espace de Banach qui ne contient pas les

espaces [ uniformément et dont la sphere unité n’est pas uniformément homéomorphe a
la spheére unité d’un espace de Hilbert. Donc la structure de treillis ne peut pas étre enlevée
dans le théoreme 4.2.
Dans la section suivante nous allons généraliser ’application de Mazur aux espaces d’Or-
licz. Une telle généralisation entre un espace d’Orlicz et L;i[0,1] a été construite par
Kaczmarz dans [Kac] quelques années apres l'article de Mazur [Maz]. Nous obtenons un
homéomorphisme uniforme explicite avec un module de continuité explicite. Dans le cas
ot les fonctions d’Orlicz mises en jeu vérifient la condition Ay adéquate, c’est a dire quand
les espaces d’Orlicz associés ont une certaine concavité, notre résultat sur le module de
continuité est en accord avec le théoreme 4.3 précédent de Chaatit. Dans le cas ou les fonc-
tions d’Orlicz ne vérifient pas la condition Ay requise, comme par exemple pour les espaces
d’Orlicz exponentiels Leyp, (i), On arrive encore a obtenir un homéomorphisme uniforme ex-
plicite avec un module de continuité explicite. Par exemple on classe entre-elles les spheres
unités des espaces Leypsr) suivant les valeurs de p. Dans ce cas les théoreme de Chaatit
nous disait simplement que les spheres unités n’étaient pas uniformément homéomorphes a
celle d’un espace de Hilbert. Ici, par la structure méme des espaces d’Orlicz, nous obtenons
que ces spheres sont de plus homéomorphes entre-elles.

4.3 L’application de Mazur entre espaces d’Orlicz L),

G désigne 'un des ensembles [0, 1] ou N ou (0, 00) avec la mesure adéquate p.
Soient M et N deux fonctions d’Orlicz. On considere application :

ngN:LM(G) — LN(G)
t — Gun(a) = N7 o M(ja])sign(x).

Notons ¢ la fonction quasi-Orlicz N~! o M associée & ¢,n. L’application inverse gbA_/[lN =
énu : Lv(G) — Ly (G) est associée & la fonction quasi-Orlicz ¢~! = M~! o N. Notons
By (G) et BN(G) les boules unités fermées et Sy (G), Sy (G) les spheres unités des espaces
d’Orlicz Ly (G) et Ln(G).

Théoréme 4.5. Supposons que la fonction quasi-Orlicz ¢ = N~' o M est dans la classe
K(a, B). Alors ¢pprn est a A 1-Holder sur By (G) et qﬁXjN = ¢num est (1/8) A 1-Holder sur
BN (G).

Avant de donner la preuve du théoréme 4.5 nous faisons quelques commentaires et nous
donnons le corollaire 4.6.
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Tout d’abord ¢psn envoie bien By/(G) dans By(G). En effet, si [|z]/a < 1 alors le lemme
de Fatou entraine que |[¢apn(z)||n < 1.

En fait ¢psn envoie Sys(G) sur Sy(G) et consiste en un homéomorphisme uniforme entre
les spheres unités. Un calcul direct montre que ||¢pn(2)||n = 1 quand ||z||a = 1.
Ensuite, comme montré dans [Cha| et [OdSc|, 'homéomorphie des spheres unités de L/ (G)
et de Ly(G) est connue lorsque M, N € A, c’est & dire quand les espaces d’Orlicz Ly (G)
et L (G) ont chacun une concavité non triviale. Le corollaire 4.6 donne la valeur explicite
du module de continuité de I’lhoméomorphisme sous quelques hypotheses de régularité sur
la fonction quasi-Orlicz N~! o M.

Corollaire 4.6. Soit G € {[0,1],(0,00),N}. Soient M et N deuz fonctions d’Orlicz qui
vérifient : il existe 1 < ppr < g < 00 et 1 < py < gy < o0 tels que M € Ka(pa,anr)
et N € Kg(pn,qn). Alors, a un renormage équivalent prés, oyn = Sp(G) — Sy (G) est
un homéomorphisme uniforme avec module de continuité explicite : pprn est (par/qn) A 1-
Hélder sur Sy(G) et dyf = dnur est (pn/qur) A 1-Hélder sur Sy(G).

Preuve du corollaire 4.6. On utilise la proposition 3.4 pour passer des hypotheses locales
sur M et N & des propriétés globales. On obtient deux fonctions d’Orlicz M € K(par, qar)
ot N € K(pn,qn) telles que M ~g M et N ~¢ N. De plus, la fonction quasi-Orlicz
]Sffl o JEJ satisfait les hypotheses du theoreme 4.5. En effet, N~ € K(1/qn,1/pn) et
N~'o M e K(pam/an, am /pN)-

On sait, par équivalence, que I'application identité entre Ly;(G) (resp. Ly(G)) et L7 (G)
(resp. Lg(G)) est un isomorphisme. Avec ce renormage, le corollaire 4.6 est démontré.
Rappelons, d’apres le fait 2, qu’un renormage équivalent donne des spheres unités Lipschitz-
équivalentes. O

Passons maintenant a la démonstration du théoreme 4.5. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit ¢ une fonction quasi-Orlicz dans la classe K(a, 3). Alors pour tous
a,b € R tels que (a,b) # (0,0) on a les inégalités suivantes.
Si B <1 ou sign(a) # sign(b), alors |g0(\a|)sign(a) - go(]b])sign(bﬂ < 2¢(la—b]).

. _a pllal +1b
Si1< B, alors ‘¢(|a\) _ ¢(|b|)‘ < 2(1 )voﬁm\a— b\.

Démonstration. Si sign(a) # sign(b) on a ¢(|a])+¢(|b]) < 2¢(|a|+|b]) car ¢ est croissante.
Mais dans ce cas |a| + |b| = |a — b].

Si B <1 et sign(a) = sign(b). On peut supposer |b| > |a|. Il faut choisir un A > 0 judi-
cieux tel que ¢(|b]) = Ap(]b]) + (1 — A)p(|b]). Comme ¢(u)/u est une fonction décroissante

en u, on a :
p(bl) _ ellal) o e(bl) _ e(bl — lal).
o] lal 0] b — lal

On prend \ = % et on utilise I'inégalité triangulaire |b| — |a| < |b — a| pour conclure.
Si 1l < et sign(a) = sign(b). On peut & nouveau supposer |b| > |a| > 0. Comme
p(lal)/lal® = ([b])/1b° et @ ([b])/Ib]* < ¢(lal + [b])/(lal + |b])*, on obtient :

8D = olal) < (= (1)) (o) "olal + 16D,
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On utilise I'inégalité des accroissements finis 1 — u® < (1 — u), quand u € [0,1], pour
conclure. O

Démonstration du théoréme 4.5. Si la fonction quasi-Orlicz ¢ est dans la classe K(a, 3)
alors son inverse ¢! est dans la classe K(1/3,1/a). Ainsi pour démontrer le théoreme
4.5 on se contente de travailler avec ¢y : By (G) — By (G) dans les trois cas suivants :
a<pf<loul<a<Poua<l<g.

Rappelons que By (G) désigne la boule unité fermée de Ly (G) et que ¢ est la fonction
quasi-Orlicz N~ o M. Fixons z,y € By(G), tels que ||z — y||ar > 0. Le fait qui suit va
étre trés utile dans la preuve. Il ressemble au fait 1, mais ici on sait juste pour l'instant
que ¢pn est bornée sur By (G) :

Fait 3. Durant la preuve, étant donnée une constante K > 0, dés qu’on en a besoin, on
peut supposer que ||x — y|lpm < K. En effet, comme x,y € By(G) et comme ¢yn arrive
dans By (G) (et ainsi est bornée) elle est lipschitzienne (et aussi a-Hélder) pour les grandes
distances : si ||x —y||y > K alors

lonrn (@) = drn(W)lIn <2 < 2/Kllw —yllm < 2/K21% |z —yl|5;
Pour t € G on pose :
Aun(t) = |oun(@)(t) — ¢ (y) ()]
= Je(lz(t)))sign(z(t)) — e (ly(t)])sign(y(®))]-

En utilisant I'hypothese que la fonction quasi-Orlicz ¢ est dans classe K(«, (3), notre but
est d’estimer
(t)

. A
|Aunlly = inf{A >0, /G Ny <1y,

Premier cas : o < g < 1.
En utilisant le fait 3 on peut supposer 0 < ||z —y||» < 1. Posons A = 2|z —y||4,. Le lemme
4.7 donne, pour tout t € G :

BN < 2 1a(t) — ytr)).

Mais ¢(u)/u® est une fonction croissante en u et ¥ > 1, donc on a pour tout ¢ € G :

B 0) < o2 ofafey - ).

Cela donne :

Apn(t) y(t)|
LN < [ (GO duce)

Il est alors clair par définition de la norme de Luxemburg que l'on a :

|pnn () — dmn (W) lIv < 2[lz — yll5y-
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Cela conclut le premier cas : ¢y est a-Holder sur By (G).
Deuxiéme cas : 1 < a < (.
Considérons :

Gt = {teq,sign(x(t)) = sign(y(t))},
G~ = {teG,sign(x(t) £ sign(y(t))}.
Posons A = 3 x 2 x 3 x 4°%||x — y||ar. D’apres le fait 3, on peut supposer que 0 < A < 2 (ce

qui implique 0 < ||z — y|la < 1).
Considérons le cas t € G~. Grace au lemme 4.7 on a :

BN < 2 at) — ).

Mais ¢(u)/u est une fonction croissante en u et 2/A > 1 donc :

(4.1)

W =

L NE a0 < [ arGlete) - viol)aute) <

ceci par convexité de M (ici 2 < et parce que 0 < ||z — y|lam < 1.

o)
3llz—yllnr
Considérons le cas t € GT. A nouveau avec le lemme 4.7 on obtient :

s(t
() < 82D o)y,
s(t)
ou l'on a posé s(t) = |x(t)| + |y(t)|. Notons qu’il n’y a pas de restriction a travailler avec
t € G tel que s(t) # 0 car si s(t) = 0 alors Ayn(t) = 0.
Ainsi, pour tout t € Gt tel que s(t) # 0, comme @(u)/u® est décroissante :

N (220 < wptsion SO < oot 500,
_ Bk =)
z’;vec ];(t) = 45XT'

Gf = {teG' s(t)#0et f(t) > 1},
Gy = {teGT,s(t)#0et f(t) <1}

Pour tout t € G, comme ¢(u)/u est croissante :

N[ (s(t)/4)F()] < N[ (52 £ (1)].

Donc on a :

W =
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ceci encore par convexité de M et par la valeur particuliere de .
Pour tout t € G5, par convexité de N et le fait que ¢(u)/u’ est décroissante :

N(p(s(0)/0)1(1) < FONp(s(o)/)] = 2 FE D (e -y,

Nous allons appliquer I'inégalité de Holder généralisée.
Avant tout, pour u > 0, on a M*(M) < M(u). En effet, rappelons que M*( (u))

sup{vM(“) M(v),v > 0}. Alors si 0 < v < u alors vM(u) M(v) < le(Lu) < M(u). Si
v > u alors le(L u M(v) < M(2Z.u) — M(v) <0< M(u) et I'inégalité est démontrée.

Comme |[s(.)/4]]a < 1, on a comme au-dessus : / M*(M)dﬂ(t) < 1. Ceci en-
G

s(t)/4
traine : HMH < 1. On applique I'inégalité de Holder pour obtenir :
s(.)/4 N
A (t) s || M(s()/4) B
N < NN T A —
[ 5RO < oMUy
1
< 2x 4ﬁ’1§Hx —yllm < 3 (4.3)

On utilise les inégalités (4.1), (4.2) and (4.3) pour avoir :

Apn(t) B Apn(t)
/GN( x ) = /Guafuc;; N ) < 1.

Cela signifie, par définition de la norme :

érn () — darn (W) |Iv < A = 6648z — yl|ur,

et ¢y est lipschitzienne sur By (G).
Troisieme cas : o <1 < (.
Sit € G, les arguments sont les mémes qu’avant avec le fait que la fonction p(u)/u® est
croissante en u.
Sit € G lestimation est la méme qu’au-dessus, en remarquant que ||z — 1yl < 217%||z —

ylls-
Sit € G7, les changements sont plus significatifs. Comme ¢(u)/u® est croissante :

Nle(s@/7®] < NP2 ),

= N[ (() a0 0 () — y (o) V)]
Mais ici on a :

l2(t) = y()[V* = Ja(t) = y(@&)| VO () — y(2)]
< s a(t) —y (1),
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car 1/a— 1 > 0. Ainsi, pour tout t € Gf la majoration est :

Apn(t)

N(/\

) < M) 4P a(r) — (o))

En ajoutant les différentes estimations sur G, G;r et Gf, on obtient que dans ce cas, ¢ N
est a-Holder sur By (G).

FEn guise de conclusion :

—sia <P <1, ppyn est a-Holder sur By (G),

—sil <a<f, ¢y est lipschitzienne sur By (G),

- sia <1<, ¢pn est a-Holder sur By (G),
et le théoreme 4.5 est démontré. O

4.4 Exemples et commentaires

Fixons p,q > 1 et considérons M(u) = u? et N(u) = u? pour tout u > 0. Alors
dMN = ¢pq est I'application de Mazur usuelle entre L,(G) et Ly(G). On a ppr = gar = p et
PN = gN = ¢, et alors le théoreme 4.5 fournit ’estimation usuelle du module de continuité
de ¢pq sur la boule unité de Ly(G).

On donne un exemple de fonctions d’Orlicz pour lesquelles I'estimation du module de
continuité obtenue dans le théoreme 4.5 est optimale.
Prenons G' = (0,00) et considérons les fonctions d’Orlicz M (u) = u? V u* et N(u) = u
définies pour u € R*. La fonction quasi-Orlicz p(u) = N~to M (u) = uVu? est dans la classe
K(1,2). Le théoreme 4.5 nous dit que ¢y @ Bas(0,00) — By (0,00) est lipschitzienne et
dans ce sens c’est le meilleur module de continuité possible. Toujours grace au théoreme
4.5 Tapplication inverse ¢yl = édnm @ Bn(0,00) — Bpr(0,00) est 1/2-Holder sur la
boule unité By (0, 00). En utilisant les fonctions indicatrices x(o,1/,,) avec n € N, vues dans
L(0,00) et dans Ly (0,00) montrons que 'exposant 1/2 ne peut pas étre amélioré. Par
I'absurde, supposons que ¢y : By (0,00) — Bpr(0,00) est a-Hélder sur la boule unité
By (0, 00) pour un certain 1 < o < 1. Comme ¢n2r(0) = 0, il existe une constante K > 0
indépendante de n telle que :

2

o (X (o, /m)lIMr < Kllx0,1/m) 1%

Ici L (0, 00) n’est autre que I'espace Lo (0, 00) et ||x[0,1/n))|IN = ﬁ Comme M~toN(u) =

0 si et seulement si u = 0, on a ¢nu(X[0,1/n]) = X[0,1/n] (les fonctions indicatrices sont des
points fixes). On a alors :

1 1
lonn (Xpo,1/m)lImr = 1X[0,1/mll M = M) i

o

Avec l'inégalité du dessus on obtient 1 < K n%_% Cette derniere quantité tend vers 0
quand n — oo d’ou l'absurdité et 'optimalité de I'exposant 1/2.
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Passons a I'exemple des espaces d’Orlicz exponentiels Ley,(yp)- Supposons que G =
[0,1]. Fixons 1 < p,q < oo et considérons les fonctions d’Orlicz suivantes définies u > 0
par :

M (u) = exp(uf) — 1 et N(u) = exp(u?) — 1.

Ces deux fonctions ne vérifient pas la condition A[Qo’l], car sinon leur croissance serait
polynoémiale. Ainsi les espaces d’Orlicz associés Las[0,1] = Lexpur €t Ln[0,1] = Lexpya ne
sont pas séparables et n’ont pas de concavité. On a [y/[0,1] = On[0,1] = oo et chaque
espace d’Orlicz exponentiel contient les espaces I uniformément. Le théoreme de Chaatit
4.2, qui est valable pour les espaces de fonctions, dit que la spheére unité de ces espaces
n’est pas uniformément homéomorphe a celle d’un espace de Hilbert. Notre théoreme 4.5
permet de classer entre-elles ces sphéres unités. L’énoncé est identique a celui obtenu entre
les espaces Ly, via I'application de Mazur usuelle. Nous énoncons ce résultat sous forme
d’un corollaire :

Corollaire 4.8. Les spheres unités S, et S, des espaces exponentiels Lexpyr €t Lexpya sont
uniformément homéomorphes. De plus I’homéomorphisme ¢ : S, — Sy peut étre choisi tel
que ¢ est (p/q) A 1-Hélder sur S, et o1 : S, — S, est (q/p) A 1-Hélder sur S,.

Démonstration. Pour appliquer le théoreme 4.5 il faut s’intéresser a la classe K(a, ) a
laquelle peut appartenir ’application N~ o M. Les applications d’Orlicz M et N sont de
la forme M (u) = F(uP) et N(u) = F(u?) avec F(x) = exp(z) — 1 bijective. Ainsi pour
u>0:

N~VoM(u) = (F~'o FuP))"? = ur/s.
Ainsi I'application N~! o M est dans la classe K(p/q,p/q) et le théoréme 4.5 nous donne

I’homéomorphie uniforme avec le module de continuité voulu pour les sphéres unités de
Ly[0,1] et de Ly[0,1]. O






Chapitre 5

Approximation des applications
uniformément continues

5.1 Probleme et notations

Soit f une application uniformément continue entre un espace métrique (X, dx) et un

espace vectoriel normé (Y, | .|ly). On s’intéresse a 'approximation uniforme de f sur X
par des applications a-Holder. En particulier on regarde I’exposant o > 0 qui apparait
dans le probleme précédent.
Quand (X,dx) est borné et métriquement convexe, on peut formaliser le probleme
de la fagon suivante. On désigne par UC(X,Y) I'ensemble des applications f : X — Y
uniformément continues, et par H*(X,Y’) I’ensemble des applications f : X — Y «a-Holder,
pour a > 0, avec la convention H°(X,Y) = UC(X,Y) quand a = 0. Ici comme (X, d) est
métriquement convexe, I’ensemble H*(X,Y") est réduit aux applications constantes quand
a > 1. De plus, comme X est borné, on a les inclusions, pour 6 > a >0 :

HP(X,Y) CHYX,Y) CUC(X,Y). (5.1)

L’espace UC(X,Y) muni de la norme || f||oo = sup {||f(2)||y, € X} est un espace de Ba-
nach. Ainsi, nous nous intéressons a 1’adhérence de H*(X,Y) pour ||. |« dans UC(X,Y).
On définit alors le coefficient de meilleure approximation holdérienne :

(X, Y) = sup{a € [0,1], Ho(x, V)= = veox, v (5.2)

La valeur de a(X,Y) est optimale au sens ou, si f > «a(X,Y), alors il existe ¢ > 0 et
f : X — Y uniformément continue tels que, pour toute application G-Holder ¢ : X — Y,
ona |f—1le > e

5.2 Lipschitz-équivalences et rétractés uniformes absolus

Deux espaces métriques (X1,d1) et (Xa,da) sont dits Lipschitz-équivalents s'il existe
une application bijective ¢ : X; — X» telle que ¢ et ¢! sont lipschitziennes. L’exposant
de meilleure approximation holdérienne est stable par Lipschitz-équivalence, on a :

39
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Lemme 5.1. Soient (X1,d1) et (Xo,d2) deux espaces métriques bornés, métriquement
convexes et Lipschitz-équivalents. Alors, pour tout espace vectoriel normé (Y, ||.|ly), on a :

Oz(Xl, Y) = a(Xg, Y)

De facon similaire, si on suppose que (Y1,|.]1) et (Ya,||.||2) sont deux espaces vecto-
riels normés Lipschitz-équivalents, alors pour tout espace métriqgue borné et métriqguement
convexe (X,dx), on a :

Oé(X, Yl) = a(X, YQ)

Démonstration. Soit f: X1 — Y une application uniformément continue. Fixons € > 0 et
a < a(X,Y). fop™': Xo — Y est uniformément continue et ainsi peut étre approchée
par g- : Xo — Y qui est a-Holder. La fonction g. o ¢ : X7 — Y est toujours a-Holder
(car ¢ est lipschitzienne) et elle approche f uniformément sur X;. On a donc montré
I'inégalité o < a(X1,Y) pour tout a < a(X2,Y). Par passage a la limite cela donne :
a(X2,Y) < a(X1,Y). La méme preuve fournit 1'inégalité inverse.

La deuxieme partie du lemme, avec la Lipschitz-équivalence a ’arrivée, se démontre avec
des arguments similaires. O

Un ensemble métrique (X, dx) est appelé un rétracté uniforme absolu si pour tout

espace métrique (E,dg) tel qu'il existe une isométrie ¢ : X — ¢(X) C E, (i.e. E contient
X isométriquement) alors il existe une rétraction r : E — ¢(X) (i.e. une application qui
vaut I'identité sur ¢(X)) uniformément continue.
Cette notion est étudiée dans le premier chapitre du livre [BL]. Les boules unités fermées
des espaces de Banach uniformément convexes sont des rétractés uniformes absolus et on
connait le module de continuité des rétractions. Plus précisément, en recoupant les résultats
dans [BL], & savoir les résultats 1.26, 1.27 et A.9, on a le théoreme :

Théoréme 5.2. Soit X un espace de Banach uniformément convere. Soit A C X un
convexe non vide, fermé et borné de X. On note A C RBx pour une certaine constante
0 < R < o00. Alors A est un rétracté uniforme absolu. De plus les rétractions obtenues ont
un module de continuité w qui vérifie : il existe deux constantes K1, Ko > 0 telles que pour
tout 0 < ¢ < R, w(e) < K165 (Kae).

En particulier, si le module de convexité de X est en puissance 2 < ¢ < oo (i.e.
0x(e) > Ke? pour 0 < e < 2), ce qui est le cas pour une norme équivalente sur X d’apres
le théoreme de renormage pour les espaces uniformément convexes, alors les rétractions sur
Bx sont 1/g-Holder.

Voici un lemme montrant comment les rétractés peuvent intervenir dans notre probleme
d’approximation. Ici le rétracté apparait comme espace de départ. Nous voyons plus loin
des cas ou le rétracté est a 'arrivée. Pour I'instant nous donnons le lemme suivant :

Lemme 5.3. Soient X un rétracté uniforme absolu et E un espace métriqgue borné et
métriquement convexe qui contient X isométriqguement. Alors, pour tout espace vectoriel
normé (Y| .|ly), on a :

a(B)Y) < a(X,Y).
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Démonstration. Soit f : X — Y une application uniformément continue. On note ¢(X)
la copie isométrique de X dans E. Il existe une rétraction r : E — (X)) uniformément
continue, telle que 7(z) =  pour tout = € ¢(X). On consideére f = for: E — Y. Soient
e>0et a<alE,Y). Par définition de a(E,Y), il existe g. : E — Y a-Hélder telle que
| f(z) — ge(z)|ly < e, pour tout = € E. Ainsi, pour tout z € p(X), ||f(z) — g-(z)|ly <e.
De plus, la restriction de g. a ¢(X) est toujours a-Hélder. Donc, pour tout a < a(E,Y),
on a 'inégalité : a < a(p(X),Y). On passe a la limite quand o — «(E,Y’) pour obtenir
a(BY) < a(p(X),Y). La conclusion vient du lemme précédent car les ensembles X et
»(X) sont Lipschitz-équivalents. O

5.3 Les résultats connus et d’autres faciles

Il existe un principe tres général : un théoreme d’extension pour des fonctions dans
une certaine classe implique un théoreme d’approximation par des fonctions dans cette
classe. Nous précisons tous les détails dans le chapitre ”Liens avec les extensions”. Ici on
se contente donner des résultats tres classiques d’extension d’applications uniformément
continues et on montre comment obtenir des résultats d’approximation.

Si T' est un ensemble, on désigne par [ (I') 'ensemble des applications f : I' — R
bornées. Muni de la norme || f|lc = sup{|f(Y)], v € T'}, (lo(I'), ] - |[c0) €st un espace de
Banach. Dans les résultats qui suivent, w désigne une fonction sous-additive de R dans
R telle que lim,_,g+ w(t) = 0. La proposition suivante va étre trés utile dans la suite :

Proposition 5.4. Soient (X,d) est un espace métrique, A C X un sous-ensemble de X
et f: A — lo(I') une application uniformément continue dont le module de continuité
est magjoré par w. Alors f peut étre étendue en une application uniformément continue
F: X — (") dont le module de continuité est encore majoré par w.

On donne la preuve de cette proposition :

Démonstration. Une fonction f = (fy)yer de X dans l(I') a un module de continuité
majoré par w si et seulement si, pour tout v € I', f, a un module de continuité majoré par
w. On est ramené a étendre des applications partant de A a valeurs dans R dont le module
de continuité est majoré par w. Soit donc f : A — R une telle application. L’extension de
f a X est donnée explicitement par la formule d’inf-convolution, pour z € X :

F(z) = nf{f(y) +w(d(y, v)), y € A}.

Tout d’abord, F' est bien définie. En effet, fixons yg € A. Alors pour tout z € X et pour
tout y € A :

f(yo) = Fy) < w(d(yo, y)) <w(d(y,z)) +w(d(z,y0)) par sous-additivité,

d’ou f(y)+w(d(y,z)) > f(yo) —w(d(z,yo)) et la borne inférieure existe bien. Ensuite pour
tout y € A on a F( ) = f(y) et F est bien une extension de f & X. Il reste & montrer que
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le module de continuité de F' est majoré par w. Soient x1,z9 € X et € > 0. Par définition
de la borne inférieure, il existe y. € A tel que F(x2) > f(ye) + w(d(ye, x2)) — €. Ainsi :

Fx1) = F(x2) < f(ye) + w(d(ye, 21)) = fye) — w(d(ye, 22)) + €.

Avec l'inégalité triangulaire et la sous-additivité de w on obtient : F(z1) — F(z2) <
w(d(z1,22)) + € et on conclut en faisant tendre € vers 0. Le méme raisonnement avec
F(x9) — F(z1) donne le résultat. O

Comme remarqué dans [BL] p. 12, la sous-additivité de w est essentielle car sinon
on ne pourrait pas étendre f, en une application uniformément continue, a un espace
X métriquement convexe contenant A. En effet, comme nous ’avons vu, sur un espace
métrique métriquement convexe les modules de continuité des applications uniformément
continues sont sous-additifs.

Le théoréme qui suit est du a Kirszbraun [Kir| (voir aussi [BL] p. 18) :

Théoréme 5.5 (Kirszbraun). Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert, A C Hy un sous-
ensemble de Hy et f : A — Hs une application uniformément continue de module de conti-
nuité majoré par w. Alors f peut étre étendue en une application uniformément continue
F : Hy — Hs dont le module de continuité est encore majoré par w.

Le théoréeme suivant dit & Minty [Min] est encore un résultat d’extension quand 'arrivée
est un espace de Hilbert. La preuve est aussi présentée dans [BL] p. 21.

Théoréme 5.6 (Minty). Soient (X,d) un espace métrique, A C X un sous-ensemble de
X. Soient H un espace de Hilbert et f : A — H une application a-Hélder avec 0 < o < 1/2.
Alors f peut étre étendue en une application F : X — H, qui est a-Hélder avec la méme
constante de Holder.

La proposition suivante nous donne des résultats d’approximation qui découlent des
trois résultats d’extension précédents. Dans les cas (i) et (ii) on obtient la densité des
applications lipschitziennes avec en plus la valeur de la constante de Lipschitz de ’approxi-
mation. On ne donne pas la preuve ici mais dans le chapitre ” Liens avec les extensions” ou
la relation entre extensions et approximations est approfondie.

Proposition 5.7. Soient (X, d) un espace métrique et (Y,||.||) un espace de Banach. Soit
f: X — Y une application uniformément continue dont le module de continuité est majoré
par w. Fixons € > 0.

(i) SiY = loo(T") alors il existe une application lipschitzienne g. : X — 'Y, de constante de
Lipschitz 2w(e) /e telle que pour tout x € X, || f(x) — ge(x)]| < 3w(e).

(ii) Si X est un sous ensemble d’un espace de Hilbert et si Y est lui aussi un espace de
Hilbert, alors on a la méme conclusion.

(i1i) Si'Y est un espace de Hilbert, alors pour tout 0 < oo < 1/2 et pour tout € > 0, il existe
une application a-Hélder g : X — 'Y telle que pour tout x € X, || f(z) — ge(z)|| < e.

En particulier, si X est borné et métriquement convexe alors, dans les cas (i) et (ii) on a
a(X,Y) =1 et dans le cas (iii) on a o(X,Y) > 1/2.
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La partie (i) de la proposition 5.7 précédente, permet d’obtenir que toute application
uniformément continue partant d’un espace métrique a valeurs dans un espace de dimen-
sion finie peut étre approchée uniformément par des applications lipschitziennes. On a un
résultat similaire si ’espace de dimension finie est au départ :

Proposition 5.8. Soit X une partie métriguement convexe et compacte d’un espace de
Banach. Soit Y un espace vectoriel normé. Alors toute application uniformément continue
de X dans 'Y peut étre approchée uniformément sur X par des applications lipschitziennes.
En particulier, a(X,Y) = 1.

Démonstration. Soient f: X — Y uniformément continue et € > 0. Soit & > 0 tel que pour
tous x,y € X si ||z —y|| <9, alors ||f(z) — f(y)|| < e. Soit A un sous-ensemble J-séparé
maximal dans X. C’est a dire, pour tous z,y € A, ||z — y|| > J et pour tout z € X, il
existe a € A tel que ||z — a|| < §. Comme la partie X est compacte, A est fini. On note
A={z1,...,zp}. Fixons 1 <1i <n et considérons :

a;: X — R
(0 = llz —zi|)*
251 (0=l — ()

otl, pour a € R, a* = a v 0. Considérons maintenant :

x — ai(z)=

g: X — R

3

x o g(x) =) ai(x)f(x:).
1

-
Il

Alors g est lipschitzienne et vérifie ||f — g|loc < e. Ainsi, comme X est métriquement
convexe, a(X,Y) = 1. O

La question de I'estimation de a(X,Y") est donc réglée quand I’arrivée Y est de dimen-
sion finie ou quand le départ X est une partie fermée et bornée d’un espace de dimension
finie. On s’intéresse aux espaces de Banach de dimension infinie, avec comme premier
exemple l'espace ¢y des suites réelles qui tendent vers 0. Grace a la partie (i) de la propo-
sition 5.7, on a facilement le résultat suivant :

Proposition 5.9. Soient X un espace métrique et f : X — co une application uni-
formément continue. Alors f peut étre approchée uniformément par des applications lip-
schitziennes. En particulier, si X est borné et métriquement conveze, a(X,cp) =1

Démonstration. Comme montré dans [BL] dans I’exemple 1.5, il existe une rétraction lip-
schitzienne de constante de Lipschitz égale & 2 de I (N) (I'espace de Banach des suites
réelles bornées que ’on note désormais I ) dans ¢g. En effet, pour x = (25, )nen € loo notons
d(z) = limsup,,_,, |zn| et considérons l'application r : lo, — ¢¢ définie, pour tout n € N,

par :
(o0 st |z,| < d(x)
(’l”(x))n - { (|xn| — d(x))sign(zy,) si |x,| > d(x)
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Alors r est bien la rétraction lipschitzienne voulue. Soit maintenant f : X — ¢y uni-
formément continue. On regarde f comme étant uniformément continue a valeurs dans
loo- Le (i) de la proposition 5.7 nous permet d’approcher f uniformément sur X par une
application lipschitzienne g : X — [,. L’application r o g est alors une approximation
lipschitzienne de f vue comme arrivant dans cg. O

Revenons aux rétractés uniformes absolus dans ces questions d’approximation. On note
By la boule unité fermée de I’espace de Banach Y. Pour 0 < § < 1, on dit ici que By est un
rétracté uniforme (-absolu si pour tout espace métrique contenant By isométriquement,
les rétractions sur l'image de By sont toutes #-Holder. Le résultat qui suit est démontré
par Tsarkov dans [Tsal].

Proposition 5.10. Soit X un espace métrique. Supposons que By est un rétracté uniforme
B-absolu. Soit f: X — Y wuniformément continue et bornée, dont le module de continuité
est magjoré par w. Fizons € > 0. Alors il existe g- : X — Y, B-Hélder telle que pour tout
zeX, [[f(z) —g:(z)]| <e.

En particulier si X est métriquement convexe et borné, a(X,Y) > 3 > 0. Ainsi, pour un
tel X et pour Y uniformément conveze on a a(X,Y) > 0.

On donne la preuve de cette proposition car la technique utilisée ici va servir plus tard :

Démonstration. Montrons que (Y, || .|) est isométrique & un sous-ensemble de I (") pour
un certain ensemble I'. En fait I' est I'espace Y lui-méme. En effet, fixons yg € Y et
considérons :

0 Y — (YY)
r—o(x):Y — R
y = o@)(y) =z =yl = llyo - yll

11 suffit alors d’écrire pour voir que pour tous z1,z2 € Y, ||[¢(x1) — ¢(22)]|cc = [|z1 — 22|
et ¢ est bien une isométrie. La méme isométrie existe si Y est un espace métrique plutot
qu’un espace vectoriel normé.

Pour approcher 'application uniformément continue f : X — Y, on regarde ¢o f : X —
Y — lo(I"). Fixons € > 0. D’apres la proposition 5.7, il existe une application lipschitzienne
ge : X = lo(T) telle que pour tout z € X, ||¢p o f(z) — g-(x)|| < e. L’application f étant
bornée, elle est a valeur dans RBy ou R est une constante réelle qui ne dépend que de f.
Par hypothese, By est un rétracté uniforme (-absolu pour un certain 0 < 8 < 1. Ainsi il
existe une retraction r : [oo(I') — ¢(RBy), S-Holder de constante de Holder K > 0 qui
dépend de f, telle que pour tout y € RBy, r o ¢(y) = ¢(y). L’application ¢~ or o g. est
alors 3-Holder (car ¢! et g. sont lipschitziennes) et c’est bien une approximation uniforme
de f sur X. En effet, pour tout z € X :

If(@) = ¢~ oroge(z)| = lpoflz)—rog.(z)]
[rogo f(z) —roge(z)
Ko f(z) = g:(x)||” < Ke.

IN
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Dans le cas particulier ou Y est uniformément convexe, il existe une norme équivalente sur
Y avec un module de convexité en puissance 1/3 pour un certain 0 < g < % D’apres les
rappels précédents, By est alors un rétracté uniforme S-absolu. Par définition du coeffi-
cient d’approximation (stable par renormage équivalent d’apres le lemme 5.1) on a alors
a(X,Y) = B> 0. O

Tsatkov dans [T'sa2] en 1995 a obtenu un résultat d’approximation tres général que
nous énoncons ici dans une forme adaptée a notre probleme, avec la boule unité fermée By
d’un espace de Banach X au départ :

Théoréme 5.11 (Tsarkov, 1995). Soit Y un espace de Banach uniformément convexe.
Soient f : Bx — Y wune application uniformément continue et ¢ > 0. Alors il existe
une application uniformément continue ¢. : Bx — Y et une constante C > 0, telles que
If — ¢clloc < € et pour tous x,y € Bx :

I¢(2) = ¢= ()| < Coyt o px (Cllz —y) + Cllz — y].

En particulier si px est en puissance 1 < p < 2 et si dy est en puissance 2 < ¢ < o©
alors I'application ¢. est p/g-Holder et a(Bx,Y) > p/q.

Les résultats précédents donnent des minorations de ’exposant de meilleure approxima-

tion holdérienne. C’est a dire qu’on a effectivement construit des approximations a-Hoélder
avec 0 < a < 1 et ainsi ce « est plus petit que notre meilleur exposant. Bien str, quand
a = 1 alors 'approximation est optimale si I’espace de départ est métriquement convexe,
comme par exemple By la boule unité fermée d’un espace de Banach. Mais dans certains
des résultats rappelés ci-dessus les approximations ne sont pas lipschitziennes et on ne sait
pas a priori si elles sont optimales. On aimerait obtenir des majorations de notre exposant
et, si possible, sa valeur exacte.
Tsatkov dans [Tsal] en 1993 s’intéresse au cas des applications entre espaces L,. Mieux
qu’'une estimation par dessous de l'exposant a(L;, Ly) (estimation qui maintenant peut-
étre obtenue, pour ¢ # 1 et p # 1, avec le théoreme précédent), 'auteur obtient la valeur
exacte de l'exposant critique. Notons B,(G) la boule unité fermée de (L,(G), | .||p). Le
théoreme de Tsatkov est le suivant :

Théoréme 5.12 ([Tsal], (1993) et [BL] p. 36). Soient G,G’ € {[0,1],N} avec la mesure
adaptée.

st p>22>qouq=0o0

§t p=o00 et q< oo

a(Bp(G), Ly(G')) = { }/(q V2)

A2
b 2 st1 <p,q<oo.

a(Bp(G)an(G,)) >
Et on a égalité dans les cas suivants :

5G = [0,1], alors a(By(G), L(G) =2/ si pa>2,
si G' =[0,1], alors a(By(G), Ly(G")) =p/2 si 1<p,q<2,
si (G=G"), alors a(Bp(G), Ly(G)) =p/qg si 1<p<2<gq.
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Pour y voir plus clair, quand G, G’, p et g sont dans les cas appropriés :

Les minorations de 1’exposant critique (c’est a dire les résultats de densité) sont obtenus
pour tous G et G’ et pour toutes les valeurs de p et ¢. Les cas oll on obtient les majorations
(résultats de non-densité) sont résumés dans le tableau suivant.

cas A : 1 <¢g<2<p<oo casB:1<p<2<g< @
cas C:2<p,qg<oo casD:1<pqg<?2

G| N [0, 1]
G/
N AB| AC
[0, 1] AD | ABCD

La preuve du théoreme de Tsarkov telle qu’elle est donnée dans [BL] p. 37 ne permet
pas, & priori, de mieux compléter le tableau des majorations ci-dessus. Pour le cas A, on
obtient la densité des applications lipschitziennes d’ou I'optimalité de I’exposant qui ici
vaut 1. Pour le cas B on s’intéresse aux restrictions de 'application de Mazur ¢, (définie
quand G = G’) aux sous espaces de dimensions finies ly a valeurs dans ly. Pour le cas C
on utilise le fait que L,[0, 1] (vu au départ) contient un sous espace isomorphe a L3|0, 1]
ce qui permet de se ramener au cas B en utilisant si nécessaire 1'isométrie des espaces de
Hilbert Iy et L]0, 1]. Pour le cas D, avec ¢ # 1, on sait que L4[0, 1] (vu a l'arrivée) contient
un sous espace complémenté isomorphe a Ly[0, 1] ce qui permet encore de se ramener au
cas B. En ce qui concerne [, on ne trouve pas de sous espace isomorphe a lz. On sait juste
que pour p # 1 il y a des images bien complémentées des /5. On montre dans le chapitre
”Borne supérieure d’approximation” qu’on peut encore conclure dans ce cas. On complete
alors le tableau ci-dessus mais avec d’autres arguments que ceux donnés dans la preuve de
[BL]. Ces arguments sont basés sur la remarque (ii) p. 38 dans [BL] que nous démontrons
au chapitre ”Borne supérieure d’approximation”.

Avant de regarder ’analogue du théoreme précédent dans les espaces d’Orlicz, restons dans
les espaces L, en considérant les espaces L,[0, 1] avec 0 < p < 1. La question naturelle est
la suivante : peut-on étendre le théoréme précédent quand G = G’ = [0, 1] pour des valeurs
de p et de g plus petites que 17

Avant, donnons quelques rappels sur les espaces L,[0, 1] quand 0 < p < 1. Notre référence
est [BL] p. 445 pour quelques résultats au sujet des espaces quasi-Banach.

Etant donné 0 < p < 1, 'espace Lp[0,1] est I'ensemble des classes d’équivalence des
fonctions mesurables x, sur [0,1] muni de la mesure de Lebesgue, telles que |z, =

1
( fol |z(s)[Pds)? < oo. ||.||, n’est plus une norme mais une quasi-norme pour laquelle

I'inégalité triangulaire devient ||z + y||, < 2%71(“37”17 + llyllp). L'espace (Lp[0,1],].|p)
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est un espace quasi-Banach. L,[0, 1] est un espace métrique complet pour la distance d,
associée & | |[3 par : dy(z,) = |l — y[b.

Proposition 5.13. (L,[0,1],d,) est métriquement conveze.
Démonstration. Soient x,y € L, = L,[0,1] et 0 < t < 1. L’application
Y :[0,1] — R
w o vt = [ lals) =~ wlo)ds

est continue. Donc il existe u; € [0,1] tel que : ¥ (u) = tfol |z(s) — y(s)|Pds. On désigne
par Xjo,u,) la fonction indicatrice de I'intervalle [0, u;]. Posons 7y =z — (z — y)X[0,u,]- Alors

on a: ||z —z¢|h = t||lz —y|b et |y — z||b = (1 — t)||z — y||b. D’ou le résultat. O
On considere By[0,1] = {x € Ly[0,1], |[z||, < 1}, alors pour tout espace vectoriel
normé (Y, ||.[ly), le coefficient de meilleure approximation holdérienne est encore défini.

En effet, si 'on munit B,[0,1] de la distance d,, on note alors B,[0,1] = B;”et, on a
grace a la proposition précédente a(B;”et, Y) < 1. 1l est alors facile de voir que si la boule
B,[0, 1] est munie de la quasi-norme || .|, on a a(B,[0,1],Y) < p. Ceci car on a 1'égalité
a(By[0,1],Y) = pa( B! Y).

Si X est un espace métrique borné et métriquement convexe alors nous avons vu, dans la
proposition 5.7 que (X, I (")) = 1. On obtient donc ol By**", I (T')) = 1 et par conséquent

a(Bp[O’ 1]7 loo(r)) =D-

En ce qui concerne les applications arrivant dans un autre espace Lgy[0, 1], on montre seule-
ment le résultat suivant :

Proposition 5.14. Pour 0 < p,q < oo :

A2
a(By[0, 1], Lgl0, 1) 2 155
Démonstration. Soit f : B,[0,1] — Lg4[0,1] uniformément continue. On compose f par
'application de Mazur pour se ramener a une application ¢g o f o ¢g), : B2[0,1] — L3[0, 1]
uniformément continue entre espaces de Hilbert. On sait alors, d’apres la proposition 5.7
qu’on peut approcher cette application uniformément sur Bs[0, 1] par une application lip-
schitzienne g : B3[0,1] — L2[0, 1]. L’application ¢o4 0 g o ¢p2 approche f uniformément sur
By[0,1] et elle est bien ZC%—Hélder car les estimations du module de continuité des appli-
cations de Mazur ¢o, et ¢p2 sur les boules sont vraies pour 0 < p,q < oo d’apres Weston
[We]. O

On ne sait pas s’il y a égalité quand 0 < p < 1 ou quand 0 < ¢ < 1. En utilisant le
lemme 5.3, on pourrait conclure quand 0 < p < 1 et 1 < ¢ < oo s'il existait une application
¢ : B1[0,1] — Ly[0,1] telle que, pour tous z,y € B1[0,1], dp(®(z), 2(y)) = ||z — yl:.
C’est a dire §'il existait une isométrie de B1[0, 1] (qui est un rétracté uniforme absolu) dans
I'espace métrique (L0, 1], dp).
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5.4 Pour des applications entre espaces d’Orlicz

Notre but est d’obtenir une généralisation aux espaces d’Orlicz du théoreme de Tsafkov
qui donne la valeur exacte du coefficient d’approximation entre les espaces L, (G) et Ly(G’)
suivant les différents cas sur G et G’ pour les différentes valeurs de p et q. Nous obtenons
le théoreme suivant :

Théoréme 5.15. Soient G, G’ € {[O7 1], (0, oo),N} avec les mesures adaptées. Soient M
et N deuz fonctions d’Orlicz telles que M € Kg(pam,aqm) et N € Ka(pn,qn), avec 1 <
v < qgu < etl<py <qgny <oo. Alors :

a(Bu(G), Ln(G)) =1 si pu>2>qn,
et en général,
A2
Bu(G), Ly(G')) > 222
0(By(G), Ly(G") = P00

De plus, dans les cas suivants, les estimations peuvent étre majorées :

si G #N, alors a(By(G), Ly (G)) < 2 st

o qm,PN 2 2
si G' #N, alors a(By(GQ), Ly(G)) < q7M st qu,pN <2
si (G=G =N) ou (G#N et G' #N),
alors a(By(G), Ln(G)) < L si qur <2 < pw.

PN

Remarque 2. On limite l’énoncé du théoréme précédent aux espaces d’Orlicz réflexifs en
supposant 1 < ppr,pN et qur, gy < 00. La preuve montre que les minorations sont en fait
vraies pour pyr = 1 et py = 1. Ce choix apparait surtout pour les majorations. Nous y
revenons dans le chapitre ”Borne supérieure d’approximation”.

Quand G, G’ et les indices qps et py sont dans les cas appropriés, le théoréme 5.15
donne ’encadrement suivant :

M A2 / qm N2
< a(By(G),Ly(G")) < .
L2 < a(Bu(G),Lu(@) < 02

Remarquons que la minoration est obtenue pour tous les cas sur G, G, qpr et py. Par
contre la majoration s’obtient pour les cas du tableau suivant.

cas A : py <2<gqy cas B:qy <2<py
cas C : 2 < quy,py cas D : quy,pny <2

G| N [0,1] (0, 00)
G/
N AB| AC ALC
0, 1] AD|ABCD |ABCD
0, 00) AD | ABCD | ABCD
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A la fin de la démonstration du théoreme 5.15, on a besoin du lemme suivant. Il traduit
le fait d’avoir des lignes et des colonnes identiques pour [0, 1] et (0,00) dans le tableau
ci-dessus. Ici on utilise I’hypothese pps > 1 pour avoir la convexité uniforme des espaces
d’Orlicz Lp(G) (pour une norme équivalente) et alors le fait que la boule unité fermée
By (G) est un rétracté uniforme absolu, d’apres le théoreme 5.2.

Lemme 5.16. Soient M et N deux fonctions d’Orlicz. Supposons que Lp(0,00) est
réflexif. Soient X un espace vectoriel normé et Bx sa boule unité fermée. Alors :

a(Bx,Ln(0,0)) < «Bx,Ly|0,1]),
CV(BM(O,OO),X) < a(BM[O71]7X)

Preuve du lemme 5.16. Considérons :

¢:Ly[0,1] — Ly (0,00) P:Ln(0,00) — LyI0,1]
. . z(t) si t €[0,1], . A
0 sinon, ‘[071]
Alors ¢ et P sont des applications linéaires qui vérifient : ||¢o(x)| = ||z|| et ||P(z)] < ||z
quand z est dans l'espace d’Orlicz de définition de chaque fonction et quand || .|| désigne

la norme associée. De plus, P o ¢ est 'identité sur Ly|0,1].

Soit f : Bx — Ly|[0, 1] uniformément continue. Fixons o < a(Bx, Ln(0,00)). On veut
approcher f par une application a-Hoélder. Fixons € > 0. Comme @ o f : Bx — Ly(0,00)
est uniformément continue, il existe g. € H*(Bx, Ln(0,00)) telle que pour tout = € By,
llp o f(x) — ge(z)]| < e. Donc on a, pour tout € By, [[Poyo f(z) — Pog(z)|] <e.
Mais Poyo f(x) = f(x), et ainsi P o g. approche f et est a-Holder. Par définition, on a :
a < a(Bx, Ln[0,1]) et comme ceci est vrai pour tout a < a(Bx, Ln(0,00)) la premiere
inégalité est démontrée.

Maintenant, considérons ¢ avec M a la place de N. By[0,1] et ¢(Ba[0,1]) sont
Lipschitz-équivalents (avec ¢ et ¢! définie sur p(Ly/[0,1])), donc d’apres le lemme 5.1 on
a l'égalité (B0, 1], X) = a(e(Buml0,1]), X).

De plus, comme L) (0, 00) est réflexif, on a vu que cet espace admet une norme équivalente
qui le rend uniformément convexe. Ainsi, d’apres le théoreéme 5.2, tout ensemble convexe
fermé bornée A C Lps(0,00) est un rétracté uniforme absolu. C’est donc le cas pour
©(Bp0,1]) C Bap(0,00) qui est bien convexe fermé et borné car ¢ est linéaire continue.
On utilise le lemme 5.3 pour obtenir 'inégalité a(Bys(0,00),X) < a(e(Buml0,1]),X) =
a(By[0,1], X). O

Démonstration du théoréme 5.15. Avec Iapplication de Mazur généralisée ¢y, la preuve
utilise les mémes techniques que celle de Tsarkov dans [Tsal] et dans [BL] p. 36.

Encore une fois on commence par utiliser la proposition 3.4 pour se ramener a des fonctions
d’Orlicz avec des propriétés globales. Considérons M et N telles que M ~g M et N ~g N
et telles que M est pp-convexe et gm-concave et N est pn-convexe et gy-concave.

La fonction quasi-Orlicz ¢ = N1 0o M satisfait les hypotheses du théoreme 4.5. De plus,
comme les espaces d’Orlicz associés sont isomorphes, le lemme 5.1 permet d’obtenir I’égalité

a(By(G), Ln(G")) = a(By(G), Lg(G")).
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Dans la suite, pour simplifier les notations, on suppose que M et N sont telles que N 1o M
satisfait les hypotheses du théoreme 4.5.

Estimations par dessous : la densité effective.
On pourrait utiliser ici le théoreme 5.11 de Tsarfkov, qui donne des approximations dont le
module de continuité dépend des modules de lissité et de convexité des espaces. Mais ici on
préfere utiliser notre application de Mazur généralisée pour se ramener a des applications
entre espaces de Hilbert et appliquer le théoreme d’extension 5.5 de Kirszbraun, et la
proposition 5.7 qui en découle.
Considérons f : By (G) — Ly(G’) uniformément continue et fixons € > 0. On regarde la
composée : & = ¢dn2 0 f o dapr, o0 daps : La(G) — Ly (G) et ono : Ly(G') — Lao(G)
sont uniformément continues sur les boules. Alors ® : Ba(G) — La2(G’) est une application
uniformément continue entre des espaces de Hilbert. Ainsi, d’apres le (ii) de la proposition
5.7, il existe une application lipschitzienne g : Bo(G) — La(G') telle que [|[®—gl|o < e. Tl est
clair que I’application (¢xn2) togo(panr) ™! = panogodars est une approximation uniforme
de f sur By (G). De plus, d’apres le théoreme 4.5, cette approximation est dans ’'ensemble
HY(Bp(G), Ly(G")) voulu pour les différentes positions de pys et de gn autour du chiffre
2. Par définition du coefficient a(Bps(G), Ly(G’)), on a donc obtenu les estimations par
dessous du théoreme 5.15.

Estimations par dessus : non densité.
Comme (B (G),Ly(G')) <1, le cas A ou py < 2 < gps est terminé. Ici la majoration
voulue vaut 1 d’ou la présence du cas A dans toutes les cases du tableau. Regardons les
autres estimations par dessus. Tout d’abord, on suppose que G = G’ et on regarde les trois
cas :
Cas B : quand ¢q); <2 <ppy, Cas C : quand 2 < qps,py, Cas D : quand g, py < 2.

Cas B : quand q;; < 2 < py.
On doit montrer que a(By(G), Ly(G)) < ‘Z%. Fixons 6 > 0. La preuve consiste & trouver
une application ¢ : By(G) — Ly (G), uniformément continue, telle que :

nf{[|¢ — glloc . g € HP/PNF(Byy(G), Ln(G))} > 0.

En fait, c’est ¢y elle-méme qui va étre cette application ¢. En effet, nous montrons le
lemme suivant qui donne explicitement une borne inférieure a la distance de ¢y aux

ensembles H*(By (G), Ly (G)).
Lemme 5.17. Soient M et N deux fonctions d’Orlicz qui vérifient les hypothéses du corol-

laire 4.6 avec les mémes notations. Supposons que qyr < pn. Fizons o € (0,1]. Alors, pour
toute application g € H*(By(G), Ly (Q)), il existe une constante C' > 0 telle que :

2lomN — Glloe = sup {1 -— Cnl/pNM_l(l/n)a}, st G € {(0,00),N},
neN,n pair

2Aomn —glle > sup {1 —Cn'/PN1/MY(n)}, si G = [0,1].
neN n pair
En particulier, si fn(a) = n'/PN M~1(1/n)* tend vers 0 quand n tend vers oo (resp. fn(a) =
nY/PN1/M~1(n)® tend vers 0) alors l'ensemble H*(By(G), Ly (G)) nlest pas dense dans
UC(Bu(G), LN(G) quand G € {(0,00),N} (resp. quand G = [0,1]).
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Preuwve du lemme 5.17. Premier cas : quand G € {(0,00),N}.

Considérons g € HY(Bum(G), Ln(G)). Fixons n € N. On note 137 = (R*,||.|nm), ou
||| ar = inf{\ > 0, 327", M(Jzs|/A) < 1} et 132 = (R?™,||.||n). On désigne par B(13%) et
B(I3%) leur boules unités fermées. (37 (resp. [37) peut étre vu comme un sous-espace de
Ly (G) (resp. Ln(G)) qui consiste en des fonctions qui sont constantes sur 2n ensembles
fixés et disjoints chacun de mesure 1.

Il existe une projection de norme 1, P : Ly (G) — 13" telle que P(z) = x pour tout = € I3
Donc, pour tout z € B(I37) :

loymn(z) = Pog(x)|y = [Pooun(z)—Pog(w)ln
< lloun(z) —g(x)lln
< H(pMN - gHoo

Si o est une permutation de {1,...,2n} et si 6 = (01,...,02,) est un choix de signes, on
considere 'opérateur :

Ug,ngzn — R

r (91$U—1(1), ceey eixa—l(i), ceey 02,1560—1(2”)).
C’est une isométrie sur l%}} et sur l%‘ qui fournit 'opérateur de norme 1 suivant :

VU,G : (UC(B(ZJQ\?)J]Q\?)? || . HOO) - (UC(B(Z?\;IL)JZQ\?)7 H . ”oo)
f = UU,QOfOUU_ﬂl?

(2n)122n

11 est facile de voir que V,g(¢pn) = ¢pn. Donc on a :

1
et la moyenne : V = ———— Z Vo0
o,0

lparn = V(P o g)lloo = IV(dmn) = V(P 0 g)lloo
loamrn — P o glleo car V' est un opérateur de norme 1,

IAIA

loamn — glloo comme vu avant.

Pour simplifier les notations, on écrit h = V(P o g) € H*(B(I3}),13"), avec une constante
de Holder C}, qui est indépendante de n.

On a V,g(h) = h, pour tous o,0, ce qui signifie que Uy g o h = ho U,y. Ainsi h conserve
le support et, si ¢ > 0 et si x4 est la fonction indicatrice d’une partie A de {1,...,2n},
h(cxa) = d'xa, ou la constante ¢ ne dépend que de ¢ et de la cardinalité de A.
Maintenant, pour tous z,y € B(I3}), on a :

2/l = glloo = loarn (@) = un (y)lIv = 1A (z) = A(y) |-

Il faut trouver deux éléments judicieux = et y. Prenons xp = M ~(1/2n)x(k,...,k+n—1),

-1
pour 1 <k <n+1 Onaaxy e B2 et |z — zpyllar = = (1/2n)

M) Un calcul direct
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donne || ¢y (21) — dymn(znt1)|| v = 1. De plus, les vecteurs (h(zy) — h(Tk+1))1<k<n+1 Ont
des supports disjoints et

1h(z1) = h(znsn)llx = 11D (h(zk) = hl@e)) | v
k=1

n
B
= |I( Z |h(z) — h(zs1)[PV) PN ||, car les supports sont disjoints,
k=1

" B
< C(Z |h(zr) — h(zg41)||RY) PN, par py-convexité de Ly (G),
k=1

n
B
< 01(Z(||:17;,C — Tp1||5)PV) Py, avec C une constante indépendante de n,
k=1
= Cyn'/PNM~Y(1/2n)%, avec une autre constante Cs.

Second cas : Quand G = [0, 1].
En général, contrairement au cas des espaces L, quand M(u) = uP, les espaces l?\}} ne
sont pas des sous-espaces de I'espace d’Orlicz Lj;[0, 1]. La preuve faite au-dessus doit étre
adaptée. De nouveau, on fixe n € N, o une permutation de {1,...,2n} et = (01,...,69,)
un choix de signes.
Découpons l'intervalle [0, 1] en 2n intervalles I, = [%-1, £] avec 1 < k < 2n. Considérons :

Tog: Iy — Lo

k—1 k o l(k)—1 o (k)
t=A——+(1-XN)— Hy=A——+(1-2A .
2n + )Qn — Toult) 2n +( ) 2n
Comme avant, on considere 'opérateur (avec ¢ = M ou ¢ = N) :
Usp: Ly0,1] — Ly[0,1], x— Usp(x),
tel que, pour tout t € I}, : Uy g(x)(t) = Ora(T, 1(1)).
C’est toujours une isométrie car
[ atatma= [ s
I L1
avec de plus Ugel =Uy-19, o105 = (0501, - - -, 0(2n)). L'opérateur de norme 1 associé est :

VU,QZUC(BM[O,l],LN[O,l]) — UC(Buy[0,1], BN[0,1])
f = Ua,HofoUg_ﬁl:

avec la méme moyenne V' qu’avant.
Muni de tous ces outils adaptés au cas G = [0, 1], la preuve est la méme que la précédente
avec maintenant rj = Xpr—1 rin—1), pour 1 <k <n+1 et ici lzr — Tpstl|lar = 1/ M~ (n)>.

2n 7 2n

Alors dans ce cas on obtient f,(a) = n'/PN1/M~1(n)®. Le lemme est donc démontré. [J



5.5. LIEN AVEC LES INDICES DE BOYD 53

On considere les quantités f,,(«) adaptées a chaque cas pour démontrer les estimations
par dessus du théoreme 5.15. Fixons § > 0. D’apres le lemme 5.17, il suffit de montrer
que fn(qar/pn + 0) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On sait, par la proposition 3.4
utilisée au début, que M (u'/9) est une fonction concave en u. Son inverse M~ (u)™ est
donc une fonction convexe en u. Alors on a : M~1(1/n)%/PN < (1/n)Y/PN  (rappelons que
M~(1) =1) et M~1(n)a/PN > nl/PN_ Donc on obtient, pour tout n € N :

Mﬁl(l/n)‘S , 81 G € {(0,00),N},
1/M~Y(n)° , si G =[0,1].

fnlan/pN +9)

<
falar/pn +6) <
Comme M~1(1/n) et 1/M~Y(n) tendent vers 0 quand n tend vers I'infini, on trouve
que ||¢mn — glle > 3, pour toute application g € H/PNTO(Br (@), Ly(G)). Donc par
définition du coefficient a(Bys(G), Ly(G)), on a : a(By(G), Ln(G)) < qu/py + 6. Mais
ceci est vrai pour tout § > 0, et la majoration en découle.
A ce stade, on a résolu le cas B (quand 1 < py; < 2 < gy < o0) pour les couples de la
diagonale du tableau, quand G = G".

Cas C : quand 2 < g7, pN-
Rappelons qu’on suppose aussi 1 < pys. Alors d’apres [LT2] p. 134, Ly[0, 1] et donc La(G")
est isomorphe & un sous-espaces de Ljys[0,1]. De plus, 'espace Lj;[0, 1] admet une norme
équivalente uniformément convexe. Les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve
du lemme 5.16 donnent : pour tout espace vectoriel normé Y, on a a(Bps[0,1],Y) <
a(B(G"),Y). Maintenant, prenons Y = Ly (G’). L’estimation par dessus que nous avons
obtenue dans le cas B donne a(B2(G'), Ly(G")) < 2/pn, et alors a(Bps[0,1], Ly(G') <
2/pn. On peut ensuite remplacer [0, 1] par (0,00) grace au lemme 5.16. On a donc résolu
le cas C' dans les cases voulues du tableau.
Cas D : quand gy, pny < 2.

En fait, toujours d’apres [LT2] et avec '’hypotheése 1 < py, Lo(G) est isomorphique & un
sous-espace complémenté de L0, 1]. Donc des arguments comme dans la preuve du lemme
5.16, montrent que pour tout espace vectoriel normé X, avec By sa boule unité fermée,
on a: a(Bx,Ly[0,1]) < a(Bx, L2(G)). Prenons X = Lj/(G) et utilisons 'estimation par
dessus du cas B pour obtenir a(Bp(G), L2(G)) < qu/2 et alors a(Bpy(G), Ly[0,1]) <
qnrr/2. Le lemme 5.16 permet encore de remplacer [0, 1] par (0,00) et ce dernier cas D est
résolu pour les cases souhaitées du tableau. ]

5.5 Lien avec les indices de Boyd

Nous relions cet indice d’approximation aux indices usuels utilisés dans la théorie des
espaces d’Orlicz.

Théoréme 5.18. Soient Ly (G) et Ly(G') deux espaces d’Orlicz tels que leurs indices de
Boyd vérifient 1 < ap(G),an(G') et By (G), Bn(G') < 0. Alors le théoréme 5.15 est vrai
avec pyr = ay(G), g = Bu(G), py = an(G') et qv = BN (G'). quand les indices sont
strictement comparés au chiffre 2.
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Ici les différents cas sont gqpr > 2 > py > 1, et qur,py > 2, et 1 < qu,pn < 2 et
1 <qyp <2 <pnN.

Démonstration. D’apres [LT2] p. 139 et 141 on a :

ay(G) = sup{p>1, Ly (G) satisfait une p-estimation par dessus},
Bm(G) = inf{q>1,Ly(G) satisfait une g-estimation par dessous}.

Rappelons (voir [LT2] p. 82) qu’un treillis de Banach (X, || . ||) satisfait une p-estimation par
dessus (resp. une g-estimation par dessous) si la propriété de p-convexité (resp. g-concavité)
est vraie pour tout choix de vecteurs {z;}7_; & supports disjoints deux a deux.

Notons py(G) = ap(G) et qu(G) = Ba(G). Fixons € > 0 assez petit pour avoir 1 <
pm(G) — e < qu(G) + €. D’apres [LT2] p. 100 et 101, Ly (G) est (pa(G) — €)-convexe
et (qu(G) + €)-concave. Ainsi, la proposition 3.4 donne une fonction d’Orlicz M. qui est
(pa(G) —e)-convexe et (qar(G) +¢€)-concave telle que M ~¢g M,. Posons pyr. = py(G) —¢
et gp. = qu(G) + €.

Les mémes outils et notations avec la fonction d’Orlicz N donnent N. ~g N. De facon
habituelle on a a(Bp(G), Ly (G")) = a(Bnr.(G), Ln.(G")) car les espaces d’Orlicz présents
sont isomorphes.

Supposons par exemple que 1 < qp(G) < 2 < py(G’). Alors pour € assez petit on obtient
1 < gun. <2 <pn. et le théoreme 5.15 donne

PMe — o(Bo(G), Ly (G')) < e

4N, PN,
Ainsi, pour € assez petit :
pu(G) —« , qm(G) +¢
————— < a(By(G),Ly(G")) < ———,
NG T (Bu(G), Ln(G)) o (G) — =

ce qui donne le résultat en faisant tendre € vers 0. Les autres estimations sont obtenues de
fagon exactement similaire. O

En particulier, si les espaces d’Orlicz sont effectivement p-convexes et g-concaves avec
p et q leurs indices de Boyd, alors le théoreme 5.15 peut étre appliqué directement.

5.6 Exemples et commentaires

Dans le cas out M (u) = |ul? et N(u) = |u|? avec 1 < p, ¢ < 00, le théoreme 5.15 redonne
le théoreme de Tsarkov entre les espaces L, (G) et Ly(G'). Avec les notations du théoreme
5.15 on a py = qur = p et py = qv = q et on retrouve, quand G, G, p et ¢ sont dans les
cas appropriés du tableau :

_pA2
=2
Il est possible d’obtenir le méme coefficient d’approximation pour des espaces d’Orlicz
qui ont une concavité et une convexité quasiment identiques. Par exemple supposons que

a(Bp(G), Ly(G"))
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G = G’ = N et considérons M (u) = uP(1+|In(u)|) définie pour u proche de 0 et N(u) = u?
avec p,q > 1. Notons Iy = l;. Alors, quand p et ¢ sont dans le cas B du tableau (cas ou
'on sait travailler quand G = G' = N) :

_pA2

a(Bu(N).1y) = P05

Dans ce cas I’encadrement obtenu dans le théoreme 5.15 est en fait une égalité similaire a
celle du théoreme de Tsarkov. Pour pouvoir appliquer le théoreme 5.15 on s’intéresse a la
classe Kn(a, ) a laquelle M appartient. On a, pour des valeurs de u proches de 0 :

uM’ (u) 1

M@ P71 )

Ainsi, pour tout € > 0, il existe ug > 0 tel que pour tout u < ug :

p—egﬁﬁg)ép

D’ou pour tout € > 0, on a M € Kn(p — ,p). Le théoréme 5.15 donne, pour tout ¢ > 0,

=02 < Bl < 202,

ce qui donne le résultat en faisant tendre € vers 0.
Il existe pourtant une différence entre le cas des espaces L, et le cas de ces espaces d’Orlicz.
Gardons toujours G = G’ = N. Dans le théoréme de Tsarkov les applications a(B,(N),[;)-
Holder sont effectivement denses dans I’ensemble des applications uniformément continues
entre B,(N) et [,. Ce n’est pas forcément le cas des applications a(Bjs(N), [,)-Holder entre
les espaces d’Orlicz de suites, comme nous allons le montrer.
On est toujours dans le cas Bou 1 < p <2 < ¢ < co. Alors :

pA2 _p

qv2 g
Il faut calculer la distance qui apparait dans le lemme 5.17. Pour cela il faut des applications
d’Orlicz avec des propriétés globales. Fixons € > 0. On vient de voir que M € Kn(p —e¢, p).
Comme d’habitude, la proposition 3.4 donne une fonction d’Orlicz M, telle que M, ~ny M
avec M. qui est (p—e)-convexe et p-concave. Avec cette fonction d’Orlicz M, et N on peut
appliquer le lemme 5.17 qui introduit la quantité :

py_ 1.1 le
fn(&)_n Ma (n)

1
=nacy,

P 9
ol 'on a noté ¢, = M1 (). Ainsi M.(c}) = 2. Mais les applications d’Orlicz M et M,
sont équivalentes au voisinage de 0. Donc il existe une constante C' > 0 indépendante de n

telle que

= M.(c2) > CM(cE) = Cen? (1 — %ln(cn)) = Cel(1 - %ln(cn)),
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lorsque n est assez grand (et qu’alors ¢, est proche de 0). Ainsi on obtient :

P 1 1
f"(§> = Cia (1= in(ca)) /e’

Comme ¢, tend vers 0 quand n tend vers l'infini, on conclut que fn(g) tend aussi vers
0. D’apres le lemme 5.17 les applications p/g-Holder ne sont pas denses dans l'espace des
fonctions uniformément continues entre By (N) et l,. Ici a(Buy(N),ly) = p/q est donc un
supremum qui n’est pas atteint.

Suivant son comportement au voisinage de 0 et au voisinage de l'infini, une méme
fonction d’Orlicz peut donner deux espaces d’Orlicz Iy et Ly[0,1] avec des convexités
et des concavités différentes. Toujours avec la fonction d’Orlicz M (u) = wP(1 + |In(u)|)
définies pour u > 0, avec M(0) = 0 et p > 1. Reprenons N(u) = |u|? et supposons étre
dans le cas B ou 1 < p <2 < q. Pour les grandes valeurs de v on a :

ubM'(u) 1
M (u) =P+ 1+ In(u)’

Donc pour tout € > 0, il existe ug > 0 tel que pour tout u > ug,

uM’(u)

p< <p+te.

On en déduit que I'application M est dans la classe Kjg ) (p,p+¢) pour tout € > 0. Comme
avant, le théoreme 5.15 nous donne :

p+e

< a(BM[Ov 1]’LQ[07 1]) < q ’

SEkS

ceci pour tout € > 0. Donc & nouveau (B0, 1], L4[0,1]) = p/q mais ici la preuve du
théoreme 5.15 montre que les applications p/q-Holder sont denses dans Iensemble des
applications uniformément continues entre Bj[0, 1] et L4[0, 1] et qu’ici a(Bas[0, 1], Lg[0, 1])
est atteint. On a pourtant travaillé avec les mémes fonctions d’Orlicz que précédemment
mais avec des propriétés différentes aux voisinages de 0 ou de 'infini.

Il existe des applications d’Orlicz pour lesquelles le théoreme 5.15 donne seulement un
encadrement du coefficient d’approximation et rien de mieux. Supposons par exemple que
G = G’ = N et fixons p > 1 + /2. On considére la fonction M (u) = uP+snnlin(w) - Crest
une application d’Orlicz au voisinage de 0 et on a :

uM’ (u)
M (u)

= p+sin(In|In(w)|) + cos(In | In(u))),

ceci pour u proche de 0. Ainsi ’application d’Orlicz M appartient a la classe Kn(p—1, p+1).
Alors, si par exemple l'espace d’arrivée est ’espace de Hilbert lg, le théoréme 5.15 (dans le
cas A avec G = G’ = N) donne l'encadrement :

(p—1)A2

5 < a(By(N),lp) <1.
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On peut alors conclure si le terme de gauche est supérieur ou égal a 1, a savoir quand p > 3,
car alors les applications lipschitziennes sont denses ce qui est optimal. Par contre, pour
1++/2 < p < 3, le théoreme 5.15 ne permet pas d’obtenir la valeur exacte de a(Bys(N), l2).
C’est 'objet du chapitre suivant de généraliser autrement le théoreme de Tsatkov afin de
pouvoir répondre a ce type de probleme.






Chapitre 6

Borne supérieure d’approximation

6.1 Introduction

Nous allons travailler de facon plus précise que précédemment sur les constantes de
Holder des applications mises en jeu dans notre probleme d’approximation. L’application
de Mazur joue un role principal, en particulier via le lemme 5.17 du chapitre précédent.
Sous certaines conditions, c’est elle qui n’est pas approchable par des applications a-Holder
avec des exposants « € (0, 1] trop grands.

Dans ce chapitre nous travaillons avec ’application de Mazur usuelle entre les boules des
espaces de suites [, & savoir : ¢pq : Bp(N) — By(N), telle que pour z = (2, )neN, ¢pg(z) =
|z|P/9sign(z), c’est & dire, pour tout n € N, (¢pg(2))n = |zn|P/Isign(z,).

Quand 1 <p<g<ooeta>p/qg ona:

inf{ll¢pg = 9lloc » 9 € H*(Bp(N),lg)} = d(¢pg, H*(Bp(N), g)) > 0.

Plus précisément, pour a € (0, 1] et K,e > 0, notons :
Hx(Bx,Y) ={g: Bx =Y ,llgx) —g)lly < K|z —yl%, =y € Bx},
I’ensemble des applications (K, «)-Hoélder entre Bx et Y. Pour € > 0, notons :
Eoke(Bx,Y)={f € UC(Bx,Y),3g € Hx(Bx,Y),[lf — gllw < €}.

Avec ces notations, la preuve du lemme 5.17 nous donne précisément le fait suivant :
Fait 4. Soient 1 <p<g<oo, et1>a>p/q. Alors :

Je0 > 0,VK > 0,3Ng € N,Vn > N, épq & Eakeo (B2, 127,
ou l'on désigne par B(l%”) la boule unité fermée de ZZQ,”.

En effet, dans le cas d’espaces de suites [, et [,, le lemme 5.17 nous donne que pour
toute application a-Holder g : B,(N) — [, il existe une constante C' > 0 telle que :

1_a
2)|¢pg — glloo > sup {1 —-Cna »}.
neN n pair

59
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Dans la preuve du lemme 5.17, on passe par une inégalité plus précise mettant en jeu
la restriction de ¢,, aux sous-espaces de dimensions finies l%". On remarque que pour
x € B(I2") on a bien ¢pq(x) € B(I2"). Ces restrictions faites, la preuve du lemme 5.17
consiste a montrer que pour toute application a-Hélder h : B(l;”) — lg” avec une une
constante de Holder indépendante de n, on a, pour tout n € N :

1_ «
2|¢pg = hlloo = 1= Cna ¥,

ol la norme infinie est celle des applications entre B(I2") et 12" et on C' > 0 est une
constante indépendante de n. Ici on suppose que 1 > « > p/q et ainsi le terme de droite
tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Donc le fait 4 est démontré avec par exemple
Ep — 1 / 4.

6.2 Une premiere borne

Nous utilisons le fait 4 afin d’obtenir une borne supérieure, pour ’exposant d’approxi-
mation a(By,Y) quand By est un rétracté uniforme absolu, par exemple si Y est un espace
de Banach uniformément convexe. On obtient une majoration en fonction de ’exposant
critique entre les espaces de suites [, et I5. D’apres le théoreme 5.12 de Tsatkov et le tableau
qui le suit, on connait cette majoration quand 1 < r < 2 < s < co. Apres la preuve, nous
montrons comment cette proposition permet de compléter entierement ce tableau. Dans
tout le chapitre, les lettres X et Y désignent des espaces de Banach de dimension infinie.

Proposition 6.1. Soient 1 < r < 2 < s < 0o0. Supposons que X contient les espaces I
uniformément. Supposons que Y contient les espaces I? uniformément et que ces copies
sont uniformément complémentées. Supposons de plus que By est un rétracté uniforme
absolu. Alors : .

a(Bx,Y) < a(Br(N),ls) = 5

La preuve consiste a construire des applications non approchables en partant de I'ap-
plication de Mazur entre les espaces [ contenus uniformément au départ et a l'arrivée.

Démonstration. Tout d’abord, si r = s il n’y a rien a montrer car on a toujours o(Bx,Y) <
1. Supposons que r < s. Alors d’apres le théoreme 5.12, a(B,(N),ls) = ¢ < 1. Fixons
1> a > %. Comme X contient les espaces [;' uniformément, il existe une constante C' > 0
telle que pour tout n € N, il existe un isomorphisme T, : ' — T,,(I7) C X, tel que, pour
tout z € ;' : [[z]lr < || Tn(z)llx < Oz,

On note C' > 0 et R, lisomorphisme R, : I? — R,(I?) C Y qui correspondent pour
Y. Par hypothese, pour tout n € N, il existe des projections P, : Y — R, (I}) telles que
supp || Pl < oo.

En utilisant le fait 4 ainsi que les isomorphismes 7, et R, donnés ci-dessus, notre
but est de construire une application uniformément continue ¢ : Bx — Y telle que
d(¢,H*(Bx,Y)) > 0.

Les ensembles 4CBx = {z € X,|z|lx < 4C} et Bx sont clairement Lipschitz-
équivalents via & +— 47, donc on a d’aprés le lemme 5.1, a(4CBx,Y) = a(Bx,Y). Mettons



6.2. UNE PREMIERE BORNE 61

dans la boule 4CBx une famille dénombrable de boules disjointes avec des rayons assez
petits. Pour cela, considérons une suite (z,),en C 4C By telle que ||x, — x.,|| > 3C pour
n # m. Notons X,, = x,, + T,(B(I')), ou B(I') est la boule unité fermée de [;'. On a, pour
tout x € X, : ||z —x,|| < Cet |,y Xn est une union disjointe telle que | J, .y Xr C 4CBy.
Maintenant, considérons ’application :

cp:UXn — Y
neN

re X, — px) :RnoqﬁmoTn_l(:n—:nn).

Montrons que cette application ¢ est uniformément continue sur (J,,cp Xn. C'est clair sur
chaque X,,. Soient m # n, x € X,, et y € X;;,. Comme on a ||z — y||x > C et comme ¢ est
bornée par une constante R indépendante de n, on a :

2R
le@) = eWlly < 2R < =z —ylx,

ce qui assure bien la continuité uniforme de ¢ sur (J,,cny Xn-

Par hypothese, RBy est un rétracté uniforme absolu. Ceci va nous permettre d’étendre

© a tout I’ensemble 4C'Bx en une application qui reste uniformément continue. On procede
comme dans la preuve de la proposition 5.10. L’ensemble R By s’envoie de fagon isométrique
dans I (I') pour un certain ensemble I'. On voit alors ¢ comme étant a valeur dans [ (I")
ce qui permet de I’étendre & tout 4CByx par des méthodes d’inf-convolution. On revient
en arriere dans RBy en utilisant la rétraction uniformément continue. Notons toujours ¢
cette extension. On dispose donc de ¢ : 4CBx — Y, uniformément continue telle que, pour
tout n € N, pour tout € X,,, p(z) = Ry 0 ¢ps 0 T,z — 24).
Montrons que ¢ ne peut étre approchée uniformément par aucune application holdérienne
d’exposant «. Par I’absurde, supposons que le contraire est vrai et approchons ¢ a ey pres
avec g9 donné dans le fait 4. Il existe alors K > 0 et une application g € H%(4CBx,Y) tels
que pour tout z € 4CByx, |p(z) — g(x)|ly < €0/C”, ou C" = sup,||P,|| est la constante
qui majore uniformément les projections dans Y. Fixons n € N et considérons :

Gn:B(}) — 17
Yy Gn(y):R;LIOPnOg(xn‘FTn(y))'

Alors il existe une constante K > 0 indépendante de n telle que G,, € HE(B(Y),15). De
plus, pour tout = € B(I}}) :

[¢rs(z) — Gr(2)]]s
Herl o Ry 0 ¢ps(w) — Rﬁl o Py og(zy + Tu(z))|ls
| Ry © ¢rs(x) — Py o g(xy + Tn(x))||y mais R, = P, o R,

C"||Rn 0 ¢rs 0 Ty (y — 20) — g()ly avec y =z + Tn(z) € Xn.
(

<
<

Mais, pour tout y € X,, C 4CBx, R, 0 ¢ps0T;!

n

[¢rs(z) = Gn(@)]ls < C"|l0(y) — 9(W)lly < eo.

Y — xn) = ¢(y), donc :
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Ce qui est en contradiction avec le fait 4. Par conséquent, ’ensemble H*(4C'Bx,Y’) n’est
pas dense dans UC(4CBx,Y ) muni de la norme ||.||co. Ainsi, par définition, a(Bx,Y) =
a(4CBx,Y) < a. Ceci étant vrai pour tout a > «(B,(N), ), la proposition est démontrée.

O

Complétons les cas ol les majorations sont vraies dans le théoreme 5.12.

Théoréme 6.2. Soient G,G' € {[0, 1],N} avec la mesure adaptée. Soient 1 < p,q < 0.

Alors : A9
p
a(B,(G), Ly, (G") = ——.
(By(G). Ly(@) = 105
Démonstration. On a vu que la minoration est toujours vraie et que la majoration était
obtenue pour les cas du tableau :

cas A : 1 <¢g<2<p<oo casB:1<p<2<g< @
cas C:2<pg<oo casD:1<p,qg<2

G| N [0, 1]
G/
N AB| AC
[0, 1] AD | ABCD

Cas C : il reste le cas G = N au départ. Avec les notations de la proposition 6.1 on a
X =1, qui contient les espaces [4 uniformément d’apres le théoreme de Dvoretsky (dont on
parle juste apres). Y = L,(G’) avec G' = N ou G’ = [0, 1] contient les espaces [/ de facon
isométrique et complémentés par des projections de norme 1. La proposition 6.1 donne

2 pA2

a(By(N). Ly() < - = L0

On a donc ajouté le cas C dans la premiere colonne du tableau.

Cas B :siG=10,1] et G’ =N.

X = L,[0,1] et on a px = sup{r € [1,2], X est de type r} = p. Alors X contient les
espaces [ uniformément (voir le théoréme 2.4 des rappels). De plus Y = [, contient les
espaces [; isométriquement avec des projections de norme 1. La proposition 6.1 donne bien
la majoration voulue. On procede de méme quand G =N et G' = [0, 1].

Cas D : il reste le cas G’ = N a l'arrivée. On a X = L,(G) pour G € {N,[0,1]} et X
contient les espaces [;; uniformément. Pour ¢ # 1, a nouveau avec le théoreme de Dvoretzky
ci-dessous, Y = [, contient les espaces [5 uniformément et ces images sont uniformément
complémentées. La proposition 6.1 permet de conclure. Quand ¢ = 1 on proceéde comme a
la fin du théoreme 6.5 ci-dessous.

Dans tous les cas on a a(Bp(G), Le(G')) < % et le théoreme est démontré. O

Le théoreme de Tsafkov tel qu'il est présenté dans [BL] p. 36 est donc vrai mais en
complétant la preuve donnée avec la proposition précédente. Ici au lieu d’avoir des espaces
isomorphes a un espace de Hilbert on se contente d’espaces [j bien complémentés. La
proposition 6.1 démontre et généralise la remarque (ii) dans [BL] p. 38.
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Nous avons utilisé le théoréme de Dvoretzky. Une version précise de ce théoréme, donnée
par Kalton dans [Kal], permet d’obtenir des sous-espaces isomorphes aux espaces [ bien
complémentés. Ce résultat est le suivant :

Théoréme 6.3. Supposons que Y a un type non trivial. Alors il existe une constante
C" > 0 telle que pour tout n € N, il existe un isomorphisme R,, : 15 — Ry(ly) C Y, tel
que pour tout x € 13 : ||z|l2 < ||Rn(x)|ly < C'||z||2- De plus, pour tout n € N, il existe des
projections P, 1Y — Ry (1) telles que supy|| Pyl < oo.

Muni de ce théoreme et de la proposition 6.1, on a directement la proposition ci-dessous.
Elle donne une majoration uniforme en Y. Cette estimation montre que parmi tous les
espaces de Banach Y qui ont un type non trivial et tels que leur boule unité fermée By est
un rétracté uniforme absolu, ’espace de Hilbert Iy est celui qui est susceptible de fournir
le meilleur exposant d’approximation.

Proposition 6.4. Soit 1 < p < co. Supposons que X contient les espaces L) uniformément.
Supposons que Y a un type non trivial et que By est un rétracté uniforme absolu. Alors :
pA2
a(Bx,Y) < a(By(N),lz) = —
Les propositions précédentes et le théoreme général de Tsafkov qui donne des approxi-
mations en termes de modules de convexité et de lissité, permettent d’obtenir la valeur
exacte de I’exposant d’approximation sous les hypotheses du théoréeme suivant :

Théoréme 6.5. Supposons que X est un treillis de Banach qui admet une r-estimation par
dessous pour un certain r fini. Notons px = sup{p, X est de type p}. Soit G € {N,[0,1]}
avec la mesure adaptée. Alors, pour tout 1 < g < 00 :

pPx

a(Bx, Ly(G)) = a(Byx (N), Le(G)) = v

S1Y est un espace de Banach avec un type non trivial tel que dy est en puissance 2, alors :

a(By,Y) = %X.

Démonstration. Tout d’abord on s’intéresse a l'inégalité a(B), (N),l;) < a(Bx, Ly(Q)).
Pour 1 < ¢ < oo : Quand px > 1, on utilise le théoreme 5.11 de Tsatkov avec les
modules de convexité et de lissité. Le module de convexité de Ly (G) est en puissance ¢V 2.
Pour connaitre ’estimation en puissance du module de lissité de X on le théoreme 2.3 des
rappels : soit € > 0 assez petit pour avoir 1 < px — e < px < 2. Par définition de px, le
treillis de Banach X a alors un type px — . Comme X admet de plus une r-estimation
par dessous pour un certain r fini, le théoreme 2.3 nous dit que le module de lissité de X
est en puissance px — € pour une norme équivalente. Le théoréeme 5.11 de Tsarkov nous
donne alors :

Px — ¢
<
X5 < alBx.LG)).
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ce qui donne le résultat en faisant tendre € vers 0.

Quand px = 1 on ne peut plus appliquer le raisonnement précédent. Par contre, comme
Ly(G) est uniformément convexe avec un module de convexité en puissance g V 2, on sait
que sa boule unité fermée est un rétracté uniforme absolu et que les rétractions peuvent étre
prises (g V2)~!-héldériennes. Ceci implique d’apres la proposition 5.10 que les applications
(q Vv 2)~!-Hélder sont denses dans I’ensemble UC(Bx, L,(G)), ce qui donne bien :

1
V2 < a(Bx, Lq(G)).

Pour ¢ = 1 : On fixe 1 < s < 2. Soient f : Bx — Li(G) uniformément continue et
e > 0. Comme f est bornée on peut supposer qu’elle arrive dans B;(G). L’application
¢1s o f est uniformément continue de By dans Ls(G), donc d’apres le cas précédent, il
existe g : Bx — Lg(G) qui est £5 = ZX-Holder telle que [[¢15 0 f — glloc < €. Des lors
I’application ¢4 o g approche bien f uniformément sur Bx et reste pTX-Hélder car ¢z est
lipschitzienne. On a donc bien encore ¢ < a(Bx, L1(G)). Dans tous les cas, 'inégalité est
démontrée.

Passons a I'inégalité inverse a savoir a(Bx,ly) < a(Bpy, ;). On a rappelé dans le théoreme
2.4 que X contient les espaces [ uniformément. Pour 1 < ¢ < oo, Ly(G) contient les
espaces [y uniformément et complémentés par des projections de norme 1. De plus pour
q # 1, Pespace Ly(G) est uniformément convexe et B,(G) est un rétracté uniforme absolu.
Dong, si 1 < ¢ < co on peut appliquer la proposition 6.4 et alors :

L,(@)) = X

a(Bx,L¢(G)) < (B =iV

pPx»
Si maintenant, ¢ = 1 on factorise comme avant. Fixons o < a(Bx, L1(G)). Soient 1 < s < 2
et f: Bx — Ls(G) uniformément continue. On compose f par 'application de Mazur ¢,
pour obtenir ¢s1 o f : Bx — Li(G) uniformément continue. On peut donc approcher
cette application uniformément par une application g : Bx — Li(G) qui est a-Holder.
La composée ¢15 o g est alors une approximation uniforme de f qui est ¢-Holder car
I’application de Mazur ¢ est %—Hélder. On a alors, par définition :

« px 4, N RN

5 < «a(Bx,Ls(G)) = 5 d’apres le cas ¢ > 1 appliqué a s.
On fait alors tendre s vers 1 pour avoir que a < px /2. Comme ceci est vrai pour tout
a < a(Bx, L1(G)), 'inégalité voulue est aussi démontrée quand ¢ = 1.

Pour P'autre égalité, la minoration %¢ < a(Bx,Y’) est obtenue comme précédemment

avec le théoreme 5.11 de Tsafkov. La majoration a(Bx,Y) < ”TX est donnée par la propo-
sition 6.4. O

6.3 Une borne plus précise

Nous poussons ici les techniques utilisées dans la preuve de le proposition 6.1 pour
obtenir une borne supérieure qui va dépendre de Y. Cette borne plus précise va permettre
d’affiner 'encadrement du chapitre précédent dans les espaces d’Orlicz. Nous reviendrons
sur ces conséquences dans la section ”Exemples et commentaires”.
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Théoréme 6.6. Soit 1 < p < oo. Supposons que X contient les espaces Iy uniformément,
que Y est réflexif et que By est un rétracté uniforme absolu. Alors :

a(Bx,Y) < a(By(N),Y).

La preuve de ce théoréme consiste & imiter celle de la proposition précédente. La diffi-
culté est que I’on ne connait plus explicitement l'application qui va jouer le role de I’appli-
cation de Mazur ¢,,. Le fait 5 ci-dessous va servir a remplacer le fait 4 précédent.

Démonstration. Fixons a > a(B,(N),Y"). Par définition, il existe €9 > 0 et une application
[ € UC(B,(N),Y) tels que pour tout K > 0, f ¢ E, k2. Pour n € N on désigne par
fiBan) la restriction de f a B(ly) C By(N) (la boule unité fermée de ;). Nous allons
démontrer le fait suivant :

Fait 5.
VK > 0,dNg € N, Vn > NKaf|B(lg) ¢ EQ,KEO(B(ZZ),Y).

Par 'absurde, supposons qu’il existe une constante K > 0 et une suite d’applications
(gn)nen C HE(B(1),Y) telles que, pour tout = € B(I3), || f(x) — gn(x)||y < 0. Pour tout
n € N, Papplication g, arrive dans la boule fermée (eg + || f||co) By qui est faiblement com-
pacte car Y est réflexif. Nous allons montrer qu'il existe une application g € H% (B,(N),Y)
telle que || f — glloo < 2¢¢. Ceci sera en contradiction avec le fait que f ¢ Eq i 2¢,-

Etape 1 : construction de ’application g.

On considere une suite dense (zj)ren C Bp(N) de vecteurs a supports finis. Des lors, pour
tout k € N, il existe ny € N, tel que z; € B(l)*). Sans perte de généralité, on peut sup-
poser que la suite (ng)ren est croissante. Pour k € N et pour n > nyg, la quantité g, (xx)
existe bien. Nous allons utiliser un procédé diagonal pour extraire des sous-suites faible-
ment convergentes.

Il existe A; une partie infinie de [n1;00) NN telle que (g, (x1))nea, est faiblement conver-
gente vers g(z1) € (g0 + || f||co) By . Par récurrence on construit des parties Ay C [ng;00) N
Aj—1 telles que (gn(xk))nea, est faiblement convergente vers g(xy) € (g0 + || f|lso)By-
Ecrivons les parties Ay sous la forme Ay = {np < npa < --- < g < -0 < npp < s,
avec ngp > ng, et considérons ¢ : N — N telle que ¢(k) = ng € Ag. Il est clair que pour
n >k, on a ¢(n) > ng. Donc, pour k > 1, la suite (gg(n)(Tx))n>k est bien définie et, en
tant que sous-suite, elle converge faiblement vers g(zj) quand n tend vers 'infini.

Etape 2 : montrons que g € H%(Bp(N),Y).

Fixons k # [ et supposons que g(zy) # g(x;). D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il
existe une forme linéaire continue y* € Y™*, de norme 1, telle que ||g(zx) — g(z1)|ly =
ly*(g(xx) — g(x7))|. Maintenant, fixons € > 0 et considérons un entier Ny ., € N tel
que pour tout n > Ngjeoe 1 [y (9pm) (@) — g(zk))| < € et [y* (gg(m) (z1) — g(z1))| < e. On
obtient :

lg(zk) —g(z)lly < ¥ (9(7k) = gpm) (@e)| + ¥ (Gom) (Tk) — Gomn) (71))]
+ Y (ggm) (w1) — g(22))]
< 2+ [y v 196y (k) = o) (@) [ly-



66 CHAPITRE 6. BORNE SUPERIEURE D’APPROXIMATION

Mais [|y*|[y+ = 1 et gg(n) € H?((B(lg(n)), Y') (rappelons que z, z; € B(l;f(n))). Donc on a :

lg(ze) —g(z)lly < 26+ Ko — o]

En faisant tendre € vers 0, on obtient que ’application g est holdérienne avec une constante
de Hélder K et un exposant a sur la suite dense (z)ren C Bp(N). Par densité, tout en
gardant la méme notation pour g, on peut I'étendre en g € H% (B,(N),Y).

Etape 3 : montrons que ||f — glloo < 2¢0.
Fixons ¢ > 0 tel que wy(6)+K6*+0 < g9, ot wy est le module de continuité de I'application
f. Soit x € By(N). Par densité, il existe k € N tel que || — 2|, < 0. Par conséquent on a :

() =g(@)lly < [f(2) = Fp)lly + [1f (@) = g(en)lly + lg(zx) — g(2)lly
< wp(0) + K6+ [ f (k) — glan) |y

Les quantités k et § étant fixées, le théoreme de Hahn-Banach nous donne une forme linéaire
continue y* € Y*, de norme 1, telle que || f(zx) — g(zx)lly = |v*(f(zx) — g(zk))|. Prenons
n > Ni 54+ POUr avoir :

1f(xe) —g(z)lly < |y (f(@r) = gpm) (@) + Y (9gm) (Tx) — g(zk))|
< | lly=Ilf(zk) = g(my (z)lly +6
< g9+,

ceci par construction de la suite d’applications (gn)nen. Pour conclure, ||f —g|loo < wf(d)+
Ko6% 40+ ¢¢ < 2¢9, ce qui est faut car f ¢ E, k 2,. Le fait 5 est démontré.

Maintenant, pour démontrer le théoreme 6.6 on se sert du fait 5 et d’une construc-
tion comme dans la preuve de la proposition 6.4. On garde les mémes notations que
précédemment T}, et X,,. Considérons I'application :

go:UXn — Y

neN
re X, (p(x) = f‘B(l;L) o Tnil(.%' - .%'n).

Comme avant, ¢ est uniformément continue et arrive dans la boule fermée || f|ocBy qui
est un rétracté uniforme absolu. On étend ¢ a toute la boule 4C'Bx en une application
qu’on note toujours ¢ € UC(4CByx,Y) telle que, pour tout n € N, pour tout x € X,
o(z) = f|B(lg) o T Y(x — x,). Maintenant, supposons que H*(4CBx,Y) est dense dans
UC(4CBx,Y). Alors il existe une constante K > 0 et une application g € H%(4CBx,Y)
telles que pour tout = € 4C By, ||p(z) — g(x)|ly < €o. Fixons n € N et considérons :

Gn:B(ly) — Y
y — Gu(y) = g(@n + Tu(y)).

A nouveau, il existe une constante K > 0 telle que pour tout n € N, G,, € HE(B(lp),Y) et
on a, pour tout y € B(l) : || fipuy)(y) = Gu(W)lly = llp(x) = g(@)|ly avec & =, + Tu(y) €
4CBx. Donc, Hf|B(lg) — Ghlloo < €0 ce qui est faux d’apres le fait 5. On conclut comme

dans la preuve de la proposition 6.4. ]
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6.4 Exemples et commentaires

Nous avons déja vu que si Y est un espace de Banach uniformément convexe, alors sa
boule unité fermée est un rétracté uniforme absolu. De plus les rétractions sont a-Holder
avec « = 1/q ou ¢ est la puissance du module de convexité d’un renormage équivalent de
Y. On sait d’apres la proposition 5.10 que pour tout espace métrique X, 1/¢ < a(X,Y’). Le
théoreéme 6.6 nous donne alors la valeur précise de a(Bx,Y) quand X contient les espaces

7" uniformément, a savoir :

1

En particulier, pour X =11, a(B1,Y) = 1/q. On applique ceci aux espaces d’Orlicz.

Proposition 6.7. Soient G,G" € {N,[0,1],(0,00)} avec la mesure adaptée. Soient M et
N deux fonctions d’Orlicz, 1 < ap(G) < Bu(G) < 00 et 1 < ay(G') < By(G') <
désignant leurs indices de Boyd respectifs. Supposons que ap(G) = 1. Alors :

1

a(By(G), Ln(G")) = GV 2

Démonstration. Pour X = Lj/(G) avec ap(G) = 1 alors on a px = ap(G) A2 =1 et
on sait que X contient les espaces (] uniformément. Comme 1 < ay(G’) < On(G') < oo,
l'espace Ly(G') admet une norme équivalente avec un module de convexité en puissance
BN (G') V2 (voir [LT2] p. 100 et le théoreme 2.3 des rappels). Comme on ne change pas le
coefficient d’approximation par renormage équivalent, on applique ce qu’on vient de dire
pour conclure. ]

Remarquons que maintenant on sait conclure quand ay/(G) = 1. Dans la preuve du
théoreme 5.15 (et donc du théoreme 5.18) on avait choisi de travailler avec Ly, (G) réflexif.
Le cas ap(G) = 1 étant réglé on suppose désormais aps(G) > 1.

Les nouvelles estimations de ce chapitre permettent de mieux encadrer le coefficient
a(By(G), Ly(G")) du chapitre précédent dans certains cas. Tout d’abord, quand N (u) =
lul?, c’est & dire quand l'espace d’arrivée est Ly(G’) on a :

Proposition 6.8. Soient G, G’ € {N,[0,1],(0,00)} avec la mesure adaptée. Soit M une
fonction d’Orlicz telle que 1 < ap(G) < By (G) < 00 ot ap(G) et Bar(G) sont les indices
de Boyd de M. Soit 1 < g < co. Alors :

aM(G) A2

0By (). Ly(@) = ML

I

Démonstration. On utilise I'égalité px = ap(G) A2 (vraie car By (G) < o0) et on applique
le théoréme 6.5. O

Dans le cas ou lespace d’arrivée est L,(G') on a donc amélioré I'encadrement du
théoreme 5.18 ou la borne supérieure faisait intervenir I'indice de Boyd supérieur £y/(G).
Quand la fonction d’Orlicz M a une concavité et une convexité différentes, on sait conclure.
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Reprenons I’exemple du chapitre précédent. Soit p > 1 + v/2. Pour u > 0 au voisinage de

0 on définit :
M(u) — up+sin(ln\ln(u)|).

Si on sait calculer I'indice de Boyd a;/(N), alors on sait calculer le coefficient d’approxi-
mation o(Bp(N), Ly(G)) pour tout 1 < g < oo et G € {N, [0, 1]} avec la mesure adaptée.

Passons maintenant au cas général. Grace a la proposition 6.4 et aux théoremes 6.5 et
6.6, on peut améliorer ’encadrement dans les espaces d’Orlicz du théoreme 5.15.

Théoréme 6.9. Soient G,G’ € {N,[0,1],(0,00)} avec la mesure adaptée. Soient M et
N deuz fonctions d’Orlicz, 1 < apy(G) < fu(G) < o et 1 < an(G') < Bn(G') <
désignant leurs indices de Boyd respectifs.

Si 1< an(G) < Bn(G") <2 alors :

an (G) N2

o(Bu(@), Ln(@)) = 1
Sil<an(G) <2< pBn(G) < oo alors :

an(G) N2
An(G)

Si2 < an(G) < BN(G) <o et si G =N alors :

an (G) N2

< a(Bu(G), Ly ((") < M5

o M(G) A2
AN (G)
Le seul cas pour lequel on ne sait pas avoir une majoration pour tout G’ est 2 <

an(G') < Bn(G") < co. Sinon dans tous les cas favorables, le théoréeme 6.9 donne 'enca-
drement :

, ay(G) N2
< a(By(G), Ly(G)) < Tan(@)

aM(G)/\Q , OéM(G)/\Q

————— < a(By(G),Ly(G")) < —————.

ﬁN(G/)\/Q_a( Mm(G), Ln( ))_aN(G/)\/Q
On améliore dans ces cas la majoration du théoreme 5.15 car ay (G) < Bar(G). On passe
a la preuve de ce théoreme et ensuite on regarde ses différences avec les encadrements du
chapitre précédent.

Démonstration. La minoration est celle donnée par le théoreme 5.15. Elle est valable pour
tous les cas sur G et G’. On a donné ici la version avec les indices de Boyd comme le permet
le corollaire 5.18. Regardons les majorations.

Premier cas : 1 < ay(G') < n(G') < 2.
Alors, l'espace d’Orlicz Y = Ly(G’) a un module de convexité en puissance 2 (du moins
pour une norme équivalente). L’espace d’Orlicz X = L/ (G) vérifie px = apn(G) A 2. On
applique le théoreme 6.5 pour avoir 1’égalité.

Deuxiéme cas : 1 < ay(G') <2 < Oy(G) < .
On sait que X = Lys(G) contient les espaces [;;, uniformément avec px = an(G) A 2. De
plus, par hypothese, Y = Ly (G’) a un type non trivial et admet une norme équivalente pour
laquelle Y est uniformément convexe (et la boule unité correspondante By est un rétracté
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uniforme absolu). Rappelons qu’on ne change pas la valeur de o(Bx,Y) par renormage
équivalent. D’apres la proposition 6.4 qui utilise le théoreme de Dvoretsky on a :

X apy(G) N2
0B (@), L)) < X = (N2,
Troisieme cas : 2 < an(G') < By (G') < .

Pour les mémes raisons que dans les cas précédents, on peut appliquer le théoreme 6.6.
Ainsi :

a(Bu(G), Ln(G")) < a(Bpy (N), Ly (G)).
On est donc ramené a la premiere colonne du tableau qui suit le théoreme 5.15 avec, en
suivant ses notations, py = an(G’) > 2 et qpr = px < 2 (c’est le cas B). On sait majorer
avec le théoreme 5.15 si G’ = N et alors :

a(Bu(G),Ln(G') < a(Byy(N), Ln(G"))
< Px
~ an(G")Vv2
aM(G) A2
an(G")

O

Les différences et les améliorations par rapport au théoreéme 5.15 sont les suivantes :
- on ne discute que sur les indices de Boyd et sur G’ de I'espace d’arrivée Ly (G'),
- pour tout G', quand 1 < ay(G’) < By(G’) < 2 on a une égalité a la place d’un encadre-
ment,
- pour tout G', quand 1 < an(G’') <2 < Bn(G') < oo, la majoration obtenue est meilleure
que celle du théoreme 5.15,
- quand 2 < ay(G’) < By(G’) < 0o on ne sait améliorer que pour G’ = N, mais pour tout
G au départ. Cela signifie que pour les cas B et C de la premiere ligne du tableau qui suit
le théoreme 5.15, 'ancienne majoration est remplacée par la nouvelle avec ap(G) A 2 en
numérateur.

En conclusion, le théoreme 6.9 s’applique dans beaucoup plus de cas que le théoreme
5.15 et il est alors plus précis. Le théoreme 5.15 reste néanmoins utile dans le cas 2 <
an(G") < Bn(G') < oo (qui correspond aux cas B et C) pour garder au moins I’ancien
encadrement quand G’ # N.

En guise de transition vers le prochain chapitre, on met en avant la remarque suivante.
Soit H est une espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On note By la boule unité
fermée de H. Comme H et [y sont isométriques, alors pour espace vectoriel normé Y on
a:a(Bm,Y)=a(B2(N),Y). Si par exemple Y est un espace d’Orlicz réflexif de suites [y
tel que 2 < an(N) < By (N) < oo, alors le théoreme 6.9 donne :

Gy = Bl < -
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En particulier o(Bpg,Iln) < 1 et les applications lipschitziennes ne sont pas denses dans
I’ensemble des applications uniformément continues de By a valeurs dans [ . Nous revenons
sur ce point dans le chapitre suivant au sujet des extensions des applications uniformément

continues.



Chapitre 7

Lien avec les extensions

7.1 Exposants de non-extension

Dans ce dernier chapitre autour des applications héldériennes, nous allons établir le lien
entre notre exposant de meilleure approximation a(Byx,Y) et les questions d’extensions
des applications holdériennes. Comme annoncé précédemment nous allons démontrer ici la
proposition 5.7. Le principe est le suivant : un résultat d’extension pour des fonctions dans
une certaine classe entraine un résultat d’approximation par des fonctions de cette classe.
Nous allons formaliser ce principe.

Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Les notations suivantes sont une précision
due a Lancien et Randrianantoanina dans [LaRa] de celles introduites par Naor dans [N].
Pour C' > 1 on désigne par B (X,Y) 'ensemble des exposants o > 0 tels que pour toute
sous partie D C X, toute application f : D — Y (K, «)-Holder peut étre étendue en une
application f: X —» Y (CK,«)-Holder. Si C' = 1 Papplication f est appelée une extension
isométrique de f. Pour les a € B1(X,Y) on peut étendre f en gardant le méme module
de continuité. De fagon usuelle on note A(X,Y) = B1(X,Y). Si C > 1 alors f est appelée
une extension isomorphique de f. Si pour tout C > 1 une extension isomorphique f existe
on dit alors que f peut étre étendue presque isométriquement. On considere les ensembles
suivants :

BX,Y) =[] Be(X,Y) et AX,Y) = () Be(X,Y).
c>1 c>1

On a les inclusions 3
AX,Y) Cc A(X,Y) C B(X,Y).

Les résultats d’extension que nous avons rappelés avant peuvent s’écrire maintenant sous
les formes suivantes : si X est un espace métriquement convexe alors pour tout ensemble
I', A(X,ls(I")) = (0,1], si H est un espace de Hilbert alors A(H, H) = (0, 1].

Nous nous intéressons principalement aux ensembles B(X,Y). Les travaux de Naor dans
[N] et ceux de Brudnyi et Shvartsman dans [BrSh] montrent que si X et Y sont des espaces
de Banach alors B(X,Y) est un intervalle. Nous énoncons et démontrons maintenant le
résultat qui suit en rapport avec la proposition 5.7. On travaille ici avec des espaces de
Banach au départ et a l'arrivée. Bx désigne la boule unité fermée de X.
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Proposition 7.1. Soient (X, ||.|x) et (Y,||.|ly) deuz espaces de Banach. Si o € B(X,Y),
alors H*(Bx,Y) est dense dans UC(Bx,Y) muni de la norme || .||oo. Donc :

B(X,Y) C (0,a(Bx,Y)).

Démonstration. Soit o € B(X,Y) et la constante C' > 0 qui lui correspond. Soient £ > 0
et f: Bx — Y uniformément continue avec un module de continuité w. Soit A un sous
ensemble de By, e-séparé maximal. Pour tous z,y € Aon a :

Iz — yllx < ({II Ey\lx} +1)€a7

ou [.] est la partie entiere. Comme By est métriquement convexe, w est croissante et
sous-additive. On obtient :

15) ~ Flly <wlle —lx) < w(([E225] 4 1)en)

w(e

)
< 27+ )l - yl%,

ECM
car z,y € A C Bx. Ainsi la restriction de f a A est a-Holder avec une constante de
Holder valant K = %(21_0‘ + 1). Notons f son extension isomorphique avec constante
de Holder CK. Pour z € By, il existe y € A tel que ||z—y||x < e et donc: ||f(z)—f(z)|y <

= ; _ o ool lleo
1F (@) = Flly + 1 (y) = F@)lly < wle) +C27 + Dw(e). Ainsi f € H*(Bx,Y) ™,

et par définition du meilleur exposant d’approximation : o < a(Bx,Y). O

Des lors, toutes les bornes supérieures obtenues avant pour 'exposant a(Bx, Y') sont des
bornes supérieures pour les ensembles d’extension B(X,Y’). Nous résumons ces inclusions
dans la proposition qui vient. Elle généralise les inclusions obtenues par Naor dans [N]. Les
cas d’égalité sont discutés dans la section suivante.

Proposition 7.2. Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie. Soit G €
{N, [0, 1], (0,00)} avec la mesure adaptée.

On note de fagon usuelle px = sup{p, X est de type p} € [1,2].

(i) Si'Y est de type non trivial et si By est un rétracté uniforme absolu, alors

B(X,Y) € (0.5

(i1) SiY = Ly(G) avec 1 < g < oo alors
C =
B(X,Y) C (0, v 2]

(111) SiY = Iy avec 2 < ay(N) < By (G') < oo alors

pPx
B(X,Y) C (0, ozN(N)]'
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Démonstration. On combine a chaque fois la proposition 7.1 avec les majorations du cha-
pitre précédent. On sait que dans tous les cas, X contient les espaces l;, uniformément.
On a (i) avec la proposition 6.4. Le point (ii) découle du théoreme 6.5 (ou I’hypothese de
treillis ne sert pas pour la majoration). Pour (iii), on utilise d’abord le théoréme 6.6 pour
avoir :

a(Bx,In) < a(Bpx (N), In).

On travaille avec des espaces de suites et 2 < an(N), donc le théoreme 6.9 donne la
majoration voulue. O

Intéressons-nous au cas ou X = H est une espace de Hilbert séparable de dimension
infinie. On note By la boule unité fermée de H. K. Ball dans [Ball] demande si toute
application lipschitzienne définie sur un sous ensemble de H & valeurs dans un espace
normé peut étre étendue isomorphiquement a tout H.

SiY = Iy est un espace d’Orlicz de suites tel que 2 < ay(N) < By(N) < oo, le (iii) de la
proposition précédente donne 'inclusion :

_2
an(N)

En particulier 1 ¢ B(H,Iy) et il existe au moins une application lipschitzienne définie sur
une partie D C H a valeurs dans [y qui ne peut étre étendue isomorphiquement en une
application lipschitzienne sur H. Cela apporte une autre réponse a la question posée par
Ball dans [Ball]. Naor dans [N] y a répondu dans la cas o Y = L,(G) avec 2 < ¢ < o0
sans utiliser le théoreme de Tsafkov dans [Tsal] qui donne ici a(Bg, Ly(G)) = % < 1.

Toujours dans le cadre des espaces d’Orlicz, considérons la fonction d’Orlicz M (u) =
u?(1 + |In(u)|) définie au voisinage de 0. Alors on a :

B(H,ln) C (0, ].

B(ZM, ZQ) C (0, 1[.

En effet, nous avons vu dans la section ”Exemples et commentaires” du chapitre ” Ap-
proximations holdériennes” que les applications lipschitziennes n’étaient pas denses dans
UC(Ban(N),l2) muni de la norme ||.||o. Dans ce cas précis il est peut-étre possible
d’étendre isomorphiquement toute application a-Holder pour 0 < a < 1, mais stirement
pas pour a = 1. C’est 'objet de la section suivante de s’intéresser aux valeurs exactes des
ensembles B(X,Y') en s’appuyant sur les travaux de Ball dans [Ball], de Naor dans [N] et
a ceux tres récents de Naor, Peres, Schramm et Sheffield dans [NPSS].

7.2 Markov-type et extensions effectives

Les problemes d’extension des applications linéaires sont liés aux propriétés de type et
de cotype des espaces. Maurey, en 1974 a montré dans [Mau] le théoréme suivant :

Théoréme 7.3. Soient X etY des espaces de Banach tels que X est de type 2 et Y est de
cotype 2. Alors il existe une constante C(X,Y) > 0 telle que pour tout sous espace Z C X
et pour toute application linéaire continue T : Z — Y, il existe une extension T : X — Y
de T & X, linéaire et continue telle que | T| < C(X,Y)||T|.
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Nous avons vu aussi une premiere généralisation de ce résultat, le théoreme de Kirsz-

braun, entre espace de Hilbert, pour étendre des applications lipschitziennes en gardant la
méme constante de Lipschitz. K. Ball dans [Ball] a utilisé des méthodes inspirées par la
théorie du type et du cotype pour obtenir un résultat général d’extension isomorphique des
applications lipschitziennes. Il a introduit les notions de Markov-type et de Markov-cotype
que nous rappelons maintenant.
Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est de Markov-type p > 0 s’il existe une
constante K > 0 telle que pour tout n € N, pour toute matrice stochastique symétrique
réelle A = (a;5) 1 < i,j < n, pour tout @ € (0,1) et pour tout choix de vecteurs
{z1,...,2n} € X :

(1—0&) Z Cijd(l'i,l'j)pSKOz Z aijd(xi,xj)p,

1<ij<n 1<i j<n

ol les ¢;; sont les coefficients de la matrice C = (1 — a)(I — aA)~!, (avec I la matrice
identité a n lignes et n colonnes). Cette notion de Markov-type est définie pour des espaces
métriques. On introduit maintenant la notion de Markov-cotype seulement dans les espaces
normeés.

On dit qu'un espace normé X est de Markov-cotype ¢ > 0 s’il existe une constante K > 0
telle que pour tout n € N, pour toute matrice stochastique symétrique réelle A = (a;;)
1 <i,57 <mn, pour tout a € (0,1) et pour tout choix de vecteurs {z1,...,z,} € X :

n n
(0% E aij‘ E CirXy — E CjsTs
r=1 s=1

1<ij<n
avec les ¢;; définis comme avant.
Le théoreme d’extension général est le suivant :

q
SK(1—a) Y cilla—a)f,

1<i j<n

Théoreme 7.4 (Ball, 1992). Soient (X,d) un espace métrique avec Markov type q et Y
un espace de Banach réflexif avec Markov cotype q. Alors 1 € B(X,Y).

La difficulté est alors de savoir calculer le Markov-type et le Markov-cotype des espaces
mis en jeu. On a :

Théoréme 7.5 (Ball, 1992). Soit X un espace de Banach avec dx en puissance 2 < q < oo.
Alors X est de Markov-cotype q.

K. Ball a aussi montré qu'un espace de Hilbert est de Markov-type 2. Comme L, avec
1 < p < 2 muni de la métrique d(z,y) = ||z — y||”/? est isométrique & un sous espace
d’un espace de Hilbert (voir [WW] p. 12), on en déduit que pour 1 < p < 2, L, est de
Markov-type p. Le cas 2 < p < oo a été résolu récemment :

Théoréme 7.6 (NPSS, 2004). Soit X un espace de Banach avec px en puissance 1 < p <
2. Alors X est de Markov type p.

La connaissance des Markov types et cotypes des espaces L, permet a Naor de donner la
valeur exacte de B(L,(G), Le(G)), ou G € {N, [0, 1]} avec la mesure adaptée. Sa conjecture
de 2001 dans [N] étant vérifiée, on a :
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Théoréme 7.7 (Naor). Soient 1 < p,q < oo, avec q # 1. Alors :

p/\Q}

B(L,(G), Ly(@) = (07575

On se propose de donner la preuve de ce résultat car c’est une application simple des
théoreme précédents. On ne note plus la lettre G pour plus de clarté.

Démonstration. On sait d’aprés la proposition 7.2 et le théoreme de Tsarfkov donnant la
valeur de I'exposant «(B,, L) que

p/\Q}

B(Ly, Ly) < (0, e

et ceci méme pour ¢ = 1. Pour montrer I’inclusion réciproque, on discute suivant les valeurs
de p et ¢ autour de 2. A chaque étape 'idée est la méme : munir 'espace de départ L,
d’une métrique dy(x,y) = ||z —y||*, avec 0 < a < 1 & définir dans chaque cas, pour obtenir
un Markov-type (d’un espace métrique) égal au Markov-cotype de Iespace normé d’arrivée
L, et appliquer ensuite le théoreme d’extension 7.4 de Ball.

Quand 1 < ¢ < 2. Alors L, est de Markov-cotype 2. Si p > 2 alors L,, est de Markov-type
2. Le théoréme 7.4 donne alors 1 € B(Lp,Lq). Sil < p < 2alors L, avec la métrique
do o a = p/2 est de Markov-type 2 (car L, avec la norme usuelle a un module de
lissité en puissance p et est donc de Markov-type p d’apres le théoréme 7.6). On a encore
1e B((Lp, dy), Lq). Ceci donne o = p/2 € B(Lyp, Ly). Quand g > 2. Alors L, a un module
de convexité en puissance ¢ donc est de Markov-cotype ¢. Si 1 < p < 2 alors on applique
le méme raisonnement que précédemment avec o = p/q. Si p > 2 on fait de méme avec
a=2/q. O

De fagon similaire, les théoremes 7.5 et 7.6 associés a nos bornes supérieures de la
proposition 7.2 donnent :

Théoreme 7.8. Soit X un treillis de Banach tel que 1 < px < 2 qui admet une r-
estimation par dessous pour un certain v fini. Soit 1 < q < oco. Alors :

Px Px
(0’ qV2 [ € B(X, Le(G)) < (O’ qV 2]
Démonstration. Comme pour la démonstration précédente, I'inclusion de droite est donnée
par la proposition 7.2 et reste vraie pour ¢ = 1. Pour l'inclusion de gauche, on fixe ¢ > 0
tel que 1 < px —e < px < 2. Le treillis X est alors de type px — € avec par hypothese
une r-estimation par dessous pour un certain r fini. D’apres le théoreme 2.3 X admet une
norme équivalente avec un module de lissité en puissance px — e. X est donc de Markov-
_ px—¢

type px —e. On équipe alors X de la métrique d,, avec a = 2va bour que son Markov-type

soit ¢ V 2 comme le Markov-cotype de I'espace normé L,(G). On obtient comme avant que

(0,555 € B Lo(@))

d’ou l'inclusion voulue avec I'intervalle ouvert quand € tend vers 0. ]
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7.3 Exemples et commentaires

La preuve que nous venons de faire montre que si px est atteint (et qu’ainsi X est de
type px), alors on a en fait égalité :

Px
BX, Ly(@) = (0. 755 )
Nous allons voir un exemple d’espace d’Orlicz pour lequel px n’est pas atteint et tel que
I’égalité précédente est vraie avec l'intervalle ouvert. On commence par 1’évaluation de
I'intervalle d’extension B(X,Y") dans le cadre des espaces d’Orlicz.

Théoréme 7.9. Soient G,G" € {N,[0,1], (0,00)} avec la mesure adaptée. Soient M et N
deux fonctions d’Orlicz telles que 1 < apn(G) < By (G) < 0 et 1 < an(G') < n(G) <
0o. Quand an(G"), By(G') et G’ sont dans les cas du théoréme 6.9, on a :

MmM(G) N2

(o, W [ C B(Ln(G), Ly (G")) C (o,

En particulier, quand 1 < an(G’) < Sn(G') < 2, alors

an (G) N2
OéN(GI) \Y 2} ’

(o, M [ C B(Lm(G), Ly (G')) C (o, M} .

Pour les autres cas, a savoir (1 < ay(G') <2 < On(G') < o0) et (2 < an(G') < On(G') <
oo avec G’ =N ) on a une estimation moins précise.

Démonstration. C’est toujours la proposition 7.2 qui donne 'inclusion de droite. Celle de
gauche s’obtient comme la précédente avec la caractérisation des indices de Boyd en liaison
avec les types et cotypes des espaces d’Orlicz. ]

On donne des exemples d’espaces d’Orlicz pour lesquels l'intervalle B(Ly(G), Ly (G))
est ouvert ou fermé. Prenons M (u) = u?(1 + |In(u)|) et N(u) = |ul?.
Si G =G"=10,1], alors
Si G = G = N alors
B(ly,la) = (0,1].
En effet, quand G = [0, 1] on s’intéresse au comportement de la fonction d’Orlicz M au
voisinage de l'infini. Nous avons alors vu que Uespace L0, 1] est 2-convexe. On a donc

ap[0,1] = par = 2 qui est atteint et la premiere égalité avec l'intervalle (0,1] vient de ce
qu’on a vu plus haut. Quand G = N, nous avons vu dans la section précédente que

B(ly,l2) € (0,1].

L’égalité vient du théoreme précédent. Ici ’espace de suites I est 2—e-convexe pour € > 0
assez petit mais n’est pas 2-convexe.
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Naor dans [N] a remarqué qu’il y avait parfois un ”trou” (qu’il nomme transition de
phase) entre les ensembles d’extension isométriques et isomorphiques. Pour 1 < p,q < 2
on a:

A(Lp(G), Ly(G)) C B(Lyp(G), Le(G)).

Lancien et Randrianantoanina dans [LaRa] montrent que cette transition de phase est
extréme quand l'arrivée est ¢g. Pour tout espace métrique X on a B(X,cp) = (0,1] et si X
est un espace normé de dimension infinie alors A(X,cg) = (. On a méme A(X, cp) = ) ot
A(X,Y) = Nes1Bc(X,Y) est I'ensemble lié aux extensions presque isométriques.

Dans la lignée de ces observations et comme B(X,Y") C (0, a(Bx,Y )] on demande s'il existe
des exemples ol cette inclusion est stricte. Une réponse négative a cette question signifierait
qu’un résultat d’approximation par des fonctions dans une certaine classe pourrait entrainer

un résultat d’extension des fonctions de cette classe (un principe réciproque au précédent).






Deuxieme partie

Modules asymptotiques uniformes
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Chapitre 8

Présentation

Les modules asymptotiques uniformes de lissité et de convexité sont deux parameétres
des espaces de Banach de dimension infinie. Ils ont été introduits par Milman en 1971 dans
[Mil] sous différents noms et avec d’autres notations. Nous suivons ici la terminologie plus
récente de Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman définie dans [JLPS] en 2002. C’est
ce dernier article qui constitue notre référence principale sur ces modules asymptotiques
uniformes.

8.1 Définitions et premieres propriétés

Soit X un espace de Banach de dimension infinie. Le module asymptotique uniforme de
lissité de X est donné pour ¢t > 0 par

px(t)= sup inf sup |z +z]| —1
lal=1  dimX/Z<oo ez =)<t ’

et le module asymptotique uniforme de convexité de X est donné pour ¢t > 0 par

Ox(t) = inf sup inf x4+ 2| — 1.
[#[=1  dim X/Z<oo 2€Z|lzlI2¢

L’espace X est dit asymptotiquement uniformément convere si dx(t) > 0 pour tout ¢ > 0,
et asymptotiquement uniformément lisse si px(t)/t — 0 quand ¢t — 0.
On est parfois intéressé par des estimations en puissance de ces modules. Fixons 1 <
p < 0o. On dit que dx est en puissance p s’il existe une constante K > 0 telle que pour
tout 0 <t <1:
Ox(t) > KtP

On dit que px est en puissance p s’il existe une constante K > 0 telle que pour tout
0<t<1:
px(t) < Kt?

Avant le calcul explicite de ces modules dans les espaces [, pour 1 < p < oo et dans
¢p, on donne la proposition suivante de [JLPS]. Elle présente les premieéres propriétés des
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fonctions dx (.) et py (.) et les relie aux modules usuels de lissité et de convexité. Redonnons
la définition de ces modules. Soit (X, | .||) un espace de Banach de dimension supérieure
ou égale a 2. Pour 0 < t < 2, la fonction :

T+y -y
px(t) = sup {| 2| + |52 = L. llall = 1, Iyl = ¢},
est appelée module de lissité de X. On dit que l'espace de Banach (X, ||.||) est uni-
formément lisse si lim; g px(t)/t = 0.

Pour ¢t > 0, la fonction :

r+y

ox (1) = inf {1 = [|===|[ llll = lyl = 1, ll= — yll > t}.

est appelée module de convexité de X. Si pour tout ¢ > 0 on a dx(¢) > 0 alors on dit
que (X, ||.]]) est uniformément convexe. Au méme titre que les modules asymptotiques
uniformes, on a défini précédemment les estimations en puissance de ces modules usuels.

Passons a la proposition qui lie ces différents modules. Nous ne présentons pas sa preuve
ici. Elle peut-étre lue dans [JLPS] p. 717.

Proposition 8.1. (i) Les fonctions py(t) et 6x(t) sont des fonctions croissantes et lip-
schitziennes en t avec une constante de Lipschitz au plus égale a 1. Pour tout t, 0x(t) <
px(t) et la fonction px (t) est conveze.
(i) Si Xo C X alors px,(t) < px(t) et dx,(t) > dx(1).
(iii) Pour tout 0 <t < 1, 2px(t) > px(t) et dx(t) < dx(t).

En particulier, d’apres (iii), si 'espace X est uniformément convexe alors X est asymp-
totiquement uniformément convexe. De méme, si X est uniformément lisse alors X est
asymptotiquement uniformément lisse. De plus des estimations en puissance des modules
usuels impliquent les mémes estimations pour les modules asymptotiques uniformes qui
correspondent.

8.2 Calcul des modules des espaces [,, 1 <p < oo et ¢

On donne ici quelques valeurs explicites des modules asymptotiques uniformes. Ces
calculs ne sont détaillés ni dans [Mil] ni dans [JLPS]. Ils nous fournissent ici 'occasion de
nous familiariser avec la définition des modules asymptotiques uniformes. Nous calculons la
valeur du module asymptotique uniforme de convexité des espaces [, pour 1 < p < oo. Le
méme type de raisonnement permet d’obtenir le module asymptotique uniforme de lissité
de ces espaces et un changement mineur ceux de ’espace cg.

Si X est un sous-espace d'un espace [, avec 1 < p < oo alors pour tout ¢ > 0 :

Pxc(t) = Ox(t) = (1+ )17 — 1

En particulier ces modules sont en puissance p et ’espace [, est asymptotiquement uni-
formément convexe.
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Si X est un sous-espace de ¢y alors, pour tout 0 <t <1 :

Px(t) =dx(t) =0.

Ainsi ¢y est asymptotiquement uniformément lisse et son module asymptotique uniforme
de lissité est en puissance p pour tout 1 < p < oco.

Soient 1 < p < oo et X = [,,. Fixons t > 0 et montrons que dx(t) = (1+t")1/? —1 ot
I’on rappelle la définition :

Ox(t) = inf sup inf x4+ 2| -1
[#[=1  dim X/Z<oo 2€Z|l2lI2¢

On commence par le cas particulier o € Sx est de la forme x = (x1,...,2,,0,0,...).
Plus précisement, en notant P; : X — R les projections P;(z) = x;, le point x est tel
qu’il existe n € N tel que pour tout i > n + 1, P;(z) = 0. Montrons que pour ce point
particulier on a :

sup inf |lz+z| = (1 + )P, (8.1)
dim X/Z<oo  2€Z,|1z[2t

Considérons le sous espace de codimension finie Z,, = NI ; Ker(F;). Alors pour tout z € Z,,
comme z et z sont & supports disjoints on a ||z + z||P = ||z||P + ||2]|]P =1 + ||z||P d’ou

inf |z +z| =1 +2)/P,
2E€Zn, ||2]|>t

et ainsi (1+")/P < sup inf ||z +z].
dim X/Z<oco #€Z, ||z]|>t
Pour un sous espace de codimension finie Z de X on a l'inclusion entre les ensembles non

vides suivants :
{(2€20Zy, |2l =t} C{z€ Z, |12 2 t}.

Ainsi en prenant les bornes inférieures sur ces ensembles on obtient :

inf o4z < (1+)V/P
2€Z,||z||>t
mais ceci pour tout sous espace de codimension finie Z. On peut donc conclure que pour
les x € Sx de la forme précédente z = (z1,...,2,,0,0,...), I'égalité (8.1) est vérifiée.
Pour ¢ fixé, I'application  sup inf ||z + z|| est continue en z € Sx et elle est
dim X/Z<oo 2€Z |22t
constante sur la partie dense de Sx des éléments de la forme précédente. Ainsi pour tout
x € Sy I'égalité 8.1 est vérifiée. On obtient donc la valeur voulue de dx.

Dans le cas ot X = ¢j c’est exactement la méme preuve avec ici la fonction max(0,t—1)
qui remplace la fonction (1 + 7)Y/ des 1'égalité (8.1).

Une différence notable pour les espaces l,,, par rapport aux modules usuels, est que 1'on
garde l'exposant 1 < p < oo dans les valeurs des modules asymptotiques uniformes. En
effet cette information est perdue pour, par exemple, le module usuel de convexité qui est
en puissance p V 2.
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De plus, contrairement aux modules usuels, pour lesquels les espaces [, et L, ont les
mémes estimations en puissance, les estimations de leurs modules asymptotiques uniformes
sont différentes. Milman a calculé ces estimations pour les espaces de fonctions L0, 1],
1 <p < oo (voir [Mil] p. 116).

Si X = L1[0,1] alors py (t) =t et dx(t) = max(0,t — 1).

Si X = L,[0,1] pour 1 < p < oo alors on a les estimations suivantes.

Pour 1 < p < 2, il existe une constante C}, > 0 telle que :

- 1 2
Cpt? <ox(t) < (p—1Dt* et P <py(t) <=t? quand t— 0.
p p
Pour 2 < p < o0, il existe une constante C’]’D > 0 telle que :
- 1
Cpt? <ox(t) < =tP et (p—1)t* <px(t) <Ct* quand ¢ — 0.
p

Pour p = 2 les espaces ly et L2|0, 1] sont isométriques et ont donc les mémes modules.
Dans le chapitre suivant on présente un résultat d’existence de suites bien séparées dans
la sphere unité des espaces de Banach asymptotiquement uniformément convexe.



Chapitre 9

Suites séparées dans la sphere
unité

L’objet de ce chapitre est de construire des suites séparées dans la sphere unité d’un
espace de Banach. Rappelons qu’une suite (z,) d’un espace vectoriel normé X est dite
e-séparée, pour un certain € > 0 si ||z, — || > € pour tous n # p. Le théoreme de Riesz
implique que 'existence d’une suite e-séparée dans Sy, pour un certain € > 0 (on peut
meéme prendre € = 1), est équivalente au fait que X est de dimension infinie.

9.1 Les résultats connus

Soit X un espace vectoriel normé de dimension infinie. On veut construire une suite
mieux que 1-séparée dans la sphere unité. Une réponse générale a ce probleme est donnée
par un théoreme d’Elton et Odell présenté dans le dernier chapitre du livre de Diestel [Die].
L’énoncé est le suivant :

Théoréme 9.1 (Elton et Odell, 1981). Si X est un espace vectoriel normé de dimension
infinie alors il existe € > 0 pour lequel Sx contient une suite (1 + €)-séparée.

On peut alors dans certains cas quantifier le € qui apparait dans 1’énoncé précédent.
Comme rappelé dans [VanN], Kryczka et Prus ont montré dans [KP] que la sphére unité
d’un espace de Banach de dimension infinie non réflexif contient une suite 4/5-séparée.
Van Neerven dans [VanN] quantifie le ¢ du théoreme d’Elton et Odell dans les espaces
uniformément convexes a ’aide du module de convexité usuel d x. En utilisant le théoréme
de Ramsey, il obtient le théoréeme de séparation suivant :

Théoréme 9.2 (Van Neerven, 2005). La sphére unité d’un espace de Banach de dimension
infinie uniformément convexe contient une suite (1 + %5x(%))—8épare’e.

Le but de la section suivante est d’obtenir un résultat analogue avec une séparation qui
s’exprime en fonction du module asymptotique uniforme de convexité de 1’espace.
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9.2 Espace asymptotiquement uniformément convexe

Dans cette section on démontre le théoreme de séparation 9.3 en lien direct avec le
théoreme de Van Neerven précédent. Le théoreme 9.3 donne une réponse affirmative, pour
la classe des espaces asymptotiquement uniformément convexes, a une question posée dans
[Die| p. 254.

Théoreme 9.3. La sphere unité d’'un espace de Banach X de dimension infinie contient
une suite a-séparée, pour tout a < (1 + (5X(1)).

Quand 6x (1) > 0, ce qui est le cas si X est asymptotiquement uniformément convexe,
on a quantifié le € du théoreme de Elton et Odell. On améliore alors le théoréeme de
Van Neerven dans deux directions. La classe des espaces de Banach asymptotiquement
uniformément convexes (qui contient /1) est plus large que celle des espaces de Banach
uniformément convexes. De plus comme vu dans la proposition 8.1, §x(.) est une fonction
croissante et on a pour tout 0 < ¢ < 1, dx(t) < x(t). Ainsi :

L4 8x(D) > 1+ 2ox(3),
2 3

et le théoreme 9.3 donne une séparation plus large que celle en terme du module de convexité
usuel. Si X =1l, avec 1 <p<ooonal+dx(l)= 21/P et cette séparation est atteinte par
les éléments de la base canonique.

Notre preuve est basée sur la définition du module asymptotique uniforme de convexité.
On n’utilise pas le théoreme de Ramsey. On montre en fait que pour toute suite strictement
croissante (a;,) qui tend vers 1+ dx (1) il existe une suite (z,,) dans Sy telle que pour tout
neN:

inf{[|zp — z4ll, p # q et p,qg > n} > ay.

Démonstration. Soit (ay) une suite strictement croissante qui tend vers 1 + 0x(1). On a
a1 <14 0dx(1). Soit 1 € Sx. On a par définition :

1+dx(1) < sup inf |l + 2|
dim X/Z<oco 2€Z, ||z]|=1

On peut remplacer ||z1 +z|| ci dessus par ||z; —z||. A nouveau par définition, comme a; est
strictement inférieur & 1+ dx (1), il existe Z; = Z1(z1, 1) un sous espace de codimension
finie de X, qui dépend de z1 et de ay tel que :

oap < inf oy — 2]
z€7Z1,||z||>1
Des lors, pour tout z € Z; tel que ||z|| =1 on a ay < ||x1 — z||. Prenons donc x5 € Z7 tel
que ||z2|| = 1. On construit x3 & partir de x2 et de ag avec le méme procédé dans Z; car

d’apres la proposition 8.1 on a :

1+02,(1)>1+5x(1) > as.
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Comme avant, il existe un sous espace Zo = Za(r2,a3) de codimension finie dans Z; tel
que pour tout z € Zy vérifiant ||z|| = 1 on a ||zg — z|| > ag. Prenons donc 23 € Z5 tel
que |lzs|| = 1. On a bien ||xe — x3|| > a9 et aussi ||x; — x3|| > oy car x3 € Zo C Z;. En
itérant on construit une suite (x,), dans la sphere unité de X, via une suite décroissante
(Zn = Zn(xp, an)) de sous espaces de codimension finie, telle que pour tout n > 1 :

inf{||zp — z4ll, p # q et p,g > n} > .






Chapitre 10

Continuité faible séquentielle des
polynomes

10.1 Polynomes dans les espaces de Banach

Soient X et Y deux espaces de Banach. Un polyndéme k-homogene P : X — Y est une
application de la forme P(z) = A(z,...,z) ou A: X x--- x X — Y est une application k-
linéaire et continue. En particulier, un polynéme 1-homogene n’est autre qu'un opérateur
linéaire continu entre X et Y. Les polynoémes k-homogenes ont une norme finie donnée
par ||P| = sup{||P(x)|, z € Sx} ou comme d’habitude Sx désigne la sphere unité de
I’espace X. Un polyndéme de degré p est une somme finie de polynémes k-homogenes avec
k < p. Remarquons qu’avec cette définition on ne considere que des polynémes continus.
On dit qu'un polynoéme P est faiblement séquentiellement continu si P transforme les suites
faiblement convergentes dans X en suites convergentes en norme dans Y. P est dit compact
s’il envoie la boule unité fermée de X sur une partie relativement compacte de Y.

Dans ce chapitre on trouve des liens entre les modules asymptotiques uniformes des
espaces X et Y et la continuité faible séquentielle des polynomes P : X — Y suivant leur
degré.

10.2 Les résultats connus

Un résultat classique dans le domaine de la compacité des opérateurs linéaires continus
entre les espaces de Banach est le théoreme de Pitt (voir par exemple [FHHMPZ] p. 175).
L’énoncé est le suivant :

Théoréme 10.1 (Pitt ). Soient 1 < ¢ < p < oco. Tout opérateur linéaire continu de I,
dans ly ou de cy dans lg est compact.

Une preuve simple de ce théoreme pour les opérateurs entre [, et I, a été donnée par
Fabian et Zizler dans [FaZi] en utilisant le principe variationnel de Stegall.
Parmi toutes les généralisations de ce théoreme a d’autres espaces de Banach, I'une tres
significative a été obtenue par Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman dans [JLPS]
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en terme de modules asymptotiques. Milman dans [Mil] avait aussi prouvé une version de
ce résultat.

Théoréme 10.2 ([Mil], 1971, [JLPS], 2002). Soient X etY deuz espaces de Banach tels
qu’il existe 0 <t < 1 tel que

P (8)/3y (1) < 1.

Alors tout opérateur linéaire continu de X dans Y est compact.

Parmi d’autres arguments, la preuve de ce résultat dans [JLPS] utilise aussi la mini-
misation d’une fonction de X dans R. Nous faisons la preuve de ce théoreme un peu plus
loin dans le cas ou les estimations des modules asymptotiques uniformes des espaces sont
en puissance. La preuve du cas général peut étre lue dans [JLPS] p. 717.

Une autre fagon de généraliser le théoreme de Pitt est de considérer d’autres types

d’applications que les opérateurs linéaires. Nous nous intéressons a ’extension de ce résultat
aux polynomes entre les espaces de Banach. Gonzalo et Jaramillo ont obtenu des résultats
dans ce domaine en utilisant I'existence d’estimations [, par dessus et par dessous pour les
suites dans les espaces mis en jeu (voir [GolJal).
Les preuves que nous présentons utilisent toutes des minimisations de fonctions a valeurs
réelles, comme c’est le cas pour le théoreme de Pitt dans [FaZi] et [JLPS]. Cette approche
est différente de celle de [GoJa] et est rendue possible grace a l'utilisation des modules
asymptotiques uniformes.

Comme rappelé dans [GolJa], si X ne contient pas de copie de [, alors tout polynéme
faiblement séquentiellement continu de X dans un autre espace de Banach Y est compact.
Sous les hypotheses dans lesquelles nous allons travailler, 'espace de départ X ne contient
pas de copie de [; (voir le lemme 10.4 ci-dessous). Ainsi il suffit de montrer la continuité
séquentielle faible des polynémes pour obtenir leur compacité.

10.3 Le théoreme de Pitt

On donne avant tout deux lemmes importants pour la suite. Le lemme 10.3 relie la
convergence faible des suites vers 0 avec les modules asymptotiques uniformes de ’espace.

Lemme 10.3. Soient x € Sx et (hy) une suite dans X faiblement convergente vers 0.
Alors :

5x(lim sup ||y ])) < limsup [z + ho | — 1 < By (limsup A ])-

n—oo n—oo n—oo

Démonstration. L’'important est d’obtenir des limites supérieures dans tous les termes des

inégalités. On commence par celle de gauche.
Fixons 0 < 7 < 1 et notons I, = H% lim sup,,_, ||hn|l. Fixons z € Sx. Par définition de

Jx il existe un sous espace de codimension finie Z = Z(x,7) C X tel que pour tout h € Z :

|| >0, = |la+h|-1>0-71)dx(,). (10.1)
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En écrivant (hZ) la composante suivant Z de la suite (h,,) dans I’écriture X = Z @ X pour
un certain sous espace de dimension finie Xg, on a par convergence faible :

lim ||h, — hZ|| = 0.
n—oo
Des lors, par définition de la limite supérieure :

limsup || hy || = i%&z;lp 7kl
>n

n—oo

pour tout n € N, il existe un indice k,, > n tel que : thnH > [,. Ainsi, pour tout n € N,
hfn € Z et vérifie 10.1, d’ou :

e+ b, =1 > [lz+hi [ —1—|hy, —hi |
(1= 71)8x(lr) — |, — B |,

v

et on obtient : B
limsup ||z + hg, || —1 > (1 —7)ox(l;),

n—oo

car k, > n tend vers U'infini avec n. La suite (||z + hg,||) est une sous suite de la suite
(lx + hyn||) et la limite supérieure majore les limites de toutes les sous suites donc on a :

limsup ||z + hy|| — 1> (1 —7)dx (),

n—oo

et on conclut en faisant tendre 7 vers 0.

Pour I'inégalité de droite, on procede de la méme fagon. Soient 7 > 0 et z € Sx. Notons
lr = (14 7)limsup,,_, .o, - Par définition de py, il existe un sous espace de codimension
finie Z C X tel que pour tout h € Z, si ||h|| <[, alors :

|z +hll =1 < (1+7)px ().
Comme avant on a :

limsup ||hy,|| = limsup ||hZ]|| = inf sup ||hZ].
n—o0 n—o0 neNg>p

Ainsi il existe un indice N, € N tel que pour tout n > N,, hZ € Z et vérifie |hZ| <
supys ., ||hZ|| < lr. D’olt, pour n > N :

&+ hZ|| = 1+ ||hn — B||
1+ 7)px(lr) + |hn — KZ].

[z +hnf =1 <
<

On passe a la limite supérieure quand n — oo et on fait tendre ensuite 7 vers 0 pour
conclure. O

Comme précisé avant, le lemme 10.4 va permettre de travailler avec des suites faiblement
convergentes pour obtenir des résultats de compacité pour les opérateurs et les polynoémes.
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Lemme 10.4. Si X est un espace asymptotiquement uniformément lisse alors X ne
contient pas de copie isomorphe de ly. En particulier si px est en puissance p pour un
certain p > 1 alors X ne contient pas de copie isomorphe de li.

Démonstration. Supposons que X contient une copie isomorphe de l1. Nous allons montrer
qu’alors py (t) = t. D’aprés un théoréme de James (voir par exemple [LT1] p. 97 ) X contient
des copies presque isométriques de ;. Fixons £ > 0 et considérons un isomorphisme linéaire
T.: 13 — T(l1) C X tel que, pour tous x,y € I :

2 —yll < ITe(x) = Te(y)l < A +¢)llz —yl|.

D’apres la proposition 8.1, on a pr, ;) < px. Comparons maintenant py, ;,) et p, . Fixons
z € Iy tel que [|z[| =1 et fixons ¢ > 0. Par définition de py,(;,), il existe un sous espace de
codimension finie Z(x,¢,t) C Iy (et alors T.(Z(x,e,t)) est de codimension finie dans T.(l1))
tel que, pour tout y € Y (z,¢,t) vérifiant ||y|| <t (et alors || T:(v)|| < (1+¢)|ly]| < (1+¢e)t),
on a (en utilisant le fait que 1 < ||T:(z)|| < (1 +¢)) :

r) | Ty)
o1+ Tl

lotull < )+ Tl = 1L 7

. T:(x) 5
< 1E@IA+e) ol zeZ,iﬁ£(1+e>tH||Te<m>||+ |
< N Te(@) (1 + ) (Pr. (1 +)t) + 1)
< (14 (pr.ay((1+e)t) +1).

Ceci donne précisement :

o) < (L+e)?(Pran((+e)t)+1) -1
< (1+e)(px((L+e)t)+1) — 1.

On fait tendre € vers 0 pour conclure que, pour tout ¢ > 0, p;, (t) = t < px(t). Ainsi
lim o px(t)/t > 1 est n’est pas nulle, donc X n’est pas asymptotiquement uniformément
lisse. O

Muni de ces lemmes, on commence par la version généralisée du théoreme de Pitt en
terme de modules asymptotiques uniformes. On adapte le résultat de [JLPS] en terme
d’estimations en puissance pour les modules. Cette version est certes moins générale mais
elle constitue le premier pas de la démonstration par récurrence du théoreme 10.8 de ce
chapitre.

Proposition 10.5. Soient X et Y deuz espaces de Banach de dimension infinie avec px
en puissance p et dy en puissance q avec p et q tels que 1 < q¢ < p < o0o. Alors tout
opérateur linéaire continu T : X — 'Y est faiblement séquentiellement continu.

On a vu que les modules des espaces [, sont en puissance p pour 1 < p < co. Comme
pour X = ¢g et pour tout 0 < t < 1, px(¢t) = 0, ce module est en puissance p pour tout
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1 < p < o0, on retrouve le théoréeme de Pitt usuel entre espace [, et avec cg.

On peut conclure aussi que l'opérateur T est compact en utilisant le lemme 10.4 et la
remarque précédente qui lie la continuité faible séquentielle et la compacité quand ’espace
de départ ne contient pas [;. Passons a la preuve de la proposition 10.5. Elle est basée sur
une minimisation simple de la fonction de X dans R, définie par f(z) = ||z|| — || T(x)| en
utilisant la définition de la norme de 'opérateur T

Démonstration. Soit T : X — Y un opérateur linéaire continu de norme 1. Fixons 0 < ¢ <
1. Par définition de la norme de 7T, il existe x. € X, tel que ||z¢|| = 1et 1—eP < ||T(x¢)| < 1.
Considérons une suite (hy,) dans X qui converge faiblement vers 0. On peut supposer
|lhn]] < 1. Pour tout n € N on a :

7( H H—l = |7 T(chy)|| - |IT

7 (|7 H HT il =1) = TG+ Tehn) - TG
< |IT(@2) + T(ehn)| =1+
< lze +ehn| -1+ €.

Comme la suite (T'(hy,)) est aussi faiblement convergente vers 0 dans Y, on peut appliquer
le lemme 10.3 pour obtenir :

I (a2) By (o imsup [ 7)) < B limsup [ ) + 7

HT( )l n

Rappelons que 1 — e < || T'(z¢)|| < 1. Ainsi en utilisant les estimations en puissance des
modules (qui sont valables par définition sur lintervalle |0, 1]), il existe deux constantes
K1 > 0et Ky >0 qui ne dépendent pas de ¢ telles que :

(1 —eP)K e limsup ||T(hy)||? < KoeP limsup ||hy,||P + P.

n—oo n—oo

Cela donne :

limsup [|T(hy,)]|? < 7hmsu hpll?P + ———,
smsup (07 < 22 timsu 7+

et on fait tendre € vers 0 pour conclure que T est faiblement séquentiellement continu. [J

10.4 Extension aux polyndomes

Passons maintenant a la continuité faible séquentielle des polyndmes suivant leur degré
en liaison avec les estimations en puissance des modules asymptotiques uniformes. On
commence par des polynomes partant d’un espace de Banach X a valeurs dans R.

Proposition 10.6. Soit X un espace de Banach de dimension infinie avec px en puissance
p>1. Soit P: X — R un polynéme de degré n tel que 1 < n < p. Alors P est faiblement
séquentiellement continu.

Pour la preuve de cette proposition on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 10.7. Soit X un espace de Banach de dimension infinie avec py en puissance
p > 1. Soit (x,) une suite dans X faiblement convergente vers 0. Alors il existe une
constante K > 0 telle que pour tout x € X :

limsup ||z + 2, ||P — ||z]|P < K limsup ||z,
n—oo n—oo

Démonstration. Soit x # 0 dans X. Pour clarifier on note a = limsup,,_, ||zn||. On a :
limsup ||z + 2, ||” — ||z||?
n—oo

= limsupHa:Hp(Hi—in
n—o [l iz

-

Hpr[(ﬁx(ﬁ) + 1)p - 1} d’apres le lemme 10.3,

< Nl (px () +2)" ().

ceci en utilisant I'inégalité des accroissements finis [u? — 1| < p(u + 1)P~!|u — 1| pour tout
u > 0. Rappelons que, par définition, ’estimation en puissance de py () est valable pour
0 <t < 1. On distingue alors deux cas.

Si ”;%” < 1, alors on utilise I’estimation en puissance p : py (t) < Kt? pour tout 0 < t < 1
et le fait que py est croissante (d’apres la proposition 8.1), et on obtient :

. _ 1 aP
limsup &+ 2o — 2|7 < [lelPp(py (1) +2)" " K
oo |||

= Ka?,

avec K = p(py (1) + 2)p_1K > 0.
Si ”%” > 1, on utilise le fait que py est une fonction lipschitzienne avec constante de
Lipschitz au plus 1 (ceci toujours d’apres la proposition 8.1), et on obtient :

p—1 @
)

limsup ||z + z,||” — ||=||”
n—oo

a
lelPp(- 12
(e

= pla+2||z])" " a
< p3PlaP car ici ||z < a.

Dans les deux cas la preuve du lemme est terminée. ]

Démonstration de la proposition 10.6 : On peut supposer que P(0) = 0. On procede par
récurrence sur le degré du polynéme P. Fixons 1 < n < p dans N. Si P est de degré 1,
ce n’est rien d’autre qu'une forme linéaire continue sur X et donc P est bien faiblement
séquentiellement continu. Supposons que tout polynéme de degré inférieur a n — 1 est
faiblement séquentiellement continu. Supposons que P est de degré n. On écrit P(z) =
P(z) + R(z) avec P la partie n-homogene de P et R un polynéme de degré inférieur a
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n — 1. D’apreés hypothese de récurrence, R est faiblement séquentiellement continu. On
peut donc se limiter a la partie n-homogene P de P. La fonction :

p: X — R
z — p@) = |zl - P(x),

est continue et minorée car P est de degré strictement inférieur a p. Donc pour tout € > 0,
il existe x. € X tel que

p(ze) < inf p(x) + €.
zeX

Considérons (hg) une suite de X faiblement convergente vers 0. Par définition de x., on a
pour tout k € N :

Plae +ehy) = Pae) < ||z + ehgl]” — [Jae]|” + €.

On peut décomposer P(z + h) = P(x) + Q(z,h) + P(h) avec Q(z,.) de degré inférieur
a n — 1. Par hypothese de récurrence, Q(z,.) est faiblement séquentiellement continu. Le
lemme 10.7 donne une constante K > 0 indépendante de ¢ telle que :

limsup P(ehy,) < KeP.

k—o0
Comme P est n-homogene, on obtient :

limsup P(hy) < KeP™",

k—o0
qui tend vers 0 quand on fait tendre € vers 0. Les mémes arguments avec le polynéme — P
donnent 1’égalité :

limsup |P(hy)| = 0.

k—o0

Donc P (et par conséquent P) transforme les suites faiblement convergentes vers 0 en suites
qui convergent vers 0 dans R.

Pour conclure que le polynéme P est faiblement séquentiellement continu, on reprend
la décomposition écrite plus haut P(xz +y) = P(z) + Q(z,y) + P(y). Si hy — h faiblement
alors on écrit P(hy)— P(h) = P(hy—h)+Q(h, h —h) ce qui nous ramene au cas précédent
avec la suite (h — hy) qui tend faiblement vers 0. O

Passons maintenant au cas plus général des polynoémes entre deux espaces de Banach
de dimension infinie.

Théoreme 10.8. Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension infinie avec px en
puissance p et dy en puissance q vérifiant 1 < q¢ < p < co. Soit P : X — Y wun polynéme
de degré n tel que 1 < ng < p. Alors P est faiblement séquentiellement continu.

Démonstration. Fixons n € N tel que 1 < ng < p < co. Soit P : X — Y un polyndme
(continu). Comme avant on peut supposer que P(0) = 0 et on travaille par récurrence sur
le degré de P. Si ce degré est 1 alors P est un opérateur linéaire continu entre X et Y et
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la conclusion vient de la proposition 10.5. Supposons que tout polynome de degré k, avec
1 <k <n-—1, est faiblement séquentiellement continu. Supposons que P est de degré égal
a n. Comme dans la preuve précédente, on peut se ramener aux suites (h) qui convergent
faiblement vers 0 dans X et a un polynéme P n-homogene. De plus, on peut supposer
|IP|| = 1. Fixons 0 < ¢ < 1. Par définition de la norme de P, il existe . € X tel que
|ze|| = 1et 1—eP < | P(z:)| < 1. Deplus, P(z-+h) = P(z:)+Q(xe, h) + P(h) ou Q(z.,.)
est un polyndéme de degré inférieur a n — 1, et donc faiblement séquentiellement continu
d’apres 'hypothese de récurrence. On a pour tout k € N :

(ehy)
\@wmw%‘+w%mDuQ%mm
= [1P(22) + Plehi)| - 1Q(az, ehy) |
< HP(xa) + Q(xa,fhk) + P(Ehk)H
= ||P(2e + chy)
< |we + ehg]|™.

On peut appliquer le lemme 10.3. En effet, (P(chy))ken est bien faiblement convergente
vers 0 dans Y. Pour le voir, prenons y* une forme linéaire continue sur Y. Le polynéme
y* o P: X — R défini par y* o P(z) = y*(P(z)) satisfait les hypotheses de la proposition
10.6. Donc le lemme 10.3 donne :

1P (xe)| [gy( hmsup HP(ehk)H) + 1} {px(hmsup ||5hk||) + 1} .

1
1P ()l k
En utilisant les estimations en puissance des modules et le fait que 1 — &P < [|P(z.)| < 1,
on obtient deux constantes K1 > 0 et Ko > 0 indépendantes de ¢ telles que :

(1 —eP)[Ky limsup ||P(ehg)||? + 1] < [Koe? limsup |||/ + 1]".
k—o0 k—o0
Pour clarifier écrivons K = K limsup;,_, . ||hg|P. On a :

(1 —eP)K, hmsupHP(ghk)HQ_i_l_gp < Z( )Kn igip 41,
= =1

1 n o
li Pehp)|l! < ———— KMe® 4 — — |
msup [Pl < b 3 ()R T

k—o0 i—1
Rappelons que P est n-homogene, donc I'inégalité ci-dessus devient :

1i I1P(hi) || < 1 — (n Kn—igip—na eh™™
11m Su — 13 e ——
msw PG < e 2 (5 T

o i=1
avec ip — ng > 0 pour tout 1 < 7 < n. On fait alors tendre ¢ vers 0 pour obtenir que
P transforme les suites faiblement convergentes vers 0 de X en suites qui convergent en
norme vers 0 dans Y. On conclut comme avant qu’alors P est faiblement séquentiellement
continu. [



Chapitre 11
Différentiabilité d’ordre supérieur

Dans ce chapitre on continue 1’étude des liens entre les polynomes dans les espaces de
Banach et les modules asymptotiques uniformes.

11.1 Définitions

On rappelle la notion de lissité TP introduite par Deville, Gonzalo et Jaramillo dans
[DGJ]. Soient X un espace de Banach réel et p > 1 un nombre réel. On dit qu’une applica-
tion & valeurs réelles f : X — R a un développement de Taylor a ’ordre p au point x € X,
s’il existe un polynéme P de degré au plus n = [p] (la partie entiére de p) tel que :

[f (@ +h) = f(z) = P(h)| = o([[n]|P)  (|[All — 0).

L’application f est dite TP-lisse si elle admet un développement de Taylor a ’ordre p en
tout point. Notre référence pour plus de détail sur ce sujet est [DGJ].

Une fonction a valeurs réelles définie sur X est appelée une fonction bosse si elle a un
support non vide borné.

Un polynéme P sur X & valeurs réelles est appelé polynome séparateur si P(0) = 0 et
P(z) > 1 pour tout = dans la sphere unité de X. Comme montré par Deville dans [Dev], si
X admet un polynoéme séparateur alors X admet une fonction bosse de classe C'*°. Sous les
hypotheses du théoréme suivant (nous revenons sur la propriété de Radon-Nikodym dans
la section qui suit), 'existence d’une fonction bosse TP-lisse implique celle d'un polynéme
séparateur (et donc d’une fonction bosse de classe C°).

Théoréme 11.1 ([DGJ], 1999). Soient 1 < p < oo et X un espace de Banach avec la
propriété de Radon-Nikodym. On suppose de plus que X vérifie la propriété :

"Pour tout x € X, il existe une constante C > 0 telle que pour tout 0 > 0 il existe un sous
espace de codimension finie Hs de X tel que pour tout h € Hj vérifiant ||h|| = 6, on a :
| + Al = [lz]| = C[[n[[P.”

St X admet une fonction bosse TP-lisse alors X admet un polynéme séparateur.

Les modules asymptotiques uniformes apparaissent implicitement dans la propriété
entre guillemets du résultat précédent. De plus la preuve de ce théoréme dans [DGJ] utilise
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le principe variationnel de Stegall. Nous allons voir dans les sections qui suivent comment
obtenir un résultat similaire dans les espaces de Banach qui ont un module asymptotique
de convexité en puissance.

11.2 La Propriété des Points de Continuité

Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym si et seulement si pour
tout ouvert non vide borné B de X et pour tout € > 0, il existe un ouvert faible O de
X, déterminé par une seule forme linéaire, tel que 'ensemble B N O est non vide et de
diametre inférieur a €.

Il existe une autre propriété des espaces de Banach un peu plus faible que la propriété
de Radon-Nikodym : la propriété des points de continuité. Un espace de Banach X satisfait
la propriété des points de continuité si et seulement si pour tout ouvert non vide borné B de
X et pour tout € > 0, il existe un ouvert faible O de X (non nécessairement déterminé par
une seule forme linéaire) tel que I'ensemble BN O est non vide et de diametre inférieur a e.
Un lien avec le module asymptotique uniforme de convexité est donné dans la proposition
suivante obtenue par Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman dans [JLPS] p. 719 :

Proposition 11.2 ([JLPS], 2002). Si dx(t) > 0 pour tout 0 < t < 1 alors l’espace X
satisfait la propriété des points de continuité.

Girardi dans [Gi] a méme montré que X vérifie la propriété des points de continuité si
Sx (%) > (. L’auteur donne aussi un exemple d’espace de Banach séparable qui ne vérifie pas
la propriété de Radon-Nikodym mais dont le module asymptotique uniforme de convexité
est en puissance 3. Cet espace est donc asymptotiquement uniformément convexe et vérifie
la propriété des points de continuité d’apres la proposition précédente.

La propriété de Radon-Nikodym est utilisée dans la preuve du théoréme 11.1 de [DGJ]
pour appliquer le principe variationnel de Stegall. Ici nous utilisons un principe variationnel
di a Ghoussoub et Maurey qui s’applique dans les espaces de Banach séparables ayant la
propriété des points de continuité. L’énoncé est le suivant tel qu’il apparait dans le livre
de Phelps [Phe] p. 89 :

Théoréme 11.3 (Ghoussoub et Maurey, 1985). Soit X un espace de Banach séparable
ayant la propriété des points de continuité. Soient C' une partie non vide fermée et bornée
de X, f: C — R une fonction minorée semicontinue inférieurement sur C et € > 0. Alors
il existe une application g lipschitzienne de constante de Lipschitz au plus €, qui est de plus
faiblement continue, telle que f + g atteint son minimum sur C.

Muni de ce principe variationnel, qui est valable dans les espaces asymptotiquement
uniformément convexes, on obtient dans la section suivante une autre version du théoreme
11.1 ci-dessus.

11.3 Polynome séparateur

Le théoreme qui suit précise I’énoncé du théoreme 11.1 en évitant 1’écriture de la pro-
priété entre guillemets et 'hypothese avec la propriété de Radon-Nikodym. Il constitue
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encore un lien entre les modules asymptotiques uniformes et les polynomes dans les es-
paces de Banach.

Théoréme 11.4. Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie avec 0 x
en puissance 1 < p < oo. 57 X admet une bosse TP-lisse alors X admet un polynome
séparateur de degré inférieur a [p).

Démonstration. Soit b : X — R une bosse TP-lisse telle que b(0) = 0. Considérons ¢ :
X — R U {+o0} définie par p(x) = 1/b(x)? si b(x) # 0 et p(x) = +oo sinon. La fonction

©—]|| .|| est semicontinue mferleurement et minorée sur X. Comme X est asymptotiquement
uniformément convexe, il vérifie la propriété des points de continuité et on peut appliquer
le théoreme 11.3. Il existe g une fonction faiblement continue telle que ¢ — || . || + g atteint
son minimum en un certain point x € X. Ainsi, pour tout h € X :

ez +h) =) > |z +hl - [lz] + 9(z) — gz + h).

Comme ¢(0) = +o0, on a ||z|]| > 0. Par définition de Jx, il existe un sous espace de
codimension finie Z = Z(z) de X, tel que pour tout h € Z :

lz + Al =zl = |« |’(HW+WH !
i
>
K|=|["~

> 7\\th quand [|a]| < [[]].
14 |||

De plus, comme ¢ est TP-lisse, il existe un polynéme P de degré inférieur a [p| tel que
P(0) = 0 et il existe une fonction R satisfaisant limy_,o R(h)/||h|[P = 0, tels que :

o(z+ h) — p(x) = P(h) + R(h).
Donc on obtient, pour tout h € Z tel que ||h|| < ||z :

P(h) = C(@)|[Al]” = R(h) + g(x) — g(z + h),
ou C(x) = Ii”f”iil > 0. Comme limy,_,g R(h)/||R||P = 0, il existe 0 < M, < ||z tel que si
|h|| = M, alors —R(h) > —@Hh”p. Par continuité faible de g, il existe un nombre fini
de formes linéaires continues sur X f7,..., f; telles que si h € Ker(ff)N---N Ker(fy),
alors g(z) — g(x + h) > —@Mf.
On déduit de tout ceci que si h € Z N Ker(ff)N---NKer(f}) et si ||h| = M,, alors

20(

\./

P(h) = 1]

On conclut alors comme dans [DGJ] que le polynéme @ défini par

3

Q(h) = WP(MIh)
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est un polynome séparateur de degré inférieur & [p] sur le sous espace de codimension finie
ZNKer(ff)n---NnKer(fr). Alors il est facile d’obtenir (voir [DGJ]), que cela implique
lexistence d’un polynéme séparateur de degré inférieur a [p] sur X tout entier. ]

Si pour x € Sx on considere :

dx(t,x) =  sup inf |z +z|| - 1.
dim X/Z<oo 2€Z,|2lI=t

Alors la preuve du théoreme 11.4 montre en fait qu’il est suffisant de supposer qu’il existe
p > 0 tel que pour tout = € Sx il existe une constante C'(x) > 0 qui dépend de z telle que
Ox(t,z) > C(x)t? pour tout 0 < t < 1 avec un plus 'hypothese que X vérifie la propriété
des points de continuité.
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