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Introduction

Sur une variété riemannienne lisse compacte, (X, g), le spectre du laplacien est
discret. Il s’agit d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie tendant vers
+00. Sa résolvante Ro(z) := (A — 2)~! est alors une famille méromorphe dans C,
d’opérateurs bornés sur L2(X) dont les poles sont les valeurs propres du laplacien
et leurs multiplicités sont les rangs des résidus.

Si la variété n’est pas compacte, en général, du spectre essentiel apparait,
comme par exemple pour ’espace euclidien R™ ou encore ’espace hyperbolique réel
H™, ou le spectre du laplacien est respectivement [0, +oo[ et [("_41)2 , +00[. Dans
ces exemples on peut prolonger méromorphiquement les résolvantes modifiées du
laplacien a travers le spectre essentiel. Pour l'espace euclidien, si la dimension est
impaire, Ro()\) := (A — A?)~! d’abord définie sur {\ € C ; TmA > 0} admet,
pour tout N > 0, un prolongement holomorphe sur {A € C ; Im\ > —N} a
valeurs dans les opérateurs bornés sur des espaces L? & poids (avec des poids
qui dépendent de N). Si la dimension est paire, on prolonge (A — ¢**)~1 de
AeC; 0<Im\ <a}a{leC; |Im(e)|< N} de maniére holomorphe
toujours dans des espaces L? a poids. Pour 'espace hyperbolique, pour tout
N > 0, on prolonge Ry(A) := (A —A(n —A))~! de {A € C; Rex > 231} a
{A € C; ReX > ”T_l — N} dans des espaces L? & poids. Le prolongement est
holomorphe si la dimension est impaire, et méromorphe si elle est paire avec —N
comme ensemble de poles. On appelle les poles du prolongement résonances et on
note Res(A) leur ensemble. Ce sont les valeurs spectrales discrétes qui remplacent
les valeurs propres du cas compact.

On connait d’autres exemples ot on peut prolonger la résolvante modifiée du
laplacien & travers le spectre essentiel de facon méromorphe avec des résidus de
rang fini (on dira méromorphe-finie). Le cas des variétés asymptotiquement hyper-
boliques a été traité par Mazzeo et Melrose ([MMS87]) et complété par Guillarmou
(|Gui0b5a]). On peut aussi citer les variétés a bouts asymptotiquement cylindriques
étudiées par Melrose (|[Mel93]).

On se place désormais dans ce cadre en supposant que la résolvante modifiée
du laplacien libre, Ro(A\) = (A — f(\))~!, admet un prolongement méromorphe-
fini sur un domaine de C, D*. Pour tout A € D™ dans un voisinage d’un pole A,
on a le développement de Laurent suivant :

Ro(N) = Z()\ — o) 'S+ H(N),

1=1

vii



Introduction

avec S; de rang fini et H holomorphe. On appelle multiplicité de la résonance g
la dimension de 'image de S et p est ordre de Ag.

Si on perturbe le laplacien par un potentiel V' et si V' est suffisamment décrois-
sant a l'infini sur X, par exemple & support compact, alors la résolvante modifiée
de A+V, Ry(\) := (A+V —f(\))~!, admet aussi un prolongement méromorphe-
fini sur DT, On peut alors s’intéresser aux résonances de I'opérateur A + V dont
on note ’ensemble Res(A + V).

Pour un tel V, suffisamment décroissant a l'infini, le spectre essentiel de A +V
est le méme que celui de A car V' est relativement compact par rapport a A. On
peut alors se demander comment les résonances, elles, sont modifiées. On en arrive
a la question principale qui a dirigé mon travail de thése :

Existe-t-il des potentiels V tels que Res(A + V) = Res(A) ?

On dira de ces potentiels qu’ils sont isorésonants. On ne peut donc pas détecter
leur présence par la seule observation de I’ensemble des résonances.

On va construire de tels potentiels isorésonants et ils seront & valeurs com-
plexes. C’est une caractéristique importante car, par exemple, on sait que dans
I’espace euclidien, R", avec n > 2 et pair ou n = 3, tout potentiel réel, non tri-
vial, lisse et & support compact crée une infinité de résonances (cf [SB99|, [Mel95],
[SBZ95]).

Je me suis inspiré du travail de Christiansen dans [Chr06] et [Chr08]. Elle
construit dans R™ (n > 2) euclidien des potentiels complexes isorésonants, c’est-
a-dire dans ce cas : Res(A+V) = Res(A) = ). En fait elle se sert d’une action de
S! sur R™. Méme si dans cette thése on ne travaillera que en dimension supérieure
ou égale & 2, on peut citer ici le travail antérieur de Gasymov [Gas80| qui, en
dimension 1, construit des potentiels complexes isospectraux qui inspireront la
construction de Christiansen. Dans cette these, j’ai généralisé cette construction
de potentiels isorésonants a d’autres variétés possédant une action isométrique de
S, puis j’ai utilisé d’autres symétries comme (S!)™ et SO(n). Sur ces variétés le
laplacien libre a déja des résonances, il y a donc plus de travail pour démontrer
Iisorésonance de ces potentiels. En effet, dans I’espace euclidien, il suffit de montrer
Res(A + V) C Res(A) car Res(A) = ().

Décrivons la méthode de construction de ces potentiels et les résultats obtenus.
Supposons que (X,g) soit munie d’une action isométrique de S'. Cette action
induit une représentation unitaire de S! sur L?(X) :

s\ — UIX)
e fo (o fe ).

On peut alors décomposer L?(X) en composantes isotypiques, c¢’est-a-dire
I
2
L*(X) = P r2x,
=

viil



ol, pour tout j € Z,
2 - 2 . —i0 _ 150
Li(X) ={f e L*(X); Vo€ [0,2n], pp—z € X, f(e™".x) =" f(x)},

est ’espace de symétrie des fonctions S' homogénes de poids j (la notation pp—z €
X signifie : pour presque tout z appartenant a X).

Les potentiels isorésonants sont alors construits comme des sommes de fonc-
tions S! homogenes avec des poids de méme signe. En effet, de telles fonctions
créent un décalage sur les composantes isotypiques de L2(X) :si V € L®(X) N
L2(X) et f € L?(X) alors Vf € L§+m(X). Alors que le laplacien, lui, stabi-
lise ces composantes isotypiques. Ce décalage nous permet de montrer l'inclusion
Res(A + V) C Res(A), d’abord pour V' tronqué, puis on passe a V' grace a une
caractérisation des résonances comime zéros d’un déterminant régularisé.

Au passage, on est amené a estimer, pour tout compact K, le bas du spectre
du laplacien de Dirichlet défini sur les fonctions S' homogeénes de poids j a sup-
port dans K (on notera L? (K)). Le résultat exposé dans le chapitre 2, qui semble
intéressant en lui-méme, est le suivant :

PROPOSITION 1 Soit K une variété compacte a bord, possédant une action de
S et munie d’une métrique g telle que S' agit par isométries sur (K, g) et g peut
s’écrire comme une métrique produit dans un voisinage du bord de K. Alors, il
existe des constantes strictement positives, C1(K) et Co(K), telles que, pour tout
JE€Z,ona:

C15% < Min Spec AL?(K) < Oy(1 + 52).

Pour l'autre inclusion, Res(A) C Res(A + V), j’ai utilisé la théorie des pertur-
bations des résonances développée par Agmon dans [Agm98| et que je rappelle en
annexe. Elle permet de voir les résonances comme des valeurs propres d’opérateurs
auxiliaires et d’utiliser la théorie de Kato pour étudier leurs perturbations.

On obtient finalement le résultat suivant que volontairement on n’énonce pas
ici dans toute sa généralité :

THEOREME 1 Sur l’espace euclidien R™ ou [’espace hyperbolique H™, on considére

le potentiel
M
Vo3 v

m=1
ot les Vi, € L°°(X) sont a support compact et St homogénes de poids m.

Alors, sur C, on a Res(A + V) = Res(A) et les multiplicités coincident.

Ce résultat se généralise a des variétés riemanniennes X qui possédent une
action isométrique de S' et telles que la résolvante modifiee du laplacien libre
admet un prolongement méromorphe-fini sur un domaine D™ . Il faut aussi qu’on
puisse inclure tout compact de X dans un compact K qui vérifie les hypothéses
de la proposition 1. On peut prendre pour V une somme infinie de potentiels S
homogénes avec des poids de méme signe en utilisant des déterminants régularisés

X



Introduction

dans des espaces de Schatten. On peut aussi prendre V' non plus & support compact
mais suffisamment décroissant & l'infini pour avoir le prolongement méromorphe-
fini de la résolvante de A + V sur DT. On renvoie au théoréme 4 du chapitre 3
pour I’énoncé dans le cas général.

REMARQUE 1 Au lieu de perturber le laplacien libre on peut perturber A+V, avec
Vp un potentiel invariant sous 'action de S*. Le fait que Vy soit S' invariant assure
que, comme le laplacien, il respectera la décomposition de L*(X) en composantes
isotypiques. En supposant de plus que Vj est réel et qu’il est a support compact,
on peut obtenir que Res(A+Vp+ V') = Res(A + Vp). On peut imaginer perturber
d’autres opérateurs qui respectent la décomposition de L?*(X) en composantes
isotypiques.

La construction de potentiels isorésonants se servant d’une action de (S!)™ est
essentiellement la méme que dans le cas de S'. Par contre, si on regarde I’action
de SO(n) (n > 3), comme ce n’est pas un groupe commutatif, on n’a pas de
description simple des espaces de symétrie. On suppose alors qu’on peut écrire

LX) =P L®R"HeH",
keN
ot H* = Ker(Agn-1 — k(k +n —2)), k € N, est I'espace propre du laplacien
sur la sphére S”~!. Comme dans le cas S!, on va construire des V qui induisent
un décalage dans cette décomposition de L?(X). Cette fois V est une somme de
vecteurs de poids maximaux des représentations H* de la complexification de 1’al-
gebre de Lie s0,. On s’est inspiré ici de la construction de potentiels isospectraux
par Guillemin et Uribe dans [GU83|. La particularité du cas SO(n) est qu'on n’a
plus besoin de la proposition 1, ce qui simplifie notoirement la preuve du résultat
d’isorésonance. On détaille et compare ces trois constructions dans le chapitre 3.

Ces potentiels conservent I’ensemble des résonances du laplacien libre et leur
multiplicité, on peut se demander si, en ajoutant de 'information, on ne pourrait
pas les détecter. Sur cette voie, je montre que sur H?, il existe des potentiels parmi
la famille de potentiels isorésonants construits qui modifient ’ordre des résonances.
On rappelle que, sur H?, les résonances du laplacien sont les entiers négatifs ou
nuls et que ce sont des résonances d’ordre 1. On prend comme modéle pour I'espace
hyperbolique R* xS avec les coordonnées (7, 6) et la métrique g = dr?+sh(r)2d6?,
alors on a

PROPOSITION 2 Sur I'espace hyperbolique H?, pour tout k € N\ {0}, il existe un
potentiel V € F := {V,,(r)e™?;m € Z\ {0},V,,, € L(RT)} (V est isorésonant
d’apreés le théoréme 1) tel que —k est une résonance de A +V d’ordre strictement
plus grand que 1.

On peut donc détecter ces potentiels. Les relations entre potentiel et ordre des
résonances restent pour moi une piste de recherche.

Dans le chapitre 4, on construit des potentiels isorésonants sur la caténoide.
La caténoide est la surface X diffeomorphe au cylindre R x S' et munie de la



métrique g = dr? + (r? + a?)da? avec (r,e’®) € R x St et a € R. Elle posséde
bien str une action de S' et on peut encore prolonger la résolvante du laplacien
libre a travers son spectre essentiel et donc parler de résonances. Par contre, la
théorie des perturbations des résonances d’Agmon ne s’applique plus. Je construis
quand méme des potentiels isorésonants sur la caténoide en utilisant la distorsion
analytique développée, dans ce cadre, par Wunsch et Zworski dans [WZ00|. Elle
permet, comme la théorie d’Agmon, de ramener le probléme des résonances & un
probléme de valeurs propres.

Dans le chapitre 5, on développe la théorie de la diffusion sur des variétés
asymptotiquement hyperboliques avec des potentiels complexes s’annulant a l'in-
fini. Il est naturel de s’intéresser a la théorie de la diffusion car les poles de 'opé-
rateur de diffusion sont intimement liés aux poles de la résolvante (voir [BP02] et
[Gui05b]). On note Sy opérateur de diffusion associé & A + V et on définit la
multiplicité d’un pole A\g € C\ %Z de Sy par

vy (Ao) = Tr(resy, (Sv(A) " 9xSv (M),

ou resy, désigne le résidu en A\g. Alors on montre que nos potentiels isorésonants
V' construits dans le reste de cette thése vérifient

THEOREME 2 Pour tout A € C\ 1Z, on a

det(Sy(A\)So(A\) ™) =1 et vy (X)) =p(N).

Donc Sy et Sy ont les mémes poles avec les mémes multiplicités.

Pour conclure, dans la continuation de cette thése, il faudrait approfondir le lien
entre mes potentiels et I’ordre des résonances. Il serait aussi intéressant de chercher
des potentiels isorésonants réels. De maniére plus générale, je ne pense pas qu’on
ait exploité tout ce que peut nous apprendre sur les résonances la connaissance de
symétries dans ’espace ambiant.

X1
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Chapitre 1

Résonances et symétries

1.1 Prolongements de résolvantes libres

1.1.1 Cadre général

On considére une variété riemannienne (X, g) connexe, non compacte, de di-
mension n > 2. Sur X, on s’intéresse au laplacien agissant sur les fonctions qu’on
notera A. Il est défini en coordonnées par

1 g
A=—— E 0; Y9,
\/§ — (\/§g ])

ol /g = \/det(g;;) et (¢"7) est la matrice inverse de celle de la métrique : (g;;). 11
s’agit d’un opérateur autoadjoint sur le domaine H?(X) et positif dont le spectre

est donc inclus dans R™. Ainsi pour tout 2 € C\R™, la résolvante du laplacien libre
(A—2)~! est un opérateur borné sur L?(X) a valeurs dans H?(X). Cette résolvante
est holomorphe sur C\ R™. Dans toute la suite on supposera que, en modifiant les
espaces de départ et d’arrivée, elle admet un prolongement méromorphe a travers
RT.

Définissons d’abord ce qu’on entend par méromorphe. Si U est un ouvert de C
et H un espace de Banach, alors une famille P(z),z € U a valeurs dans H est dite
méromorphe si, pour tout 2y € U, il existe un voisinage V, de zp, un entier p > 0
et des (5;)i=1,...p dans H tels que, pour tout z € V. \ {20}, on ait le développement
de Laurent suivant

P(z) =Y Si(z—20) "' + H(2),
i=1

ou H est holomorphe sur V,, a valeurs dans H. En fait P est holomorphe sur
U\ S avec S l'ensemble discret des poles de P. Si ‘H est l'espace des applications
linéaires continues entre deux Banach By, By, qu’on note £(By, By), alors on dira
que P(z) est méromorphe-finie sur U si tous les S; sont de rang fini.

Il peut étre utile de changer le parametre spectral pour définir le prolongement
méromorphe. Plus précisement, on considére un revétement f : > —  au dessus



Résonances et symétries

de Q un ouvert de C, et un domaine non borné D C X tel que f(D) c C\ R™.
On considére alors Ro(\) := (A — f(\))~! qui, dans un premier temps, est défini
et holomorphe sur D & valeurs dans £(L?(X)) := L(L?*(X), L*(X)). Soient By et
B deux espaces de Banach tels que

By & 12(x) < By,

oit Jy et J sont des injections continues et Jy(Bp) est dense dans L?(X) et
J(L*(X)) est dense dans B;. On note, pour A € D,

Ro(X) = JRo(A\)Jo.

Ry est holomorphe dans D & valeurs dans L(By, By).
On va s’intéresser aux cas ot ’hypothése suivante est vérifiée :

Hypotheése A : ﬁo a un prolongement méromorphe-fini sur un domaine DV de
3.

1.1.2 Exemples

Donnons quelques premiers exemples de prolongements de la résolvante du
laplacien libre qui nous intéresseront tout au long de cette these.

L’espace euclidien

On considére R™ muni de la métrique euclidienne. Le spectre du laplacien est
R* et est essentiel. L’étude du prolongement dépend de la parité de la dimension
n.

e Si n est impair (n > 3), alors on prend ¥ = C et Ry()\) := (A — \2)~!
est d’abord définie sur D = {\ € C ; ITm\ > 0} & valeurs dans £(L?*(R")).
Pour tout N > 0, elle admet un prolongement, en fait, holomorphe dans
DY ={) € C; |ImA|< N} avaleurs dans £(e~ V<> L2(R"), eV <> L2(R"))
ot z € R" et <z>= (1+ |2[2)2. (cf [Mel95] et [SBZ95|)

e Si n est pair, alors on prend pour X le revétement logarithmique de C\ {0},
et Ro()\) := (A — e*})71. Elle est d’abord définie dans D = {\ € C ; 0 <
Im\ < 7} a valeurs dans £(L?(R™)). Pour tout N > 0, elle admet un

prolongement holomorphe sur DY, = {\ € C; |Im(e*)|< N} a valeurs dans
L(e=N<=>L2(R"), eN<2> L2(R")). (cf [Mel95])

Variétés asymptotiquement hyperboliques

Soit X = X UOX une variété compacte lisse & bord de dimension n et pg une
fonction définissant son bord, c’est-a-dire une fonction lisse sur X vérifiant

po >0, X ={me X ; po(m) =0}, dpo|yx# 0.

2



1.1 Prolongements de résolvantes libres

On dit qu'une métrique g sur X est asymptotiquement hyperbolique si pgg se
prolonge en une métrique lisse sur X et si | dpg | P2y 1 sur 0X. Cette derniére
condition assure que la courbure sectionnelle de g converge vers —1 au bord et
elle implique qu’il existe une fonction p définissant le bord, un voisinage collier du
bord associé & p, U, := [0,€) x 90X, et une famille lisse h(p), p € [0, €) de métriques
sur 0X tels que

_ dp* +h(p)

2

Par exemple, I’espace hyperbolique réel H" et ses quotients par des groupes convexes
co-compacts sont asymptotiquement hyperboliques.

sur U,,. (1.1)

Sur une variété asymptotiquement hyperbolique, le spectre du laplacien agis-

("_41)2,—1-00) et
d’un nombre fini de valeurs propres formant le spectre discret o4(A) C (0, @)
En prenant ¥ = C et, comme nouveau parameétre spectral A(n—1—\), la résolvante
du laplacien libre Ro()\) := (A —A(n—1—\))~! est une famille méromorphe-finie
sur D = {\ € C; Re(\) > 71} a valeurs dans £(L*(X)) avec des poles aux A
tels que A(n — 1 — \) € o4(A).

Mazzeo et Melrose ([MM87]) puis Guillarmou ([Gui05a]) ont montré que Ry a
un prolongement méromorphe-fini dans C\ (§ —N). Elle admet méme un prolonge-
ment méromorphe-fini dans C tout entier si et seulement si la métrique g est paire.
La métrique g est dite paire si la famille h(p) définie en (1.1) a un développement
de Taylor en p = 0 qui ne contient que des puissances paires de p (cette notion
ne dépend pas du choix de p). Plus précisement, pour tout N > 0, Rg(\) a un
prolongement méromorphe-fini sur D = {X € C ; Re(\) > 21 — N} si g est
paire, et sur D \ (2 — N) sinon, a valeurs dans L(p" L?(X), p~V L?(X)).

sant sur les fonctions est constitué du spectre essentiel o.55(A) = |

Variétés a bouts asymptotiquement cylindriques

Soit, comme dans Iexemple précédent, X = X UOX une variété compacte lisse
a bord de dimension n. On dit quune métrique g sur X est a bouts asymptoti-
quement cylindriques s’il existe une fonction p définissant le bord, un voisinage
collier du bord associé & p, U, := [0,€) x X, et une famille lisse h(p), p € [0,€) de
métriques sur 0X tels que

g=— t+h(p) surU,. (1.2)

Melrose appelle ce type de métrique une "exact b-metric" ([Mel93], [Mel95]). Soit
A le laplacien sur la variété compacte sans bord 9X et 0 = o7 < 03 < ... son
spectre de valeurs propres sans multiplicité. On peut alors décrire le spectre du la-
placien sur X, A. Pour tout j > 0, [0j,0j41) est du spectre continu de multiplicité
la somme des multiplicités de {o1,...,0;} en tant que valeurs propres de Ay et
il peut éventuellement contenir des valeurs propres plongées de multiplicité finie.

Melrose, dans [Mel93|, prolonge la résolvante du laplacien libre sur la sur-
face de Riemann ¥ qui est telle que toutes les fonctions 7;(\) = (A — 0’]2-)%

3
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y soient holomorphes. Cette surface est ramifiée aux points A = 0]2-. Ro(N) =
(A —X)~! est d’abord définie sur D = {\ € ¥ ; Vj Im(r;()\)) > 0} & valeurs dans
L(L?*(X), L*(X)) et, pour tout N > 0, elle a un prolongement méromorphe-fini
sur un domaine DY & valeurs dans L(p"V L?(X), p~VL?(X)).

1.1.3 Cadre commun

Dans le but de traiter tous ces exemples avec une unique notation, on reformule
I’hypothése A. Pour N > 0 et p une fonction définissant le bord de notre variété
X, sauf dans le cas euclidien ou on prend p(z) = e~ <*7, on pose

Hypothése Ay, : EO a un prolongement méromorphe-fini sur un domaine non
borné DY, de ¥ a valeurs dans L(p" L?(X), p=V L?(X)).

REMARQUE 2 Pour que I’hypothése soit pertinente il faut que f(Dj(,) intersecte
le spectre essentiel de A.

REMARQUE 3 Dans les exemples, la taille de D]J\r, est croissante relativement a N.

REMARQUE 4 On traitera un autre exemple de variété sur laquelle on a un pro-
longement méromorphe-fini de la résolvante du laplacien libre : la caténoide. Mais
ne rentrant pas dans ce cadre général, on lui accordera un chapitre a part.

1.2 Prolongements de résolvantes avec potentiels

On veut ajouter un potentiel V', a priori complexe, au laplacien en ayant aussi
un prolongement de la résolvante (A+V —z)~!. On introduit donc une hypothése
sur V pour que, Ry ait un prolongement méromorphe-fini sur D]J\r,7 et que (A +
V — z)7!, aprés changement de paramétre spectral, ait aussi un prolongement
méromorphe-fini sur D]'\';.

Hypothése By, : Ry(\) = J(A +V — f(A\)"'Jy admet un prolongement

méromorphe-fini sur DY, & valeurs dans L(p"V L*(X),p VN L?(X)) et p~ 2NV est
borné sur X.

L’hypotheése p~ 2NV borné est 1a pour nous permettre d’appliquer la theéorie
des perturbations d’Agmon (voir annexe), et elle peut suffire a prolonger Ry sur
tout compact de D]J\r, pour t € C assez proche de 0 :

PROPOSITION 3 Sil’hypothése Ay, est réalisée sur un domaine D]J\r, et si p~ 2NV
est borné sur X, alors, pour tout domaine compact D]J\r, inclus dans D7, il existe
Qo, un voisinage de 0 dans C, tel que, pour tout t € Qo, Ry (\) = J(A +

tV — f(A)"'Jo admet un prolongement méromorphe-fini sur D}; a valeurs dans
L(pNL*(X), p~NL2(X)).



1.3 Résonances et potentiels isorésonants

REMARQUE 5 Alors, avec tV, t € Qq, les hypothéses Ay , et By, , sont toutes les
deux vérifiées sur D]J\r,.

Preuve : on fait appel a la théorie des perturbations d’Agmon ([Agm98]) dont on
rappelle les résultats dans ’annexe. On considére donc, pour t € C, la famille des
perturbations du laplacien

P(t) = A+ tV.

Avant de pouvoir appliquer la théorie d’Agmon il faut en vérifier toutes les hypo-
theéses (cf hypothéses (), (), (7), (0) de 'annexe) ce qui est fait dans la derniére
partie de I'annexe avec By = pVL*(X) et By = p~VL?(X). Le fait que p=2¥V
soit borné sur X sert notamment a vérifier ’hypothése (§) qui assure que la famille
{P(t) }+tec est holomorphe de type A au sens de Kato.

On considére alors un domaine compact 5}, inclus dans D]'\F,. Agmon se raméne
alors a la théorie des perturbations des valeurs propres de Kato a l'intérieur de
5;{,, (|Kat66]), pour prolonger ﬁtV(A) de maniére méromorphe-finie pour A\ € ﬁ;{,
et ¢t dans un voisinage Qg de 0 dans C. C’est exactement la proposition 12 de
l'annexe. [

On peut en dire un peu plus dans les deux premiers exemples cités précédem-

ment :

e Dans 'espace euclidien, si V' est un potentiel a décroissance super-exponentielle,
c’est-a-dire que, pour tout M, il existe une constante C; telle que |V (z)|<
Cye M M) alors les hypothéses Ay, , et By, sont toutes les deux vérifiées sur
D ={XAeC; |Im\|< N} (respectivement Dy = {A € C ; |Im(e?)|< N}
si la dimension est paire) et ce pour tout N.

e Dans les espaces asymptotiquement hyperboliques, si V est lisse sur X et
s’annule & tous les ordres en p au voisinage du bord alors Ay , et By, sont
toutes les deux vérifices sur Df; = {A € C; Re(\) > 25t — N} (en otant

5 — N si la métrique n’est pas paire) et ce pour tout V.

1.3 Reésonances et potentiels isorésonants

Supposons que I'hypothése Ay , soit vérifice. Alors Ry a un prolongement
meéromorphe-fini sur un domaine D]J\r, de . Si A\ € D]J\r, est un pole de Ry, alors
on rappelle que, pour tout A dans un voisinage de Ag, on a le développement de

Laurent suivant
P

Ro(\) =Y (A= X0)'Si+ H(),
=1

avec S; € L(pVL*(X),p N L?(X)) de rang fini et H est holomorphe & valeurs dans
L(pNIA(X), p N I2(X)).

DEFINITION 1 On appelle résonances du laplacien dans D;{, les péles du pro-
longement de Ry dans D]J\r, et on note Res(A) I'ensemble de ces poéles. Dans le

5
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développement de Laurent correspondant au voisinage de Ao € Res(A), avec les
notations précédentes, p est I’ordre de )y, I’espace résonant est I'image de S
et sa dimension est la multiplicité de \g.

REMARQUE 6 Agmon a montré dans [Agm98] que les notions de résonances,
d’ordre et de multiplicité ne dépendent pas de la fonction p choisie.

Si I'hypothese By, est aussi vérifiée dans D]\L, pour un certain potentiel V' on
peut alors définir de la méme facon les résonances de A+ V comme étant les poles
de Ry dans Dj; et on note Res(A + V) leur ensemble. On définit aussi Uordre et
la multiplicité d’une telle résonance.

DEFINITION 2 On dit qu’un potentiel V' tel que les hypothéses Ay, et By,
soient vérifiées sur D}; est isorésonant si Res(A + V) = Res(A) sur Dy et si les
multiplicités sont les mémes.

1.4 Représentations et espaces de symétrie

Pour construire des potentiels isorésonants on va utiliser certaines symétries.
Ces symétries sont décrites par des groupes et par les représentations linéaires
induites. On commence par rappeler un peu de vocabulaire des représentations et
quelques résultats qui nous seront utiles par la suite.

Soit G un groupe topologique compact. Une représentation p de G sur un
espace vectoriel E est la donnée d’un morphisme de groupe de G dans GL(FE). La
représentation est dite finie si F est de dimension finie et on appelle degré de u cette
dimension. Si E est muni d’une structure d’espace de Hilbert, la représentation p
est dite unitaire si elle est a valeurs dans les opérateurs unitaires de E. Enfin, elle
est dite fortement continue si pour tout  dans E lapplication g — u(g)(z) est
continue.

e Un sous espace vectoriel F' de F est dit invariant par p si
Vg € G, u(g)F C F.

Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-espaces invariants
fermés sont {0} et E.

e Deux représentations (u1, E1) et (ug2, F2) sont isomorphes s’il existe v iso-
morphisme linéaire de F; dans E5 tel que yo u; = pg o y.

e A toute représentation finie y on associe un caractére y, : G — C défini
par
Xu(g) = Tr(u(g)), Vg € G.

Deux représentations finies sont isomorphes si et seulement si elles ont le
méme caractére. De plus toute représentation finie se décompose en une
somme directe finie de représentations irréductibles avec éventuellement des



1.4 Représentations et espaces de symeétrie

répétitions ([Ser71]). D’oti 'importance de I’ensemble des caractéres des re-
présentations finies irréductibles de G qu’on notera G. Comme G est com-
pact, G est dénombrable ([Sim96]) et on peut donc parler de la suite (xn)nen
des caracteéres irréductibles de G. On notera d, le degré de la représentation
irréductible correspondant au caractéere .

G est muni de sa mesure de Haar qu’on note dg. Une fonction f sur GG est dite
centrale si elle est constante presque partout sur les classes de conjugaison
c’est-a-dire

VheG, pp—g€G, flhgh™) = f(g).

On note Lﬁz(G) I’ensemble des fonctions centrales de L?(G). Alors on a :

(Xn)nen est une base hilbertienne de L?(G),

c’est une conséquence du théoréme de Peter-Weyl; on renvoie a [Sim96]
p.158.

e On a aussi, dans [Sim96]| p.162, une preuve de

PROPOSITION 4 Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit . : G — L(H)
une application fortement continue de G' dans les opérateurs unitaires de H.

o0
Alors H = @ H; (somme hilbertienne) ou les H; sont des représentations

1=
irréductibles finies de G.

Chacun des H; correspond & un caractére. On regroupe alors tous les H;
correspondant au méme caractére y (il peut y en avoir une infinité) pour
former le sous-espace de symétrie H,.

Soit X notre variété riemannienne de dimension n, non compacte, on suppose
qu’elle admet une action continue et isométrique d’un groupe compact G. On note
gx, g € G, x € X, cette action. On s’intéresse alors plus particuliérement a la
représentation p de G sur L2(X) donnée par

(w(9)f)(x) := f(g"tx), Yfe L*X), Yz e X.
S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera g.f au lieu de p(g)f.

PROPOSITION 5 La représentation p de G sur L?(X) précédente est unitaire et
fortement continue.

Preuve : soit g € G, pu(g) est un isomorphisme de L?(X) avec (u(g))™t = p(g™1).
w(g) est une isométrie car G agit par isométries sur X. Par densité des fonctions
continues & support compact dans L?(X), pour montrer que u est fortement conti-
nue, il suffit de vérifier que, si f € ngmp(X ), alors u(g)f tend vers f quand g
tend vers l'unité de G. Or

16(9)f — £ 22 0= /X f(g ) — f(@)]? d,
7
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et Pensemble K := {g.x ; = € supp(f),g € G} est compact. Donc en utilisant
| f(g7 x) — f(x)|>?< 4| f||% 1k, on a le résultat par convergence dominée. [

On peut donc appliquer la proposition 4 & cette représentation et décomposer

L?(X) selon les sous-espaces de symeétrie correspondant & cette action de G sur
X.

PROPOSITION 6 Soit G un groupe compact agissant sur X par isométries. Alors

1
L*(X)=EDI2(X) (somme hilbertienne).

xeG

La restriction de p a Li(X ) est une somme, éventuellement infinie, de représen-
tations irréductibles finies de méme caractére x.

De plus les projecteurs orthogonaux P, de L?(X) sur Li(X) correspondant a cette
décomposition sont donnés par

Py = d;l/G@u(g)dg-

On dit qu’on a décomposé (i, L?(X)) en composantes isotypiques.

Si G est un groupe commutatif, ses représentations irréductibles sont de degré
1 ([Ser71]). Dans ce cas, on peut décrire plus explicitement les espaces de symétrie.

PROPOSITION 7 Soit x un caractére de G de degré 1. Alors

LA(X)={feLl*(X);VgeG, pp—zeX, flg ") =x(g9)f(2)}

Preuve : pour obtenir 'inclusion ">" il suffit de remarquer que fG Ix(9)]? dg=1
lorsque x est le caractére d’une représentation irréductible et on a donc P, f = f.
Ensuite, si P f = f, alors pp — 2 € X, f(z) = fG x(9)f(g~ .2)dg. Donc, pour
go € G et pour presque tout z € X, on a

flggtw) = /G X F (909) " )dg = /G (0 "9) f (g~ x)dg.

De plus, comme x est de degré 1, il est multiplicatif et on a aussi x(gy B = x(0)-
D’ou
flgo @) = x(g0) f (). O

Comme l'action de G est supposée isométrique, le laplacien respecte cette
décomposition de L?(X) en composantes isotypiques.

LEMME 1 Soit X une variété riemannienne sur laquelle agit de maniére isomé-
trique un groupe compact G. Alors, pour tout x € G,

A L2(X)NH*(X) — L3(X).



1.5 Actions de S' et de (S')™

Preuve : Soit f € L}(X) N H?(X), alors, comme laction de G est isométrique on
a A(u(g)f) = u(g)(Af) pour tout g € G. On a donc

P(Af) = d;! /G X@n(g)(Af)dg = a7 /G XDA(9))dg

=A(d;1/G@u(g)fdg) =Af. O

1.5 Actions de S! et de (S!)™

Les premiers exemples de symeétries qui nous intéressent sont les symétries
circulaires. On suppose que X admet une action isométrique de S'. Commencons
par déterminer les caractéres de S

LEMME 2 La suite des caractéres irréductibles de S' est donnée par (x;);ez avec

x;(0) = eija, 0 € [0, 2.

Preuve : Pour tout j € Z, pij : 0 — (2 — ¢792) est une représentation de degré
1 sur C et donc irréductible. Or, Lg(Sl) = L%(S'), et comme (€¥?);cz forme une
base hilbertienne de L?(S'), on a tous les caractéres de St [0

On peut appliquer les propositions 6 et 7 qui décomposent L?(X) en compo-
santes isotypiques. On a

-
L2(x) = P LX),
JEZ

avec, pour tout j € 7Z,
LI(X)={f € L*(X); Vo€ [0,2n], pp—z € X, fle .x) =V’ f(x)},
et les projecteurs associés

1
o7

Pif (z) /% e 0 f(e 1)dh
;i ; : :

On dira aussi qu'une fonction f est S' homogéne de poids j si elle vérifie juste :
VO € [0,27], pp—z € X, fle ?.x) =0 f(x),

sans étre forcément 2.

La construction de mes potentiels isorésonants est basée sur I'idée trés simple
suivante,

LeMME 3 S'il existe m € Z tel que V € L*°(X) soit S' homogéne de poids m,
alors pour tout j € 7, V : L?(X) — L§+m(X) en tant qu’opérateur de multiplica-
tion.
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Preuve : soit f € L?(X), alors pour tout € X et pour tout 6 € [0, 27],
(P V@) = V(e Pa)fe7.x) = ™V (@)e " f(2) = UMV ) (@),

donc Vf € L?er(X). O

Un V S! homogene de poids m avec m # 0, opére donc un décalage parmi les
composantes isotypiques de L?(X) alors que le laplacien lui les stabilise d’apreés le
lemme 1. Si on imagine 'opérateur A +V comme une matrice infinie décomposée
par blocs selon les composantes isotypiques, on voit alors que la contribution de V'
se fait uniquement sur une surdiagonale stricte et ne modifiera pas le spectre du
laplacien libre. C’est I'idée qu’on suivra pour construire nos potentiels isorésonants.

Dans la suite, on comparera les potentiels isorésonants trouvés en utilisant une
action de S! avec ceux construits grace a une action de (S')™. Pour cela, précisons
les choses concernant les représentations de (S')™. On note quand il n’y a pas
d’ambiguité k = (ki,...,kn) € Z™.

LEMME 4 Les caractéres irréductibles de (S')™ sont donnés par (xi) x)ezm avec

X (01, 5 Op) = €100 eihmbm =gy 00 00,,) € [0, 27]™.
Les sous-espaces de symétrie de L*(X) correspondant sont, pour k € Z™, les
LYX) ={f € L*(X) ; Y(01,...,0,) € [0,20]", pp—z € X,
f((e7® . emm) g) = k101 etkmOm £y
On dira que f est (S')™ homogéne de poids (ky,...,kuy) si elle vérifie :
Y(01,...,0m) € [0,21]™, pp—z € X, f((e7,. .. e ¥m)g) =Pl hmOm f(y)

Si V€ L®(X) est (S')™ homogene de poids p:= (p1,-..,Pm), alors il induit par
multiplication le décalage suivant

Vi LE(X) = Ly (X))

Preuve : il suffit d’utiliser les mémes arguments que dans le cas de S*.

1.6 Actions de SO(n)

1.6.1 Hypothése supplémentaire pour 1’action de SO(n)

Cette fois on considére une action isométrique de SO(n) sur notre variété
riemannienne X de dimension n > 3. Comme SO(n) n’est pas commutatif et
qu’il a des représentations irréductibles de degré strictement supérieur a 1, on ne
peut pas appliquer la proposition 7 et avoir une description simple des espaces de
symétrie. On ajoute une hypothése pour pouvoir se servir d'un décalage afin de
construire des potentiels isorésonants.

10
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Hypothése C : l'action isométrique de SO(n) sur (X,¢) admet un point fixe
O tel qu’en ce point les coordonnées polaires définissent un difféomorphisme de

X\ {0} sur R*\ {0} x S"—L.

Une conséquence de cette hypothése est que, dans ces coordonnées polaires, la
métrique g prend la forme

dr? + f(r)dw?, (r,w) e RT x S"71,

ol dw? est la meétrique sur S”~! issue de la métrique euclidienne & courbure
constante +1 sur R™. Si, par exemple, f(r) = r2 alors on retrouve I’espace eu-
clidien. Si f(r) = sh(r)?, on a I’espace hyperbolique. Si f est indépendante de r en
dehors d’un compact, alors on a une variété a bouts cylindriques de section S*~1.

Si ’hypothése C' est vérifiée, alors on a

L(X)=PL®R") e H",
keN

ot les H* := Ker (Agn-1 — k(k +n — 2)), k € N, sont les espaces propres du
laplacien sur la sphére S"~!. On appelle souvent ces fonctions propres de Agn-1
les harmoniques sphériques.

On remarque que la représentation p de SO(n) sur L?(X) ~ L?(RT)®L?(S"1)
n’agit en fait que sur L?(S"~!) c’est-a-dire que sur les H*. De plus la restriction
de 4 a chaque H” est en fait irréductible (cf [BGMT71]). Le décalage dont on se
servira pour nos potentiels isorésonants se fera sur ces harmoniques sphériques.

REMARQUE 7 Pourn = 3 les caractéres des représentations irréductibles de SO(3)
sont les

k . 1
. k+3)0
wo)= 3 e =20 g an ke,
< sin(3)
j==k 2
cosf) —sinf 0O
ot on note x(0) a la place de x,(Ryg) avec Ry = | sinf cosf 0| . On a aussi

0 0 1
dy, = 2k + 1 ([Sim96] p.205). On peut alors vérifier, en utilisant I'unicité de la
décomposition en composantes isotypiques (proposition 6), que, pour tout k € N,

2 _ 712+ k
L2, = L*RY) @ H".

1.6.2 Représentations de 1’algébre de Lie so,

SO(n) agit sur L?(X) via l'action p définie précédemment et donc, en compo-
sant avec l’exponentielle, son algébre de Lie so,, agit aussi sur L?(X). Cette action
est définie par les opérateurs de différentiation suivant

Def(x) (e %.2) =g, EEs0,, feH(X), z€X.

T dt
11
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En fait, on considérera la complexification de so,, 505 := so, + i50,, qu'on
notera g dans la suite pour simplifier ’écriture. Prenons alors une sous-algébre
de Cartan h de g, c’est-a-dire une sous-algébre abélienne maximale de g. On
décrit h comme sous-algebre de gl(C™) l'algebre de Lie du groupe linéaire. Pour
une matrice A = (aj;) de taille 2p x 2p, on définit Bye(A), 1 < k, £ < p, comme
étant le bloc de taille 2 x 2 extrait de A suivant

BM(A) — a2k—1,20—1 A2k—1,2¢
a2k, 20—1 azf;, 20

b est I'algebre de Lie dont une base est (Cx)i<k<p avec p la partie entiere de §

et Bp(C) = (_01 8) et tous les autres blocs 2 x 2 sont nuls (pour n impair la

derniére ligne et la derniére colonne de tous les (; sont nulles). On note (wy) la
base duale de ({;) dans h*.

On rappelle que g agit sur elle méme par la représentation adjointe définie par
ad(X): Y — [X,Y], (X,Y)cg”
On consideére le produit scalaire de Killing suivant,
(X,Y) =Tr(ad(X) cad(Y)), (X,Y) e g?
oit la conjugaison est définie par Z +iW = —Z +iW avec Z et W réels. Ainsi,

pour tout X,Y € g, [X,Y] = —[X,Y]. On remarque alors que, pour tout ¢ € b, on
a { = ¢ et donc ad(§) est auto-adjoint. (cf [Sim96] p.177) Alors les {ad(§) ; € € b}
sont des opérateurs auto-adjoints sur g qui commutent entre eux. On peut donc

les diagonaliser simultanément et décomposer g selon les espaces propres.

On a donc g = h & P g o0 la somme se fait sur un ensemble fini de o € h*
qui sont les racines de g et g, :== {X € g; ad(§)(X) = a(§)X, VE € b} sont
les sous-espaces de racines (ils sont tous de dimension 1 cf [Sim96] p.180).
Soit A C b* le réseau entier engendré par les racines. Sur A on se donne un

ordre lexicographique "=X" en faisant le choix wy = ... = w,. On appelle alors
g+ = P go (respectivement g_ := €P g, ) la sous-algébre de g engendrée par les
a>0 a=<0

sous-espaces de racines positives (respectivement négatives). Ona g =hd g Sg_.
On renvoie a [Sim96|, chapitre VIII, pour une théorie générale et a la section
suivante pour le calcul explicite de ces sous-espaces de racines.

Revenons a nos espaces propres du laplacien sur la sphére, H*, qui sont des
représentations irréductibles de g. Ils se décomposent sous l'action de b :

H = p H,

k k
Winin jijmaz

ot les w qui parcourent un sous-ensemble fini de h* sont les poids de H*. En fait
ces poids sont tous congruents modulo A (voir [FH91| p.199) donc on peut bien les
ordonner avec "<". Les sous-espaces de poids correspondant, H* sont définis

par HY = {f € H"; D¢ f = w(€)f, V& € b}

On aura besoin du lemme suivant :

12



1.6 Actions de SO(n)

LEMME 5 Si f € HE et si € € g, alors D¢f € Hfj+a.

Preuve : pour tout ¢ € h, on a
D¢(Def) = De(De f) + Dic.)f-

Or [¢,¢] = ad(¢)(§) = a(Q)€ car £ € ga, et Def = w(()f par définition de HE.
Donc

D¢(Def) = w(Q)Def + a(()Def = (w + a)()(Def). T

La décomposition précédente de HF fait apparaitre des vecteurs particuliers
qui vont nous servir de support pour le décalage nécessaire & la construction de
nos potentiels isorésonants; ce sont les vecteurs de poids maximal définis par

DEFINITION 3 Un vecteur non nul f € H* est un vecteur de poids maximal
si c’est un vecteur propre de tous les D¢, § € B, et s7il est dans le noyau de tous
les D¢, £ € gy

En fait, comme g = soC est semi-simple et que H* en est une représentation
irréductible, on sait (voir par exemple dans [FH91] p.202) qu’il y a unicité, a
scalaire prées, d’'un tel vecteur de poids maximal et qu’il engendre H ﬁk qui est

max
k

de dimension 1; on le note v, .

Dans la section suivante on calcule explicitement le vecteur de poids maximal
de H¥. Mais avant, établissons le lemme suivant qui caractérise H ﬁk

max

LEMME 6
HY  =H"n () KerDg).
€9+

Preuve : 'inclusion H 5’6 c H*n ( N Ker Dg) résulte de la définition d’un vec-

mazx §€g+

teur de poids maximal. Soit uw € H*N( (| Ker D¢), alorsu € H* = a, HE
f€g+ wﬁminjijbnam

et on écrit u = > u,, avec u, € HE. Pour tout & € gg avec B>~ 0, on a

k k
Winin j(“}jwmaac

Deuy, € H£+ﬁ grace au lemme 5. Par hypotheése, on a

Dgu = Z Dguw = 0,

wk o <Lw=wk

min — max

et, comme la somme précédente est directe, on a pour tout w :
V€ € g4 Deu, =0.

De plus, pour tout w, par définition de Hf, u,, est un vecteur propre de tous les
D¢, £ € b. Donc par définition et unicité d’'un vecteur de poids maximal, on a
u, = 0 sauf pour uyk et on peut conclure : u € Hﬁk .o

max

13



Résonances et symétries

1.6.3 Calcul des vecteurs de poids maximal

On commence par faire le calcul pour n = 2p pair. On rappelle qu’on a déja
défini b, sa base ((;)i<i<p et sa base duale (w;)i<i<p et ordonné les racines en
choisissant wy = ... = wp.

On se donne d’abord les matrices (de Pauli) 2 x 2 suivantes : 01 = <(1) (1)>,

—1 1 . . .
o9 = <(z) 01>, o3 = <0 _01> Puis étant donnée une matrice 2 x 2, A, on définit
les matrices 2p x 2p, E;j(A), 1 <i < j <p, par

Bi(Eij(A) =A pour k=1, { =3
=-!'A pourk=yj (=i
=0 sinon.

On remarque que, pour tout ¢ ¢ {4, j}, (¢, Eij(A)] = 0 et que
[Gis Eij(A)] = Eij(024)
Gy Eij(A)] = Eij(—Aoa).

On en déduit, pour tout 1 <i < 5 < p,

[Gis Eij(1 £ 02)] = £E45(1 £ 02)
[¢j: Eij (1 £ 02)] = FE;(1 £ 02)
[Gi, Eij(o1 F i03)] = £E;j(01 Fios)
[Cj, Eij(o1 Fio3)] = £Eij(01 Fios3).

On trouve donc, pour tout 1 < ¢ < j < p, comme racines positives w; —w; dont
le sous-espace Gu;—w; est engendré par Eij(l +03) et w; +wj avec gu,+w; engendré
par E;j(o1 —io3). Comme racines négatives on a w; —w; avec G, —w; engendré par
Eij(1 —02) et —w; — wj avec g, o, engendré par Eyj(o1 + i03).

On revient & notre variété X de dimension n = 2p et via le difféomorphisme
entre X \ {O} et RT\ {0} x S»~! ~ R"\ {0} donné par I’hypothése C, on travaille
avec les coordonneées (z1,y1, ..., Zp,Yp) de R™. Pour mettre la main sur un vecteur
de poids maximal on aura besoin de connaitre D¢ pour tout £ dans h U g. Pour
cela on revient a la définition de D¢. Pour tout § € g, D¢ = DRe¢ + 1Dy et pour
tout x € s0,, on a D, f(x) := %f(e_tx.x)“:() avec f € L%(S™1). On peut méme
dire que D, f(z) = %F((l —tx).)|t=o0 ot I est un prolongement (¢a ne dépend
pas du prolongement choisi) de f sur un voisinage de S"~! dans R".

On a, pour tout 1 < j < p, Re(; =0 et

Bjj(1 — tim¢;) = @ ‘f)

et en dehors de ce bloc 2 x 2, 1 — tIm(; contient des 1 sur la diagonale et des 0
partout ailleurs. On en déduit

D¢; = iDim¢; = —i(l/jarj - fnjayj)’ l=j=p,

14



1.6 Actions de SO(n)

qu’il faut interpréter comme suit : pour f € L2(S"1), D¢, f = —i(y;0x; F —
x;0,, F) avec F' un prolongement de f sur un voisinage de S"=1 dans R™.

Ensuite, on a, pour tout 1 <k < £ <p,

1 —tRe(Epe(1 + 02)) = 1 — tEp(1),

et donc
DRe(Ei(1402)) = — %00z, — YOy, + T0xy + YrOy,.
On a aussi
1 —tIm(Ege(1 + 02)) = 1 — tEge(—ioa),
et donc
Din(Byp(1402)) = YeOr, — 100y, + YOz, — 110y,
Finalement

DEkg(l-f—Uz) - (_xf + iyf)(axk + iayk) - (xk + iyk)(_axz + iayz)’
De méme on trouve
DEyy(01—ios) = (i — Ye) (O, +i0y,) — (izg — Yi)(Ox, + i0y,).

On peut alors vérifier que 'vfjmm := (21 + iy1)”® est bien le (a scalaire
prés) vecteur de poids maximal de la représentation H*. Ici les coordonnées
(x1,Y1,-..,Tp,Yp) sont restreintes a SP—1. En effet, déja v,]jmm est homogene de
degré k et cest la restriction a S"~! d’une fonction harmonique sur R”; il ap-
partient donc bien a I'espace propre du laplacien sur la sphére H* (cf [BGMT71]).

Ensuite, on calcule, grace aux formules trouvées précédemment,

DCl (Usv,am) = _kvfnax = _kwl(gl)vfnaxa

et, pour tout j > 1,
k k
DCj (Uma:v) =0= _kwl(Cj)vmax‘
k

Donc vy, est un vecteur de poids —kw;. Il reste a regarder s’il est dans le noyau
des Dg¢, £ € g4+. Or il est clair que pour tout 1 <k </ <pon a

k _ k _
DEkg(l—i-og)vmax - DEkg(ol—iog,)vmax =0.

Pour tout £, on a aussi aprés simplifications

k _ k _
D\, (1402)Ymaz = DEyy(o1—ios) Vmaz = 0,
ce qui termine la vérification.

Dans le cas n = 2p + 1 impair, la sous-algébre de Cartan b est la méme que
dans le cas pair en complétant les matrices par des zéros sur la derniére ligne et
la derniére colonne. On prend la méme base de b, toujours en complétant par des
zéros et le méme ordre sur la base duale. On retrouve alors les mémes racines
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Résonances et symétries

auxquelles il faut ajouter des racines positives : les wj, 1 < j < p, et des racines
négatives : —w;, 1 < j < p. Les sous-espaces de racines correspondant aux w; sont
engendrés par les Y; définis par

Yilop+12j-1 = =1, [Yilopr1,25 = =i [Yiloj-10p11 = 1, [Yjlojops1 =4,
et des 0 partout ailleurs. Dans les coordonnées (x1,yi, ..., Zp, Yp, 2), On trouve

Dyj = Z(axj + iayj) — (a:j + z'yj)c‘)z.
On peut alors prendre le méme vecteur de poids maximal que dans le cas pair,
¢’est-a-dire vfnam := (21 + iy1)*. Il faut ajouter aux vérifications du cas pair
que, pour tout 1 < 5 < p,
k
Dy, vy40 = 0.

On peut alors expliciter le décalage qui nous servira & construire des potentiels
isorésonants :

LEMME 7 Pour tout s € L®(R™), et pour tout (k,f) € N2,

SUpas  PRY) @ HY, = L*(RY) @ Hf)j;k .

La preuve est évidente compte-tenu des vecteurs de poids maximal trouvés.

On utilisera ce décalage en travaillant sur L?(X)* := @ L*(RT) ® Hﬁk au
keN mar
lieu de L?(X).
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Chapitre 2

Estimations sur le bas du spectre
du laplacien de Dirichlet sur les
espaces de symétrie

On considére une variété X et une action isométrique et effective de S! sur
celle-ci. On peut définir les espaces de symétrie L?(X ) correspondant. Le but de
ce chapitre est de donner une minoration de la premiére valeur propre du laplacien
de Dirichlet opérant sur les fonctions de L? (X) a support dans un compact. Cette
minoration nous servira, dans la suite, & majorer la norme de la résolvante libre
sur ces mémes espaces.

2.1 Action de S! sur les orbites principales

On va commencer par donner une majoration et une minoration de la premiére
valeur propre du laplacien de Dirichlet agissant sur les fonctions dans L?(X ) a
support compact, en se servant des orbites principales de l'action de S sur X.
Ce sont les orbites dont le stabilisateur est réduit au neutre et elles forment un
ouvert connexe et dense dans X.

2.1.1 Majoration du bas du spectre

On ne se servira pas de cette majoration dans la suite mais il me semble utile
de la signaler vu l’absence dans la littérature d’estimation précise pour le bas du
spectre du laplacien sur les espaces de symétrie.

LEMME 8 Soit K C X un compact a bord régulier invariant sous une action
isométrique de S' supposée effective (c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’élément non
trivial de S' qui stabilise tout X ). Il existe une constante C' = C(K) > 0 telle que

17



Estimations sur le bas du spectre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de
symétrie

pour tout j € Z, on a :
Min Spec Apzgy < C <j>2
J

ou AL?(K) est I'extension auto-adjointe de Friedrichs sur L?(K) du laplacien défini

sur C2(K) N LA(K) et <j>= (14 |j[2)3.

Preuve : on a <A¢ &)

Min Spec A inf .
B = perdiinioy 1617

11 suffit donc de pouvoir construire, dés que j est assez grand, une ¢; € L2( )\ {0}
telle que (Agj, <;5J> < Cj? || ¢; ||* avec C ne dépendant pas de j. Soit Uj un ouvert
S! invariant de K tel que le fibré principal K — K /St soit trivial sur U; et
tel que U; /Sl soit diffeomorphe & un ouvert de RV. Donc Uj est dlffeomorphe a
(U;/SY) x St et on note (y,0) := (y1,...,yn,0) les coordonnées correspondantes.
Dans ces coordonnées, la métrique prend la forme

N

g‘Utbj = Z a¢(y)dyrdy, + by d92 + Z cx (y)dydo,
k=1

avec ag ¢, b et ¢, lisses sur Uj, et le laplacien devient

A= ZAH )8y, Dy, + Bly 89+ZC’k )99y,
k(=1

+2Dk )y, + E(y)0y,

avec Ay ¢, B, Cy, Dy, et E lisses sur Uj.

Prenons ¢;(y,0) = ¥ (y)e "% avec 1 lisse a support compact dans U, /S! telle
que ¢; soit & support dans U;. Alors ¢; est bien dans L?(K) et

N
A = Z A (¥)y, 0y — 2By —ij Y Cr(y)dy,
k=1

k=1
N
+ > Di(y)dy, v — i E(y))e?”,
=1
et

(Adj ) = — 7 / B [ dvliy
Supp ]

—ij ch Dy, )6 + E(y) |¢]* dvol(g)

supp% k=1

N
/ Z Ape(¥)(Dy, 8,000 + Y Dil(y)(3y, )8 dvol(g)
s k=1

Upp @5 k p—1
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2.1 Action de S! sur les orbites principales

d’ou
(D¢, 65) =] (D¢, 65) [< M ()5 01172k gy +A2()d + Az (¥),

avec A1, Ao, A3 positives et ne dépendant que de 1.

En fixant 1) et en faisant varier j on obtient bien, en remarquant que || ¢; [|=||
¥ ||, qu’il existe une constante C' dépendant de ¢ telle qu’on ait

(Ags, ;) < C <j>2 o |?. O

2.1.2 Minoration du bas du spectre sur les orbites principales

Pour motiver la section suivante, on peut voir qu’on peut obtenir la minora-
tion voulue sur des compacts particuliers notamment contenus dans les orbites
principales de laction de S'.

LEMME 9 Soit K C X un compact a bord régulier invariant sous une action
effective de S' tel que I'espace des orbites K /S soit une variété sur laquelle K est
fibré trivialement : K ~ (K/S') x S

Il existe alors une constante C' > 0 telle que pour tout j € Z
Min Spec AL?(K) > Cj?
Preuve : soit ® lisse sur K, S! invariante sur K s’annulant sur le bord de K. On
a la suite d’inégalités commentées ci-dessous :
(A(e7909),e70D) = (A(D), D) + 2((V (e ), VD), e D) + (A(e™9)D, e 70 D)
)

(
(A( ),<I>>—2/ 0|V (e~ |V |@|dvol + (A(e%)d, e~0d)
K

J

(
. 2
> [ (V@] =9IV [o]) dvol
K

v

v

IVO|* — 20|V (™) |V |<I>|) dvol + (A(e” ") @, e~ ®)

=

+/ (A(e_ije)eije — nQ\\V(e_ij‘g)\\2> \@]2dvol
K

> 02 / B dvol = C||9|”
K

Dans la premiére inégalité, on a utilisé le fait que u = V(e=%%) = —ije=49V(9)
et v = V® sont dans des sous-espaces vectoriels supplémentaires! et donc par (le
cas d’inégalité de) Cauchy-Schwarz et un argument de compacité invoqué sur le
compact K, il existe n € (0,1) tel que (u,v) < nllul| [|v].

!Dans un systéme de coordonnées locales (yi,...,yn,0), le vecteur V(0) est orthogonal aux
dy,,i=1,...,N, alors que les vecteurs V(®) sont tous orthogonaux a dp : les orthogonaux 9y
et Vect(dy,, ..., 0y, )" sont supplémentaires, comme le sont RV () et Vect(dy, , ..., yy)
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Estimations sur le bas du spectre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de
symétrie

Dans la seconde inégalité, on a utilisé (A®, @) = [, [[V®||*dvol.

Dans 'avant derniére expression, le premier terme est positif et sera minoré par
0, alors que dans le second terme, le second facteur de 'intégrant est un polynome
en j du second degré, avec terme dominant jamais nul : les opérateurs u — Au et
u — ||Vu||? ont méme symbole principal £ € T*K — ||£]|?. Ainsi, ce second facteur
est un polynome en j avec terme dominant positif ((1 — n?)||df||*) ne s’annulant
jamais sur le compact : on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que ce
facteur soit minoré par Cj2 pour |j| assez grand.

Ensuite quitte a prendre une constante C' plus petite on a l'inégalité pour tout
j € Z. On conclut en utilisant

| - (Ag, ¢)
Min Spec AL?(K) - ¢EL?I(I}()\{0} W7

et le fait que toute ¢ € L?(K) est de la forme e=¥%® O

Donnons quelques exemples :

e Dans R? = R xS! euclidien muni de ses coordonnées polaires (r,6), on peut
considérer I’action de S! donnée par €'“.(r,6) = (r,0+«). Seul le point fixe 0
n’est pas une orbite principale. Le laplacien devient : A = —92 — %HT — T%(‘)g.
Pour K on peut prendre une couronne centrée en 0 de plus petit rayon a > 0
et de plus grand rayon b. Alors toute ¢ € L?(]R2) lisse a support dans K

s'écrit ¢(r,0) = 1(r)e”% et on trouve

"ol

b 2
(Ap, ) :2@2/ Tdr+2w/ r (017> 5 161 -

a

e On peut aussi regarder 'espace hyperbolique H? vu comme RT x S! muni de
la métrique dr? 4+ sh?(r)dé?, et considérer 1’action de S' définie comme dans

le cas euclidien. Le laplacien devient : A = —92 — ﬁ@g +1(1- ﬁ) Si
on prend encore pour K une couronne de rayons b > a > 0, alors pour tout
|7]> %2% et pour toute ¢ € L?(K), on a
j° 2
(86.0) = 3 ol

2.2 Action de S' : cas général

Comme dans les exemples précédents, on veut obtenir une minoration de la
premiére valeur propre A{ du laplacien de Dirichlet sur L?(K ) mais avec cette fois le
compact K pouvant intersecter les orbites singuliéres, c’est-a-dire non principales.
Dans le cas du plan euclidien, on peut prendre pour K le disque de centre 0 et de
rayon R (il contient bien le point fixe 0) et alors ’équation aux valeurs propres
AL?(K)U = Au s’écrit en coordonnées polaires : 720%u + r0,u + (Ar? — j2)u = 0
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2.2 Action de S! : cas général

avec u(R) = 0. On reconnait une équation de Bessel dont les solutions sont u(r) =
J+j(vV/Ar). Les estimations sur le premier zéro 21 ; de J; (J[AS64]) donnent, pour j

grand, z1 ; ~ j. Comme on doit avoir )\{R = 71, il existe une constante C' telle

, 5
que A} > C45. Pour obtenir une minoration dans le cas général on va se servir
d’un résultat da a Colin de Verdiere [CAVT79].

2.2.1 Spectre joint d’opérateurs qui commutent

Soit M une variété compacte munie d’une forme volume sur laquelle on peut
donc définir 'espace L2(M). On considére k opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
1, Pi,..., Py, tous auto-adjoints pour le produit scalaire L?, qui commutent entre

k
eux et tels que Q = > P? soit elliptique. Alors on peut définir, le spectre joint
i=1

de ces opérateurs comme étant le sous-ensemble, avec multiplicité, A, de R* des
Ao = (AL, AE) avec, pour tout 1 < i < k, Pipo = N,¢o 0ll (@) est une
base orthonormée de L?(M). Si p; est le symbole principal de P;, on notera aussi
p=(p1,....,pr) € C®(T*M \ {0},RF\ {0}), le symbole joint des P; et T son
image. Colin de Verdiére, dans [CdV 79|, établit le résultat suivant dans lequel on
reprend les notations qu’on vient de donner,

THEOREME 3 Soit A C R” le spectre joint de k opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre 1 sur une variété compacte M, P, ..., P, tous auto-adjoints, qui com-

k
mutent entre euz et tels que QQ = ZPZ2 soit elliptique. Soit C un cone de R et
i=1
u= 3. axor, ax € R, alors le front d’onde de u vérifie : WF(u) C p~1(C). En
AeANC
particulier, st CN T = {0} alors CN A est fini.

Preuve : on donne la preuve de Colin de Verdiére pour indication. Soit & €
T*M \ {0} tel que 79 = p(&) ¢ C, et soit ¥ une fonction C*° et homogene
de degré 0 sur R* \ {0} telle que (1) # 0 et Y = 0. Strichartz ([Str72]) a
montré, avec les hypothéses du théoréme, qu’on peut définir 'opérateur pseudo-
différentiel 1(Py, ..., Pg) et il prouve que son symbole principal est ¥ (p1,...,pg).

Or,si A € ANC, alors Y(P1, ..., Py)pxr = P(A)pxr = 0 et donc pour u = > axox
AeANC
on a Y(Py,...,Py)u = 0. De plus 'hypothése sur ¢ donne que ¢ (P,..., Px) est

elliptique en & et donc & ¢ W F(u).

En particulier, si CNT' = {0} alors pour toute u = > ax¢r, WF(u) = 0. En
AeANC
effet, si £ € WF(u) alors, d’apres ce qui précede, p(§) = (p1(€),...,pk(§)) €eCNT

et donc p(¢) = 0. Mais alors le symbole principal de @ qui est Y. p? s’annule
en £ et comme @ est elliptique on a donc & = 0. Soit F le sous-espace vectoriel
de L?(M) engendré par les (¢x)aecra, on a donc E C C°°(M). On peut donc
appliquer le théoréme d’Ascoli pour montrer que l'identité sur E est compacte,

puis le théoréme de Riesz prouve que E est de dimension finie. Donc C N A est fini.
O
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Estimations sur le bas du spectre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de
symétrie

2.2.2 Minoration du bas du spectre

On va appliquer le résultat de Colin de Verdiére avec comme opérateurs pseudo-
différentiels la racine carrée du laplacien et le champ de vecteur induit par 'action
de S'. On obtient

PROPOSITION 8 Soit K une variété compacte a bord, possédant une action de
S! et munie d’une métrique g telle que S' agisse par isométries sur (K, g) et que
g puisse s’écrire comme une métrique produit dp® 4+ hgx dans un voisinage du
bord de K, 0K, avec p une fonction S! invariante définissant le bord de K et h ne
dépendant pas de p. Alors il existe une constante C' = C(K) > 0 telle que pour
tout j € Z, on a :

Min Spec AL?(K) > Oj°.

Preuve : Si on considére deux copies de K, on peut identifier leur bord régulier et
obtenir une variété compacte sans bord qu’on appellera M. Plus précisément, il
existe un voisinage collier W de 9K difféeomorphe a [0,¢€) x 0K par le difféomor-
phisme :

P :]0,e) x OK — W
ty) — ey,

ou Yy est le flot du gradient de p pour la métrique g. Ainsi sur I'espace topologique
M = (K U K)/OK, on peut construire un atlas différentiel en commencant par
OK C M qui est inclus dans un ouvert [W]| = (W U W)/0K difféomorphe a
(—€,€) x OK par

(—€,6) x OK —  [W]

Ye(y), ift>0
ty) - {w_xy), if £ <0

Via le diffeomorphisme précédent, I'action de S' sur [W] est en fait celle sur K.
Pour les autres cartes il n’y a pas de probléme, ce sont celles de l'intérieur de K.

Par hypothése, g a une forme produit sur un voisinage de 9K et on peut donc
la prolonger en utilisant le symétrique de p par rapport & 0K C M. On obtient
alors une métrique lisse sur M et on a encore une action isométrique de S' sur M.

L’action de S' induit un champ de vecteur sur M, on peut le considérer comme
un opérateur différentiel d’ordre 1. En multipliant par i, on obtient un opéra-
teur auto-adjoint : Y.f(m) = —i(‘)g(f(e_w.m))w:o. Un autre opérateur pseudo-
différentiel d’ordre 1 sur M est P := /Ay + 1, out Ay est le laplacien sur (M, g).
P et Y commutent car 'action de S! est isométrique. Si on pose Q := P2+ Y?, il
est de symbole principal q(z,£) =|£|? +(£(Y))?, (z,€) € T*M et est donc ellip-
tique. Soit A C R? le spectre joint de (P,Y), il est constitué des points (AL, AY)
tels que Poy = )\fék et Yo = )\kyqﬁk ot (¢) est une base orthonormée de L2(M).
Le spectre de Y est Z. En effet sur L?(M), Y est 'homothétie de rapport j. En
fait, on est en train de chercher a estimer le minimum de la premiére coordonnée
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2.3 Action de (S')™

des points de A dont la deuxiéme coordonnée est j. On appellera )\{ > 0 ce mini-
mum.

Le symbole principal joint de P et Y est p(z,£) = (|£],£(Y)); c’est une fonc-
tion homogene de degré 1. Alors 'image de p est le cone I' = RTp(S(T*M)) on
S(T*M) est la sphére unité de T*M. Or p(S(T*M)) = {(1,£(Y)) ; |£|= 1}, donc
en prenant par exemple le cone C := R{(a,|Y|) ; |a|< £}, ott |V |= s%pg(Y, Y)%,

ona CNI ={0}. On applique alors la proposition 3 et C N A est donc fini. Cela
signifie qu’il existe une constante ¢ := ﬁ et J € N tels que, pour tout 5 € Z,

|j|>J, on a )\{ >c|j| (voir la figure 2.1) et quitte a prendre ¢ plus petit on a
)\{ > ¢ |j| pour tout j € Z. Comme P = \/Ajp; + 1, il existe une autre constante
qu’on notera encore ¢ telle que le minimum du spectre de Aj; agissant sur L]2(M )
est supérieur a cj2.

Pour conclure, le spectre de A L2 (k) vec les conditions de Dirichlet est inclus
dans le spectre de A,y agissant sur L? (M). En effet, soit I I'involution qui échange
les deux copies de K dans M, alors les fonctions propres de Ay qui sont impaires
pour I s’annulent sur l'image de 0K dans M. Elles correspondent donc & des
fonctions propres du laplacien de Dirichlet sur K. [

Spec Y

Spec P

F1G. 2.1 — Estimation de la premiére valeur propre de Ajs agissant sur L;‘: (M).

2.3 Action de (S!)™

En s’inspirant du cas de S', on va obtenir une minoration de la premiére valeur
propre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de symétrie de Iaction de (S!)™.
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Estimations sur le bas du spectre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de
symétrie

On suppose donc que (S!)™ agit de maniére isométrique sur X et on rappelle
qu’on a la décomposition en composantes isotypiques suivante :

LX) = P L}(X).

jezm
On obtient la minoration suivante

PROPOSITION 9 Soit K une variété compacte a bord, possédant une action de
(SY)™ et munie d’une métrique g tels que (S')™ agisse par isométries sur (K, g) et
que g puisse s’écrire comme une métrique produit dp? + hgx dans un voisinage du
bord de K, 0K, avec p une fonction définissant le bord de K et hyy ne dépendant
pas de p. Soient w;, 1 <1 < N, N vecteurs de Z'™ tels qu’il existe h € R™ avec,
pour tout i, (h,w;) > 0 (produit scalaire euclidien dans R™). Alors pour tout
J € Z™, il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de K et j telle que
pour tout (ni,...,ny) € Z~, tous de méme signe, on ait

N
. 2
Min Spec AL?+ e () >C g n;.
i=1

= 1<i<N

Preuve : comme dans le cas de S!, on commence par construire M, le double
de K sur lequel g se prolonge de maniére lisse et l'action de (S')™ reste isomé-
trique. Sur M, on considére les m + 1 opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1 :
Py=+vVAy+1,P = —idy,,..., Py = —idy,, ou on note (61,...,0,,) € [0,27]™
m
les éléments de (S1)™. Soit @ = > P2, il est de symbole principal ¢(z,¢) =|£|?
(=0
m
+3"&(Py)? et est donc elliptique. Soit A € R™H! le spectre joint de (P, ..., Py).
=1

Les spectre des Py, £ # 0, sont Z et en fait on cherche & estimer le minimum

A1(n1,...,ny) de premiére coordonnée des points de A quand les m derniéres
N

prennent les valeurs j+ > n;w; avec les n; suffisamment grands et de méme signe.
T o=

Soit p(x,&) = (|, £(P1), ..., &(Pp)) le symbole principal joint de nos opéra-
teurs et I' son image. Comme p est homogene, qu’il existe h € R™ tel que, pour
tout 4, (h,w;) > 0, et qu’on a choisi les n; tous de méme signe, on peut trouver

N
un cone de R™*! €. qui contient tous les points {0} x {j + Y- nw;} et tel que
T =
CNT = {0} (voir la figure 2.2). Alors on peut appliquer le résultat de Colin de
Verdiére (théoréme 3) pour obtenir C N A fini.

N
En conclusion, il existe J > 0 et C' > 0 tels que pour Enf > J on ait
i=1

N
M(n1,...,nn) > C(3.n?). Comme l'ensemble des (ny,...,ny) € Z%, tous de
i=1

N
méme signe tels que Zn? < J, est fini, quitte a prendre un C' plus petit, on
i=1
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2.3 Action de (S')™

Spec(vA + 1)

Spec(—idy,)

Spec(—i0y, )

FI1G. 2.2 — Les cones C et I' dans le cas m = 2.

N
a AMi(ni,...,ny) > C(3n?) pour tout (ni,...,ny) de méme signe. Enfin on
i=1
conclut le lemme en disant que, comme dans le cas de S, le spectre du laplacien
de Dirichlet sur K est inclus dans le spectre du laplacien sur M. [
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Estimations sur le bas du spectre du laplacien de Dirichlet sur les espaces de
symétrie
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Chapitre 3

Potentiels 1sorésonants

3.1 Actions de S$*

3.1.1 Enoncé du résultat

On considére une variété riemannienne (X, g) qui posséde une action isomeé-
trique de S'. On aura besoin de la proposition 8 du chapitre précédent et pour
pouvoir 'appliquer on introduit ’hypothése suivante sur X,

Hypothése D : pour tout compact K C X il existe une variété compacte & bord
K diffeomorphe & un compact de X contenant K, possédant une action de S!, et
munie d’une métrique g telle que g = gj. On suppose aussi que g peut s’écrire
sous la forme dé? + h, dans un voisinage du bord OK de K , avec ¢ une fonction
S! invariante définissant le bord de K et h indépendante de § et enfin que I’action

de S* sur (K,q) est isométrique.

On peut alors énoncer le théoréme principal de cette thése :

THEOREME 4 Soit (X, g) une variété riemannienne qui posséde une action iso-
métrique de S' vérifiant Uhypothése D. On suppose que Uhypothése An, est vérifice
pour un N > 0 et une fonction p invariante sous l’action de S' et qu’on a donc un
prolongement méromorphe-fini de la résolvante du laplacien libre sur un domaine
Df.

Soit V' le potentiel

—+o00
V=> Vu
m=1

+o0
ot les Vi, € L%°(X) sont St homogénes de poids m et vérifient > || Vin |Joo< +00.

m=1

Si 'V wérifie Uhypothése By, p, et si pour tout A € DY, \ Res(A), p~ NIV Ry (A pN
est dans une classe de Schatten S;, ¢ € N\ {0},

alors, sur DY;, on a Res(A + V) = Res(A) et les multiplicités coincident.
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Potentiels isorésonants

Faisons quelques commentaires. On commence par rappeler la définition des
classes de Schatten.

DEFINITION 4 Soit ‘H un espace de Hilbert. Si A : H — H est un opérateur
compact, le spectre de ses valeurs singuliéres, (s,(A))nen, est celui des valeurs
propres de 'opérateur auto-adjoint (A*A)l/Q. Alors, pour 1 < p < +o0, la classe
de Schatten Sy, est I'idéal bilatére de L(H) formé des opérateurs A pour lesquels
la quantité

[A[:=" " sh(A)
n=0

est finie.

L’hypothese du théoreme 4, p~ (¥ +1)V§0()\) ARS S, est une hypotheése technique
qui nous permettra d’utiliser les déterminants régularisés pour passer du potentiel
tronqué au potentiel V' tout entier. Si V' est a support compact cette hypothése
est vérifiee pour tout N pour tout ¢ > %. Dans l'espace euclidien R™, si V'
est & décroissance super-exponentielle alors I’hypothése est encore vraie pour tout
N. Pour une variété asymptotiquement hyperbolique X, si V est lisse sur X et
s’annule a tous les ordres en p au voisinage du bord, avec p une fonction définissant
le bord, alors 'hypothése est aussi vérifiée pour tout N.

Au lieu de perturber le laplacien libre on peut perturber A 4+ V4 avec Vj un
potentiel invariant sous I’action de S! et obtenir que Res(A+Vp+V) = Res(A+1p).
Le fait que Vj soit S' invariant assure que, comme le laplacien, il respectera la
décomposition de L?(X) en composantes isotypiques. Pour pouvoir appliquer la
proposition 8 & A + Vp, il faut supposer de plus que Vi est réel et a support
compact. On pourrait prendre un Vj & support non compact mais suffisamment
décroissant & l'infini pour prolonger la résolvante de A 4 Vj, mais dans ce cas on
remplacera la proposition 8 par le lemme 9 et on ne pourra prendre que des V' a
support la ou le fibré des orbites principales est trivialisé.

Décrivons sur quelques exemples comment S agit, pourquoi hypothése D est
vérifiée ainsi que la forme des potentiels isorésonants trouvés.
e Sur Pespace euclidien R™ = (R?)* x R"2* on peut considérer Paction de S

donnée par
k

P Rpit) & Idgn-—a,

i=1
ot § € [0,27), (p1,-..,pr) € (Z\{0})*, et on a noté R(¢) la rotation d’angle
¢ sur R2. Pour la condition D, on peut remarquer que tout compact K peut
étre inclus dans une boule B(0, R) et on peut prendre pour K une boule plus
grande B(0, E), R > R, muni de la métrique suivante donnée en coordonnées

polaires :
g=dr’+ f(r)dw?, (r,w)cRT xS"1

ot dw? est la métrique sur la sphere de R™ induite par la métrique eucli-
dienne et f est lisse sur [0, R], constante prés de R et f(r) = r? sur [0, R].
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3.1 Actions de S!

Les composantes S' homogeénes de poids m des potentiels isorésonants du
théoréme 4 sont de la forme :

e 1o -\ i o
Vin(r1e' oo rpe'® 2) = E Wintr,. 0, (T)e" 0 "R
(€1,....k5,)€LK
k
> lipi=—m
1=1
ou (retr, ... rpet@ z) e (R2)k x R"2k 7 e R"/S! et la somme converge
1 3 s 'k ) ) g

en norme infinie.

e Pour ’espace hyperbolique réel H"”, on peut prendre le modéle de Poincaré,
c’est-a-dire la boule unité de R™ centrée & l'origine munie de la métrique
éﬁ‘%. L’action de S! sur R™ décrite précédemment induit alors une action
isométrique de S! sur H™. Pour la condition D, si K est inclus dans une boule
de rayon R centrée en 'origine (dans ce modéle Ogn), on prend pour K une
boule de rayon R >R et, en coordonnées polaires, § = dr? + f(r)dw?
avec cette fois f(r) = sh?(r) sur [0,R]. Les composantes S' homogénes
des potentiels isorésonants prennent alors la méme forme que dans le cas
euclidien. On rappelle ([GZ95a]) que si n est impair Res(A) = 0 et que si

n est pair Res(A) = —N et chaque entier —k a pour multiplicité celle de
k(k+n—1) en tant que valeur propre du laplacien sur la sphére euclidienne
S,

o Cette fois considérons H” en utilisant le modéle R x R®~! muni des coor-
données (z,y) correspondantes. On prend pour variété X le cylindre hyper-
bolique H"/ <~ > ot 7 est I'isométrie w — efw. S' agit isométriquement sur
X par e [z,y] = [e%az, e%y]. On peut voir X comme Rt xS xS"~2 avec les
coordonnées (7, #,w) correspondantes, muni de la métrique dr?+ch?(r)dg?+
sh?(r)dw? et Paction de S' est alors I'action triviale sur le facteur S'. Tout
compact de X est inclus dans un K = [0, R]xS!xS"~2, on peut donc prendre
K = [0, R]xS'xS" 2 avec R > R, la métrique § = dr2+hy (r)df24hy (r)dw?
ou hy et hy sont lisses sur [0, E], constantes pres de R et prenant les valeurs
hi(r) = ch®(r), ha(r) = sh?(r) pour r € [0, R]. Les composantes S' homo-
geénes de poids m des potentiels isorésonants sont de la forme :

Vi (r,0,w) = Wi (r,w)e ™ (r,0,w) € RT x S x §"72,
On rappelle (|[GZ95a]) que pour cet exemple Res(A) = —N + iZ27 /¢,

3.1.2 Majoration de la résolvante sur les espaces de symétrie

Grace a I’hypothése D, on va utiliser la proposition 8 pour démontrer le lemme
suivant. On rappelle qu'on note P; la projection de L*(X) sur L?(X) et on se
place dans le cadre des hypotheses du théoréme 4.

LEMME 10 Soit A € D}; \ Res(A) et x € C°(X) invariante sous I'action de S*.
Alors il existe une constante C' = C(\, x) > 0 telle que pour tout j € 7Z,

Ro(\)Piy ||<
| xRo(N)Pyx [|< 7
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Potentiels isorésonants

Pre~uve - comme St agit isométriquement sur X, on a, pour tout 7, AP; = PjA et
P;Ry = RoP;. Comme ) est supposée S! invariante, on a aussi xP; = Pjx.
On a B
X(A = FO))Ro(N)x = X%,
d’ou B B
(A = FN))xRo(N) Pix = xX* Py + [A, X]Ro(M)xPj,

et donc

1A = FOXRoNPix I PPy | + [ A X Ro()x Py < C(Ax). (3.1)

Soit (IN( ,g) le compact contenant K := suppx dont I'existence est assurée par
Ihypothese D. Si v € L?(X) alors u = xPjRo(\)xv appartient a L?(K, g) et,
comme supp v C K et que g = g, on a aussi u € L?([N(,ﬁ) De plus, u est a la
fois dans le domaine du laplacien de Dirichlet sur K, dans le domaine du laplacien
de Dirichlet sur K et dans celui du laplacien sur X et on a

A(f(’,gv)u = A(Kﬂ)u = A(Xy)u.

Considérons une base orthonormée (¢ ) de L? (K, §) constituée de fonctions propres

de A(f( ) On note pug(j, K) la valeur propre correspondant & ¢p. Si on décompose

u selon cette base, u = > urdk, on a
k

(A g —fO)u=D" (G K) = FN) ure,

k

et donc

(A=) IP= 3 TG K) = FO) Plue > D (G K)=Re(F (M) Jue |
k k

Le compact (IN( ,g) est donné par I'hypothése D, il vérifie donc les hypotheéses de
la proposition 8 et donc il existe une constante C'= C(K) > 0 telle que

VkEN, VjEZ u(j,K) > Cj*.
Prenons J tel que C.J? > Re(f())) et alors, pour tout |j|> J, on a

(A= F)u > (€57 = Re(F()))* Y Jux[*= (C5% = Re(F (V) [|u].
k

Alors, en utilisant I'inégalité (3.1) on obtient, pour tout |j|> J,
C(Ax)
—Re(f(N))

Donc il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout |j|> J, || XEO()\)PjX II<
j%, et quitte & prendre C' plus grande on a bien, pour tout j € Z,

I XRsWPx <

I xBo(\)Pyx |I< m

1+ 52
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3.1 Actions de S!

3.1.3 Localisation des résonances

On va maintenant démontrer le théoréme 4 en commengant par l'inclusion
Res(A+V) C Res(A). Pour cela, on considére dans un premier temps les sommes
partielles tronquées de V. Puis on passera a V entier, et enfin on fera l'autre
inclusion.

Localisation des résonances pour les sommes partielles tronquées de V'

M
On consideére les sommes partielles de V', Sy = > V,,, ou V,, est la composante
m=1
St homogene de poids m de V. Soit x € C2°(X) invariante sous I'action de S!, on

va montrer que Res(A + xSyr) C Res(A), sur Dy.
Pour A € D} \ Res(A) on a

(A +xSar = FN) Ro(Np™ = pN (I + p~NxSuRo(M)p").
On peut écrire
PN xSuRoNp™N = xp N Sup™ Ro(A)p™ .

Grace a 'hypothese Ay, ,o_NxSMEo()\)pN est donc une famille d’opérateurs
compacts holomorphe sur D, \ Res(A). De plus si on prend |A| assez grand dans
D]J\r,, on a
o™ xSarRo(A)p™ [|< 1.

Alors en appliquant la théorie de Fredholm analytique ([RS80]), on obtient que
(I+pNxSuRo(N)p") st méromorphe finie sur D}, \Res(A) et on a 'équation
dite de Lipmann-Schwinger reliant la résolvante de A + xSy a celle du laplacien
libre : B B _ )

PN Rysyy (Np™ = pV Ro(N)p" (I + p~VxSuRo(Mp™)
Ainsi, si A\g est un pole de EXSM dans D7 \ Res(A), alors Ao est un pole de

(I+ p_NxSMEO(A)pN)_l et toujours grace a la théorie de Fredholm, il existe un
u € L*(X) non trivial qui vérifie

([ + p_NXSMﬁo()\)pN)u = 0.

On remarque avec cette égalité que le support de u est inclus dans le support de
X- Prenons un xs € C°(X) invariante sous I'action de S! et telle que x2 = 1 sur
le support de x. Alors, en notant u; := Pju € L?(X), on a

uj = Pj(— p ™V xSuRo(NpNu) = Pj( — p~VxSuxaRo(\)xzp™ ),

et par linéarité
M

Uj = — Z Pj (p_NXVmX2EO()‘)X2pNU)'

m=1
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Potentiels isorésonants

On rappelle (cf lemme 3) que V,,, induit, par multiplication, le décalage suivant

Vin t L3(X) — L2 ,,(X).

Jj+m
Donc
M
uj = —ZVij—m(p_Nxmﬁo()\)szNU)
m]\;1
uj = _ZVmp_NXX2§O()‘)X2PNPj—m(u)a
m=1

ou on a aussi utilisé que les projections P;_,, commutent avec Ry car 'action de
S! est isométrique et avec p,x et 2 grace a leur invariance sous S*.

+oo
Par hypothése, pour tout m, || Vin [leo< Do || Viw |leo< 400, donc les
m/=1

Vip™N Xxgﬁo()\)xgp]v sont des opérateurs uniformément bornés en m. Donc il
existe une constante C telle que, pour tout j € Z,

M
i 1< CY | o || -
m=1

De plus en appliquant le lemme 10 & XQE(]XQPj_m , on obtient aussi qu’il existe
une constante qu’on notera encore C' telle que pour tout j € Z,

M

c
ws 1< S — T ,

et donc, pour tout j € Z,

M
g 1< €5 > M wjm |,
m=1

avec €; — 0 pour |j|— +oo.

On va avoir besoin du lemme suivant
LEMME 11 Soit (aj)jez une suite a termes positifs de (1(Z). S'il existe M € N
M
et si, pour tout j € Z, a; < € > aj_, avec € — 0 pour | j|— 400, alors aj =0

) m=1
pour tout j.

Preuve : soit J' < 0 tel que, pour tout j < .J', ¢; < . Alors, pour tout j < .J’, on

M
1 . . . _ .
aj < 37 Z1aj_m et si on somme ces relations on obtient, en notant S = > aj,

m= isJ’
1
S < M((S—CLJ’)+(S—GJ/—aJ/_1)+...+(S—CLJ’—...—CLJ/_M+1))
1
= M(MS—MCLJ/—(M—l)CLJ/_l—...—CLJ/_M+1).
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On en déduit
0< —MCLJ/ - (M - 1)(1]/_1 — .. Ay —M+1,

et donc
aypy =ajy—-1=...=ajy_pM+1 =0.
Comme on a €; — 0 pour | j|— 400, il existe une constante C' telle que, pour tout

M
JE€Z, aj <CY aj_m, on obtient donc

m=1
Vji>J —M+1, a; =0.

En faisant tendre J’ vers —oo on a finalement a; = 0 pour tout j € Z. O

On peut appliquer ce lemme 11 & la suite {||u;[|?};. On obtient ||u;|= 0 pour
tout j et donc u = 0 ce qui contredit ’existence d’un poéle de R,g,, en dehors de
Res(A).
Donc, finalement, pour tout M et toute fonction y € C2°(X), invariante sous
S!, A+xSys n’a pas de résonance sur D \Res(A) : c’est-a-dire Res(A + xSys) C Res(A),
sur D
N

Localisation des résonances pour V'

Dans ce paragraphe, on va passer des sommes partielles tronquées de V a V'
tout entier et montrer que, sur D}, on a Res(A + V) C Res(A). Pour ce faire, on
va utiliser les déterminants régularisés dont on donne une définition.

DEFINITION 5 Pour un opérateur A € S,, 1 < p < 0o, on définit son détermi-
nant régularisé, det,, par

> (D
dety (I + A) = TT(1 + Aa(4)) exp ( ——Au(4)),
n=1 k=1

ot les (A (A))nen sont les valeurs propres de A.

Donnons quelques propriétés de ce déterminant qu’on peut trouver dans |Yaf92|
par exemple.

PROPOSITION 10 1. A — dety(I + A) est continue dans (Sp, || . ||p)-

2. Siz — A(z) est holomorphe dans un domaine de C, a valeurs dans S,, alors
z — det, (I + A(z)) est holomorphe dans le méme domaine.

3. Pour A € S, I + A est inversible si et seulement si det, (I + A) # 0.

Les hypotheses du théoréme 4 assurent qu’il existe un entier ¢ tel que, pour
tout A € D \ Res(A), p~ VDV Ry(\)p" est dans une classe de Schatten S,.
Donc p~ NV Ry(A\)p? est aussi dans S,.
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Montrons que, pour toute x € C2°(X), il existe un entier p tel que X,o_NEo()\)pN S
S, pour tout A € D3, \ Res(A). Prenons un compact K a bord lisse qui contient le
support de y. Soit Ak le laplacien avec condition de Dirichlet sur le bord de K,
et (ux)ren les valeurs propres de (Ax + 1)~1. Alors la loi de Weyl donne, quand
k tend vers 400,
(27)? P

g~ —————— k",
(wnVol(K)) =

ot n = dimX et w, est le volume de la boule unité de R™. Alors pour p > 3,
(Ag +1)7! € S,. De plus, pour tout A € DY, \ Res(A), (Ax + 1)xp~ Y Ro(N)pV
est un opérateur borné de L?(X), et, comme S, est un idéal bilatére de £(L?(X)),
on a _ ~
xp N RoN)pN = (Ax + 1) (Ak + )xp VRo(\)pN € S,
Comme on a S, C Sp,, pour p1 < p2 ([Yaf92]), si on suppose, quitte & échanger p
et ¢, que dans la suite p < ¢, alors xp N Ro(A)p"™ et p~ NV Rg(A)p" sont tous les
deux dans S,.
L’équation de Lipmann-Schwinger appliquée a V' au lieu de x.Sy; nous donne
~ ~ NS -1
P Ry (A\)p™ = pN Ro(N)p" (I + p NV Ro(M)p™)
Donc, grace au troisiéme point de la proposition 10 on a

A € Res(A + V) N Df \ Res(A) <= det, (I + p YV Ry(A\)p") = 0.

Pour A € D} \ Res(A), on définit
F(V,A) := dety (I + p"NVRy(A\)pY).
Supposons qu’il existe A\g € Res(A 4+ V') \ Res(A), alors
F(V, o) =0.

Prenons I" un lacet simple autour de Ay tel que A soit le seul zéro de F(V,.) dans
le domaine U délimité par T' et tel que U C D;{, \ Res(A). Ce choix est possible
car, grace au deuxiéme point de la proposition 10, F(V,.) est holomorphe et ses
zéros sont donc isolés.

Soit x, une famille de fonctions lisses & support compact et invariantes sous
'action de S! telle que || (x, — 1)p||so tend vers 0 quand 7 tend vers 4+oo. Comme
on a supposé que Vp_(NH)EO()\)pN € S, on peut écrire, pour tout A € I',

Vo N Ro(N)p" =V N Ro(MpN [l < [ 6r = Dplloo [V~ NV Ro(M)pY |l -

Ainsi, quand r tend vers +oo, Xer_NEO()\)pN tend vers V,o_Nﬁo()\)pN dans S,
uniformément en X\ sur I'. Donc d’aprés le premier point de la proposition 10, on
a F(x;V,\) — F(V,\) uniformément sur I'. On en déduit qu'’il existe 7o tel que
pour tout r > rg et pour tout A € I' on a

[ F(xrV,A) = F(V, N [<[F(V, A
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Donc en utilisant le théoréme de Rouché on sait que F'(x,V,.) a le méme nombre
de zéros dans U que F(V,.). N
De la méme maniére, fixons r > 79, et comme x,p ¥ Ro(\)p" € S, on a

e Saep™ RoW)p™ = iV M Ro(N)p™ llg < 1150 = Voo [1xrp™ ¥ Bo(N)p" g -

Or dans les hypotheses du théoréme 4 on a que || Sy — V || tend vers 0 quand
M tend vers +oo. Donc on obtient que F(x,Sp, \) — F(x,V,\) uniformément
sur I', et on peut ré-appliquer le théoréme de Rouché.

Finalement on a montré qu'il existe r et M tels que F(x,Su,.) a le méme
nombre de zéros dans U que F'(V,.). Comme on a supposé qu'il existait Ao un zéro
de F(V,.) dans U cela signifie que F'(x,Sar,.) a au moins un zéro dans U et donc,
en utilisant I’équation de Lipmann-Schwinger, que A+ x-Sy a une résonance dans
U C D} \ Res(A). Cette derniére affirmation contredit le résultat de la section
précédente. En conclusion, sur D]J\r,7 on a montré que

Res(A + V) C Res(A).

Un autre argument pour localiser les résonances

Dans ce paragraphe je vais décrire une autre fagon de montrer que, sur D]J\r,7
Res(A + V) C Res(A). Cet argument n’utilise plus explicitement le décalage créé
par les composantes S! homogénes de V' mais il utilise les déterminants régularisés
et bien sir 'action de S. Il est di & Christiansen ([Chr08]).

o0
On considére W(z) := Y 2™V, dont on suppose qu'il vérifie les hypotheses
m=1
du théoreme 4 et donc il est holomorphe pour z € D(0, 1), le disque ouvert de C
de centre 0 et de rayon 1. Déja, on peut remarquer que W (1) =V et que, grace a
’homogénéité des Vi, on a pour tout § € R et r € RY, W (re) = ¢ W(r). On
rappelle que pour toute fonction f définie sur X, on note €. f application qui &
x € X associe f(e™®.x). Donc en tant qu’opérateur de multiplication sur L?(X)
on a W(re?) = REW(r)(R,")* ou on note R} l'opérateur qui a une fonction
f € L*(X) associe €. f. Pour A\ € DJ; \ Res(A) et z € D(0,1), on consideére

H(z,\) :=dety (I + p_NW(z)EO()\)pN).

H(.,\) est holomorphe sur D(0,1). Comme ’action de S! est isométrique, les Ry
commutent avec Ro(\) et avec p, donc, avec la remarque faite sur W (ret), H(.,\)
est constante sur le cercle de centre 0 et de rayon r. Elle est donc constante sur
D(0,1) et on en déduit par continuité que H(1,\) = H(0,\) = 1, c’est-a-dire
que detq (1 + p_NVEO()\)pN) ne s’annule pas pour A € DY, \ Res(A), c’est-a-dire
Res(A + V) C Res(A).

3.1.4 Persistance des résonances du laplacien libre

Montrons que, sur D]J\r,7 les résonances du laplacien libre restent des résonances
de A +V, cest-a-dire que Res(A) C Res(A + V) et que leur multiplicité est
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conservée. Pour ce faire on va utiliser la théorie des perturbations des résonances
d’Agmon décrite dans ’annexe pour se ramener a un probléme de valeurs propres.

Soit Ag € Res(A) de multiplicité m. Considérons un domaine U C Dj; de
bord lisse T' tel que U N Res(A) = {A\o}. Si le potentiel V vérifie les hypothéses
du théoréme 4 alors, pour tout ¢ > 0, tV vérifient encore ces hypothéses. On peut
donc appliquer la section précédente : on a, pour tout ¢t > 0, Res(A+tV) C Res(A)
et donc

Res(A +tV)NU C {\o}.

Introduisons 'ensemble suivant
E:={ty>0; Vt€[0,t9], Res(A+tV)NU ={Ao} avec la multiplicité m},

dont on va montrer par connexité qu'il est égal a [0, +o00[. Déja il est non vide car
par définition de Ao, 0 € F.

Soit tg € E, on va montrer, grace a la théorie d’Agmon qu’il existe § > 0 tel
que [tg — 0,tp + d[C E. On commence par définir le Banach

Br={fepNI¥X): f=g+ /F Ry (O)®(€)de, g € PN LA(X), @ € O(T, pN LX)},

ot C(I, pV L?(X)) est I’espace des fonctions continues sur I' & valeurs dans p™V L2(X).
L’espace Br est muni de la norme

I fllBr= ;nqg(HngNL?(X) + @l pv L2 (x)))s

ot l'infimum est pris sur toutes les g € pVL2(X) et les ® € C(I', pNL?*(X))
telles que f = g+ [1 Ryyv (§)®(&)dE. Sur Br on peut définir, en suivant I'annexe,
Popérateur (A + toV)''. Le théoréme 10 de 'annexe précise que (A + V)" a un
spectre discret dans U qui est exactement l’ensemble des poles de R,y avec les
mémes multiplicités.

Ensuite, dans la derniére partie de 'annexe, on verra que la famille tV vérifie
les hypotheses (d) de ’annexe et qu’on peut donc perturber A +¢yV par tV. Ainsi
il existe 6 > 0 tel que pour tout ¢t €] — d,d[, on peut définir sur Br 'opérateur
(A 4 toV + tV)'. Alors le théoréme 13 de I’annexe, nous apprend que, pour tout
t € —6,6[, (A+tV +tV)" a un spectre discret dans U qui est exactement
I'ensemble des poles de Ry v 441 avec les mémes multiplicités.

Maintenant, on est ramené & un probléme de valeurs propres. Grace a la théorie
de Kato (|[Kat66]), on sait, quitte a avoir choisi ¢ assez petit, que les valeurs propres
de (A + toV + tV)' dans U sont continues pour tout ¢ €] — 4,6[. Comme ces
valeurs propres sont aussi les résonances de A +toV 4tV dont on a vu qu’elles ne
pouvaient exister en dehors de Ay, Ag est donc 'unique valeur propre dans U de
(A +toV +tV)Y, pour tout t €] — 6, 8], et elle est de multiplicité constante . Donc,
grace a notre correspondance, \g est l'unique résonance dans U de A + ¢,V +tV,
pour tout t €]—4, [, et elle est de multiplicité constante. C'est-a-dire |tg—3, to+d[C
FE et E est donc ouvert.
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Pour montrer que E est fermé on refait le méme raisonnement sur le com-
plémentaire de F. Si tg > 0 n’appartient pas & E, alors Ay est une résonance de
multiplicité strictement inférieure a m (peut-étre nulle) de A+toV. En perturbant
cet opérateur par tV et en utilisant la correspondance d’Agmon, on montre comme
précédemment que A\g reste une résonance de multiplicité strictement inférieure a
m de A + tV pour t dans un voisinage de .

Donc finalement E = [0, +oc[ et on peut prendre to = 1 pour obtenir que dans
U, Res(A + V) = Res(A) avec la méme multiplicité. On peut refaire ce dernier
raisonnement au voisinage de chacune des résonances du laplacien libre et obtenir
que sur tout D on a bien Res(A + V) = Res(A), ce qui achéve la démonstration
du théoreme 4.

3.1.5 Un exemple de croissance de ’ordre des résonances

Les potentiels isorésonants introduits dans le théoréme 4 ne peuvent pas étre
détectés par la seule donnée de ’ensemble des résonances et de leur multiplicité.
On peut alors se demander si leur présence peut se voir sur 'ordre des résonances.
On va montrer sur un exemple qu’il existe des potentiels vérifiant le théoréme 4
qui modifient ’ordre des résonances.

On se place sur l'espace hyperbolique H?, avec comme modéle RT x St avec les
coordonnées (r,0) et la métrique g = dr? +sh(r)2d#%. On a déja signalé (|GZ95a])
que les résonances du laplacien libre sont tous les entiers négatifs ou nuls et que
la multiplicité de —k, k € N, est celle de k(k + 1) en tant que valeur propre du
laplacien sur la sphére S? ¢’est-a-dire 2k + 1. De plus ces résonances sont d’ordre 1.
Soit F := {Vinu(r)e™?:m € Z\ {0}, Vi, € L (RT)}, c’est une famille de potentiels
isorésonants d’aprés le théoréme 4. Dans ce cadre on va montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 11 Sur I'espace hyperbolique H?, pour tout k € N\ {0}, il existe
un potentiel V. € F := {V,,(r)e";m € Z\ {0},V,, € L (R)} tel que —k est
une résonance de A + 'V d’ordre strictement plus grand que 1.

Preuve : Soit k € N\ {0}, supposons par ’absurde que, pour tout V' € F, —k reste
une résonance d’ordre 1 de A + V.

Pour tout V € F, la résolvante (A +V — A(1 — \))~! admet un prolongement
Ry méromorphe sur D}, = {) € C;ReX > § — N} contenant —k si N est assez
grand, et ce en tant qu'opérateur de By := p" L2(H?) sur By := p~NL2(H?) ou p
est une fonction définissant le bord d’une compactification de H2. By et B; sont
duaux 'un de 'autre grace a la forme symétrique et non dégénérée :

(u, v) = / wwdvol(y).

On remarque que, pour tout ¢t € R et tout V€ F, on a tV € F. D’aprés notre
hypothése, pour A dans un voisinage de —k, on a

Rey(A\) = (A +k)"1S(t) + H(t, \),

37



Potentiels isorésonants

avec H(t,.) holomorphe & valeurs dans L£L(By, By) et S(t) opérateur de rang fini
dans ﬁ(Bo, Bl).

Appliquons la théorie des perturbations d;Agmon (voir ’annexe). Considérons
un domaine U C Dy de bord lisse I tel que U NRes(A) = {—k}. On deéfinit alors
le Banach Br correspondant

Br—={feBi; f=g+ /F Ro(6)®(6)dé, g € Bo,® € C(T, By)}.

On a By C Br C B;.

Il existe alors § > 0 tel que, pour tout V € F et tout t €] — §,4[, on peut
définir les opérateurs (A +¢V)! sur Br et leur résolvante RY,. Le théoréme 13 de
I'annexe dit que (A + tV)' a un spectre discret dans U et qu'il correspond aux
résonances de A + ¢tV dans U avec les mémes multiplicités et ordres. Donc pour
A proche de —k dans U on a

RN = AN+ E)7LSY () + HY (,\), (3.2)

avec H'(t,.) holomorphe & valeurs dans £(Br) et ST (t) opérateur de rang fini
dans £(Br). De plus on sait, avec la proposition 16 de I'annexe, que S(t) et S'(t)
ont la méme image et qu’ils coincident sur By.

Soit V € F, pour tout t €] — &, 8] et ¢ € Br on pose (t) := ST (t)¢. De (3.2)
on tire pour tout t €] — 4, 4],

(A + V)" + k(k+1))y(t) = 0.

(t) est dérivable en ¢ comme S'(t) (car ST(t) = o= [L(AT+tV —A(1=X))71dN),
donc on peut dériver cette derniére égalité en ¢ = 0 et obtenir

V(0) + (AT + k(k + 1))/ (0) = 0.

Appliquons S'(0) & cette derniére égalité. En utilisant, ST(0)(Al + k(k + 1)) =
(AT + k(k 4+ 1))ST(0) = 0, car

ST (0) = ZL (AT — A(1 — A))~lan,
i Jp

et que —k(k + 1) est une valeur propre d’ordre 1 de AT, on obtient
ST(0)V4(0) = 0.

Comme 9(0) € Ran S¥(0) = Ran S(0), il existe fy € By telle que ¥(0) = S(0) fo =
ST'(0) fo- De plus ST (0)V(0) € Br C By, on peut évaluer :

(ST(0)V4(0), fo) = 0.

Ensuite, comme le laplacien est un opérateur réel, il est symétrique pour (.,.)
et donc la résolvante, Ry()), aussi, d’abord pour Re(\) > % puis sur tout D, par
prolongement analytique. Finalement S'(0) est symétrique pour (.,.). Donc

(V1h(0), S"(0) fo) = (V1p(0),2(0)) =0,
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et ce pour tout V € F.
Ainsi, pour tout m € Z \ {0} et tout V,, € L°(R™) on a

2
/ eime/ Vm(T)T/}(O)2(7’, 0)dvol(g) = 0.
0 R+

Ce qui implique que pour tous les états résonants 1(0) du laplacien libre, 1(0)?
ne dépend pas de 6. Or, en considérant 'expression du laplacien hyperbolique et

en prenant sa décomposition selon @ (L?(R*,shrdr)® e*?), on obtient des états
LeZ

résonants de la forme 1(0)(r, 0) = v(r)e?®? avec |£|< k et 1, des fonctions hyper-
géométriques (voir 'annexe de [GZ95b]) et alors, pour £ # 0, ¥(0)? va dépendre
de 6 d’ott une contradiction.

Doncil existe V' € F tel que —k soit une résonance de A+V d’ordre strictement
plus grand que 1. O

3.2 Actions de (S')™

3.2.1 Enoncé du résultat

On consideére cette fois une variété riemannienne (X, g) qui posséde une ac-
tion isométrique de (S')™. On rappelle qu’on a la décomposition en composantes
isotypiques suivante :

r’x)= € L ,;.X).
(J1,-+-sJm ) EZ™

On rappelle qu’on note j := (ji1,...,jm) € Z"™ et Pj la projection sur L?(X). On

adapte 'hypothése D & Paction de (S')™ sans en changer le contenu,

Hypothése D’ : pour tout compact K C X il existe une variété compacte & bord

K diffeomorphe & un compact de X contenant K, possédant une action de (S')™,
munie d’une métrique lisse g telle que g = g On suppose aussi que g peut
s’écrire sous la forme dé? + Ea i dans un voisinage du bord OK de K , avec 0 une
fonction (S')™ invariante définissant le bord de K et h indépendante de d et enfin
telle que I'action de (S')™ sur (K, g) soit isométrique.

Le théoréeme suivant donne des potentiels isorésonants construits grace a l'ac-
tion de (S')™.

THEOREME 5 Soit (X, g) une variété riemannienne qui posséde une action iso-
métrique de (SY)™ wérifiant Uhypothese D’. On suppose que Uhypothése AN, est
vérifiée pour un N > 0 et une fonction p invariante sous laction de (SY)™ et qu’on
a donc un prolongement méromorphe-fini de la résolvante du laplacien libre sur
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un domaine D;{,.
Soit V' le potentiel

“+o00o
V=> V.,
i=1

ou, pour tout i € N\ {0}, on a w; € Z™ et il existe h € R™ tel que (h,w;) >
0 (produit scalaire euclidien) pour tout i. De plus on suppose que, pour tout i,

+oo
Vi, € L2(X) et > || Vi, lloo< +o00. Si V wérifie aussi Uhypothése By, et si

i=1

pour tout A € DY, \ Res(A), p~NHDYV Ro(N)pN est dans une classe de Schatten
Sq: q G N \ {0}7

alors, sur DY;, on a Res(A 4+ V) = Res(A) et les multiplicités coincident.

Comme premiers exemples de variétés sur lesquelles on peut construire de tels
potentiels, on peut citer ’espace euclidien R" et ’espace hyperbolique H" avec
n > 2m. En effet, on peut voir R” comme R?*™ x R"~2?™ et prendre comme action
de (SH)™

@ R(ek) @ Ianf?m,
k=1

ot B, € [0,27) et on a noté R(¢) la rotation d’angle ¢ sur R2. On peut prendre
la méme action de (S')” sur H" en considérant le modéle de Poincaré. Pour la
condition D’, elle est vérifiee de la méme facon que dans le cas de S'.

On pourrait aussi perturber A + Vj au lieu de A avec un Vj invariant sous
Paction de (S')™. On a alors les mémes restrictions que dans le cas de S!, c’est-
a-dire que Vj est soit a support compact, soit il est suffisamment décroissant &
I'infini sans étre & support compact, mais dans ce dernier cas on ne peut prendre
que des V' a support 1a ou le fibré des orbites principales est trivial.

Avant de prouver le théoréme 5 en utilisant les décalages induits par ces po-
tentiels sur les espaces de symétrie, établissons les liens qui existent entre I’action
de (S')™ et I’action de S'.

3.2.2 Comparaison avec ’action de S'

Tout d’abord si (SY)™ agit sur X de maniére isométrique alors c’est aussi le
cas de S'. II suffit de restreindre I’action de (S')™, en posant par exemple, pour
aecl0,2r) et x € X,

ez = (e . ePm?) g,
avec (p1,...,pm) € Z™ qu’on peut choisir. En fait, grace a cette remarque, on
peut démontrer le théoréme 5 en se servant uniquement de ce qui a déja été fait

précédemment avec 'action de S!. En effet, pour la localisation des résonances
de A +V dans Dj; N Res(A), on peut, comme dans le cas de S', utiliser les

“+o0o
déterminants régularisés et la convergence de Y || Vi, |looc pour prouver que, si
i=1
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M
A+V aune résonance dans Dy, \ Res(A), alors il existe M > 1 tel que A+ >V,
i=1
a aussi une résonance dans D7 \ Res(A). On s’est donc ramené a une somme finie.
Alors il existe b/ = (p1,...,pm) € Z™ tel que, pour tout 1 < i < M, (b, w;) >
0. On restreint alors Paction de (S')™ en une action de S' en posant comme
expliqué précédemment

e = (e . e e, xe X.

On remarque qu’alors les V,,, sont S' homogenes de poids (', w;) tous strictement

positifs. On peut alors se servir du décalage créé par ces potentiels sur les compo-
M

santes isotypiques de L?(X) sous cette action de S' pour prouver que A + >V,
i=1

ne peut pas avoir de résonance dans D, \ Res(A) et donc A + V non plus. Enfin

pour montrer ’autre inclusion, c’est-a-dire Res(A) C Res(A + V), on utilise la

théorie d’Agmon exactement comme dans le cas de S'.

Malgré cette preuve possible, je trouve plus satisfaisant de prouver le théoréme
5 en utilisant vraiment I'action de (S')™, c’est donc ce que je ferai dans la section
suivante.

Le fait qu’on s’intéresse tout de méme & ’action du tore réside dans le fait

o0
suivant. Les potentiels V = >V, ou les w; sont tels que (h,w;) > 0 avec h € R™
i=1
a coordonnées irrationnelles ne peuvent pas tous s’écrire comme une somme de
potentiels S' homogeénes de poids tous de méme signe. L’action de (S')™ permet

donc de construire plus de potentiels que 1’action de S.

3.2.3 Preuve utilisant l’action de (S')™

Etablissons une preuve du théoréme 5 qui utilise directement I’action de (S*)™.
Pour cela on commence par rappeler que grace a '’hypothese D’; on peut appliquer
la proposition 9 du chapitre précédent et en déduire, comme dans le cas de S,
une minoration de la résolvante sur les espaces de symétrie.

On se place donc dans le cadre du théoréme 5 en se donnant une famille de
(wi)i<i<m € Z™, qui veérifie pour tout 4, (h,w;) > 0, avec h € R™ donné. Alors on
a

LEMME 12 Soit A € D} \ Res(A) et x € C(X), invariante sous I'action de
(SYY™. Pour tout J € Z™, il existe une constante C' > 0 dépendant de A, x, j telle

que, pour tout (ny,...,ny) € ZM, tous de méme signe, on ait

1<i<M 14 ang
i=1

Preuve : c’est exactement la méme preuve que pour le lemme 10 en utilisant la
proposition 9 au lieu de 8.
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Démontrons maintenant le théoréme 5. On commence par étudier les sommes
partielles tronquées de V', xSy, on x € C°(X) est invariante sous 'action de

M
(SHm et Spy == > V,,,. Pour montrer que Res(A +xSy) C Res(A), on est amené

i=1
par la théorie de Fredholm & montrer qu’il n’y a pas de solution L? non nulle &
I’équation

_ __-N B N +
u=—p " xSuRo(N)p~Tu, A€ Dy \Res(A).
On projette cette équation en notant u; := Pju et en utilisant les décalages induits
par les V,, :
Vi L = L,

D’ot, pour tout j € Z™, on a

p_NXVwiEO()\)pNUZ—UJ@’ (33)

|5
Il
|

I
—_

(2

[e.e] ~

Or, pour tout i, || Vi, leo< > || Vi, lloe< +00, donc les p~ VXV, Ro(A)p™ sont
i'=1

des opérateurs uniformément (en i) bornés. Donc il existe une constante C' telle

que, pour tout j € Z™,

M
lugl < CO Mug—w ) (3.4)
i=1
On veut montrer que ||u; [|= 0, pour tout j € Z™. On fixe j et on applique le
lemme 12 & I’équation (3.3). On obtient que, pour tout (ni,...,na) € ZM,
M
||uj+ > niw; ||§ 6(711, s )nM)(Z ||uj+ > njwi—wyg ||)7
S <M 1 1<i<M
M
ot €(ny,...,ny) tend vers 0 quand Y n? tend vers +oo. Alors il existe L > 0 tel
i=1
' M
que pour tout (n1,...,na) € ZM qu’on choisit tous négatifs et tels que S n? > L,
on a =t
| M
l+1§iZ§Mn “ CM2 ; l+1§iZ§Mn G

ou C est la constante introduite dans (3.4). Comme on a choisi les n; tous négatifs,
M
on peut itérer ¢ fois l'inégalité précédente (a chaque itération Y n? croit), on

=1
obtient que, pour tout ¢ € N,

M M
1
”ul—I— > mwl”é (CMQ)Z(Z Z Hul-i- > onwi— ) wry, ) (3.5)
1<i<M

=1 fp=1 1<i<M 1<p<s
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Soit € > 0, comme (Ul‘)jGZ'm € (2(Z™), il existe N > 0 tel que, pour tout

M
(n1,...,nn) € ZM tels que > n? >N,
i=1

1<i<M

Ensuite on part de (3.4) qu’on itére T fois, cela donne

M M
lug 1< CT(D2 - D uye 5w -

Ei=1  kp=1 1sps

Si on prend 7" suffisamment grand, tous les termes qui apparaissent dans la somme

multiple de I'inégalité précédente sont de la forme [|uj1 sy, || avec des n; tous
T 1<

M

négatifs et tels que Y n? > max(N, L). On peut donc appliquer (3.5) sur chacun
i=1

de ces termes, puis (3.6) pour avoir que, pour tout ¢,

oM’
[ulI< WM g,
puis on peut prendre £ =T et alors
Juj[|<e.

On obtient bien que, pour tout j € Z™, || u; [|= 0, et donc u = 0. Cela
prouve que, sur DY, on a Res(A+ x.Sy) C Res(A). Ensuite on peut obtenir cette
inclusion pour V en utilisant les déterminants régularisés de la méme fagon que
dans le cas de I’action de S'. Enfin, on conclut en utilisant la théorie d’Agmon pour
prouver l'autre inclusion : Res(A) C Res(A + V) et donc ’égalité de 1'ensemble
des résonances avec multiplicité. Ceci achéve la preuve du théoréme 5.

3.3 Actions de SO(n)

3.3.1 Enoncé du résultat

On considére une action isométrique de SO(n) sur une variété riemannienne
X de dimension n > 3. On suppose que ’hypothése C du chapitre 1 (X \ {O} ~
R+ \ {0} x S 1) est vérifice et on a donc

2(x) = PLARY @ 2,
keN

ottles H* := Ker (Agn-1 —k(k+n—2)), k € N, sont les espaces propres du laplacien

N — . k , .
sur la sphére S"~1. On rappelle que I'action de s0% sur H* permet de définir un
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vecteur de poids maximal noté v®  qui engendre le sous-espace de poids maximal
Hk et on a calculé v, = (v1 +dy1)*. On rappelle aussi la notation

ma:L‘

=L ®H e |
keN

et on notera Py la projection de L?(X)T sur L?(RT) ® kamz

THEOREME 6 Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension n > 3 qui pos-
séde une action isométrique de SO(n) vérifiant Uhypothése C. On suppose que
Ihypothese Ay, est vérifie pour un N > 0 et une fonction p invariante sous l’ac-
tion de SO(n) et qu’on a donc un prolongement méromorphe-fini de la résolvante
du laplacien libre sur un domaine D]'\'}.

Soit V' le potentiel
+oo
V=2 Vi
k=1

ot, pour tout k, Vi, € L*(RT) ® Hkk et sup | Vi [[oo< +00. Si V' vérifie aussi

Uhypothése By, p, et si pour tout X\ € DY, \Res( ), p YDV Ry(N)pN est dans
une classe de Schatten Sy, ¢ € N\ {0},

alors, sur DY;, on a Res(A + V) = Res(A) et les multiplicités coincident.

Parmi les exemples de variétés sur lesquelles on peut appliquer le théoréme
6 et obtenir des potentiels isorésonants, on a ’espace euclidien R", ’espace hy-
perbolique H" et aussi des variétés asymptotiquement hyperboliques ou a bouts
cylindriques qui possédent une action isométrique de SO(n).

Si X posséde une action isométrique de SO(n) elle posséde aussi une action
isométrique de S'. Comparons les potentiels trouvés. Par Phypothése C, X est
diffeomorphe a Rt \ {0} x S"~! et SO(n) agit sur le facteur S"~!. Prenons sur
S"~1 les coordonnées hypersphériques (¢1,...,¢,-1) € [—5,5]""% x [0,27), alors
on peut considérer I’action de S' sur X définie par

eiO.(r, ¢1 .. -)¢n—1) = (Tv 1oy Pp—1 — 0)

Si on considére les composantes Vi, € L2(R1) @ H ﬁk de V elles s’écrivent

max

Vi(r,d1 - fn1) = Sk(r) 0k (61 - dn1) = sp(r H cos ¢;) e on 1

n—2 n—
En effet on avﬁwm = (x1+iy1)* avec 21 = ( [ cos i) cospn_ietyr = (][ cosp;)sinpp_1.
i=1 i=1

Finalement Vj, est S! homogeéne de poids k pour I'action de S' décrite précédem-
ment.
En conclusion la famille des potentiels construits grace a l'action de SO(n) est
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incluse dans celle des potentiels construits grace a Paction de S', sur les variétés
remplissant les conditions du théoréme 6.

Pourquoi alors s’intéresser a l’action de SO(n)? En fait, comme on va le voir,
la preuve du théoréme 6 ne fait pas intervenir la minoration du bas du spectre du
laplacien sur les espaces de symeétrie contrairement aux cas des actions du cercle ou
du tore. Cela simplifie un peu la preuve et par exemple nous autorise & perturber
A + Vjy au lieu de A avec moins de restrictions sur le Vj. Il faut toujours que Vj
soit invariant sous l'action, ici de SO(n), mais on peut le prendre a support non
compact sans avoir a restreindre le support des perturbations V. Dans les cas du
cercle et du tore on avait besoin de la compacité du support de Vi pour pouvoir
appliquer le théoréme 3 de Colin de Verdiére & A 4 V. On pouvait se passer du
théoréme de Colin de Verdiére mais alors on ne pouvait minorer le spectre de
A + Vp sur les espaces de symétrie que la ou le fibré des orbites principales est
trivial et il fallait donc y restreindre le support de V.

Prouvons le théoréme 6 ; on ne détaillera vraiment que ce qui différe du cas S'.

3.3.2 Passage de L?(X) a L*(X)*

On commence par étudier Res(A + xV), sur D5, avec y € C°(X) invariante
sous I'action de SO(n). On peut écrire 'équation de Lipmann-Schwinger et obtenir
que, si Ag € Res(A + xV) N (D3 \ Res(A)), alors il existe u € L*(X) non triviale
telle que

(I+ ,O_NxVEo()\o)pN)u =0.

Le but est de prouver qu’on peut choisir v dans L?(X,g)" :

LEMME 13 Pour Ay € Res(A + xV) N (D3 \ Res(A)), il existe w € L*(X,g)"
non triviale telle que

(I+ ,O_NxVEo()\o)pN)w =0.

Preuve : comme p_NXvﬁo(Ao)pN : L2(;X) — L%(X) est un opérateur compact,
le sous-espace H_1 := Ker (I + p_NxVRO()\O)pN) est de dimension finie.

Avec les notations du chapitre précédent (g := so5) on peut remarquer que,

pour tout { € gy, H_1 est stable par D¢. En effet, par définition des vecteurs de
[ee]
poids maximal on a D¢V = 3" D¢V}, = 0. De plus, comme 'action de SO(n) est
k=1
isométrique, D¢ commute avec le laplacien et donc avec Ro(Ag). Enfin D¢ commute
avec p et x car elles sont invariantes sous l'action de SO(n) par hypothese. Donc
siue H_yalors u=—p NxVRy(\o)p™Nu et
Deu = —p~NxDe(V Ro(Xo)p" )
= —p~ "X (De(V)Ro(Xo)p™u + V De(Ro(ho)p™ u))
= —p "XV Ro(Xo)p" D,
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et donc Deu € H_.

Ainsi, on a une représentation finie de g4 sur H_;. Or g4 est une algébre
nilpotente. Cela vient du fait qu’il n’y a qu’un nombre fini de racines positives de
g et du calcul suivant : si & € g, et ¢ € gg alors ad(§)(¢) € ga+s. En effet, pour
tout o € b, on a

ad(0)([€,¢]) = [0, [ CIl = [€, [0, ¢]] + [[o €], ]
= [€,8(0)C] + [a(0)¢, ]
= (a+P)(0)[¢, ¢]-

Alors le théoréme de Engel (voir par exemple [FHI91| p.125) dit qu'il existe un
vecteur non nul w € H_1 tel que Dew = 0 pour tout § € g4.
On peut décomposer w :

w = Zwk, wy, € LA(RT) @ H,
keN

et pour £ € g4 on a

Dgw = Z Dg’wk = O,
keN

avec Dewy, € L*(R*T) ® H*. Comme la somme précédente est directe, on a, pour
tout k, wy, € (L?(R1) @ HF) ﬂ(6 N Ker D¢). Mais, avec le lemme 6 du chapitre 1,
€g

on a (L?(RT) @ HY) ﬂ(£ N Ker Dg) L*(RT)® H¥, . Finalement, pour tout k,
€94

wy € HY, et we LA(X)T. O

3.3.3 Décalage et fin de la preuve du théoréme 6

Supposons qu’il existe Ag € Res(A + xV) N (DF; \ Res(A)), et prenons un
w € L?(X)* non trivial donné par le lemme 13 et qui vérifie

([ + ,O_NXVE()()\()),ON)U) = 0.

Pour tout j € N, on note w; := Pjw € L>(RT) ® Hjj . Les P; commutent avec

Wmax

p, x car ces derniéres sont invariantes sous l'action de SO(n) et avec Ry(\g) car
I’action est isométrique. On a

w; = Pj(— p VXV Ro(No)p"w) = ZP P (Vip™ Ro(ho)p™N w).
k=1

De plus on a déja vu que, pour tout § € g4, D¢ commute avec Eo()\o) et p. Donc,
siw e L2(X)* alors p™ Ro(Ao)pNw € L2(X)* et on peut écrire p™ Ro(\)p™Nw =

Zipe(PNéo(Ao)PNw)-
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Utilisons le décalage créé par les vecteurs de poids maximal qui est décrit par
le lemme 7 du chapitre 1, c’est-a-dire :

Vi: PR @HL, — L*RY)@HT).

max

D’ou
wj = _ZP_2NXVkPj—k(pNEO()‘O)PNw)
k=1
wi = = p N xVipN Ro(o)p™ Pj_p(w).
k=1

Grace a hypothese sup || Vi |loo< +00, les opérateurs p=2N xVipN Ro(Xo)p" sont
k

uniformément bornés en k et donc il existe une constante C' telle que, pour tout
JeN,
[ee)
lwj 1< CY 7 M wjk |-
k=1
Avec cette inégalité et le fait que w; = 0 pour tout j < 0, on obtient w; = 0 pour
tout j € N et donc w = 0 ce qui contredit notre hypothese.

Finalement on a montré que pour tout y € C2°(X) invariante sous l'action de
SO(n), on a DY, NRes(A + xV) C Res(A).

Ensuite on passe de xV a V comme dans le cas de I'action de S'. On introduit
une famille (y,) de fonctions lisses & support compact et invariantes sous l'action
de SO(n) telle que || (xr—1)p |loo tend vers 0 quand r tend vers +oo. On utilise I’hy-
potheése p_(N“)VEO()\)pN € S, pour caractériser les résonances de A+V comme
les zéros de la fonction holomorphe en A, F/(V, \) := det, (I—i—p‘NVﬁO()\)pN). En-
fin par le théoréme de Rouché on montre que si Ry a un pole dans D\ Res(A)

alors, il existe r tel que Eer en a aussi un ce qui contredit ce qu’on vient de faire
dans le paragraphe précédent. D’ott D, NRes(A 4+ V) C Res(A).

Enfin on montre D;NRes(A) C Res(A+V) et en fait I'égalité avec multiplicité
en utilisant la théorie des perturbations des résonances d’Agmon et ce exactement
de la méme facon que dans le cas S'. Ceci achéve la preuve du théoréme 6.
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Chapitre 4

Potentiels 1sorésonants sur la
caténoide

Dans l'article [WZ00], Wunsch et Zworski considérent des variétés a bord
qui sont réelles analytiques prés du bord et munies d’une métrique de scatte-
ring holomorphe dans un voisinage du bord. Ils prolongent alors, en utilisant une
méthode de distorsion analytique, la résolvante du laplacien libre (A — z)~! de
{z€C; Imz<0}a{zeC; argz < 20y} pour un 0y > 0 suffisamment petit.
Ce prolongement est méromorphe avec des poles de rang fini ce qui permet de
définir les résonances. Ils donnent I'exemple de la caténoide. Comme S! agit iso-
métriquement sur cette variété, on pourrait essayer d’y construire des potentiels
isorésonants. Mais la théorie des perturbations des résonances d’Agmon, dont on
s’est servi de maniére cruciale dans le chapitre précédent, ne s’applique plus dans
ce cadre. Néanmoins, grace & la distorsion analytique, on récupére des résultats
sur les perturbations des résonances ce qui va nous permettre de construire des
potentiels isorésonants sur la caténoide.

4.1 Enoncé du résultat

La caténoide est la surface X diffeomorphe au cylindre R x S' et munie de
la métrique g = dr? + (r? + a?)da? avec (r,e’®) € R x S! et a une constante
strictement positive. On prend z = ﬁ en dehors de {r = 0} comme fonction
définissant le bord a linfini de X, 05X, qui est constitué de deux copies de S'.

dx? 1+a?z2)da?
do? | (+a*z%)da”

On a, au voisinage du bord, g = — qui est donc une métrique dite

de scattering, au sens de Melrose (|[Mel95]).

La caténoide est un exemple cité par Wunsch et Zworski dans [WZ00| et on
peut donc y appliquer leur théoréme 1. Ce théoréme affirme qu’il existe 6y > 0 tel
que la résolvante du laplacien libre (A — 2)~! se prolonge méromorphiquement de
{zeC; Imz <0} a{zeC; argz <20y} a valeurs dans les opérateurs de L2(X)
dans HIQOC(X ). On notera Ry ce prolongement. On appelle, comme auparavant,
résonances ses poles qui sont de rang fini et on note Res(A) leur ensemble.
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S! agit sur la caténoide de maniére isométrique en agissant trivialement sur
le facteur S' de X : e8.(r, ') = (r,e®+P)). En se servant de cette action on va
pouvoir construire des potentiels isorésonants de la facon suivante,

THEOREME 7 Soit la caténoide X = (R x St,dr? + (r? + a?)da?) avec (r,e') €
R x S' et a € R\ {0}. On prend x = |71n—| en dehors de {r = 0} comme fonction
définissant le bord de X. Soit V € xL>°(X) défini par

V(r,e') = Z Vin(r)e™ (r,e*) € R x S,
m=1

ot, pour tout m, Vy, € L®(R). On suppose que sur un voisinage du bord de X,
V(z,e'®) ainsi que toutes ses sommes partielles se prolongent analytiquement sur
UxW ou U est un ouvert de C contenant {¢ € C;|(|< 1,0 < arg( < 0y} avec
O > 0 et W est un voisinage de S* dans C. On suppose aussi que, sur X et sur
tout compact de U x W, les sommes partielles de V tendent vers V en norme
mfinie.

Alors la résolvante (A +V — 2)~1 admet un prolongement méromorphe-fini de
{z € C; Imz <0} a{zeC; argz < 20p} a valeurs dans les opérateurs de
L%(X) dans HE,(X), et de plus, dans cet ouvert, Res(A + V) = Res(A) avec les
mémes multiplicités.

[llustrons ce théoréme avec un exemple de potentiel isorésonant sur la caté-
noide. On peut considérer

avec0<p<letU=C,W={weC;|lw|<p i}

On va utiliser la distorsion analytique pour prolonger la résolvante de A + V.
Cette construction nous servira aussi pour étudier les perturbations des résonances
et démontrer 'isorésonance du théoréme.

4.2 Distorsion analytique et prolongement de la résol-
vante

4.2.1 Distorsion analytique

On va reprendre la construction faite par Wunsch et Zworski dans [WZ00| pour
le laplacien libre. On va en rappeler les étapes clés pour montrer qu’elle s’adapte
a l'ajout d’un potentiel vérifiant les hypothéses du théoréme 7 et aussi car cette
construction nous servira pour montrer l’isorésonance.

On commence par construire une famille (Xg)o<g<g, de sous-variétés de C x C
avec 0y donné dans I’énoncé du théoréme 7. On les construit de fagon qu’elles soient
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4.2 Distorsion analytique

totalement réelles, c’est-a-dire que, pour tout p € Xy, on a T, Xy NiT, Xy = {0}
et de dimension maximale. On procéde de la maniére suivante.

Soient € > 0 et (to,t1) €]0, 1[% avec tg < t1, il existe alors une déformation lisse
de [0,1) dans U qu’on notera 7y(t),t € [0, 1) satisfaisant les propriétés suivantes :
Yo(t) = te?® pour 0 <t < tg
Yo(t) =t pourt >ty

argvp(t) >0 (4.1)
0 < argyp(t) —argyy(t) < e
0 < 2argyy(t) —argyy(t) <0 +e.

Im(

T —+ ReC:fE
e Y

Fia. 4.1 — Le contour ~y.

On pose alors Xy = (79 X 0X) U (X N{z > 1}).

Sur un voisinage du bord de X, la métrique g est de la forme dx—“"f + x% avec

h = (1 + a?2%)da? qui se prolonge holomorphiquement sur U x W. Donc grace
aux hypothéses faites sur V, les coefficients de PV := A 4+ V qui est a priori un
opérateur sur X, se prolongent holomorphiquement sur U x W. On note PV lopé-
rateur différentiel obtenu par ce prolongement. Comme Xy est totalement réelle et
de dimension maximale, on peut définir sans ambiguité (cf [SBZ95]) l'opérateur
différentiel PQV par

Vu € C®(Xy), P)u=(P"a)y,

ol w est un prolongement presque analytique de u c’est-a-dire

ue CoU xW), ux, =u, gﬂ\xg = 0(d(., Xg)), pour tout N.

LEMME 14 SiV € xL°°(X) vérifie les hypothéses du théoréme 7, alors, pour tout
z € C\e®RT, P} —z: H*(Xy) — L*(Xy) est un opérateur de Fredholm d’indice
0.

Preuve : Pour montrer que, pour z € C\ e2i9R+, ng — 2z est un opérateur de
Fredholm, on peut reprendre exactement les arguments que Wunsch et Zworski
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(|[WZ00]) utilisent pour le laplacien libre. Si on note Ay la restriction a Xy du pro-
longement du laplacien, ils remarquent que son symbole principal ne s’annule pas.
En fait, grace aux conditions (4.1), pour ¢t < tg ce symbole principal est le symbole
principal du laplacien sur X multiplié par 2. De plus, pour z € C\ e*?R*, le
symbole normal de Ay — z, qui est la restriction du symbole de Ay — z au bord
0Xyp = 0X(voir [Mel94] pour une définition générale), ne s’annule pas non plus.
Le calcul pseudodifférentiel développé par Melrose dans [Mel94]| et rappelé dans
I'appendice A de [WZ00], permet alors d’inverser Ay — z modulo des opérateurs
compacts. Cela prouve que, pour z € C\ e?R*, Ay — 2 est un opérateur de
Fredholm.

Ici la seule différence est I’ajout du potentiel V. Il ne change pas le symbole
principal et comme il s’annule sur le bord de Xj il ne change pas non plus le
symbole normal. On obtient donc de la méme fagon que, pour tout z € C\ 2R+,
PGV — z est un opérateur de Fredholm.

Pour le calcul de l'indice, on peut remarquer que l'indice de PGV — z est loca-
lement constant sur {(6,2);0 < 6 < fy,z € C\ e?R*}. Or il existe 2o € C\ {0 <
arg z < 20} tel que PV — zg soit inversible. On commence par fixer @ et on passe
de z & 2 en suivant un chemin continu qui évite {argz = 26} puis on passe de 6
a 0 pour obtenir le résultat. C’est-a-dire

ind(P) — z) =ind(P} — ) = ind(PY — z) =0. O

On en déduit par application de la théorie des opérateurs de Fredholm,

COROLLAIRE 1 Pour tout 0 < 6 < 6y, PGV a un spectre discret dans C\ e?“R™ et
de plus, z € C\e*”R* est dans le spectre de PGV si et seulement si ker(ng—z) #0.

Puis, on obtient le lemme suivant dont la démonstration est exactement la
méme que celle, sans potentiel, de Wunsch et Zworski (|[WZ00]).

LEMME 15 Si0 <6y <0 <fpetsizec C\ U e*R*, alors, pour tout
02<60<61
keN

dim ker(Pg{ — 2)¥ = dim ker(ng —2)k.

On en déduit que pour 0 tel que 0 < 6y < 6 < 60y, le spectre de PQV dans
{0 < argz < 265} ainsi que sa multiplicité, ne dépendent pas de #. On a aussi que
ce spectre ne dépend pas du 7y choisi vérifiant (4.1).

4.2.2 Prolongement de la résolvante

Montrons que la résolvante Ry (z) := (A + V — 2)~! se prolonge méromor-
phiquement de {z € C ; Imz < 0} a4 {z € C; argz < 26y} a valeurs dans les
opérateurs de L2(X) dans H? (X).

Soit z tel que argz < 20y et tel que z ne soit pas une valeur propre de Pe‘g .
Prenons f € L?(X). D’aprés la derniére remarque du paragraphe précédent, on
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peut choisir vy, et plus particuliérement le ¢; qui le définit de telle facon que, sur le
support de f, Xg, coincide avec X. Alors f € L?(Xg,) et il existe donc un unique
ug, € H?(Xg,) solution de

(P@‘g — 2)ug, = f.

On va utiliser le lemme suivant dont la preuve est donnée dans [SBZ95|,

LEMME 16 Soit un ouvert Q C C", un compact K C § et une famille continue
Xi,t € [0,1] de sous-variétés totalement réelles de Q) de dimension maximale telles
que X; N (Q\ K) = Xy N (Q\ K) pour tous t,t' € [0,1]. Soit P un opérateur
différentiel avec des coefficients holomorphes dans ) tel que Px, (la restriction de
P sur X;) soit elliptique pour tout t € [0,1]. Si u est une distribution sur X et si

Px,u se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de |J X, alors il
te[0,1]
en est de méme pour u.

Appliquons ce lemme & notre situation. f se prolonge holomorphiquement sur

U Xp, car les déformations interviennent en dehors de son support. Comme
0€[0,00]

PGV — z reste elliptique pour tout 8 € [0, 6], en appliquant le lemme 16, on obtient

un prolongement holomorphe de ug, sur |J Xp. On note G ce prolongement.
0€[0,00]
On définit alors le prolongement de la résolvante par

Ev(z)f = GIXo S H2(X)

Etudions maintenant ce qui se passe prés d’une valeur propre zo de P‘g ; 2o qui
est aussi valeur propre de PQV pour arg zg < 260 < 26y. Pour z prés de zg et 0 tels
que arg z < 26 on a le développement de Laurent suivant

M (zo) Al
B -9 = Y A

J=1

ou les Ag-(zo) sont des opérateurs de rang fini et Hy(z,29) est holomorphe en z

prés de zg. AY(20) est la projection sur le noyau de (P} — 29)(?0). Avec le lemme

16, son noyau de Schwartz ainsi que ceux des Af-(zo) = (P} — 20)7 7t AY(20) se

prolongent holomorphiquement sur |J Xg. Ce qui montre que la résolvante
0'€[0,0]

prolongée admet au voisinage de ses poles un développement de Laurent de la

méme forme.

En conclusion, les résonances, qui sont définies comme les poles du prolon-
gement de la résolvante, sont aussi caractérisées par : zp € {argz < 26} est
une résonance de Ax + V si et seulement si zp est dans le spectre d’'un PGV
avec argzp < 26 < 26y. Sa multiplicité est donnée, en reprenant les notations
précédentes pour le développement de Laurent de (PGV — 2)~!, par le rang de
Al(z0) = 5= fc(zo75)(Pg/ — 2)~!dz et son ordre par M(zp).

Il découle du lemme 15 que les résonances, leur multiplicité et leur ordre ne
dépendent pas du 6 choisi.
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4.3 Démonstration de I’isorésonance

On commence, comme on ’a fait pour les autres constructions de potentiels
isorésonants, par localiser les résonances de A+V parmi les résonances du laplacien
libre.

4.3.1 Localisation des résonances

Localisation des résonances pour les sommes partielles tronquées de V

. M .
Soit Spsr(r,e'®) = > Viu(r)e™® et x € C°(X) invariante sous l'action de
m=1

S!. Dans cette partie montrons que Res(A + xSyr) C Res(A) sur D := {2 €
C; argz < 2609}.

Soit une autre fonction de troncature x; € C2°(X) invariante sous l'action de
S! telle que x1 = 1 sur le support de x. On a alors pour z € Dt \ Res(A),

(A4 xSy — z)éo(z)xl =x1({ + XSMEO(z)Xl).

xS Ro(z)x1 forme une famille holomorphe sur D\ Res(A) d’opérateurs com-
pacts telle que

I xSaRo(2)x1]|< 1

pour |z| assez grand dans {z € C ; Imz < 0}. On peut donc appliquer la théorie
de Fredholm analytique et obtenir que (I 4+ xSy Ro(z)x1)~"! et donc EXSM (2) ==
(A + xSy — 2)~! sont méromorphes sur D7\ Res(A). De plus, dans DT\ Res(A),
on peut caractériser les poles de EXSM c’est-a-dire les résonances par l'existence
d'un v € L?(X) non trivial, solution de

(I 4+ xSaRo(2)x1)u = 0.

Ensuite on montre que cette solution u non triviale ne peut pas exister et ce
de la méme facon que dans la preuve du théoréme 4. On utilise donc le décalage
créé par les composantes Vi, (1)e?™* sur les espaces de symétrie L?(X ). Il 'y a deux
choses a vérifier. Premiérement la caténoide vérifie bien 'hypothése D. En effet,
tout compact K de X est inclus dans une variété compacte a bord K = [—R, R] xS!
qu’on peut munir de la métrique g = dr? + f(r)da? avec f(r) = r? 4 a? sur K et
constante prés du bord de K. 1 faut aussi vérifier que ﬁo commute avec 1’action
de S' pour qu’elle commute avec les projecteurs P;. Pour cela, il faut revenir a la
construction de ﬁo par la méthode de distorsion analytique. Or cette distorsion
ne touche pas le facteur do X de la caténoide sur lequel opére S!. Donc I’action
de S' est isométrique sur chaque Xy et elle commute avec ]%0.

On obtient finalement que A 4 xSy n’a pas de résonances dans D en dehors
de Res(A).
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4.3 Démonstration de ’isorésonance

Localisation des résonances pour V'

Il s’agit de controler les perturbations des résonances quand on passe des
sommes partielles tronquées au potentiel V' en entier. Pour cela, au lieu d’uti-
liser les déterminants régularisés (qui étaient adaptés aux espaces a poids p™V L2
mais pas aux fonctions de troncature) comme précédemment, on va se servir de la
distorsion analytique qui transforme les résonances en valeurs propres.

Supposons par I’absurde que A + V a une résonance 2y dans DT\ Res(A). En
utilisant la distorsion analytique on traduit cela par : zy est une valeur propre de
PY pour argzy < 20 < 26p. Soit @ C {z € C ; argz < 20} \ Res(A) un ouvert,
de bord I' régulier, contenant zy (l'indice de zy par rapport a I' est égal a 1) et
tel que Q N Res(A + V) = {2}. Le but va étre de montrer qu’il existe y une
fonction de troncature, invariante sous l'action de S!, et M tels que PHXSM ait une
valeur propre dans €. En effet A + xS)s aurait alors une résonance dans ) ce qui
contredirait le résultat de la partie précédente.

On a supposé dans les hypothéses du théoréme 7 que, pour tout M, Sy se
prolonge analytiquement sur U x W, ainsi que V. On peut donc restreindre ces deux
prolongements & Xy et désormais travailler sur Xy. Or V € xL*°(X), donc V tend
vers 0 quand on s’approche de 9Xjy. Donc il existe x € C°(Xy), invariante sous
I'action de S', qui se prolonge analytiquement sur U x W, telle que || xV —V | Loo (x4)
soit aussi petit que l'on veut. Les hypothéses du théoréme 7 permettent aussi
de dire que les sommes partielles Sjs tendent vers V' en norme infinie sur Xj.
Finalement il existe y comme précédemment et M tels que

52
V —xS o (X)) < —
[V = XSwm Lo (xg) 1L
R max | (P} —2)71 et £ est la longueur de T'. Pour la constante de cette
ze
majoration on s’est inspiré de la technique développée par Gohberg et Krejn dans
[GKT1] (théoréme 3.1).

Introduisons les projecteurs de L?(Xj) associés aux espaces propres généralisés
des deux opérateurs que ’on compare :

1
I, = — [(PY -2~
v o F( v ) de
1 _

My = 5 F(PGXSM—z) ldz

On a (PGXSM —2) = (P —2) I+ (xSu - V)(P) — z)_l)_l. Or comme
2 < 6, pour tout z € I'; on est assuré de la convergence de

o+

(P =27 = (B =) (T + Y[V —xSu) (B —2)7'F).
j=1
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Potentiels isorésonants sur la caténoide

Regardons la différence des deux projecteurs :

1 e 1
Iys,, — Iy = o F(ng — )t Z[(V —XSu)(P) —2)71)dz.
j=1

En majorant on obtient

I(PY = 2)7 IV = xS [l oo x
||HxSM - HVHS — max o 7 — (Xo) ’
2m zel 1— ||[(Py —2) Y|V — XSMHLOO(XQ)

or || (Py —2)7!|[< 67! par définition de & et || V — xSnr || 1o(x,)< par

62
S+oe
N o V-1 _ __96
hypothése, donc 1— [[(Py" — 2) 7 [[|V — xSnm || oo (x4)> 1 5o et donc
27T

”HXSM —ly ”< L.

Donc les images de IIy et de II,g,, ont la méme dimension, qui n’est pas nulle
car zg est une valeur propre de PQV , donc PGXSM a une valeur propre dans €2 et on
a notre contradiction.

4.3.2 Persistance des résonances du laplacien libre

Montrons pour finir que, dans DT = {z € C ; argz < 26y}, on a Res(A) C
Res(A+V). Cette fois au lieu d’utiliser la théorie des perturbations d’Agmon pour
se ramener & un probléme spectral, on va utiliser la distorsion analytique.

Soit zg € DT une résonance de A de multiplicité m. Prenons Q C {z €
C; argz < 20y} un domaine tel que Q N Res(A) = {2}. Considérons la famille
d’opérateurs A + tV pour ¢ > 0. On note que tV vérifie encore les hypothéses
du théoreme 7 et qu’on peut donc localiser ses résonances comme dans la partie
précédente Res(A + tV) C Res(A) et donc :

Res(A +tV)NQ C {z}.

Introduisons ’ensemble suivant
E:={ty>0; VYt €[0,ty], Res(A+tV)NQ = {z} avec la multiplicité m},

dont on va montrer par connexité qu'il est égal a [0, +o00[. Déja il est non vide car
0eFE.

Soit tg € E, et 6 tel que argzy < 20 < 20y et tel que Q@ C {z € C; argz <
20}. On sait par distorsion analytique que le spectre de Pgov dans € correspond
exactement aux résonances de A + toV avec les mémes multiplicités. Donc

Spec(Pgov) NQ={z}.

Ort— ng est une famille holomorphe au sens de Kato pour ¢ dans un voisinage
complexe de tg car ng = Ay + tV|x, et que V est borné sur Xy. Donc ses
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4.3 Démonstration de ’isorésonance

valeurs propres sont continues pour ¢ dans un voisinage de ty. Or la localisation
des résonances de A + tV donne que pour tout ¢

Spec(PEY) N Q C {2},
donc, il existe € > 0, tel que pour tout t €|ty — €, tg + €|,
Spec(PY)YNQ = {z},

avec la multiplicité m. Enfin grace & la distorsion analytique, on obtient, que pour
tout t €]ty —&,t0 + €[
Res(A+tV)NQ = {z},

avec la multiplicité m et donc |tg — €, o+ £[ est inclus dans E qui donc un ouvert.
On montre que F est aussi fermé en faisant le méme raisonnement sur le
complémentaire de E dans [0, +o0l.

Finalement E = [0, +o0o[ et en prenant ¢ = 1 on obtient que, dans Q, Res(A +
V) = Res(A) avec les mémes multiplicités. En refaisant le raisonnement au voisi-
nage de chacune des résonances du laplacien libre on a Res(A+ V) = Res(A) avec

les mémes multiplicités dans tout DT ce qui achéve la démonstration du théoréme
7.
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Chapitre 5

Diffusion par des potentiels
isorésonants sur des variétés
asymptotiquement hyperboliques

On peut aussi trouver dans la littérature une définition des résonances comme
poles de Popérateur de diffusion. Une question naturelle est donc : comment ’ajout
de nos potentiels isorésonants modifie 'opérateur de diffusion 7 En fait Christian-
sen signale dans [Chr06], [Chr08], que les potentiels isorésonants qu’elle construit
sur R™ euclidien préservent la phase de 'opérateur de diffusion, la phase étant le
logarithme du déterminant de 'opérateur de diffusion. On va montrer un résultat
de ce type pour nos potentiels isorésonants construits sur des variétés asymptoti-
quement hyperboliques possédant une action isométrique de S!.

On en profitera pour rappeler, dans ce cadre, la construction de 'opérateur
de diffusion. En fait je n’ai pas trouvé les détails de cette construction pour un
potentiel V' complexe dans la littérature. On verra que les techniques de Graham
et Zworski |GZ03] et Joshi et Sa Barreto [JSB00| s’adaptent sans probléme & ce
cadre comme le signalent Borthwick et Perry dans [BP02].

REMARQUE 8 On peut aussi le faire pour des potentiels construits sur des varié-
tés asymptotiquement euclidiennes comme la caténoide. En effet la théorie de la
diffusion développée par Melrose dans [Mel94[ s’adapte a nos potentiels complexes.

5.1 Quelques rappels

Rappelons la définition de variété asymptotiquement hyperbolique. Soit X =
X U 0X une variété compacte lisse a bord qu’on prendra exceptionnellement de
dimension n 4+ 1 dans ce chapitre et p une fonction définissant son bord telle que,
sur un voisinage collier du bord, la métrique g est de la forme

_ dp? +h(p)
2

)
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hyperboliques

ot p — h(p) est une famille lisse de métriques sur le bord de X. Dans ces coor-
données, le laplacien s’écrit

1 _
A = = (p0,)* +npd, + p* M) = 5 Tr(h ™ (9)Dph(p)) pD,, (5.1)

avec Ay(q) le laplacien sur I'hypersurface {p = a} muni de la métrique h(a).
Le terme Tr(h™(p)d,h(p)) est la trace de 'opérateur linéaire associé au tenseur
symétrique (0,h)(p) via h(p).

On rappelle que ce laplacien a pour spectre un spectre essentiel [%2,—1—00)

. . 2
auquel peut s’ajouter un nombre fini de valeurs propres dans (0, %-).

On appelle COO(X ) lensemble des fonctions lisses, a valeurs complexes, sur
une compactification X de X et dont le développement de Taylor s’annule & tout
ordre sur le bord de cette compactification.

Les résultats de Mazzeo et Melrose [MM87] s’adaptent avec un potentiel V' €
C>(X). Donc si V € C®(X), Ry(\) := (A+V —A(n—X))~" qui est initialement
méromorphe sur {\ € C;ReX > %} & valeurs dans £(L?*(X)), admet un prolonge-
ment meéromorphe fini sur DY := {\ € C;ReA > 2 — N} \ (2 —N) a valeurs dans
L(pNL*(X),p~NL*(X)) et ce pour tout N. Gréace & [Gui05a] on peut ajouter les
points 5 — N & D;{, si la métrique est paire. On notera Ry ce prolongement et
comme auparavant Res(A 4 V') 'ensemble des résonances c’est-a-dire 1’ensemble

de ses poles. De plus on a (cf [MMS87] et [Gui05al) :

PROPOSITION 12 Pour tout A € D\ Res(A + V), Ry (\) est un opérateur
continu de C*®(X) dans p*C>=(X).

REMARQUE 9 Cette proposition, les résultats de prolongement qui la précédent
ainsi que toutes les constructions qui suivent sont encore valables pour un potentiel
V appartenant a pC°(X). On prend V dans C*(X) pour pouvoir appliquer le
théoréme d’isorésonance 4 sur C en entier (cf la future remarque 13).

5.2 Opérateur de Poisson

On construit I'opérateur de Poisson en adaptant & un potentiel complexe ce
qui est fait dans [GZ03] et [JSBO0O].

PROPOSITION 13 Soit V € C®(X), et A € {Re(\) > 2} \ (3(n +N) URes(A +
V). Pour toute f € C*(8X), il existe une unique solution u € C*(X) vérifiant

(A+V —=AXn—-X)u=0
u=p F(\) + p"2G(\) avec (F(\),G(\)) € C®(X)?
G()\) ’aY: I

On appelle Py (\) Popérateur (de Poisson) qui a f associe I'unique solution u.
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5.2 Opérateur de Poisson

REMARQUE 10 Défini comme cela, I'opérateur de Poisson dépend de la fonction
p définissant le bord. On peut en fait s’affranchir de cette dépendance en utilisant
des fibrés de demi-densités sur X, pour les détails voir [JSB00] ou [Gui04].

Preuve : Le premier point est, pour A g %(n + N) et fo € C®(0X) fixés, de
construire une solution Fio (A, fo) € C*(X) de

(A+V =Xn=A)(p" " Fo) = 0(p™), Fuclp=0= fo.

Pour cela on construit par récurrence, pour j € N, F; € C®(X) et f; € C*(9X)
par la formule :
(P 7 MAHV = A = M) (p" A Fj1)) lp=o

J2A —n—j) ’

F0:f07 \V/j>0, fJ:_
Fj=Fj1+ fip.

En utilisant la forme du laplacien rappelée précédemment (5.1) et hypotheése sur
V on a, pour toute f; € C*(0X),

(A+V = An =) (" fj) = j@A —n = )" M f; 4+ O(p" A,
Donc on a, par construction et grace au choix de A ¢ %(n +N),
Vi EN, (A+V = An—N)(p"F) = O(p"+3+), (5.2)

Avec le lemme de Borel, il existe Fy, € C°°(X) dont les coefficients de Taylor en
p =0 sont les f; et avec (5.2) on a bien

(A+V = An—=N)(p" " Fx) = 0(p®), Fuclp=0= fo.
Ensuite, pour A € {Re(A\) > 2} \ (3(n + N) URes(A +V)), on pose
PrNf = p" P Foo (A ) + By (M)A +V = Mn = 2)) (0" Foo (A, f))-
On a bien une solution de notre probléme de Poisson car on a rappelé dans la

proposition 12 que Ry () est continue de C°°(X) dans p*C>®(X).

Il reste & montrer ['unicité. Soit
A n—A>\ A n—\
ur = p Fi(A) + p" " Gi(N), ug = p Fa(A) + " Ga(N)

deux solutions du méme probléme de Poisson avec f € C*°(9X) donnée. Alors,
comme A\ ¢ %(n + N), on peut montrer, en reprenant le calcul précédent (cf la
formule donnant les f;), que les développements de Taylor de G et Gy en p =0
dont les premiers termes sont égaux a f, sont en fait identiques. Donc u; — ug €
prC>®(X) et il suffit donc de montrer qu’il n’y a pas de solution non triviale
vEPC®(X)a(A+V —Xn—A)v=0.Si ReA > 2 alors v € L*(X) ce qui est
en contradiction avec le choix de A ¢ 0,,(A + V) C Res(A + V). Pour Rel = %,
A # 5 on va utiliser le lemme suivant
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LEMME 17 Pour Re(\) = 2, si v; = p*Fi(A) + p" *G1(\),v2 = pFa(N) +
P AGa(N), avec Fy,G; € C°(X), i = 1,2, sont solutions de

(A+V =An—-N))v;, =r;
avec 7; € C™(X), alors
/_1117‘2 — v dvol(g) = (n —2X) | F1Go — G1F5 dvol(h(0)).
X X
Preuve : Pour tout € > 0, on a, en utilisant la formule de Green

/ v1re — vy dvol(g) = / v1(Avg) — (Awvy)ve dvol(g)
P p=e

>e€

B Enl—l /p:6 v1(9pv2) = (pv1)v2 dvol(h(e)).

Or
dpv; = A\ TLE + pr0,F; + (n — N)p" A LG + pn 70,6

En remplacant dans la formule précédente et en faisant tendre € vers 0 tout en se

souvenant que Re()\) = 5, on obtient le lemme. O

On peut appliquer ce lemme avec
ey — A D _ A
v i=v=p Fi, vy:=Ry(N\)¢ =p'F

ol ¢ € C°(X). vy est bien définie car A € {Re(\) = 23\ ({3} URes(A + V).
Onar;=0etro=0¢, dou

/ v dvol(g) = 0

X

et ce pour toute ¢ € C’OO(X). Donc v = 0, ce qui achéve 'unicité du probléme
de Poisson. Cette unicité démontre aussi la linéarité de Py (\) et donc achéve la
démonstration de la proposition 13. [

Le lemme suivant décrit comment varie 'opérateur de Poisson quand on mo-
difie le potentiel V' par une isométrie.

LEMME 18 Soit V € C®(X), et A € {Re(\) > 2} \ (3(n + N) URes(A + V).
Pour toute isométrie L de X on a

Prev(A) = L*Py (AL~

Preuve : Comme le laplacien commute avec les isométries, pour toute isométrie L
on a

A+LV=An—-XN)=L(A+V —An-X)L (5.3)
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Prenons une fonction p définissant le bord de X qui soit invariante sous l'isométrie
L. Alors par définition de I'opérateur de Poisson, pour toute f € C*°(9X), il existe
F(X\) et G(\) dans C*°(X) telles que

PrevN(f) = PP FA) + p" G(N).
Grace au choix de p on a
L™ Prey(N(f) = PP LT F(A) + p" AL7G(N),
et, avec (5.3), L™ Py (A)(f) est une solution de (A+V —A(n—A))u = 0. Donc

L™ YPray (VN (f) = Pr (LGN |y5) = Pv\) (L7 ). O

5.3 Opérateur de diffusion

On définit maintenant 'opérateur de diffusion & partir de l'opérateur de Pois-
son.

DEFINITION 6 Pour V € C®(X) et A € {Re(\) > 23\ (3(n+N)URes(A+V))
on définit
Sy(A): C®(0X) — C®(0X)
f B F()‘) |P:07

o I est définie par Py (N\)(f) = p*F(\) + p"*G()\) avec G(N\) |p=0= f-

REMARQUE 11 La encore on peut s’affranchir de la dépendance de cette définition
par rapport a la fonction définissant le bord de X.

J’ai envie de faire une autre remarque, méme si V' est complexe on a encore le
résultat suivant :

LEMME 19 Pour tout V. € C*®(X) et pour tout A € {Re(\) = s\ ({51 U
Res(A+V)) on a
Sy(n—A)Sy(A) = 1.

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition 13 avec f en A et avec Sy (A\)f en n— A.
On a

F1(A)p=0=Sv(A) f,

PrN(f) = PP Fi(N) + p"G1(A) avee { G1(A)[p=0= .

Py(n—N)(Sy(A\)f) = p" *Ea(n = X) + p*Ga(n — A)

e { Fy(n= ) lp=o= Sy (n = \)Sv (N},
Galn = N)]p—0= Sy ().
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En utilisant 1’étude des développements de Taylor en p = 0 faite dans la preuve
du théoréme 13, on montre que comme Fi(A) et Go(n — A) ont le méme premier
coefficient ils ont un développement de Taylor identique au bord. Puis on peut
réutiliser le lemme 17 pour montrer par unicité que Gi(\) = Fa(n — ) et que

donc f = Sy(n—N)Sy(\)f. O

Par contre le fait que V soit complexe implique que, pour A € {Re()\) =
23\ ({2} URes(A + V)) et f € C®(dX), la relation Sy(N)f = Sv(A)f est
fausse et est remplacée par Sy (\)f = SV(X)? On ne peut donc pas utiliser le
principe de réflexion de Schwarz pour prolonger l'opérateur de diffusion au-dela
de I'axe Re(\) = § comme cela est fait pour le laplacien sans potentiel dans
|GZ03|. Par contre les travaux de Joshi et Sa Barreto (|[JSB00|) qui relient le
noyau de U'opérateur de diffusion a celui de la résolvante sont encore valables pour

un potentiel complexe, en effet la seule hypothése nécessaire est que V' s’annule
au bord de X. On a donc

PROPOSITION 14 Pour tout V € C™(X), Sy se prolonge méromorphiquement
sur C\ 37Z avec des poles de rang fini.

Enfin l'opérateur de diffusion a le méme comportement que 'opérateur de
Poisson quand on compose V avec une isométrie,

LEMME 20 Soit V € C*°(X). Pour tout \ € C\ (3ZURes(A+V)), et pour toute
isométrie L de X on a

Spey(A\) = L*Sy (\) L™,

Preuve : c¢’est direct par définition de opérateur de diffusion et grace au lemme
18.

5.4 Caractére isophase des potentiels isorésonants

La phase de l'opérateur de diffusion est définie dans |Chr06| comme étant le
logarithme de son déterminant. Mais dans notre cadre Sy —1 n’est pas un opérateur
a trace, on ne peut donc pas définir directement son déterminant. Par contre on
peut définir le déterminant de Popérateur de diffusion relatif : det(Sy (A)So(X)™1)
qui est méromorphe-fini pour A € C\ %Z. On va montrer que pour nos potentiels
isorésonants introduits dans les chapitres précédents, ce déterminant est constant
égal a 1 et que donc Sy et Sy ont les mémes poles dans C '\ %Z.

Ensuite on peut définir la multiplicité d’un pole A\g € C\ %Z de l'opérateur de
diffusion par

vy (Xo) = Tr(resy, (Sv(A)"'oaSv(N)),

ou resy, désigne le résidu en \g (voir par exemple [BP02] et |Gui0O5b|). La encore

on va montrer que pour nos potentiels isorésonants on a vy (A) = vp(A) pour tout
1

A€ C\ 3Z.
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La relation entre les poles de I'opérateur de diffusion et les poles de la résolvante
a été étudiée dans [BP02| puis précisée dans [Gui05b]. On a

THEOREME 8 Pour tout V€ C®(X) et tout \g € D N {Re(\) < 2} tel que
X E{AEC; An—A) €opp(A+V)}NLZ, X est un pole de Ry si et seulement
st ¢’est un pole de Sy et on a

my(Xo) =my(n — o) —vv(Ao)
ot my (Ag) est la multiplicité de \g en tant que péle de Ry.
Guillarmou fait la preuve de cette formule de multiplicité sans potentiel dans
[Gui05b] mais elle s’adapte sans changement & un potentiel qui s’annule au bord

de X. La formule donnée dans [Gui05b] est plus compléte que celle que je rappelle

dans le théoreme 8 car elle traite aussi des points 5§ — N.

REMARQUE 12 On voit que si on a un potentiel V' tel que, pour tout A € {Re(\) <
5}, vv(A) = vo(A) alors on peut en déduire my (\) = mg(A) a condition de savoir
que my(n — ) = mo(n — \), c’est-a-dire que A+ V et A ont le méme spectre

dans le domaine physique {Re(\) > 5 }. De plus on ne peut rien dire sur la droite

critique {Re(\) = §}. Le théoréme 8 ne suffit donc pas a prouver l'isorésonance

de nos potentiels.

Montrons les deux propriétés annoncées de nos potentiels isorésonants.

THEOREME 9 Soit X une variété asymptotiquement hyperbolique qui posseéde une
action isométrique de S' vérifiant ’hypothése D. Soit V € C™(X) le potentiel

“+oo
V=> Vn
m=1

ot les Vi, € L(X) sont St homogénes de poids m et tels qu’il existe € > 0 véri-

—+o0
fiant > || Vinlloo (1 +6)™ < 400.
m=1

Alors, pour tout A € C\ %Z, on a
det(Sy (A)So(\) ™) =1,
et les poles de Sy et Sy ont la méme multiplicité :
vy (A) = ().

REMARQUE 13 On a déja remarqué que avec un V€ C°°(X) les hypothéses An,p
et By, sont toutes les deux vérifiées sur D} et ce pour tout N. De plus avec un
tel V on a bien p_(N+1)V]§0()\)pN qui est dans une classe de Schatten pour tout
A € DY\ Res(A). Grace au théoréme 4, les potentiels du théoréme 9 sont bien
isorésonants.
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Diffusion par des potentiels isorésonants sur des variétés asymptotiquement
hyperboliques

Preuve : on reprend les arguments de [Chr06] et [Chr08]. On considére donc,
W(z) = Z 2™V, dont les hypothéses du théoréme 9 permettent de dire qu'il

est bien deﬁnl et holomorphe pour z € Q, un domaine de C contenant le disque
fermé de centre 0 et de rayon 1. Déja, on peut remarquer que W (1) = V et que,
grace a I’homogénéité des Vi, on a pour tout 6 € R, W(e?) = ¢ .W(1). On
rappelle que pour toute fonction f définie sur X, on note €. f application qui &
x € X associe f(e~.x). On note dans la suite Ry l'opérateur qui a une fonction
f € L*(X) associe e“g I

Commencons par prouver 1’égalité sur les multiplicités. Pour tout z € € et pour
tout A € C\ 3Z, Vi (z)(A) est bien définie et & valeurs entiéres. Fixons A € C\iZ;
alors z — VW(Z)()\) est holomorphe sur €2 a valeurs entiéres et donc constante. On
a notamment

vy (A) = VW(l)()‘) = VW(O)()‘) =1(N).

Avec ce qu’on vient de faire sur les multiplicités des singularités de 'opérateur
de diffusion, on peut définir H(z,\) := det(SW(z)(A)So()\)_l) pour tout z € £ et
pour tout A € C\ %Z. De plus, une fois A fixé¢, z — H(z, A) est holomorphe dans
Q. On va montrer qu’elle est constante sur le cercle unité. Pour tout e € S', on
a

det(Syy (eioy(A)So(A) 1) = det(SRzW(l)()\)So()\)‘l).

On utilise le lemme 20, d’ou
det(Sy ooy () So(N) ™) = det (B Sy 1y (VR 5So(N) ).

Si on réutilise encore le lemme 20 avec cette fois V =0 on a que R*, et So(\) ™
commutent et donc

det (S eioy (M) So(N)™1) = det(RSway (M) So(\) T R p) = det(Sw1)(\)So(N) ),
donc H(.,\) est bien constante sur le cercle unité et donc constante sur €. D’ou

det(Sy(M\)So(A\)™Y) = H(1,A\) = HO,\) =1. O
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Annexe A

Perturbations des résonances

Il s’agit ici de rappeler la théorie des perturbations des résonances développée
par Agmon dans [Agm98|. L’idée principale est que, pour étudier les résonances
d’un opérateur P on construit localement un opérateur auxiliaire Pr qui a un
spectre discret et dont les valeurs propres sont exactement les résonances de P.
On obtient alors une théorie des perturbations des résonances en appliquant la
théorie des perturbations des valeurs propres de Kato a Pr.

On donnera les principales étapes de cette construction et pour les détails et
les démonstrations on renvoie a [Agm98|. On vérifiera aussi que les hypothéses
nécessaires a cette construction sont bien vérifiées dans les cas ou je 'applique
(chapitres 1 et 3).

A.1 Cadre et hypothéses

Soit P un opérateur fermé agissant sur un Banach B et de domaine Dom (P)
dense dans B. On note respectivement o(P), o4;5(P) le spectre et le spectre discret
de P. Soit D un ouvert connexe de C tel que (o(P)N D) C og4i5(P). La résolvante
R(\) := (P — X\)7! est alors méromorphe-finie sur D & valeurs dans £(B).

Soient By, B des espaces de Banach réflexifs tels que
By & r2(x) <L B,

ot Jy et J sont des injections continues et Jo(Bp) est dense dans L?(X) et
J(L?(X)) est dense dans By. On pose, pour A € D \ o4;5(P),

R(A\) = JR(N)Jo.
R est méromorphe-finie sur D & valeurs dans £(By, By).
On fait une hypothése de prolongement :

Hypotheése (o) : R a un prolongement méromorphe-fini de D sur un domaine
Dy > D.

On rappelle alors la définition des résonances :

67



Perturbations des résonances

DEFINITION 7 On appelle résonances les poles de R dans D et on note Res(P)
I’ensemble de ces péles.

Dans le cas oil By et By sont des espaces L? a poids (ce qui est le cas dans nos
utilisations), cette définition ne dépend pas des choix de By et B; (cf la remarque
4.2 de [Agm98]). Cest-a-dire que si By et B vérifient les mémes hypotheéses que
By et B; et que la résolvante correspondante R(\) = JR(X)Jy (avec Jy : By —
B et z : B — El) admet un prolongement méromorphe fini de D sur D, alors
R et R ont les mémes poles dans D .

Ensuite, on considére P comme un opérateur agissant sur By. On note P cet
opérateur, c’est-a-dire :
Dom (P1) = JDom (P)
Pi(Ju) = JPu pour u € Dom (P).
On fait 'hypothése suivante sur Py :
Hypothése () : Py est fermable dans Bj.

On note P; sa fermeture. Dans 'erratum de [Agm98] Agmon impose une hypothése
de plus sur P; :

Hypothése () : Il existe A9 € D tel que Ry()\g) := (P — \g) ™! existe.

Dans la suite on supposera toujours ces trois conditions vérifiées.

A.2 Quelques résultats intermédiaires

Enoncons un premier résultat concernant P;.

PROPOSITION 15 [Agm98||Proposition 5.2]
On a N
Ran R(\) C Dom (P;)

et
(PL=XNR\)f =,
pour tout A € Dy \ Res(P) et toute f € By.
_ Soit A\g € Res(P) un pole d’ordre p de R. Dans un voisinage de Ag privé de Ag,
R admet un développement de Laurent :

RO) =30 d0) 18+ 710,

i=1

ouS; € L(By,D(P,)) avec §p £ 0 et H()) holomorphe a valeurs dans £(Bg, D(P})).
D(Py) est l'espace de Banach Dom (P;) considéré avec la norme du graphe.
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A.3 Lien entre résonances et valeurs propres

En utilisant la proposition 15 et la relation (P — A\g)R(A) = 14 (A — Ag) R(\),
on obtient

(Pl — )\())5Z = §i+1 pour 1 < 1 < P — 1 (Al)

(P — X0)S, = O.

DEFINITION 8 On appelle espace résonant généralisé de Ay le sous espace vecto-
riel de dimension finie de Dom (P)

La dimension de ce dernier est appelée multiplicité de la résonance \g.

REMARQUE 14 En fait on a PLR(A\)u = R(\)Pyu pour tout u € F(P) = {u €
BynDom(P) : Pu € By} ou Py est I'opérateur fermé sur By restriction de
P a F(P). Cette égalité est vraie pour tout A\ € D \ Res(P) puis pour tout
A € Dy \ Res(P) par prolongement analytique. On en déduit que pour toute
résonance \g € D4, on a grace a (A.1), pour tout u € F(P),

§i+1u = (Pl — )\o)gzu = gz(Po — )\o)u.

Dans nos applications, avec P = A, on a F(P) dense dans By (car contient C§°)
et donc B B
Ran S;11 C Ran S;

et finalement F), = Ran §1 et alors on retrouve bien la définition d’espace réso-
nant qu’on a donnée précédemment (cf 1).

A.3 Lien entre résonances et valeurs propres

On va définir localement ’opérateur auxiliaire dont les valeurs propres sont les
résonances de P dans D, . Soit U un domaine de C de bord T' de classe C*, tel
que U C D4 et ' N Res(P) = @. Soit

Br—{feBi: f=g+ /F ROB(E)AE, g € Bo,d € C(T, By)},

ou C(I', By) est l'espace des fonctions continues sur I' a valeurs dans By. Muni de
la norme

1/ 1l5e=inf(llgllzo + 2 e, 0)):

ot l'infimum est pris sur toutes les g € By et ® € C(I', By) telles que f =
g+ Jr R(§)®(€)dE, Br est un Banach. On a

BoCBFCBl

et les injections canoniques sont continues.
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Perturbations des résonances

Pour toute f =g+ [n Rv(ﬁ)(I)(ﬁ)dﬁ € Br,

Re(\)f == R(\)g + /F (€~ VU (R(©) - BOV)@(6)de

ne dépend pas des (g, ®) € By x C(T', By) choisis.
On peut alors définir 'opérateur auxiliaire Pr, comme étant 'opérateur linéaire
fermé sur Br dont Rr est la résolvante. C’est-a-dire :

DEFINITION 9 Pour tout A\g € U \ Res(P),

Dom (Pr) = Ran Rr()\o)
Pru = MXou+ f, pour tout u = RI‘()\Q)f, f € Br.

Cette définition ne dépend pas du Ay choisi.
Les premiéres propriétés concernant Pr sont les suivantes

PROPOSITION 16

e Pour toute f € By et tout A € U \ Res(P) on a
Rr(\)f = RO,
e P, est une extension de Pr au sens ou :
Dom (Pr) € Dom (P;)

et
Pru = Pyu pour tout u € Dom (Pr).

Le résultat attendu est le théoréeme suivant qui relie les valeurs propres de Pr
aux résonances de P dans U.

THEOREME 10 [Agm98|[Théoréme 6.7]

(i) Pr a un spectre discret dans U qui est evactement l’ensemble des poles de

R dans U.
(i1) Soit Ao € Res(P) NU et l’espace propre de Pr correspondant a Ao
EEO := Ran /CRF(S)dS C Dom (Pr),
ot C C U \ Res(P) est un petit cercle autour de \g. Alors EEO = E),.

(iii) Py = Pr sur E£o'

REMARQUE 15 L’ordre de g en tant que pdle de R dans U est égal & son ordre
en tant que péle de Ry.
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A.4 Théorie des perturbations des résonances

A.4 Théorie des perturbations des résonances

Soit € un ouvert connexe dans C voisinage de 0. Pour ¢ € €, on étudie la
famille des perturbations de P :

Pt)=P+V(t)

ou V(t) est une famille d’opérateurs de B dans B telle que, pour tout ¢t € €,
Dom (V(t)) = Dom (P) et telle que V(0) = 0. On suppose de plus
Hypothéses (0) :

(a) Ran V(t) C By pour tout ¢ € .

(b) Pour tout u € Dom (P) et pour tout ¢ € ,
IV ()ullg,< CWO (N1 Pulls, + [lulls )

oul C est une fonction localement bornée sur €.

(c) Pour tout u € Dom (P),

Q — B(]
t — V(t)u est holomorphe.

Les hypothéses (0) assurent que la famille { P(t) }+cq est holomorphe de type A
au sens de Kato. On rappelle que cela veut dire que, pour tout ¢ € 2, le domaine
de P(t) est indépendant de t et que, pour toute fonction ¢ dans ce domaine, P(t)1)
est holomorphe en t.

On a alors

PROPOSITION 17 [Agm98|[Proposition 7.2| Sous les hypothéses (9), il existe une
unique famille d’opérateurs Vi(t) : By — By, définie pour t € Q, avec V1(0) = 0 et
(i) Pour tout t € Q, Dom (Vi (t)) = Dom (P;) et Ran (Vi(t)) C By.

(ii)) Pour tout t € Q, Vi(t) est relativement borné par rapport a P;.

(iii) Pour tout u € Dom (Py), Q > t — Vi(t)u est une fonction holomorphe a
valeurs dans By.

(iv) Pour tout u € Dom (P), pour tout t € 2, Vi(t)u = V(t)u.

Fixons A\g € Dy NRes(P). On considére 3 domaines du plan complexe D', D,
et U tels que D' € D (A € B signifie A est compact et inclus dans B) et

D'eD, eUeDy.

On suppose aussi que Ag € D’ et que U a un bord I' de classe C! tel que I' N
Res(P) = @. On peut donc introduire comme précédemment 'espace de Banach
Br et 'opérateur Pr associé a P.
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Perturbations des résonances

Ensuite, pour tout ¢ € 2, on peut définir Vp(t) : Bp — Br par

Dom (Vp(t)) = Dom (FPr)
Vr(t)u = Vi(t)u, Yu € Dom (Pr).

Puis l'opérateur Pp(t) : Br — Br par
Dom (Pr(t)) = Dom (Pr)
Pp(t) = Pr+ Vp(t).
Quitte a restreindre 2, on a

PROPOSITION 18 [Agm98|[Proposition 7.3] { Pr(t) }+cq est une famille holomorphe
de type A au sens de Kato.

La théorie des perturbations des valeurs propres de Kato donne alors,

THEOREME 11 [Agm98|[Théoréme 7.4] Pour tout t € Q, Pr(t) a un spectre dis-
cret dans D', . Ses valeurs propres sont les racines d’un polynome dont le degré ne
dépend pas de t et dont les coefficients sont analytiques en t.

Soient

R(\t) = (P(t)—N"1 teQ, xeD,
Rr(\t) = (Pr(t) =N teQ, AeD.

La deuxiéme est méromorphe en A sur D/, & valeurs dans £(Br). Soit

R(\t) == JR(\t)Jo, t€Q, A€ D',

qui a priori est méromorphe dans D’ & valeurs dans £(By, B1) et Agmon montre
qu’on a

THEOREME 12 [Agm98|[Théoréme 7.5 Pour tout t € Q, R(\,t) admet un pro-
longement méromorphe fini de D' a D, .

REMARQUE 16 C’est ’hypothése («) pour les { P(t) }1cq. En fait la famille { P(t) }+cq
vérifie les hypothéses («), () et () uniformément en t en remplagant D et D,
par D" et D,

Finalement on a le pendant du théoréme 10 pour les opérateurs perturbés :
THEOREME 13 [Agm98][Corollaire 7.8] Pour t € Q fizé, R(\t) et Rp(\,t) pos-
sedent les mémes poles dans D', . De plus Ay € D!, est un pole de multiplicité m de

Rr(X\,t) (i.e. une valeur propre de multiplicité m de Pr(t)) si et seulement si A,
est un pole de multiplicité m de R(\,t). L’ordre des poles est également le méme.
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A.5 Applications

Il s’agit ici de voir que cette théorie des perturbations des résonances s’applique
bien au cadre de ma thése excepté le cas de la caténoide ou on ne s’est pas servi
des résultats d’Agmon.

On considére une variété riemannienne (X, g) connexe, non compacte, de di-
mension n > 2. Sur X, on s’intéresse au laplacien A opérant sur B := L%*(X)
avec pour domaine H?(X). Avec p une fonction définissant le bord de X (ou
p(z) = e~ si X est Despace euclidien) et N € N, on prend

By :=pVL3(X) et By :=p VL*(X).

Muni des normes héritées de L?(X), ¢’est-a-dire, pour u € By, [[u|g,=| p~ Nt || 12(x)
et, pour v € By, ||v| B, =||pNv llz2(x), ce sont des espaces de Banach réflexifs tels
que
Ji J
By <5 L*(X) < By,
ot Jy et J sont des injections continues et Jo(Bp) est dense dans L?(X) et
J(L?(X)) est dense dans Bj.

La résolvante du laplacien libre Ro(A) = J(A — f(\))"1Jy est a priori définie
et holomorphe sur un domaine non borné D de X. Alors I'hypothese Ay, assure
que Ro a un prolongement méromorphe-fini sur un domaine D]'\F, a valeurs dans
L(By, B1). C’est exactement ’hypothése ().

On définit ensuite 'opérateur P; de domaine JH?(X) C By par
Pir(Ju) = JAu, Yue H*(X).

Pour avoir I’hypothése () il faut vérifier que Py est fermable. Or H%(X) est dense
dans B = L?*(X) qui lui-méme est dense dans B; donc le domaine de P est dense
dans B et donc son adjoint P existe. Pour montrer que P; est fermable il suffit
de montrer que le domaine de P} est dense dans Bj. Or on a

Dom (P7) = {u € Bf N Dom (A*) ; A*u € B}
={u€ BfNnH*(X); Auc B}

De plus, on peut voir qu’a tout élément de By on peut associer, grace au produit
scalaire L?(X), une forme linéaire continue sur By et donc on a By C B}. Donc on
a{u€ ByNn H*(X) ; Au € By} C Dom (P;). Ensuite on peut dire pour conclure
que C§°(X) est inclus dans {u € By N H?(X) ; Au € By} et dense dans B car
il est dense dans B et que Bf C B* = B. Donc le domaine de P; est bien dense
dans By et P; est bien fermable. On note P; sa fermeture.

Il s’agit maintenant de vérifier 'hypothése () c’est-a-dire qu’il existe A\g € D
tel que P — f(\p) soit inversible. Vu la définition de By et Pi, cela revient a
montrer qu’il existe A\g € D tel que p’¥Ap~ — f()\g) est inversible dans L?(X).
Or
pVAPTN — F() = A= F(N) + oA p ],
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et pour tout A € D, A — f()\) est inversible donc
PN AP = F(A) = (14 pV[A, p N Ro(N)) (A = f(N)).

De plus la norme de Ry(A) tend vers 0 quand | A| tend vers +oo et dans tous les
exemples de variétés sur lesquelles je construis mes potentiels isorésonants [A, p~]
est de la forme p~NQ avec Q un opérateur différentiel d’ordre 1 & coefficients
réguliers et donc continu de H?(X) dans L?(X). Par exemple, pour X = H"
on a Q = 2Npd, — N2 — (n — 1)N. Donc il existe \g € D tel que la norme de
PN A, p~N]Ro(Xo) soit strictement plus petite que 1 et donc pN Ap™ — f(\g) est
inversible.

Enfin il ne reste plus qu’a vérifier qu’on peut appliquer la théorie des per-
turbations des résonances d’Agmon en perturbant le laplacien par nos potentiels
isorésonants V' qui, on le rappelle, vérifient I’hypothése By ,, et notamment p NV
est borné sur X. Vérifions donc que la famille tV)t € C satisfait les hypotheses ().
Pour tout ¢ € C et pour tout u € L2(X), on atVu = p"p~NtVu € By = pV L?(X)
car p~ 2NV est borné. Ensuite, si u € H?(X), alors pour tout ¢t € C,

1tVulls, =l o~ N tVull 2o =)otV u | r2x)
<) 1t 1pNullr20=C(V) [t] |uls, -

Enfin t — tV est bien str holomorphe sur C. On a donc bien les trois points de
I'hypothese (9).
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Résumeé : Dans cette theése on considére le prolongement méromorphe fini de la
résolvante du laplacien libre sur une variété riemannienne connexe non compacte
de dimension n supérieure ou égale a 2. Ses poles sont appelés résonances. On
suppose que la variété posséde certaines symeétries comme S, (S')™ ou encore
SO(n). Avec cette hypothése, on construit des potentiels V' dits isorésonants c’est-
a-dire tels que A+V ait les mémes résonances que le laplacien libre avec les mémes
multiplicités. Au passage on est amené & estimer le bas du spectre du laplacien
agissant sur les fonctions S! homogeénes & support compact. On montre également
que ces potentiels isorésonants peuvent modifier I’ordre des résonances. Enfin, les
résonances sont parfois définies comme poles de 'opérateur de diffusion : on montre
que dans ce cadre on a aussi l'isorésonance de nos potentiels.

Mots clés : laplacien, résonances, symétries, perturbation, diffusion.

Summary : In this PhD thesis we consider the finite meromorphic continuation
of the resolvent of the free Laplacian on complete manifolds with dimension n > 2.
The poles of this continuation are called resonances. We assume that the manifold
has some symmetries like St, (S1)™ or SO(n). With this condition, we construct
potentials V' which are isoresonant i.e. such that A + V has the same resonances
as the free Laplacian with the same multiplicities. During this construction we
had to find an estimate of the first term of the spectrum of the Laplacian acting
on S!' homogeneous functions with compact support. We also show that these
isoresonant potentials can change the order of the resonances. Finally, sometimes,
resonances are defined as the poles of the scattering operator : we prove that in
this framework we also have the isoresonance of our potentials.

Key words : Laplacian, resonances, symmetries, perturbation, scattering.



