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Chapitre 1

Introduction.

Le concept d’étoile a neutrons a vu le jour dans les années 20 grace a L. Landau [1], tout
de suite aprés la découverte du neutron par J. Chadwick. Depuis, la physique des étoiles et
proto-étoiles a neutrons a connu d’énormes avancés |2, 3|. Il s’agit a 'heure actuelle d'un
sujet extrémement vaste a I'interface entre plusieurs disciplines telles que 'astrophysique,
la physique nucléaire, et la matiére condensée. En particulier 'étude des mécanismes de
refroidissement des proto-étoiles vers les étoiles a neutrons est un domaine d’étude trés
complexe qui fait encore 1’objet de nombreux travaux théoriques et observationnels. La
structure interne de ces étoiles ainsi que les différentes phases de la matiére nucléaire
qui les constituent sont trés débattues a I'heure actuelle. Une difficulté ultérieure a la
description vient du fait que pour ces objets la structure est fortement couplée a des
propriétés de transport. En effet la matieére d’étoile est soumise a un processus complexe
de compression, rebond et propagation de choc. Elle subit des mouvements collectifs et une
dynamique de refroidissement sur des échelles de temps trés différentes et avec un profil de
densité complexe. Méme a 'équilibre, nous savons aujourd’hui que les étoiles & neutrons
peuvent étre en rotation, subir des phénomeénes d’accrétion dans les systémes binaires, étre
le siége de champ magnétiques colossaux et de phénoménes violents d’éruption en surface. A
la complexité des mécanismes en jeu s’ajoute le fait que nos connaissances empiriques sont
encore insuffisantes et disparates. Le but principal de cette introduction est de donner une
vue d’ensemble des différents phénomeénes physiques qui tournent autour de la physique des
étoiles a neutrons, et qui sont pertinents pour le travail de cette thése. Nous décrirons tout
d’abord qualitativement, I’ensemble des différentes étapes intermédiaires qui permettent la
formation de la proto-étoile, ainsi que celles lui permettant d’atteindre I'étoile a neutrons.
Nous évoquerons également 1'un des majeurs problémes irrésolus permettant la description
du processus de refroidissement, tout en posant la problématique qui va nous intéresser.
Nous terminerons en présentant d’une maniére générale le travail réalisé au cours de cette
thése, dont le but n’est pas de donner une réponse définitive a chacune des questions
posées, mais plutdt des éléments de réponse permettant d’évoluer dans la compréhension
des problémes tournant autour de cette physique.

1.1 De la proto-étoile a I’étoile a neutrons.

Le processus de formation des proto-étoiles & neutrons part des étoiles dont la masse
est supérieur ou égale & approximativement huit fois la masse solaire. La stabilité de ces
derniéres est maintenue grace a un équilibre hydrostatique caractérisé par la compétition
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qui existe entre l'interaction gravitationnelle, et la pression induite par les réactions nu-
cléaires au coeur de I’étoile. Lors de la fin de vie de ces étoiles, c’est a dire lorsqu’elles ont
brilé 'ensemble de leur stock d’hydrogéne permettant la majorité des réactions nucléaires
internes, il y a rupture de cet équilibre hydrostatique. L’interaction gravitationnelle ne
pouvant plus étre contrebalancée, ’étoile finit par s’effondrer sur elle-méme en 'espace de
quelques minutes. Lors de cette phase de collapse, la densité de matiére de I'étoile passe en-
viron de 10° a 10"g/cm®, ce qui permet de re-hausser le niveau de Fermi de I’ensemble des
constituants de 1’étoile, et par conséquent qui induit des réactions de capture électronique.
L’étoile va donc passer d’'une matiére nucléaire symétrique essentiellement constituée de
noyaux de fer, & une étoile plus dense et plus riche en neutrons, dont la fraction protonique
sera de l'ordre de 1/3. Cet objet dense et chaud est caractérisé par une température at-
teignant et surpassant la vingtaine de MeV. En effet lors du collapse de 1’étoile, la densité
de matiére est telle, que les neutrinos produits lors des réactions de captures électroniques
restent entiérement piégés a I'intérieur de 1’étoile, ce qui conduit & son réchauffement. Une
fois cette étape terminée, il va y avoir une phase de rebond suivie par la propagation d’une
onde de choc qui conduit & 'explosion de I’étoile, sous la forme d’un événement de super-
novae de type II. A l'arriére du choc reste un noyau dense et chaud de matiére : c’est la
proto-étoile a neutrons. La formation de la supernovae est un processus au cours duquel il
y a a la fois expulsion de I'atmosphére externe de la protoétoile, et une émission soudaine
des neutrinos qui ont été piégés au cours de la phase de collapse. Une fois ’explosion ter-
minée, la proto étoile va refroidir lentement pendant une durée de plusieurs années, au
cours desquelles le refroidissement s’opére par émission progressive de neutrinos jusqu’a
atteindre 1’état d’étoile a neutrons qui est une étoile froide essentiellement constituée de
neutrons avec un fraction protonique de 'ordre de 0.2, et dont la température est de 1’ordre
d’une dizaine de keV. La figure (1.1) est un schéma récapitulatif de 'ensemble du scénario.

ol o o~ | |
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L Y v

9 — .
k 19 L .311 Capture electronique e+p ->n+v
p w1 mh ,,,.\ + piégeage v.
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F1G. 1.1 — Schéma récapitulatif regroupant les différentes étapes de formation de la proto-
étoile, en passant par la supernovae, jusqu’a I’étoile & neutrons.

La dynamique de ces différents processus est décrite par des modéles d’hydrodynamique.
Ces modéles arrivent a ’heure actuelle a prédire le collapse, la phase de rebond, et la
création de 'onde de choc |4, 5, 6]. Néanmoins la globalité des calculs théoriques montre que
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cette onde de choc est résorbée assez rapidement [6], ce qui implique donc que I’ensemble des
modeéles sont dans l'incapacité de reproduire le mécanisme d’explosion, et par conséquent
la formation de la supernovae. Lors du processus d’explosion, I'onde de choc représente
une trés faible proportion de I’énergie mise en jeu lors du collapse, et la majeure partie
de celle-ci se trouve essentiellement gouvernée par les neutrinos. Seule une connaissance
détaillée des probabilités d’interaction des neutrinos avec la matiére permettra donc de
comprendre quantitativement le phénoméne d’explosion. L'une des possibilités proposée
par J. Margueron et al. [7], serait d’avoir un piégeage complet des neutrinos dans I’écorce
interne de la proto-étoile, lors de la phase d’expansion de I'onde de choc. Si I'on pouvait
justifier d’'un phénomeéne physique qui conduit pendant des temps courts a une forte opacité
de la matiére aux neutrinos, la pression exercée par les neutrinos pourrait donc contribuer
a aider 'onde de choc a s’étendre, et reproduire le mécanisme d’explosion. C.J. Horowitz
et al. [8, 9], et H. Sonoda et al. [10] ont réalisé des calculs de section efficace d’interaction
des neutrinos avec la matiére d’étoile présente dans I’écorce interne des protoétoiles. Ces
travaux ont démontré que la probabilité de piéger les neutrinos augmente avec la dis-
homogénéité de la matiére. La section efficace d’interaction élastique o(q) des neutrinos
avec la matiére d’étoile présente dans 1’écorce est proportionnelle au facteur de forme S(q) :

o(q) < S(q) (1.1)

ot le facteur de forme est défini par la transformée de Fourier de la fonction de correlation :

S(3) = ﬁ / BRI < p(7p(0) > (1.2)

Si l'on accroit les dis-homogénéités de la matiére d’étoile de 1’écorce, alors on aura une
augmentation des corrélations, et donc de la section efficace d’interaction. La figure (1.2)
résume les calculs de section efficace réalisés par C.J. Horowitz. Une possibilité intéres-
sante d’avoir un piégeage complet des neutrinos sur de larges échelles, se vérifierait lors
du passage par un point critique pendant le refroidissement de 1'étoile. En effet, pour un
phénomeéne critique la fonction de corrélation diverge, ce qui implique qu’il en sera de
méme pour le facteur de forme, et par conséquent pour la section efficace élastique d’inter-
action. Il apparait donc important d’étudier les propriétés thermodynamiques de la matiére
d’étoile, et d’en extraire le diagramme des phases afin de déterminer si celui-ci présente
des instabilités et/ou des points critiques. Le but de ce travail de thése est d’apporter
des informations sur la thermodynamique de la matiére d’étoile, qui pourraient influer sur
le processus de refroidissement de la proto-étoile. Nous allons maintenant consacrer une
partie plus détaillée sur la motivation de ce travail de thése.
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F1G. 1.2 — Fonction réponse de la matiére d’étoile obtenue a 'aide de calcul de dynamique
moléculaire classique [8]. Tl est clairement montré que plus la matiére d’étoile présentait
des dis-homogénéités, plus la section efficace tendait a étre importante.

1.2 Motivation : étude des transitions de phases de la
matiére d’étoile.

Les étoiles (T~0MeV) ou proto-étoiles (T>0MeV) a neutrons, sont des astres trés denses
dont le rayon mesure une dizaine de kilométres, et dont la masse est de I’ordre d’une masse
solaire. La solution de I’équation de Tolman-Oppenheimer-Volkoff [11, 12|, qui correspond
a I’équilibre statique d’un objet compact auto-gravitant, permet d’accéder au profil de den-
sité de I'étoile. Ce profil dépend de facon essentielle de I'équation d’état de la matiére. Du
point de vue qualitatif, ce profil correspond a une densité qui peut fortement dépasser la
densité de saturation pg dans le centre de I'étoile, quand 1’écorce est a densité p < py. Dif-
férentes phases de la matiére nucléaire ont été prédites par de nombreux travaux théoriques
|2, 3|, et la figure (1.3) nous en donne un apercu global. La coupe transverse nous montre
que pour le coeur de I'étoile, dont la densité est de 'ordre de trois fois la densité py, une
phase déconfinée de la matiére nucléaire, le plasma de quarks et de gluons est prédite. Si
on s’éloigne du coeur, on retrouve une matiére nucléaire homogéne a densités de I'ordre de
po étendue sur plusieurs kilométres, pour enfin atteindre I’écorce de 1’étoile qui ne fait que
quelques centaines de métres, puis enfin I’atmosphére de I’étoile. Chacune de ces phases de
la matiére nucléaire constitue en elle-méme un projet de recherche a part entiére. La partie
de I'étoile qui nous intéresse dans le cadre de ce travail est I'écorce, et c¢’est celle-ci qui fera
I'objet de notre étude. Cette derniére est une matiére constituée de neutrons, de protons,
et d'un gaz d’électrons ultra-relativistes et degenerés neutralisant la charge des protons
[14]. Nous appellerons I’ensemble de ces constituants matiére d’étoile. Bien qu'’il s’agisse
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Fi1G. 1.3 Figure représentant la coupe transverse de 1'étoile a température nulle [13].

d’une matiére trés dense a I’échelle atomique, elle apparait comme une matiére relativement
diluée d’un point de vue de la physique nucléaire, ou la densité peut aller de pg & 1/100p.
Ces faibles densités vont permettre la création de phases dishomogénes. J.C.Pethick et
D.G. Ravenhall [15, 16, 17| ont effectué des premiers calculs de champs moyen de type
Hartree-Fock pour la matiére d’étoile a température nulle. Les résultats de ces travaux ont
introduit ’idée de I'existence de phases exotiques dans I’écorce des étoiles, appelées phases
"pasta" & cause de leurs structures géométriques. Le schéma (1.4), représente 1’évolution
en fonction de la densité de la matiére nucléaire de 1’écorce, qui présente progressivement
des structures en forme de "gruyeére", de "tubes", de "lasagnes", de "spaghetti", et de
"bulles". L’existence de ces phases exotiques est due au phénoméne de frustration engen-
dré par la compétition entre I'interaction nucléaire et I'interaction Coulombienne, dont les
intensités sont du méme ordre de grandeur a ces basses densités. Néanmoins ces calculs ont
été réalisés pour des températures nulles, et il sera intéressant d’explorer le diagramme des
phases a des températures finies afin de vérifier si ces phases exotiques persistent. LL'une
des autres motivations est d’aller au dela du champ moyen afin d’inclure des corrélations.
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F1G. 1.4  Schéma représentant la coupe transverse de 1’écorce de 'étoile & température
nulle. De la plus haute densité a la plus basse, on passe progressivement a des structures
en forme de "gruyeére", de "tubes", de "lasagnes", de "spaghetti", et de "bulles".

Plus récemment, d’autres approches plus sophistiquées basées sur la dynamique molécu-
laire ont été proposées par C.J. Horowitz et G. Watanabe |8, 18, 19|, et elles ont confirmé
I'existence des ces phases exotiques a trés basses températures. Dans la plupart de ces
approches, le diagramme des phases a été exploré dans une trées faible portion, et les pos-
sibles implications de ces structures sur les propriétés observationnelles des étoiles restent
presque entiérement a faire. La motivation principale de ce travail de thése est d’explorer
le diagramme des phases de la matiére d’étoile, et d’essayer d’établir les connexions entre
ces différentes phases exotiques. L’une des autres motivations importantes est d’étudier si
cette matiére d’étoile présente ou non un point critique. Nous montrerons que la frustration
Coulombienne a une influence importante sur la thermodynamique de la matiére d’étoile.
Il faut également remarquer que les approches proposées par C.J. Horowitz et G. Watan-
abe sont des approches essentiellement classiques. Il serait donc intéressant de réaliser des
calculs plus réalistes a ’aide d’approches fermioniques, et ceci afin de communiquer des
données thermodynamiques quantitatives utiles aux calculs hydrodynamiques modélisant
I’évolution de 1’étoile.

1.3 Reésumé du travail présenté.

Le travail de cette thése porte sur I’étude thermodynamique de la matiére d’étoile
présente dans I’écorce des protoétoiles et étoiles a neutrons. Il se divise en deux parties, une
premiére portant sur les approches classiques, et une seconde sur une approche quantique.

Le chapitre 2 concernant les approches classiques propose d’explorer le diagramme
des phases a l'aide d’un modéle schématique de gaz sur réseau adapté au contexte as-
trophysique. Aucun ingrédient de physique nucléaire, ni de mécanique quantique n’a été
inclus, mais la résolution de ce modéle est exacte, et il tient compte de ’ensemble des cor-
rélations. Ce dernier va nous permettre d’obtenir des premiéres informations qualitatives
sur la phénoménologie des transitions de phase pour la matiére d’étoile. L’influence de
la frustration Coulombienne est discutée, ainsi que les possibles impacts qu’elle pourrait
avoir sur les mécanismes de refroidissement, et d’explosion de I’étoile. Il est notamment
démontré au cours de cette partie que la matiére d’étoile est caractérisée par une transition
de phase de type liquide-gaz, et que l'influence de la frustration Coulombienne supprime
tout phénomeéne critique au point limite de la transition du premier ordre. Un formalisme
basé sur le groupe de renormalisation est ensuite développé au chapitre 3 pour les systémes
en interaction a longue portée. Ce dernier va étre employé afin d’appuyer I’argumentation



1.3. RESUME DU TRAVAIL PRESENTE. 11

développée a I'aide du modéle de gaz sur réseau. Il nous donnera également certains indices
supplémentaires sur l'influence de l'interaction Coulombienne sur la phénoménologie des
transitions de phase, et plus particuliérement celle que pourrait avoir la polarisation des
électrons sur ’existence du point critique.

L’approche quantique est basée sur le modéle FMD. Ce dernier résout les équations
de mouvement pour un systéme de fermions en interactions, ot les états a une particule
sont approximés comme étant des gaussiennes. Le chapitre 4 est consacrée au détails de la
dérivation du formalisme déja établi par H. Feldmeier [20, 21, 22|, qui dans notre cas est
reformulé dans un formalisme Skyrme Hartree-Fock. La résolution numérique des équa-
tions de mouvements est détaillée, et de nombreux tests numériques sont réalisés afin de
le valider. Le chapitre 5 est ensuite consacré aux applications du modeéle a la structure
nucléaire, ou des calculs d’états fondamentaux et de résonances géantes monopolaires sont
réalisés pour quelques noyaux. Avant d’effectuer tout calcul de thermodynamique pour la
matiére d’étoile, le chapitre 6 se propose de commencer par un cas simple qui est celui des
noyaux finis. L’implémentation d’un thermomeétre nucléaire afin d’extraire la température
du systéme nucléaire est discutée. Des tests d’ergodicité du systéme nucléaire sont égale-
ment présentés. Finalement un premier apercu du diagramme de phase est obtenu a partir
des courbes caloriques. Un calcul exploratoire est présenté pour un noyau d’Hélium 4, et ceci
avec différentes paramétrisations de 'interaction de Skyrme. Un calcul de courbe calorique
est également réalisé avec l'interaction Coulombienne afin d’en tester 'influence de cette
derniére sur la thermodynamique du noyau. Enfin le chapitre 7 propose une ébauche du
formalisme qui permettra a terme de traiter numériquement le probléme quantique de la
matiére infinie d’étoile a ’aide du modele FMD.
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Chapitre 2

Thermodynamique de la matiére
d’étoile a I’aide d’une approche Ising.

2.1 Introduction.

Depuis environ une trentaine d’années, de nombreux travaux théoriques ont permis de
prédire que la matiére nucléaire infinie en 1’absence d’interaction Coulombienne est car-
actérisée par une transition de type liquide-gaz, de telle sorte que 'on pourra distinguer
deux phases ainsi qu’une zone de coexistence. Cette zone de coexistence se termine par un
point de transition du second ordre caractérisé par une divergence des longueurs de cor-
rélation. Dans un tel point, le potentiel thermodynamique ainsi que ses dérivées premiéres
sont continues, tandis qu’au moins ['une de ses dérivées secondes présente une discontinu-
ité. On passe donc de fagon continue d'une phase a I’autre sans que 1’on puisse parler de
coexistence des deux phases. La présence d'une transition de type liquide-gaz est due a la
forme spécifique de 'interaction nucléon-nucléon. En effet I'interaction forte responsable
de la cohésion nucléaire se manifeste par un potentiel & courte portée et & coeur dur. Pour
cette raison, la matiére nucléaire admet qualitativement la méme phénoménologie que celle
d’un fluide de Van-Der-Waals, et I’on pourra assimiler I'interaction nucléaire comme étant
analogue a un potentiel de Lennard-Jones [23]. Du point de vue théorique, la transition
liquide-gaz appartient a la classe d’universalité d’Ising, c’est a dire que l'on peut extraire
les mémes exposants critiques que ceux du modéle d’Ising. Si I'on cherche & modéliser de
maniére qualitative la phénoménologie des transitions de phases de la matiére nucléaire, on
pourra donc utiliser un modéle appartenant a la classe d'universalité d’Ising. Un excellent
modéle permettant de réaliser ce genre d’études est le modéle de gaz sur réseau [24], iso-
morphe au modeéle d’Ising. Ce modéle classique néglige 'aspect fermionique des nucléons,
mais il est néanmoins un modéle trés puissant. En effet, il permet de réaliser des calculs
exacts a température finie au deld du champ moyen. La possibilité de réaliser des résolu-
tions numériques exactes de la thermodynamique du modéle implique que les corrélations,
ainsi que les fluctuations des différentes observables peuvent étre entiérement prises en
compte. Le modéle de gaz sur réseau est donc un trés bon candidat si I’on souhaite étudier
les signaux de transitions de phase de la matiére nucléaire. Néanmoins afin d’obtenir une
modélisation correcte de la phénoménologie des transitions de phases de la matiére d’étoile,
il nous sera nécessaire d’inclure un ingrédient essentiel qui est le Hamiltonien de frustra-
tion Coulombienne. Ce dernier devra tenir compte de I'interaction Coulombienne entre les
différentes particules chargées constituant notre fluide nucléaire, et nous démontrerons que

13



14 CHAPITRE 2. THERMODYNAMIQUE DE LA MATIERE D’ETOILE.

son influence pourra modifier la physique de notre systéme. L’effet du champ Coulombien
dans la thermodynamique des noyaux finis a été pris en compte dans de nombreuse études
successives [25, 26, 27, 28, 29|. 1l a été constaté que Deffet de la frustration Coulombienne
avait tendance & modifier de maniére significative la thermodynamique des noyaux. Cela
se manifeste par un abaissement du point critique et une réduction de la zone de coexis-
tence. Dans ce chapitre, nous développerons donc un modéle de gaz sur réseau adapté au
contexte astrophysique, que nous appellerons le modéle “Ising-Star”. Nous batirons dans
un premier temps notre modéle, tout en détaillant la construction du Hamiltonien total
du systéeme dans le contexte astrophysique, et nous choisirons I’ensemble statistique dans
lequel nous travaillerons. Ensuite nous étudierons les effets de la frustration Coulombienne
en comparant nos résultats pour une matiére d’étoile chargée a ceux pour une matiére neu-
tre. Nous illustrerons cette étude en exposant le diagramme de phases des deux systémes.
Enfin nous terminerons notre travail en effectuant des calculs de “finite size scaling” afin
d’extraire des informations sur l'existence d’un point critique pour la matiére d’étoile.

2.2 Le modéle Ising-Star.

2.2.1 Le modéle de gaz sur réseau dans un contexte astrophysique.

Les écorces des étoiles et proto-étoiles a neutrons sont essentiellement constituées de
neutrons, de protons, et d’'un gaz d’électrons ultrarelativiste dégénéré [14] neutralisant
la charge des protons. Le modéle de gaz sur réseau que nous allons développer, devra
tenir compte des différentes interactions existantes entre les particules constituant le fluide
nucléaire dans ce contexte astrophysique. Il consiste a considérer un réseau cubique a trois
dimensions de volume V = L3. Chaque site ¢ du réseau est caractérisé par son nombre
d’occupation n;. L’occupation est égale a 0 si le site est vide, ou égale a 1 si celui-ci est
occupé. Etant donné que nous nous intéressons uniquement a I'influence de la frustration
Coulombienne sur la phénoménologie des transitions de phases, nous négligerons les effets
liés a I'isospin, et nous ne distinguerons donc pas les protons et les neutrons. La matiére
d’étoile étant un systéme infini, on peut définir les densités de charge protonique p, = % et
baryonique p = % tel que chaque site sera ou non occupé par un quasi nucléon de charge
gy = ex, ou e est la charge électronique, et z la fraction protonique avec x = %” = %. Nous
supposerons que le gaz d’électrons est distribué de maniére homogéne sur I’ensemble de la
matiére d’étoile 14, 18|. Par conséquent on peut répartir de maniére uniforme la charge des
électrons sur chacun des NN sites du réseau, de tel sorte que g, = —Z€ sera la charge liée aux

N
électrons sur chacun des sites du réseau. Chaque site ¢ possédera alors une charge ¢; = n; —

N
% incluant la charge du nucléon ainsi que celle de la charge uniformément délocalisée
des électrons. La neutralité en charge doit étre strictement respectée sur toute portion
macroscopique de la matiére d’étoile |3], et ceci afin d’éviter une divergence de 1'énergie
Coulombienne. Globalement le réseau est neutre de charge tel que Zfil ¢; = 0, mais
localement la charge peut fluctuer dans des sous-domaines du réseau. Il en découle que nous
devrons uniquement considérer l'interaction nucléaire entre les nucléons, et l'interaction
Coulombienne nucléon-nucléon, électron-nucléon, et électron-électron. Le Hamiltonien total
de notre systéme s’écrira sous la forme suivante :

Hrotar = Hein + Hing (2.1)
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ol Hc;iy est le Hamiltonien d’énergie cinétique et Hy,, le Hamilonien d’interaction, composé
d’une partie nucléaire et d’'une partie Coulombienne :

Hy = H, + He (2.2)

Nous expliciterons par la suite plus en détail le Hamiltonien d’interaction. On peut donc
écrire la fonction de partition total du systéme dans I’ensemble canonique :

Z :iZ/M /md“ ~3(Ecin + E 2.3
Total - . p exp( 6( Cin T+ Int)) ()

i=1 n;=0,1

ou (3 est I'inverse de la température. Etant donné que le Hamiltonien d’énergie cinétique
agit uniquement dans I'espace des impulsions et que le Hamiltonien d’interaction dans celui
des positions, la fonction de partition total peut étre factorisée comme un produit d’une
fonction de partition contenant les informations liées a la dynamique de notre systéme et
d’une autre contenant celles liées a l'interaction :

ZTotal = ZCinZInt (24)
On peut ainsi donner 'expression de la valeur moyenne d’une observable < Aj >y :
8 log (ZTotal>
<A Smota = ——— b
k >Total e
_ _810g (Zcin) B 0log (Zint)
O\ O
= < Ap >cin + < Ai >t (2.5)

ot A\ est le paramétre de Lagrange associé a 'observable. La fonction de partition corre-
spondant & la partie cinétique peut étre & son tour factorisée, car elle ne contient aucun
terme de couplage entre les nucléons et les électrons :

ZCil’l = ZginZé;n (26)

ce qui se traduit par 'additivité des dérivées des logarithmes des fonctions de partitions si
I’on cherche a connaitre la valeur moyenne de 'observable < A; >ci, tel que :

dlog (Z, in
< Ap >cin = —%
_ dlog(zy,) Olos ()
N Ok Ok
= < Ap >, + < A >4 (2.7)

On remarque que la partie cinétique contribue uniquement & ajouter un terme qui cor-
respond exactement a la phénoménologie du gaz parfait pour les nucléons et celle d'un
gaz de fermion ultrarelativiste et dégénéré pour les électrons. La thermodynamique de
ces deux gaz libres étant bien connue, la fonction de partition associé ne présente pas
de non-analycité et n’a pas d’influence sur la phénoménologie des transitions de phases.
Nous pouvons donc nous affranchir du Hamiltonien d’énergie cinétique. Etant exclusive-
ment intéressés par les transitions de phases de la matiére d’étoile, nous nous limiterons
par la suite a prendre en compte uniquement le Hamiltonien d’interaction, comme étant
égal au Hamiltonien total. Nous allons maintenant nous consacrer a la construction des
Hamiltoniens d’interaction nucléaire et Coulombienne.
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2.2.2 Implémentation de l'interaction nucléaire.

Comme nous ’avons énoncé lors de I'introduction de ce chapitre, I'interaction nucléaire
est une interaction de courte portée a coeur dur qui est associée a un systéme appartenant
a la classe d’universalité d’Ising. Si ’on est uniquement intéressé aux propriétés critiques
de la matiére d’étoile, elle peut étre approximée a 1’aide du Hamiltonien d’Ising tel que :

ou la somme porte sur les plus proches voisins, tout en respectant les conditions aux limites
périodiques afin de s’affranchir des effets de bords de la boite. Si le réseau est suffisamment
étendu, on reproduira ainsi avec une bonne approximation un bloc de matiére nucléaire
infinie. La constante d’interaction nucléaire € peut étre choisie de telle sorte a reproduire les
ordres de grandeur pour les énergies, qui sont comparables a ceux de la physique nucléaire.
En considérant que lorsque tous les NN sites du réseau sont occupés, on doit retrouver
I’énergie de saturation de la matiére nucléaire :

€
-~ 37 = -3e=-165MeV (2.9)

<i,7>

Ceci impose pour I'ensemble de nos calculs la valeur e = 5.5MeV .

2.2.3 Implémentation de I'interaction Coulombienne.

L’implémentation de I'interaction Coulombienne dans le cadre de notre modéle est as-
sez délicate. En effet le principe de base est d’utiliser un réseau de taille finie, alors que
la matiére d’étoile que nous souhaitons modéliser est infinie, et I'interaction Coulombi-
enne entre les particules chargées est de portée infinie. L'implémentation de 'interaction
Coulombienne dans le modéle Ising-Star, consiste dans un premier temps a répliquer de
maniére uniforme le réseau selon les trois directions de 1’espace afin de reproduire une
matiére nucléaire infinie, et ensuite a calculer toutes les interactions possibles entre les
particules la constituant. Notre technique est équivalente a la méthode de sommation d’E-
wald couramment utilisée en physique de la matiére condensée [30, 31|. Si 'on réplique le
réseau principal M fois, on peut écrire simplement ’expression de l'énergie d’interaction
Coulombienne par réseau :

NM
KON G

T oM
iz Y

He (2.10)

ou K = ozhcp(l)/?’a:2 est la constante d’interaction Coulombienne dépendant de la fraction
protonique x et de la densité de saturation nucléaire py. La densité de saturation est ici
imposée afin de fixer le pas du réseau de tel sorte a retrouver les propriétés de saturation de
la matiére nucléaire lorsque le réseau est entiérement rempli. En choisissant pg = 0.16 fm =3
la distance entre deux sites proches voisins sera donnée par ro = pgl/g = 1.842 fm. Sachant
que l'on a utilisé I'approximation de réseaux répliqués et identiques, il en sera de méme
pour chacune des charges constituants les réseaux répliqués tel que :

4 = Gi+rL (2.11)
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On peut ainsi approximer I’équation (2.10) par :

He ~ QMZZZ% (2.12)

i=1 j=1

et I'on peut schématiquement représenter le modéle par la figure suivante :

0 Hin) 0
J N J
i° i° i°
o = .
J J l
IS
i° i 4 i°
O 0
< | J J
I R
i° v j° T o

Fi1G. 2.1 — Représentation schématique du réseau principal uniformément répliqué dans
'espace a deux dimensions ou i° =i + 7iL et j* = j + i L.

L’expression du Hamiltonien d’interaction Coulombienne (2.12) nécessite d’étre manip-
ulée, afin d’effectuer des calculs numériques. On peut la ré-écrire comme un produit des
nombres d’occupations par un élément de matrice ou :

o N N
i=1 j=1

Les éléments de matrices C;; représentent un potentiel d’interaction Coulombienne renor-
malisé entre deux nucléons du réseau, et ils seront tabulés une fois pour toutes avant tout
calcul Monte-Carlo. Ils tiennent compte de I’écrantage du aux interactions avec les élec-
trons, ainsi que celles existantes avec les particules appartenant aux réseaux répliqués. Le
potentiel d’interaction Coulombienne renormalisé est donné par :

o L al 1 1 & 1 1 1 e

o= m 3 D\ v o (v ) W e
(2.14)

ol le premier terme traduit I'interaction Coulombienne entre les nucléons, le second celle

entre les nucléons et les électrons, et le dernier celle entre les électrons. La somme sur 7

spécifie que I'on réplique M fois le réseau uniformément selon les trois directions de I’espace.

Nous avons démontré [32] a I’aide de développements multipolaires, que pour une distance
r;; donnée, la constante d’interaction converge trés vite vers une valeur finie. Une dizaine
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de répliques dans chacune des trois directions de I’espace suffit amplement afin d’obtenir
une excellente convergence et ceci pour des boites ayant un volume supérieur ou égale a
N = 53. On peut également remarquer que ces éléments de matrice sont symétriques :

Ci; = Cjs (2.15)

et que si 'ensemble du réseau est entiérement occupé, chaque nucléon verra sa propre
charge écrantée par celle de la charge électronique répartie sur le méme site. Dans ce cas
d’occupation compléte, localement on aura sur chacun des sites ¢ du réseau une charge
nulle, ainsi qu’'une suppression globale de I'interaction Coulombienne qui se refléte par une
autre propriété des éléments de matrices C;; ot :

N
> Cy=0 (2.16)
=1

qui traduit la neutralité globale du systéme. La condition de périodicité doit étre également
respectée afin de s’affranchir des effets de bords de la boite. On peut réécrire la constante
de couplage C;; sous une forme plus compacte |32 :

Cy = i S 9217
77 M M Z (\rm +iLll" N Z |70k +nL| ) (217)

ou l'astérisque indique que le réseau a la topologie d'un réseau a bords périodiques. Ceci
correspond a redéfinir la selon la condition suivante :

pour chaque direction de I'espace. La distance totale s’écrit :

i = \/Ax?j + Ayd + Az (2.19)

Nous pouvons observer que la propriété d’invariance par translation et respectée avec la
définition (2.19) : I'interaction Coulombienne entre deux sites ne dépend que de la distance
qui les sépare.

En tracant le potentiel Coulombien renormalisé (2.2.3), on peut constater qu’il a une
forme quasi en 1/7. Le terme d’auto-interaction pour les distances nulles est physique, et
provient de I'interaction d’une particule avec ses propres répliques. Notre méthode perme-
ttrait une implémentation exacte de I'interaction Coulombienne pour la matiére d’étoile
tout en s’affranchissant des effets de bords du réseau, si la distribution de la matiére était
véritablement périodique. Ceci reste évidemment une approximation dans le sens ou la
longueur de corrélation sera restreinte par la dimension linéaire du réseau. Nous revien-
drons sur cette approximation a la fin du chapitre. Aprés avoir formulé les expressions des
Hamiltoniens d’interaction nucléaire et Coulombienne, nous allons maintenant étudier les
relations d’équivalence entre le modéle d’Ising et le modeéle Ising-Star.

2.2.4 Isomorphisme avec le modéle d’Ising.

Une des propriétés remarquables du modéle de gaz sur réseau, et plus particuliérement
celle de notre modéle dans ce contexte astrophysique, est celle d’isomorphisme avec le
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0.4~

5

F1G. 2.2 — Représentation de la matrice Cj; calculée pour 10 répliques, en fonction des
distances discrétes r;; accessibles sur un réseau V' = 53.

modeéle d’Ising. En effet on peut retraduire la variable nombre d’occupation n; d’'un site ¢
donné en terme de spin s; = :I:% ol la connexion entre ces deux variable est simplement
donnée par :

1

On aura donc une orientation “up“ du spin si le site est occupé, et une orientation "down*
si celui-ci est vide. On peut ainsi récrire I'ensemble des observables de notre systéme dans
I'espace des spins. Une des quantité les plus intéressantes a regarder dans cet espace, est
la quantité Hrua — A, qui va nous donner la valeur du potentiel chimique p a imposer
si 'on souhaite étudier la criticité du systéme. En utilisant les propriétés des éléments de
matrice Cj; régis par les équations (2.15) et (2.16), on peut la réécrire tel que :

N N N
K N (3
Hryotal — pA = —¢ g 5i8; + 5 E E Cijsis; — (3 + ) ;:1 Si— o (56 + ,u) (2.21)

<i,j> i=1 j=1

et par identification, notre modéle est équivalent & un systéme magnétique en interaction
a courte et longue portée, soumi & un champ magnétique externe B = (3¢ + ). On peut
réexprimer I’équation précédente comme :

HTotal - ,U/A = HIsing + HCoul - BM + C (222)

ot M = Zf\il s; est 'aimantation du systéme, et C une constante. Le modéle d’Ising a pour
paramétre d’ordre 'aimantation Mqui doit s’annuler au point critique. L’isomorphisme
(2.21) montre que pour le modéle de gaz sur réseau, le paramétre d’ordre est la densité
p = (M/N +1/2). Si I'on souhaite étudier la possibilité d’avoir un point critique avec
le modéle Ising-Star, il faudra travailler en champ magnétique externe nul (ou en fixant
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p = 1/2), c’est a dire que notre potentiel chimique critique devra respecter la relation
fhe = —3€.

Le modéle Ising-Star peut étre connecté au modéle ferromagnétique frustré par un
terme d’interaction Coulombienne [33, 34|, et qui est décrit par le Hamiltonien suivant :

NM
K 8;8
Hro=—¢ Y sy +5nr > 0 (2.23)
' i#j

En imposant la condition = p., la liaison entre les deux modéles est donnée par :

K 3
Hrgpat — 1A = Hye — —M? + N (2.24)
2r 4
ou
M N
1 1 1 1
—=lm — > = > —— 2.25
P LN L T (2:25)

Dans le cas ou 'on ne considére qu’une interaction entre proche voising, 'isomorphisme
entre le modéle de gaz sur réseau dans I’ensemble grand canonique et le modéle d’Ising
est parfaitement respecté [24|. Si I'on revient au cas des systémes chargés donnée par
I'équation (2.24), on remarque que l'isomorphisme entre le modéle Ising-Star et le modéle
ferromagnétique frustré est uniquement respecté si ’on impose la contrainte M = 0. Cette
contrainte ne correspond pas a la thermodynamique de l’écorce de la proto-étoile, car
cette derniére est décrite pour des trés faibles densités telles que typiquement p < 1/2,
c’est a dire pour une aimantation preferentiellement négative. Toute fois si 'on travaille
dans I’ensemble grand-canonique on obtiendra toute une distribution de M, et on pourra
par échantillonnage considérer la réponse physique qui nous intéresse. Finalement il faut
remarquer que la présence du terme non-linéaire M? va affecter directement la courbure de
la distribution du paramétre d’ordre, et donc modifier les propriétés des phases du modéle
Ising-Star qui est défini pour tout M par rapport au modéle ferromagnétique frustré qui
n’est défini que pour M = 0. En effet il est bien connu que le fait d’imposer une contrainte
sur le paramétre d’ordre peut modifier statistiquement la thermodynamique du systéme
[35], et donc a priori nous nous attendons pas dans le modéle Ising-Star a retrouver le
méme diagramme de phase que dans les travaux des références |33, 34|.

2.2.5 Le modéle Ising Star & température finie.
L’ensemble multi-grand-canonique.

[’ensemble statistique dans lequel nous allons effectuer nos calculs doit étre judicieuse-
ment choisi, et tout particuliérement si I’on souhaite remonter a 'intégralité du diagramme
des phases de la matiére d’étoile. La meilleure possibilité est d’obtenir des spectres en den-
sité a différentes températures. L’ensemble statistique permettant de procéder a ce genre
d’étude est I'ensemble grand canonique, ou la probabilité d’avoir un état microscopique
(n) donné est définie par :

exp (=B (E™ — pA™))
Z (8,1, V)




2.2. LE MODELE ISING-STAR. 21
ou

Z(B,p) = / W (E, A, V)exp (—3 (E — uA)) dEdA (2.27)

ou Eet A= Zf\il n; étant respectivement l’énergie et le nombre de nucléons définissant
I'état microscopique, W (E, A, V) la densité des états, et Z (3, 1) la grande fonction de
partition du systéme. Si I'on cherche a étudier 'influence de la frustration Coulombienne
sur la thermodynamique de la matiére d’étoile, on peut étendre I’ensemble grand-canonique
vers l'ensemble “multi-grand-canonique” |24, 27|. Le principe de base est d’attribuer a
chacune des deux observables F, et Fc, les paramétres de Lagrange (3, et ¢ qui leur
seront respectivement associés. On peut ainsi réécrire la probabilité dans cet ensemble
telle que :

exp (—ﬁn (E,S"’ - uA(">) - 5CE§;”)
Z (B, Be, 1)

P (ﬁn, Be,p B, B, AW) = (2.28)

ou
Z (ﬁm 66'7 :u) = /W (Ena EC’> Aa V) CeXp (_ﬁn (En - ILLA) - ﬁC'EC) dEndEC'dA (229)

En faisant varier ces deux paramétres de Lagrange, on teste indépendamment l'inten-
sité de chacune des deux interactions sur la thermodynamique de notre systéme. En ce
qui concerne l'interaction Coulombienne, I’ensemble des calculs va étre effectué a fraction
protonique constante x = 1/3, ce qui constitue une valeur typique pour les proto-étoiles
a neutrons. Néanmoins lors du processus d’évolution de la proto-étoile, la fraction pro-
tonique est un paramétre dynamique qui évolue en fonction du temps. Le fait de faire
varier le paramétre de Lagrange (o est équivalente a faire varier la fraction protonique,
car l'on peut redéfinir a tout moment un nouveau paramétre de Lagrange f. = zfc. La
modification du paramétre de Lagrange associé a I'interaction Coulombienne est donc une
mesure de la variation de la fraction protonique. On peut remarquer que lorsque 1’on con-
traint la condition (3, = (3¢, on retrouve I’ensemble grand canonique usuel pour la fraction
protonique standard imposée & = 1/3. Il en est de méme lorsque I'on impose ¢ = 0. Le
cas de la matiére nucléaire ordinaire (non chargée) est examiné par cette derniére condition.

Réalisation numérique du modéle : P’algorithme de Metropolis.

Afin de générer correctement ’ensemble des événements constituant I’ensemble statis-
tique, I’ensemble des différentes configurations du modéle de gaz sur réseau sont obtenues
par des calculs de type Monte-Carlo. L’algorithme utilisé est celui de Metropolis [36]. Le
principe de la méthode est de partir d’'une configuration (1) donnée. Ensuite nous sélec-
tionnons aléatoirement un site ¢ du réseau, et on lui change son nombre d’occupation.
On obtient ainsi une nouvelle configuration (2) ot les variations de I’énergie totale et du
nombre de particules par rapport a la configuration (1) seront données par :

1,2 2 1
AESFOta).l = E”(Fo)tal - E"(Fo)tal (230)
AALD =A@ _ A0 (2.31)

Dans le cas ot la variation de la quantité AE%QI — nAAL?) est négative, la configuration
(2) sera conservée. Dans le cas contraire, on calculera le rapport des probabilités des deux
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. , (2) N , . s .
micro états A2 = %, que l'on comparera a un nombre aléatoire tiré entre 0 et 1. Si
A1:2) est supérieur & ce nombre, alors la configuration (2) sera conservée, et rejetée dans le
cas contraire. On peut donc exprimer les deux quantités qui nous intéressent, c’est a dire

la variation de ’énergie totale lorsque 1'on passe de la configuration (1) a la configuration
(2)
AE(Y = AEM + AES? (2.32)

ainsi que le rapport des probabilités :
A2 = exp (=G, (B — AATD) — goAEL?) (2.33)

La variation du nombre de particules du réseau est égale a la variation du nombre d’occu-
pation du site ¢ que I'on a aléatoirement choisi sur le réseau :

AATY = An, (2.34)

Cette quantité sera égale a +1 si une particule est ajoutée, 0 si une particule est déplacée
et égale a -1 si une particule est éliminée. On peut également donner les expressions de la
variation de l'énergie nucléaire qui est simplement régie par :

AEM = —eAn; »  ny (2.35)

<k>;

ol la somme sur k porte sur les sites proches voisins du site 7, ainsi que celle de I'énergie
Coulombienne :

AELY — E® _ g

— g <Z n;Cij + n(2) zz) - (Z n;Cyj + n )]
J#i JF#i
o N
j#i

Pour chaque couple de température (3, Gc) donné, le réseau est initialisé de maniére aléa-
toire, et 'algorithme de Metropolis est ensuite itéré un trés grand nombre de fois afin de
thermaliser le systéme. Cette condition de thermalisation est observée lorsque 1'on atteint
la convergence de la valeur moyenne de toutes les observables, tel que I'énergie d’inter-
action nucléaire et Coulombienne. Une fois les premiers tirages préliminaires effectués,
on peut commencer a comptabiliser 'ensemble des événements. Néanmoins une trés forte
corrélation existe entre les événements (1) et (2) car ils ne différent que par l'occupa-
tion d’un site, et ceci peut biaiser de maniére significative ’ensemble des tirages. Pour
éliminer ces corrélations spurieuses, seul un événement parmi m acceptés par 1’algorithme
Metropolis est utilisé pour le calcul des observables. Afin d’estimer le nombre d’itérations
m nécessaire, entre deux événements non corrélés, il est nécessaire de calculer la fonction
d’autocorrelation |24| définie par :

f (m) _ iv: <E¥Loial - <ETotal>>]\(fE"(FZ;T) <ET0tal>> (2.37)
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ou m est le nombre d’itérations séparant deux événements et (Erya1) la valeur moyenne de
I’énergie totale. La fonction de corrélation doit étre négligeable en 1’absence de corrélations.
Afin de valider notre modéle, le test de thermalisation et le test de décorrélation devront
étre effectués, a chaque fois que nous changerons la taille du réseau ou la température
du systéme. Pour donner des ordres de grandeur, lorsque 'on effectue des calculs avec
un réseau de volume V = 10, et pour des températures supérieures ou égales a 2MeV,
la thermalisation requiert environ 500000 itérations, et 5000 tirages sont nécessaires pour
considérer que deux événements sont indépendants.

2.3 Propriétés thermodynamiques de la matiére d’étoile
dans le modéle Ising-Star.

2.3.1 Diagramme des phases pour une matiére neutre et une matiére
d’étoile chargée.

La thermodynamique du modéle d’'Ising correspondant a la matiére d’étoile neutre en
charge est trés bien connue. Le but de ce travaille est d’étudier I'influence de I'interaction
Coulombienne sur cette thermodynamique. La premiére étude que nous pouvons mener,
est d’accéder au diagramme des phases |39, 40| aussi bien pour une matiére d’étoile neutre
en charge que pour une matiére d’étoile chargée. Ce dernier est accessible dans l'espace
(Bn,0Bc) en regardant la distribution du nombre de particules dans ’ensemble multi-grand-
canonique avec le potentiel chimique o = pc. Le calcul consiste a extraire cette fonction de
distribution a 'aide de I'algorithme de Metropolis en faisant varier G, pour différents (¢
fixés. Commencons par le cas le plus simple, c¢’est a dire par le systéme neutre en charge
ou fBc = 0. Il s’agit du cas Ising bien connu dans la littérature, dont le diagramme des
phases est représenté sur la figure (2.3) en ligne tiretée. Cette derniére n’est rien d’autre
que le maximum de la fonction de distribution de particules, et qui correspond a la valeur
la plus probable de la densité pour la contrainte fixée a la limite thermodynamique [41].
Pour les basses températures, c’est a dire pour un grand f,, le systéme est caractérisé
par la coexistence de deux phases, représentées par deux pics de méme amplitude dans la
distribution des événements. L’un représentant la phase gaz pour les basses densités, et
I’autre la phase liquide pour les plus hautes densités. Cette coexistence de type liquide-gaz
se termine par un point critique du second ordre (fig(2.3) point 2). Nous confirmerons par
la suite les propriétés de criticité de ce point transition a 'aide d’une étude de finite size
scaling. Au dela de ce point de transition, nous avons une phase fluide donnée par un unique
pic, ot 'on ne distingue plus le liquide et le gaz. On peut rééditer le méme calcul pour
la matiére d’étoile chargée en augmentant progressivement la valeur de Go. On constate
que la phénoménologie est similaire lorsque I'on compare notre systéme chargé au systéme
neutre. Néanmoins on remarque que le point de transition (fig(2.3) point 4) croit lorsque
I'on augmente (¢ et il nous est impossible pour I'instant de déterminer si il s’agit d’un point
critique ou non. Cette augmentation du point de transition avec J¢ est un résultat opposé
a celui qui a été obtenu pour de nombreux systémes frustrées par interaction Coulombienne
[25, 26, 27, 28, 29]. L'un des exemples est celui du modeéle d’Ising frustré utilisé pour les
noyaux atomiques, oul la zone de coexistence a tendance a étre réduite |24|.

Toutefois dans aucun des systémes étudiés la charge des particules est écranté par un
fond homogéne de signe opposé, comme il est le cas dans la matiére d’étoile. Un calcul de
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F1G. 2.3 — Calcul Metropolis pour un réseau de volume V = 103. Les lignes donnent les
maximas de la distribution du nombre de particules pour chaque température (3,. (a) La
ligne tiretée représente la diagramme des phases pour le modéle d’Ising usuelle (6o = 0).
La ligne continue représente le systéme chargé, avec Gc = 0.83¢ qui correspond a une
fraction protonique typique x = 1/3. Les points (2) et (4) représentent respectivement les
températures limite pour S = 0 et Sc = (,. (b) Diagramme des phases dans I’ensemble
multicanonique ou l'inverse de la température limite 3, est en une fonction de (. Les
points (1) et (3) sont utilisés dans la figure (fig(2.4))

RMF a température nulle |14]| pour la matiére d’étoile suggére au contraire que la zone
de coexistence s’élargit si I'on tient compte des effets de la frustration Coulombienne. Nos
calculs sont en accord qualitatif avec ce résultat, dans le sens ot l'on prédit une persis-
tance de cet effet a température finie. Regardons maintenant 'influence de la frustration
Coulombienne sur la criticité de notre systéme.

2.3.2 Etude de la criticité de la matiére d’étoile.
Etude dans le plan (E,, E.).

Nous allons voir que regarder I’ensemble des événements dans le plan (FE,, E.) [39]
va nous permettre de comprendre pourquoi ltempérature de transition augmente lorsque
I'on tient compte de la frustration Coulombienne, et que 'on peut également obtenir une
premiére indication du fait que le point limite n’est pas un point critique. Considérons
dans un premier temps le systéme neutre, ou I’'observable E¢ ne représente pas une énergie
Coulombienne physique, mais elle mesure la compacité du systéme. Cette derniére n’entre
pas en compte dans la fonction de partition puisque 'on a considéré S = 0 et les partitions
clustérisées avec une haute contribution de ’observable Es pourront étre explorées. En
partant d’un systéme sous critique (point 1) ot 'on distingue les deux phases pures, vers
un systéme critique (fig(2.4) point 2), on peut remarquer que I'on explore une trés large
collection d’événements dans le plan (£, E.). Si ’'on passe maintenant du systéme neutre
a la température de transition vers le systéme chargé (fig(2.4) point 3) qui est exactement
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F1G. 2.4 Distribution de probabilité dans le plan (F,,, E.) ou les quatre points correspon-
dent a ceux localisés dans la figure (2.3). Les calculs réalisés pour des réseaux de volume
V = 10% et V = 20° sont respectivement représentés par les points et les traits continus.
Les points (1) et (3) représentent la distribution bimodale en dessous du point de tran-
sition. Les points (2) et (4) représentent la phase mixte a la température limite, ou I'on
observe 'existence d’un phénomeéne critique au point (2) et son absence au point (4).

a la méme température tout en imposant o = [3,, on retrouve les deux phases pures,
ot I'énergie Coulombienne tend a étre minimale tandis que pour les densités proches de
p/po = 0.5 elle est plus élevée. La charge des nucléons est exactement compensée par
celle des électrons si la distribution des nucléons est homogéne, c’est a dire dans les phases
pures. De telles phases sont donc favorisées si B # 0. Le retardement du point de transition
(point 4) est entiérement di a I’écrantage des électrons. Cet effet est observé car nous avons
imposé un fond d’électrons uniforme, c¢’est a dire que nous avons considéré une polarisation
négligeable des électrons par les nucléons. A l'aide de ce diagramme on peut également
distinguer la suppression de criticité pour le systéme chargé. Commencons d’abord par
relier la fonction de corrélation o a la densité d’énergie Coulombienne. A la limite continue
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nous pouvons écrire :
;7 . o
= /
< > QV/ / 7 drdr o<27m/0 o(r)rdr (2.38)

o(|ri —75) = (dnidny)
= (nin;) — (i) (n;) (2.39)

et 'on prendra pour notation dans la suite de I'exposé o(|7; — 75|) = 0 ;. Au voisinage
d’un point critique, o(r) admet la forme analytique suivante :

avec

() oc ST/

o (2.40)

ou ¢ est la longueur de corrélation, D la dimension de I'espace et 1 un exposant critique
égale a 0.0375 pour le modéle d’Ising. Les phénoménes critiques étant caractérisés par une
divergence des longueurs de corrélations, la fonction de corrélation tendra vers une con-
stante et par conséquent, la densité d’énergie Coulombienne divergera elle aussi a son tour.
Ceci est parfaitement possible pour o = 0, car I’énergie Coulombienne Eq ne rentre pas
dans le poids statistique. Etant donné que la divergence des longueurs de corrélation va
étre limitée par la taille finie du réseau, il est nécessaire d’effectuer ce test pour différentes
tailles afin d’en apprécier les effets. Si 'on revient au cas du systéme neutre en charge,
la divergence de la densité d’énergie Coulombienne est confirmée lorsque I’'on augmente la
taille du réseau, et nous sommes donc bien en présence d’'un phénoméne critique. Par contre
si 'on considére le systéme chargé au point de transition, la densité d’énergie Coulombi-
enne converge vers une constante a la limite thermodynamique. Cela donne une premiére
indication de la suppression de la criticité du point de transition lorsque ’on tient compte
de la frustration Coulombienne. Notre modéle semble donc ne pas appartenir a la classe
d’universalité d’Ising. Pour appuyer notre argumentation nous allons maintenant réaliser
des calculs de finite size scaling [37, 38, 39, 40| afin de confirmer ce résultat.

Finite size scaling.

Nous avons déja remarqué qu’'une véritable divergence de la longueur de corrélation
ne peut pas étre atteinte avec la réalisation numérique de notre modéle. En effet, bien
que la méthode des répliques permet d’intégrer exactement l'interaction Coulombienne en
éliminant tout effets de bord, la longueur de corrélation reste limitée par la dimension
linéaire finie du réseau. Dans cette condition, I’étude de la criticité passe nécessairement
par une étude des lois d’échelle avec des technique connues dans la littérature sous le
nom de "‘finite size scaling". Nous allons montrer que le modéle Ising-Star comporte une
suppression des lois d’échelle qui caractérisent tout point critique. Une des premiére lois
d’échelle |37, 38| qui peut étre utilisée, est celle reliant la convergence de la température
critique a la taille du réseau :

Te(L) — To| oc LYY (2.41)

ol v est un exposant critique qui peut étre également relié a la longueur de corrélation
par :
E(t) o t™” (2.42)
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avec t = T'/Tc — 1. Si I'on considére le systéme neutre, on retrouve la bonne valeur pour
cet exposant critique (fig(2.5) point a) : ¥ = 0.66. Il en est de méme pour la température
limite qui converge vers la valeur finie Tx = 1.128¢ lorsque 1’on augmente la taille du réseau.
Revenons maintenant au cas de la matiére chargée (fig(2.5) point b), o la température
limite Tj;,, = 1.201€ est atteinte quelle que soit la taille du réseau. Cela nous indique donc
que l'exposant v tend a étre large. Nos résultats numériques sont compatible avec v = oo,
ce qui implique que la longueur de corrélation est finie au point de transition.

On peut également définir un ensemble de lois d’échelles pour la susceptibilité magné-
tique [37, 38| x = >, ; 0i;/T avec :

Ly oc (LMY|t))™Y si € < L, T > Tym(L) (2.43)

ol 3 et v sont deux autres exposants critiques. Cette lois tend vers une constante indépen-
dante de la taille du réseau et de la température lorsque pour le point critique on atteint
la limite & = L. Pour les températures inférieures a la température limite, la susceptibilité
présente un saut entre les basses densités < n >q et les hautes densités < n > ou le
paramétre d’ordre Ap =< n > — < n >q varie avec une loi d’échelle comme :

Ap o |t|° (2.44)

avec laquelle on obtient une lois d’échelle du premier ordre pour la suceptibilité donnée
par :

x o< t*° L4 (2.45)
ot le paramétre d définit une lois dite d” hyperscaling® entre les exposants v, et v selon :
2
g 2120 (2.46)
v

On peut finalement condenser ’ensemble des lois d’échelles pour la susceptibilité avec :

(LY"[t)=  sié < L, T > Tiim(L)
L™y oc & (LV7|t])2° si € < LT < Tim(L) (2.47)
Constante sié~ L

En utilisant I'ensemble de ces lois d’échelles pour le systéme neutre, on retrouve les ex-
posants critiques de la classe d’universalité d’Ising (fig(2.5) partie (c¢)) c’est a dire  pour
T < Tiim(L) et v pour T' > Tj;n (L), avec 'exposant critique v fixé qui a été déterminé
auparavant avec la loi d’échelle sur la température limite (fig(2.5) partie (a)). L’ensem-
ble de la méthode est consistant. Nous confirmons également la relation d’hyperscaling
v = 3v — 203, ainsi que la convergence des lois d’échelle a la température limite vers une
unique constante indépendante de la taille du réseau. Si ’on revient maintenant au cas
du systéme chargé, on a trouvé précédemment que v — oo (fig(2.5) partie (b)), ce qui
implique que v/v — 0, et 'on remarque que seuls les points avec une température trés
grande devant la température limite convergent vers une seule et unique droite (fig(2.5)
partie (d)). Pour les températures inférieures a la température limite on a une dispersion
des droites dépendante de la taille des réseaux. Il en est de méme a la température limite
ot les lois d’échelle convergent vers une constante dépendante de la taille du réseau.

Ces résultats démontrent clairement que la frustration Coulombienne supprime la crit-
icité a la température limite. Le modéle Ising-Star ne peut étre répertorié dans la classe d’u-
niversalité d’Ising et cela confirme ’ensemble de nos résultats établis dans le plan (E,, E¢).
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F1G. 2.5 — Ensemble des calculs de Finite Size Scaling pour le systéme neutre (partie de
gauche) et pour un systéme chargé (partie de droite). Les parties (a) et (b) représentent
I’évolution de la température limite en fonction de la taille du réseau, avec un extrapolation
vers la limite thermodynamique. Les parties (¢) et (d) correspondent a I'étude des lois
d’échelle sur la susceptibilité. On remarque une trés bonne consistance pour G = 0 et une
nette violation lorsque B¢ = (,.
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2.4 Conclusions et perspectives concernant le modéle
Ising-Star.

Dans le cadre de notre modéle Ising-Star, nous avons démontré que la frustration
Coulombienne a tendance a élargir la zone de coexistence liquide-gaz avec une augmenta-
tion de la température limite pour le point de transition. Ce résultat est en opposition au
cas des systémes finis tels les noyaux atomiques, ce qui est entiérement di a I’écrantage des
électrons. Nous avons également démontré a 'aide d’une étude dans le plan (E,,, E¢), ainsi
qu’avec des calculs de "finite size scaling” que la criticité du point limite était supprimeée, et
que le modele Ising-Star n’appartient & aucune classe d'universalité car il n’admet pas de
point critique. La suppression de la criticité implique que l'opacité de la matiére d’étoile
aux neutrinos est finie, et elle ne peut pas induire un piégeage complet de ces derniers
dans I’écorce des proto-étoiles a neutrons [9]. Il est également possible que la frustration
Coulombienne induise d’autre points de transitions a plus basse température et que ’'on
retrouve les phases "pastas”. Nous n’avons malheureusement pas étudié I'existence de ces
phases a plus basse température, car les temps de thermalisation pour des températures
inférieures a quelques MeV croissent de maniéres assez significatives. Il serait envisageable
de regarder cette partie du diagramme des phases en utilisant une méthode de “parallel
tempering® [42, 43| afin d’accélérer la thermalisation pour les basses températures. Cette
méthode consiste a faire des calculs de type Métropolis en effectuant des échanges de
configurations entre systéme a différentes températures. Une des autres perspectives in-
téressantes serait de tenir compte des effets liés a 1'isospin sur le déplacement du point de
transition.

I1 faut noter que I'ensemble des résultats obtenus avec le modéle Ising-Star est entiére-
ment générique, et ces résultats devraient continuer a étre qualitativement valides pour un
Hamiltonien réaliste. Du point de vue quantitatif, seulement un modéle qui utiliseraient
des interactions effectives optimisées sur la matiére nucléaire et inclurait la nature fermion-
ique des nucléons, nous pourrions véritablement estimer de maniére fiable I’augmentation
de la température limite, et la position des lignes de transitions de phase. Nous allons
maintenant essayer de confirmer le résultat Ising Star a l'aide du groupe de renormalisa-
tion. Nous essayerons par ce biais de comprendre pourquoi et dans quelles conditions on
peut avoir une suppression des phénomeénes critiques lorsque 1’on combine des interactions
a courte et longue portée.
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Chapitre 3

Utilisation de la méthode du groupe de
renormalisation pour étudier la criticité
d’un systéme de spins interagissant a
I’aide d’une interaction de portée
infinie.

3.1 Introduction.

Dans le chapitre précédent, nous avons donné plusieurs arguments pour montrer que
la température limite de la transition de phase du modéle Ising-star ne correspond pas
a un point critique. Les mémes conclusions sont obtenues dans la référence [33, 34] pour
un modéle similaire, ou les auteurs montrent que le point limite correspond a une transi-
tion du premiére ordre. Ce résultat implique en particulier que la longueur de corrélation
est finie, pour toute valeur de température de la matiére d’étoile, et par conséquent le
phénoméne d’interaction cohérente entre les neutrinos. LLa matiére ne peut pas avoir une
grande influence sur 'opacité des neutrinos tout au moins en ce qui concerne les collisions
élastiques |7, 8, 9, 10]. Il s’agit d’un résultat important, et il est essentiel de s’assurer qu’il ne
dépend pas du modéle utilisé pour modéliser la matiére d’étoile. En particulier dans notre
analyse Ising-star, I'hypothése clé nécessaire a 'obtention de ce résultat était I’absence de
polarisation du gaz d’électrons, que nous avons modélisé comme un fond homogéne. Une
polarisation du gaz d’électrons agirait comme un écrantage partiel de I'interaction Coulom-
bienne entre protons, ce qui peut étre équivalent a un changement de la portée effective de
I'interaction Coulombienne. Il serait donc trés intéressant de disposer d’un outil théorique
permettant d’étudier I’existence de point critique, en fonction de la présence de forces frus-
trantes de différente portée. L’objectif de ce chapitre, malheureusement pas entiérement
achevé par manque de temps, est de fournir un tel outil a ’aide de la méthode du groupe
de renormalisation appliquée a un systéme de spins en interaction.

Si I'on part initialement d’un systéme de spins interagissant uniquement avec leurs
proches voisins, a la température critique T, le systéme présente des propriétés remar-
quables, dont 'une des principales est la divergence des longueurs de corrélation, si bien
qu'un spin donné ressentira 'influence de tous les spins du réseau. Cette divergence des
longueurs de corrélation se traduit également par une propriété d’invariance d’échelle du
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systéme, c’est a dire que si I'on effectue progressivement des photographies successives, et
ceci a des résolutions différentes, le systéme conservera les mémes caractéristiques. Pour
une telle situation la technique du groupe de renormalisation consiste a réduire le nombre
de spins en interaction en effectuant progressivement des transformations d’échelle succes-
sives sur le systéme initial. On part donc d’une échelle donnée, a partir de laquelle on va
former des super-blocs de spins, tout en déterminant les nouvelles constantes de couplage
de la nouvelle échelle & partir de celles de I'ancienne échelle. Ceci va constituer une TGR
(Transformation du Groupe de Renormalisation), technique qui a été fortement utilisé
au cours des années 70, pour le cas des systémes de spins en interaction a courte portée
|44, 37, 45, 46, 47, 48, 49, 50]. A la température critique T, la TGR vas se traduire math-
ématiquement par I'existence d’un point fixe instable : il existe une échelle donnée a partir
de laquelle les constantes de couplage ne sont plus modifiées par une application successive
de la TGR. Le but de ce chapitre sera de proposer dans un premier temps, une TGR plus
générale qui s’applique aux systémes de spins en interaction a longue portée, et que nous
appellerons TGGR (Transformation Générale du Groupe de Renormalisation). L’idée sera
ensuite de I'appliquer au cas pratique du modéle Ising Star [39, 40|. Etant donné que ce
dernier n’admet pas de point critique, nous devrons confirmer que ce celui-ci ne vérifie pas
I’équation du point fixe sous une TGGR. Nous terminerons ce chapitre en évoquant des
futures perspectives pouvant étre appliquées a d’autres modéles plus généraux, afin d’é-
tudier la possible influence d’une polarisation du gaz d’électrons sur la thermodynamique
des étoiles a neutrons.

3.2 Transformation générale du groupe de renormalisa-
tion (TGGR).

Au cours de cette sous-partie nous allons présenter le formalisme de base de la TGGR.
Considérons un systéme de spins en interaction, ot la topologie, et la dimension du réseau
peuvent étre quelconque. Le pas du réseau est égale a "L", et le Hamiltonien du systéme

est donné par :
H==Y Jup <
a7ﬁ

ol la somme court sur les sites du réseau, et nous avons fait 'hypothése que I'interaction
ne dépend que de la distance relative entre deux sites. La forme de I'interaction J, g peut
étre quelconque, et 'on peut aussi bien mélanger des interactions de portée finie, que des
interaction de portée infinie. On peut aussi mélanger des interactions ferromagnétiques
et anti-ferromagnétiques, ou ne considérer qu'une seule des deux. Nous prendrons pour
notation dans la suite de 'exposé que :

Cop=BJap (3.2)

ot [ est 'inverse de la température. L.’idée du groupe de renormalisation est de former des
blocs de spins o/, qui traduisent le changement d’échelle d’un facteur "L" ou :

' = R[S, (3.3)

ol T

&—ED a5 (3.1)

et la valeur S!, du super-bloc est donnée par une régle qui est différente selon la dimension
du spin S, :

Sty = max (fu(S5)) (3.4)
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avec

far(S) = _6(Sa—9) (3.5)

aca!

On peut remarquer que pour le cas particulier ou chacun des spins du réseau est égal a
S = %1, alors la valeur du spin S, du super-bloc sera égal au signe de la somme des spins
originels appartenant au super-bloc o/, et les relations (3.4) et (3.5) se réécrivent sous la
forme suivante :

S!, = signe (Z Sa> (3.6)

aca’

Pour que la définition du super-bloc de spin (3.4) donne bien une valeur de spin, on réalisera
des super-blocs uniquement a partir d’un nombre impair de spins, et ceci pour les Nont
configurations possibles des spins initiaux :
LD
Nconf = Nspin (37)
ou "D" est la dimension du réseau, Ngjes est le nombre de spins regroupés pour former un
super-bloc :

Niites = LP (3.8)

Ngpins st le nombre de valeurs possibles du degré de liberté, qui est égal a 2 pour le cas
particulié d'un spin % qui nous intéresse. L’expression du couplage renormalisé sera définie
a partir des anciennes constantes de couplages de I'ancienne échelle par une transformation
d’échelle qui peut s’écrire :

;/75/ == R [Ca7ﬁ] (39)

L’enjeu essentiel de la procédure de renormalisation est de trouver les expressions de ces
nouvelles constantes de couplage a la nouvelle échelle. La condition a respecter pour que
la transformation de renormalisation représente bien une différente échelle, et non une
perturbation du systéme physique, est que les caractéristiques thermodynamiques soient
invariantes par changement d’échelle. Ceci est vérifié si le logarithme de la fonction de
partition Z n’est pas affecté, et ceci & une constante preés, par la TGGR, c¢’est a dire si :

7 = Z e PHIS] o Z e A HIS (3.10)
[S] (5]

ol
Ngpins
> =11>. (3.11)
[S] a Sy

Si l'on considére un bloc particulier S’, sa valeur est entiérement déterminée par la valeur
des spins qui le constituent, mais I'inverse n’est pas vrai car pour une méme valeur du
bloc, ils existent plusieurs configurations possibles des spins a l’échelle inférieure. Il en
sera de méme pour l'expression des constantes de couplage, sauf pour le cas particulier
des points fixes que nous expliquerons par la suite. Ce qui explique pourquoi le groupe
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de renormalisation n’est pas un vrai groupe, mais un semi-groupe : on ne peut effectuer
les transformation d’échelle que dans un sens donné, c’est a dire des petites échelles vers
les plus grandes. Si nous fixons notre attention sur un super-bloc quelconque o', on peut
définir la relation suivante :

Nspins
Z ) <S{1, — signe <Z Sa>> =1 (3.12)
s,

aca’

et qui peut encore s’écrire

!

a aca!

Nspins
Z 4 (S{l/ — signe <Z Sa>> =1 (3.13)
S;,
ou aussi
> s (S;, — signe (Z Sa)> =1 (3.14)
[S'] aca’

On peut decomposer le Hamiltonien total a I’ancienne échelle, par une somme de deux
Hamiltoniens tel que :

H[S] = Ho[S] + Hi[9] (3.15)

ot Hy est la somme des interactions entre spins appartenant & un méme bloc o/, et H; est
le Hamiltonien qui tient compte des interactions entre super-blocs de spins de la nouvelle
échelle. La fonction de partition associée a H, peut étre factorisée sur les super-blocs. En
effet les super-blocs sont indépendants entre eux en ce qui concerne H :

Ho[S] = " h§ (3.16)

ot opérateur h§ = — > sear Ja,8525 n'inclue que les interactions a 'intérieur du super
bloc o/, ce qui implique que :

Zy = Z exp (—BHy[S])

[S]

_ o
= [I%

a/

= ()N (3.17)

ot N est le nombre de spin initial, et la fonction de partition du super-bloc o est donnée
par :

28 = Zexp (—ﬁhgl/) (3.18)

[S]"

A Nopi : T
ou la somme Z[sy = [loca 2og"™ est restreinte au super-bloc o, c’est a dire celle cor-

respondant & une somme sur les N.o,¢ configurations. Etant donné qu’ils n’existent que
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Ngnins valeurs possibles pour chaque spin S, & toutes les échelles de renormalisation, on
p )
peut mettre en évidence dans la fonction de partition Zj, la somme sur toutes les partitions
correspondantes a chaque valeur du spin. En effet nous pouvons écrire :

Ngpins
2 =Y (9 (3.19)
avec ’
Z 4] ( — signe (Z Sa>> exp <—ﬁh8‘l) (3.20)
[S) aca’

et on peut aussi définir pour le systéme total :

Z(s) = T[S

= (25 (SN (3.21)

Nous pouvons remarquer que dans le cas général, la relation entre Z; et Zy(S’) est non-

triviale ou :
a/

spms
- H 2
a/

splns

£ Z Z(S") (3.22)

Toutefois dans le cas particulier d’une invariance du Hamiltonien hg‘/ par rapport a la
direction de ’aimantation du super-bloc, comme notamment dans le cas du modéle d’Ising
standard en I’absence de champ magnétique, et aussi dans le cas du modele Ising-star,
alors Zy(S") = Zy(—S') et la quantité Zy(S’) est effectivement une mesure de la fonction
de partition de H, par :

Zo = (Nypins) V2" Z(S") (3.23)

L’expression (3.21) de Zy(S’) ne comporte quune somme sur les interactions entre les
spins qui constituent un super bloc o/, et cela peut étre calculé en pratique de maniére
analytique. Nous pouvons maintenant déterminer I’équation qui nous donne l’expression
du Hamiltonien renormalisé. En partant des équations (3.14), (3.15), et (3.21) on peut
écrire I'expression suivante :

Z = Y et

[S]
= ZZ(S (S — signe (ZS )) ~BHo[S]g=BH[S]
[S] 9] aca’

Z Z[S ( — signe (Zaea, Sa)) e—BHo[S }e—ﬁHI[S]Z )
5] Z[S] 0 (Sa — signe (Zae(x’ Sa)) e—BHo[S] 0

= ) (eI 7y () (3.24)
'
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et par identification on en déduit la relation formelle qui lie le nouvel Hamiltonien H'[S’]
a celui de 'ancienne échelle :

e M5 = (781 7y () (3.25)

Cette expression ne peut étre évaluée exactement. Une solution consiste a développer cette
expression en cumulants (|37, 46, 47, 48, 49, 50|), et restreindre le développement aux
premiers ordes. Au premier ordre, remplace simplement la moyenne de I’exponentielle, par
I’exponentielle de la moyenne :

In (1)) = — (B[S + 5 (B ISI), — (B0 [SD2) — < ()

2
|
=
@
5

(3.26)

Pour les TGR appliquées au modéle d’Ising, de nombreuses études ont été réalisées a des
ordres supérieurs dans le but d’obtenir une meilleure estimation de la température critique
|46, 47, 48, 49, 50|. On peut mentionner que le fait d’augmenter 1'ordre du développement
a pour conséquence de générer des couplages a plus longue portée. La puissance des ordina-
teurs actuels permet d’obtenir des estimations de la température critique bien plus précise
par méthode Montecarlo [38], et le développement en cumulants d’ordre supérieur n’a plus
le méme intérét que dans les année 70. Nous nous intéressons a la TGR afin d’obtenir
des informations qualitatives (présence ou non de criticité) sur les systémes présentant
des interactions a longue portées. Le développement au premier ordre est a ce but suff-
isant et avec notre approximation, nous pouvons maintenant déterminer les constantes de
couplages a la nouvelle échelle. En effet I’équation (3.10) implique :

FH'[S') = 3 (H[S)), (3.27)
et en considérant la définition de H;, nous avons aussi :

ClrgSaSiy =D Cap(SaSs), (3.28)

aea’,Bepf’

ot la somme « et § est effectuée sur les spins qui constituent les deux super bloc o et 3.
Nous avons ainsi Nyes X Nsites = L>P termes pour le membre de droite. Etant donné que la
valeur moyenne dans l’expression précédente ne s’effectue que sur un super-bloc donné, et
que I'ensemble des spins S, et Sz appartient & deux blocs différents, on peut simplifier son
écriture en explicitant la moyenne du produit des spins, comme le produit des moyennes :

ClogSaSy =" Cap(Sa)e(Sa) (3.29)

aead’,fef’

Il nous reste donc a calculer la moyenne (S), de la valeur d’un spin dans une portion
arbitraire du réseau. Une telle moyenne est définie pour I’expression (3.29) par :

Z 555 (S’ — signe (Zaew Sa)) exp (—6h8")
Z[s ( — signe (Za@, Sa)) exp (—ﬁhg’)

(S8)g (3.30)
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ot 3 q) = [T 2o(gy il vient donc :

S S (5 s (S ) e ()
S ] R ) E ey

B >_(sy S0 <Sﬂ/3' — signe <ZB€BI Sﬁ)) (3.31)
- () |

<Sﬁ>o =

c’est a dire la moyenne de la valeur du spin restreinte a un super-bloc en considérant
seulement les configurations qui donnent la valeur du spin du super-bloc. Ceci correspond
a la moyenne avec comme pondération la distribution qui correspond a 28/(5&,). A priori
nous ne connaissons pas la valeur de S/,, donc cette expression est utile si et seulement
si nous pouvons en donner une expression analytique valable pour toute valeur de S/, et
I’on peut en déduire que :

(S)o = (m (B, L)) Sy (3.32)

ou (m (0, L)) est la valeur moyenne de 'aimantation du super bloc de spin considérée.
Son évaluation dépends en générale de la topologie du modéle choisi ainsi que du nombre
de spins Nypins considérés lorsque 'on forme un super bloc. Il est en générale trés difficile
de dériver une expression analytique pour (m (3, L)), et seuls quelques rares cas d’école,
tels que le réseau triangulaire & deux dimensions permettent d’en déduire des expressions
simples. Dans les autres cas, toutefois on pourra recourir a une évaluation numeérique.

Il en découle que I'équation (3.29) peut se réécrire sous une forme plus transparente tel
que :

(/)/,ﬁ’ = <m (ﬁ> L)>2 Z Ca,ﬁ (333)
aca! B
ou plus simplement comme :
C' = (m(B,L))*L*P(C) (3.34)

ou (C) est la moyenne arithmétique des constantes de couplages entre deux super-blocs.
Ce qui constitue la TGGR.

Cette procédure générale redonne, dans le cas particulier d’interactions ferromagné-
tiques entre proches voisins, des expressions connues dans la littérature pour les points
critiques. En effet, si seules les couplages C, s entre sites proches voisins sont non-nuls,
I'équation (3.34) doit étre réécrite comme :

C/ = <m (ﬁ, L)>2 NvoisinsC (335)

ol N,gisins €st le nombre de spins proches voisins existant entre deux super-blocs. Pour le
cas oil les super-blocs ont une topologie cubique, on aura Nyyisins = L. Dans le cadre de
la théorie du groupe de renormalisation, les points critiques sont caractérisés par le fait
que dans ces points, les couplages aprés un nombre suffisant d’étapes de renormalisation
ne sont pas affectés par la TGR :

Ca (o) = R[Cap(Bc)] (3.36)
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ce qui est connu sous le nom de point fixe de renormalisation [44, 37, 45, 46, 47, 48, 49,
50]. En effet I'invariance des couplages sous renormalisation traduit 'invariance d’échelle
du systéme au point critique. On obtient ainsi I’équation du point fixe pour la TGGR
(interaction de portée infinie) :

1
| {(m (Be, L)) | = D (3.37)
ains que celle de la TGR (interaction entre proches voisins) :
1
| (m (Be, L)) | = NlT (3.38)

voisins

Ces deux derniéres équations constituent des lois d’échelle pour I'aimantation d’un super-
bloc de spin. On peut remarquer qu’a la limite thermodynamique dans les deux cas I’aiman-
tation tend vers zéro, comme il est attendu étant donnée que 'aimantation représente le
paramétre d’ordre de la transition. Avant d’appliquer la TGGR au cas du modéle Ising-
Star, nous allons tout d’abord revenir au cas d’école du réseau triangulaire en interaction
a courte portée, et ceci afin d’illustrer le formalisme précédent.

3.3 Application de la TGR au cas du réseau triangulaire
en interaction a courte portée.

[lustrons notre formalisme dans le cas d’un réseau triangulaire & deux dimensions, et
considérons uniquement les interactions entre premiers voisins. Si I’on choisit de former des
super-blocs de spins 1/2 a l'aide de 3 spins originels, on peut remarquer qu’a la nouvelle
échelle les blocs de spins forment eux-mémes un réseau triangulaire. Le nouveau réseau

s

a juste tourné d’un angle de § par rapport au réseau de I'ancienne échelle, et le pas du

réseau a été multiplié par un facteur 32, En utilisant la relation (3.8), on obtient la longueur
caractéristique qui va caractériser la TGR. On a donc Nyjres = LP 01t Nyjtes = 3, L = 3%, et
D = 2. On peut également déterminer 'ensemble de Ny, = 22 configurations possibles a

FiG. 3.1 Image du réseau triangulaire avant, et aprés la procédure de renormalisation.

'intérieur d’un super-bloc, ainsi que I’énergie intra-blocs correspondante Hy[S]. 11 y aura
donc Neons/Nepin = 4 configurations correspondant au super bloc de spin S/, = +1 et de
méme pour le super bloc de spin S/, = —1. Ceci est illustré dans le tableau (3.1).
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Saa Séa Séa ‘S& 6}?6
T | 1 | 1] 1/[-3C,

TAB. 3.1 — Tableau récapitulant toutes les configurations possibles d’un super bloc de spin
dans le cas du réseau triangulaire & deux dimensions. Pour chacune de ces configurations,
on donne I'énergie d’interaction intra-bloc correspondante, ainsi que la valeur du super
spin.

En utilisant la relations (3.18), il vient naturellement la fonction de partition a un bloc
regie par :
2 = eC10 4 37010 (3.39)

et la fonction de partition Zj :

N
3

Zy = (€910 + 3¢~ 1) (3.40)

On en déduit de méme a I'aide de la relation (3.31), la valeur moyenne des spins d'un bloc
o', qui dépende de la valeur du spin S/, selon :

(Sacar) = (m (8, L)) S, (3.41)

avec

(3.42)

e3C10 + e—C1o
e3C10 4 3e=Cipo

(5.0 =

On peut donc déterminer la relation qui donne les nouvelles constantes de couplages a la
nouvelle échelle, dans 'approximation des cumulants au premier ordre :

301,o+ ~C10 \ 2
Cl, = (e ¢ ) 20" o (3.43)

e3C10 4 3e=Cipo

o Nyoisins = 2, ainsi que I’équation du point fixe C}(8c) = Cf, lorsque l'on se trouve a
la température critique :

3C; —Cfg \ 2

e’~10 ;g7 ~10 1

( - — ) = - (3.44)
e’“10 4 3e~ 10 2

ou aussl :

= iln<2\/§+1>
= fPcJ (3.45)
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Aprés résolution, on en déduit que la température critique est donnée par To ~
2.979 x Jy, ce qui constitue un meilleur résultat que celui obtenu a I'aide de la théorie
de champ moyen. En effet en champ moyen on trouve T ~ 6 x J; o, alors que le résultat
exact d’Onsager pour le réseau triangulaire a deux dimensions donne T¢ ~ 3.641 x Ji
[45]. Un développement au cumulants au deuxiéme ordre permettrait de s’approcher plus
précisément de la valeur exacte de la température critique. On trouve dans la littérature
[46, 47, 48] T ~ 3.585 x .J o pour le développement au deuxiéme ordre. Nous allons main-
tenant appliquer la TGGR pour le modéle Ising-Star, et vérifier numériquement que ce
dernier n’admet pas de point fixe.
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3.4 Application de la TGGR au modéle Ising Star.

Nous avons posé le formalisme de base, et illustré son application a ’aide du cas d’école
précédent. Nous allons maintenant confirmer notre résultat Ising Star a I’aide de la TGGR.
Etant donné que nous avons un réseau a trois dimensions, le plus petit bloc de spin que
nous pouvons former sera constitué de 27 spins, soit 227 configurations possibles, ce qui
constitue un dénombrement impossible a réaliser, si 'on souhaite obtenir des solutions
analytiques comme pour le cas précédent. L’'idée est donc de tester numériquement la loi
d’échelle (3.37) pour le modéle Ising Star. Ce test consiste a calculer 'aimantation moyenne
a la température limite pour différentes tailles de boite en utilisant seulement l'interaction
Hy. Ceci en pratique nécessite I’élimination des conditions aux bords périodiques ainsi que
des répliques. Si la loi (3.37) est violée, cela voudra dire que 'on n’a pas de point fixe, et
donc que le point terminal de la zone de coexistence n’est pas un point critique. La figure
(3.2) montre clairement que la loi d’échelle est violée dans le cas du modéle Ising-Star. Il n’y
a donc pas de point fixe pour le modéle Ising-Star, et par conséquent pas de phénoménes
critiques. Nous reconfirmons donc nos résultats de finite-size scaling pour le modele Ising
Star a I'aide du groupe de renormalisation.

1 T T T T T T T T T T T T
3 e Ising* b
[ ] L'D
0 — —]
L] L[] L[] L[] L]
N
T 1 .
oy
4 t ]
£
D ]
g 2| .
—
3 . —
4 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

F1G. 3.2 Evolution du logarithme de (m (5¢, L)) pour différentes tailles de boite. Les cer-
cles pleins représentent le cas du modéle Ising-Star, et les carrés pleins la loi d’échelle (3.37).
On remarque que la loi d’échelle est violée pour le modéle Ising-Star, et cela reconfirme les
résultats de finite-size scaling.
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3.5 Conclusion et perspectives.

Au cours de ce chapitre nous avons établi le formalisme de base de la TGGR applicable
au systéme présentant des interactions de portées arbitraires. A 'aide de la TGGR nous
avons pu vérifier que la loi d’échelle pour I'aimantation n’était pas vérifiée pour le modéle
[sing-Star, confirmant ainsi sa non-appartenance a la classe d'universalité d’'Ising. Une des
perspective intéressante, sera de considérer un effet de polarisabilité des électrons du milieu.
En effet si la polarisabilité n’est pas négligeable, le potentiel d’interaction Coulombienne
devra tenir compte d’un terme d’écrantage, et il sera de type :

e_)‘f|ﬂ
7l

ol A, est la longueur d’écrantage qui devrait étre déduite a partir de cacluls microscopiques
qui n’imposent pas I'’homogeneité du gaz d’électrons [40]. Si A, # 0, I'interaction Coulom-
bienne sera une interaction de portée finie. On peut présentir a I'aide du groupe de renor-
malisation, qu’il existera a partir d’une certaine échelle uniquement des interactions entre
proches voisins pour les super-blocs de spin. Cela devrait avoir pour conséquence 1’appari-
tion d’'un point fixe, et donc la restauration d’un point critique. L’idée intéressante serait de
refaire les calculs du modeéle Ising-Star, mais en tenant compte du terme d’écrantage afin
de vérifier notre intuition. Qualitativement on devrait retrouver la phénoménologie Ising
habituelle. Le Hamiltonien d’interaction Coulombienne aurait pour seule conséquence de
modifier la position du point critique. Si I'interaction (3.46) est couramment utilisée dans
les calculs de dynamique moléculaire classique pour les étoiles & neutrons [8, 9|, il est impor-
tant de remarquer qu’il n’existe pour I'instant aucun modéle microscopique permettant de
la valider. Au contraire, les calculs de champ moyen relativiste |14] ou non-relativiste [40]
prévoient une polarisabilité négligeable pour les électrons, et qui a priori devrait diminuer
a laugmenter de la température. Ceci signifie que ’existence d’'un point critique pour la
matiére d’étoile reste en tous les cas fortement spéculative.

V(r) o (3.46)



Chapitre 4

Le modéle FMD.

4.1 Introduction.

Lors des deux chapitres précédents nous avons étudié la thermodynamique de la croiite
des proto-étoiles a neutrons avec une approche Ising. Nous en avons déduit que l'inter-
action Coulombienne & une influence importante sur cette derniére, dont le résultat le
plus important est I’absence de phénoménes critiques au point de transition. Néanmoins
I’ensemble de ces résultats est purement qualitatif, et ils ont été obtenus dans un modéle
classique, ou l'interaction nucléaire a été simulée a ’aide d’une interaction entre proches
voisins. On a donc besoin d’un modéle réaliste, si ’on souhaite obtenir des prédictions
quantitatives. La thermodynamique exacte des systémes de fermions en interactions étant
irréalisable, on peut toujours employer des approches utilisant certaines approximations.
La thermodynamiques de la matiére d’étoile a déja été étudiée a I’aide d’'une approche de
type Hartree-Fock |51, 52|, mais elle décrit cette derniére comme une matiére homogeéne,
et nous avons vu dans les chapitres précédent que ce n’était pas le cas si 'on est a des
densités inférieures a la densité de saturation py.

Afin de calculer la thermodynamique de la matiére d’étoile tout en tenant compte
des fluctuations de densité, d’autres approches ont été proposés par l'intermédiaire de
modeéles dépendants du temps utilisant le théoréme ergodique. C.J. Horowitz a utilisé un
modéle de dynamique moléculaire classique, plus connue sous le nom de CMD (Classical
Molecular Dynamics), qui résout les équations de Newton pour un systéme de particules
ponctuelles en interaction. Ce modéle est employé dans de nombreuses branches de la
physique [53, 54, 55|, ou le domaine de validité est la mécanique classique. Il est par ex-
emple intensément utilisé en mécanique céleste, et dans certains problémes de physique
de I'état solide ot la mécanique classique est une excellente approximation. G. Watan-
abe et al. ont de leur coté utilisé une approche de dynamique moléculaire quantique plus
connu sous le nom de QMD (Quantum Molecular Dynamics). Ce modéle repose sur le
fait que chaque particule est approximée par un paquet d’onde gaussien dont I'évolution
temporelle du centroide est donnée en résolvant 1’équation de Schrédinger dépendante du
temps. Le modéle QMD a connu de nombreux succés aussi bien en physique moléculaire,
en physique de la matiére condensée, qu’en physique nucléaire |56|. Néanmoins malgré
son nom, il s’agit d’'un modéle essentiellement classique ou certains des degrés de liberté
tel que les largeurs des gaussiennes ou le spin des particules ont été figés. Les équations
de mouvement sont les équations de Hamilton pour un ensemble de points dans I’espace
des phases exactement comme dans le cas CMD. Toutefois il a été agrémenté d’un cer-
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tain nombre d’ingrédients phénoménologiques adaptés a la physique nucléaire, tel que
I'intégrale de collision de Uhling-Uehlenbeck pour simuler les coeurs dur de l'interaction
nucléaire. De plus si I'on souhaite décrire des systémes de fermions ’antisymmeétrisation
de la fonction d’onde n’est pas respectée, et le principe d’exclusion de Pauli est ajouté
a la main en incluant un potentiel dépendant de I'impulsion, qui va simuler cet effet de
maniére approximative. On pourrait donc penser qu’utiliser le modéle Hartree-Fock dépen-
dant du temps plus connu sous le nom de modéle TDHF (Time Dependant Hartree Fock)
[57, 58, 59, 60, 61, 62, 63| serait une excellente solution a notre probléme, pour aller au
déla des approches classique et semi-classique présentées précédemment. Le modéle TDHF
donne l'évolution dynamique en champ moyen de la densité, et il est a I’heure actuelle
I'un des modéles dynamiques les plus utilisés en physique nucléaire. Il permet une trés
bonne description des modes collectifs dans les noyaux, ainsi que des collisions nucléaires
a tres basse énergie. Néanmoins ce dernier ne propage pas les fluctuations de densité, ce
qui constitue un énorme probléme si ’'on souhaite étudier la transition liquide-gaz, et les
phases pasta dans les étoiles. L’introduction des fluctuations de densité nécessiterait 1’im-
plémentation d’un mouvement stochastique dans les équation de mouvement du modéle
TDHF, mais les calculs restent irréalisables pour notre époque [64, 65, 66|. Une solution
possible est d’utiliser une approche dynamique quantique basée sur un principe variation-
nel, ou l'on imposerait les degrés de liberté importants qui nous intéressent, c’est a dire
la possibilité de localiser les particules afin de produire des fluctuations de densité. Au
début des années’80, S. Drozdz et al. et B. Caurier et al. ont proposé un premier mod-
éle permettant de décrire des systémes de fermions [67, 68|, plus connu sous le nom de
modéle TDCM (Time Dependent Cluster Model). Ce dernier a été raffiné au début des
années’90, et deux nouveaux modéles de dynamique moléculaire on ainsi vu le jour. L'un
est le modéle de dynamique moléculaire fermionique proposé par H. Feldmeier, plus connu
sous le nom de modéle FMD (Fermionic Molecular Dynamics) |20, 21, 22|, et 'autre le
modéle de dynamique moléculaire anti-symetrisé proposé par H. Horiuchi et al [69, 70|
dit modéle AMD (Antisymmetrized Molecular Dynamics). Les ingrédients de base sont
similaires au modéle QMD, sauf que pour ces deux derniers, les équations de mouvement
décrivent I’évolution temporelle de paquets d’onde gaussiens, dont la fonction d’onde to-
tale est anti-symetrisée afin de tenir compte du principe d’exclusion de Pauli de maniére
exacte. Les modeéles FMD et AMD sont trés semblables, mais quelques points les différen-
cient. En ce qui concerne le modéle FMD, les largeurs des paquets d’onde gaussiens peuvent
évoluer dynamiquement au cours du temps. De plus, les degrés de libertés liés au spin sont
également pris en compte. Il a aussi été proposé une version du modéle FMD incluant un
corrélateur a deux corps, afin de propager des corrélations quantiques. Néanmoins I'im-
plémentation numérique du corrélateur constitue un effort numeérique assez important,
surtout si 'on souhaite étudier des systémes constitués d'un trés grand nombre de par-
ticules. L’ensemble des ingrédients cités précédemment n’est pas pris en compte pour le
modéle AMD, mais le fait de restreindre 1’évolution dynamique des largeurs des gaussi-
ennes permet d’introduire un mouvement stochastique aux particules. De plus, le modéle
AMD a été raffiné par I’'ajout d’une intégrale de collision entre particules, qui constitue une
deuxiéme source de stochasticité. Les modéles FMD et AMD ont été intensément utilisés
en physique nucléaire |71, 72, 73, 74, 75|, et ont connu d’énormes succés aussi bien dans
la description de certains mécanismes de réaction tel que les réactions de multifragmen-
tation |76, 77, 78, 79, 80, 81|, ou dans la description de la structure des noyaux |22, 75| .
Bien qu’ils n’aient jamais été utilisés en dehors de la physique nucléaire, ils ne sont pas en
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principe restreints a ce domaine de recherche, et pourraient étre employés par exemple pour
traiter des problémes de matiére condensée. I.’approche que nous souhaitons utiliser pour
décrire la thermodynamique de la matiére d’étoile se basera sur le modéle FMD dans sa
formulation originelle, ¢’est & dire sans corrélateur. Le but de ce chapitre sera de présenter
en détail le formalisme de base du modéle FMD. Nous démontrerons également qu’il existe
une connexion non triviale entre le modéle FMD, et le modéle TDHF. Enfin contrairement
au modéle AMD existant qui utilise une interaction nucléaire de type “Gogny” [82, 83|,
nous formaliserons notre modéle a l'aide d’une interaction nucléaire de type “Skyrme”
|84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99|. Nous verrons que le fait de
reformuler le modéle FMD dans un formalisme Skyrme Hartree-Fock, peut présenter de
nombreux avantages par rapport a la formulation originelle de H. Feldmeier si I’on souhaite
effectuer des calculs a trés grand nombre de particules. Enfin nous terminerons ce chapitre
par des tests numériques permettant de valider notre modéle.

4.2 Présentation du modéle FMD.

Pour ce sous-chapitre nous reprenons la dérivation des références |20, 21, 22, 71, 72|.

4.2.1 Principe variationnel dépendant du temps.

Le modéle FMD se propose de résoudre dans la meilleure approximation possible I’équa-
tion de Schrodinger dépendante du temps pour un systéme de fermions en interactions,
dont la fonction d’onde total du systéme doit étre anti-symetrisée. Nous considérerons la
forme générale de ’équation des ondes :

d A
= 1Q(0) = Q) (41)

ou H est le Hamiltonien total du systéme, et |Q(t)) la fonction d’onde de I’état a N-
corps qui est uniquement fonction d’un jeux de paramétres dépendants du temps Q(t) =
lq.(t)|r =1,2,...]. Nous préciserons par la suite le nombre exact, et la nature de chacun
d’entre eux. En partant de I’équation (4.1), on peut former une action définie entre un
intervalle de temps t; et t, par :

s = [ dnauiing - #1Q(w)

t1

_ /tz AL (Q(t), Q(t)) (4.2)

t1

avec L la fonction de Lagrange du systéme donnée par :

£(@m,0m) = (Qulinsg - fiem)
£0 (Q(1). Q1)) = H(Q®) (4:3)

ou l'on peut définir la dérivée temporelle du jeu de paramétres Q(t) comme Q(t) =
[dq,,(t)/dt|pp=1,2,...]. H est la valeur moyenne du Hamiltonien du systéme :

H(Q(1) = Q) HIQ(t) (4.4)
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et Ly est une quantité spécifiée par :

£o(Q0,00) = (QulngIQw)
- e Qing Q)i

= Z (%0 (4.5)

0qu

Nous considérons que les parameétres g, sont réels dans toute la suite de I'exposé. Le
modéle FMD est basé sur un principe variationnel dépendant du temps qui repose sur le
fait, que I'on doit minimiser I'action .S, S = 0. Ceci caractérise le chemin d’espace-temps
minimum suivi, parmi tous ceux joignant Q(t1) et Q(f2). On peut remarquer que si la
fonction d’onde globale n’est pas contrainte a étre réduite sous une forme paramétrique,
on retrouve ’équation de Schrodinger sans approximation.

On obtient dans un premier temps la variation infinitésimale de I'action S tel que :

59 = /t2 dté L (Q(t), Q(@)

t1

b2 oL oL ]
/tl |:aqu qu 8(]“ qu ( )

et a I'aide d’une intégration par partie il vient :

f2 oL d (0L

Sachant qu’elle doit répondre a un extremum, nous pouvons voir que le principe varationnel
est exactement équivalent aux équations de Euler-Lagrange pour chacun des parameétres

qy ou :
oL d (0L
= = (4.8)
0q,  dt \ 9q,

On va donc pouvoir déterminer a I'aide de ’équation (4.8), les équations qui donnent
I’évolution temporelle des différents paramétres ¢,. En utilisant 1’équation (4.3), tout en
sachant que le Hamiltonien est une fonction dépendante uniquement des parameétres g,
on peut réduire le membre de droite de I’équation (4.8) par :

doc _ doc,
dt 0, dt 04,

et de méme pour le membre de gauche :

oL 9L, OH

dq, dq,  Oq,
2
Y i N (4.10)
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En utilisant les relations (4.9) et (4.10), I'équation d’Euler-Lagrange se réécrit simplement
sous la forme suivante :

o > A (4.11)
dq, -

Les éléments de matrice A4, sont définis par :

*Lo 9*Ly

A, == — = (4.12)
" 04,0q, 94,04,
tout en remarquant que la matrice A est une matrice anti-symétrique :
AW = _Avu (4.13)

Si la matrice A est non singuliére, on peut déterminer I'ensemble des équations différen-
tielles couplées qui donnent I’évolution des différents parametres g, tel que :

. L OH
Gu=—> A (4.14)

" 0q,

4.2.2 Choix des états & une particule et construction de la fonction
d’onde globale du systéme.

Jusqu’a présent, nous n’avons donné que les équations d’évolutions des différents parameétres
qui constituent la fonction d’onde globale du systéme. Nous n’avons supposé aucune condi-
tion particuliére pour cette derniére, ainsi que pour les états a une particule qui peuvent la
constituer. Commencons tout d’abord a définir nos états a une particule qui seront choisis
comme étant des gaussiennes dépendant de paramétres dynamiques, ot la projection en
représentation |7) est donnée par :

)
(Fgi(t)) = exp EEETRCEE Xk (1), @ () [me(K)) (4.15)

IXk(t), o (t)) est le vecteur d’onde de spin 1/2 des particules dans I'espace des états de
spin & deux dimensions, ou xx(t) et ¢x(t) sont les deux phases dépendantes du temps qui
décrivent I’évolution dynamique du spin dans cet espace tel que :

()
cos (X"T

Ixk (1), ox(t)) = i <XkT(t)> Jienlt) (4.16)

ou :

{Xk, Or|x1, 1) = cos <%) cos (%) + sin (%) sin (%) exp (—i (pr — P1)) (4.17)

Le ket |m,(k)) représente le degré de liberté lié a 'isospin, et I’on considérera qu'il n’y aura
pas de recouvrement entre deux particules d’espéce différente avec :

1 1 pour les protons
J— _ 2 9
(my(k)|my (1)) = 2 (—4 + mkml> , My = { 1 pour les neutrons. (4.18)
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Le paramétre dynamique ay(t) constitue la largeur complexe de la gaussienne. Le paramétre
b_;;(t) représente un vecteur complexe dans I’espace a trois dimensions. En combinant les
parties réels et imaginaires de ces deux derniers éléments, on peut définir la position du
centroide de la gaussienne :

(ae() [Pk (t))
(g (t)|gx(t))

~ Re (Ek(t)) + %nﬂ (Ek(t)) (4.19)

7% (%)

ainsi que son impulsion :

(i (8)Plar(t))
(@ (t)]qr(t))
Im (Ek(t))
=~ Fe(o®) (420

On peut remarquer que les états & une particule peuvent ainsi s’exprimer en termes des
coordonnées physiques par :

(7 — 7i(t))?
Qak(t)

Pr(t)

(Max(t)) = exp (— + i pi(t) + in(t)) [Xk(t), Ok (t))|mu(k)) (4.21)
ou 7)(t) est une phase dépendante du temps. Pour chaque gaussienne on a donc un total de
dix paramétres réels dépendants du temps, dont I’équation de mouvement est donnée par la
relation (4.14). On conviendra de prendre par la suite comme notation pour les parameétres
qu, U'indice greque p = {m, i} ou 7 représente I'un des dix paramétres de la particule m .
Le fait de choisir des paquets d’onde gaussiens permet de localiser les états a une particule
dans ’espace des phases. Néanmoins on peut définir la variance sur la position de chacune
des particules :

()] (7= 7(0) lactt)

(g (t)]qr(t))
3 Re (ax(1))” + I (ax (1))’

3A7’2(t)

T2 Re (ax(1)) (4.22)
ainsi que sur leurs impulsions :
e a0 (FA0) )
N ADIFAOY
3 h?
~ 2Re(ax(t)) (4.23)

Le produit des deux derniéres relations donne une relation d’incertitude liant les positions
et les impulsions des paquets d’onde gaussiens :

Arg(t)Api(t) = hz (1 + %) (4.24)
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ol le minimum d’incertitude est obtenu lorsque la partie imaginaire de la gaussienne est
nulle. Chaque paquet d’onde gaussien occupera donc un volume supérieur a (h/27)3 dans
I’espace des phases. On vérifie donc a I’aide de 1’équation précédente la relation d’incerti-
tude de Heisenberg pour les paquets d’onde gaussiens tel que :
h

Aprés avoir défini 'ensemble de la paramétrisation des états a une particule, nous
pouvons donner I'expression de la fonction d’onde globale du systéme. Etant donné que
nous cherchons a décrire un systéme de fermions, ’ansatz le plus simple est un produit
anti-symétrisé de paquets d’onde gaussiens :

Q) = 5 [Tl (4.26)

o A est un opérateur d’anti-symétrisation, et A le nombre de particules. |Q(t)) étant la
fonction d’onde globale du systéme non normalisée. Il conviendra de travailler avec une
fonction d’onde normalisée :

1 .
Q1)) = W\Q(t» (4.27)
ou la norme de I'état & N-corps est donnée par :
(@) = et ((acla) (1.25)

ou (gk|q) est le recouvrement entre deux gaussiennes, que nous allons expliciter dans la
prochaine sous-partie.

4.2.3 Construction de l'opérateur densité & un corps et de ses
dérivées.

Aprés avoir défini les états a une particule ainsi que la fonction d’onde de notre systéme,
nous pouvons construire I'opérateur densité a un corps qui nous sera utile par la suite,
et en particulier lorsque I'on cherchera a exprimer des valeurs moyennes d’observables
dépendantes d’opérateurs a un corps. Il est important de remarquer que notre base de
gaussiennes ne constitue pas une base orthonormée, et cela peut poser certains problémes.

En effet il existe un recouvrement non nul entre deux états a une particule, ou les éléments
de la matrice de recouvrement O~! sont donnés par :

= N\ 2
x 3/2 by — by
(la) = (%T) exp —% (e 0l 00) (me() D)

= O (4.29)

Il est toutefois toujours possible de réexprimer les états gaussiens dans une base orthonor-
meée |1, (t)) ou :
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Le passage de la base gaussienne vers cette base orthonormée s’effectue a 1’aide d’une
matrice de passage (2 tel que :

[¥m () = Zﬁmz(t)\qi(t» (4.31)

et réciproquement :
A

() =D Qo (£)[1hm (1)) (4.32)

m=1
Dans une base orthonormée, I'opérateur densité & un corps est défini de facon standard
comme le projecteur sur les états occupés :

D 10m()) (W (D)) (4.33)

ot 'on peut en déduire facilement que :

P=p et p=p (4.34)

L’équation (4.31) va nous permette de trouver I'expression de p dans la base de gaussiennes,
qui constitue la base dans laquelle nous travaillons, puisque nous connaissons les équations
d’évolution des paramétres dans cette derniére. Pour cela, il nous faut exprimer les éléments
de matrice de recouvrement en fonction des éléments de la matrice de passage. A 'aide de
I'expression (4.32) on peut écrire :

A A
(GOla®)) = YD U (O () (Wn() [ (1))

m=1 n=1

A

= > 9L (O 0) (4.35)

m=1

La matrice de recouvrement O~! est donc reliée a la matrice de passage € par la relation :

O~ = (Q0hH)™! (4.36)
et il en découle que la matrice inverse de la matrice de recouvrement est donnée par :
O = QO (4.37)
ou 'on peut ainsi définir la relation :
A
> Gkl an) Ot = i (4.38)
n=1

On peut également remarquer que la matrice de recouvrement ainsi que son inverse sont
des matrices Hermitiques. En partant des expressions (4.33) et (4.31), il vient :

A A A
= E:EZMHQMQUNE:QMAOQ%@) (4.39)

k=1 l=1
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et en utilisant la relation (4.37), il en découle I'expression de I'opérateur densité a un corps
dans la base de gaussiennes :

pE) = > lan()On(t){a(t)] (4.40)

Une autre quantité intéressante a exprimer est la dérivée de I'opérateur densité a un corps
par rapport aux différents parameétres dynamiques. Cette derniére nous sera trés utile
lorsque 'on aura a calculer les dérivées des valeurs moyennes d’observables. En dérivant
I'expression précédente par rapport a g, il vient dans un premier temps :

) <
S

£ 2>l G ) (1)

ou I'expression de la dérivée des éléments de la matrice O restent encore a déterminer. En
dérivant la relation (4.38) par rapport & g, nous obtenons :

A aq
n=1 q”

Si 'on multiplie cette expression par I’élément de matrice Oy, et I’'on somme sur I'indice
k, il vient :

Z Z O <Qk‘Qn>

k=1 n=1

A
(Z’%> Oma(t){@(8)] + > |gk) Ot (1) <2‘%

k=1

Ogm > A 90.(t)
— YO,y + E n =0 4.42
8qu l 2 <Qk|q > 561“ ( )

Om
— 4.4
aqﬂ>omz (4.43)

90, (1) A < A
--N"0,, (™
dq ; ! 0q,

I

A
qn> On — Z Oy <Qk
k=1

et en réutilisant la relation (4.38), on obtient :

90, (t - Om A
tl( ) :_ZOtm<8L Qn> Onl_zotk <Qk
n=1 Q. k=1

dq,
En insérant cette derniére expression dans I’équation (4.41), on en déduit 'expression finale
de la dérivée par rapport aux parametres g,, de 'opérateur densité a un corps :

Oqm
— 4.44
0q,, > O ( )

A A A
%p—q(t) =y (qum> Ot (@) + > |gk) Orm (£) <?9qu
' =1 a k=1 m
A A A
an aqm
_ 2 12:1: gk (1)) ; [Okm <0—qu C_In> Oni + Oy, <Qn 5—%> Oml:| {q(t)|

(4.45)

ou ’ensemble des dérivées des éléments de la matrice de recouvrement, ainsi que ceux des
états a une particule dans la représentation |) se trouvent dans les annexes (A.3) et (A.4).
Nous avons a présent les deux principaux ingrédients essentiels pour évaluer 'expression
de la valeur moyenne d’une observable a un corps, ainsi que de ses dérivées. Nous allons
dans un premier temps, exprimer ces deux types de quantités dans le cas général, et nous
prendrons comme exemple I’énergie cinétique du systéme de fermions.
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4.2.4 Expression de la valeur moyenne d’une observable & un corps
ainsi ses dérivées.

Au cour de cette sous-partie, nous donnerons I'expression de la valeur moyenne d’une
observable a un corps ainsi que ses dérivées dans la base de gaussiennes. Considérons le
Hamiltonien d’une observable a un corps dans le cas général :

A
ﬁl—corps = Z dz (446)

La valeur moyenne de Hi_corps S'exprime comme la trace du produit de I'opérateur a un
corps, par 'opérateur densité :

Micorss = T (ap) (4.47)

En inserant I'expression (4.40) dans cette derniére, il vient :

A A
Hl-corps = Z Z Qk|a|QI Olk (448)

k=1 l=1

Il est aussi intéressant d’évaluer la dérivée de cette valeur moyenne qui rentre en compte
dans la relation (4.14), et qui détermine les équations de mouvement des paramétres des
gaussiennes. Nous devons tout d’abord exprimer :

OMo-corps _ ( p ) (4.49)
dq, dq,

En développant la trace, et en insérant la relation (4.45) qui donne la dérivée par rapport
aux parameétres de 'opérateur densité a un corps, nous obtenons :

aH -corps 8771 < am
P — S {afa |5 O+ 3 O (G2
H Iz

~

a Qk>

a
U =1 k=1
A A A
~ 8 m 8 m

- ]; ;<qz|alqk> ; [Okm <8LqM qn> Ot + Opn <qn 8%) Oml}

- Jq - dq
= 223‘3 Okim <—m a qk> Z @lalqr) ZOkm <—m qn> On

k=1 dq =1 04,

(4.50)

ou I’ensemble des éléments de matrice de l'opérateur p ainsi que ses dérivées exprimeées
dans la base de gaussiennes, sont donnés dans les annexes (A.3) et (A.4). L'un des exemples
les plus simples est le cas du Hamiltonien d’énergie cinétique donné par :

Hein = Zt =

[’ensemble des éléments de matrice pour l'opérateur ¢ ainsi que leurs dérivées sont donnés
dans 'annexe (A.5). Nous avons ainsi tous les éléments nous permettant de résoudre les

2

(4.51)
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équations de mouvement d’un systéme de fermions sans interaction. Néanmoins toutes
les observables ne sont pas toutes a un corps. Si le systéme est en interaction, on aura
trés naturellement des moyennes d’observables a deux corps en commencgant par 1’énergie.
Ces derniéres s’obtiennent en principe avec la méme démarche en introduisant 'opérateur
densité & deux corps défini par :

=222 la ))aOkm () Ot (£) (i () g (£) (4.52)

k=1 I=1 m=1n=1

»-lkl}—‘

ou ’on a pris pour natation :

(D)) = lae) @ |a(t))
[ax(Da®))a = lax) © @) = la) ©[g)) (4.53)

ce qui donne par exemple pour la valeur moyenne de 'opérateur a deux corps V' la relation
suivante :

QOIVIQW) = Tr(0p®)
A

A A A
- %ZZZZ ()0l (1))Orn(H)On () (4.54)

k=1 I=1 m=1n=1

ﬁ

L’ensemble des détails concernant les valeurs moyennes d’opérateurs a deux corps, ainsi
que leurs dérivées sont données dans la référence [22]. Les modéles AMD et FMD existants
utilisent I'opérateur densité & deux corps pour le calcul de l'interaction Coulombienne,
ainsi que celui de 'interaction nucléaire. Cela implique que la complexité de ce type de
modeéle croit comme le nombre de particules a la puissance quatre. Le temps de calcul
croit donc d’une maniére assez significative, si 'on souhaite réaliser des calculs pour des
systémes constitués d’un tres grand nombre de particules, tel que des ions lourds, ou de la
matiére d’étoile. Le modéle FMD que nous nous proposons de construire devra contourner
cette difficulté, et n’utiliser que I'opérateur densité & un corps, de tel sorte & n’avoir qu'une
complexité croissante comme le nombre de particules au carré. Pour ce faire nous utiliserons
la connexion théorique entre le modéle FMD et le modéle TDHF, qui fera 1'objet de la
suite de ce chapitre.

4.3 Connexion avec le modéle TDHF.

Nous allons voir que résoudre les équations de mouvement du modéle FMD est exacte-
ment équivalent a résoudre celles du modele TDHF |57, 58, 59, 60, 61, 62, 63|, avec la
restriction additionnelle, que la fonction d’onde soit un déterminant de Slater de gaussi-
ennes défini par la relation (4.27). En effet si la fonction d’onde globale de notre systéme
est un déterminant de Slater, la valeur moyenne du Hamiltonien H peut étre exprimée
comme une fonctionnelle de 'opérateur densité a un corps :

H = Eur[p(t), 7(1)] (4.55)
ou 7 est I'opérateur densité d’énergie cinétique donné par :

F=ppp (4.56)

=
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L’équation (4.6) qui minimise l'action peut ainsi se réécrire avec (4.3), sous une forme
légerement différente :

o5 = [ awse (Qw.0w)

t1

_ / * 0t (5L (t) — 6 Bwe (1), 7(0))

= 0 (4.57)

Le premier terme de ’équation (4.57) est donné par :

[y = i [ (e glews + @oigem) @

La dérivation de I’équation précédente sera plus simple, si I’on exprime le vecteur d’onde
sur une base orthonormée. On pourra toujours revenir a la base de gaussiennes avec (4.32),
ce qui signifie que poser |Q(t)) = A Hﬁb:l |thm(t)) ne conduit pas a une perte de généralité.
A T'aide d’une intégration par parties nous obtenons :

[ aescaty = i / “ar ((6QI1aw) - 5 (@) lse))

= mz / (a% Hm(0) = (O o0 ) (159

Le second terme dans I’équation (4.57) peut s’exprimer comme la trace d’un opérateur a
un corps fonction de 'opérateur densité a un corps, et de sa differentielle :

/thaEﬁp[ﬁ(t),%(t)] B / dtzz<aEHp L5, (1) 4 QBaelp(0). 7() 5Tmn(t))

t1 m=1 n=1 8pmn 87—mn
[ e (2 | D)0 )

_ / arte (01590 + 5 0157

~

_ /t "y (hlp()100()) (4.60)

avec u[p(t)] = W’ ot %[,ﬁ(t)] _ 6EHFgP;(;)7‘7'(t)}

nous expliquerons la signification physique un peu plus loin dans la suite de I'exposé. En
développant la différentielle de l'opérateur densité d’énergie cinétique, et en utilisant la
propriété de tricyclicité des traces, I'équation (4.60) se réduit sous une forme plus trans-
parente :

ol m* est la masse effective dont

/ ® S B (1), 2(1)] = /t ® Ty

t1

_ / STy ON0) (4.61)
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ol ﬁ[ﬁ(t)] est l'opérateur énergie a un corps, dépendant uniquement de la densité a un
corps, et donné par la relation :

~

hlp(t)] = p

PO+ alp(t)] (4.62)

En utilisant 1'équation (4.33) on peut déterminer la différentielle de 'opérateur densité a
un corps :

Z |08 () (m ()] + [ (£)) (08 (1)) (4.63)

que l'on peut réinjecter dans la relation (4.60) o

/ At Bl 1), 7(1)]) = / 2 tZZ[ ())16%m(8)) (o (D) (1))

+<¢n(t)|71[ﬁ(t)]l¢m(t)>(5¢m(t)|¢n(t)>] (4.64)
Comme la base est orthonormeée, cette expression devient :
/t 18 [6(t), 7(8)] = /t i >, [(wm(t)lfl[ﬁ(t)]\wm(t)) + (5¢m(t)\ﬁ[ﬁ(t)1|¢m(t)>]

(4.65)

Sachant que les vecteurs |0¢,,(t)) et (01, (t)| sont indépendants, on peut finalement déduire
a l'aide des relations (4.57), (4.59), et (4.65) les équations couplées qui donnent 1’évolution
des états a une particules de la base orthonormée :

Zh%\wm(t» = h[p()]1%m (1)) (4.66)

Nous venons donc de démontrer que I’évolution des états a une particule est gérée par
I’équation Hartree-Fock dépendante du temps. Résoudre les équations de mouvement pour
le modéle FMD est exactement équivalent a résoudre les équations TDHF :

gon(O) = B0 (1) <= = =3 Az 5 (4.67)

Si les fonctions d’onde individuelles sont exprimées comme des gaussiennes paramétrées,
et la base de gaussiennes est orthonormalisée a chaque pas en temps, a 1’aide de I’équation
(4.31). L’équivalence exprimée par I’équation (4.67) ne conduit pas encore a des schémas
de résolution numérique efficaces. A ce but il est plus convenable d’exprimer TDHF dans la
représentation des matrices densité. Commencons par calculer la dérivée de p par rapport
au temps :

) i3 | 0 03 ()] -+ P (0)) 4, 0 (4.68)
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En insérant la relation (4.66) dans cette derniére, on trouve :

) Z[ PONn () W ()] — (D) (e (DIR[A(L)]

— p()hlp
= [hlp(t)], 5(0)] (4.69)

qui n’est rien d’autre que 1'équation TDHF dans la représentation des matrices densité.
Nous pouvons donc établir I’équivalence suivante :

0 _ Tigae), o)) = d, = - > A (170)

Cette équivalence démontre que la connaissance de I’évolution dynamique de 'opérateur
densité & un corps est suffisante pour la résolution des équations FMD.

Ceci implique en particulier que le calcul de toute observable dans FMD, peut se réduire
au calcul de fonctionnelles de I'opérateur densité & un corps. Si nous revenons a l’'évaluation
de la valeur moyenne d’un opérateur a deux corps, I’équation (4.54) peut donc se réduire
a I’évaluation du champ moyen :

QMIVIQ(E) = Tr(a[p]p)

- ZZ qr|a[p]lq) O (4.71)

k=1 l=1

=N

Concrétement dans les équations d’évolution (4.14), le terme qui comportait un effort
numeérique d’ordre A* devient simplement :

gZ Tr (h[ ]gg) (4.72)

i.e. un effort numérique d’ordre A2

D’un point de vue conceptuel, I'équation (4.70) démontre que le modéle FMD est un
modeéle de dynamique en champ moyen. Néanmoins il existe une différence majeure entre
le modéle FMD et le modéle TDHF dans sa formulation originelle. En ce qui concerne
TDHF, les états a une particule du champ moyen n’ont aucune restriction et peuvent
évoluer librement. Par contre si I'on revients au modele FMD, les états a une particule
sont imposés comme étant des gaussiennes. A priori, on pourrait donc voir le modéle FMD
comme une régression par rapport a la théorie TDHF. Ceci est certainement vrai dans
certaines situations physiques. Un des exemples est de considérer les mouvements collectifs
avec le modéle AMD que nous aborderons au chapitre 5. Nous verrons que la contrainte
de largeur fixe empéche pour ce cas la compression du systéme. Un autre exemple est I'im-
possibilité d’obtenir des solutions d’onde plane avec le modéle AMD. On ne peut obtenir
des particules libres, et I’on doit dans ce cas, enlever a la main un degré de liberté pour
le mouvement du centre de masse. Ces limitations évidentes ne sont pas présentes avec la
fonction d’'onde FMD que nous utiliserons. En plus I'utilisation d’une base de gaussiennes
s'avere extrémement flexible dans tous les problémes ot les particules sont fortement lo-
calisées dans 'espace, en particulier les systémes a fortes fluctuations de densité, comme
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I’écorce des étoiles a neutrons qui nous intéresse plus particuliérement, et les réactions
de multifragmentation, pour lesquelles le modéle TDHF est incapable de reproduire la
formation d’agrégats. On peut également ajouter que les modéles de dynamique molécu-
laire permettent de rajouter plus facilement des corrélations au dela du champ moyen par
rapport au modéle TDHF |64, 65, 66|, car ils permettent une implémentation plus aisée
d’un mouvement stochastique des particules. Ce genre de travaux a déja été réalisé dans le
cadre du modéle AMD [77, 78, 79, 80, 81], et il serait envisageable dans un futur proche,
de réaliser une mise en oeuvre similaire pour le modeéle FMD.

4.4 Implémentation de l'interaction nucléaire.

A cause de la présence d’un coeur dur dans l'interaction nucléon-nucléon, dans toutes les
approches de champ moyen [57| I'interaction nucléaire n’est pas une interaction nue, mais
une interaction effective, c¢’est a dire une interaction modéle, définie de facon a produire en
champ moyen des résultats aussi proches que possible a ceux que I'interaction élémentaire
produirait sur une fonction d’onde exacte. Nombre de travaux théoriques essayent d’obtenir
des interaction effectives avec des approches microscopiques, mais les résultats les plus
réalistes a I'heure actuelle sont produits en utilisant des interactions phénoménologiques,
dont les paramétres ont été contraints sur le plus grands nombre possible d’observables
expérimentales. L’idée principale est d’implémenter 1'une de ces interactions dans notre
modeéle FMD, et ceci afin de réaliser des calculs réalistes en physique nucléaire. Les deux
interactions effectives les plus couramment utilisées, sont les interactions de Gogny [82, 83|
et de Skyrme |84, 85|. Elles ont été appliquées dans la plus grande partie des calculs de
champ moyen avec un succés incontesté. La principale caractéristique qui différencie ces
deux familles d’interactions, est que l'interaction de Gogny est une interaction de portée
finie, alors que l'interaction de Skyrme est une interaction de contact de portée nulle. A
I’heure actuelle, leur paramétrisation fait encore ’'objet d’intenses travaux qui tendent a
les perfectionner surtout pour les noyaux exotiques et la matiére riche en neutrons. Les
modéles AMD existants utilisent 'interaction de Gogny. Pour notre implémentation en
termes de matrice densité, il est important que 'interaction nucléaire choisie puisse étre
facilement convertie en une fonctionnelle de la densité, pour que le passage entre énergie
et champ moyen soit analytique. Ceci se fait plus aisément avec des fonctionnelles de
Skyrme. De plus les derniéres paramétrisations de Saclay-Lyon de l'interaction de Skyrme
permettent une trés bonne reproduction des propriétés de la matiére riche en neutrons, ce
qui constitue un avantage si I’on souhaite étudier la physique des écorces de proto-étoile
a neutrons. Au cours de cette sous-partie nous expliciterons la fonctionnelle de Skyrme,
et nous détaillerons son implémentation au sein du modéle FMD. Nous verrons également
que le fait d’utiliser la fonctionnelle de Skyrme a la place de 'interaction de Gogny dans
le cadre du modéle FMD peut présenter certaines limites.

4.4.1 Introduction & la fonctionnelle de Skyrme.

L’interaction de Skyrme a été proposée au cours des années cinquante |84, 85|. Elle a
commencé a étre utilisée massivement apreés le succés de son utilisation dans le cadre de la
théorie Hartree-Fock par Vautherin et Brink [86] pour reproduire les états fondamentaux
de noyaux sphériques. Depuis environ une trentaine d’année, elle est couramment utilisée
aussi bien dans le cadre du modéle statique HF, que dans sa version dépendante du temps
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TDHF. La forme la plus standard du potentiel de Skyrme utilisé est la suivante :

V(i 7)
to(1 + o P,)o (7

) Po(7)

VP
+%ﬂ+%P ()] o
P x

terme centrale

> 3Pl

2 2

t . . .
+§1(1+x1Pg) Pé(F)+5(F)P + t5(1 + 25

*ul

termes non-locaux

3>

terme dépendant de la densité
. 2 H . .
+iWyo. { 5(7) P terme spin-orbite (4.73)
avec les notations couramment utilisées dans la littérature :
5 lys o = 1/~ 4
) R:§(7’1+7’2> ) P:§(p1—p2>

R 1 N
2 PU:§<1+O_"10_"2> (474)

=

e
|

o
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ol & représente sous une forme vectorielle les trois matrices de Pauli, et les fleches indiquent
la direction dans laquelle agissent les opérateurs. Le terme central ainsi que le terme dépen-
dant de la densité représentent la portée nulle de 'interaction, et ils sont nécessaires pour
reproduire les propriétés de saturation de la matiére nucléaire. Les termes non locaux sont
des termes dépendant des opérateurs impulsion qui simulent la portée finie de 'interaction
nucléaire, et ils donnent lieu & une masse effective, différente de la masse nue. Enfin le
terme spin-orbite indispensable pour reproduire les bonnes fermetures de couches des noy-
aux stables, géneére des termes dépendants du gradient de la densité. En effet les effets liés
au spin-orbite sont essentiellement localisés en surface des noyaux. Ces différents termes
constituent l'interaction de Skyrme et donnent lieu & une densité d’énergie qui est une
fonctionnelle des densités locales :

“+oo
HSkyrme = ESkyrme (F)dgf (475)
avec :
Esikyrme = & + E3 + Epr + Erin + Eso + Esa (4.76)

ou & est un terme de porté nulle, &3 un terme dépendant de la densité, Egg un terme
dépendant de la masse effective, g, un terme contenant les effets de portée finie, Ego
un terme de couplage spin-orbite, et Egg un terme de couplage di au couplage tenseur
spin-gradient :
& = anp’ + an (P,% +p2)
E = p"[azip® + as (/7;2; +05)]
et = amTp+ ap2 [Tppp + Tnpn)

Erin = apV3p+ aps [62% + 62Pn]
gso = aso [gﬁp + gp.ﬁpp + gnﬁpn}

gSG = CL51§2 + ass |:§§ + 52:| (477)
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Pour la dérivation de la densité d’énergie HF (4.77) a partir de Iinteraction de Skyrme
(4.73), on peut trouver 'ensemble des étapes de calcul dans les références [86, 57|. L’ensem-
ble des différentes constantes constituant la fonctionnelle peut étre exprimé en fonction des
paramétres de l'interaction :

t t
apgy = ZO (2 + SL’Q) , Qoo = —ZO (25(70 + 1)
t t
azy = 2—1 (2 + LL’3) , A3 = —2—1 (25(73 + 1)
1
ap1 = 3 [t (2+21) + 12 (2 + 72)]
1
aro = g [tg (21’2 —+ 1) — tl (21’1 + 1)]
1
ar1 = @ [3t1 (2 -+ LL’1) — tg (2 -+ LL’Q)]
1
apy = —3—2 [tg (21’2 + 1) + 3t1 (21’1 + 1)]
a - M as; = —— (t1x1 + taxo)
SO — 2 ) S1 — 16 141 242
1
ss = ¢ (t1 —t2) (4.78)

Les différentes densités qui interviennent dans la fonctionnelle sont la densité de particules,
la densité d’énergie cinétique, et la densité de courant de spin pg, 7,4, et §q (q=n,p). Le code
numérique que nous avons écrit pour résoudre les équations FMD sera construit a l'aide
des quatre premiers termes de la fonctionnelle. Nous négligerons I’'ensemble des termes
incluant la densité de courant de spins. En effet ces termes s’annulent exactement dans la
matiére infinie saturée en spin, qui nous intéresse plus particuliérement. Méme en ce qui
concerne les noyaux finis, ces termes n’apportent que de trés faibles corrections a I’énergie
totale du systéme, et ils ont un role important seulement si I’on cherche a retrouver de
maniére quantitative les positions de niveaux d’énergie. Leur implémentation alourdirait
de maniére significative la numérique de notre code, et inclurait d’avantage d’instabilités
numeériques.

Le tableau suivant présente les différentes paramétrisations de la fonctionnelle de Skyrme
que nous allons utiliser par la suite lors de nos futurs calculs.

STIT SGII SLy4 SLy4d SLy5
to (MeV .fm?) 1128,75 | -2645 | -2488,91 | -2479.662 | -2484,88
t; (MeV.fm®) 395 340 486,82 | 473.216 | 483,13
ty (MeV.fm®) 95 41,9 | -546,39 | -333.654 | -549,40
t3 (MeV.fm>T3%) | 14000 15595 13777 13487 13763
o 0,45 0,09 0,834 0.8122 0,778
T 0 0 -0,344 | -0.7228 | -0,328
Ty 0 1,425 -1 -1 -1
T3 1 0,060044 | 1,354 1.398 1,267
a 1 1/6 1/6 1/6 1/6
Wo (MeV.fm®) 120 105 123 128 126
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L’interaction SIIT [87| est I'une des premiéres interactions de Skyrme proposées dans
la littérature. Elle contient trés peu de parameétres qui ont été contraints, pour reproduire
les énergies de liaisons des noyaux doublement magiques. Mais en ce qui concerne d’autres
observables plus sophistiquées les résultats ne sont pas réalistes. C’est pourquoi d’autres
améliorations ont été proposées en ajoutant des parameétres supplémentaires, et en con-
traignant les nouvelles interactions de Skyrme sur d’autres observables expérimentales. Les
fréquences des résonances monopolaires géantes en sont un exemple. Elle fournissent une
contrainte forte sur le terme dépendant de la densité, qui a son tour détermine le coefficient
d’incompressibilité K., de la matiére nucléaire. De méme la reproduction des résonances
de Gamow-Teller permet de fixer la dépendance en spin. L’ensemble de ces contraintes
a été pris en compte lors de la paramétrisation de l'interaction SGII |88], qui pour cette
raison peut étre qualifiée comme étant une interaction réaliste. Au cours des années’90, la
paramétrisation de Saclay-Lyon a fait son apparition avec I'objectif d’améliorer la dépen-
dance en isospin |93, 94, 95, 97|. Les paramétres de cette interaction ont été fixés pour
reproduire ’équation d’état de la matiére de neutrons, calculée par des modéles micro-
scopiques ab-initio, et ceci afin de mieux rendre compte des propriétés des noyaux trés
riches en neutrons. L’ensemble de ces paramétres a été ajusté sur les observables expéri-
mentales qui sont sensibles a ces propriétés, tells que la différence de masse entre isotopes.
Il faut également remarquer que I'ensemble des paramétrisations citées précédemment, a
été ajusté pour des calculs Hartree-Fock, ot le mouvement du centre de masse engendre
des états spurieux dont la contribution a I’énergie du systéme doit étre éliminée. Ceci peut
étre réalisé en remplacant le Hamiltonien d’énergie cinétique par :

2
A A
~ ~ <Zi:1 pz)

!
i = H in —
Cin ¢ 2mA
1 A A
= How—5—— [ D07+ Y bibj (4.79)
2mA i=1 i#j=1

Habituellement, seul le terme a un corps est pris en compte, ce qui conduit simplement a
I'addition d’une correction en —1/A au terme d’énergie cinétique. Le terme & deux corps
est plus difficile & mettre en oeuvre, et il n’a pas été pris en compte lors de 'ajustement
des paramétrisations citées précédemment. 11 est généralement omi car les corrections qu’il
induit sont relativement faibles en valeur absolue. L’ensemble de ces corrections est donc
nécessaire si I’on cherche a obtenir une meilleure description des noyaux dans leur référentiel
intrinséque [97, 100].

Au contraire si I'on cherche a décrire une collision entre noyaux, celle-ci est décrite
par un observateur extérieur qui définit ainsi le repére du laboratoire. Il ne faut donc pas
prendre en compte ces corrections dans I'ajustement de forces dédiées a ce type de calcul.
C’est ce qui différencie la paramétrisation SLy4, avec correction & un corps du mouvement
du centre de masse, de la paramétrisation SLy4d [101, 102|, sans cette correction.

Le tableau suivant énumeére I’ensemble des principales propriétés physiques de la matiére
nucléaire infinie, extraites a partir des différentes paramétrisations de l'interaction de
Skyrme utilisées :

Les différentes quantités tabulées sont déterminées en utilisant le fait que dans la
matiére nucléaire infinie symétrique, la fonctionnelle d’énergie (4.76) se simplifie de la
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SIIT | SGIT | SLy4 | SLy5

po (fm™2) | 0,145 | 0,158 0,16 0,16
a, (MeV) | -15,51 | -15,794 | -15,969 | -15,983
K. (MeV) | 3554 | 214,6 | 2299 | 229,9
m*/m 0,76 0,79 0,7 0,7

ar (MeV) 28,16 | 26,83 32 32,03

TAB. 4.1 — Ensemble des principales propriétés physique de la matiére nucléaire infinie,
pour les différentes interactions de Skyrme utilisées. py est la densité de saturation, a,
Iénergie par particule & saturation, K., le coefficient d’incompressibilité, m* la masse
effective, et a; I'énergie de symétrie.

fagon suivante [97] :

Esiyrme 3 W2 (302N L0 3ty 3 32\ ? .t
p = e 27 (20 20 b = (3t + ta(5+ 4 = /3y 3 plte
a ) om \ 5 P gy B+ (5 +da2)) { = P 1P

(4.80)
Le module d’incompressibilité est défini par la dérivée seconde au point de saturation :

d’a
’ dp ’ Po

3% (302\*?® 45 3 307\ 5 ) o
= “5 (7) Po/ +§(3t1+t2(5+4552)) <7) Po/ —|—t31—6a(a—|—1)p(1)+

(4.81)

Les estimations les plus fiables de K., a partir des données sur les résonances géantes
monopolaires donnent K, = 210 4+ 30MeV [120]. On remarque donc que, contrairement
aux interactions réalistes qui sont en trés bon accord avec cette valeur, l'interaction SIII
donne une surestimation de cette observable. Le coefficient d’asymétrie a; est défini par :

1 [ 0%a,
= (012 )I:O (4.82)

ou I = (p, — pp)/p est asymétrie d’isospin.

Nous avons maintenant présenté la fonctionnelle de Skyrme, ainsi que les différentes
parameétrisations que nous allons utiliser. Des discutions plus détaillées de la fonctionnelle
de Skyrme, ainsi que des différentes densités la constituant sont données dans les références
[89, 90, 91, 92, 96, 98, 99|. Nous devons a présent calculer le champ moyen intervenant dans
'équation d’évolution (4.14). En pratique le calcul du champ moyen de la fonctionnelle de
Skyrme est assez complexe, c’est pourquoi nous allons présenter dans la prochaine section
une procédure systématique permettant son évaluation.

4.4.2 Généralisation des observables & un corps quelconques.

L’implémentation de I'interaction de Skyrme dans notre modéle FMD nécessite le calcul
du champ moyen, c’est a dire la dérivée %. Ce calcul reste relativement simple a
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évaluer, si I'expression de la densité d’énergie est une uniquement une fonctionnelle de la
densité Hskyrme = Hskyrme[p]- Dans ce cas le champ moyen est donné par :

8Hskyrme [p] . TI' ('lj[/ [ﬁ] %)
- q

8(]“ aq#
= /uq(ﬁwdgf (4.83)
0q,
avec
() = ) (184
q

Néanmoins nous avons déja vu que si l'on considére I'énergie cinétique, la densité d’én-
ergie sera aussi dépendante de la densité d’énergie cinétique, Hgkyrme = Hskyrme|p, 7] Ceci
complique les calculs du champ moyen, et d’autant plus si I’on considére aussi les densités
de spin. On verra également dans la prochaine section que d’autres densités devrons étre
ajoutées avant d’avoir la fonctionnelle définitive. C’est pourquoi nous avons élaboré un
formalisme systématique [104] pour évaluer le champ moyen, a partir de la fonctionnelle la
plus générale possible. Nous partons du fait que toutes observables en approximation de
champ moyen peuvent étre exprimées en fonction de I'opérateur densité a un corps avec :

NGE (5(%— F)AﬁB) (4.85)

ol A et B sont deux opérateurs 4 un corps caractérisant la densité considérée. La fonc-
tionnelle la plus générale possible :

H— / (R (4.86)

peut étre exprimée comme une fonctionnelle d'un ensemble de densités locales {p(A B)}

associées a des paires d’opérateurs (A, B) tel que :

E(F) = £l (7] (187

Pour illustrer notre formalisme, nous pouvons donner des exemples de densités couramment
utilisées dans la littérature. Le cas le plus simple est la densité de particules pour une espéce
donnée :

Pa(T) = Py (7) (4.88)

oll Ry est I'opérateur de projection sur les états d’isospin. Ce traitement n’est pas limité
aux observables locales. Par exemple la densité d’énergie cinétique s’écrit :

() =D P () (4.89)

k=1

La densité de courant de spin peut étre décomposée comme une somme sur plusieurs
densités locales, ou sa i-éme composante est donnée par :

3
e d N 1 R
S0l = 5 D s (P ) 05 () (4.90)

k,s=1
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ol & qui est la matrice de Pauli, et ¢, est le tenseur anti-symeétrique de Levi-Cevita.
Ce formalisme permet aussi de définir des densités plus complexes, telles que le gradient
d’ordre n d’une densité Piin (7) donnée, et qui sera défini par :

Pias ZZ p(ﬁqﬁm Bin— ])(77) (4.91)

ot les coefficients CY = n!/(j!(n — 7)!) sont les coefficient binomiaux. Si I'on revient main-
tenant a la dérivation variationnelle de la théorie du champ moyen |57|, 'opérateur champ
moyen est défini par I’équation :

JH = Tr <W5ﬁ) (4.92)

et nous nous proposons de déterminer la forme générale de l'opérateur W. Nous pouvons
réécrire la différentielle de ’énergie totale sous la forme suivante :

SH = / SE(F)dPF
-y / O (#p,, (P

ap’ Pa B>
= ¥ / 0¢ (7) T ( (7 — F)A(S;”)B) &7
) Pan
= Tr| ) / 0¢ (MASpB (4.93)
(A,B) Pias

et a l'aide des équations (4.92) et (4.93), nous pouvons identifier 'expression de I'opérateur

W= Y W,

= Y B i (M)A (4.94)

(A,B) ap(ﬁﬁ)

L’expression du champ moyen dans le cas général peut ainsi étre obtenue trés simplement
en connaissant 1’ensemble des opérateurs W(A B) qui nécessitent a leur tour la connaissance

des paires d’opérateurs (A, B) des densités locales constituant la fonctionnelle de I'énergie.
Nous metterons en application concréte ce formalisme aprés avoir abordé dans la section
suivante les modifications nécessaires a apporter a la fonctionnelle de Skyrme pour restaurer
Iinvariance Galiléenne. En effet La fonctionnelle de Skyrme que nous avons exposé n’est
valide uniquement que pour les noyaux sphériques, et pour la matiére nucléaire infinie. Si
I’'on souhaite étudier des noyaux déformés, ou I'implémenter dans le cadre d’'un modéle
dynamique, certaines quantités doivent étre ajoutées afin de corriger cette fonctionnelle.
Nous allons maintenant consacrer une partie de notre exposé a I’étude de ces corrections.
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4.4.3 Restauration de I'invariance Galiléenne.

Une des limitations générales propre a toutes les approches de champ moyen, ou la
fonction d’onde globale est factorisée dans le produit de quantités de particule seule, est
le fait que le mouvement du centre de masse ne se sépare pas du mouvement relatif. Ceci
est vrai méme en ’absence d’antisymétrisation. Prenons '’exemple d’un systéme constitué
de deux particules, dont les états a une particule sont des gaussiennes, ot nous négligerons
les états liés au spin et a l'isospin par souci de simplicité. La fonction d’onde totale du
systéme est définie par :

(M —7(1)? (% —Ti())?
QCLk(t) 2@[(15)

(71, Talq(t), qi(t)) = exp (— + i pr(t) + z’@.ﬁl(t)) (4.95)

et le mouvement du centre de masse peut se mettre en évidence tel que :

(7= Ta(t))” _ (B~ Reu(t))’

- 7. Drer (t) + iR Poni (¢
20 (1) SAgu(t) T Pal(t) + iR Fou(t)

<F> é|qrel(t)a Qcm (t)> = eXp <_

(4.96)
2, ot 'on a respecté une condition sur les largeurs de

—

avec 7' =T, — T et R = (I + )

~

gaussiennes tel que ax(t) = q (t; Dans ce cas on obtient :
Ro(t) = 7(t) +71(t)  Fa(t) = fi(t) = 7i(0)
Pou(t) = pi(t) + i) Palt) = #i(t) — 5i(1)
ACM(t> = @ arel(t) = Qa(t) = 4ACM(t) (497)

Cette factorisation n’est pas possible dans le cas général a(t) # a;(t). Méme si les deux
variances sont identiques, on voit bien qu’on ne peut pas avoir une onde plane pour le
centre de masse, et une fonction localisée pour le mouvement relatif, car les deux variances
sont proportionnelles. Par conséquent la formulation n’est pas invariante sous une trans-
formation de Galilée. L’invariance Galiléenne peut par contre étre restaurée si I’'on modifie
a ce but la forme de la fonctionnelle d’énergie. Les parties de la fonctionnelle qui vont étre
affectées par une transformation de Galilée sont celles comportant une densité d’énergie
cinétique, ou une densité de courant de spin. Etant donné que avons négligé le terme de
couplage spin-orbite, et le terme de couplage spin-gradient, seul le terme de masse effective
nécessite d’étre corrigé. Engel et al [105] ont proposé de restaurer la propriété d’invariance
Galiléenne, en modifiant les quantités 7,p, présentes dans le terme de masse effective, par

la soustraction d'une nouvelle densité vectorielle .J tel que :
72
TaPq — TaPq — Jq (4.98)

ou le courant J est donné par :

23: (P@k,gq) (7) + p(&q,ﬁk)(F)) (4.99)

k=1

N | —

Ty (F) =

Dans notre formalisme ceci s’écrit

-

J(7) = % Tr (5(?— PRy {;5},;3}) (4.100)

b
Il w
—
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avec {} qui désigne I'anti-commutateur des deux opérateurs. L’introduction de ce courant
est nécessaire pour que la densité de matiére au cours du temps vérifie 1’équation de
continuité, comme nous allons maintenant le démontrer. L’équation TDHF (4.69) s’écrit
pour chacune des espéces de particules (q=n,p) par :

dp ST
it = |yl o] (4.101)
ot operateur izq[,é] est donné par la relation (4.94) tel que :
- 8851{ rme
Z h(A B) Z - _) (4'102)
(A,B) (A B)

En identifiant les opérateurs A et B définissant les différentes densités présentes dans la
fonctionnelle, il vient tout d’abord pour la densité de particules :

— 7 8gSk rme ;Zn A
pQ(T) = Plag) (7:) - h(,aq,n = p) . (T)Hq
p(fiq»l)

= U7 (4.103)
Us(7) = 2 (001p(7) + a2y (F)ig) + (2 + @)z (7)
+asz (a1 (7) (527 + P27 ) +20° (PpalF)ivy
i 7(7) + aray (itg — 2051 (Vp)*(7) = 2ama(Vp, 2R, (4.104)

En utilisant la méme méthodologie pour la densité d’énergie cinétique nous avons :

3

— 7 JaR gSk rm SNoA D
(=Y P ()b = Zp I (P gD
k=1 (quk i)
= ﬁ- Ay(M)p (4.105)
avec
. 72 . .
A7) = — + app(T) + apape(T)Rq (4.106)

2m

et de méme pour la densité vectorielle fq =1 (flq + qu>, on obtient :

3
7o — 7 5 8€Sk rme ;s
Fal) =0 () — Dy = D Bhg = (s
k=1 (g Br)
- 5 <ap1J(f’) + ama (%)) A (4.107)
ainsi que pour le deuxiéme terme
3
g — 7 ~ a(S’Skyrme N
Tl = (1) — By = DS a0
=1 (Rq:Pr)

= —#, (amf(%) + aqu(%‘)) 7 (4.108)
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En sommant les relations (4.103), (4.105), (4.107) et (4.108), nous obtenons finalement :

Jo(P).5) &g (4.109)

Il nous reste maintenant a calculer le commutateur de l’équation (4.101) en insérant
cette derniére relation. Etant donné que la densité de particules est donnée par la par-
tie diagonale de 'opérateur densité & un corps p,(7) = (7]p,|7), il faut évaluer la quan-

titée (7] [ﬁq[ﬁ],ﬁq} |7 = Tr <5(f’— 7) [ﬁq[ﬁ],ﬁqb. Le premier commutateur est simplement
donné par :

Tr (5(?— 7) [Uq(F),ﬁqD =0 (4.110)

Sachant que 'expression de la densité vectoriel J est donnée par la relation (4.100), et que
la divergence d’un courant vectorielle V' est donnée par :

e
I w
—_

div (V) = % Tr (5(?— 7) [ﬁk, Vk]) (4.112)

il vient pour la divergence de J_(; :

) (4.113)

et on peut donc en déduire I'expression du premier terme intervenant dans l’équation
(4.111). 11 nous reste les deux autres termes a évaluer, ou I'on peut avoir dans le cas
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général :

Te (87— 7) [Ppe (0] ) = (7B pw (PP — (Flfad o (P
=t [ [ 8 ) (7))
st [ [ @ @ 06 - oy ()
= [ @ )y ) 75l
i [ @R = ()15l
= 1V py (- (Y Flal) + (o) V)
W00 (7) (V2 (F15aI7) + (P15l V?) (4.114)

et a I'aide des relations (4.100) et (4.113), on peut écrire :

Te (67— 7) [ppe (0| ) = =20 (pyV oy + Vg )

= 2V (pyy (4.115)

On en déduit donc I'expression de la relation (4.111) en utilisant les équations (4.113), et
(4.115) :

T (0= 1) [495. ) ) = ~1= ¥ T, = 2085 (agap, + arap ) (4116)

Il nous reste enfin a calculer les deux derniers commutateurs, ot la méthodologie est simi-

~
—\

laire a la précédente. Nous devons calculer dans le cas général 'expression Tr <5(F— 7%’) Kﬁ fq, (7%’) + fq/ (7

Il vient tout d’abord pour le premier terme :

[(BTe @) fsba] ) =TT Pal) = P T (P17
& (7 = ) Ty (7))

[ s = 070507
v

V. (padi) (7) (4.117)
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et pour le second terme tel que :

A —

Te (67— 7) | (- 8)) R ] ) = (T (7)-500l7) = (7l T (7)1
= 3 [ @S- I

=S

e KGRI
= Y (FTenulr) + TR T () + (P T Ty (7))
_ ?V (pq@,> (4.118)

et on en déduit a 'aide des deux relations précédentes que :

Tr (5(7?— ) [(ﬁfq,(%) + fq,(%).ﬁ) /%q/,/}qD — _2ihV. (quq,> (4.119)
se qui nous permet d’avoir I’expression des deux commutateurs restants o :
— z :» ja o j . = P
Tr <5(r —7) [aEl (p J(F) + J(7). ) ﬁq,qu = —2iag hV. (qu> (4.120)
et
~ A=A - A ~ — —
Tr (5(7?— ) [am (ﬁ.Jq(F) + Jq(F).ﬁ) o, ,an = —2iamhV. (quq) (4.121)
En utilisant les relations (4.101), (4.110), (4.116), (4.120), et (4.121) la partie diagonale de

I'équation TDHF dans la représentation |7) pour chaque espéce de particules est donnée
par :

. dp L = o - W= /-
i d—tq = 2iap V. <Jpq — qp) — ZEV. <Jq> (4.122)
et il vient finalement pour la densité totale :
d h
di + —div (J) =0 (4.123)

Cette équation est une équation de conservation de charge pour la densité de particules. Ce
résultat implique que I'invariance Galiléenne a été restaurée grace a 'ajout de la densité
vectorielle J. Si I'on souhaite par la suite tenir compte des termes de spin-orbite, et de spin-
gradient, d’autres courants devront étre introduits dans la définition de la fonctionnelle afin
de respecter les équations de continuité pour les densités de spin.

Nous avons a présent une fonctionnelle de Skyrme compléte pour le modéle FMD. Nous
allons maintenant procéder au calcul explicite des équations d’évolution des paramétres
dynamiques (4.14).

4.4.4 Dérivation systématique du champ moyen.

La méthodologie présente introduite au paragraphe (4.4.2) va nous permettre de dériver
facilement la fonctionnelle de Skyrme. En utilisant les relations (4.92) et (4.94), on en
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déduit que pour une espéce de particules donnée, la dérivation du champ moyen peut
s’écrire comme la trace d'une somme d’opérateurs :

aHSkyrme o a(S’Skyrme AN 8,6
2 Shymme Tr [ BEESyrme (7 j 21
94, 2. r( p) (r

= Tr (ﬁq[ﬁ]—) (4.124)

En utilisant 'opérateur du champ moyen izq [p] ainsi que la propriété de tricyclité des traces,
nous obtenons :

87_KSkylrme
0q,

o0 - . Op
- T (Aq(f‘)ﬁ% */%q) +Tr (UQ(F)—/)/%Q)

n
> [0p = > [0p .
—ap; Tr (J. {8—(]/;,])/@(1}) — apo'Ir (Jq. {a—qi,p/ﬁq}) (4.125)

et en utilisant les définitions des différentes densités présentes dans la fonctionnelle, la trace
se réduit a :

8HSkyrme / 3 - ( aTq (’F) . 8pq(f) )
—Sme [ B A 4 U
5 P (AT + G

0.J(7),

_2/d3f<amf(f‘) + aqu(F)) o (4.126)

Nous avons ainsi toutes les relations qui nous permettent I'implémentation de I'in-
teraction de Skyrme au sein du modéle FMD. L’ensemble des expressions des différentes
densités, ainsi que de leur dérivées dans la représentation |7) sont données en annexe (A.9).
La fonctionnelle de Skyrme ainsi que ses dérivées devrons étre estimées a chaque pas en
temps. Pour calculer ces différentes intégrales, I'espace des positions a trois dimensions sera
discrétisé a 1’'aide d’un réseau, et I’on devra tabuler sur chacun des noeuds de ce réseau
les différentes densités. Dans la plupart de nos calculs, nous prendrons un réseau ayant
un pas de 1fm, et nous utiliserons des boites de longueur L = 16 fm soit un volume de
V = 4096 fm?>. Le temps de calcul associé & notre modéle est une fonction qui croit comme
le carrée du nombre de particules multiplié par le volume du réseau :

tkyrme o< (N +Z%) V (4.127)

ou N et Z représentent le nombre de neutrons et de protons respectivement. Dans le
cas des modéles AMD et FMD publiés dans la littérature [21, 70| qui n’utilisent pas le
formalisme de la fonctionnelle de la densité, et évaluent donc ’énergie moyenne H a I’aide
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de l'opérateur densité & deux corps, la croissance du temps de calcul est proportionnelle
au nombre de particules a la puissance quatre :

tGogny o< (N* + Z7) (4.128)

Cela implique que la formulation du modéle FMD a 1’aide de la fonctionnelle de la den-
sité est trés avantageuse, si l'on souhaite faire des calculs pour des trés grands systémes.
Nous estimons que cette approche commence a devenir plus avantageuse pour des systémes
ayant pour au moins 'une des deux espéces, un nombre de particules supérieur a environ
soixante. Nous allons voir que le fait de tabuler la densité de particule pour l'interac-
tion nucléaire peut étre également tres utile pour le calcul de I'interaction Coulombienne.
[’implémentation de cette derniére fera I'objet de notre prochaine sous-partie.

4.5 Implémentation de 'interaction Coulombienne.

Nous allons maintenant nous intéresser a I'implémentation de l'interaction Coulombi-
enne. Un calcul naif de I'interaction Coulombienne a 1'aide de I’équation (4.54), nécessit-
erait I'usage de 'opérateur densité & deux corps. Cela impliquerait que le temps de calcul
de notre modeéle augmenterait comme le nombre de particules a la puissance quatre, ce que
nous cherchons a tout pri a éviter. Il va donc falloir trouver de nouveau une solution plus
astucieuse pour calculer I'interaction Coulombienne qui n’utilise que 1'opérateur densité a
un corps, afin de conserver notre complexité en A%. Nous séparerons par la suite I’énergie
d’interaction Coulombienne en un terme direct et un terme d’échange ot :

Hcow = HcourDirect + Hcoul-Echange

= / d37? (gCoul—Direct (7?) + gCoul—Echange (ﬂ) (4129)

et nous proposerons pour chacun de ces termes une méthode permettant des les calculer.

4.5.1 Calcul du terme direct.

L’opérateur densité a un corps étant estimé dans la représentation |7y pour le calcul de
I'interaction nucléaire, il est aisé de 'utiliser afin de calculer le terme direct de I’énergie
Coulombienne d’interaction :

HCoul—Direct = /d37?pc(fijoul(7?) (4130)
ot p. est la densité de charge et Vioy le potentiel Coulombien défini par :
ahc pe(i)
Veoul(F) = —— [ &*F 4.131
Coul () 5 / T 7 — 7] ( )

Néanmoins cette estimation de I’énergie Coulombienne n’est pas numériquement efficace,
car elle comporte un temps de calcul croissant comme le pas du réseau a la puissance six, ce
qui élimine entiérement I’avantage numeérique de la formulation en terme de fonctionnelle de
la densité. Il est possible de contourner cette difficulté en utilisant ’équation de Poisson.
Cette équation donne le potentiel d’interaction Coulombienne, a l'aide de la densité de
charge tel que :

AVieou (T) = —dmachep.(T) (4.132)
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et qui correspond a un temps de calcul seulement proportionnel au volume du réseau, ce
qui est numériquement plus avantageux que la premiére méthode proposée. La résolution
numérique de 1’équation de Poisson peut s’obtenir a 1'aide d’'une méthode de différences
finies [110]. Cette résolution nécessite la connaissance des conditions a la limite du probléme
a étudier. Elle sera différente pour des systémes finies, tels que les noyaux, ou de systémes
infinis tels que la matiére d’étoile. Nous reviendrons plus tard sur les détails de sa résolution
dans chacun des chapitres concernant ces deux types de systémes.

4.5.2 Calcul du terme d’échange.

Le terme d’échange est beaucoup plus simple a mettre en oeuvre que le terme direct.
En effet il peut étre calculé trés facilement a I'aide de 'approximation de Slater [106], qui
est intensément utilisée dans la plupart des calculs Hartree-Fock usuels [107, 108]. Cette
derniére donne le terme d’échange de I'énergie d’interaction Coulombienne comme une
fonctionnelle de la densité de charge :

3 /3 1/3
HCoul—Echange - _OéhCZ (—) /d37?p3/3(f> (4133)

™

La densité d’énergie Coulombienne définie par les relations (4.130) et (4.133), peut étre
simplement ajoutée a la fonctionnelle Hartree-Fock que nous avons défini par I’'équation
(4.76).

4.5.3 Effet de l'interaction Coulombienne sur les équations de
mouvement.
Le champ moyen associé a I'interaction Coulombienne peut étre aisément calculé. Dans

le cas de I'énergie Coulombienne seule la densité de particules interviens dans la fonction-
nelle. Il vient donc dans un premier temps :

a’)_l(joul (A ~ 8,5 )
=Tr | help| = 4.134
94, clf] 7, (4.134)
ol hc|p] est donnée par :
7 o€ oul-Direc ~ o€ oul-Echange
help] = ’%Cig Lk t—1-/<0(3—Calph g
p(kq,l) p(»%q,l)
R 3\ /3 R
= I%C (VCOUI(F) — ahce (;) pi/g(F)) (4135)

et k¢ est le projecteur sur les états de particules chargées. En calculant la trace, ’équation
(4.134) se réduit simplement a I'intégrale suivante :

1/3
Mews _ [ 7 (v00u1<f>—ahc (%) pi/‘”’(f)) (ALY
m

dq, 0q,

Nous avons ainsi tous les ingrédients qui nous permettent d’implémenter 1’énergie d’inter-
action Coulombienne pour un systéme de fermions. [.’ajout de I'interaction Coulombienne
ne change pas significativement le temps de calcul, qui respecte toujours la relation (4.127).
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Nous allons maintenant procéder a la réalisation numérique du modéle FMD. Nous
exposerons les différentes méthodes numériques utilisées aussi bien pour le modéle dy-
namique, que pour le modéle statique.

4.6 Reéalisation numérique.

L’équation (4.14) étant soluble analytiquement seulement pour des cas bien particuliers,
on a souvent recours a des méthodes numériques afin d’en extraire des solutions. Le but de
cette partie est d’illustrer deux méthodes de résolution numérique. L'une pour le modéle
dynamique, et 'autre pour le modéle statique employé pour obtenir I’état fondamental des
noyaux. Nous les testerons a 1’aide de différents cas modeéle qui admettent des solutions
analytiques. Nous verrons qu’ils existent également certains critéres permettant de valider
la résolution numérique des équations.

4.6.1 Le modéle dynamique.
Méthode d’intégration.

La connaissance de I’évolution dynamique des différents parametres ¢, du modele FMD,
nécessite la résolution numérique d’un systéme d’équations différentielles non linéairement
couplées, et qui est caractérisé par I’équation (4.14). Il faudra donc choisir une méthode
d’intégration qui donne une solution du probléme avec une excellente précision, une trés
bonne stabilité, et qui soit a la fois simple & implémenter tout en étant peu coiiteuse
numériquement. Nous allons d’abord introduire la méthodologie numérique que nous avons
choisi pour solutionner notre probléme. D’une maniére générale lorsque 1'on veut résoudre
un systéme de N équations différentielles couplées, on peut le poser tel que :

dy

N t

dt fl(y17y27 y YN, )

dy»

2920 t

dt f2(y172/27 y YN, )

d

X = vy ) (4.137)

ou les y; sont les NV variables dynamiques que 1’on cherche a connaitre au cours du temps,
et les f; sont les N équations qui couplent I’évolution dynamique de ces derniéres. On peut
regrouper cet ensemble sous forme vectorielle tel que :

g:(ylay2>""yN) et f:(f1>f2>"'>.fN) (4138)
ot le systéme d’équations différentielles se réduit sous une forme plus compacte par :
dy >
— = f(y,t 4.139

Lorsque ’on cherche une solution numérique a ce probléme, il faut définir un pas discret At
d’intégration en temps, et partir d'une condition initiale au temps ¢y. Pour chaque instant
t() défini par :

1 =D Ap —— ¢ = O 4 gAY (4.140)
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on détermine pas a pas la solution du vecteur #(t") = 7™, a I'aide des solutions an-
térieures. De nombreuses méthodes ont été développées au cours du temps, et ceci avec
des niveaux d’approximations différentes. La méthode d’ordre quatre de Runge et Kutta
[109, 110] est couramment utilisée. Son succeés s’explique par sa simplicité de mise en oeu-
vre, sa treés bonne stabilité dans la plupart des problémes, et une trés bonne convergence
des solutions numériques. Le schéma d’intégration est le suivant :

At “(n (n (n 7(n
gD = g+ 2 (B 2R 28 + BV ) + 0(ar) (4.141)

ot les différents vecteurs k; sont définis par :

SO fTN)

3 = + 9
B = g anf (R, ) (4.142)

On peut remarquer que le schéma d’intégration nécessite quatre évaluations du vecteur f_:
et cecl a chaque pas en temps. Dans le cas ot 'estimation du vecteur fs’avére tres lourde
numériquement, la méthode de Runge et Kutta devient donc peu efficace. Une méthode
permettant de solutionner ce probléme est donné par les schéma d’intégrations de Adams
[109, 110|. Le schéma ouvert d’ordre quatre donne la méme précision que le schéma de
Runge et Kutta du méme ordre. Il ne nécessite cependant qu’une seule estimation du
vecteur fpour un instant t™ donné, ainsi qu’une connaissance de ce méme vecteur a des
instants antérieurs tel que :

FrtD = g 4 % (55 Fm 59 ftn=D) 4 g7 fn=2 g f“("—3>) +O(AP) (4.143)
Néanmoins ce schéma d’intégration ne permet pas d’initier le processus d’intégration pour
les trois premiéres itérations car ’on ne peut pas connaitre f(_?’), f(_z), et f(_l). Pour
démarrer, il faut donc utiliser le schéma de Runge et Kutta afin de tabuler les premiéres
valeurs de f

La méthode proposée peut également étre étendue en utilisant le schéma fermé du
méme ordre. Le principe est de réinjecter dans un premier temps la solution trouvée a
I’aide du schéma ouvert dans ce dernier, et ensuite d’en estimer par itérations successives
une meilleurs valeur de 7™V jusqu’a convergence. Pour la r-éme itération, le schéma de
Adams fermé a 'ordre quatre est donnée par :

At
g»g:)-i-l) _ g»(n) + ﬂ <9f_(:;+1) + 19f_(n) _ 5f_(n—1) + f_(n—z)> + O(At5) (4.144)

ol

fomen f(y*E?_*f)), t("“)) (4.145)

La formule fermée, étant itérative, consomme beaucoup plus de temps de calcul que la
formule ouverte, puisqu’il faut calculer f a plusieurs reprises. Néanmoins elle est beaucoup
plus stable, plus précise, et rapidement plus convergente que le schéma ouvert. Dans notre
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réalisation du modéle FMD, nous combinons les deux méthodes en se limitant & un nombre
maximum de deux itérations en ce qui concerne le schéma fermé. Le fait de combiner les
schémas ouvert et fermé de Adams constitue ce que I'on appelle une méthode de prédicteur-
corrécteur, qui allie les avantages d’'une méthode fermée, en supprimant les inconvénients
du temps de calcul, grace a une premiére estimation a I’aide de la méthode ouverte. Nous
allons maintenant appliquer le principe de cette méthode a la résolution numérique de
I'équation (4.14), et nous I'appliquerons a des cas modéle, afin de valider I’algorithme de
notre modéle FMD.

Tests du modéle avec des particules libres.

Le premier cas modéle qui peut étre étudié est le cas simple de fermions libres sans
interaction. Le Hamiltonien du systéme se réduit uniquement a considérer le Hamiltonien
d’énergie cinétique (4.51). Le systéme admet une solution analytique exacte qui peut étre
vérifiée numériquement. Chacune des particules aura des équations de mouvement données
par des équations différentielles indépendantes :

ri - _ P
dd—tzo
%:0 (4.146)

ce qui constitue des équations de mouvement classiques pour chacune des gaussiennes. En
termes des parameétres ay et by définis par les équations (4.19) et (4.20), nous obtenons le
systémes d’équation suivant :

dag _ B
d  m
dby,
— =0
dt
doy
— =0
dt
dx
— =0 4.147
0 (4.147)
et qui admet comme solution analytique, les relations :
o) = i1t + an(0)
k = k
be(t) = bi(0)
or(t) = ¢x(0)
Xk (t) Xx(0) (4.148)

Les fermions libres et sans interaction admettent une trajectoire rectiligne et uniforme,
qui se traduit par des paramétres de gaussiennes qui restent constants au cours du temps.
Seules les parties imaginaires des largeurs des gaussiennes croissent linéairement au cours
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du temps, c’est a dire que les paquets d’onde gaussiens tendent a s’étaler indéfiniment au
cours du temps, et a se délocaliser sous la forme d’onde plane.

Le test qui va permettre de valider notre algorithme, va consister a vérifier le systéme
d’équations (4.14), ¢’est a dire & comparer la solution numeérique avec la solution analytique
(4.148). Notre calcul consiste a initialiser aléatoirement 'ensemble des paramétres pour
un nombre donné de paquets d’onde gaussiens, et d’appliquer 1’algorithme de prédicteur-
correcteur afin d’obtenir une solution numérique des équations de mouvement. Le premier
critére qui donne une indication sur la fiabilité de notre algorithme, est la conservation de
I'énergie totale du systéme. La qualité de cette conservation est illustré sur la figure (4.1),
et montre qu’elle est parfaitement conservée pour ce cas modéle. La conservation n’est pas
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FiG. 4.1 Evolution temporelle de I'énergie totale d’un systéme de quatre fermions libres.

exacte pour d’autres cas, a cause de la propagation des erreurs numériques. Toutefois dans
tous nos calculs, la variation de I’énergie totale du systéme n’est pas supérieure a 0.1% de
celle de I'instant initial pour un laps de temps de 1000 fm//c.

Sil’on regarde maintenant 1’évolution des parameétres d'une des gaussiennes du systéme,
on remarque que la solution numérique respecte trés précisément la solution analytique. En
ce qui concerne la partie imaginaire de la largeur de la gaussienne représenté sur la figure
(4.2), son équation d’évolution est parfaitement vérifiée, et ’on peut remarquer que l’erreur
absolue commise par rapport a la solution analytique Aa; = |@ranatytique — Crnumeriquel
est inférieur a 1071° pour un pas en temps fixé a At = 0.05fm/c, tel que Aa; < A#°.
L’ensembles des figures (4.3) et (4.4) montre clairement, que tous les autres parameétres
restent constants au cours du temps, aussi bien pour la partie réelle de la largeur de la
gaussienne, le vecteur complexe gk, et les deux phases liées au spin ¢y et yx. Nous allons
maintenant étendre nos tests a un autre cas modéle, qui est celui d’un systéme de particules
sans interaction plongées dans un potentiel externe harmonique.
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F1G. 4.2 — Représentation de 1’évolution temporelle de la largeur imaginaire de la gaussi-
enne, en trait plein pour la solution numeérique, et en carrés pour la solution analytique (a
gauche), ainsi que de I'erreur absolue commise (& droite) pour une particule donnée d’un
systéme de 4 fermions libres.
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F1G. 4.3 Evolution temporelle des phases du spin pour une particule donnée d’un systéme
de 4 fermions libres.
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Fi1G. 4.4

—

Evolution temporelle des différentes composantes du vecteur complexe b pour

une particule donnée d’un systéme de 4 fermions libres, ainsi que de la partie réelle de la

largeur de la gaussienne.
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Tests du modéle avec un potentiel externe harmonique.

Un autre cas modéle qui admet des solutions analytiques, est celui de l'oscillateur
harmonique donnée par le Hamiltonien suivant :

Hyuo = Hein + Hpor (4.149)

ou le Hamiltonien d’énergie potentielle est donné par :
Hp = E —mszA’~ (4 150)
Ot y — ’ ‘

avec w la pulsation de l'oscillateur. Etant donné que nous sommes uniquement en présence
d’opérateurs a un corps indépendants de la densité, les expressions de la valeur moyenne du
Hamiltonien d’énergie potentielle, ainsi que de ses dérivées, admettent les mémes formes
que celles de la partie cinétique du systéme :

1 .
Hpot = —mw?Tr <772,6)

2
A A
1 ~
= imwzzZ(Qk|f2|Ql>Ozk (4-151)
k=1 I=1
et
8HPot an 29 - ) = an
= mw ZRe Okm< r > Z Ql‘r ‘qk>ZOkm<— qn>0nl
8q“ 8 =1 n=1 8(]“

(4.152)

ou l'ensemble des éléments de matrices est donné en annexe (A.6). Les équations de mou-
vement pour chacune des particules sont données par :

dr Pk

dt m

d—ﬁk = —mw’,

dt

doy

Ik

dt

dXx

— =0 4.153
i ( )

et peuvent étre réécrites en termes d’équations d’évolution pour les parameétres ay et by :

day, mw2 h
w T TR et
dby, mw? -
E = _ZTakbk

(4.154)

Seul le systéme d’équations différentielles (4.153) admet une solution analytique, et dans
le cas ot I'on considére pour condition initiale que les impulsions pj des particules sont
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nuls, nous obtenons la solution bien connue :

m(t) = 7%(0) cos (wt)

(t) = —muwry(0) sin (wt)

oe(t) = ¢r(0)

Xk () X (0) (4.155)

Comme pour le cas des particules libres, nous pouvons vérifier a I’aide de la figure (4.5)
que la conservation de I’énergie est trés bien respectée, et qu’il y a un échange énergétique
entre I'énergie cinétique et potentielle a la pulsation 2w. Ce qui est déja un trés bon
indicateur en ce qui concerne la résolution de nos équations de mouvements. Les figures
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Fi1G. 4.5 Evolution de I'énergie cinétique, potentielle et totale, d’un systéme de 4 nucléons
plongés dans un puit harmonique, et sans interaction avec %mwz =0.1MeV.fm=2.

(4.6) montrent que la résolution numérique de (4.14) respecte bien les relations données
par le jeu d’équations différentielles (4.154). Néanmoins il ne s’agit que d’un test, qui ne
donne aucune information sur la qualité de la méthode d’intégration. Les figures (4.7)
montrent que les phases associées au spin restent constantes au cours du temps. Le test
le plus probant consiste a comparer la solution analytique et numérique pour I’évolution
dynamique des positions et des impulsions. Les figures (4.8) et (4.9) montrent clairement
qu’il y a un trés bon accord entre la solution numérique et la solution analytique, et que
les erreurs relatives pour chacune des observables respectent une méthode d’intégration
d’ordre quatre, c’est a dire sont toujours inférieurs a A5 |
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F1G. 4.6 — Dérivée temporelle de chacun des paramétres (croix), ainsi que les expressions
des membres de gauche du systéme d’équations différentielles (4.154).
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FiGc. 4.7 Evolution temporelle des phases du spin pour une particule provenant d’un
systéme de fermions libres, plongés dans un puit harmonique.



82 CHAPITRE 4. LE MODELE FMD.

2e11

15e-11—

le-ll—

AX [fm]

5e12
0 .
0 200
t[fric]
T T 412 T T T T T
— vNuw\elqus
VAnayuwe
005~ 4
3e12—
= £
= oF N S2e12r
> Q
0051 B le12-
. | . . | . | . 0 . | . | .
0 200 800 1000 0 200
t[fmic] t[fmic]
2e11 T T T T T
15611 i
3
S lellf-
N
q
5612
o . ] ) | ,
0 200

t[fmic]

Fi1G. 4.8 Les figures de la colonne de gauche représentent 1’évolution temporelle des com-
posantes X,Y,et Z des positions 7, d’une particule provenant d’un systéme de fermions
plongé dans un puit harmonique. Les lignes en traits pleins représentent la solution
numérique, et les croix donnent les solutions analytiques. L’erreur absolue est représentée
sur les figures de la colonne de droite pour chacune des observables. Le pas d’intégration

est At = 0.05fm/c.
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FiG. 4.9 Les figures de la colonne de gauche représentent l'évolution temporelle des
composantes Px,Py.et Pz des impulsions p;, d'une particule provenant d’un systéme de
fermions plongé dans un puit harmonique. Les lignes en traits pleins représentent la solution
numérique, et les croix donnent les solutions analytiques. L’erreur absolue est représentée
sur les figures de la colonne de droite pour chacune des observables. Le pas d’intégration

est At = 0.05fm/c.
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Test du modéle pour un systéme nucléaire.

Nous allons maintenant réaliser des tests qui nous donneront des indications sur la
bonne implémentation de la fonctionnelle de Skyrme pour notre modéle. Nous pourrons
vérifier d’'une part la conservation de I'énergie totale du systéme, et d’autre part la restau-
ration de l'invariance Galiléenne. Le Hamiltonien total du systéme nucléaire est donné
comme la somme d’une partie cinétique et d’'une partie contenant le potentiel de Skyrme
tel que :

I:ITotal = FICin + I:ISkyrme (4156)

ol nous ne tiendrons pas compte de I'énergie d’interaction Coulombienne pour l'instant.
Nous discuterons son implémentation pour les noyaux finis lors du prochain chapitre. Pour
cette sous-partie, nous effectuerons I’ensemble de nos calculs avec la paramétrisation de
Skyrme de type SLy4d. Afin de tester 'invariance Galiléenne du systéme nucléaire, I'idée
générale est d’utiliser un noyau atomique dont le centre de masse est en mouvement rec-
tiligne et uniforme, et d’appliquer & un moment donné un boost Galiléen, tout en vérifiant
que I'énergie d’interaction nucléaire n’est pas affectée par celui-ci. Nous effectuerons aussi
le méme test sans implémenter la densité de courant J dans la fonctionnelle de Skyrme,
afin de constater qu’il existe une violation de 'invariance Galiléenne sous l'effet d’un boost.
Il faudra également veiller a ce que la relation :

dRcyi 5
= P, 4.157
(L oM (4.157)

soit toujours respectée a tout instant, ou §CM et JSCM représentent respectivement la po-
sition et la quantité de mouvement du centre de masse du noyau.

Les figures (4.11) et (4.10) montrent respectivement 1’évolution temporelle des dif-
férentes composantes de 1’énergie totale d'un noyau de carbone 12, ainsi que les différentes
quantités de ce dernier permettant de vérifier la relation (4.157). Deux types de calculs
sont considérés, I'un tenant compte de la restauration de I'invariance Galiléenne, et ’autre
I'ignorant en omettant la densité de courant J de la fonctionnelle de Skyrme. On peut
remarquer a I'aide des figures (4.11) que ’énergie totale du systéme est toujours conservée
dans chacun des deux cas, sauf au moment ot 'on réalise le boost. Ce qui est tout a fait
normal car nous avons communiqué une quantité d’énergie cinétique supplémentaire au
systéme afin de réaliser le boost, et ce qui explique les discontinuités observées pour les
énergies cinétique et totale du systéme. Si 'on regarde maintenant I’évolution temporelle
de I'énergie d’interaction nucléaire, on peut constater que celle-ci reste constante pour un
systéme invariant sous l'effet d’une transformation de Galilée, et qu’elle n’admet aucune
discontinuité au moment du boost. Ces conditions ne sont plus vérifiées pour cette derniére,
si on regarde le calcul ot nous avons omis la densité de courant J. Les figures (4.10) mon-
trent clairement que la relation (4.157), qui refléte I'invariance sous une transformé de
Galilée, est uniquement respectée a tout instant seulement pour le cas ou la desnité de
courant J est considerée.

Nous avons ainsi donné des indications permettant de supposer que la fonctionnelle de
Skyrme a été correctement implémentée dans notre code de calcul. Notre argumentation
sera d’autant plus appuyée par la suite, lorsque nous effectuerons des calculs de structure
nucléaire au cours du prochain chapitre. Nous allons maintenant passer a la réalisation
numérique du modéle statique.
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F1G. 4.10  Evolution temporelle des composantes Pzcy, Pycw,et Pzoy (en traits pleins),
ainsi que des quantités md‘)fig de(‘ et ded(tM (en cercles pleins) pour le centre de masse
d’un noyau de carbone 12. Les colonnes de droite et gauche représentent respectivement

des calculs réalisés avec et sans la restauration de I'invariance Galiléenne, pour lesquelles
un boost Galiléen est opéré a t=10fm/c. On remarque que la relation md}fi‘gM = ﬁCM est
parfaitement respectée méme aprés avoir réalisé un boost Galiléen, uniquement lorsque 'on
tient compte des composantes de la fonctionnelle de Skyrme permettant la restauration de

I'invariance Galiléenne.
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Fi1G. 4.11 Evolution temporelle des énergies cinétique, nucléaire, et totale pour un noyau
de carbone 12, avec (colonne de droite) et sans (colonne de gauche) la restauration de
Iinvariance Galiléenne. On peut remarquer pour les deux cas, que I'énergie totale admet
une discontinuité au moment du boost & t=10fm/c, mais qu’elle est parfaitement con-
servée avant et aprés ce dernier. Si 'on tient compte des composantes de la fonctionnelle
de Skyrme permettant la restauration de l'invariance Galiléenne, I'énergie d’interaction
nucléaire reste constante au court du temps, et seule I’énergie cinétique du systéme est
affectée par le boost Galiléen. Ce qui n’est pas le cas si on ne tient pas compte des correc-
tions, ot 'on peut remarquer que 1’énergie d’interaction nucléaire admet une discontinuité
au moment du boost Galiléen.
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4.6.2 Le modéle statique.

La résolution de I’équation d’évolution (4.14) pour une solution stationnaire correspond
a trouver I'état fondamental d’un systéme de fermions, qu’il soit ou non en interaction.
Ceci est vérifié si et seulement si les dérivées de 1’énergie totale du systéme par rapport a
chacun des parameétres sont nulles :

T _ v (4.158)
0q,

Une méthode simple permettant de trouver cet état fondamental est d’initialiser aléa-
toirement tous les parameétres des gaussiennes, et ensuite d’appliquer une méthode dite de
gradient d’ordre un afin de refroidir progressivement le systéme jusqu’a I’état fondamental.
Le schéma itératif de cette méthode est donné pour la néme itération par :

) e R @)

(n) —
Y Y 8q(n—1)
”w

(4.159)

ol A est une variable, qui représente la “viscosité” numérique. Elle est initialement fixée a
des valeurs petites, et progressivement augmentée au cours des itérations jusqu’a atteindre
la convergence. Le cas le plus simple a étudier, et qui va nous permettre de tester cette
méthode, est de reconsidérer le cas de D'oscillateur harmonique pour lequel on connait
exactement l'état fondamental. Pour ce cas bien connu, I’énergie par particule est donnée
par :

3
E = hw (nm +n, +nz + 5) (4.160)

ou les n; représentent les nombres quantiques d’excitation. Pour un systéme de bosons,
I’état fondamental sera caractérisé par des nombres quantiques d’excitation identiquement
nuls pour toutes les particules. Dans le cas du modéle FMD, nous sommes en présence
de fermions, et 'on ne peut avoir de particules possédant le méme état quantique. On
va donc peupler progressivement chacun des niveaux, ot chacun pourra étre occupé par
deux particules identiques, a cause de la dégénérescence du spin 1/2 des particules. Si I'on
considére I'exemple de quatre fermions identiques, 1’état fondamental sera donné par deux
particules ayant une énergie égale a %hw, et les deux suivantes avec une énergie égale a ghw,
soit une énergie totale égale & 8hw. La résolution numérique de ce probléme est présentée
en figure (4.12). Cette figure montre qu’il y a un trés bon accord entre la valeur numérique
et la valeur théorique de I'énergie du fondamental, et ceci est obtenu avec une convergence
assez rapide.Un autre test intéressant a effectuer pour vérifier la bonne convergence de
I’algorithme, est de regarder si le centre de masse du systéme converge vers zéro. La figure
(4.13) démontre que cette condition est parfaitement respectée pour le cas étudié.
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Fi1G. 4.12 — Evolution du refroidissement d’un systéme de quatre fermions libres plongés
dans un puit harmonique, ot hw = 2,88MeV. n représente le nombre d’itérations.
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F1G. 4.13 — Evolution de la position du centre de masse au cours de I’évolution temporelle.
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4.7 Conclusion.

Au cours de ce chapitre, nous avons re-dérivé les équations du modéle FMD dans un
formalisme Skyrme Hartree-Fock. Nous avons établi les différentes connexions qui exis-
tent entre celui-ci et le modéle TDHF. Nous avons spécifiquement démontré que résoudre
les équations de mouvement pour le modéle FMD est équivalent a résoudre les équations
TDHF. Cette équivalence nous a permis d’affirmer que la connaissance de 1’évolution dy-
namique de I'opérateur densité a un corps était suffisante pour la résolution des équations
FMD. Ceci implique en particulier que le calcul de toute observable dans FMD, peut se ré-
duire au calcul de fonctionnelles de I'opérateur densité & un corps, et par conséquence avoir
un effort numérique de 'ordre de A2. Bien que le modéle FMD peut étre percu comme
une restriction du modéle TDHF a cause du fait que les états a une particule sont im-
posés comme étant des gaussiennes, celui-ci permettra néanmoins de reproduire les fortes
fluctuations de densité de I’écorce des étoiles a neutrons. Nous avons par la suite proposé
une méthode systématique permettant d’obtenir relativement simplement la dérivation du
champ moyen. Afin de controler la bonne réalisation numérique de notre modéle, de nom-
breux tests ont été établis a 1'aide de cas modéle. Des critéres supplémentaires ont été
utilisés par la suite afin de valider I'implémentation de la fonctionnelle de Skyrme. Avant
de réaliser toute étude thermodynamique avec notre modéle, nous allons tout d’abord
Iappliquer a des calculs de structure nucléaire. Ce qui fera I’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 5

Application du modéle FMD a la
structure nucléaire.

5.1 Introduction.

Au cours du chapitre précédent, nous avons développé un modéle FMD qui a été concu
pour étre essentiellement utilisé a des fins astrophysiques, et plus particuliérement pour
étudier la thermodynamique de la crotiite interne des étoiles et protoétoiles & neutrons.
Néanmoins ce modeéle n’est pas restreint a ce domaine, et ce chapitre a pour but de présen-
ter certains exemples d’application a la structure nucléaire. Durant ces derniéres années
le modéle AMD strictement apparenté au modeéle FMD a été combiné a la méthode de la
coordonnée génératrice (GCM) [57], dans le but d’étudier la structure des noyaux légers
[111, 112, 113]. La méthode GCM consiste a faire des projections sous contrainte des dif-
férents états possibles d’un noyau, et de moyenner I’ensemble de ces états de telle sorte a
introduire des corrélations au dela du champ moyen. Ces applications sont bien au dela
des ambitions de ce travail, et nous nous limiterons dans ce chapitre a extraire des états
fondamentaux de certains noyaux bien connus. Ces fondamentaux pourront étre comparés
a ceux obtenus a l'aide de I’expérience, et du modéle Hartree-Fock bien établi. Cette com-
paraison pourra étre vue comme un test confirmant la validité de notre modéle. Un autre
travail qui n’a jamais été réalisé a l'aide des modéles AMD/FMD, est celui concernant
I’étude des modes collectifs dans les noyaux. Ces derniers ont été intensivement étudiés
a l'aide du modéle TDHF, et de la RPA |57, 114| qui n’est rien d’autre qu'un TDHF
linéarisé. Les modes collectifs restent a ’heure actuelle un sujet d’actualité, et certains
d’entre eux permettent d’obtenir des informations expérimentales sur 1’équation d’état de
la matiére nucléaire. Les résonances géantes monopolaires en sont un exemple, elles per-
mettent extraction du coefficient d’incompressibilité de la matiére nucléaire. Les modéles
AMD/FMD peuvent donc étre une approche supplémentaire a I’étude des modes collectifs,
et 'ensemble des résultats obtenus a ’aide de ces derniers pourront étre confrontés a ceux
obtenus a ’aide des modéles TDHF et RPA. Nous aborderons donc dans la derniére partie
de ce chapitre, la réalisation de calculs théoriques de mouvements collectifs dans les noy-
aux a I’aide de FMD, et nous nous concentrerons essentiellement sur I’étude des résonances
géantes monopolaires. Nous verrons que le modéle FMD présente certaines limitations si
I’on cherche a étudier ce mode spécifique, mais qu’il pourra étre utilisé plus efficacement
pour d’autres modes collectifs.

Néanmoins avant de réaliser tout calcul de structure nucléaire, nous allons commencer
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ce chapitre par la résolution numérique de 1’équation de Poisson, qui va nous permettre
d’implémenter I'interaction Coulombienne dans les noyaux.

5.2 Implémentation de 'interaction Coulombienne pour
les noyaux finis.

5.2.1 Principe de la méthode.

Nous avons vu au cours du chapitre précédent que la maniére la plus astucieuse d’im-
plémenter l'interaction Coulombienne est d’utiliser I’équation de Poisson, ce qui va nous
donner le terme direct de I’énergie Coulombienne, et que le terme d’échange peut étre
estimé a 1’aide de 'approximation de Slater. Jusqu'a présent, nous n’avons donné aucune
information technique sur la résolution de I’équation de Poisson, but principal de cette
sous-partie. [L’équation de Poisson est une équation locale définie par :

AVeou (T) = —4mwahep.(T) (5.1)

a partir de laquelle on peut en extraire le potentiel Coulombien Vioy(7), si 'on connait la
densité de charge locale, qui dans notre cas est identiquement égale a la densité de charge
protonique, p.(7) = p,(7). Sa résolution nécessite de fixer les conditions aux bords. En ce
qui concerne le cas d’un noyau fini, le potentiel Coulombien doit étre nul a I'infini :

lim VCoul(F) =0 (52)

— 400

La résolution de I'équation de Poisson peut se faire a ’aide de la méthode des différences
finies [109, 110]. Le schéma d’ordre deux a une dimension de I'équation (5.1) s’écrit sous
la forme suivante :

i i—1— 2v;
Ui+l +ZI21 Ui —Adrahep,; (5.3)

ot les v; et les p.; sont respectivement les valeurs du potentiel Coulombien et de la densité
de charge sur le réseau discrétisé, et Az le pas du réseau. Ce schéma peut étre étendu a des
ordres supérieurs, et a plusieurs dimensions, mais nous nous contenterons pour l'instant de
ce schéma pour expliquer le principe de notre méthode de résolution. Comme nous I'avons
évoqué dans le chapitre précédent, nos calculs FMD sont discrétisés sur un réseau de volume
V', sur lequel les différentes densités sont tabulées dans le but de calculer la fonctionnelle
de Skyrme. Afin de respecter la condition (5.2), ce réseau devra étre suffisamment étendu
pour imposer les bonnes conditions aux bords pour le potentiel Coulombien. Avec cette
condition, I’équation (5.3) devient un systéme d’équations linéaires qui peut s’écrire sous
la forme suivante :

_2 1 0 e e O " fl
-2 1 0 - Vg fa
0 _ (5.4)
0
0 1 -2 1
0 0 1 =2 Uy, fn
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avec f; = —4mahcAx?p.;. La taille finie du réseau devra étre suffisamment grande pour
reproduire les bonnes conditions aux limites. Le systéme linéaire d’équations (5.4) peut
s’écrire sous une forme plus compacte :

Ci=f (5.5)

et sachant que la matrice C' n’est pas singuliére, on pourrait trouver les différentes valeur du
potentiel sur le réseau a I'aide de la matrice inverse. Pour des raisons de rapidité numérique,
nous n’inverserons pas cette matrice, et nous emploierons une méthode itérative. Le schéma
itératif est le suivant :

1 >
=2 <D?7(H) - f) (5.6)

oit D = C+21, et 7® le potentiel Coulombien a la I-éme itération. L'idée de cette méthode
est de partir d’une condition initiale arbitraire 7, et d’appliquer I’équation (5.6) jusqu’a
convergence. En effet si nous appliquons la matrice C' a I’équation (5.6), nous obtenons :

Co® =2 (70 -5V 4 f (5.7)

et si nous vérifions la relation [7) — #¢~V| < £ & la convergence, ol € est une quantité
infinitésimale, alors la solution trouvée pour 7 sera celle qui respectera le systéme d’équa-
tions (5.4). Nous allons maintenant passer aux applications numériques de cette méthode.

5.2.2 Application numérique.

Nous devons maintenant passer aux applications numériques de la méthode, pour le cas
des noyaux finis dans un réseau a trois dimensions. Le schéma d’ordre 2 régi par 1’équation
(5.3) se généralise a trois dimensions par :

Vit1jk + Vic14k + Vigaik + Vig-1k + Vi1 + Vige—1 — 6V = fijk (5.8)
Si 'on souhaite une résolution a 'ordre 4, il faut calculer :

16 (Vig1,k + Vie1gk + Vigrk + Vigo1k + Vighar T Vige-1) = 900k = 12fi ;s

— (Vis2,5k + Vicagik + Vigaak + Vigoak + Vigkr2 + Vijk—2) (5.9)

ou les indices 7, j, k indiquent la position sur le réseau a trois dimensions. Nous allons
appliquer ces deux schémas d’intégration, et comparer I'erreur commise pour chacune des
deux méthodes. Les équations (5.8) et (5.9) peuvent étre retranscrites a I’aide du schéma
itératif défini par I'équation (5.6), et on aura a l'ordre 2 Iexpression du potentiel pour
chaque point du réseau a la [-éme itération :

! I -1 -1 -1 I-1)
(,y)k: B [Uz(ﬂg)k"’ 2(—1])k+vz(j+1)k+vz(j 1)k+vz(yk-)',-1+vi(,j,k)1_4 (,Jk fi,ij] (5.10)

et de méme pour la méthode d’ordre 4 :

I 8 [ (-1 -1 -1 -1 -1
(,j)k = %(Uz(—‘rlj)k—i_ 2(—1])k+vz(j+1)k+vz(j 1)k+vi(,j,k—)i-1+ (,yk)1>
1 -1 I -1 -1 -1
50 < z(+2,y)k+ ( 2J)k+UZ(J+2)k+Ui(,j—2),k+vz§,j,k—)i-2+ z(j k)2>
4
e fw . (5.11)

5
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Une fois la convergence atteinte pour le potentiel en tout point du réseau, on pourra calculer
le terme direct de l'interaction Coulombienne. Un test numérique permettant de valider
notre méthode consiste a calculer ce dernier avec deux méthodes différentes. La premiére
consiste a le calculer directement par la relation suivante :

E, = /pC(F’)VCOul(md?’F (5.12)

et la deuxiéme en passant par I’estimation du champ électrique :

o [ 2 N o
By = [ Ecou(N)d’r ot Ecou(r) = —grad(Voou () (5.13)
Si Perreur relative ¢ = |E) — Es|/E; est suffisamment faible, alors on pourra considérer

notre méthode comme étant valide. Les tableaux (5.1), (5.2), (5.3), et (5.4) sont des exem-
ples d’application numérique de la méthode itérative pour des protons disposés de maniére
aléatoire sur un réseau a trois dimensions. Le tableau (5.1) représente des calculs effectués
pour deux protons a l'aide de la méthode d’ordre 2. On remarque que l'erreur ¢ diminue,
lorsque I'on augmente la taille du réseau, et ceci s’explique par le fait que 'on respecte
de mieux en mieux la condition (5.2). Néanmoins, le temps de calcul augmente propor-
tionnellement & L3. Ceci implique que du point de vue pratique, les calculs deviennent
ingérables a partir de L > 112. Si le méme calcul est effectué avec la méthode d’ordre 4, ou
les résultats sont présentés dans le tableau (5.2), on peut remarquer que la convergence avec
la taille du réseau est beaucoup plus rapide, et que 'erreur ¢ est trés inférieur au pourcent.
De plus, les temps de calcul numérique sont inférieurs a ceux associés a la méthode d’ordre
2. La méme étude est présenté dans les tableaux (5.3), et (5.4) pour un systéme constitué
de six protons. Les conclusions sont identiques par rapport au cas précédent. Pour nos
futurs calculs concernant les noyaux finis, nous n’utiliserons que la méthode d’ordre 4 qui
est plus précise et plus rapide que la méthode d’ordre 2.

Nous avons présenté le dernier ingrédient manquant permettant de faire des calculs de
structure nucléaire. Notre prochaine section sera consacrée a 1I’étude des états fondamen-
taux de quelques noyaux atomiques bien connus.

L 16 48 80 112
E; (MeV) 0.731 1 0.932 | 0.973 | 0.99
E, (MeV) 0.684 | 0.899 | 0.941 | 0.956
erreur relative (%) | 6.45 | 3.5 | 3.21 | 3.12

TaB. 5.1 Estimation du terme direct de 1’énergie d’interaction Coulombienne, a 1’aide
de la méthode itérative d’ordre 2. Pour deux protons placés aléatoirement sur le réseau on
calcule Ey et Ey a l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de calcul.
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L 16 48 80 112 144
E; (MeV) 0.719 | 0.922 | 0.963 | 0.98 | 0.98
Ey (MeV) 0.707 | 0.917 | 0.959 | 0.977 | 0.987
erreur relative (%) | 2.12 | 0.46 | 0.34 | 0.31 | 0.3

TaB. 5.2 Estimation du terme direct de 1'énergie d’interaction Coulombienne, a 1'aide
de la méthode itérative d’ordre 2. Pour deux protons placés aléatoirement sur le réseau on
calcule Ey et Ey a l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de calcul.

L 16 48 80 112
E; (MeV) 7.038 | 8.803 | 9.169 | 9.328
E; (MeV) 6.596 | 8.486 | 8.863 | 9.025
erreur relative (%) | 6.3 | 3.61 | 3.34 | 3.25

TaB. 5.3 Estimation du terme direct de 1'énergie d’interaction Coulombienne, a 1’aide
de la méthode itérative d’ordre 2. Pour deux protons placés aléatoirement sur le réseau on
calcule E; et Ey a l'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de calcul.

n 16 48 80 112 144
E; (MeV) 6.966 | 8.744 | 9.112 | 9.271 | 9.271
Es (MeV) 6.832 | 8.704 | 9.08 | 9.241 | 9.243
erreur relative (%) | 1.94 | 0.46 | 0.36 | 0.33 | 0.31

TAB. 5.4 — Estimation du terme direct de 1’énergie d’interaction Coulombienne, a I'aide
de la méthode itérative d’ordre 4. Pour six protons placés aléatoirement sur le réseau on
calcul F et FEy a I'aide des relations (5.12), et (5.13). L indique la dimension linéaire du
réseau de calcul.

5.3 Etude des états fondamentaux de quelques noyaux.

[’étude des états fondamentaux des noyaux atomiques est couramment réalisée a 1’aide
de la méthode Hartree-Fock. .’idée de cette partie est de réaliser les mémes types de calculs
a ’aide du modéle FMD. Nous avons vu dans le chapitre précédent que le modéle FMD est
équivalent a une approche TDHF, ot les états a une particule sont imposés comme étant
gaussiens de telle sorte a localiser les particules dans 'espace des phases. La localisation
des particules revient qualitativement & introduire dans la fonction d’onde des corrélations
classiques; ceci est une caractéristique intéressante de FMD en ce qui concerne la capacité
de décrire des distributions dishomogénes de densité et des fragments. Néanmoins on peut
aussi s'inquiéter des possibles limites de la forme imposée a la fonction d’onde. L’ansatz
gaussien revient a limiter fortement ’espace variationnel accessible aux déterminants de
Slater, et il n’est pas a priori clair si cette dégradation d’Hartree-Fock aura des influences
importantes sur les observables. Afin de répondre a cette question, nous allons réaliser
plusieurs calculs pour différents noyaux dont les fondamentaux sont trés bien connus aussi
bien d’un point de vue expérimental, que d’un point de vue théorique a I'aide de la méthode
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Hartree-Fock, et nous comparerons nos résultats a ces derniers. Les états fondamentaux
obtenus pour le modeéle Hartree-Fock ont été calculés par B. Avez et al. [115], a I'aide du
code développé par K. Bennaceur [116]. Afin de décrire les états fondamentaux de FMD,
nous allons appliquer le modéle statique développé dans le chapitre précédent. Le Hamil-
tonien total devra étre composé de la partie cinétique, avec la soustraction du mouvement
du centre de masse a un corps, de la fonctionnelle de Skyrme, et du terme d’interaction
Coulombienne. Nous utiliserons deux fonctionnelles de Skyrme, la paramétrisation SIII
et celle de Saclay-Lyon. L’ensemble des tableaux (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), et (5.10)
présente I'énergie du fondamental pour les différents noyaux avec le modéle Hartree-Fock
usuel, et le modéle FMD, et ceci pour les deux types de fonctionnelle. Les valeurs ex-
périmentales [117| sont également présentées lorsque cela est possible. La quantité Ry
représente le rayon de charge défini par :

1 A

R = - > (Qasl(7 — Fon)fip Qas) + Rgion (5.14)
=1

oll |Qgs) est la fonction d’onde total de I’état fondamental, &, 'opérateur qui réalise la

projection sur les états d’isospin protonique, Rgroton =0.876fm prends en compte le rayon

de charge fini du proton, et %CM représente la position du centre de masse du noyau défini
par :

l)

i (5.15)

<

. 1A
Fom=—7>
i=1

[’ensemble des résultats est en général en trés bon accord avec Hartree-Fock. Bien que la
paramétrisation SIII ne soit pas réaliste, les deux modéles donnent des résultats proches des
résultats expérimentaux, et I’accord avec I'expérience est amélioré en utilisant la paramétri-
sation de Saclay-Lyon, ce qui semble tout a fait cohérent vues les contraintes qui ont été
imposées lors de sa construction. En effet I'interaction de Saclay-Lyon a été optimisée sur
les mesures de masse des noyaux stables et exotiques, et sur les calculs ab-initio de la
matiére de neutrons; SIII est une des toutes premiéres interaction de Skyrme pour laquelle
pratiquement seulement la contrainte de saturation de la matiére nucléaire symeétrique,
ainsi que les masses de quelques noyaux magiques ont été considérés. Néanmoins I’accord
obtenu avec le modéle FMD est légérement inférieur a celui du modéle Hartree-Fock. Cela
s’explique par le fait que pour ce dernier, les états & une particule prennent la forme qui
correspond exactement a la solution du champ moyen, ce qui n’est pas le cas pour le modéle
FMD ou ils sont restreints a étre gaussiens. De plus, il faut rappeler que lors de la con-
struction de notre modéle, nous avons négligé les parties de la fonctionnelle qui tenaient
compte du terme de spin-orbite, et de spin-gradient.

Commentons maintenant I’ensemble des résultats pour le modéle FMD. Les profils de
densité pour les protons et les neutrons représentés par les figures (5.1), montrent que
pour le noyaux d’hélium 4, le modéle FMD donne une solution qui correspond & une
superposition de quatre gaussiennes, dont les centroides sont situés au méme point de
I'espace. Ceci est possible a cause de la dégénérescence en spin et en isospin.

Les figures (5.2) représentent les profils de densité neutron et proton pour le noyau
de lithium 6. On peut remarquer que ce dernier présente une déformation. Le fait d’avoir
ajouté un neutron et un proton par rapport au noyau d’hélium 4, conduit a un déplacement
de deux neutrons et de deux protons par rapport au centre de masse, car deux nucléons de
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méme espéce ayant la méme orientation du spin ne peuvent étre situés au méme endroit
de I'espace, donc occuper la méme orbitale.

Bien que le noyau de béryllium 8 ne soit pas en réalité un état lié, mais une résonance
dont la décroissance est constituée de deux particules a, le modéle FMD obtient un état lié
de deux particules «, ce qui est clairement visible sur les profils de densité donnés par les
figures (5.3). Cela explique également pourquoi nous n’obtenons pas exactement 1’énergie
de la résonance, et pourquoi nous pouvons dans notre cas définir un rayon de charge
qui n’existe pas dans la réalité. Nous pouvons toutefois remarquer a partir du tableau
(5.5) que un état constitué de deux particules alpha & l'infini correspond a une énergie
FEy, = 52.312MeV < Epes. Ceci signifie que I’état trouvé n’est pas véritablement 1’état
fondamental du béryllium 8, mais plutot un état excité : le modéle statique dans ce cas
présent semble ne pas avoir correctement convergé au minimum de I'énergie, ce qui indique
la présence d’'un probléme numérique.

Concernant le noyau de carbone 12, le modéle FMD donne un résultat qui est trés loin
de ceux que 'on pourrait obtenir expérimentalement, ou a 'aide du modéle Hartree-Fock.
La différence d’énergie obtenue s’explique en grande partie par le fait que prendre des états
gaussiens pour les états a une particule, conduit a une trés grande probabilité de trouver des
noyaux caractérisés par des états clusters de particule a. Ce qui est tout a fait le cas pour
le carbone 12, ou les figures (5.4) montrent que 'état fondamental est trouvé comme étant
une configuration triangulaire de trois particules «. Il peut étre intéressent de remarquer
que si I'expérience donne un état fondamentale du carbone 12 sphérique, nous avons de
forte indications d’états excités de celui-ci a structure «, états qui ne sont pas décrits par le
modeéle Hartree-Fock. Les noyaux d’oxygéne 16 et de calcium 40 respectivement représentés
par les profils de densité (5.6) et (faire le lien), qui sont pour leurs part trouvés comme des
noyaux sphériques, en accord avec I’évidence expérimentale.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -26.156 + 102 | 1.973 &+ 1073
FMD SIII | -25.563 £ 1073 | 1.943 + 1073

HF SLy4 -26.7 2.123
HF SIII -26.587 2.048
Exp -28.296 1.63

TaB. 5.5 Tableau récapitulatif donnant 1’énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de charge pour le noyau d’hélium 4. Ces deux observables sont données pour le modele
FMD et le modéle Hartree-Fock, avec deux paramétrisations de Skyrme différentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]

0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1

0.05 0.05

Fi1G. 5.1 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau d’hélium 4 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. Il s’agi d’une superposition de quatre gaussiennes, dont les cen-
troides sont situés au méme point de ’espace.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -30.225 + 1072 | 2.356 &+ 1073
FMD SIII | -28.966 + 107 | 2.67 & 1073

HF SLy4 -32.478 2.249
HF SIII -32.113 2.151
Exp -31.99 2.5

TaB. 5.6 Tableau récapitulatif donnant 1’énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de charge pour le noyau de lithium 6. Ces deux observables sont données pour le modele
FMD, et le modéle Hartree-Fock avec deux paramétrisations de Skyrme différentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]

0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1

0.05 0.05

Fi1G. 5.2 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau de lithium 6 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. La distribution est allongée, et peut étre visualisée comme la
superposition de trois particules de deutérium.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -44.996 + 1072 | 2.686 + 1073
FMD SIIT | -43.61 4+ 1073 | 2.589 + 1073

HF SLy4 -45.439 2.491
HF SIII -45.314 2.41
Exp -56.50

TaB. 5.7 Tableau récapitulatif donnant 1’énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de charge pour le noyau de béryllium 8. Ces deux observables sont données pour le modéele
FMD, et le modéle Hartree-Fock avec deux paramétrisations de Skyrme différentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]

0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1

0.05 0.05

F1G. 5.3 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau de béryllium 8 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. Ce dernier est obtenu comme étant un état lié de deux particules
a.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -77.4 + 1072 | 2.715 + 107
FMD SIII |-76.1 = 1072 | 2.648 + 1073

HF SLy4 -90.578 2.583
HE SIII -90.8 2.546
Exp -92.163 2.42

TaB. 5.8 Tableau récapitulatif donnant 1’énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de charge pour le noyau de carbone 12. Ces deux observables sont données pour le modéle
FMD, et le modéle Hartree-Fock avec deux paramétrisations de Skyrme différentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]

03 03
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1

0.05 0.05

F1G. 5.4 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau de carbone 12 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. Ce dernier est obtenu comme étant un noyau constitué de trois
cluster a.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -127.9 + 1072 | 2.77 + 1072
FMD SIII |-126.1 + 1072 | 2.74 + 1072

HF SLy4 -128.485 2.8
HF SIIT -128.21 2.757
Exp -127.62 2.73

TaB. 5.9 Tableau récapitulatif donnant 1’énergie du niveau fondamental ainsi que le rayon
de charge pour le noyau d’oxygéne 16. Ces deux observables sont données pour le modéle
FMD, et le modéle Hartree-Fock avec deux paramétrisations de Skyrme différentes. Les
valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]
0.45 035 0.4
0.4
0.35
03
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0,

025 035
0.2 03
01 0.25
0.05 02
0.15

01

0.05

0.6

F1G. 5.5 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau d’oxygéne 16 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. La distribution est sphérique.
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EGS (Me\/) ers (fm)
FMD SLy4 | -344.98 4+ 1072 | 3.52 4+ 1072
FMD SIII | -343.45 + 1072 | 3.53 + 1072

HF SLy4 -344.22 3.512
HFE SIII -341.855 3.5
Exp -342.056 3.5

TaB. 5.10 Tableau récapitulatif donnant 1'énergie du niveau fondamental ainsi que le
rayon de charge pour le noyau de calcium 40. Ces deux observables sont données pour le
modéle FMD, et le modéle Hartree-Fock avec deux paramétrisations de Skyrme différentes.
Les valeurs expérimentales sont données dans la derniére ligne du tableau.

Pa(xy) [fm?] Pplxy) [fm?]

0.7 0.7

0.6 0.4 0.6
05 05
04 01 04
03 0 03
02 02
0.1 01

0, 0,

F1G. 5.6 — Profils de densité neutron et proton pour le noyau de calcium 40 obtenus avec
la paramétrisation SLy4. La distribution est sphérique.
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5.4 FEtude des résonances géantes monopolaires.

5.4.1 Introduction.

La résonance géante monopolaire isoscalaire (ISGMR) est un mode collectif du noyau,
dont la multipolarité AL = 0 correspond a une oscillation radiale du noyau dans son ensem-
ble. Ce mode est associé a une compression-dilatation du noyau, aussi connu sous le nom
évocateur de “mode respiratoire” du noyau, et il a été découvert expérimentalement par M.
Marty et al. [118|, et D.H. Youngblood et al. [119] lors d’expériences de réactions de diffu-
sion élastique de particules légéres. L’étude des ISGMR permet une détermination du mod-
ule d’incompressibilité de la matiére nucléaire actuellement estimé a K, = 210 4+ 30MeV
[120, 121]. Dans le but d’améliorer son évaluation, I'étude des ISGMR fait encore 'objet
d’intenses travaux, aussi bien d’un point de vue théorique, que d’'un point de vue ex-
périmental. L’objet de cette sous-partie est de réaliser des premiers calculs théoriques de
ISGMR a l'aide du modéle FMD, de les comparer dans la mesure du possible avec d’autre
résultats déja obtenus soit par ’expérience, soit par des calculs théoriques, et ceci dans le
but de déterminer si notre modéle est réaliste en présence de variations importantes de den-
sité, comme celles qui sont explorées par les modes collectifs ainsi que par la clusterisation
de la matiére d’étoile.

5.4.2 Principe de la méthode.

Les modes collectifs peuvent étre étudiés a 'aide du modéle FMD en prenant un noyau
dans son état fondamental, et en I'excitant a 'aide d’une petite perturbation adaptée au
probléme considéré. Le Hamiltonien du systéme est défini par :

H = Hyopau + MO4 (1) (5.16)

avec A < 1. O est un opérateur permettant d’exciter le systéme a l'instant initial, vers
I'état correspondant au mode collectif étudié. H, g,y est le Hamiltonien du noyau :

Hoogau|n) = Ey|n) (5.17)

ou E, et |n) sont respectivement les énergies et états propres du systéme. Si I’'on souhaite
réaliser une étude sur les ISGMR, il faudra comprimer le noyau de maniére uniforme
a l'instant initial, et ceci est réalisé concrétement en plongeant le noyau dans un puits
harmonique. L’opérateur correspondant a la perturbation prend donc la forme O =2
pour le cas de 'ISGMR. Etant donné que la perturbation a pour effet d’exciter le noyau
de son état fondamental |0) vers des états excités |n) correspondant aux modes collectifs,
I’évolution temporelle de la fonction d’onde du systéme au premiére ordre est donnée par
la théorie des perturbations dépendantes du temps par la relation suivante :

Q1)) = e7""|0) + % > e n)(n|0]0) (5.18)
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ou hw, = FE,. En utilisant les relations (5.18), et (5.17), il en découle que 1’énergie du
noyau sera une fonction croissante en \? ou :

7_{noyau = <Q(t)‘ﬁn0yau|Q( )>

i(wo—w A —i(wp—w ] 2
= (0 Huoyan|0) + hZe 0= (0| Hpoyan [n) (n]O]0) — B2 (o= (0| Hyoyan|0) (0] Oln)
A2 . L
+ﬁz<n|Hn0yaU‘">|<"‘O‘O>‘
A2 L
= E0+ﬁZEn\<n|O|O)| (5.19)

et que la valeur moyenne de ’observable O aura une croissance linéaire tel que :

9 t(wo—w A —i(wo—w A
MIolQ() = (0[0)0) + s Ze o= (n|O[0)|* — 2. (o=t (0]On)?

(5.20)

La réponse du noyau est caractérisée par sa distribution de force définie comme :
E)=)\Y 4(E - E,)|(0[O[n)|* (5.21)

et dont les moments sont données par la relation suivante :
my = / S(E)E*dE
0

= A EI{0[On)[? (5.22)

Dans le cas d'une ISGMR, le moment d’ordre k£ = 0 est donné par la valeur moyenne du
rayon carré moyen du noyau multiplié par A, ¢’est a dire mo = MQ(#)[72|Q(¢)). L’amplitude
de ce dernier devrait donc croitre linéairement en fonction du paramétre .

5.4.3 Applications numériques.

[’ensemble des calculs numériques va étre réalisé a 1’aide de 'interaction de Skyrme
SLy5. En effet nous avons montré dans le chapitre précédent que dans I'ajustement des
paramétre de SLy5, la correction du centre de masse a été explicitement incluse, ce qui est
adapté pour le cas de 'ISGMR, ot le centre de masse est défini a tous les temps puisque
rom = 0. La premiére application numérique consiste a commencer par un cas simple,
celui du noyau d’hélium 4. Le noyau est comprimé a 'aide d’un oscillateur harmonique
afin d’explorer l'état exmte correspondant a I'lSGMR. Ceci est réalisé en respectant la
relation (5.16) ou O = 2. Pour ce faire, I'état initial du noyau est préparé a I'aide du
modéle statique avec un Hamiltonien total du systéme incluant celui du noyau, plus celui
du piége harmonique, caractérisé par la constante \. Une fois initialisé, le calcul est réalisé
a l'aide du modéle dynamique, ou seul le Hamiltonien du noyau est pris en compte. Cette
technique sera employée pour chacun des noyaux étudiés par la suite. La figure (5.7)
montre I’évolution temporelle du moment monopolaire du noyau d’hélium 4, et ceci pour
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Fi1G. 5.7 — Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau d’hélium 4 pour dif-
férentes valeurs du paramétre A\. On peut remarquer que les oscillations sont périodiques
a une pulsation wy,, et que leurs amplitudes croient en fonction du paramétre \.

différentes valeurs de la constante A. On peut remarquer qu’il y a une parfaite oscillation
du rayon carré moyen, c’est a dire une compression-dilation périodique du noyau a la
pulsation wg, = 28.33 £ 0.05 MeV, et ceci pour différentes valeurs de . Les figures (5.8)
illustrent les variations des valeurs moyennes des différentes composantes du Hamiltonien.

Nous pouvons observer qu’il y a un échange périodique a la pulsation wpy,. entre I'énergie
cinétique, nucléaire, et Coulombienne.
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Fi1G. 5.8 — Evolution temporelle de I’énergie cinétique, nucléaire, et Coulombienne du
noyaux d’hélium 4 pour différents paramétres A. On remarque que les échanges s’effectuent
a la pulsation propre du monopole wy, = 28.33 + 0.05 MeV pour chacune des composantes,
et que I'amplitude croit en fonction du paramétre .



108 CHAPITRE 5. APPLICATION DU MODELE FMD A LA STRUCTURE NUCLEAIRE.

La validité de nos résultats dans le cadre du régime linéaire est confirmée a 1’aide des
figures (5.9). Ces figures montrent respectivement 1'énergie d’excitation totale, et I'am-
plitude du monopole AR? = Max [(R(t)?), — (R(t)?),_,)- On peut voir que AR? et E*
croissent, respectivement de maniére linéaire et quadratique en .

002 \ ‘ \ ‘ \

— y=-5.2448.10"+0.0048298x+1.1772x" |

0,015 — —

0,01

E [MeV]

0,005~

I I | L L I | I | I | I 1 L
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

A [Mev.fm?] A [Mev.fm?]

F1G. 5.9 — Evolution de I'énergie d’excitation (& gauche), et de 'amplitude du moment
monopolaire (a droite) du noyau d’hélium 4 en fonction du paramétre A, pour lesquelles
nous avons respectivement une croissance quadratique et linéaire.

Dans la section précédente nous avons vu que I’état fondamental du noyau d’hélium 4
était une superposition de quatre gaussiennes dont les centroides étaient confondus avec le
centre de masse. Cela reste vrai lors de I’évolution temporelle du monopole, ot la position
du centre de masse reste statique au cours du temps, comme ’ensemble des paramétres des
gaussiennes. Seul les parties réelles des largeurs de gaussiennes données par la figure (5.10)
évoluent dynamiquement a la pulsation wg,, ce qui caractérise la compression-dilatation
du noyau. Ceci est une illustration de I'importance d’inclure la largeur des gaussiennes en
tant que parameétre variationnel. Nous rappelons que la plus-part des calculs de structure
nucléaire effectués avec des modéles de dynamique moléculaire sont obtenus dans le cadre
de I'approximation AMD, pour laquelle la largeur est définie comme constante. On peut
aussi remarquer de la figure (5.10), que I'effet de I'interaction Coulombienne est de produire
une densité protonique plus étendue que la densité neutronique. Toutefois, cette effet ne
dépasse pas 1%.
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FiG. 5.10  Evolution temporelle des parties réelles des largeurs des gaussiennes pour
le noyau d’hélium 4 avec A = 0.01MeV.fm 2. Les courbes en noir et en bleu représentent
respectivement la largeur associée aux neutrons, et aux protons. On peut remarquer que les
oscillations sont périodiques a la pulsation wgy, = 28.33 £+ 0.05 MeV, et elles caractérisent
la compression-dilatation du noyau.
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Si I'on prend maintenant le cas du lithium 6, les figures (5.11) et (5.13) présentent
la méme phénoménologie que pour le noyau d’hélium 4. Néanmoins le spectre en Fourier
du moment monopolaire donnée par la figure (5.12), nous montre que le systéme présente
trois fréquences caractéristiques wyr;; = 19.73 £ 0.29 MeV, wyr;o = 25.14 £+ 0.47 MeV, et
Wriz3 = 28.6 £ 0.5 MeV.

332~ —  A=0.01MeV.fm* ]

} ] N o i [ A=0.0Mev.fm”] |

B

32,6[-!

324

I
1500 2000

Fi1G. 5.11 — Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau de lithium 6 pour
différentes valeurs du paramétre X\. On peut remarquer que les oscillations sont périodiques
a plusieurs pulsations propres du monopole, et que leurs amplitudes croient en fonction du
parameétre \.

F1G. 5.12 — Transformée de Fourier du moment monopolaire du noyau de lithium 6. Nous
trouvons trois pulsations caractéristiques du noyau a cause de sa déformation : wp; =
19.73 £ 0.29 MeV, wp;p = 25.14 £ 0.47 MeV, et wr;3 = 28.6 £ 0.5 MeV.
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Fi1G. 5.13 — Evolution temporelle de I'énergie cinétique, nucléaire, et Coulombienne du
noyaux de lithium 6 pour différents paramétres X\. On remarque que le comportement est

périodique pour chacune des composantes, et plusieurs fréquences sont présentes.
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F1G. 5.14 — Evolution temporelle des positions des neutrons (colonne de gauche) et des
protons (colonne de droite) pour le noyau de lithium 6 avec A = 0.01MeV.fm~2. On peut
remarquer que seules les particules situées a la périphérie du centre de masse oscillent, et
que les positions des deux particules situées au centre de masse ne varient pas.
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Nous avons vu dans la section précédente que le lithium 6 était un noyau déformé, et
cela explique pourquoi nous avons plusieurs fréquences caractéristiques. Les figures (5.15)
illustrent I’évolution dynamique des parties réelles des largeurs des gaussiennes, qui dans
tous les cas traduisent la compression-dilatation des gaussiennes pour les trois pulsations
caractéristiques. Les figures (5.14) nous montrent que seuls les nucléons situés a la pé-
riphérie du noyau oscillent autour de leurs positions d’équilibre.
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FiG. 5.15 Evolution temporelle des parties réelles des largeurs des gaussiennes pour le
noyau de lithium 6 pour A = 0.01MeV.fm 2. Les courbes a gauche et a droite représentent
respectivement celles des neutrons, et des protons. On peut remarquer que les oscillations
sont périodiques et qu’elles présentent plusieurs fréquences.

Un dernier calcul a également été réalisé pour le carbone 12. La figure ((5.16)) illustre
I’évolution temporelle du monopole, pour lesquel nous trouvons une pulsation caractéris-
tique we = 24.017 £+ 0.02 MeV. Les pulsations propres trouvées pour ces trois noyaux

F % |— a=0.01Mev fm?[]
-~ A=0.IMeV.fm”

Q[fm7

L - L - L b L
0 50 100 150 200
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F1G. 5.16  Evolution temporelle du moment monopolaire du noyau de carbone 12 pour
différentes valeurs du parameétre X\. On peut remarquer que les oscillations sont périodiques
a la pulsation we = 24.017 £ 0.02 MeV, et que leurs amplitudes croient en fonction du
paramétre \.

peuvent étre comparé a la formule empirique w, = 80A~1/3 [114, 122]. Nous obtenons a
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I’aide de cette derniére des pulsations de monopole pour I’hélium 4, le lithium 6, et le
carbone 12 qui sont respectivement données par wy,, 50.397TMeV, wf —44.0257MeV, et
wg—34.95MeV. La différence entre les valeurs trouvées par le modéle FMD, et les valeurs
de la formule empirique peuvent qualitativement s’expliquer par le fait que la validité de
la formule empirique est établie seulement pour A > 90. Expérimentalement les vibrations
monopolaires des noyaux d’hélium 4 et de lithium 6 n’ont jamais pu étre mesurées. En
ce qui concerne le carbone 12, D.H. Youngblood et al. ont déterminé expérimentalement
I'énergie de vibration a wq = 21.9 £ 0.3MeV [123, 124], ce qui est proche de la valeur
trouvée a 'aide du modeéle FMD. Cette observation est trés encourageante en ce qui con-
cerne la predictivité de FMD pour les mouvements collectifs des noyaux. Si I'on cherche a
faire des calculs pour des noyaux dont les masses vont au dela du carbone 12, le modéle
FMD semble trés instable numériquement, et il est quasiment impossible de réaliser des
calculs d’'ISGMR. En effet lors de la phase de compression, les particules tendent a étre
trés proches les unes des autres, et la conséquence directe est que les éléments de la ma-
trice de recouvrement O~! sont proches, ce qui induit un déterminant de la matrice O~*
proche de zéro. Etant donné que l'estimation de O est nécessaire dans la résolution des
équations de mouvement, cela explique pourquoi nous avons tant d’instabilités numeériques
pour les calculs des noyaux plus lourds. Le cas du noyau d’oxygéne 16 est représenté par
la figure (5.17), ot I'on observe la convergence vers zéro des déterminants des matrices de
recouvrement lors de la phase de compression. Le modéle FMD n’est donc pas adapté aux
calculs des ISGMR, et plus généralement a la description de la matiére a des densités plus
importantes que la densité de saturation. Nous nous attendons toutefois a que ce type de
probléme n’apparaitra pas dans le calcul de modes collectifs qui n’impliquent pas de com-
pression, ni dans la description de la matiére d’étoile qui concerne des densités inférieures
a la densité de saturation.

5.5 Conclusion.

En résumé nous avons calculé les états fondamentaux de noyaux bien connus. Nos
résultats sont dans I’ensemble en trés bon accord avec Hartree-Fock. Les deux modéles
donnent des résultats proches des résultats expérimentaux. Ce qui semble confirmer de
nouveau la bonne réalisation numérique de notre modéle. Nous avons également vu que
le calcul d’'ISGMR a l'aide du modéle FMD est trés encourageant en ce qui concerne
sa prédictivité pour les mouvements collectifs des noyaux. Néanmoins il faudra veiller a
I'utiliser dans la description des mouvements collectifs n’impliquant pas de compression. Le
calcul de résonance géante dipolaire électrique isovectorielle (IVGDR) est I'une des futures
perspectives que nous envisageons de réaliser. L'IVGDR est un mode collectif interprété
comme une vibration des protons et des neutrons en opposition de phase, séparant le centre
de masse du noyau de son centre de charge et créant ainsi un moment dipolaire électrique.
Des calculs préliminaires a 'aide d’'un modéle FMD simplifié ont été réalisés pour le cas
des IVGDR, et ils semblent donner des résultats encourageants [125].
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FiG. 5.17 Evolution temporelle des déterminants des matrices de recouvrement lors de la
phase de compression d’un noyau d’oxygéne 16 pour A = 0.01MeV.fm 2. Le déterminant
de la matrice de recouvrement entre les neutrons (trait noir) est légérement inférieur a celui
de la matrice de recouvrement entre les protons (trait rouge). Ceci s’explique par le fait
que les protons sont moins comprimés par rapport aux neutrons a cause de l'interaction
Coulombienne.
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Chapitre 6

Thermodynamique des systémes
nucléaires finis a I'aide du modéle FMD.

6.1 Introduction.

Notre modéle FMD construit a I'aide du formalisme Skyrme Hartree-Fock étant bien
établi et validé a ’aide des nombreux précédent tests, tels que ceux que ’on a pu réaliser
pour des calculs de structure nucléaire, nous allons maintenant établir ses propriétés ther-
modynamiques. Notre motivation principale est d’extraire les caractéristiques thermody-
namiques des écorces des proto-étoiles, et étoiles a neutrons. Néanmoins au cours de ce
chapitre nous nous contenterons de commencer par des cas simples, et d’exposer une méth-
ode permettant d’extraire certaines de ces données dans le cadre de systémes finis, tel que
les noyaux atomiques. En effet, les systémes finis demandent un effort numérique beaucoup
moins important, et il n’y a aucune ambiguité sur les conditions aux bords. Dans un mod-
éle semblable au notre, Schnack et al. [74] ont évalué la thermodynamique d’un noyau fini
et ils ont observé une transition de phase. Il est donc intéressant de reproduire ces mémes
résultats. On pourra également tester l'influence des différentes forces sur le diagramme
des phases, chose qui n’a pas été faite dans la référence |[74].

La température des systémes de fermions en interaction lorsqu’ils se trouvent dans
des états excités est 'une des données thermodynamique les plus difficiles a extraire. Elle
est d’autant plus importante car elle constitue I'une des piéces maitresses contribuant a
I'extraction du diagramme des phases. De telles études ont déja été réalisées a 1’aide de
modéle de dynamiques moléculaires, et ils ont permis 'extraction de la courbe calorique de
systémes finis. De nombreuse méthodes ont été proposées, et 'une des plus populaires est la
méthode de Nosé-Hoover |126, 127, 128, 129, 130| qui consiste & travailler dans I’ensemble
canonique. Le principe de base est de générer des coordonnées virtuelles avec des équations
d’évolutions couplées aux équations de mouvements des particules, et ceci dans le but de
fixer la température du systéme. Néanmoins nous n’utiliserons pas cette méthode, car il a
été démontré que dans certains cas spécifiques [131, 132, 133|, il est impossible d’obtenir
un systéme ergodique. M. Ison et al. ont en particulier démontré dans le cadre de la
mécanique classique, qu’il était beaucoup plus facile d’évaluer la thermodynamique des
systémes microcanoniques, que celle des systémes canoniques. En effet un systéme qui
est ergodique et isolé, peut ne pas se thermaliser en contact d’'un thermostat, a cause du
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développement de mouvements collectifs de grande amplitude. Le cas de particules plongées
dans un oscillateur harmonique est I'un des ces exemples. Un piége harmonique est souvent
utilisé pour localiser ’ensemble des particules dans un volume fini. En effet si 'on cherche a
étudier un systéme fini isolé tel un noyau atomique, les boites n’existent pas, et ’ensemble
ou le volume est constant n’est pas physique. Par contre ce qui est physique est la taille
des systémes vue comme une observable, c’est a dire la valeur moyenne du rayon carrée
moyen. Imposer une telle contrainte est exactement équivalent a introduire un potentiel
harmonique, et c’est seulement dans cet ensemble que la transition se verra par un plateau,
voir par un “backbending” dans la courbe calorique |74, 41|. Nous comptons exactement
imposer ce type de contrainte pour le cas des noyaux atomiques, et cela explique pourquoi
nous n’utiliserons pas la méthode de Nosé-Hoover. Une alternative possible est de travailler
dans I’ensemble microcanonique, ot I’on va mettre faiblement en contact notre systéme avec
un thermomeétre. Lorsque I'ensemble sera en équilibre thermodynamique, on va pouvoir en
extraire la température de notre systéme a l'aide de ce dernier. La précédente étude sur
la thermodynamique des systémes finis a ’aide du modéle FMD utilise effectivement cette
méthode |74]. Nous exposerons dans un premier temps le principe de la méthode permettant
I'implémentation du thermomeétre, et nous proposerons une procédure systématique plus
compléte par rapport a celles qui ont déja été présentées dans la littérature. Enfin nous
finirons ce chapitre en extrayant les courbes caloriques d'un noyau d’hélium 4, et ceci pour
différentes fonctionnelles de Skyrme afin de tester leur influence sur la thermodynamique
du systéme. Nous examinerons également les effets de I'interaction coulombienne sur la
courbe calorique de ce noyau.

6.2 Emnsemble statistique et choix du thermomeétre nu-
cléaire.

6.2.1 Principe de base.

Lorsque I'on décrit la dynamique d’un systéme de fermions libres ou en interaction,
ce dernier se situe au dessus du niveau fondamental, et I'on est donc en présence d’états
excités. La dynamique du systéme est Hamiltonienne, I’énergie totale est conservée au cours
du temps, et le systéme explore différents états excités qui ont la propriété de correspondre
tous a la méme énergie, définie par la condition initiale. Si le systéme est ergodique, il
passera un temps égal dans chacun de ces états. Pour 'instant nous faisons cette hypothése
que nous vérifierons par la suite, car en générale les systémes complexes en interaction sont
ergodiques, tout au moins au niveau classique. Dans le cadre de cette hypothése, la moyenne
ergodique d’une observable quelconque A sera donnée par :

<A> = Tr <1A)o/l)

1 T
Alt) = (Q()IAIQ(®)) (6.2)
et
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ou la somme est réalisée sur l'ensemble des états a énergie E, et ayant la probabilité
P, = 1/W(FE) ou W(E) est le nombre d’états a énergie E. Dans ce sens, nous pouvons
dire que notre systéme est “chaud”, car suivre sa dynamique dans le temps est équivalent a
échantillonner sa fonction de partition dans I’ensemble microcanonique. Il est donc carac-
térisé par une température, qui est la température microcanonique 71 = dlog(W)/OF,
que nous nous proposons de déterminer afin de décrire le diagramme de phase. L.’un des
moyens possibles est d’utiliser le fluide nucléaire comme un bain thermique, et de le mettre
en contact thermodynamique avec un thermomeétre nucléaire dont nous devons connaitre
analytiquement la densité des états. Nous travaillerons dans un ensemble microcanonique
ot 'on va fixer I’énergie du systéme total, qui sera constitué du systéme nucléaire, ainsi que
celle du thermomeétre. Par définition de thermomeétre, la température mesurée a I’équilibre
thermique pourra étre identifié avec la température du noyau isolé. Une autre possibilité
est de mettre en contact le fluide nucléaire avec un bain thermique pour lesquel on connais
exactement la température. Dans ce cas on obtiendra alors la température canonique du
noyau. La fonction d’onde totale du systéme sera un produit tensoriel entre la fonction
d’onde du fluide nucléaire, et celle du thermomeétre ou du bain thermique selon le cas
considéré :

|\IIT0tal> = |\IlNucleaire> ® |\IlTh> (64)

Le Hamiltonien total du systéme sera défini comme une somme du Hamiltonien du systéme
nucléaire, du Hamiltonien du thermomeétre (ou du bain thermique), et du Hamiltonien
d’interaction qui permet le contact thermodynamique entre les deux systémes :

HTotal = ﬁNueleaire + ﬁTh + lffl (6.5)

Si les valeurs moyennes respectent la condition suivante :

HNucleaire > 7_lTh (66)

le systéme nucléaire sera alors mis en contact avec un thermomeétre, et 1’on travaillera ainsi
dans I’ensemble micro-canonique. Si 1’on souhaite travailler dans 1’ensemble canonique,
c’est a dire lorsque le systéme nucléaire sera mis en contact avec un bain thermique, on
devra alors vérifier la condition :

HTh > HNucleaire (67)

Le Hamiltonien du systéme nucléaire sera constitué comme d’habitude d’une partie ciné-
tique et d’une partie liée a l'interaction. Néanmoins il faudra lui rajouter une terme de
piégeage qui va permettre de confiner les deux systémes en contact, de telle sorte a ce qu’ils
interagissent constamment, et que le systéme nucléaire associé & un volume fini méme en
présence d’états dans le continuum. Le Hamiltonien total pour le systéme nucléaire sera
défini par :

HNucleaire = HCinetique + HInteraction + H’I‘rap (68)

Concernant la partie liée au piége, on choisira dans un premier temps un puit harmonique.
On utilise effectivement des piéges harmoniques dans les expériences de physique atom-
ique, et un tel piége est équivalent & imposer un rayon carré moyen défini au systéme. Le
Hamiltonien du piége est donnée par :

ﬁ[g

Hrop = Wo » 15 (6.9)

=1
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avec Wy la constante du piége jouant le role d’une contrainte extérieure que 1’on impose
sur le systéeme nucléaire. L’introduction de ce terme est qualitativement équivalente a
calculer la thermodynamique dans I'ensemble isobare. W et 72 peuvent étre respectivement
considérés comme une pression surfacique extérieure, et une surface. La valeur moyenne
du Hamiltonien du systéme nucléaire joue donc le méme role que I'enthalpie. En effet on
retrouve exactement I’enthalpie si on impose un piége cubique :

A
I:ITrap = W3ZTAZ (610)

i=1

Nous discuterons par la suite le Hamiltonien du thermomeétre (ou du bain thermique), et
nous verrons qu’ils existent plusieurs choix possibles. La valeur moyenne du Hamiltonien
qui couple les deux systémes devra étre choisi comme une perturbation devant la valeur
moyenne de I’énergie du systéme nucléaire, et devant celle du thermométre (ou du bain
thermique) tel que :

HNucleaire > 7_{I et 7_lTh > HI (611)

On pourra ainsi considérer en premiére approximation, que les deux systémes sont in-
dépendants en accord avec I’hypothése (6.4), lorsque 'on cherchera a calculer la moyenne
temporelle de leurs énergies respectives.

Lorsqu’il y a contact thermodynamique, les deux systémes échangent de I’énergie. L’hy-
pothése d’ergodicité pour le systéeme total, implique que les moyennes temporelles donnent
accés aux propriétés statiques du systéme, seulement dans la limite o 7" — oo. Ceci signi-
fie qu’il y aura d’abord une phase transitoire de thermalisation avant d’atteindre I’équilibre
thermodynamique. La durée du régime transitoire pourra étre estimée en demandant qu’il
y ait une convergence de I’énergie moyenne du fluide nucléaire, et de celle du thermométre.
Une fois la thermalisation atteinte, on pourra déterminer la moyenne ergodique de chaque
composante d’énergie. La premiére nous donnera I’énergie d’excitation du systéme nu-
cléaire, et la seconde sa température. En effet a 1’équilibre le noyau et le thermomeétre
(ou bain thermique) sont caractérisés par la méme température T = Txucleaire = Lrh,
et pour thermomeétre (ou bain thermique) on devra choisir un systéme dont on connait
analytiquement la relation fonctionnelle entre température et énergie :

< Hrn >o= f(T) (612)

La température pour une énergie d’excitation donnée du fluide nucléaire sera finalement
donnée en inversant 1'équation (6.12) :

T = f < Hrn >o) (6.13)

Aprés avoir défini le principe de notre méthode permettant d’obtenir la température d’'un
systéme isolé a 1’équilibre, nous allons maintenant nous concentrer sur le choix du ther-
momeétre permettant de réaliser cette étude.

1

6.2.2 Cas du systéme a deux niveaux : le spin 5.

Le spin % connu aussi sous le nom de systéme a deux niveaux, peut étre choisi comme
thermomeétre de référence. Le Hamiltonien du thermométre dans ce cas est donné par :

Hry = hwo, (6.14)
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ol o, est I'une des trois matrices de Pauli. On peut choisir ce systéme comme thermométre
car I’'on peut connaitre analytiquement ses propriétés thermiques dans 1’ensemble canon-
ique. En effet deux seules orientations “up” et “down” existent, respectivement caractérisées
par les états propres |+ > et |— >, et par les énergies propres FL = +hw. L’équation d’état
donnant I’énergie en fonction de sa température s’ecrit dans ’ensemble canonique :

Dt Eie P
Dimg € IF
ethPh — e~
= —hwtanh (Bhw) (6.15)

< hwe, >, =

Bhw

Cette relation peut étre inversée de tel sorte & obtenir la température, en fonction de
I'orientation moyenne du spin a I’équilibre tel que :

2
T hw

=— (6.16)
In (f7522)

Cette expression sera correcte dans la limite dans lasquelle le systéme nucléaire peut étre
considéré comme un bain thermique pour le spin. Ceci est vrai si le nombre de degrés de
liberté du systéme nucléaire est Ngor >> 2, et les énergie en jeu Hyucleaire >> Hrn- En ce
qui concerne le couplage du thermomeétre avec le fluide nucléaire, il faut un opérateur qui
dépend a la fois d’observables du noyau, et du thermomeétre. Dans 'espace du thermomeétre,
il faut un opérateur qui permet des transitions entres les différents états d’énergie, c’est
a dire avec les différentes orientations, et qui ne commute pas avec ¢,. Dans 'espace du
noyau, il faut une observable collective. Il a été démontré [134, 135, 136, 137] qu’une
interaction du type :

H=R®S (6.17)
ot R est un opérateur dans l'espace du réservoir, c’est & dire du noyau et S un opéra-

teur dans 'espace du thermomeétre, conduit & une distribution asymptotique des états du
thermomeétre qui respecte ’équilibre canonique D = exp(—FH)/Z. On pose donc :

A
Hy=\6, Y 77 (6.18)
=1

en choisissant le couplage A pour que la valeur moyenne respecte toujours les conditions
données par I’équation (6.11). En utilisant les régles de commutations des matrices de
Pauli :

[O'Z',O'j] == QiEijkO'k (619)

ou €, est le tenseur de Levi-Cevita, on peut déterminer les équations d’évolution de
chacune des composantes du spin a ’aide du théoréme d’Herenfest. Nous obtenons pour
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les trois composantes du spin les trois équations différentielles suivantes :

Ld <0y > ~ .
ZhT - <[HTotal>Ux]>

= hw([6.,0.]) + A <7 > ([0y,6.])

= 2 [hw <6, > -A<i®><6, >] (6.20)
Ld<a,> B .
ZFLT - <[HTotal>Uy]>

= hw<[6276y]>

= —2ihw < 6, > (6.21)
Ld<o, > - .
ZFLT - <[HTotal>Uz]>

= A< > {[6,,6.])

= 2AN<TP >< G, > (6.22)

Nous pouvons remarquer qu’elles sont couplées entre elles, ainsi qu’avec le fluide nucléaire
par l'intermédiaire du Hamiltonien de couplage. Leurs résolutions s’effectueront a 'aide
de la méme méthode d’intégration que celle utilisée pour le modéle FMD, c¢’est a dire a
I’aide d'une méthode de prédicteur-correcteur initialisé a l'aide d’'une méthode de Runge
et Kutta a I'ordre 4. L’un des tests permettant de vérifier la bonne résolution numérique
de ces équations, est que l'on devra toujours garder la norme du spin étant égale a un,
c’est a dire a toujours respecter la condition suivante :

<> = <>+ <a>+<d>=1 (6.23)

Cette condition est trés précisément vérifiée dans les résultats que nous montrerons par la
suite. Avant d’extraire la courbe calorique d’un systéme fini, pour lequel nous voulons con-
naitre la relation fonctionnelle température-énergie dans un domaine énergétique couvrant
a la fois, la phase liée ("liquide) et non liée ("gaz“), nous allons explorer dans la section
suivante le choix d’un oscillateur harmonique comme thermométre. Ce choix a été celui de
Schnack et al. [74], lorsqu’ils ont voulu extraire la courbe calorique de systémes finis.

6.2.3 Cas de l'oscillateur harmonique.

Comme pour le spin %, I'oscillateur harmonique est 'un des systémes dont on connait
analytiquement les propriétés thermodynamiques. Il peut donc étre utilisé comme ther-
momeétre nucléaire. On considérera un oscillateur harmonique quantique a trois dimensions
dont le Hamiltonien est donnée par :

Hy, = Huo
2o
p 1 -
= 2nlth+§mthwthffh (6.24)

et qui admet pour énergie moyenne :

FEuo = hw (nm +ny, +n, + g) (6.25)
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ou les n; représentent les nombres quantiques d’excitation. Les équations de mouvement
du thermométre correspondent donc aux équations de mouvement du modéle FMD pour
une particule libre, plongée dans un puit harmonique. La fonction de partition est donnée
par :

0 0o s
Zyo = 6_%6m Z e~ Bhwny Z e~ Bhwnz Z o~ Bhwns

n1=0 no=0 n3=0

o 3
_ e—gﬁm (Z e—ﬁﬁwn>
n=0

9 3
= <M> (6.26)

on peut ensuite en déduire la moyenne statistique de son énergie dans I’ensemble canon-
ique :
O0ln (Zno)
op
3hw 1

= (6.27)

ainsi que l'expression de la température du thermomeétre en fonction de cette derniére
quantité :

<EHO >y =

hw
= 1 <Eno>o+3hw (6.28)
<Euo>o—3hw

En suivant les mémes arguments qu’au paragraphe (6.2.2), le couplage entre le fluide
nucléaire et le thermomeétre peut étre choisi par :

A
Hy = Mg, > it (6.29)
=1

ol A sera imposé de telle sorte a toujours respecter les relations de ’équations (6.11). A
premiére vue le choix du spin 1/2 ou d’un oscillateur harmonique en tant que thermomeétre
semble largement arbitraire. Nous allons voir toutefois montrer dans la section suivante,
qu’il existe une connexion entre ces deux choix de thermomeétre a I’aide de la transformation
de Holstein-Primakoff |138|.

6.2.4 Connexion entre un spin J et 'oscillateur harmonique.

Au cours de cette sous-partie, nous allons faire la connexion entre un spin J, et un oscil-
lateur harmonique. La transformation de Holstein-Primakoff démontrée dans la référence
[138] donne la relation existant entre les opérateurs de création a' et d’annihilation & de
phonon pour un oscillateur harmonique, avec les opérateurs Jt et J- d'un spin J par les
relations :

Jt = V2Jalf(J)
J- = V2Jf(J)a
J, = dla—J (6.30)
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ou I'on rappelle que les opérateurs J* et J~ sont reliés aux composantes de spin selon les
axes x et y par :

(6= —0o") (6.31)

J) est une fonction que 'on peut exprimer a I'aide des opérateurs a' et a' comme :
f( q p p p

/\.‘_/\
f(J):\/l—%zl siJ — o0 (6.32)

Dans la limite J — oo, il en découle que les relations définies dans I’équation (6.30) se
simplifient par :

6, = a'la—J (6.33)

et sachant que les opérateurs a' et a' peuvent étre reliés aux opérateurs position et impul-
sion par :

h
A _ /\"— N
& = 5 (a'+a)

p = i\/@ (af —a) (6.34)

on en déduit une proportionnalité entre ces opérateurs et les composantes du spin dans la
limite des J trés grands o :

L Jmw |
Or = 1/ o z
Y YA
N Vi

) 1 /mw , P2
, = = | — 1) - 6.35
? 2( m +mhw ) / (6.35)

Ainsi on peut réécrire le Hamiltonien de 1’oscillateur harmonique sous forme d’un Hamil-
tonien de spin :
A2
F Pin 1 £2
Hpo = + SMehWin T,
thh 2

— lim hw (jz 4 (2] + 1)) (6.36)

J—o0
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et 'on peut remarquer que le Hamiltonien du spin J est a une constante prés, parfaitement
équivalent a celui d’un oscillateur harmonique. On peut également faire la méme connexion
avec le Hamiltonien de couplage (6.18) pour le thermomeétre de spin, et 'on trouve :

\/ ——Pw ) 7 (6.37)

=1

Dans 'expression précédente, on aurait pu obtenir I’opérateur position a la place de 'opéra-
teur impulsion en remplacant 'opérateur o, par 'opérateur ¢,. Néanmoins la phénoménolo-
gie est tout a fait identique, car cela est équivalent a permuter les axes z et y du spin. Il
existe donc une équivalence exacte entre les Hamiltoniens Hyo, et limy_.. fiwJ,. En parti-
culier le spectre en énergie a la méme forme, et les niveaux d’énergie sont équidistants. Il
est cependant infini pour I'oscillateur harmonique, et limité a —hwJ < F < hwJ< pour le
spin. La seul différence qui existe entre les deux types de thermomeétre présentés plus haut,
est donc donnée par la dimension du spectre, et par le fait que 'oscillateur harmonique
utilisé pour les calculs est un oscillateur a trois dimensions. On s’attend donc a ce que les
deux thermomeétres aient les mémes caractéristiques. Nous allons maintenant passer a la
sous-partie liée aux applications numeériques.

6.2.5 Résultats numériques.

Résultats pour le spin 1.

Nous commencerons tout d’abord a tester le formalisme posé ci-dessus en utilisant
comme thermomeétre le spin % On prendra comme fluide nucléaire, un noyau d’Hélium 4
qui est le systéme le plus simple pouvant explorer tous les états de spin et d’isospin, et
on utilisera pour tous nos calculs l'interaction de Skyrme de type SLy4d. En effet nous
nous attendons a ce que a haute énergie d’excitation le systéme puisse se fragmenter et
ne présenter plus un seul centre de masse, hypothése qui est explicitement utilisée pour la
determination des paramétres de SLy4. Le noyau sera initialisé dans un état suffisamment
excité, de tel sorte a ce qu’il puisse échanger de I'énergie avec le thermométre. L’ensemble
des figures (6.1) a été obtenu en prenant comme valeurs pour la constante de puits et la
frequence du spin & W, = 0.1MeV.fm ™2 et fw = 20MeV. La constante d’interaction entre
les deux systémes a été imposée a A = 0.02MeV.fm 2. On peut vérifier dans un premier
temps a l'aides des figures (6.1), que les conditions régies par les relations (6.11) et (6.23)
sont parfaitement respectées. Les figures (6.1) illustrent I’évolution énergétique pour le
fluide nucléaire ainsi que celle du thermomeétre, ot I'on a initialisé ce dernier de maniére
arbitraire. On peut remarquer que les deux systémes restent bloqués autour d’une méme
valeur moyenne, et qu’il apparait un phénomeéne de battement pas compatible avec I'image
d’une exploration ergodique de l’espace de phases. Il en est de méme si 'on change leurs
énergies initiales respectives. Etant donné que notre formalisme ne fonctionne pas dans
la pratique, il est difficile d’étre convaincu que les valeurs utilisées pour W5, Aw, et \ ont
été choisies de facon judicieuse. Néanmoins des résultats semblables ont été obtenus pour
n’importe quel autres choix concernant ces constantes. Ceci montre que le probléme n’est
pas lié & un temps de thermalisation qui serait trop long,mais qu’il s’agit d’'un probléme
plus conceptuel.
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Fi1G. 6.1 — Figures représentant I’évolution de ’énergie du fluide nucléaire, du spin %, ainsi

que celle du terme de couplage entre les deux systémes, pour deux énergies d’excitations
différentes du systéme. Pour cette ensemble de calculs, la constante du pieége a été choisie
Wy = 0.1MeV.fm ™2, la fréquence du spin fiw = 20MeV, et la constante de couplage \ =
0.02MeV.fm~2. Pour les deux énergies d’excitation, il n’y a pas thermalisation du systéme,
et des phénoménes de battements apparaissent.
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Résultats pour l’oscillateur harmonique.

Nous avons effectué les mémes calculs en prenant comme thermomeétre 'oscillateur
harmonique, en gardant pour le fluide nucléaire exactement les mémes paramétres que
pour le cas du spin % La fréquence du thermométre a été prise égale a hw = 10.8MeV.
A différentes énergies d’excitation pour le fluide nucléaire constitué d’un noyau d’hélium
4, les figures (6.2) montrent que 1'on aboutit exactement aux mémes conclusions que pour
le cas du spin %, et la méme chose est vraie si on change les valeurs des constantes pour
Wa, hw, et A. L'oscillateur harmonique n’est pas un systéme plus adapté que le spin %, et
la phénoménologie semble étre quasiment identique, dans le sens que nous rencontrons les
mémes types de problémes pour les deux cas. Cela s’explique était prévisible en considérant
la connexion que nous avons fait entre les deux systémes a I’aide de la transformation de
Holstein-Primakoff.

Le formalisme tel qu’il a été proposé ci-dessus présente donc un probléme de fondement.
On peut se poser plusieurs questions importantes pour essayer d’interpréter ce résultat
troublant. La premiére est de se demander si le systéme n’est pas ergodique, ou tout au
moins pas dans des temps raisonnables pour la simulation numérique. Il ne s’agit que
de quatre particules, et il se pourrait que I'approximation de champ moyen ne permet
pas assez de fluctuations pour atteindre un régime ergodique. On pourrait également se
demander si 'on a choisi judicieusement le piége, dont la forme est & priori arbitraire,
et/ou de méme pour le choix du couplage. On peut rappeler de nouveau qu’il existe un
lien trés fort entre le potentiel harmonique, et les mouvements collectifs qui peuvent briser
I'ergodicité [133, 41]. Cela s’explique par les fait que les opérateurs 72, 72, et 7.p forment une
algébre de Lie fermée, et qu’en I’absence d’interaction (ou pour des interactions purement
locales), un systéme dans un piége harmonique est intégrable, donc non ergodique. Nous
tenterons de répondre a 'ensemble de ces questions dans la suite de ’exposé.
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F1G. 6.2 — Figures représentant 1’évolution de ’énergie du fluide nucléaire, de 1'oscillateur
harmonique, ainsi que celle du terme de couplage entre les deux systémes, pour deux
énergies d’excitation différentes du systéme. Pour cet ensemble de calculs, la constante du
piége a été choisie Wy = 0.1MeV.fm ™2, la fréquence du thermométre fiw = 10.8MeV, et
la constante de couplage A = 0.003MeV.fm™*. Pour les deux énergies d’excitation, il n’y a
pas thermalisation du systéme, et des mouvements collectifs ainsi que des phénomeénes de

battements apparaissent, comme pour le cas du spin %
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6.3 Procédure systématique de I'implémentation du ther-
momeétre nucléaire.

6.3.1 Choix du type de couplage entre le thermomeétre et le fluide
nucléaire.

Comme nous 'avions énoncé précédemment, il est possible que I'une des sources de
notre probléme vienne du choix du type de couplage entre le thermométre et le fluide nu-
cléaire. Le spin % et Poscillateur harmonique étant des oscillateurs, il est possible qu’ils se
couplent avec le puit harmonique servant de piége au fluide nucléaire, en produisant des
mouvements collectifs qui dominent I'énergétique du systéme. Pour illustrer notre argu-
mentation, revenons a un cas d’école, qui est le systéme constitué de deux particules libres
plongées dans un oscillateur harmonique, et qui interagissent entre elles par 'intermédiaire
d’un couplage linéaire tel que le Hamiltonien total du systéme soit donné par :

I:I - I:IHOI —+ I:IHOQ —+ I:II (638)
ol le couplage entre les deux oscillateurs est donné par :
[:II = )\mnowao (i’l + 12'2)2 (639)

Le Hamiltonien total peut se simplifier par :

N 52 1
2 S N —muowho + Amuowio | (&1 + £3) + 2Amuowiodi2s  (6.40)
2mHo 2mHo 2

ce qui prouve que le couplage (6.38) est bien linéaire. Les équations de mouvement pour
les deux particules sont régies par :

d?*z

muo —dt21 = -2 <§mHOW1%10 + )\mHowf{o) Ty — QAmHOWI%Iolé (6-41)
d2$2 1 2 2 2

MO~ = —2 gMHoWho + Ampowyo | L2 — 2AMmuowio®1 (6.42)

La forme de ces équations rappelle les expressions (6.22), on pourrait penser que le Hamil-
tonien permettrait un échange d’énergie entre les deux oscillateurs, et que l'on pourrait
atteindre un équilibre thermodynamique entre les deux systémes. Néanmoins on peut dé-
montrer que cela est impossible. En effet en sommant et en soustrayant les équations (6.41)
et (6.42), on peut obtenir un nouveau jeux d’équations données par :

d2(l’1 + flfg)

mHOT = —mnowao(l + 4)\) (1’1 + 1'2)
d?(x] — x
mﬁo% = —mpowho(T1 — T3) (6.43)

Si 'on effectue le changement de variables suivant :

Tg = T+ To
IR — I1 — X2 (644)
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et en définissant deux nouvelles pulsations :

wg = wHoV1+4)\

WR — WHO (645)

on obtient un systéme d’équations indépendantes tel que :

m d2l’(} m
= — wagx
HO A2 HOWGLG
d*x
mHOW;{ = —MHOWRIR (646)

On remarque donc que si I'on résout un systéme de deux oscillateurs linéairement cou-
plés, on observera deux phénoménes périodiques bien distincts, et oscillants aux nouvelles
fréquences définies par les relations de 'équation (6.45). Les figures (6.3) illustrent cet
exemple, et I'on peut vérifier le découplage de deux modes aux pulsations wgr et wg.
Nous avons déja un premier indice permettant de résoudre notre probléme de thermal-
isation. L’idée est de prendre un couplage non-linéaire. Sachant que les deux types de
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F1G. 6.3 La figure de gauche représente 1’évolution temporelle des deux oscillateurs cou-
plés linéairement dans la base de départ. Les calculs ont été réalisés avec une fréquence
w = 0.20c.fm™", et une constante de couplage égale & A = 6. Un mouvement périodique est
clairement visible avec un phénoméne de battements. La figure de droite représente ’évolu-
tion temporelle des oscillateurs dans la base découplée, ou I'on distingue deux phénoménes
périodiques bien distincts. On vérifie parfaitement la solution analytique pour les deux
modes découplés, oul les fréquences des deux modes sont wg = dw, et wr = w.

thermomeétres introduis précédemment (spin et oscillateur) sont presque équivalents, nous
nous attacherons pour la suite de I'exposé a n’utiliser que 1’oscillateur harmonique comme
thermomeétre nucléaire. Ce choix a été réalisé pour des raisons purement techniques, car
il permet une implémentation plus aisée des couplages non-linéaires, par rapport au choix
du spin % Afin d’éviter I'intégrabilité de la dynamique du thermomeétre due a la linéarité
des couplages, nous avons posé :

i
=1

Hy = N > i (6.47)
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En réalisant un calcul avec ce type de couplage en ayant imposé A = 0.0005MeV.fm™®, on
remarque a I'aide des figures (6.4) que les phénoménes de battements ont quasiment dis-
paru. Ceci confirme I’hypothése que les phénomeénes de battements venaient essentiellement
du fait que 'on avait imposé un couplage linéaire entre les deux systémes. On remarque
néanmoins que la thermalisation n’est pas encore atteinte. Il existe une autre source de
mouvement périodique (donc de dynamique intégrable) dans le systéme, c’est a dire le puit
harmonique. Il pourrait y avoir résonance entre les fréquences propres du puits et celles

'oscillateur. Une solution possible est d’imposer un piége en 7 avec :

A
HTrap = W4 Z T_;l
=1
A
= Wi (& + 3 + &' + 28797 + 22727 + 2972) (6.48)

1

(2

ou Wj joue ici le role d’une hyperpression, et 7 celui d’'un hyper-volume dans un espace
de dimension quatre. L’ensemble des expressions des élements de matrice pour 'opérateur
7’:4, ainsi que de leur dérivées sont données en annexe (A.7). Pour éviter tout probléme
de couplage entre le puits et le thermométre, on introduit aussi un couplage non-linéaire
par rapport au puits. Notre choix s’est porté sur une interaction de contact entre le fluide

nucléaire et le thermomeéetre avec :
A
=236 <ﬁh - ﬁ) (6.49)
i=1
et dont la valeur moyenne se réduit sous la forme d’une fonctionnelle de la densité tel que :

Hy = / A7 pun (%) rvsctenine (7) (6.50)

Ol PNucleaire €St la densité de particules du fluide nucléaire, et py, est la densité de par-
ticule du thermomeétre. Ce couplage a la propriété de produire des résultats trés stables
numériquement. En recommencant les méme calculs que précédemment, mais en imposant
une interaction de contact comme couplage entre les deux systémes, les figures (6.5) mon-
trent que les deux systémes s’échangent de I'énergie, et semblent converger vers un équilibre
thermodynamique. Néanmoins les figures précédemment exposées montrent seulement qu’il
y a échange d’énergie entre le noyau et le thermomeétre sur des temps longs. Ceci est une
condition nécessaire mais pas suffisante, pour que le systéme total ait atteint 1’équilibre.
Ce qui est nécessaire pour que le thermométre mesure la température du noyau, est que
que les moyennes temporelles soient égales aux moyennes sur les configurations. Il faut
donc que le systéme total soit ergodique; a fortiori il faut que le noyau soit ergodique.
Les deux aspects de convergence vers un état d’énergie different de la condition initiale, et
d’ergodicité ne sont donc pas nécessairement connectés. Le prochain test que nous devons
réaliser, est de déterminer si notre systéme est bien ergodique.
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F1G. 6.4 — Figures représentant 1’évolution de ’énergie du fluide nucléaire, de 1'oscillateur
harmonique, ainsi que celle du terme de couplage entre les deux systémes. Pour cet ensemble
de calculs, la constante du piége a été choisie W, = 0.1MeV.fm ™2, la fréquence du ther-
momeétre fiw = 10.8MeV, et la constante de couplage A = 0.0005MeV.fm™%. Contrairement
au deux systémes précédents le couplage a été imposé de telle sorte a étre non-linéaire, et a
respecter 1’équation (6.47). On peut remarquer que par rapport aux figures (6.1) et (6.2),
les phénoménes de battements ont disparu. La thermalisation de I’ensemble ne semble pas

encore avoir été atteinte.



6.3. PROCEDURE SYSTEMATIQUE. 133

29

B [MeV]

| 1 | 1 | 1 | I | I |
24 .
0 25000 50000 75000 100000 125000 150000

t [fin/c]

28

Eqp [MeV]

S N RS R
35 25000 50000 75000 100000 125000 150000
t[f/c]

E, [MeV]

0 P S TS I B

0 25000 50000 75000 100000 125000 150000
t[fvc]

Fi1G. 6.5 Figures représentant 1’évolution de I'énergie du fluide nucléaire, de 1’oscillateur
harmonique, ainsi que celle du terme de couplage entre les deux systémes. Le calcul est
réalisé pour un piége en 7, ou la constante du piége a été choisie W, = 0.01MeV.fm™*,
la fréquence du thermométre hw = 10.8MeV, et la constante de couplage A\ = 6MeV.fm?.
Le couplage a été imposé de telle sorte a étre une interaction de contacte, et a respecter
I'équation (6.47). L’énergetique semble atteindre un équilibre sur des temps asymptotiques.
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6.4 Etude de I’ergodicité du systéme.

6.4.1 Introduction : Phénoménes ergodiques et chaotiques.

[’ensemble des calculs statistiques que nous projetons de réaliser pour les systémes
finis, utilise le principe d’ergodicité. Ce dernier exprime le fait que 'on peut remplacer les
moyennes temporelles, par les moyennes sur ’ensemble statistique définies par les lois de
conservation respectées par la dynamique pour I’ensemble microcanonique. Cela constitue
le théoréme ergodique de Birkhoff [139, 140]. La totalité des systémes dynamiques ne re-
specte pas cette condition, bien qu’il s’agisse d'une propriété attendue, tout au moins a
la limite classique pour la plupart des systémes complexes. Il est donc possible que notre
systéme fini ne respecte pas cette condition. Nous allons proposer une méthodologie au
cours de cette sous-partie, nous permettant de valider le principe d’ergodicité pour le sys-
teme étudié. Commencons par énumérer les principaux types de systémes dynamiques.
Les systémes intégrables constituent le cas des systémes dynamiques les plus simples a
étudier. L’espace des phases pouvant étre représenté par un tore, leurs trajectoires sont
caractérisées par des hélices qui s’enroulent autour de ce tore, et se referment au bout
d’un certain nombre de tours. Les trajectoires étant réguliéres et périodiques, le systéme
n’explore pas tout le tore pour ce type de systéme, et I'on dit que le tore est résonnant.
De plus il présente des pulsations propres qui sont commensurables. [.’autre cas particulier
de systéme dynamique est le cas de certains systémes intégrables perturbés, et qui méme
aprés perturbation continuent a admettre des tores invariants, pouvant subsister dans des
régions de mesure finie de 'espace des phases. Ce type de situations correspond a des
ilots ou la dynamique reste quasi-périodique, et d’aprés le théoréme KAM (Kolmogorov,
Arnold et Moser) [140], ils ne correspondent pas nécessairement a des systémes ergodiques.
Enfin le dernier type de systémes dynamiques qui nous intéressent, est le cas des systémes
chaotiques. Leurs évolutions dépendent trés sensiblement des conditions initiales. Leurs
pulsations propres ne sont pas commensurables, et leurs trajectoires dans l'espace des
phases sont des hélices qui s’enroulent sur le tore sans repasser deux fois par le méme
point. Si I'on attend suffisamment longtemps, toute portion du tore, aussi petite soit-elle
sera visitée a un moment donné. On dit que I'espace des phases est exploré de maniére
dense pour le cas des systémes chaotiques, et le tore est non résonnant. Les systémes clas-
siques obéissant a des équations de mouvements non-linéaire montrent généralement des
caractéristiques chaotiques [140]. Etant donné que nous résolvons des équations de mou-
vement hautement non linéaires, il est donc trés probable que le systéme soit chaotique,
qu’il explore densément I’espace des phases, et donc par conséquent qu’il soit ergodique.
La plupart des définitions et des théorémes sur le chaos et 'ergodicité ont été obtenus
dans le cadre de la mécanique classique, dans laquelle le concept de trajectoire, et d’espace
des phases sont univoquement définis. Toutes les observables, en particulier la position
et I'impulsion, peuvent étre mesurées simultanément. Si le concept de systéme intégrable
(en particulier périodique) peut s’étendre sans difficulté de la mécanique classique a la
mécanique quantique, ceci n’est plus vrai pour les systémes chaotiques. La définition de
chaos quantique n’est pas encore établie univoquement. On fait souvent I’hypothése qu'un
systéme quantique est chaotique, si son analogue classique est chaotique. Toutefois il n’est
pas démontré que de I'ergodicité de I'un, découle I'ergodicité de 'autre. Dans cette étude,
en s’appuyant sur les fortes connexions du modéle FMD avec la mécanique classique d'un
systéme en interaction, nous prendrons les indicateurs de chaos classique en faisant 1’hy-
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pothése implicite, qu’ils restent valables pour la dynamique FMD. A I'aide de différents
outils nous allons démontrer, que le systéme appartient a la troisiéme catégorie de sys-
témes dynamiques énumérés précédemment. Nous commencerons par vérifier a 1’aide de
spectres en Fourier que le systéme ne présente pas de fréquences commensurables, ensuite
nous poursuivrons notre étude par des sections de Poincaré, afin de montrer visuellement
que l'espace des phases est densément exploré. Enfin nous extrairons une quantité qui peut
caractériser le chaos appelée exposant de Lyapunov. Remarquons que la chaoticité de la
dynamique est une condition suffisante, mais non nécessaire pour que les moyennes tem-
porelles coincident avec les moyennes statistiques. Méme si nous ne pouvons pas démontrer
de facon rigoureuse I'existence d’un régime chaotique, la présence d’une de trés grande sen-
sibilité aux conditions initiales sera tout de méme un argument fort, justifiant ’application
du théoréme ergodique. Notons que dans les études précédentes [74], 'ergodicité a été tout
simplement supposée sans vérification.
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6.4.2 Section de Poincaré.

La section de Poincaré, ou coupe de Poincaré |140, 141, 142, 143, 144, 145|, constitue
I'un des outils les plus utilisés pour établir la présence de chaoticité d’un systéme dynamique
classique. L.’idée de Poincaré est de représenter dans un plan de I'espace des phases de
dimension 2%, une trajectoire se déployant dans un sous espace de dimension N — 1. La
coupe de Poincaré consiste en un ensemble de points, qui intersectent un hyperplan des ¢;
(qui représentent les positions ou les impulsions), et ceci dans une direction bien déterminée.
On peut par exemple effectuer une coupe dans le plan ol I'ensemble des positions sont
nulles, et pour lequel les impulsions sont toutes positives afin de déterminer la direction.
Si I’on considére un temps d’évolution du systéme qui tend vers l'infini, la représentation
de Poincaré est constituée d'une succession de points dont 1’agencement va nous donner
des informations sur la nature du systéme. Si ’ensemble des points décrit une trajectoire
fermée, alors le systéme est stable, et si ils remplissent densément la section, alors le
systéme est chaotique. Dans le cas d'un systéme d’Hélium 4 piégé dans un puits, I'espace
des phases est de dimension 80. En pratique il est trés difficile de réaliser une section dans
un espace aussi grand, et la probabilité pour que I’on obtienne un point sur la section de
Poincaré est trés faible. Il faudrait pour cela laisser le systéme évoluer pendant un temps
excessivement trop long. Dans la littérature, la plupart des systémes étudiés a l'aide de
cette méthode présente un espace des phases qui est typiquement dix fois plus petit. Les
références [143, 144, 145] en sont de parfaites illustrations. La figure (6.6) montre la coupe
réalisée pour une durée de 200000 fm /c. On peut remarquer que le résultat final ne semble
pas concluant.
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F1G. 6.6 — Figures représentant la section de poincaré pour un systéme d’Hélium 4 piégé
dans un puits ot 'espace des phases est de dimension 80. La section est réalisée dans
le plan ou I’ensemble des positions sont nulles, et pour lequel les impulsions sont toutes
positives afin de déterminer la direction. [L’ensemble des points est obtenu pour une durée
de 200000 fm/c.
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6.4.3 Spectre en fréquence.

Un des outils permettant de caractériser le chaos est de réaliser un spectre en fréquence
des positions, et des impulsions d’une des particules du systéme. Contrairement aux sys-
témes périodiques, les systémes chaotiques ne présentent pas de régularité, et ils ne de-
vraient donc pas présenter de fréquences caractéristiques. Si I'on réalise un spectre en
fréequence d’un systéme chaotique, on devrait donc obtenir un bruit blanc. En réalité il
existe des systémes intégrables qui ne présentent pas de fréquences caractéristiques, et qui
peuvent présenter un spectre en Fourier caractérisé par un bruit blanc. C’est le cas des
systémes non périodiques avec des équations de mouvement qui toutefois peuvent étre in-
tégrées analytiquement. De telle trajectoires peuvent étre interprétées comme des tores,
mais de dimension nulle. Un des exemples les plus célébres est celui régi par 1’équation
différentielle :

o
dt?

oll v est une constante réelle strictement positive. Ce systéme présente une solution ana-
lytique qui n’admet pas de fréquence caractéristique, et son analyse en Fourier donne un
bruit blanc. L’obtention d’un bruit blanc par analyse de Fourier ne constitue donc pas une
condition suffisante pour caractériser un phénomeéne chaotique. Les spectres en Fourier as-
sociés aux positions et aux impulsions sont réalisés a I'aide d'une transformation de Fourier
numérique, c’est a dire en utilisant la transformation de Hilbert du signal. Cette transfor-
mation correspond au module de la transformée de Fourier calculée numériquement sur un
Fiw) = —/=

intervalle de temps fini :
Tma;v
—twt
e e (t)dt
=/ (o)
2

_ \/%\/ ( /0 T s () ci(t)dt)2+ ( /0 " i (wt) ci(t)dt) (6.52)

ol les ¢; peuvent correspondre soit aux positions, soit aux impulsions d’une des particules
du systéme. Les figures (6.7) et (6.8) montrent la superposition des spectres en fréquences
des positions et impulsions d'une des particules piégées dans un puits harmonique, ot
I’on a branché progressivement l'interaction nucléaire entre les particules. En I’absence
d’interaction, on peut remarquer que l'on obtient la fréquence caractéristique du puit
harmonique. En branchant pas a pas l'interaction nucléaire, cette derniére persiste, et le
spectre en fréquence a tendance a s’aplatir. Néanmoins on ne peut pas vraiment conclure
sur la chaoticité d’'un systéme de particules plongées dans un puit harmonique, car le puit
harmonique a tendance a ajouter sa composante qui domine en majeure partie le spectre
en fréquences. Il est donc possible que le systéme soit chaotique mais que I’ensemble du
systéme présente des vibrations collectives attendues au niveau théorique [133, 41]. En
réitérant la méme manipulation pour un systéme de particules plongées dans un piége en
7, les figures (6.9) et (6.10) montrent qu’en 'absence d’interaction nucléaire, ils existent
plusieurs fréquences propres, ce qui nous permet de confirmer que le risque de couplage
entre le puits, et le thermomeétre est moindre que pour le cas précédent. Ensuite on peut
remarquer que le spectre en fréquence s’aplatit de maniére assez significative. Toutefois
aussi dans ce cas, le bruit blanc n’apparait pas clairement, car certaines fréquences sem-
blent persister méme lorsque 'interaction est entiérement branchée. On peut ajouter que

— ¥z =0 (6.51)

1




138 CHAPITRE 6. THERMODYNAMIQUE DES SYSTEMES NUCLEAIRES FINIS.

les systémes quantiques obéissent a des régles de quantifications, et il ne semble pas évident
qu’on puisse véritablement avoir un bruit blanc. Nous savons qu’un critére de chaoticité
pour les systémes quantiques est le fait que la distribution des espacements entre les niveaux
d’énergie suit le GOE [146, 147|, trés différentes d’un distribution de Poisson, et dont la
transformation de Fourier n’est pas forcement un bruit blanc. L’analyse en Fourier n’est
donc pas concluante en ce qui concerne la chaoticité. Elle apporte uniquement des éléments
supplémentaires permettant d’appuyer notre argumentation sur les possibles phénoménes
de couplage qui pourraient exister. Nous allons maintenant utiliser un autre outil perme-
ttant de tester le chaos, I’évaluation du nombre caractéristique de Lyapunov du systéme
[140, 141, 142|. Nous verrons que son estimation va nous permettre d’obtenir une meilleure
détermination de la chaoticité de notre systéeme.
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F1G. 6.7 Superposition des spectres en Fourier des composantes du vecteur position d’'une
des particules du noyau d’un noyau hélium 4 plongé dans un puit harmonique. Pour cet
ensemble de calculs, la constante du piége a été choisie étant égale a Wy = 0.3MeV.fm ™2
L’ensemble des figures représente les spectres pour un branchement progressif de I'interac-
tion nucléaire, ou I'interaction est multipliée arbitrairement par une constante de couplage
a adimensionnée. En 'absence d’interaction nucléaire, on retrouve bien la fréquence carac-
téristique du puits harmonique. On remarque progressivement ’aplatissement du spectre,
et la disparition progressive des fréquences privilégiées, lorsque 'on branche I'interaction
nucléaire. Néanmoins la fréquence du puits harmonique reste dominante méme lorsque
I'interaction est entiérement implémentée.
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F1G. 6.8 Superposition des spectres en Fourier des composantes du vecteur impulsion
d’une des particules du noyau d’un noyau hélium 4 plongé dans un puits harmonique. Pour
cet ensemble de calculs, la constante du piége a été choisie étant égale a Wy = 0.3MeV.fm 2.
L’ensemble des figures représente les spectres pour un branchement progressif de I'interac-
tion nucléaire, ot 'interaction est multipliée arbitrairement par une constante de couplage
a adimensionnée. En 'absence d’interaction nucléaire, on retrouve bien la fréquence carac-
téristique du puit harmonique. On remarque progressivement l’aplatissement du spectre,
et la disparition progressive des fréquences privilégiées, lorsque 1'on branche l'interaction
nucléaire. Néanmoins la fréquence du puits harmonique reste dominante méme lorsque
I’interaction est entiérement implémentée.
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Superposition des spectres en Fourier des composantes du vecteur position

d'une des particules du noyau d’un noyau hélium 4 plongé dans un puit en 7. Pour cet
ensemble de calculs, la constante du piége a été choisie étant égale a W, = 0.03MeV.fm ™.
L’ensemble des figures représente les spectres pour un branchement progressif de I'interac-
tion nucléaire, ou I'interaction est multipliée arbitrairement par une constante de couplage
a adimensionnée. En I’absence d’interaction nucléaire, on remarque qu’il n’existe plus
de fréquence caractéristique. Lors du branchement progressif de l'interaction, le spectre
s’aplatit sans pour autant éliminer les fréquences caractéristiques.
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a=0.2
a=0.6
a=1

des composantes du vecteur impulsion

d'une des particules du noyau d’un noyau hélium 4 plongé dans un puit en 7. Pour cet
ensemble de calculs, la constante du piége a été choisie étant égale a Wy = 0.03MeV.fm ™.
L’ensemble des figures représente les spectres pour un branchement progressif de I'inter-
action nucléaire, ou 'interaction est multipliée arbitrairement par une constante de cou-
plage a adimensionnée. En I'absence d’interaction nucléaire, on remarque qu’il existe plus
de fréquence caractéristique. Lors du branchement progressif de l'interaction, le spectre
s’aplatit sans pour autant éliminer les fréquences caractéristiques.
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6.4.4 Calcul de 'exposant de Lyapunov.

Au cours de cette sous-partie nous allons détailler, et mettre en application une méthode
plus puissante que 'analyse de Fourier, et que la section de Poincaré. Cette méthode
consiste a extraire ’exposant de Lyapunov qui peut permettre de caractériser le chaos
[140, 141, 142|. Notons par ¢ 'ensemble des N variables que nous allons analyser pour
caractériser la chaoticité du systéme. En physique classique ¢ représenterait I’ensemble des
positions et impulsions des particules, régies par des équations différentielles qui peuvent
s’écrire en toute généralité par : .

V- o (6.5
En mécanique statistique, on utilise le terme "flot* pour dénoter une telle expression. Dans
notre cas, nous remplacerons les coordonnées des particules par les paramétres variationnels
¢u- On peut toujours trouver une trajectoire du type yo(t), et étudier son écart 0y(t) =
y(t) — yo(t) si 'on modifie d'une quantité infinitésimale ses conditions initiales avec :

5(0) = 40(0) + 64(0) (6.54)

En linéarisant au premiére ordre le flot autour de la trajectoire ,(¢) on obtient le développe-
ment suivant :

oy Of

—= = =0y 6.55

T (6.55)
ol g est une matrice qui dépend a la fois du flot, ainsi que de la solution gy(t). Sauf cas

exceptionnel, la résolution analytique de 1’équation (6.55) s’avére impossible. Néanmoins
son intégration numérique peut étre toujours menée, et ’on peut déterminer une matrice
L(t) donnant 'évolution de I'écart en fonction de I’écart initial :

oy(t) = L(t)oy(0) (6.56)

La matrice L(t) est une matrice carrée de dimension N x N, que I'on peut diagonaliser
dans la base des vecteurs propres des dy(¢). On aboutit donc & une matrice diagonale, dont
les N valeurs propres éventuellement complexes, admettent la forme analytique suivante :

eMt 0 . 0
0 e 0 0
: o . -, : :
L(t) = o _ (6.57)
: : B 0 :
: 0 0 et
0 0 e Nt

ou en générale on a A\; = X\;(t). On peut toujours calculer la trace du produit de cette
matrice par son Hérmitique conjugué ot :

tr (L)L) = e(CrX)t 4 Qabis)t oy cOwvtXion)t y oOwvidy)e (6.58)

et on définit exposant de Lyapunov la quantité suivante :

A o= lim —1n (tr (LT(t)L(1)))

t—oo 2t

(6.59)
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Nous pouvons remarquer que A représente la valeur asymptotique des coefficients \;(t)
ayant la partie réelle la plus grande, c’est a dire le coefficient d’écart exponentiel maximal
entre deux trajectoires, ayant des conditions initiales proches. Grace a cette astuce, on est
donc capable de déterminer la plus grande partie réelle A, sans étre obligés d’appliquer les
méthodes habituelles de détermination des valeurs propres d’une matrice. Il est important
de remarquer que la forme exponentielle trouvée pour la matrice L(t) avec \;(t) = cte n’est

pas générale, car le plus souvent la matrice g—y est dépendante du temps. Dans ce cas, cette
derniére n’admet pas de valeurs propres constantes, et de plus la matrice L(t) ne peut
étre diagonalisée dans un repére fixe au cours du temps. Néanmoins des théorémes, dits
théorémes ergodiques multiplicatifs [141, 142|, permettent de définir pour une trés large
catégorie de situations, l'existence de la quantité \ régie par I’équation (6.59), comme
étant égale au nombre caractéristique de Lyapunov. Pour le cas des systémes chaotiques,
ce nombre doit étre strictement positif, c’est a dire qu’il va caractériser un coefficient
d’écart exponentiel constant dans I’espace des phases de la trajectoire (t) par rapport a
la trajectoire yo(t), lorsque 'on modifie la condition initiale d’'une quantité infinitésimale.
Si un tel exposant existe, I'exponentielle ayant la partie réelle la plus grande dominera la

somme (6.58), et nous pourrons écrire :

A= lim%ln(DA(t)) (6.60)

t—o0

ou D) est la distance de Lyapunov qui mesure I’écartement entre les deux trajectoires dans
I’espace des phases définis par :

(6.61)

On peut maintenant mettre en application cette méthode, afin de tester la chaoticité
de notre systéme constitué d’un noyau d’hélium 4 piégé, aussi bien dans un puit har-
monique, que dans un piége en 7. On part d’une condition initiale 4,(0), pour I'ensem-
ble des paramétres des gaussiennes, auquel nous ajoutons une variation infinitésimale qui
est de l'ordre du dix-milliéme. Ce calcul est itéré cinquante fois de telle sorte & obtenir
un ensemble de 1250 couples d’écartement dans I’équivalent FMD de I'espace des phases
classiques, et ensuite déterminer un écartement moyen a l'aide de I'équation (6.61). Les
figures (6.11) et (6.12) montrent le logarithme de I’écartement des différents parameétres
des gaussiennes en fonction du temps. On peut remarquer que leur écartement croit de
maniére exponentielle au cours du temps pour les deux types de piége. La saturation que
I’'on observe par la suite est due au fait que I'espace des phases est de dimension finie, ce
qui limite I’écartement possible des différents parameétres a des valeurs limite. A aide de
ces courbes, nous ne pouvons déterminer si il s’agit de nombres de Lyapunov individuels
pour chacun des paramétres. Pour cela il aurait fallut trouver la matrice L(¢), et en déduire
les valeurs propres associées. Néanmoins on peut déterminer le nombre de Lyapunov total
A pour chacun des deux types de systémes, et ceci en calculant I'écartement total, c’est a
dire la distance de Lyapunov. Etant donné que I’espace des phases est de dimension finie,
on ne peut en pratique faire tendre le temps vers I'infini. On doit se contenter des portions
de courbes pour lesquelles le logarithme de la distance de Lyapunov ne sature pas, c’est
a dire celles ou la croissance est linéaire. Le coefficient directeur de la pente sera égale a
'exposant . Les figures (6.13) représentent le logarithme des distances de Lyapunov pour
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les deux types de piége. On trouve des nombres de Lyapunov positifs, qui pour le piége
harmonique, et le piége en 7 sont donnés dans le tableau (6.1). On en déduit donc que
le systéme est chaotique. Il remplit densément 1’espace des phases, ce qui implique qu’il
est ergodique pour les deux piéges utilisés. L’extraction des nombres de Lyapunov permet
donc d’avoir un critére sur la chaoticité des systémes, beaucoup plus claire que les spectres
en Fourier, ou la section de Poincaré. L’extraction du nombre de Lyapunov est un argu-
ment assez fort nous permettant de confirmer la nature chaotique de notre systéme. Le
systéme de nucléons piégés dans le piége harmonique étant bien ergodique, cela confirme
que le probléme de thermalisation était essentiellement dii & un probléme de couplage en-
tre le puits et le thermométre. On peut remarquer que dans le cas de certains systémes
intégrables, on aurait pu aussi trouver un exposant de Lyapunov positif. Un des exemples
simples est le systéme dynamique défini par 1’équation différentielle (6.51). Néanmoins en
ce qui nous concerne, nous intégrons des systémes d’équations différentielles hautement
non linéaires, et il est trés peu probable que nous rencontrions ce genre de situation pour
un systéeme de particules en interaction.
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F1G. 6.11 — Représentation du logarithme des différents écartements moyens, pour chacun
des parameétres des gaussiennes. Leur estimation a été évaluée sur un ensemble de 1250
couples pour un noyaux d’hélium piégé dans un puit harmonique, pour deux valeurs de
la constante du piége Ws. Pour les deux cas on peut remarquer qu’il y a une croissance
exponentielle, puis saturation due a la dimension finie de I'espace des phases.
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Fi1G. 6.12 Représentation du logarithme des différents écartements moyens, pour chacun
des paramétres des gaussiennes. Leur estimation a été évaluée sur un ensemble de 1250
couples pour un noyaux d’hélium piége dans un puit en 7, pour deux valeurs de la constante
du piége Wy. Pour les deux cas on peut remarquer qu’il y a une croissance exponentielle,
puis saturation due & la dimension finie de I'espace des phases.
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FiG. 6.13  Représentation du logarithme des distances de Lyapunov pour un noyaux
d’hélium 4 piégé dans un puit harmonique (figure de gauche), et pour un piége en 7
(figure de droite). Pour chacun des deux type de piége, deux valeurs ont été choisies pour
les constantes de piege Wy et W4, Dans tous les cas la croissance est linéaire, et sature
a cause de la dimension finie de 1’espace des phases. Ce résultat confirme I'écartement
exponentiel de la distance de Lyapunov, et donc la chaoticité du systéme. L’exposant de

Lyapunov peut étre estimé dans chacun des cas, a I'aide de la pente de la droite.

Wy [MeV.fm™? | 0.1 0.3
A [c/fm] 0.00476 | 0.00318
% 0.955 | 0.903

Wy [MeV.fm~ [ 0.01 0.03
A [c/fm] 0.00652 | 0.00267
% 0.964 | 0.967

TAB. 6.1 — Ensemble des tableaux récapitulatifs regroupant I'ensemble des exposants de
Lyapunov \. Ces derniers ont été extraits a I’aide des pentes des droites, qui ont été ajusté
sur les données des figures (6.13). Les indices de confiances x? sur 1’ajustement, semblent
donner un trés bonne avec la croissance linéaire du logarithme de la distance de Lyapunov
dans chacun des cas.
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6.5 Etude thermodynamique d’un systéme finie : le noyau
d’hélium 4.

Dans cette section nous étudions la thermodynamique d’un noyau d’hélium 4 confiné
dans un piége en 7*. Nous allons montrer que, méme pour un systéme constitué seule-
ment de 4 particules, une claire phénoménologie de transition de phase du premier ordre
apparait. La transition sera évaluée a 'aide de la courbe calorique qui donne la relation
fonctionnelle entre la température et I’énergie. Avant de montrer les résultats, une derniére
étape technique consiste a évaluer le temps d’autocorrelation pour la construction des
moyennes statistiques.

6.5.1 Calcul de la fonction d’autocorrelation.

Lorsque I'ensemble du systéme fluide nucléaire plus thermométre nucléaire a atteint
I’équilibre thermodynamique, il est nécessaire de comptabiliser 'ensemble des événements
qui vont nous permettre de déterminer la température ainsi que l'énergie d’excitation
moyenne de notre systéme. Comme pour le modéle d’Ising, ils nous faut éliminer les cor-
rélations spurieuses, et déterminer a partir de quel moment deux événements, c¢’est a dire
deux réalisations temporelles différentes, peuvent étre considérés comme indépendants. Le
temps de décohérence va étre déterminé a I'aide de la fonction d’autocorrélation normalisée,
qui est définie par :

(08
9 = e0p

Y et +r)e(t)dt

- o (6.62)

ou © correspond a la valeur moyenne d’une des observables du systéme lorsque l'on a
atteint 1’équilibre thermodynamique, c’est a dire lorsque ’'on a observé la convergence
de toutes les observables. On choisira pour © la valeur moyenne de l’énergie du fluide
nucléaire. Dans le cas présent, le temps de décohérence 7 sera donné par le temps ou l'on
vérifiera la relation g(7p) = 9(20). Comme pour le modéle d’'Ising on devra estimer pour
chaque énergie d’excitation du systéme, la valeur de 7p afin de déterminer correctement
la moyenne ergodique de chacune des observables. La figure (6.14) illustre la fonction
d’autocorrélation pour un noyaux d’hélium 4 plongé dans un piége en 7, ou I'énergie
d’excitation est de l'ordre de 4 MeV par nucléon. On peut remarquer que le temps de
décohérence est assez long, méme si le systéme est suffisamment excité. Ces temps sont
généralement de 1'ordre de 1500 fm/c pour des énergies d’excitations qui sont supérieures
a 5 MeV par nucléon. Ces temps de décohérence assez longs, s’expliquent essentiellement
par le fait que le systéme oscille & plusieurs fréquences qui sont trés proches de celle du
piege. Etant donné que nous aurons un nombre d’événements assez limité pour réaliser
notre moyenne ergodique sur les différentes observables, il sera donc impératif d’estimer

I’erreur sur ces derniéres qui évoluera comme en \/%“, Ol Nrrotal correspond au nombre
ota

total d’événements sélectionnés pour calculer les moyennes ergodiques.
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Fi1G. 6.14 Fonction d’autocorrélation obtenue a partir de 1’évolution temporelle de 1'én-
ergie du fluide nucléaire a I’équilibre thermodynamique. Le temps de décohérence est de
l'ordre de 1500fm/c pour cet exemple, ou 'énergie d’excitation est de E* = 6.23MeV /A.
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6.5.2 Courbes caloriques du noyau d’hélium 4.

Nous allons maintenant extraire la courbe calorique du noyau d’hélium 4 en util-
isant la méthode développée précédemment. La constante du piége sera fixée a W, =
0.01MeV.fm™*, et nous utiliserons une interaction de contact entre le fluide nucléaire et le
thermométre avec A = 6MeV.fm®. Pour différentes énergies d’excitation du systéme, nous
pouvons extraire les températures du systéme correspondantes, ot les moyennes ergodiques
sont estimées en tenant compte des temps de décohérence obtenus a I’aide de la fonction
d’autocorrélation.

P
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74 e SlLy4d+Coulomb| —
o SGII
tef o
72 _
- of" 2 e
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N Fe—| i
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F1G. 6.15 Courbes caloriques du noyau d’hélium 4 pour W, = 0.01MeV.fm ™. Les points
en noirs, rouges, et bleus représentent respectivement les calculs réalisés avec 'interaction
SLy4d, SLy4d plus l'interaction Coulombienne, et l'interaction SGII. On remarque qu’il
n’y pas de différence notable entre les trois calculs.

La figure (6.15) représente 'ensemble des trois calculs qui ont été réalisés, ou 'ensem-
ble des courbes caloriques a été calculé pour des énergies d’excitations comprises entre
E* = 6MeV/A et E* = 17TMeV/A. Les températures associées a des énergies d’excita-
tions comprises entre E* = 3MeV /A et E* = 5MeV /A n'ont pas été extraites, car elles
correspondent a des énergies du fluide nucléaire qui ne permettent pas de respecter la
condition (6.11). Enfin pour les systémes encore plus froids, il est plus difficile de ther-
maliser le systéme, c’est pourquoi nous n’avons pas exploré cette partie du diagramme
des phases. Il faut également noter que les différentes courbes caloriques ont été extraites
avec des valeurs moyennes pour Hyycleaire €6 Hrrn qui ont des ordres de grandeurs compa-
rables, et ceci afin d’éviter tout probléme de couplage entre les deux systémes. On travaille
donc dans un ensemble statistique hybride qui se situe entre I’ensemble micro-canonique et
I’ensemble canonique. La premiére courbe calorique a été obtenue pour un systéme neutre
en charge, et nous avons utilisé 'interaction de Skyrme SLy4d. Cette derniére peut étre
comparé a celle obtenue pour un systéme chargé, et nous pouvons remarquer que les effets
Coulombiens ont une influence négligeable sur la courbe calorique. Ceci s’explique par le
fait que I'énergie d’interaction Coulombienne ne représente qu’une trées faible proportion
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de I'énergie totale du noyau d’hélium 4. Afin de pouvoir tester les éventuelles effets de
I'interaction Coulombienne sur le diagramme des phases, il faudrait pour cela prendre un
systéme plus chargé, tel que par exemple le noyau d’oxygéne 16. Si I’'on regarde maintenant
la courbe calorique obtenue avec l'interaction réaliste SGII, nous constatons que celle-ci
peut étre quasiment superposé a celle obtenue avec la paramétrisation SLy4d. Ce qui dé-
montre que le diagramme des phases reste insensible a la paramétrisation utilisée. Il serait
toute fois intéressant de comparer nos résultats, & une courbe calorique obtenue a ’aide
d’une interaction moins réaliste tel que I'interaction SIII. La premiére partie décroissante
entre 6 < E* < 8MeV est difficile & comprendre et pourrait refléter une persistance de
problémes numériques. Pour des énergie plus élévées, les courbes caloriques montrent un
comportement d’inversion de pente caractéristique d’'une transition de phase du premier
ordre pour un systéme fini [148|. Ce résultat est en accord avec les études de thermody-
namique FMD/AMD déja réalisés dans la littérature [74, 149, 150].

Afin d’obtenir des informations supplémentaires sur la de transition de phase, nous
avons regardé la distribution en énergie pour chacun des points calculés. Les figures (6.16),
(6.17), (6.18), et (6.19) illustrent les distributions d’énergies pour quatre points de la
courbe calorique du noyau d’hélium 4 neutre en charge. Ces derniéres ont été obtenues
pour des calculs statistiques comportant environ 80 événements. Si I’on part d'une énergie
d’excitation du systéme qui est de l'ordre de E* = 8MeV /A, on passe progressivement
d’une distribution monomodale qui caractérise ’équivalence de la phase liquide, vers une
distribution bimodale caractérisant la zone de coexistence liquide-gaz, pour enfin retrouver
de nouveau une distribution monomodale traduisant la phase gaz du systeéme.

Les figures (6.20), (6.21), (6.22), et (6.23) représentent les distributions d’énergie pour le
noyau d’hélium 4 chargé. Comme précédemment, le systéme est caractérisé par une tran-
sition de type liquide-gaz. Néanmoins on peut remarquer que le systéme est caractérisé
par un distribution trimodale pour I’énergie d’excitation £* = 10.623MeV /A. Le systéme
fluctue entre trois configurations possibles qui sont deutérium + deutérium, hélium 3 +
neutron, et tritium + proton. Les configurations hélium 3 + neutron, et tritium -+ pro-
ton sont tout a fait équivalentes en 1’absence d’'interaction Coulombienne, ce qui explique
pourquoi nous trouvons une distribution bimodale pour un systéme neutre en charge. L’ap-
parition de la distribution trimodale est donc essentiellement due a la brisure de symétrie
induite par I'interaction Coulombienne.
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Fi1G. 6.16 — Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 neutre en charge pour E* =
8.84MeV/A. La distribution est monomodale, ce qui caractérise la phase "‘liquide" du
systéme. Celle-ci peut étre ajustée a 'aide d’une gaussienne, ot I'indice de confiance sur
I'ajustement est donné par y? = 0.906.
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Fi1G. 6.17 — Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 neutre en charge pour E* =
10.58MeV /A. La distribution est bimodale, ce qui caractérise la zone de coexistence
"liquide-gaz"’ du systéme. Celle-ci peut étre ajustée a l'aide de deux gaussiennes, ou
I'indice de confiance sur 1'ajustement est donné par y? = 0.907.
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Fi1G. 6.18 — Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 neutre en charge pour E* =
15.06MeV/A. La distribution est bimodale, ce qui caractérise la zone de coexistence
"liquide-gaz"’ du systéme. Celle-ci peut étre ajustée a l'aide de deux gaussiennes, oil
I'indice de confiance sur 1'ajustement est donné par y? = 0.795.
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FiG. 6.19  Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 neutre en charge pour E* =
17.06MeV /A. La distribution est monomodale, ce qui caractérise la phase "‘gaz"’ du sys-
téme. Celle-ci peut étre ajustée a ’aide d’une gaussienne, ot I'indice de confiance sur
'ajustement est donné par y? = 0.796.
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F1G. 6.20 Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 chargé pour E* = 6.63MeV/A. La
distribution est monomodale, ce qui caractérise la phase "‘liquide"’ du systéme. Celle-ci
peut étre ajustée a I'aide d’une gaussienne, ot 'indice de confiance sur 'ajustement est
donné par y? = 0.98.
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F1G. 6.21 — Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 chargé pour E* = 10.62MeV /A.
La distribution est bimodale, ce qui caractérise la fluctuation du systéme entre trois con-
figurations possibles qui sont deutérium -+ deutérium, hélium 3 + neutron, et tritium -+
proton. Celle-ci peut étre ajustée a l'aide de trois gaussiennes, ou l'indice de confiance sur
I'ajustement est donné par y? = 0.912.
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F1G. 6.22 Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 chargé pour E* = 14.63MeV /A.
La distribution est bimodale, ce qui caractérise la zone de coexistence "‘liquide-gaz"’ du
systéme. Celle-ci peut étre ajustée a l'aide de deux gaussiennes, ou I'indice de confiance
sur I'ajustement est donné par y? = 0.851.
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F1G. 6.23 Distribution d’énergie du noyau d’hélium 4 chargé pour E* = 17.63MeV /A. La
distribution est monomodale, ce qui caractérise la phase "‘gaz"’ du systéme. Celle-ci peut
étre ajustée a 'aide d’une gaussienne, ot l'indice de confiance sur I'ajustement est donné
par x2 = 0.905.
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6.6 Conclusion.

Au cours de ce chapitre, nous avons développé une méthodologie permettant d’im-
plémenter correctement un thermomeétre utile a 'extraction du diagramme des phases
des systémes finis. Nous avons vu que ces derniers devaient contenus dans un piége non
linéaire, condition qui doit étre également imposée pour le terme d’interaction de contact
avec le thermomeétre afin d’éviter tout probléme de thermalisation. Nous avons également
testé I'ergodicité du systéme avant d’effectuer tout calcul statistique en utilisant différentes
méthodes, et nous avons vu que 'extraction du nombre de Lyapunov semble étre la plus
concluante. Le diagramme des phases pour le noyau d’hélium 4 montre qu’il est caractérisé
par une transition de premier ordre avec coexistence entre différentes configurations, ce qui
correspondrait a des phases dans un systéme infini. L’interaction Coulombienne influe sur
celui-ci en brisant une symétrie du systéme, et en créant ’apparition d’'une distribution
multimodale pour une certaine partie de la zone de coexistence.

Nous pourrons donc par la suite utiliser la méme méthodologie concernant I'extraction
du diagramme des phases pour la matiére d’étoile. Cette derniére étant une matiére infinie
ou les particules n’ont pas besoin d’étre contenues dans un piége, nous pouvons espérer
que les effets de couplage du thermomeétre avec de possibles modes collectifs du fluide
nucléaire seront nettement réduits, et les calculs de thermodynamique plus aisés. Nous
allons maintenant consacrer notre prochain chapitre a I’adaptation du modéle FMD a la
matiére d’étoile.
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Chapitre 7

Perspectives : vers une application du
modeéle FMD a la matiére d’étoile.

7.1 Introduction.

Le précedent chapitre était orienté vers I’étude du noyau fini d’hélium 4 contenu dans un
piége dont les conditions aux bords du réseau utile & son étude étaient sans ambiguités. Si
on cherche maintenant a réaliser un travail similaire pour la matiére d’étoile, nous devrons
utiliser une cellule qui reproduit correctement un bloc de matiére infinie. Comme nous
I’avons vu dans les chapitres portant sur le probléme de la matiére d’étoile, 'usage d'une
cellule périodique étendue a l'infini est nécessaire afin de reproduire le caractére infini de
la matiere d’étoile.

Ce type de probléme est tout a fait analogue a ceux que l’on rencontre en physique
de I'état solide pour les structures cristallines de certains matériaux. Il faut néanmoins
distinguer le cas de la matiére d’étoile du cas des solides ot le systéme est aussi infini
et périodique. Pour le cas des solides, la structure est périodique car le potentiel ion-
ique est périodique. Inversement pour 1’écorce des étoiles a température nulle, le potentiel
auto-cohérent dans lequel les particules sont plongées est périodique, car la structure est
périodique a cause des symétries. A température finie les symétries sont brisées et le sys-
téme n’est plus périodique. Toutefois du point de vue strictement technique, la seul facon
de minimiser les effets spurieux de taille finie (dus au fait que les simulations ne peuvent
se faire que sur des systémes finis) est de répliquer le systéme dans les trois directions de
I'espace, ce qui par construction produit un systéme périodique |39|. Il faut donc garder a
I'esprit que la périodicité imposée contrairement au cas des solides, n’est qu’'une approxi-
mation, et il faudra donc veiller & vérifier que le systéme étudié est de dimension linéaire
supérieur a la longueur de corrélation A\(T'). Par exemple si le systéme était critique a
la température T" = T, la représentation du systéme périodique serait tout simplement
inadéquate.

Si I’on cherche a résoudre le probléme quantique pour un systéme périodique, aussi bien
pour le cas des étoiles que pour le cas des solides, ¢’est a dire pour un systéme présentant un
potentiel périodique, la structure discréte du spectre en énergie d’une cellule isolée, prend
une structure en bandes a cause de la périodicité du potentiel [151]. La solution pour la
fonction d’onde totale du systéme est une fonction d’onde de Bloch [151]. Ces ingrédients
de mécanique quantique n’ont pas été pris en compte pour I’ensemble des calculs qui ont
été réalisés par C.J. Horowitz et G. Watanabe |8, 18, 19|, et seule la condition sur les
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bords périodique d’une cellule a été imposée. Ce qui est une condition nécessaire, mais pas
suffisante si I'on souhaite traiter le probléme quantique. A I’heure actuelle, seul le calcul
de I'énergie d’interaction Coulombienne utilise la propriété de périodicité d'une cellule
pour le contexte astrophysique. Une partie importante de la physique du probléme a donc
été oubliée, et il est possible que la structure en bandes du spectre en énergie joue un
role important sur l'estimation quantitative des différentes observables qui peuvent étre
calculées, ainsi que sur les différentes structures que peut prendre la matiére d’étoile a
trés basse température. Une indication en ce sens vient des calculs de N. Chamel et al.
[152] qui ont montré dans le cadre d’un approche HFB, que la prise en compte des phases
de Bloch influence le calcul de la superfluidité de I’écorce. Le but de ce chapitre est de
proposer un formalisme basé sur les fonctions d’onde de Bloch adapté a I'implémentation
du concept de matiére périodique dans une approche FMD. Dans la premiére sous-partie
de ce chapitre, nous définirons les fonctions d’onde de Bloch pour différents ensembles
statistiques. Nous discuterons ensuite son implémentation dans le cadre du modéle FMD.
Nous terminerons enfin ce chapitre, en proposant une technique permettant d’implémenter
I'interaction Coulombienne pour le contexte astrophysique dans le cadre du modéle FMD.

7.2 Implémentation des conditions de Bloch.

7.2.1 Formalisme de base et ensembles statistiques.

Le but de cette sous-partie est de présenter la forme générale des fonctions d’onde
d’un systéme de particules indépendantes soumises a un potentiel périodique [151]. La
conséquence directe sera I’apparition d’une structure en bandes pour le spectre en énergie
de particule seule, structure qui devra étre considérée pour tous les calculs statistiques
réalisés par la suite a l'aide du modeéle FMD. Dans la suite de 'exposé nous ne consid-
érerons que l'espace a une dimension afin de simplifier les notations, et le cas d’école d'un
potentiel externe U(Z). L’ensemble des résultats pourra étre généralisé aisément a ’espace
a trois dimensions, et au cas physique d’intérét d’un potentiel auto-cohérent U(p(z)). Le
Hamiltonien par particule est donné par :

h= o+ Ulp()) (7.1)

et I’équation aux valeurs propres pour un systéme non-périodique s’écrit :

hltn) = €altn) (7.2)

avec [¢,) qui sont des états propres orthonormés a une particule, (¢y|1,) = 0pp. Si l'on
considére 2N répliques du systéme physique, c’est a dire pour un potentiel respectant la
relation U(z) = U(x+mL) avec m = —N,...,0,..., N, le théoréme de Bloch [151] donne
une équation aux valeurs propres plus généralisée comme suit :

ﬁ‘wn,k> = 6n,k|1/}n,k> (73)

avec (Un/ i |Un k) = b, o k = —N,...,0,..., N est le nombre d’onde associé¢ aux
états a une particule, dont la projection dans la représentation |z) respecte la condition de
périodicité d'une cellule selon :

(2 k) = tn ()€ TREDTE (7.4)
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ou L est la périodicité imposée sur la fonction d’onde. Pour un systéme périodique infini
c’est a dire pour N — oo, le méme nombre quantique n est associé & un nombre infini
d’états propres qui différent entre eux par un facteur de phase :

. 2
(@]thn o) = Upp(x)e?” avec 0 < < fﬂ (7.5)

Cette fonction d’onde est appelée fonction d’onde de Bloch. Elle est caractérisée par le
fait d’avoir, a coté du nombre quantique n, un nombre quantique additionnel £ provenant
de l'invariance translationnelle du probléme. Cette invariance translationnelle impose la
condition de périodicité u, x(x) = uni(x + mL) de telle sorte que la fonction d’onde est
périodique & moins d’un facteur de phase :

(@ + mL|tng) = €™ (2]ih, 1) (7.6)

La fonction d’onde de Bloch v, x(x) représente physiquement une particule délocalisée sur
2N +1 cellules identiques, ce qui a pour effet de transformer I’état propre dans une bande.
En effet si 'on considére des ondes de Bloch pour les états & une particules, I’équation aux
valeurs propres (7.3) se réduit a résoudre dans la représentation |z) I’équation différentielle
pour u, x(z) donnée par :

un,k(x) = €n7kun7k($) (77)

ggg(—¢V—%iﬂ§§%fz)2+le)
( )

ou l'on peut voir que n donne le nombre de chaque bande et kK = —N,...,0,...,N le
niveau a l'intérieur de chaque bande. Les énergies propres solutions de cettes équation
différentielle sont schématiquement représentées par la figure (7.1). Celle-ci nous montre

F

£3 A
£ - __
L2
", ':."‘-_\"H. ) '\-\.\\ ~ k= +N
N LTI I
£l RERORRRSR hay
" . . k= 'N

F1G. 7.1 — Figure représentant le spectre en énergie pour un systéme isolé (4 gauche), et
celui d'un systéme périodique (& droite). Les niveaux d’énergie tendent a former des bandes
d’énergie lorsque 'on fais tendre N — oo.

que les énergies propres sont discrétes, que de nouveaux niveaux d’énergie apparaissent
lorsque I'on augmente progressivement le nombre de répliques du systéme physique, et qui
tendent & former des bandes d’énergie lorsque I'on fait tendre N — oo. La fonction d’onde
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de Bloch 1), i () est définie sur tout I'espace —NL <z < NL. Tout calcul d’observable 6
sur un état de Bloch :

A

NL/2 NL/2
_ / / © ()0, ' () ! (7.8)

NL/2 J-NL/2

comporte donc une intégrale sur un espace infini, ce qui est impossible a réaliser. La méme
chose est naturellement vraie pour le cas de plusieurs particules : si © est un opérateur a
un corps et les particules sont indépendantes alors :

A
R 1 Z A
<O > = A i=1 <wm7k1|@|¢"mk2> (79)

oll nous avons supposé des états orthogonaux. Toutefois ceci peut se simplifier : I’avantage
du formalisme de Bloch est que nous pouvons obtenir les résultats du systéme infini, tout
en travaillant sur une seule cellule 0 < z < L. A ce but définissons la fonction d’onde dans
la cellule :

Ynp(r) = V2N + 1 i(2) avec 0 <o <L (7.10)

définie de facon a avoir la juste normalisation, c’est a dire telle que la valeur moyenne d’un
opérateur local & un corps soit :

<O;> = (2N+1) <6, >pu

N A rL/2
- S [ b @O () -

i=1 Y ~L/2

Le cas des opérateurs non locaux comme l'énergie cinétique est plus délicat, et ne sera
pas abordé ici. Cette expression montre que les observables locales sont extensives (pro-
portionnelles & (2N + 1)). Dans une longueur finie L, les observables du systéme infini se
calculent donc a I’aide d’une cellule :

A <6 >

< O >pox

+1

2N
- 32 / e (D)) () (112)

Si le systeme est a température finie, et ceci est le cas qui nous intéresse, les états de
particule seul ¢ (x) ne sont pas les états purs, mais des états mélange :

= Postbni(z) (7.13)
n,k

avec p, i la probabilité de I'état |1, x). A la limite thermodynamique la phase k& devient
une variable continue, et cette équation devient :

2w /L o
= Z/ dopn,ne(z) avec 0 < @ < T (7.14)
—Jo



7.2. IMPLEMENTATION DES CONDITIONS DE BLOCH. 163

La valeur moyenne a température finie s’écrit donc :

. 2n/L )
< @l >Box = Z/ d()ppn,ap < @l > (715)
n 0
ou
. L/2
< @l >"7<P:/L/2wngp( ) ( )wngo( ) xT (716)

Dans l'ensemble grand-canonique, p, ., est analytique :

1
1 +exp (B(ene — 1))

Py = (7.17)

Pour une application & FMD, nous nous intéressons a 1’ensemble micro-canonique et nous
accédons aux probabilités des micro-états en utilisant le théoréme ergodique :

2w /L
< O >po= hm —/ dt / dppn.o(t) < O; >n., (7.18)

ol

Prp(t) = 6(n —n(t))d(p — o(t)) (7.19)

est la fréquence d’occupation des micro-états donnée par a dynamique supposée ergodique.

La prochaine sous-partie va étre consacrée a I'application du formalisme des ondes de
Bloch que nous venons de développer, dans le cadre du modéle FMD pour ’ensemble
micro-canonique.

7.2.2 Implémentation dans le cadre du modéle FMD.

Dans la précédente sous-partie nous avons vu que si nous voulons traiter correctement
le probléme quantique pour la matiére d’étoile dans ’approximation de particules indépen-
dantes, les états & une particule devront étre des fonctions d’onde de Bloch. Avec ’ansatz
FMD pour les fonctions d’onde (4.15), ceci revient a écrire :

las(®) = Jim — > e (MO MDY s ) ) )
x = lim ————= exp | — e , m
Gk N N 12 2e P 2a,(t) e, )i
(7.20)
ot les indices [ et k indiquent qu’il s’agit de la [éme particule & laquelle nous lui avons
associé 'onde k. Chaque état a une particule représente donc I’évolution dynamique de
2N +1 particules délocalisées sur les 2N +1 cellules. Nous avons vu au paragraphe précédent
que nous serons menés a calculer des intégrales seulement dans la cellule 0 < z < L. Si
nous avons le soin de choisir la condition L > a;(t) VI, alors a tout fin de calcul, la fonction
d’onde définie par I’équation (7.10) pourra étre remplacée par :

2al

(ot Zexp< x‘bl(t’(t‘)m”)e"wxl(t),¢z<t>>|mt<n> (7.21)

m=—1
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Fi1G. 7.2 Représentation de la partie réelle de I’état & une particule défini par la relation
(7.21). La gaussienne est répliquée dans chacune des cellules en tenant compte du facteur
de phase ¢.

si0 <z < Lavee 0 < ¢ <2r/L. Ceci est représenté par la figure (7.2). Cette fonction
d’onde représente pour chaque choix de phase une particule dans une cellule, ce qui est
équivalent a avoir 2N + 1 particules dans 2NV + 1 cellules. La moyenne statistique définie
par I'équation (7.22) s’écrit :

T—o00

I A
< @l >Box= hm T/ dt < O] >Box (t) (722)
0

ol la moyenne instantanée est donnée par :

< O >pox ( AZZ%% 1616, (1)) Oty i (1) (7.23)

En utilisant la relation (7.21), le recouvrement entre deux états & une particule s’écrit
donc :

Ojeolpwz - <qj#Pj‘qi7S0i>Box5‘Pjv@i
= (059N e ) e me() ¢
~ \Tara,) WO e
. '2 x5 2 . 2
U W G R S G R
2 (a} + a;) 2 (a5 + a;) 2 (a5 + a;)

(7.24)

L’équation (7.22) suppose que, a cause de 'ergodicité de la dynamique, au cours du temps
tous les états (I, ¢;) soient explorés de fagon uniforme compatiblement avec la conservation
de I’énergie. Ceci est vrai en ce qui concerne les paramétres variationnels des gaussiennes,
mais non pour les phases de Bloch qui ne sont pas des variables dynamiques. La moyenne
statistique doit donc se calculer en introduisant une ultérieure moyenne sur les phases :

. 12 27r/L on/L A A
< @l >— — / dQO/ Z Z Qk go|@l|QI 4 BoxOlgp’ kcpécp N7 (725)
0

k=1 l=1

| =
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Une des méthodes possibles afin de réaliser cette moyenne sur les phases est de changer de
maniére aléatoire la phase des particules, lorsque 'une d’entre elles sort de la cellule pour
étre replacée a I'autre extrémité de cette derniére selon les conditions aux bords périodiques.
On explorera ainsi toutes les configurations accessibles au systéme. Le fait de changer de
maniére aléatoire la phase de la fonction d’onde du systéme a pour avantage d’introduire
un mouvement stochastique, et donc d’avoir un calcul qui va au-dela du champ moyen.
De plus étant donné qu’il s’agit d’un bloc de matiére infini, les particules n’ont pas besoin
d’étre contenues dans un piége, ce qui implique que les effets de couplage du thermométre
avec de possibles modes collectifs du fluide nucléaire seront nettement réduit par rapport
aux observations présentées au chapitre précédent. Pour ces raisons, nous nous attendons
a ce que le temps de thermalisation et les propriétés ergodiques du systéme posent moins
de problémes pour la matiére d’étoile.

Nous allons maintenant passer a la sous-partie qui traite de I'implémentation de 'in-
teraction Coulombienne pour notre contexte astrophysique.

7.3 Implémentation de 'interaction Coulombienne pour
la matiére d’étoile.

Comme nous 'avons vu avec 'approche Ising-Star, I'implémentation de l'interaction
Coulombienne pour le contexte astrophysique nécessite de tenir compte de la longue porté
de l'interaction Coulombienne, tout en calculant toutes les interactions possibles proton-
proton, electron-proton, et electron-electron. L’une des possibilités est d’utiliser un réseau
périodique et d’appliquer la méthode de sommation d’Ewald pour le modéle FMD. L’incon-
vénient majeur de cette méthode est qu’elle demande I’évaluation directe de I'interaction
Coulombienne avec l'utilisation de I'opérateur densité a deux corps, ce que nous cherchons
absolument a éviter pour les raisons évoquées dans les chapitres précédents. Par contre il
est tout a fait possible de calculer I’énergie Coulombienne comme nous I’avons fait pour le
cas des noyaux finis, ¢’est a dire en résolvant 1’équation de Poisson. Comme nous 'avons
pu le voir, il s’agit d’'une méthode simple & mettre en oeuvre, pour laquelle nous devrons
poser correctement les conditions aux limites adaptées au contexte astrophysique. Sachant
que le systéme est constitué de protons dont la charge est écrantée par un fond uniforme
d’électrons répartis uniformément sur le réseau, nous aurons une charge totale qui sera
globalement nulle, et qui constituera la premiére condition aux limites a imposer lors de
la résolution de I’équation de Poisson par :

/pc(F)d?’F: 0 (7.26)

Ici la densité de charge total p. est définie comme la somme de la densité de charge
protonique et électronique p.(7) = p,(F)+pe- (F), ot Von imposera p,(7) = — [ p.- (7F)/Vd*F
de telle sorte a respecter la condition de neutralité en charge globale de la matiére d’étoile.
Etant donné que nous travaillons dans un systéme périodique, la condition de périodicité
sur le potentiel devra étre également imposée comme étant la seconde condition aux limites
lors de la résolution de I’équation de Poisson, se qui rejoint notre discussion de la précédente
sous-partie. Explicitement :

Veou (F) = Voou (7 + L) (7.27)
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Si I’on cherche a résoudre I’'équation de Poisson a ’aide du schéma d’ordre 2 pour un réseau
a une dimension, tout en respectant les conditions limites données par les relations (7.26)
et (7.27), on obtient un systéme d’équations linéaires trés similaire a celui qui a été obtenu
pour les noyaux finis :

—2 1 0 cee 0 1 V1 fl

1 —2 1 0 cee 0 (%) f2

0 = : (7.28)
: oo e 0 : :

0 - 0 1 -2 1 Un_1 Fo

1 0 -~ 0 1 =2 Un fu

oll nous avons conservé les mémes notations que celles qui ont été définies dans le chapitre
5, et le systéme peut étre toujours réécrit sous la forme transparente suivante :

—

Ci=f (7.29)

On peut remarquer que la matrice C' présente a ces extrémités des constantes C,, = C,; =
1, qui nous n’avions pas pour le cas des noyaux finis et qui retraduisent la condition limite
(7.27). Ce fait implique :

j=1 i=1

ce qui conduit a :

Zfz = chijvj

i=1 j=1

= D vy Cy
j=1  i=1
=0 (7.31)

qui n’est rien d’autre que la condition de neutralité (7.26). Cette observation intéressante
signifie que tout systéme infini doit nécessairement étre neutre en charge pour éviter la
divergence de 1’énergie Coulombienne a la limite thermodynamique [40].

Si I'on cherche & résoudre I’équation (7.29), il semblerait que cette derniére pose prob-
leme. En effet la matrice C' présente un noyau non nul oi det(C) = 0, elle est donc non
inversible. Ceci peut mieux se voir en réécrivant 1’équation de Poisson dans l'espace de
Fourier :

(7.32)

et qui présente une divergence pour le mode k=0. Mais on peut remarquer que pour ce
mode, la transformée de Fourier de la densité pgr—o = fpc(F)d?’F est nulle a cause de
la neutralité en charge globale du systéme, ce qui implique donc que vy est une constante
arbitraire qui fixe seulement le niveaux d’énergie du potentiel. On pourrait donc en principe
résoudre I’équation de Poisson en supprimant le mode k=0. Cela aurait pour conséquence
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d’estimer le potentiel & une constante prés, ce qui est toujours le cas et qui n’a aucune
influence lors du calcul direct de I’énergie Coulombienne donné par 1’équation (5.12). Nous
venons de voir & nouveau que les systémes infinis doivent étre neutres. Nous n’utiliserons
pas cette méthode, mais les schémas d’intégration d’ordre 2 ou d’ordre 4, que nous avons
précédemment utilisé pour les noyaux finis, mais en respectant cette fois les conditions
limites (7.26) et (7.27). En appliquant ces schémas, on peut calculer le potentiel coulombien
pour la matiére d’étoile, ainsi que le terme direct de I’énergie d’interaction Coulombienne
donné par les relations (5.12) et (5.13). Le tableau (7.1) est un exemple d’application
numérique pour un réseau comprenant deux protons placés aléatoirement et écrantés par
un fond uniforme d’électrons. Pour les deux schémas d’intégration, on remarque que le
calcul converge trés rapidement avec la méthode d’ordre 2, et que la précision tend a étre
meilleure pour la méthode d’ordre 4.

Nous avons ainsi développé une méthode trés stable numériquement, et plus simple a
implémenter que la méthode de sommation d’Ewald. Elle présente ’avantage d’étre plus
rapide que cette derniére, car nous n’utilisons que opérateur densité a un corps. La seule
approximation qui est réalisée réside dans le calcul du terme d’échange, qui est calculé a
I’aide de I'approximation de Slater.

2nd order | 4th order
E; (MeV) 0.06133 0.06108
Ey (MeV) 0.06057 0.06106
erreur relative (%) 1.24 0.029

TaB. 7.1 Estimation du terme direct de I'énergie d’'interaction Coulombienne pour la
matiére d’étoile, a ’aide des méthodes itératives d’ordre 2 et d’ordre 4. Pour deux protons
placés aléatoirement dans la cellule et écrantés par un fond uniforme d’électrons, on calcule
les deux estimations différentes pour I’énergie Coulombienne E; et E5 données par les
relations (5.12), et (5.13). En respectant les conditions aux limites (7.26) et (7.27), on
remarque que 1’on obtient une trés bonne convergence du terme direct avec les deux schémas
d’intégration, dont la précision augmente avec l'ordre de la méthode.

7.4 Conclusions.

Nous avons donné dans ce chapitre des perspectives concernant I'implémentation de
fonctions d’ondes de Bloch au sein de notre modéle, afin de reproduire le caractére infini
de la matiére d’étoile. Il faut néanmoins remarquer qu’aucune application numérique n’a été
encore réalisée a ’aide du modéle FMD, et que certains points restent encore a approfondir
avant de réaliser des simulations numériques.

En ce qui concerne I'implémentation de l'interaction Coulombienne pour le contexte
astrophysique, nous avons vu que la résolution de I’équation de Poisson était une méthode
originale permettant une résolution compléte du probléme concernant ce détail technique.
En effet, elle permet une implémentation simple a mettre en oeuvre, et qui permet a la fois
d’obtenir des résultats d’une trés bonne précision a 'aide du schéma d’intégration d’ordre
4.
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives.

Nous avons lors de ce travail étudié les aspects thermodynamiques de la matiére d’étoile
a l'aide d’une approche Ising. Nous nous sommes intéressés aux effets de la frustration
Coulombienne, et nous avons démontré qu’ils induisaient un élargissement de la zone de
coexistence liquide-gaz avec une augmentation de la température limite pour le point de
transition, résultat qui est entiérement di a ’écrantage des électrons. Nous avons également
démontré que le modéle Ising-Star n’appartient a aucune classe d’universalité car il n’admet
pas de point critique. Ce résultat a été confirmé a I’aide du groupe de renormalisation. Cette
suppression de la criticité n’appuie pas I'hypothése d’un piégeage complet des neutrinos
dans I’écorce des proto-étoiles a neutrons lors de la premiére étape de leur refroidissement.
Néanmoins nous pouvons supposer que si la polarisabilité n’est pas négligeable, le potentiel
d’interaction Coulombienne devra tenir compte d’un terme d’écrantage, et par conséquence
I'interaction Coulombienne pourrait se comporter comme une interaction de portée finie.
En plus si la matiére d’étoile ne présente pas de point critique, elle devrait néanmoins
présenter des transitions de premier ordre associéees a des instabilité, qui peuvent avoir
une influence importante sur les propriétés d’interaction des neutrinos avec la matiére.

Dans le but d’obtenir des résultats réalistes pour les lignes de transition du premier
ordre, nous avons développé un modéle FMD dont les équations ont été re-dérivées dans
un formalisme Skyrme Hartree-Fock. L'implémentation numérique de notre modéle a été
testée a de nombreuse reprises a 1’aide de cas modéles, tel que le systéme constitué de
fermions libres, ot celui de fermions contenus dans un puit harmonique. Nous 'avons par
la suite appliqué a I'étude des états fondamentaux de noyaux bien connus, et nous en
avons constaté qu’il donnait des résultats en bon accord aussi bien avec le modéle Hartree-
Fock, qu’avec les résultats expérimentaux. Son application a ’étude des modes collectifs
des noyaux semble étre trés encourageante, et nous avons particuliérement obtenu des
résultats quantitativement proches de I'expérience pour le cas de I'ISGMR du carbone 12.
Néanmoins les calculs de modes collectifs a ’aide du modéle FMD restent raisonnables
dans la limite ou ils n’impliquent pas de compression. Le calcul d’IVGDR est 'une des
perspectives envisagée pour la suite.

Notre motivation principale étant d’extraire les caractéristiques thermodynamiques des
écorces des proto-étoiles, et étoiles & neutrons, nous avons commencé par un cas plus
simple qui était celui de I’étude thermodynamique des noyaux finis. Nous avons exposé
une méthodologie permettant I'implémentation d’un thermomeétre nucléaire, et nous en
avons conclu que ce dernier devait étre couplé au fluide nucléaire par I'intermédiaire d’'une
interaction non-linéaire. L’ajout d’un piége non-linéaire confinant le fluide nucléaire est
une condition nécessaire a la précédente afin d’éviter tout probléme de thermalisation du

169
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systéme. Aprés avoir effectué des tests de chaoticités permettant de valider I'ergodicité du
systéme nucléaire, nous en avons extrait la courbe calorique du noyau d’hélium 4. Nous
en avons déduit que ce dernier était caractérisé par une transition de type liquide-gaz, et
que les paramétrisations de Skyrme utilisées n’avaient aucune influence sur le diagramme
des phases. Il serait néanmoins intéressant de refaire le méme type de calcul a 'aide d'une
interaction moins réaliste tel que I'interaction SIII afin de tester son influence sur ce dernier.
[’énergie d’interaction Coulombienne étant faible pour le cas du noyau d’hélium 4, il serait
également utile de refaire les mémes calculs pour des noyaux présentant une charge plus
importante.

En utilisant les mémes concepts développés pour le cas des noyaux finis, nous avons es-
quissé les méthodes qui permettent d’étudier les propriétés thermodynamique de la matiére
d’étoile. Cette derniére étant une matiére infinie, les nucléons du systéme n’ont pas le be-
soin d’étre piégés. On s’attend donc a ce que les effets de couplage du thermomeétre avec
de possibles modes collectifs du fluide nucléaire soient réduits, ce qui induira moins de
problémes en ce qui concerne le temps de thermalisation et les propriétés ergodiques du
systéme. Néanmoins notre modéle FMD doit étre adapté au contexte astrophysique, et
nous avons vu qu’il doit pour cela étre agrémenté de deux ingrédients essentiels. L.’im-
plémentation de l'interaction Coulombienne pour ce contexte peut se faire aisément en
résolvant I’équation de Poisson. Les conditions de Bloch doivent étre également implémen-
tées afin de reproduire la propriété de matiére infinie. Ce dernier point est actuellement
encore en discussion bien que nous en avons exposé les principaux fondements de base.
Une fois les conditions de Bloch implémentées nous devrions en principe pouvoir obtenir
des premiéres informations sur la thermodynamique de la matiére d’étoile. Nous pourrions
ainsi par la suite calculer les sections efficaces d’interaction des neutrinos avec la matiére
d’étoile présente dans I’écorce interne des protoétoiles.



Annexe A

Elements de matrices et densités locales
du modéle FMD.

A.1 Etat a une particule et ses dérivées premiéres dans
la représentation |r).

Les états a une particule dans la représentation |7) sont donnés par :

(F—b2)2
("lqr) = exp T ow IXks @r) M (K)) (A1)

avec |xx(t), ox(t)) qui est le vecteur d’onde de spin 1/2 des particules dans l'espace des
états de spin a deux dimensions défini par :

cos (ﬁ)

Xk, Or) = ( sin (%i) civ ) (A.2)

ou xx(t) et ¢x(t) sont les deux phases dépendantes du temps qui décrivent 1’évolution
dynamique du spin dans cette espace. Le ket |m,(k)) représente le degré de liberté lié a
I'isospin. Il vient ensuite les expressions des dérivées premiéres dans la représentation |7) :

%> B <F_gk>_<ﬂq/f> (A.3)

2
2ay

- T (a (4.4)

F%> — exp _M (0 Xk)em)m(k» (A.5)

2ak

— exp _M (;éozi?m@m)m(k)) (A.6)
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A.2 Matrice de recouvrement.

Les éléments de la matrice de recouvrement sont donnés par

(ala) = Oy

= (27T aj )
ay, +

(XK, Pr|x1, 1) = cos (%) cos (%) + sin <X2k> sin (él) exp (—i (or — P1))

et 'on considérera qu’il n’y a pas de recouvrement entre deux particules d’espéce différente

ks rlxis o) (ma(B)ma (1)) (A.T)

avec

(A.8)

avec :
pour les protons, (A.9)

1 1
N _J 2
(ma(k)|ma (1)) = 2 (4 - mkml) T = { —1  pour les neutrons.
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A.3 Dérivées premiéres des éléments de la matrice de
recouvrement.

Les dérivées premiéres des éléments de la matrice de recouvrement sont données par :

- - 2
0 1/ 3 3 bt —b
ﬂ> = s |—- + ( . l) (qrl@) (A.10)

day 2l atra  \ata

<Qk g—g> = gz:rzll (qklq) (A.11)

<qk g—:;> — sin (%) sin (%) exp (—i (6 — &) % (A.12)
(2 ) = g (oo () () i () o (06— )

x% (A.13)

ou chacun de ces éléments respecte la condition suivante :

o o0 \'\
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A.4 Dérivées secondes des éléments de la matrice de
recouvrement.

Les dérivées secondes des éléments de la matrice de recouvrement sont données par :

- -\ 2 - -\ 2
1[3 3 by, —b 3 3 by —b
et o il Gy
4 \a; a;+aq ap + o a  ap+ o ap + q

+azial (;azial - (3’;12)2)] (arlar) (A.15)
<§§£ %> B (a;—f o o _(Zl(zklﬂ); blj)) (arlar) (A.16)
<§ZZ g—gj> N %EIZ;Z (i - a;;ial + <§Z+Z>2) (aela) (A.17)
<% %> ~ sin (%) sin (%) exp (—i (6 — &) % (A18)
(fam) - (B () v (B ) owicsn-)
Xm,ﬁ—m (A.19)
T
(ol BT () () e ()0 () e it )
X% (A.22)
(e - 4 (35 (B55) ) =@ (@) i
(qx| @) (A.23)

. (Xr> Pr|x1: 1)
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O
OXk

g—zll> = (— sin <%) cos (%) + cos <%) sin (%) exp (—i (pg — ¢l)))

N
Xi 3 3 +<bk—bz> : (gxlar) (A.24)

a; Cl;;‘i‘al Cl;;‘i‘al Xk7¢k|xl7¢l>

ou chacun de ces éléments respecte la condition suivante :
g, |0 oar | 0q '\
q | OGk _ qr | OQt (A.25)
or; |Ory Or | Ory

A.5 Energie cinetique.
Les éléments de la matrice & un corps de I'énergie cinétique sont définis par :

)

(he)” 3 —(bz‘bl> (arla) (A.26)

2me? \ af + ay +

A2

<Qk‘E|QI> = <Qk b

2m

et leurs dérivées premiéres sont données par :

. N
Oq | » he)? bf — b 5 by — b
gk tql — _( C)2 l: 1 . . ]i ! <Qk|q1> (A27)
ob; 2me?ap +ap \ a; + ay, + a
(A.28)
O | _ (hep?| 3 35 B—h\
daj & ame? |a; +a; \ ap  af +q ay +
AN E AN
L — VI L — Yl
_ = A.29
(azjtal) ay, ap+aq * (a,’;+al> ] (aela) ( )
(A.30)
Oqi | ; XY . (X . (qnlt|q)
— |t = —isin (= )sin (= ) exp (— — —_— A.31
<8¢k ql> Zl ( 2 ) 1 <2) <P (~i (0% = ) (Xr> Prlx, d1) (A.31)
(A.32)
I |, Ly Xk Xi Xe\ o (X .
<5—Xk t ql> =3 (— sin (;) cos <E> + cos <?> sin (5> exp (—i (¢r — gm)))
t
gsltlar) (A.33)

- <Xk7¢k|Xla <Z5z>
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A.6 Oscillateur harmonique.

Les éléments de la matrice & un corps de I’énergie harmonique sont définis par :

@lla) = (3Gu+B2) {aela) (A.34)

et en définissant les quantités :

Gy = A.35
M ay + a ( )
et
B»kl _ alb,i + akbl (A.36)
ay, + a
ainsi que leurs dérivées :
0w _ 4 (A.37)
daj ay + a '
G _ (A.38)
ob;,
0G
— =0 A.39
9o (439
0G
= 0 A.40
I (A.40)
et
0By _ —alﬂ (A.41)
Oaj, (aj + @)’
W _ g, (A.42)
oby.; (aj, + ar)
9B
— =0 A.43
5o A
B
9Bu _ (A.44)

OXk
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les expressions des dérivées premiéres sont données par :

Oqy 2p = 8§kl 0Gyy Oqx,
= 2B4;.
<8az T Ql> < el da; + 3G da ) (qela) + <8az qQ

(qkla)
9k | 25 _ 9B 0B Og,| \ {axl ™| A
<85;; r qz> 2By o7 <Qk|€Iz>+<aaz q:> ol (A.46)
< ™ T ql> = —isin ( 5 ) sin ( 5 ) exp (—i (¢or — 1)) o orba o0 (A.47)
<% 7 ql> = % <— sin <%) oS (%) + cos <%) sin <%> exp (—i (¢ — gbl)))
(arllar) s
e et 1) (A48)

A.7 Piége en 7.

Les éléments de la matrice & un corps de 'énergie du piége en 7 sont définis par :

(@l'la) = (156G + B + 188G ) (axla) (A.49)

et en utilisant les notations de la section précédente, les dérivées premiéres sont données
par :

gy, 4 = 8§kl =9 = 8§kl oqy, <Qk|7%4| )
— |7 |q = (qrlq) | 4By.——B;; + 36Br.—— G | + ( — .50
<8b,’; : ) . ob;, & . ob;, . ob;, & @T\qg@ )

O | 5 9Bu (5 oG )
<8a]£ & ql> = (@) | Bu- aag (43131 +36Giz> + G 8a]£l (30+ 183131)
Ogr | \ (gel™|a)
* A51
<8a;§ ql> (arla) (A.51)
14
Otk |24 = aan (XRY G (X : <qk|7“ |Ql>
<a¢k T Ql> = ZSIH<2>SIH<2)€XP( Z(¢k ¢l))m (A_52)
O | =4 _ L Xk Xi Xk\ .. (Xt :
()~ (22 (2) (220 ()
<Qk‘7%4|Ql>
X e b &) (A.53)

(X, Px|x1, d1)
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A.8 Tenseur A,.

Le tenseur A, pour un choix gaussien des états & une particule est donné par :

y Lo 9L
”" 94,0q,  94,0q,
= 2hlm 0_@ 0Q

|\ 94, | 04y

= 2hIm %l
L aq“

O - Oqm
o) -303 (G
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A.9 Expressions des densités locales et de leurs dérivées.

A.9.1 Densité de particules.

La densité locale de particules dans la représentation |7) est donnée par :

p(F) = Tr (5(%—7?);3)

() = (Flak) {@l7) (A-56)

Il en découle ensuite 'expression de sa dérivée par rapport aux parameétres variationnels
tel que :

(M) [apm By aom}
= —— 20 + T A.57
aqu ;; 3qu Kkl pkl( ) aqu ( )
avec :
Opra(7)

) <f ?’7’”> (al?) + (las) <g% f> (A53)

ainsi que l'expression de son gradient :

I
~
]
-
/N
(%)
—~
=P
|
-
—
o)
—_
N——

V()

_ —ZZ <(F— br) i (F—*b?)> pia(F)On (A.59)

V() = YT (86— |5 |50 ))
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A.9.2 Densité d’énergie cinétique.

La densité locale d’énergie cinétique dans la représentation |7') est donnée par :

R = Yom (5@%_ faﬁmﬁi)
zzl | . _‘ b*)
- ZZ " (lak) O (@] 7)
kzl lzl
T (1) = (7= b) : = bi)ﬂkl(ﬁ (A.62)

ay, aj

ol pg(7) est défini par I'expression (A.58). Il en découle ensuite I'expression de sa dérivée
par rapport aux parameétres variationnels tel que :

or(F) & [am 7) aokl]
O +7' r A63
o zz 5y, O+ (5t (A.63)
avec
o) _ |1(r=0\" _1
TR\”) LT Y L =
day 2( ay ) ay {7) S
Oru(?)  (F—b) (7 — by,)
85}* = a Tt (7°) aral P (T) (A.65)
Ot (1) (F—bg) (F—b}) Dpwa(7)
_ ' A.66
R ajy, ai Oy .
Omu(r) _ (7= gk)‘(F—gf)apkl(F) (A.67)
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A.9.3 Densité vectorielle j

La densité vectorielle .J dans la représentation |7) est donnée par :

o = Lo (-7 )

k=1
LA A - -
i 7—0b 7 — b
= §ZZ<( . ) _ S a*l)>pkl(f)0kl
k=1 i=1 b l
A A
= > ) ju(f)Ow (A.68)
k=1 1=1
avec
- i (b)) (-5
_ - A.
Fulr) = 2 ( e (4.69)

ol pg(7) est défini par I'expression (A.58). Il en découle ensuite I'expression de ses dérivées
par rapport aux paramétres variationnels tel que :

dJ(7) SN v (7) - 00y
= O + T A.70
561” ;; 561“ Kl ]kl(j 3qu ( )
avec
. . N2
Gu® i (F— ) 1=\
L TGRS = A (A7)
Oju(); 16y (7 — b)), -
o = S pr(T) + = Jra(7)s (A.72)
O (7) i ((F=by) (F=0) dpu(F)
_ _ AT3
) 2 ay ay Oy ( )
D7 (7)

. <(F_ b) (- E;)) Opra(7) (A.74)
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Résumé : Cette thése se propose d’étudier la thermodynamique de la matiére nucléaire
qui constitue 'écorce des proto-étoiles et étoiles & neutrons. Une connaissance détaillée
des propriétés thermodynamiques de la matiére d’étoile est nécessaire afin d’améliorer la
compréhension des phénomeénes physiques impliqués dans le refroidissement des proto-
étoiles, et dans la formation de supernovae de type II. L’un des objectifs fondamentaux
est d’extraire le diagramme des phases de la matiére d’étoile afin de déterminer si celui-
ci présente des instabilités et /ou des points critiques. Le travail présenté ici se divise en
deux parties, une premiére portant sur des approches classiques, et une seconde sur une
approche quantique. Les approches classiques sont basées sur le modéle d’Ising et le groupe
de renormalisation. Elles vont nous permettre d’obtenir des informations qualitatives sur la
phénoménologie des transitions de phase de la matiére d’étoile, et de discuter 'influence de
la frustration Coulombienne sur le diagramme des phases. L.’approche quantique est basée
sur un modeéle de dynamique moléculaire fermionique que nous avons derivé a partir du
formalisme de la fonctionnelle de la densité, et implementé numériquement avec des forces
de Skyrme optimisées pour la matiére riche en neutrons. Le travail de cette thése montre
des premiéres applications a I’étude thermodynamique de systémes finis, et & des calculs
de structure nucléaire pour des noyaux légers. Nous proposerons également une ébauche
du formalisme qui permettra a terme de traiter numériquement le probléme quantique de
la matiére infinie d’étoile & I’aide du modéle de dynamique moléculaire.

Title : Phase transition and frustration in nuclear physics and astrophysics

Abstract : The thermodynamics of nuclear matter which constitutes the crust of proto-
neutron stars and neutron stars is studied in this thesis. Obtaining information on the star
matter thermodynamics will enhance the understanding of physical phenomena involved
in the cooling of proto-neutron stars, and in the formation of type II supernovae. One
of the main goals is to extract the star-matter phase diagram in order to determine if
instabilities and/or critical points are present. The work is divided into two parts : in
the first one classical approaches are developed, while the second one presents a quantum
approach. The classical approaches are based on the Ising model and on the renormalisation
group. They give us qualitative information on the phenomenology of phase transitions
for star matter, and allow a discussion on the properties of the phase diagram under
the generic phenomenon of Coulomb frustration. The quantum approach is based on a
fermionic molecular dynamics model that we have developed from the density functional
formalism, and numerically implemented using Skyrme forces optimized on neutron rich
nuclei and neutron matter. This thesis work shows some first applications to the study
the thermodynamics of finite nuclear systems, as well as nuclear structure calculations for
light nuclei. A new formalism based on the molecular dynamics model is sketched which
will ultimately allow treating the numerical quantum problem for the infinite star matter.
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