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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématique

1.1.1 Description générale

La théorie de I'estimation, comme d’autres sujets en statistique, se développe au tra-
vers de problemes d’ordre pratique en mathématique financiere, économétrie, recherche
médicale, etc. Bien qu'un traitement non asymptotique de beaucoup de ces problemes soit
important, cela ne suffit pas a recouvrir la théorie mathématique générale. Ainsi se sont
développées des procédures de construction d’estimateurs qui ne sont pas nécessairement
optimaux pour une distribution donnée ou pour une taille d’échantillon donnée, mais
qui deviennent optimaux lorsque certains parametres du probleme tendent vers des va-
leurs limites (taille de 1’échantillon croissant vers linfini, intensité du bruit diminuant
vers 0, etc.). De tels estimateurs sont appelés asymptotiquement efficaces. De nombreux
problemes d’efficacité asymptotique ont été étudiés ces trente dernieres années aussi
bien dans un cadre paramétrique que non paramétrique (voir par exemple Ibragimov
et Has'minskil (1981)). Nous nous sommes attachés dans cette these a montrer Uefficacité
asymptotique de certains estimateurs a noyau pour des problemes de régression et de
diffusion non paramétriques.

Le modele de régression non paramétrique considéré est le suivant. On dispose de n
observations y; régies par :

ye = S(xr) + gk, S)Eks ked{l,...,n}, (1.1)

ou S est la fonction inconnue a estimer a partir des observations (yx)i<k<n €t ¢ : [0; 1] X
C'([0;1],R) — R?* une fonction inconnue représentant I'écart-type du bruit. Les va-
riables aléatoires (&)1<k<n sont indépendantes, centrées et identiquement distribuées et
de variance 1. Ce modele est a pas fixe car nous supposerons que xy = k/n pour tout
k=1,...,n.
Dans un deuxieme temps, nous étudierons le modele de diffusion non paramétrique
suivant :
dX; = S(Xy)dt+dB;, 0<t<T (1.2)

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou (Bi)i>o est un mouvement brownien unidimensionnel et S est toujours la fonction
inconnue a estimer a partir des observations (X;,0 <t < T).

Pour chacun des modeles ci-dessus, on se propose d’estimer la fonction inconnue S
en un point fixe en supposant qu’elle appartient a une classe Holderienne. Pour définir le
risque associé a I’emploi d’un estimateur et ainsi mesurer la qualité de celui-ci, on utilise la
fonction de perte liée a I’erreur absolue. Enfin, dans 'optique de I'efficacité asymptotique,
on suit ’approche minimax décrite ci-apres.

1.1.2 Approche minimax

Avant de décrire cette approche, donnons la définition d’un estimateur pour les modeles
considérés.

Définition 1.1.1 Pour le modéle de régression (1.1), un estimateur de S au point zy est
une variable aléatoire w — Sy(z0) = Sp(20,Y1, ..., yn) mesurable par rapport & la tribu
engendrée par yi, ..., Yn.

Pour le modéle de diffusion (1.2), un estimateur de S au point zy est une variable aléatoire
w — Sr(z0) = Sr(z0,x) mesurable par rapport & la tribu engendrée par x = (X;,0 < t <
T).

Etant données w : RT™ — R™ une fonction de perte croissante, non identiquement
nulle et nulle en zéro, et d une semi-distance, on définit le risque d’un estimateur S
d’une fonction S appartenant a la classe fonctionnelle H par Egw(d(S,S)), ot Eg désigne
I'espérance quand 1'aléa est déterminé par le modele (1.1) ou (1.2). Quelques exemples de
fonction de perte sont :

w(u) =uP, p>0, ou wu)=1Iza, A>0,
et de semi-distance :

d(f,g) = |f(x0) — g(wo)| pour un xo fixé , d(f,g) = | f —gll2, ou d(f,9) = |f — 9llce-

Le risque maximal d’un estimateur S sur une classe fonctionnelle H est donné par

R(S) == sup Esw(d(S, 9)),

le risque minimax sur la classe H par

inf R(S) = inf sup Esw(d(S, S)),
S S SeH

I'infimum étant pris sur tous les estimateurs. Ce dernier sera noté R} ou R} selon les
modeles considérés.
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L’objectif premier de I’approche minimax est de trouver un estimateur S qui minimise
le risque minimax. Un tel estimateur est dit minimax. Un estimateur S est dit asympto-
tiquement minimax si

R(S) ~ ing(S’),

lorsque la taille de I’échantillon n ou la durée d’observation T tend vers I'infini.

Plusieurs travaux ont conduit a l'existence d’estimateurs minimax ou a certains criteres
suffisant & un estimateur pour l’étre (cf. Ibragimov et Has'minskii (1981)) pour des
modeles paramétriques. Par exemple il est connu que la moyenne des observations est
minimax pour 'estimation de la moyenne non bornée d’une distribution normale réduite
en dimension 1 et 2. De plus, pour le modele de régression paramétrique

yin =0+en
Yio = 0+ 1+ €42,

oui=1,...,n, 0 € R |r| <M et les ¢; sont indépendantes normales centrées réduites,
Sacks et Ylvisaker (1978) ont donné l'estimateur minimax parmi tous les estimateurs
linéaires de 6. Mais d’apres Sacks et Strawderman (1982), cet estimateur n’est pas mini-
max. Il est toutefois asymptotiquement minimax lorsque M = oo.

Dans le cadre non paramétrique de ’estimation en un point fixe d’une fonction de
régression lipschitzienne, Sacks et Ylvisaker (1978) ont fourni un estimateur minimax
parmi tous les estimateurs linéaires, mais qui se révele ni minimax, ni asymptotiquement
minimax (cf. Sacks et Strawderman (1982)). Par ailleurs, pour l'estimation d'une densité
quasi Holdérienne en un point fixe avec la perte quadratique, Sacks et Ylvisaker (1981) ont
exhibé une suite d’estimateurs a noyau asymptotiquement minimax parmi les estimateurs
a noyau. Puis Donoho et Liu (1991) ont montré que cet estimateur est asymptotiquement
minimax parmi les estimateurs affines et le rapport du risque maximal de cet estimateur
par le risque minimax est asymptotiquement majoré par 5/4.

On est donc amené a s’intéresser au comportement asymptotique du risque minimax.
Considérons alors le cadre plus général pour lequel le risque maximal d’un estimateur S,
(respectivement Sy) est défini par

R(S,) := sup Egw(¢;'d(Sn, S)) (Tespectz'vement R(Sr) := sup Esw(py'd(Sr, S))) ,
SeH SeH

ou la famille (p,),en+ (respectivement (@r)rer+) est composée de réels strictement posi-

tifs. Le but de 'approche est ainsi de trouver de telles familles et des constantes ¢ > 0 et

C < oo telles que

limsupR;, < C et liminf R, > ¢ (1.3)
(respectivement limsup R} < C' et li%n inf R} > ¢). (1.4)
T—o00 —00

Définition 1.1.2 La famille (p,)nen+ (Tespectivement (or)rer+) est dite vitesse de conver-
gence minimaz des estimateurs sur H si (1.3) (respectivement si (1.4)) est vérifiée.
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Définition 1.1.3 Un estimateur S}, (respectivement Sy.) vérifiant ¢ < R(S}) < C' (res-
pectivement ¢ < R(S7) < C"), ou (pn)nen+ (respectivement (or)rers ) est la vitesse de
convergence minimax et ¢ > 0 et C! < oo sont des constantes, est dit estimateur optimal
en vitesse de convergence sur H.

Définition 1.1.4 Un estimateur S (respectivement S;.) est dit asymptotiquement effi-
cace sur 'H lorsque
R(S}) R(57)

lim —> =1 (respectivement lim ———= =1).

Remarque 1.1.5 Pour montrer qu’un estimateur est asymptotiquement efficace, il suf-
fira d’obtenir une borne inférieure et une borne supérieure égales (C' = ¢ dans la Définition
1.1.8).

1.1.3 Approche minimax adaptative

Cette approche est utilisée lorsqu’'un des parametres définissant la classe fonctionnelle
‘H considérée est supposé inconnu, par exemple la régularité de la fonction de régression
S dans le modele (1.1). Nous ne traiterons dans cette these que le cas adaptatif pour
ce modele. Notons alors H(/3) la classe fonctionnelle, on 5 € B, B étant un ensemble
quelconque et

Rp(Sn, ¥n(8)) = sup Esw (v, (8)d(S,,9)),
Sen(p)

avec S, un estimateur et (1,(3))pen- une suite de réels strictement positifs tendant vers
0.

Disposant de la vitesse de convergence minimax ¢, () sur la classe H((), on se de-
mande premierement s’il existe un estimateur optimal adaptatif en vitesse de convergence,
c’est-a-dire un estimateur indépendant de 5 € B qui converge a la vitesse @, () sur chaque
classe H(/3). Plus précisément :

Définition 1.1.6 Un estimateur S}, indépendant de 3 € B, est dit optimal adaptatif en
vitesse de convergence sur la famille {H(3)}zc5 pour la semi-distance d s’il eziste une
constante C' > 0 telle que :

lim sup sup R(S;, pn(06)) < C.

n
n—oo (BeB

Puis, comme pour I'approche minimax précédente, on cherche un estimateur adap-
tatif (toujours indépendant de 5 € B) asymptotiquement exact, de méme que la borne
asymptotique exacte du risque minimax adaptatif

inf sup Rﬁ(grw ©n(5)).
Sn BeB
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Définition 1.1.7 Un estimateur S, optimal adaptatif en vitesse de convergence est appelé
adaptatif asymptotiquement exact sur la famille {H(B)} o5 pour la semi-distance d s’il
vérifie : .

lim inf sup Rp(Sn, pn(3)) = lim sup Rp(Sy,, on(3)).

n—o 8, geB n—00 gef

Cependant, des estimateurs optimaux adaptatifs en vitesse de convergence n’existent

pas toujours. En effet, Lepskii (1990) montre qu'’il n’en existe pas pour l'estimation en
un point fixe, dans un modele de bruit blanc gaussien, d'une fonction Holdérienne appar-
tenant a la classe (L, 3), # € B C R’ définie en (1.5) et B contenant au moins deux
¢léments. Néanmoins, il se peut qu’on ait une relation du type

lim sup sup R(S;:, ¥n(6)) < C,

n—oo [BEB

pour un certain estimateur S¥, alors que 1, (/) n’est pas la vitesse de convergence minimax

sur H(5).

Définition 1.1.8 La famille (1, (5))nen+ est dite vitesse de convergence minimax adap-
tative des estimateurs sur la famille de classes (H(B))sen Si
— pour un certain estimateur S et une constante C > 0, on a :

lim sup sup R3(5,,, ¥n(3)) < C;

n—oo (BeB
— 1l existe une constante ¢ > 0 telle que :

lim inf inf sup Rg(Sn, ¥n(3)) > c.

n—oe S, BeB

Un estimateur S vérifiant le premier point précédent, avec 1, (3) la vitesse de convergence
minimaz adaptative est dit adaptatif en vitesse de convergence sur la famille (H(53))es-

Remarque 1.1.9 Un probleme plus délicat est la recherche d’un estimateur adaptatif en
vitesse de convergence pour lequel les bornes inférieure et supérieure asymptotiques du
risque coincident.

1.2 Etat de ’art

1.2.1 Cas non adaptatif

Durant les trente dernieres années, ’approche minimax s’est développée de maniere
fructueuse. On peut distinguer quatre champs permettant de répertorier les résultats :

— le modele d’observations (régression, densité, diffusion...),

— le type de risque (en un point fixe, global, local...),

— sa forme (L', L?, L*..)),
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— la classe de fonctions (de Hélder, de Sobolev, de Lipschitz...).
C’est ainsi que la combinaison de ces champs a conduit a l’exploration de nombreux cas
par ’approche minimax. En particulier les classes de Holder sont largement étudiées.

Définition 1.2.1 Soient L > 0 et § > 0. La classe de Hélder (L, 3) est définie par
S(L,B) ={S:R—=R:[S"(z) - f(y)| < Llw —y|" " Yo,y €R}, (L)
o m = | 3] désigne le plus grand entier strictement plus petit que le réel [3.

Les vitesses de convergence minimax ont été trouvées dans de nombreux cas. Pour
I'estimation en norme LP (p > 1) d’une densité appartenant & un espace de type Sobolev,
Bretagnolle et Huber (1979) ont donné un estimateur & noyau optimal en vitesse de
convergence. De plus, dans le cadre de 'estimation d'une densité sur la classe de Holder
(L, B), la vitesse de convergence n/(26+1) est atteinte par un estimateur a noyau pour
toute une famille de fonctions de perte (cf. Ibragimov et Has'minskii (1981)). D’autres
modeles de densité ont été étudiés, parmi lesquels on peut citer ceux traitant de densités
appartenant a une classe de fonctions analytiques (cf. Ibragimov et Has'minskii (1982b)
et Golubev et Levit (1996)).

Remarquons toutefois que d’aprés Nemirovskii et al. (1985) et Nemirovskii (1986),
aucun estimateur linéaire ne peut étre optimal en vitesse de convergence pour l'estima-
tion de fonctions dans certaines classes (fonctions décroissantes, espaces de Sobolev) et
certaines fonctions de perte (par exemple en norme LP, p > 1).

Pour le modele de régression sur X(L, (3), les vitesses de convergence minimax nB/(28+1)
pour I'estimation en norme L? (p € [1, 00[) et (n/Inn)? 23+ pour I'estimation en norme
L> sont données par Ibragimov et Has'minskii (1982a) et Stone (1982). Lorsque la fonc-
tion de régression est g fois contintiment différentiable et pour le risque L2, cette vitesse est
n/2a+1) (cf. Stone (1982)). Pour des fonctions de régression appartenant & des espaces de
Sobolev de régularité /3, estimées avec une perte quadratique, Speckman (1985) a obtenu
un estimateur optimal parmi tous les estimateurs linéaires avec la vitesse de convergence
nf/2B+1) " Et par une procédure basée sur la sélection de modeles, Fourdrinier et Perga-
menshchikov (2007) donnent des estimateurs optimaux en vitesse de convergence pour un
probleme semblable, en supposant les erreurs dépendantes, de loi radiale.

Les vitesses de convergence sont également calculées dans des modeles de bruit blanc
gaussien pour 'estimation d’un signal Holdérien ou analytique en norme L (p € [1, 00[)
et en norme L par Ibragimov et Has'minskii (1980, 1981, 1984).

Dans le modele de diffusion (1.2), la vitesse de convergence minimax a été obtenue
dans Galtchouk et Pergamenshchikov (2004) pour 'estimation du coefficient de dérive en
norme L? et dans Galtchouk et Pergamenshchikov (2005b) pour I'estimation en un point
fixe.

En ce qui concerne la recherche de la borne asymptotique inférieure exacte du risque
minimax et d’estimateurs asymptotiquement efficaces, si Ibragimov et Has'minskii (1981)
en donnent pour des modeles paramétriques, Pinsker (1980) est le premier a fournir la
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constante exacte et un estimateur linéaire asymptotiquement efficace pour I'estimation
en norme L? d’un signal appartenant & un ellipsoide de Sobolev de L?([0;1]) dans un
modele de bruit blanc gaussien. Efroimovich et Pinsker (1981, 1982) ont ensuite prolongé
ces résultats pour l'estimation de densités et de densités spectrales quand le nombre
d’observations tend vers l'infini.

Pour un premier probleme de régression non paramétrique, Golubev (1984) a obtenu
un estimateur asymptotiquement efficace pour le risque L? lorsque l'intervalle sur lequel
les observations sont effectuées grandit. Nussbaum (1985) s’est quant a lui inspiré de la
méthode de Pinsker (1980) pour trouver un estimateur linéaire asymptotiquement efficace
et la borne asymptotique exacte du risque minimax pour l’estimation d’une fonction de
régression appartenant a un espace de Sobolev (voir aussi Golubev et Nussbaum (1990a,b);
Efroimovich (1996)).

Le deuxieme cas pour lequel le comportement asymptotique exact du risque minimax
a été découvert est 'estimation de fonctions Holdériennes avec le risque L*°. En effet,
Korostelev (1993) fournit la borne asymptotique exacte du risque minimax ainsi qu'un
estimateur asymptotiquement efficace d’une fonction de régression appartenant a 3(L, 3),
B €]0;1]. Par la suite, toujours pour Iestimation d’une fonction de (L, ), § > 0, ou
de ses dérivées en norme L, Donoho (1994a) dans un modele de bruit blanc gaussien
et Korostelev et Nussbaum (1999) dans un modele de densité obtiennent des résultats
similaires. En s’intéressant a l’estimation d’une fonction de régression Holdérienne de
régularité § €]1;2] avec le risque lié a la fonction de perte absolue, Galtchouk et Perga-
menshchikov (2006a) ont établi l'efficacité asymptotique d'un estimateur a noyau et la
borne asymptotique exacte du risque minimax sur une classe Holdérienne plus faible, la
vitesse de convergence optimale étant n®/(26+1),

Enfin, le troisieme exemple de comportement asymptotique exact du risque minimax
provient de I'estimation de fonctions de régression analytiques (cf. Golubev et al. (1996))
ou d’une densité analytique (cf. Golubev et Levit (1996)) avec le risque L*. Ces résultats
ont été étendus par Guerre et Tsybakov (1998) au modele de bruit blanc gaussien avec le
risque LP, p € [1;00].

Des résultats concernant 'efficacité asymptotique d’estimateurs pour un modele de
diffusion sont plus récents. Lorsque la dérive est k fois dérivable, la densité ergodique
est estimée avec la vitesse VT (cf. Kutoyants (1998)) tandis que sa dérivée l'est avec
la vitesse T%/(2+1) (cf. Dalayan et Kutoyants (2002); Dalalyan et Kutoyants (2003)).
Plusieurs estimateurs asymptotiquement efficaces sont construits dans les trois dernieres
références citées. Par ailleurs, puisque la dérive est le rapport de la dérivée de la densité
ergodique sur deux fois celle-ci, ces résultats en amenent a d’autres sur l'estimation de
la dérive. Plus précisément, Dalayan et Kutoyants (2002) donnent une borne inférieure
asymptotique d’un risque minimax local de type L? pondéré (la fonction de pondération
étant la densité ergodique inconnue) et un estimateur asymptotiquement efficace avec la
vitesse T/ (21 En utilisant des inégalités de concentration pour la densité ergodique,
sans toutefois donner d’estimateur asymptotiquement efficace de celle-ci ou de sa dérivée,
on peut construire une procédure séquentielle aboutissant aussi a l'efficacité asymptotique
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d’estimateurs de la dérive lorsque le risque est pris localement sur des voisinages centrés sur
une fonction Holdérienne (cf. Galtchouk et Pergamenshchikov (2005b)) ou lipschitzienne
(cf. Galtchouk et Pergamenshchikov (2006b)).

1.2.2 Cas adaptatif

De nombreux travaux ont été consacrés a la recherche de la vitesse optimale de conver-
gence ou d'un estimateur asymptotiquement efficace lorsqu’un ou plusieurs parametres
du modele sont supposés inconnus, en particulier la régularité de la fonction a estimer.
Ce cas, dit adaptatif, a engendré des premiers résultats sur la vitesse de convergence mi-
nimax adaptative comme dans Efroimovich et Pinsker (1984) pour un modele de bruit
blanc gaussien, Hérdle et Marron (1985) pour un modele de régression et Efroimovich
(1985) pour l'estimation d’une densité.

Un estimateur optimal adaptatif en vitesse de convergence n’existe pas nécessairement.
Lepskii (1990) et Brown et Low (1996) ont prouvé qu’il n’en existe pas pour des classes
Holdériennes quand le signal dans un modele de bruit blanc gaussien est estimé en un
point fixe. De plus, pour des classes de Sobolev, Tsybakov (1998) a obtenu ce résultat
dans le méme contexte et Butucea (2000a,b) dans le cadre de l'estimation d’une densité
en un point fixe.

Par contre, pour certaines classes de Holder, de Sobolev ou de Besov avec des risques de
type LP, on peut construire des estimateurs optimaux adaptatif en vitesse de convergence
par différentes méthodes : a partir de noyaux, de splines, de polynomes par morceaux ou
d’ondelettes (cf. Lepskii (1991, 1992a); Donoho et al. (1995) pour des modeles de bruit
blanc gaussien, et Lepskii et al. (1997); Goldenshluger et Nemirovski (1997); Juditsky
(1997) pour des modeles de régression). Certains travaux ont méme conduit a la découverte
d’estimateurs adaptatifs asymptotiquement exacts : par exemple pour 'estimation de
fonctions appartenant a des classes de Sobolev, on peut citer Efroimovich et Pinsker (1984)
(norme L?) et Tsybakov (1998) (norme L) pour des modeles de bruit blanc gaussien,
Golubev et Nussbaum (1992) (norme L?) pour l'estimation d’une fonction de régression,
ou encore Dalalyan (2005) pour Iestimation de la dérive d’une diffusion ergodique avec
un risque local.

A Tinstar du résultat de Tsybakov (1998) pour l'estimation en un point fixe, on
constate parfois que la vitesse de convergence minimax n’est pas optimale (au sens adapta-
tif). On cherche alors la vitesse de convergence minimax adaptative ainsi qu'un estimateur
adaptatif en vitesse de convergence. Pour I'estimation en un point fixe d’une densité appar-
tenant a une classe de Sobolev, le probleme est traité dans Butucea (2000a,b). Tsybakov
(1998) parvient méme a obtenir la limite exacte du risque minimax adaptatif normalisé
par la vitesse de convergence minimax adaptative (les bornes inférieure et supérieure de
ce risque se révélant identiques). Il en est de méme pour Lepskii et Spokoiny (1997) dans
un modele de bruit blanc gaussien lorsque le signal a estimer (en un point) appartient
a X(B, L), les parametres [ et L étant supposés tous deux inconnus. Enfin, Galtchouk
et Pergamenshchikov (2001) obtiennent la vitesse de convergence minimax adaptative
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ainsi qu’'un estimateur adaptatif en vitesse de convergence de la dérive d'une diffusion,
appartenant a une classe Holdérienne.

1.3 Description des résultats obtenus

1.3.1 Modeles de régression
Cas non adaptatif

On considere le modele de régression non paramétrique (1.1), la fonction de régression
étant a estimer en un point fixe xy. Les résultats du Chapitre 2 sont dans le prolongement
de ceux obtenus par Galtchouk et Pergamenshchikov (2006a) et font 'objet d'un article
(Brua (2008a)).

Le probleme de I'estimation asymptotique efficace, avec la perte liée a I'erreur absolue,
pour lequel la fonction de régression S appartient a la classe

HEB) = | HOM KB,

M>0,K>0

ou H(M, K, 3) est la classe de Holder de régularité § =1+ «, « €]0;1[ définie par

H(M, K, ) = {S & CU([0:1]) : 18l < M, sup 2Tl K} |

z€[0;1] |z — xo|*

reste ouvert. Pour notre part, on étudie le risque minimax pris sur une classe plus large
qu'une classe de Holder, appelée classe Holdérienne faible au point zy et définie, pour
d €]0; 1] par

1
Upoom = {S e CH[0;1]) : |19]Joe <071 / (S(zo + hyu) — S(zo)) du
-1

<6h2},

ott le parametre 3 est supposé connu et h, = n~ /0D étant le nombre d’observations
dans notre modele de régression (1.1).
Remarquons que si S € H(M, K, 3), avec M < 61 et 2K/(B(8+1)) < 6, alors S € Uy, 5.
Mais une classe Holdérienne faible contient aussi des fonctions qui n’appartiennent pas a
une classe de Holder.

Le risque d’un estimateur S, de S(z) est défini par

5 |‘§n — S(o)
Rxo n Sn = su E n=_/ o\
5n(Sn) SEUZSM S e

ol Eg est ’espérance calculée par rapport a la loi Ps quand S est la fonction de régression
dans le modele (1.1).
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Dans le cas d'un bruit gaussien homogene, ¢’est-a-dire quand & ~ N(0,1) et g(x, S) =
o > 0 pour tous z € [0;1] et S € C'([0;1]), Galtchouk et Pergamenshchikov (2006a) ont
obtenu la borne asymptotique inférieure exacte du risque minimax ainsi qu’un estimateur
asymptotiquement efficace.

Théoreme 1.3.1 (Galtchouk et Pergamenshchikov, 2006a)
Pour tout 0 €]0;1], on a :

liminfinf Ry, 5, (Sn) = Elnl, 1~ N(0,1/2).

n—oo Sn

Théoreme 1.3.2 (Galtchouk et Pergamenshchikov, 2006a)
Soit Q) = Ij_y,1). Alors Uestimateur a noyau () défini par

s=(Se(*) Sei)» 49

est asymptotiquement efficace car il vérifie la relation

lim sup lim sup Ry, 50(Sn) < Elnl, 17~ N(0,1/2).

§—0 n—00

Précisons que la borne inférieure a été obtenue en considérant la famille X, composée

des fonctions
S,,(:IZ‘) _ (p;LlVV (l‘ ; 170) :

ou

o = o [ Qo () a

— 0 v

Qu(u) = Ihu<i-2vy + 20 2 gui<i-v}
I(z) = cexp(—(1—2")7") Iga<y,

1

avec 0 < v < 1/4 et ¢ la constante de normalisation telle que / l(z)dz = 1.
-1

La constante de Holder des fonctions V,, est de l'ordre de v~2 quand le parametre v tend
vers (. Contrairement & précédemment, il n’existe donc pas de classe de Holder H(M, K, [3)
contenant toute la famille f]n

Remarquons que 'idée principale pour obtenir la borne inférieure du risque minimax
est de remplacer le supremum sur toute la classe fonctionnelle par celui pris sur une sous-
classe paramétrique (impliquant ici la famille in) puis d’appliquer I'inégalité de Hajek-Le
Cam (cf. Ibragimov et Has'minskii (1981)). Cette démarche nécessite dans Galtchouk et
Pergamenshchikov (2006a) de faire tendre la constante de Holder des fonctions considérées
vers l'infini (quand v — 0).
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1

La constante § majorant I’expression ¢, / (S(xg + uhy,) — S(xg)) du dans la définition
-1
de Uy, 5n, appelée constante Holdérienne faible, est amenée a tendre vers 0. Cette pro-

priété nous permet d’atteindre la borne supérieure exacte avec un estimateur a noyau.
Notons enfin que, tout comme dans le cas paramétrique, la constante exacte obtenue est
égale a 'espérance de la fonction de perte prise en une variable aléatoire gaussienne.
Par ailleurs la procédure décrite ci-dessus est robuste par rapport au bruit. En effet,
notons P, 1, 'ensemble des lois de probabilité de moyenne nulle et de variance 1 et telles
que E|£*T¢ < L si € suit cette loi (avec L suffisamment grand pour que la loi normale
standard y figure). On suppose que les variables aléatoires i.i.d. (&) du modele (1.1)
suivent une loi appartenant a P, ;. On définit alors le risque d'un estimateur S, par

5 |5, — S(x0)]
Raon(Sn) =sup sup Egp,——F—F—.
’ ( ) Pe,L S€EUz,5,n g(ZO? S)

Toujours dans le cas d’un bruit homogene (g = o), la borne inférieure du risque minimax
correspondant se déduit immédiatement du Théoreme 1.3.1. Pour tout § €]0;1[, on a :

lim inf inf Ry 50(Sn) = Elnl, 1~ N(0,1/2).
S,

n—oo
n

Finalement, Galtchouk et Pergamenshchikov (2006a) montrent que la borne supérieure
du risque maximal de I'estimateur (1.6) est identique :

Théoréme 1.3.3 (Galtchouk et Pergamenshchikov, 2006a)

lim sup lim sup 7%0,57”(5”“) < Elnl, n~N(0,1/2).

6—0 n—00

Détaillons maintenant les résultats obtenus pour un bruit hétéroscedastique. Nous
avons tout d’abord besoin de quelques hypotheses. On suppose que la fonction g est
uniformément bornée, plus précisément qu’il existe deux constantes g, > 0 et g* < o0
telles que :

g« < inf inf  g(z,5) < sup sup g(z,5) <g". 1.7

z€[0;1] SeCt([0;1]) ( )< x€[0;1] SeC1([0;1)) ( ) .7
On suppose de plus que la fonction g est différentiable au sens de Fréchet par rapport a la
variable S, uniformément sur [0; 1], ¢’est-a-dire pour tous S, Sy € C*([0;1]) et = € [0;1],

g(x,S) = g(x,S0) + Ly s,(S — So) + T's.5,(S — So), (1.8)

ot Papplication linéaire L, g, est bornée sur C'*([0; 1]) uniformément sur [0; 1], i.e. il existe
une constante strictement positive Cg, telle que

sup sup | Lg,s,(9)|/[15]] < Csy (1.9)
z€[0:1] SEC (1)) 540
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et le terme résiduel I', g,(S) vérifie

lim sup I';s,(5)/]|S|| = 0. (1.10)

|S]|—0 z€[0;1]

Enfin on supposera que

" 1/2

N0 SEUy 5n

k=1 n

Remarque 1.3.4 1. L’hypothése (1.11) est vérifiée lorsque pour tout € > 0, il existe

L >0 tel que si |z — xo| < ¢, alors  sup  |g(x,S) — g(xg,5)| < e.
Sect([o;1])

2. En particulier, la fonction g satisfait a cette propriété si elle est uniformément conti-
nue par rapport a ses deux variables.

3. Dans ce cas, les résultats suivants restent valables sans avoir recours aux hypothéses

(1.7-1.10).

Les théoremes suivants seront démontrés au Chapitre 2.

Théoreme 1.3.5 Si les variables aléatoires (§) sont gaussiennes standard, alors pour
tout § €]0;1[, on a :
lim inf inf R,y 5, (Sn) = Eln|, 1~ N(0,1/2).
s

n—oo
n

Théoreme 1.3.6 Si les variables aléatoires (&) sont gaussiennes standard, alors l'esti-
mateur (1.6) est asymptotiquement efficace puisqu’il vérifie

lim sup lim sup Ry 50(Sn) < Elnl, 17~ N(0,1/2).
6—0 n—00
Toujours sous les hypotheses (1.7-1.11) et pour un bruit hétéroscedastique, on peut
également supposer que les lois des variables aléatoires (§x) appartiennent a P . Dans

ce cas, la borne inférieure asymptotique du risque minimax inf R, s5,(5,) découle du

n

Théoreéme (1.3.5). Pour tout § €]0; 1], on a :
lim inf inf Ry, 50(Sn) = Eln|, 1~ N(0,1/2).

n—oo G

Finalement, on montre aussi que l'estimateur (1.6) est asymptotiquement efficace.

Théoréme 1.3.7 On a :
lim sup lim sup Roy 5(So) < Elnl, 1~ A(0,1/2).

6—0 n—00
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Cas adaptatif

Dans cette partie, on suppose inconnue la régularité de la fonction de régression S, et
on se place sur la classe Holdérienne forte H(M, K, ) correspondant a la vraie valeur du
parametre  qu’on situe dans un segment [f,; 3*] connu. On conserve I’hypothese (1.7)
sur les bornes de g. Les résultats présentés ici seront démontrés au Chapitre 3 et sont
relatés dans Brua (2008b).

Le risque d’un estimateur S, de S(z) est défini par

RAxoﬁn(Sn) = sup sup MES|5’n — S(z0)],

BE[Bx;8%] SEH(M,K,B) 9(330, 5)

B/(26+1)
ot N(8) = (l .
lnn . . . . .
Pour montrer que N () est la vitesse de convergence minimax adaptative des esti-
mateurs sur la famille de classe (H(M, K, 3))5¢(s,.5-» on donne une borne inférieure du
risque minimax adaptatif sous les hypotheses suivantes. On suppose que la fonction g est
différentiable au sens de Fréchet en un point Sy € C?([0; 1]) par rapport a S € C'([0;1])

uniformément en x € [0;1], i.e. pour tous S € C([0;1])

g(ﬂU, S) = g(l‘, SO) + Lx,So(S - SO) + FJC,SO(‘S - SO)?

olt lapplication linéaire L, g, est nulle sur C*([0;1]) pour tout = € [0;1], et le terme
résiduel I'; g, (5) satisfait a la propriété

lim sup I',5,(S5)/ || S|=0.

151—0 ze[0;1]

On suppose aussi qu'il existe une constante positive G* telle que pour tous S € C*([0; 1])
et z €[0;1], on a :

Paso()| < G182

Théoreme 1.3.8 Si les variables aléatoires (§) sont gaussiennes standard, alors pour
des constantes M et K suffisamment grandes, on a :

lim inf inf RA,, »(S,) > 0.

n—oo g

Afin de construire un estimateur adaptatif en vitesse de convergence, nous ne pouvons
plus considérer 'estimateur a noyau (2.12)

- xk—xo)
Sy = ,
h qn(h);Q( h Yk
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car sa fenétre h = h,, dépend de la régularité 3 désormais inconnue. C’est pourquoi on
procede suivant la méthode de Lepskii (1990). On partitionne l'intervalle [3,; 3*] de la
maniere suivante : .

ﬁ B ﬁ*

[ln n]

ou [a] désigne la partie entiere du réel a.

b= P +1 , 1=0,...,[Inn],

) A n \—1/(26+1)
A ces valeurs, on associe les fenétres correspondantes h; = <1—)
nn

et les vitesses

N — (i)@l/(?ﬁﬁ‘l)

lnn

5" 8.\
. Finalement, pour A = 2 4 2y/2¢* <25* 1 55, 1 1) , ON pose

A
A P )
Nj)\o}

[ = max{() <! < [lnn]: max (’S;kn — S,

0<j<l
L’estimateur utilisé sera alors S} = S; .
l

Théoréme 1.3.9 On a :

~

lim sup RA,, (S;) < o0,

n—oo

ce qui fait que l’estimateur 5'; est adaptatif en vitesse de convergence.

1.3.2 Modele de diffusion

On considere dans ce paragraphe le modele de diffusion (1.2) pour lequel la dérive S
est a estimer en un point fixe o a partir des observations {X;,0 < ¢ < T'}. Les résultats
obtenus, démontrés au Chapitre 4, sont dans le prolongement de ceux de Galtchouk et
Pergamenshchikov (2006b) et font I'objet d’un article (cf. Brua (2008c)).

On s’intéresse au cas ou la dérive S appartient a la classe lipschitzienne

S(x) = Sy)

Yrm = {53 1S(0)] < L, =L <
x—y

< —M, V:);,yGR},

avec 0 < M < L.

Trouver un estimateur asymptotiquement efficace pour l'ensemble de la classe X ps
lorsque T — oo reste un probleme ouvert. Galtchouk et Pergamenshchikov (2006b)
utilisent un risque local pris sur un certain voisinage d'une fonction Sy, € X 5. Plus
précisément, pour 4, e €]0; 1[, ils définissent

Us.eio(So) = {s 5= S+ D, DL 6.0), swp(DW) + D)) < } ,
Tre

ol h = hp =T V@) ¢

v (6,8) = {S € C'(R): '/_11 z/ol (S (w0 + uhrz) — S'(z0)) dud=

<ong .
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avec B =1+ a, a €]0;1].
On peut qualifier la classe H;, (9, 8) de Holdérienne faible, puisque comme pour le modele
de régression précédent, la condition en jeu implique

‘/_11 (S(xo + hr2) = S(z0)) dz| < Ol

Le parametre € est le rayon du voisinage pour la norme usuelle de C*(R) et le parametre §
est la borne supérieure de la constante faible de Holder. Galtchouk et Pergamenshchikov
(2006b) font tendre ces deux constantes vers 0 ; cela veut dire en particulier que le voisinage
se réduit a la limite au point {Sp}.

Dans ces conditions (S € Us.1(50), So € X1, m), le processus observé {X,;,0 <t < T}
est ergodique. Il retourne ainsi une infinité de fois dans n’importe quel voisinage du point
xg, ce qui nous permet d’avoir une bonne estimation du coefficient de dérive S(xg). De
plus, il existe une densité ergodique donnée par (cf. Gihman et Skorohod (1968))

exp (2 [ S(z)dz)
ffooo exp (2 foy S(z)dz) dy

as(a) = (1.12)

Le risque maximal local d'un estimateur Sy de S(x) est défini par

Rser(Sr,S0) =  sup  Egpp|Sr— S(xo)|, @ =T,
Sels e, r(So)

La borne inférieure du risque minimax est alors donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 1.3.10 (Galtchouk et Pergamenshchikov, 2006b)
Si Sy € X, alors pour tous 0,e €]0;1], on a :

lim inf inf Rs .7 (S7, So) = EIE[, € ~ N (0,1/(2gs,(0))) -

T—oo S

Soulignons le fait que pour obtenir cette borne inférieure, la classe de fonctions X7 utilisée
pour minorer le risque minimax est une version similaire en temps continu de la classe
Y, Plus précisément, > est la famille contenant les fonctions

r — X
S = er'te ( hr 0> |

avec

) = o [ G ()

- v
Qu(u) = Tju<i-2y + 2La2ugui<i—vy,
I(z) = cexp(—(1—2")7") <y
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1

pour 0 < v < 1/4 et ¢ la constante de normalisation telle que / [(z)dz = 1.
-1

Afin de construire un estimateur asymptotiquement efficace de S(xg), Galtchouk et
Pergamenshchikov (2006b) estiment d’abord la densité ergodique gs au point xy a 'aide
des observations {X;,t < to}, avec to = T%, v, <7 < 1/2 et 7. = /(26 + 1). Cette
estimation est réalisée par la quantité

N 1 to Xt — X9
Gr(wo) = toly /0 Q( Iy )dt’

ot Q(z) = Liy<1, lr = o(T~/?) quand T — oo.
La procédure séquentielle aboutissant a l’estimation de S(z) est la suivante. On se donne
premierement un niveau H > 0. Puis, pour une fenétre h > 0, on définit le temps d’atteinte

de ce niveau par
! Xt — %o
TH:inf{t>t0:/Q( . )dt}H},
to

et 'estimateur de S(zo) par

% 1 TH Xt — 2o
ST({E()) = ﬁ /;0 Q ( h ) dXtH{THgT}' (113)
Finalement, les bons choix de fenétre h et de niveau H se révelent étre

h — hT — T_l/(2B+1), H — HT - (T - to)(2(jT([L’0) - €T>hT> (114)
gr(xp) = max ((jT(:cO), y;1/2> , er =1/(vpT"™), vp=InT. (1.15)

Une hypothese supplémentaire sur le centre du voisinage s’avere utile.

Définition 1.3.11 On dit qu’une fonction f satisfait a la condition ”zéro-constante” de
Holder d’exposant v > 0 au point xq st

lim f(y) — f(xo)

Yy—xo |y — $0|L

=0.

Cette condition, appliquée a la dérivée d’'une fonction, signifie en particulier que celle-ci
appartient a une classe de Holder d’exposant 1 + ¢ au point .

Théoréme 1.3.12 (Galtchouk et Pergamenshchikov, 2006b)
Soient Sy € Y et B = 1+ «, a €]0;1[. Supposons que S| satisfait a la condition
"zéro-constante” de Hélder d’exposant o au point xqy. Alors Uestimateur (1.13) vérifie

lim sup lim sup lim sup Rs . (ST, So) < E[¢], € ~ N (0,1/(2gs,(x0))) -

e—0 6—0 T—o00
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Une évolution de ces résultats est de considérer des ensembles de fonctions qui ne se
réduisent pas a la limite au point {Sp}. On s’intéresse toujours a des fonctions S ”proches”
de Sy € X1 . Plus précisément, ’ensemble sur lequel sera défini le risque maximal d'un
estimateur est

Uspr(So) ={S: S=So+D,DeH(,P)},

avec

Hy (0,8) = {D dérivable : sup (|D(z)| + |D'(z)|) < B;

zeR

’/j(D(mo 4 hpz) — D(xo))dz

< 61#} ,
ou 5 €]1;2[, 6 €]0;1] et B €]0; M| est une constante fixe.

Si la dérive régissant la diffusion du modele (1.2) appartient a Usg7(Sp), alors le
processus {X;,0 <t < T} est ergodique et la densité ergodique gg est donnée par (1.12).
Le risque maximal d'un estimateur Sy de S(z) est défini par

Ropr(Sr,So) = sup  \/2qs(xo)erEs|Sr — S(xo)|,  p =T,
Selds g, (S0)

Le terme 1/2¢s(xg) a été introduit dans la définition du risque afin d’uniformiser la
constante exacte sur tout 'ensemble Us g 1(Sp), car les résultats prouvés par Galtchouk
et Pergamenshchikov (2006b) nous montrent que cette constante change selon le centre
du voisinage a travers I’écart-type de la "loi limite”. Puisqu’on a l'inclusion Us g7(Sp) C
Yr+B,M—-B, en multipliant le risque par I'inverse de cet écart-type pris en S, on s’attend
donc a obtenir une constante uniforme.

La borne inférieure du risque minimax s’obtient, modulo quelques attentions, de la
méme maniere que précédemment.

Théoreme 1.3.13 Si Sy € Xy u, alors pour tout 6 €]0;1[, on a :

lim inf inf Rs5.7(S7, So) = E[¢], € ~N(0,1).

T—oo S

Finalement, on montre en fait que le méme estimateur S;.(zo) donné par (1.13) est
asymptotiquement efficace.

Théoréme 1.3.14 Soient Sy € X et B =1+ a, o €]0;1[. Si S| vérifie la condition
de Hoélder "zéro-constante” d’exposant o au point xq, alors

lim sup lim sup R 5.7(S7(%0), So) < E|§], &£ ~N(0,1).

6—0 T—oo
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Chapitre 2

Modeles de régression : cas non
adaptatif

2.1 Introduction

On considere le probleme de I'estimation d'une fonction de régression S en un point
fixe zo €]0; 1[, ot 'on dispose des observations

yk:S(:Uk)—i—g(xk,S)fk, k ¢ {1,...,n}, (21)

les régresseurs zp = k/n étant déterministes, les variables aléatoires &, indépendantes,
identiquement distribuées, centrées et de variance 1. On supposera dans un premier temps
qu’elles sont gaussiennes standard puis qu’on ne connait pas leur loi. Notons que la va-
riance g2 des bruits est inconnue et dépend de la fonction de régression inconnue S ainsi
que des régresseurs x.

De tels modeles hétéroscédastiques de regression se rencontrent dans des études de
budgets dévolus a la consommation basées sur des observations prises sur des individus
ayant différents revenus, dans des analyses des investissements d’entreprises de différentes
tailles et plus récemment en recherche médicale. Par exemple, Goldfeld et Quandt (1972)
considerent des modeles de régression polynomiaux tels que y, = a + By, +ug, E(ui) =
a+bxy,+cx?, qui est un cas particulier de notre modele (2.1) en supposant que la fonction
de régression inconnue s’écrit S(z) = a + Bz et ¢*(z,S5) = (a — )+ (b — 2%) T +
ﬁ—‘;SQ(x). D’autres modeles de régression hétéroscédastiques sont étudiés par exemple dans
Efroimovich et Pinsker (1996), Galtchouk et Pergamenshchikov (2005a), Belomestny et
ReiB (2006) et Efroimovich (2007).

Le probleme de l'estimation d’une fonction de régression Holdérienne a été étudié
par de nombreux auteurs. Dans le cas d'une fonction de régression appartenant a une
classe quasi Holdérienne et estimée en un point fixe avec une perte quadratique, Sacks
et Ylvisaker (1981) ont montré que l'estimateur linéaire minimax est un estimateur a
noyau. Donoho et Liu (1991) ont ensuite prouvé que le risque de cet estimateur differe

25
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de moins de 17 pourcent de celui de 'estimateur asymptotiquement minimax pour toutes
les procédures et ont obtenu des noyaux optimaux pour des classes Holdériennes. En ce
qui concerne l'estimation de la fonction ou de ses k-iemes dérivées avec la perte globale
associée a la norme sup, Korostelev (1993) et Donoho (1994a) ont montré qu'un certain
estimateur a noyau est asymptotiquement efficace.

On traite ici de I'estimation non paramétrique d’une fonction de régression appartenant
a une classe Holdérienne faible. Le risque d’un estimateur est basé sur la perte associée a
Perreur absolue. L’objectif est de trouver un estimateur asymptotiquement efficace. Dans
ce but, on utilise la méthode développée par Galtchouk et Pergamenshchikov (2006a) qui
ont introduit les classes Holdériennes faibles pour définir le risque d’un estimateur. On
travaille donc sur les classes U, 5, qui autorisent les fonctions a posséder une dérivée
arbitrairement grande mais qui contraignent ces fonctions a une condition Hoéldérienne
basée sur une constante Holdérienne faible tendant vers zéro (voir (2.2)). Puis on définit
le risque R, s5.(S) d'un estimateur S de S(zo) et le risque minimax i%f R.y5m(S) (voir

(2.11)).

La prochaine section présente le probleme dans le cas de bruits gaussiens, les hy-
potheses requises et tous les objets mathématiques nécessaires. La borne inférieure asymp-
totique du risque minimax et un estimateur asymptotiquement efficace sont obtenus a la
Section 3 pour des bruits gaussiens. La Section 4 décrit des résultats similaires dans le
cas de bruits inconnus. Enfin I’Annexe A contient des résultats techniques utiles dans les
démonstrations.

2.2 Description du probleme

Considérons le modele (2.1) ot g : [0; 1] x C*([0;1]) — R* et S sont des fonctions in-
connues. On suppose que les bruits (&)1<r<, sont indépendants identiquement distribués
de loi N(0,1).

Dans le cas ou S appartient a un espace Holdérien

H(M,K,m:{swl([o;u,m ) S < M, sup EW =T ) <K},

velo] |y — z0l®

avec f =14 a, a €]0;1] et || f ||= sup |f(z)], le probleme de I'estimation asymptoti-
z€[051]
quement efficace avec la perte liée a 'erreur absolue reste ouvert.
En conséquence on travaille avec un risque minimax pris sur une classe plus large,

appelée classe Holdérienne faible au point zy. Elle est définie, pour 0 < 6 < 1, par

Uz o0 = {S c CH[o;1]) - |97 € 67 / (S(zo + hpu) — S(zo))du

1

< 5h2} . (2.2)

ol h, = n~ Y@+,

Précisons que la régularité  de la fonction S est supposée connue dans tout ce chapitre.
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En remarquant que

/11 (S(20 + hpu) = S(z0))du = /11 (/Z:O+Uhn(8’(t) — S’(zo))dt) du, (2.3)

on voit que si S est Holdérienne, S € H(M, K,3) avec M < 6! et 2K/(B(8+ 1)) <

alors S € U, 5, Mais U, 5, contient aussi des fonctions qui ne sont pas Holdériennes.

C’est la raison pour laquelle la classe U, 5,, est appelée classe Holdérienne faible.
Donnons maintenant les hypotheses nécessaires. Tout d’abord on suppose que

1
2

lim  sup (qi i Q(xkh— 20)92(q;k, S)) —g(20,9)| =0, (2.4)
L n

"0 SEU, som

avec

qn = ZQ(J;IC};ZO), et Q = ]I[—1;1]-
k=1

De plus, on suppose qu’il existe g, > 0 et g* < oo tels que

« < inf inf x,9) < su su x,S) < g". 2.5
g 0zl SeC([0:1]) g< ) ogx% SeCt (1[?)71}) g( ) g ( )

Soit Sy la fonction identiquement nulle. On suppose la fonction g est différentiable au sens
de Fréchet par rapport & S € C'([0;1]) en Sy uniformément en z € [0;1], i.e. pour tous
S e C'([0;1])

g(ZE, S) = g(ZE, SO) + L:U,So(s) + Fa:,So(S)’ (26>

olt Papplication linéaire L, g, est bornée sur C*([0;1]) uniformément en z € [0;1], i.e. il
existe une constante strictement positive Cg, telle que

sup sup | Laso (S)I/ || S (1< Cs, (2.7)
z€[0:1] SEC([0:1]), 1510

et le terme résiduel I', g, (S) satisfait a la propriété

lim sup T, (S)/ || S |=0. (2.8)

151=0 z¢[0;1)

Remarque 2.2.1
Notons que U'hypothése (2.4) est vérifiée lorsque pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si
|z — 20| <, alors sup |g(z,S) — g(20,9)] < e.

SeC1([0;1],R)
En particulier une fonction g satisfait a cette propriété si elle est uniformément continue
par rapport a ses deux variables. Par ailleurs, les résultats de ce chapitre restent valables
lorsque la fonction g est uniformément continue par rapport a ses deux variables et bornée

(2.5) sans avoir recours auzx hypothéses (2.6-2.8).
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Remarque 2.2.2

Donnons un exemple général d’une fonction g satisfaisant aux hypotheses (2.4)-(2.8) ci-
dessus. Soient V : R — R, et G : [0;1] x R — R, deuz fonctions différentiables telles
que

V' <0, Gy = inf G(x,y) >0, G. = sup

z€[0,1], yeR z€[0;1], yeR

8—G(x )| < oo
y Y

Posons
@z, S) = / V(s (2.9)

La dérivée au sens de Fréchet de g s’écrit

Los(f) = mg—gﬂ S(@)f(x) + Wls) / V(S(0)) (1),

donc on a I o v
w wp s GV

ve] secio)), [sz0 Il 2¢/G.

En écrivant les développements de Taylor des fonctions y — G(z,y) au point (z,S(z)) et
V' au point S(t) au premier ordre :

G, S(x) + f(z)) = G(LS(SU)HZ—j(%S(w))f(x)+f(x)€m,s(f(56))7
V(S + f(t) = V(S@)+V(S@)f(#) + f(t)ens(f(D),

on peut aisément montrer que

Cos(DI _ Gu [V
= 3/2
1/l 8G

2\/— (|€xS |+/ &rs(f |dt). (2.10)

Par conséquent, si nous prenons G(x,y) = ag + 1@ + agsin®y et V(y) = azsin®y pour
tous (xz,y) € [0,1] X R, avec ag > 0 et aj,az,as € Ry, alors la fonction g définie
par (2.9) est uniformément continue, bornée par \/aq et /oo + a1 + ag + az. De plus,
en développant explicitement les fonctions €,.5 et €, 5 dans ce cas, on peut prouver par
(2.10) que g satisfait a l'hypothése (2.8). Ainsi nous avons exhibé une fonction g vérifiant
toutes les hypotheses voulues.

l2 20,5 4 ) = (2, 9)

Pour tout estimateur S,(zy) de S(zy) on définit le risque

5 [Sn(20) — S(20)|
R.os5.(Sp) = sup Egp, ,
0,9, ( ) SEL{ZE(;’” SSO g(ZO, S)

(2.11)
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ou Eg désigne 'espérance correspondant a la loi Pg dans (2.1) et ¢, = R

L’objectif est d’atteindre la constante asymptotique exacte avec cette vitesse ¢,. On
suppose seulement que (3 €]1;2] car si § > 2 on devrait utiliser un noyau @ d’ordre |/|
ie. tel que [wWQ(u)du = 0 pour j = 1,2,...,[8] et [ Q(u)du < oo, ou |a] désigne le
plus petit entier strictement plus petit que a.

2.3 Bornes asymptotiques pour des bruits gaussiens

On donne dans ce paragraphe la borne inférieure du risque minimax et on montre que
'estimateur a noyau S, (zp), defini par

A 1 Ty — 2
Suz0) = — Y Q(Z—")yp, hy =07V, (2.12)

est asymptotiquement efficace.

Théoréme 2.3.1 Siles variables aléatoires (&) sont gaussiennes N'(0, 1), alors pour tout
§ €]0;1[, on a

o & < B¢
liminfinf R, 5,(5) > —, ~ N(0,1),
n—co & 0,0, ( ) \/§ 3 ( )

ot Uinfimum est pris sur tous les estimateurs S de S(zo).

r — 2o

DEMONSTRATION: Pour tout v € ]0;1/4[, on pose S, (z) = ¢, 'V, ( ) , ou la fonction

n

V., est définie par

) = o [ G ()

Qu(u) = Iju<i—20y + 2l —2ugui<i—v}s
[(z) = cexp (—(1 — 22)_1) Ifz1<13,

1

avec ¢ la constante de normalisation telle que / l(2)dz = 1.
-1
V,, est une fonction de classe C'™° a support compact [—1;1].

Soient b > 0 et § €]0; 1[. Notons, pour x € R et u € [=b;b], S, .(z) = uS,(z). D’apres
le Lemme 2.5.1, il existe un entier n,s > 0 tel que Syu € Uy s DOUr tous n = ny 5 et
u € [—b;b]. Par conséquent, si S est un estimateur de S(zy), on a pour n = ny,

Rz on S = Sup ———o—~
077( ) - \u|<bg(ZO>SV,u)

1 /b 1
20 ), 9(207511,”)

ESu,uQOn|S — Syul20)|

Es, .Va (gon(g - sw(zo))) du =: I,,(a,b),
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ol ve(x) = |z| Aa,a > 0.
Notons Pg, , la loi de (y,(cl))kzl ..... n, OU yk = Syu(zr) + g(zk, Suu)ék, et P la loi de
(y,io))kzl n, Ol y,io) = g(zk, Svu)ék. Ces deux mesures sont équivalentes et la dérivée de

,,,,,

Radon-Nikodym au point (v, . ..,¥y,) correspondante s’écrit
dPs, .
pn(u) - d]P) (y17"‘7 n)

Yy
_ BN (yk - Su,u(mk)>2 ( Yr )2
= exp{ —= gETruR )
2 k=1 g(ﬂfk, Sl&u) g(-flfk, Su,u)
= e u — uw
_ Xp Snln 9 Sn |

<Z‘k ZO) 1 n Vl/ (Ikh_»zO)
oug—— etnn: T
gpn ; Ik7 SnPn kX_; 92($k, SI/,U)

Sous la loi P, n,, est une Varlable aléatoire gaussienne standard.
On montre dans le Lemme 2.5.2 que

1 1
gz / Vf(z)dz =: 03. (2.13)

n—oo 92(207 O) 1

Ainsi on réécrit p,(u) = exp <ua,,77n — “220 A rn), ou 7, converge en P-probabilité vers
zéro.

En notant 1,,(S, Sy.u) = va(2n(Sn(20) — Syu(20))) et E Pespérance correspondant a
la mesure de probabilité P, on a

L " Yan(S, Sua)
I(a,b) > — [ Elg Lem22va) o N du+6,(a,b) = Jo(a,b) +6,(a,b), (214
(@.0) > 57 [ Bl S Sy ()dut 6,0h) = o)+ 0ufa), (10

ou

By = {|na| <d} et d=o0,(b—Vb),b>1,

u?o?
on(u) = exp (uaynn ”),

2
1 b wan(gasl/u>
= — [ EI,Yem2v)
dn(a,b) %), B, o020 Son) O (u)du,

On(u) = po(u) = on(u).

Remarquons que p,(u) £, Poo(u) = exp (ua,/r] 2) On montre aisément que

Epoo(u) = 1 et on a aussi Ep,(u) = 1 car p,(u) est une densité. Donc, en utilisant le
Lemme 2.5.3, {p,(u),n > 1} est uniformément intégrable. Comme g, (u) est borné sur
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By, on obtient I'intégrabilité uniforme de la famille {Ip,%q.,(S, Syu)fn(u),n > 1}.

Ecrivons désormais 6, (u) = exp <ua,,nn — “22“ 3) (e™—1) et notons que exp (ua,,nn — u22” 3)
est bornée sur B, et que e — 1 0. En conséquence on a
n—od
]IBdwa,n(gv Su,u) 0 ('U,) P 0
g(Z(], Sl/,u) " n—00 .

]IBdwa,n<ga Sl/,u) I[Bdl/Ja,n(g7 Sy,u)

O (u) YL 0etE

On(u) — 0.

Puis il s’en suit :

g<207 Szz,u) n—00 9(207 Su,u) n—0o0
Finalement, par convergence dominée, il vient sup |0, (a,b)| —— 0 dans (2.14).
S n—oo

Intéressons-nous maintenant au terme J,, (a, b) dans (2.14). Réécrivons d’abord g, (u) =

Coe~ o0 (=n)*/2 ayec ¢, = /2 et M = T Bnsuite si & ~ N(0,1) on note £ = i,
UV v

¢ =e¥/?, By = {|¢| < d} et E I'espérance correspondant & la loi de probabilité de £. En
posant t,, = ©,5,(20), on obtient successivement

I Va(u —ty,) o2
- — EI e ) Yy —7)?
Jn<a7 b) 2b _b Bdcng(ZO’ Sl,yu> eXp ( 2 (u 7771) ) du
1 [t va(u —t,) o2 5
T e exp <—?(u —£) ) du
~ 1 [P va(u—t,) o2 5
= Elpce [ 2T o (T —E)2) d
3ty e (309 o

On a la convergence suivante :
b

. 1 2 ~ 1 1
Bl oy [ valu = tn) exp (—%(u—g)z) (g(zo T 0)) du —— 0. (2.15)

En effet, en utilisant les hypotheses (2.6) et (2.7) on obtient
b

EI (1 va(u —t,)e ( Og(u 5)2) ( ! ! )du
B.S a7 a —lp)€X -5 - -
Ba 26 —b P 2 Q(ZOa SI/,”LL) g(ZO, 0)
~ 1 b 2 ng Fz v, _Lz v,au
< Elg (g bUa(U — 1) exp (—%(u - 5)2) ‘ 005, )92 0Sua) | g,
ind 1 b CYO H Suu H ‘Hrz O(SI/U)l
< ]E]I" C_ a 5 0, ) du
Ba>9p —b g:

Puisque || S, || converge vers zéro quand n tend vers l'infini, les hypotheses (2.8) et
(2.15) nous permettent d’avoir
b

) valu = t) (o <—“—3(u - 5)2) du

. . 1 1 B 1
lim inf Jn(aa b) = liminf E]Iédg% 9(207 0) 2

n—oo n—o0

=: liminf H,(a,b).



32 CHAPITRE 2. MODELES DE REGRESSION : CAS NON ADAPTATIF

En réalité, on a méme montré que

sup |Jn(a,b) — Hy(a,b)] —— 0.

n—o00
S

Nous avons les inégalités

- 1" v(u—t,) o2 >
Els ¢— A Sl 74 Yy — £)?
s [, S o (G-

Vb & 2

- 1 Va(t =ty + &) o2,

> Rl (— Ll 7 n TS vz
5% | s g(0,0) exp( 2

Vb 2

- 1 Va (1) Ty

> Elz (— —_— ——Zt% ) dt,
559 |3 920, 0) oo (-5)

la derniere provenant du Lemme 2.5.4.

20, (b — V/b)
V2

_ Vb 2
lim inf lim inf inf H,,(a,b) > o b \/E/ id exp (_ﬁﬁ) dt.
a—oo n—oo g \ 2 b Vb g(Z(), 0) 2

En passant & la limite b — oo puis v — 0, en se rappellant que o2 — 2(—0), et en
v—=0 " g=(Zo,
effectuant un changement de variable trivial dans 'intégrale, on obtient
lim inf lim inf lim inf lim inf inf H,,(a, b) > E|¢|.

v—0 b—oo a—o0 n—oo g

Ainsi, en utilisant le fait que EI 5,6 = , il vient

Finalement, puisque pour n > n,5 on a

inf R, 5,(S) = —sup|Jn(a,b) — Hy(a,b)| —sup |0,(a,b)| + inf H,(a,b),

S 3 3 S
on en déduit le théoreme. O
Théoréme 2.3.2 Si les variables aléatoires (§) sont gaussiennes N(0,1), alors l’esti-
mateur S,(z9) donné par (2.12) vérifie l'inégalité suivante :

A E
lim sup lim sup R, 5.1 (Sn(20)) < ﬂ, £~N(0,1).
6—0 n—oo \/§

DEMONSTRATION: En premier lieu, nous réécrivons 'erreur de ’estimation sous la forme

Sn(z0) — S(20) = Bn + N

B, - L S Q(EEE0) (S(ay) — S(z0)), (2.16)

Cn avec

Cn = Q( )9(xk, S)&p. (2.17)
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G . 11 est clair d’apres (2.17) que ¢, est
an

Occupons-nous premierement du terme

Z
s 92(xka S)

une variable aléatoire gaussienne N '(0,02(S)) ot 62(S) = —

On montre dans le Lemme 2.5.5 que la variance o2(S) vérifie 02(S) —— ¢*(20,9). Si

§~N(0,1), on a

sup

QD’VZ Spn O-TZ S
Bs| 2| = omlg sup o)
Seuzo,é,n g(ZO7 S)

Van Vn 7 setty 5. 9(20,5)
n E
#n BlE] ( sup [0u(S) — 920, 5)| +g*> |

\/E g* Seuzo,é,n
Utilisant ’hypothese (2.4) et le fait que z—n = nq;zb , il vient
. pn 16l _ E[¢]
limsup sup Eg (2.18)
n—oo  S€lyy sn (207 ) \/_ \/_
Notons désormais uy, = Tk h_ 20, Auy, = et réécrivons (2.16) comme suit :
n n n
2 n
B, = % > QUur) (S (20 + huur) — S(z0)) Ay (2.19)
" k=1
o2 [l 2
= q—" / (S(z0 + hou) — S(20))du + q—”Rn, (2.20)
n J-—1 n
avec
1
R, = Q( 1) (S (20 + houy) — S(20)) Auy, — / (S(z0 + hau) — S(20))du
—1 -1
k
/ Zo + hnuk) — S(Zo + hnu))du

S(z0 + hau) — S(20))du + /_1 (S(20 + hypu) — S(20))du,

Uky—1

\II

ou k* = [n(z + hn)] et ke = [n(z0 — hy)] + 1.
On peut borner R,, de la maniere suivante :
k* g 1 -1
Rl < > / B (g, — w)d ™ du +/ hnd~ udu +/ | du
k=k, ¥ k=1 Up* Uy —1
651
—

k*
1
< hn5_1< Z(Uk - Uk—1)nh + (1 —up) +2(=1 - Uk*—1)> <

k=kx
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D’ou

limsup sup Egp,|—

n—oo Seuzo é,n

— 0. (2.21)

2 1
En considérant le terme &/ (S(z0 + hnu) — S(20))du dans (2.20), on a
an J1

2 gl ,
%/ (S(z0 + hpu) — S(zo))du’ < %577/2@51 _ 5%.
n J—1 ) y

Puis d’apres la définition de U, 5, on obtient

J
limsup sup Egp, S0"/ (S(z0 + hou) — S(zo))du‘ < - (2.22)
n— o0 SGZ/IZO sn qn J-1 2
Finalement (2.18), (2.21) et un passage a la limite § — 0 dans (2.22) induisent
: El¢|
lim sup lim sup R, 5. (S (2
6*)0p n—>oop 0,0, ( ( 0)) \/5
O

2.4 Bornes asymptotiques pour des bruits de loi in-
connue

Dans ce paragraphe, on suppose que les variables aléatoires (§;) dans le modele (2.1)
sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi inconnue d’espérance nulle,
de variance 1 et telles que E|&;|?T¢ < L pour certaines constantes strictement positives
e et L. On note P, 'ensemble de toutes les lois vérifiant ces conditions avec L > 0
suffisamment grand pour que la loi gaussienne standard y figure. On définit le risque
robuste d’un estimateur S,, de S(zg) correspondant & ce cas par

~ = S’ -5 20
R.o5:m(Sn) =sup  sup ]Eggpnw.
Pe,r, SEUzy,6,n g(ZOa S)
Les théoremes suivants établissent la constante asymptotique exacte du risque minimax

pris sur tous les estimateurs ainsi que 'efficacité asymptotique de I'estimateur a noyau
Sn(z0) de S(zp) défini par (2.12).

Théoréme 2.4.1 Pour tout 6 €]0;1], on a

A
lim inf inf R, 5.0(S) > In
S

n—oo

: n~N(0,1),

S

ot Uinfimum, est pris sur tous les estimateurs S de S(z).
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DEMONSTRATION: C’est une conséquence directe du Théoreme 2.3.1 qui donne cette méme
borne asymptotique inférieure dans le cas de bruits gaussiens d’espérance nulle et de va-
riance dépendant des régresseurs et de la fonction de régression. Le risque correspondant
R ..6.m st plus petit que le risque 7~320,5,n car la loi gaussienne standard appartient a P; 1.
Le Théoreme 2.4.1 en découle. O

Théoréme 2.4.2 L’estimateur a noyau (2.12) est asymptotiquement efficace. En effet,
il vérifie l'inégalité :

- . E
lim sup lim sup R, 5., (S (20)) < il

6—0 n—00 H " h \/§ ’
DEMONSTRATION: En écrivant & nouveau S,(z) — S(20) = Bn + (u/\/@n, avec B, et
(, définis en (2.16) et (2.17), on remarque que B, ne dépend pas des distributions des

variables aléatoires £. C’est pourquoi (2.21) et (2.22) restent valables et impliquent pour
tout ¢ €]0; 1] :

n~N(0,1).

limsup sup ¢,|B,| < /2.

n—oo SGL{ZO 5,n

I1 suffit donc de montrer que

e o (50 % ~E =o 229
avec n ~ N(0,1).
Notons Cn Cn/9(20, S Zuk, ou u, = \/1(]_nQ (Sﬂki;zo) ‘Z((Z: g)) &, et réécrivons
e
&= St g (o),
e = iiii:g))gk &xl>ant g((zz,’g))]E <€1HI£1|>q3/4> '

. 1 Tp — zo> 1 Tk — 20 -
Soient ) = Let ul = Q . alors nous avons (, =
n n
o+ = Z uy, + Z uy. De plus, (u},)r>1 est une "martingale difference” et pour tout

9

k>1,ona|u| < q_1/4 et

— 2 S
B (k1) = q_an (xk ZO) Zféﬁ S)) Var (6l <)
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oun Fr=o0(&,1 <i<k).
Ecrivons

n / Var <§1H|£1‘< 71/4) n T — 2 g2<x“5) Gn(S)
3 s ()17 - Y (M) g =

4n

n 2
N Ti—2\ 4 (oTz', S)
ou G,(5) = E Q ( h ) (20.5) et a, = Var (£1H|£1|<q£/4).
i=1 " ’

z
En notant r,(S) = Gn(s)an et 7, = inf{k ; ZES (uP|Fizr) = rn(S)}, on obtient

n i=1

k T 5 n
. . — <0 ot
T, = inf /{::E Q= > qn etg’lzg uj.
; hn
=1 k=1
Montrons maintenant que a,, ainsi que r,(.S) convergent vers 1 uniformément sur P, 1,
et sur U,, 5,,- On a premierement

2
e (g ) (B ) N () 02
Puis d’apres la définition de ’ensemble P, ,, il vient
2
ileL)E <§1]I|£1|>q711/4> — 0. (2.25)

Ainsi le terme de gauche de l'inégalité (2.24) tend vers zéro quand n tend vers l'infini
uniformément sur P .
En tenant compte de I'hypotheése (2.4) et de I'inégalité

Gn(S) Gn(9)

n n

() - 11 S ] 4 Gty
on prouve la convergence de r,(S) vers 1 uniformément sur P, j, et sur Uy, 5.

En appliquant le Lemme 2.5.6, cela montre d’une part la convergence en loi de (] vers
n ~ N(0,1) uniformément sur P, et sur U,, s, car la fonction p du Lemme 2.5.6 ne
dépend pas de la loi de la "martingale difference” en question. En fait, si & désigne la

fonction de répartition de la loi gaussienne standard, on a
P (Zu§c < x) — ®(x)
k=1
< (P (Z up, < a:) — O(x//n(9))
k=1

Le second terme de droite de cette inégalité converge vers zéro uniformément sur P, s,
sur Uy, 5, €t en o puisque 7,(S) — 1 uniformément sur P, sur U, s, et car O est
uniformément continue sur R.

+ ]qm) _ (ID(x/\/Tn(S))‘.
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D’autre part, on a E|§7’L’ | — 0 uniformément sur P, et sur U, 5,. En effet, I'égalité

= Gn S . /1 . . P s
E(("?) = LIE <£%H|£1|>q1/4> est immédiate. Ainsi (2.25) et l'inégalité de Cauchy-
Schwarz impliguent

sup sup Eg|¢”| — 0.
Pe,L Seuzo,é,n

En utilisant 1'inégalité de Markov, on montre que (C") converge vers 0 en probabilité
uniformément sur P, ;, et sur U, 5.,

Par conséquent ¢, = @L + 5,’{ converge en loi vers  ~ N(0, 1) uniformément sur Py,
et sur U, 5,,. D’olt assertion (2.23) et le théoreme. O

2.5 Annexe A

Lemme 2.5.1 Soient 6 €]0;1] et v €]0;1/4[. Alors il existe un entier ns, > 0 tel que si
n=ns,, onaS, €Usysn.

1

DEMONSTRATION: Puisque V,(0) =1 et / V,(2)dz = 2, il est clair que
-1

/1 (Su(z0 + uhy) — Su(20)) du = 0.

1

Par ailleurs, on a de suite

_ 1
sl = eatnt vz (52| <nermns [ e

26 1 (26+1)/c
n > (—/ ]l’(z)]dz) :
vV Ja

D’ou le lemme. O

Donc S, € U, 5, pour

Lemme 2.5.2 Pour tout v €]0;1/4[, on a la convergence suivante :

1 1
[ v

e g%(20,0) Jy

DEMONSTRATION: Fixons v €]0; 1/4[. Pour un entier n suffisamment grand pour que l'in-
tervalle [zg — hp; 20 + hy] soit inclus dans [0; 1], on a

) ;& VVQ <27kh—nzo> i /zo—i-hn VVQ (x;jo)

Sp = =
nhy, —~ G2k, Svw)  hn Joon, 9%(x,Suu)

i) = [ —Z@Es_)) v(da)
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]IZ 32
avec (i, = 25’“/" =et v, = 20— h;L othn] L,

En utilisant les hypotheses (2.6) et (2.7) sur la fonction g, nous pouvons écrire pour tout
x € [0;1] :

1 1 ‘

1 ) )
@5 PEu| S g 9@ OkeolS) + Loo(Sa) + ToolSia)

+ 29(:13, O)Fm,O(SV,u) + 2Lx,0(SV,u)Fx,O(SV,u>|

1 *
S (29 CollSvull + CgHS,,,uHQ + ‘Fx,0<sv,u)’2
+ 26" Ta0(Suu)| + 2C0[|S0,ull[Ta0(Suu)l) -

D’ou

/o1 (92(1“,1&0 - 92(91@0)) vn(dz)

2
Syu % Fz Suu
<"”/’cm 24" Co + C2lSuall + [ sup xS} g
:ce[o 1] ||SV,U||

L'y 0(Svu Lyo(Sou
+ 2¢" | sup Lro(Svw)l +2Cy | sup Ie.0(Sn)| 1Sl | -
z€[0;1] ||SV,U|| z€[0;1] ||Su,u||

Comme (v,,) converge étroitement vers la mesure de Dirac 26,, quand n — oo, on a

1 1 1 1 )
lim vp(dr) =2 et lim — vp(dx) = 0.
25 Jy ) i [ (e )

Ainsi, en tenant compte de ’hypothese (2.8) et du fait que || S, || tende vers 0 quand
n — oo, on obtient d'une part

1 1 1
— v, (dzr) —— 0.
| Qﬂ%SW) f@m@) ) s

D’autre part

[fﬁiﬁf)%wmz g1 () e [ Veway

92(207 O)
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A partir de 14, si VF désigne le maximum de V2 sur R, on a

— L' < /1 M%(d@ — /1 Myn(dx)
0 0

gQ(ZL',S%u) 92(2070)

i o By

9°(%,0) 1 9%(20,0)

1 1
QQ(xv SV,’LL) 92(2070)

1 VVQ T—2z0 1 9
0 —

92(2070) 1 92('2070)

v (d)

N
<
O\H

En faisant tendre n vers I'infini, ceci termine la démonstration du lemme. O

Lemme 2.5.3 (Billingsley, 1999, Théoréme 3.6, p. 32)
St X et X, n €N, sont des variables aléatoires positives et intégrables telles que

X, £ X et E(X,) — E(X),

n—oo n—oo

alors la famille (X, )nen est uniformément intégrable.

Lemme 2.5.4 (Ibragimov et Has'minskii, 1981, Lemme 10.2, p. 157)

Soit X une variable aléatoire o valeurs dans R de loi symétrique possédant une densité
par rapport & la mesure de Lebesque sur RY. Soit | une fonction définie sur R?, positive
satisfaisant aux conditions

1(0) =0 et I(x)=1(—2) pour tout x € RY,

et telle que pour tout ¢ > 0, lensemble {zx € RY : [(x) < ¢} soit conveze et EI(X +y) < 0o
pour tout y € RZ.
Alors pour tout y € RY, on a

EI(X +y) > EI(X).
Lemme 2.5.5 La variance 02(S) de ¢, vérifie

05(8) —— ¢*(%0,5).

n—oo
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DEMONSTRATION: Ecrivons

ZO+hn

> Qg S =0 [ g S ()

z0—hn

n
1
avec la mesure p, = — g Ok/n-
n
k=1

On sait que (5 )n>1 Con\;erge étroitement vers la mesure uniforme sur [0; 1].
De plus, pour n suffisamment grand,

Z0+hn

i Qs = [ e s

zo—hn

avec v, = Hnllsg—hmizqthn]

h
Ainsi (v,,),>1 converge étroitement vers la mesure de Dirac 26,, quand n — oo.

On peut donc conclure en rappelant que 9 et que nh, = @>. O

-

Lemme 2.5.6 (Freedman, 1971, pp. 90-91)
Soient 6 €)0;1] et r > 0. Supposons que (ug)r>o est une "martingale difference” par

rapport a la filtration (Fi)k>o telle que |ug| < 0 pour tout k et Z]E(uﬂ]:k,l) >r.
k=1

Soit T = inf {n ; ZE(uﬂfk,l) >
k=1

Alors il existe une }onction p 1 ]0; +oo[— [0;2], qui ne dépend pas de la distribution de la
"martingale difference”; telle que lir% p(x) =0 et

< p(0/Vr),

sup
z€R

P (Zuk < a:) — ®(z/\/1)

ou ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard.




Chapitre 3

Modele de régression : cas adaptatif

3.1 Introduction

Notre probleme de régression est maintenant le suivant. Supposons qu’on observe des
données a partir du modele :

yk:S<xk)+g(kaS)§kv ke {17"‘7n}7 (31>

ot o = k/n, (§k)keqr,..ny sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées selon la loi gaussienne standard. On s’intéresse a ’estimation de la fonction
de régression S en un point fixe 2y €]0;1[. Soulignons encore que dans ce modele de
régression hétéroscédastique, la variance des bruits dépend de la fonction inconnue S
et des régresseurs x;. Ce type de modele est utilisé en analyse financiére ou encore en
recherche médicale (voir par exemple Goldfeld et Quandt (1972)). Plus récemment, on
retrouve ce genre de modele dans Cai et Wang (2008) ot les auteurs réduisent leur modele
de régression classique avec V' pour variance dépendant uniquement des régresseurs a un
modele spécifique de régression ou la fonction de régression est a peu de chose pres V,
tandis que les bruits dépendent de V.

On suppose que la fonction de régression appartient a une classe Holdérienne forte
mais sa régularité 3 est inconnue. On travaille aussi avec la perte liée a I'erreur absolue et
le risque correspondant. L’objectif est de trouver une vitesse de convergence adaptative et
pour celle-ci de construire un estimateur adaptatif. Parce que (8 est inconnu, cette vitesse
differera ici de la vitesse de convergence obtenue dans le cas contraire. De nombreux
travaux traitent de tels problemes adaptatifs, on peut se référer par exemple a Barron,
Birgé et Massart (1999), Galtchouk et Pergamenshchikov (2005a) et Lepskii (1990, 1991,
1992a). Notre construction est basée sur celle que 'on peut trouver dans Lepskii (1990)
et Galtchouk et Pergamenshchikov (2001) pour I'estimation adaptative du coefficient de
dérive d’un processus de diffusion. Comme dans le chapitre précédent, pour définir le
risque d'un estimateur, on suit la méthode proposée par Galtchouk et Pergamenshchikov
(2006a) dans le cas homoscédastique et non adaptatif.

41
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Nous décrivons en détail le probleme et les hypotheses formulées dans le prochain
paragraphe. Nous donnons ensuite une borne inférieure asymptotique du risque mini-
max adaptatif. Puis nous obtenons une borne supérieure asymptotique du risque d’un
estimateur a noyau.

3.2 Description du probleme

On considere le modele (3.1) ot S € C*([0;1]) et g : [0;1] x C*([0;1]) — R* sont
des fonctions inconnues. On souhaite estimer la fonction de régression S en un point fixe
29 €]0; 1[. On suppose que

Se |J HM K, B),onpe[.:6] C;2],

M,K>0

7ﬂMJcm={SecmmyHSH<M;wpw“”‘g@”<A},

yelr) |y — Zol
avec =1+ a et ||f]| = sup [f(z)]
z€[0;1]
Le parametre de régularité [ est supposé inconnu tandis que lintervalle [(,; %] le
contenant est considéré connu.
Le risque d’un estimateur Sde S (20) est défini pour une famille de classes H(M, K, 3),

B € B 57], par

~ N ~
Ran(S) = sup sup () Es|S — S(z0)|,

BE[B«;B%] SEH(M,K,3) 9(2’0, S)

ot N(8) = N,(8) = ()"

Inn

~ Nous supposons que la fonction g est différentiable au sens de Fréchet en un point
So € C*([0;1]) par rapport a S € C'([0;1]) uniformément en z € [0;1], i.e. pour tous
S e C([0;1])

9(2,5) = glw, 50) + L, 5,(S — So) + T, 5,(S — o),

ot I'application linéaire L, g est nulle sur C*([0; 1]) pour tout = € [0;1], et le terme
résiduel ', ¢ (S) satisfait a la propriété

lim sup T', ¢ (S)/ || S[=0.

IS]|—0 z€[0;1]
Ainsi pour tous S € C1([0;1]) et x € [0;1], on a :

92<x78) = 92(x73~0) + fm,§0(s - 50)7
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ou

lim sup fx,§o(5)/ Il S ||=0.

IS]|—0 z€[0;1]

On suppose aussi qu'il existe une constante positive G* telle que pour tous S € C*([0; 1])
et z €[0;1], on a :

Paso()| < G1S(@) 2 (3.2)
Enfin nous supposons connues deux constantes g, > 0 et ¢g* < oo telles que

g, < inf inf g¢g(z,5)< sup sup g(z,5) <g".
O0<z<1 SeCi([01]) ( ) 0<z<1 SeC([0;1)) ( )

3.3 Borne inférieure

Dans ce paragraphe, on notera d, = c——, ou ¢ > 0 sera précisée ultérieurement,
nn

et N(B) = 45/, hB) = d, /7D On montre quavec cette vitesse N(f), la borne
inférieure du risque minimax est strictement positive, ce qui implique qu’elle I'est aussi
n )5/ (26+1)

pour la vitesse N(f3) = (1—
nn

Théoreme 3.3.1 Pour des constantes M et K suffisamment grandes, on a :

liminf inf R, ,.(S,) > 0.

n—oo g

DEMONSTRATION: Pour alléger les notations, on notera désormais N(B,) = N,, N(§*) =
N* et h(B.) = h.. )
Remarquons tout d’abord que, pour tout estimateur S,, de S(z),

_ BeE

R (Sn) = ———— sup sup ESN(ﬁﬂgn — S(20)]-
g ﬁe[ﬁ*;ﬁ*] SEH(Mvaﬁ)

Notons pour v €]0;1/4],

avec

) = o [ G ()

0o 14

Qu(u) = Iju<i—2vy + 2l —2ugui<i—v}s
l(Z) = Lexp (—(1 — |Z|2)_1) ]I{|Z|<1},
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1

et L la constante de normalisation telle que / l(z)dz = 1.
-1

L & (y—%
S, = S :
0(y) N0 ( I )
En se servant en particulier du fait que Sy est de classe C2, on montre aisément que

pour certains M et K suffisamment grand, S, € H(M, K, ;) et Sy € H(M, K, 3*).
Soit Py (respectivement P,) la loi du vecteur (yx)k=1,...» lorsque yx = So(xx)+g(xk, So)&k

P
(respectivement y, = S, (x)+g(zk, S, )E). On note dIP’O (y) la dérivée de Radon-Nikodym

On note aussi

v

,,,,,

B /(26°+1)

Rean(8) > S max (EsuN"[5n = So(z0)1, Es, M.l — S, (20)1)
/(2811 N
= - max <E80E|0n|7ESV|1_0n|) ,
cB/@2B 1)/ N* dP,
> — Es, |0,|— Eg |1 —6,]).
s (A Es Il + Esli - 6,])
Ecrivons
dPy, . 11 9(xK,5)) 1 [y — So(zr) ) e — Su(zi)\”
) = [[ 5 exp (5 30 (Lot} (o2 ) )
dP, el 9(xk, So) 2 1 g(xr, So) g9(zr, Sy)
puis sous la loi P,,, en notant (, = Yk SV(wk), il vient :
g(kasl/)
dPy gz, S) 1o (yk — So(xk)>2 <yk - Su(xk))z
hl = hl = - Z _ — Jr N v/ _
2, = 2" s 22\ U 9, 50)
RS 9*(xx, Sy) > RS (92(9%,51/) ) 2
= —) In(1+ —1)—= —1
; ( Q(xkn SO) 2 ; g2(xk7 SO) F
— g(xx, 5,) 1~ [ Su(xx) — So(xk))
— S, (x So(x —
Z Plan, Sy ) = Sole))G =5 3 (=755
& x SV SO) 1 = fx S (SV_SO)
_ = In|1+ kSO( = Sy 2
; ( 9(951:750) ) 2 ; g(mkaSO) g
~ g(z1,S,)

%:1 (smk) — so(xk))Q

1 1 1
= A —-Ay+A3—-A
517 5 2 1+ As 541
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ou

FUC S (S SO) x Sy -5 ) 2
A (1 %S0 ks
b Z n( " 9(zr, So) ) ’ ; xk,so i

k=1

e 9@ S)) o) — S (g - — So(ax)\”
kZ:; 92(1,’“50) (SV( k) SO( k)) kz: < xkaSO) ) .

Soit C,, I'événement {Z 1% (xk ) G < ZZV2 <xk _ )}

k=1

1
Posons a, := / V2(2)dz. Sur I'événement C,,, on a :
-1

|A2|< G* n VVQ <xk—zo>ck < QJG\; n VVQ (mk—20)7

* k=1

2a,G* nh,
g« N?

*

ce dernier majorant étant équivalent a lorsque n — oc.
D’autre part d’apres 'hypothese (3.2),

n

Ayl < Z

f‘xk,So (Sl/ - SO)

k=1 g(xkasO)
G* G & Ti — 20
0" ; |S,(zx) So(xk” < G N2 2 V, ( I ) ;

a,G*

. . , , . N *
ce dernier majorant étant équivalent a e lorsque n — oo.
g* *

Puis

1 & 1 u T — 20
A1 < 53 (Suln) = o)) < v (2.
T e E ,; h,
a, nh,
ce dernier majorant étant équivalent a — e N2 lorsque n — oo.

Enfin sous P,, A3 est une variable aleat01re normale centrée de variance
noo9
2 9°(x, Sy) 2
v, 1= (S5, (x) — So(zr))”,
> gy (S — St

donc on peut écrire Az = v,1,, avec n, ~ N (0,1) sous la probabilité P,.

45
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Ainsi sur 'événement C,,, en utilisant (3.3),(3.4) et (3.5) on obtient :

P,

1
1 > van, — =(|A A A
n o ®) > v = 54+ o]+ |Ad)
a, +o,(1) (3G* 1Y\ nh,
> nlln — o | Ato
o 2 ( o @)W
a, +o,(1) (3G* 1\ Ilnn
= Upllp — 9 + -S|
g* g* C
Introduisons maintenant 1’événement B, = {n, > 0}, la notation 3 = 5 ﬁ*ﬁjL T~
¥ . 3G 1\ 4
g et remarquons que a, € [0;8]. Choisissons ¢ > ( + —) —. Alors pour n
28, +1 9« 93/ B

suffisamment grand, il vient :

Rzo,TL(Sn) > 2—g* (Esudg d]PSV (y)]IBnan|9n| + ]ESU|9n — 1|>
7ﬁ*/(2ﬂ*+1) Bln _avton(l) [ 3G* | 1 nn
G«
B /(28" +1)
} 2g (ESV yen’HBnan + ]ESIJ |9n - 1‘]1Bnmcn)
57 /(267+1)
T (Es, g, nc, (10n] + 1 = [6n]))
20 s ( ) (3.6)
Or

/AN
=
>
*
e
S
s —
+
S
S
=
e
=
AN
VR
M-
N
VRS
s
Bl
>
*
N
o
~_
EANS
|
=
~
[\]
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I e - _ .
Comme e ;VV < I ) — /_1 V3 (x)dz, il vient P, (C¢) — 0.
Puisque P,(B,) = 1/2, on en déduit que P, (B, NC,) —— 1/2.

En passant a la limite quand n — oo dans (3.6), on obtient le théoreme. O

3.4 Estimation adaptative

Les travaux de Galtchouk et Pergamenshchikov (2006a) traitent du cas homoscédastique
et non adaptatif, en étudiant I’estimateur a noyau

. x -z
S ZO ZQ k 0 yk7

x z
onQ=1I_y4, h= n~1/26+1) ot n( Z Q L 0) En prenant en compte le fait que

[ est inconnu, on ne peut pas utiliser un tel estimateur a noyau car sa fenétre h dépend
de . C’est la raison pour laquelle nous formons la partition de Uintervalle [§,; 3*] de la
maniere suivante : .

ﬁ B ﬁ*

nn] ’

ou [a] désigne la partie entiere du réel a, et on définit les fenétres correspondantes h; =
n )—1/(2Bz+1)

n = (5

By =B +1 [=0,...,[Inn],

. Posons ensuite

[ = maX{O <! < [lnn|: max (‘S}:l(zo) — Sy (20)] =

0yl

4K 3" B, \?
ﬁ(ﬁ*+1)+2\/_g (25*+1_2ﬁ*+1> '

Remarquons que [ existe bien puisque I’ensemble ci-dessus contient 'indice 0.
L’estimateur adaptatif est alors défini par S,, = S;;Z(ZO)'

OﬁNJ:N(ﬁ]) et A >

Par ailleurs, on associe au parametre inconnu [ I'unique entier [(3) € {0,...,[Inn|—1}

tel que G5 < B < Bip)+1
Le théoreme suivant donne une borne supérieure du risque de l'estimateur construit

plus haut.
Théoreme 3.4.1 On a
. (B =B+)/(2B++1)? K

limsup R, »(Sn) < A + ,
n—oo 0 ( ) g* g*ﬁ*(ﬁ* + 1)

donc Uestimateur S, est adaptatif en vitesse de convergence.
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DEMONSTRATION: Ecrivons l'erreur de 'estimateur .S, :

|§n — S(z0)| = |5n - S@O)M{@z(a)} + |§n - S(ZO)|I[{i<z(g)} =N + I,

[Inn] [Inn]
oul; = Z 1S, — S(z0)|T Ly = Z |Sh, (20) (20)[ Ly
J=l(B) i=l(B)
Pour tout j =0,...,[lnn|, on note S} (29) — S(20) = Gn(5) + B, (5;), avec
’ a4 (55)
w(85) = a(h(5)),
N 1 - Tr — 2o
Cn(ﬁj) %z(ﬁj) k—1 Q ( hj ) (:Ck7 )&ﬁ
N 1 u Tr — 20 B
B3 = 20 ( ) (St - SCa)
La variance de (,(3;) est alors 02(8;, 5) : ZQ (mk ) 2(z, S).
Nous avons % = |Zn(ﬁj)]%, avec Z,(08;) ~ N(0,1).

De plus, en reprenant la décomposition établie dans la démonstration du Théoreme 2.3.2,
on a

nh;

B3 = s / (S0-+ hyu) = S(e0) du+ 2 (ﬁj) Ra(5)).
RalBi)] <

Rappelons également qu’en utilisant la condition Hoéldérienne dans I’expression

/_ 11 (S(20 + hju) — S(z0))du = /_ 11 ( / :O+Uhj(5'(t) — S’(zo))dt) du, (3.7)

on obtient,
L}ﬂ
BB+1)

VAN

‘/_11 (S(z0 + hju) — S(20))du

2K nh;+ﬁ h]’ .
oM
BB+ D a5 s P

o B < j J (8| =L
| hj(Zo) S(ZO)| < ﬁ(ﬁ‘i‘ 1) Qn(ﬁj) +6qu(ﬂj) + |Z (ﬁ]” Qn(ﬁj)

Il vient alors |B,(5;)| <
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D’ou

I < Z <’S’>:j(20) - Szzm)(zo)m{f:j}) ™ ’S’tm(zo) = 5(20)Wijzisy,

J=U(B)
[Inn] A
< Y by + 1S, (20) = S(=0)
j=up)
< A Sy S
< oy H 1Sy () = SC)
< A (5 -B.)/(2B.41)? 2K nh(Gyg)' "’ . 6 MN(Bys)) 12006 m”an(ﬁz(ﬁ), S)‘
N(B) BB+ 1)gn(Bis)) an(Bi(s)) ( an(Bus))
Montrons que d’une part
' N(3) e(B*—B:)/(28-+1)° K
limsup sup sup Esl; <A + : 3.9
n—oo  Beldna*] Ser(M,K,8) 9(20, S) ' s 9B (B + 1) (3.9)
Comme N (8)h(Byg))” < 1 et gu(Bip) ~ 2nh(Bys)), on a la limite suivante :
2K N h 1+6 K
limsup sup sup (8) nh(Bus) < (3.10)

n—oco  Bepnp] senink,p) BB+ 1) g(20,5)  aqn(Bis)) 088+ 1)

De plus, il n’est pas difficile de voir que

N h
limsup sup sup () 6M (Bia))

n—oo  B€[B4;5%] SEH(M,K,B) Q(Z(b S) Qn(ﬁz(ﬁ))

— 0. (3.11)

Puisque ,,(5(3), ) est borné par g* et comme

N(ﬁ)Q B nh(ﬁl(g)) ( n >2(ﬁﬁz(a))/(25+1)(251(a)+1) 1 < nh(ﬁl(ﬂ))eﬂﬁ*—ﬂ*)i

&(Bi)  w(Bie) \Inn Inn ~ g.(Bys) Inn’
il vient
. N(ﬁ) o-n(ﬁl(ﬁ)’ S)
limsup sup sup Es|Zn(Bip)|—F—=5—= = 0. (3.12)
n—oo  felf.;0+] SeH(M.K,) 9(%0, 5) V@ (Bus)

Finalement, (3.9) découle de (3.10) — (3.12).
Ici rappelons que Ir =[S, — S(z0)[L;j_;(5), et montrons d’autre part que

N
lim  sup sup ﬂ]ESIQ =0. (3.13)

n—00 ge(a,:5+ SeH(M.K,8) 9(%0, S)
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uB)-1
On a simplement {I < [(5)} = {I =5} et par définition de [,
=0
A 1 3
=i e U ([sia) - S0 > 37)
i=0 !

Il est utile de remarquer que pour 0 < i < I < I(f),onah; < hy < h(B) et ¢,(5;) < g (51).
En notant alors 2 = mlaX |Z.(0,)] et utilisant (3.8) ainsi que le Lemme 3.4.2, on obtient

pour 0 < < U(P)

{ (20) — S, zo)\>%}c{
) { M+ i

i (20) = S(z0)| + [S(20) = S, (20)| > %}

B8 nh; an(Bi) N;

4K *
. —m—m‘“(ﬂ)}

’

N;

car nh; > N; et N; < h(3)~"
Signalons que les inclusions précédentes sont vraies pour n suffisamment grand et nous
considérerons que tel est le cas jusqu’a la fin de la démonstration.

q"jggi) = qy;z(h&) Inn, le Lemme 3.4.2 nous donne vInn < q]%(.ﬁi) < v3lnn.

Comme

4K
En posant A} := A — ——— — 12Mh(["), on peut écrire
Bu(Be + 1) (6%)
) j+1 ) Ax
(l=j) c L:% <‘Sh( 0) = S (x )] > E) c {Z;; > 2;*\/11171} = A

et
1(B)—1

Z |Sh Zo ZO)UI{A*

Pour obtenir (3.13), on écrit les 1negahtes

N(3) N(B) 1 2Knh;+ﬁ 6Mh; ' a(0;,5)
g<ZO7S>E < ) 2 B\ D) ) T gy e
O N@) 2k nhtY WL N(B) 6Mby

< A* J A*

s = 9(z0,5 ﬂ+1)qn(ﬁj)PS( I ; g(zo,S)qn(ﬁj)PS( 2
1(p)—-1

T D oG PATERTINY
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et on étudie le comportement asymptotique de chaque terme du membre de droite. Soient

Z ~N(0,1) et A, ;z{

=V Inn } Pour le premier terme, on a

1(B)—-1 1+ (B)—-1
N(B) 2K nhl 9K 5
Ps(A)) < ——2 S N(B)RPs (A
2 G ) BB Vana) ) S B g 2 VOMES
ok MO\ 266,-6)/(28,41)(26+1)
S BB+ 1)g. ]z_; <lnn> s (45)
2K n \ 26Bip)-1—0)/(2Byp)—1+1)(28+1)
< [lnn)? ( ) Pg (A,
5 E+ Dg. n s

2K n \ 28Bue)-1-B)/(26+1)* 2g* 1 e,
< [ln TL] ( > — ¢ 4g*?
B(B+1)g. \Inn AxvInn /2w
8K g* =264/ (26" +1)? 26"/ (260, +1)2 2 [Inn]? n (Aq*);

B (Be + 1)V 2mg Az Vinn

Puisque A > cette derniere expression tend vers zéro quand n tend vers I'infini.

4K
BB+ 1)’
On procede de méme avec le second terme.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le troisieme, il vient

1B)~ 1(B)-1
Un(ﬁjvs> g N(B) *\\1/2
9(20, 5 Z (’Z ) Qn(ﬁj)H{Am) Sy 2 n(5;) (Ps (42)

=0

[Inn]"? (Ps (An))"?

\ *Jz; \/Qnﬁj

2(9*)3/2 [lnn]S/Z

g*\/A;;\/ﬂ VVInn/q,(3.)

D’apres I'expression de A, cette derniere expression converge vers zéro quand n tend vers
I'infini. Finalement, nous avons prouvé (3.13) qui, mis en relation avec (3.9), complete la
démonstration. 0

N(ﬁ*)n*(AZ)WSg*Q'

Lemme 3.4.2 [] existe un entier N, tel que si n > N,, alors

< 3,

pour tout i =0, ..., [Inn].
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DEMONSTRATION: En écrivant

w(8) 1O z — 20\ _ [n(20 + hi)] — [n(z0 — hi)

les inégalités suivantes

n(zo+hi)] < mnlzo+h) < [n(zo+ h)]+1,
—-1- [n(zo — hl)] < —n(zo — hl) < —[n(zo — hl)],
<—— <2 .
Or il existe un entier N, tel que si n > N,, alors nh(8,) > 1. Comme h est une fonction
croissante du parametre 3, on obtient pour n > N* :
1 < %1(61) 1

wh(B) S nh St nay

et ainsi le résultat attendu. O

montrent que 2 —

2 —




Chapitre 4

Modele de diffusion

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré au probleme de 'estimation du coefficient de dérive d’une
diffusion ergodique qui est solution de I’équation différentielle stochastique

ou (Bi)i>o est un mouvement brownien standard réel. En supposant que l'on observe
contintiment les données (X;,0 < ¢t < T') et que l'on connait la régularité de S, on sou-
haite estimer la fonction S en un point fixe zy € R.

Les domaines d’application de notre modele (4.1) sont nombreux, en particulier les
mathématiques financieres, I’économétrie, la théorie du controle stochastique et du fil-
trage, etc. (voir par exemple Liptser et Shiryaev (1978), Jiang et Knight (1997) et Ait-
Sahalia (2002)). Beaucoup de travaux sont dédiés a 1’étude du probleme de l'estimation
non paramétrique du coefficient de dérive d'une diffusion. Pour notre modele (4.1), Banon
(1978) a prouvé la consistance tandis que Pham (1981) a considéré la vitesse de conver-
gence d’estimateurs a noyaux. On renvoie par exemple aux articles de Pinsker (1980),
Efroimovich et Pinsker (1984), Tsybakov (1997) et Spokoiny (2000) dans lesquels d’autres
problemes d’estimation d’un signal en temps continu sont étudiés.

Notre objectif ici est d’estimer la fonction de dérive en un point fixe en utilisant la
perte liée a 'erreur absolue pour mesurer la performance d'un estimateur a travers son
risque maximal correspondant. Nous nous efforcons d’abord d’obtenir le comportement
asymptotique exact du risque minimax, plus particulierement de trouver sa meilleure
borne asymptotique inférieure. Dans un deuxieme temps, on construit un estimateur du
coefficient de dérive pour lequel le risque maximal est asymptotiquement majoré par la
méme constante que celle trouvée pour le risque minimax. Rappelons qu’un tel estimateur
est dit asymptotiquement efficace.

Le probleme de 'estimation asymptotique exacte du coefficient de dérive dans des
modeles de diffusion a été étudié pour des classes de Sobolev : Dalayan et Kutoyants
(2002) en supposant la régularité de la dérive connue, puis dans le cas contraire Dalalyan
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(2005) ont proposé des estimateurs asymptotiquement efficaces du coefficient de dérive
dans le modele (1.2) pour un risque de type L?.

L’estimation du coefficient de dérive appartenant a une classe Holdérienne a été aussi
largement traitée. Galtchouk et Pergamenshchikov (2004) ont obtenu la vitesse de conver-
gence optimale du risque minimax pour une perte de type L?([a, b], dx) lorsque la régularité
de la dérive est connue ou également lorsqu’elle demeure inconnue. La vitesse optimale
de convergence du risque minimax est aussi fournie par Galtchouk et Pergamenshchi-
kov (2001) dans le cadre de 'estimation ponctuelle, avec la perte liée a 1’erreur absolue,
du coefficient de dérive quand sa régularité est supposée inconnue. Pour toute puissance
strictement positive de la perte liée a 'erreur absolue et les mémes classes de Holder,
la constante asymptotique exacte pour le risque minimax est donnée par Galtchouk et
Pergamenshchikov (2005b) tout comme un estimateur asymptotiquement efficace du co-
efficient de dérive de régularité connue.

On considere ici 'estimation ponctuelle du coefficient de dérive lorsque celle-ci appar-
tient a une classe Holdérienne de régularité connue en utilisant la perte liée a I’erreur ab-
solue. Pour ce probleme, Galtchouk et Pergamenshchikov (2006b) ont donné la constante
asymptotique exacte du risque minimax local et un estimateur a noyau asymptotiquement
efficace. Plus précisément, il y est supposé que la dérive appartient a un voisinage centré
en une certaine fonction lipschitzienne. Ce voisinage est composé de toutes les fonctions
s’écrivant comme la somme du centre et d'une autre fonction satisfaisant a une condi-
tion Holdérienne faible (mettant en jeu une constante Holdérienne faible) et ayant une
petite norme (usuelle sur C*(R)). Les résultats asymptotiques y ont été fournis en faisant
tendre le temps d’observation vers l'infini, la constante Holdérienne faible et le diametre
du voisinage vers zéro. Nous nous proposons de trouver la borne asymptotique inférieure
exacte du risque minimax ainsi qu’un estimateur asymptotiquement efficace sans avoir a
faire tendre le voisinage vers son centre, mais en conservant son diametre constant.

Dans la prochaine section, nous décrivons le probleme et définissons explicitement
la classe lipschitzienne de fonctions, les voisinages et le risque maximal d’un estimateur
considérés. La borne asymptotique inférieure du risque minimax est donnée a la Section
3. Enfin la procédure séquentielle aboutissant a I'estimateur asymptotiquement efficace
est développée le long de la Section 4.

4.2 Description du probleme

Dans le modele (4.1), nous nous intéressons a l'estimation de la fonction inconnue S
en un point fixe g € R en supposant que S appartient a un voisinage d’une fonction Sy
elle-méme comprise dans I’ensemble

f@) = fy)

Srari= { £ f O 1oL <
r—y

< —M,Vx,y € R},

avec 0 < M < L.
Comme mentionné dans l'introduction, nous avons besoin de construire des voisinages de
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la fonction Sy avec la perspective de définir le risque maximal d’un estimateur de S(zg)
pris lorsque S décrit tout ce voisinage. Soit Sy € X1, ar, posons

Z/[5gT So {S S = So+DD€H (5,ﬁ)}

ou

H (5, 8) = {D dérivable : sup (yD(x)| + |D(a:)|> < B

z€R

< OhE b

‘ /_ 11(D(xg 4 2he) — D(xo))d=

avec B €|1;2[, hy =TV 0 <f<let0< B < M.

Remarque 4.2.1 Si Sy € X1y on a Uspr(So) C Xr+pm—p, de maniére a ce que pour
S € Us3r(S0), le processus (Xi)i=o est ergodique et qu’il existe une densité ergodique (cf.
Gihman et Skorohod (1968)) donnée par

(o) = P Iy SC)2)

/OO exp (2 /OyS(z)dz> dy'

Rappelons que l’ergodicité d’un processus garantit le fait qu’il retourne dans nimporte quel
voisinage de xqo une infinité de fois.

Le risque d’un estimateur S'T(xo) de S(xg) est défini par

Raar(Br5) = _sup  v/BasCalorBslS(an) = SGll, - pr =170,
SGU&@T So

4.3 Borne inférieure du risque

Le théoreme suivant fournit la borne inférieure asymptotique du risque minimax.

Théoréme 4.3.1 Si Sy € X, on a pour tout 6 €]0; 1]
llmlnflnfR(;gT(ST,So) El£], &€~ N(0,1),

T—o0

ot linfimum est pris sur tous les estimateurs de S(xg).

. — Z N .
DEMONSTRATION: Pour tout v € ]0; 1/4[, on pose D, (z) = ¢V, ( ; 0) , ou la fonction
T
V., est définie sur R par

Vo(z) = v /Q,, (“_z>du

Qu(u) = Tu<i-2vy + 200 2ugui<i-0)
9(z) = cexp (=1 =247 Igacny,
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avec c la constante de normalisation telle que / g(z)dz =

V., est une fonction de classe C'*° a support Compact [1; 1].
Enfin pour v > 0 et v €]0;1/4[, notons S, ,(z) = So(z) + uD,(x).

Fixons maintenant b > 0 et § > 0. D’apres le Lemme 2.5.1 adapté a une version en
temps continu, il existe 7, 5 > 0 tel que pour tous |u| < bet T > Tys0ona S, , € Uspr(So).

Par conséquent, on peut écrire pour tout 7' > T 5 :

Rspr(Sr,So) = sup iy, 24s,.. (20)Es,..|S7(z0) — Su,u(@0)]

|u\<b

2 \/ 2qsuu 'ro Esl/u (IT ST7 ZI’U,)

=: ](ab

avec U1 (Sr, S) = v, (¢T(§T(x0) . S(xo))> et vo(z) = a A lz|, a > 0.

En notant Pg la distribution du processus (X;) dans C([0;7T]) lorsque la dérive est S,
le Lemme 4.3.2 donné a la fin de cette section nous dit que

dP 1
pr(u) = d]P:q;u = exp <uAT — §u20’§ + rT(u)> , Yu >0,
0

1

T
ou Ap = / D,(X;)dB; et 02 = qgo(mo)/ Vf(z)dz.
0

-1

De plus,
E]PSO 2 Psq
AT T—) 51/7 gu ~ N(O7 gu) et TT(U’) T—> 0. (42)

Avec ces quelques notations, on décompose

Ir(a,b) = — W]ESO o1 (87, Sy0) pr(u)du
2 % b \/MESO]IBd‘IIa,T(gT, Sy’u)p%<u)du + 5%(@, b)

=: Jr(a,b) + dn(a,b),

ot By = {|Ar| < d}, d = 02(b— Vb), p%(u) = exp(uly — u?02/2) et

I .
ha.) = g5 [P (00 BT, Buir (Sr. 5,0 (pr(e) = o))
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La famille de variables aléatoires {pr(u),T > 0} est uniformément intégrable. En
effet, pour tout 7' > 0, nous avons immédiatement Eg, pr(u) = 1 et en utilisant (4.2) nous
pouvons montrer que

pr(u) —=— n(u) = exp(u, — u?02/2), & ~ N(0,02),

T—o0

avec En(u) = 1.
Le critere d’intégrabilité uniforme du Lemme 2.5.3 nous permet alors de conclure.

Puisque p%(u) est borné sur B, et \I/a,T(S’T, S,..) est majoré par a, la famille de variables
aléatoires {Ig, ¥, (ST, Sv.u)(pr(u) — p%(u)), T > 0} est aussi uniformément intégrable.
Remarquons que pr(u) — p%(u) = p%(u) (exp(rr(u)) — 1). On peut prouver, via (4.2),

P
que d’une part exp(rr(u)) % 1. D’autre part, puisque p%(u) est borné sur By et

‘Ifa,T(S'T, Sy..) est majoré par a, il vient

~ P o
(PT(U) - POT(U>) Vo (S7, Suu)ls, —0.

T—o0

En prenant alors en compte 'intégrabilité uniforme de la famille de variables aléatoires
correspondante, on obtient pour tout |u| < b,

]ESO (pT(u> - pg“(“)) \Ija,T(gTa SVM)]IBd — 0.

T—o0

Sur Pévénement By, on a pr(u) < exp(|uld) et p(u) < exp(|uld — uo}/2). D’ou
Es, (pr(u) — p5%(w)) Wor(St, Spu)lp, < 2aexp(|u|d), qui est une fonction intégrable de la
variable u sur l'intervalle [—b; b]. D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

on en déduit que
sup ’50 a,b) | — 0. (4.3)

T—o00
Sr

Considérons maintenant la quantité

1
]ESOHBd o1(S7, Sy (\/QQSM To) — v/ 2qs, (o )PT =: Jr(a,b) — Kr(a,b),

2b

N 1 b &
ou Kr(a,b) = _Qb/ Eso L, Yo (ST, Svu)V/ 24s, (z0) p(w)du.
b

Rappelons que S,,(z) = So(z) + uD,(2), S,u(zo) = So(zo) + upy' et précisons que
1Dyl < @7 |Villoo- Posons

Mme@fwmm)

ds (iﬁ'o) = b (2 f dZ) CTu(x())
= exp (27 SO (2)d=) cra(y)dy

et réécrivons
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Par convergence dominée, on a ¢z, (y) P 1, pour tout y € R.
—0Q

Il n’est pas difficile de montrer que si y > 0,
exp(—Ly* + 2Ly) < exp (2 /y So(z)dz) < exp(—My? — 2Ly);
0
et siy <0,
exp(—Ly* — 2Ly) < exp (2 /y So(z)dz) < exp(—My? + 2Ly).
0

Ajoutons que pour tout y € R, on a |cr,(y)| < exp(6|ully|), de maniere a ce que la
fonction y — exp (2 [ So(2)dz) cr,u(y) soit majorée par une fonction intégrable sur R qui
ne dépend pas de la variable T'. On conclut par convergence dominée :

QSy,u (:EO) — (gs, ($0)7
T—o0

puis également
sup |Jr(a,b) — Kr(a,b)] —— 0. (4.4)

Sr T—o00

A ce point de la démonstration, réécrivons
pr(u) = Crexp(—op(u—Ar)*/2), (= exp(A}/207), Ar = Agfo;

et posons gy = pr(Sr(xo) — So(zo)), r = gr — Ar. Ainsi, on a les inégalités successives
I .
Kr(a,b) = IESO]IBdCTQ—b/ va(u — gr) exp (—O‘S(u — AT)2/2> V 2qs, (xo)du
—b
1 [b-Ar
= ]ESO]IBdCTQ_b / va(u — gr) exp (—oyu®/2) /245, (w0)du

b—Ar

Vb
1 -
> Eslp,trgy /\[Ua(u — gr) exp (—oyu®/2) \/24s, (w0)du
v

Vb
1
> ESOHBdCT%/\[Ua(U) exp (—aou®/2) \/2qs, (o) du,
Vb

la deuxieme provenant du Lemme 2.5.4.
D’ou
NG

1
Kr(a,b) > ESO]IBdCT% /\[ lu| exp (—oju?/2) \/2qs, (z0)du + 07(a, b),
b

avec

Vb
51(a, b) = IESO]IBd(T% / (wulo) = o) exp (=02 2) 25 ()
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Un petit calcul fournissant
lim E,Ip,(r = 20, (b V) V2,

on obtient pour tout b > 0,
lim lim inf §7(a, b) = 0, (4.5)

a—oo T—oo

et

Vb

—Vb+/2 ,

lim inf lim inf inf K7(a,b) > b= Vb /245, (20) / |u| exp(—u?c?/2)du.
a—oo  T—oo Gn. b N 2 b

1
En se remémorant que o2 = qso(xo)/ V2(2)dz — 2¢s, (7o), ensuite en passant a la
— v—

1
limite b — oo puis ¥ — 0 dans I'inégalité précédente, on en déduit que

lim inf lim inf lim inf lim inf inf Kr(a,b) > E|¢], & ~ N(0,1).

v—0 b—oo a—oo T—oo G

Or
inf Ry (1) > — sup |Jr(a,b) — Kr(a,b)] — sup |8%(a, b)| + inf Kr(a,b).
ST ST ST ST

Finalement, en appliquant (4.3), (4.4) et (4.5), nous avons montré que

lim inf inf Rs 5.7(S7, So) = El¢], € ~N(0,1).

T—oo §
O
Lemme 4.3.2 Pour tout u € R, on a
dIP) T 2 T
pr(u) = o = exp {U/ D,(X:)dB; — u_/ DZ(Xt)dt}
d]P)S() 0 2 0
».
= exp {UAT — ?03 + rT(u)} ,
T 1 2 2 T
N 2 2 u- 9 u 2
ot A = / D, (Xy)dBy, o5 = qso(mo)/ Vi(z)dz et ro(u) = ?O'V — ?/ D (Xy)dt.
0 —1 0
De plus
EPSO 2 Psy
AT T—> 61/7 gu ~ N(ngy) et TT(U) T—> 0.

DEMONSTRATION: La premiere partie du lemme se trouve dans Liptser et Shiryaev (1978,
p. 323). En ce qui concerne les différentes convergences, posons pour une fonction @

intégrable contre gg, :
e}

m(®) = / B(y)gs, (y)dy.

[e.9]
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Soit € > 0. On a

oo (| prsai ] ) = (|1 vz ()] - )
< Ps, (‘ / —v2( - >dt—m(<1>T) >§)+1P>SO ({m(ch)—03\>g>

< Py, (ﬁ A (D7) > 5) + Py, (\m(ch) — oy > g) :

olt dp(y) = %v;f <y ;T‘””) et Ap(®p) = % /0 (D (X,) — m(Pr)) dt.

Or d’une part, d’apres Galtchouk et Pergamenshchikov (2001), pour toute fonction @
vérifiant

sup [ [Br(y)ldy < .

T>1

il existe une constante x > 0 telle que pour tout A > 0,

sup sup Pg, (|Ar(®r)| > N) < 2eV.
T>1 SOEEL,M

Comme pour tout 7" > 0, on a
1o, —To Lo
—V; dy < VZ(z)dz < oo,
oo b " hT -1

S <%|AT(¢T)| > g) — 0. (4.6)

on obtient

T—o0

D’autre part,

mor) -~ = [ vz (U gy - ot = [ VEGas (oo + stz - o

e}

1 1 272
2°h.
= [ V2@ s+ 2hr) — asy(a)dz = [ V2T (e
-1 —1
ou ¢, est compris entre xg et xg + zhr.
Mais il existe Ty > 0 tel que pour T' > Ty, Uintervalle [zq — hr; zo + hr| est compris dans

[0;1]. 11 est alors clair qu'il existe une certaine constante C' = C(L, M) telle que
1

m(®r) — 02| < hQO/_ V2(2)dz.

1

On en déduit la convergence en Pg,—probabilité de ry(u) vers zéro quand T' — oo.
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Soulignons qu’en particulier, nous avons montré grace a (4.6) que (1/v/T)Ap(®r)
converge en Pg —probabilité vers zéro quand 7' — oo. En d’autres termes, on a

1 [T X, — > 1 — T
Pg, — lim — [ —V?2 dt = Pg, — li —V? dy.
S0 T T )y hr 'Y ( hr ) R e ( hr )qso(y) /

On en déduit que

I X; —
Pg, — lim DQ(Xt)d = Pg, — lim —2/ 1% (t—xo) dt
T—o0 0 T—o0 QOT hT
_ T = Ly — 2o
= Pg = lim [ hTV ( I )qSO(y)dy

1
= lim V2(2)qs, (zo + zhy)dz

T—o0 1

1
= gso(20) / V2(2)dz = o,

1

On peut alors appliquer le théoréme central limite pour les intégrales stochastiques (cf.
Kutoyants, 2004, p.43) pour obtenir

Lpg (Ar) —— N(0,07).

T—o00

4.4 Estimateur asymptotiquement efficace

Afin de construire un estimateur de S(zy) asymptotiquement efficace, on commence
par estimer la densité ergodique au point o via les observations { Xy, ¢ < to}, ol tg = T%7,
Yo <7y <1/2et 7y, = Soit

2ﬂ+1
1 to Xt — 2o
5 - dt
QT(%) 2,1 /0 Q ( ] ) )

avec Q = Iy, et | = lp = o(1/VT) quand T — oo.
Puis pour H > 0, on définit la procédure séquentielle (7, S5(x¢)) comme

Ty = inf{t> /tQ<Xt;x°> dt > H},
Si(xo) = / < °> AXLry <ty (4.7)

On choisit la fenétre h = hp = T~/ 28+ et le niveau H = Hyp = (T —t0)(2G7(z0) — 1) hr,

ou Gr(xo) = max(gr(xo), vy

8 ), er =1/(wrT") et vy =InT.
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Les lemmes suivants provenant de Galtchouk et Pergamenshchikov (2006b) donnent
quelques propriétés des variables aléatoires §r(xo), Gr(xo) et Ta.

Lemme 4.4.1 [] existe deuzx constantes k > 0 et T, > 0 telles que pour tout T' > T, et
tout A > 1/T, on a

sup  Ps (|Gr(zo) — qs(zo)| > A) < 26N,

SeXryB,M-B

Lemme 4.4.2 ][] existe une constante T, > 0 telle que

@' = sup sup  VtoEs|Gr(xo) — gs(o)] < oc.
T2>T. SEXL+B,M~B

Lemme 4.4.3 On a

lim sup sup Es
T—o0 S€2L+B,M—B

QT(IUO) QS(-??O)

Lemme 4.4.4 Pour tout p > 0,

lim 7%  sup Pg(rg >T) =0.
T—o0 Sels g,17(So)

Le centre du voisinage considéré doit vérifier une condition supplémentaire décrite par
la définition suivante.

Définition 4.4.5 Une fonction f satisfait a la condition ”zéro-constante” de Holder d’ex-
posant v > 0 au point xy st

i fy) — f(x0)

im ——————=

y—zo |y — xol*

=0.

Un exemple d’une telle fonction peut étre trouvé dans Galtchouk et Pergamenshchikov
(2006b).

Nous sommes maintenant en mesure de formuler le résultat sur la borne supérieure
asymptotique du risque maximal de U'estimateur (4.7).

Théoréme 4.4.6 Soient Sy € Xy et =1+, a €]0; 1[. Supposons que S}y satisfait a
la condition ”zéro-constante” de Holder d’exposant a > 0 au point xo. Alors nous avons

lim sup lim sup R 5.7(S7(%0), So) < E|E], &£ ~N(0,1).

6—0 T—o00

DEMONSTRATION: Soit S € Us 37(Sp). Décomposons 'erreur de 'estimation

Si(xo) — S(zo) = <BT —Gr+ \/g—;,_T) Ly <y — S(@0)lry>1y,
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ou
1 [T Xy —x
Br = g [ Q(F) (500 - St
HT to hT
1 T Xt—x()
Gr = g | QT ) (5050 - SCani
1 T (Xt—xo)
= dB;.
&r ), Q I :
Montrons tout d’abord que
limlimsup  sup  Egv/2¢s(xo)er|Br|li,<ry = 0. (4.8)
=0 T—oo  Sells 5.7(So)
Commencons par écrire
T T —ty 1
Br = — m +—=A , 4.9
= BT (T 0+ () )

o fls) = IS) — Stau)). 6n() = - (L), mh) =

1 T

Ao (f) = Nl (f(X;) —m(f))dt.

On peut transformer le terme m(f;) de la maniere suivante

/R F)as()dy et

wih) = o QL) (50 - Stanastuds

hr hy

= [ (Stao-+ hr) = S(an))as(in + hr2)ds

1

_ / (S0 + hrz) — S(x0))(as(zo + hr2) — gs(zo))dz

1

T+ as(a) / (Sao + =) = Slan))d:
=: ml(hT) + qs(.l’o)mo(hT).

Posons 7(y) := So(y) — So(zo) — Sh(xo)(y — o). Puisqu’on a
S € Us 3r(So), on obtient

ma(hr)] = ] / S(z0 + 2hr) — S(z0))dz

— ’/ r(zo + zhr)dz + /_I(D(xo + zhr) — D(x))dz

< 2 sup —|T(x0 + u)|
~
lu|<h |U|B

1
/ So(xo)zhrdz = 0 et

-1

K+ 6hE =: (2r* (hy) + 0)RE.
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En utilisant la condition ”zéro-constante” de Holder, on peut prouver que ]lzir% r*(h) = 0.

En conséquence il vient or|mo(hy)| < (27 (hy) 4 0)prhl = 2r*(hy) + 6 et
lim Tim_r|mo(hr)| = 0. (4.10)

De plus, en notant C' = C(L, M, B) une constante dépendant de ces parametres mais qui
n’est pas nécessairement la méme a chaque fois qu’elle apparait, nous avons

1
or|mi(hr)] < or | [S(zo+ zhr) — S(20)| lgs(w0 + 2hr) — qs(z0)| dz
-1

gCW%:C@ﬁTHQ (4.11)
car |gs(zo+zhr)—qs(zo)| = |zhrgs(c.)| < Clz|hy et |S(zo+zhr)—S(x0)| < (L+B)|z|hr.
D’apres l'inégalité (A.1) dans Galtchouk et Pergamenshchikov (2006b), il existe une
constante k > 0 telle que pour tout A > 0 :

sup sup sup  Pg (A r(fn)| > A) < 2e™, (4.12)
T210<to<T S€EX+B,M-B

Ainsi il est clair que 7T ~Y2Eg| Ay, 7(fr)| tend vers zéro quand T — oo uniformément en
S e U573,T(SO).

Soit g.(xg) == SeELiFBf o gs(xo). Alors g.(zo) > 0 et on peut écrire pour 7" suffisamment

grand
1 1 1 1 n 1
2Gr(zo) —er — Gr(zo) ~ |Gr(zo)  gs(zo)|  gu(z0)
Avec le Lemme 4.4.3, c’est un argument montrant que
lim  sup  Eg—m—t Ay (fi)] = 0. (4.13)
T=00 sets5.r(50) VT (2Gr(x0) — €1)
De par ce méme Lemme 4.4.3; (4.11) implique que
lim  sup ESL|m1(hT)| = 0. (4.14)

T—o0 setts 5(S0)  247(T0) — €T

Finalement, puisque  sup  gg(zg) < 00, (4.10) et le Lemme 4.4.3 nous aménent a
Sels,p,7(So)

lim lim  sup Eg LA qs(zo)|mo(hr)| = 0. (4.15)

6—0T—00 SEZ/{(s’g,T(So) 2qT (‘7:0) —E&r

L’assertion (4.8) provient alors de (4.13), (4.14) et (4.15).
On se propose désormais de montrer que pour tout § € (0, 1)

lim  sup  Egv/2qs(zo)er|Gr|li,<r = 0. (4.16)

T—=00 seuts 5.1(So)
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Remarquons premierement que
1

m(én) — 2qs(z0) = / (45 (w0 + uhr) — gs(zo)) du.

-1
D’apres la formule de Taylor, pour tout u € [—1, 1] il existe 6 € (0,1) tel que

! 1 i
qs(xo + uhr) — qs(xo) = qg(xo)uhr + §u2h2TqS(xo + Ouhr),

¢’est pourquoi nous obtenons

< Ch3, (4.17)

1 1
sup  |m(¢n) —2qs(zo)| = sup = ’/ u?hqd(zo + Ouhr)du
SEZ/{(;,[;YT(SQ) SGU(;’@’T(S()) 2 —1

pour une certaine constante C' = C(L, M, B).
Puis on a successivement

1 T
Grl < 5 / hron(X0IS(X,) = S

I L+ DB ([T H
< g | s B < SRR (o, (o - 3 )

< % <ﬁAto,T(¢h) + (T - to)m(¢h) — (T — to)(QCjT(xO) - 5T>>
< Q%fﬁz@@mﬂww+@_mm@@@—mwm+@@_%g.

Alors (4.17) et la définition de Hr entrainent

(L + B)hr (\/TAtO,T(%)

|Gr| <

i + 2|Gr(20) — qs(wo)| + Chi +er | -
qr(zo) T —t, Gr(z0) — qs(@o)| T T>

En utilisant le Lemme 4.4.2 et la définition de gr(zo), il vient

heVT
T — to

hr
Es|A + Ch3 + hrep + 2" —= | .
s Ao, (n)] 7+ hrer + 24 \/%>
Puisque (4.12) implique que Eg|As, 7(¢r)| est uniformément borné en S € Uspr(Sy) et
T > 0, on prouve aisément (4.16).
Au final, comme &7 est une variable aléatoire gaussienne standard, on a

Es|Gr|l,<ry < (L + B)y/vr (

7| B B /2qg (o) T/ 20+1) B
2qs<x0)¢TEs\/H_T ESK" B V(T —t0)(24r(x0) — e7)hr Bl
_ 2qs (o) (1 — 8)~1/2 _ V2qs(%0) Y 2gs(xo) 1| Ele)
vV 2Gr(zo0) — er V2qr(zo)  \/2Gqr(z0)
2qs(wo)(1 — %)71/2 2qs(zo) 2qs(zo)
< — E = — 1| E|¢]. 4.18
i) —or RN €]+ (o) €] (4.18)
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Or il est facile de voir que 2Gr(z) — er ~ 24r(wo) et (1 — to/T)"/?
Par conséquent, la limite

G- | ]
- - —o| —— | =o((lnT)""?) —— 0
V2ar(zo) —er \/2Gr(x0) ( @T(Io)) ((n )75 T—o0

est uniforme sur Us g 1(S5).

D’apres le Lemme 4.4.3, la seconde partie de (4.18) tend vers zéro uniformément sur
Us p7(So) quand T' — oo. En regroupant ceci avec (4.8), (4.16) et le Lemme 4.4.4, cela
complete la démonstration du Théoreme 4.4.6. O

~ 1 quand T — oo.




Chapitre 5

Simulations numeériques

5.1 Résultats

On illustre dans ce chapitre les résultats obtenus au Chapitre 2. Les fonctions et les
procédures utilisées ont été programmeées sous Scilab et leurs codes sont donnés dans la
prochaine section.

On se propose d’estimer en zj la fonction S définie sur [0; 1] par S(z) = |z — 2|?/1000.
On vérifie que cette fonction appartient & H (4,071, 8) lorsque /1000 < § < 1000/3. Les
valeurs de zg et de (3 sont laissées au libre arbitre de 1'utilisateur des programmes.

Pour ’écart-type des bruits g, on prend la fonction décrite en 2.9 :

¢ (x,8) = G(x,S(x))+/0 V(S(t))dt,

G(z,y) = oo+ a1z + assin’y,
V(y) = azsin’y.

Les calculs présentés ici sont effectués avec un choix de constantes ag = oy = ag = ag =1,
mais 'utilisateur peut lui-méme choisir ces valeurs.

On estime S(z() par trois estimateurs construits a 1’aide des observations
{yl,Z = 1,..‘,71} :

— notre estimateur & noyau S, = (1/qn) Z Q (mkh_ ZO) Yk,
k=1 "

— un autre estimateur & noyau S, = (1/k,) Z K (xkh_ ZO) Yk,
k=1 "

— Testimateur localement polynomial (cf. Tsybakov (2004)) LP,, = UT(0)4,,

67
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ou

Lop, = V@),

“ ;i — X - ;i — X
Q = H[—1;1]7 Qn:;Q( h,, >7 kn:ZK< h. >7
Uw) = (Lw)', 6, =B 'a,

1 a T; — X T (% — Zo T; — Xo
B, = U U|l—— K ;
nhy, ; ( hin ) ( hin ) ( hin )

1 « T; — To T; — To
¢ nhn;U( I ) ( hn )y

avec K un noyau positif a support compact inclus dans [—1; 1] vérifiant pour tout u € R :

Kmm]l{|u\<A} < K(U) < Kma:ca

pour un certain A > 0. On choisit pour noyau K le noyau d’Epanechnikov :
3 2
K(u) = Z—lmax(O, 1 —u®).

Les résultats numériques approximent les risques asymptotiques des trois estimateurs
utilisés du fait du calcul d’'une espérance (on effectue une moyenne pour M = 200 simula-
tions) et du nombre fini d’observations n. On a choisi o = 0.8 et § = 1.36. Précisons aussi
que pour différentes valeurs de n, les simulations sont réinitialisées et donc ne courent pas
sur les mémes premiers aléas. Les valeurs sont a comparer a la constante asymptotique
exacte 1/4/m =~ 0.564.

Pour des variables aléatoires {&;,i = 1,...,n} i.i.d gaussiennes standard, on a obtenu :

n Sy Sy, LP,
10 0.667 | 0.721 | 0.801
100 | 0.533 | 0.550 | 0.549
1000 | 0.575 | 0.598 | 0.598
5000 | 0.528 | 0.557 | 0.557
10000 | 0.546 | 0.606 | 0.606

Pour des variables aléatoires {{;,i = 1,...,n} ii.d réduites a partir de variables
aléatoires uniformes sur [—1; 1], on a obtenu :
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n S’n Sn L]Dn
10 0.557 | 0.634 | 0.788
100 | 0.600 | 0.632 | 0.634
1000 | 0.550 | 0.626 | 0.626
5000 | 0.570 | 0.616 | 0.616
10000 | 0.560 | 0.600 | 0.600
Pour des variables aléatoires {§;,i = 1,...,n} i.i.d centrées et réduites a partir de

variables aléatoires exponentielles de parametre 1, on a obtenu :

n Sn Sn L]Dn
10 0.644 | 0.718 | 0.815
100 | 0.570 | 0.601 | 0.618
1000 | 0.557 | 0.584 | 0.584
5000 | 0.592 | 0.636 | 0.636
10000 | 0.556 | 0.588 | 0.588

5.2 Programmes

Les fonctions et les procédures implémentées en Scilab sont données en italique :

— la fonction "signal” :

function[y] = signal(x, 20, bet)

y = (1/1000) * (abs(x — z0)) " bet

endfunction

— les noyaux et quelques fonctions auxiliaires :

function[y] = noyaurect(x)

if ((x>1)|(z<-1)) then y=0

else y=1
end
endfunction

function[W] = doubleverect(X,n, h)

W = zeros(1,n)
for i1=1:n

W (i) = noyaurect((X (i) — z0)/h)

end
endfunction

function[y] = epanech(x)
y=0.75«max(0,1 —z"2)
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endfunction

function[W] = doubleveepanech(X,n, h)
W = zeros(1,n)

for 1=1:n

W (i) = epanech((X (i) — 20)/h)

end

endfunction

function[V] = U(x)
V = [lz]
endfunction

la fonction représentant 1’écart-type du bruit :

function[y| = ecarttype(x, S, a0, al, a2, a3, 0, bet)
y = sqrt(al + al x x + a2 * (sin(S(z, 20, bet))) ~ 2
+integrate('3 = (sin(S(t, 20, bet))) "~ 2"/, 0,1));
endfunction

la procédure donnant les risques des trois estimateurs pour des bruits gaussiens :

n = input(” Rentrerlavaleurden : 7);

20 = input(” Rentrer la valeur de 20 :7);
bet = input(” Rentrer la valeur de beta :”);
a0 = input(” Rentrer la valeur de a0 :”
al = input(” Rentrer la valeur de al :
a2 = input(” Rentrer la valeur de a2 :
a3 = input(” Rentrer la valeur de a3 :
M = input(”Combien de simulations?”);

X0 = linspace(0,1,n+1); X = X0(2:n+1);h=n"(—1/(2* bet + 1));
WNW = doubleverect(X,n,h);qgnNW = sum(WNW);

W Epa = doubleveepanech(X,n, h); gnEpa = sum(W Epa);

I
2

)
);
77>;
77);

for k=1:M

X1 = grand(1,n,'nor’,0,1);

Y = signal(X, 20, bet) + ecarttype(X, signall, a0, al, a2, a3, 20, bet). x* X I,
YYNW = (1/gnNW) « WNW. % Y,

NW (k) = sum(YY NW);

NWabs(k) = abs(NW (k));

YY Epa = (1/gnEpa) x W Epa. x Y,

Epa(k) = sum(YY Epa);
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Epaabs(k) = abs(Epa(k));

i =1;B = zeros(2,2);a = zeros(2,1);

while 1 <=n

B = B+ (epanech((X (i) — 20)/h)/(nxh)) « U((X (i) — 20)/h) * U((X (i) — 20) /h)’;
a=a+ (Y(i) * epanech((X (i) — 20)/h)/(n*x h)) « U((X (i) — 20)/h);

1=1+1;
end
teta = B\a;

LPEpa(k) = U(0) * teta;
LPFEpaabs(k) = abs(LPEpa(k));
end

risqueNW =n" (bet/(2 x bet + 1)) * sum(NWabs)/

(M * ecarttype(z0, signall, a0, al, a2, a3, 20, bet))
risqueEpa =n" (bet/(2 * bet + 1)) x sum(Epaabs)/

(M * ecarttype(z0, signall, a0, al, a2, a3, z0, bet))
risqueLPEpa = n" (bet/(2 % bet + 1)) x sum(LP Epaabs)/
(M * ecarttype(z20, signall, a0, al, a2, a3, 20, bet))

En ce qui concerne les autres lois des bruits, il faut remplacer la ligne
XI=grand(1,n, nor’,0,1) ;

par
XI=grand(1,n,’exp’,1)-1;

pour des lois exponentielles recentrées, et par
XI=sqrt(3)*grand(1,n, unf’,-1,1) ;

pour des lois uniformes recentrées.
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