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INTRODUCTION




1 INTRODUCTION

Au cours des années 60 et 70 la théorie de systémes linéaires
multivariables a connu un développement formidable, qui est dii en partie a

I'étude de propriétés structurelles pour la résolution de divers problémes de

commande.

Dans ce sens le découplage est un sujet qui a motivé un nombre
impressionnant de travaux de recherche. Une compilation assez vaste des
contributions sur ce domaine jusqu'aux années 70 est donnée dans [M2]. En

ce qui concerne les contributions plus récentes on peut consulter [D2].

Le probleme a été formulé dans un contexte de variables d'état par

Morgan en 1963 [M6]. Soit (C, A, B) un systéme linéaire stationnaire de
dimension finie décrit par :

Xx=Ax+Bu ; ueRM, xe RO

y=Cx ; yeRP

S

s

Il s'agit de trouver (si possible) un retour d'état (u = F x + G(v)/‘tel v
que chaque entrée commande indépendamment une seule sortie du systtme

bouclé.

On peut distinguer en gros 1'évolution de la théorie de découplage de
la fagon suivante :

- Découplage diagonal (p=m) a l'aide d'un retour d'état régulier IGl # Q.
Falb et Wolovich en 1967 dans [F1] ont donné la premidre solution
complete de découplage. Puis Gilbert en 1969 a déterminé des modes
fixes qui interviennent quand on désire découpler un systéme {G1]. Le

découplage avec stabilité sera possible lorsque les dynamiques associées




au modes fixes soient stables.

- Découplage par blocs par retour d'état régulier (un sous-ensemble
d'entrées commandant indépendamment un sous-ensemble de sorties).
En 1971 Morse et Wonham [M?2] ont utilisé des méthodes géometriques
pour donner des conditions de découplage avec assignation arbitraire de
valeurs propres. Pour un systéme découplable et stabilisable ; ils
emploient un algorithme d'extension dynamique qui rend le systéme
découplable par retour d'état statique, et le systéme étendu ainsi obtenu
ne possédant pas des modes fixes introduits par Gilbert [G1]. Plus tard,
en 1983, Hautus et Heymann dans 1'approche matrice de transfert (en
[H1]) ont donné des conditions de découplage avec stabilité a I'aide des
différentes lois de commande telles que la précompensation et le retour
d'état statique ou dynamique. Ces conditions s'expriment exclusivement
en fonction des propriétés structurelles du transfert du systeme.

- Découplage ligne par ligne par retour d'état non résulier. Une

solution du probléme a I'aide d'un retour d'état dynamique non régulier
dans 1'approche transfert du découplage a été donnée par Dion et
Commault en 1988 [D7]. Les auteurs ont montré que si le découplage
est possible il le sera aussi avec stabilité. Puis Descusse et collaborateurs
en 1988 [D3] ont donné des conditions structurelles de découplage qui se
basent d'une part sur des entiers invariants par bouclage "les ordres
essentiels” [C3] et d'autre part sur I'étude de la modification de la

structure A I'infini par feedback non régulier [L1].

Actuellement apres un quart de sicle de recherches le probléme du
découplage dans sa formulation la plus générale, c'est a dire par retour
d'état sans restrictions sur u= Fx + Gv et avec stabilité du systeme bouclé,
reste encore ouvert.

Au tableau 1 nous citons un ensemble des problemes du découplage
résolus et non résolus. On trouve en référence les travails qui ont apporté

des solutions au probléme correspondant.
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Dans cette thése notre intérét se porte sur le découplage par blocs au moyen
d'un retour d'état dynamique éventuellement non régulier, en utilisant
essentiellement 1'approche matrice de transfert. Nous traiterons aprés un cas

encore plus important, celui du découplage avec stabilité.

Notre attention a €t€ aussi attirée par la détermination des systémes
découples par blocs de structure la plus simple possible. Ces solutions sont
intéressantes car elles sont li€es au retard minimal imposé 2 la dynamique du
systeme pour pouvoir le découpler. Dans le cas ligne par ligne, le retard

minimal est déterminé par les entiers invariants par bouclage introduits dans
[C3, D7].

Au tableau 2 nous présentons un résumé des résultats en matiére de

systeémes découplés par blocs par précompensation de structure minimale.

LIGNE PAR LIGNE PAR BLOCS
DEGREN]I)H%II;\A{%LI ILLAN {D7] Dion, Commault [D8] Dion, Torres et Commault
L'IIS\I’II;R;PIIJICMI IENII{EMﬁLE [C3] Commault, Descusse, Dion,| [C4] Commault, Descusse. Dion

DETAILLEE Lafay et Malabre et Torres

DEGRE DE -
MCMILLAN MINIMAL [D7] Dion et Commault [CS] Commault, Dion et Torres

AVEC STABILITE
STRUCTURE
INSTABLE [D7] Dion et Commault {D9] Dion, Commault et Torres
- DETAILLEE

TALBEAU 2. Structure minimale du systéme découplé par précompensation.



Aussi bien pour le découplage que pour le découplage avec stabilité :
les systémes découplés minimaux que l'on obtient par retour d'état
dynamique (quand c'est possible) sont les mémes que ceux obtenus par
précompensation [D8, C4, C5, D9].

Yo

lﬁn

obtient par retour d'état statique (quand c'est possible) sont les memes que

Pour le découplage sans stabilité, les systémes minimaux @
ceux obtenus par précompensation [DS5].
Le contenu des chapitres de cette these est le suivant :

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques notations et quelques
notions de base sur la structure finie et sur la structure a l'infini des
matrices de transfert. Puis nous présentons les lois de commande employées
dans ce travail. Un bref rappel de quelques résultats existants sur le

découplage est donné 2 la fin du chapitre.

Le découplage par blocs par retour d'état dynamique (non régulier)
est abordé dans le chapitre 3. Il est essentiel, pour la solution de ce
probléme, d'étudier certains sous-espaces réels associés au comportement 3
l'infini d'une matrice rationnelle déduite de la matrice de transfert du
systtme. Le découplage avec stabilité est également considéré. D'une
maniere analogue au cas ligne nous montrons que si le découplage par blocs
est possible il le sera avec stabilité.

L'étude, abordée dans le chapitre 4, concerne les systmes découplés
par blocs de degré de McMillan minimal et de structure a l'infini minimale.
A cette fin deux invariants par bouclage sont introduits. Ainsi le degré de
McMillan minimal du i¢me bloc du systéme découplé sera déterminé 3 l'aide
d'un entier invariant par bouclage. Ensuite, nous passons a I'étude de la

structure a l'infini minimale du systéme découplé, en la détaillant A I'aide



d'une liste d'entiers invariants par bouclage associée au i¢me bloc du
systeme découplé. A la fin du chapitre nous montrerons que les systémes
minimaux que l'on peut obtenir en découplant par retour d'état dynamique
(quand c'est possible) sont les mémes que ceux obtenus en découplant par

précompensation.

Le chapitre 5 est consacré a la généralisation des invariants du
chapitre précédent au cas du découplage par blocs avec stabilité. Nous
déterminerons le degré de McMillan minimal et la structure & l'infini
minimale qui peuvent étre obtenus en découplant un systéme par blocs et
avec stabilité a l'aide d'un précompensateur. L'étude est fait via deux
invariants (par bouclage qui préserve la stabilité). Nous illustrerons sur un
exemple que si le découplage avec stabilité par retour d'état dynamique est
possible, alors les systtmes minimaux que 1'on peut obtenir sont identiques

ceux obtenus par précompensation.






CHAPITRE 2

PRELIMINAIRES




2  PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notations utiles a I'étude
des systtmes linéaires. Nous rappelons brievement par la suite des
préliminaires sur la structure finie et infinie d'une matrice de transfert. Nous
spécifions les lois de commande considérées dans ce travail et pour finir

nous rappelons quelques résultats sur le découplage ligne par ligne.

Quelques notations : Pour 1'étude des systemes linéaires représentés par des

matrices de transfert, les notations fréquemment adoptées sont les suivantes.

L'anneau de polynémes 2 coefficients dans e corps des réels R est
noté€ R[s]. Une fraction rationnelle f(s) = n(s)/d(s) est le rapport entre deux
polynémes n(s), d(s). Elle est dite propre (strictement propre) si
deg d(s) > deg n(s) (deg d(s) > deg n(s)). L'ensemble des fractions
rationnelles est un corps noté R(s). L'ensemble des fractions rationnelles

propres est un anneau noté Rp(s).

~ Les ensembles de matrices de dimension pxm 3 éléments dans R(s),
Rp(s), R[s] et R sont notés respectivement RPXM (5) RpPXm(g) RPXM[g] et
RPXm,

Les unités de 1'anneau ROX0[5], c'est 3 dire les matrices polyndmiales
et d'inverse polyndmiale, sont appelées matrices unimodulaires. Une matrice
B(s) nxn est dite bicausale si elle est rationnelle propre et d'inverse

rationnelle propre, B(s) est donc une unité de I'anneau RpTXN(g),



2.1 Struture Finie

Il existe une grande variété de définitions concernant la structure finie
d'un systeme linéaire. Des études approfondies sur le sujet ont été faites dans
(M4, S1]. Dans ce travail nous nous limitons 2 la définition des pdles et des
zéros basée sur les factorisations de Smith-McMillan d'une matrice de
transfert [C1, K1].

Définition 2.1 : Forme de Smith-McMillan
Soit T(s) une matrice de transfert rationnelle propre pxm. Il existe des

matrices unimodulaires Uy(s) et Uy(s) telles que T(s) peut s'écrire :

T(s) = U1(s) A(s) Us(s)

A(s) est une matrice de la forme :

0 ] avec A(s) = diag (81(3)”_., €r(s)
0 y1(s) Wr(s)

€i(s),yi(s) étant des polyndmes premiers entre cux et r le rang de T(s)
gi(s) divise €j,1(s) et Wit+1(s) divise yj(s) pouri=1,...,r-1

De plus A(s) est uniquement définie et appelée formé de
Smith-McMillan de T(s). '

Définition 2.2 : Poles et zéros
Les poles de T(s) sont les racines de yi(s) et les z€ros de T(s) sont les

racines de g;(s), pouri=1,..., r.

Cette définition coincide avec la définition géométrique pour un



systtme commandable et observable.

Exemple 2.1 : Considérons la matrice de transfert T(s) suivante :
E s+7

écrivons T(s) sous la forme II\DI_—E% ; avec D(s) le PPCM de dénominateurs
s

de T(s), nous avons :

N(s) = (s+3)(s+5)(s+7) (s+1)(s+5)(s+7) }

(s+1)(s+3)(s+7) (s+1)(s+3)(s+5)
D(s) = (s+1)(s+3)(s+5)(s+7).

Un moyen simple pour calculer la forme de Smith-McMillan de T(s)
est le suivant ; posons No(s) =1 et soit Nj(s) le PGCD des mineurs d'ordre i

de N(s), on a :

nj(s) == o Nj(s)/Nj.1(s) ol o est un facteur de normalisation tel

que le coefficient de la plus haute puissance de n;(s) est égal 3 un. -
gi(s)/y;i(s) = nj(s)/D(s) apres réduction et pouri=1,...,r

Dans notre cas : Ni(s) =1 et No(s) = D(s) (-s+1). Alors la forme de
Smith McMillan de T(s) est donnée par

/)
TR

b
////} i FRE
W
-

I
|

|
t
i

i__,,.x_...\
N
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1
(s+1)(s+3)(s+5)(s+7) 0

A(s) =
0 (s-1)

T(s) a donc quatre pdles stables en s = -1, -3, -5, -7 et un zéro instable

en s = 1.

2.2 Structure Infinie

La structure a 1'infini joue un rdle fondamental dans la résolution de
différents problémes de commande [D2, D3, D8]. Partons de la définition de
Rosenbrock, (1970) donnée dans [R1].

Définition 2.3 : Poles et zéros a l'infini

Soit T(s) une matrice rationnelle pxm. On dit qu'elle a un zéro
(respect. un pdle) a l'infini d'ordre k si T(1/®) a un pdle (respect. un zéro)
d'ordre k en w = 0.

Ainsi une fonction de transfert propre n'aura qu'un seul zéro 2 l'infini

d'ordre égal a la différence des degrés du dénominateur et du numérateur.

Exemple 2.2 : Cas monovariable

Soit la fonction de transfert : F(s) = S
(s+1)(s+2)(s+3)
elle peut s'écrire aussi : F(s) = L B(s); avec B(s) = 53 .
s% (s+1)(s+2)(s+3)

F(s) a un zéro a l'infini d'ordre 2, B(s) est bicausale n'ayant pas de .

singularités en s=oo,
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Pour les matrice de transfert, on peut dire que les zéros sont des
valeurs de la fréquence complexe s (l'infini étant inclus dans les valeurs de
s), pour lesquelles il y a une perte du rang de la matrice de transfert.

Nous allons voir que, comme dans le cas monovariable, la structure
I'infini d'une matrice de transfert peut s'exhiber & l'aide de matrices
bicausales [D2, V6].

Définition 2.4 : Forme de Smith-McMillan 3 I'infini

Soit T(s) une matrice rationnelle propre pxm. Il existe des matrices

bicausales B1(s), Bo(s) telles que T(s) peut s'écrire :

T(s) = B1(s) A(s) Bo(s)

avec

Ny 2ny ... 2020, r étant le rang de T(s).

De plus, A(s) est uniquement définie et appelée la forme de Smith
McMillan 2 l'infini de T(s)

Définition 2.5 : Zéros a l'infini

Les zéros a I'infini de T(s) matrice de transfert rationnelle propre

sont donnés par la forme de Smith-McMillan 2 l'infini de T(s). On dira que

T(s) a r zéros 2 l'infini d'ordres respectifs ny, ny, ..., ng.
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Exemple 2.3 : Considérons a nouveau la matrice :

1 1

T(S — s+1 s+3
) 11
s+5 s+7

le calcul de sa forme de Smith McMillan 2 l'infini peut se faire comme

précédemment en prenant Nj(s) le PGCD des mineurs d'ordre i, mais cette

fois ci, de T(s) sur Rp(s). De ceci il découle une expression trés simple qui
nous permet d'obtenir les ordres des zéros a l'infini. Soit q; l'ordre

minimum des zéros 2 l'infini des mineurs d'ordre i de T(s),ona :

nj = qj - qj-1 pouri=1,..,r avecqy=0
dans notre exemple q; = 1 et le seul mineur d'ordre 2 est

No(s) = (-s+1) / (s+1)(s+3)(s+5)(s+7), donc qy = 3.

Ainsi T(s) a deux zéros A l'infini d'ordres 1 et 2 respectivement.

2.3 Précompensation et Retour d'Etat

Dans ce paragraphe nous présentons les types de lois de commande qui

seront utilisés dans la suite de ce travail.

Considérons d'abord une matrice de transfert T(s) et une réalisation
minimale en variables d'état (C, A, B) de T(s).

X =Ax + Bu; ueRM; xe RO ;

y = Cx ; ye RP
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avec T(s) = C(sI - A)‘lB
Les types de lois de commande considérés sont :

1) Précompensation : u = G(s) v , avec G(s) matrice de transfert

propre ;

2) Retour d'état dynamique : u = F(s) x + G v, avec F(s) matrice de

transfert propre et G matrice constante ;

3) Retour d'état statique : u = F x + G v, avec F et G matrices

constantes.

Quand la matrice G est non réguli¢re on parlera de retour d'état

statique (ou dynamique) non régulier.

Maintenant, voyons la relation entre précompensation et retour d'état.

Soit Tg(s) la matrice du systéme bouclé dans le cas ou G est réguliére :

Tr(s) = C(sI- A - BR-1BG
T(s) [L+ F(L-A - BF)'1BIG = T(s) B(s)

Il

B(s) est causale et B-1(s) = G-1 [I- F(sT - A)1B] Test aussi ;
B(s) est donc bicausale.
Alors, tout retour d'état peut s'écrire comme un précompensateur

bicausal. La propriété réciproque reste vraie quand on se restreint au retour ]

d'état dynamique. Ceci est précisé par le résultat de Hautus et Heymann dans
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[H2].

Théoréme 2.1 :

Soit T(s) une matrice de transfert propre et (C, A, B) une réalisation
de T(s). Soit C(s) un précompensateur propre, alors C(s) peut étre réalisé
par un retour d'état dynamique (u = F(s) x + Gv) sur la réalisation (C, A, B

si et seulement si C(s) est bicausale.

Une condition supplémentaire apparait nécessaire si l'on veut réaliser
C(s) par retour d'état statique. Une telle condition n'est pas simple a vérifier,
ce qui rend difficile- le traitement du retour d'état statique par l'approche

transfert.

24 Découplage Ligne par Ligne.

Le découplage a été étudié depuis plusieurs années. La motivation est
d'origine pratique. Un systéme multivariable est découplé si chaque sortie du
systéme peut étre commandée indépendamment par une et une seule entrée
du systéme.

Considérons un systéme linéaire invariant (C, A, B) décrit par :

X = AX + Bu ; 'ueRm;xeRn

y = Cx ; y € RP

que l'on cherche a découpler. La formulation du probleme est due 2

Morgan (1964), qui donna une condition suffisante de découplage (le produit
CB non singulier), [M6].
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2.4.1 Retour d'Etat Régulier.

La premiére solution compléte a été donnée dans [F1] par Falb et
Wolovich (1967). Ils ont considéré le découplage diagonal (p=m) 2 l'aide
d'un retour d'état u = Fx + Gv, avec G matrice constante réguliére. Leur

condition s'exprime de la fagon suivante :

Théoréme 2.2 :

C,AMlB
Soit J = :
Cn A™1B

avec Cj la ieme ligne de C et nj : = min{k, tel que CiAk“lB #0}.

Le systtme (C, A, B) est découplable par retour d'état régulier

(u = Fx + Gv, avec G réguliére) si et seulement si J est inversible.

Exemple 2.4 : Soit le systéme

000 Lo o
A=1001| s B=l0o0 ;C=[ }
110 i
000

Apres calculs on trouve :ny =2 ,ny = 1et]J =[ 1o J
10

Le systeme (C, A, B) n'est donc pas découplable.

Les n; correspondent aux zéros infinis de lignes du systeme (C, A, B),
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[V3]. La condition de découplage que nous venons de voir a été reformulée
en termes de la structure infinie par Descusse et Dion dans [D2].

Théoréme 2.3 :
Le systtme (C, A, B) linéaire carré inversible peut &tre découplé par

un retour d'état régulier si et seulement si l'union des zéros infinis de

(Ci, A, B) est égale aux zéros infinis de (C, A, B).

Sur I'exemple précédent on a :

T(s) = [S'l 0} - Bl(s)[s'1 O]Bxs)

g1 g2 0 s2

T(s) a deux zéros infinis d'ordres (1, 2) et ses lignes ont chacune un

z€ro infini d'ordre 1, donc T(s) n'est pas découplable.

Notons qu'il suffit de comparer deux listes d'entiers (Ies ordres des
z€ros a l'infini), pour pouvoir affirmer qu'un systtme est découplable. Ce
résultat peut étre étendu au cas blocs. On peut dire brievement que le
découplage par blocs est possible si et seulement si I'union des zéros a l'infini

des blocs de lignes de T(s) est ¢gale aux zéros a l'infini de T(s) [D1].

2.3.2 Retour_d'Etat Non Régulier.

Jusqu'a maintenant nous avons considéré un retour d'état u = Fx + Gy,
avec G régulier. Pour les systémes non carrés, avec un nombre d'entrées
supérieur & celui des sorties (m > p) il est restrictif de travailler avec des lois

de commande régulieres.
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Exemple 2.5 : Soit T(s) tel que :

T(s) = [S'Z 0 S'SJ

sl s3 0

T(s) a deux zéros a l'infini d'ordres 1 et 4, les ordres des zéros infinis
des lignes sont 2 et 1. T(s) n'est donc pas découplable par retour d'état

régulier. Par contre le compensateur constant G donné par :

0 0
G=1o0 1
1 0
) ) §o 0
découple bien T(s) en : TG =
0 s3

En considérant un retour d'état dynamique non régulier Dion et
Commault (1988) ont donné une solution au probleme de découplage ligne

par ligne, a savoir :

Théoréme 2.4 :

Soit T(s) une matrice de transfert pxm rationnelle propre de rang p et

de noyau statique nul. T(s) peut étre découplée par un retour d'état
dynamique non régulier si et seulement si

m = 2p - k.

ou k est le rang en colonnes a l'infini de la matrice interacteur de
T(s).

La matrice interacteur I(s) de T(s) est une matrice polynomiale *

(triangulaire inférieure) associée de maniére unique a T(s) ; elle est
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introduite par Wolovich et Falb dans [W3]. Plus tard Morse démontrera que
I‘l(s) correspond a la forme de Hermite de T(s) sur Rp(s) [M5].

Il n'est pas trés restrictif de considérer uniquement des matrices de
noyau statique nul (Ker T(s) n R™ = (). Si T(s) n'a pas cette propriété elle
peut étre rendue de noyau statique nul en éliminant ses entrées non
indépendantes. En termes d'espace d'état T(s) sera de noyau statique nul si et
seulement si B est injective dans toute réalisation (C, A, B) de T(s).

Reprenons l'exemple précédent, en factorisant d'abord T(s) comme il

suit :
2
T(s) = [I'(s) 0] B(s) = { * o0 } B(s)
gl -3 0
.. s2 0
la matrice interacteur de T(s) est : I(s) = [ }
-s4 s3

Le rang en colonnes a l'infini de I(s) est défini comme le rang de I

ou I : = limg _)w{I(s)diag(s'kl,..., s'kp)}, avec kj entier tel que Iy n'a pas

de colonnes nulles lorsque s tend vers I'infini [D7].

Dans l'exemple,

10 = limg_y.. {I(s) - diag(s, s3)) = { 0 0 }
1

alors, le rang en colonnes i l'infini k de I(s) est égal a 1.

Le nombre d'entrées étant m = 3 et le nombre de sorties étant p=2,.

on a donc m = 2p -k, les trois entrées sont nécessaires pour découpler T(s).






CHAPITRE 3

DECOUPLAGE PAR BLOCS
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3 DECOUPLAGE PAR BLOCS

Ce chapitre est consacré 2 1'étude du découplage par blocs des systémes
linéaires invariants de dimension finie repésentés par des matrices de
transfert. Nous aborderons le découplage i l'aide d'un précompensateur
C(s), en construisant C(s) pour que celui-ci soit réalisable par retour d'état
dynamique (u = F(s) x + Gv, G étant éventuellement non régulidre) sur

une réalisation minimale de T(s).

Dans un premier temps, afin de donner une solution a ce probleéme,
nous introduisons pour une matrice rationnelle N(s) un espace réel relié au
comportement a l'infini des colonnes de N(s). Puis nous donnerons une
condition nécessaire et suffisante de découplage par blocs par retour d'état

dynamique éventuellement non régulier.

En ce qui concerne le découplage (par blocs) avec stabilité nous allons

montrer que si le découplage est possible, il le sera aussi avec stabilité.

Avant de commencer, nous allons essayer d'expliquer la raison de
lI'intérét que nous portons, d'une part au retour d'état et d'autre part au
découplage par blocs.

Pour le premier cas, nous pouvons dire qu'un retour d'état est en
général plus simple que le précompensateur équivalent, dans le sens qu'il
rajoute moins de dynamique. D'une fagon plus concréte nous avons la

proposition suivante [D7] :

Proposition 3.1 :

Considérons un systéme de matrice de transfert T(s) pxm strictement
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propre de noyau statique nul et soit (C, A, B) une réalisation minimale de
T(s). Soit C(s) un précompensateur réalisable par retour d'état statique ou
dynamique (u= F(s)x + Gv), alors F(s) posséde un degré de McMillan
inférieur ou égal & celui de C(s).

Le découplage par blocs peut étre employé quand le découplage ligne

par ligne n'est pas possible. Illustrons ceci par I'exemple suivant :

Exemple 3.1 :
Considérons la matrice de transfert T(s) et le précompensateur C'(s)
suivants :
s 0 0 s2 st 0 0 s 0 0
TECE =10 st 0 o _01 Sll 10 =10 sl o0
st gl g2 g2 0 0 0 0 0 st

C'(s) découple bien T(s). Par contre nous pouvons montrer que T(s)

i

n'est pas découplable ligne par ligne par retour d'état dynamique.

Néanmoins T(s) sera découplable par un précompensateur réalisable
par retour d'état dynamique non régulier (u=F(s)x+Gv, G non régulier). Ces
précompensateurs ont la propriété d'étre de rang plein en colonnes lorsque s

tend vers 1'infini. Dans l'exemple un tel C(s) et T(s)-C(s) sont donnés par”:

st -1 sl s?2 s1 0
TOCe=Te | § 19 =l o« o
0 0 1 0 0 s?

rank(limg_, ., C(s)) = 3, C(s) sera donc réalisable par retour d'état .

dynamique [D7].
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3.1 Enoncé du Probléme

Considérons un systéme de matrice de transfert T(s) pxm strictement

propre, décomposé en blocs de lignes, relativement 3 une partition de sortie

P1,--- PK) telle que P1 +Pp2 + ... + px = p, de la maniére suivante :

Ty(s)
T(s) = : ; avec Ti(s) € R P™™(s)

Tk(s)

Nous dirons que T(s) est découplée par blocs , relativement 3

(P1>---» P) si il existe des entiers my,..., my qui satisfont la propriété

>X-1mj = m, de maniére que T(s) puisse s'écrire sous la forme bloc

diagonale suivante :

T11(s) 0
T(s) = S = diag(T11(s),.-., Tik(s))
0 Tik(s)

avec Tjj(s) € RpPiXmj(s).

Cela veut dire qu'un sous-ensemble d'entrées agit sur un et seulement

un sous-ensemble de sorties. Pour qu'une telle relation soit effective il faut

que Tj;(s) soit non nulle, dans ce cas T(s) est dit non dégénérée.

Le probleme de découplage analysé dans ce travail sera de frouver (si
possible) un précompensateur C(s) réalisable par retour d'état dynamique
(u=F(s)x + Gv, avec G éventuellement non reguliére) sur une réalisation

minimale de T(s), tel que I(s)-C(s) soit découplée par blocs et non
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dégénérée.

Une condition supplémentaire est imposée aux précompensateurs C(s)
afin d'éviter les trivialités (C(s) = 0). Nous supposerons par la suite que C(s)
satisfait la "condition d'admissibilité" décrite par :

rang T(s) C(s) = rang T(s) 3.1

avec rang T(s) le rang de T(s) sur le corps de fonctions rationnelles.
La condition (3.1) est parfois appelée condition de préservation de la
commandabilité fonctionnelle de sortie. En effet, si T(s) est de dimension
pxm, alors T(s) posséde la propriété de commandabilité fonctionnelle de
sortie si et seulement si rang T(s) = p [B1, C6].

Nous supposerons par la suite que T(s) verifie la condition nécessaire
et suffisante de découplage par blocs par précompensation de [H1], qui est
donc nécessaire pour le découplage par précompensation réalisable par

retour d'état dynamique ; elle est donnée par :
k

rang T(s) = Z rang Tji(s) (3.2)

i=1

ou Tj(s) représente le iéme bloc de lignes de T(s).

Dans le cas du découplage ligne par ligne la condition (3.2) est
€quivalent a T(s) surjective. Un précompensateur qui découple est donnée
par C(s) = T*(s)-1/s%, avec T*(s) une inverse 2 droite de T(s) et o0 un entier

suffisament grande pour assurer que C(s) soit propre.

Actuellement, un probléme reste encore ouvert, celul du découplage

ligne par ligne (par blocs) par retour d'état statique non régulier avec
stabilité, (voir tableau 1).
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3.2 Sous-espaces Maximaux 3 I'Infinj.

Dans cette partie nous allons introduire, pour une matrice rationnelle
T(s), un espace réel associé 3 I'image de T(s). La dimension de cet espace va
correspondre au rang maximal des matrices de la forme T(s)-P(s) lors que s

tend vers l'infini, avec P(s) matrice rationnelle propre.

Considérons la matrice rationnelle T(s) de rang 2 décrite par :

T(s)=[s O}

s2 s2

2 1
S 0 J ot P2=[ S 0 }
0 s2 s g2

lim {T(s)Py(s)} ={° OJ et lim {T(s)Py(s)) =[1 O}
. 1 1 § 0 1

et soient les matrices propres : Py = {

Nous avons :

rang a l'infini de T(s)'P1(s) =1 ; rang 2 l'infini de rang T(s)-P(s) = 2

Dans I'exemple Py(s) est telle que T(s)-Py(s) est de rang maximal

I'infini. Le rang maximal a l'infini (ou lorsque s tend vers I'infini) qu'on
peut obtenir par matrices de la forme T(s)-P(s) est déterminé par le rang de

T(s) sur le corps de fractions rationnelles.

En général, pour une matrice T(s) pxm rationnelle de rang r, il est
possible de trouver une matrice rationnelle propre Q(s) telle que T(s)-Q(s)

soit de rang a l'infini égal a r, qui est le maximal qu'on peut obtenir.
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Pour montrer cela considérons une factorisation de Smith-McMillan a
I'infini de T(s), de la maniére suivante :

AGs) O

T(s) = B'(s) A(s) Bs) =[ V(s) W(s)] [ } B(s)

3.4)

avec B'(s), B(s) matrices bicausales et A(s) = Diag(s™1,..., s™). B'(s)

est décomposée en B'(s) = [V(s) W(s)], ot V(s) est rationnelle propre pxr.

La matrice décrite par :

Q) = Bls)

Al(s) }
0 |
(3.5

est telle que T(s)*Q(s) = V(s) est une matrice de rang a l'infini égale 2
r, car B'(s) est une matrice bicausale. T(s)-Q(s) est donc de rang maximal a

I'infini.

Nous désignerons par la suite Im V(s) lorsque s tend vers l'infini
comme Im,,(V(s)). La méme notation sera utilisée pour l'image a l'infini

d'une matrice rationnelle propre quelconque.

Im,(V(s)) constitue le sous-espace maximal a l'infini qui peut étre

obtenu par matrices de la forme T(s)-P(s). En effet, d'une part
rang(T(s)-P(s)) < min(rang T(s), rang P(s)), et d'autre part on vient de voir
qu'il existe une matrice Q(s) telle que dim(Im,, T(s)-Q(s)) =1, avec r le

rang de T(s) sur le corps de fractions rationnelles R(s). En plus, nous
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pouvons montrer que Im,(V(s)) est indepéndante de la factorisation (3.4).

Nous pouvons ainsi introduire la définition suivante :

Definition 3.1 :
Soit T(s) une matrice pxm rationnelle de rang r. Considérons une
factorisation de Smith-McMillan 2 1'infini de T(s) :

T(s) = B'(s) A(s) B(s)

soit B'(s) décomposée en B'(s) = [V(s), W(s)], ot V(s) est rationnelle
propre pxr. Alors I'espace de colonnes maximal 2 1'infini, Voo(T(s)), de T(s)
est défini comme :

Voo(T(s)) = Imeo(V(s))

L'espace réel ¥.,(T(s)) est associé de maniére unique a l'espace

rationnel Im T(s). Puisque Im V(s) est identique & Im T(s), car Im T(s) o
Im V(s) et dim(Im V(s)) = dim(Im T(s)).

3.2.1 Sous-espaces Maximaux a U'Infini pour Matrices

Partitionnées.

Nous nous posons le probléme issu du découplage par blocs par retour
d'¢tat dynamique suivant : soit R(s) une matrice rationnelle IXr non

singuliére, quel est le rang maximal, lorsque s tend vers l'infini, des matrices

de la forme :

R(s) D(s) = R(s) diag(D,(s)...., D) (3.6)
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ou Dj(s) est de dimension rixrj tel que XXi_; r; = 1, et R(s) est

partitionnée en R(s) = [R,(s),..., R,(s)] avec R;(s) de dimension rxr;.

Ce que nous pouvons faire de mieux sera de maximiser le rang a

I'infini de chaque terme R(s)-Dj(s). Nous venons de voir que ceci est donné

par la dimension de Voo (Rj(5)), qu'est 2 la fois égale au rang de R;(s) sur

R(s).

Définissons :
U = V6o(R1(5)) + Too(R(S)) + ... + Voo(RK(8))
avec Uo(Rj(s)) le sous-espace de colonnes maximale i l'infini de

R;(s). L'espace réel & présente les propriétés suivantes [annexe 1] :

i) O est invariant modulo multiplication a droite par des matrices

bloc diagonaux suivant la partition en bloc de colonnes de R(s).
i1) Il existe une matrice block diagonale D(s) suivant la partition en

bloc de colonnes de R(s) telle que :
Img,(R(s)D(s)) = ©

Proposition 3.2 :

Le rang maximal 2 l'infini, noté k*, qui peut étre obtenu par des

matrices de la forme (3.6) est donné par :

k* = dim(9)

Montrons ceci pour R(s) = [R1(s), Rp(s)], avec Rj(s) de rang Ij.
Rappelons que dim(¥,(R;)) = 1j, et soit O = B, (R(s)) + Voo(R9(8)), qui
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est de dimension :

k*=dim(l‘})=dim(ﬁoo(R1)) + dim(9,,(R5)) - dim(9o,(R1) N Boo(R9))
=1{ +19 - dim(ﬁoo(Rl) N Bo0(R9))

Supposons maintenant que dim(9) > k*, alors :

dim(W,(R 1)) + dim(9e,(Ry)) > It + 1) ; ce qui est impossible. 000

3.3 Découplage par Blocs par Retour d'Etat Dynamique.

Nous abordons le découplage par blocs d'un systeme de matrice de
transfert T(s) au moyen d'un retour d'état dynamique (u = Fs)x+Gv:G
éventuellement non régulier). Un retour d'état dynamique est équivalent 3 la
postmultiplication de T(s) par un transfert C(s) qui est :

- bicausal, si G est régulier (Hautus and Heymann 1983)
- de colonnes indépendantes 3 l'infini, si G est non régulier.

Par la suite C(s) sera dit de colonnes indépendantes a 1'infini si ses

colonnes sont indepéndantes lorsque s tend vers 1'infini. Par exemple :

s1o 00

Cl)=| | g1 | esttel que Cy:=1lim C®»=| 10
S—00

01 01

Alors, notre but sera de trouver un précompensateur C(s) (de colonnes

indépendantes 2 1'infini) qui rend T(s) découplé par blocs.
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Nous partons d'un systéme de matrice de transfert T(s) surjective de
dimension pxm (m entrées et p sorties), que nous factorisons en :

T(s) = [R(s) 0] B(s)

avec R(s) une matrice rationnelle propre non singulidre pxp et B(s)
une matrice bicausale mxm. Une solution est de prendre la forme de Hermite
de T(s) sur Rp(s).

Notons que si C(s) est un compensateur dont les colonnes sont
indépendantes a l'infini qui découple T(s), B(s)-C(s) aura la méme propriété.

Ceci est dii au fait que B(s) est bicausale. Donc, nous nous intéressons 3 un

C
précompensateur C(s) = 1) de rang de colonnes- 2 l'infini plein tel que :

Ca(s)

R(s) Cy(s) = D(s)
= diag(D1(s),...,Di(s))

avec D(s) une matrice bloc diagonale non singulire pxp. Ainsi,

I'ensemble de solutions est donné par :
Ci(s) = Rl(s)-diag(Dy(s),...,Dk(s)) (3.8) -

ou C,(s) doit étre propre.

Ci(s)
Ca(s)

rang plein a I'infini, avec C,(s) matrice rationnelle propre (m-p)xp. Puisque

Nous cherchons a compléter C;(s) de facon que C(s) =[ J soit de

C,(s) est de dimension pxp et C(s) doit &tre de rang a l'infini égal & p, alors
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la solution est possible seulement si le rang a l'infini de C,(s) est au moins

égal & p-(m-p) = 2p - m.

Par conséquent, il faut déterminer le rang maximal 3 linfini de

matrices de la forme R-1(s) D(s), D(s) vérifiant les propriétés des matrices
rationnelles propres bloc diagonales. Si le rang maximal est k*, alors le

découplage est possible seulement si k* > 2p - m.

Le rang maximal & I'infini k* de R-1(s) = [R;(s), Ry(s), ..., Ri(s)] est

déterminé par :
k* = dim (Qoo(R(s)) + Voo(R(S)) +...+ O oo(RK(5))

oll Boo(Rj(s)) est le sous-espace de colonnes maximal a l'infini de Rj(s),

(voir 3.2).
Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 3.1 :

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre surjective de

noyau statique nul et soit (Py»---» Py) une partition de sortie telle que
2Xiz1p; = p. Le syst®me de matrice de transfert T(s) peut étre découplé par

blocs relativement 3 (Py»---» Py) par un retour d'état dynamique admissible

éventuellement non régulier (u = F(s)x + G v) sur une réalisation minimale

de T(s) si et seulement si

m > 2p - k*,
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Remarques :
1) k* est invariant par multiplication & gauche par des matrices bicausales,

donc indépendant de la factorisation de T(s) en T(s) = [R(s) O] B(s). Si
R"l(s) et R"l(s) déduites de deux factorisations différentes de T(s), alors
R'l(s) = B'(s)-R"l(s) avec B'(s) matrice bicausale.

2) L'entier k* est invariant par retour d'état régulier. Puisque ceci peut &tre
Ecrit toujours comme une précompensation bicausale, qui ne modifie pas le

comportement 2 1'infini de R(s) et donc celui de R’l(s).

3) Pour le cas général d'une matrice T(s) pxm rationnelle propre de rang r,
la condition de découplage qu'on vient de voir se traduit par m > 2r - k*

[annexe 1]. En fait le découplage de T(s) peut é&tre toujours ramené au

rrrrr

Exemple 3.2 :

Nous présentons une construction d'un précompensateur qui sera
réalisable par retour d'état non régulier. Soit la matrice de transfert de

l'exemple 3.1 :

st 0 0 g2
Ts) =10 1 0 o0

st g1 g2 g2

Considérons T(s) factorisée en T(s) =[R(s) 0] B(s), avec :

st 0 0 1 0 0 sl
R(s) = -1 s Bs)y={ Y 1 0 0
0 S 0 ( 0 0 1 0
st sl g2 0O 0 0 1

et
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s 0 O
R')= [Ris) R = | 0 s o
§2 .52 2

Il convient de remarquer que le systéme T(s) n'est pas découplable
ligne par ligne par retour d'état dynamique (F(s), G) :

- nt avec G réguliére, car I'union des zéros infinis des lignes {1, 1, 1}

ne coincide pas avec les zéros infinis de T(s) {1,1,2);

- ni avec G non réguliére, puisque le rang en colonnes a l'infini k de
R-1(s) est égale a 1, donc la condition m > 2p - k n'est pas remplie avec m=4,

p=3 , met p étant respectivement le nombre d'entrées et de sorties (D7].

Mais T(s) est découplable par blocs par retour d'état dynamique
(F(s), G) , non réguliere relativement 3 la partition de sortie (2, 1). En
effet, la condition m > 2p - k* est vérifié avec k*=2. Deux matrices

candidates qui nous fournissent k* de R"l(s) =[Ry(s), Ry(s)] sont :

Di(s) = { 5° _S-IJ ; Do(s) = s2
0 g1
alors )
Dis) 0 o
Ci(s) = [ Ry(s), Ez(S)]-[ 1 J= 0 1
0 Days)
-1 0 1

le rang a l'infini de C 1(s) est effectivement k*=2,

Le précompensateur propre admissible donné par :
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s -1 51

C(S) — B-I(S)‘[CI(S)] = 0 1 0
Ca(s) -1 0 1

0 0 1

ou Cy(s) est choisi pour garantir que C(s) soit de rang plein a I'infini.

C(s) est ainsi réalisable par retour d'état dynamique u = F x + G v, sur la
réalisation minimale (C, A, B) de T(s) suivante :

[ ] [ ]
0 0 0 0 1 1 0 0 O
0 0 0 0 O 0 1 0 0
A = ; B =
0 0 01 0 0 0 0 0O
0 0 0 0O 0 0 1 0
L 0 0 0 0 0 L0 0 0 1 J
1 0 0 0 O
C=lo 1 0 0 o
1 1.1 0 0O
un retour d'état est déterminé par les matrices :
0 0 0 -1 0] [ 0 -1 0 ]
F = 0 0 0 0 O .G = 0 1 0 i
0 0 0O 0 -1 1
L 0 0 O 0 | L0 |
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3.3.1 Découplage par Blocs avec Stabilité par
e

Retour d'Etat Dynamique.

Considérons une matrice de transfert T(s) et une réalisation minimale
(C, A,B)deT(s):5(=Ax+Bu;y=Cx;(ue RM x e RMety e RP).
L'approche adoptée dans ce travail consiste a employer une compensation

dite combinée déterminée par :
u=Fx+C(@s)v

qui est composée d'un précompensateur stable C(s) et d'un retour
d'état stabilisant F € RMXN(5) clest i dire F est tel que les valeurs propres
de (A+BF) sont stables.

Remarquons que si on considére uniquement la précompensation
(F=0), alors des simplifications péle-zéro instables peuvent étre
nécessaires si T(s) instable. Par contre si C(s) est la identité, T(s) ne sera

peut &tre pas découplable par retour d'état u = F x.

Nous pouvons maintenant préciser le probléme de découplage avec
stabilité abordé dans ce travail - Soit T(s) une matrice de transfert
strictement propre, est-il possible de trouver un précompensateur combiné
(u=F x + C(s) v) tel que le systéme compensé soit bloc découplé, non |

dégénéré, stable et sans simplifications péle-zéro instables.

Le lemme suivant montre que l'on peut se restreindre au cas des

systeme & découpler qui sont stables.

Lemme 3.1 :

Considérons le systdme Y. et soit 2 le systéme bouclé par un retour
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d'état F tel que les valeurs propres de (A + BF) soient stables. Le probléme
du découplage avec stabilité défini ci-dessus est soluble si et seulement sile

découplage par précompensation pure u = C(s) v est soluble sur 3.

Pour la suffisance, notons qu'une précompensation pure sur X est une

précompensation combinée sur Y.

Pour la nécessité, soit u, = F; x + C(s) v une précompensation
combinée qui découple Y, avec stabilité. Alors u = (F; - F)x + C(s) v est une
précompensation combinée qui découple X avec stabilité, et qui est
équivalent au précompensateur pur découplant Bs(s)-C(s) sur Y, avec

Bs(s) =[I-(F, - B)(sI- A - BF)1B] 1= [I+ (F; - F)(sI - A - BF)'1B].

Bs(s) est alors bicausale bistable. C(s) et Bs(s)-C(s) sont stables. Ainsi

Bs(s)-C(s) est un précompensateur qui découple > avec stabilits. 000

Par la suite nous allons considérer le découplage de systémes Y. de

matrice de transfert T(s) stable a l'aide d'un précompensateur stable.

En particulier nous nous intéressons aux précompensateurs réalisables
par retour d'état dynamique sur une réalisation minimale de T(s). Nous

rappelons ensuite le résultat qui caractérise de tels précompensateurs, a
savoir [D7] :

Théoréme 3.2 :

Considérons T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre -

stable de noyau statique nul et (C, A, B) une réalisation minimale de T(s).
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Soit C(s) un précompensateur mxm rationnel propre. C(s) est réalisable par
retour d'état dynamique (u=F(s)x + G v, G non singuliére) avec stabilité
sur (C, A, B) si et seulement si C(s) est bicausal stable.

En vue de ce résultat il suffira de trouver un précompensateur
bicausale stable qui découple T(s) pour pouvoir affirmer que T(s) est

découplable par retour d'état dynamique régulier.

Présentons maintenant l'extension du découplage ligne par ligne avec
stabilité de [D7] au cas du découplage par blocs.

Théoréme 3,3 :

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre surjective

stable de noyau statique nul et soit (Pys---» Py) une partition de sortie telle que
2Kiip;=p. Le systtme de matrice de transfert T(s) peut étre découplé par
blocs avec stabilité relativement 3 (Pys--+» Py) Par un retour d'état dynamique

admissible non régulier (u=F(s) x + G V) sur une réalisation minimale de

T(s) si et seulement si

m = 2p - k*,

Rappelons la courte démonstration de ce théoréme. Si le découplage’
n'est pas possible, il ne le sera pas avec stabilité. Pour la suffisance,
admettons que C(s) soit un précompensateur découplant de colonnes

indépendantes I'infini, C(s) peut étre écrit comme :

C(s) = Bi(s) [ I J s avec By(s) bicausal
0
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Nous proposons une matrice bicausale By(s) telle que By(s)-B2(s) soit
bicausale stable. Prenons par exemple By (s) = diag(by(s), ..., by (s)), telle
que les z€ros instables de b;(s) soient les pdles instables de la iéme colonne de

Bj(s). Alors, By (s) Bo(s) est bicausale stable et

Q(s) = B1(s)-Bas) - [ (I) }

Q(s) est un précompensateur admissible qui découple T(s). Donc, par
le théoreme 3.2, il est réalisable par retour dynamique sur une réalisation
minimale de T(s). 000

En conclusion nous pouvons dire que si le découplage par blocs par

retour d'état dynamique est possible il le sera avec stabilité.






CHAPITRE 4

INVARIANTS POUR LE

DECOUPLAGE PAR BLOCS
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4 INVARIANTS POUR LE DECOUPLAGE PAR BLOCS

Ce chapitre porte sur le découplage par blocs par précompensation.
Pour un systéme bloc découplable, nous allons déterminer le degré de
McMillan minimal et la structure 3 I'infinj minimal qui peuvent étre obtenus

par les blocs du syst®me compensé.

Nous introduisons deux invariants par retour d'état régulier, liés 3

chaque bloc du systéme découplé. Le premier étant un entier nj ¢ qui

déterminera le degré de McMillan minimal qui peut étre obtenu par le bloc

correspondant du systéme découplé. Le deuxidme é&tant une liste d'entiers
Zi,e(C’ A, B) qui correspondront aux ordres minimaux'des zéros infinis qui

peuvent étre obtenus par le bloc correspondant du systeme découplé.

Aprés avoir introduit ces invariants, nous présentons plusieurs
caractérisations de ceux-ci dans les approches par matrice de transfert et
géométrique. Nous montrerons ensuite qu'ils déterminent les solutions
minimales du découplage par précompensation au sense du degré de
McMillan et de la structure 2 l'infini.

A Ja fin du chapitre nous abordons le cas plus restrictif du découplage
par blocs et par retour d'état dynamique non régulier. Quand ce dernier est
possible, nous illustrerons qu'on peut obtenir également les mémes systémes

minimaux que dans le cas oi I'on utilise 1a précompensation.

Pour situer le probléme, considérons d'abord un exemple de

découplage ligne par ligne [D7].
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Exemple 4.1 : Soit la matrice de transfert

2 0 s5
TGs) = | §
s1 s3 0

les précompensateurs donnés par :

0 0 s2 0
Cis) =10 1 ; Coas) = 1 1
1 0 0 0

découplent T(s) en : T(s) Cy(s) = diag(s's, s‘3)
T(s) Co(s) = diag(s~4, 5-3)

T(s)-Co(s) posséde une structure a l'infini plus petite que celle de

T(s)-C1(s). On peut donc se demander quelle est la structure minimale qui

peut étre obtenue en découplant un systeme T(s) par précompensation.

Le probleme a été étudié par Dion et Commault dans [D7]. Pour la

solution qu'ils proposent on factorise T(s) de rang plein en lignes en :

T(s) = [R(s) 0] B(s)

avec R(s) matrice propre inversible et B(s) matrice bicausale de dimensions

appropri€es. On définit les "invariants de découplage" Dje COMMeE suit:

N Dje := ordre du pdle a l'infini de la iéme colonne de R-1(s)

Remarquons que R(s) en tant que matrice propre n'a que des zéros i °
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l'infini, donc R-1(s) n'aura que des péles 2 I'infini.
Dans notre exemple nous avons :

T(s) = [R() 0] Bs) = [3’2 % 0 |
ainsi

ss1 -3

2

Rl = [ s 0 J
4¢3

donc : nije=4 et ne =3

-4
Un systéme découplé minimal est donné par: T(s) Co(s) ={ > 0 J
0 s3

En général dans le cas d'un systéme de rang plein en lignes, de matrice

de transfert T(s) de dimension pxm, le précompensateur propre admissible
C(s) donné par :

R-1(s) . diag(s-n; ,sM2e . gD
CGs) = B © (s) - diag(s-Die, s s Tpe) }
0

c'est un précompensateur découplant. Le systéme découplé a pour
transfert :

sie 0
T(s) C(s) = [R(s) 0] B(s) C(s) =

0 S Tpe

T(s)-C(s) est de structure a l'infini minimale. Pour montrer cela,
€crivons C(s) comme suit -
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R1(s) - diag(sty, sta,...., s-tp)
0

C(s) = B1(s)

Soit {j <nje pour un certain j, alors C(s) sera non propre.

En effet, chaque élément { rij(s)} de R‘l(s) peut s'écrire comme :
rij(s) = bij(s) sTij ; avec Ijj > 0 et bij(s) une fonction rationnelle

' . Pl - ’ .
propre d'inverse propre. Dans ce cas Nje est déterminé par :

Dje = mMaX;.y o (rjj) pourj=1,...,p

puisque {j <nje pour un certain j, alors R‘l(s)~diag(s‘t1,..., s™'p) sera

non propre, et par conséquent C(s) sera aussi non propre.

On vient de voir que les invariants de découplage caractérisent bien la

structure a l'infini minimale du syst®me découplé ligne par ligne, [D7].

Les entiers nje peuvent étre interprétés comme le nombre minimal

d'intégrateurs entre la i®me entrée et la iéme sortie du systeme découplé.
Dans le cas de systémes en temps discret, ceux-ci correspondront au retard
minimale de la iéme sortie du systéme découplé. Il déterminent donc le

retard minimale imposé au systéme pour le découpler.

Commault et al dans [C3], ont introduit les ordres essentiels qui
caractérisent le systtme découplé de degré de McMillan minimal. Plusieurs
caractérisations dans les approches géométriques et de matrice de transfert
ont ¢t¢ données. Ils ont aussi montré leur équivalence avec les invariants de

découplage n;, précédemment introduits.
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4.1 Invariants de Découplage

L'étude est centrée sur le découplage par blocs a I'aide d'un
précompensateur. Nous allons introduire les “invariants de découplage par
blocs" en partant d'une définition géométrique, pour donner aprés deux

caractérisations possibles des invariants dans I'approche matrice de transfert.

Plus tard ces invariants vont nous servir a déterminer le systtme
découplé de dimension minimale, au sens de la dimension d'une réalisation

d'espace d'état.

Nous allons considérer une matrice de transfert T(s) strictement

propre pxm et une réalisation minimale (C, A, B) de T(s), donnée par :

X = Ax + Bu ;u € R, x « RN

y = Cx ;y € RP
avec : T(s) = C(sI - A)-1 B

La matrice T(s) (resp. C) est décomposée en blocs de lignes Tj(s)
(resp. C;) de dimension PiXm, suivant une partition de sortie (P15---» PK),

telle que py+... +Pk = p, de la fagon suivante :

Ty(s)
T(s)=| : | ol Ti(s) = CisI - A)'B

Ti(s)

On notera par Ti(s) la matrice constituée par les blocs de lignes Ty(s),

T2(8),. Ti1(5), Ty 1(5)s-..., Ti(s).
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En s'inspirant du cas ligne [C3], nous présentons la définition suivante.
Definition 4.1 :
Considérons le systeme linéaire (C, A, B) décomposé en blocs de

lignes suivant la partition (py,..., pg). Soit V* (respec. T;*) le sous-espace

(A, B)-invariant maximal contenu dans Ker C (respec. Ker Ci). Les

invariants de découplage par blocs sont définis par

Nje := dim(T*D*) aveci=1,..,k

Par la suite nous donnerons deux caractérisations des n; o dans

I'approche matrice de transfert.

« Un remier r nsf nj e
Dans cet objectif nous avons besoin d'abord, du concept du systéme
feedback irréductible, qui est 2 la base de la compréhension de divers

problémes de commande géométrique [M3, W2]. Reprenons la définition de
[M3].

Définition 4.2 :

Soit T(s) une matrice de transfert strictement propre et (C, A, B) une
réalisation canonique de T(s). Alors T(s) est feedback irréductible si il

n'existe pas de sous-espaces (A, B)-invariants non triviaux dans Ker C.

Nous nous intéressons, plus spécifiquement, au lien entre les systémes
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feedback irréductibles et les factorisations de Wiener-Hopf a l'infini étudiées
par Fuhrmann et Willems dans [F3].

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre et soit
T(s) = U(s) A(s) B(s) une factorisation de Wiener-Hopf a droite 2 I'infini de
T(s) avec

AG) = [A(S) 0 } ; D(s) = diag(sk,..., sk) ; r=rang T(s)
0 0

Les entiers (kj,..., k;) sont appelés "indices 2 droite 3 l'infini de T(s)".

Nous présentons le théoréme suivant [F3] :

Théoréme 4.1 :
Soit T(s) une matrice de transfert strictement propre pxm. Les indices
a droite a l'infini (ky,..., k;) de T(s) ont des valeurs égales aux opposés des

indices de commandabilité de toute réalisation canonique de tout T'(s)
feedback irréductible, feedback équivalent a T(s).

Nous pouvons interpréter les valeurs opposés des indices k; comme les

indices de commandabilité d'un systéme rendu maximalement non observable

par retour d'état, car T'(s) est feedback irréductible.

En particulier, nous intéresse ici la conséquence suivante. Soit V* le

sous-espace (A-B)-invariant maximal inclu dans le noyau de C et soit %

’

I'espace d'état de (C, A, B). En rendant d'abord DV * invariant par retour

d'état, la dimension de l'espace d'état du systéme réduit est donnée par



- 44-

dim(X/P*) = d,(T(s))
d'ou
n = dy(T(s)) + dim (V*) “4.1)

avec dy,(T(s)) défini comme I'opposé de la somme des k;.

Nous avons supposé que (C, A, B) est commandable et observable.
Actuellement l'expression (4.1) sera vérifiée dans le cas ol (C, A, B) est

seulement commandable. Donc pour le sous-systéme TI(s) on aura :

n = dy,(T(s)) + dim (T;*)

L'observation précédente nous permet d'introduire une premiére

caractérisation transfert des Dj ¢, & SAVOIr :

Théoréme 4,2 :

Soit T(s) une matrice de transfert strictement propre pxm de noyaux

statiques a droite et & gauche nuls, qui est décomposée relativement 3 la

partition de sortie (py,..., Pk)- Supposons que T(s) satisfait la condition :

rang T(s) = ry+rp+...+ry, avec rj = rangTi(s). Alors, les invariants de

découplage par blocs vérifient :

D) 0j e = dy(T(s)) - dy(Ti(s))
i) nj ¢ = doo(T(5)) - deo(Ti(s)) + O(Ty(s)) pouri=1,..., k.

ot dy,(T(s)) est I'opposé de la somme des indices d'une factorisation de )
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Wiener-Hopf 2 droite 3 I'infini de T(s), deo(T(s)) est 1a somme de zéros 3

I'infini de T(s), et o(Tj(s)) est le degré d'une base polynomiale minimale du

noyau a gauche de T;(s).

En ce qui concerne 1a base polynomiale du noyau (gauche) de T(s), on
peut penser a T(s) comme une application de R™M(s) en RP(s). Soit donc W(s)
une matrice rationnelle dont les lignes forment une base du noyau gauche de
T(s). En multipliant W(s) par le PPCM de dénominateurs des €léments de
W(s), on obtient une base polynomiale du noyau gauche de T(s). Parmi
toutes les bases polynomiales il existent des bases de degré de lignes minimal.
De telles bases min@l/\

commande [F2, W1].

aeypossédent des propriétés intéressantes en termes de

/

L'idée de la démonstration de 1i) est la suivante ; soit X I'espace d'état
de (A, B, C). Rendons d'abord invariant D * de Ker C, donc la dimension de
l'espace d'état réduit est dim(X /D *) = doo(T(s)) + o (T(s)). Ceci est vrai
grace aux équivalences entre d'une part, la liste Iy de Morse et la structure 3

l'infini de (A, B, C), et d'autre part entre la liste I3 de Morse et o(T(s)) [F2,

W1, M1, D6]. De méme pour T.* ; dim(‘X/Ti*) = doo(Ti(s)) + G(Ti(s)).
Pour finir 6(Ti(s)) = o(T(s)) - G(Ti(s)), grice a la condition d'indépendance.

des blocs (rang T(s) = ]+t ).

Quand T(s) est surjective, alors 6(Tj(s)) = 0. Dans ce cas T(s) est

découplable ligne par ligne par précompensation, nous retrouvons ainsi les

invariants introduits par Dion et Commault dans [D7]. Dans le cas blocs nous

remarquons l'apparition de 6(Ti(s)), ou si l'on préfere de la liste I3 de

0
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Morse du sous-systeme (Cj, A, B).

A présent nous jugeons utile de traiter un exemple montrant le calcul

des nj o et la contribution de o(Tj(s)).

Exemple 4.2 : Soit T(s) la matrice 3x3 de rang 2, décrite par :

sl ¢2 2
T
T(S) - { 1(8)} = 8-2 S—2 8-3
T _______
2(s) o1 o3 2

elle n'est pas découplable ligne par ligne par précompensation et non

plus par retour d'état. Par contre T(s) est bloc découplable par

précompensation car rang T(s) = rang T1(s) + rang TH(s), [H1]. |

Pour calculer n; ¢ a partir du théoréme précédent, présentons d'abord
b

la factorisation de Wiener-Hopf & droite 2 I'infini de T(s) :

s 01 s2 0 0 1 1/s 1/s
Ts) =110 0 0 s2 0 0 -(s-1)/s 0
s 10 0 0 0 0 0 1

les indices & droite a l'infini de T(s) sont ky=ky = -2, alors dy,(T(s)=4-

Pour Ty(s) et To(s) nous avons les indices a droite A I'infini suivants

T1() : (-2) , donc dy(Tq(s)) = 2
To(s) : (1), donc dy(Ta(s)) = 1
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Ainsi les invariants de découplage par blocs sont :

n] e = dy(T(s)) - dy(To(s)) = 4-1=3
Ny ¢ = dy(T(s)) - dy(T1(s)) = 4-2=2

Hlustrons le point ii) du théoréme 4.2 en signalant que w(s) = [1 -s]

est une base minimale du noyau gauche de Ty(s), donc o(Ty(s)) = 1 . Nous

pouvons constater que T(s), T1(s) et Ty(s) ont les ordres de zéros i I'infini

suivants :

T(s): (1,2) 5 Tys): (1) 3 To(s): (1)
alors : doo(T(s)) =3 ; doo(T1(s)) =1 ; deo(To(s)) =1

Nous obtenons ainsi :
nye = doo(T(s)) - doo(T2(s)) + o(Tis)=3 -1 +1=3
doo(T(s)) - doo(Tq(s)) + o(Tos))=3 -1 +0 =2

nJ e

* Une deuxiéme caractérisation transfert des n; e

En ce qui concerne la deuxiéme caractérisation de nj e, nous allons
3

décomposer T(s) en :

T(s) = Us) T T(s)

avee

T(s) matrice de transfert propre rxm de rang r, partitionnée en blocs de
lignes Tj(s) de dimensions rjxm.
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U(s)=bloc diagonale(Uj(s),..., Ug(s));Uj(s) matrice pjxp;unimodulaire

~ ~ ~ ~ Iy
I : = bloc diagonale(Iy,..., Ix) ; j s[ r,} ; Ir, 1a matrice identité rixr;
0

L'intérét de cette décomposition vient du fait que nous pouvons
montrer sans trop de difficulté que T(s) et 'T‘(s) (ou bien Ti(s) et Ti(s)) ont
les mémes indices de Wiener-Hopf a droite a l'infini, donc
dw(T(s)) = dw(f(s)). En considéfant le résultat 1) du théoréme 4.2 nous

avons :

nj o = dy(T(s)) - dy(Ti(s)) (4.2)

Donc par la suite, nous allons travailler avec T(s) rxm de rang r. Nous
sommes ainsi en position de donner une deuxiéme caractérisation transfert

des invariants de découplage par blocs, 2 savoir :

Théoreme 4.3 :
Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre de rang r.

Supposons que la condition : rang T(s) = I1+1p+...+1), avec 1y = rangT;(s),

soit satisfaite. Considérons T(s) décomposée comme précédemment :

T(s) = U(s) T 'T‘(s) et soit 'f‘(s) factorisée de la maniére suivante :
T(s) = [R(s) 0] B(s)
avec R(s) matrice rxr rationnelle propre non singuliére et B(s) matrice

mxm bicausale. Soit R‘l(s) décomposée en blocs de colonnes relativement 2

la partition de sortie (p{,..., px) comme suit :

R-1(s) = [ Ry (), Ro(s),..., R(s)] 5 Ri(s) € RIXTi(s)
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Les invariants de découplage par blocs nj o de T(s) satisfont :

nje = doo(i{_i(s)); pour i=1, .. k

ou doo(Rj(s)) est la somme de poles a Il'infini de R;(s).

R(s) en tant que matrice propre n'a pas de pdles a l'infini. Les pdles de
R(s) étant les zéros de R“l(s), alors R ‘1(s) n'a pas des zéros i l'infini.

lllustrons maintenant ce théoréme par I'exemple suivant :

Exemple 4.3 : Considérons la matrice de transfert de I'exemple 4.2. Elle

peut €tre décomposée en :
r I
s 1. 1 |

~ o~ | S-Z S-3 S"3
TE=UET T¢s) = |1 ¢! 0! {
- _l S_l S-3 S-2

— =

1 (1

avec i‘(s) matrice surjective. Factorisons T(s) en T(s) = [R(s) 0] B(s),
ou R(s) et B(s) sont déterminés par les termes suivants :

2 o 1 1/s 1/s

R'l(s)=[ 83 2} et B(s) = 0 (s-1)/s 0
-

° 0 0 1

Les invariants de découplage Nj e N) e sont:
Ny e = pdles a l'infini de la 187€ colonne de R‘I(s) =3
n,e = poles a I'infini de la 26M€ colonne de R-1(s) = 2

qui vérifient le théoréme précedent.
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4.2 Structure Essentielle.

Dans cette partie nous présentons une liste d'entiers qui ont la
propriété d'étre invariants par retour d'état. Ces invariants vont nous
permettre de déterminer la structure a l'infini minimale qui peut étre

obtenue en découplant par blocs un systéme donné.

Nous partons d'une définition géométrique introduite dans le travail de
Descusse [D5], pour donner ensuite deux interprétations possibles dans

I'approche matrice de transfert.

Définition_4.2 :

Soit (C, A, B) un systéme linéaire décomposé en blocs de lignes

suivant la partition de sortie (p1,..., . Soit F; un retour d'état tel que :
p P1 Pk) i q

R;i* o (A + BF) R;*, avec R;* le sous-space maximal de commandabilité

inclu dans le noyau de Cl,

Considérons G; telle que Im BG; =B N R * et soit Aj = A + BF;.

La iéme structure essentielle par blocs de (C, A, B) relativement 2 la

partition (py,..., Pk)- Zi,e(c’ A, B), est définie comme la structure 2 1'infini

du sous-systéme (C;, A + BFj, BG;), notée par ¥..,(Cj, A + BF;, BG;).
La structure essentielle par blocs de (C, A, B), relativement a la

partition (p{,..., pk), 2e(C, A, B) est définie par :

k

2e(C, A, B) =U Zje(C, A, B)
i=1
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~

Rappelons que le probléme de découplage consiste A trouver (si

possible) un F compatible, c'est i dire un F tel que R;* > (A +BF) R*. En

plus, Ri* doit satisfaire la condition d'admissibilité (o] Ri* =Im C;) [W2].

- Une premiére caractérisation transfert de Zi’e(C, A, B).

Avant de commencer introduisons la terminologie suivante : une
matrice N(s) rxm rationnelle propre sera dite matrice bicausale 3 droite si il
existe une matrice M(s) (n-r)xm rationnelle propre telle que [N(s) M(s)] soit

bicausale.
Les matrices bicausales 2 droite sont de rang plein en colonnes lorsque

s tend vers I'infini, car les matrices bicausales sont elles mémes de rang plein

lorsque s tend vers I'infini.

Soit Tgj(s) la matrice de transfert de (C;, A + BF, BG;) :

TEi(s) = Tj(s) N;(s) ; Ni(s) =( - F;(sI - A)"IB)’IGi

N;(s) est propre et Nj(s) = Gj pour s=c0, donc N;(s) est une matrice bicausale
a droite si G est de rang plein en colonnes. Par définition Tj(s) N;(s) = O
pour tout 1 # j et on peut montrer que rang Nj(s) = dim(Ker Ti(s)). Les

colonnes de N ;(s) constituent ainsi une base du noyau de Ti(s).

Cette observation est a l'origine de la caractérisation sulvante.
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Théoréeme 4.4 :
La ieme structure essentielle par blocs de (C, A, B), Zi,e(C, A, B),

relativement a la partition (pq,..., pi) est donnée par la structure a 1'infini de

(T;(s)-V;j(s)), c'est a dire :

2ie(C, A, B) = Yoo Ti(s)-Vi(s))

avec Vj(s) une matrice bicausale a droite, dont les colonnes forment

une base du noyau de Ti(s).

Cette caractérisation a été utilisée pour donner des conditions

structurelles de découplage par blocs par retour d'état statique dans [D5].

*» Une deuxieme caractérisation transfert de > o(C, A, B).

Soit la matrice de transfert T(s) de (C, A, B) est décomposée comme :

T(s) = B'(s) 1 T(s)

avec :
'T“(s) matrice de transfert propre rxm de rang r, partitionnée en blocs
de lignes 'f‘i(s) de dimension rjxm -
B'(s) = bloc diagonale(B1(s),..., By(s)) ; Bj(s) matrice PiXpPj bicausale

~ ~ ~ 1.
I : = bloc diagonale(Iy,..., Ix) ; Ij { r‘J ; Ir; la matrice identité rixr;
0

Cette décomposition est intéressante car le noyau de Ti(s) est identique
au noyau de TI(s) ; en effet le noyau de 'T‘i(s) est un sous-espace du noyau de

Ti(s), et tout lesdeux ont la méme dimension. Alors 3 partir du théoréme
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précédent, et du fait que B'(s) est bicausale on déduit
2i,e(C, A, B) = Zoo(Ti(5)-Vi(s)) = 3o (Ti(s) Vi(s))

I1 est possible donc de caractériser Zi,e(Ca A, B) en fonction de Ia

matrice surjective T(s). Il en résulte le théoréme suivant :

Théoréme 4.5 :

Soit (C, A, B) un systeme linéaire de matrice de transfert T(s) pxm
strictement propre de rang r, qui est décomposée comme précédemment en
T(s) = B'(s) 1 'T‘(s). Considérons T(s) factorisée de la facon suivante -

T(s) = [R(s) 0] B(s)

avec R(s) matrice rxr rationnelle propre de rang plein et B(s) matrice

bicausale. Soit R'I(S) décomposé en blocs de colonnes de la facon suivante :
R = [R1(s)...., Ri(s)] : Ri(s) e RTXTi(g)

Alors, la iéme structure essentielle par blocs de (C, A, B),

Zi,e(C, A, B) relativement 3 Ia partition (py,..., pk) vérifie :
2ie(C, A, B) = Soo(Rj(s))

olt Yoo(Rj(s)) est la liste des ordres de zéros a I'infini de Rj(s).

Nous avons au paragraphe 2.3 que tout retour d'état est €quivalent a

une précompensation bicausale. Donc nous pouvons déduire du théoréme 4.5

que la liste d'entiers Ei, e(C, A, B) est invariant par retour d'état régulier.
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Exemple 4.3 : Nous allons présenter le calcul de Zi,e(c’ A, B) et de leurs

deux caractérisations transfert que nous venons de voir. Soit le systéme
linéaire (C, A, B) :

0000 1 100 0
0000 0 0100
x={00010]x+J000 0]u
0000 O 001 0
0000 0| 000 1
(1000 0]
y=10100 0 |x
11100

dont sa matrice de transfert est :

st 0 s

Ts) =10 st 0
-1 -1 -2 2

s s s

Admettons que l'on s'intéresse au découplage par retour d'état

dynamique. T(s) n'est pas découplable ligne par ligne, mais il est découplable
par blocs relativement a la partition de sortie (2, 1).

Calculons d'abord la structure essentielle par blocs de (C, A, B).

Décomposons C en blocs de lignes relativement i la partition de sortie (2, 1).
1 ) 2 _ (10000
C=[11100] ; C‘[o1ooo]

Ker Cl est le (A, B)-invariant maximal contenu dans Ker Cl, puisque

(Ker Cl 4+ Im B) o A Ker ClL En outre, le sous-systéme (Ci, A, B) n'a pas

de zéros de transmission, donc R;* = Ker i [W2].
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Les retours d'état donnés par :

[

000 0-1 710 0
000-10 10 0

Fi = ; Gy = ;

! 00000 '“lo1 o
(000 00l 00 1
0000 -1 [0 0

F, = [00000 . Gy =00 .
0000 0 10
L0000 0 0 1

sont tels que : R;* 5 (A + BF) R* ;Im BG{=B N R.;*. Donc,
par définition la i€me structure essentielle par blocs de (C, A, B) est la

structure a l'infini du sous-systéme G, A+ BF,, B;), c'est a dire :

21, (C, A, B) =3os(C, A + BF[, BGy) = (1,2)
Y2, (C, A, B) = 34(Cy, A + BFy, BGy) = (2)

ceci veut dire que C1, A+ BF,, BGq) a deux zéros a l'infini d'ordres

respectifs 1 et 2, et (Cy, A+ BF,, BG9) a un zéro 2 l'infini d'ordre 2.

La premiére caractérisation transfert de Ei,e (C, A, B) est donnée par

la suite. Sioent V1(s), Vo(s) deux bases bicausales & droite respectivement de

Ker Tl(s) et de Ker Tz(s).

R 0 -5
1 st oo 0 0
Vis) = o 1 o ; Vols) = .
0 1 0 i

Nous avons :
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s 0 0
Ty(s) Vy(s) = -1 _8-2 0

To(s) Vos)

.
’

i
T 1
A
)
=
|-

] ; Tys) Vi(s) = 0

Ty(s) Vofs) = 0

Ainsi nous retrouvons la iéme structure essentielle :

$1e (C, A, B) = Tou(T1(s) V1(s))
9.6 (C, A, B) = Too(To(s) Vo(s)

1,2)
)

Icion a pris Vi(s)=(I - F; (sI - A)'1 B)'1 Gj, mais n'importe quelle

autre base bicausale a droite de Ker Ti(s) aurait fait 1'affaire.

La deuxiéme caractérisation transfert de la structure essentielle est

donnée en factorisant T(s) de la maniére suivante :

T(s) = [R(s) O]B(s)

ou B(s) est une matrice bicausale et R(s) est donné par:

s1 0 0
Rs) =10 s1 0
sl g1 g2

; avec

s 0,
Ris)=|0 s ! o
§2 521 2

décomposons R'l(s) en blocs de colonnes relativement 4 (2, 1). R(s) a deux

pdles a I'infini d'ordres respectifs 1 et 2, et R9(s) a un pole a l'infini d'ordre

2. Nous constatons donc que :

21.e(C, A, B)
22’3 (C 9 A, B) =

Il

Yoo(R1(5))
Yoo(R2(5))

(1,2)
)
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4.3 Application au Découplage.

Dans cette partie, nous illustrerons pour le probléme de découplage
par blocs, les invariants suivants :

- I' invariant de découplage par blocs Nje;

- la i€me structure essentielle par blocs Zi,e(c’ A,B);.

qui vont représenter

- le degré de McMillan minimal de la idme bloc du systeme découplé ;

- la structure 2 1'infini minimale du iéme bloc du systéme découplé.

Nous montrons d'abord que pour un systeme bloc découplé, le degré

de McMillan minimal du i¢me bloc ne peut pas €tre inférieur a nj e.

Supposons que le systéme soit de matrice de transfert T(s) surjective.
Commengons par écrire T(s) comme : T(s) = [R(s) 0] B(s). Soit

C(s)=B‘1(s)-C'(s) un précompensateur découplant T(s) ; on a donc :

C1(s)

TE) Cs)=[R(s) 0] [
Co(s)

} = D(s)

Ci1(s)

et D(s) = diag(D1(s), Da(s),..., Di(s))
Ca(s)

avec C'(s) =[

Rappelons que la classe des compensateurs C'(s) qui découplent est
donnée par :

C1(s) =R-1(s) D(s)
= [R1(5), Ro(s)...., Ric(s)] diag(D1(s), D(s)..... Diccs)
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et Co(s) une matrice rationnelle propre (m-p)xp.

Ainsi du fait que Cj(s) doit étre propre, il est possible de montrer que
le nombre total de zéros a linfini de Dj(s) doit étre plus grand que le
nombre total de pdles a l'infini (ni,e) de R}(s). Dongc, le degré de McMillan

de chaque bloc Dj(s) du systeme découplé est au moins égal an; o.

On peut faire la méme démarche pour la structure 2 l'infini minimale
du ime bloc du systéme découplé. Le théoréme suivant établit la possibilité

d'obtenir n;j ¢ et Zi,e(T(s))~

Théoréme 4.6 :

Soit T(s) une matrice de transfert propre pxm de rang r, décomposée
en blocs de lignes relativement a la partition (P1>---» Px)- Si T(s) peut étre

découplée par blocs, alors

1) Le degré de McMillan minimal qui peut étre obtenu pour le ieme
bloc du systeme découplé est donné par les invariants de découplage par

blocs nj ¢ ;

1) La structure a l'infini minimale qui peut Etre obtenue pour le iéme
bloc du systeme découplé est donnée par la i®me structure essentielle par
blocs 2 o(T(s)).

Notons que si 3 o(C, A, B) = (i, Ki2,---» Hir), ON peut prouver que
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) o
Dje= 21 Bij *+ o(Tis))
j:

Alors, dans le cas du découplage ligne par ligne les deux invariants

sont identiques, car nj ¢ =¥ o(C, A, B) puisque o(T;(s)) = 0 et rj= 1.

Exemple 4.4 :

Nous présentons la construction d'un précompensateur qui exhibe les
solutions minimales du théoréme 4.5. La construction est faite pour la

matrice de transfert de I'exemple 4. 3, elle peut s'écrire comme :

T(s) = [R(s) 0] B(s), avec:

s 0 0 s 0,0
RG)={0 sl o ; et Ris)=| 0 s | 0
sl sl 2 -s2 g2 : s2

T(s) n'est pas découplable ligne par ligne par retour d'état dynamique,
car la condition m > 2p - k n'est pas vérifiée quand m = 4 entrées, p = 3
sorties et k = 1, ot k est le rang en colonnes 2 I'infini de R- 1v(s), [D7]. Mais
elle peut étre découplée par blocs par retour d'état dynamique relativement 3
la partition de sortie (2, 1). En effet, la condition m > 2p - k* est dans ce
cas verifiée, parce que k* = 2, k* étant le rang maximal en colonnes i

l'infini qui peut étre obtenu par les blocs de colonnes de R“l(s), [C2]. -

Considérons les factorisations de Smith-McMillan  linfini de R(s) et de Ro(s)
suivantes :

AL(s) | 1 s2 0
— S
Ry(s) = Bl(s){ ‘0 J BY® = 0 1 o |lo s [1 ! ]

-1 0 o0 00
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2
— A o o o 117°
Rys) = Bz(S)[ 2(8)} B'y(s) ={ o 1 o } 0|
0 1 0o o,
Soit C(s) le précompensateur déterminé par :
[ g1 -1 o] [st -1 1]
C
Cls) = B‘l(s)[ 1(3)} _plg|® 1 0 |_|l0o 1 o
Ca(s) -1 1 -1
L0 O 1 L0 O 1
avec : Cy(s) = R‘l(s) diag(B'l'l(s) Al'l(s), B'2'1(s) Az"l(s))

Co(s) une matrice (m-p)xp rationnelle propre.

Ainsi, C(s) découple T(s) en :

52 g1
T()CG) = | ¢ g1 0 = diag(D1(s), Da(s))
0 52

Alors par construction et d'aprés le théoréme 4.5 :

200(D1(8)) = Loo(R1(8)) = Zl,e(T(S)) =(1,2) ; avecnj =3
200(D2(8)) = X oo(Ro(8)) = 20 o(T(s)) = (2) ; avec nge=2

T(s)-C(s)= diag(D1(s), D7(s)) est donc de structure a l'infini minimale.
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4.3.1. Structure Minimale des Systémes Découplables
par Retour d'Etat Dynamique.

Nous allons montrer sur I'exemple précédent que quand le découplage
par retour d'état dynamique est possible, alors la structure i l'infini

minimale qui peut &tre obtenue est identique A celle obtenue par

précompensation.

Considérons le précompensateur C(s) de I'expression (4.3), il est

e

réalisable par retour d'état statique dynamique non régulier (u=F(s)x + G v)

sur la réalisation minimale (C, A, B) de l'exemple 4.3.
Soit Tr(s) le transfert du systéme bouclé, TF(;) peut s'écrire :
Tr(s) = T(s) (I - F(s)(sI - A)''B)-1G
il existe F(s) et G telles que : C(s) = (I - F(s)(sI - A)Y1B)1G.
Une matrice bicausale est caractérisé par det(lim__,_ B(s)) # 0. La

matrice (I - F(s)(sI - A)'B)1G tend vers l'identité I, lorsque s tend vers
l'infini, elles est donc bicausale. Nous avons alors -

C(s) peut s'écrire comme :

C(s) = [

SO —~

—O = O

O ==

—_—O OO0

| S —— |
Q
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Oou e€ncore comme

1 0 st 0 -1
~10 1 0 0 ;
=16 o 1 o G
0 1 0 1
= [1- F(s)(sI - A)IB]LG
alors,
s 0 0 s2 0 0 1 0
Fs)-| 0 s s2 0 |[{o00 0 0
®10 0 % ¢ [%looe 0 o
0 0 0 g1 00 0 0o

Ainsi le retour d'état dynamique non régulier (B(s), G) est déterminé

par :
00 0 -1 0 0-10
Fs)= |00 0 0 0| . 5_lo10
00 0 0 0 101
00 0 0 0 001

Il est équivalent au précompensateur C(s) donné précédemment. Nous

pouvons vérifier que le transfert du systéme bouclé est :

S-2 _S-l
Tr(s) = C(sI- A-BF(s))'BG=| ¢ g1
0 s

Cette exemple montrer que la structure i l'infini qui peut étre obtenue
en découplant par retour d'état dynamique u = F(s) x + G v (quand c'est
possible), est la méme que celle obtenue en découplant par précompensation
C(s). D'une fagon similaire, le degré de McMillan minimal de systemes

découplables par retour d'état dynamique sera €gale a celui obtenu par
précompensation {D8, C4].






CHAPITRE 5

INVARIANTS POUR LE

DECOUPLAGE PAR BLOCS AVEC STABILITE
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5 INVARJANTS POUR LE DECOUPLAGE AVEC STABILITE

Il est fondamental pour les applications de prendre en compte I'aspect
stabilité. Dans ce chapitre nous abordons le découplage par blocs avec
stabilité, a I'aide d'un précompensateur combiné. Nous déterminerons le
degré de McMillan minimal et la structure 3 l'infini et instable minimale qui

peuvent étre obtenus par un systéme découplé par blocs avec stabilité.

Nous rappelons d'abord le probléme du découplage avec stabilité
¢tudié dans ce travail. Ce demnier sera équivalent au découplage des matrices
de transfert stables par précompensation stable (c.f. 3.3.1). Nous présentons

ensuite des préliminaires sur les matrices de transfert propres stables.

Nous introduirons aprés la généralisation des invariants du chapitre
précédent au cas du découplage par blocs avec stabilité. Nous allons
déterminer, a 1'aide de ces invariants, le degré de McMillan minimal et la
structure a I'infini et instable minimale qui peuvent &tre obtenus quand on

découple un systéme par bloc avec stabilité par précompensation.

A la fin du chapitre nous allons montrer sur un exemple que le
systémes minimaux que l'on peut obtenir en découplant par retour d'état-

dynamique sont les mémes que ceux obtenus par précompensation.

Pour illustrer le probléme traité dans ce chapitre, considérons un

exemple de découplage ligne par ligne avec stabilité.
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Exemple 5.1 : Soit la matrice de transfert T(s) stable suivante :

_l__ 0 (8'1)2
s+1 (S+1)4
T(s) =
1 (s
| s+1 (s+1)3 i

T(s) a un zéro instable en s = 1. Puisque T(s) est stable il suffit de
trouver un précompensateur C(s) stable qui découple T(s) pour pouvoir

assurer que T(s)-C(s) est découplé avec stabilité.

Considérons les systémes découplés par les précompensateurs stables

C1(s) et Co(s) comme suit :

00 (s+1)*
T(s) Cy(s) = T(s)-[ 01 J=
10 o D
L (s+1)3 |
IOV
(s+1)? (s-1)
(s+1)3
T(s) Ca(s) = T(s) - -1 1 = 0 (sl
(s+1)3
0 0

T(s)-Cy1(s) a une structure 2 I'infini et instable (2 zéros infinis d'ordres

2, et 2 z€ros instables en s=1 d'odres respectifs 1 et 2) plus importante que

celle de T(s):Co(s) (2 Zéros infinis d'ordre 2, et 2 zéros instables en s=1

d'ordre 1). Un probléme se pose alors, c'est la recherche du systéme

découplé (par précompensation) de structure a | ‘infini et instable minimale.
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Ce probleme a été étudié pour le découplage ligne par ligne d'une
matrice de transfert T(s) pxm stable surjective dans [D7]. La solution est
donnée a I'aide des invariants qu'on définit en factorisant T(s) en:

T(s) = [R(s) O] Bg(s)

avec R(s) une matrice pxp rationnelle propre stable non singuliére et
Bg(s) une matrice mxm bicausale bistable. Les invariants appelés “invariants

de découplage avec stabilité" sont définis par :

Dj,es = nombre de péles instables et 3 l'infini de la idme colonne de
R-(s)

Dans notre exemple nous avons :

$ 0 0
T(s) =[R(s) 0] By(s) = By(s)
1 1)
s+1 (S+1)3 i
_ _ s+1 0
alors : RI(s) =[Ry(s), Ra(s)] =
(1 (s+1)?
G-1) 1)

_Iil(s) a un pole a l'infini d'ordre 2 et un pole instable en s=1 ;

Ez(s) a aussi un péle a l'infini d'ordre 2 et un péle instable en s=1 ;

ISt i N o = nQ o5 = 3.
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s-1 0
N (s+1)?
Une solution minimale est donc donnée par : T(s) Co(s) = q
0 —S5-1
(s+1)°

Pour le cas général, on peut définir des fonctions rationnelles h;(s)
telles que R;(s)-hj(s) n'a pas de pdles ni de zéros instables ou i l'infini. Ces

fonctions ne sont pas uniques mais elles sont définis de manicre que :
Nj e = nombre des z€ros instables et 4 l'infini de h;(s)
b

Le précompensateur propre admissible donné par :

R(s) - diag(hy(s),..., hy(s))
0

C(s) = Bsl(s)

C(s) rend le systeme T(s) découplé et de structure instable et & 1'infini
minimale. T(s)-C(s) a pour transfert :

h;(s) 0
T(s)-C(s) =
0 hp(s)
Pour le découplage ligne par ligne avec stabilité le probléme que nous

venons de voir est équivalent & déterminer le systeme découplé ligne par
ligne avec stabilité de degré de McMillan minimal [D7].

En ce qui concerne le découplage (par blocs), d'autres invariants ont
¢t€ introduits, soit pour montrer l'existence de lois de découplage, soit pour

déterminer le systéme découplé de structure la plus simple, [C3, C4, D1, D2,
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D3, D4, H1]. Par contre, trés peu de travaux ont trait€ le découplage avec
stabilité,

Nous rappelons I'approche adoptée dans ce travail en ce qui concerne
le découplage par blocs avec stabilité. Ce probléme sera équivalent au

découplage de matrices de transferts stables par précompensation stable. Une

stable, mutatis mutandis, propre par propre stable et bicausale par bicausale

bistable. C'est pour ¢a que nous rappellerons des propriétés de cet ensemble,

5.1.1. Un_rappel syr le découplage ayec stabilité.

Soit un systtme ¥ de matrice de transfert T(s) pxm rationnelle

strictement propre et soit (C, A, B) une réalisation minimale de T(s) donnée
par :

X=A x + Bu ; ue RM x < Rn

y=Cx ; yeRP
Considérons un précompensateur combiné détermine par :

u=Fx+C(s)v

constitué par un précompensateur stable C(s) et par un retour d'état )

stabilisant F, avec tel que les valeurs propres de (A + BF) sont tous stables.
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Ce type de "précompensation" permet d'assurer la stabilité (interne et
externe) du systéme en bouclé fermé. Le but de F est de stabiliser le systeme
sans simplifications de modes instables car (A + BF) est de valeurs propres
stables. Désignons par Tw(s) le transfert Tr(s) = C(sI - A- BF)-1, il suffit
donc que C(s) soit stable pour pouvoir affirmer que le systtme bouclé
Tr(s)-C(s) soit stable.

Le probleme de découplage avec stabilité est le suivant : trouver si

possible un précompensateur combiné (u = F x + C(s) v) tel que le systeme

compensé Tg(s)-C(s) soit bloc découplé stable.

Au lemme 3.1 nous avons vu que ce probléme est équivalent au
decouplage de systémes de matrice de transfert stable par précompensation
stable u = C(s) v.

Par la suite, nous allons donc supposer sans perte de la généralité que
le systtme 2, est de matrice de transfert strictement propre stable.

5.1.2. Un_rappel des propriétés des matrice de

transfert  stables. -

Nous rappelons certaines notations et préliminaires sur les matrices de
transfert stables. Pour cela nous allons donner quelques définitions et

exemples.

Une fraction rationnelle f(s) = n(s)/d(s) est dite fraction rationnelle

propre stable si elle est propre et si toutes les racines de d(s) sont stables. La
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région de stabilité considérée ici est le semi-plan gauche du plan complexe. .

Hung et Anderson dans [H3] ont montré que I'ensemble de fonctions

rationnelles propres stables est un anneau Euclidien, que nous notons Rps(s),
avec la fonction degré définie par : y(f(s)) = y1(f(s)) + Y2(£(s)) ; v1(£(s))
et Yo(f(s)) étant respectivement le nombre total de zéros 2 1'infini de f(s) et le

nombre total de zéros instables de 1(s).

L'ensemble des matrices pxm a éléments dans Rps(s) est noté par
Rpspxm(s). Les unités (éléments inversibles) de Rpsmxm(s) sont dites

matrices bicausales bistables et sont caractérisées par la propriété que B(s)

est bicausale bistable si et seulement si le déterminant de B(s) est une unité de
Rps(s), c'est a dire que celui-ci sera une fonction rationnelle sans pdles ou

zéros instables et de degré du dénominateur egal a celui du numérateur.

Exemple 5.2 : Soit la fonction de transfert stable F(s) suivante -

F(s) = (s-1)
(s+1)(s+2)(s+3)

F(s) a un zéro instable en s = 1 et un zéro a l'infini d'ordre 2, donc
Y(F(s)) = 3. Considérons un polynéme stable quelconque, © = s+ a. F(s)

peut s'€crire comme suit :

F(s) = B(s) (8“31)
TC

B(s) = I ; B(s) étant bicausale bistable, donc sans singularités
(s+1)(s+2)(s+3)

a I'infini ou instables.
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Pour une matrice de transfert nous pouvons mettre en évidence sa
structure instable et a I'infini par les factorisations de Smith-McMillan de

T(s) sur Rps(s), qui ont été étudiées par [V1, V2].

Définition 5.1 : (Forme de Smith-McMillan sur Rps(s))

Soit T(s) une matrice rationnelle pxm de rang r, une factorisation de

Smith-McMillan sur Rps(s) est une factorisation de la forme :

T(s) = Bg1(s) As) Bgy(s)

avec Bg1(s), Bgo(s) matrices bicausales bistables et

A(s) O
0

A(s) = [ J ; A(s) = diag (n‘(s) nr(S))

di(s) " 7 di(s)

n(s) = EI(TS) et di(s) = Wi(ts) ; nj(s) et dj(s) sont premiers sur Rps(s)
TTli Ttli

g(s) divise €;,1(s) et yj,.1(s) divise yi(s)
tistys... <t f1 2 fh=..2 fr etm=s+aestun polyndme stable
En plus A(s) est uniquement définie modulo un polynéme stable & et

elle est appelée forme de Smith-McMillan sur Rps(s).

Théoréme 5.1 :

Soit T(s) une matrice rationnelle propre et soit A(s) la forme de

Smith-McMillan de T(s) sur Rps(s). Les zéros (resp. poles) instables de T(s)
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sont donnés par les racines de €i(s) (resp. y;(s)) et les ordres des zéros (resp.

poles) a I'infini de T(s) sont égaux. a fj - deg( &;(s)) (resp. tj - deg( y;(s))).

Exemple 5.3 : Soit la matrice de transfert propre donnée par :

1 1

T(s) = (s+1) (s-3)
1 1

(s+5) (s-7)

nous pouvons vérifier que T(s) a deux zéros a l'infini d'ordres respectifs 1 et

2, un zéro instable en s = 1 et deux poles instables en s = 3, 7. La forme de

Smith-McMillan de T(s) sur Rps(s) est la suivante :

F - -

L 0
A(s) = "
0 (s-1)/m3
i (s-3)(s-7)/m2 |

avec dy(s) =1 et dy(s) bicausale. A(s) montre la structure instable et 3 I'infini

de T(s) ; le zéro infini d'ordre un est donné par le terme 1/, le zéro infini
d'ordre 2 est donné par le terme (s - 1)/r, qui contient aussi le zéro instable

ens =1, et les poles instables sont donnés par (s - 3)(s - 7)/x.

5.2 Invariants de Découplage par Blocs avec Stabilité

Nous introduisons par la suite une liste d'invariants qui vont -

caractériser le degré de McMillan minimal qui peut étre obtenu par un
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syteme découplé par blocs avec stabilité. Nous présentons aussi une
caractérisation possible en fonction de la structure instable et 3 I'infini de
blocs de lignes du transfert du systéme.

Nous partons d'un systtme de matrice de transfert T(s) pxm

strictement propre, stable et de rang r. La matrice T(s) est décomposée en

blocs de lignes suivant une partition de sortie (P1,---» Px)- Tj(s) dénote le

ieme bloc de lignes de dimension pixm et de rang r;.

Nous supposons maintenant que la condition nécessaire du découplage

avec stabilité par précompensation de [H1] donnée par :

k
rang T(s) = 2 ri est vérifiée.
=1 :

(5.1

Nous allons décomposer T(s) de la fagon suivante :

T(s) = U(s) I T(s)

avec

U(s) = bloc diagonale(U l(s),...,Uk(s)) ; Uj(s) matrice PiXp; unimodulaire

- ~ ~ I..
I : = bloc diagonal(ly,..., I s I { r'J ; Iri la matrice identitée rjxr;
0

T(s) matrice de transfert propre rxm de rang r, partitionnée en blocs de

lignes Tj(s) de dimension r;Xm.

Remarques :
- La matrice T(s) rxm est surjective quand T(s) satisfait la condition (.1).

- Le découplage de 'f‘(s) entraine celui de T(s), grice aux formes bloc
diagonaux de U(s) et L.
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- Le degré de McMillan de f(s) est celui de T(s), car U(s) unimodulaire ne
le modifié pas [K1].

- La reécriture de 'Y‘(s) peut étre faite en prennant par exemple la forme de
Smith-McMillan de chaque bloc Ti(s)

Définition 5.2 -

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre, stable et de

rang r. Considérons T(s) décomposée comme précédemment

T(s) = U(s)f'ﬁf(s), et soit 'f‘(s) factorisée de la facon suivante :

T(s) =[R(s) 0] By(s)

avec R(s) matrice rxr rationnelle propre stable non singuliere et Bg(s)

matrice mxm bicausale bistable. Soit R‘l(s) décomposée en blocs de colonnes
comme suit :

RAG) = R (5)...., Ri)] 5 Ris) e RIxris)

Nous définissons "les invariants de découplage par blocs avec

stabilité", notés j eg, COmme la somme des poles instables et i 1'infini de

R—i(s) (leurs multiplicités étant incluses), notée d(ﬁi(s)), c'est a dire ;
nj es = d(Ri(s)) pouri=1,.. k

¢t nous appelons v := Zki:I 0j es > le degré de découplage par blocs

avec stabilité de T(s).

Notons que R'l(s) n'a pas de zéros instables ou a l'infini, parce que
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R(s) est propre et stable et donc sans poles instables ou 2 I'infini.

Une propriété importante des nj o5 est le fait qu'ils soient invariants

par retour d'état (u = Fx + Gv, G régulier) qui préserve la stabilité. Ceci
parce que de tels retours d'état sont équivalents i une précompensation
bicausale bistable [voir annexe 4].

* Une caractérisation des invariants nj es

Nous présentons une caractérisation des invariants nj ¢5 en fonction

exclusivement des propriétés structurelles de la matrice du transfert T(s) du

systeme.

Théoré¢me 5.2 :

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre stable, qui
satisfait la condition (5.1). Soit Ti(s) la matrice constituée par toutes les

lignes de T(s) a I'exception du iéme bloc T;(s)-

Alors, les invariants de découplage par blocs avec stabilité nj es

vérifient :
Njes = d(T(s)) - d(Ti(s)) + o(Ti(s))
ot d(T(s)) est la somme des zéros 3 l'infini et instables de T(s) avec

leur multiciplité, et o(T(s)) la somme de degrés d'une base polynomiale

minimale du noyau a gauche de T;(s).
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Ce résultat met en évidence I'indépendance de nj o5 des factorisations

(5.1) et (5.2) considérées dans la définition 5.

Exemple 5.4 : Considérons la matrice de transfert suivante :

1 0
T(s) = 0 1
s+1
D S
s+1 s+1

0

0

s-1

—s S

(s+1)3

(s+1)? _

1
(s+1)?

0

1

Nous constaterons plus tard que T(s) n'est pas découplable ligne par

ligne et non plus par blocs par retour d'état statique par retour d'état

dynamique, mais T(s) est découplablé par blocs par retour d'état dynamique
suivant la partition de sortie (2, 1).

Commengons par factoriser T(s) en T(s) = [R(s) 0] Bs(s), ou Bs(s) est
bicausale bistable. R-1(s) est décrite par :

R1(s) = [Ry(s), Ry(s)] =

-

s+1

0

0

s+1

-—— s

|
[
!
1
{
f
!
i

. s-1

0

0

El(s) a deux péles a l'infini d'ordres respectifs 1 et 2, et un pole

instable en s =1. ﬁz(s) a un pdle a l'infini d'ordre 2 et un péle instable en

s=1. Par définition :

N] es = somme des pdles infinis et instables de Kl(s) =4
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n) o5 = somme des pdles infinis et instables de Ry(s) = 3.

Ensuite, pour la caractérisation du théoréme 5.2 nous avons
6(T1(s)) = o(T9(s)) = 0. Nous pouvons vérifier que T1(s), To(s) et T(s)

possedent les structures instables et 2 1'infini suivantes :

T1(s) a deux zéros 2 1'infini d'ordres respectifs 1 et 2, et pas de zéros
instables ;
T9(s) a un zéro a l'infini d'ordre 2, et pas de zéros instables ;

T(s) a trois z€ros a I'infini d'ordres respectifs 1, 1 et 2 , et un zéro

instable en s=1.

En se basant sur le théoréme 5.2, nous avons :

Ny eg = d(T(s)) - ATL)) + o(Tys))=5-1+0=4
09 g = d(T(s)) - d(T2(s)) + S(To(s)) =5-2+0=3

on retrouve donc les invarianst calculés précédemment.

5.3 Structure Essentielle par Blocs avec Stabilité.

Dans ce paragraphe nous présentons la généralisation de la structure
essentielle (paragraphe 4.2) au découplage par blocs avec stabilité. Cette
structure est constituée par des zéros instables et A l'infini, et correspond 2 la

structure la plus simple qui peut &tre obtenue pour un systéme découplé par
blocs avec stabilité.

Considérons,associée & T(s) stable, une réalisation minimale (C, A, B)
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en variables d'état ; x = Ax + Bu,y =Cx, (ue RM, x e R, y e RD),
Nous dirons par la suite qu'un retour d'état u = Fx + Gv préserve la stabilité
si les valeurs propres de (A + BF) sont toutes stables.

Rappelons quelques notations utiles. La matrice T(s) est décomposée en

blocs de lignes notés Tj(s), relativement 2 une partition de sortie (py.,..., PK)-
ILa matrice Ti(s) (ou bien Ci) est la matrice constituée par les lignes Ty(s),

To(s),..., Ti.10s), Ti108),..., Ty(s) de T(s).

Définition 5.3 -

Soit (C, A, B) un systtme linéaire décomposé en blocs de lignes

suivant la partition de sortie (P1s---» PK)- Soit Fj un retour d'état qui

préserve la stabilité et tel que : R.*>5 (A + BF;) R ;*, avec R;* le

Sous-espace de commandabilité maximal inclus dans le noyau de Ci.
Considérons, G; telle que Im BG; =B n Ri*et Aj=A+ BE;.

La iéme structure essentielle par blocs avec stabilité -notée
Zi,es(c’ A, B)- de (C, A, B) relativement 3 Ia partition P1---» Pk), est

définie comme la structure a l'infini et instable du sous-systéme

(Ci, A+ BFj, BG;), qui sera notée par ZOO,S(Ci, A + BF;, BGy).

La structure essentielle par blocs avec stabilité - notée ZCS(C, A, B) -

de (C, A, B), relativement 2 la partition (py,..., Pk) est définie par :

k
2es(C, A, B) = ¥ es(C, A, B)
i=1

1=
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* Une premiére caractérisation transfert de 3 ¢5(C, A, B).

Dans ce qui suit nous dirons qu'une matrice N(s) rxm (r=>m)
rationnelle propre stable est une matrice bicausale bistable 2 droite s'il existe

une matrice M(s) (m-r)xm rationnelle propre stable tel que [N(s) M(s)] est
bicausale bistable.

D'une mani¢re similaire au cas sans stabilité, nous pouvons interpréter

l'action de Fj de la définition 5.3 comme une base bicausale bistable du

noyau de Ti(s). Cette interprétation est a l'origine de la caractérisation

suivante.

Théoréme 5.3 :

La iéme structure essentielle par blocs avec stabilité zi,es(C’ A, B) de

(C, A, B), relativement i la partition (pq,..., PK)s est donnée par la structure

a l'infini et instable de Tj(s)-Vi(s), c'est 2 dire :
2ies(Cs A, B) = X ( Ti(s)Vi(s))

avec V;(s) une matrice bicausale bistable 2 droite dont les colonnes

forment une base pour le noyau de Ti(s).

Il est possible de montrer l'existence de telles bases pour le noyau de

Ti(s). Pour cela, soit M(s) une matrice polynomiale telle que les colonnes
forment une base polynomiale minimale du noyau de Ti(s), [F2, W1]. Soit t;
le degré polynomial de la iéme colonne de M(s), définissons la matrice
N(s) := M(s) diag((s+a)™t1,..., (s+a)tf), avec f la dimension du noyau de

T(s). Alors N(s) est une matrice bicausale bistable 3 droite et ses colonnes



-79-

constituent une base du noyau de Ti(s). :

*» Une deuxiéme caractérisation transfert de Yi,es(C, A, B).

Afin de simplifier la présentation, nous Supposons que le systéme est

de matrice de transfert T(s) surjective. Le cas général a été traité dans [AS].

Théoréme 5.4 :

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre, stable et de

rang p, décomposée en blocs de lignes relativement 3 une partition de sortie

(P1>---» Pk)- Supposons que la condition : rang TG) =r{ +rp +... + Ik,

avec rj le rang de T;(s), soit satisfaite. Considérons la factorisation de T(s) :

T(s)=[R(s) 0] B(s)

avec R(s) matrice rxr rationnelle propre stable nonsinguliére et By(s)

matrice bicausale bistable. Soit R"l(s) décomposée en blocs de colonnes
comime suit :

R"l(s)=[ﬁl(s),...,§k(s)] ; Ri(s) e R Ti(g)

La iéme structure essentielle par blocs avec stabilité Zi,es(c’ A, B)de -

(C, A, B), relativement a la partition (P1s---» Pk), (c'est a dire des zéros
instables et 3 l'infini), est donnée par la structure instable et a l'infini de
R;(s) :

- 2i,es(C, A, B) posséde un zéro i l'infini d'ordre ¢; & chaque fois que

ﬁi(s) possede un pdle  l'infini d'ordre t s
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- 2jes(C, A, B) posséde un zéro instable en § = zj d'ordre f; & chaque

fois  que ﬁi(s) posséde un pdle instable en s = z d'ordre fJ

Ce théoréme nous sera utile pour la construction d'un
précompensateur, qui en méme temps découple et montre la structure
essentielle par blocs avec stabilité. Ceci est di, en grande partie, au fait que
la classe des précompensateurs qui découplent dépendent des blocs de
colonnes de R‘l(s), [annexes 1 et 4].

Il est important de remarquer qu'a partir des théorémes 5.2 ou 5.3, la

structure Zi,es(c’ A, B) ne change pas aprés une mutiplication a droite par
des matrices bicausale, bistables. Alors, Zi,es(c’ A, B) est invariant par

retour d'état statique régulier qui préserve la stabilité, car de tels retours

d'état sont équivalents 3 une précompensation bicausale bistable [annexe 4].

Exemple 5.5 :

Considérons une réalisation minimale (C, A, B) de la matrice de

transfert T(s) de l'exemple 5.4 :

[ <1 0 0 0 0 17 [1000
0 -1 0 0 0 o0 0100
x= 0 0 0 1 0 o | o000 ]
0 0 0 0 1 o 0000
0 0 -1 3 3 g 0010
-0 0 0 0 0 -1l Looo 1l
100000
Y=|010000]x
11-1100

Présentons d'abord le calcul de la structure essentielle par blocs avec
stabilité de (C, A, B) relativement 3 2, D.
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Soient :
Cl=[11-1 100;cz=[100000]
s ] 010000

Puisque (Ker Cl 4+ Im B) > A Ker Ci, alors Ker Cl = p i¥, ot l)i* est

le sous-espace (A, B)-invariant maximal contenu dans Ker Cl. Par ailleurs,
le sous-systéme (Ci, A, B) (ou bien Ti(s)) n'a pas des zéros de transmission,

donc Ri* = V;* = Ker Cl.

Considérons les retours d'état :

[ 00000-1 ] [ 100
Fpo=| 001011 .45 | 100
000000 010
L 000000 | L 001
[00000-1] [ 00
| 000000 1 oo
F, = ; Gy =
000000 10
L 000000 | L 01

F;i préservent la stabilité, puisque Di*=R.* et qui vérifient :

Ri* > (A+BF)Rj* ;ImBG;=B N R*.

Alors, par définition la iéme structure essentielle par blocs avec

stabilité de (C, A, B) relativement 3 1a partition (2, 1) est la structure 3

I'infini et instable du sous-systéme G, A+ BFj, By), c'est 2 dire :
21.e5(C, A, B) = 200 5(C1, A + BFYy, BG)) = (1,2, (s-1))

22 es(C, A, B) = 2o0,5(C2, A + BF), BGy) = (2, (s-1))
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Zl,es(C, A, B) a donc deux zéros 2 l'infini d'ordres respectifs 1 et 2

et un z€ro instable en s = 1 ; pour sa part 22 es(C, A, B) a un zéro 2 l'infini

d'ordre 2 et un zéro instable en s = 1.

Pour illustrer la premiére caractérisation transfert de zl,es(c’ A, B),

choisissons une base bicausale bistable V1(s) du noyau de Tl(s). Tl(s) et

V1(s) sont donnés par :

1 1 1 s-1 1 ) _ (s+1)?
T(S):[SH ST (601 el 5 Vi(s)

A partir du théoréme 5.3, nous savons que zl,es (C, A, B) est donnée

par la structure infinie et instable de Ty (s)'Vy(s) avec :

1 0 0 1 1 0
s+1 (s+1)? s+1 0
Ti(s) Vi(s) = Vi(s) =
o L 0 0 =1 s

T1(s)-V1(s) posséde la méme structure infinie et instable que Zl,es(c’ A, B).

D'une fagon analogue pour 22,es (C, A, B), soit Vo(s) une base
bicausale bistable du noyau de Tz(s). Tz(s) et Vo(s) sont donnés par :
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S
O —a
+1
1 0 o 1
s+1 (s+1)2 0 o
T(s) = ; Va(s) =
0 s—h 0 0 1 o
0 1 _J

alors :

T Vi) = | Lo ]

T2(s)-V(s) possede la méme structure infinie et instable que Zz,eS(C, A, B).

Pour présenter 1a caractérisation du théorgme 5.7, rappelons que :
T(s) = [R(s) 0] Bs(s) avec Bs(s) bicausal et bistable.

-

s+1 0 0

R-A(s) = R (), Ry(s)] = 0 s+1

I
f
{
t
Lo
i

Ss+1)® (s+1)3 |(s+1)3
L 51 T e1 I s-1

Rl(s) a deux podles i I'infini d'ordres respectifs 1 et 2, et un péle instable en

s=1. Rz(s) a un pdle a l'infini d'ordre 2 et ug pole instable en s = 1.

Nous retrouvons donc Ia Structure essentielle par blocs avec stabiljté-
calculée précédemment,

5.4 Application au Découplage par Blocs avec Stabilité.

Ce paragraphe concerne les invariants de découplage par blocs avec
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stabilité et la structure essentielle par blocs avec stabilité que nous avons

introduits' dans ‘5.2 et 5.3. Nous allons voir qu'ils correspondent
respectivement :

- au degré de McMillan minimal qui peut étre obtenu pour un systéme

découplé par blocs avec stabilité ;
- a la structure instable et 3 I'infini minimale qui peut &tre obtenue

pour un systeme découplé par blocs avec stabilité.

D'une fagon analogue au cas sans stabilité, il est possible de montrer

que :

- si T(s) peut &tre découplé par blocs avec stabilité par un
précompensateur propre admissible, alors le degré de McMillan du iéme

bloc du systéme découplé est supérieur ou égal 2 nj eg -

dans le cas contraire C(s) deviendrait non propre ou instable.

De méme, pour la structure instable et a l'infini, la structure minimale
qu'on peut obtenir sur la i¥me bloc du systtme découplé avec stabilité est

déterminée par ¥; o(C, A, B).

Le théoréme qui suit montre la possibilité d'obtenir n; e; et

%ies(C, A, B).

Théoréme 5.5 -

Soit T(s) une matrice de transfert pxm strictement propre stable de

rang r et soit (py,..., py) une partition de sortie. Si T(s) peut &tre découplée

par blocs avec stabilité relativement 3 (P1---» Py alors,
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i) Le degré de McMillan minimal qui peut étre obtenu sur le i¢me bloc
du systéme découplé avec stabilité est donné par les invariants de découplage

par blocs avec stabilité nj o5

i) La structure instable et 3 I'infini minimale qui peut étre obtenue sur
le iéme bloc du systtme découplé avec stabilité est donnée par la iéme

Structure essentielle par blocs avec stabilité Zi es(C, A, B).

Exemple 5.6 :

Nous présentons Ia construction d'un précompensateur qui nous
fournit les systtmes découplés minimaux du théoréme 5.5. La construction
est faite pour la matrice de transfert stable T(s) de l'exemple 5.4 :

Partons de T(s) factorisée en - T(s) = [R(s) 0] Bs(s), avec R(s)
matrice rxr rationnelle propre stable non singuliere et Bs(s) matrice mxm
bicausale bistable. ] .a matrice R‘l(s) est donnée par :

-

s+1 0 0

{
l
I
[
i
[

R(s) = [Ry(s), Ry(s)] = 0 s+1 0

{
(s+1)® ~(s+1)3 ((+1 )3 -
L s-1 s-1 | s-1 J

Admettons que le découplage de T(s) sera fait par retour d'état
dynamique. T(s) n'est pas découplable ligne par ligne car m < 2p -k ; avec
m=4,p=3etk-= 1, k étant Je rang en colonnes 2 l'infini de R“l(s), m et
p ¢tant respectivement e nombre d'entrées et de sorties [D7]. Par contre T(s)
est découplable par blocs relativement 3 Ia partition de sortie (2, 1), la

condition m > 2p - k* egt vérifiée, avec k* = 9 |e rang maximal qui peut
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étre obtenu par les blocs de colonnes de R-1(s) [annexe 1].

Soient les factorisations de Smith-McMillan sur Rps(s) de f{_l (s) et ﬁz(s)

décrites par :

1 ]
o r% -1 (s-1)/n3
— ASIS 1 1
_ " ls) = 1
Ri() le(s){ . }le(s) o 1 ool o L |[L 1
1 0 0 0 0
-
(s-1)/n3
— As2(s) 0 O 1
Ro(s) = Bsa(s) Bsofs) =| 0 1 0 0 [1]
0 1 0 o
0

avec T = s+ 1, un polynéme stable.

Nous proposons le précompensateur stable défini par :

sl (sl -l
(s+1)? (s+1)2 (s+1)2
0 0 1 0
C(s) = Bs'l(s)- [88] = Bs1(s)- =
-1 0 -1 0 1
0 0 0 0 1.
(5.2)

avec : Cy(s) = R-1(s) -diag(B'ls'l(S) A1S'1(S), B'zs'l(S) Azs'l(s))

CZ(S) une matrice (m-p)xp rationnelle propre stable.
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C(s) découple T(s) en :
[ _s-1 -1 0 C
(S +1)3 s+1 '
T(s) C(s) = 0 EJET 0 = diag(Di(s), D2(s))
0 0 _s-1
B (s+1)3

Alors par construction et en s'appuyant sur le théoréme 5.4 :

oo s(D1(8)) = Yoo sR1(5)) = 21 ¢5(T(s)) = (1, 2, (5-1)) ;
2io0,s(D2(8)) = Yoo s(R2(S)) = X o5(T(s)) = (2, (s-1)).

T(s)-C(s) = diag(Dq (s), D7(s)) est donc de structure i I'infini et
instable minimale.

Remarque :

T(s) est surjective ou de noyau 2 gauche nul. A partir de la définition
5.2 des nj ¢ et du théoréme 5.4 nous déduisons que dans ce cas :

Djes = somme de z€ros (instables et a l'infini) de Zi,es(c’ A, B)

Nous avons obtenu le systme découplé de structure instable et 2

I'infini minimale Zi,es(C’ A, B), qui est donc aussi de degré de McMillan
minimal. Ainsi nous avons -

degré de McMillan minimal avec stabilité de D1 (s) = Ny g =4

degré de McMillan minimal avec stabilité de Dy(s) = n) og =3
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54.1 tructure Minimale de stemes Découplables

eye ’ 4

Nous avons rappelé au paragraphe 5.1.1. le probléme du découplage
avec stabilité considéré dans ce travail. Il est €quivalent au découpalge de
systemes de matrice de transfert stables T(s) a l'aide d'un précompensateur
stable C(s).

Pour ce problme, nous venons d'étudier les systemes découplés
T(s)-C(s) de structure la plus simple possible au sens du degré de McMillan
minimal et de la structure  I'infini minimale.

Hlustrons par un exemple les points suivants :

1- Les systémes minimaux que nous pouvons obtenir en découplant par
retour d'état dynamique (quand c'est possible) sont les mémes que ceux
obtenus en découplant par précompensation. Ceci sera fait en montrant la
réalisation par retour d'état dynamique d'un précompensateur qui fournit
une solution minimale de découplage.

2- nous avons vu au paragraphe 3.3.1, que quand le découplage par
retour d'état dynamique est possible il est possible alors avec stabilité. Mais
cela ne veut pas dire qu'on obtient les mémes systtmes minimaux. En effet,
le degré de McMillan minimal des systemes découplés avec stabilité est en

général plus grand que celui du découplage sans stabilité.

Exemple 5.7:

1- Considérons le systéme de matrice de transfert stable donné dans

l'exergple 5.4. Soit (C, A, B) la réalisation minimale de T(s) donnée dans
I'exemple 5.5
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Le précompensateur découplant C(s) de l'expfession'(S.Z) nous fournit
un systéme découplé T(s)-C(s) de degré de McMillan minimal.

Soit u = F(s) x + G v, un retour d'état dynamique non régulier. La

matrice de transfert T(s) du systeme bouclé peut s'écrire :
Tr(s) =T(s) [I-F(s) (sI- A)'BJIG

C(s) est réalisable par retour d'état dynamique (non régulier) avec
stabilité€ quand il existent F(s) et G, telles que :

C(s) = [T - F(s) (sI - AYIBJ-1G.

C(s) posséde cette propriété quand il est un morceau de bicausale
stable. Dans ce cas il existe E(s) matrice rationnelle propre stable telle que
W(s) = [C(s) E(s)] est bicausale stable ; W(s) est en vue du théoréme 3.2
(page 34) réalisable par retour d'état dynamique régulier avec stabilité [H2,
D7].

IMustrons maintenant le calcul de F(s) et G a partir de C(s). Notons
que le terme F(s)-(sI - A)1B est strictement propre, alors le terme

[L - F(s)(sI - AY1B]! tend vers I'identité I quand s tend vers 1'infini. Nous
avons donc :

lim, , C(s) =G =

—_— 0 O
e OO

-1
1
-10
0

o]

- C(s) peut s'écrire comme suit :
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[RECO AT T I 0o _ls 2 7]
(s+1)2 (s+1) (s+1)2 (s+1)2
0 1 0 0 1 0 0
C(s) = = -G
-1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1
ou bien,
S 0 s-1 2-s _ |-1
(s+1)% (s+1)?
0 1 0 0
CGs) = -G
0 0 1 0
0 0 0 1

= [I-F() (sl -_A)'IB]'_I'G

On peut déduire F(s) de cette expression. Ainsi C(s) est équivalent au

retour d'état dynamique déterminé par :

i} _
0 0 1 -1 0 G*:i’i—)
0 0 0 0 0 0 8"118
F(s) = et G=_101
0 0 0 0 0 0 o
0 0 0 0 0 0 )

Le systéme bouclé a pour matrice de transfert Tr(s) tel que:

s-1 -1 0 7]
(S + 1)3 s+1
Tr(s) = 0 1 0 = diag(Dy(s), Da(s))
. s+1
0 0 s-1
i (s+1)3
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Tg(s) est de degré de McMillan minimal, puis que Tg(s) est identique 2
T(s)-C(s) et que celui-ci est de degré de McMillan minimal (voir exemple
5.6). Pour chaque bloc on a :

degré de McMillan minimal avec stabilité de Di(s) =nj o5 =4

degré de McMillan minimal avec stabilité de Dy(s) = ny e =3

Cette partie de l'exemple montre que quand le découplage par retour
d'état dynamique est possible, le degré de McMillan minimal qu'on peut

obtenir est identique a celui qu'on peut obtenir par précompensation.

2- Montrons que le degré de McMillan minimal du systeme découplé

avec stabilité est plus grand que celui du systéme découplé sans stabilité.

Nous venons de voir que le précompensateur C(s) nous fournit un
systeme découplé avec stabilité de degré de McMillan minimal. Considérons
maintenant C'(s) qui rend découplé par blocs T(s). C'(s) et T(s)-C'(s) étant

donnés par :
~ 5 [ _1 1]
1 0 0 1 -1 e
' 0 1 0
Te)CE =] o L ¢ 0
s+1 _ s+1 0 s+1
1 1 sl (s-1) (s-1)
i s+1 s+1 (s+1)3 0 0 (SS-_i-ll)
Le systeme découplé est :
- 1 0 -
(s+1)2 s+1
T(s)-C(s) = 0 1 0 = diag(D'y(s), D'a(s))
s+1
0 0 L
L (s+1)2
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Le degré de McMillan minimal sans stabilité de D'y (s) = nje=3et le

degré de McMillan minimal sans stabilité de D'y(s) = np ¢ = 2. Pourtant

leurs degrés de McMillan minimales avec stabilité sont respectivement

N eg=4et N oq =3.

Donc, le degré de McMillan minimal du découplage avec stabilité est

plus grand que celui du découplage sans stabilité.

Remarque :
On peut déterminer les zéros instables nécessaires pour le découplage

avec stabilité de la facon suivante :

- Le nombre minimal de zéros instables est déterminé par les
différences N|es-Nje=4-3=1 et N es-Npe=3-2=1

- Leurs valeurs complexes et leurs multiplicités peuvent étre déduits de
la comparaison entre les listes Zl,es(c’ A, B) et zZ,es(C’ A, B), qui pour

I'exemple sont détermines par :

21es(CAB)=(1,2(-1)) ; T1C A B)=(1,2)
20es(C,AB)=(2,(5-1)) ; 3po(C, A B)=(2)

Les blocs Dy (s) et Dy(s) du systéme découplé avec stabilité minimal

possédent tout le deux un zéro instable en s = 1






CHAPITRE 6

CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
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6 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Au chapitre 3 de cette thése nous abordons un probléme resté ouvert,
celui du découplage par blocs par retour d'état dynamique (u = F(s) x + G
v), G étant éventuellement non réguliere. Une condition nécessaire et
suffisante d'existence d'un retour d'état dynamique découplant est donnée - le
découplage sera possible si le systtme posséde un nombre suffisamment
grand d'entrées. L'aspect stabilité est aussj analysé ; il en résulte que quand le

découplage est possible il le sera avec stabilité.

L'étude des solutions du découplage de degré de McMillan minimal et
de structure 2 I'infini minimale est abordé au chapitre 4. Ce probléme peut
etre considéré comme clos car nous avons déterminé les sytémes découplés
minimaux qui peuvent étre obtenus par précompensation et par retour d'état
dynamique [C4, D8]. Par ailleurs Descusse dans [D5] a fait de méme en
utilsant un retour d'état statique.

Il est important de signaler que, dans tous les cas, les systémes
minimaux qu'on peut obtenir sont identiques 2 ceux obtenus par

précompensation.

Le chapitre 5 concerne les systémes découplés par blocs avec stabilité
par précompensation de degré de McMillan minimal et de Structure A l'infini
et instable minimale. L'étude est faite a l'aide de deux invariants (par
bouclage régulier qui préserve la stabilité). Ce probléeme est lié au nombre
minimal de zéros instables et infinis nécessaires pour découpler avec
stabilité. Dans ce sens, les solutions minimales constituent les solutions de
retard minimal du découplage avec stabilité.

Quand le découplage avec stabilité par retour d'état dynamique est



-94-

possible, le systtmes minimaux sont identiques 2 ceux obtenus par
précompensation avec stabilité.

Nous avons dit que si le découplage est possible, il est possible avec
stabilité. Cela ne veut pas dire qu'on obtient les mémes syst®mes minimaux.
Le degré de McMillan minimal avec stabilité est en général supéricur a celui
du découplage sans stabilité, tandis que la structure minimale avec stabilité
est constituée par des zéros instables et par des zéros infinis. Les zéros infinis

correspondent 2 la structure i 1'infini minimal du cas sans stabilité.

Les problemes de découplage des systémes linéaires ne sont pas encore
completement résolus. Dans les perspectives & envisager on peut citer :

1) L'étude du découplage ligne par ligne avec stabilité par retour d'état
statique non régulier. Ce probléme ouvert est étudié au Laboratoire
d’Automatique de Nantes, 2 l'aide de techniques géométriques. Une
interprétation en termes de matrice de transfert de la solution "géométrique"
sans stabilit€¢ donnée dans [D3] pourrait éventuellement nous permettre de
mieux comprendre le cas avec stabilité.

2) L'extension du cas précédent au cas bloc, c'est & dire I'étude du
découplage par blocs par avec stabilité retour d'état dynamique non régulier.

3) Comme probléme connexe au deux point précédents, nous
proposons d'étudier les systémes minimaux qui peuvent étre obtenus en
découplant (quand c'est possible) par retour d'état statique. De telles
solutions sont nécessairement un sous ensemble de celles trouvées au chapitre

5, car le retour d'état statique est un cas particulier de précompensation.
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Abstract. In this paper we solve the dynamic state feedback block decoupling problem in the
general case, i.e. with singular or non singular input transformations. We prove that the problem is
solvable if the number of inputs is large enough. The main tools for this study will be some new
invariant spaces associated with the columns infinite behaviour of a rational matrix. It turns out that
when the problem is solvable it is also solvable with stability.
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I- INTRODUCTION

The decoupling problem has been extensively studied during the last twenty years.
Important steps in the development of the decoupling theory as well as references can be found in
[1]-[4). Numerous papers deal with decoupling by precompensation or decoupling by state
feedback with non singular input transformations. Even in the case of row by row decoupling,
some problems remain unsolved, e.g. the static state feedback decoupling problem with stability.

The block decoupling problem has been solved in some particular cases, let us mention the
block decoupling problem by precompensation and by non singular state feedback implementable
controllers [3]-[6].

When restricting the input transformation to be non-singular the static (or dynamicm) state
feedback block decoupling condition is fairly strong (independence at infinity of the transfer matrix
row blocks). This restricts considerably the class of decouplable systems.

In this paper, we will focus our interest on the dynamic state feedback block
decoupling problem with possibly singular input transformation. As shown in 7],
feedback solutions are attractive since they require to add less dynamics than the equivalent
precompensations.

We will introduce some invariant real Vvector spaces associated with the columns infinite
behaviour of a rational matrix and will show that such spaces are invariant modulo right
multiplication of the system transfer matrix by non singular rational matrices,



The dimension k* of a particular invariant space will play a key role in the sequei. We will
show that k™ is a feedback invariant and that dynamic state feedback decoupling is solvable if and
only if the number of independent inputs is larger than or equal to 2r-k* where r is the transfer
matrix rank. We will prove also that when the dynamic state feedback decoupling problem is
solvable, the problem is also solvable with stability.

The paper is structured as follows :

In section 2, the block decoupling problem is formulated and some notations and
preliminaries are given. In section 3, invariant spaces at infinity are introduced and some general
propecrties of these spaces are given. Section 4 is devoted to the dynamic state feedback block
decoupling problem. Stability issues are discussed in section 5.

II- PRELIMINARIES AND PROBLEM STATEMENT

II.1 - Preliminaries

Let R(s) be the field of rational functions. A rational function f(s) = n(s)/d(s) is said to be
proper (resp. strictly proper) if deg (d(s)) > deg (n(s)) (resp. deg (d(s)) > deg (n(s))) where
deg (n(s)) denotes the polynomial degree of n(s).

Denote by R (s) the ring of proper rational functions and R pxm(s) the set of proper
rational pxm transfer matrices.

The units (invertible elements) of the ring R m’““(s) are called bicausal matrices and are
characterized by the property that B(s) is a bicausal matrix if and only if :

det (Lim B(s)) #0

§->o00
In the sequel, we will need Smith forms of proper rational transfer matrices over the ring of proper
rational functions. Introduce a factorization at infinity which was studied in [8, 9].

Definition 1. Let T(s) be a pxm rational matrix, a Smith McMillan factorization at infinity of T(s)
is a factorization of the form

T(s) = B(s) A(s) B,(s)
with B, (s) and B,(s) bicausal matrices and

A(s) 0
A(s) =

0 0
. n A
where A(s) = diag (s ',...,s ")
The integers n, are assumed to be decreasingly ordered.

A bicausal matrix possesses neither poles nor zeros at infinity. One has the following :

Theorem 1. Let T(s) be a pxm rational matrix. Then there exist Smith McMillan



factorizations at infinity of T(s). Moreover A(s) is uniquely defined. When n, is negative, -n,
is an infinite zero order of T(s), when n, is positive, I, is an infinite pole order of T(s) and r = rank
T(s).

Notice that A(s) coincides with the Smith form of T(s) over the P.LD. of proper rational
functions. When T(s) is proper the n;'s are negative, in this case the negatives of the n.'s are the
infinite zero orders of T(s). The non-uniqueness of these factorizations is characterized in 9] viaa
multiplicative group of bicausal isomorphisms.

IL.2 - State feedback and precompensators

In this subsection we will focus our attention on state feedback implementable
compensators.

Let T(s) be a pxm strictly proper rational transfer matrix and (A, B, C) be a realisation of
T(s) ie. :

x =Ax + Bu xe R", u e R™
y=Cx ye RP
with T(s) = C(sI - A)1 B
In the following we will restrict our attention to pxm strictly proper transfer matrices T(s)
with null static kernel i.e. a minimal basis of Ker T(s) contains no constant vector. This can always
be achieved by eliminating the dependent inputs. In the state space formulation T(s) possesses a
null static kernel if and only if B is injective in any realization (A, B, C) of T(s).
We will consider different control laws
1) Precompensation
u(s) = C(s) v(s) where C(s) is a mxI proper rational matrix,
then the transfer matrix of the controlled system is T(s) C(s).
1) Static state feedback
u =Fx + Gv where F € R™ gpd G ¢ R™xm 0p singular,
then the closed loop transfer matrix is C(s] - A - BF)! BG.
iii) Dynamic state feedback B
u = F(s) x + Gv where F(s) e Rp"‘"“(s) and G € R™™ nop singular, in this case
the closed loop transfer matrix is C(sl - A - BFE(s))! BG.
In cases ii) and iii) when the input transformation G is allowed to be singular we speak of
singular static (or dynamic) state feedback.
Consider the effect of a non singular dynamic state feedback. The closed loop is
T (s) = C(sI - A - BF(s))! BG
=T(s) (I- F(s) (sI- Ay B)! G =T¢(s) B(s)
where B(s) is easily seen to be a bicausal precompensator.
The converse problem was studied in {10, 11].



Theorem 2. Let T(s) be a pxm strictly proper rational matrix with null static kernel and (A,B,0O)
be a realization of T(s). Let C(s) be a mxm proper rational compensator, there exist a mxn proper
rational matrix F(s) and a square full rank constant matrix G such that :

T(s) C(s) = C(sI - A - BE(s))! BG
if and only if C(s) is bicausal.

The effect of a bicausal precompensator is then equivalent to the effect of a dynamic state
feedback with non singular input transformation G. This is true in any realization and in particular
in a minimal one. It is shown in [10] that the effect of a bicausal precompensator is also equivalent
to the effect of a static state feedback, but acting on a possibly non minimal realization of T(s). A
similar result has been given in [10] for static state feedback, in this case the bicausal
precompensator C(s) must satisfy a supplementary condition.

When considering the effect of a singular dynamic state feedback, the equivalent
precompensator will be equal to B(s) G where B(s) is bicausal and G a possibly singular constant
matrix.

IL3 - Problem formulation

We will consider now the block decoupling problem. In order to avoid trivialities we will
require the compensated system to be just as “output controllable" as the original system is.

We will say that the propef precompensator C(s) is admissible if

rank T(s) C(s) = rank T(s)
This admissibility condition is equivalent to the preservation of the C* controlled output

trajectories.

Let T(s) be a pxm rational matrix and let (P> Py) be a given set of positive integers

k
satisfying Z P; = p. The system with transfer matrix T(s) is said to be block decoupled relatively
i=1

k

to the partition {p,} if there exist positive integers m,,...,my satisfying E m, = m, such that
_ i=1
T (s) has the block diafonal form :
T, (s)
. O .
T(s) = T = diag (T1,(8)s-.., Ty (s)

0
Tkk(S)

.

. pixmy .
with T,(s) e Rp (s), fori=1,..k

This means that each above defined input block influences only one output block. If one

wants this influence to be effective the T;;(s) must be non null for each 1, in this case the system is
called non degenerate.



The decoupling problem can be formulated as follows : Is it possible to exhibit an
admissible proper precompensator C(s) such that T(s) C(s) is block decoupled and non
degenerate ? :

The above defined decoupling problem is always solvable for full row rank (surjective)
systems. A solution is given by C(s) = 1/s* T*(s) where T*(s) is a right inverse of T(s) and A is
some integer sufficiently large to ensure that C(s) is proper. In the present paper this rank
assumption is relaxed.

In this paper we focus our interest on decoupling compensators which are feedback
implementable. This type of solution is highly desirable from a practical point of view. In effect
besides the wellknown nice properties of feedback controllers, feedback implementation leads to
simpler controllers [7].

ITI- INVARIANT SPACES AT INFINITY

In this section we will introduce some spaces associated with the columns infinite
behaviour of a rational matrix. We will give some general properties of these spaces which could be
useful for solving various control problems. We will focus our attention on partitioned matrices,
this will provide us with some tools for solving block decoupling problems.

III. 1 - Maximal column space at infinity

Introduce first the following
Definition 2. Let T(s) be a pxm rational matrix. Denote as t.(s) the i-th column of T(s). Define
the integers r; such that :

lim t(s)s * = t,

§—300
where t; is a non null constant vector when t,(s) is non null. When t,(s) = 0 we will define I; to be
equal to -eo and t; equal to 0.

The column space at infinity of T(s) denoted Im_(T(s)) is defined as the space
spanned by the columns of the matrix T = [t)se- ot ]

The column rank at infinity of T(s), denoted r_(T(s)), is defined as dim(Im_(T(s)).

Notice that when 1; 1s negative then -I; 18 the infinite zero order of t.(s), otherwise r; is the
infinite pole order of t(s).

We will now introduce a real space associated with a rational matrix. This space will be
shown to have some nice invariance properties.

Let T(s) be a pxm rational matrix of rank r and B,(s) A(s) B,(s) be a Smith Mc Millan
factorization at infinity of T(s). Decompose B,(s) and B,(s) as follows -

By(s) = [V(s), W(s)] , BT(s) = [MT(s), NT(s)]
where V(s) and M(s) are respectively pxr and rxm rational matrices.



Consider the column space at infinity of V(s) :

D_(T(s)) =Im_ (V(s))

Notice that all the 1;'s of definition 2 are zero in this case. One has the following :

Proposition 1. Let T(s) be a pxm rational matrix. With the previous notations V_(T(s)) satisfies
the following properties :
i) Im_(T(s) R(s))C V_(T(s)) for any mxl rational matrix R(s) with arbitrary 1.
i1) There exists a mxm right invertible rational matrix P(s) such that :
Im_(T(s) P(s)) = V_(T(s))
i) V_(T(s)) is independent from the chosen Smith Mc Millan factorization at infinity of
T(s).

Proof : i) Let R(s) be a mxl rational matrix.

B _ A(s) 0 |[ M(s)
One has T(s) = B,(s) A(s) By(s) = [V(s), W<S)][ 0 0] [ N(s) ]

I

V(s) A(s) M(s)
Denote V_ = Ilim (V(s))

S—oo

Notice that Im(V_) = Im_ (V(s)) =V _(T(s)).

Write V(s)=V_+Q(s) where Im Q(s)=0

One has T(s) R(s) = (V... + Q(s)) A(s) M(s) R(s)
= (V_,+Q(s)) U(s)

Factorize U(s) as in definition 2 :

§—doo

T(s) R(s) can be written as :
TG) R(s) = [V, U, + Uyfs)] diag(s .., s with lim Uy(s) = 0

§S—o0 —

Then  Tm, (T(s) R(s)) = Im(V,, U, )C Im (V_) = V_ (T(s)).

ii) We may choose P(s) as a right inverse of M(s)
Im,, (T(s) P(s)) = Im_, (V(s) A(s))
=Im_ ((V_, + Q(s)) A(s))

where V_ plays the role of the matrix T in definition 2, then :
Im,, (T(s) P(s)) = Im(V_) = D_(T(s)).

iit) Consider another Smith Mc Millan factorization at infinity of T(Gs) :
T(s) = B'i(s) A'(s) B'y(s) = V'(s) A'(s) M'(s), A'(s) = A(s).



Factorize T(s) as in proof of parti):

T(s) = V(s) A(s) M(s) = V'(s) A(s) M'(s)
Denote V_(T(s)) = Im_(V(s)) -

V' (T(s) =Im_(V'(s)), V', = lim (V'(s))

§—poo

Let (M'(s))* be any right inverse of M'(s) then

Im_(T(s) M'(s))*) = Im_, (V'(s) A(s))
= Im_((V', + Q) A(s)) with Lim Q(s) =0

§—o0
=Im(V")) = V' (T(s))C V_(T(s)) from i).
Reversing the roles of the factorizations, one obtains D_(TG))C V' (T(s)). D_(T(s)) is
then independent of the chosen factorization.
We are now able to give a consistant definition of D_(T(s)).

Definition 3. Let T(s) be a pxm rational matrix. Consider a Smith Mc Millan Factorization at
infinity of T(s) :
T(s) = B,(s) A(s) B,(s)
Decompose B,(s) as follows :
B(s)= [V(s),‘W(s)] where V(s) is a pxm rational matrix _ _
Im_(V(s)) denoted V_(T(s)) is called the maximal column space at infinity of T(s).

Remark : The above defined invariants spaces can be characterized using classical tools coming
form algebraic geometry [ 12]-[14].

As noted by a reviewer the subspace V_(T(s)) is nothing else but the value at infinity of the
curve associated with Im T(s). This curve is the continuous extension of the mapping s — Im T(s)

(from C with exception of the poles and zeros of T(s) to the grasmannian manifold of CP) to the
whole complex plane.

From Proposition 1 :

- V_(T(s)) is independent of the factorization
- From ) and ii) dim(V_(T(s)) = rank T(s) then it is indeed the maximal column rank at
infinity which can be reached for T(s) R(s).

We prove now that V_(T(s)) is invariant when multiplying on the right T(s) by any square
non singular rational matrix.

Proposition 2. Let T(s) be a pxm injective rational matrix and P(s) be a mxm non singular
rational matrix. Then V_(T(s) P(s)) = V_(T(s))

Proof. Recall first that dim(V_(K(s))) = rank K(s) for any rational matrix K(s).



By ii) of proposition 1, there exists a rational matrix P'(s) such that
Im_(T(s) P(s) P'(s)) = V_(T(s) P(s)).

By 1) of proposition 1 '
Im_(T(s) P(s) P'(s))C V_(T(s))

Since dim(V_(T(s) P(s))) = rank (T(s) P(s)) = rank (T(s)) = dim V_(T(s))), then
V_(T(s) P(s)) = V_(T(s)) v

It follows that the real vector space V_(T(s)) is associated in a unique way to the rational vector
space Im(T(s)).

L2 - Maximal column sbaces at infinity for partitioned matrices
Let T(s) be a pxm injective rational matrix partitioned as follows -

T(s) = [Ty(s),.... T)] where Ty(s) ¢ R™™ (s)
Define V = vm(Tl(S)) + l)m(TZ(s)) +.+ l)oo(Tk(s)). Notice that in general V # V_(T(s)). This
can be shown on the following example.

s 0
T(s) = [T(s), T,(5)] = ( 2 2}

S S
One has the following.

Lemma 1. With the above notations : &

1) V is invariant modulo right multiplication of T(s) by non singular block diagonal rational
matrices partitioned in accordance with the column partition of T(s).

ii) There exists a block diagonal rational matrix D(s) partitioned in accordance with the
column partition of T(s) such that :

Im_(T(s) D(s)) =V

Proof.i) comes directly from proposition 2. .

ii) is obtained constructively using ii) of proposition 1. \Y%
Dim(V) is then the maximal column rank at infinity achievable for T(s) D(s), D(s) block diagonag‘

We present now a weaker invariance property of dim(D).

Lemma 2. With the above notations dim(V) is invariant modulo left multiplication of T(s) by
bicausal matrices. ‘

Proof.
Let B(s) = By + B'(s), be a pxp bicausal matrix with lim B'(s) =0 . Consider

§$—do0

A
Ti(s) = [Vi(s), Wy(s)] { {(5) J Bi(s) be a Smith Mc Millan factorization at infinity of Ty(s)
0

where V. (s) e Rpxmi(s)



Vi(s) =V, + Q(s) with lim QG)=0 i=1...k
B(s) Ti(s) = By V; + Ri(s)s_\);ith lim Ri(s)=0

S—eo

It follows that :
v_(B(s) Ty(s)) = Im(B,, V) foranyi.
Then V_(B(s) T,(s)) +...+ D_(B(s) T, (s)) = B, V. \%

IV- BLOCK DECOUPLING

Consider now the dynamic state feedback block decoupling problem.

In order to give a solution to the block decoupling problem, we need to introduce the
following decomposition. Let T(s) e Rpp"m(s) be decomposed according to the partition
(Ppo--iDy) a5 :

T,(s)
T(s) = ) ; where Ti(s) e Riixm(s)
Ti(s)

k
If T(s) is such that : rank T(s) = 3, rank T,(s).

1=1

then T(s) can be decomposed as :
[1r, 1] %1(5) ]
Vi® . e I, ’ T,(5)
T=| , 0
V. (5) 0 . F
! 01| -}k(s) ]

T(s) = V(s) I T(s)
PixP; . . ) N . - r;xm
where Vis) e Rp (s) is non singular, Ir, is the I, X 1; identity matrix, T.(s) € Rp1 (s)
and r; = rank Ti(s) = rank T,(s).
In the same vein, we will use the following factorization of T(s) :

T(s) = [R(s) 0] B(s)
with R(s) square non singular and B(s) bicausal. The Hermite factorization given in [15] is a
possible solution. We have the following.

Definition 4 .Let T(s) be a pxm strictly proper rational matrix, decomposed as previously

T(s) = V(s) [ T(s)
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When particularized to the row-by-row decoupling problem of surjective systems,
this result is as given by Dion and Commault (1988).

Proof

By Lemma 3 the minimal McMillan degree achievable for the decoupled system is

greater than or equal to n,. We now construct a block decoupling precompensator
that achieves such a minimal degree n,.
Decompose T(s) as in Lemma 1:

T(s) = U(s)I'T{(s)

Consider the Hermite form of T(s) =[H(s) 0]B(s) and decompose H™!(s) in
column blocks relative to (ry, ..., r,) as follows

H™ ') =[A7'() ... HY(9)]

By Lemma 4, there exists a left Wiener—Hopf factorization at infinity of each H; (s),

fori=1,..., k, denoted as
_ Ay(s)
HY(s) = Bi(s) 0 Vi(s)

A(s) = diag (s, ..., s*)

- with the property

nie: Z‘ kl.j. fOr i: 1, ...,k

j=1

We propose the following precompensator

C(s) = B~1(s) ) . (4.1)
s | _

s)
where
Y(s) = f171(s) diag (V; (AT L), ... Vi (AT 2(5))
and X(s) is any proper (m —r) x r matrix.
The decoyupled system is
T(s)C(s) = U(sM diag (V" "(s)AT (s), -, Vi H(s)A X(s))

whose McMillan degree is cleaﬂy ne=n,,+ ... +ng,. ]

In fact while minimizing the McMillan degree of the decoupled system the infinite
structure 1s also minimized. This is stated in the following corollary.

Corollary 2
Let T(s) be a p x m strictly proper rational matrix of null left and right static
kernels, partitioned in row blocks relative to (P1> -, ) and let C(s) be an m x r

proper admissible decoupling precompensator. Then the minimal infinite structure
achievable for the ith block of the decoupled system satisfies

do(Di(s)) = doo(T(5)) = d o (T*(s)) fori=1, ..,k
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where
T(s)C(s) = diag (D(5), ..., D(5)) and D;(s) € RE*"¢(s)

Proof

Consider first the decoupled system T(s)C(s) = diag (D, (s), ..., D, (s)), then make
invariant the supremal (4,, B;)-invariant subspace contained in Ker C; of (A, B;, C,)
a minimal realization of D(s) (i = 1, ---» k), by an adequate state feedback. Such a state
feedback is equivalent to the action of a precompensator By(s), where B(s) is a
bicausal matrix (see Hautus and Heymann 1978), then

T(s)C(s)B(s) = diag (D () B, (s), ..., Di(s) Bi(s))
where B(s) = diag (B, (s), ..., B(s)). C(s)B(s) is also an admissible block decoupling
precompensator (rank {7(s)C(s) B(s)} = rank T(s) = r). The bicausal matrix B(s) does
not modify the infinite structure of D(s), so do,(Di(s)) =d ,(D;(s) B;(s)).
The proof will be done by contradiction. Suppose that
oo (Di(3) Bi(s)) <do(T(s)) — d o (T(s))

then

Ao (Di(8)Bi(35)) + 0(Ti(s)) < doo( T(5)) — d o (T'(s)) + o(Ti(5))
by (b) of Theorem 4, one has

Ao (Di(3) Bi(s)) + o(T(s)) < m,,

We show that o(T(s)) = o(T(s)C(s) B(s))- Firstly, observe that the left null space of
T(s), over R(s), is a subspace of the left null space of T(s)C(s)B(s). Secondly, the left
" null space dimensions of T(s) and of T(s)C(s)B(s) are both equal to p—r, by the
admissibility of C(s) B(s). Therefore, the left null space of T(s) equals the left null space
of D(s)B(s), implying a(D(s)B(s)). = .o(T(s)).

Moreover :

o(Ti(s)) = o(Dy(s) B,(s))
It follows that
oo (Di(5) Bi(s)) + a(Dy(s) Bi(s)) < n;,

where the left side is equal to the McMillan degree of D;(s)B;(s) (since B(s) reduces
the system Dy(s) to a maximally non-observable form), which contradicts (b) of
Theorem 6.

Finally, for a possible compensator construction see (b) of Theorem 6, where the
decoupled system satisfies

do(Di(s)) + a(Di(s)) = n,,
As noted above
a(Di(s)) = o(T(s))
hence
dey(Di(5)) = n;, — o(Ti(s))
By (b} of Theorem 4, one has

Ao (Di(5) = doy(T(5)) — d o (T¥(5))
which ends the proof. N O
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We show in the following corollary that when T(s) 1s block decouplable by a
dynamic state feedback implementable precompensator, the minimal McMillan
degree achicvable for the decoupled system is also n,.

Corollary 3

Let T(s) be a p x m strictly proper transfer matrix of null left and and right static
kernels, partitioned relatively to (p,, ..., p,) as in Theorem 6. If the system of transfer
matrix T(s) is block decouplable, relative to (p,, ..., P«), by an admissible dynamic
state feedback implementable precompensator on a minimal realization of T(s), then
the minimal McMillan degree achievable for the block decoupled system is n,.

It is shown by Commault et al. (1988), that T(s) is block decouplable by dynamic
state feedback (u = F(s)x + Gv; where F(s) is an m x n proper rational matrix, G is a
possibly singular constant matrix and x is the n-dimensional state space vector) if and
only if the number of inputs is sufficiently large (m > 2r — k*; where k* is as defined by
Commault et al. 1988). A similar result is given by Ozgiiler and Eldem (1988).

Proof

Note first that the minimal McMillan degree achievable by an admissible dynamic
state feedback implementable precompensator is greater than or equal to n, (see
Theorem 6). We construct a feedback implementable decoupling precompensator.

Choose X(s) of (4.1) in such a way that C(s) becomes a ‘piece’ of a bicausal matrix.
This is always possible since m > 2r — k* (see Commault et al. 1988). It follows that
C(s) 1s a dynamic state feedback implementable precompensator. a
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Abstract. In this paper we consider the block decoupling problem for linear time
invariant systems in the gencral case ie. the System transfer matrix is not supposed to be
surjective. The aim of this work is twofold, first to introduce new lists of integers called
“Block Essential Structures" of the system and then to provide several equivalent
characterizations of these invariants within both transfer matrix and geometric

approaches.

It turns out that these integers represent precisely the minimal infinite structure achievable
for the blocks of the decoupled system through precompensation. When the system is
decouplable by static or dynamic state feedback the minimal infinite structure achievable

is the same as previously.

Keywords : Linear Systems ; Block Decoupling,

1- INTRODUCTION ‘

During the last twenty years a great deal of interest has been
brought to the theory of decoupling for linear time invariant
systems. Important steps in the development of the decoupling
theory as well as references can be found in Falb and Wolovich
(1967), Morse and Wonham (1973), Wonham (1979), Hautus
and Heymann (1983). In the recent years a great deal of interest
has been devoted to the structural features of decoupling
problems. Various lists of intcgers strongly related with the
deep. structure of the system have been introduced. In particular
Descusse and Dion (1982) expressed the solvability condition of
Falb et Wolovich (1967) in terms of infinite structure cqualities.
In Commault and Coworkers (1986) the cssential orders
characterizing the minimal infinite structure of the decoupled
System are presented for the row by row decoupling problem.

In this paper we will focus our interest on the block decoupling
problem. We arc interested in obtaining the simplest possible
decotipled systéms. More precisely we look for decoupled
systems possessing the least possible infinite structure, We
consider a linear system whose transfer matrix T(s) is
partitionned in subsystems T,(s) according to a desired output
partition. We assume that the rank of T(s) is equal to the sum of
the ranks of the subsystems Ty(s), then block decoupling by
precompensation is always possible Hautus and Heymann
(1983). The aim of the paper is mainly to introduce new lists of
integers called “the i-th block essential orders™ which represent
precisely the minimal infinite structure achievable for the i-th
block of the decoupled system through precompensation. We
will define the "block essential orders* as the uaion of the i-th
block essential orders. We will prove that the block essential
orders are feedback invariants and will provide scveral
cquivalent characterizations of these invariants within both
transfer matrix and geometric approaches.

The preseat work generalizes that one already done by
Comumault and Coworkers (1986) where only the row by row
decoupling problem was considered.

This paper is organized as follows : Section two is devoted to
notations and basic concepts. In the third section we introduce
the block decoupling problem and some preliminaries are given.
The new lists of invariants called block esseatial orders are
introduced in section four. We give also several geometric and
transfer matrix characterizations of these invardants. Its
application to the block decoupling problem through
precompensation, static or dynamic state feedback take place
also in section four. We show that the block esseatial orders

represeat the least infinite structure achievable for the decoupled
system. In the last section an illustrative example exhibits both
geometric and transfer matrix points of view. Some concluding
remarks end the paper.

2 - NOTATIONS AND PRELIMINARIES

In this paper we will deal with linear time invariant (G, A, B)
systems described by :

(1)

X =Ax + Bu
y=Cx

where x € X ~R™ue U~R™andye Y ~RP with B
monic and C epic.

Associated with (C, A, B) we will consider a k-partition of the
output y into k nonempty subsets of components ¥;» cach of
dimension p, (0 <p,, p; = p). This partition induces 2
corrcspondinlg partition 6?kC,lwrittcn as (CT,,CL...., CTK)T
with T denoting transposition. We will denote y CiZ the matrix
obtained from C by removing the i-th row-block C.

Hereafter, we will use U.* the maximal (A, B)-invariant
subspace contained in Ker ;» also written sup I(A, B, Ker C).
T;* that maximal one contained in Ker C. R;* will denote thie.
maximal controllability susbspace coatained in T.*. The

classical tools of the geometric approach are derived from the
following algorithms (see Wonham 1979).

(A, B) - invariant subspace algorithm :
vio =X
Vil =Ker G, n AL (B V.1

Controllability subspace algorithm :

RO=0
Rl =T (AR, +B) @)

with B the image of B.

Define
P =dim(BAVHE/B AV ; 20 )

where U * and U # are related to sup I(A, B, Ker C).



The infinite zero structure of (C, A, B) is the list of integers
{n;} defined by u, = card{p’, 2 i}. By the way, (C, A, B)
has p", infinite zeros the ordérs of which arc n,. Recall that
p'y = rank T(s). ’

Let R(s) be the field of rational functions. A rational function
f(s) = n(s)/d(s) is said to be proper (resp. strictly proper) if
deg(d(s)) 2 deg(n(s)) (resp. deg(d(s)) > deg(n(s))) where
deg(n(s)) denotes the polynomial degree of n(s).

Denote by R _(s) the ring of proper rational functions and
RPP""“(S) the set of proper rational pxm transfer matrices.

The units (invertible clements) of the ring R_"™*™(s) are called
bicausal matrices and are characterized by the property that B(s)

is a bicausal matrix if and only if det ((lim B(s)) # 0.

PP .. Spoa

Definition 1 : A full column rank proper rational matrix V(s)
is said to be a right bicausal matrix if there exists a proper
rational matrix W(s) such that [V(s) W(s)] is a bicausal matrix.

The transfer matrix of system (1) is a pxm strictly proper
rational matrix with aull left and right static kemels, since B is
monic and C is epic.

T(s) = C(sI - A)! B
For a pxm rational matrix G(s), there exist Smith-McMillan

factorizations at infinity which were studied in Verghese (1978)
and in Dion and Commault (1982) :

G(s) = By(s) A(s) By(s)

where B, (s), B,(s) are bicausal matrices and A(s) is uniquely

defined by
s
. ] 0
A(S) = l’ sk ]
L o [o]

where r is the rank of G(s). If n, is negative, - n, is the order of
a pole at infinity, whereas if n; is positive, g, is the order of a
zero at infinity.

In the whole paper the infinite structure of G(s) will be denoted
by :

20(@GG) = (ny,..., n,) “)
we will also denote : - ¥__(G(s)) = {-n;,..., -n ).

In case, when dealing with a realization (C, A, B) of a strictly
proper transfer ‘matrix T(s), the infinite structure will be
denoted either by X (C, A, B) or by ¥__(T(s)).

Another useful notation, in the spirit of compactaess, will be
d_(T(s)) to denote the sum of infinite pole and zero orders of
T(s), this means :

k
deo(T(s)) = . In{ ®)
i=1

The equivalence between Morse's second list I, and the
ordered list of the degrees of a minimal polynomiaf basis for
the right kernel of the transfer matrix are well knowa (Forney
1975, Warren and Eckberg 1975). In particular the dimension
of the largest controllability subspace R* contained in Ker C of
a minimal realization (A, B, C) of T(s) is equal to the sum of
the degrees of a minimal polynomial basis for the right kernel
of T(s). In fact we will use the dual formulation of this result
namely :

dim(——&—— = o(T(s)) (6)
S+~

where o(T(s)) denotes the sum of the degrees of a minimal
polynomial basis of the left kerael of T(s) and S* is the
maximal (C, A)-invariant subspace containing the image of B.

3 - THE BLOCK DECOUPLING PROBLEM

Problem focmulation
We will consider now the block decoupling problem. In order

to avoid wivialitics we will require the compensated system to
be just as "output controliable” as the original system is.

We will say that the proper precompensator C(s) is

admissible if :
rank T(s) C(s) = rank T(s).

This admissibility condition is cquivalent to the preservation of

the C* controlled output trajectorics, sec Brockett and
Mesarovic (1965).

Let T(s) be a pxm proper rational matrix, partitioned in
row-blocks relatively to a given list of positive integers

3
(®1.---» P, such that 2 Pi= P, in the following way :
i=1

Ty(s)
T =] ~ |; withTs)e R?m(s) fori=1,....k
Ty(s)

The system with transfer matrix T(s) is said to be block
decoupled relatively to the partition {p;} if there exist positive

Kk
integers my,..., my satisfying Zmi =, such that T(s) has the
Li=1

block diagonal form :

T 0
=, = diag(T; (5)..... Te(s)
Tuls)
with Tifs) € RY©(s)  for i=1,..., k

This means that each above defined input block influences only
one output block. If one wants this influence to be cffective the
T,(s) must be non null for each i, in this case the system is
called non degenerate.

The decoupling problem can be formulated as follows : Is it
possible to exhibit an admissible proper precompensator C(s) -
such that T(s) C(s) is block decoupled and non degenerate 7

It is well known that the above defined decoupling problem is
solvable by precompensation when the row blocks Ti(s) are
3

independent (r= Z 1, r=rank T(s) and r; = rank Tj(s)),
i=1
Hautus and Heyman (1983).

In this paper we focus our attention on the simplest
achievable decoupled systems. More preciscly we will
give the minimal McMillan degree and the minimal iafinite
structure achievable for the blocks of the decoupled system.

4 - THE BLOCK ESSENTIAL STRUCTURES.

In the first part of this section we are concerned with some lists
of integers strongly related with the infinite structure of the
system under study. Such lists, called the i-th block essendal
structures, are feedback invariant and represent, the minimal
infinite structure achievable for the i-th block of the decoupled
system.

We are also interested in the minimal McMillan degree
achicvable for the blocks of the decoupled system. We will
recall the geometric definition and some transfer matrix
propertics of the block decoupling invariants n, . which were
introduced in Dion and Coworkers (1989).

4.1-Geometric and traasfer matrix chacacterizations.

. We will give first a geometric definition of the block esseatial

structure of a system (C, A, B). Then we will give two
suitable possible interpretations of the block essential swucture
in the transfer matrix framework.



Definition 2 : Let (C,A,B) be the system (1) decomposed
according to the output partition (Pyoee-s px). Let F; denote any
matrix such that : (A + BF) R* € R;¥, where R;* is the
maximal controllability. subspace contained in KerC'and C'is
the matrix obtained from C by removiag its i-th row-block.

Consider B;: =B AR, B;:B,— % and A;:=A+BF,.

We dcfine the i-th block essential structure of (C, A, B)
relatively to (p,}, denoted 3, {C, A, B), as the structure at
infinity of the system (C,, A,, B), L. ¢.:

THC. A B):=F (C,A,.B) fori=1,..k

The block essential structure of (C, A, B) relatively to {p,},
denoted ¥, (C, A, B) is defined by :
3
ZAC A, B) := (U Z,4(C.A.B)

i=1

In what follows we will consider the system (C, A, .B) of
transfer matrix T(s) = C(sI - A)IB, partitioned according to
(Pyoeees py). that means :

Ty(s)
T(s) = . with T(s) = C(sI- A)'B
T;(S)
where C; denotes the i-th row-block of matrix C.

In the whole paper it will be assumed that :
rank T(s) = i rank Ti(s) o

i=1

The notation Ti(s) will be used to denote the matrix obtained
from T(s) by removing its i-th row-block, in other words :

-

[ Tys)

Ti( ) Ti.s)
S =
TEH(S)

Tils)

In order to give a first ransfer matrix interpretation of the block
essential structure of (C, A, B), let us introduce the following :

: Let O(s) be a k-dimensional rational subspace
and M(s) a polynomial matrix which columns are a minimal
polynomial basis for 9(s). Denote b, the i-th column degrees of
M(s). N(s) := M(s) dia%(s'hx....,s"‘k) will be called a minimal
polynomial basis in s for 8(s).

Remark that a minimal basis in 5! is a right bicausal matrix.
: The i-th block esseatial structure ¥ (C, A, B)

Theorem 1 Ctu x h
of the system (C, A, B), which transfer matrix is T(ss, relatively
to (p,} sadsfics :

Z4(C. A, B) = T (Ti(5)V,(s))

where T(s) is the i-th row-block of T(s) and Vi(s) is any right
bicausal matrix which is a basis for Ker T(s), withi=1,..., k.

fori=1,...,k

Notice that there always exists such a basis for Ker Ti(s), . g.
consider a miniral polynomial basis in s for Ker T(s).

proof : Prove first that T (Ti(s)Vi(s)) is independent of V(s).
Let Vi(s) and W,(s) be two right l)icausal matrices which are
basis for Ker Ti(s). Vi(s) = W(s) Q,(s)., with Q(s) a
nonsingular rational matrix ; since that V.(s) and Wi(s) are full
column rank at infinity, then Qi(s) is a bicausal matrix. It

follows that : ¥ (T(s)V,(s)) = Zco(ri(s)wi(s))-

Bydefinition: ¥ (C, A,B):=Z.(C,, A + BF,, BG)

where F; is any matrix such that (A +BF)R*C R*and G;is
suchthat ImBG; = BAR*

The transfer matrix of the system (C. A+BF, BG;), denoted
Tg(s), can be written as follows :

Tr(s) =T(s) Vi(s); Vi(s) = (I - F(sI - A)“B)“Gi

Vi(s) is clearly a right bicausal matrix, _we will show now that
Vi(s) is a basis for the null space of Ti(s). First, observe that
R.* is contained in Ker Ti(s), for all i # J, this means that
Tys) Vi(s) = 0 for all i #j. We will show now that
rank(V(s)) = dim(Ker Ti(s)), wich will end the proof.

For this we have ;

rank(T'(s)) = -1

= dinf —2 ) = o0 _gia(B ARy
: BN R'it
then : dim(B NR*) =m-r+ L,
From the definition of G, and Vi(s):
dim(BNRH¥ = rank G; = rank V(s)

On the other hand, because of the independence between the
blocks Ti(s), dim(Ker Ti(s)) = m-r+r;. Then :

rank Vi(s) = dim( Ker T¥s)) fori=1,.,k
which ends the proof. v

Give now a technical result which will be used to provide a
transfer matrix characterization of ):d (C, A, B).

Lemma ]: Let T(s) be a pxm proper rational mawix partitioned
in row-blocks relatively to (P1s ---. Py, such that ipi =p.
Let r; denote the rank(T(s)), fori=1,..., k. If T(s) ;:lsuch that
such that ipi = p. Let , denote the rank of Ti(s), fori=1, ... k.
If T(s) is siu=éh that :
rank T(s) = i T;
i=1

“then T(s) can be decomposed as :
T(s) = B(s) T T(s)

where T(s) is a rxm full row rank proper rational matrix
partitioned in row-blocks relatively to [ri] .
B(s) = diag(B,(s), ..., Bi(9). Bi(s)is a p;xp; bicausal matrix

I= diag(fl,....fk). I = 0 + I is the 1y xry identity matrix,

The proof is quite similar to that of lemma 1 of Dion and
Coworkers (1988). It can be performed by replacing the
Smith-McMillan factorization of Ti(s) by a Smith-McMillan
factorization at infinity of Ts).

Now, we are able to give another interesting characterization of
the block essential structure Zd(C, A, B), in the rational
transfer matrix framework. In fact this is a non trivial
generalization of the previous work of Commault and
Cowaorkers (1986) concemning the essential orders for the row
by row case.

Theorem 2 : Let (C, A, B) the system (1) of ransfer matrix
T(s), decomposed accordiag to the output partition (P -0 Py

k
Assume that rank T(s) = z t;, where r; = rank T;(s) and let
i=1
T(s) be decomposed as in femma 1, i.c. 1T(s) = B(s) TT(s).
Let T(s) be factorized as follows



T(s) =[R(s) 0]B'(s)
where R(s) is a rxr strictly proper rational matrix.and B'(s) is a

mxm bicausal matrix. ..Consider R™1(s) decomposed in the
following way :

R = [Ry).-. Re®)] ;. Ris) e R™s)

Then the i-th block essential structure of (C, A, B) relatively to
{p;}, Z4(C, A, B), satisfy :

TlC. A B) = - T RYs)

fori=1,...,k

proof : Using theorem 1, it is equivaleat to prove :

ToATLIVL) = - L 4R fori=1,..., k
where V(s) is any right bicausal matrix which is a basis for Ker
T'(s). In the proof we choose V(s) a polynomial basis in s for
Ker T'(s). So, we begin by rewriting the i-th row-block of T(s)
in lemma 1 as follows :

Ts) = BLs) [Ig] T(s)

where Bj(s) is a p;xp; bicausal matrix, Ti(s) is a rjxm full row-rank
proper rational matrix and where I, is the r; xr;identity matrix.

In addition, since that subspaces Ker Ti(s) and Ker ’T"(s) are
identical, and B,(s) is bicausal we have :

 ZeoTEVi(s) = Tao VA @®).
T1(5)

Therefore it is sufficient to perform the proof for : TGs) =
Tyls)

which is a full row-rank rational matrix.

Let R(s) denote the i-th row-block of the matrix R(s) partitiom;d
respectively to {r;}. Recall that RY(s) is the (r-r))xr matrix
obtained by removing the i-th row-block R.(s) fromlR(s . From
V.(s) we will first construct a polynomial basis in s, U(s),
for Ker R!(s).Then we will prove that
o (T5)V(s)) = L (R(sIU,(s)). From this the result will
. follow, basically because the infinite structures - Y,_( RI(s)),
Y (R(s)) and Y. (T(s)) arc identical.
Define W.(s) = B'(s)V(s), which form a basis for
Ker [RY(s) 01‘ We can write :
- - Ris) O
T(s)[Wi(s),..., Wi (s)] = : [Wils)....,Wi(s)]
Rk(S) 0

=diag [D{(s), ..., D(s)] ©)

where W.(s) is a mx(m-r+ri) proper rational matrix. Notice that,
since V-(s) is a right bicausal matrix and B'(s) is a bicausal
matrix, Wi(s) is also a right bicausal matrix.

From W/(s) we can obtain a basis, denoted Uy(s), for Ker R'(s).
This can be made by choosing the first r rows of W.(s), ic,
Wi(s) == [ k 0] Wi(s), where [ is the rxr identity matrix.
Since dim(Ker R‘(SS) is r; and since Wi(s) possesses m-r+r;
columns independent at infinity we caa take r; independent
columas at infinity from W'(s) to constitute basis U.(s).
Therefore W'(s) can be factorized as follows :

Wis) = [Us) . Z) by

where P, is a (m-r+r,) permutation matrix. Because Ug(s)isa

basis of span(W'.(s)), we have :
Z(s) = Uys) (s)
QLs)

we can write : Z{s) = [U,(S). Yi(S)] 0

where Y (s) is cho{)scn in such a way that {U(s), Y,(s)] is a

bicausal matrix. Since Z(s) is proper, then Q(s) is also proper.

We can then construct a bicausal matrix B'(s) such that :

I, Q) ‘
[Uks) 249)] = [Us). 0] o L. = [Ugs). 0] B i(s)
it follows that :
(I, 01 W(s) =W'(s) =[Uy(s) 0] BY(s) (10)

where B*(s) = B'(s) P; is bicausal. With this in mind, write
the following expression :

Ry(s)
2 [ [Us).... Us)] = diag[Eq(5),..., Ex(s)] (n
Ri(s)

where E(s) is a ryxr; proper rational matrix. By construction
Uj(s) constitutes a right bicausal matrix.
Consider R"(s) partitioned in column-blocks relatively to {r;}
as follows: .
-1 — —
R7(s) = [Ry(s),-... Ks)]

so, we have :
[Us(s)eees U)] =[RS, Ry(s)] diagfE(s)...., Es)]

Since r= i tp and [Uj(s),..., Ui(s)]is non singular, then E(s)
i=1

are npon singular matrices. This allows us to rewrite the last

expression in the following way :

LAC Ui(s)] diag B (s),..., Ei(s)] =[R1(),..., Ri(s)]

then, for each block we have :
-1

E:
[Uts) Xi(9)] ‘O(S) =R{s); fori=1,....k

where X(s) is any rx(r-r;) rational matrix. Since Ui(s) is aright

bicausal matrix, we choose Xi(s) in order 1o make

[U(s) X(s)] a bicausal matrix. Therefore the infinite structure

E;'(s)
0

of [Ui(s) Xi(s)] and E;l(s) are equal.

Form the later, we have :
LfEfS) = - T Rys); fori=1,...,k

putting together expressions (9), (10) and (11), we obtain :
Dy(s) B*;"I(s) = [Efs) 0] ; fori=1,.k

Finally, since B*,(s) is bicausal we get :

ZoD(8) = - T B(s)

fori=1,...,k
which by (8) and (9) ends the proof. v

Remark : Ia the proof of the_ above theorem the choice Vi(s)
minimal basis in s for Ker Ti(s) is not actually necessary. Any
right bicausal matrix being a basis for Ker Ti(s) would do the
job.

: With the above notations , the i-th block
essential structure Zci (C, A, B) is feedback invariant.

proof : [mmediately from theorem 2 and the fact that any statc
feedback control action can always be represented by a bicausal
precompensator (Hautus and Heymann (1983)).

In order 10 study of the minimal McMillan degree achievable for
the block of the decoupled system, let us recall the following -
“geometric” definition (Dion and Coworkers (1989)).

Definition 4. : Consider the lincar system (C, A, B), with
B monic and C epic, and an output partition (py, --., py). such



that ipi = p. Let V* (resp. Ti*) denote the largest (A, B)
i=1 L.

invar%ant subspace in Ker C (resp. Ker CY). The block

decoupling invariants of T(s), denoted n;,, are defined as

follows :

n,, =dim (J;" V°) fori=1,...k

The above definition give rise to the following transfer matrix
characterizations of the block decoupling invariants n,.

Theorem 3 : Let T(s) be a pxm strictly proper rational matrix
of null left and right static kernels decomposed in row-blocks
according to a given partition (py..... p) and (C, A, B)beca

Kk

realization of T(s). Assume that rank T(s) = Zri, where r1;
i=1

denotes the rank of T(s). Then the block decoupling invariants

n,_ of T(s) satisfy :

iy n; = Zuij + o(T(s))
j=1
where (i, ..., uk‘] is the i-th block essential sructure ¥ ; (C, A, B).
) i = doo(T(S)) - doo(TS) + O(TLSN)

where T.(s) denotes the i-th row-block of T(s), T'(s) denotes the
matrix obtained from T(s) by removing the i-th row-block and
o(T(s)) denotes the sum of the degrees of a minimal polynomial
basis for the left kemel of T(s).

Roughly speaking the idea of the proof of ii) is as follows. Let
X be the state space of (C, A, B), making invariant V¥, the

state space dimension of the reduced system is .

dim(X/V *) =d_(T(s)) + o(T(s)). This comes from the well
_known equivalences between Morse's list I; and the infinite
structure of (C, A, B) and between Morse's list I, and o(T(s))
(see Morse (1973), Warren and Eckberg (1975) and Dion and
Commault (1983)). Analogously, making invariaat T;*, we
obtain dim(>X/T;*) = d  (T'(s)) + o(T'(s)). The proof is
finished noting that o(Ty(s)) = o(T(s)) - o(T¥(s)), because of the
row block independence hypothesis (rank T(s) = ry+...+ 1,).

In Dion and Cowokers (1989), it is shown that

d_(T(s)) - d(Ts)) = d_R(s)), which from theorem 2 of
this paper implies i).

4-2- Application to the block decoupling problem

We are now rcédy to give our results above the minimal infinite
structure and the minimal McMillan degree achievables for the
blocks of a decoupled system.

Theorem 4 : Let T(s) be a pxm strictly proper rational matrix
of null left and right static kernels, decomposed in row-blocks
according to a given partition (Ppowees p) and (C,A,B) a
realization of T(s). If the system T(s) can be decoupled
relatively to (p,, ... p,) by an admissible decoupling
precompensateur, then wclilavc the following :

i) The minimal McMillan degree achievable for the i-th
block of the decoupled system is given by the block
decoupling invariant i, .

ii) The minimal infinite structure of the i-th block of the
decoupled system is given by the i-th block essential
structure 3, (T(s)).

Notice that when rank T(s) = i r; , where r; denotes the rank

i=1
of T;(s), block decoupling via prccompensation is always
possible, Hautus and Heymana (1983).

proof : i)v was proven in Dion and Coworkers (1989).
To prove ii), consider T(s) decomposed as in lemma 1 -

T() = B(s) 1 T()

and let be T(s) factorized as : T(s) = [R(s) 0]B'(s)

where R(s) is a rxr full rank stricdy proper rational matrix and
B (s) is a mxm bicausal matrix.

Now partition R-1(s) as follows :
R-l(s) ='[El(s)""' iik(s)] : El(s) e Rl'xrl(s)

Consider now a Smith-McMillan factorization of Ri{s)_written as

— Ai(s)
Ri(s) = Bu(S)[ o ] Bi(s) (12)

Afs) = diag (it;p.---0 Byp)

)
Let us consider the following compensator C(s) :

C(s) : = B-Y(s) [;ﬁg]

13)
-1 ; -1
where Y(s) : = R7(s) diag (B15(s) A (5),-... Bugs) A, (5))
and X(s) any (m-r) x r proper rational matrix. Clearly C(s) is an
admissible precompensator.

The decoupled system is :
. i -1 ) R}
T(s) C(s) =B(s) T diag Bi%s) Ay (). Bags) A, (5))

the infinite zero_structure of the i-th block is equal to the infinite
poke structure of R; (s) which is, from theorem 2, equal to ¥ 4 (T(s)).

In Dion and Coworkers (1989) it is shown that the least value
for the sum of the infinite zcro orders for the i-th block of the
decoupled system is n;_ - o(Ti(s)). Then, fom i) of theorem 3
the result follows. v

Comments : It is proved in Commault and Coworkers (1988),
that when the number of inputs is sufficiently large the system is
decouplable by dynamic state feedback. It is shown is Descusse
(1989), that when R* is sufficiently large and “well structured"
decoupling is achicvable by static state feedback.

In both cases the minimal infinite structure achievable when
decoupling is possible is X (C, A, B).

5- ANILLUSTRATING EXAMPLE
Let the linear system (C, A, B) :

(0000 1] 1000
0000 0 0100

x=]00010)jx+{000 0|u
00000 001 0
0000 0 000 1 -
(1000 0]

y=10100 0 {x
11100

which transfer matrix is :
s 0 o s
T =0 s' o 0

-1 -1 -2 -2
S S S S

We will show later that this system is not row by row
decouplable, but it is possible to decouple T(s) in blocks
according to the output partition (2, 1).

From defiaition 2, the i-th block esseatial structure of (C, A, B)
relatively to (2, 1) is equal to the infinite structure of the
subsystem (C;, A + BE, B,), where F, is such that :‘
(A+BF)R*C R* and Gi is such that : Im BG, = B "R,
fori = 1, 2. In this example we have:



¥ (C.A,B)=X.(C,.A+BF,BG,) = (1,2}
EZ;EC. A, B) = 3Gy A +BE, BE) = (2)

For illustrating theorem 2, let us now factorize T(s) as follows :

T(s) = [R(s) . 0] B(s); where B(s) is a bicausal matrix and R(s)
is cqual to :

s 0 0 s 0 0
R=|0 s' o }:wih Rie)={0 s o
-1 -1 -2 2 2 2

S S S -S -S by

and let R(s) =[Ry(s), Ra(s)] be partitioned in column-blocks
according to (2, 1). R (s) has two infinite poles of orders {1, 2)

and Ry(s) has one infinite pole of order {2}, this confirm us that :

Zei (C A, B) =T Ris) = {1,2)
22 (C, A, B) = Too(Ro(s)) = (2)

as stated in theorem 2.

- COMPENSATOR CONSTRUCTION :

Bellow we will construct a block decoupling precompensator
C(s) which will exhibit the minimal infinite structure
achievable for the decoupled system. In fact T(s) is not row by
row decouplable, since condition m 2 2p - k is not hold (see
Commault and Dion 1988), where m = 4 is the number of
inputs, p = 3 is the number of outputs and k =1 is the column
rank at infinity of R-1(s). However it is block decouplable
according to partition (2, 1), since condition m 2 2p - k* is
satisfied, where k* =2 is the maximal column rank at infinity
that can be obtained from the column blocks of R°!(s) (see
Commault and Coworkers 1988).

To illustrate the compensator construction of theorem 3,
let us consider the following Smith-McMillan factorization
at infinity of R (s).

-1 2

ALG) s -1 1 s 0
— S
R (s)=B (s) I) By 0 1 0 |]o s [“]

01
-1 0

- Hence, from expression 13 of theorem 4 we have that a block

decoupling precompensator is given by : C(s) = B'l(s) [;ﬁ?}]

-1 -1
with : Y(s) =R "(s) diagB7(s) 4, (), B3(s) A5 (s)

" and X(s) is any (m-r)xr rational matrix. Yielding in this casc
the following precompensator C(s) :

-1 : -1 -1

s -1 4] s -1 -s
1 0 0 0
C(s) = B (s) =
- 1 -1 1
Q0 0 1 4] 1
The decoupled system is :
-1 -1
s -s
TE)Cs) =] 0 s
0o 0o 57

As a matter of fact we have :
Yoo D(9)) = {1,2} 1 D) =1{2)

or l?‘(s) has two infinite zeros of orders {1, 2} and D(s) has
an infinite zero of order {2).This is the minimal infinite
structure achievable for the block decoupled system, since

Z(T() = L, (Di(s)).

;I‘o finish let us remark that the system (C, A, B) is b}ock
decouplabe by non regular static state feedback since
dim R* 2 1, sce Descusse (1989).

Actually we can verify that the following static state feedback :

000-10 0-10
0oooo| . oo
F=100000|'9= {101
0000 O 001

is equivalent to the precompensator C(s) given above. In fact :

1 0 -s 0
A-Fel-A'B)'G = L P C(s)

0 0 0

0 0 0 1

Then the block decoupling via non regular static state feedback
(F, G) provides us with the minimal infinite structure.
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Abstract. Ia this paper we coasider the block dc-coupling problem with
stability. We characterize the minimal McMillag degree achievable for
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I - INTRODUCTION

In the recent years a great deal of interest has been devoted to
the structural features of decoupling problems. Various lists of

In particular -

- In Descusse and Dion (1982), the classical static state
fccdbz}c'k dcco.u_pling problem is revisited. The

be expressed as follows : the system infinite structure is

‘ givea by the infinite structure of the transfer matrix
rows,

- In Commaulr ¢ al (1986), the cssential orders
characterizing the minimal infinitc structure of the
decoupled system are preseated for the general row by
row decoupling problem, .

- In Descusse et al (1988), structural coaditions are givea
for the solvability of the row by row decoupling
problem by static state feedback (with possible singular
tnput transformation),

- In Dion and Commauls (1988), the dynamic state
feedback decoupling problem’ is considered. The
winimal infinite and unstable structure of the docoupled
system is characterized.

- In Hautus and Heymana (1983), nccessary and
sufficient conditions for solving block decoupling
problems with stability arc given. Ta Dioq et al (1989),
the micimal infiite structure of the block decoupled
System is characterized.

-In this paper, we coasider the block decoupling problem with
tabi

ility. We characterize the minimal McMillaa degrec
achicvable for the block decoupled System incorporatiag
stability requirements. For this we introduce a new list of
integers which arc feedback invariant, Morcover we give the

The paper is organized as follows, in section 2 some notations
and preliminaries are giver. Two useful techaical results
conceming Hermite forms are stated and the block decoupling
problem with stability is formulated.

Section 3 is devoted to the study of a new list of integers {n.}
which is invariant by static state feedback. In section 4 we
prove that the minimal McMillan degree achicvable for the
decoupled System with stability is v the sum of then, .

In section 5 an illustrative cxample exhibits the main features of
the proposed approach.

2- NOTATIONS AND PRELIMINARIES
Let R(s) be the field of rational functions. A rational function

£(s) = a(s)/d(s) is said 10 be proper (resp. stricdy proper) if
deg(d(s)) > deg(a(s)) (resp deg(d(s)) > deg(n(s))) wh;rc

Denote by R_(s) the ring of proper rational functioas and

-R P(s) the det of proper rational pxm transfer matrices. The

uaits (invertible clements) of the ring R p""‘"‘(s) arc called
bicausal matrices and are characterized by thh property that B(s)
is a bicausal matrix if and only if det (lim BGs)) # 0.

_The setof proper rational stable funtioas, deaoted R_(s), is an

Euclidean domain with degree function defined by :
d(f(s))y =d (f(s)) + dz(f(s)), where d,(f(s)) is the infinite zer0
order of £(s) and d(€(s)) is the number of uastable zeros of f(s)
countcd with their multiplicity Hung and Anderson (19793, and
Calliee and Desoer (1982).

The set of pxm matrices with entries in R (s) will be denoted
by R PX®M(s). The uaits of R LAR(s) are called
bicausgf—bistablc matrices and are chax’z’xctc:izcd by the propesty

that B(s) is bicausal-bistable if and only if det B(s) is a unit of
R_(s).
i

In (hi.s Paper we use the symbol § (T(s)) to denote the
McMillan degrec of a transfer matrix T(s). By McMillan degrec
We mcean the polynomiat degrees sum of the denominators in

the Smilh—McMillan'form of the transfer matix T(s), Kailath
(1980).

I the sequel, we wii nced Smith forms of proper ratioaal



transfer matrices over the Euclidean ring of proper stable’

rational functions R_(s). Let us introducc such factorizations,
which were studied in Verghese (1978), Vardutakis (1983).

: Let T(s) be a pxm rational matrix, a Smith
McMillan factorization of T(s)over R_(s)isa factorization of
the form: L

T(s) = B,(s) AGs) B «2(5)

with B ,1(5) and B_,(s) bicausal-bistable matrices and

A(s) O
A(s) =
0 0
where A(s) = diag(n, (s) / dy(s), .., n.(s)/d.(s))
£,(s) v (s)

1

with : n;(s) — and d;(s) = :
T T

£,(s), y(s) arc coprime polynomials with only unstable roots

and 1t = s+a is an arbitrary stable polynomial. The integers t.

(resp. f; ) are assumed decreasingly ( resp. increasingly

ordered.

Theorem 1 - Let T(s) be a pxm rational matrix. Then there
exist Smith McMillan factorizations of T(s) over R__(s).
Moreover A(s) is uniquely defined modulo 1 — s +a, a stable
polynomial. The unstable zeros (resp. poles) of T(s) arc the
roots of €(s) (resp. V(s)) and the infinite zero (resp. pole)
orders of 'f(s) are given by £ - dcg(e.(s)) (resp. G- dcg(\yi(s))).

Let d(T(s)) denote the sum of the infinite and unstable zero and
polc orders of the ratianal matrix T(s). caunted with their
muldplicity :

d(T(s)) = 2 (Ee t) @
i=1

For a proper stable rational matrix, which has no unstable
and infinite poles ( y(s) =1 and =0,fori=1,.,%)
T

d(T(s)) = z f.. In this case the Smith McMillan factorization
i=1 .

of T(s) over R_ (s) coincides with the usual Smith factorization
over the ring of proper stable rational functions,

Recall now the Hermite form over Rps(s), the ring of proper
rational stable functions

Cheorem 2 Morse (1975) : Let T(s) be a rxm sugjective proper
rational stable matrix. T(s) can be factorized in
T(s) = H(s) B(s), where B(s) is a bicausal bistable matrix
(unity of R (s)) and H(s) = m(s) 0], where :

8y fx™

H(s) =
hii(s)
& fm

where 1t = s+4a is an arbitrary stable polynomial of degree one
and

0; <o with ny,, o, positive integers and §., Y
pésscssing onlf' unstable zeros. H(s) is called
T(s) over Rp‘(s)‘

polynomials, &,
4 Hermite form of
-_
H(s) is non unique, it is defined up 10 units of R J(s).

Uniqueness of H(s) may be obtained adding some coadltions,
Morse (1975).

_ proof :

We will give now two technical lemmas concerning the Hecmite'
forms over Rp‘(s).

Since B(s) is a bicausal bistable matrix, the infinite and
unstable zeros of H(s) arc those of T(s). Let o, denote the
maximal infinite zero order of H(s) and let q be the number of
differeat finite unstable zcros z eeeeZ, of H(s) and denote
by o the maximal order of the hinite 0z

q
Dcﬁncn:=§_‘, @ + o, we have
i=1 -

Lemma 1 : Let T(s) be a rxm surjective roper rational stable
matrix and H(s) be a Hermite form of T s) over R_ (s). With
the above notations the McMillan degrec of each erltry of H(s)
is less than or cqual.to n. . .

«

—-1
We will prove that each eatry of H (s) possesses an infinite
pole (resp. an unstable pole) of order lower than or cqual to or__
(resp. o), this will imply that the McMillan degree of the
catries of H(s) are lower than or equal to n.

-1
Prove first that the entries of H (s) possess infinite poles of order
at most cqual o &, Suppose that one cutry of H(s) has an
infinte pole order k > o, then : :

—-1
lim ~1—H (s) = 0
L S Sk

: 1
Consider now a Smith-McMillan form A(s)of H (s)over R ps

1
H (s) =B (s) A(s) B(s); with B ((s), B(s) bicausal bistable
matrices. By construction the infinite pole orders of the entrics
of A(s) are lower than or cqual to or_, then :

: 1
im — AGs) =0

$—3== §

thea it follows that :

lim ik E“(S) = lim B (s) lim (ik A(s)) lim By(s) = 0
L e ol S o S s S and

—1
which contradicts the assumption, so the entries of H (s)

possess an infinite pole order less than or cqual to or_.

—-1
In the same way prove now that the entries of H (s) possess
an unstable pole z; of order lower than or cqual to o Supposc

1
that one eatry of H (s) has an unstable pole z; of order
ki > o, then :

-1
lim (s-z)“ H (s) # 0
:«-of‘
¢
Ogpce again, by construction of 'A(s), the entries of A(s) have an
unstable pole at z, of order lower than or cqual to o It follows
that :
-1
lim (s-z;) H (s) = 0, which contradicts the assumption

:—of Y
and cnds the proof. v

Lemma2:Let T(s) be a rxm surjective proper rational
stable matrix. Factorize T(s) as follows T(s) = H(s) B(s),
where H(s) = [H(s) ‘0] is a Hermite form of T(s) over RP‘(S)
as in theorem 2. With the previous notations we have the
following :

d(Ts) = dE(s) = Y o

i=1




proof :
First, observe that the infinite and uastable zero. structure of

T(s) is equal to that of H(s), sincc B(s) is bicausal bistable
matrix.

d(T(s) = ) = d(Fics)) a2
Let TG) = By(s) [AGs) 0] B,().
A@s) = diag(e,(s)/x,..., € (s)/r%), be a Smith-McMitlan

form over R, (s), €(s) has no common factors with xfj
G@j=1... of then <

dH(s)) = d(det As))
There exist a Smith-McMillan factorization of H(s) over R pL5),
H(s)=B ‘1(s) A°(s) B*((s), with A*(s) = A(s), such that :

det H(s) = b(s) det (A(s)) bo(s)

with b, (s), b,(s) bicausal bistable rational functions, which
imply that :

d(det H(s)) = d(det A(s))
the last expression allows us to write

d(H(s)) = d(det Fi(s))
and from the particular stucture of H(s) the result follows.
Introduce now the block decoupling problem with -stability.
Problem formulation
We will consider now the stable block decoupling problem. In
order to avoid trivialities we will require the compensated

system to be just as “output controllable" as the original system
is.

We will say that the proper precompensator C(s) is
admissible if

rank T(s) C(s) = rank T(s)
This admissibility condition is cquivalent to the preservation of
the C* controlled output trajectorics, sce Brockett and
Mesarovic (1965).

Let T(s) be a pxm proper rational matrix, partitioned in
row-blocks relatively to a given list of positive integers

- . X
(Pi---o P such that Y p; = p, in the following way :
i=1
Tis)
T(Gs) =
Ti(s)

The system with transfer matix T(s) is said to be
block decoupled relatively to the partition {p:) if there exist
k

;. with Ti(s) e RE™(s) fori=1,... k

positive integers m,, .., mg satisfying E m; = m, such that T(s)
i=1
has the block diagonal form -

Tri(s) 0
T(s) = :

Ti(s)

with Ti(s) € RE™™s)  fori=1,. &
This means that each above defined input block influences oaly
onc output block. If onc wants this influence to be cffective the

T(s) must be non null for cach i, in this case the system is
ca‘jlcd non degenerate.,

The decoupling problem can be formulated as follows Is it

. possible o exhibit an admissible proper precompensator C(s),

such that T(s) C(s) is block decoupled with stability (T(s)C(s)
and C(s) stable) and non degencratc 7

Itis well known that the above defined decoupling problem is
solvable by precompensation when the row blocks Ti(s) arc
1
indepeadent (r = Z r,, r =rank T(s) and r; = rank T(s)), Hautus
i=1
and Heyman (1983)).

In this paper we focus our atteation on the simplest
achievable decoupled systems with stability. More
preciscly we will give the minimal McMillan degree and the
minimal infinitc aad unstable structure achicvablé for the -
decoupled system casuring the stability of the compensated
system,

3 - FEEDBACK INVARIANTS
In this section we will consider a pxm strictly proper rational

transfer matrix T(s) of rank r, partitioned in row-blocks
relatively to a given list of positive integers (p,.... Pu)-
k

such that Zpi =p, in the following way :
i=1
Tils)

T(s) =
T Ti(s)

s with Tis) e R"f"”“(s) fori=1,...,k

Let T(s) denote the matrix obtained from T(s) by removing its
i-th row-block, ic.

Ti(s)

i) < | Toa@®)
O =1 5

Tk-(S)

In what follows the following lemma will be usefull, Dion et al
(1988).

Lemma 3:Let T(s) be a pxm proper rational matrix
partitioned in row-blocks relatively to (PR Py). such that

k
Zpi = p. Let r; denote the rank of T;(s), fori=1,...,k.
i=1 :

If T(s) is such that :
k
rank T(s) = D,
i=1

then T(s) can be decomposed as :
T(s) = Us) T T(s)

where T(s) is a rxm full row rank proper rational matrix partitioned
in row-blocks relatively to {5;).U(s) =~diag(U L(:;),....«Uk(s)),
U{s} is & p;xp; unimodular matrix and I = diag(l,,..., I,

L

I; = ol L, is the r;xr; identity matrix.

We will define now a new list of integérs .

i=1,., k, and show that these integers arc feedbac
invariant. These invariants geneaalize the block decoupling
invariants iatroduced in Dion ct al (1989), whea introducing
stability requirements,

Definition 2 : Let T(s) be a pxm strictly proper stable
rational matrix decomposed as in lemma 3 according to the
output partition (py, ..., P, i.c. T(s) = U(s) I T(s) and let T(G)
be factorized as ;



T(s) = [R(s) 0] B(s)

where R(s) is a rxr proper rational nonsingular matrix and
B,(s) is a bicausal-bistable matrix. Consider R(s) partitioned
as follows : ’

R = [E,(s),.':..ﬁk(s)] ; Res) e R™s)

We will define “the stable block decoupling invariants*,
denoted ... of T(s) as the total number of infinite and unstable
poles of R{s) counted with their mutiplicity i. c. :

Mies = d(ﬁ-i(s))

fori=1,....,k

3
weallv= 2 ;e “the stable block decoupling degree” of T(s).

i=1

From the above definition it is clear that v aad n,  ace
invariaat under static state feedback preserving sta%ility
on a minimal realization of T(s).

We will prove later that the n,  are independeant of the chosen
factorization,

The following lemma will be used later to provide us with a
nice characterization of the n .

Lemma_4 : Let G(s) be a rxr full rank strictly proper stable
rational matrix, paritioned in row-blocks relatively to
(ryea 1), Partition G'U(s), the inverse matrix of G(s), in
column-blocks relatively to (ry, ..., r). Let G (s) denote the i-th
column block of GI(s), then :

dGes) = d(GEs)) - dGisy) fori=1.....k

where Gi(s) denotes the matrix obtained form G(s) by
removing the i-th row-block.

This lemma can be proved following closely the proof of
lemma 2 given in Dion et al (1989). For this, R_(s) will bc
replaced by R (s), d_,(.) will be repaced by dt). Mutatis
mutandis the rebult follows using lemma 2 of the preseat paper.

Theorem 3 : Let T(s) be a pxm strictly proper stable rational
matrix decomposed in row-blocks relatively to (py,..., p),
k k

such that z p;=p- Let r= z r;, where 1 = rank T(s)
i=1 . i=1
and r; ;_mxl T;(s). Let T'(s) the matrix obtained from T(s) by
removing the i-th row-block. Then the stable block decoupling
invariants o, of T(s) satsfy :
N, = d(T(s) - d(T(S) + o(Ty(s) for i =1,....k

where o(Ty(s)) denotes the sum of the degrees of a minimal
ponnomiaIl basis for the left kernel of T(s).

i3cgin by decomposing T(s) as in lemma 3 :
T(s) = UGs) T T(s) @a.1)
and denote T(s) = [R(s) 0] B (s) a Hermits factorization of T(s)
over R (s), where B (s) is a bicausal bistable matrix. So, by

definitidn :

;. = d®(s) fori=1,...k

where Ri(s) denotes the i-th columa block of R "(s).
From lemma 4 :

o = dR(s) - dR(s)) fori=1,...k

by dcfinition of d(R(s)) (scc cxpression 2.1) and since B,(s) is
a bicausal-bistable matrix we have : .

nie = () - AT ) fori=l,.. .k (32

In the next part, we prove that : d(:f (s))_ = d(T(s)) + o(T(s)),

which will be o tre for T(s),i. c.: d(T 8)) = I(T'6) + o(T'@). -
In this way, by the row-block indepcndeace hypothesis
(rank T(s) = X r) we will have o(T(s)) - o(T(s)) = o(T, (s)),

which proves the thecorem.

For this, obscrve that the right null space - of T(s), denoted
Ker T(s), & cqual to Ker T(s). In fact, Ker T(s) is a subspace of
of Ker T(s) and dim (Ker T(s)) = dim (Ker T() = m-r. Denote
0x(T(s) the sum of the degrecs of a minimal polynomial basis

for Ker T(s), so we have :

OR(T() = or(T(s) 3.3
which is also true for T'(s), i.c. GR(T'(5)) = 4T (s)).

Now, define Z(T(s)) as the number of finite stable zeros of
T(s) counted with their multiplicity. Since U(s) of (3.1) is
unimodular we can write :

Z(1(s)) = Z(X(s)) N €25

Morcover, we have that the McMillan degree of T(s) is equal to
the McMillan degrec of T(s). which allows us to write :

S(I(s)) + d(T(s)) + Z(T(s)) + Op(1(s)) = _ _
d(T(s)) +Z(T(s)) + Op(T(s))
and from (3.3) and (3.4), we obtain -

o(T(s)) + d(T(s) = d(T(s))

and similarly : o(T'(s)) + d(Ti(s)) = (T i(s)). This combined
with (3.2) lcad us to =

T, = d(T(s)) - d(T¥(s)) + o(T(S)) - o(Ti(s))

which cnds the proof, since o(T(s)) - o(Ti(s)) = O(T(s)), as
noted above,

v

Remark : From this theorem it is clear that the .. do not
depend on the chosen factorization in definition 2.

4 - THE MINIMAL BLOCK DECOUPLING
PROBLEM WITH STABILITY.

In this section we look for the minimal McMillan degree
achievable for a decoupled system casuring the stability of the
compensated system, We will show that the stable block
decoupling invariants 1, . defined in the previous scction,
represent such a minimal a‘égrcc for the i-th diagonal block of
the decoupled system

In what follows, we will consider stable systems. There is no

loss of the generality in assuming the system is stable. In fact,

when the transfer matrix is not stable, we can usc a static state

feedback which assigns all the closed loop poles to stable

locations. Denote T,(s) the closed loop_transfer matrix, T(s) .
and T (s) are feedback equivalent on a minimal realization of
T(s) without uastable pole zcro cancellations. Tt follows that

T(s) is decouplable with stability if and only if T (s) is. Let us

give a lower bound for the McMillan degrec of J\c decoupled

system.

Lemma S : Let T(s) be a pxm proper stable rational matrix
with rank T(s) = r, partitioned in row-blocks relatively to
Pre- p) and let C(s) be a mxr proper stable admissible
precompensator which block decauples T(s) with stability
relatively to (p,..., py)- The McMiltan degree of the i-th block
of the compceasated system D.(s) is greater than or cqual to n,_,
where T(s)C(s) = diag (Dl(ss..‘., D, (s)).



The proof follows closcly the proof for the case without
stability requirements, sec Dion ct al (1989). It was given by
contradiction, assuating that there exists a block decoupling
precompeasator such that the McMillan degrec of D,(s) is lower
than a. .. which leads to a non proper or non stable
precompensator.

We arc now ready to give the main result of this scction :

: Let T(s) be a pxm proper stable rational
matrix with rank T(s) =, partitioned in row-blocks relatively
k

o (py, ..., Py). such that z p;= p- If the system T(s) can be
i=1

i=
decoupled relatively to (Py.-s Py) by an admissible proper
precompensator with stabifity, then the minimal McMillan
degree achievable for the block decoupled system is v, the
stable block decoupling degree of T(s). In this case the i-th
diagonal block of the decoupled system has McMillan degrec

M-

When particularized 1o the row by row decoupling problem of
surjective systems this result is given in Dion and Commault
(1988).

By lemma 5 the minimal McMitlan degree achicvable for
the decoupled system is greater than or cqual to v. We will
coastruct a block decoupling stable precompensator and then
we will show that each block of the decoupled system has
McMillan degree o,

First, decompose T(s) as in lemma 3 -
TG) = Us) T T(s)
and consider a factorization of "i:(s) ovcr'Rpgs) of the form :

T(s) = [R(s) 0]B(s)

where B (s) is a bicausal bistable matrix and R(s) is a full rank
proper stable rational matrix. A possible solution is to consider
2 Hermite form of T(s) over Rps(s).

Now denote Ri(s) the i-th column-block of RI(s). Definc fi.. the
Maximal infinite pole order of Ri(s). Let q; denote the number
of different unstable poles Bigs e B, of R(s) and denote ﬁij

the maximal order of the pole a;, for j =1,..., q; and
i=1,.., k Decfine the integers g, as follows :

94
gi:zﬁi._ + z ﬁij fori=i,..., k.-
- jzt
and also define
G 1= P2 Ry for i Lk @1
4
rc H
G

. : by . . .
with Pi(S)=H(s-aij) Yfori=1,.., kandr=s+aisa
i=1
stable monomial. G;(s) is a proper stable rational matrix.

Coasider now a Hermite form [LTi(s) 0] of GTi(s) over
Rp‘(s), where T denotes transposition, onc has :

Gi(s) = Bys) [L‘(()S)] fori=1,... .k “4.2)

where B,(s) is a bicausal bistable matrix and L.(s)is a full rank
proper stable rational matrix,

We are now able to give the following stable compensator :

Y(s)

X(s) 4.3)

) = Bi(s) [

where  Y(s) = R7Y(s) diag (D, (s)..... Dy(s))

-1 pi(S) L.
D(s) : = LJ'(s) - fori=1,.. .k
i -
b4

and X(s) is any (m-r)xr proper stable rational matrix. Remark’
that Y(s) can be written as follows :

Y() = [Yy(8)-s Yo ()] ; wsing (4.1), (4.2) onc has
a3
i{8) = G(s) L (s) = B(s) 0

then C(s) is a proper stable compcnsat&r.

Recall that B, and Bj; denote the maximal orders of the infinite
and unstable poles of Rj(s). From (4. 1) and using a Smith-
McMillan factorization of Ri(s) over Rps(s) it follows that the

maximal orders of the infinite (resp. unstable) zeros of Gy(s)
arc lower than or equal 10 B, (resp. Bij).

L,(s) is a Hermite form, using lemma 1 it follows that cach
catry of L;(s) has a denominator degree lower than or equal to
g;- It follows that : -
8i
Dl(s) =Li(s) —
! T pi(s)

has no stable poles, then D,(s) has no stable zeros. The
McMillaa degree § (D(s)) of the non singular matrix D.(s) is

then equal to d(Di(s” the sum of the infinite and unstable Zeros
counted with their multiplicity.

T8 @() =dDLs)
from the definition 2.1 -

d(Dy(s)) = dD(s))

using (4.1) (4.2) and the definition of o, weget:

4]
dO;'e) = d Ls) =] = a®s)) = ng,
pis)
Therefore SM(diag D,(s)... D) =v

Recall that
TE) CGs) = UGs) T diag®D,(s)...., Dy(s))

Since U(s) is ur.\imodular and duc to the particular structure of
[ we finally get -

5M(T(S) Cls))=v

5~ AN ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Consider the system : . -

—L-09 o _1_

(s+1)? (s+1)?

LI = o0 L g .

R (s+1)? (s+1)*
1 (s-1) 542

A
L sl (g1)d (se1)?
Let us factorize T(s) as follows : T() =[R(Gs) 0] B (s) with :
1

0 0
(s+1)?
1
R(s)=| 0O
(s+1)?
1 1 s-1
s+i s+l



6+1* 0 0
and R'l(s) - 0 »(S"‘I)Z 0

G+ s+ (se1)
s-1 s-1 s-1

The system T(s) is not row by row deccouplable by
dynamic state feedback, sincem =4 < 2p-k=6-1, where k
is the column rank at infinity of R*Y(s) (Dion, Commault
1988). However, it is block decouplable by dynamic state
feedback with the output partition (2, 1), since m > 2r - k*,
with m = 4 (number of inputs), r = rank T(s) = 3 and the
integer k¥ = 2 (the dimension of the maximal space spanned by
the column blocks of RY(s) whea s gocs to infinity) defined in
Commault et al (1988).

Wite R™(s) = [R (s), R(s)]. according to the pariton @
The matrix R (s) has two infinite poles of orders (2, 3) and one

unstable pole at s = |, Matrix Ra(s) has onc infinite pole of
order 2, and one unstable pole at s = 1. So by definition the
stable block decoupling invariants are e =6andn, =3,
giving a stable block decoupling degree v = Y.

Recall that d(T(s)) denotes the sum of the infinite and unstable
zero orders of T(s), counted with their multiplicity. T(s) has
three infinite zeros of orders (1, 2, 3) and one uastable zero at
s=1. The matrix T,(s) has two infinite zeros of orders 2,2)
and the matrix T,(s) has one infinite zero of order 1. In this
example o(T, 1) = o(T. 2(s)) =0, then we have :

0y, =d(T(s)) - d(T(s) =7 - 1

Myee = A(T(s) - d(T;(5)) = 7 - 4
as stated in theorem 3,
We will illustrate now the compensator construction given in
the proof of Theorem 4.

For this consider Gi(s) = (5;1)4 Ry(s), asin (4.1). Consider
(s+1)
now a left Hermite form over Rps(s) of G 1) :

s-1 11 1 1
— - §
Gy(s) = B,(s) [L‘(S)] =] (s*D) o !
_ 0 0 10 (s+1)?
-1 0 0lLo o
the procedure is similar for Rofs).

Using (4.3) we get the following compensator :

0 =510 (O:

i Y8 = 19, Yo Yi) = B[

for i_= 1, 2, where X(s) is any (m-r)xr proper stable rational
matrix. In this way we obtain -

Do 0

. (s+1)?
Y(s) = 0 t 0
-1 0 I

The decoupled system is in this case : ;

5-1 .81 0
(s+1)? (s+1)?

T(s)C(s) = 0 sl 0
(s+1)2
0 0 51
(s+1)3

whose McMillan degree is equal to the stable block decoupling
degrec v =n,__+ 0, . =9, which represeats the minimal
McMillan degree achicvable for the decoupled system.

Concluding Remarks -

- From theorem 3, d(T(s)) - d(T'(s)) represents the
minimal number of uastable and infinite zeros achievable for
the i-th block of the decoupled system. In Dion et al (1989), the
minimal infinitc structure of the decoupled system is
characterized, then combining these two results the minimal
unstable zero structure achievable for the decoupled system is
obtained.

- In Commault et al (1988) it is proven that a system can
be block decoupled with stability by dynamic state feedback if
the number of inputs is sufficiently large. When this condition
is met the minimal infinite and unstable structure is also given

by d(T(s)) - d(T¥(s)).
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ABSTRACT

In this paper we consider the block decoupling problem with stability for linear time
invariant systems in the general case i.e. the system transfer matrix is not supposed to be
surjective. The aim of this work is twofold, first to introduce new lists of invariants called the
“stable block essential structures" of the system and then to provide several equivalent
characterizations of these invariants within both transfer matrix and geometric approaches.

It turns out that these invariants represent precisely the minimal infinite and the minimal
unstable achievable structures for the blocks of the decoupled system through precompensation.

When the system is decouplable by static or dynamic state feedback the minimal infinite and
unstable achievable structures are the same as previously.



I- INTRODUCTION

During the last ten years a great deal of interest has been devoted to the structural features
of decoupling problems. Various lists of integers strongly related with the deep structure of the
system have been introduced. These integers have successfully been used for characterizing both
the existence of specific decoupling control laws and the simplest achievable structure for the
decoupled system. See for example references {1] - [5].

In constrast few work has been done concerning decoupling with stability. In this paper
we consider the block decoupling problem with stability. In {1] necessary and sufficient conditions
for solving block decoupling problems with stability are given. In [6] geometric and transfer matrix
characterizations of feedback invariants representing the minimal infinite structure achievable for
the ith block of the decoupled system are given. The minimal McMillan degree achievable for the
blocks of the decoupled system (with stability) is given in [7]. The present work generalizes the
above mentionned works in the sense that we give the complete infinite and unstable minimal
structure for each block of the decoupled system, i.e. the minimal number of infinite and unstable
zeros with multiplicities and not only the minimal McMillan degree of each block. We present
geometric and transfer matrix characterizations of these new feedback invariants called the “stable
block essential structure”. It is shown that the "stable block essential structure” represents the
minimal infinite and unstable structure achievable when block decoupling by precompensation is
used. When block decoupling is possible by dynamic or static state feedback the minimal infinite
and the minimal unstable structures turn out to be the same.

This paper is organized as follows :

Section two is devoted to notations and basic concepts. In the third section we introduce
the block decoupling problem and some preliminary results are given. The new list of invariants
called “the stable block essential structure" is introduced in section four. We also give several
geometric and transfer matrix characterizations of these invariants. Application to block decoupling

takes place in section five. Finally in section six a significative example illustrates both geometric
and transfer matrix points of view.

II- NOTATIONS AND BASIC CONCEPTS

In this paper we will deal with linear time invariant (C, A, B) systems described by :

<
il



wherex e X ~R", ue U~RMandy € Y ~ RP with B monic and C epic.

Associated with (C, A, B) we will consider an output partition given by an integer list
K
(P15---» Px), such that 2 pi= p- This partition induces a corresponding partition of C, written as
i=1
(CT}, CT,....., CTYT with T denoting transposition. We will denote by Ci the matrix obtained from
C by removing the i-th row-block C.

Hereafter, we will use D* (resp. T;*) to denote the maximal (A, B)-invariant subspace
contained in Ker C; (resp. Ker ch. R* will denote the maximal controllability susbspace
contained in Ker C'. The classical tools of the geometric approach are derived from the following
algorithms [8].

(A, B) - invariant subspace algorithm : Controllability subspace algorithm :
D+ =KerC, N A1 (B + vy R bl = TH N (AR *+B) )

where B denotes image of B.

Define
p‘u+1 =dim(Bﬂvu/B(\U*) ; HZO . (3)

where D ¥ and U * are respectively the pu-th step and the limit of the (A, B)-inavariant algorithm for
Ker C.

The infinite zero structure of (C, A, B) is the list of integers {n;} defined by

n, = card{p'uz i}. (G, A, B) has p', infinite zeros the orders of which are n,. Recall that
p'; =rank T(s).

Let R(s) be the field of rational functions. A rational function f(s) = n(s)/d(s) is said to be
proper (resp. strictly proper) if deg(d(s)) > deg(n(s)) (resp. deg(d(s)) > deg(n(s))) where
deg(n(s)) denotes the polynomial degree of n(s).

Denote by Rp(s) the ring of proper rational functions and R ppxm(s) the set of proper rational
pxm transfer matrices.



The units (invertible elements) of the ring R o (s) are called bicausal matrices and are
characterized by the property that B(s) is a bicausal matrix if and only if :

det (lim B(s)) #0

$—o0

The set of proper rational stable funtions, denoted R (s), is an Euclidean domain with
degree function Y(f(s)) = Y, (E(s)) + Y,(f(s)), where Y, (£(s)) is the infinite zero order of f(s) and
Y,(£(s)) is the number of unstable zeros of f(s) counted with their multiplicity [9], [10].

The set of pxm matrices with entries in R s(s) will be denoted by R PX(s). The units of
R < M(s) are called bicausal-bistable matrices and are characterized by thc property that B(s) is
blcausal bistable if and only if det B(s) is a unit of Rps(s).

Definition 1 : A full column rank proper rational matrix V(s) 1s said to be a right bicausal-bistable

matrix if there exists a proper rational matrix W(s) such that [V(s) W(s)] is a bicausal-bistable
matrix.

In this paper we use the symbol SM(T(S)) to denote the McMillan degree of a transfer matrix
T(s). By McMillan degree we mean the polynomial degrees sum of the denominators in the
Smith-McMillan form over R[s] of the transfer matrix T(s), [11].

In the sequel, we will need Smith-McMillan forms of proper rational transfer matrices over
the Euclidean ring of proper stable rational functions R (s) Let us introduce such factorizations,
which were studied in [12], [13].

Definition 2 : Let T(s) be a pxm rational matrix, a Smith McMillan factorization of T(s) over
R pS(s) is a factorization of the form :

T(s) = B, (s) A(s) B,(s)

with B_,(s) and B (s) bicausal-bistable matrices and

{A(s) 0 }
A(s) = 4)
0 0

. . : g(s) yi(s)
where A(s) = diag(n ((s)/d (s),..., ngs)/d (s)), with nys) = — and dys) = —
o T

g;(s), y,(s) are coprime polynomials with only unstable roots and &t = s+a is an arbitrary stable



polynomial. Furthermore €,(s) divides €;,1(s) and y(s) divides , ,(s). The integers t; (resp. £)
are assumed decreasingly ( resp. increasingly) ordered.

Theorem 1 : Let T(s) be a pxm rational matrix. Then there exist Smith McMillan factorizations of
T(s) over Rps(s). Moreover A(s) is uniquely defined modulo & = s+a, a stable polynomial and is
called the Smith-McMillan form of T(s) over Rps(s) . The unstable zeros (resp. poles) of T(s) are
the roots of €(s) (resp. y;(s)) and the infinite zero (resp. pole) orders of T(s) are given by £ -
deg( &(s)) (resp. t; - deg (Wi(s))).

For a proper stable rational matrix, which has no unstable and infinite poles (y;(s) =1 and
t. =0, fori=1,..., k, the Smith McMillan factorization of T(s) over R pS(s) coincides with the
usual Smith factorization over the ring of proper stable rational functions.

Recall now the Hermite form over Rp (8), the ring of proper rational stable functions

Theorem 2 [14] : Let T(s) be a rxm surjective proper rational stable matrix. T(s) can be factorized
in T(s) =H(s) B(s), where H(s) € Rpsr’““(s) and B(s) is a bicausal-bistable matrix (unit of
Rps ™(s)). H(s) = [F(s) 0], with H(s) € Rpe™ :

81/%“‘

H(s) = ' &)
hy;(s)

O/r |

where 7 = s+a is an arbitrary stable polynomial of degree one and

Yy
T

n <n; with 0 1 positive integers and §,, Y;; polynomials, 3. possessing only unstable zeros.
H(s) is called a Hermite form of T(s) over Rps(s).

H(s) is non unique, it is defined up to units of Rps(s). Uniqueness of H(s) may be obtained
adding some conditions, [14].



IIl- BLOCK DECOUPLING PROBLEM AND PRELIMINARY RESULTS.
Introduce now the block decoupling problem with stability.

Problem formulation

We will consider now the stable block decoupling problem. In order to avoid trivialities we
will require the compensated system to be just as “output controllable” as the original system is.

We will say that the proper precompensator C(s) is admissible if
rank T(s) C(s) = rank T(s)

This admissibility condition is equivalent to the preservation of the C* controlled output
trajectories, [15].

Let T(s) be a pxm proper rational matrix, partitioned in row-blocks relatively to a given list

k
of positive integers (py, ..., py), such that Zpi = p, in the following way :
i=1
Ti(s)

T(s) = : ; with Ti(s) € RY*™(s) fori=1,...,k 6)
Ti(s)

The system with transfer matrix T(s) is said to be block decoupled relatively to the

k
partition {p;} if there exist positive integers my, ..., my satisfying 2 m; = m, such that T(s) has the

i=1
block diagonal form :
T11(s) 0
T(s) = 0 - = diag(T11(s),- .., Tix(s)) NG
Tia(s) .

with T;(s) e Rigm(s) for i=1,...,k

This means that each above defined input block influences only one output block. If one
wants this influence to be effective the Ty;(s) must be non null for each 1, in this case the system is -
called non degenerate.



The decoupling problem can be formulated as follows . Let T(s) be a pxm proper
rational matrix of rank r partitioned in row-blocks relatively to (p,,..., p). Is it possible to exhibit
an admissible proper precompensator C(s) such that T(s) C(s) is block decoupled and non
degenerate ?

We will consider here the block decoupling problem with stability, i.e. the
compensated system is stable and no internal unstable pole-zero concellations occurs.

We will see later that a decoupling control law consist of a stabilizin g state feedback and a
decoupling precompensator.

It is well known that the above defined decoupling problem is solvable by precompensation

k
when the row blocks Ti(s) are independent (r = Z 5, r=rank T(s) and r; = rank Tj(s)), [1].

i=1

In this paper we focus our attention on the simplest achievable decoupled systems
with stability. More precisely we will give the minimal number of infinite and unstable zeros of
the decoupled system while ensuring the stability of the compensated system.

We will present now some results concerning compensators which are feedback
implementable with stability.

Let T(s) be a pxm strictly proper stable rational matrix and (A, B, C) be a minimal realization
of T(s). There is no serious restriction in considering only transfer matrices with null static kernel
i.e., a minimal polynomial basis for Ker T(s) contains no constant vector (which is equivalent to
the injectivity assumption on B).

One has the following [4] :
Theorem 3 : Let T(s) be a pxm strictly proper stable rational matrix with null static kernel and
(A, B, C) be a minimal realization of T(s). Let C(s) be a mxm proper rational compensator. C(s) is
dynamic state feedback implementable (u = F(s)x + Gv, F(s) proper, G non singular) with stability
on (A, B, C) if and only if C(s) is bicausal and stable.

In order to give a similar result for static state feedback we will use the following theorem
(18]. ’



Theorem 4 : Let T(s) be a pxm strictly proper rational matrix and (A, B, C) be a realization of
T(s). Consider a right coprime polynomial factorization N(s) D-1(s) of T(s). Let C(s) be a mxm
proper rational compensator. C(s) is static state feedback implementable ( u = Fx + Gv, G non
singular) on (A, B ,C) if and only if C(s) is bicausal and C-1(s)D(s) is polynomial.

We will now prove the following result :

Theorem 3 : Let T(s) be a pxm strictly proper stable rational matrix with null static kernel and
(A, B, C) be a minimal realization of T(s). Let C(s) be a mxm proper rational compensator. C(s)
is static state feedback implementable ( u = Fx + Gv, G non singular) with stability on (A, B ,C)
only if C(s) is bicausal and bistable.

proof : (Necessity)

Consider a right coprime polynomial factorization of T(s)
T(s) = N(s) D(s)

Let C(s) be a mxm proper rational cbmpensator. If it is not bicausal and bistable either C(s)
is not bicausal and stable contradicting theorem 3 or C(s) is not stably invertible implying
C1(s)D(s) has unstable poles contradicting theorem 4. \%

IV - STABLE BLOCK ESSENTIAL STRUCTURES

In this section we are concerned with some lists of invariants. Such lists called "the stable
block essential structures” of the system under study are invariants by stability preserving static
state feedback control laws. We will see in section V that these invariants represent the minimal
infinite and unstable structures for the blocks of the decoupled system.

We will give first a geometric definition of these invariants and then two equivalent

characterization in transfer matrix terms.

Definition 3 : Let (C, A, B) be a stable linear system in state space form (1) decomposed
according to the output partition (p,,..., p). Let F; denote any stability preserving state feedback
such that (A+BF,) R*; ¢ R*,, where R, is the maximal controllability subspace contained in

Ker C' and C' is the matrix obtained from C by removing its ith row block. Consider B, =BARS
B,: B, - X, A, =A +BE.



We define the i-th stable block essential decoupling structure of (C, A, B)
relatively to { p;}, denoted Z.os (C, A, B), as the infinite and unstable structure (infinite and
unstable zeros with multiplicities) of (G, A;, B)) denoted 2. (C, AL B)

The stable block essential structure of (C, A, B) relatively to {p;} denoted

% (C,A,B) is defined by :

k
ECS(Ca A’ B) = U zi,es(c, A: B)

i=1

Notice that F, is a stability preserving state feedback, this implies that the subsystem
(€, A+BFi, B,) is stable and no unstable zero is canceled.

In what follows we will consider the stable system (C, A, B) of transfer matrix
T(s) = C(sI - A)!B, partitioned according to (py,..., p,), that means :
T(s)
Te) =| ~ | with Ts) = C(sI- A)'B
T(s)

where C, denotes the i-th row-block of matrix C.

In the whole paper it will be assumed that -

k k
r=rank T(s) = Xrank Ti(s) = Y rg )
i=1 i=1

The notation Ti(s) will be used to denote the matrix obtained from T(s) by removing its i-th
row-block, in other words -

[ Tys) ]

Ti.i(s)

T(s) =
® Ti+1(3)

Ti(s)

b -
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Let us give a first transfer matrix interpretation of the stable block essential structure of
(C, A, B).

Theorem 6 : The i-th stable block essential structure Zi'es(C, A, B) of the stable system
(C, A, B), which transfer matrix is T(s), relatively to {p,} satisfies :

Z,e(C A B) = 3, (TY(s)Vi(s) fori=1,..,k
where T;(s) is the i-th row-block of T(s) and V,(s) is any right bicausal bistable matrix which

columns form a basis for Ker Ti(s), withi=1,..., k and Zm' s (T;(s) V,(s)) denotes the infinite and
unstable structure (infinite and unstable zeros with multiplicities) of Ti(s) V.(s).

There always exists such a basis for Ker T(s). Let M(s) a polynomial matrix which columns
form a minimal polynomial basis for Ker Ti(s). Denote h; the i-th column degree of M(s) and
define N(s) : = M(s) diag((s + )M ... (s + a)hj) with j = m-r+r; and where s+a is any stable
polynomial. Then N(s) is a right bicausal bistable matrix which columns form a basis for Ker Ti(s)

Note that Zoo’s(Ti(s)Vi(s)) is independent of Vi(s). Let V;(s) and W.(s) be two right
bicausal-bistable matrices which are bases for Ker Ti(s). Vi(s) = Wi(s) Q,(s), with Q,(s) a
nonsingular rational matrix ; since that Vi(s) and W(s) are full column rank at infinity and at
unstable frequencies, then Q(s) is a bicausal-bistable matrix. It follows that :

200 s(T{(SIV(8)) = Loy (T(S)W(5)).

Proof: By definition :
2 .. (C,A,B): = Yoo s(Ci» A + BF,, BG)

i.es

where F, is any stability preserving state feedback such that (A + BF)R* € R.;*and G, is such
that Im BG, = BNR*. -

The transfer matrix of the stable system (C,, A + BF, BG,), denoted Tg(s), can be written
as follows : )

Tr(s) = TyS) Vi(s) 3 Vi) =B (s) G,

where by theorem 5 B(s) is a bicausal bistable matrix since F, 1s a stability preserving state
feedback.

V.(s) is then clearly a right bicausal bistable matrix, we will show now that Vi(s) is a basis
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for the null space of Ti(s). First, observe that R * is contained in Ker C, (s), for all i = j, this
means that T. (s) Vi(s) = 0 for all i # j, then V. {(s) € Ker Ti(s). We w111 show now that
rank(V,(s)) = dlm(Ker Ti(s)), wich will end the proof.

For this we have :

rank(T'(s)) = - r;

- m(ﬁ_(%i:) = m - dim(B AR¥)

then : dim(B NR*) =m-r+ I,
From the definition of G, and Vi(s):
dim(B N R.*) = rank G, = rank Vi(s)

On the other hand, because of the independence between the blocks T,(s),
dim(Ker Ti(s)) = m- r+r;. Then :

rank Vi(s) = dim( Ker Ti(s)) fori=1,...,k

V.(s) is a right bicausal bistable matrix which columns form a basis for Ker Ti(s), this ends the
proof. : \%

Give now a technical result which will be used to provide a transfer matrix characterization

of 2. (C, A, B).

1,€8

Lemma 1: Let T(s) be a pxm proper stable rational matrix partitioned in row-blocks relatively to

(P1> --» Py), such that Epl = p. Let r; denote the rank of Ti(s), fori=1,..., k. -
i=1

If T(s) is such that :

k
rank T(s) = Z r;

i=1

then T(s) can be decomposed as :
T(s) = By(s) T T(s)

where 'T(s) is a rxm full row rank proper stable rational matrix partitionned in row-blocks
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relatively to (r;}. B(s) =diag (By(s), ..., Bi(s)), By(s)is a p;xp; bicausal bistable matrix
T = diag,.... T, T = | 8|51 is the s xr; identity matrix.

The proof is quite similar to that of lemma 1 of [17]. It can be performed by replacing the
Smith-McMillan factorization of Ty(s) by a Smith factorization of Ty(s) over Rps(s)..

Now, we are able to give another interesting characterization of the stable block essential
structure 2../(C, A, B), in the rational transfer matrix framework.

Theorem 7: Let (C, A, B) the stable system (1) of transfer matrix T(s), decomposed according
k
to the output partition (py,..., px). Assume that rank T(s) = zri , where 1; = rank Tj(s) and let

i=1
T(s) be decomposed as in lemma 1, i.e. : T(s) = By(s) I T(s).

Let T(s) be factorized as follows :

T(s) =[R(s) 0] B'(s)

where R(s) is a rxr strictly proper rational nonsingular matrix and B'(s) is a mxm bicausal-bistable
matrix. Consider R-1(s) partitionned as follows :

R = [El(s)""’ﬁk(s)] ; Ry(s) e R™(s)

Then the ith-stable block essential structure Zi, «s(Cs A, B) of (C, A, B) relatively to { p;}
(i.c. infinite and unstable zeros with multiplicitics) is given by the infinite and unstable pole
structure of R,(s) as follows :

i es POssesses an infinite zero of order o; whenever Ri(s) possesses an infinite pole of order o,

2ies Possesses an unstable zero of order Bjats= z; whenever Ri(s) possesses an unstable pole

of order BJ. atz =z,

This theorem will be a key tool for conéfructing mimimal block decoupling compensators.
From theorems 6 or 7 it is clear that Zi,cs(C, A, B) is invariant under right multiplication by
bicausal bistable matrices. Using theorem 35, zi,cs (C, A, B) is invariant under the action of

stability preserving static state feedbacks (on a minimal realization of T(s)).

The proof of theorem 7 can be easily deduced from the proof of theorem 2 of {6] (where

block decoupling without stability is analyzed) replacing bicausal matrices by bicausal bistable
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matrices and right bicausal matrices by right bicausal bistable matrices.

V- THE MINIMAL BLOCK DECOUPLING PROBLEM WITH STABILITY

In this section we are concerned about the minimal number of infinite and unstable zeros
achievable for a decoupled system ensuring the stability of the compensated system. We will show
that the ith stable block essential structure El'es(C,A,B), defined in the previous section, represent
such a minimal structure for the i-th diagonal block of the decoupled system

In what follows, we will consider stable systems. There is no loss of the generality in
assuming the system is stable. In fact, when the transfer matrix is not stable, we can use a static
state feedback which assigns all the closed loop poles to stable locations. Denote T, (s) the closed
loop transfer matrix, T(s) and T,(s) are feedback equivalent on a minimal realization of T(s)
without unstable pole zero cancellations. It follows that T(s) is decouplable with stability if and
only if T,(s) is. Let us give now the minimal unstable and infinite structure of the decoupled
system.

Theorem 8 : Let T(s) be a pxm strictly proper stable rational matrix of null left and right static
kernels, decomposed in row-blocks according to a given partition (Pys---» P and (C, A, B) a
minimal realization of T(s). If the system T(s) can be decoupled relatively to Py p) by an
admissible decoupling precompensator with stability, then the minimal infinite and unstable
structure of the ith block of the decoupled system is givenby 3. (C, A, B).

1es

2. (C, A, B) the ith stable block essential structure is given in definition 3. We have

1,8

k
supposed that rank T(s) = Z Ij, under this condition stable block decoupling by precompensation is
i=1
always possible [1]. -

Proof : We will now construct a stable block decoupling compensator achieving the minimal zero
structure X, (C, A, B) for the ith block of the decoupled system. We will prove that for any
stability preserving block decoupling compensator the infinite and unstable structure of the
decoupled system is greater than or equal to Ei' s (C, A, B).

Decompose first T(s) as in lemma 1.

T(s) = By(s) TT(s)
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Let C(s) be a mxr proper stable admissible decoupling compensator, then T(s) C(s) is block
decoupled ; it turns out that I T(s) C(s) and T(s) C(s) are block decoupled.

Consider a Hermite form of ?I"(S) over Ry(s) one has :
T(s) C(s) = [H(s) 0] B(s) C(s) = diag Dy(s),..., Bis))
with B'(s) bicausal and bistable.

Denote
o o -5

One has :
C'(s) = H'\(s) diag (D1(s),..., Di(s)

Let C'i(s) and H; (s) denote the ith column block of matrices C' (s) and Hl(s) respectively
partitionned according to (t4-- -, 1). In particular for the ith block :

C'i(s) = Hi'(s) Dy(s)
The infinite and unstable pole structure of ﬁ{l(s) gives the ith stable block essential structure

%;es(C, A, B) by theorem 7. The unstable and infinite structure of 5i(s) have to be greater than

or equal to Z; s (C, A, B), if it is not the case C'(s) and then C(s) is non proper or non stable
contradicting the hypothesis.

Consider again T(s) decomposed as in lemma 1 :
T(s) = By(s) T T(s)

and consider a factorization of T(s) over R ps(8) of the form :
T(s) = [R(s) 0] Bs)

where B(s) is a bicausal bistable matrix and R(s) is a full rank proper stable rational matrix. A
possible solution is to consider a Hermite form of T(s) over Rps(s).

Now denote Ry(s) the i-th column-block of R~ (s) Define 3. the maximal infinite pole order
of Ri(s). Let qi denote the number of different unstable poles ajy,..., ajq, of Ri(s) and denote B
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the maximal order of the pole a

i forj=1,..., g;and i = 1,..., k. Define the integers g; as follows :

and also define

Gi(s) : = Pi(gs_) Ri(s) fori=1,.. k
n 1

93
B;; .
with p,(s) = H (s - aij) Y for i= l,...,kand t=s +a is a stable monomial.
i=1

G;(s) is a proper stable rational matrix.

Consider now a Hermite form [LTi(s) 0] of GTi(s) over Rps(s), where T denotes
transposition, one has :

Gy(s) = Bi(s)[ Lé)(s)] fori=1,..k

where B,(s) is a bicausal bistable matrix and L,(s) is a full rank proper stable rational matrix.

We are now able to give the following stable compensator :

Y(s)
C(s) = B! (s){ }

X(s)

where Y(s) = Rl(s) diag (D,(s),..., D, (s))

Di(s) : = L. (s) — fori=1,.., k ”
o

and X(s) is any (m-r)xr proper stable rational matrix,
Then

-1 =1.. w8
Di'(s) = Li(s) P.(s)

It follows that
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-1
Ay Baay . B [ Li(s) _ D;'(s)
w5 o H 0 }

B,(s) is a bicausal bistable matrix then the infinite and unstable zeros of D.(s) which are the
infinite and unstable poles of R;(s) are given by L . (C, A, B). See theorem 7.

Recall that :
T(s) C(s) = By(s) I diag (Dy(s),..., Dy(s))

Since Bi(s) is block diagonal bicausal and bistable and due to the particular structure of T the
total infinite and unstable structure of the ith block of the decoupled system is given by
2. (C,A,B).

1,es

Y

In [18] it is proven that a System can be block decoupled with stability by dynamic state
feedback when the number of inputs is sufficiently large. When this condition is met, the minimal
zero structure of the ith block is also given by Ei, s (C, A, B).

VI- AN ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Consider the following system (C, A, B):

-1 0 0 0 0 17 [1000°
0 -1 0 0 o0 I 0100
= 0 0 0 1 0o o | loo0o0o
0 0 0 0 1 o 0000
0 0 -1 3 3 9 0010
-0 0 0o o o 11 Looo1l ]
100000
y=l010000/|x
111100

which transfer matrix is :
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[ L. 0o o L_
s+1 (S+1)2
T=|. 0o -1 ¢ 0
s+1
A 1 s-1 1
i s+1 s+1 (S+1)3 (S+1)2J

The stability is considered here in the usual sense i.c. the stability region is the left hand plane
{z e C:Re(z)<0).

This stable system possesses one unstable zero located at s =1, three infinite zeros of
respective orders 1, 1 and 2 and dim R* = 1 where Rt* is the larget controllability subspace of
Ker C.

We will show later that this system is not row by row state feedback decouplable
neither by static state feedback nor by dynamic state feedback with singular or not input
transformations. Consider the output partition (2, 1), this system is not decouplable with
stability by static state feedback with singular or not input transformations. But this
system is block decoupable (with respect to the output partition (2, 1) with stability by
dynamic state feedback with singular input transformation.

This example is interesting in the sense that it is the simplest one (of minimal McMillan
degree) satisfying the above properties i.e. not feedback row by row decoupable with or without
stability, not static state feedback block decoupable with stability (output partition (2, 1)), dynamic
state feedback block decouplable with stability (output partition 2, D).

For this example we will give the minimal infinite and unstable structure of the blocks of the
decoupled system and illustrate the different geometric and transfer matrix characterizations of these
invariants.

* Stable block essential structures

From definition 3, the ith stable block essential structure of (C, A, B) relatively to (2, 1) is

given by the infinite and unstable structure of the system G, A+ BE,, BG,) where F. 1s such that

(A+BF) R c ERi* and G, is such that Im BG, =B n 9?; fori=1,2.

For this example we have :
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Cl=(1 1 -1 1 0 0]

(10000
-11 000 100
*=v*=K Cl= 01100 =-100
Fu=V1 =Ker P 0100”901 0
00010 001
L0 000 1]
Choose
0000O0-1
F =] 00 10-1-1
000000
000000

We have (A + BF)) 91*1 C ?R*l and no unstable zero canceled since 91*1 = I)*I.

The transfer matrix of the system (C,A+ BF,, BG,) is given by :

s#1. 0 0 0 0 0 [ -1 0 o
0 s+1 -1 0 1 o 1 0 o
[100000]003-100 0 0 o
0O 1 0 0 0 o0 0 0 0 s -1 o0 0 0 o0
0 0 1 3 s43 0 0 1 o
-0 0 0 o0 o0 st1d4 Lo o 1 .
-1
s+1 0 0
1 1-s
sth (s41)3

This system possesses two infinite zeros of orders 1 and 2 and one unstable zero at s = |
which gives the first stable block essential structure.

Compute now the second one

Cz:[looooo
010000
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[ 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
* *z 2 _ o 1 0 0 0 G, = 0 0
Ry =V, Ker C* = span 0 1 0 o |’ 2 1 0
0 0 1 0 0 1
.0 0 0 1
Choose :
0 0 0 0 0 -1
F 0 0 0 0 0 0
) =
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

We have (A + BE,) ‘.K*z C 93*2 and no unstable zero is canceled. The transfer matrix of the
system (C,, A + BF,, BG,) is given by :

s-1
(s+1)3

Cy (sI- A - BF) ! BG, =

This system possesses one infinite zero of order 2 and one unstable zero at s = 1, which
provides us with the second stable block essential structure.

Hlustrate now theorem 6 :
The ith stable block essential structure is given by the infinite and unstable structure of
T;(s)V,(s) where T(s) is the ith row block of T(s) and V.(s) is a right bicausal-bistable matrix

which is a basis of Ker Ti(s) fori=1, 2.

Compute the first stable block essential structure.

Ty =] L. 1 sl i
(S) [ s+1 s+1 (S+1)3 (S+1)2

Choose for example :

B 1 0 - _'l_ N
s+1
-1 I—SZ
Vi) = (s+1)
0 1 0
0 0 1
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we have :
1 0 0 1 1
s+1 (s+1)? s+1 0
T1(s) Vi(s) = Vi(s) = )
1 -1 -8
0 s+1 0 0 s+l (s+1)3

which possesses the same infinite and unstable structure as (C,, A + BF,, BG,).

Compute now the second stable essential structure

1 0 0 1
T2(s) = s (s+1)?
o L 0 0
s+1
Choose for example :
- 1
0 s+1
0
Vils) =
1 0
0 1
s-1
T. = 0
2(8) Vo(s) (s+1y?

which possesses the same infinite and unstable structure as (C,, A + BF,, BG,).

[lustrate now theorem 7 :
Let us factorize T(s) as follows.
T(s) = [R(s) O] B,(s) with B(s) bicausal and bistable.

Choose for example
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’_‘ 0 1-s -2 7]
(s+1)? (s+1)?
1 0 0 o -1 0
0 1 0
C(s) =
) 1 0 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1
B 0 s-1 2 1
(s+1)? (s+1)2
1 0 0 0 -1 0
= 0 +1 0
-1 0 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1
B 1 0 0
s+1
1
1 0 1 2] 0 s+1 0
s+l
1000 0 0 1
_|{0100] 0 0 0 (s+1)
0010
0001 0 0 0 o0 0 0 1 .
(s+1)
0 0 0 0 !
. 0 0
(s+1)°
0 0 0
=[I-F(s) (sI- Ay BI'1 G
We have then :

T(s) C(s) = C(sI - Ay B {I-F(s) sI- A)!' B]'' G
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= C(sI - A - BF(s))' BG
Then the dynamic state feedback
u=F() x + Gv
block decouples with stability.

A general compensator construction method yielding to the above given compensator C(s) is
described in (Commault, Dion, Torres, 1989).
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Abstract

This work is concerned with the block decoupling problem of linear
multivariable systems. A solution is given for the block decoupling problem by
non regular dynamic state feedback (u= F(s) x + G v, G evetually non
regular). It turns out that block decoupling is possible if the number of system
inputs is large enough. When dealing with the more important question of

stability, it is shown that if decoupling is possible, it is possible at all.

Simplest achievable solutions of block decoupling by precompensation are
studied. Then we look for the block decoupled systems of minimal McMillan
degree and of minimal infinite structure. For this end two feedback invariants
are introduced, which are related to ith block of the block decoupled system.
As well in block decoupling as in block decoupling with stability, it is shown
that the minimal block decoupled systems achievables by dynamic state
feedback (when it is possible) are exactly the same that those obtained by

precompens ation.

Key words :

Linear Multivariable Systems, Decoupling, Stability.
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