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Quadtrees

Arbres hyperquaternaires de points

On considére n points (X1, ..., X,) dans [0, 1]2.

Arbre quaternaire construit récursivement pour n > 1
X, constitue la racine, et les sous-arbres (T;)i—1. 4 sont
construits a partir des quadrants NO, NE, SO et SE.
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Quadtrees

Parametres additifs

Fonction f : {Arbres hyperquaternaires en dimensiond} — R

telle que
2d
f(T) =) f(M)+tr si |T|>1,
k=1
f(@) = to,

(tn)n>1 désignant une “suite-test”.

@ Sitp=1sin>1et0sin=0,alors f(T) = |T| représente
le nombre de noeuds,

@ Sit;r| vaut 1 ssila racine est d'arité k, alors f(T)
représente le nombre de noeuds a k fils.

[=] = = = = ©Q(
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Quadtrees

Récurrence fondamentale - Forme intégrale

n—-1

Passage a 'espérance fn =ty + 24> "y gfc, avec
k=0
Tkd = P(lersous-arbre de taille k)

Sk

>

I1...lg—
n>ip>. >ig_ >kl LAl

Soitt(z) = > thiz" etf(z) =, faz" alors

f(z) =t(z) + 2939711 (2), let J définis par

lg(z) = /OZ %dt, et Jg(z) = /OZ %dt.
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Points maximaux

Maxima dans un hypercube

@ On considére un ensemble de n points, v.a.i.i.d
@ Répartition uniforme sur [0, 1]9, muni de I'ordre-produit.
@ On note K, 4 le nombre de maxima.
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[m] = =

it
)
»
?)



Points maximaux
Expression de la variance

@ Barndorff-Nielsen et Sobel(1966), détermination de
'espérance

Hnd = IE(Kn,d) =

n>ng>..>ng_1>0 N1---Nd-1
@ |lvanin (1976), détermination du moment d’ordre 2

E(K Mnd+1<t§d: 1()2 g):

i
1<iy <

1

ig—2j1- -]

ou la somme (x) est prise sur tous les indices vérifiant
<.,

)
-1
<1 <L1<ii <

<lJdg-1 <n.

<igo <l et 14+1<
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Points maximaux

Avancées récentes

Var(Kng) = > ( 11.)! <(_.1)j I’(j)(l)+cdj>lnd_1_j(n)

. d-1 j!
0<j<d—1
+ O(n~tIn?=2(n)),

ol cq j est défini comme le coefficient en ul dans le
développement de Taylor de

2r(2 —u) (—Inx)d- ()F( u)
_(d—l)!/c)(1+x) D DR o TRy

1<k<d-1

// < —Inx)* (= Inx)d"tk (- Inx)kl(—lnx)dl")dxdz.

(X +z —xz)?~u (x +2z)%u
(1)
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Points maximaux

Probléme en suspens

" It remains open how the integrals in (1) may be further
simplified. "

traiter a I'aide d’outils symboliques les calculs de
@ Paramétres additifs sur les arbres hyperquaternaires
@ Variance du nombre de maxima
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SHM et séries génératrices

Codage symbolique

Soits = (s1,...,Sr),

1
Hs(n) = > o

n.-...
n>n;>.>n>0 1

Soit I'alphabet Y = {y;,i > 1}, etw =ys, ...ys, € Y*, 0n
adopte le codage



SHM et séries génératrices

Fonctions polylogarithmes

Soitw =g, ...

Pu(z) =

ys, € Y*, et Py la SG des {Hy(n),n > 0},

D Humz" =3, >
n>0

n
Zn—nl zt
nsl nsr
n>r n>ng>..>n, 10
k zM
=272 )
k>0 ni>..>n 1 00T
1
= Liw(2).
1-z w(2)

Liy fonction polylogarithme
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Structure algébrique

Produit de mélange - SHM

N

n=1 m=1 N>n>m>0

1 1 1
dormdmsm = 2 st

Aspects asymptotiques Applications
0000000000000 00

1 1
Z mszns: + Z nsi+s2

N>m>n>0 N>n>0

= Hy, (N)Hy,,(N) = Hy,y, (N)+Hyy (N)+Hy, .., (N)

Le stuffle de deux mots est défini par

ewu = U,

(yiu)w (yjv) = Yi(uwyv) +y(yiuwv) + yigg(uwv).

Pour tous u,v € Y*, Hy Hy = Hy 1y




Structure algébrique
Polylogarithmes - Forme intégrale

. z
Soitw =Yg, ...Ys,,wo = 5 et w; = —— alors

—Z
. -1 _
Llwz/wgl wl...wg' Yo,
¥

avec v =0~ z.

(S1,.--,Sr) & X3+

= On adopte un deuxiéme codage sur l'alphabet X = {xg, X1},
On étend la définition en posant

X1 ... Xy I

Lixg (Z) = Iog:#

SG non commutative sur X* : L = Z Liy W.

wexX*

[m]

=
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Structure algébrique

Produit de mélange - Polylogarithmes

La série L satisfait I'équation de Drinfel'd

dL Xo X1
@ - (?*1_Z>L

avec la condition L(¢) = €*'°9¢ 4+ O(y/e)pour ¢ — 0T

Par conséquent, L est une exponentielle de Lie

= Liy Liy = Liy,, v, (critére de Friedrichs)

ou pour tous u,v € X*, le shuffle de deux mots est défini par

e = U,
auwbv = a(uwbv)+b(auwv).
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Structure algébrique

Théoremes de structure

Lapplication L : w — Liy est un isomorphisme de (C(X), )
sur (C[{Liw}wex*]a )

Lapplication P : u — P, est un isomorphisme de (C(Y ), w1 ) sur
lalgebre (C[{Pw }wev+], ©).
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Cas convergent

Soitw =Yg, ...Ys, € Y*. Sis; > 1, alors

im Lin(2) = M Hy(n) = (W)

1
- Z S1
ng>..>n 1

¢(w) polyzéta ou Multiple Zeta Value

Sy’
N

DA



Cas général

L(z) = €M@ o0 (2)€%992 avec Lregg(1) = Z.
Soit my la projection de X sur Y telle que my (wxp) = 0, alors

Yy L(Z)
™Y L(Z)

ey Lil(z)ﬂ-YLreg(Z)
Z/:;i eyl Lll(z)ﬂ'YZ .

H(n) =

Division par (1 — z) puis extraction des coefficients de Taylor :

k>0

E:Hylk(n)y1 mvZ, avec H(n) = Y Hy(n)w.

wey *

[m]

=
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Résultat a I' "Abel”

Cas général

. —y, Li _ ; (‘_Y1)k
lim &1 W@y L(z) = Jim exp(ZHyk(N) : )H(N)
k>1
= myZ.

De plus, (Z|w) = ¢(w) siw convergent, (Z|Xo) = (Z|x1) = 0 et
(Zuwv) = (Z|u)Z]v).

En notant (Z|w) = ¢,,(W),onamyZ = > ¢, (w)w.

wey *
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Analyse de singularités

Série génératrice non-commutative

Soit  L(z)= ) Liwzw et Pz)= Y Py(z)w.

weX* weXx*

L(z) = [oL(1 - 2)|Z

ol o est le morphisme défini par o(xg) = —X1,0(X1) = —Xo.




Analyse de singularités

Exemple

Poi(l—2z)= L( 3(2) + log(z)Ps(z) — = Iog (2)Py(z) +1
Donc,

P21(z)

1

P3(1

z
—z)+1_

log(1 —2z)P,(1—2)
2 1

¢(3)
Iog 1-2)P(1-2)+ 17
Ainsi, nous déduisons le développement singulier de P, ; en
z=1.

<3
—Z,



Analyse de singularités

Exemple(2)
2 —
P1(z) = % tlog(l—2z)—1— log (; 2)
L -2 (‘IOQZ(i_ 2) . Iog(14— z)) +O(jL—z)

Mais [z"]¢(3)(1—2)* = ((3), [z"]log(1 -2z) = -N"%,

[ZN]IOQZ(;_Z) _ [ZN]ZI(l_;)Pylz(Z)
= Hy(N) = Hpa(N-1)...

Finalement,

H21(N) = ((3) -

log(N) +1+~  1log(N) 1
N 2\:! Né‘ +O N2 if‘ DA
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Définition récursive de Hy,

SI W = yS]_ tee ySr = yS]_W/’

Hu (N)

Z 1

S1 Sr
n-...n
N2n1>...>nr>0 1 r
N
1 1
= S1 Z S2
n=r 1 n—1>n,>..>n>0 2
N

Ny
1 .
ZEHW,@ -1).

i=r

DA



T
Principe de l'algorithme

@ Siw =y, r > 1le DA de H,(N) est connu
(Euler-MacLaurin).

1

1
—— 1 0((=

oz <N3>
forme

@ Siw = y,w’, nous utilisons la définition récursive sous la

Ha(N) = ((2) ~ - +

+o0o
Hw(N) = ¢((w) — )

i=N+1
et nous remplacons Hy/(i — 1) par son D.A.

[m]

=



Exemple
— Ha(i—1
HioN) = ¢(a,2) - 3 P2
i=N+1
Mais Hy(i —1) =¢(2) — = — % Ilz +0 (%) donc

Hao(N) = ((4,2) - ¢(2) Z Z |15

i= N+l i=N+1
1 X1 > 1
+ E 2: [64— 2: C)(7)
i=N+1 i=N-+1

o 5 = = E DAl



Développement d’Euler-MacLaurin

Exemple (2)

Développons les termes de reste en N,

Ha2(N)

2) i¢2)+1
4(4,2)—%C,E|3)+2<(N)4+4
3¢ +3

1
o ()

Remarque : Nous obtenons un DA a l'ordre 6 en calculant un
DA du numérateur a l'ordre 3.




Développement d’Euler-MacLaurin

Cas d'un mot divergent w = y;y4

@ Probleme : Hy,y,(N) diverge !

@ Solution: décomposition de Radford.
Comme y1y4 = y1 wY4 — Yay1 — Ys, il vient

Hia(N) = Hi(N)Ha(N)—Hg1(N) —Hs(N)

7t 7t 1
= 5o "N+ 557 —¢(41) - CO) + 155§
4

— ﬂ-_i_i_}i_i_ 7T4 1 1 +O 1
1080 N2 = 9 N8 10800 24 ) N4 N5
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Avec les constantes d’Euler généralisées

Euler-MacLaurin, application naive

N
Hy/(n —1 . .
Comme Hy(N) = Z% Si W = ysW’, pourquoi ne pas

n=1
appliquer la formule D’E-M directement ?

N

H(N) ~ EM (Z Sl (n= 1))> .

nS
n=1

Probleme : Cas du terme constant.
Par exemple,

N
HY1V2(N) = ZHZ(nn_l)
n=1
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Avec les constantes d’Euler généralisées

Euler-MacLaurin, cas de Hy,y,(N)

> numer1 := asympt(eulermac(1/k? k = 1..n — 1,2),n);
™ 1 1
1=—-= —
numer 6 n +O<n2>
> numer2 := asympt(eulermac(1/k? k = 1..n — 1,3),n);
@ 1 2 1
2 =—-—=-_-= —
numer 6 n 2 +O<n3)
> asympt(eulermac(numerl/n,n = 1..N,2),N);
Z22In(N) = = - 27 =
6" n(N) 5" +67r7—|— N +0
> asympt(eulermac(numer2/n,n = 1..N, 2),N);
1 1,

1 1 Ar2+1 1
L) Lo 4 1 12
5" In(N) &" +67rfy 2((3)—1-7N —i—O( >
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Avec les constantes d’Euler généralisées

Détermination du terme constant

Soitw € Y*. On définit (.., (W) comme le terme constant
intervenant dans le DA de Hy (n) dans I'échelle de Bertrand.

H(N) o~ exp( D Hy, (N k>7rYz.
> k>1
k
S Cuww = lim exp(Z@ = >mz.
wey* N=o0 k>1

De plus, by x désignant les polyndmes de Bell

exp[—Zcm(k)( ]—HZ[ank 2),2((3),. )]yl.

k>1 n>1
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Avec les constantes d’Euler généralisées

Détermination du terme constant

> Gt = 1633 st

wey * n>1 k=1

~(@).26(3),.-) ) 2 |mvz.

En se souvenant que y12y2 s’écrit xfxoxl sur l'alphabet X,

Cr(Y2Y2) = o (x8%oX1) + (o (XaXoX1)b11(7)
+ G (XoX1)[b2,1(—¢(2)) + b22(7)]/2
3¢(2,1,1) — 2¢(2, 1)y + ¢(2)[-¢(2) +7°)/2.
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Nombre de feuilles d’'un quadtree

. 1
Soit f*(z) =

z . ,
=1 Zf (ﬁ) (transformation d’Euler),
(Id +1 i - (2K)d) (zf*(z)) = zt*(z), avec

K(f)(z):/oz Wt
Or,sit(z) =z, zt*(z) = — ’

. Mai
a-27 ais
K2(Id.t*)(z) = Lix(z) — Li1(2), et de plus, pour tout motw € X*,

K(Llw) - LiXoW .



Nombre de feuilles d'un octree

Ainsi, pour d = 3,

f*(z) = Z(—S)k (Pyg (Z) - Pyg_l}’Z(Z)) - (1 _ZZ)Z
k>1
frT _ Z(_S)k (Hyg(n) — Hyg_lyz(n))
k=1
o= > (-1) (rl‘)(_s)k (Hy () = Hyr, ()
k=1

Pour d quelconque,

n

= 300 (7) 20 () - Hyp, )

Ik=1

o = = = = 9Dac



Réecriture des deux premiers moments de Var (K, 4)
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Réecriture des deux premiers moments de Var (K, 4)

pind = Hyo-1(n),
avec, pour w =Vys, ...Vs,,

_ 1
ﬂw(n) - E nsl Sy °
n>n>...>n>1 0 1 e N

DA



Réecriture des deux premiers moments de Var (K, 4)

pind = Hyo-1(n),
avec, pour w =ys, ... Vs,,

(]

1
S1 Sr°
n>n;>..>n>1 Ny Ny
d—1
IE(K2 ) =H d-1
1

J
—~
>

N
+
A\g
=
Y
—~ O
~~
—_ S
|
N
—l

ﬂyiflu )ﬂyfftfl(l )ﬂyffl (n; 1+1),

DA
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Forme close pour la variance

Pour tout d > 2, il existe K > 0, des entiers (ci)1<i<k etdes

mots w; € Y* tels que Var(Ky 4) Zo"—w.

Donc, il existe des coefficients
ai, Bk € Qy, C(w),w € Y*\ y;Y*] tels que,

2d—-2 M 2d 2 1
Var(Kng) = Y o In'( +Z Z B In(n (n )
i=0 j=1



Forme close pour la variance

Var(Kg) = —Hyp+2Hp2, —4H,,, +2H, . +H.
Var(K.4) = ﬂy? + GHyfyzyl —14 ﬂyfyzyf + 6ﬂy1yzy13
+ 6 ﬂyzyf -2 Hyzzyf'

v

Var(ns) = (5 +C(2))In2(n) + (~106(3) + 2¢(2)y + 1)in(y

= ~
~—

il 83 .., 5 4L
+ 577 = 10¢(3)y + 75¢(2)7 + C(2)7" + 5¢(2) + o




Et en pratique?

o 5 = = E DAl



Base de P.B.W.

@ Pourl € LynX,l = uv,u,v € Lyn(X) et v le plus long
possible (décomposition standard)

{ S| = [Smgv] = Sugv - gvgu
S =

= x ifxeX,

DA



Base de P.B.W.

@ Pourl € LynX,l = uv,u,v € Lyn(X) et v le plus long
possible (décomposition standard)

g| == [3[],3\/] == SUSV — gvgu

S = x ifxeX,

@ Pourl =xw € LynX x € X,

L Pl P e i P e
S w8

S|:X h he

Oé]_!az! . .Ozk!

DA



Formes crochetées et bases duales

I S S
Xo Xo Xo
X1 X1 X1
XoX1 [Xo0, X1] XoX1
Xo%Xq [Xo, [Xo0, X1]] Xo%X1
XoX1® [[Xo0, X1], Xa] XoX1®
X0°X1 [Xo, [Xo, [Xo, Xa]l] X0%1
X0%1° [Xo, [Xo, [[[X0, Xa], Xa], xa]]] | Xo®%2°
X02X1X0X12 [Xo, [[Xo, Xl], [[Xo, X]_], X]_]]] 3X03X:|_3 + X02X1X0X12

u]
o)
I
ul
it
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