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Algeébres Amassées Affines

Résumé : Nous introduisons les variables génériques dans une algébre amas-
sée acyclique A(Q). Nous explicitons ces variables en termes de théorie AR de
I’algeébre des chemins k@ et montrons qu’elles forment une Z-base pour une
certaine classe d’algébres amassées comprenant les algébres amassées affines de
type A.

Nous introduisons des polynémes de Chebyshev généralisés grace auxquels
nous pouvons montrer des formules de multiplications de type Caldero-Keller
pour les variables associées aux k@Q-modules réguliers.

Nous donnons une démonstration simplifiée d’un résultat de Buan, Marsh et
Reiten interprétant les dénominateurs des variables d’amas en termes de théorie
de basculement dans la catégorie amassée. Nous étudions aussi la compatibilité
entre application Caldero-Chapoton et foncteurs BGP étendus.

Enfin, nous réalisons les algébres amassées non simplement lacées comme
sous-algébres de quotients d’algébres simplement lacées munies d’un groupe
d’automorphismes.

Affine Cluster Algebras

Abstract : We introduce generic variables in acyclic cluster algebras A(Q).
We give an explicit description of these variables in terms of AR-theory of the
path algebra kQ and prove that they form a Z-basis in a certain class of cluster
algebras, including affine type A.

We introduce generalized Chebyshev polynomials in order to study variables
associated to regular modules. In particular, this allows to prove cluster multi-
plication formulas for regular modules over the path algebra kQ.

We give a simplified proof to a theorem of Buan, Marsh and Reiten inter-
preting the denominators of cluster variables in terms of tilting theory in the
cluster category. We also study compatibility between the Caldero-Chapoton
map and extended BGP functors.

Finally, we realize non simply laced cluster algebras as subalgebras of certain
quotients of simply laced cluster algebras endowed with a group of automor-
phisms.
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Introduction

En 2001, Fomin et Zelevinsky ont défini la notion d’algébre amassée afin
de donner un cadre général pour ’étude des problémes de positivité totale et
de bases canoniques dans les groupes algébriques [44]. Bien qu’initialement in-
troduites dans ce but précis, les algébres amassées sont depuis apparues dans
des domaines mathématiques trés divers. Il serait bien difficile de donner une
liste compléte des interconnexions qui existent entre les algébres amassées et les
différents domaines mathématiques et encore plus difficile d’écrire une biblio-
graphie exhaustive & ce sujet. Parmi les champs de développement principaux
ces derniéres années, se trouvent la combinatoire 25, 146, 86, [87], les groupes
algébriques [5], la géométrie de Poisson [42, [41], [43], les algébres de Kac-Moody
[45], [66], 48] et la théorie des représentations [[74, [10] [16} 20} 19| [54].

Etant donné un ensemble d’indéterminées {uy,...,u,} et une matrice an-
tisymétrisable B € M,(Z), l'algébre amassée A(B) est la Z-algébre engendrée
par un ensemble de variables appelées variables d’amas. Ces variables d’amas
sont définies récursivement & partir de {u1, ..., us} & l'aide d’un procédé appelé
mutation. Elles sont naturellement regroupées en ensembles, appelés amas, de
méme cardinalité ¢q. Fomin et Zelevinsky ont montré que les variables d’amas
de A(B) sont toujours des polyndomes de Laurent en les variables de ’amas
initial {uq,...,uq}. Si la matrice considérée B est antisymétrique, on dit que
Palgébre amassée A(B) est simplement lacée. En voyant les matrices antisymé-
triques comme des matrices d’incidences de carquois, il est possible d’associer
une algébre amassée A(Q) a un carquois ). Dans le cas ou ) est un carquois
sans cycles orientés, ’algébre amassée A(Q) est dite acyclique.

La catégorification des algébres amassées acycliques simplement lacées a
I’aide de la théorie des représentations a été particuliérement fertile. Dans ce
cas, Buan, Marsh, Reineke, Reiten et Todorov ont défini une catégorie trian-
gulée Cg, appelée catégorie amassée dont la théorie de basculement encode la
combinatoire de lalgébre amassée A(Q) [10]. Dans [16], Caldero et Chapoton
ont complété cette catégorification en introduisant une réalisation explicite des
éléments de l’algebre amassée A(Q) & partir des objets de Cq. Cette réalisation
se fait a ’aide de I'application Caldero-Chapoton

. Ob(Co) —  Zhui',... ug]
v M — X9

invariante sous isomorphismes, qui & un objet M de C¢ associe un polynéme de
Laurent X]% appelé variable généralisée associée a M. Elle réalise la catégorifi-
cation au sens ou

ClQ) = {Xﬁ : M est indécomposable rigide dans CQ}



ot Cl(Q) désigne ’ensemble des variables d’amas dans A(Q). Dans le cas parti-
culier ou @ est un carquois de type Dynkin, tout indécomposable étant rigide,
on a alors I'égalité

AQ) =ZIX}, + M € Ob(Cq)]

et Xr? induit une bijection
{ isoclasses d’objets indécomposables dans Cq} — C1(Q).

En particulier, si M et N sont deux k@Q-modules indécomposables ayant le méme
vecteur de dimension, les variables généralisées X & et X sont nécessairement
égales.

Si @ n’est pas un carquois de type Dynkin, on n’a a priori qu’une inclusion

AQ) C Z[XS - M e Ob(Cy)]

et il ne subsiste pas de résultat d’injectivité de I’application Caldero-Chapoton
sur I’ensemble des isoclasses d’objets indécomposables dans Cg. En outre, nous
verrons qu’il existe des modules indécomposables M, N ayant le méme vecteur
de dimension tels que les variables généralisées X AQ4 et X ]% sont distinctes. Dans
la suite, nous nous intéresserons particuliérement aux différences entre de telles
variables généralisées dans le cas ol ) est un carquois affine.

Grace a l’application Caldero-Chapoton, Caldero et Keller ont étudié des
formules de multiplication pour les variables XJ?/[ en termes d’extensions dans
la catégorie amassée Cg [20), [19]. Ces travaux ont montré qu’en un certain sens,
Palgébre amassée A(Q) peut étre vue comme une algébre de Hall de la catégorie
amassée Cg (voir aussi [16] 19, ©5] B8]). Pour une présentation générale des
résultats actuels concernant la catégorification des algébres amassées acycliques,
on pourra se référer a [69].

Dans le cas ou @ est un carquois de type Dynkin, I’algébre des chemins kQ
est une algébre héréditaire de dimension finie et de représentation finie. Alors,
la théorie des représentations de k(@ permet d’obtenir une description précise
de A(Q) [45] [20]. Si en revanche @ est un carquois acyclique quelconque, kQ) est
une algébre de dimension finie héréditaire arbitraire et il ne subsiste souvent que
des résultats partiels [19]. En théorie des représentations, d’aprés le théoréme
de classification docile-sauvage [35, 26], une algébre de dimension finie héré-
ditaire est de représentation finie, affine ou sauvage. Les algébres héréditaires
de représentation docile sont les algébres minimales de représentation infinie,
leur théorie des représentations est en général une étape intermédiaire impor-
tante avant de pouvoir aborder celle des algébres sauvages. Cela suggeére que si
I’on veut avoir une bonne compréhension des algébres amassées associées & des
carquois acycliques arbitraires, l'investigation de celles qui sont associées & des
carquois affines est une étape cruciale.

La recherche de bases dans les algébres amassées est I'un des points cen-
traux pour la compréhension des bases canoniques dans les groupes algébriques
semi-simples. Dans une algébre amassée A(Q), nous disposons d’une famille pri-
vilégiée d’éléments appelés mondmes d’amas, qui sont les monoémes pris en les
variables d’un méme amas. Il a été conjecturé par Zelevinsky que les monoémes
d’amas formaient un ensemble linéairement indépendant dans une algébre amas-
sée quelconque [98]. Si l'algébre amassée A(Q) est simplement lacée de type fini,
il a été montré que les mondmes d’amas forment une base du Z-module A(Q)



[88], 20]. Dans le cas ot @ n’est plus de type fini, il apparait que les monomes
d’amas ne suffisent plus & engendrer A(Q). Il s’agit alors de déterminer une
bonne généralisation de la notion de monémes d’amas pour définir & nouveau
une base dans A(Q).

Dans le cas d’une algébre amassée A(B) de rang deux de type fini ou affine,
Sherman et Zelevinsky ont introduit et construit une base, appelée base cano-
nique, caractérisée par une propriété de positivité [88]. Cette base est la réunion
disjointe de I’ensemble des mondémes d’amas et d’une famille de variables dont les
dénominateurs correspondent aux racines imaginaires de ’algébre de Lie-Kac-
Moody associée & B. Dans le cas de ’algébre amassée A(K) ou K est le carquois
de Kronecker, Caldero et Zelevinsky ont introduit une autre base, appelée base
semi-canonique, naturelle d’un point de vue de la catégorification a ’aide de la
catégorie amassée Ck. Il est apparu que cette base était aussi la réunion dis-
jointe de ’ensemble des mondémes d’amas et d’une famille de variables dont les
dénominateurs correspondent aux racines imaginaires.

Dans [23, 24], Pauteur a calculé une Z-base canonique dans le cas d’une
algébre amassée associée a un carquois affine de type Ag’l. Il a notamment établi
que cette base canonique était la réunion disjointe de I’ensemble des mondomes
d’amas et d’un ensemble de variables dont les dénominateurs correspondent aux
racines imaginaires et aux racines réelles qui ne sont pas des racines de Schur.

Geiss, Leclerc et Schroer ont développé une catégorification indépendante
a l’aide de l’algebre préprojective d’un carquois acyclique Q. Ils ont ainsi pu
réaliser certaines algébres amassées A(Cps) (non acycliques en général) comme
des sous-algébres du dual gradué U(n);, de I’algebre enveloppante U(n) ol n est
la sous-algébre nilpotente maximale de ’algébre de Lie-Kac-Moody associée au
carquois @. Ils ont alors étudié le dual S* de la base semi-canonique de Lusztig
de U(n) et montré que S*NA(Cys) forme une base dans 1’algébre amassée A(Cpy).
Par un procédé de spécialisation de coeflicients, ils ont alors pu définir une base
dans lalgebre amassée acyclique A(Q) appelée base semi-canonique duale [54].
Si ces résultats s’avérent beaucoup plus généraux que ceux obtenus jusqu’ici &
I’aide de la catégorie amassée, ils sont cependant & un niveau théorique bien
moins explicite.

Afin d’obtenir des résultats aussi explicites que possibles, nous avons cher-
ché a généraliser les méthodes de Caldero et Keller au cas des algébres amas-
sées simplement lacées qui ne sont pas de type fini. L’idée sous-jacente & notre
construction est la suivante. Pour tout carquois acyclique, les monoémes d’amas
de A(Q) sont les variables généralisées X]%[ ot M est un objet rigide dans Co.
D’autre part, on sait que si un kQ-module M est rigide, alors 'orbite Op; de M
dans la variété rep(Q, dim M) des représentations de @ de dimension dim M
est un ouvert dense. Il s’ensuit que X ﬁ[ est une valeur générique de l'application
induite par I’application Caldero-Chapoton sur la variété rep(Q,dim M). C’est
cette propriété que nous allons utiliser pour généraliser les monémes d’amas.

Etant donné une représentation M de @ et un vecteur de dimension e, la
grassmannienne de sous-modules de M de dimension e est la variété projective

Gre(M) = {N €rep(Q,e) : N est une sous-représentation de M} .

La valeur Xﬁ de application Caldero-Chapoton en M est essentiellement une
série génératrice pour les caractéristiques d’Euler de grassmanniennes de sous-
modules de M. Nous allons ainsi montrer ’existence de variables génériques en



montrant celle de valeurs génériques pour ces caractéristiques. En particulier,
on démontre la proposition suivante :

Proposition. Soit Q un carquois acyclique et d € N?°. Alors il existe un ouvert
dense Ug C rep(Q, d) tel que lapplication Caldero-Chapoton est constante sur
Uqg. De plus, si U} est un autre tel sous-ensemble, les valeurs de l’application
Caldero-Chapoton coincident sur Uq et U),.

Pour un élément d = (d;) € Z%°, on note [d], = (max(d;,0));cq,- Si d €
N, on note Xc? la valeur de Xr? sur 'ouvert Ug. Pour tout d € Z%°, on pose

ensuite
Q _ yv@Q —d;
X§ =x3, IT w
d; <0

ot u = (u;,% € Qo) est amas de la graine initiale de A(Q). L’élément X(? est
appelé variable générique de dimension d de A(Q). On note

B(Q={x3 : acz?}

'ensemble des variables génériques de A(Q). Il apparaitra au lemme que
les monodmes d’amas d’une algébre amassée acyclique A(Q) sont toujours des
variables génériques.

Nous établissons a la proposition [8.2.4] des propriétés de multiplicativité pour
les variables génériques analogues a celles de la base semi-canonique duale mon-
trées dans [51]. Il en découle en particulier que la multiplication des variables
génériques est compatible avec la décomposition canonique de Kac au sens sui-
vant :

Proposition. Soit Q un carquois acyclique et d € N0 un vecteur de dimension
dont la décomposition canonique est d=e; @ --- B e,. Alors

X§ = ﬁxg.
i=1

*

La base semi-canonique duale §* de U(n);, est constituée d'un ensemble
de fonctions constructibles génériques pz indexées par les composantes irréduc-
tibles Z des variétés nilpotentes de modules sur l'algébre préprojective de Q.
C’est & partir de ces fonctions génériques que Geiss, Leclerc et Schréer ont pu
construire la base semi-canonique duale dans les algébres amassées. En outre,
les mondmes d’amas apparaissent naturellement comme des éléments de cette
base semi-canonique duale. Par analogie avec ces travaux, il semble raisonnable
de chercher & montrer que les variables génériques données par ’application
Caldero-Chapoton ont des propriétés similaires dans I’algébre amassée acyclique
A(Q).

Si d est une racine réelle d’un carquois acyclique @, il existe une unique
représentation indécomposable M de dimension d & isomorphisme prés. En re-
vanche, si d est une racine imaginaire, il existe une infinité non-dénombrable de
représentations indécomposables non-isomorphes de dimension d. Ainsi, 'appli-
cation induite par Xr_,Q n’est pas injective sur ’ensemble des isoclasses d’indé-
composables dans kQ-mod si () n’est pas de type Dynkin. Dans le cas ou
est un carquois affine de racine imaginaire minimale §, nous nous intéressons
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particuliérement au comportement de ’application Xr? sur les isoclasses de mo-
dules indécomposables de dimension §. Nous montrons notamment au lemme
que 'application Caldero-Chapoton est constante sur les modules quasi-
simples des tubes homogenes du carquois d’Auslander-Reiten T'(kQ). Nous nous
intéressons ensuite & la différence entre les variables généralisées associées aux
modules indécomposables de dimension § respectivement dans un tube homo-
géne et dans un tube exceptionnel. Ceci va étre un point central dans notre
étude. Etant donné un module indécomposable M dans un tube 7 de I'(kQ),
on note q.socM son quasi-socle et q.radM son quasi-radical. On dira qu’un
carquois affine @) satisfait la propriété de différence si pour tous modules indé-
composables M, M) € rep(Q, ) dans des tubes respectivement exceptionnels et
homogenes, on a
Xp = XM,\ + Xq.rad]VI/q.soc]\/[-

Si @ est un carquois satisfaisant la propriété de différence, nous pouvons ainsi
donner des relations explicites entre les variables généralisées associées aux mo-
dules dans différentes composantes réguliéres. Ceci permet en particulier de
montrer que dans ce cas, on a ’égalité

AQ)=2Z[XZL . M e Ob(Cy)]-
Nous montrons alors :
Théoréme. Tout carquois affine de type A satisfait la propriété de différence.

Nous conjecturons en outre que la propriété de différence est satisfaite pour
tout carquois affine (voir chapitre . L’étude de la propriété de différence
repose essentiellement sur la description précise des grassmanniennes de sous-
modules des représentations indécomposables de dimension é. Dans le cas A,
cette étude a été rendue possible du fait qu’il n’y a pas de multiplicité dans les
caractéristiques d’Euler de ces variétés.

La propriété de différence va s’avérer étre 'un des points centraux dans la
preuve du fait que les variables génériques forment une Z-base dans une algébre
amassée affine. Nous montrons en effet au chapitre [0 que si tous les carquois d’un
certain sous-ensemble de la classe de réflexion d’un carquois affine Q) satisfont la
propriété de différence, alors les variables génériques forment une Z-base dans
A(Q). En particulier, nous montrons ainsi :

Théoréme. Soit Q un carquois affine de type A. Alors B'(Q) est une Z-base
dans A(Q).

Ce théoréme généralise en particulier les travaux de Caldero et Zelevinsky a
propos du carquois de Kronecker [22].

Pour démontrer ces résultats, nous allons étudier le comportement des va-
leurs de ’application Caldero-Chapoton sur les composantes réguliéres de I'(kQ).
Cette étude a été initiée dans [38], 1a partie[[I|1lui est dédiée. Nous y introduisons
une certaine famille de polynomes appelés polynomes de Chebyshev généralisés
caractérisés par des relations de récurrence d’ordre deux. Au théoréme [5.4.3]
nous montrons que ces polynémes apparaissent naturellement dans le cadre de
I’étude des variables généralisées associées aux modules réguliers sur ’algébre
des chemins d’un carquois acyclique. Si on note E(™ I'unique kQ-module régu-
lier indécomposable de quasi-socle E et de quasi-longueur n, on montre alors le
théoréme suivant :
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Théoréme. Soit QQ un carquois acyclique, R ~ ZKOO/(p) une composante réqu-
liere de T'(kQ) avec p > 0. Soient R;,i € Z/pZ les quasi-simples de R ordonnés
de sorte que TR; ~ R;_1 pour tout i € Z/pZ. Alors pour tout i € Z/pZ et pour
toutn>1, ona :

Q _ Q Q
X = Proe (X3 XR )

ot P, o désigne le n-éme polynome de Chebyshev généralisé de rang infini. De
plus, si p > 0, alors
Q _ Q Q
XR(.") =Pop(Xg, ., X )

Ritp-1
ot P, , désigne le n-éme polynome de Chebyshev généralisé de rang p.

Le dernier chapitre de la partie[[ est dédié a une preuve simplifiée d’un théo-
réme de dénominateurs de Buan, Marsh et Reiten [12] & P’aide des caractéres
d’amas de Palu [76]. Plus précisément, il donne une interprétation des dénomina-
teurs des variables d’amas exprimés dans différents amas d’une algébre amassée
acyclique A(Q) en fonction de la théorie de basculement de la catégorie amassée
Cq. La notion de compatibilité sous échange, introduite dans [12], est essentielle
dans cette interprétation. On dira qu’un objet indécomposable N est compatible
sous échange si pour toute paire d’échange (U,U*) dans Cq dont les triangles
associés sont

U— B—U"—U[l] et U*— B—U—U"[1],
on a
dim Home,, (N, U)+dim Home,, (N, U*) = max(dim Home,, (N, B), dim Home,, (N, B')).

Soit T' = ,cq, Ii l'objet amas basculant de Cq correspondant & I'amas x et

X7 le caractére d’amas associé¢ a T. Pour tout i € Qp, on note a; le i-éme
vecteur de la base canonique de Z®° et pour tout objet M de Cg, on note

dim Home,, (T, M) = Z dim Home (T}, M) a;.
1€Qo

Enfin, pour tout polynome de Laurent L de Z[x*'], on note é7(L) le vecteur de
dénominateur de L. On montre alors :

Théoréme Soit @ un carquois acyclique, Cg sa catégorie amassée, T =
®ier T; un objet amas-basculant dans Cq. Supposons que pour tout i € Qo, T;
est compatible sous échange, alors pour tout objet indécomposable rigide M de
Cq, on a

Ty —a; siM ~ T[],
Or(Xir) { dimHome,, (T, M) sinon.

La preuve que nous donnons est celle que nous avons présentée dans [36].

Dans la partie V] nous nous sommes aussi intéressés a 1’étude des algebres
amassées non simplement lacées. Une trés grande partie des développements
dans I’étude des algébres amassées s’est faite & ’aide des catégorification par la
catégorie amassée ou par ’algébre préprojective. Dans ces deux cas, les articles
se sont concentrés sur le cas simplement lacé, laissant de coté le cas non sim-
plement lacé. Certains auteurs ont alors commencé a adapter les preuves du cas
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simplement lacé au cas non simplement lacé [102, 100, 103} [60] en remplacant
I’algébre kQ sous-jacente a la catégorie amassée par des species. En théorie des
représentations, une autre méthode pour aborder les graphes non simplement la-
cés consiste a les réaliser comme des quotients de graphes avec automorphismes
[73], 611, [65]. En suivant cette idée, nous avons montré que 1’on pouvait réaliser les
algébres non simplement lacées comme des sous-algébres de certains quotients
d’algébres munies d’un groupe d’automorphismes admissibles [37]. Indépendam-
ment, Demonet a appliqué des méthodes similaires dans le cadre de ’algébre
préprojective [29]. Plus précisément, on montre au corollaire existence
d’un morphisme d’algébres 7, appelé projection tel que :

Théoréme. Soit A une matrice antisymétrisable munie d’un groupe d’auto-
morphismes admissibles G tel que (A, G) est une paire admissible stable. Alors
toute graine dans A(A/G) est la projection d’une graine de A(A). En particu-
lier, tout amas dans A(A/G) est la projection d’un amas dans A(A) et toute
variable d’amas de A(A/G) est la projection d’une variable d’amas de A(A).
Ainsi, A(A/G) est une sous-Z-algébre de lalgébre w(A(Q))-

Ceci donne en particulier un moyen de transposer aux algébres non-simplement
lacées les résultats connus au niveau des algébres simplement lacées.

Enfin, nous avons étudié certains problémes de recherche de carquois dont
la classe de mutation est finie et, le cas échéant, de calcul de la cardinalité de la
classe de mutation. En utilisant nos méthodes, nous donnons notamment une
preuve simple du fait qu’un graphe valué non simplement lacé affine a une classe
de mutation finie. Dans cette optique, nous avons participé au développement
du programme QUIVER MUTATION EXPLORER [40] pour calculer les tailles de
classes de mutations d’un carquois donné qui vient compléter le programme
déja développé par Keller [67]. Les résultats obtenus avec ce programme sont
présentés dans annexe [A]

En introduisant les algébres amassées, Fomin et Zelevinsky ont ouvert la
voie & de nouveaux liens entre combinatoire, géométrie algébrique et théorie
des représentations. Nous avons cherché, autant que possible, & inscrire nos tra-
vaux dans cette logique de transversalité. Les méthodes développées dans la
partie [ sont essentiellement axées sur l'utilisation de théorie des représenta-
tions & 'aide de catégories triangulées. La partie [[T] développe principalement
un outillage combinatoire qui sera mis en oeuvre aux cotés de l'étude de la
structure des catégories amassées affines et de la géométrie sous-jacente a la
théorie des représentations dans la partie [[TIl La partie [[V]se fonde sur des mé-
thodes combinatoires et sur leur interprétation catégorique. Enfin, 'annexe [A]
est dédiée a la présentation de résultats purement combinatoires obtenus de ma-
niére algorithmique. En ce sens, nos travaux illustrent certaines des nombreuses
interconnexions entre les différents domaines mathématiques que les algébres
amassées ont permis de mettre a jour.



Premiére partie

Algébres amassées et
catégories amassées
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Bien qu’impliquées dans des théories avancées, les algébres amassées peuvent
étre définies de maniére élémentaire. Ce sont des Z-algébres engendrées par un
ensemble de variables appelées variables d’amas. Ces variables sont obtenues
I’aide d’un procédé récursif appelé mutation appliqué & un ensemble initial de
variables, appelé amas initial.

En général, une algébre amassée a un nombre infini de variables d’amas.
Dans le cas ou ce nombre est fini, 'algébre amassée est dite de type fini. Les
algébres amassées de type fini ont été classifiées par Fomin et Zelevinsky dans
[45]. De maniére étonnante, cette classification correspond & la classification des
diagrammes de Dynkin. C’est en grande partie ce résultat qui a ouvert la voie
a I’étude des liens entre algébres amassées (acycliques) et représentations de
carquois.

La premiére tentative de catégorification a ’aide des représentations de car-
quois est apparue en 2003 dans [74] avec la notion de représentation décorée. Peu
apreés, la notion de catégorie amassée a été introduite indépendamment dans les
travaux de Caldero, Chapoton et Schiffler pour les algébres de type fini A [18]
et dans ceux de Buan, Marsh, Reineke, Reiten et Todorov pour le type fini en
général [10]. Par ailleurs, Geiss, Leclerc et Schroer ont aussi donné une caté-
gorification des algébres amassées & l’aide de algébre préprojective [55]. Ces
deux catégorifications permettent de réaliser de nombreuses algébres amassées
et se sont avérées étre des champs trés fertiles de développement ces derniéres
années. Trés récemment, Leclerc a développe une nouvelle catégorification des
algébres amassées a ’aide des algébres affines quantiques qui apporte un nouvel
éclairage sur le sujet [72].

La catégorie amassée est une catégorie triangulée [68] dont la théorie de
basculement est trés intimement liée & la structure d’algeébre amassée associée
[10}, 13}, 62]. Il y a essentiellement deux points de vue & propos de la catégorifica-
tion des algebres amassées a ’aide de la catégorie amassée. Le premier point de
vue, développé par Buan, Marsh, Reiten et Todorov, consiste a chercher & réa-
liser des objets dans la catégorie amassée & partir des variables d’amas [14]. Le
second point de vue, développé par Caldero, Chapoton et Keller, consiste a réali-
ser les éléments de ’algébre amassée a partir des objets dans la catégorie amassée
a ’aide d’une application explicite appelée application Caldero-Chapoton [16].
Il a été montré que ces deux points de vue sont duaux [§]. Dans nos travaux,
nous avons privilégié la seconde approche, mais comme l'illustrent par exemple
[12] et [36], ces points de vue sont essentiellement équivalents.

Dans cette partie, nous réintroduisons d’abord les définitions essentielles
concernant les algébres amassées au chapitre [I] et rappellerons la classification
des algébres amassées de type fini. Au chapitre [2] nous donnerons les défini-
tions et résultats principaux concernant la catégorification des algébres amas-
sées acycliques & l'aide de la catégorie amassée. Nous détaillerons ’approche
Caldero-Chapoton-Keller & 'aide de I’application Caldero-Chapoton et des ca-
ractéres d’amas de Palu au chapitre [3] Les caractéres d’amas de Palu sont des
outils utiles pour exprimer les variables d’amas dans des amas autres que ’amas
initial & partir des objets dans la catégorie amassée. Nous démontrerons notam-
ment un théoréme de dénominateurs pour ces caractéres d’amas, donnant une
preuve simplifiée d’un théoréme de Buan, Marsh et Reiten [12].



Chapitre 1

Les algébres amassées
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Dans ce chapitre, nous réintroduisons les objets élémentaires de la théorie
des algébres amassées. Nous nous restreignons au cas sans coefficients. Pour
les généralités concernant les algébres amassées, on pourra se référer a la série
d’articles originaux de Fomin et Zelevinsky [44], 45] 5, 47].

1.1 Mutations de Fomin-Zelevinksy

Les algebres amassées sont définies de maniére récursive a 1’aide d’un procédé
appelé mutation introduit dans [44].

1.1.1 Mutation de matrices

Soit ¢ > 1 un entier. Une matrice B € My(Z) est dite anti-symétrisable si il
existe une matrice diagonale D & coefficients entiers non-nuls telle que DB est
anti-symétrique. Etant donné une matrice anti-symétrisable B = (b;;) € M,(Z)
et un indice k € {1,...,q}, la mutation de B dans la direction k est la matrice
px(B) = (b;;) définie par :

b/--_ —b,’j sii:kouj:k;,
N bij + % (bik|bkj‘ + |bik|bkj) sinon .

La matrice ux(B) obtenue est encore une matrice anti-symétrisable. Si en
outre B est anti-symétrique, alors py(B) est antisymétrique. On peut & nouveau
définir la mutation de ug(B) et on remarque alors que le procédé de mutation
est involutif au sens ou pour tout k € {1,...,q}, on a

pk(p(B)) = B.

Etant donnée une matrice anti-symétrisable B € My(Z), on dira qu'une ma-
trice B’ est mutation-équivalente & B si il existe une suite d’indices 41, ...,%, €
{1,...,q} telle que

B' = pu;, 0o (B).

On note alors B ~p; B’. La relation ~,,; définit une relation d’équivalence
sur M, (Z) dont les classes d’équivalence sont appelées classes de mutation. On
note Mut(B) la classe de mutation d’une matrice B.

1.1.2 Mutations de graines

Une graine est un couple (x, B) ot B € M,(Z) est une matrice anti-symétri-
sable et o x = (x1,...,%,) est un ¢g-tuple de variables algébriquement indé-
pendantes sur Q. Etant donnée une graine (x,B) et k € {1,...,q}, on définit
la mutation de la graine dans la direction k par pi((x,B)) = (X, ur(B)) ou

x' = (z1,...,7;) est donné par z; = x; si i # k et
TRT) = H a4 H x; b, (1.1)
bk >0 bik<0

La relation (|1.1) est appelée relation d’échange. Le couple (x', pu;(B)) est encore
une graine et les z} pour i € {1,...,q} forment un systéme de générateurs
algébriquement indépendants du corps F(x) = Q(z1, ..., x,). En particulier, on
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peut & nouveau définir la mutation de ux((x, B)) et le procédé de mutation est
toujours involutif au sens ot pour tout k € {1,...,q}, on a

(i ((x, B))) = (x, B).

Etant donnée une graine (x, B), on dira qu’une autre graine (x’,B’) est
mutation-équivalente & (x, B) si il existe une suite d’indices i1, . .., i, € {1,...,q}
telle que

(%, B') = s, 0+ usy (%, B).

Dans ce cas, on note (x, B) ~put (X', B’). Alors ~p,,¢ est une relation d’équiva-
lence et ’ensemble des graines mutation-équivalentes a une graine (x, B) donnée
est appelé classe de mutation de (x, B).

Etant donnée une graine (x, B), I’ensemble sous-jacent au g-tuple x est ap-
pelé amas (ou cluster) de la graine (x, B) on note x(x,B) = {z1,...,24}.

1.2 L’algébre amassée A(B)

1.2.1 Généralités

On se fixe maintenant une graine (u, B) avec B € My(Z). On appelle corps
ambiant le corps F(u) = Q(uq,...u,) des fractions rationnelles en les u;. On
note

Cl(u, B) = U x(x,B").

(%,B')~mut (u,B)
On remarquera que d’aprés la relation d’échange (1.1), Cl(u, B) C F(u).

Définition 1.2.1. L’algébre amassée (ou algébre cluster) de graine initiale
(u, B) est la sous Z-algébre de F(u) engendrée par Cl(u, B). On la note

A(u, B) = Z[Cl(u, B)] C F(u).

Si B est anti-symétrique, on dira que A(u, B) est une algébre amassée sim-
plement lacée. Si B est anti-symétrisable mais non anti-symétrique, on dira que
A(u, B) est une algébre amassée non simplement lacée.

Remarque 1.2.2. Pour étre tout a fait précis vis a vis de la terminologie initiale
de Fomin et Zelevinksy, nous devrions préciser que A(u, B) définie ci-dessus est
une algébre amassée sans coefficient. Comme c’est le cas dans de nombreux
travaux, nous avons restreint notre étude a ce cas la. Pour des détails sur les
algebres cluster avec coefficients, nous renvoyons par exemple a [47].

Définition 1.2.3. Soit (u, B) une graine.
1. Les graines de I’algébre amassée A(u, B) sont les graines mutation-équiva-
lentes & (u, B).

2. Les amas (ou clusters) de A(u, B) sont les x(x,B’) ou (x,B’) parcourt
Pensemble des graines mutation-équivalentes & (u, B). On note X (u, B)
I’ensemble des amas dans A(u, B).

3. Les variables d’amas (ou variables cluster) de A(u, B) sont les éléments
de 'ensemble Cl(u, B).
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Par définition, ’algébre amassée A(u, B) est une sous-Z-algébre du corps
F(u) des fractions rationnelles en les u;. Fomin et Zelevinksy ont montré qu’une
algebre amassée est en fait un sous-anneau de I'anneau Z[u*!] = Z[ul',i €
{1,...,q}] des polynomes de Laurent en les u;, ce résultat est connu sous le
nom de phénomeéne Laurent.

Théoréme 1.2.4 ([44]). Soit (u, B) une graine avec B € My(Z). Alors
A(u, B) C Z[u*"].

Parmi les éléments de ’algébre amassée A(u, B), une famille naturelle de
variables va s’avérer particuliérement importante, notamment dans le cadre de
la recherche de bases pour le Z-module A(u, B), ces éléments sont les monémes
d’amas :

Définition 1.2.5. Soit A(u, B) une algébre amassée. Un mondéme d’amas (ou
monéme cluster) est un monome [[7_, " ou x = (21,...,%,) est un amas de
A(u, B) et n; € N pour tout ¢ = 1,...,¢q. Autrement dit, c’est un mondme pris
en les variables d’un seul amas de A(u, B).

A isomorphisme de Z-algébres prés, Cl(u, B) (et donc A(u, B)) ne dépendent
pas du g¢-tuple d’indéterminées u choisi. Si cela ne préte pas a confusion, on
omettra parfois la référence & l’amas u de la graine initiale. On notera alors
A(B) pour A(u, B), X(B) pour X(u, B) et Cl(B) pour Cl(u, B).

Si (u, B) est une graine et (x, C) est une graine de ’algébre amassée A(u, B),
le morphisme de Z-algébres ®y y : Z[x*!]— Z[u*!] qui envoie x; sur son ex-
pression dans Z[u*!] pour tout i € {1,...,q} induit un isomorphisme

Oy w : A(x,C)— A(u, B)

appelé isomorphisme canonique d’algébres amassées entre de A(x, C) vers A(u, B).
De plus, @ ,, induit une bijection des amas de A(x, C) vers les amas de A(u, B).
En particulier, il induit une bijection des variables d’amas (resp. des mondmes
d’amas) de A(x,C) vers les variables d’amas (resp. les monomes d’amas) de
A(u, B).

Une conjecture fondamentale dans la théorie des algébres amassées est la
conjecture de positivité :

Conjecture 1.2.6. Soit (u, B) une graine avec B € My(Z). Alors pour toute
graine (x, B')
Dy 5(Cl(u, B)) C Zso[z*"].

Nous verrons dans la suite que la catégorification des algébres amassées a
I’aide de la catégorie amassée et des travaux de Caldero, Chapoton, Keller et
Reineke a permis d’obtenir des avancées sérieuses vers cette conjecture (voir

19, 21]).
Etant donné un élément = € Z[u™!], on peut écrire
~ P(ug, ..., ug)
- ul g

ol P est un polynéme divisible par aucun des u; et ou les n; sont des entiers
relatifs. On définit alors le vecteur de dénominateur de x par

0(z) = (n1,...,nq) € Z9.
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Exemple 1.2.7. Considérons la matrice B de type Dynkin Ag définie par :

0 -1 0
B=|1 0 1
0 -1 0

Alors

U U U 1+U2 1+'LL2 1+7.L1U3 1+UQ+’UJ1’U,3
1, w2, %3, U ; Uz ) Us 3 g
14 ug + uius 1—|—2u2—|—u§—|—u1U3}

Uz U2 ’ U1 U2U3

CI(B) =

En particulier, C1(B) est un ensemble fini.

Exemple 1.2.8. Considérons la matrice B de type affine Kronecker définie

par :
0 2
o[ 5]

On vérifie alors que 'application vecteur de dénominateur induit une bijection
CI(B) = {(n,n + 1)3” > _1} U {(n + 1,”)77’1, > _1}

Le graphe de mutation est un invariant combinatoire important que ’on peut
attacher & une algébre amassée :

Définition 1.2.9. Le graphe de mutation de A(u, B) est le graphe non-orienté
dont les sommets sont les graines mutation-équivalentes a (u, B) et, étant donné
deux sommets (x,A4) et (y,C), il existe une aréte entre (x,A) et (y,C) si et
seulement si il existe un indice & tel que (y,C) = ur(x, A).

La combinatoires des algébres amassées donne une grande rigidité & la struc-
ture des graphes de mutations. En particulier, si le graphe de mutation de A(B)
est un graphe fini, alors il s’agit d’un polytope de Stasheff généralisé appelé
associahédre généralisé. Pour plus de détails & ce sujet, on pourra se référer par
exemple & [25] [46].

1.3 Algébres amassées et graphes valués orientés

Un graphe valué A peut étre vu comme un diagramme de Coxeter d’un
systéme de racines d’une algébre de Lie-Kac-Moody g. A cette algébre de Lie-
Kac-Moody on peut associer une certaine matrice de Cartan généralisée C. Dans
le cas ou la matrice de Cartan généralisée C' est symétrisable, une orientation de
A correspond au d’une certaine matrice antisymétrisable B dont la matrice de
Cartan associée est la matrice C' (voir [45]). Ceci permet de définir une algebre
amassée & partir de graphes valués orientés. Sans apporter en soi de réelles
informations sur les algébres amassées, cette vision définit un cadre confortable
pour visualiser et exprimer de nombreux résultats. Nous détaillons ci-dessous
cette construction.
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1.3.1 DMatrices anti-symétrisables et graphes valués

L’ingrédient principal dans la définition d’une algébre amassée est une ma-
trice anti-symétrisable B. A une telle matrice anti-symétrisable B = (b;;), on
peut toujours associer une matrice de Cartan généralisée C(B) = (c;;) en posant
ci; = 2 pour tout ¢ € {1,...,q} et ¢;; = —|b;;| si ¢ # j dans {1,...,¢}. On sait
alors que l'on peut toujours associer & C(B) un diagramme valué A(B) (voir
par exemple [65]). Si de plus on oriente ce graphe de sorte qu’une aréte reliant ¢
et j est orientée ¢— j si et seulement si b;; > 0, une matrice anti-symétrisable
définit un unique graphe valué orienté noté I'(B).

Définition 1.3.1. Soit I'(B) le graphe valué associée & une matrice anti-symeétri-
sable B. Alors ’algébre amassée A(I'(B)) associée & I'(B) est ’algébre A(B).

Ainsi, on peut transposer & une algébre amassée associée au graphe valué
d’une matrice B toutes les notions relatives a ’algébre amassée associée a B.

Si B est une matrice symétrique, alors I'( B) est muni d’une valuation triviale,
on parle alors de carquois et on le note en général @p. Ainsi, la donnée d’un
carquois @@ = (Qo, Q1) est la donnée d’un graphe orienté ou )y représente
I’ensemble des sommets et ()1 représente ’ensemble des fléches. Pour toute fléche
a:i—j € @1, on note s(a) = i la source de « et t(a) = j la téte de . Un
carquois est dit fini si Qg et Q1 sont des ensembles finis. Un sommet i € Qg est
appelé un puits si

{ae@ : s(a)=i}=0

et une source si

{a €@ : tla) =1} =0.

Il est dit connexe si le graphe non-orienté sous-jacent est connexe. Un chemin

¢ dans un carquois @) est une suite de fleches notée ¢ = (aq|---|ay) telles
que s(a;) = t(a;—1) pour tout i = 2,...,n. Un cycle dans Q est un chemin
¢ = (aq]--+|an) tel que s(ay) = (), n est alors appelé la longueur de c et ¢

est appelé n-cycle. Un carquois est dit acyclique si il ne contient aucun cycle.
Un carquois acyclique fini contient toujours au moins un puits et un source. Un
carquois dont le graphe non-orienté sous-jacent est acyclique est appelé un arbre.
Si Q est un carquois, on notera parfois i — j pour indiquer que le nombre de
fleches i— j dans @ est égal a n. Un sous-carquois R = (R, R1) d’un carquois
Q = (Qo, Q1) est un carquois tel que Ry C Qg et Ry C Q1. Un sous-carquois R
d’un carquois @ est dit plein si pour tous ¢,j € Ry, on a

{a€ Ry @ s(a) =it(a) =j} ={a €@ : s(a) =1i,t(a) =j}.

Dans le cas ou B € M,(Z) est antisymétrique, Qp peut étre défini de la
maniére suivante : (Qp)o = {1,...,q} et pour tous 7,5 € (@p)o on a exactement
b;; fléches i— j dans (@ p)1 si b;; > 0. En particulier Qg est un carquois fini
sans p-cycle pour p < 2. Réciproquement, étant donné un carquois fini ) sans
p-cycle pour p < 2, on peut lui associer une matrice antisymétrique Bg = (b;;)
en posant :

bij ={a€e Q1 : s(a)=tett(a) =7} —{a e Q1 : s(a) =jett(a)=1}.
Alors B — @ et @ — Bg sont des bijections inverses 1'une de l’autre :

{matrices antisymétriques} < {carquois finis sans p-cycle pour p < 2}.
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Tout au long de cette thése, & moins que ’on spécifie le contraire,
un carquois sera toujours supposé fini, connexe et sans p-cycle pour
p<2.

Remarque 1.3.2. Ainsi, si @) est un carquois, on peut écrire d’une unique
facon Q = @Qp avec B une matrice symétrique. Alors, par définition, ’algébre
amassée A(Q) associée au carquois @ est l'algébre A(B).

Définition 1.3.3. Une graine (x,Q) est dite acyclique si @) est un carquois
acyclique. Une algébre amassée est dite acyclique si elle contient une graine
acyclique.

1.3.2 Mutations de graphes

Définition 1.3.4. 1. Soit B € M,(Z) une matrice antisymétrique, I'(B)
son graphe valué associé et ¢ € {1,...,q} un sommet de I'(B). Alors la
mutation de T'(B) dans la direction ¢ est le graphe valué I'(u;(B)).

2. Deux graphes valués T',T" sont dits mutation-équivalents si T = T'(B) et
I = T'(B’) ou B et B’ sont des matrices anti-symétrisables mutation-
équivalentes.

Larelation ~y, sur les graphes est une relation d’équivalence dont les classes
d’équivalence sont appelées classes de mutation de graphes. On note Mut(I") la
casse de mutation d’un graphe I'. Le probléme de la finitude de la classe de
mutation d’un graphe et, le cas échéant, du calcul de la cardinalité de cette
classe modulo isomorphismes est une question que nous développerons dans le
chapitre [I4] et 'annexe [A]

Le graphe de mutation de I' est le graphe dont ’ensemble de sommets est
I’ensemble des graphes de la classe de mutation de I et il existe une aréte entre
deux graphes A et A’ dans le graphe de mutation de I" si et seulement si il existe
k € Qg tel que Al = Uk(A)

Nous avons déja mentionné que la mutation d’une matrice symétrique était
encore une matrice symétrique. Ainsi, si Q) = @) est un carquois, alors p;(Q) =
Q. (B) est encore un carquois. On parle alors de mutation de carquois. En par-
ticulier, la classe de mutation d’un carquois ne contient que des carquois et
donc ~p¢ induit une relation d’équivalence sur les carquois dont les classes
d’équivalence sont appelées classes de mutation de carquois.

Graphiquement, on peut avoir une interprétation trés agréable de la mu-
tation de carquois. Si @ est un carquois et k est un sommet dans g, alors
Q' = pi(Q) est le carquois construit a partir de @ de la maniére suivante :

1. On inverse toute les fleches incidentes a k;

2. Si i # j sont deux sommets distincts de k, le nombre de fléches entre i et
j dans @’ est déterminé en fonction du nombre de fléches entre 4 et 7 dans
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Q@ de la maniére suivante :

Q Q
. T . . r+st .
) J 1 J
NN A
k k
. T . . r—st .
1 J 1 J
N AN/
k k

our,s,t > 0etou une fleche ; gj avec [ < 0 signifie que ’on a —[ fléches
Jj—1.

Nous rappelons qu’étant donné un carquois @), si k est un puits ou une source
dans @, on définit la réflexion de @ en k comme le carquois o (Q) obtenu a
partir de @ en inversant toutes les fleches incidentes & Q. Un carquois @’ est
dit réflezion-équivalent a Q) si il existe une suite de réflexions faisant passer de
Q a Q' et on le note @ ~of Q'. L’ensemble des carquois réflexion-équivalents a
Q@ est appelé classe de réflexion.

La mutation peut ainsi étre vue comme une généralisation de la notion de
réflexion qui permet d’effectuer des opérations en de sommets qui ne sont ni des
puits ni des sources. En effet, si k est un puits ou une source dans un carquois
Q, alors

0k(Q) = 1k(Q).

Remarque 1.3.5. En particulier, on obtient que si @ et Q' sont deux carquois,
alors

Q/ ~ref Q = Q/ ~mut Q

La réciproque est fausse. En effet, si on considére le carquois

Q: 1—2—>3

/2\
Q- ] ———3.

Alors Q' = p2(Q) donc @' ~put @ mais la classe de réflexion de @ ne contient
que des arbres, elle ne contient donc pas Q’. En général, les mutations ne pré-
servent pas le graphe non-orienté sous-jacent & ) alors que les réflexions le
préservent.

Nous verrons dans la suite (section que la vision de la mutation comme
généralisation de la réflexion a aussi une justification catégorique au sens ou les
foncteurs basculants impliqués dans la catégorification des mutations de Fomin
et Zelevinksy vont étre des généralisations des foncteurs de réflexion introduits
par Bernstein, Gelfand et Ponomarev dans [6].
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1.4 Algébres amassées de type fini

Comme nous l'avons vu dans ’exemple une algébre amassée peut par-
fois n’avoir qu'un nombre fini de variables d’amas. Dans [45], Fomin et Zele-
vinsky ont donné une classification et une description compléte de ces algébres
amassées. Cette classification fait une fois encore apparaitre les diagrammes de
Dynkin qui sont des objets déja connus pour leur role dans la classification des
algebres de Lie semi-simples de dimension finie (voir [61} 65] par exemple).

Définition 1.4.1. 1. Un graphe orienté valué est dit de type fini ou Dynkin
si son graphe non-orienté sous-jacent est l’'un des diagrammes listés dans
la figure [[.1] ou dans la figure

2. Une matrice anti-symétrisable B sera dite de de type fini ou Dynkin si
I'(B) est Dynkin.

A, : ° e— ——o °
°

Dn(n>4) ° o— ——o °
\.

.
Eg ° ° ° ° °
°
E;: ° ° ° ° ° °
°
Eg : ° ° ° ° ° ° ° °

FiG. 1.1 — Diagrammes de Dynkin simplement lacés

Définition 1.4.2. Une algébre amassée A(B) est dite de type fini si C1(B) est
un ensemble fini.

Les algébres amassées de type fini ont été classifiées par Fomin et Zelevinksy
dans [45], la classification est compatible avec celle des diagrammes de Dynkin
au sens suivant :
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B, (n > 2) o o ——e 1,
Cn(n>3) . o— ——o (2.1 °
Fy : ° (1.2) .

Gy : ° (2.3) °

FiG. 1.2 — Diagrammes de Dynkin non simplement lacés

Théoréme 1.4.3 ([45]). Une algébre amassée A(B) est de type fini si et seule-
ment st B est mutation-équivalente a une matrice Dynkin. En outre dans ce cas,
toutes les matrices Dynkin mutation-équivalentes & B ont le méme type Dynkin.

Le lien entre algébres de Lie et algébres amassées de type fini peut aussi étre
précisé au niveau des systémes de racines. Soit A un diagramme valué associé
a une matrice antisymeétrisable et soit g(A) lalgébre de Kac-Moody associée
a4 A. On note ®(A) (resp. ®>0(A), II(A)) le systéme de racines (resp. racines
positives, racines simples) de g(A). L’ensemble des racines presque positives de
g(A) est 'ensemble :

D> 1(A) = @>0(A) U (-TI(A)).

Si Ag est ’ensemble des sommets de A, on identifiera toujours le réseau
ZII(A) avec Z*° en identifiant la racine simple «; avec le i-éme vecteur de la
base canonique de ZA°.

Le théoréme suivant a été démontré par Fomin et Zelevinsky dans certains
cas particulier dans [45], il a ensuite été généralisé par Caldero et Keller dans
[19] comme nous le verrons au corollaire

Théoréme 1.4.4 ([45]). Soit B une matrice associée & un diagramme de Dynkin
A et A(u, B) lalgébre amassée associée a B. Alors le vecteur de dénominateur
§ : Z[ut)— Z9°0 induit une bijection

Cl(u, B) = &5_1(A).

Exemple 1.4.5. Sinous reprenons l’exemple la matrice B correspond au
carquois @ de type Dynkin Ag

Q:1<=—2——3
donc les racines presque positives sont
O>_1(Q) ={—a1, —ag,a1,a2,01 + 2, 0 + 3,01 + @2 + a3}
D’autre part, on a vu que

{ 14+us 14us 1+uus 14+ us+ ujusg
Ui, uz,us, ) ) ) )

1 — Uy us Ug UL U2
ClQ) 1+ us +ujug 14 2us +u§ + uqus
U2U3 ’ U1U2U3

et ainsi, 0 induit une bijection Cl(Q)— ®>_1(Q).



CHAPITRE 1. LES ALGEBRES AMASSEES 25

Exemple 1.4.6. Dans ’exemple [1.2.8] 1a matrice considérée n’est plus de type
fini, cependant un résultat du méme type subsiste. Le carquois correspondant
est le carquois de Kronecker

K:1—/x2

Alors, @50(Q) = ®%,(K) U (I)%%(K) (voir la section pour les détails et la
terminologie). En outre, on sait que

OT(K) = {nay + (n+ ag,n > 0} U {(n + 1)ay + nag,n > 0}

et
U (K) = {noy +nag,n > 1}.

Il ’ensuit que ¢ induit une bijection de Cl(K) vers ®%, (K )L (—II(K)) mais pas
de bijection de CI(K) vers ®>_;(K). Nous verrons au corollaire le résultat
général dont cela reléve.

Dans une algébre de type fini simplement lacée, Caldero et Keller ont démon-
tré que les mondmes d’amas forment une Z-base. Cette démonstration repose
sur la catégorification des algébres amassées & l'aide de la catégorie amassée et
de lapplication Caldero-Chapoton qui seront introduites aux chapitres [2] et
respectivement. Cependant, nous pouvons d’ores et déja I’énoncer.

Théoréme 1.4.7 ([20]). Soit Q un carquois de type fini. Alors l'ensemble des
mondmes d’amas de A(Q) est une Z-base du Z-module A(Q).

L’un des buts de nos travaux sera de chercher & généraliser ce résultat dans
le cas ou @ n’est pas de type fini. Il est déja apparu dans les premiers exemples
qui ne sont pas de types finis qu’en général les mondémes d’amas ne suffisent
pas pour engendrer l’algébre amassée A(Q) [88] 22]. Il s’agit donc de trouver
une « bonne »généralisation de la notion de mondéme d’amas pour trouver une
base dans les algebres amassées en général. Ce sera 'objet de la partie [[TI] qui
se concentrera particuliérement sur le cas des algébres amassées affines.
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Le théoréme [1.4.4] donne un lien entre les racines presque positives d’un
carquois de type fini @ et les variables d’amas dans ’algébre amassée A(Q).
D’aprés le théoréme de Gabriel, les racines positives de ) sont en bijection avec
les représentations indécomposables de (). Forts de cette remarque, il est natu-
rel de chercher a catégorifier les algébres amassées a l’aide des représentations
d’un carquois. En 2003, Marsh, Reineke et Zelevinsky ont cherché a définir une
catégorification de A(Q) a l'aide de la catégorie des représentations de Q). Afin
de trouver un objet correspondant aux racines simples négatives dans la ca-
tégorification, ils ont introduit une catégorie de « représentations décorées »de
Q@ dans [74]. Si ce cadre s’est avéré assez probant, lartificialité de ces « dé-
corations »n’était pas satisfaisante et il restait & trouver une catégorification
naturelle pour les algébres amassées.

Deux tentatives indépendantes — Caldero, Chapoton, Schiffler d’un coté [18]
et Buan, Marsh, Reineke, Reiten, Todorov de 'autre [10] — ont trouvé une
catégorie, appelée catégorie amassée, qui donnait un cadre naturel & 1’étude
des algeébres amassées. La catégorie trouvée dans [I8] était définie de fagon
géométrique en utilisant les triangulations d’un polygone régulier. De 'autre
coté, la catégorie définie dans [10] offrait une définition parfaitement générale
et applicable & tous les carquois acycliques. Il s’est avéré (voir [I7]) que ces
catégories étaient en fait équivalentes dans le cas ot le carquois considéré était
de type A (voir [83] pour le type D et [43, [71] en général). En outre, la définition
proposée dans [I0] fait naturellement apparaitre les représentations de () comme
partie intégrante de la catégorie amassée tout en prenant en compte les racines
simples négatives. Depuis, la catégorie amassée telle qu’elle est définie dans [10]
est devenue 'un des outils centraux dans 1’étude des algébres amassées. Elle se
limite cependant a 1’étude des algébres amassées acycliques.

Une autre catégorification a été développée indépendamment par Geiss, Le-
clerc et Schréer a l'aide de D’algébre préprojective [51 B3, 52 [54]. Cette se-
conde catégorification permet d’obtenir une classe plus large d’algébres amas-
sées, parmi lesquelles certaines ne contiennent aucune graine acyclique. Cette
catégorification s’impose elle aussi comme 'un des outils incontournables de
I’étude des algébres amassées.

Dans notre étude, nous nous concentrerons uniquement sur ’approche &
I’aide de la catégorie amassée mais il apparaitra néanmoins certains liens avec
les travaux de Geiss, Leclerc et Schroer.

La section présente des rappels sur les représentations de carquois acy-
cliques. Dans la section 2.2 nous réintroduisons la catégorie amassée d’un car-
quois acyclique. Enfin, dans la section [2.3] nous rappelons des résultats sur la
théorie de basculement dans les catégories amassées.

2.1 Rappels sur les représentations de carquois

On se fixe un corps algébriquement clos k. A moins que l'on spécifie le
contraire, on travaillera toujours sur k = C le corps des nombres complexes.

2.1.1 Généralités sur les catégories

Soit C une catégorie additive, on notera Ob(C) la collection des objets de
C et pour tous objets X,Y dans Ob(C), on notera Hom¢(X,Y) 'ensemble des



CHAPITRE 2. LA CATEGORIE AMASSEE 28

morphismes de X vers Y dans C. Parfois, afin d’alléger les notations, on écrira
X € C pour signifier que X est un objet de C. On notera ind(C) la sous-catégorie
pleine des objets indécomposables de C. Si cela ne préte pas & confusion, on
utilisera la méme notation pour signifier la collection des objets indécomposables
dans C. On notera toujours I'(C) le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie
C.

Etant donné une catégorie C et un ensemble d’objets D, on note addD la
sous-catégorie de C engendrée par sommes de facteurs directs d’objets de D.

Etant donnée deux sous-catégories D et D’ d’une catégorie C, on notera
DV D' la sous-catégorie de C engendrée par les sommes directes d’objets de D
et de D'.

Un objet M dans une catégorie C est dit rigide dans C si Ext}(M, M) = 0.
On notera &¢ la sous-catégorie pleine formée des objets rigides dans C.

2.1.2 Représentations de carquois et algébres héréditaires

Soit @ = (Qo, Q1) un carquois. Une représentation (de dimension finie) de
@ est la donnée d’une famille de k-espaces vectoriels (X (7));eq, de dimension
finie sur k et d’une famille d’applications linéaires (X (3))geq,) telles que pour
tout 5 € @1, on a

X(8) € Homy (X (s(8)), X (£(5)))-

On note alors X = ((X(4))icqy, X (8)seq,)- Un morphisme de représentation
f: X—Y est la donnée d’une famille de morphismes

fi : X(1)—Y (1)

pour tout i € @ tels que pour tout 8 € @1, le diagramme

X(s(8)) 22 X (1(8))
fsm) Te(3)
Y (s(3) —2> Y (1(8))

commute. On note rep(Q) la catégorie des représentations de Q.

Soit A une k-algébre de dimension finie héréditaire. Soit A-mod la catégorie
des A-modules & gauche de type fini. Alors il existe un unique carquois acyclique
Q, noté Q(A) tel que A-mod est équivalente & la catégorie kQ-mod ou kQ) est
Palgeébre des chemins sur @ (voir [1] par exemple). De plus, la catégorie kQ-mod
est équivalente a la catégorie rep(Q) des représentations de @ de dimension finie
sur k. On utilisera donc indistinctement les termes « kQ-modules »et « repré-
sentations de @ »désigner un objet de kQ-mod ou de rep(Q).

Pour tout i € @, on note S; le module simple associé a i, P; sa couverture
projective et I; son enveloppe injective. On note Ky(kQ) le groupe de Gro-
thendieck de kQ-mod, c’est & dire le groupe abélien libre sur les isoclasses de
k@Q-modules quotienté par les relations X + Y = FE pour toute suite exacte
0—X—FE—Y—0.

Etant donnée une représentation M dans rep(Q), on définit son vecteur de
dimension :

dim (M) = (dimy M(i))icq, € N9.
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En termes de kQ-modules, on a
dim M (¢) = dim Homyq (P;, M).
L’application dim induit un isomorphisme de groupes abéliens :
dim : K, (kQ)— Z%°

qui & S; associe «; = dim S; le i-éme vecteur de la base canonique de ZQ0. On
identifiera donc généralement Ko (kQ) et Z%o.

Pour tout vecteur d € N, on note rep(Q, d) I’ensemble des représentations
M de Q telles que dim M = d. Alors rep(Q, d) s’identifie avec la variété

H kds(0) ¢ kdi(a)
a€Qn

qui est une variété irréductible appelée variété de représentation de dimension
d et
rep(Q) ~ | | rep(Q,d).
deNQo
Le groupe Gq = Hing GL(d;, k) agit fidelement sur rep(Q,d). Pour toute
représentation M € rep(Q,d), on note Oy la Gg-orbite de M dans rep(Q, d).
En particulier, deux représentations M, M’ sont dans une méme Gg-orbite si et
seulement M et M’ sont isomorphes comme modules.
On note (—, =) la forme d’Euler sur kQ-mod, elle est définie par :

(M,N) =" dimy, Extj,o(M, N)
1=0
= dim Homyq (M, N) — dim Exty (M, N)

Elle passe au groupe de Grothendieck et définit une forme bilinéaire sur Ky (kQ).

On note 7 = DTr la translation d’Auslander-Reiten sur kQ-mod ou D =
Homy(—, k) est la dualité standard et Tr est la transposition, par abus de no-
tation on notera 7! = TrD. On rappelle quun k@Q-module indécomposable
M est projectif (resp. injectif) si et seulement si 7M = 0 (resp. 7~ 'M). De
plus, si M est un module indécomposable non-projectif (resp. non-injectif),
on a 7 '7M ~ M (resp. 77~ 'M). Pour les détails concernant la translation
d’Auslander-Reiten, on pourra se référer & [3].

2.1.3 Le carquois d’Auslander-Reiten de kQ-mod

Définition 2.1.1. Un module indécomposable est dit préprojectif (resp. préin-
jectif) si il est dans la 7-orbite d’un module projectif (resp. injectif). Il est dit
régulier si il n’est ni préprojectif ni préinjectif.

Un module arbitraire est dit préprojectif (resp. préinjectif, régulier) si tous
ses facteurs directs sont préprojectifs (resp. préinjectifs, réguliers).

On note P(Q) (resp. Z(Q), R(Q)) la sous-catégorie pleine des k@Q-modules
préprojectifs (resp. préinjectifs, réguliers). La catégorie R(Q) contient des objets
si et seulement si QQ n’est pas de type fini. Dans ce cas, on a alors un résultat
d’unidirectionnalité des morphismes (voir par exemple [I]) :
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F1a. 2.1 — Le carquois d’Auslander-Reiten de kQ-mod

Théoréme 2.1.2. Soit QQ un carquois acyclique qui n’est pas de type fini. Alors
pour tous modules P € P(Q), I € Z(Q) et R € R(Q), on a

HOka (I, R) = HOka (I, P) = HOka (R, P) =0.

2.1.4 Systémes de racines et théoréme de Kac

Si @ est un carquois, une racine (resp. racine positive) de @ est un élément
d € Z9 (resp. d € N%) tel que (d,d) < 1. Une racine d est dite réelle si
(d,d) = 1 et imaginaire si (d,d) < 0. Une racine positive est dite de Schur
si il existe M € rep(Q,d) tel que Endgg(M) ~ k, une telle représentation est
appelée représentation de Schur . On note alors

®(Q) = {racines de Q},

P-0(Q) = {racines positives de Q},
®™(Q) = {racines réelles de Q},
$0(Q) = {racines positives réelles de Q},
®'™(Q) = {racines imaginaires de Q},
®'™ (Q) = {racines positives imaginaires de Q},
I1(Q) = {racines simples de Q},
5¢(Q) = {racines de Schur de Q},
PrS¢(Q) = B (Q) N D%(Q),
Pm(Q) = @I(Q) N 2% (Q).
On a alors
P(Q) = P>0(Q) U (—P>0(Q))
et .
D20(Q) = 92,(Q) U B(Q).
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On notera que ces définitions coincident avec les définitions pour les racines
de Palgebre de Kac-Moody g(Q) associée & @ que l'on peut trouver dans la
littérature (voir par exemple [65]).

Dans le cas ou @ est un carquois de type fini, alors

¢’>0(Q) _ (I)re’SC(Q).

On rappelle le théoréme de Kac, aussi connu sous le nom de théoréme de
Gabriel dans le cas ou le carquois ) considéré est de type fini.

Théoréme 2.1.3 (Kac). Soit Q un carquois acyclique. Alors il existe une re-
présentation indécomposable de ) de dimension d si et seulement si d est une
racine de (). De plus,

1. si d est une racine réelle, alors il existe une unique représentation indé-
composable de dimension d (a isomorphismes pres) ;

2. si d est une racine imaginaire, alors il existe une infinité de représenta-
tions indécomposables non-isomorphes de dimension d.

2.1.5 La décomposition canonique de Kac

Si Q est un carquois acyclique et d € N est un vecteur de dimension, Kac
a associé une facon canonique d’écrire d comme somme de racines positives de
®(Q). Cette décomposition, introduite dans [63] et approfondie dans [64], est
appelée décomposition canonique. Elle se définit comme suit. Si d € NQ0 alors
il existe un ouvert dense Mg C rep(Q,d) et une famille de racines de Schur

{e1,...,e,} dans N%° tels que pour toute représentation M € My, il existe
une famille My, ..., M, de représentations de Schur de dimensions respectives
eq,...,e, telles que

M = éM
=1

En particulierd = >_"" | e; et la famille {e1, ..., e, } est entiérement déterminée.
Cette décomposition de d est appelée décomposition canonique de d et elle est

notée
n
a=@e.
i=1

On peut alors caractériser la décomposition canonique de la maniére sui-
vante :

Proposition 2.1.4 ([64]). Soit Q un carquois acyclique et d € N9°. Alors d =
D, e; si et seulement si il existe des représentations de Schur M; € rep(Q, €;)
pour tout i =1,...,n telles que Ext,lcQ(Mi, M;) =0 pour i #j.

On remarquera que la décomposition canonique n’impose pas aux facteurs
M; d’étre rigides. Nous donnerons dans la partie [[TI] une description plus pré-
cise de la décomposition canonique pour un carquois affine. Pour des résul-
tats généraux a propos de la décomposition canonique, on pourra se référer a
[63, 64, [87, [33].
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2.2 La catégorie amassée

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition de la catégorie
amassée d’un carquois acyclique Q. Pour cette section, nous renvoyons le lecteur
a [10].

2.2.1 La catégorie dérivée bornée d’une catégorie de mo-
dules

Soit @ un carquois acyclique, on note D®(kQ) la catégorie dérivée bornée de
kQ-mod, c’est & dire la catégorie d’homotopie des complexes de k@Q-modules lo-
calisée en les quasi-isomorphismes. On note [1] le foncteur de shift dans D°(kQ).
A tout £Q-module M, on peut associer un complexe de kQ-module M*® concen-
tré en degré zéro en posant M% = M, M? = 0sii # 0 et toutes les différentielles
égales & zéro. Pour simplifier les notations, on note encore M ce complexe et on
dit que M est un module dans D°(kQ). On sait alors (voir [56, 03] par exemple)
que D°(kQ) est une catégorie Krull-Schmidt dont les indécomposables sont don-
nés par :

ind(D°(kQ)) = {M[i] : M € ind(kQ-mod),i € Z} .

De plus, D*(kQ) est muni d’une structure triangulée. En particulier, si X
et Y sont des modules indécomposables, pour toute suite exacte non-scindée de
kQ-modules

I—XSE2Y—0

on a un triangle non-scindé dans D°(kQ)
xLeLyLoxq
et pour tout morphisme non-nul f € Homyg(X,Y'), on a un triangle non-scindé

Y[-1]— ker f @ coker f[—-1]— X Ly

dans D®(kQ).

2.2.2 Deéfinition de la catégorie amassée
Soit C une catégorie k-linéaire et F' : C— C une auto-équivalence de C.

Définition 2.2.1. La catégorie d’orbites C/F est la catégorie définie par
Ob(C/F) = Ob(C)
et pour tous objets X,Y de Ob(C/F’), on pose

Home/p(X,Y) = @ Home (X, F'Y).
ez

La catégorie D?(kQ) est munie du foncteur de translation d’Auslander-
Reiten noté 7 qui est une auto-équivalence de D?(kQ). La composition 7 ![1]
est une auto-équivalence de D®(kQ) et on peut ainsi former la catégorie d’orbites
de 771[1] dans D®(kQ).
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Définition 2.2.2 ([10]). La catégorie amassée (ou catégorie cluster) de Q) est
la catégorie d’orbites

Cq = D°(kQ)/r'[1].
Si il n’y a pas de confusion possible, on omettra parfois la référence a Q.
L’image d’un objet M dans D®(kQ) sous le foncteur canonique

7 D (kQ)— Cq

sera encore notée M. Si M est un module dans D®(kQ) alors I'image de M dans
Cq est encore appelée un module.

Proposition 2.2.3 ([I0]). Soit Q un carquois acyclique. Alors Cg est une ca-
tégorie k-linéaire Krull-Schmidt et

ind(Cq) = ind(kQ-mod) U{P;[1] : i € Qo}.
Etant donné un objet M dans Cg, on peut ainsi I’écrire de maniére unique
M = My ® Py[1]
ou My est un k@-module et o Py; est un kQ-module projectif. Le foncteur
H° = Home,, (kQ, —) : Co— kQ-mod
permet de retrouver la « partie module »de M au sens ou
H°(My @ Py[1]) = M.
De plus H? est un foncteur homologique, c’est & dire qu’il envoie un triangle
X—Y—Z7— X[1]
sur une suite exacte longue de modules
o HO(X)— HO(Y)— HO(Z)— HO(X[1])— H(Y[1])— ---

De maniére générale, une catégorie d’orbites dans une catégorie triangulée
n’est pas nécessairement munie d’une structure triangulée. Cependant, si I’auto-
équivalence considérée posséde certaines propriétés particuliéres, Keller a montré
dans [68] que la catégorie d’orbites correspondante est munie d’une structure
triangulée. Le foncteur 771[1] vérifie ces propriétés et on a donc le théoréme
suivant :

Théoréme 2.2.4 ([68]). Soit Q un carquois acyclique. Alors la catégorie amas-
sée Co = D(kQ)/T7 (1] est une catégorie triangulée et le foncteur canonique
7 : D(kQ)— Cq est un foncteur triangulé.

La seconde assertion signifie que tout triangle
xLyLzmhxp
dans D’(kQ) induit un triangle

xLy%z2hxp
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dans Cg. En particulier toute suite exacte non-scindée de k@)-modules

—XSEZy 0
induit un triangle non-scindé dans Cg
xLELy L xq
et pour tout morphisme non-nul f € Homyg(X,Y'), on a un triangle non-scindé

Y[-1]— ker f & coker f[—-1]— X Ly
dans Cq. Cependant, il existe toujours des triangles dans Cg qui ne sont pas des
images sous le foncteur canonique de triangles dans D(kQ).

Puisque Cg est une catégorie triangulée, tout morphisme X L, v dans Cq
se compléte de maniére unique en un triangle

Y[-1]—0—x Ly
ce qui induit un isomorphisme
Home,, (X, Y[1]) ~ Exte, (X,Y)

pour tous X,Y objets dans Cq.
La structure de la catégorie Cg peut-étre décrite plus précisément :
Proposition 2.2.5 ([10]). Soient X,Y des objets dans Cq, alors
1. Exté@ (X)Y) ~ DExtéQ (Y,;X) ot D = Homy(—, k) est le foncteur de
dualité,
2. Si X etY sont des kQ)-modules indécomposables, alors

Exté, (X,Y) ~ Extho(X,Y) ® DExtlo(Y, X)
~ Ext,lcQ(X, Y) ® Homyq (X, 7Y).

En particulier, le premier point signifie que la catégorie amassée Cg d’un
carquois acyclique est une catégorie 2-Calabi-Yau.

2.2.3 Le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie amas-
sée
Définition 2.2.6. Un objet indécomposable M de Cq est dit transjectif si il

existe un entier s € Z tel que M|[s] ~ P;[1] pour un certain ¢ € Q. Un objet
arbitraire est dit transjectif si tous ses facteurs directs indécomposables le sont.

Lemme 2.2.7. Soit QQ un carquois acyclique et M un objet indécomposable de
Cq. Alors ou bien M est transjectif ou bien M est un kQ)-module régulier.

Démonstration. Soit M un objet indécomposable. Si M ~ P;[1], alors M est
transjectif. Si M est un kQ-module préprojectif, alors il existe s > 0 et i € Q) tel
que 7°M =~ P; et alors 751 M ~ 75 M[1] ~ P;[1] et donc M est transjectif. Si M
est un kQ-module préinjectif, alors il existe s > 0 et i € Qg tel que 77°M ~ [;
mais alors M[—s — 1] ~ 77*M[—1] ~ I;,[-1] ~ P;[1] et donc M est transjectif.
Enfin, si M est un kQ-module régulier, supposons qu’il existe un entier s et un
sommet i tel que M|[s] ~ P;[1], alors M[s — 1] ~ P; mais M[s — 1] ~ 7571 M et
donc 757! M ~ P;, ce qui contredit le fait que M est régulier. O
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On note PZ(Q) la sous-catégorie pleine de Cg formée des objets transjectifs.
Alors le carquois d’Auslander-Reiten I'(PZ(Q)) de PZ(Q) est une composante
connexe du carquois d’Auslander-Reiten I'(Cq) appelée composante transjective.

Ainsi, si Q) n’est pas un carquois de type fini, on peut schématiser le carquois
d’Auslander-Reiten I'(Cq) de Cg dans la figure

PIQ)
PQ (PRI} IQ

17 1

FiG. 2.2 — La catégorie amassée d’un carquois acyclique

2.2.4 Objets amas-basculants

Une classe importante d’objets dans la catégorie amassée Cg est la classe
des objets amas-basculants qui sont des objets rigides maximaux dans Cgq. Il
est apparu que la théorie de basculements dans une catégorie amassée est une
généralisation importante de la théorie de basculement dans une catégorie de
modules. On pourra par exemple se référer a [81] pour une excellente introduc-
tion & ce sujet.

Définition 2.2.8. Un objet amas-basculant (ou cluster-tilting) dans Cg est un
objet T' dans Ob(Cg) tel que :

1. T est rigide dans Cq,

2. les facteurs directs de T' sont deux a deux non-isomorphes,

3. Si M est un objet dans Cq tel que ExtéQ (M,T) =0, alors M € addT.
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On peut aussi caractériser les objets amas-basculants de la maniére suivante :

Lemme 2.2.9 ([10]). Un objet T dans Cq est un objet amas-basculant si et
seulement si

1. T est rigide dans Cg,
2. les facteurs directs de T sont non-isomorphes deux 4 deuz,

3. Le nombre de facteurs directs de T est égal au nombre de kQ-modules
simples.

Définition 2.2.10. Un objet T est dit presque amas-basculant si il existe un
objet indécomposable U tel que T =T & U est un objet amas-basculant.

Proposition 2.2.11 ([10]). Soit T un objet presque amas-basculant. Alors il
existe ezactement deuz objets non-isomorphes U et U* dans Cq tels que T & U
et T @ U* sont des objets amas-basculants. Dans ce cas (U,U*) est appelée une
paire d’échange.

Définition 2.2.12. Deux objets amas-basculants T" et T* sont dits voisins ou

en échange si il existe un objet presque amas-basculant T et une paire d’échange
(U, U telsque T ~T U, T*~T o U*.

Le graphe de basculement de Cq est le graphe non-orienté dont les sommets
sont les objets amas-basculants de Cq et tels qu'il existe une aréte entre T et T”
dans le graphe de basculement si et seulement si T et 7" sont des objets amas-
basculants voisins. Dans [57], les auteurs montrent que le graphe de basculement
des modules basculants sur une algébre héréditaire est toujours connexe. En se
fondant sur ces travaux, Buan, Marsh, Reiten, Reineke et Todorov ont généralisé
ce résultat au cas de la catégorie amassée :

Théoréme 2.2.13 ([10]). Soit Q un carquois acyclique. Alors le graphe de
basculement de Cq est conneze.

Les paires d’échanges sont des objets essentiels qui apparaissent dans les
relations d’échanges de ’algébre amassée associée & la catégorie amassée. Elles
ont notamment été 'objet central d’étude dans la suite d’articles [10] 1Tl 13|
12, @]. Nous rappelons quelques résultats et définitions qui seront utiles dans la
suite.

Proposition 2.2.14 ([10]). Soit T un objet presque amas-basculant et soit
(U,U*) la paire d’échange telle que T = T ® U et T* = T @ U* sont des
objets amas basculants. Alors dimExtéQ (U,U*) = 1. En particulier, il existe
uniquement deux objets B et B* tels que l'on ait des triangles non-scindés

U— B—U"—U[l] et U*— B— U—U"[1]

et de plus B et B* sont des objets de add(T) sans facteur direct commun.

2.2.5 Mutations de carquois et catégories amassées

La catégorie Cg amassée dépend bien évidemment du carquois () considéré.
La question qui se pose alors est de trouver un invariant qui caractérise des
catégories amassées équivalentes. Puisque Cg est définie comme la catégorie
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d’orbites de D?(kQ) par I'auto-équivalence 77 [1], on sait déja que si Q et Q’
sont des carquois acycliques tels que D®(kQ) ~ D°(kQ'), les catégories amassées
correspondantes sont équivalentes. Le théoréme suivant permet de classifier les
carquois acycliques qui donnent des catégories amassées équivalentes.

Théoréme 2.2.15 ([70]). Soient Q et Q' deux carquois acycliques, alors il
ewiste une équivalence de catégories triangulées Co ~ Cqr si et seulement si
Q ~mut Q/~

Soit @ un carquois acyclique. Alors A[l] = EBz‘er P;[1] est un objet amas-
basculant dans Cq et le carquois de 'algébre Endc,, (A[1])?7 est alors isomorphe
a Q. Soit alors T' = @ier T; un objet amas-basculant dans Cq et soit k € Qo,
alors T = @#k T; est un objet presque amas-basculant et on note 7" = T@T[;
ot (Ty,T}) est la paire d’échange associée. Le lien entre mutation de carquois
et théorie de basculement dans la catégorie amassée est alors le suivant.

Théoréme 2.2.16 ([13]). Avec les notations précédentes,
Q(Endeq (T7)) = pk(Q(Endcg (T)))

Ce théoréme permet alors d’identifier le graphe de mutation d’un carquois
et le graphe de basculement d’une catégorie amassée :

Corollaire 2.2.17. Soit Q un carquois acyclique. Alors le graphe de mutation
de Q) est isomorphe au graphe de basculement de Cq.

On parlera ainsi parfois du graphe de mutation de la catégorie amassée Cq
pour désigner son graphe de basculement.

2.3 Basculements dans la catégorie amassée

Nous avons déja mentionné le fait que la mutation pouvait étre vue comme
une généralisation de la réflexion & des sommets qui ne sont ni des puits ni des
sources. D’un point de vue fonctoriel, cela va se traduire par le fait qu’a une
mutation dans A(Q), on va pouvoir associer un foncteur défini sur Cq qui va
généraliser les foncteurs BGP de réflexion. Pour ce faire, l'idée est d’utiliser la
version Auslander-Platzeck-Reiten des foncteurs de réflexions [2]. Dans le cas ou
i est une source ou un puits, Zhu a introduit un foncteur appelé foncteur BGP
étendu qui généralise la définition des foncteurs BGP aux catégories amassées
[101].

2.3.1 DMutations sans diagrammes

Soit @ un carquois acyclique et T un objet amas-basculant dans Cg, on note
B = Endc, (T)°P I'algébre amas-basculée (ou cluster-tilted) associée a T. On
note
F = Home,, (T, —) : Cq— B-mod

le foncteur de basculement associé a T .

Théoréme 2.3.1 ([I1]). Soit Q un carquois acyclique et T un objet amas-
basculant dans Cq. Alors le foncteur F' = Home,, (T, —) induit une équivalence
de catégories

Cq/addT'[1]— Endc,, (T)°"-mod.
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Dans Cqg, on posséde un objet amas-basculant privilégié qui est A[l] =
®D.cq, Fill] qui correspond a la graine initiale de A(Q) au sens ot le carquois
Ende, (A[1])°? ~ Endc, (A)°P est isomorphe & @ et ou I'application Caldero-
Chapoton envoie I'ensemble amas-basculant sous-jacent & A[1] sur ’amas initial
u (voir chapitre (3)).

Soit k € Qo, I'objet @#k P;[1] est un objet presque amas-basculant, il existe
donc un unique objet indécomposable T, % Py[1] tel que €D, g, Ti est un objet
amas-basculant dans Cq ot on a noté T; = P;[1] pour ¢ # k. Cet objet est appelé
objet APR-amas-basculant et est noté APR(k). Si 7 est un puits ou une source,
on retrouve, au shift prés, le module APR-basculant de [2].

2.3.2 Foncteurs BGP étendus

On suppose toujours que () est un carquois acyclique et on se donne &k un
puits dans . On note S,j le foncteur de réflexion BGP défini sur kQ-mod. Dans
[101], Zhu introduit le foncteur BGP étendu comme étant le foncteur induit sur
la catégorie d’orbites Co par le foncteur dérivé droit RS, sur D°(kQ). Ceci
définit alors un foncteur au niveau des catégories amassées R} : Co— Cppq
qui est appelé foncteur BGP-étendu. De méme si i est une source, on définit le
foncteur R, : Cog— Cy,o comme le foncteur foncteur induit sur les catégories
amassées par le foncteur dérivé droit RS, : D*(kQ)— D’(kojQ) ot S, est le
foncteur BGP de réflexion usuel.

Dans la suite, on suppose que k est puits, tous les résultats peuvent étre
montrés de la méme maniére si k est une source. On rappelle que le foncteur de
réflexion BGP induit une équivalence de catégories

S,j' : kQ-mod/Sy— kopQ-mod/Sk.

De fait, le foncteur BGP usuel ne permet pas d’obtenir une équivalence de
catégories entre les catégories de départ considérées. Le foncteur BGP-étendu
va permettre de corriger ceci de la maniére suivante :

Théoréme 2.3.2 ([I01I]). Soit @ un carquois acyclique et k un puits dans Q.
Alors
R,j :Co—Co,q

est une équivalence de catégories triangulées. De plus, action de Rz sur les
objets de Cq est la suivante :

P[1] siM ~ Sy,

Sk siM ~ Pg[1],

Pi[1] siM ~ P;[1] pour i # k,
SH(M)  sinon.

R (M) =

On peut effectuer un lien entre ’approche APR-amas-basculant et la vision
BGP-étendu de la maniére suivante :

Lemme 2.3.3 ([I01]). Soit Q un carquois acyclique et k un puits dans Q. Alors
pour tout objet M de Cqo/APR(k), on a R;f (M) ~ Home,, (APR(k), M).
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Foncteurs BGP étendus et vecteurs de dimension Dans [74], les auteurs
ont introduit des applications linéaires par morceaux qui vont correspondre a
I’action induite par les foncteurs BGP étendus sur le systéme de racines de
Q. Soit donc i € Qg, on note s; la réflexion standard du groupe de Weyl de
®(Q). L’application linéaire par morceaux o; est alors I'application définie sur
>_1(Q) par
_ d sid=—ajetj #1,
oi(d) = { si(d) sinon.

Dans [101], Pauteur montre que les applications linéaires par morceaux sont
les applications induites au niveau du systéme de racines presque positives par
I’action des foncteurs de réflexion BGP étendus sur les objets indécomposables
de CQ.

Proposition 2.3.4 ([I01]). Soit Q un carquois acyclique et k un puits dans Q.
Alors pour tout objet indécomposable M dans Cg, on a

dim R} (M) = oy,(dim M).
De maniére équivalente, le diagramme suivant commute

RT
ind(Cq) ——— ind(Cy,q)

dim i i dim
1

0> 1(Q) —57 P2-1(0kQ).
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Dans [16], les auteurs ont introduit une application explicite, appelée depuis
application Caldero-Chapoton, qui & un objet de la catégorie amassée Cg d’un
carquois acyclique @ associe un élément de ’anneau des polynomes de Laurent
Z[u*!]. Cela a notamment permis de donner une formule explicite pour les va-
riables d’amas de A(Q). Donnant des résultats essentiellement équivalents a
ceux obtenus en utilisant uniquement la catégorie amassée, l'introduction de
I’application Caldero-Chapoton a cependant ouvert la voie & de nouveaux ré-
sultats dans certaines directions.

Un sujet de recherche fertile a notamment été la démonstration de formules
de multiplications qui montrent que 'algébre amassée A(Q) peut, en un certain
sens, étre vue comme une algébre de Hall de la catégorie amassée Cq [20, 19,
95l [96]. Aussi, la formule explicite donnée par Caldero et Chapoton a ’aide de
caractéristiques d’Euler de grassmanniennes a permis d’obtenir des partiels forts
en direction de la conjecture de positivité [21].

Dans ce chapitre, nous réintroduisons la définition de ’application Caldero-
Chapoton ainsi que ses principales propriétés. Nous réintroduisons ensuite les
caractére d’amas de Palu, qui sont une généralisation de I'application Caldero-
Chapoton permettant d’exprimer les variables d’amas dans amas autres que
ceux de la graine initiale. Ils donnent une formule explicite analogue & celle
de Caldero-Chapoton, qui & un objet de la catégorie amassée associe un poly-
nome de Laurent en les variables de n’importe quel amas. Nous donnons une
interprétation des dénominateurs des variables d’amas de A(Q) exprimés dans
n’importe quel amas en fonction de la théorie de basculement de Cg.

3.1 L’application Caldero-Chapoton

3.1.1 Définition

L’approche de Caldero, Chapoton et Keller se fonde en grande partie sur
P'utilisation de I'application Caldero-Chapoton introduite dans [16]. L’objet cen-
tral dans la définition de cette application est la grassmannienne de sous-
modules.

Définition 3.1.1. Soit @) un carquois acyclique, M une représentation de @ et
e € N%0 un vecteur de dimension. Alors la grassmannienne de sous-modules de
dimension e de M est ’ensemble

{N €rep(Q,e) : N est une sous-représentation de M }

C’est un sous-ensemble fermé de la grassmannienne usuelle de k-espaces
vectoriels de M. C’est donc une variété projective sur k.

Si X un sous-ensemble constructible d’une variété algébrique, on définit la
caractéristique d’Euler de X relativement a la cohomologie étale & support com-
pact par :

oo
X(X) =) dim H'(X,Q)
i=0
L’application Caldero-Chapoton peut-étre vue comme une série génératrice
des caractéristiques d’Euler de grassmanniennes de sous-modules.
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Définition 3.1.2. L’application Caldero-Chapoton d’un carquois acyclique @
est application X? définie de I’ensemble des objets de Cg & valeurs dans I’an-
neau des polynomes de Laurent Z[u™!] en u = {u;,i € Qo} définie comme suit :

1. si M est un k@Q-module indécomposable, alors

X]?/[ _ Z X(Gre(M)) H u;<e,ai>7<ai,d1mM7e>; (31)
ecN®o 1€Qo

2. pour tout ¢ € (g, on pose
Q _ .
XPi[l] = Uy,

3. pour tous objets M, N de Cyq,
Xiron = XXy

Pour tout objet M dans la catégorie amassée Cg, XAQ4 est appelée variable
d’amas généralisée ou simplement variable généralisée associée & M. Siil n’y a
pas de confusion possible, on omettra la référence a Q.

On remarquera que ’égalité (3.1) est vérifiée pour tout kQ-module M (voir
[16]). En outre, on remarquera aussi que 'application Caldero-Chapoton est
invariante sous isomorphismes, c’est a dire que si M ~ N, alors XI?/I = XJ%.

3.1.2 De la catégorie amassée a ’algébre amassée

Nous montrons maintenant dans quel sens précis 'application Caldero-Chapoton
intervient dans la catégorification des algébres amassées acycliques & l'aide de
la catégorie amassée.

Définition 3.1.3. Etant donné un objet amas-basculant T' = P, Ti dans
Cq, on appelle ensemble amas-basculant 'ensemble {T},i € Qo} des facteurs
directs indécomposables de T'.

L’un des intéréts de 'application Caldero-Chapoton est qu’elle réalise les
variables d’amas de A(Q) comme les variables généralisées associées aux objets
indécomposables rigides dans Cqg et que de plus, les ensembles amas-basculants
dans Cg s’envoient précisément sur les amas dans A(Q) :

Théoréme 3.1.4 ([19]). Soit Q un carquois acyclique. Alors Uapplication X?Q
induit une bijection :

{ensembles amas-basculant dans Co} — {amas dans A(u,Q)}

{ThieQ} ~ {xZ.ieqof
En particulier, Xrg’? induit une bijection :

ind(Ec,) — CUQ)
M — X%

Remarque 3.1.5. On peut en particulier définir une application réciproque
a : Cl(Q)— ind(&c,) qui & une variable d’amas x, associe 1'unique objet in-
décomposable rigide M de Cq tel que dim M = §(z). Cette application est
Papplication introduite dans I’approche Buan, Marsh, Reiten et Todorov (voir
[14]).
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Remarque 3.1.6. Il suit du théoréme |3.1.4] que ’algébre engendrée par les va-
riables généralisées contient I’algébre amassée. On a une inclusion de Z-algébres

AQ) Cc ZIXL . M e Ob(Cy)] C Zu™].
Cependant, il n’est pas clair a priori que ’on a 1’égalité
AQ) =Z[XZL . M e Ob(Cy)]-

Nous verrons que cette égalité est vérifiée si ) est de type Dynkin ou de type
affine A (corollaire . Nous conjecturons qu’elle I’est dans le type affine en
général mais la question reste ouverte si ) est un carquois sauvage.

Si d’un certain point de vue, le fait d’obtenir des variables généralisées qui
ne sont pas dans I’algébre amassée A(Q)) peut sembler étre une source de com-
plications, cette possibilité d’obtenir une réalisation d’éléments qui ne sont pas
trivialement dans A(Q) va s’avérer trés utile dans la suite, notamment dans
partie [[T]] pour la recherche d’une Z-base pour les algébres amassées affines.
C’est 1a une différence essentielle entre les approches Caldero-Chapoton-Keller
et Buan-Marsh-Reiten-Todorov puisque dans cette derniére approche, seules les
variables d’amas sont impliquées dans la catégorification.

Remarque 3.1.7. Dans [2I], Caldero et Reineke ont montré que si @) est un
carquois acyclique, alors pour tout k@-module M et tout vecteur de dimension
e, X(Gre(M)) > 0. Il suit alors du théoréme que toute variable d’amas de
A(Q) est un polynome de Laurent & coefficients positifs dans Z[u*!]. C’est & ce
jour le résultat le plus général & propos de conjecture de positivité de Fomin et
Zelevinsky (conjecture [1.2.6)).

3.1.3 Dénominateurs des variables généralisées

L’application Caldero-Chapoton permet d’obtenir une interprétation des
vecteurs de dénominateurs des variables généralisées en termes de vecteurs de
dimension des objets dans la catégorie amassée. Ceci permettra notamment de
généraliser le théoréme [1.4.3

Etant donné un objet M indécomposable dans Cq, on définit le vecteur de
dimension dim ¢, (M) de M dans Cq par :

1. dim¢, (M) = dim M si M est un module indécomposable ;
2. dimc, (P;[1]) = —dim S; = —a; pour tout i € Qo ;

3. si M est un objet décomposable, on écrit M = @, M; sa décomposition
en objets indécomposables et on pose

dim¢, M = Zdich (M).
i

Puisque dim M et dim¢, (M) coincident si M est un module, on notera
simplement dim M le vecteur de dimension d’un objet M de Cq.

Théoréme 3.1.8 ([19]). Soit Q un carquois acyclique et M un objet de Cq.
Alors
5(X9) = dim M.
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Dans la section [3.2] nous montrerons une généralisation de ce théoréme pour
I’expression des variables d’amas dans n’importe quelle graine d’un carquois
acyclique.

Nous pouvons ainsi donner une généralisation du théoréme :

Corollaire 3.1.9. Soit Q un carquois acyclique. Alors le vecteur de dénomina-
teur § induit une bijection

CUQ)— 2™ %°(Q) U (-T1(Q)).

Démonstration. On montre d’abord que §(C1(Q)) C ®™5¢(Q)U(-TI(Q)). Siz €
Cl(Q), alors d’aprés le théoréme x = X pour un objet indécomposable
rigide M dans Cg et §(Xp) = dim M d’aprés le théoréme Si M ~
P;[1] pour un certain i € Qo, alors dimM = —a; € (—II(Q)). Sinon M est
un kQ-module indécomposable rigide. D’aprés le théoréme de Kac (théoréme
dim M est une racine positive de ). D’autre part, toute représentation
indécomposable rigide de ) est une représentation de Schur. Il s’ensuit que si M
est un kQ-module indécomposable rigide, alors dim M est une racine de Schur
et donc §(Xys) € ®5¢(Q). 1l reste & montrer que dim M est une racine réelle.
Si dim M est une racine imaginaire, alors

0 > (dim M, dim M) = (M, M) = dim Endgq (M) — dim Extyo (M, M)

mais puisque dim Endyo(M) = 1, il s’ensuit que dim Ext,lcQ(M, M) > 0, ce qui
contredit I’hypothése, il s’ensuit que dim M € ®"5°(Q) et donc I'application
induite par & est bien & valeurs dans ®**5¢(Q).

Montrons la surjectivité. Si d € ®™5¢(Q), alors il existe une représentation
de Schur M € rep(Q,d). Puisque (M, M) = (d,d) = 1 et dimEndyo(M) =
1, on a dimExt,lcQ(M, M) = 0 et donc M est rigide. D’autre part, puisque
Endyg (M) ~ k, M est nécessairement indécomposable et donc M est un module
indécomposable rigide et X, € ClI(Q). D’aprés le théoréme des dénominateurs
(théoreme 3.1.8), on a alors d = §(Xr) € §(CLQ)).

Montrons linjectivité. Soient z,y deux variables d’amas telles que d(z) =
d(y), alors il existe M, N indécomposables rigides tels que = X et y =
Xn. D’aprés le théoréme des dénominateurs, on a alors dim M = dim N. Si
dim M € (—II(Q)), alors M ~ P;[1] pour un certain i € Qg et donc N ~ P;[1] ~
M et x = y. Sinon dim M € ®™5°(Q) mais alors d’aprés le théoréme de Kac,
il existe une unique représentation indécomposable (a isomorphisme prés) dans
rep(Q,dim M) et donc N ~ M et x = y. O

3.1.4 Formules de multiplication

L’une des spécificités de ’approche de Caldero-Chapoton-Keller est qu’elle
donne a 'algébre amassée A(Q) d’un carquois acyclique @) une structure d’al-
gébre de Hall sur la catégorie amassée Cg. Ceci est d’autant plus intéressant
qu’il n’est en général pas évident de poser une structure d’algébre de Hall sur
une catégorie triangulée (voir par exemple [94] 90, R4]).

La formule multiplication presque scindée La premiére formule de mul-
tiplication a été démontrée dans [16]. C’est notamment cette formule qui nous
permettra d’introduire les polynémes de Chebyshev généralisés dans la partie
[T Cette formule est appelée formule de multiplication presque scindée.
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Proposition 3.1.10 ([16]). Soit Q un carquois acyclique et M un kQ-module
non-projectif. Alors
XuXomy=Xp+1

ot B est l'unique module tel qu’il existe une suite presque scindée

0—7TM— B— M—0.

La formule multiplication pour le type fini FEtant donnés des objets
M, N, Z dans Cg, on note ExtéQ (M, N)z l’ensemble des triangles

N— E— M— NJ[1]

dans Cq tels que ¥ ~ Z. Si @) est un carquois de type fini, alors le projectivisé
PExt; o (M, N)z est un sous-ensemble constructible de la variété PExt; oM, N).
La formule de multiplication de type fini est la suivante

Théoréme 3.1.11 ([20]). Soit Q un carquois de type fini. Alors pour tous objets
M, N dans Cq, on a

X(PExte, (M, N) Xy Xy = Z (X(]P’ExtéQ (M, N)g) + x(PExt¢,, (N, M)E)) Xg
E

ot E parcourt l’ensemble des isoclasses de Cg.

La formule de multiplication unidimensionnelle Dans [19], les auteurs
ont généralisé le théoréme [3.1.11] au cas ou @ était acyclique sous la condition
que ’espace d’extension soit de dimension 1. Cette formule de multiplication est
appelée formule de multiplication unidimensionnelle.

Théoréme 3.1.12 ([19]). Soit Q un carquois acyclique et M, N des objets dans
Cq tels que EXtéQ (M,N) ~ k. Alors

XuXny=Xp+ Xp
ot B et B’ sont les uniques termes centrauz de triangles non-scindés
M— B— N— M[1]et N— B'— M— N[1].

L’hypothése que ’espace d’extension est de dimension 1 peut sembler re-
lativement contraignante. Il s’avére cependant qu’elle est d’une trés grande
utilité dans ’étude des algébres amassées. En effet, de nombreux résultats se
démontrent par récurrence sur le graphe des amas-basculants. La proposition
2.2.14|impliquant pour une paire d’échange (U,U*), on a ExtéQ(U7 U*) ~k, le
théoréme B1.12] est souvent suffisant. Nous verrons notamment de nombreux
exemples d’applications de formules de multiplications unidimensionnelles dans
la section

Dans le cas ot M et N sont des modules indécomposables, on peut préciser
la formule de multiplication :

Corollaire 3.1.13. Soit QQ un carquois acyclique et M, N deuz modules indé-
composables tels que Ext,lcQ(M7 N)~Fk et Ext,lcQ(N, M) =0. Alors

XuXy=Xp+Xg
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ou E est l'unique module tel qu’il existe une suite non-scindée
0—N—FE— M—0

et ot B ~ ker f@coker f[—1] pour tout morphisme non-nul f € Homygo (N, 7M).
Démonstration. La formule d’Auslander-Reiten donne
ki ~ Extyo (M, N) ~ DHomyg (N, 7M)
D’autre part, d’aprés la proposition [2.2.5] on a
Exte, (M, N) ~ Extyo(M, N) ~ k
et
Extg,, (N, M) ~ Homyq(N,7M) ~ k.

On rappelle qu’une suite exacte non-scindée dans kQ-mod
0—N—FE—M—0
induit un triangle non-scindé dans Cg
N— E— M— NJ[1]

et qu'un morphisme non-nul f : N— 7M induit un triangle non-scindé dans
D*(kQ) et donc dans C :

M—C;— N L M1~ M

ou Cy =~ ker f @ coker f[—1]. Puisque ExtéQ (M,N) et ExtéQ (N, M) sont de
dimension 1, il s’ensuit que tous les triangles impliquant M et N sont de cette
forme. Le résultat suit alors du théoréme B.1.12 O

La formule de multiplication de Xiao et Xu Plus récemment, dans [95],
puis dans [96], le théoréme 3.1.11]a été généralisée au cas acyclique, généralisant
par la méme occasion le théoréme La formule de multiplication de Xiao-
Xu est une version intégrale de la formule de multiplication de Caldero-Keller
inspirée par les travaux de Geiss,Leclerc et Schréer sur la base semi-canonique
duale de U(n) [54]. L’énoncé précis de ce théoréme demande un certain nombre
de prérequis supplémentaires qui ne nous seront pas utiles dans la suite. Pour
nos propos, nous pourrons nous contenter du résultat corollaire ci-dessous

Théoréme 3.1.14 ([93]). Soit Q un carquois acyclique, M, N deuz kQ-modules
indécomposables. Alors Xy X N peut s’écrire comme une combinaison Q-linéaire
de Xy ou'Y parcourt l’ensemble des termes centrauz de triangles non-scindés
dans Ext by ) (M, N).

Nous obtiendrons dans la suite des formules de multiplication qui se retrou-
veront comme cas particulier de du théoréme
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3.1.5 Indépendance linéaire de variables généralisées

Dans [20], une condition a été introduite sur le carquois ) de maniére &
obtenir un cadre pratique pour étudier des problémes d’indépendance linéaire
des variables généralisées.

Définition 3.1.15. Soit () un carquois acyclique et B = B sa matrice associée.
Alors Q est dit gradué si il existe une forme linéaire e sur Z?° telle que €(Ba;) <
0 pour tout i € Qg oil o est le i-éme vecteur de la base canonique de Z?°.

Une orientation de @ telle que tout sommet ¢ € @)y est ou bien une source
ou bien un puits est dite alternée. Comme cela a été remarqué dans [20] tout
carquois muni d’une orientation alternée est gradué. En effet si B = Bg, pour
tout j € Qo, on a b;; > 0 si ¢ est une source et b;; < 0 si 4 est un puits. On peut
alors construire une forme e sur Z%° en prenant ses coordonnées dans la base
duale de sorte que €¢; < 0 si i est une source et €¢; > 0 si ¢ est un puits.

Si @ est un carquois gradué, alors en suivant les idées de [20], on peut munir
Palgébre Z[XJ% : M € Ob(Cq)] d’une graduation. Pour cela, nous rappelons
quelques résultats d’ordre général sur les variables généralisées.

Soit L(u) € Z[u*!] un polynéme de Laurent en u. Alors L(u) s’écrit de

maniére unique
L(u) = E A H uM.
AeZRo 1€EQo

Etant donné \ € Z%°, le coefficient cy est appelé A\-composante de L. Le support
supp(L) de L est I'ensemble des points A\ = ()\;,i € Qp) de Z° tels que la A-
composante de L est non-nulle. Pour tout A € Z9°, on note C) le cone convexe
de sommet A\ et dont les bords sont engendré par les vecteurs Ba; pour i € Q-

Proposition 3.1.16 ([20]). Soit Q un carquois acyclique sans arétes multiples.
Soit M un objet indécomposable dans Cq que Uon écrit M = H°(M) & Py[1].
Alors supp(Xas) est dans le cone Cy,, o

Ay o= (— <a¢, dimHO(M)> + (dim P, o)) icq, -
De plus, la \pr-composante de Xy est 1.

Proposition 3.1.17 ([20]). Soit Q un carquois acyclique gradué sans arétes
multiples. Pour tout n € Z, on pose

Fo=| @ z ][] uy | nzIXg : M e ObCy)l.
e(v)<n  i€Qo

Alors (Fy)nez définit une Z-filtration de Z[XJ(‘\Q/] : M € Ob(Cg)].
Les propositions [3.1.17] et [3.1.16] impliquent alors le lemme suivant :

Lemme 3.1.18 ([20]). Soit Q un carquois gradué sans aréte multiple. Soit
{M, ..., M.} une famille d’objets dans Cq telle que dim M, # dim M sii # j,

alors la famille {Xﬁl, . ,X]%} est linéairement indépendante sur Q.
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Lemme 3.1.19. Soit n > 1. Alors le carquois Kzn de type Dynkin Ao, muni
de l'orientation linéaire

2n —1 2n — 2 e 1 0
est un carquois gradué.
Démonstration. Une récurrence immeédiate montre que

1 sine€2Z,
det(By )_{ 0 sinon.

n

— —
Ainsi, les colonnes de A, sont linéairement indépendantes et A, est donc
gradué. O

Corollaire 3.1.20. Soit Q un carquois de la forme Kgn. Alors la famille

{xg : ier}
est une famille algébriquement indépendante sur Q.
Démonstration. Soit P = Y _no, aut” € Z[tii € Qo] ot t7 = [[;cq 7" tel

que P(Xgo,...,XQ ) = 0. Pour tout v € N¥, on a

SQn— 1

Qyv; _ y@Q
H (XS'i) - X@ govi

i€Qo i€Qp Vi

mais dim EBier Si@”i = v pour tout v € N0, D’aprés le lemme [3.1.18) il suit

que la famille
Q .
{X req S8 a, # 0}

est linéairement indépendante et donc P = 0. O

3.2 Caractéres d’amas

Dans toute cette section @ désignera un carquois acyclique. Si on considére
une variable d’amas z € A(Q), il existe un unique objet indécomposable rigide
a(z) dans Cg tel que z = Xg(z). Si nous considérons maintenant un amas x dans
A(Q), on sait que l’on peut écrire z comme un polyndéme de Laurent en x mais
nous ne disposons a priori plus d’application explicite pour écrire z en fonction de
x. Dans [20], les auteurs ont conjecturé l’expression d’une application explicite
qui, & un objet M dans Cq associe I’écriture explicite de Xlgcf[ en fonction de x
quel que soit ’amas x considéré. Palu a démontré cette conjecture dans [76]. En
suivant sa terminologie, nous appellerons caractére d’amas une telle application.

Dans cette section, nous rappelons les résultats de Palu sur les caractéres
d’amas afin d’étudier l'interaction des foncteurs de réflexion BGP-étendus et
de lapplication Caldero-Chapoton. Ceci généralise les les travaux de Zhu [100].
Nous utilisons aussi les caractéres d’amas pour donner une démonstration al-
ternative & un théoréme de dénominateurs de Buan, Marsh et Reiten [12].
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3.2.1 Généralités

Définition des caractéres d’amas Soit T = ®ier T; un objet amas-
basculant, on note B = Endc, (T)? et Q7 = Q(B) le carquois de B. On note
A(Qr) I'algebre amassée de graine initiale (Qr,x) et &7 = Py , I'isomorphisme
canonique d’algébres amassées

(I)T : A(Xa QT)—> A(ua Q)

Soit F' = Home,, (T, ?) : Coq— B-mod le foncteur de basculement. Pour tous
objets M, N dans B-mod, on note

(M,N) = dim Hompg(M, N) — dim Ext (M, N)

<MaN>a:<M7N>7<N7M>

On sait que si B est héréditaire alors (—, —) passe au groupe de Grothendieck
Ky(B). Néanmoins, en général la dimension globale d’une algébre basculée B
est supérieure & 1 et la forme (—, —) ne passe pas au groupe de Grothendieck
Ko(B). Cependant, Palu a montré dans [76] que la forme antisymétrisée (—, —),
définit bien une application bilinéaire sur le groupe de Grothendieck Ko(B).

Définition 3.2.1. Le caractére d’amas associée a T est I’application définie sur
Ob(Cq) a valeurs dans 'anneau Z[x*1] des polynomes de Laurent en x définie
par :
xT { x; siM ~ T;[1] pour un i € Qo;
= Si,e a” SIFM
YT S x(@re(PM) I g™

ou e parcourt les vecteurs de dimension de B-modules.

sinon.

Cette application vérifie en outre
T T T
Xyon = XuXy

pour tous objets M, N de Cq.
L’une des motivations pour l'introduction des caractéres d’amas est leur
utilité pour comprendre le changement de graines :

Théoréme 3.2.2 ([76]). Soit Q un carquois acyclique, T un objet amas-basculant
dans Cq. Alors le diagramme suivant commute :

ind(é‘cQ )

En particulier, X{ induit une bijection de ind(Ec,,) vers CL(Qr).

A(Qr)
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Multiplication pour les caractéres d’amas Les caractéres d’amas vont
vérifier une propriété de multiplication analogue a la formule de multiplication
unidimensionnelle pour 'application Caldero-Chapoton.

Théoréme 3.2.3 ([76]). Soit Q un carquois acyclique et T un objet amas-
basculant dans Cq. Soient U,V deuz objets dans Cq tels que ExtéQ (U, V) ~ k.
Alors

XGXV = XE+ XE

ot B et B’ sont les uniques objets tels qu’il existe des triangles non-scindés
U— B—V—UIl],
V— B—U—V]]]

dans Cq.

Dans la suite, nous appliquerons essentiellement ce théoréme dans le cas oil
(U, V) est une paire d’échange. La proposition [2.2.14] implique alors :

Corollaire 3.2.4. Soit Q un carquois acyclique, T un objet amas-basculant
dans Cq et (U,U*) une paire d’échange dans Cq dont les triangles associés sont

U— B—U"—UJl]
U*— B'—U—U*[1].
Alors
XGX{ = X+ X5

3.2.2 Reéflexions et variables d’amas

Le lemme suivant montre que le caractére d’amas associé & un objet APR-
amas-basculant dans Cg n’est autre que I’application Caldero-Chapoton associée
a la graine voisine composée avec 'isomorphisme canonique d’algébres amasseés :

Lemme 3.2.5. Soit Q un carquois acyclique, i un puits dans Q et T = APR(i).
Alors pour tout objet M de Cqg, on a

T i
X = X;*QM'

De maniére équivalent le diagramme suwivant commute :

+

Ob(Co) —> Ob(Cy,0)

x7i9
?
x7

Z[.’Bil]
Démonstration. Comme X7, o\ = X7 X[ et XZQQ(M@N) = X;QQMXZQQN, il suf-

fit de montrer le résultat pour M indécomposable. Si M = T;[1], alors R M =

P;[1] et donc X%QM = X7/ = vi mais par définition XT; = XT | = v;.
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Supposons maintenant que M est un objet indécomposable isomorphe & aucun
T;[1]. D’aprés le lemme [2.3.3} on a R} (M) = FM et alors

Si,e a” Si7FM
Xi; = D x(Gro(FaD) [T o510
— ZX(GYG(FM)) vasi,e>7<e,si>7<si,F1\/[>

= 3" x(Gro(FM)) [ v (S Moo

K2
_ iQ
= X7

_ yoiQ
- XRjM

O

Soit donc @ acyclique, ¢ un puits dans Qg. On note A(c;Q) l’algébre amas-
sée de graine initiale (v,0;Q) = pi(u, Q). Soit ®; : A(Q)— A(0;Q) I'isomor-
phisme canonique d’algébres amassées et @, : A(0;Q)— A(Q) l'isomorphisme
réciproque. On a alors

(Vv@ _ yoiQ _ oy Q _
®i(Xp, ) = Xgvr, ) = Xpy) = v

pour tout j € Qp. Comme T'[1] est un objet amas-basculant dans Cq, il suit du
théoréme [3.1.4] que {X%[ll , j€E QO} est un amas dans A(Q) et

{<I>i(X%[1]) WS Qo} = {X;‘,;ﬁ] ,j€ QO}
est un amas dans A(0;Q). On a le diagramme commutatif suivant :

(1], J € Qo) — = {P[1] . j € Qo}

X?Qi ‘LX;”Q

{Xryp 5 7 € Qo} ——{vj, 7 € Qu}
L’interprétation des foncteurs BGP-étendus au niveau de ’algébre amassée

est alors la suivante :

Proposition 3.2.6. Soit Q un carquois acyclique, i un puits dans Cq. Alors

B(X§) = X572,

pour tout objet rigide M dans Cq.

Démonstration. On le montre par récurrence sur le graphe de basculement. Sup-
posons que R est un objet amas-basculant tel que pour tout facteur direct M
de R, on ait @, (X]{%) = X;@QM. Si R’ est un objet amas-basculant de Cg voisin
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de R dans le graphe de basculement de Cq, alors il existe une paire d’échange
(U,U*) telle que R=U @ U et R' =U* & U. On note
U— B—U*—U[l] et U"— B'—U— U"[1]
les triangles correspondants. D’aprés la formule de multiplication unidimension-
nelle, on a
Qv _ yv@Q Q

XX = X5 + X5

et donc en appliquant ®;, on obtient
®i(X()Pi(X ) = Di(XP) + Di(XE)).

Puisque B et B’ sont dans addU, ’hypothése de récurrence donne

Q Q
X RIB + XRjB/
—
XR:fU
D’autre part d’aprés le théoréme R} est une équivalence de catégo-
rie triangulée et donc (R; U, R U*) est une paire d’échange dont les triangles
correspondants sont

RfU— R} B— R}U*— R} U[1] et R} U*— R} B'— R} U— R U*[1]

(I)Z(X(CJQ*) =

La formule de multiplication unidimensionnelle dans C,,o donne alors :

i Q 0iQ
yoo _ s Xei
Rfu~ — xoiQ
RIU

et donc

XT9 = ®(X7.).

D’aprés le lemme [3.2.5] la proposition est vraie pour l'objet amas-basculant
T[1]. Ainsi, par connexité du graphe de basculement de Cq (théoréme [2.2.13)),
Xo'i

pour tout facteur direct M d’un objet amas-basculant, on a q)i(X]QVI) =X
Comme tout objet indécomposable rigide peut étre complété en un objet amas-
basculant, il s’ensuit que

Oi(X5) = X;?QM

pour tout objet indécomposable rigide M de Cq, ce qui prouve le résultat. [
Dans le cas ou @ est Dynkin, on retrouve alors un résultat de Zhu [100)]

Théoréme 4.7] :

Proposition 3.2.7. Soit Q un carquois de type fini et i € Qo un puits. Alors

pour tout objet M dans Cg, on a

En particulier, le diagramme suivant commute :

R}
ind(Cq) — ind(Co,q)

X,_,Q\L \LX?Q

ClQ) e Cl(04(Q))

i
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Nous conjecturons que la propriété de la proposition [3.2.6] est vraie pour
tout objet M dans la catégorie amassée Cq,.

Conjecture 3.2.8. Soit Q un carquois acyclique, i un puits dans Q. Alors pour
tout objet M de Cq, on a
_ iQ
P (X9) = X,
Nous établirons la conjecture dans le cas ou @ est un carquois affine satis-
faisant une certaine propriété de différence (voir proposition [9.3.5)).

3.3 Un théoréme de dénominateurs

On se fixe un carquois acyclique @ et on note toujours («;)iecq, la base ca-
nonique de Z%. D’aprés le théoréme de dénominateurs pour tout objet
indécomposable M dans Cg isomorphe & aucun P;[1], le vecteur de dénomina-
teurs de X est

§(Xp) =dim M = > dim Home,, (P;, M)a.
1€Qo

Fixons alors une graine (x, Qr) dans A(u, @) correspondant & un certain objet
amas-basculant T’ dans Cg, on note A(Qr) = A(x,Qr) et

Pr: A(x,Qr)— A(u, Q)

I’isomorphisme canonique d’algébres amassées correspondant. Il est alors naturel
de chercher & savoir si on peut interpréter le vecteur de dénominateur d’une
variable d’amas dans A(Qr) a l'aide du foncteur Home,, (T', —) comme c’est le
cas pour I'objet amas-basculant privilégie T' = kQ = P, P’.

Buan, Marsh et Reiten ont prouvé que sous certaines conditions sur ’objet
amas-basculant T considéré, appelées compatibilité sous échange (voir la section
3.3.2| pour une définition), on pouvait donner une telle interprétation [12]. Ceci
généralisait donc le théoréme ainsi que le théoréme correspondant de [14].
Du point de vue de I’approche Caldero-Chapoton-Keller, ’outil central pour le
changement de graine est le caractére d’amas introduit dans la section [3.2] Il est
apparu que I’on pouvait utiliser la partie de [12] dédiée a I’étude de la condition
de compatibilité sous échange pour proposer une preuve simplifiée en adaptant
les méthodes de Caldero et Keller au cadre des caractéres d’amas.

On rappelle que a : Cl(Q)—ind(E(Cy)) désigne Iapplication qui & une
variable d’amas = de A(Q) associe 1'unique objet indécomposable rigide M tel
que dim M = §(z) (voir remarque [3.1.5)). Suivant [12], on pose la définition
suivante :

Définition 3.3.1. On dit qu’une variable d’amas = dans A(Qr) ¢ un T-
dénominateur si elle vérifie

dr(x) =Y dimHome, (T}, a(®7(z)))os
1€Qo
siz & {x1,..., 24} et a(Pr(x;)) = T;[1] pour tout i € Qo.

La condition sur 7" sous laquelle on peut obtenir un théoréme de dénomina-
teurs est la compatibilité sous échange :
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Définition 3.3.2. Soit (U,U*) une paire d’échange dans Cq et
U— B—U"—U[1],
U*— B'—U—U*[1]

les triangles correspondants..
Un objet indécomposable rigide N dans Cq est dit compatible avec la paire
d’échange (U,U*) si pour U 27N 2 U* on a

dim Home,, (N, U)+dim Home,, (N, U*) = max(dim Home,, (N, B), dim Home,, (N, B"))

N est dit compatible sous échange si il est compatible avec toutes les paires
d’échanges dans Cq.

Le théoréme de dénominateurs de [12] est alors :

Théoréme 3.3.3 (|12]). Soit Q un carquois acyclique, soit T = @7_, T; un
objet amas-basculant dans Cq tel que chaque T; est compatible sous échange.
Alors toute variable d’amas dans A(Qr) a un T-dénominateur.

3.3.1 Polynémes de Laurent faiblement positifs

Une notion centrale dans le comportement des dénominateurs des polyndmes
de Laurent sous somme et multiplication est la condition de positivité , introduite
dans [14]. Suivant [I9], on appellera cette propriété la positivité faible.

Définition 3.3.4. Un polynéme de Laurent F = P(x)/x9 dans sa forme irré-
ductible est dit faiblement positif si P(z) > 0 pour tout z € N®° avec au plus
une composante nulle.

Etant donnés deux vecteurs d, e € Z%°, on écrit
max(d, e) = (max(d;, €;))icQ,

Cette condition de positivité est déja apparue comme utile dans les tech-
niques développées dans [14],[12] 19]. Le lemme suivant est I'une des motivations
principales pour introduction de cette notion :

Lemme 3.3.5 ([19]). Soit R un anneau de polynomes de Laurent. Pour tout
élément L € R, on note dg le vecteur de dénominateur de L.

1. Si Ly et Lo sont faiblement positifs, alors L1 + Lo est aussi faiblement
positif. De plus,

Or(L1 + L2) = max(dr(L1),0r(L2))

2. Si Ly et Lo sont des polynomes de Laurent tel que Ly est faiblement positif,
alors Lo est faiblement positif si et seulement si Ly Lo est faiblement positif.
De plus,

Or(L1L2) = 6r(L1) + 0r(L2)

Dans [19], les auteurs ont montré que pour tout objet indécomposable rigide
M dans Cy, XI?/I est un polynéme de Laurent faiblement positif. On montre de
la méme maniére que X1, est faiblement positif :
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Lemme 3.3.6. Soit Q un carquois acyclique, T un objet amas-basculant dans
Cq. Alors X1, est un polynome de Laurent faiblement positif en z.

Démonstration. Soit M un objet indécomposable rigide. Alors il peut étre com-
plété en un objet amas-basculant de Cg. Le graphe de basculement étant connexe,
il suffit de montrer par récurrence sur le graphe de basculement que si X7 est
faiblement positif pour tout facteur direct U d’un objet amas-basculant R, alors
X \7; est faiblement positif pour tout facteur direct V' d’un objet amas-basculant
R’ voisin de R.

On initialise la récurrence avec I'objet amas-basculant T'[1] = @{_, T;[1].
Pour tout i € (g, on a X%i[l] = a; = 1/x;' et donc X%[l] est faiblement
positif.

Soit maintenant R et R’ deux objets amas-basculants voisins dans le graphe
de basculement. Soit R = U ® U et R = U* ® U ou (U,U*) est une paire
d’échange. On suppose que X{ est faiblement positif pour tout facteur direct
V de R. On note

U— B—U"—U[1],

U*— B'—U— U"[1]

les triangles associés a la paire d’échange (U,U™). D’aprés le corollaire [3.2.4] on
a alors
XExEt. = XxE+ XL,

D’apreés le lemme|3.3.5) si X3, X%, et X7 sont faiblement, positifs, alors X/;.
est aussi. Comme B, B’ € add(U), X%, X}, et X} sont faiblement positifs et
donc X 5* est aussi faiblement positif, ce qui prouve le lemme. O]

Corollaire 3.3.7. Soit Q un carquois acyclique, T un objet amas-basculant
dans Cg et M un objet rigide dans Cq. Alors X1, est un polynome de Laurent
faiblement positif en .

Démonstration. Soit M = @, M; la décomposition de M en indécomposables.
Alors X1, = IL XA% est un produit de polyndmes de Laurent faiblement posi-
tifs, il est donc lui-méme faiblement positif. O

3.3.2 Le théoréme de dénominateurs

Comme nous allons le voir, la condition de compatibilité sous échange intro-
duite dans [I2] apparait naturellement dans le cadre des caractéres d’amas pour
que les variables d’amas aient un T-dénominateur.

Pour tout objet M de Cg, on note

dim Home,, (T, M) = Z dim Home,, (T3, M)o;
1€Qo

Théoréme 3.3.8 ([36]). Soit Q un carquois acyclique, Cq sa catégorie amassée,
T un objet amas-basculant dans Cq. Supposons que pour tout i € Qo, T; est
compatible sous échange, alors pour tout objet indécomposable rigide M de Cq,
on a 3

Ty —a;  siM ~T;1],
07 (Xar) _{ dimHome,, (T, M) sinon.
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Démonstration. Soit ¢ € Qg. Il est équivalent de montrer que pour tout objet
indécomposable rigide M, on a

o7(X3y)i = dim Home,, (T3, M) — m;(M) =: h;(M)

oit m;(M) est la multiplicité de T;[1] comme facteur direct de M et o7(XZ,);
est la i-éme composante du vecteur dr(X1,).

Soit M un objet indécomposable rigide, on peut le compléter en un objet
amas-basculant. Le graphe de basculement étant connexe, il suffit de montrer
par récurrence sur le graphe de basculement que si la propriété est vraie pour
tous les facteurs directs d’un objet amas-basculant R, elle reste vraie pour tous
les facteurs directs d’un objet amas-basculant R’ voisin de R dans le graphe de
basculement. On initialise la récurrence avec I'objet amas-basculant @7_, T;[1]
pour lequel le résultat est clairement vérifié.

Soient R et R’ deux objets amas-basculants voisins dans le graphe de bas-
culement. On peut écrire R =U @ U et R = U* © U ou (U,U*) est une paire
d’échange dont les triangles associés sont

U— B—U"—UJ[1],
U*— B'—U—U*[1].
D’apreés le corollaire [3.2.4] on a alors
XEXE = X5+ X3
et d’aprés le corollaire et le lemme [3.3.5} il s’ensuit que
7 (X() + 6r(X{.) = max(dr(X5), 67(X ).

Si U # T;[1] £ U*, comme T; est compatible avec la paire d’échange (U, U*),
on a

dim Home,, (T3, U)+dim Home,, (T;, U*) = max(dim Home,, (T3, B), dim Home,, (T}, B')).
Comme U et U* sont indécomposables, on a m;(U) = m;(U*) = 0 et donc
hi(M) = dim Home,, (T}, M).
Alors, I’égalité ci-dessus devient
hi(U) + hi(U*) = max(dim Home,, (T}, B), dim Home,, (T}, B'))
Par récurrence, o7(X[,) = hi(U), r(X5) = hi(B) et r(X5/) = hi(B'). Ainsi
Sr(XE5) + hi(U) = max(hy(B), hi(B'))

et donc il suffit de montrer que

max(dim Home,, (T}, B), dim Home,, (T, B')) = max(h;(B), h;(B")).  (3.2)
Supposons que T;[1] n’est pas un facteur direct de U, il s’ensuit que m;(B) =

m;(B') = 0 et l'égalité est vraie. Sinon, T;[1] est un facteur direct de U, il s’ensuit
que Ext(le (T3[1], B) = 0 et donc Home,, (T3, B) = 0 et Home,, (T3, B') = 0. Alors,
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Pégalité est vérifiée si et seulement si m;(B) = 0 ou m;(B’) = 0. Mals
d’aprés [13] B et B’ sont sans facteurs communs directs, et donc m;(B) =
m;(B’) = 0, ce qui montre ’hérédité de la proposition.

Maintenant, si U ~ T;[1], alors d7(X{); = —1. Comme U ~ T[ ] et B,
addU, on a Exte (B, Ti[1]) = 0 = Exte, (B, Ti[1]) et Exte, (T; [ ], U*
Home,, (T3, U*) ~ k. De plus, m;(B) = 0 = m;(B’) et donc h;(B ) hi(B')
Alors

B’
)

O\Zm

Sr(X(-)i = max (0 (XE)i, 00 (X B )i) — 67(X()i
=1
= dim Home,, (T3, U™).

Comme U* est indécomposable et non-isomorphe a U, il s’ensuit que m;(U*) = 0
et donc
Or(XE)s = hi(U™).

Maintenant, si U* ~ T;[1], alors il est clair que 67(X%.); = o7(z;) = —1 =
h;(U*), ce qui prouve le théoréme. O

On remarque que les théorémes [3.3.8] et [3.3.3] sont équivalents. En effet, soit
x une variable d’amas dans A(Qr). Alors le diagramme suivant commute :

ind(€c,) <5— CUQ)

o
X7

S
ClQr) —— 7

Il s’ensuit que a(®r(x)) = M pour un certain objet indécomposable M de
Ee, tel que XT = 2. Si x # x; pour tout i € Qo, il s’ensuit que = a un
T-dénominateur si et seulement si

dim HOIan (T, M) = 5T($)
= or(X3y).

D’autre part, si x = x;, alors M = T;[1] et z a un T-dénominateur, ce qui prouve
I’équivalence des théorémes.

3.3.3 A propos de la compatibilité sous échange

Le théorémeissu de [12, Théoréme 1.5] donne une condition nécessaire
sur 'objet amas-basculant T pour que les variables d’amas de A(Qr) aient un T-
dénominateur. Dans [12], ce résultat a été montré en utilisant I’approche Buan-
Marsh-Reiten. Nous proposons une preuve alternative en utilisant ’approche
Caldero-Keller. Néanmoins, nous allons avoir besoin d’une partie des travaux
présentés dans [12] & propos des propriétés des objets compatibles sous échange.

Proposition 3.3.9 ([12]). Soit Q un carquois acyclique, Cq sa catégorie amas-
sée, N un objet indécomposable rigide dans Cq tel que Ende,(N) % k. Alors il
existe un objet indécomposable rigide N* tel que (N, N*) est une paire d’échange
et N n’est pas compatible avec cette paire d’échange.
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Nous donnons une preuve du théoréme [3.3.10] qui est une preuve alternative
a celle du point (b) de [I2, Théoréme 1.5] :
Théoréme 3.3.10. Soit Q) un carquois acyclique et Co sa catégorie amassée.
Soit T = @?_, T; un objet amas-basculant dans Cq. Si toute variable d’amas
dans A(Qr) a un T-dénominateur, alors Ende,, (T;) ~ k pour tout i € Q.
Démonstration. Supposons que Ende,, (T;) % k pour un certain T;. Il suit de la
proposition qu’il existe un objet indécomposable rigide T;* tel que (73, 1)
est une paire d’échange et T; n’est pas compatible avec cette paire d’échange.
Soit T" un objet rigide tel que T; @ 1" et T} & T sont des objet amas-basculant,
on note
T,— B— T — T;[1]
T — B —T,—T[1]
les triangles correspondants & la paire d’échange (T, T;).
Le corollaire implique que
X1 XT. = X5+ XL
D’autre part le corollaire [3.3.7] et le lemme [3:3.5] impliquent que
5T(X’1,1“—;) + (ST(X%}) = max((ST(Xg), 6T(X£’))

Comme ExtéQ (T, T3[1]) ~ Home,, (T3, T3) # 0, T;[1] n’est pas un facteur
direct de T; © T. On peut donc supposer que 67(X1,); = dim Home,, (T3, M)
pour tout facteur direct M de T et ot d7(X7,); est la i-éme composante du vec-
teur de dénominateur 67(X7,). Alors B et B’ sont dans addT, et en particulier
67(X%)i = dimHome,, (T;, B) et 67(XE,); = dimHome,, (T}, B').

Mais T; n’est pas compatible avec la paire d’échange (T;,7;) et de plus

7T; # T; (sinon T; a une auto-extension) et 77; % T} (car Extg o T T7) =~ k et
ExtéQ (T3, 7T;) ~ Home,, (T3[1], T3[1]) ~ Ende,, (T;) # k). Il s’ensuit que
dim Home,, (T3, T;)+dim Home,, (T, T;") # max(dim Home,, (T}, B), dim Home,, (T3, B'))
Alors,
(ST(X%}) = max(éT(Xg), 5T(X£/)) — 5T(X,71:1)
= max(dim Home,, (T3, B),dim Home,, (T;, B')) — dim Home,, (T}, T;)
# dim Home,, (T3, T}")

Mais T} est indécomposable rigide donc X% est une variable d’amas dans Cg
qui n’a pas de T-dénominateur. O

Remarque 3.3.11. Cette section illustre la dualité qui existe entre les deux ap-
proches des algébres amassées développées par Buan, Marsh, Reiten et Todorov
et par Caldero, Chapoton et Keller. Cependant, de maniére générale, la pre-
miére approche considére un corps algébriquement clos quelconque alors que la
seconde marche uniquement pour k = C. Ainsi, dans [12], les auteurs montrent
les théorémes et pour k un corps algébriquement clos quelconque.

Remarque 3.3.12. Buan et Marsh ont récemment complété ces résultats dans
le cas ou @ est un carquois affine. Ils ont pu donner dans ce cas une interpré-
tation des vecteurs de dénominateurs des variables d’amas quel que soit ’amas
considéré [9].
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Les travaux de Caldero, Sherman et Zelevinsky sur les algébres amassées
de rang deux ont montré que des bases de ces algébres étaient constituées de
monomes d’amas et, dans le cas ou I’algébre amassée A(B) n’est pas de type fini,
d’une famille de variables correspondant aux racines imaginaires de ’algébre de
Kac-Moody g associée & B. Dans ’étude de la base canonique de Sherman et
Zelevinsky [88], ces variables font intervenir une famille de polyndémes appelés
polynomes de Chebyshev normalisés de premiére espéce. Dans celle de la base
semi-canonique de Caldero et Zelevinsky [22], ces variables font intervenir la
famille des polynomes de Chebyshev normalisés de seconde espéce.

Les polyndmes de Chebyshev normalisés de seconde espéce sont apparus dans
les formules de multiplication presque scindées dans les tubes homogénes du
carquois d’Auslander-Reiten de 'algébre de Kronecker. Ces polyndémes peuvent
étre caractérisés par la relation de récurrence d’ordre deux

Cn(t)? = Cr1(t)Cry1(t) + 1 (3.3)

ou par la relation algébrique

n

Po(t+t71) =Y "2, (3.4)
k=0

L’approche développée par Caldero et Zelevinsky peut étre étendue aux va-
riables généralisées associées aux modules réguliers sur l'algebre des chemins
d’un carquois acyclique ) arbitraire. Cette généralisation repose sur ’obser-
vation du fait que la relation de récurrence (3.3) apparaissant dans les tubes
homogénes du carquois d’Auslander-Reiten de I’algébre des chemins sur le car-
quois de Kronecker peut étre naturellement généralisée & des tubes de rangs
p > 1. En trouvant le cadre adéquat dont reléve cette relation, nous avons in-
troduit une généralisation des polynémes de Chebyshev généralisés de seconde
espéce dans [38]. Ces polynomes apparaissent comme des objets essentiels dans
I’étude des variables généralisées associées aux kQ-modules réguliers.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans la section [£.T} nous introduisons
les relations de récurrence d’ordre deux qui permettent de définir les polynémes
de Chebyshev généralisés & la section Au chapitre [f] nous rappelons des
résultats concernant la structure des composantes réguliéres du carquois AR
d’une algébre de dimension finie héréditaire et montrons que les polynomes de
Chebyshev généralisés sont liés a ces composantes. Dans le chapitre [6] nous
introduisons une généralisation de "application Caldero-Chapoton associée aux
algébres amassées de type Dynkin A et montrons des propriétés analogues a
celles de ’application Caldero-Chapoton. Nous en déduisons des formules de
multiplication pour les variables généralisées associées aux modules réguliers
sur l’algébre des chemins d’un carquois affine.
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La formule de multiplication presque scindée pour l'application Caldero-
Chapoton a motivé ’étude systématique de certaines suites de fractions ration-
nelles définies par récurrence dans [38]. Ces suites avaient déja été étudiées dans
le cas particulier du carquois de Kronecker dans [22]. Dans ce chapitre, nous
présentons cette étude systématique et montrons notamment la polynomialité
des suites considérées en les données initiales. Les polynomes apparaissant sont
appelés polynomes de Chebyshev généralisés et sont des objets récurrents dans
la structure des algébres amassées associées & des carquois acycliques de repré-
sentations infinies.

4.1 Les relations en diamants

Dans cette section, nous étudions une famille de fraction rationnelles sur
Q définies par des relations de récurrence appelées relations en diamants. Ces
relations en diamants ont été introduites dans [38] & partir de la formule de mul-
tiplication presque scindée pour les modules réguliers sur ’algébre des chemins
d’un carquois affine. Nous pouvons cependant les définir de fagon tout a fait
élémentaire.

On se donne {z;1 :i € Z} une famille d’éléments algébriquement indépen-
dants sur Q. Pour tout i € Z, on pose x;0 = 1. On définit alors la famille
{zin i €Z,n>0} déléments de Q(z;1 : ¢ € Z) en posant pour tout n > 1
et tout i € Z :

TinTitln = Tint1Tit1n—1 1 (4.1)

La relation (4.1)) est appelée relation en diamant.
—
Soit A s le carquois (infini)

A 0 1 2 3

oo .

N
dont les sommets sont indexés par N. On construit alors le carquois Z A ., comme
suit :

Définition 4.1.1. Soit @ un carquois. Alors le carquois ZQ est le carquois
défini par :
(ZQ)o =7 %x Qo

et pour tous n, i € ZxQo, on a une fléche (n,i)— (n, j) et une fléche (n, j)— (n+
1,4) dans ZQ si et seulement si i— j dans Q.

Pour tout sous-ensemble J C Z, on note J(@ le sous-carquois plein de ZQ
dont les sommets sont indexés par J X Q.

N

Les sommets de Z A , sont indexés par Z x N. A chaque sommet (i,n), on
associe la variable z; ,,. La situation peut alors se voir sur la figure @, justifiant
la terminologie « relations en diamants ».
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F1G. 4.1 — Relations en diamant

Chaque maille dans ZKOO est de la forme

xi,n-&-l

Limn Ti+1,n

7

Ti+1,n

et la relation (4.1)) peut donc s’interpréter comme une relation dans cette maille.
Le lemme suivant est obtenu par récurrence immédiate :

Lemme 4.1.2. Pour tout n > 1, il existe une fraction rationnelle P, o, €
Q(t1, ..., tn) telle que pour tout i € Z,

Tin = Pn,oo(fi,l, cee 7xi+n—1,1)'
Exemple 4.1.3. Pour tout ¢ € Z, on calcule ainsi

Ti2 = T;1Ti+1,1 — 1
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Ti4+1,1
 (@iawigan — D(wip 0201 — 1) — 1

Ti+1,1

= T1T341,1T542,1 — L4,1 — Ti42,1

En particulier, on remarque que x; 2 € Z[x; 1, Ti+1,1] €t i3 € Z[®i1, Tit1,1, Tit2,1)-
Ce résultat sera démontré de maniére générale au théoréme

4.2 Polynémes de Chebyshev généralisés

Dans cette section nous prouvons la polynomialité des P, o, et définissons
la notion de polynéme de Chebyshev généralisé.

Soit » > 1 un entier, on considére le carquois K,. muni de la numérotation
suivante :

0<—1<~—2 e —1

N
et on note A, = kA,. -

Soit 7 un sommet de A ,, on note .S; le module simple associé & i. Pour tout
n € [0,r —1], il existe un unique A,-module indécomposable de longueur n et de

socle S;, ce module est noté Si(n). Par convention Si(o) désignera le module nul

pour tout ¢ = 0,...,r — 1. Le carquois d’Auslander-Reiten I'(A,) est est alors
décrit dans la figure

0 T

Fia. 4.2 — Carquois d’Auslander-Reiten de A,

N

On note C, la catégorie amassée de A ,. et X?A " I’application Caldero-Chapoton
associée. Le lemme suivant fait apparaitre un analogue de la relation en dia-
mant :
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Lemme 4.2.1. Soitr > 2. Alors pour tout i € [0,7—2] et pour tout n € [0,r—1],

on a
X0 X = XSt X g + 1.

(n) (n) (n+1) (n—1)
S; Sita S; it+1

Démonstration. Soit r > 2. Alors pour tout i € [0, r—2] et pour tout n € [0, r—i],
on a une suite exacte presque scindée

0— 85— 5" @ ST — 51— 0
et la formule de multiplication presque scindée donne

Ar A A A

X Xory =X Xy +1

n n n+1 n—1 .
5m g S

O

Nous donnons par ailleurs une autre formule de multiplication qui sera trés
utile pour établir la polynomialité des P, o :

Lemme 4.2.2. Soit r > 2. Alors pour tout 2 <n <r

A, r o _ YA Ar
Xgnn X8, = X gt + Xjiuay

Démonstration. Pour tout 2 < n < r, on a un isomorphisme de A,-modules
Sén) ~ P,_1. De plus, on a

Ethng(Pn_Q, Sn—l) =0et EXtiQ(Sn—la Pn_g) ~k
et une suite exacte non-scindée
0— P, o— P 1— 51— 0.

D’autre part, Homyg(Pn—2,7S,—1) = kf ot f est est la projection de P,_, sur
son top Sp_2 ~ 7.5, _1. Ainsi, ker f = rad(P,,_2) et coker f = 0. Il suit alors du
corollaire [3.1.13| que

Ay Ay _ Ay A,
XPn—zXSn—l - XPn—l + Xrad(Pn_Q)

mais P, o ~ S(()"_l), P, ~ S(gn) et rad(P,_2) ~ S(g"_2), ce qui prouve le
lemme. O]

Nous pouvons maintenant démontrer une relation de récurrence d’ordre 2
pour les variables z; ,, définies & la section @

Proposition 4.2.3. Pour tout i € Z et pour tout n > 1, on a
Tin = Tin—1Ti4n—1,1 — Tin—2

Démonstration. Soit i € Z et n > 1, on se fixe r € 2Z tel que r > n. D’apres

le corollaire [3.1.20} la famille {Xé\; i ef0,r— 1]} est une famille algébrique-

ment indépendante sur Q. On considére alors le morphisme de Q-algébres :

@.{ QX5 :lefon—1]) — Qay : lE€[ii+n—1])
' Xé}f = T
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D’aprés le lemme [£.2.1] on a alors

‘ﬁ(X;\&)) = Titlk
l

pour tout n € [0,k — i]. D’aprés le lemme |4.2.2] on

A A A A
X o Xgm =X+ X0
S S s(m )

et donc en appliquant ®, on obtient
Tin—1Titn—1,1 = Tin + Tin—2

et la proposition est démontrée. O

4.2.1 Polynémes de Chebyshev généralisés de rang infini

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la polynomialité annoncée
des applications P, ., définies dans le lemme :

Théoréme 4.2.4. Pour toutn > 1, on a
Pn,oo € Z[tla s 7tn]'

Démonstration. Soit i € Z et n > 1. Alors d’aprés le lemme il existe une

fraction rationnelle P, o, € Q(t1,...,t,) telleque ;n, = P oo(Ti1s .- - Titn—1,1)-
D’autre part, il suit de la proposition {.2.3] qu’il existe un polynéome @, €
Zlt1,...,ty] tel que 2, = Qu(®i1, ..., Titn—11)- Les ;1 pour i € Z étant al-

gébriquement indépendants, on a P, o = @, et le théoréme est démontré. O

Remarque 4.2.5. On remarquera qu’il suit de la relation de récurrence de
la proposition que P, oo(t;, ..., titn—1) est un polynoéme unitaire dont le
terme dominant est [J7_0 iy -

Définition 4.2.6. Pour tout n > 1, le polynome P, o € Z[t1,...,t,] défini

dans le lemme est le appelé n-éme polynome de Chebyshev généralisé de
rang infini. Par convention, on pose Py o = 1.

Exemple 4.2.7. Les cinq premiers polyndémes Chebyshev généralisés de rang
infini sont :

Pl,oo(tO) t()
P27oo(t0,t1) tot1 — 1
Ps o (to,t1,12) totita —to — t2
Py o (to, t1,t2,t3) tot1tats — tots — tats — tots + 1
Ps oo (to, t1,t2, t3,ta) | totitatats — tot1te — tot1ta — tatsts + to — totsta +to + ta

On en déduit alors une nouvelle famille de générateurs de l'algébre amassée

A(K,).

Proposition 4.2.8. Soit r > 1, Q un carquois de type Kr. On note X7A lap-
—

plication Caldero-Chapoton sur Cq. Alors A(A,) est engendrée en tant que

Z-algébre par {Xé\i,Xﬁi[l] 1€ Qo}.
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Démonstration. D’aprés le théoréme , A(KT) est engendré en tant qu’al-
gébre par les XJ‘\\4 pour M indécomposable. Soit M un objet indécomposable. Si
M ~ P;[1] pour un certain i € @, alors il n’y a rien & montrer. Sinon M est un

kQ-module indécomposable et il existe alors i € Qg et n > 1 tel que M ~ Si(").
Ainsi,
Xir=Pooo(X5 ..., X8 ) EZXE i€ Q)

i+n—1

O

Remarque 4.2.9. De maniére générale, si ) est un carquois de type KT, le
—

nombre de variables d’amas dans A(A ) est égal au nombre de racines presque
— —
positives de A,, c’est & dire & w Ainsi, la définition usuelle de A, par

r(r+3)
2

toutes les variables d’amas nécessite générateurs. Nous avons obtenu un

N L, v r(r+3)
systeme de 2r générateurs pour A(A,) et 2r < =5 pour tout r > 1.

Remarque 4.2.10. La proposition est en fait un cas particulier de [5],
—
Corollaire 1.21]. En effet, soit @ un carquois de type A,, on note (u,Q) la
graine initiale de A(Q). Pour tout ¢ € Q, on note u, la variable d’amas telle
que u’ = u\ {u; }U{u}} ot u’ est amas de la graine p;(u, Q). Pour tout i € Qo,
I’objet,
T; = S; & P P[]
J#i

est un objet amas-basculant. Puisque pour tout i € Qo, u; = Xp,[1), il suit du

théoréme que X 5&1- " = u}. Ainsi, la proposition @ montre que A(Q) est
engendrée en tant que Z-algébre par uq,...,u;, u},...,u,.. On a ainsi retrouvé
le premier point de [5, Corollaire 1.21] avec en outre la possibilité de préciser
les polynomes intervenant dans les écritures.

On remarquera aussi que les polynémes de Chebyshev et le théoréme
permettent de retrouver le second point du corollaire [5, Corollaire 1.21]. On
rappelle qu'un mondme en wuy, ..., U, u},...,u. est dit standard s’il ne contient

pas de produit de la forme u;u} pour tout i € Qo. On sait, d’aprés les théorémes

et @ que les X ﬁr pour M rigide dans Cq forment une Z-base de I’algébre
amassée A(Q). D’autre part, il suit du second point de [B, Corollaire 1.21] que
les monomes standards en xy,...,%,, x},..., 2, forment une Z-base de A(Q).
Montrons alors que ces deux bases coincident. Soit M un objet rigide dans Cg, on
écrit alors M = Py[1] @ H°(M) ot Pys est un module projectif. Nous verrons
alors au lemme que si dim(H°(M)(i)) # 0, P;[1] n’est pas un facteur
direct de M. Soit U un facteur indécomposable de H(M), on a dim(U (i)) # 0
si et seulement si .S; est un facteur de composition de U. Mais

Py Iy Iy
X5 = Pz(U),oo(XskU - ,XSkU+Z(U)_1)

ot [(U) est la longueur du module U. On a alors i € [ky,ky + {(U) — 1] si et
seulement si S; est un facteur de composition de U. Ainsi, si M est rigide, on
écrit M = @, Mj, la décomposition de M en facteurs indécomposables. On a
alors Xj; = [[, X, - Supposons que P;[1] soit un facteur direct de M, alors
pour tout module M, facteur direct indécomposable de M, on a

— — —

A A A,
X ZPl(Mk),oo(XskMk’-' X )

°? SkMkJrl(Mk)—l
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ou i & [k, kar, +1(My)—1]. Il S’ensuit donc que ijv&iTXpi[l] n’apparait pas dans
Pécriture de Xps. Ainsi, Xjps est un monome standard en x4, ..., 2., 21, ...,z
et les deux bases coincident.

4.2.2 Polynomes de Chebyshev généralisés de rang p

L’idée sous-jacente & cette définition est que les polynoémes de Chebyshev
généralisés de rang infini vont apparaitre dans des relations en diamants dans
—

des carquois de la forme Z A ., alors que les polynomes généralisés de rang p > 1

i
vont apparaitre dans les relations en diamants des tubes de la forme Z A o /(p).
On les construit comme suit.

Soit p > 1, on considére le morphisme de Z-algébres :

o Zlziq = 1€Z) — Zz;q : i € Z/pZ]
P Tl T

ou i[p|] désigne le reste de ¢ modulo p. Alors pour tout n > 1, il existe un unique
polynéme P, , € Z[t1,...,t,] tel que

Pop(@i1s- s Tivp-1,1) = Tp(Prco(Tig1s -+ -y Titn—1,1))
pour tout ¢ € Z. On pose Py, = mp(FPo,00) = 1 pour tout p > 1.

Définition 4.2.11. Soit p > 1 et n > 0. Alors le polynéme P, , € Z[t1,...,t,]
est appelé n-éme polynome de Chebyshev généralisé de rang p.

Exemple 4.2.12. Les cinq premiers polynémes de Chebyshev généralisés de
rang 1 sont

Py 1(to) to

Py (to) ts—1
P3.1(to) 3 — 2tg
Py(to) | t5—3t2+1
Ps1(to) |t — 43 + 3to

Les cinq premiers polyndmes de Chebyshev généralisés de rang 2 sont

P o(to,t1) to
P2’2(t07t1) totl — 1

Ps 5(to, 1) 3t — 2tg
Pyo(to,t1) | t3t3 — 3oty + 1
Pso(to, t1) | tats — 4t2t1 + 3to

( ) to

( ) totl —1
P3 3(to,t1,12) totita — 1o — 1o

( )

( )

totdty — toty — tatg — 3 + 1
B3t5ty — t2t) — tots — 2totits +to + b1 +t2
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Les cinq premiers polyndémes de Chebyshev généralisés de rang 4 sont

Py 4(to,t1,t2,t3) to

P2 4(t07t1,t2,t3) totl —1

Ps 4(to,t1,12,1t3) tot1ta —to — to

Py 4(to,t1,t2,13) tot1tats — tot1 — tatg — totz + 1

Ps 4(to, t1,t2,t3) | tititats — totita — tot1 — totats + to — tats + 2to

Les cinq premiers polynomes de Chebyshev généralisés de rang p > 5 coin-
cident avec les cinq premiers polynomes de Chebyshev généralisés de rang infini.

Comme pour les polynémes de Chebyshev généralisés de rang infini, on peut
faire apparaitre les polynémes de Chebyshev généralisés de rang p & partir des
relations en diamant.

Lemme 4.2.13. Soit {v;,, : i € Z/pZ,n > 1} une famille d’indéterminées sur
Q telle que pour tout i € Z/pZ et tout n > 1, on a

Vi nVit1,n = Vint1Vit1,n—1 + 1
0w v; 0 = 1 pour tout i € Z/pZ. Alors pour tout n > 1 et tout i € Z,

vi,n = Pn7p(1)7;71, Ce 7'Ui,p)~

4.2.3 Polynémes de Chebyshev généralisés et normalisés

Nous allons maintenant justifier la terminologie « polynéme de Chebyshev
généralisé »en montrant dans quelle mesure ces polynémes sont une généralisa-
tion des polynomes de Chebyshev usuels.

Polynémes de Chebyshev normalisés de premiére espéce Les poly-
nomes de Chebyshev normalisés de premiére espéce sont apparus dans [88] lors
de I’étude de la base canonique pour certaines algébres amassées de rang 2.

Définition 4.2.14. Pour tout entier n > 1, le n-éme polynéme de Chebyshev
normalisé de premiére espéce est I'unique polynome F,, € Z[t] tel que

Fo(t+t7Y) =t 4+t

Par convention, on pose Fy = 1. Ainsi, pour tout n > 0, F), est un polynéme
unitaire de degré n dans Z[t].

Polynémes de Chebyshev normalisés de seconde espéce Les polynomes
de Chebyshev normalisés de seconde espéce sont apparus dans [22] pour étudier
la base semi-canonique de ’algébre amassée associée au carquois de Kronecker.
Initialement, ces polyndmes sont issus des formules de multiplications presque
scindées dans les tubes homogénes. C’est en ce sens que les polynémes de Che-
byshev généralisés vont généraliser les polynomes de Chebyshev normalisés de
seconde espéce.

Définition 4.2.15. Pour tout entier n > 1, le n-éme polynéme de Chebyshev
normalisé de seconde espéce est 'unique polynome C,, € Z[t] tel que

L4+t Zt” 2k
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Par convention, on pose Cy = 1. Ainsi, pour tout n > 0, C,, est un polynome
unitaire de degré n dans Z[t].

Pour tout n > 2, les polynémes de seconde espéce sont reliés aux polynomes
de premiére espéce par la relation suivante :

3]
Co(t) =Y Faok(t)
k=0

Fo(t) = Cp(t) — C_s(t)

On sait que les polynémes de seconde espéce sont caractérisés par la relation
en diamant suivante :

Lemme 4.2.16. Soit (P,,),>1 C Z[t], une famille de polynomes tels que Py = 1,
Pi(t) =t et pour tout n > 1, on a

Po(t)* = Pp_1(t) Py (t) + 1.
Alors P, (t) = Cy(t) pour tout n > 0.

La terminologie « polynémes de Chebyshev généralisés »introduite se justifie
donc par :

Lemme 4.2.17. Pour tout n > 1, le n-éme polynome de Chebyshev généralisé
de rang 1 est égal au n-éme polyndome de Chebyshev normalisé de seconde espéce.

Démonstration. Soit t une indéterminée sur Q, d’aprés le lemme au rang
p =1, on a la relation

Pn,l(t)2 = n+1,1(t)Pn71,1(t) +1

et donc d’aprés le lemme @, ona P, =0C,. O
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Dans ce chapitre, nous étudions la structure des composantes réguliéres
du carquois d’Auslander-Reiten d’une k-algébre de dimension finie héréditaire.
Nous introduisons la notion de caractére sur une catégorie de modules qui vient
généraliser "application induite par ’application Caldero-Chapoton sur un car-
quois de modules sur une algébre de type A linéairement orienté. Nous montrons
que les polyndémes de Chebyshev généralisés apparaissent alors naturellement
pour les valeurs de ces caractéres sur les composantes réguliéres d’un carquois
d’Auslander-Reiten d’une k-algébre de dimension finie héréditaire.

5.1 Carquois a translation

La structure des composantes réguliéres du carquois AR d’une algébre hé-
réditaire est parfaitement connue (voir [3] par exemple). Nous rappelons les
résultats essentiels & ce propos ainsi que la terminologie utile par la suite.

Un carquois non nécessairement fini I' est dit localement fini si pour tout
sommet ¢ € 'y, le nombre de fleches o € T'y telles que s(a) = ¢ ou t(a) = i est
fini.

En reprenant la définition de [78], un carquois d translation stable est un
couple (I',7) ou I' = (T'y,T'1) est un carquois localement fini sans 1-cycles et
7 : Tg— 'y est une bijection appelée translation telle que pour tous z,y € Iy,
il existe une bijection de ’ensemble des fléches y— = vers ’ensemble des fleches
Tx—> y. Si la translation est implicitement définie, on dit simplement que T est
un carquois a translation stable.

Etant donné un carquois & translation stable (T, 7), une polarisation de T'
est une bijection ¢ : T'1— T'; telle que o(«) : Ta— y pour tout « : y— x. Si
Q est sans fleches multiples, alors il existe une unique polarisation de I.

Exemple 5.1.1. Soit

| ZxN — ZxN
T (i,n) +— (i—1,n)

-
Alors (ZA «,7) est un carquois a translation.

Définition 5.1.2. Soit I' = (I'g,I'1) un carquois localement fini et G un groupe,
on dit que G agit par automorphismes sur I si G agit sur I'g et I'; de sorte que
pour toute fleche o : z—y € 'y, on ait ga : gr— gy . En particulier, on a
toujours un isomorphisme de carquois gI' ~ T'.

Si (T, 7) est un carquois a translation stable et que G agit par automor-
phismes sur I', alors G est appelé automorphisme de carquois a translation
stables si I'action de G commute & la translation.

On dit que G agit par automorphismes admissibles sur un carquois loca-
lement fini I" si il n’y a pas de fléeches entre deux sommets Iy d’une méme
G-orbite.

Définition 5.1.3. Soit I' = (T'g,I';) un carquois localement fini et G un groupe
d’automorphismes admissibles de I' tel que I’action induite sur I'g est libre. Le
carquois quotient I'/G est le carquois localement fini dont les sommets sont
indexés par les G-orbites de sommets dans I'g. Si Z, 7 sont deux sommets dans
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I'/G correspondant aux orbites de sommets x et y de I'g, alors 'ensemble des
fleches £— ¢ dans T'/G est en bijection avec ’ensemble des fleches x— gy
dans I'y ou g parcourt G.

Lemme 5.1.4. Soit (I',7) un carquois d translation et G un groupe agissant
sur I' par automorphismes admissibles de carquois a translation stables. Alors
la translation de T induit sur T'/G une structure de carquois 4 translation.

Démonstration. Montrons que (I'/G,T) est un carquois a translation pour la
translation définie par 7& = 7z pour toute G-orbite & d’un sommet z € T'g.

Montrons d’abord que I'/G est un carquois localement fini. Soit & € (I'/G)o
et soit  un relévement de Z dans T'y. Soit § € (T'/G)o tel que 2— ¢ dans T'/G.
Par définition de I'/G, il existe alors un relévement y de § dans I'y et un g € G
tel que x— gy. Le nombre de sommets z € I'y tels que x— z dans I' étant
fini, il existe uniquement un nombre fini de § dans (I'/G) tels que £— §. Soit
maintenant un sommet § € (I'/G)o tel que Z— ¢ dans I'/G. Alors le nombre
de fleches 2— § dans I'/G est égal au nombre de fleches x— gy ot y est un
relévement fixé de g et ol g parcourt G. Le carquois I' étant localement fini, ce
nombre est fini. Ainsi, pour tout & € (I'/G)o, le nombre de fleches « € (I'/G)
telles que s(a) = Z est fini. On montre de méme que le nombre de fléches
a € (I'/G); telles que t(a) = Z est fini et donc que I'/G est localement fini.

Soit Z un sommet de I'/G, comme G agit par automorphismes admissibles,
il n’y a pas de fleches de x vers gz pour tout g € G et donc il n’y a pas de fléeches
Z— & dans T'/G. Ainsi, T'/G ne contient pas de 1-cycle.

Soit maintenant une fleche §— & dans I'/G, il lui correspond une unique
fleche y— gz pour un certain ¢ € G et donc une unique fleche 7(gz)— y.
Comme G agit par automorphismes de carquois a translations, on a 7(gz) = g7z
et donc il lui correspond une unique fléche 72— g~y et ainsi une unique fleche
TE— . O

La catégorie de mailles Soit (I',7) un carquois a translation, la catégorie
des chemins P(T',7) de I" est la catégorie dont les objets sont les sommets de T
Pour tous z,y € I'g, les morphismes de z vers y dans P(I', 7) sont les éléments
du k-espace vectoriel dont une base est donnée par les chemins de = vers y dans
T.

L’idéal des mailles de la catégorie de chemins de (T, 7) est I'idéal engendré
par les relations de mailles

pour tout x € I'y.

Définition 5.1.5. La catégorie de mailles M(T,7) est par définition la caté-
gorie des chemins de (', 7) quotientée par l'idéal des mailles.

Une catégorie k-linéaire K est dite standard si son carquois d’Auslander-
Reiten est un carquois a translation et si elle est isomorphe a la catégorie de
mailles sur son carquois d’Auslander-Reiten.
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5.2 Structure des tubes

5.2.1 Les tubes comme carquois a translation

Considérons le carquois & translation (ZTA)OO,T) de I’exemple Alors T
agit sur ZKOO par automorphisme de carquois a translation. Soit p > 0 un entier.
Alors le sous-groupe (77) du groupe cyclique (1) agit par automorphisme de
carquois a translation. On définit alors le carquois ZKOO /(p) comme le carquois

=
quotient Z A o,/ (TP) qui est naturellement muni d’une structure de carquois a
translation d’aprés le lemme

Définition 5.2.1. Soit p > 1 un entier. Un carquois & translation stable 7°
isomorphe 3 ZTA)OO/(p) est appelé un tube. L’entier p est appelé le rang de T et
on note p = rg(7).

Un tube de rang 1 est dit homogéne. Un tube de rang p > 1 est dit excep-
tionnel.

N
Les tubes et les composantes Z A ., sont les seules structures possibles pour

les composantes réguliéres du carquois d’Auslander-Reiten d’une k-algébre de

dimension finie héréditaire. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.2 ([3]). Soit A une k-algébre héréditaire de dimension finie de
représentation infinie, et soit R une composante réguliere de T(R(A)). Alors en

tant que carquois & translation R est isomorphe 4 Z A o /(p) pour un certain
entier p > 0.

On remarquera que dans le cas ou p = 0, le carquois obtenu est simple-
—
ment Z A .. Nous verrons en outre que pour tout p > 1, il existe une algébre
héréditaire de dimension finie A telle que T'(A) contient un tube de rang p.

5.2.2 Les tubes comme catégories quotients

Soit donc A une k-algébre héréditaire de dimension finie. Soit 7 un tube
de rang p > 1 dans I'(A). On note add7 la sous-catégorie pleine de A-mod
engendrée par les objets dans 7. Par abus de terminologie, une catégorie de
la forme add7 pour 7 un tube est aussi appelée tube. On sait que si T'(A)
contient un tube, alors A est une algébre de représentation affine et add7 est
une catégorie standard (voir [79,[80, 89] par exemple). On a ainsi une équivalence
de catégories

add7 ~ M (ZKOO/(p)) .

Nous voulons maintenant donner une autre description des tubes.

Soit (I',7) un carquois A translation stable sans fleches multiples et G un
groupe agissant sur I' par automorphismes admissibles de carquois a translation.
Alors l’action de G sur I' induit naturellement une action de G sur la catégorie
des chemins P(T', 7). De plus, comme I" n’a pas d’arétes multiples, il existe une
unique polarisation ¢. Ainsi, puisque G commute avec la translation, pour tout
z€ly,ona

gmy = g. Z ola)a = Z o(ga)ga = Z o(a)o = mgy.

ay— aay— a:gy— g
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Il s’ensuit que G conserve 'idéal des mailles et induit donc une action par
automorphismes sur la catégorie de mailles M(T', 7).

Proposition 5.2.3. Soit (I',7) un carquois & translation stable sans fléches
multiples et G un groupe agissant par automorphismes admissibles de carquois
a translation stables sur T'. Alors

MT,7)/G =~ M(T/G,T)

Démonstration. On définit le foncteur ® : M(T,7)/G— M(T/G,T) comme
suit. Par définition de la catégorie d’orbites et de la catégorie de mailles, un objet
dans M(T', 7)/G est un sommet dans I'. Soit donc z un tel objet, on lui associe
alors ®(z) = 7 la G-orbite de z, par définition du carquois quotient, c’est un
objet dans M(T'/G, 7). Une base pour les morphismes z— y dans M(T', 7)/G
est donnée par les chemins x— gy pour ¢ € G. Ainsi, ® est l'identification
naturelle

Hom py(r,r)/c (2, y) = €D Homayr ) (2, gy)
geG
~ Hom y(r/a,r) (T, 9)-

et alors ® est une équivalence de catégories. O

Corollaire 5.2.4. Soit T un tube de rang p > 0. Alors
addT ~ M(ZA oo, 7)/(77)

N

Démonstration. On considére le groupe cyclique G engendré par 7P sur Z A .

Par définition, G agit par translation sur Z A ., et D'action induite par 7 sur
—

M(ZA «,7) est aussi la translation. Alors, d’aprés la proposition , on a

M(ZE oo/ (p),7) = M(ZH o0, 7)/ (77)

mais par définition add7 ~ M(ZKOO/(])), T) ce qui prouve le corollaire. O

5.3 Structures des composantes réguliéres en gé-
néral

Nous revenons maintenant a I’étude des composantes réguliéres en général
présentée dans [3] [79]. Soit A une k-algébre de dimension finie héréditaire de
représentation infinie. Comme dans la section on note R(A) la sous-catégorie
pleine des A-modules réguliers et T'(R(A)) son carquois d’Auslander-Reiten. Par
définition, une composante réguliécre de T'(A) est une composante connexe de
T'(R(A))- Soit R un composante réguliére de I'(A). Un A-module dans R est dit
quasi-simple si il n’existe pas de sous-module propre N C M dans R. Soit M
un objet dans R. Alors il existe une suite

O=MyCcMyC---CM, =M

appelée suite de quasi-composition de M telle que M;/M;_; est un module
quasi-simple de R pour tout i = 1,...,r. L’entier r est uniquement défini et
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est appelé quasi-longueur de M, My est appelé quasi-socle de M et M,_q est
appelé quasi-radical de M.

Si R contient un nombre fini p de modules quasi-simples, alors R est un
tube de rang p et A est une k-algébre de représentation affine. Sinon, R est une
composante de la forme ZKOO et A est une algébre de représentation sauvage.

—
D’apreés le théoréme ona R ~ZA ./(p) pour un certain entier p > 0. On
note alors {R; : i € Z/pZ} les quasi-simples de R ordonunés de sorte que TR; =
R;_; pour tout i € Z/pZ. Pour tout entier n > 1, on note Rl(n) I'unique objet
indécomposable de R de quasi-socle R; et de quasi-longueur n. En particulier, on
a Rgl) = R;. Par convention, on pose RZ(-O)
est alors décrit dans la figure

En particulier, pour tout entier n > 1 et i € Z/pZ, on a une suite presque
scindée

= 0. Le carquois d’Auslander-Reiten

0— R{"— R"™V @ BTV — R, —o0.

5.4 Caractéres et polyndmes de Chebyshev géné-
ralisés

Dans cette section nous introduisons la notion de caractére sur une catégorie
abélienne. Cette notion sera a priori distincte de la notion de caractére cluster
introduite & la section B2

Définition 5.4.1. Soit 4 une catégorie abélienne. Un caractére sur A est la
donnée d’une application X définie sur les objets de A et & valeurs dans un
anneau unitaire A tel que :

1. si M ~ N, alors Xy = Xy ;

2. pour tous objets M, N de A, on a

Xpmen = XuXy;
3. pour toute suite presque scindée 0— M — B— N— 0 dans A, on a
XyXy=Xp+1.

Exemple 5.4.2. Soit A une k-algébre héréditaire de dimension finie, on sait
qu’il existe un carquois acyclique @ tel que kQ-mod est équivalente & A-mod
(voir [I] par exemple). En identifiant ces deux catégories, ’application induite
sur la catégorie de modules kQ-mod par ’application Caldero-Chapoton X? est
un caractére sur A-mod en vertu de la formule de multiplication presque-scindée

(proposition [3.1.10)).

Nous montrons maintenant que les polynémes de Chebyshev généralisés ap-
paraissent naturellement dans les composantes réguliéres des carquois d’Auslander-
Reiten d’algébres héréditaires de dimension finie.

Théoréme 5.4.3. Soit A une k-algébre héréditaire de dimension finie et de
représentation infinie, soit X7 un caractére sur A-mod a valeurs dans un anneau

unitaire A. Soit R o~ ZKOO/(p) une composante réguliere de T'(A) pour un
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certain entier p > 0. Soient {R;,i € Z/pZ} les quasi-simples de R ordonnés de
sorte que TR; ~ R;_1 pour tout i € Z/pZ. Alors pour tout i € Z/pZ et pour
toutn >1, on a :

XREM =P, o(Xg,,- -, Xr

i+n71)'

De plus, si p > 0, alors

Xom = Ppp(Xg,,..., XR

R i+p—1)'

Démonstration. On considére le morphisme surjectif d’algébres

o[ Pleini€Z] — ZXn,icZ/pll
’ zi1  +— XRg,

Puisque pour tout n > 1 et tout ¢ € Z/pZ, on a une suite presque scindée
0— B R & RO R0
et que X- est un caractére, on a
XR§”> X

= X ) X pn—1) + 1.
g = Ko X

Ainsi, pour tout n > 1 et tout i € Z , on a
QS(‘CEZJL) = XRi

mais
Tim = Proo(Tit, ) Titn-1,1)

donc finalement

¢(xz,n) = QS(Pn,oo(mi,la cee 7xi+n71,1))
=Py oo(d(xin), s (Titn-11))
= Pn,oo(XRm oo 7XRi+n—1)

Sip > 0, alors pour tout ¢ € Z on a R, ~ R; et donc Xp
que

— ? o
i = XR,- Il s’ensuit

Pﬂ7OO(XRi7 s ’XRi+n—1) = Pn,p(XRw s 7XR'i+p71)'

O

Exemple 5.4.4. Soit A une k-algébre héréditaire de dimension finie telle que
I'(A) contienne un tube homogéne 7. Soit M l'unique quasi-simple de 7 et
pour tout n > 1, on note toujours M DPunique indécomposable dans 7 de
quasi-socle M et de quasi-longueur n. Pour tout caractére X» sur A-mod, on a
alors

Xy = Pp1(Xar) = Cr(Xnr)-

Soit @ un carquois acyclique tel que kQ-mod est équivalente & A-mod. Consi-
dérons alors X?Q lapplication Caldero-Chapoton sur la catégorie amassée Cq
associée a . On a alors

X]Cé(n) = Cn(XI?/[)

comme cela a été remarqué dans [22] pour le cas du carquois de Kronecker.






Chapitre 6

Caractéres et formules de
multiplication

79



CHAPITRE 6. CARACTERES ET FORMULES DE MULTIPLICATION 80

Dans ce chapitre, nous utilisons les méthodes introduites dans [16] pour
définir un caractére X;& ~ sur la catégorie rep(A2) des représentations de di-
mension finie du carquois infini de type A linéairement orienté. Nous montrons
que ce caractére coincide localement avec 'application induite par I’application
Caldero-Chapoton sur les catégories de représentations de dimensions finies d’un
carquois de type KT. Nous en déduisons des formules de multiplication pour le
caractére sur rep(A%). Dans un second temps, nous rappelons la description des
composantes réguliéres du carquois AR d’une algébre héréditaire pour pouvoir
appliquer les résultats obtenus sur le caractére Xr_‘} < a I’application induite par
I’application Caldero-Chapoton X7Q sur les composantes réguliéres de T'(kQ) ou
Q) est un carquois acyclique. En particulier nous démontrons des formules de

multiplication pour I’application Caldero-Chapoton. Ces travaux sont adaptés
de [38].

6.1 Un caractére sur la catégorie rep(AY)

Nous commencgons par décrire briévement la catégorie rep(A3) des représen-
tations de dimension finie du carquois A afin de pouvoir définir un caractére
sur la catégorie rep(AZ).

6.1.1 La catégorie de représentations de A

Considérons le carquois infini A% dont ’ensemble des sommets est Z et pour
tous ¢, j dans Z, on a une fleche i— j si et seulement si j =7 — 1.

AZ: 1 0 ~1 —2

On consideére alors la catégorie rep(A32) des représentations de dimension finie
de AZ. Etant donnée une représentation M de rep(AZ), on appelle support de
M et on note supp(M) l’ensemble des sommets ¢ € Z tels que M(i) # 0. Si
J C Z, on note

rep;(A%Y) = {M € rep(TA}OO) : supp(M) C J} :
— —
Pour tout intervalle fini J de Z, on note A ; le carquois isomorphe & A |y
dont les sommets sont numérotés de max(J) & max(J) — [J| + 1, c’est a dire

KJ: max(J) —max(J) -1 —— - ——=max(J) — |J| + 1

Alors I'application FJ : repJ(Ag)—wep(KJ) définie par

(FyM)(i) =~ M(i)
(FyM)(i—j) = M(i— j)

pour tous i, j € J est fonctorielle et induit une équivalence de catégories

00 ~ d
Fy:rep (AZ) — rep(A ).

oo
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Pour tout i € Z, on pose S; la représentation définie par

Si(j) =0 sij#i
Si(a) =0 pour toute fleche .
Alors {S;},c; est un ensemble complet de représentants des isoclasses de repré-

sentations simples de AZ. Pour tout entier n > 1 et tout ¢ € Z, on note Si(”) la
représentation de A définie par

Si(j) ~k sii—n+l1<j<i

Si(j) =0 sinon
Si(j—1) =idy sii—n+2<j<ietl=j5-1
Si(j—1) = sinon

En particulier, Si(l) = S;. Alors ’ensemble {Si("),i €Z,n> 1} est un ensemble
complet de représentants des isoclasses de représentations indécomposables. Par

convention on pose SZ-(O) = 0 pour tout 7 € Z. Alors pour tout i € Z, on a une
suite infinie de monomorphismes irréductibles

Si— 8P 8@, ..
et on peut de plus donner une description compléte des suites presque scindées
dans rep(AY) :
Lemme 6.1.1. Pour tout v € Z et tout n > 1, on a une suite presque scindée

0— S — 8"V @ STV — 8 —0
dans rep(A).
En particulier, on peut définir la translation comme le foncteur additif défini

par
TSZ-(n) ~ Sz(f)l

pour tout ¢ € Z et tout n > 1.
Le carquois d’Auslander-Reiten de rep(A%) est décrit a la figure Il est

. —
isomorphe & Z A .
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FiG. 6.1 — Carquois d’Auslander-Reiten de rep(AZ)

Puisque rep(AZ) est localement équivalente & des catégories de la forme
—
rep( A y), il s’ensuit que rep(A) est une catégorie standard et donc

rep(AY) ~ M(ZTA)OO).

Soit NZ ’ensemble des suites presque nulles d’entiers naturels indexées sur
Z. Etant donnée une représentation M € rep(AY), on définit son wvecteur de
dimension par

dim M = (dim M (i));ez € NZ.
On note Ky(AZ) le groupe de Grothendieck de rep(A%), alors dim induit un
isomorphisme de groupes abéliens Ko(A) ~ ZZ ot Z% est I’ensemble des suites
presque nulles d’entiers relatifs indexées sur Z. Soit ¢ € Z, on note «; la suite
(6:j)jez € NZ. Alors on a
dim S; = «;.

Etant donné un vecteur de dimension e = (e;) € N, on appelle support de e et
on note supp(e) 'ensemble des i € Z tels que e; # 0. On note

rep(AYX,e) = {M €rep(AY) : dim M = e}
que ’on peut identifier & la variété irréductible
H k® x k%I,
i,jE€supp(e),i— j

Soit J un intervalle fini de Z contenant supp(e). Alors ’application F; induit
un isomorphisme de variétés

—

rep(AZ, e) ~ rep(A j,e).
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Lemme 6.1.2. Soient M, N € rep(AY). Alors
Exto (M,N) =0
pour tout i # 0, 1.
Démonstration. Soit une suite exacte dans rep(AY)
O0—N—FE,_ 1— - —FEy— M—0

. . . i—1
Soit J un intervalle fini de Z contenant supp(N) U supp(M) U J,_, supp(E;).
On obtient alors une suite exacte

O0—N—FE,_1— - — Ey— M—0
dans rep(K J)-mod qui correspond & un élément de Ext% (M, N). Mais puisque
J

rep(K ;) est une catégorie héréditaire, on a Ext—> (M, N) = 0 pour tout ¢ > 2.
Ainsi, si i > 2, la suite

0—N—E_1— - —Ey— M—0
correspond & ’extension triviale et donc Extf&g (M,N)=0. O
On note alors (—, —) la forme d’Euler sur rep(AZ2) définie par :
(M, N) = dim Homyz (M, N) — dim Ext (M, N)

pour tous objets M, N dans rep(A32). Alors, (—, —) est bien définie sur le groupe
de Grothendieck.

6.1.2 Un caractére pour rep(AY)

Nous définissons maintenant un caractére au sens de Caldero et Chapoton
pour la catégorie des représentations de dimension finie de ASS.
Soit M € rep(AX) et e € NZ un vecteur de dimension, on note

Gre(M) = {N € rep(AZ,e) : N est une sous-représentation de M} .

Soit J un intervalle fini de Z contenant supp(M). Alors I’application F; induit
un isomorphisme de variétés de Gre (M) vers la grassmannienne Gre(F ;M) dans

=,
rep(A ).
On se fixe u = {u; : ¢ € Z} une famille d’indéterminées sur Z.

Définition 6.1.3. On définit I’application X;&z définie de I’ensemble des objets
de rep(A%) a valeurs dans I'anneau Z[u*'] des polynomes de Laurent en v par

AT —(e,a;)—(a;,dim M —e
X0 = > x(Gre(M)) [y (o0 tendim=e)

ecNZ €L

Il est clair que X;& > est invariante sous isomorphismes.
Soit A, B C Z, on notera A € B si

{min(A) — 1} U AU {max(A) + 1} C B.

Pour tout intervalle fini J de Z tel que |J| = r et max(J) = z' on note
XA" I’application Caldero-Chapoton sur C—» & valeurs dans Z[ ceey uzﬂr]

Le lemme suivant montre que localement, ce caractere coincide avec I’ apphcatlon
Caldero-Chapoton.
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Lemme 6.1.4. Soit M € rep(AY) et soit J un intervalle fini de Z tel que
supp(M) € J. Alors

A% A
X =Xp -

Démonstration. Soit e € NZ tel que supp(e) € J. Alors I'application F; induit
un isomorphisme de variétés

Fy: Gre(M)— Gre(FyM).

Si supp(e) & J, alors supp(e) ¢ supp(M) et donc Gre(M) = (). Soit alors
e € NZ tel que Gre(M) # 0. Alors supp(e) € J et donc pour tout i € Z, on a

— (e, ;) — (a,dim M —e) =0
sii¢&Jet
— (e, ;) — (a;,dim M — e) = — (e, ;) — (o, dim (F; M) — e)

pour i € J ou le membre de gauche est calculé dans rep(A) et celui de droite

2,
dans rep( A ;). Il S’ensuit que

AT —(e,a;)—{a;,dim M —e
Xir = 22 x(Gre(M) [ Jwr >

ecNZ i€Z

— Z X(Gre(FJM)) Hu;<e,ai>7<ai,dimFJMfe>
ecNZ icJ

= X5

O
Remarque 6.1.5. Pour avoir I’égalité des formes d’Euler, il est nécessaire de

prendre J tel que supp(M) € J. Ainsi, si on prend J tel que supp(M) C J mais
supp(M) & J, alors Xﬁg #* Xﬁﬁvr

- A . P
En particulier, X5 > posséde les propriétés suivantes :

Corollaire 6.1.6. 1. Soit M, N deuz objets dans rep(A). Alors
AZ AZ AT
Xaron = Xo” Xy

2. Pour tout suite presque scindée 0— M — B— N—0 dans rep(A),
on a - .
XyFXn= = Xp= + 1.

En particulier, pour tout i € Z et tout n > 1, on a

Xﬁgg)ng)l = X?;;H)Xﬁg;l) +1.
Démonstration. On ne montre que le second point, le premier point se montre de
la méme maniére. Soit J un intervalle fini de Z tel que supp(V)Usupp(M) € J.
Puisque F; induit une équivalence de catégories, on a une suite exacte presque
scindée
0—F;M— F;B— F;N—0
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dans rep(K J) et donc d’apres la formule de multiplication presque scindée dans
rep(A ;), on a
Iy X Iy
XeuXey=Xpp+1
D’autre part, puisque dim B = dim M + dim N, on a
supp(B) C supp(M) Usupp(N) € J
et donc d’aprés le lemme on a

Y AZ A AZ A AZ
J — J — J o
Xpy =X Xy =Xy~ et Xp g = Xp~

et donc . -
XoFXN= = Xp= + 1.
La derniére assertion suit du lemme [6.1.1] O

On déduit alors de la relation en diamant dans le corollaire que :

Corollaire 6.1.7. Pour tout i € Z et tout n > 1, on a
s AZ AZ
XS(") = Pn700(XSi ,...,XSH%l).

Nous pouvons aussi déduire du lemme une formule de multiplication

pour les X ; A5 Ftant donnés des ob jets indécomposables M, N, Z dans rep(AZ),
on note Ext ace (N, M)z Tensemble des suites exactes de Ext AOO(N M) dont le
terme central est isomorphe & Z et Homy (M,7N)z 0 ensemble des morphismes
f: M— TN tels que ker f ® Tflcokerf Z.

Proposition 6.1.8. Soient M, N deux représentations indécomposables telles

que Extkg (N, M) #0. Alors

X(PExth o (N, M) X2 Xy = Y (X(PExt}m (N, M)z) + x(PHompz (M, 7N) Z)) Xh=
z

ot Z parcourt ’ensemble des isoclasses de rep(A).

Démonstration. Soit J un intervalle fini de Z tel que
supp(M) Usupp(N) Usupp(tN) € J

alors pour toute suite exacte 0— M — Z— N—0, on a supp(Z) € J et
pour tout morphisme f € Homye (N, M), on a supp(ker f @ 7 lcoker f) € J.
D’autre part, pour tout Z € rep(AZ), F; induit des isomorphismes

Ext}o (N, M)z = Ext> (FyN,FsM)p,z,
HomAg(Mﬂ'N) HOHI—> (FJM FJTN)F]Z ~ HOIH—> (F]M TFJN)F]Z

Puisque Extlx (FyN,F;M) # 0, on a nécessairement ExtK (F;M,F;N) =0
J J
et donc
Ext_ (FyN,FyM) =~ ExtL. (F;N,F;M)
J J
o~ HOmKJ(F‘]M7 TF;N)
~ Ext} _ (FsM,FyN)
J
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D’apreés la formule de multiplication dans le cas fini (théoréme(3.1.11)), on a alors

X(PExt (FyN, FyM)XpaXih = X(PExt (FyN, FyM)r, 2)Xp%
F;Z

+ x(PHomy (FyM,7F;N)p,2) X%
Il suit alors du lemme [6.1.4] que

X(PExt}o (N, M) Xy Xy = Y (X(IPExt}m (N, M)z) + x(PHomps (M, 7N) Z)) XA%
zZ

O
En particulier, on a
Corollaire 6.1.9. Soient M, N des représentations indécomposables dans rep(A3)
tels que Ext}%g (N, M) #0. Alors Extkg (N,M) ~Fk et
Xom XA = Xp= + X~
ot E est l'unique objet de rep(AX) tel qu’il existe une suite exacte non-scindée
0—M—E—N—0
et ou 0 # f € Homy (M, 7N).

Démonstration. Soit J un intervalle fini de Z tel que J 3 supp(M)Usupp(N)U
supp(7N). Alors F;M et F;N sont des représentations indécomposables de
B

A ; telles que ExtlK (FyN,F;M) # 0. 1l s’ensuit que EXHK (FyN,F;M) ~
J J

k et donc Ext).. (N, M) ~ k. De plus il suit de la formule de multiplication
unidimensionnelle (théoréme|3.1.12)) que

s yvA X x
J J o — J J
XpuXe,n = Xp e+ Xe)B

avec F;E 'unique objet tel qu’il existe une suite exacte non-scindée
0— FyM— FjE— FyN—0

et FyB = ker (F;f) ® 7~ 'coker (F;f) ou 0 # F;f € Homs (FyM,7F;N).

Le corollaire vient alors du fait que F; est une équivalence de catégories de
—
rep ;(AL) ~rep(A ;) et du lemme O

Nous pouvons déduire du lemme un résultat d’indépendance linéaire
pour les valeurs du caractére sur la catégorie rep(A%).

Corollaire 6.1.10. La famille
(x5 iez}

est algébriquement indépendante sur Q.
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Démonstration. Soit t = (¢;,7 € Z) une famille d’indéterminées sur Q, pour
tout v € N”, on note t = [[,., ;. Soit P(t) = 3 .z @yt un polynome tel
que P(X?‘”,z’ € Z) = 0. Soit alors J un intervalle fini de Z tel que |J| € 2Z et

{supp(v) : a, #0} € J,

alors, d’apres le lemme [6.1.4] on a
_ AZ _ Ay L
0=P(Xg>,i€Z)=PXp% :i€J)

_
mais pour tout ¢ € J, F;S; est une représentation simple dans rep(A j), il

suit alors du corollaire [3.1.20[ que la famille {X ﬁjgi;i eJ } est algébriquement

indépendante sur Q et donc que P est le polyndéme nul. O

6.2 Revétements et formules de multiplication dans
les tubes

Nous montrons maintenant des formules de multiplication pour les variables
généralisées associées & des modules contenus dans un tube. Pour cela, nous
utilisons les revétements des tubes par des composantes de type ZKOO décrits
a la section [5.2] et utilisons les formules de multiplication pour les caractéres
associés a ces composantes infinies introduits a la section [6.1]

On se fixe @ un carquois acyclique et 7 une composante réguliére de I'(kQ)

telle que 7 ~ ZKOO/(p) pour un entier p > 1. En particulier, () est un carquois
affine (voir définition . On note add7 la sous-catégorie pleine de kQ-mod
engendrée par les objets indécomposables dans 7. D’apres le corollaire [5.2.4] on
a alors -

add7 ~ M(ZA »)/(7P).

Pour simplifier les notations, on notera 7 pour add7 si cela ne préte pas a confu-
sion. Soit {R;,i € Z/pZ} une famille compléte de représentants des isoclasses
d’objets quasi-simples de 7 ordonnés de sorte que 7R; ~ R;_.

On se fixe une équivalence de catégories M(ZTA}OO) ~ rep(A3), on a alors
une équivalence de catégories

T ~rep(AZ) /(7).

Tout objet M dans 7 peut étre vu comme la 7P-orbite d’un objet de rep(A).
On notera donc en général M les objets de 7 et les relévements de M dans
rep(AX) sont les 7*P M pour k € Z. Quitte & composer avec la translation, on
peut supposer que 'équivalence 7 ~ rep(A)/(7P) est choisie telle que
Si = Rpy)

pour tout i € Z. o

Etant donnés deux objets M, N dans 7 et M, N des relévements dans
rep(A%), on a alors

Homy,q (N, M) = Homz (N, M) ~ @) Hom (N, 7 M),
kEZ
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EXtIICQ(N, M) = Exts (N, M) ~ @EX‘“}&g (N, 7" M).
kEZ

On note X;‘Q lapplication Caldero-Chapoton sur Cg. Soit alors le morphisme
de Z-algébres

" ZIXe= - i€Z] — ZXE :ieZ/pZ]
' Xi= - X9
i i[p]

D’aprés le corollaire|6.1.10} les Xﬁj" sont algébriquement indépendants sur Z et

d’aprés le corollaire [6.1.7] et la section 5.3} on a alors
AZ N _ v@

i[p]
pour tout i € Z et tout entier n > 1. Puisque 5‘; ~ Ry, on a alors

AZ

- xQ
H(X37) = X2
pour tout objet M de rep(AZ).

Théoréme 6.2.1. Soit Q) un carquois affine et T un tube dans R(Q). Soient

M, N des kQ-modules indécomposables dans T tels que ExtlT(]v, M) #£0. Alors
il existe une suite exacte non-scindée

0—M—E—N—0
et un morphisme 0 # f € Hoka(M7 TN) tel que
QvQ _ yv@ Q
XMXN_XE+X§

ot B = ker f @& 7 Lcoker f.

Démonstration. Soient M et N des relévements respectifs de M et N dans
rep(AZ). On a
Exto(N, M) ~ @5 Extjo (N, 7 M).
kez

Quitte & prendre un autre représentant de IV, on peut supposer que Ext}w, (N, M) #
0. Il suit alors du corollaire que

A% A% A% A%
X2 Xn© =X~ + X5~ (6.1)
oll F est le terme central d’une suite exacte non-scindée
e:0—M—FE—N—70

dans rep(A) et on B = ker f & 7~ 'coker f avec 0 # f € Homys (M, 7N). Soit
alors les injections canoniques

i : Hompse (M, 7N)— @HomAi(M, TPV
keZ
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et
j: Bxti (N,M)— P Exti (N, 77 M).
keZ

Alors on a une suite exacte non-scindée
i(e) : 0— M— E—> N—0
dans rep(Q)) et un morphisme non-nul f=jf) : M—7N. De plus B =
ker f @ 7 'coker f. En appliquant le morphisme ¢ & 1’égalité on obtient
QyvQ _ yv@ Q
XMX rEXE+HXE
et la proposition est démontrée. O

En corollaire, on retrouve la formule de multiplication unidimensionnelle du

théoréme 31121 :

Corollaire 6.2.2. Soit @ un carquois acyclique et M, N deuz objets indécom-

posables dans un tube T de R(Q) tels que Ext,ng(N, M) ~ k. Alors
XEXQ=X2+ X8

ou E est l'unique objet tel qu’il existe une suite exacte non-scindée

0—M-—FEF—N—0

et ot B =ker @ 7~ 'coker f pour un morphisme 0 # f € Homyg(M,TN).

Une formule de multiplication générale Nous établissons maintenant un
analogue de la formule de multiplication présentée dans [38]. ) désigne toujours

un carquois acyclique, 7 un tube de rang p > 1 dans R(Q) et M, N deux objets
indécomposables dans 7 tels que Ext,va(N , M) # 0. On se fixe des relévements
M, N dans rep(A3). Puisque Ext,lcQ(N , M) est de dimension finie et que

@ Homy s (M, RPN ~ H0m7(1\7, 71\7)
keZ

~ Hoka(M, TN)
2EX13]1€Q(N,M)
:Ext%—(]\Nf,M)

~ @ Exto ("N, M),
kEZ

I’ensemble
Iny = {k€Z : Homux (M, 7+ N) £0} = {k €Z : Exthy(T"N, M) # o}

est un ensemble fini.
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Théoréme 6.2.3. Soit QQ un carquois affine et T un tube de rang p > 1 dans
R(Q). Soient M, N deuz indécomposables dans T et M, N des relevements dans
rep(AZ). Alors

X(PExtio(M, N)X2x% = 3~ X2 +x2

t€IN, M
ot pour tout i € I N, E; est le terme central d’une suite exacte non-scindée
0—7PN— E;,— M—0
dans rep(AZ) et B; = ker f; & 7 'coker f; 01 0 # f; € Hompee (M, 7PTIN).

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoréme [6.2.I] on a pour
tout ¢ € IM,N;
QvQ _ @ Q
x2x2 = x2 + x2

En outre, pour tout ¢ € Iy s, on a dim Ext} .. (7"’ N, M) = 1 et donc

dim Extyo(N, M) = > dimExt} ("N, M).

1€Im, N

En sommant alors sur Iy s, on obtient alors

dim Extio(M, N)X2x9 = Y~ x4 x2.

1€IN, M

Il ne reste alors plus qu’a remarquer que dim Ext,lcQ(]T/f, N) = X(IP’Ext,lcQ(M, N)).
O

Remarque 6.2.4. Il n’est pas clair a priori que la formule de multiplication du
théoréme [6.2.3| coincide avec le théoréme de multiplication démontré par Xiao
et Xu dans [95].

Exemple 6.2.5. Considérons le carquois @ de type A4y4 :

2<——3——>14

/ N

1 5

§<——7—>6

Pour tout ¢ € Z/8Z, on note E; ;i1 le quasi-simple dont les facteurs de
composition sont S; et S;y1. Alors 7E; ;41 = Eiyo2,43 pour tout i € Z/8Z.
(n

Comme d’habitude, on notera E;; ) I'indécomposable régulier de quasi-longueur
n et de quasi-socle E;;.
Le carquois AR de @) contient deux tubes exceptionnels de rang p = 4. On

considére alors le tube :
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e
OOt

Erg Ese

2 Erg Ese

F1G. 6.2 — Un tube exceptionnel de A4,4

On s’intéresse alors & la multiplication X9 R X2 Onnote M = EY) et N =
B Ers 56

Erg. On a dim Exty-(M, N) = 1 et dim Exty(N, M) = 1 ainsi x(PExt¢,, (N, M))
2.

On note A5 I’algébre des chemins du carquois K5. En plongeant As-mod dans
rep(A ), on peut choisir un relévement de M et N de sorte que M correspond &
la, 7*-orbite du As-module P, et que N correspond & la 7*-orbite du As-module
Sz dans rep(A). Localement, dans 7 et rep(AY), les situations sont celles des

figures [6.3] et

(3)
Ess

Erg

F1G. 6.3 — Localement dans 7
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P,

S3

F1G. 6.4 — Localement dans rep(A%)

La formule de multiplication dans As-mod appliquée a rep(AS) donne alors
AZ vAZ _ yAZ AZ
Xp* Xg® = Xp® + Xp;

En appliquant le morphisme d’algébres ¢ : Z[X?;z,i € Z— Z[Xgi,i € Z/47)
a cette équation, on obtient

Q Q
Ly R

= X9, +X¢
E56
. s (2) 5 4
puisque P; correspond & Fsg' et P3 & Egg'.
On choisit maintenant un autre relévement, de sorte que Frg corresponde &
la 7%-orbite de Py ~ S(()l) et que Eé?é) corresponde a la 74-orbite de Ps/ Py ~ 553)
dans rep(A).
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F1G. 6.5 — Localement dans 7

P

F1G. 6.6 — Localement dans rep(A%)

Il suit alors de la formule de multiplication entre X}A;? et Xﬁ% p, due

Q yQ@ _ y@ Q
X Xpty = Xpw Ve

En sommant les deux formules, on obtient ainsi

1 (3) Q yQ@ _ y@ Q Q Q
xX(PExte, (Ers, Esg ) X g, X fo) = XEéé) + XE;? + XE%) + XEg?'

56
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Une algébre amassée A(B) est naturellement munie d’une structure de Z-
module et on appelle Z-base de A(B) une famille libre et génératrice dans A(B)
au-dessus de Z. La recherche de Z-bases dans les algébres amassées était un
point central dans I'introduction de ces algébres.

Cette recherche a d’abord été développée par Sherman et Zelevinsky dans
[88] pour les algebres amassées de types finis et affines de rang 2. Leurs travaux
ont montré que les mondmes d’amas apparaissaient naturellement dans les Z-
bases trouvées. Caldero et Keller ont montré dans [20] que si ’algébre amassée
A(B) est simplement lacée de type fini, alors les monomes d’amas forment une
Z-base de A(B). Siune algeébre de rang 2 n’est pas de type fini, il est apparu dans
[88] que les monomes d’amas ne suffisent plus & engendrer A(B), il faut alors
leur adjoindre une famille de variables dont les dénominateurs correspondent
aux racines imaginaires de 1’algébre de Kac-Moody associée & B.

Dans nos travaux, nous donnons une généralisation de la notion de monoéme
d’amas qui fait apparaitre de maniére naturelle ces variables supplémentaires
pour un carquois acyclique quelconque. Nous définissons la notion de wvariable
générique pour un carquois acyclique () arbitraire. L’idée sous-jacente est la
suivante : il suit du théoréeme que tout mondme d’amas dans A(Q) peut
s’écrire X ou M est un objet rigide. Si M est un module, on sait alors que
lorbite Oy de M dans la variété de représentation de dimension dim M est un
ouvert dense. En ce sens, X, est une valeur générique de I'application Caldero-
Chapoton sur la variété de représentation. En partant de cette observation,
nous montrons l'existence d’une valeur générique pour chaque élément d € Z%°
et ces valeurs sont appelées variables génériques de ’algébre amassée. Nous
montrons alors que si ) est un carquois affine; les variables génériques sont
précisément la réunion disjointe de l’ensemble des mondémes d’amas et d’une
famille de variables dont les dénominateurs correspondent aux racines dont la
décomposition canonique contient des racines imaginaires. En particulier, dans
le cas ou (Q est un carquois affine vérifiant certaines propriétés dites propriétés de
différences, nous montrons que les variables génériques forment une Z-base dans
A(Q), appelée base semi-canonique de Palgébre amassée A(Q). Cela implique
en particulier que les variables génériques forment une Z-base dans les algébres
amassées associées aux carquois affines de type A.

Cette approche des Z-bases a I'aide de I’application Caldero-Chapoton a été
motivée par les travaux de Caldero et Zelevinsky sur la base semi-canonique de
lalgébre amassée associée au carquois de Kronecker [22]. Bien que la termino-
logie soit identique, le lecteur prendra garde au fait que la base semi-canonique
définie dans nos travaux ne coincide pas avec la base définie par Caldero et
Zelevinsky. La terminologie a été motivée par 'approche de Geiss, Leclerc et
Schréer dans le cadre de la catégorification des algébres amassées & ’aide des
variétés nilpotentes sur ’algébre préprojective associée & ). Dans leurs tra-
vaux, ils construisent des bases dans les algébres amassées, appelées bases semi-
canoniques duales & ’aide de la base duale §* de la base semi-canonique de
Lusztig de ’algébre enveloppante U(n) ou n est I’algébre nilpotente maximale
de Dalgébre de Lie-Kac-Moody associée & @ [54]. Les éléments de cette base
semi-canonique duale sont des fonctions constructibles génériques sur les com-
posantes irréductibles des variétés nilpotentes. En ce sens, nos travaux sont un
analogue dans le cadre de la catégorie amassée et il semblait donc cohérent
d’utiliser la terminologie base semi-canonique.
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Afin d’étudier les variables généralisées dans les algébres amassées affines,
nous allons avoir besoin de bien connaitre la structure de la catégorie amassée
associée & un carquois affine. Dans ce chapitre, nous rappelons briévement un
ensemble de résultats classiques sur la catégorie des représentations d’un car-
quois affine. Pour des détails & ce sujet, on pourra par exemple se référer a
[0} 27, (50, 9] [89]. Nous utilisons ensuite cette connaissance de la catégorie de
modules pour décrire en détail la catégorie amassée associée a un carquois affine.
Enfin, nous complétons le résultat de classification de Fomin et Zelevinsky pour
les algébres amassées de type fini en montrant que cela a un sens de parler d’al-
gébre amassée affine et que le type affine d’une algébre amassée est une notion
bien définie.

7.1 Représentations de carquois affines

Définition 7.1.1. Un carquois affine est un carquois acyclique dont le graphe
non-orienté sous-jacent figure dans la figure Un carquois acyclique qui n’est
ni affine, ni Dynkin est dit sauvage.

On notera qu’un graphe de type A,,,D,, ou E,, contient toujours n+1 sommet.
Dans cette section, & moins que le contraire ne soit précisé, ) désignera toujours
un carquois affine.

Systéme de racines Si () est un carquois affine, il existe une unique racine
positive § € ®+o(Q), appelée racine positive imaginaire minimale de Q, telle
que

P™(Q) = Z4.

En particulier, on a la décomposition

P50(Q) = P>0(Q)" U Z>o0.

En outre, on sait que § est une racine sincére, c’est a dire que §; > 0 pour tout
i € Qo et qu'il existe toujours un sommet ¢ € @y tel que §; = 1.

La racine positive imaginaire minimale permet de définir une forme linéaire
sur Z®(Q) appelée forme de défaut :

[ 70Q) — Z
3'{ d — Ga=(5d)

Une racine d € ®(Q) est dite réguliére si Oq = 0 et irréguliére sinon. On note
P8(Q) (resp. ®LH(Q)) Vensemble des racines régulieres (resp. positives régu-
lieres) de @ et ®""(Q) (resp. PLY(Q)) 'ensemble des racines irréguliéres (resp.
positives irréguliéres) de (. En particulier, une racine imaginaire est toujours
réguliére.

Etant données deux éléments d, e € Z®(Q), on note

d<e<xd; <e; pour tout i € Qo;

dSeesd<eectd#e.

Si X C Z®(Q), une racine d € X est dite minimale dans X si d < e pour
tout élément e € X. En particulier, la racine positive imaginaire minimale § est
minimale parmi les racines imaginaires positives.
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On a une description compléte des racines de Schur de @ :
P%(Q) = PTH(Q) L {d € DTE(Q) : d est minimale dans d + ZJ} .

Dans [64], la décomposition canonique des racines positives d’un carquois
affine est précisément décrite. Si d est une racine positive irréguliére, alors la
décomposition canonique de d est d. Si d est une racine positive réguliére, on
note k Pentier tel que dg = d — k¢ est minimale dans ®¢(Q) N (d + Z6). Alors
la, décomposition canonique ded est d =dg B I D --- B & que 'on note aussi

d=d, .

En particulier, la décomposition canonique de k§ est §®* pour tout entier k& > 1.

Racines et représentations D’aprés le théoréme de Kac, pour tout d €
Z9(Q), il existe une représentation indécomposable M telle que dim M = d si
et seulement si d € ®50(Q). Si d est une racine positive réelle, alors il existe
une unique représentation indécomposable M de dimension d (& isomorphisme
prés). En outre, une racine réelle d est une racine de Schur si et seulement si il
existe une représentation indécomposable rigide M € rep(Q,d).

Si d est une racine imaginaire, alors rep(Q, d) contient une infinité de repré-
sentations indécomposables non-isomorphes.

Etant donnée une représentation M de @, on définit le défaut de M par

Om = Odim M-

La forme de défaut permet de déterminer si une représentation indécomposable
est préprojective, préinjective ou réguliére. Plus précisément, si M est une re-
présentation indécomposable de @, alors

M est préprojective < Oy <0
M est préinjective < Oy > 0
M est réguliere < 0y =0

On note c la transformation de Coxeter induite sur Ko (kQ) par la translation
d’Auslander-Reiten. Alors pour tous d,e € Z%°, on a

(d,e) = — (e, c(d)).

De plus la racine positive imaginaire minimale est invariante sous la transfor-
mation de Coxeter et donc
<d7 6) = <57 d>

pour tout d € Z%,

Composantes réguliéres Les composantes réguliéres du carquois d’Auslander-
Reiten de kQ-mod sont des tubes paramétrés par P! = P!(k). Plus précisément,
a tout A € P!, on peut faire correspondre un unique tube 7,(Q) dans R(Q)
et I'ensemble {7, : A € P'} est 'ensemble des composantes réguliéres du car-
quois d’Auslander-Reiten I'(kQ). On trouvera des constructions explicites de ces
tubes de facon algébrique dans [50], 80] et de fagon homologique dans [27]. Nous
détaillerons la construction homologique de Crawley-Boevey dans la preuve du

lemme R.3.31
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On note
P5(Q) = {AeP' : rg(Ta(Q)) =1}
Alors on sait que
[Pt \P5(Q)] < 3.

Par définition, pour tout A € P, 7,(Q) est un tube homogéne et pour tout
A€ P1\ PY(Q), 71(Q) est un tube exceptionnel.

Définition 7.1.2. Soit () un carquois affine. Alors le type tubulaire to de @ est
Pensemble des rangs des tubes exceptionnels de T'(kQ), c’est & dire

to={ra(T(Q) : A € P'\F}}.

On donnera au théoréme une description du type tubulaire de @) en
fonction de son type affine.

Si il n’y a pas de confusion possible, on omettra la référence & @) dans les
notations précédentes.

Comme précédemment, si 7 est un tube dans I'(kQ), on notera toujours 7
la sous-catégorie pleine de k@Q-mod engendrée par les modules indécomposables
appartenant & 7. Chaque tube est une catégorie standard fermée sous noyaux,
conoyaux et extensions. De plus, il suit de I'étude menée a la section [5.3 que T
est une catégorie unisérielle.

Soit A € P! et 7, le tube correspondant. On note p = rg(7,) son rang et
Ri,..., R, les quasi-simples de 7 ordonnés de sorte que 7R; ~ R;_;. Comme

dans la section pour tout » > 1, on note Rgn) I’unique module indécompo-
sable de quasi-socle R; et de quasi-longueur n. En particulier, on a Rgl) ~ R;.
Par convention, on pose REO) = 0. Alors pour tout ¢ € Z/pZ et tout n > 1, on a

dimR{" =" dim R .
k=1

D’autre part, on sait que pour tout i € Z/pZ, on a
dim R = §

et donc il s’ensuit que

i dim Ri—l—k =9.

k=1

)

De plus, on sait que pour tout ¢ € Z/pZ et tout n > 1, dim RE” est une

(kp)

racine positive réguliére. Plus précisément, dim R;™’ = kd est une racine imagi-

naire pour tout k > 1 et dim RE")

(n)

)

est une racine réelle pour tout n non-divisible

par p. En outre, dim R, est une racine de Schur si et seulement si n < p. Il

s’ensuit notamment que dim Rz(n) est une racine réelle de Schur si et seulement
si n < p. En particulier, un tube homogéne ne contient aucune représentation
indécomposable dont la dimension est une racine réelle de Schur. Etant donné
un tube 7 et un entier n > 1, on note 7_,, ’ensemble des représentations indé-
composables de 7 de quasi-longueur strictement inférieure a n.
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Ainsi, une racine positive réelle d est une racine de Schur si et seulement si
d est une racine irréguliére ou d est une racine réguliére telle que d < 4. Alors,
dim induit des bijections

{indécomposables préprojectifs ou préinjectifs} — Pl

{Mindécomposable dans7_,, (1) pour 7 exceptionnel} — 5 N pres,

Morphismes entre composantes Nous savons déja que pour tous objets
P e Ob(P(Q)), I € Ob(Z(Q)) et R € Ob(R(Q)), on a

Homyg(R, P) ~ Homyq (I, R) ~ Homyg (I, P) =0,

et
Extjo (P, R) ~ Extjo (R, I) ~ Extyo(P, 1) = 0.

Dans le cas affine, ce résultat se compléte par le fait qu’il n’existe pas non
plus de morphismes ni d’extensions entre des composantes réguliéres distinctes.
Plus précisément, si M et N sont des modules indécomposables appartenant
des tubes distincts, alors

Homyg (M, N) = Oet Extyo (M, N) = 0.

En particulier, un module quasi-simple dans un tube 7 ne contient aucun
sous-objet régulier. Pour cette raison, les modules quasi-simples sont parfois
appelés modules simples réguliers dans la littérature.

Oun sait de plus que les carquois I'(P(Q)) et T'(Z(Q)) sont tous deux iso-
morphes & NQ. En particulier, la 7-orbite (resp. 7~ !-orbite) d’un élément de
Z(Q) (resp. P(Q)) est infinie. La situation est décrite dans la figure
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FVERN
N
/ \,

Fi1G. 7.1 — Graphes affines



C ™ E—

L P [
M, M,

|1 || |

To(Q) {7T.(Q) : XePy} T0(Q)

F1a. 7.2 — Exemple de carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie de représentations d’un carquois affine

SHANIAAY SHIHOODHALVD LH SHYADTV 2 HHLIdVHO
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7.2 La catégorie amassée d’un carquois affine

7.2.1 Objets dans une catégorie amassée affine

Nous commencgons par caractériser les modules réguliers dans une catégorie
amassée affine. Nous rappelons que pour tout carquois acyclique @, on a

ind(Cq) = ind(kQ-mod) U{P;[1] : i€ Qo}

Lemme 7.2.1. Soit QQ un carquois affine. Alors pour tout objet indécomposable
M dans Cq, il existe 0 # s € Z tel que M|[s] ~ M si et seulement si M est un
kQ-module régulier.

Démonstration. Si M est un kQ-module régulier, alors M appartient & un tube
7T derang p > 1, il s’ensuit que 7P M ~ M et donc M[p] ~ M. Réciproquement,
si M n’est pas un module régulier, alors il existe s € Z tel que 7°M est ou bien
un projectif P; ou bien un injectif I;, dans le premier cas on a M[s+1] ~ P;[1] et
dans le second cas M[s—1] ~ P;[1]. On peut donc se ramener au cas M = F;[1].
Mais alors pour tout s > 2, on a M|[s] ~ 75~ I; mais la T-orbite de I; est infinie
donc M[s] # M pour tout s > 1. De méme, pour s < —1, M([s] £ M, ce qui
prouve le lemme. O

Lemme 7.2.2. Soit Q un carquois acyclique de représentation infinie. Si il
existe un objet M dans Cq tel que M([s] ~ M pour un certain entier s # 0, alors
Q est affine et M est un kQ-module réqulier.

Démonstration. Supposons que M est indécomposable. Si M est un objet dans
la composante transjective, quitte a appliquer [1], on peut supposer que M =
P;[1] pour un certain i € Qp. Pour tout n > 1, on a Pij[l —n] ~ 77""1P; et
P;[1 + n] =~ ™ 1I;. Puisque Q est de représentation infinie, la 7-orbite (resp.
la 7~ -orbite) d’un module injectif (resp. projectif) est infinie et donc pour tout
0 # s € Z,on a M[s|] 2 M. Supposons maintenant que M est un module
régulier, alors M|[s] ~ 7°M est un module régulier pour tout s € Z. Mais si
75M ~ M pour un certain entier s > 1, alors il suit de [79] que @ est affine et
du lemme que M est un module régulier. O

Si @ est un carquois acyclique, on sait que
ind(k@Q-mod) = ind(P(Q)) Uind(R(Q)) Uind(Z(Q)).
Ainsi, puisque P;[2] ~ I; pour tout i € Qo, on peut réécrire
ind(Cg) = ind(PZ(Q)) Uind(R(Q))

Un intérét de l'infinité de la composante transjective est que, quitte a appli-
quer le foncteur de shift qui est une auto-équivalence de Cg, on peut toujours
se ramener a des modules au sens suivant :

Lemme 7.2.3. Soit Q un carquois acyclique, soit M1, ..., M, des objets dans
Co. Alors il existe un entier s € Z tel que pour tout i = 1,...,n, M;[s] est un
kQ-module.
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Démonstration. Quitte a prendre n plus grand, on peut supposer que tous les
M; sont indécomposables. Soit ¢ dans {1,...,n}. Si M; est un module régulier,
alors pour tout s € Z, M;[s] ~ 7°M; est un module régulier. Sinon M; est dans
la composante transjective et il existe un entier s; tel que M;[s;] est projectif.

Soit s > max{s; : M; est transjectif} + 1. Alors pour tout i« = 1,...,n, si
M; est un module transjectif M;[s] est un module préinjectif, ce qui prouve le
lemme. O
PI
P {Pi[1]} z

— —

R

Fi1G. 7.3 — La catégorie amassée d’un carquois affine

7.2.2 Triangles dans une catégorie amassée affine

Nous nous intéressons aux triangles dans catégories amassées associées aux
carquois affines. Nous savons que si () est un carquois de type Dynkin et M, N
sont deux objets indécomposables de Cg, alors ou bien Ext,lcQ(M7 N) =0 et
alors

1 ~
Exth(M, N) ~ Homyqo(M,TN),

ou bien Ext,lcQ (N, M) =0 et alors
Exte, (M, N) = Extyo (M, N).

Ainsi, dans ce cas, tout triangle résulte ou bien d’une suite exacte de kQ-
modules, ou bien d’un morphisme de kQ-modules. Dans le cas acyclique, alter-
native ci-dessus n’est en général plus vraie si on considére des modules indécom-
posables dans une méme composante réguliére. Nous allons donc étudier plus
avant les triangles dans les catégories amassées associées aux carquois acycliques.
Autant que possible, nous essaierons de montrer ces résultats de structure pour
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un carquois acyclique quelconque mais & plusieurs reprises, nous aurons réelle-
ment besoin de la structure affine sous-jacente.

Lemme 7.2.4. Soit ) un carquois acyclique, M, N deux objets dans Cq. Alors
pour tout triangle
M— E— N— M]I]

dans Cq, on a dim HY(E) < dim H°(M & N).

Démonstration. En appliquant le foncteur H° au triangle M < F SN M[1],
on obtient la suite exacte longue

HO(a) H°(B3)
—_—

L HO(M) HY(E) =2 HO(N)— - -- (7.1)

On note
K, = ker H(a), C,, = coker H%(av),

Kz = ker H°(j3), C5 = coker H°(3).
On a deux suites exactes

H ()
—_—

0— K,— H°(M) HY(E)— C\,—0,

0— Ky— HO(E) 2% 1O0(N)— 05— 0.
Dans le groupe de Grothendieck Ky(kQ), on a ainsi les égalités
HY(E)=H(M)+C, — K,
HY(E)=H°(N)+ Kz —Cjp

et donc
2H°(E) = H'(M) + H*(N) + (Co — Cp) + (K5 — K,)

Comme la suite (7.1) est exacte, on obtient Kz = im(H%(a)) et donc
HY(E) — Kz = C,. Il s’ensuit que

H°(E) = H°(M) + H°(N) — (Ko + Cp)
et donc en identifiant Ko(kQ) et Z?° avec le vecteur de dimension, on obtient
dim H°(E) < dim H°(M @ N).
O

Nous montrons maintenant que les tubes dans Cg sont des sous-catégories
stables par extension :

Lemme 7.2.5. Soit QQ un carquois affine, T un tube du carquois AR de Q) et
M, N deux modules indécomposables réguliers dans T. Alors pour tout triangle

M— E— N— M][1]

dans Cq, E est un module régulier dans addT .
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Démonstration. Soit un triangle M = E 5 N2 MT1] dans Cg. Avec les

notations du lemme [7.2:4] on a

HY(E) = H°(M)+ H°(N) — (K, + Cp).

Ainsi, 8H0(E) = 8H0(M) + 8H0(N) — Ok, — 8@5 = —0k, — 603. Les suites
exactes
0 H(e) 0
0— K,— H° (M) ——= H°(E)— C,,— 0,
0 H°(3) 0
0— Kg— H'(E) —— H'(N)— C3—0.
donnent
{ Ogopy = 0c, — Ok,
o) = Ok, — o,
et donc

{ Oc, = —0c,

Ok, = —0k..

Mais f = H°(¢) : N— 7M est un morphisme entre modules réguliers, il
s’ensuit que Oker f = 0 = Ocoker f- Mais d’aprés la suite exacte longue (7.1), on a
im(H(3)) = ker f et alors la suite exacte

0— im(H%(B))— H*(N) =~ N—s C3—0

implique que Oc, = 0 et donc Opo(gy = Ok,. D’autre part, K, = ker Ha) =
im(H(f[-1])) ~ im(H"(7 f)) mais 7 f est un morphisme entre modules réguliers
et donc im(7f) est un module régulier et g, = 0. Comme Jx, = —0k, =
—0po(E), il s’ensuit que Jgo(gy = 0.

On décompose alors E sous la forme E = Pg[l]® P @ R& I ou Pg est un
module projectif, P est un module préprojectif, R est un module régulier et
est un module préinjectif. Supposons que I est non-nul, alors puisque H°(E) =
PP RP I est de défaut nul et que g = 0 et d; > 0 on a nécessairement dp < 0
et donc P est aussi non-nul. Soit p = rg(7), il existe k € pZ tel que 771 = 0.
Puisque la composante préprojective est infinie, P[—k| est un module non-nul.
Soit alors le triangle associé au morphisme ¢[—k], il est donné par

o[—FK] B[—FK]

M[—k] =~ M Bk 5 Nk~ N L Mk 1) ~ M.

Il suit de la discussion précédente que Opo(p—x)) = 0 mais
E[-k] = Pg[l — k] ® P|—k] ® R[—k] ® I[—k].

Puisque 771 = 0, il s’ensuit que I[—k] est une somme directe de modules
préprojectifs et de shifts de modules projectifs. Ainsi Pg[l—k|® P[—k]®I[—k] =
0 et donc P = P = I = 0, ce qui est une contradiction. Il s’ensuit que £ = R est
un module régulier. De plus, puisqu’il n’y a pas de morphismes ni d’extensions
entre les tubes, on a nécessairement F € add7 . O

Nous donnons maintenant un résultat sur la dimension de 'auto-extension
du terme central d’un triangle. Ce résultat est directement adapté de [20]. Pour
simplifier les notations, étant donné un objet M dans Cq, on notera

[M, M]" = dim Exte,, (M, M).
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On note KSplit(CQ) le groupe de Grothendieck scindé de Cq, c’est & dire le
groupe abélien libre sur les isoclasses d’objets de Cqo quotienté par la relation
X +Y = E pour tout triangle scindé X — E— Y — X]1].

Pour tous objets M, N, Z de Cg, on note Ext(le(M, N)z Pensemble des tri-
angles

N— EF— M— N[1]

dans Cq tels que E ~ Z.

Lemme 7.2.6. Soit @ un carquois acyclique, M, N deuz objets dans Cq tels
que Ext(le(N7 M) # 0. Soit Z # M ® N un objet tel qu’il existe un triangle
non-scindé

N—Z— M— N[1]

alors

(Z,Z)' < [M @& N,M @ N)!
Démonstration. Soit un triangle non-scindé
M— Z— N 5 M[1].

[—,—]! induit une forme bilinéaire sur K:*"*(Cy). Pour tout objet R, le
foncteur Home,, (—, R[1]) appliqué au triangle M— Z— N <= M([1] induit la
suite exacte

0— Kp— Home,, (N, R[1])— Home,, (Z, R[1])— Homc¢,, (M, R[1])— Cr—0
ot Kp est le noyau de I'application Home,, (N, R[1])— Home,, (Z, R[1]) et Cr
le conoyau de I"application Home,, (Z, R[1])— Home,, (M, R[1]).
En particulier, pour tout objet R, on a
dim K gr+dim Cgr+dim Home,, (Z, R[1]) = dim Home,, (N, R[1])+dim Home,, (M, R[1]),
c’est & dire
dim K + dim Cg + [Z, R]' = [N, R]' + [M, R)".
On a alors
[Z,N]* <[N,N])' + [M,N)! and [Z, Z)' < [N, Z]' + [M, Z]".

De plus, € est dans le noyau Kj; de Home, (N, M[1])— Home,, (Z, M[1]), et
donc dim Ky > 0 et

[Z, M]' < [N, M]" + [M, M]".
Il s’ensuit que

[M+ N,M+ NJ' =

ce qui prouve le lemme. O
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Le résultat suivant est une conséquence du théoréme du multiplication de

Xiao et Xu (théoréme [3.1.14)) :

Corollaire 7.2.7. Soit QQ un carquois acyclique et soient M, N deux objets
dans Cqg tels que ExtéQ (M,N) # 0. Alors Xy XN peut s’écrire comme une
combinaison Q-linéaire de Xy ou Y est le terme central d’un triangle non-
scindé dans ExtéQ(N, M) ou dans Ext(le(M, N).

Démonstration. D’apreés le lemme [7.2.3] on peut supposer que M et N sont des
modules. Supposons que M, N # 0. On démontre le résultat par récurrence sur
le nombre n de facteurs directs indécomposables de M @& N. Si n = 2, alors M
et N sont décomposables et le résultat découle du théoréme Sin>2,
alors on écrit M & N = My & Ms® N1 No avec M7, N, indécomposables. Alors

XuXny =Xyen

= XMl@M2€BN1@N2
= XM2€BN2 (XM1XN1)

= XmoN, Z ny Xy
Y

ol les ny sont des nombres rationnels et ot Y parcourt les termes centraux de
triangles non-scindés

M14> Y— N1*> Ml[l] or N14>Y4> M1*> Nl[l]

. . 7 D € . . L
Mais si My — Y — N; — M;i][1] est un triangle non-scindé, alors on a un
triangle non-scindé

1 0

0 1 p 0 0 e 0

0 0 0 0 1 0 0
_]\4169]\4'24> @MQ@N2—> 1@]\72—) 1[1}@M2[1]

et donc

XuXy = Z Ny Xy oM@ N
Y

ou les ny sont des nombres rationnels et o Y @ Ms @ N, parcourt un ensemble
de termes centraux de triangles non-scindés

M—Y & My;® No— N— MJ[l] or N—Y & My & No— M — NJ1],
ce qui prouve le corollaire. O
1l vient alors :

Corollaire 7.2.8. Soit Q un carquois acyclique, M, N deuz objets dans Cq
tels que ExtéQ (N, M) # 0. Alors, Xy Xn s’écrit comme une combinaison Q-

linéaire finie de Xy ou'Y parcourt un ensemble d’objets de Cq tels que [Y, V]! <
[M & N,M & N
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Démonstration. D’aprés le lemme [7.2.3] on peut supposer que M et N sont des
modules. Alors, chaque Y apparaissant dans I’écriture du corollaire est le
terme central d’un triangle non-scindé dans Cg. Le résultat suit alors du lemme
[(.2.0l O

On en déduit un résultat de décomposition des variables généralisées :

Proposition 7.2.9. Soit Q un carquois affine et M un objet de Cq. Alors

1. X peut s’écrire comme une combinaison Q-linéaire de Xy ou Y est un
objet tel que dimH®(Y) < dim H°(M) et EXt(le (Y;,Y;) = 0 pour tous
facteurs directs indécomposables non-isomorphes de Y.

2. Si de plus M est pris dans add7 pour un tube T du carquois AR de @,
alors les Y peuvent étre pris dans add7 .

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de I'auto-
extension. Si M est rigide, alors le résultat est vrai. Supposons que M n’est
pas rigide. Si M est indécomposable, le résultat est vrai et on peut donc sup-
poser que M = M; @ My avec [My, M)t # 0. D’aprés le corollaire
X = Xar, X, s'écrit comme combinaison Q-linéaire de Xy tels que [Y,Y]! <
[M; @ Ms, My & Ms] = [M, M]*. Alors, par hypothése de récurrence, chaque
Xy est une combinaison Q-linéaire de Xz ou Z est tel que ExtéQ (Z:,Z;) =0
pour tous facteurs directs indécomposables non-isomorphes de Z. Le fait que
dim H°(Y) < dim H°(M) provient directement du lemme ce qui prouve
le premier point. Le second point suit du lemme [7:2.5] O

7.3 Algébres amassées affines

Fomin et Zelevinsky ont montré que si @ est un carquois d’un type Dynkin
donné X alors tout carquois acyclique mutation-équivalent & @) est aussi de type
Dynkin X (Théoréme . Dans cette section, nous montrons que ce résultat
est aussi vrai pour un carquois ) de type affine donné. Nous commencons par
préciser ce que nous entendons précisément par type affine d’un carquois.

Définition 7.3.1. Soient 7, s des entiers positifs. Un carquois @ est dit de type
affine AT’S si il est isomorphe & un carquois @’ dont le graphe non-orienté sous-
jacent est de type AH_s_l et contenant exactement r fléches allant dans le sens
des aiguilles d’une montre et exactement s fléches allant dans le sens contraire.
11 est dit de type affine D, (resp. ]En) si le graphe non-orienté sous-jacent est de
type D, (resp. E,) pour un certain entier n > 4 (resp. n = 6,7, 8).

Remarque 7.3.2. On remarquera qu’un carquois ) est de type affine Am si et
seulement si il est de type affine A, ,. On remarquera aussi que le graphe non-
orienté sous-jacent & un carquois affine de type affine A, ; est de type A, ;1.

On a alors la proposition suivante :
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Théoréme 7.3.3 ([80]). Le type tubulaire d’un carquois affine Q) ne dépend que
du type affine de Q, plus précisément, on a :

Type affine de Q to
Ay 0
A g,8>2 {s}
Aps,rs>2 {r,s}
D,,n >4 {2,2,n—2}
Eg,n >4 {2,3,3}
Er;,n>4 {2,3,4}
Eg,n >4 {2,3,5}

Proposition 7.3.4. Soit Q un carquois de type affine X. Alors tout carquois
acyclique mutation-équivalent a Q est de type affine X. De plus, si Q' est un car-
quois de type affine X, alors Q' est isomorphe a un carquois mutation-équivalent
a Q.

Démonstration. Soient Q et Q' deux carquois acycliques mutation-équivalents.
Il suit du théoréme que Q' est le carquois de ’algébre d’endomorphismes
opposée d’un objet amas-basculant 7" dans Cq. Il suit alors de [70] que Cq est
équivalente & Cg+ en tant que catégories triangulées. Si () est affine, il existe un
objet M dans Cg qui est [1]-périodique. Il s’ensuit donc qu’il existe un objet [1]-
périodique dans Cg/. D’autre part, Cg contenant une infinité d’indécomposables,
Cq’ contient aussi une infinité d’indécomposables et donc Q' est de représen-
tation infinie. Alors, il suit du lemme que @’ est nécessairement affine.
De plus, puisque les types tubulaires correspondent aux périodes des modules
des tubes exceptionnels pour le shift, il suit du lemme que nécessairement
les types tubulaires tg et to sont égaux. Mais d’aprés le théoréme le
type tubulaire détermine entiérement le type affine, ce qui prouve la premiére
assertion.

Pour la seconde assertion, supposons d’abord que @ est un carquois de
type affine AT,S. Si @' est un autre carquois de type Anm alors on sait que
Q' est réflexion-équivalent & un carquois isomorphe & @ et donc en particulier
mutation-équivalent & un carquois isomorphe & @ (voir [1] ou [56] par exemple).
Supposons maintenant que @ et Q' sont d’'un méme type affine D ou E, alors Q
et Q' sont deux orientations différentes d’un méme arbre mais on sait que deux
orientations différentes d’'un méme arbre sont toujours réflexion-équivalentes
(voir aussi [I] ou [66] par exemple). Il s’ensuit que @ et Q' sont mutation-
équivalents. O

Remarque 7.3.5. La proposition est en fait un cas particulier de [19, Co-
rollaire 4] ot les auteurs ont montré que si Q et Q' sont deux carquois acycliques
mutation-équivalents, alors Q et @’ sont réflexion-équivalents.

La proposition [7.3.4] permet ainsi de parler de ’algébre amassée associée a
un type affine donné. Plus précisément, on pose la définition suivante :

Définition 7.3.6. Une algébre amassée A est dite de type affine X ou X =
Arys,}ﬁ)t, ou E,, pour des entiers r,s > 1, ¢ >4 oun = 6,7,8 si elle contient une
graine (x, Q) ot @ est un carquois affine de type affine X. B

On dit que A est de type affine A (resp. D, E) si A est de type affine A,
(resp. Dy, En) pour certains entiers r,s > 0 (resp. t > 4, n =6,7,8).
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Remarque 7.3.7. On remarquera que ’on exclut les carquois cycliques, c’est
a dire les carquois de la forme AT,O pour un certain entier r» > 0, de la définition
des carquois affines. En effet, on sait que dans ce cas, I’algébre amassée associée
est de type fini D,..



Chapitre 8

Variables génériques

112



CHAPITRE 8. VARIABLES GENERIQUES 113

Dans [88], Sherman et Zelevinsky ont montré que les monoémes d’amas for-
maient une Z-base dans une algébre amassée de type fini de rang 2. Ce résultat a
été généralisé par la suite pour une algébre amassée associée & un carquois Dyn-
kin quelconque dans [20]. Dans I’étude de la base canonique pour les algébres
amassées de type infini de rang deux de [88], il est apparu que les monomes
d’amas n’étaient plus suffisants pour engendrer I’algébre amassée toute entiére,
il a donc fallu introduire une nouvelle famille de variables dont les dénomina-
teurs correspondaient & la droite imaginaire du systéme de racines correspon-
dant. Les variables supplémentaires apparaissant dans la base canonique pour
les algébres amassées affines de rang 2 n’admettent cependant pas d’interpré-
tation claire dans la catégorification avec la catégorie amassée. Dans [22], les
auteurs ont introduit une famille différente de nouvelles variables dans le cas ou
Q est le carquois de Kronecker, leur permettant d’obtenir une nouvelle Z-base
dans A(Q). Ces nouvelles variables ont une interprétation naturelle en termes
de catégorification mais leur définition n’ouvre cependant pas une voie claire
pour leur généralisation au cas affine en général.

L’idée qui a été développée dans ces travaux est de généraliser la notion de
mondme d’amas de la maniére suivante. D’aprés le théoréme [3.1.4] un mondéme
d’amas dans A(Q) est une variable généralisée X, pour un objet rigide dans
la catégorie amassée Cqo. D’autre part, un kQ-module rigide M a une orbite
ouverte dans la variété de représentation rep(Q@, dim M). Il s’ensuit que le mo-
nome d’amas X s est une valeur prise par I’application Caldero-Chapoton sur un
ouvert dense de rep(Q,dim M). Nous allons montrer que pour tout d € Z%0,
on peut ainsi définir une « valeur générique » Xq pour l'application Caldero-
Chapoton telle que 6(Xq) = d. Nous étudierons ensuite les propriétés de ces
variables génériques dans le cas acyclique et démontrerons notamment une pro-
priété multiplicative analogue & celle de la base semi-canonique duale de U(n).
Nous expliciterons aussi ces variables en termes de théorie d’Auslander-Reiten
de kQ. Ces résultats sont adaptés de ceux présentés dans [39].

8.1 Construction des variables génériques

Dans cette section, nous construisons les variables génériques pour une al-
gébre amassée associée a un carquois acyclique. Pour définir ces variables géné-
riques, nous allons regarder 'application Caldero-Chapoton comme une certaine
fonction génératrice associée des caractéristiques d’Euler de grassmanniennes de
sous-modules.

Définition 8.1.1. Soit M € rep(Q,d). Alors le type de filtration Fas de M est
la famille presque nulle d’entiers indexée sur N@o :

Fu = (X(Gre(M)))eenao

On note § ’ensemble des types de filtration de représentations de Q.
Pour tout F € §, on note

(F)={M €rep(Q) : Fu=7F}.
Le support d’un type de filtration supp(Fus) de Fas est ’ensemble
{ee€Z : x(Gre(M)) #0}.
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Alors dim M est 'unique élément maximal de supp(Fjs) pour 'ordre partiel <
sur N9 En particulier, si M et N sont deux modules tels que Fa; = Fn, on a
dim M = dim N.

Lemme 8.1.2. Soit Q un carquois acyclique et M, N € rep(Q) tels que Fpy =
.7:]\1. Alors XM = XN.

Démonstration. Si Fyr = Fp, alors dim M = dim N et

Xar = 3 x(Gr(M)) [[ufee (i tizel

= 3 () [T e
= XN'
O

Nous verrons au lemme que la réciproque de ce lemme est fausse.

En regardant ’application Caldero-Chapoton comme une série génératrice
pour les caractéristiques d’Euler de grassmanniennes de sous-modules, nous al-
lons montrer 'existence de variables génériques en montrant celle de valeurs
génériques pour ces caractéristiques. Nous remercions Michel Brion pour nous
avoir indiqué la preuve du lemme qui assure cette existence.

Lemme 8.1.3. Soit Q un carquois acyclique, d € N?° un vecteur de dimension.
Pour tout vecteur de dimension e € NQO, il existe un ouvert dense Uge C
rep(Q, d) tel que lapplication

M — x(Gre(M))

est constante sur Uge. De plus, si U), est un autre ouvert dense, alors les
valeurs coincident sur Ug e et Ul’i e

Démonstration. Considérons la variété algébrique
Ve ={(M,N) € rep(Q,d) x rep(Q,e) : N est une sous représentation de M}

Soit e : Ve— 1ep(Q, d) la premiére projection. Pour tout M € rep(Q,d), la
grassmannienne Gre(M) est la fibre de M sous le morphisme 7. D’apreés [02]
Corollaire 5.1], si le morphisme 7, est dominant, il existe alors un ouvert de Za-
riski Uq,e C rep(Q,d), dense par irréductibilité de rep(Q, d) tel que les fibres de
Te sont isomorphes sur Uq . En particulier, elles ont les mémes caractéristiques
d’Euler. Si me n’est pas dominant, on pose alors Uq e = rep(Q, d)\im(me). Alors
Ug.e est un ouvert dense tel que pour tout z € Uq.e, on a x(mg (z)) = 0.
Supposons maintenant que Ul’i,e est un autre tel ouvert, par irréductibilité,
on aUgeNUj, # 0 et donc les valeurs coincident nécessairement. O

On en déduit l'existence de valeurs génériques pour les types de filtrations
et donc en particulier pour 'application Caldero-Chapoton

Corollaire 8.1.4. Soit Q un carquois acyclique, d € NQo. Alors il existe un ou-
vert dense Ug C rep(Q, d) tel que l’application Caldero-Chapoton est constante
sur Uq. De plus, si U}, est un autre tel sous-ensemble, les valeurs de lapplication
Caldero-Chapoton coincident sur Ug et U}.
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Démonstration. Considérons ’ensemble

Ua =[] Ude.

e<d

C’est une intersection finie d’ouverts denses dans rep(Q, d), il s’agit donc encore
d’un ouvert dense dans rep(Q, d). Soient M, N € Uq. Alors

Fu =FnN
et donc d’aprés le lemme [8.1.2} on a
Xym =Xy

et donc X+ est constante sur Ug.
Si U} est un autre tel sous-ensemble, alors Ug N U4 # () et les valeurs coin-
cident. O

On remarquera que pour tout d, on peut supposer que ’ensemble Uy est un
sous-ensemble Gg-invariant de rep(Q, d).

Définition 8.1.5. 1. Soit V une variété algébrique, un sous-ensemble X C
V est dit localement fermé si il s’écrit comme D’intersection d’un ouvert
et d’un fermé de V. Un sous-ensemble X C V est dit constructible si il
s’écrit comme réunion finie d’ensembles localement fermés.

2. Soit V une variété algébrique, X un ensemble et f : V— X une appli-
cation. f est dite constructible si les fibres de f sont des sous-ensembles
constructibles de V.

Corollaire 8.1.6. Soit Q un carquois acyclique et d, e € N?°. Alors I’applica-
tion
rep(Q,d) — Z
M = x(Gre(M))

est constructible.

Démonstration. Soient d,e € N%°, d’aprés le lemme il existe un ouvert
dense Ug,e dans rep(Q,d) tel que x(Gre(—)) est constant sur Uy e. De plus,
comme variétés, dim(rep(Q,d)\Uqg.e) < dimrep(Q,d), ainsi, par récurrence sur
la dimension (topologique), on peut construire une stratification finie (U;);cs de
rep(@, d) par des ensembles localement fermés tels que x(Gre(—)) est constante
sur chaque U;. Les fibres de M +— x(Gr.(M)) sont ainsi des réunions finies de
U; et sont donc constructibles. O

Corollaire 8.1.7. Soit Q un carquois acyclique et d € N un vecteur de
dimension. Alors l’ensemble

{Fum : M €rep(Q,d)}
est fini.

Démonstration. Soit e £ d. Alors Gre(M) = 0 pour tout M € rep(Q,d). Soit
maintenant e < d, il existe alors une stratification finie (U; e )icr de rep(Q, d) par
des ensembles localement fermés tels que x(Gre(—)) est constante sur chaque
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Uie. Ainsi, pour tout e, x(Gre(—)) prend ses valeurs dans un ensemble fini
V(e). Alors pour tout M € rep(Q,d),

Fu € [ Vie)

e<d
ce qui prouve le corollaire. O

Corollaire 8.1.8. Pour tout F € §, il existe un d € N9 tel que (F) est un
sous-ensemble constructible G g-invariant de rep(Q, d).

Démonstration. On pose
Cn={M €rep(Q,d) : x(Gre(M)=n}.

C), est une réunion finie de U; et est donc constructible. Si on note F =
(Ne)ecnao ON a alors
(F)= ﬂ Ch,

e<d

et donc (F) est constructible. O

On peut ainsi montrer la constructibilité de I’application induite par I’appli-
cation Caldero-Chapoton sur la catégorie de représentations de @, retrouvant
ainsi un résultat de [95].

Corollaire 8.1.9. Soit Q un carquois acyclique. Alors pour tout d € N9, la
restriction de l'application X a rep(Q, d) est constructible.

Démonstration. Soient M, N € rep(Q) tels que Xy = Xy. Alors dim M =
dim N d’aprés le théoréme [3.1.8] on note d ce vecteur de dimension commun.
Soit alors = € Z[u™!] tel que §(z) = d. D’aprés le lemme la fibre au-dessus
de z est une réunion de (F) ou F parcourt § tel que (F) C rep(Q,d). Il suit du
corollaire que cette réunion est finie et du corollaire que cette réunion
est constructible. O

Notation 8.1.10. Soit d € Z9°, on note

[d]}+ = (max(d;, 0)),cq,

(d]- = (min(d;, 0))

En particulier, on a toujours

1€Qo

d=[d], +[d]_.

Lemme 8.1.11. Soit Q un carquois acyclique, M = H°(M) @ Py[1] un objet
dans Cq. On suppose que pour tout i € Qq, si P;[1] est facteur direct de M,
alors dim(H°(M)(i)) = 0. Alors

[dim M|, = dim H°(M) et [dim M]_ = dim Py[1]
En particulier, si M est un objet rigide de Cg on a

[dim M), = dim H°(M) et [dim M]_ = dim Py[1]
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Démonstration. Soit M un objet de Cg, on a donc M ~ HO(M) & Py[1] ou
Py = @jcq, B Pour tout i tel que n; # 0, on a dim(H°(M)(i)) = 0 par
hypothése, il s’ensuit que dim H°(M) = [dim M|, et dim Py/[1] = [dim M]_.
Soit M est rigide dans Cq tel que P;[1] est un facteur direct de M. Alors

dim H°(M)(i) = dim Homyq (P;, H°(M)) < dim Extg, (H*(M), P;) = 0
et le résultat suit de la premiére assertion. O

Nous pouvons maintenant définir ’objet central de notre étude.

Définition 8.1.12. Soit d € N¥°, on note X4 la valeur de X sur Pouvert Ug.
Soit maintenant d € Z®°, on pose

Xd = X[d]+ H u;di
d; <0

= X[a), H XPi[l]
d; <0

= X[d]+ H Xpi[l]e)(—di)
d; <0

et Xq est appelée variable générique de dimension d.
On note
B(Q)={Xa : dezZ%}

I’ensemble des variables génériques de Cq.

8.2 Propriétés multiplicatives des variables géné-
riques

La décomposition canonique va jouer un role essentiel dans le calcul de
variables génériques. On rappelle qu’étant donné un vecteur de dimension d,
on note My l'ouvert de décomposition canonique de Kac. Puisque la variété
rep(Q, d) est irréductible, il s’ensuit que Ug N Mg # @. Ainsi, Xq est égal & un
X pour une certaine représentation M € IMgq.

En accord avec la terminologie introduite par Schofield dans [85], on pose la
définition suivante :

Définition 8.2.1. Pour tous vecteurs de dimension d,d’ € N, on dit que
ExtiQ(d,d’) s’annule généralement si il existe M € rep(Q,d), M’ € rep(Q,d’)
tels que

Exto (M, M) =0

Dans ce cas, on note Ext,iQ(d, d)=0.

Proposition 8.2.2. Soit Q un carquois acyclique, d € N?° un vecteur de di-
mension dont la décomposition canonique est d= e, ®--- P e,. Alors

n
Xg= H Xo,.
=1
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Démonstration. On considére le morphisme de variétés injectif :

b { rep(Q,e1) x --- xrep(Q,e,) — rep(Q,d)
: (Mla---,Mn) — @?:1 Mz

D’aprés commed =e; @ -PHe, est la décomposition canonique de d,
on a ExtiQ(ei,ej) = 0 pour tous i # j. Il suit de [28] que ¢ est un morphisme
dominant.

On pose

U= Mo, NUg,) X -+ X (Me, NUs, ),

c’est un ouvert dense dans rep(Q@,eq) X -+ X rep(Q, e,) et donc ¢(U) est un
ouvert dense dans rep(Q,d). En particulier, il s’ensuit que ¢(U) NUq # 0 et on
peut donc choisir M € ¢(U) NUq. On a ainsi Xq = X et M se décompose en

une somme directe
n
M= M,
i=1

avec M; € M, N Ue, et alors

Xq=Xu
=Xy, M,
= HXqu

=1

n

:HXei.
i

=1
O

La proposition suivante généralise la proposition [8.2.2] en donnant une pro-
priété multiplicative pour les variables génériques sur la catégorie amassée en
général analogue a celles démontrées dans [51] pour la base semi-canonique duale
de U(n). On étend la notion d’annulation générale de 'extension a la catégorie
amassée :

Définition 8.2.3. Soient d,d’ des éléments de Z9°, on dit que Extg, (d,d’)
s’annule généralement si il existe M € rep(Q,[d];), M’ € rep(Q,[d']+) tels que

Exty, | M & @ R, M e P R1)°CD | =o0.
d;<0 d;<0
Dans ce cas, on note ExtéQ (d,d") = 0.

On remarquera en particulier que si d,d’ € N@° sont des vecteurs de dimen-
sion tels que Exté@ (d,d’) = 0 alors Ext,lcQ(d7 d)=0et Ext,lcQ (d',d) = 0.

Proposition 8.2.4. Soit Q un carquois acyclique et d, d € Z2° tels que EXtéQ (d,d) =
0. Alors
XaXa = Xara.
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Démonstration. Si il existe i € Qq tel que d; < 0 et d; > 0, alors pour tout
M’ € rep(Q,d’), 0 < d} = dim Homyq(P;, M') = dim Ext¢, (M’, P;[1]) et donc
ExtéQ (d,d’) ne s’annule pas généralement. Ainsi, on peut supposer que d; et d.
sont du méme signe pour tout i € Qq. En particulier, [d + d']; = [d]; + [d].
Comme ExtéQ (d,d") =0, on a ExtiQ(d,d') =0et Ext,lcQ(d',d) = 0, il suit
alors de [28] que le morphisme

b { rep(Q, [d]+) X rep(Q’ [dl]+) - rep(Qa [d + dl]+)
' U V) — UaV

est dominant. Comme Ulq; (resp. Ujgr1, ) est ouvert dans rep(Q, [d]+) (resp. dans
rep(Q, [d']4)), il s’ensuit que Ula) @ Ujar), est ouvert et dense dans rep(Q, [d +
d/]+). Ainsi, X[d_;,_d/]Jr = X[d]+X[d/]+ et donc

XdXd’ = X[d]+ <H XPi[l]EB(’ii)) X[d’]+ H XPi[l]@<_d’/i)
d;<0 d;<0

= Xa+a, H Xpi[l]ex—(dwd;))
di+d’ <0

= Xd—l—d’
O

Nous montrons maintenant que les monémes d’amas apparaissent naturelle-
ment comme des variables génériques.

Lemme 8.2.5. Soit QQ un carquois acyclique, soit x un mondme d’amas dans
A(Q) de vecteur de dénominateur 6(x). Alors

T = X(;(m)
De maniére équivalente, si M est un objet rigide dans Cg, on a
Xm = Xdimm-

Démonstration. D’aprés le théoréme si x est un mondme d’amas, on peut
P’écrire X s pour un certain objet rigide M dans Cq et d’aprés le théoréme des
dénominateurs on a 6(Xp) = dim M. De plus, si M est rigide, on a
[dim M), = dim H°(M) et [dim M]_ = dim Py [1] d’aprés le lemme
H°(M) étant un module rigide dans rep(Q, [dim M], ), son orbite Ogo(pr est
dense dans rep(Q, [dim M], ) et donc Ogo(ary N Udim v, 7 0. Cela implique
que Xpgonr)y = Xiaim My, - Mais, on a toujours Xp,, 1] = X[qim Mm]_, il s’ensuit
que

xr = XM
= Xuo(myePu1]
= XponXpy[1
= X(dim M, X[dim M]_
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mais Ext o([dim M].,[dim M]_) s’annule généralement car M est rigide et
donc la proposition implique que

Xidim M4 X[dim M- = X[dim M]; +[dim M]_
= Xdim M
= Xs(x)
ce qui prouve le résultat. O

8.3 Variables génériques pour un carquois affine

Nous voulons maintenant obtenir une description explicite de Xg lorsque
Q) est un carquois affine. A moins que ’on précise le contraire, on supposera
toujours que le carquois ) considéré dans cette section est un carquois affine.
Pour décrire les éléments Xq,d € Z%°, il suffit en vertu de la proposition
de savoir décrire les éléments X4,d € ®5¢(Q).

8.3.1 Variables génériques pour les racines réelles de Schur

Lemme 8.3.1. Soit Q un carquois acyclique, soit d € ®347¢(Q). Alors il existe
une unique représentation indécomposable rigide M € rep(Q, d) et

Xa=Xum.

Démonstration. Puisque d € ®"(Q), il existe une unique représentation indé-
composable de dimension d. D’autre part puisque d € ®°¢(Q), il existe une
représentation de Schur de @ qui est nécessairement indécomposable et donc M
est une représentation indécomposable de Schur. De plus

1= (M, M) = dimEndyq(M) — dim Exty (M, M) = 1 — dim Extj, (M, M)

donc dim ExtiQ(M ,M) = 0 et M est rigide. Il suit alors du lemme que
Xum = Xdim v = Xa. O

8.3.2 Variables génériques pour les racines imaginaires

Puisque @ est un carquois affine, la seule racine de Schur imaginaire est 9.
Nous montrons d’abord que X5 est la valeur prise par X» sur les quasi-simples
des tubes homogénes.

Notation 8.3.2. Soit @ un carquois affine. Alors pour tout A € P}(Q), on
notera M) le quasi-simple du tube 7,(Q). Pour tout n > 1, on note Min)
I'unique indécomposable de quasi-socle M, et de quasi-longueur n.

Si F est un quasi-simple dans un tube exceptionnel 7 de rang p > 2, on
notera Mz = E® Punique indécomposable de quasi-longueur p et de quasi-
socle E.

Ainsi, les représentations indécomposables de dimension  sont :

{M, : XePy(Q)} U{Mg : E quasi-simple dans un tube exceptionnel} .
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Lemme 8.3.3. Soit Q un carquois affine, A\, u € P§(Q). Alors pour tout n > 1
on a

X X

) = .
]VI;” M‘(Ln)

Démonstration. Soit n > 1, il suit du théoréme que pour tout A € P}, on
a

Xy = P (Xar,).

1l suffit donc de montrer le lemme pour n = 1.

Nous allons utiliser la construction des modules réguliers de Crawley-Boevey
[27]. Soit e un sommet d’extension de @, c’est a dire un sommet tel que §, = 1
et que le carquois @ privé du sommet e est de type Dynkin. On note P = P,
le module projectif associé au sommet e, p = dim P son vecteur de dimen-
sion. On a dp = —1. Soit L l'unique représentation indécomposable de di-
mension § + p. Alors L est une représentation indécomposable préprojective
de défaut —1. Crawley-Boevey a montré que Homyq (P, L) ~ k* et que pour
tout 0 # A € Homyg(P, L), le module coker A est un module régulier indé-
composable de dimension §. En outre, coker A\ ~ coker \’ si et seulement si
A = z) pour un certain x € k. Alors I'application A— coker A induit une
bijection de PHomyg(P, L) vers 'ensemble des tubes en associant & chaque
A € PHomyg(P, L) un module régulier indécomposable de dimension . On
identifie ainsi PHomgq (P, L) et P!(k) et on dira que A € P} pour signifier que
coker A ~ M) est un quasi-simple dans un tube homogéne.

Soit ainsi A € Homyq (P, L), on a

Ext(ljQ (P, coker \) ~ Ext,lcQ(P7 coker \) @ Ext,lcQ(coker A P)
~ Ext,lcQ (coker A, P)
~ Homyq (P, coker \)
~k

car P = P, et e est un sommet d’extension. Il suit alors de la formule de
multiplication unidimensionnelle que

XPXcoker)\ = XL + XB

ol B =~ ker f @ coker f[—1] pour un morphisme 0 # f € Homyg (P, Tcoker ).
Fixons maintenant A € P}. Si f n’est pas surjective, alors im f est préprojectif
et on a une suite exacte courte

0—ker f— P i>imf—>0

et donc Oker  + Oimp = Op = —1 mais ker f et imf sont préprojectifs et donc
nécessairement dxe; f = 0 et ker f = 0. Il s’ensuit donc que B ~ 7 'coker f.
Mais

acokerf = a('rcoker AN/ P = —-0p=1

et Tcoker A >~ coker A est un module quasi-simple dans un tube homogeéne, il
s’ensuit que coker f est préinjectif et alors par défaut, il est indécomposable.
D’autre part, dimcoker f = § — p. Ainsi, pour tout A € P} et tout 0 # f €
Homyq (P, Tcoker A) non-surjectif, coker f est l'unique représentation V' indé-
composable de dimension —p. D’autre part, puisque si f € Homyg (P, Tcoker A)
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est non-surjective, f est injective, il s’ensuit que dim P < § et donc que pour
tout g € Homyg (P, Tcoker \) et tout A € Py, g n’est pas surjective. Ainsi,

XpXeokerr = X1 + Xv[—1]

pour tout A € P}. En particulier, Xy, est indépendant du représentant A € P}.

Supposons maintenant que 0 # f € Homyg (P, Tcoker A) est surjective, alors
ker f est un module préprojectif de dimension p — §. Ainsi ker f est de défaut
—1, il est donc nécessairement indécomposable mais il existe une unique repré-
sentation indécomposable U telle que dimU = p — § donc ker f ~ U pour
tout A € P} et tout 0 # f € Homyg (P, Tcoker \) surjective. Mais il suit de la
discussion précédente que si I'une des f € Homyq (P, Tcoker \) pour un certain
A € P} est surjective, alors toutes les f € Homyq (P, Tcoker \) sont surjectives
quel que soit le A € P§. Dans ce cas, on a alors

XPXcoker)\ = XL + XU

pour tout A € P}. En particulier X, est indépendant du représentant \ €
Pg. O

Remarque 8.3.4. Nous donnerons au lemme une démonstration alterna-
tive du lemme dans le cas d’un carquois de type affine A.

Lemme 8.3.5. Soit Q un carquois affine de racine positive imaginaire minimale
0. Alors pour tout n > 1, on a

X = X7,
pour tout \ € P}.

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour n = 1. On rappelle que
la. décomposition canonique de ¢ est ¢ elle-méme. Ainsi, X5 = Xj; pour une
certaine représentation indécomposable M € rep(Q,d). On sait par ailleurs
qu’'un module indécomposable de dimension ¢ est ou bien isomorphe & M) pour
un certain A € P}, ou bien isomorphe & Mg pour E quasi-simple dans un tube
exceptionnel. Soit F quasi-simple dans un tube exceptionnel, on affirme alors
que Grgimpe(M) = 0 pour tout module indécomposable M de dimension §
non-isomorphe & Mg. En effet, soit A € P} et U C M, un sous-module tel que
dim U = dim E. Comme M) est quasi-simple, U est préprojectif et 9y < 0 mais
Oy = Og = 0, ce qui est une contradiction et donc Graim (M) = 0. Soit alors
F un quasi-simple tel que U C Mg est un sous-module tel que dim U = dim F.
Alors on peut décomposer U = Up @ Ug avec Up préprojectif et Ugr régulier.
Comme Jy = dg = 0, on a Up = 0 et donc U ~ Upg est régulier. D’autre
part Ugr est un sous-module du module indécomposable Mg, par unisérialité
des tubes, Ug est donc lui-méme indécomposable. Comme dim E = dim Up, est
une racine réelle, il s’ensuit que F ~ Ur C My et donc F' = E. Comme la G-
orbite de Mg n’est pas ouverte, il s’ensuit que la valeur de x(Graim g(—)) est
nulle sur Us gim £ €t donc UsN Oy, = 0 pour tout E dans un tube exceptionnel.
Il s’ensuit que
UsNIMs C |_| O, -
AEP}

D’apres le lemme [8.3.3] on a donc X5 = Xy, pour tout A € P}.
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Supposons maintenant que n > 1. La décomposition canonique de nd est
0@ ---@®4. Alors d’aprés la proposition [8.2.2] on a

Xns = X5 = Xy, -
O

Contrairement au cas Dynkin, nous n’avons pas de résultat d’injectivité de
I’application Caldero-Chapoton sur I’ensemble des objets indécomposables de
Cq dans le cas ou ) est un carquois affine.

Corollaire 8.3.6. Soit Q un carquois affine. Alors il existe M % N indécom-
posables tels que et Xy = Xy .

Démonstration. D’aprés le lemme pour tous A # p € P}, on a Xy, =
X, - Mais d’autre part, puisque A # u, on a My % M,. O

Nous pouvons en outre donner un exemple de modules avec des types de
filtration distincts tels que les variables généralisées correspondantes sont égales.

Lemme 8.3.7. Soit Q un carquois affine, T un tube dans I'(kQ) tel querg(7T) =
2. Soient E1, Fs, les quasi-simples de T. Alors

.7:E§2) 75 fEé” et XEf) = XEZEz)'
Démonstration. On a montré dans la preuve de [8.3.5 que pour tous i,j = 1,2,
on a x(Grdim g, (EJ(Q))) = 0, ainsi F 2) # F 2. D’autre part, on a deux suites
1 2
presque scindées
0— F1— E;Q)—> FEy—0

(2)

0— Ey— By — E1—0

et donc par formule de multiplication presque scindée, on a

X Xp, Xp, —1=X

E§2) = E£2>.

O

Remarque 8.3.8. D’apreés la démonstration du lemme(8.3.5] on sait que Fps, #
Fu, si A € P} et E est un quasi-simple dans un tube exceptionnel. Il n’est
cependant pas clair que Xy, # X, . Il apparaitra dans le théoréme que
ces valeurs sont effectivement différentes dans une algébre amassée affine de type

A (ce résultat est conjecturé dans le cas affine général).

8.3.3 Variables génériques pour les racines réelles

On sait maintenant expliciter Xg lorsque d est une racine de Schur ou une
racine imaginaire. Il reste alors & expliciter X4 lorsque d est une racine réelle
qui n’est pas une racine de Schur. On rappelle que si d est une racine réelle qui
n’est pas une racine de Schur alors la décomposition canonique de d est

d=d,+ 5%

ot k est tel que d — kd est minimale dans (d + ZJ) N &~0(Q).
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Proposition 8.3.9. Soit Q un carquois affine, d une racine réelle qui n’est pas
une racine de Schur et soit d = 6%% © dy sa décomposition canonique. Alors

Xa= X3, X,

pour tout \ € P} ou My désigne l'unique module indécomposable de dimension

do.

Démonstration. D’aprés le lemme [8.3.1) Xgq, = X ot My est I'unique re-
présentation indécomposable dans rep(Q,dy) et d’aprés le lemme [8.3.5) X5 =
X} = X}, pour un certain A € P§. La proposition implique alors que

Xa = XisXa, = X}, Xnso-
O

On peut alors donner une description compléte de ’ensemble des variables
génériques d’un carquois affine.

Proposition 8.3.10. Soit @ un carquois affine, Eg un ensemble de représen-
tants des isoclasses de représentations réguliéres rigides. Alors

B'(Q) = {monomes d’amas} {XMipn@E n>1, Ee 573}

pour un certain \ € P§.

Démonstration. On fixe A\ € P§ et d € Z?. On écrit [d]; = * & P, e; la
décomposition canonique de [d] ou chaque e; est une racine réelle de Schur.

Si k # 0, comme § est sincére, on a [d]; = d € N¥. D’aprés la proposition
et le lemme il existe M dans 9ig N Uyq tel que

k n
M =P My, & P M;
j=1 i=1

ot pour tous facteurs indécomposables distincts U, V de M, on a ExtiQ(U, V)=
0.

Si 'un des M; est préprojectif, alors il existe un sommet v € Qg et un entier
s >0 tel que M; ~ 77°P, et alors

Exte,, (M;, My,) = Homeg, (Py, My,) = dim My, (v) = 6, > 0

d’ot une contradiction. De la méme maniére, aucun des M; ne peut étre pré-
injectif. Il s’ensuit que chaque M; est régulier et donc les M; sont des modules
indécomposables réguliers dans des tubes exceptionnels tels que dim M; < 6.
Comme Ext,iQ(Mi, M;) = 0 pour i # [, il s’ensuit que @), M; est rigide.

Si k =0, alors M € 9Ma NUq est rigide et donc M & @, _, P;[1]9~% est un
objet rigide. Ainsi, X4 est un monome d’amas.

Ceci prouve l'inclusion

B'(Q) C {mon6émes d’amas} LI {XM?"@E n>1, EFe 573} .

On démontre maintenant ’inclusion inverse. D’aprés le lemme [8.2.5] il suffit
de montrer que {XM?”@E :n>1, Ee SR} C B'(Q). Supposons que F € &g,
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alors Xgqim g = Xg d’aprés le lemme@ D’autre part, XM;l\)n = X,s d’aprés le
lemme Soient maintenant A, ..., A, des éléments distincts de P}, comme
il n’y a pas d’extensions entre les tubes, on a

Exte, (B, My, @& M,) =0

et donc Exté o (dim F,nd) s’annule généralement. D’apreés la proposition ,
on a alors
Xdim B4ns = Xdim BXns = X g pyen

ce qui prouve 1’égalité recherchée.

Il reste finalement & montrer que la réunion est disjointe. Soit Xq = X MR
avec I € Ex et n > 1. Soient \q,...,\, des éléments deux & deux distincts de
P{,et E=FE; @...® E,, la décomposition de E en facteurs indécomposables.
Alors

My, @& ®M,, SDE1D--- D E,

est somme directe de représentations de Schur telles que Ext,lﬂQ(U7 V) = 0 pour
tous facteurs directs indécomposables U, V. 1l s’ensuit que

n
d=" @dimEi

=1

est la décomposition canonique de d. Comme dim Ext,lcQ (M, M) # 0 pour toute
représentation dans rep(Q,nd) pour n > 1, il n’y a pas de module rigide dans
rep(Q, d). Le théoréme de dénominateurs assure alors qu’il n’existe pas
d’objet rigide M dans Cg tel que X = Xgq. O

Remarque 8.3.11. Comme remarqué dans [88], 22], les monomes d’amas ne
suffisent pas & engendrer une algébre amassée qui n’est pas de type fini. Dans le
cas du carquois de Kronecker (voir section , il apparait qu’il faut rajouter un
ensemble de variables dont les dénominateurs correspondent aux racines imagi-
naires du carquois. La proposition [8.3.10| montre que de maniére générale, cette
partie supplémentaire ne correspond pas simplement aux racines imaginaires
mais plus précisément & tous les éléments de N?° dont la décomposition cano-
nique contient une racine imaginaire. Dans le cas du Kronecker, cet ensemble se
réduit aux racines imaginaires et dans le cas d’un carquois Dynkin, cet ensemble
est simplement vide.

Nous montrons maintenant que la base semi-canonique généralise la base de
Caldero-Keller pour le type fini.

Proposition 8.3.12. Soit Q un carquois Dynkin. Alors
B'(Q) = {monémes d’amas dans A(Q)} .

En particulier, B'(Q) est une Z-base du Z-module A(Q).

Démonstration. On pose M(Q) = {monomes d’amas de A(Q)} I"ensemble des
monomes d’amas de A(Q). Il suit du lemme[8.2.5|que M(Q) C B'(Q). Soit main-
tenant un élément d € N%° de décomposition canonique d = @?:1 e;. Alors,
pour tout ¢ = 1,...,n, il existe une représentation de Schur M; € rep(Q,e;)
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telle que Ext,lcQ(MZ-, M;) = 0sii# j. Comme @ est Dynkin, chaque e; est une
racine de Schur réelle et donc M; est rigide. Il s’ensuit que M = @, M; est
rigide dans rep(Q,d) et donc Xq = Xjs est un monome d’amas.

Supposons maintenant que d est un élément arbitraire de Z9°, alors

Xd = X[d]+ H u;dl
d; <0

et d’aprés la discussion précédente il existe une représentation rigide M €
rep(@Q, [d]+) telle que Xpr = X{qj, . De plus, pour tout i € Qg tel que d; < 0,
on a ExtéQ (M, Pi[1]) = 0 et donc N = M & D,, -, P;[1]2(=4) est rigide dans
Co et Xqa = Xy est un monoéme d’amas. On a donc B'(Q) = M(Q). D’aprés
le théoréme M(Q) est une Z-base du Z-module A(Q), ce qui prouve la
proposition. O



Chapitre 9

Structure des algébres
amassées affines de type A
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Let but de ce chapitre est de montrer que les variables génériques forment
une Z-base dans une algébre amassée associée 4 un carquois affine de type A. Les
méthodes utilisées sont une généralisation de celles de Caldero et Keller pour le
type fini [20]. Les méthodes développées ne vont en fait pas reposer sur le fait
que 'on soit dans le type A mais plus précisément sur le fait que le carquois
affine considéré satisfait une certaine propriété de différence, dont on montrera
qu’elle est vérifiée pour les algébres amassées de type A.

La stratégie est la suivante. Nous montrons d’abord que toutes les variables
généralisées peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires de variables géné-
riques. Pour ce faire, nous étudions les variables généralisées associées aux mo-
dules indécomposables et montrons un certain nombre de relations entre ces
variables. Dans le cas affine A, cette étude fait apparaitre a la section une
relation essentielle entre les variables associées a des indécomposables de di-
mension § d’un tube homogéne et d’une tube exceptionnel. Si cette relation est
vérifiée, on dit que le carquois Q) vérifie la propriété de différence. Nous conjec-
turons que cette relation est aussi vérifiée pour les carquois de types D et E
(voir chapitre . Nous montrons & la section que lorsque la propriété de
différence est vérifiée, les variables généralisées associées aux objets indécompo-
sables de Cg s’écrivent comme combinaisons linéaires de variables génériques.
Ensuite, nous utilisons les formules de multiplications pour montrer que les va-
riables génériques associées aux objets décomposables sont aussi engendrées par
ces variables génériques.

Dans la section [9.3] nous étudions la possibilité de définir une graduation
sur une algébre amassée associée & un carquois affine. Ceci permet de montrer
que si les carquois d’un certain sous-ensemble de la classe de réflexion de @
vérifient la propriété de différence, les variables génériques sont linéairement
indépendantes au-dessus de Q et forment une Z-base de A(Q). Dans la section
nous donnons alors les valeurs explicites des éléments de la base dans le cas
d’un carquois affine de type A de moins de 4 sommets. Dans le cas du carquois
de Kronecker, nous comparons de plus la base obtenue aux bases déja connues.

Enfin, nous complétons ce chapitre par 'introduction & la section d’une
formule combinatoire explicite pour les variables d’amas réguliéres dans une
algébre amassée de type A.

9.1 La propriété de différence pour le type A

9.1.1 Compléments sur le type A

Si @ est un carquois affine de type A, sa racine positive imaginaire minimale

est
§=(1,...,1) € N@,

En conséquence, tous les modules indécomposables préprojectifs (resp. préinjec-
tifs, réguliers) ont le méme défaut :
Lemme 9.1.1. Soit Q un carquois de type affine A et soit M un kQ-module
indécomposable. Alors

1. M est préprojectif si et seulement si Oy = —1;

2. M est préinjectif si et seulement si Opy = 1.
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Démonstration. Soit M préprojectif. Alors il existe s € N et v € Qg tel que
7 %M ~ P,.Soit alors M un quasi-simple d’un tube homogeéne. Alors dim M) =
d et donc on a M) (i) =~ k pour tout i € Qp-

Oy = (M, M)

= — dim Extj(Mx, 77°M)
—dim Homyq (77°M, M))
— dim Homyg (P, M)
—dim M, (v)
=—1.

On montre de la méme maniére le second point. O

Dans I’étude des variables généralisées, la connaissance de la grassmannienne
de sous-modules est essentielle. Le fait que 'on soit en type A simplifie I’étude
du fait que 'on est dans un cas « sans multiplicité »au sens suivant :

Lemme 9.1.2. Soit Q un carquois acyclique, d € N?° un vecteur de dimension
tel que d; < 1 pour tout i € Qp. Soit M € rep(Q, d) et e < d un autre vecteur
de dimension. Alors ou bien Gre(M) = 0, ou bien Gre(M) contient un seul
élément et alors x(Gre(M)) = 1.

Démonstration. Supposons que Gre(M) # 0 et soit N € Gre(M). Pour tout ¢
tel que e; # 0, N (i) est un sous-espace vectoriel non-nul de la droite M (i) et
donc N (i) = M (7). Ainsi, N est la représentation donnée par

N M(Z) sie; 7é 0
N(i) = { 0 sinon

et N(i— j) = M(i— j)|n()- Ainsi, Gre(M) = {N} est un point. O

Le théoréme de Schofield donne un outil efficace pour vérifier qu’une grass-
mannienne de sous-modules n’est pas vide. Ce théoréme sera d’un grand intérét
dans le cas A en vertu du lemme 5 1.2

Théoréme 9.1.3 ([85]). Soit Q un carquois acyclique et d, e € N9 des vecteurs
de dimension tels que Ext,ng(d, e) = 0. Alors toute représentation de dimension
d+ e contient une sous-représentation de dimension d.

Le théoréme de Schofield permet en particulier de donner une preuve alter-
native au lemme dans le cas d’un carquois de type A.

Lemme 9.1.4. Soit Q un carquois affine de type A. Alors pour tout A\ € P}
et toutn > 1, on a

X X

(n) = (n)
M)\Tl Mﬂ(’n

Démonstration. Si n = 1, on montre que x(Gre(My)) = x(Gre(M,)) pour
tout vecteur de dimension e < §. Soit U C M) un sous-module propre. Alors
X(Graimuv (My)) = 1 d’aprés le lemme Comme M) est quasi-simple,
U est préprojectif. Soit M»/U = €, V; sa décomposition en objets indécom-
posables. Pour tout i, il existe une application surjective My— V; et donc
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chaque V; est régulier ou préinjectif. En particulier, Ext,lcQ(U, My\/U) = 0 et
donc Ext,lcQ(dim U, 0 —dimU) = 0. Il suit du théoréme de Schofield que
Graimu (M,,) # 0 et alors le lemme implique que X(Graimu (M) =1 =
X(Graimu (My)). En particulier, X5;, = Xz, pour tous A, u € Pg.

Pour tout n > 1 et tout A € P}, il suit du théoréme que

X = P,1(M))

(n)
Mk

Comme Xy, = Xy, , il suit que X X, ;om pour tout n > 1. O
A

MM =
Remarque 9.1.5. On remarquera que le théoréme de Schofield montre en fait
un résultat un peu plus fort que le lemme [8.3.3] En effet, on a montré que pour
tous A\, u € P}, on a

Fuy = Fu,-

9.1.2 Variables généralisées des tubes exceptionnels

Dorénavant, on suppose que () n’est pas le carquois de Kronecker et on fixe
un module quasi-simple £ dans un tube exceptionnel de rang p > 1. Pour tout
n > 1, on note M gl) = E®*P) Punique indécomposable de vecteur de dimension
né et de quasi-socle E. Si M ~ E™ est un module indécomposable dans un
tube, on note toujours q.radM = E(™~1) son quasi-radical. Le but de cette
section est de montrer que pour tout n > 1, XMgL) € ZB'(Q). Pour cela, nous

allons montrer une relation fondamentale dans notre étude, & savoir :

X = Xy, + XqradMs/E
pour tout A € P{.

Lemme 9.1.6. Soit Q un carquois de type affine A, E un module quasi-simple
dans un tube exceptionnel, A € P} et v un vecteur de dimension. Si Gry(M)) # 0,
alors Ex‘c,lcQ(v7 d — v) s’annule généralement et x(Gry(My)) = x(Gry(MEg)).

Démonstration. Si v =0, alors Grs(M)) = {Myx} et Grs(Mg) = {Mg} ainsi
X(GI‘[;(ME)) = GI"(;(M,\) =1.

Supposons alors que v # § est tel que Gry(My) # 0 et soit un sous-module
V C M, de dimension v. Alors V est préprojectif et My/V est somme di-
recte de préinjectifs et de réguliers. Il s’ensuit que Ext}(V, My/V) = 0 et donc
Ext,lcQ (v,d —v) = 0. D’apreés le théoréme de Schofield 9.1.3D toute représenta-
tion de dimension § contient alors une sous-représentation de dimension v. En
particulier, Gry(Mg) # (. Alors le lemme implique que x(Grs(Mg)) =
Grs(M)y) =1, ce qui prouve le résultat. O

La proposition suivante étudie les grassmanniennes de sous-modules de Mg
relativement & celle de M.

Proposition 9.1.7. Soit Q un carquois affine de type A, E un module quasi-
simple dans un tube exceptionnel, \ € P} et V C Mg un sous-module propre de
dimension v. Alors on a :

1. Si E ¢V, alors Gry(My) # 0,
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2. Si ECV CqradMg, alors Gry(M,) =0,
3. Si ECV ¢ qradMg, alors Gry(My) # 0.

Démonstration. On remarque d’abord que si V. C Mg, V est nécessairement
sans facteur préinjectif. On écrit ainsi V = Vp @ Vi avec Vp préprojectif et Vg
régulier. De plus, par unisérialité des tubes, si Vi est non-nul, alors c’est un
module indécomposable qui contient F.

Si E ¢ V,alors Vg = 0et V = Vp est préprojectif. Mg/V étant une somme
directe de modules réguliers et préinjectifs, il s’ensuit que Ext,ng(V, Mg/V)=0
et alors le théoréme implique que Gry(M)) # 0, ce qui prouve le premier
point.

Si E C V, alors V n’est pas préprojectif. D’autre part Mg/V est somme
directe de modules réguliers et préinjectifs. Il vient

Extyq(V, Mp/V) ~ Homuq(Mg/V,7V) = Hompq (Mg /V, 7VR).
Comme E C V C qradMg, on a
Mg/qradMg ~ (Mg/V)/(q.radMg/V)
et donc TE ~ Mg/qrad Mg est un quotient de Mg /V. En particulier
Homyg(Mg/V,T7E) # 0.
Comme 7FE C 7VR, on a
Homyq(Mg/V,7Vg) # 0

et donc
Extyo(V, Mg/V) # 0.

Comme ¢; = 1 pour tout i € Qp, il vient Homq(V, Mg/V) = 0 et donc
(v, —v) <0.

En particulier, pour toutes représentations X et Y de dimensions respectives
vetd—v,ona Ex‘c,laQ(X7 Y) # 0 et donc ExtiQ(v,é — v) ne g’annule pas
généralement. Il suit alors du lemme que Gry(M,) = 0, ce qui prouve le
second point.

Supposons maintenant que £ C V ¢ q.radMpg. Comme E C V,on a Vi # 0.
Si Vp =0, alors V' = Vi est un sous-module régulier propre de Mg, il est donc
contenu dans le quasi-radical q.radMg, ce qui est une contradiction. Ainsi la
décomposition V' = Vp @ Vi est non-triviale. On démontre maintenant que
Extyq(Vr, Vp) # 0. Soit

m: Mp— Mg/qradMg ~7F

la projection canonique. Comme V' ¢ q.radMg, m(V) # O et donc 7y : V—7FE
est un morphisme non-nul V— 7FE, ainsi

Homyq(V,7E) ~ Homkg (Vp, 7E) ® Homyg(Vg, TE) # 0.
Comme E C Vi C q.radMg, la structure des tubes donne alors

Hoka(VR, TE) =0
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et ainsi Homyq (Vp, 7E) # 0. Puisque TE C 7Vg, il s’ensuit que Homgg (Vp, 7VR) #
0 et donc Extyq(Vr, Vp) # 0.
Soit alors une suite exacte non-scindée

0—Vp 5 X B vVp—s0, (9.1)

on montre que nécessairement X est préprojectif. En appliquant le foncteur
Homyg(—, My) & la suite (9.1), on obtient une suite exacte longue

0—> HOka (VR, M)\)—> HOka (X, MA)—> HOka (Vp, M)\)
— Extyg (Vi, My)— Exty (X, My)— Extyq (Vp, My)—0

Comme il n’y a pas de morphismes ni d’extensions entre les tubes, on a un
isomorphisme
Hoka(X, MA) ~ Hoka(Vp, MA).

Plus précisément, tout morphisme Vp—— My se factorise en Vp — X — M.
On décompose alors X = Xp & X ® X en facteurs préprojectifs, réguliers et
préinjectifs. Comme P} est infini, on peut supposer que X est choisi de sorte que
Vr & T, et ainsi Homyg (X g, M) = 0. Soit P'inclusion f : Vp— M. Alors il
existe une factorisation

[i1,i2,i3]" [91,0,0]
—— -

Vp Xp® Xp® Xy M,

et donc f = g1i;1 factorise & travers ¢;. En particulier, ¢, est injective et donc
Vp C Xp. Par ailleurs, on a dim X = dimV < § et donc dim X (i) < 1 pour
tout . Il s’ensuit que Homyq (Vp, Xr) = Homyg(Vp, X1) = 0. Alnsi, 49 = i3 =0
et alors la suite donne

VR’:X/VP ZXP/VPEBXR@XI.

Comme Vg est régulier, on a X; = 0. Il s’ensuit que dx, = dx = dy = Jy,, et
donc Xp/Vp est un module régulier. par unisérialité, Vi est indécomposable et
donc ou bien Xp/Vp est nul, ou bien X est nul. Si Xp/Vp est nul, la suite
est scindée, ce qui est une contradiction. Il s’ensuit que X = 0 et donc
X = Xp est préprojectif.

Comme Mpg/V est somme directe de modules réguliers et préinjectifs, on a
alors

Extj.o (X, Mg/V) =0

et donc ExtiQ(v7 0 — v) s’annule généralement. D’aprés le théoréme , on a
alors Gry (M) ) # 0, ce qui prouve le dernier point. O

Nous posons alors la définition suivante :

Définition 9.1.8. On dit qu’un carquois affine ) satisfait la propriété de dif-
férence si pour tout module quasi-simple £ dans un tube exceptionnel et pour
tout A € P, on a

Xnp = Xy, + XgradMp /E-
L’introduction de la définition [0.1.8 a été motivée par le théoréme suivant :

Théoréme 9.1.9. Tout carquois affine de type A satisfait la propriété de dif-
férence.
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Démonstration. Pour tout vecteur de dimension v, la proposition 0.1.7] et le
lemme implique que

Gry(My) # 0 < GrE(q.radMg) =0

ol on a noté GrZ(q.radMpg) lensemble des M € Gry(q.radMpg) telles que
E C M. De plus, si Gry(Mg) # 0 et GrZ(q.radMg) = 0, on a x(Gry(My)) =
X(Gry(Mpg)) = 1etsi GrZ (qradMg) # 0, on a x(GrE (q.radMg)) = x(Gry (Mg)) =
1.

Soit alors e = dim F, il suit

3 x(Gro(Mp)) [T uy Vo~
S X(Gry(Mp)) [Ju; ety

Grv(MA)#@

+ Z X(Grv(ME))Hu;<v’ai>*<0¢i,57v)

Gry (My)=0 i

= X (Gry(My)) [Ty Vo=t
v i
+ Z X(GYV(ME))Hui—<V,a7¢>—(o¢i76_v>

Gry(My)=0 i

=Xan+ D, x(Gry(Mp)) [Ty Tl
Gry (My)=0 i

Xnig

Mais on a

Z x(Grv(ME)) H uy (Ve —land=v) Z x(CrE (q.radMp)) H u; (e —lano=y)

Gry(Mx)=0 i i

Comme
Gry (qradMp) — Gry_e(q.radMp/E)
U — U/E

est un isomorphisme de variétés, il vient
S (Gro (M) [y 0@ = 37 (Gry—e(qurad M/ B)) [Ty 0 (0
Gry (My)=0 i v i

Mais si on écrit n = dimq.rad(Mg/E) = 0 — c¢(e) — e ou ¢ est la transformation
de Coxeter induite sur Ky(kQ) par la translation d’Auslander-Reiten, on a

(v —e), ) — i, m— (v — €)) = — (v — e, 1) — a5, 6 — e — cfe) — v + )
= —(v,a;) — {a;, 6 — v) + (e, a;) + (v, c(e))

=—(v,a;) — (@;,6 — V)
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et ainsi

XqradMp/E = Z X(Gry_e(qradMg/E)) H u;((vfe)aai>*<ai,l’lf(vfe»
= Z X(Grvfe (anadME/E)) H ul_ (V,Oli>_<0ti,6—v)

- Z X(Grv(ME))Hu;<v’ai>_(0¢i75—v>

Gry (My)=0

ce qui implique
XME = XMA + Xq.radME/E7
et le théoréme est démontré. O

Dans la démonstration précédente, on voit que le fait de considérer q.rad Mg /FE
semble trés naturel dans les calculs des exposants des variables généralisées.

Nous verrons au chapitre [10] que 'on peut espérer généraliser ce résultat aux
types D et E (conjecture [10.0.17)

Exemple 9.1.10. Les cas les plus simples de carquois affines apres le carquois
de Kronecker sont les carquois de types affines A ;. Ils sont tous isomorphes a

2

/N

Q: l——3

Le carquois AR de kQ-mod contient exactement un tube exceptionnel qui est
de rang deux. Les quasi-simples de ce tube sont donnés par

0
y” \
Ey —— sk
et
k
SN
By~ Sy 0———=0

vérifiant 7E| ~ FEy et 7Eg ~ E4. Les représentations de dimension § correspon-

dantes sont :
k
SN
k—1>k
k
/N
p— o

et
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On aTMg, ~ Mg, et TMg, ~ Mg, .
Pour tout 0 £ X € k, on pose

k
N
1
My : k—k
et on pose
k
/ \X
M - k%k

En identifiant P! et kL {co}, les M) pour A € P!\ {0} sont les représentations
quasi-simples des tubes homogenes et donc P§(Q) =P\ {0}.
Le tableau suivant résume la situation ot A désigne un élément arbitraire de

P5(Q) :

e [000] | [001] | [010] | [100] [011] [101] | [110] | [111]
Gre(M)\) 0 53 (Z) (Z) P2 (Z) (Z) M/\
X(Gre(M)y)) 1 1 0 0 1 0 0 1
Gre(Mg,) 0 S3 0 0 Py Ey 0 | Mg,
X(Gre(Mg,)) 1 1 0 0 1 1 0 1
Gre(MEl) 0 S3 E4 0 So @ S;3 [ Ey Mpg,
X(Gre(MEg,)) 1 1 1 0 1 0 0 1

On remarquera que méme si les grassmanniennes de dimension [011] ont les
mémes caractéristiques d’Euler, elles contiennent des éléments non-isomorphes.
Plus précisément,

Gro11)(MEg,) = {S2 ® S3}

alors que
Grio11)(My) = Grpo11)(ME,) = {2}

Avec les notations de la proposition[9.1.7 si V = So@®S3,ona Vp = S5, Vg = So
et on a une extension non-triviale

0— S3— Po,— So— 0,

illustrant le second point de la proposition [9.1.
Maintenant, si on calcule les variables généralisées correspondant & ces mo-
dules, on trouve :

. uzu% + usuiuo + up + us + Wu%

XMy, = XMy, =

Uiru2u3

et

¥ _uQu%—i-ul—l—ug—i—uQu%_X 1
My — - MEl - 4.
Uu2u3

Comme qradMg, = E; pour i = 1,2, il suit que qradMg,/E; = 0, ce qui
illustre le théoréme [3.1.91
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Exemple 9.1.11. Soit le carquois de type A371 :

1/2*>3\4

Pour tout A\ € k, on pose

k——k
/ \
1
M, : k k

et

k—k
SN
k ° k
On identifie P! et kLI {oo}. Alors, pour tout A € P!, M) est une représentation
indécomposable de dimension § et de plus, si A # 0, alors M) appartient & un

tube homogene et P}(Q) = P!\ {0}.
Les représentations quasi-simples sont

My :

00—k

/N

Eoi 0 0

Ei=7"1'Ey: 0 0

E2:T72E02 k k

et 7 3Ey = Ey. Ainsi, Ey est contenu dans un tube exceptionnel de rang trois
et on a My = Mg,.
Le tube est ainsi
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[ L% J

EO E1 = q.radMo/EO E2 Eo

FIG. 9.1 - Le tube exceptionnel de Az ;

On remarquera que q.radM, = EéQ) et q.radMy/Ey = E;. En calculant les
variables généralisées, on obtient

Ul + U3
Uz

Xg, =

On calcule maintenant les grassmannienne ot A désigne un élément arbi-

traire de Pj. On n’écrit que les vecteurs de dimension pour lesquels I'une des
grassmanniennes considérées est non-vide :

e [0000] | [0001] | [0010] | [0110] | [0011] | [0111] | [1111]
Gre(My) 0 Sy ) 0 Ps P, My,
(Gra(M)) | 1 1 0 0 1 1 1
Gre(Mo) 0 Sy | By | E? |Eeas | EP@s,| M,
X(Gre(Mg,)) | 1 1 1 1 1 1 1

Un calcul direct donne

X u1u4u§ + ’LL3'LL%U4 + USUQUZ + ugus + u;;uzu% + uiug + uouy
M =

0

U1U2U3 U4

et

X u;;uzu% + Uou1 + UUg + Uguz + u3u2ui
My = .

A

UL U2U3 U4
En calculant la différence, on obtient

Xum

o — XMy, = =Xg,,

qui illustre le théoréme [9.1.9

Il est intéressant de noter que pour e = [0011], V € Gre(My) est la repré-
sentation Fy @ S4. Avec les notations de la proposition Ve=Ey, Vp =5,
et P3 € Gre(M)) est effectivement le terme central d’une suite non-scindée

0— Sy— P3— Ey— 0,

ce qui illustre la proposition 9.1.7]
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Remarque 9.1.12. Dans toute la suite, nous n’utiliserons plus explicitement
le fait que l'on soit dans le cas A mais simplement la propriété de différence
vérifiée par les carquois de types A. Ainsi, pour appliquer nos méthodes au cas
affine en général, il suffira alors de démontrer que tout carquois affine vérifie la

propriété de différence (conjecture [10.0.17)).

Nous avions mentionné précédemment qu’il n’était pas clair a priori que ’al-
gebre Z[ X, M € Ob(Cq)] coincide avec l'algébre amassée A(Q). Le théoréme
permet alors de laffirmer pour le type A :

Corollaire 9.1.13. Soit QQ un carquois affine vérifiant la propriété de différence.
Alors
Z[Xa1, M € Ob(Cq)] = A(Q).

En particulier,

B'(Q) C AQ).

Démonstration. Supposons d’abord que @ n’est pas le carquois de Kronecker. I1
suffit de montrer que pour tout objet indécomposable M dans Cg, on a Xy €
A(Q). Si M est transjectif, alors il est rigide et donc X, € Cl(Q). Si M est
régulier. Supposons d’abord que M est contenu dans un tube exceptionnel 7°
de rang p > 2. Soient Ry, ..., R, les quasi-simples de 7 ordonnés de sorte que
TR; ~ R;_;. Alors pour tout i € Z/pZ, R, est une représentation rigide de @
et donc d’aprés le théoréme [3.1.4] on a Xpr, € CI(Q). Il existe alors n > 1 et

i € Z/pZ tel que M ~ R\™ mais alors d’aprés le théoréme [5.4.3| on a
Xy = Pn,p(XRiv' .. vXRprl) S A(Q)
Supposons maintenant que M est contenu dans un tube homogéne 7. Alors
M =~ M)(\n) pour un certain n > 1. Soit alors E n’importe quel quasi-simple
dans un tube exceptionnel. D’aprés la propriété de différence, on a
X, = Xup — XqradMs/E
mais Xpr, € A(Q) et Xq adm, e € A(Q) done Xy, € A(Q). Mais alors, il suit
du théoréme [5.4.3] que
Xy = XM)(\H) = Pn,l(XM,\) S A(Q)
Pour le carquois de Kronecker,
K : 1 —_— 2
on vérifie que
Xuy = Xp, X1, — Xp, ) Xp,p) € AQ).
On pourra aussi se référer a [22]. O
On peut aussi déduire du théoréme que les variables généralisées as-

sociées & des modules indécomposables de dimension § différent dans certaing
cas.

Corollaire 9.1.14. Soit Q un carquois affine vérifiant la propriété de différence.
Soit E un kQ-module quasi-simple contenu dans un tube exceptionnel. Alors
pour tout X € B}, on a

Xy, # Xy
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Corollaire 9.1.15. Soit QQ un carquois affine vérifiant la propriété de différence.
Si E est un module quasi-simple contenu dans un tube de rang p > 2. Alors
Xpw # Xpw pour tout module quasi-simple F # E contenu dans un tube de
rang q > 1.

Démonstration. Comme FE est contenu dans un tube de rang p > 2, il s’ensuit
que q.radMpg est de quasi-longueur | > 1 et donc q.rad Mg/ FE est un module in-
décomposable rigide non-nul. Soit F' un quasi-simple non-isomorphe & E contenu
dans un tube 7. On note ¢ = rg(7) et My = F(@.Si g = 1, d’aprés le théoréme
9.1.9

Xgw = Xpw + Xqradmp /B 7 Xp@ = Xp.
Si g = 2, alors q.radMp/F est nul et donc d’aprés le théoréme on a

Xpw —1= X, = Xgow — XqradMs/E

pour tout A € P} mais puisque q.radMp/E # 0, il s’ensuit que XgradMp/E # 1
et donc Xpw) # Xpw- Si g > 2, qradMp/F est un module indécomposable
rigide non-nul qui n’est pas isomorphe a q.radMpg/E. En particulier,

5(Xq_radME/E) =dimqradMg/E # dimqradMp/F = 6( Xy adme/F)
et donc

XE(P) = XMA + Xq.radME/E 7& XMA + Xq.rad]WF/F = XF(‘J)'
O]

Ce théoréme permet aussi de démontrer une propriété non-triviale des po-
lynomes de Chebyshev généralisés. Nous rappelons d’abord un résultat général
sur les carquois affines :

Lemme 9.1.16. Soit Q un carquois affine et T un tube dans I'(Q). Alors les
vecteurs de dimension des modules quasi-simples de T sont linéairement indé-
pendants sur Q.

Démonstration. Soient Ey, ..., E,_; les quasi-simples de 7 ordonnés de sorte
que T7E; = E;_1 pour tout ¢ € Z/pZ. Alors, pour tout i € Z/pZ, on a

1 sij=i—1

dim Extyq (E;, E;) = { 0 sinon.

et
. 1 sij=i1
dim Hoka(Eia Ej) = { 0 sinon.

Soit alors une combinaison Q-linéaire nulle Z?; Ajdim E; = 0. Pour tout
i € Z/pZ, la forme linéaire (—,dim E;) appliquée a cette égalité donne

Ai — Ai—1 =0.

Ainsi A\; = A; pour tout i # j et on note A cette valeur commune. Alors

p—1 p—1
0=> NdimE; =) dimE;
j=0 j=0

et A =0. O
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Lemme 9.1.17. Soit Q) un carquois affine gradué T un tube de rang p > 1 dans
I'(Q). Soient Ey, . .., E,_1 les quasi-simples de T . alors la famille {XSO, - 7X§p,1}

est algébriquement indépendante sur Q.

Démonstration. Soit un polynéome non-nul P =" _ a,t” € Q[t1,...,t,]. On
consideére
Q Q _ Q _ Q
PO, X8, = 0o, s = SNy
v v

Pour tout v € J,
p—1
dim (E§" @0 B1) = > ndim B,
=0

et ainsi, d’apreés le lemme [9.1.16] on a

dim (ESBVO @...@Ef_”f*1> # dim (ESBMO ®'~~@E;B_“ffl)

i . D’apres le 1 1.18] les X ¢ t lineai t inde-
si v # p. D’apreés le lemme (3.1.18] les I e sont linéairement indé
pendants sur Q et donc P(Xg07 e 7Xgp_l) £ 0. O

Soit p > 1, {x;1 : @ € Z/pZ} une famille d’éléments algébriquement indé-
pendants sur @, on pose
Ap(@i, s Tigp-1,1) = Ppp(®it, s Tivp—11) = Ppo2p(Tig1,15 -+ Tigp2.1)-
Proposition 9.1.18. Soit p > 1. Alors Ay(x;1,...,Zitp—1,1) ne dépend pas de
i€ Z/pZ.
Démonstration. Soit A le carquois de type Apyp muni d’une orientation alternée.
Soit X#* I’application Caldero-Chapoton sur C4. On se fixe 7(A) un tube ex-
ceptionnel de I'(A4), alors rg(7 (A)) = p et on note Ry, ..., R, les quasi-simples
de 7(A) ordonnés de sorte que TR; ~ R;_1 pour tout i € Z/pZ. Le carquois
A étant muni d’une orientation alternée, il est gradué. Il suit alors du lemme
9.1.17| que la famille {Xﬁi,i € Z/pZ} est algébriquement indépendante sur Q.

On pose alors le morphisme de Z-algébres

) Z[Xéi i €L — Zlxiq :i€Z/pZ]
™ Xél R Tin
D’aprés le théoréme [5.4.3] pour tout ¢ € Z/pZ on a

A A A
XMR,; = Pp,p(XRm s ’XRi+p—1)

A A A
Xq.radMRi/Ri = Pp—2,p (XRri‘l’ c ’XRi+p_1)
Soit A € P{(A), on note Ay le module quasi-simple du tube 7 (A), il suit de la
propriété de différence que
A A A
XMRi - Xq.radMRi/Ri = XAA
pour tout ¢ € Z/pZ. 1l s’ensuit que

A A _ A A
XJ\/[Ri - Xq.radMRi/Ri - AP(XRi’ te ’XRi_H,_l)

est indépendant de ¢ € Z/pZ. En appliquant 7, on voit alors que la différence
Ap(Zi1, .-+, Tiyp—1,1) est indépendante de i € Z/pZ. O



CHAPITRE 9. LE TYPE A 141

9.2 Les variables génériques comme générateurs

Nous voulons maintenant démontrer que pour un carquois satisfaisant la
propriété de différence, les variables génériques engendrent A4(Q) sur Q. Pour
cela, nous montrons que pour tout objet M de Cq, Xy est dans I’ensemble
QB'(Q) des combinaisons Q-linéaires d’éléments B'(Q).

9.2.1 Le cas indécomposable

Corollaire 9.2.1. Soit Q) un carquois affine satisfaisant la propriété de dif-
férence, E un module quasi-simple dans un tube exceptionnel. Alors Xy, €

ZB'(Q).

Démonstration. Soit p le rang du tube contenant E, q.radMg/FE est un module
indécomposable régulier de quasi-longueur p — 2. Si p = 2, alors q.radMg/FE et
nul et d’aprés la propriété de différence, on a alors

X]\/[E = XM)\ +1e ZB/(Q)

Sip > 2, il s’ensuit que dim (q.rad Mg/ FE) est une racine de Schur réelle et donc
XgradMp/E = Xdim qradMy/E € B'(Q). Maintenant, on sait que Xy, = X5 €
B'(Q) et donc d’aprés le théoréme[9.1.9] on a Xy, € ZB'(Q). O

On montre maintenant que pour tout n > 2 et tout quasi-simple E dans un
tube exceptionnel, X, ) est engendré par B'(Q) sur Z .
E

Proposition 9.2.2. Soit Q) un carquois affine satisfaisant la propriété de dif-
férence. Soit T un tube exceptionnel du carquois AR de Q. Alors Xy € ZB'(Q)
pour tout module M dans add7 .

Démonstration. On le montre par récurrence sur le vecteur de dimension de M.
Si M est quasi-simple, alors dim M est une racine de Schur réelle et X,; €
B'(Q). Supposons maintenant que M n’est pas quasi-simple et que pour tout
N dans T tel que dimN < dim M, on a Xy € ZB'(Q). Soit p = rg(7) et
Ey,...,Ep_1 les quasi-simples de 7 ordonnés de sorte que 7E; = E;_; pour
tout i € Z/pZ.

Supposons d’abord que M est indécomposable de la forme M = M(En) pour
un quasi-simple E de 7 et un entier n > 1. D’aprés la propriété de différence,
on a

XME = XMA + Xq.rad]\/IE/E

Ainsi, par hypothése de récurrence,
X, — Xir, € ZB'(Q)

mais X3, = X5 € B'(Q) donc X3, € ZB'(Q).
D’autre part, d’apres le théoreme [5.4.3] on a

Xy = Pupp(Xbos - X5, ,)

En particulier
_ n
XM;;L) = XEO@WEBEPA + E SY,nAXY
Y
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@TM

ot les sy, sont des entiers et ot Y parcourt les modules de la forme @ E;

avec Y n;dim E; S nd. En particulier,
XME S XEOEB"-EBEP71 + Z Sy’1XY
Y

et donc
Xirw € Xiowm,  + Oty Xy
Y

ol les ty sont des entiers et oit Y parcourt les modules de la forme @f;ol EPni
avec y_ n,dim E; S nd. Il g’ensuit que

XM(En) = X;L/[E + zy: ky Xy

ot les ky sont des entiers et ot Y parcourt les modules de la forme !, L pon
avec ) n;dim E; S nd. Comme X, o) € ZB'(Q) et que tous les Xy sont ZB’(Q)
E

par hypothese de récurrence, on obtient X, ) € ZB'(Q) pour tout n > 1.
E

Supposons maintenant que M est indécomposable mais pas de la forme M ](3").
Alors dim M ¢ 74 est une racine réelle. Si dim M < §, alors dim M est une
racine réelle de Schur et X, € B/(Q). On peut donc supposer que § < dim M.
Plus précisément, on écrit la décomposition canonique dim M = 6" ¢ d, ou
dg est une racine de Schur. Soit NV I'unique indécomposable de dimension dy, il
appartient & 7 et il existe une suite exacte non-scindée

0— N— M— M0
pour un quasi-simple F de 7 et un certain entier n > 1. De plus, on a
dim Extio (N, Mg”) = dim Homyq(MY”, 7N) = 1,
ainsi il suit du théoréeme [6.2.1] que

X, mXy =Xpy+ XB

(
ME

o B ~ ker f @ coker f[—1] pour un morphisme non-nul f : M](E")—M-N. En
particulier dim B < dim N+nd = dim M et donc, par hypothése de récurrence
Xp € ZB'(Q). D’autre part, on a vu que

XMgL) = X]’@[,\ + ;TyXY

ou les ry sont des entiers et ou Y parcourt les modules dans add7 tels que
dimY < nd. En particulier,

ijgx)XN = X;\L/[AXN -+ ZTYXYEBN
Y

S XmSXdU + ZB/(Q)
S Xn5+d0 + ZB/(Q)
€ ZB'(Q)
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et donc X = XM(E")XN —Xp € ZB/(Q)

Supposons maintenant que M est décomposable. Alors s’écrit M = M; &
M pour des modules réguliers M;, M,. En appliquant récursivement le théo-
réme et le lemme on montre comme dans la proposition que
Xy = X, Xy, peut s’écrire comme une combinaison Z-linéaire de Xy ou
Y = @, Y; (décomposition en indécomposables) est un module de add7 tel
que ExtéQ (Y;,Y;) = 0 pour tous ¢ # j. On montre alors par récurrence sur le
vecteur de dimension que Xj; peut s’écrire comme une combinaison Z-linéaire
de Xy ot V est de la forme M} Xg avec R € add7 rigide, A € P} et k > 0. En
particulier, chaque Xy sera dans B'(Q) et donc X, € QB'(Q).

Soient des entiers 1 < ¢ < n. Le facteur indécomposable Y; est de la forme
EZ(") pour n; > 0 et un certain module quasi-simple E; de 7. Soit p le rang de
T, écrivons n; = k;p + r; avec 0 < r; < p la division euclidienne de n; par p.
D’aprés le théoréme [6.2.1] on peut écrire

Xy, = XElgv-nXMg:m + XB
avec dim B < dimY; et F; un module quasi-simple de 7. Puisque @ vérifie la
propriété de différence, X MU peut s’écrire

_ yki
XMgm =Xy, + E rz, Xz,

ou Z; € add('T)
Alors

n

Xy = ]i[)((ET;)AX.P]]:}A + Z SUXU
i=1 dimU<dimY

avec U € add(7). Par récurrence sur le vecteur de dimension, chaque Xy peut
s’écrire comme une combinaison Z-linéaire de Xy ot V est de la forme M fX R
avec R € add7 rigide, A € P} et k > 0.

Maintenant,

T o xki ik
[T X7 x0, =X X, o

. j=1"j
i=1

Sik; = 0 pour tout j = 1,...,n, alors chaque Y; est rigide et donc Y est rigide et

. . N . . T5 . . . 2
iln’y a rien & montrer. Sinon, dim @;L:l EJ( 3 < dimY et ainsi, par récurrence,

n
j=1"3

X e peut s’écrire comme une combinaison Z-linéaire de X J’% Xgr avec R

rigide dans add7 et ainsi [}, ng)X I peut s’écrire comme une combinaison
. k3" ky .

Z-linéaire de XMAZ]A ? Xg, ce qui prouve le résultat. O
A ce stade, nous avons en particulier montré que pour un carquois affine

satisfaisant la propriété de différence, la variable généralisée Xj; est dans le

Z-module ZB'(Q) engendré par les variables génériques pour tout objet indé-

composable M.

Corollaire 9.2.3. Soit Q un carquois affine satisfaisant la propriété de diffé-
rence. Alors pour tout objet indécomposable M de Cq, on a Xy € ZB'(Q).
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9.2.2 Le cas décomposable

Lemme 9.2.4. Soit Q un carquois affine satisfaisant la propriété de différence
et Y = @,Y; un objet tel que Ext(lj(Yi,Yj) = 0 pour tous i # j. Alors Xy €
QB'(Q)-

Démonstration. Siles facteurs directs de Y sont rigides, alors Y est aussi rigide
et donc Xy € B'(Q). On suppose maintenant que Y n’est pas rigide. On note

Y=Ypo PV,
Aep?t

ou Yp a ses facteurs directs dans la composante transjective et ou Y) est un
module de add7,, pour tout A dans P! (on notera que 7, peut étre exceptionnel).

Si Yy, = 0 pour tout A € P!, alors Y = Yp est rigide. On peut donc supposer
que Yy # 0 pour un certain A € P! et que Yy a un facteur indécomposable M
tel que Ext,lcQ(M, M) # 0.

Supposons que Yp # 0 et fixons un facteur direct indécomposable N de Yp.
Alors N = P;[s] pour un certain i € Qo et un certain s € Z. Comme M est un
module régulier non-rigide, il suit que nécessairement dim M > § est sincére et
de méme pour dim 7' *M ~ M|l — s]. Ainsi,

0 # dim 7' ~* M (3)
= dim Homyg(P;, 5 M)
< dim Home (P;, M[1 — s))
= dim Home (P;[s], M[1])
= dim Ext} (M, P;[s]).

et donc Ext;(M,Yp) # 0 ce qui est une contradiction. Ainsi, Yp = 0 et

Y:@YA.

AePt

On montre maintenant par récurrence sur le vecteur de dimension de Y que
Xy € QB/(Q). Si Y est un module quasi-simple, alors ot bien Y = M, pour un
certain pu € P}, ou bien Y est quasi-simple dans un tube exceptionnel et donc
rigide. Dans les deux cas, on a Xy € B'(Q). Sinon, on écrit ¥ = @, p: Y. Si
Y, = 0 pour tout A € P1\ P}, alors Xy, est un polynome en les X;. Ainsi, Xy
est un polynome en Xs et comme X, 5 = X pour tout n > 1, Xy est dans le
Z-module ZB'(Q).

On suppose maintenant que Yy # 0 pour un certain A € P!\ Pi. On affirme
alors que

)(yA = AX(’;U‘XRA =+ Z rz Xz
dim Z<dim Yy,
pour un certain entier ny > 0, un certain module rigide Ry € addT) et des
nombres rationnels r; indexés par les modules Z € add7,. On le montre par
récurrence sur le vecteur de dimension de Y.

Si Y, est quasi-simple, alors Ry = Y, donne le résultat. Supposons mainte-
nant que Y) est n’importe quel module indécomposable de 7). Alors, il suit de
preuve la proposition que l’on peut écrire

Xy =X o Xy—Xp

Mgn,
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pour un certain module quasi-simple E dans 7, un entier n > 1 et un module
régulier B tel que dim B S dimY'. En particulier,

Xy =Xj, Xy + Y rXz

ol Z parcourt un ensemble d’objets de 7} tels que dim Z < dim Y. Ceci prouve
I’affirmation pour Y) indécomposable.

Si Y) est décomposable, alors tout facteur direct indécomposable de Y), sa-
tisfait laffirmation. Comme pour chaque A € P}, Xy, est un polynome en Xg,
il suffit de montrer que

xp I Xw €zZB(Q

AEP!\P}

pour tout A € Py et tout n < ng ot nd = dim P, cp1 V- On a

xp I xve=x3 ] (Xpxe+ D> rzXz
AEP1\PL AEP1\PL dim ZSdim Yy,
n+d_, na
= X(S A X@)\ Ra + Z TzXZ
dim Z;<tn5+2/\ Y

ott les \ parcourent P! \ P§. Pour tout n < ng, on a

dimZ Sni+» Yy<dimZ Sngd+ Y Yy =dimY.
A A

Par récurrence sur la proposition on peut de plus supposer que tous
les Xz satisfont les hypothéses du lemme. Ainsi, par récurrence, il suit que les
Xz apparaissant dans la derniére somme sont dans QB'(Q).

Comme il n’y a pas d’extensions entre les tubes, @, Ry est rigide et il suit

alors de la proposition [8.3.10] que
X?+Ex LN X@)\ R c QB/(Q)
O

En corollaire, on peut alors montrer que les éléments de A(Q) s’écrivent
comme combinaisons Q-linéaires d’éléments de B'(Q).

Proposition 9.2.5. Soit Q un carquois affine satisfaisant la propriété de dif-
férence. Alors

A(Q) C QB'(Q).

Démonstration. Soit M un objet de Cg. D’aprés la proposition @ X peut
s’écrire comme combinaison Q-linéaire de Xy ou Y = P, Y; est tel que pour
tous i # j, on a

Exte(Y;, Y;) = 0.

Il suit alors du lemme que tout Xy est dans QB'(Q) et donc X €
QB'(Q). H
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Exemple 9.2.6. Considérons le carquois de type A4’4 de 'exemple

2<——3——>14

/ N

1 )

\ /

§<——7—>6

En reprenant les notations de l’exemple [6.2.5] on considére le module M =
Eéz) ® Erg. Alors
Xuy=X X
M= App TR
mais d’apreés le théoréme 0.1.9] on a

X @ =Xy, + X 2
ESG A E34

pour tout A € P}(Q). Mais Eéi) et Eéz) sont indécomposables rigides et donc
sont dans B'(Q).

Xu =X, +XE§i) + X
=X+ Xy
€ ZB'(Q).

(2)
Egs

2 + X . 2
mE§4) d1mEé6>

9.3 Indépendance linéaire des variables génériques

9.3.1 Réflexions pour les carquois affines

Nous revenons a I’étude de l'interaction des foncteurs de réflexion et des
variables généralisées. Nous précisons les résultats de la sous-section dans
le cas ou Q est un carquois affine. On se fixe ¢ un puits dans @ et on note
Q' = 0;Q le carquois réfléchi.

Lemme 9.3.1. Soit Q un carquois affine et i € Qo un puits. Alors

1. Un kQ-module M est un kQ-module régulier si et seulement si RT(M)
est un ko;Q-module régulier.

2. Soit M un kQ-module régulier indécomposable. Alors R?‘ induit une équi-
valence de catégories du tube contenant M dans kQ-mod vers le tube conte-
nant R;"M dans ko;Q-mod.

Démonstration. Puisque i est un puits, le foncteur R;" coincide avec le fonc-
teur S;r sur la sous-catégorie pleine de kQ-mod engendrée par les kQ-modules
réguliers. D’autre part, on sait que le foncteur de réflexion S;r induit une équi-
valence de catégories kQ-mod/S;— ko;Q-mod/S;. Comme ¢ est un puits, le
kQ@Q-module S; est projectif et que le ko;@-module S; est injectif. Soit 7 :
kQ-mod— kQ@-mod/S; le foncteur canonique. Alors pour toute composante ré-
guliére 7, la restriction du foncteur m & 7 est isomorphe a l'identité de 7. Ainsi,
si M est un module régulier, il appartient & un tube 7 et S;t M ~ S (7(M))
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appartient & S;"(7(7)). Mais S} (n(T)) ~ n(7) ~ T et donc S;" (M) appar-
tient & un tube de ko;Q-mod/S;, il est donc régulier et de plus S; induit une
équivalence de catégories entre du tube contenant M vers le tube contenant
SH(M). O

Corollaire 9.3.2. Soit Q un carquois affine, i un puits dans Qo et M un kQ-
module réqulier indécomposable de suite de quasi-composition

O=MycCcM,C---CM,=M,
alors R;FM est ko;Q-module régulier de suite de quasi-composition
0=RMyCRfM; C---C RfM, = R} M.

Proposition 9.3.3. Soit Q un carquois affine ayant au moins trois sommets et
i un puits dans Qq. Supposons que QQ et 0;Q satisfont la propriété de différence.
On note ®; : A(Q)— A(0:Q) l'isomorphisme canonique et R} : Co— Cy,0 le
foncteur BGP étendu. Alors pour tout objet M de Cq, on a (In-(X]%[) = X;iQM.
Démonstration. 1l suffit de le prouver pour M indécomposable. Si M est rigide,
alors le résultat suit de la proposition Si M n’est pas rigide, alors M est
régulier.

Si M est dans un tube exceptionnel 7 de rang p > 1. Soient Ey, ..., E,_1
les modules quasi-simples de 7 ordonnés de sorte que T7E; = FE;_; pour tout
i € Z/pZ. Soit 1 la quasi-longueur de M et supposons que les F; sont indexés
de sorte que Ey = q.socM. Alors il suit du théoréme que

Xg =Pp(Xg,. . X2 ).

D’aprés le lemme(9.3.1) R;” M est régulier et appartient & un tube 7" de rang
p. De plus, le corollaire implique que les quasi-simples de 7" sont les R;"Ei
pour i € Z/pZ et R Ey = q.socR; M. En outre, q.1(Rf M) = q1(M) = [ et
donc

0iQ 0iQ oiQ
XR;rM _Pl’p(XR:rEo""’XR:rEp_l)'

Comme chaque quasi-simple dans un tube exceptionnel est rigide, il suit que

XoiQ _ (bi(Xgi) pour tout ¢ € Z/pZ

RFE; —
et donc
o, Q g Q 0:Q
XRjM = B*p(XRjED""’XRjEp,I)

= Pl,p(‘I’i(X}?O)a R q)i(Xgp,l))
= 0;(Py(XE ... ,XgH)
= D;(X )
Il reste alors & montrer le résultat pour M indécomposable dans un tube
homogeéne. Le foncteur R;" envoie les tubes homogénes de Cq sur les tubes ho-

mogénes de Cy, . Quitte & réindexer les tubes, on peut supposer que R:”TA(Q) =
Ty (0;Q) pour tout A € P! et alors d’apreés le lemme on a P}(0:Q) = P§(Q).
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L’ensemble {MA})\GP% est un ensemble de représentants des isoclasses de mo-
dules quasi-simples dans les tubes homogénes de Cq et { R My}, cp1 €St un en-
9]

semble de représentants des isoclasses de modules quasi-simples dans les tubes
homogeénes de Cy, - En outre, il suit du lemme et du théoréme que

Q _ yQ@ _ Q 0iQ _ yoiQ _ 0 Q
Fargr = Xy = Onl Xt J et Xy = Xy = O

pour tous A, u € P5(Q). 1 suffit alors de montrer que

®i(X5,) = X;?QMA

pour un certain \ € P§(Q).
D’apreés la propriété de différence pour @), pour tout kQ-module quasi-simple
FE dans un tube exceptionnel, on a

Q _ y@ Q
XMA = XME o Xq.radME/E
et d’apreés la propriété de différence pour ¢;Q), on a

XUiQ — XQ _ XQ
R M, R} Mg q.radR;j Mg /q.socR} Mg

En particulier,

®i(X7) = ®i(X,) — (X2 )
= X"l‘_? _ Uz‘_*_Q
R (Mg) R (q.rad(Mg/E)

Il suit du lemme que R} (Mg) = Mp+ gy et qradR Mg/q.socRf Mg =
q.radMRf(E)/Rj'(E) et donc

(YR ) = yoi@ _ v@
@z(XMA) = XMRj<E> Xq,radMRfrE/Rj'E
_ yoiQ
= XijMy
O
Définition 9.3.4. Soit () un carquois acyclique, une suite de sommets (i1, . . ., i)

de @Q est dite suite admissible de puits (resp. suite admissible de sources) si i1
est un puits (resp. une source) dans @ et si pour tout 1 < k < n, ix est un puits
(resp. une source) dans o;,_, o004, (Q).

Une récurrence sur la proposition donne alors :

Proposition 9.3.5. Soit Q un carquois affine ayant au moins trois sommets
satisfaisant la propriété de différence. Soit Q' un carquois réflexion-équivalent a
Q et (i1,...,1,) une suite admissible de puits telle que Q' = o; o - - 00, (Q)
telle que pour tout 1 < k <mn, le carquois o;, o---00y,(Q) satisfait la propriété
de différence. On note ® l’isomorphisme canonique A(Q)— A(Q’) et
R+ = R;‘; R;‘; :CQ—>CQ/

Alors ,

‘I)(X]{g[) = X}%—f—]\/[
pour tout objet M de Cq.
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9.3.2 Reéflexions et variables génériques

Nous montrons maintenant que ’ensemble des variables génériques est stable
sous réflexion.

Théoréme 9.3.6. Soit QQ un carquois affine ayant au moins trois sommets
satisfaisant la propriété de différence. Soit Q' un carquois réflexion-équivalent
d Q. On écrit Q' = o0, 0---00;,(Q) et on suppose que pour tout 1 < k < n,
oi, © -+ 0 0y, (Q) vérifie la propriété de différence. Soit ® : A(Q)— A(Q")
I’isomorphisme canonique d’algébres amassées. Alors

o(B'(Q)) = B'(Q").

Démonstration. Soit (i1, ...,%,) une suite admissible de puits telle que Q' =
gi, 0+--00;(Q). On note R la composition

R* =R} ---Rl :Co—Cq,

c’est une équivalence de catégories triangulées. D’aprés la proposition [9.3.5} on
a @(XJCVQI) = XQ+M pour tout objet M de Cq.
Soit d € Z% \ N@_ tel que

_ Q
Xq = X[d]+ | I XPi[l]GB(—di)
d;<0

Puisque [d]+ n’est pas sincére, il existe My € rep(Q, [d]+) qui est rigide. Il
sensuit que M = M, @ D, P;[1]7% est aussi rigide et donc RTM lest.
Alors, @(Xﬁ) = Xg;M est dans B'(Q’).

Si d € N9, supposons qu’il existe un module rigide M € Ug, alors R+ M est
rigide et donc @(X]%) = XI%M est dans B'(Q’). Sinon, d’apreés la décomposition
canonique de [d];, M € Ug, NMq), se décompose en

V=@ e @,
iel jed
ou I est un ensemble non-vide et ou les N; sont des représentations de Schur

rigides pour tout j € J et Ext} o (U, V) = 0 pour tous facteurs directs indécom-
posables distincts de M. Il s’ensuit que

R*M =@ R M\, & @ RTN;
icl jeJ
ot les RTN; sont RN, sont des représentations de Schur rigides telles que
ExtéQ (U,V) = 0 pour tous facteurs directs distincts de Rt M. Supposons que
RTN; ~ P;[1] pour un certain kQ’-module Pj. Alors

Exte,, (R*Nj, My,) = Exte,, (Pi[1], My,) = dim My, (k) > 0,

ce qui est une contradiction et donc RTM est un kQ’-module. Il suit alors de

la section [8.3] que
Q" _ y@
Xprnr = Xdimre
et donc ®(B'(Q)) C B'(Q").
Réciproquement, Q peut étre obtenu de Q' par une suite de réflexions le long
de sources et la méme démonstration donne l’inclusion inverse. O
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Nous étendons ici la notion d’applications linéaires par morceaux introduites
dans [74] a tout le réseau des racines. Si i € Qg, on note s; la réflexion standard
du groupe de Weyl de ®(Q) associée au sommet 7. On note alors o; ’application
linéaire par morceaux définie sur Z®((Q)) comme suit. Si d € ®>_1(Q), on pose

_ | d sid = —a; pour j # 1,
oi(d) = { si(d) sinon

Sid e N%, on écritd =e; @ --- @ e, la déecomposition canonique de d et on
pose

n
O'i(d) = Zgl(el)
i=1
Sid e Z%, on pose
oi(d) = oi([d]+) + [d]- + 2d;a;.
Alors o; définit une involution sur Z®(Q) ~ Z%°.

Lemme 9.3.7. Soit Q un carquois acyclique, i un puits dans Q. Soit M un
objet dans Cq tel que
M ~ ]\41 D P Mn

ot les My sont des objets indécomposables tels que ExtéQ (My, M;) = 0 pour
k #£ 7. Alors
dim R} (M) = o;(dim M).

Démonstration. Si n = 1, alors M = M; est indécomposable et dim M €
®>1(Q), le résultat suit alors de [I0I, Théoréme 3.4]. Sin > 1, comme Exté@ (My, M;) =
0 pour k # j, 'un des M; est isomorphe & un Pj[1], alors (dim M;);, < 0 pour

tout [ = 1,...,n. Il s’ensuit que

[dim M), = dim H°(M).

On écrit alors
M =H'(M)® @ P:1]®.
k€Qo

En particulier, pour tout k € Qg, on a pp = —(dim M);. Ainsi,

Rf (M) = S} (H°(M)) ® P & € Pi[1]%7
ki

ot S est le foncteur de réflexion BGP standard. Il vient alors
dim R?‘M = s;(dim HO(M)) + pio; — PRQ

si([dim M]y) + [dim M]_ + 2p;«;

o;([dim M) 1) + [dim M]_ + 2p;«;



CHAPITRE 9. LE TYPE A 151

Corollaire 9.3.8. Soit QQ un carquois affine ayant au moins trois sommets, i
un puits dans Qq. On suppose que Q et 0;Q satisfont la propriété de différence.
On note ®; : A(Q)— A(0;Q) lisomorphisme canonique d’algébres amassées.
Alors pour tout d € Z9°, on a
Qy _ iQ
O;(Xy) = X;’i(d).
Démonstration. D’aprés le théoréme de dénominateurs [3.1.8 pour tout objet
M de Cg, on a
. _ iQ
dim R (M) = 5(X;i+M).

Soit d € Z%° et M tel que X = Xq, on peut choisir M de sorte qu’il vérifie
les hypotheses du lemme [9.3.7, dans ce cas, on a dim R; (M) = o;(dim M).

D’autre part, d’aprés la proposition[9.3.3} on a @i(XJ(\%) = X;’;M et alors il suit

du théoréme [9.3.6| que
®;(Xg) = X7

O

Définition 9.3.9. Soit ) un carquois, on dit que Q est réflexion-gradué si il
existe Q' réflexion-équivalent & @Q tel que Q' est un carquois gradué.

Remarque 9.3.10. Tous les carquois ne sont pas réflexion-gradués. En effet,
considérons le 3-cycle @ avec double fléches

VAN

Soit ¢; la i-éme colonne de la matrice B associée a Q. Alors c3 = —c¢; —¢3 et
n’est pas gradué. D’autre part, @ est le seul carquois de sa classe de mutation
et donc a fortiori de sa classe de réflexion.

L’intérét de la notion de carquois réflexion-gradués dans notre étude est la
suivante :

Corollaire 9.3.11. Sot Q un carquois tel qu’il existe un carquois Q' = o;, o
w004, (Q) gradué. Supposons que Q satisfait la propriété de différence et que
pour tout 1 <k <mn, o4, 0---00;(Q) satisfait la propriété de différence. Alors
B'(Q) est linéairement indépendante sur Q.

Démonstration. Soit @ : A(Q)— A(Q’) I'isomorphisme canonique d’algébres
amassées. Alors d’aprés le théoréme on a ®(B'(Q)) = B'(Q’). D’autre
part, Q' est gradué et les éléments de B'(Q’) ont des vecteurs de dénominateurs
distincts par définition, il suit alors du lemme que B'(Q’) est linéairement
indépendante sur Z et donc B'(Q) aussi. O

9.3.3 Réflexion-graduation pour le type A

Dans cette section, on montre que tout carquois affine de type A est réflexion-
gradué. Pour ce faire, nous allons effectuer une vérification au cas par cas en
fonction du couple {r, s} du type affine A, ; de Q.
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Lemme 9.3.12. Soit Q un carquois affine de type A. Alors Q est réflezion-
gradué.

Démonstration. Soient r,s € N deux entiers et ) un carquois de type af-
fine Ar+1,s+1- On rappelle que deux carquois de type Aﬂrl}sﬂ sont toujours
réflexion-équivalents. On supposera donc toujours qu’un carquois de type Ar+1,s+1
est muni de ’orientation :

dy —> - —>d,

On rappelle qu'un carquois est de type A,.H,S“ si et seulement si il est de
type As+1,r+1- Dans chaque cas, nous allons construire une forme e telle que Q
satisfait la condition de graduation pour cet €, c’est & dire telle que € est une
forme linéaire sur Z@° telle que e(Ba;) < 0 pour tout i € Qg oit B = Bg. En
général, on notera C; = Ba; la i-éme colonne de B. Si € est une telle forme sur
B, on dira que € convient a Q.

Supposons d’abord que s = r = 0, alors @ est le carquois de Kronecker
a—Z}b, il est muni d’une orientation alternée et donc gradué.

Supposons maintenant que {r,s} = {0,1}. On suppose que r = 1 et s = 0,

alors @ est le carquois
c1

q———> )

la matrice associée dans la numérotation (a,cy,b) est

Les colonnes C, et C,., sont linéairement indépendantes et C, = C., — C,. On
pose alors €(C,) = —1, €(C,,) = —2 et alors €(C) = —1 < 0. Ainsi € convient.
Supposons » = s = 1. Alors @ est le carquois

SN\
\/

Dans la matrice associée B, on a C, = —Cl, on ne pourra donc pas trouver de
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forme € convenant a Q. Soit alors le carquois Q' = up(Q) = 04(Q) donné par

I\
N,

Q' est alterné donc gradué et alors ) est réflexion-gradué.
Supposons maintenant que s = 0 et » > 2. Alors @ est le carquois

Cl——>+++ ——> Cp
a b
la matrice associée dans la numérotation (a,cy,...,c.,b) est alors
[0 1 0 -+ 0|17
-170 1
1
-1 0 |1
L _1 _1 -
et on a
)\b + )\cl
)\62 - )\a
Z AiCj =
)\b - )\cr,l
Acr - )\a
Si r € 2Z, alors
Aoy =—Np
. Aa =Aey == A, o .
Z&C}—O@ R S < Aj =0 pour tout j € Qo
Ao = A,

Ainsi, B est de rang plein et Q) est gradué.
Sire2Z+1, alors

Aey O
)\a :ACQZ...:ACT_l
Z)\jC’j:0<ﬁ> Aeror = Ay == A, =0 & A; =0 pour tout j
b Aoy, = Aoy =+"=Ag
Ao = )‘Cr
Ainsi, les colonnes (Cq, Ce,,...,C,,) sont linéairement indépendantes et

Cb:_Ca+Ccl_C¢22+CCS_"'_CCT,1 +Ccr
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On pose alors, €(C;) = —1 pour tout ¢ # c1,b et €(Ce,) = —2 et €(Cp) < 0 et €
convient.

Supposons maintenant que s = 1 et r > 2, alors @) est le carquois

Cl —+++ —> Cyp

a\ /b
dy
dont la matrice associée dans la numérotation (a,cq,...,¢.,b,dy) est
[0 1 0 -~ 00| 1 7
-1] 0 1
0|-1 0
1
-1 0 |1
110 -1
L -1 1 |
On a i i

>\C1 +>\d1

co )\a

Acs — Aoy

Z /\jCJ =
JEQo Ny — Ae,
Ap — Aq
Sir e 2Z,
Z Ajcj:()@)\a:)\b:)\cl :)\02 :---:)\CT:_)\d1

JEQo

Alors Z#dl A;C; = 0= X; = 0 pour tout j et alors les colonnes (Cy, C.,,...,Cq,,Cy)
sont linéairement indépendantes et Cy, est combinaison linéaire des autres co-
lonnes. Plus précisément,

- )\Cl - 1
Aes — Aa 0
Aes — Ae :
NG = : =| - el =A== ==\, =
j#du A — Ao, 0
_)‘Cr 771
Ap—Aq 0

Ainsi, Cq, = 37,4, C; et donc il suffit de poser €(C;) = —1 pour tout j # di
et @ est gradué.
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Sire2Z+ 1, Q n’est pas gradué. Soit alors le carquois

C] ——+++ —> Cp
Q' =m(Q) = ¢ \ / b
dy
dont la matrice associée dans la numérotation (a,cq,...,¢.,b,dy) est
[0 1 0 - 00 |17
-1 1
0|-1 0
1
-1 0] -1
1] 0 |1
| —1 —11]0 |
On a
>\(11 + )\dl
Aey — Aa
DNCi=| A -,
Jj#da *)\b — )‘Cr—l
)\Cr,« + )\dl
=X — A
et donc
T~ Aoy =Acz == Ac,, = —Agy
Z}\JC]—O@{ Aa :)\02:"':A07~71:_Ab
JEQo
Ainsi, les colonnes (C,,Ce,,...,C., ) sont linéairement indépendantes et Cj, et

Cyq, sont dans I'espace qu’elles engendrent. Plus précisément, on a
CVb :Ca+cc2 +"'+Oc,.,1etcd1 :Ccl +CCS ++Cc,
On pose alors €(C;) = —1 pour tout i # b,d; et ainsi € convient. Ainsi Q' est

gradué et @ est réflexion-gradué.
Supposons maintenant que r, s > 2, () est alors le carquois

/ N
N\ /

Cl ——>+++ —>Cp

a b

d — - —>d,
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dont la matrice B associée dans la numérotation (a,c1,...,cq,b,dy,. .., ds) est
[0 i1 0o -~ 0}0}] 1 0 - 0 T
-1, 0 1
0—-1 0
g
-1 0 |1
-1 -1
-1 0 1
-1
o
L 1 -1 0 |
On a _ -
>\Cl + )\dl
Acy — Aa
Acs — Aey
)\c, - )\c,,z
Ab— A,
2 NG = |
JEQo /\d2 — )\a
Ads — Ady
Ads - Ads—2
[ Ao = Ad,_y
Sir,s € 27, alors
Aey, = —Aqy
Aa =Agy =...= A,
Z)\jCj:0<:> )\)\b i/\cg\”:'”:Acl < A; = 0 pour tout i
; cr T T dg
7€ e =Agy =...= A,
AN =g, =...=Aq,

et les colonnes sont linéairement indépendantes. B est alors de rang plein et Q
est gradué.
Sire2Zetse2Z+1, alors

Aoy, =gy
Ao =g, = =X, ,
AN =X, , = = A
Y ACi=0s Ae :_)\dl '
J€Qo e =My =..=Aa =Ny
A =X, =...= gy

Ainsi, Zﬁéds A;C; =0 siet seulement si A; = 0 pour tout j. Les colonnes Cj,
CepyeosCepy Cp, Cgyy ..., Cq,_, sont ainsi linéairement indépendantes et

Cds:Ca‘f'CcQ‘i‘"“i‘Ccr‘f‘Cdz+"'+Cds,1_Cdl_"'—cds,z
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On pose €(C;) = —1 pour tout ¢ # a, ds et €(C,) = min(0,r — 1) — 1. On a alors
€(C;) < 0 pour tout i € Qg et Q est gradué.
Sir, s € 2Z+1, Q n’est pas gradué. On considére alors le carquois Q' = up(Q)

dont la matrice associée dans la numérotation (a,ci,..., ¢, b, dy, ..., ds) est

o1 o -~ 001 0 - 07

—1( 0 1

0]-1 0

1
-1 0 -1
/
B 1] 0 1
-1 0 1
-1

. o1
i 1 -1 0|

Si C! désigne la i-éme colonne de B’ pour tout ¢, on a

o A ]
Aey — g
Acs — Aey
)\CT - >\CT‘—2
—Ap— A
/! Cr—1
,Z )\]C] B _)\alS — )\c,,.
JEQo —)\dg ~\,
My — Ad,
Ad, = Ad,_»
[ = — Aa,,
et
Aey, = —Aqy
)\a = )\02 _ = )\c.,,,l — )‘b
o A01 :”':ACT
> NG =0 N
/\a = >\d2 = = >\dg_1 *)\b
Ay, = =Ag
Ainsi, Zﬁéb,ds AjC% =0« A; = 0 pour tout j. Les colonnes Cy, Cg ,...,CL |
C},»---,Cf _ sont ainsi linéairement indépendantes. De plus
C,=C,+C,,+--+C., _ +Cl,+--+Cy__,
et
Cy, =C,,+C.,+--+C, —C) —...—Cy__,
On pose alors €(C}) = —1 pour tout i # b, ds, ¢1 et €(C., ) = min(0, 2t — 221y —

L. Alors, €(Cy) < 0 et €(Cy ) < 0. Q" est ainsi gradué et @ est réflexion-gradué.
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Dans tous les cas, on a montré qu’un carquois @ de type affine A est réflexion-
gradué. O

Corollaire 9.3.13. Tout carquois affine est réflexion-gradué.

Démonstration. D’apreés le lemme[9.3.12] il suffit de le montrer pour les cas ou @
est de type affine D et E. Dans chacun de ces cas, le graphe sous-jacent a Q est un
arbre. Il admet donc une orientation alternée et de plus, toutes les orientations
d’un arbre sont réflexion-équivalentes. En particulier, Q) est réflexion-gradué. [

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les variables génériques
forment une Z-base du Z-module A(Q) pour un carquois affine de type A.

Théoréme 9.3.14. Soit Q un carquois affine réflexion-gradué. Soit Q' = o;, o
w004 (Q) un carquois gradué tel que pour tous 1 < k <mn, o;, 0---00;(Q)
vérifie la propriété de différence. Alors B'(Q) est une Z-base du Z-module A(Q)
appelée base semi-canonique de A(Q)..

Démonstration. D’apreés le corollaire B'(Q) est linéairement indépen-
dante sur Z. D’aprés le corollaire [9.3.13| et le théoréme [9.3.6] on peut supposer
que @ est un carquois gradué. Il suit de la proposition que tout élément
X est une combinaison linéaire d’éléments de B'(Q). Pour tout d € Z9°, on
note

Ma = (— (s, [d]) + {[d] a:)iecu:

Si M est tel que Xy = Xq, alors il suit de la définition de Xgq que dim H°(M) =
[d]+ et dim Py,[1] = [d]-. Alors, il suit de la proposition que supp(Xq) €
C, et la Ag-composante de Xg est 1.
Comme @ est graduée, en utilisant la filtration de la proposition on
obtient
Xy = Xdimm + Z naXa
e(d)<e(dim M)

ou les ng sont des nombres rationnels. Par récurrence, puisque les caracté-
ristiques d’Euler de grassmanniennes y(Gre(M)) sont des entiers, on obtient
na € Z pour tout d € Z2° et donc A(Q) est engendré par B'(Q) en tant que
Z-module. O

En particulier, on a établi le théoréme suivant :

Théoréme 9.3.15. Soit Q un carquois affine de type A. Alors B'(Q) est une
Z-base dans A(Q).

Démonstration. 1l suit du théoréme que tout carquois de type A veérifie la
propriété de différence. Puisque tout carquois réflexion-équivalent & un carquois
de type A est aussi de type A, les hypotheéses du théoréme sont vérifiées
et le résultat suit. O

Remarque 9.3.16. Comme nous ’avons déja mentionné, il conviendra de faire
attention au fait que la terminologie base semi-canonique introduite dans [22] ne
coincide pas avec celle présentée dans nos travaux. En effet, dans leur étude de
la base semi-canonique de ’algébre amassée associée au carquois de Kronecker,
Caldero et Zelevinsky prennent X e 1a ot nous prenons X7, pour les variables

qui ne sont pas des mondémes d’amas. Comme nous le verrons dans la section
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[0.4] ces deux bases ne different que par un changement de base localement
unipotent. En ce sens, 'utilisation de la terminologie base semi-canonique peut
confondre quelque peu au premier abord mais d’un point de vue géométrique
notre terminologie semble se justifier naturellement.

La terminologie a été motivée par ’analogie entre les travaux de Geiss, Le-
clerc et Schroer sur la catégorification des algébres amassées a 1’aide de ’algébre
préprojective [54]. Dans leurs travaux, ils définissent des bases dans les algébres
amassées & I’aide de la base semi-canonique duale §* du dual gradué U(n);, de
I’algébre enveloppante de n ot n C g est la sous-algébre nilpotente maximale
de I’algébre de Lie-Kac-Moody g associée a @). Les éléments de cette base semi-
canonique duale sont des fonctions génériques pz associées aux composantes
irréductibles Z des variétés nilpotentes sur l'algébre préprojective A associée
a Q. En ce sens, notre base semi-canonique est 1’analogue dans le cas de la
catégorie amassée A la base semi-canonique duale.

Il serait intéressant d’étudier plus avant le lien réel qui existe entre ces deux
approches. En effet, si on note A I’algébre préprojective sur Q et d € N®@o,
la variété rep(Q,d) se plonge dans une composante irréductible Z de la va-
riété nilpotente Aq des A-modules de dimension d. Il serait alors intéressant de
comprendre quel lien existe entre la fonction générique pz sur Z et la variable
générique X ? sur rep(Q, d). A notre connaissance, aucune recherche n’a encore
été effectuée dans cette direction a I’heure actuelle.

9.4 Bases pour le carquois de Kronecker

Le cas du carquois de Kronecker a déja fait ’'objet d’une étude dans [88]
et dans [22]. Dans le premier article, les auteurs étudient la base canonique de
I’algébre amassée associée au carquois de Kronecker alors que dans le second,
les auteurs étudient une base semi-canonique dans un sens légérement différent
de celui introduit dans nos travaux. Dans cette section, nous comparons ces
bases avec la base semi-canonique que nous avons introduite. Dans la mesure
du possible, nous avons essayé de donner des preuves simplifiées des résultats
précédents pour le cas du carquois de Kronecker.

Soit K le carquois de Kronecker :

K:1=——2.

On écrit 6 = (1,1) la racine imaginaire de K et A(K) l'algébre amassée de
graine initiale (K, u) ot u = (ug, u2).

On note toujours F}, le n-éme polynéme de Chebyshev normalisé de premiére
espéce et C,, = P, 1 le n-éme polynéme de Chebyshev normalisé de seconde
espéce.

9.4.1 La base canonique pour le carquois de Kronecker

On rappelle des résultats et la terminologie de [88].

Définition 9.4.1. Un élément y € A(K) est dit positif si pour tout amas
x = (z,2"), les coefficients de I’écriture irréductible de y comme un polynéme
de Laurent en x et z’ sont positifs.
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Théoréme 9.4.2 (|88]). Il existe une unique Z-base B(K) de A(K) telle que
le semi-anneau des éléments positifs dans A(K) soit précisément constitué des
combinaisons linéaires positives entiéres d’éléments de B(K).

L’ensemble B(K) est appelé base canonique de ’algébre amassée A(K). Les
élements de la base canonique sont explicités dans [88] et sont données par

B(K) = {monémes d’amas} LU{P,(z) : n>1}
ou
L 1+uf +u3
o UrUg '

De plus, pour tout n > 1, on a
0(Pp(z)) =nd

Ainsi, la base canonique est la réunion disjointe de ’ensemble des monomes
d’amas et d’un ensemble de variables dont les dénominateurs correspondent
aux racines imaginaires positives de K.

9.4.2 La base semi-canonique pour le carquois de Krone-
cker

On note toujours B'(K) la base semi-canonique (au sens présenté dans ces
travaux) de l’algébre amassée associée a K. Elle est donc donnée par

B(K)={Xq : de€Z%}

La description explicite est donnée a la proposition [8.3.10| mais nous donnons
une construction indépendante des Xgq qui se fonde sur le fait que ’on connait
explicitement la décomposition canonique des éléments du réseau des racines du
carquois de Kronecker [33].

Proposition 9.4.3.
B (K) = {monémes d’amas} U {z" : n>1}

Démonstration. 11 suit du lemme que les monomes d’amas sont des élé-
ments de la base semi-canonique. D’autre par, un calcul direct montre que

)(]\/[A =z

pour tout quasi-simple My d’un tube. Puisque la décomposition canonique de
0 est ¢, il suit que X5 = X; pour une certaine représentation indécomposable
M € rep(Q,9). L’ensemble { My}, p1 étant un ensemble complet de repré-
sentants des isoclasses de représentations indécomposables de dimension §, il
s’ensuit que

X5 =X,

pour tout A € P!. La décomposition canonique de nd étant 57, il suit de la
proposition@ que X,,5s = X3 = z". On affirme maintenant que la réunion est
disjointe. En effet, considérons un élément z™ et un monéme d’amas x. Alors,
il existe un M rigide tel que Xy = x. Ainsi, dim M ¢ N§ car il n’y a aucune
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représentation rigide dans rep(Q,nd) quel que soit n > 1. Ainsi, §(z) # 6(z")
pour tout n et la réunion est disjointe.

On montre maintenant que tout X4 est ou bien un monéme d’amas ou bien
un 2" pour n > 0. Supposons d’abord que d € N@o_ Alors on sait que Xq =
X pour une certaine représentation M dans 'ouvert 91g de décomposition
canonique de Kac. On écrit d = (dy,ds), alors il suit de [33, Section 3] que la
décomposition canonique de d dépend du quotient a = d; /ds. Plus précisément,
si @ > 1, alors la décomposition canonique de d est de la forme Ap,,, + ppm+t1
ol po4+1 = dim Poyq = dim 7P et Da(k+1) = dimPQ(k+1) = dim 7 FP,.
Ainsi,

Xd = XPA @®PH

m m+1

mais Ext,lcQ(Pm,PmH) = Ext,lcQ(PmH,Pm) = 0 et donc X4 est un mondme
d’amas. De méme, si a < 1, Xgq est un monoéme d’amas. Enfin, sia=1,d =nd
pour un certain n et alors

Xd:Xn(;:XgL:X;L/[A:Zn

Soit maintenant d € Z®° tel que d; < 0 pour un certain i. Si d; < 0 et
ds < 0, alors

Xd = XP1[1]®(7d1)@P2[1]@(7d2)

est un monome d’amas car P;[1]2(—4) @ P,y [1]9(=42) est rigide.
Sidy <0etdy >0, alors
Xq = XPl[l]@<—d1)@I§9d2
est un monéme d’amas car P;[1]%(-9) @ [P est rigide.
Enfin, si d; > 0 et do < 0, alors
Xd = XPdeleaPQ[l]@(,dQ)

est un monome d’amas car PP @ Py[1]%(—%2) est rigide.
Ainsi, on a montré que

B'(K) = {monémes d’amas} LI {z" : n > 1}.
O

On remarquera que P, (z) # z™ pour tout n > 1, il s’ensuit donc que la
base semi-canonique et la base canonique ne coincident pas pour le carquois de
Kronecker. En particulier, la base semi-canonique ne vérifie pas la propriété de
positivité du théoréme Cependant, pour tout n > 1, le vecteur de déno-
minateur §(z") de 2™ est nd(z) = nd. Ainsi, comme pour la base canonique, la
base semi-canonique est la réunion disjointe de ’ensemble des monoémes d’amas
de d’un ensemble de variables dont les vecteurs de dénominateurs correspondent
aux racines imagines positives de K.
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9.4.3 Base de Caldero-Zelevinsky pour le carquois de Kro-
necker

Dans [22], les auteurs ont déterminé une autre Z-base dans A(K), cette base
est donnée par

B"(K) = {monémes d’amas} LI {X cn> 1}

MM
ol A € P! est un élément arbitraire.
D’aprés le théoréme , on sait que X, m) = Cr(z). Comme remarqué

précédemment, le théoréme de dénominateurs implique que

§(Cn(2)) = 6(X,,;0m) = nd.
A
Ainsi, B”(K) est aussi la réunion disjointe de I’ensemble des monomes d’amas
de d’un ensemble de variables dont les vecteurs de dénominateurs correspondent

aux racines imagines positives.

9.4.4 Changement de bases entre B(K) et B'(K)

Nous nous intéressons maintenant aux changements de base entre ces diffé-
rentes bases. Plus précisément, on montre que chacune de ces bases peut-étre
obtenue & partir d’'un changement de base localement unipotent positif & partir
de la base canonique.

Définition 9.4.4. Soit a = {a,,n >0} et b = {b,,n > 0} deux bases du Z-
module A(K). On dit qu’il existe un changement de base localernent unipotent
de a vers b si pour tout n € Z, les Z-modules engendrés par {ax,0 < k <n} et
{bk,0 < k < n} coincident et si la matrice de passage P de (ax,0 < k < n) vers
(bk,0 < k < n) est unipotente dans M, (Z). Si de plus P a des entrées positives,
le changement de base est dit positif.

Proposition 9.4.5. [l existe un changement de base localement unipotent positif

de B(K) vers B'(K).
Démonstration. Comme
B(K) = {mono6mes d’amas} Ul {F},(z),n € N}

et
B'(K) = {monémes d’amas} U {z",n € N},

il suffit de montrer qu’il existe un changement de base localement unipotent de
{F,.(z),n € N} vers {z",n € N}.

Comme B(K) est une Z-base de A(K) et 2™ € A(K) pour tout n, il s’ensuit
que chaque 2" peut s’écrire comme une combinaison Z-linéaire positive de Fy(z)
avec k € N. Chaque Fy(z) étant un polynome unitaire de degré k, il s’ensuit que
2™ peut étre écrit comme une combinaison Z-linéaire de Fy(z) pour 0 < k < n.
Ainsi, il existe un changement de base localement unipotent de B(K) vers B'(K).

D’aprés [88], z = Xy, est un élément positif dans A(K). Ainsi, comme
les éléments positifs forment un semi-anneau dans A(K), chaque X7, est un
élément positif dans A(K) et peut donc s’écrire comme une combinaison Z-
linéaire positive d’éléments de la base canonique B(K). Le changement de base
est donc positif et la proposition est prouvée. O
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Exemple 9.4.6. Si on regarde la matrice de changement de base de (2,0 <
n < 10) C B'(K) vers les éléments de la base canonique (F,(z),0 < n < 10), on
obtient

(1. 0 2 06 0 20 0 70 0 252 ]
01 03 010 03 0 126 0
001 04 015 0 5 0 210
00010 5 02 0 8 0
00001 0 6 0 28 0 120
0000O0 1 0O 7 0 3 0
0000O0O O 1 0 8 0 45
00000 O O 1 0 9 0
0000DO0 O O O 1 0 10
0000O0O O O O O 1 0
00000 O 0O 0 0 0 1|

qui est positive unipotente. La matrice inverse est

-2

S OO O OO OO KON

DO OO RO R ON
|
—_

25

|
w

OO R OO OO ON
[\

OO OVOoOJO OO vOo
o

OO OO OO Uto Uto
[\

—50

35

—10

OO OO OO OO OO

OO DD DODDODDODO OO O

OO DO DODDODO O WO

OO OO, OO ©OoN
I

SO OO NOHRONO

9.4.5 Changement de base entre B'(K) et B"(K)
Pour tout n > 0, on écrit F,, = F,(2) et
i<n

Pécriture de z" dans la base F,,. Il suit de la proposition que chaque \; ,,
est positif.

Lemme 9.4.7. Pour toutn > 1, on a :
1. N =0 sii#n2],
2. Nin < Ni—2n pour tout i > 2 tel que i = n[2].
Démonstration. On le montre par récurrence sur n. Si n = 1, alors z" = F}

et donc A\;; = 1 et A\;; = 0 pour tout ¢ # 1, ce qui prouve le lemme. Soit
maintenant n > 1, on a

ZnJrl =z2" = Fl. Z Aszz

i<n
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D’autre part, d’aprés [88, proposition. 5.4 (1)], on a

F;_4 +F7,'+1 sin>1
FlFl: 2+F2 sit=1
Fi sit=0

et donc

Z”Jrl = AO,nFlFO + )\1,nF1F1 + Z )\i,nFlFi

2<i<n

= Ao F1 + X102+ F2) + Z Xin(Fic1 + Figq)

2<i<n

=2\ F0 + (Mo + A2n) P+ D (Nic1n + Aig1n) Fi

i>2
on vérifie alors le résultat par hypothése de récurrence. O

Proposition 9.4.8. [] existe un changement de base localement unipotent positif
de B"(K) vers B'(K).

Démonstration. Comme
B'(K) = {monoémes d’amas} L {z",n > 0}

et
B’ (K) = {monémes d’amas} U {C,(z),n > 0},

il suffit de montrer que pour tout n > 0, les coefficients de ’écriture de z"
comme combinaison linéaire des C,,(z) sont positifs.
On écrit C,, = C,,(2) et on rappelle que F,, = C,, — Cp,—o. On écrit

i<n

Décriture de z™ comme combinaison Z-linéaire des F;,, alors
)
n
z = § /\z,n(cn - Cn—2)
i

= Z()\i,n — Xit2,n)Chn

mais d’aprés le lemme [9.4.7} la différence (A; ,, — A\i+2,,) est positive et donc 2"
s’écrit comme combinaison linéaire positive des C,,. O

Exemple 9.4.9. Si on regarde le changement de base de (C),(2),0 <n < 10) C
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B"(K) vers (2,0 <n <10) C B/(K), on obtient
[1 0 1 0 2 05 0 14 0 42
01 0 2 0 5 0 14 0 42 0
001 0 3 09 028 0 9
00 01 0 40 14 0 48 O
00 0 01 05 0 20 0 75
00 00 O01O0 6 027 0
o0 o0o0o0O0O1 0 7 0 35
00 0O0O0O0OO0O 1T 0 8 0
o0 o0 o0o0oo0o0 o0 1 0 9
o o0 o0 o0o0o0o0 0 0 1 0
(0000000 0 0 0 1)

qui est unipotente positive. La matrice inverse est alors

(10 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1]
01 0 -2 0 3 0 -4 0 5 0
00 1 0 -3 0 6 0 -10 0 15
00 0 1 0 -4 0 10 0 -2 0
00 0 0 1 0 -5 0 15 0 -35
00 0 0 0 1 0 -6 0 21 0
00 0 0 0 0 1 0 -7 0 28
00 0 0 0 0 0 1 0 -8 0
00 0 0 0 0 0 0 1 0 -9
00 0 0 0 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 1]

9.5 Bases semi-canoniques pour les carquois af-
fines de rang 3 et 4

Dans cette section, nous explicitons la base semi-canonique d’une algebre
amassée affine (simplement lacée) de rang 3 ou 4.
9.5.1 La base semi-canonique pour le type Ay,

Nous nous intéressons au cas d’une algébre amassée de type Agyl, qui est le
seul exemple d’algébre amassée affine de rang 3. Un carquois de type Ay ; est
toujours isomorphe a

2

/N

Q: ] ———=3.

Pour tout A € k, on définit la représentation M, par

/N

My : k——k
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et on pose
N
My : k - k.

On identifie P! et k U {oo}. Pour tout € P\ {0}, M, et un module quasi-
simple dans un tube exceptionnel et P§ = P!\ {0}. Le seul tube exceptionnel
Ty est de rang 2 et ses quasi-simples sont

E() :
et
0
VRN
E;: k - k.
On calcule alors
Uy + us
o — XEO = w
2
1+ U1U2 + UU3
T = XEl = T
2 2
ujU2 + U + usz + u2u
z = XM/\ = 1 3

U1U2U3U4

Puisque pour tout ¢ # j, on a
Exte, (Ei, E;) # 0,

les seuls objets de Ex sont les E" i € {0,1} et r > 1.
Il suit alors de la proposition [8.3.10] que

B'(Q) = {monémes d’amas} U {z"z] : n>0,r >0,i=0,1}.

Remarque 9.5.1. Dans [23], Pauteur a explicité la base canonique (au sens de
Sherman et Zelevinsky) B(Aj 1) dans I'algébre amassée A(Ay 1) avec cofficients
avec n’importe quels coefficients. Dans le cas sans coefficients (c’est & dire dans
le cas ou ces coefficients sont spécialisés a la valeur 1), Pauteur a montré que

B(Ag1) = {monomes d’amas} U {P,(z)z} : n > 0,7 >0,i=0,1}

ou P, désigne toujours les polynoémes de Chebyshev de premiére espéce.

1l suit alors de la section qu’il existe un changement de base localement
unipotent, positif de B(Ag 1) vers B(Az 1) et que ce changement de base est le
méme que celui explicité pour le carquois de Kronecker.

Nous conjecturons que ce changement de base permet de déterminer de ma-
niére générale la base canonique d’une algébre amassée affine :
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Conjecture 9.5.2. Soit Q un carquois affine. Alors la base canonique (au sens
de Sherman et Zelevinsky) de A(Q) est donnée par :

B(Q) = {mondmes d’amas} U{P,(Xs5)Xr : R€&R}.

On remarquera que dans le cas affine A, le fait que B (Q) ainsi définie est une
Z-base découle immédiatement du fait que B'(Q) est une Z-base, la véritable
difficulté est de démontrer la propriété de positivité de B(Q). A I'heure actuelle,
les méthodes utilisées dans [23] ne semblent pas pouvoir s’appliquer au cas A
en général.

9.5.2 La base semi-canonique pour le type Ag,l

On s’intéresse a I'exemple d’algebre amassée affine de rang 4 déja apparu
dans I'exemple [9.1.11] Soit @) un carquois de type As ;. Alors () est nécessaire-

ment isomorphe &
2——3
1 4.

On garde les notations de ’exemple [9.1.11} On calcule

U + Ug
Tro = XE'O =
us
U1 + us
xry = XE1 =
U2
1+ ugus + usuy
To = XE2 =
U1U4
UgU1 + UU4 + Ugu3
Yo =Xpe =
0 uU2U3
usu% + ur + u%ul “+ usz + Uzu2Uy
1 =Xpe =

1 U1 UU4

U2U3U1 + U + ’u%U,4 + uq + uQui

Yo = Xpe) =
2 ULU3IU4
uquu% + Uou1 + UrUg + ugusz + u;),u?ui
z = )(]\/[A =

UTULU3U4
Pour tous i # j, on a

Extg, (B, E®)) #0,
Extg,, (Ei, EY) # 0,
De plus, pour tout ¢ =0,1,2, on a ExtéQ(Ei,Ei@)) = 0. Ainsi,
Er = {E@ ® (BD)® © r,5>0,i=0, 1,2}.
11 suit alors de la proposition [8.3.10| que
B'(Q) = {mondémes d’amas} U {z"z[y; : n>0,r,5s >0,i=0,1,2}.
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9.5.3 La base semi-canonique pour le type AQQ

Un carquois affine de rang 4 est ou bien de type Ag’l ou de type Ag,g. Nous
explicitons donc maintenant la base semi-canonique d’une algébre amassée de
type Ago. Quitte & faire une réflexion en 4, on peut supposer que @ est le

carquois
2 \
1 4.
3

Le carquois AR de kQ contient deux tubes exceptionnels qui sont de rang
2. On les note 7y et T,,. Les quasi-simples de 7y sont notés Ey et E; et les
quasi-simples de 7., sont notés Fy et F7.

Un calcul direct montre que

U1 + Ug
U2

xOZXEOZ

U1 + Ug + UTU2U3 + U2U3U4

T = XE1 =
UrU3U4
U1 + Ug
yo = XF() =
us
U1 + Ug + UTUU3 + U2U3U4
yl = XF2 =

UrU2U4

u% + ui + 2uqug + u%u2U3 + ungui
U U2U3 U4

z = )(1\/[A =
Par ailleurs, on a
Ext, (Eo, E1) ~ k* ~ Extg, (Fo, Fy),

ExtéQ(Ei,Fj) = 0 pour ¢ # j.

Ainsi
Er={E"®F : r,s>0,i,j=0,1}.

Il suit alors de la proposition [8.3.10] que

B'(Q) = {monomes d’amas} U {z"z]y; : n>0,r,s >0,i,j=0,1}.



CHAPITRE 9. LE TYPE A 169

9.6 Approche combinatoire des variables généra-
lisées réguliéres

Dans cette section, nous donnons une formule combinatoire indépendante de
la théorie des représentations pour calculer les variables généralisées associées
aux modules contenus dans les composantes réguliéres du carquois d’Auslander-
Reiten d’une algébre de type A. Cette formule s’avére étre en fait une réécriture
combinatoire de I"application Caldero-Chapoton basée sur la description combi-
natoire des quasi-simples des tubes pour une algébre de type A. Ceci permettra
aussi de donner une expression combinatoire pour les variables génériques d’un
catégorie amassée de type A qui ne sont pas des monomes d’amas.

9.6.1 Reéalisation combinatoire des quasi-simples

Nous commencons par construire les simples des tubes d’un carquois de
type A de maniére combinatoire. Cette méthode est succinctement présentée
dans [50]. Nous donnons des preuves par souci de complétude.

Soit @ un carquois de type affine Ans avec r, s > 1. Pour toute fleche 5 € Q1,
on note ng le nombre de fleches de @, allant dans la méme direction que 8. On
définit le carquois

Q\ {8} = (Qo, Q1 \ {B})

et on écrit

Cs = {c chemin dans Q \ {8} tel que s(c) = s(8)}.

Si Cs est non-vide, il existe un unique chemin cg de longueur maximale dans Cg
et on le note cg. Sinon, on pose cg = €,(3) comme étant le chemin trivial formel
de source et de téte s(3). Cg est appelé ensemble des chemins contraires & 3 et
cp est appelé chemin contraire mazimal.

Pour fixer les notations, un chemin ¢ dans @ sera noté ¢ = (41|---|8,) ou
les 3; sont des fléches de @ telles que t(3;) = s(Bi+1)- De plus, on notera 3 C ¢
pour signifier qu’il existe un i = 1,...,n tel que 8 = G;. Etant donné un chemin
¢ = (B1|--|Bn), on appelle support de c le sous-ensemble de Q) :

supp(c) ={s(8;) i=1,...,n}U{t(B;) i=1,...,n}.
Pour toute fleche 3 € @)1, on définit une représentation Mg de @ par :

Mg(i) =~k pour tout sommet i € supp(cg)
Mgs(i) =0 pour tout sommet i ¢ supp(cg)
Mpg(8) =idy pour toute fleche 5 C cs
Mg(B) =0 pour toute fleche 5 ¢ cs

On peut paramétriser les quasi-simples des tubes exceptionnels par les fleches
B € Q1 telles que ng > 1. Plus précisément :

Proposition 9.6.1. Soit Q) un carquois affine de type Ar,s. Alors Uensemble
{Mp : Be€Q tel que ng > 1}

est un ensemble complet de représentants des isoclasses de modules quasi-simples
dans les tubes exceptionnels.
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Démonstration. Par construction, Mg ainsi défini est une représentation indé-
composable. On montre que Mg est un module régulier quasi-simple. On rappelle
que la forme d’Euler se calcule de la maniére suivante :

1 sit=j
(aj,05) = ¢ —1  sii—j dans Q4
0 sinon.
Ainsi,
(dim Mg, 6)= > 1- > 1.
1€supp(cg) i— j,i€supp(cg)

Sicg = eg, alors 3 est la seule fleche de i vers j dans @1 et donc (dim Mg, §) = 0.
Sinon, soit ¢ € supp(cg), si ¢ = t(cg), alors par maximalité de cg il n’y a pas de
fleche i— j pour chaque j € Q. Sii = s(f), il y a exactement deux fléches de
source i qui sont 3 et la premiére fleche de cz. Pour tout ¢ € supp(cg) différent de
s(B),t(B), il existe une unique fléche de source i qui appartient & cz. Finalement,

{i—3j € Q1 :1 € supp(cg)}| = [supp(cs)|-

Il s’ensuit que (dim Mg, d) = 0 et donc Mg est un module régulier indécompo-
sable. De plus, la méme discussion montre que si U C Mg est un sous-module
non-nul, alors (dim U, §) > 0 et donc U n’est pas régulier. Ainsi, Mg est régulier
et quasi-simple pour tout § € Q.

D’autre part, on sait que le nombre de quasi-simples dans les tubes excep-
tionnel est égal & [{# € Q1 : ng > 1}| (voir [34] par exemple). Les My étant
deux & deux non-isomorphes, ceci démontre la proposition. O

On remarquera que ng = 1 si et seulement si dim Mg = §. Ainsi, la démons-
tration de la proposition montre que Mp est quasi-simple dans un tube
homogene si et seulement si ng = 1.

On donne maintenant une interprétation de la translation d’Auslander-Reiten
au niveau des fleches dans Q.

Définition 9.6.2. Soient v, 3 des fléches dans @1, on dit que « précéde 3 et on
le note 3= 7(y) ouy=7"1(3) siet seulement si t(cy) = t(3).

Le lemme technique suivant sera utile dans la suite :

Lemme 9.6.3. Soit Q un carquois affine, E, M des modules quasi-simples dans
des tubes exceptionnels. Alors

M ~7E & (E,M) < 0.

Démonstration. 1l suffit de montrer que (E,M) < 0 == M ~ 7E. Comme
(E,M) < 0, Ext,lcQ(E,M) # 0 et donc FE et M appartiennent au méme tube.
Soit une suite exacte non-scindée

0—M—X—FE—Q.

Alors X/M ~ FE est un module quasi-simple et donc M est un module régulier
quasi-simple de suite de quasi-composition 0 C M C X. Il s’ensuit que les
morphismes M — X et X— FE sont irréductibles et donc la suite est presque
scindée et M ~ 7F. O
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Proposition 9.6.4. Soit Q) un carquois affine de type Ar,s. Soient v, € Q1.
Alors
B=1(y) & Mg ~1M,.
Démonstration. Sing =1, alors t(cg) = t(8) et donc § = 7(3). Comme Mgz est
quasi-simple dans un tube homogéne, le résultat suit.
Sinon, supposons que ng > 1 et que 8 = 7(7), alors d’apreés le lemme [9.6.3]
il suffit de montrer que (Mgs, M,) < 0. On a

(B,7) = [{supp(cs) Nsupp(cy)}| — {i—j : i € supp(cp),j € supp(cy)}|

Montrons que supp(cg) N supp(cy) = 0. Si ¢ € supp(cg) N supp(cy), alors il
existe des chemins ¢ : s(3)—i et ¢ : i—t(cy) dans Q et donc

t(B) = t(cy)

En particulier, on a ng = 1 d’olt une contradiction.
Comme s(3) € supp(cg) et t(5) = t(cy) € supp(cy), on a

Be{i—j : iesupp(cp),j € supp(cy)}-
Il S’ensuit que (3,v) < 0, ce qui prouve la proposition. O

En particulier, deux modules Mg, M, sont dans le méme tube si et seulement
si 0 et v vont dans le méme sens.

Exemple 9.6.5. Soit @Q le carquois de type Az’l

Pour simplifier les notations, on note (ij) une fleche i— j. On a alors
TL(13) =1let 7?,(12) = ’TL(23) = 2.

De plus, c(12) = (13) et ¢(13) = (23) donc 7(12) = (23) et de méme 7(23) =
(12). 1l s’ensuit que

0
RN
M1y k————k
et
k
SN
M3y : 0—0

sont les modules quasi-simples d’un tube exceptionnel de rang 2 et M(;3) est un
quasi-simple d’un tube homogéne.
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9.6.2 Variables d’amas associées aux modules quasi-simples

La proposition permet d’obtenir une réalisation explicite des modules
quasi-simples des tubes exceptionnels en terme de combinatoire des fléches dans
Q. Nous donnons maintenant une réécriture de la formule de Caldero-Chapoton
en termes de cette combinatoire.

Pour tout chemin ¢ = (81| --|8,) dans @, on note K. la représentation de
Q@ définie par
i) =~k sik € supp(c)

) = sik ¢ supp(c)
v) =idg siy = 0; pour un certain ¢
K.(v) =0 sinon.

En particulier, pour tout 8 € Q1, on a Mg ~ K.
Notation 9.6.6. Etant donnés deux chemins ¢, ¢/, on note
N
c<d @{ Uc') = t(c)
supp(c’) C supp(c)

et on note ¢ < ¢ si ¢ < ¢ et ¢ # ¢. Par convention, on pose ) < ¢ pour tout
chemin c.

Pour toute fleche 8 € @1, on a alors la description suivante de Gr(Mpg) en
termes de sous-chemins de cg :

Lemme 9.6.7. Soit 8 € Q. Alors
Gr(Mpg) = {K. : ¢ chemin dans Q tel que ¢ < cg}

Notation 9.6.8. Soit § € )1 et ¢ un chemin dans @ tel que ¢ < cg. Alors, il
existe un unique sommet ¢ € supp(cg) tel qu'il existe une fleche i— s(c). Ce
sommet est noté t(cg \ c).

Il existe un unique 7 € Qo \ supp(cg) tel que i— ¢(cg) et on note t~(cg) ce
sommet.

Théoréme 9.6.9. Soit Q un carquois affine de type A et soit 3 € Qq. Alors
U (ea) YD) 1

+ -
Ut(cp) Us(B3) P<c<cs Us(c)Ut(cg\c)

Xnmy, =

Démonstration. D’apreés le lemme[9.6.7] I’application Caldero-Chapoton évaluée
au module Mpg est égale &

o —(dim K.,a;)—(o;,dim Mg —dim K.)
XMﬁ = E H u; .
c<cp i€Qo
Pour tout sous-chemin ¢ < cg, nous calculons le monéme

—(dim K.,a;)—(o;,dim Mg—dim K.)

u. = u,; .

Soit un sous-chemin ¢ < cg, on a

dimK,= Y aj

je€supp(c)
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dim My — dim K, = > aj.
jesupp(ep)\supp(c)

Supposons d’abord que ¢ = (. Alors il suffit de calculer <ai, Zjesupp(%) aj>

pour tout ¢ € Q. Soit i € Q. Alors le nombre de sommets j € supp(cg) tel
qu’il existe une fléche i— j dans Q1 est égal & :

1 sii€supp(cs) et i # t(cp),
0 sii=t(cp)
1 sii¢supp(cg) et i =1t (cp),
0 sinon.
Ainsi,
0 si i € supp(cg) et i # t(cp),
! sii=t(cg),
<a“ > Oéz> ) -1 sidi@supp(cg) et i =1t"(cp)
Jj€supp(cp) 0 sinon.
et
_ M)
Ut(cg)

Si ¢ = ¢g, alors il suffit de calculer <Zj63upp(cﬁ) aj,a¢> pour tout i € Q.

Soit i € (o, le nombre de sommets j € supp(cg) tel qu'il existe une fléche j— i
dans @; est égal a :

1 sii € supp(ceg) et i # s(cp),
0 sii=s(cp)
0 sii¢supp(cp) et i #t(p),
1 sii=t(0)
Ainsi,
0 sii€supp(cg) et i # s(cp),
Z o\ _ ) 1 sidi=s(ep),
‘ G TTY 0 siig supp(cg) et i # t(5),
jesupp(cs) 1 sii=tp).
et

o, = M _ e
Us(cp) Us(beta)

Soit maintenant ¢ un chemin tel que @ # supp(c) C supp(cg). Soit @ € Qp.
Alors le nombre de sommets j € supp(c) tel qu'il existe une fleche j— ¢ dans
Q1 est égal & :

0 sinon.

0 sii e supp(e),
< Z ozj,ai>= 1 sii=s(c),
(c)

Jj€Esupp 0 sinon.

{ 1 siiesupp(c) et i # s(c),

Ainsi,
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D’autre part, le nombre de sommets j € supp(cg) \ supp(c) tel qu’il existe une

fleche i— j dans @ est égal & :

0
0
0
1
Alinsi,
CED>
Jj€supp(cp)\supp(c)

Et donc, si on note

n(i,c,cg) = — <

E ay,

si i € supp(c),
si i ¢ supp(cg),
sii=1t(cg\ ),
sinon.

0 siie€supp(e),
N > ) 0 siidg Supp(Cg)
T/ ) 1 sti=t(cg\c)
0 sinon.

Jj€supp(cp)\supp(c)

j€supp(c)
on a
0 si i € supp(c) et i # s(c),
-1 sii=s(c)
n(i,c,cg) 0 si i & supp(c) et i & supp(cg)
-1 sii=t(esg\c)
0 sinon.
et 1
uy=—
Us(c)Ut(cp\e)
Finalement,
XME = Z U.
c<cg
I G C) 1 ,
Ut(cp) Us(3) Us(c)Ut(cg\c)

ce qui démontre le théoréme.

Exemple 9.6.10. Considérons le

et soit la fleche g € Q1 :

D<c<cgp

carquois de type A373

\
/
/
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Le chemin contraire maximal cg est alors

1 4
5——=6
et on a t(f) =2, s(f) =s(cg) =1, t(cg) =4 et t(cg) = 3.
Pour simplifier les notations, on désignera les chemins par leur support,

écrivant par exemple cg : (1564).
Si ¢ =), alors ug = 43

ug "

cg .

Sic=(4), alors s(c) =4 et t(cg \ c) = 6, ainsi ugy) =

u4u6'
Si ¢ = (64), alors s(c) = 6 et t(cg \ ¢) = 5, ainsi ugq) = Tlus

Si ¢ = (564), alors s(c) = 5 et t(cg \ ¢) = 1, ainsi u(zgq) =

uius

Finalement, si ¢ = cg, alors u., = Z—’;‘
Il s’ensuit que
U 1 1 1 U
Xy = =4 + =2

Ugq U4Ue UsUe Uius Uy
UsUUsUT + U1U5 + ULU4 + UgUs + U2U4UEUS
U1U4U5Up .

9.6.3 Variables d’amas réguliéres

D’aprés le théoréme |3.1.4] on sait que pour toute variable d’amas x dans
A(Q), il existe un unique objet indécomposable M (& isomorphisme prés) dans
Cq tel que x = Xjps. Si M est transjectif, alors x est appelée variable d’amas
transjective, sinon x est appelée variable d’amas réguliére.

La description des variables d’amas transjective peut se faire par récurrence
a laide du foncteur de shift & partir des variables d’amas de la graine ini-
tiale. En revanche, la description des variables d’amas réguliéres est souvent
plus ardue. En vertu du théoréme [5.4.3] une variable généralisée associée & un
module régulier peut s’écrire polynomialement en les variables généralisées as-
sociées aux modules quasi-simples (voir partie [II). Pour décrire les variables
réguliéres, il suffit donc de savoir décrire les variables généralisées associées aux
modules quasi-simples des composantes réguliéres. D’aprés les propositions[9.6.1]
et nous avons une description combinatoire des quasi-simples des tubes
exceptionnels si @) est un carquois de type A. De plus, le théoréme donne
une expression combinatoire des variables généralisées associées aux modules
quasi-simples dans les tubes exceptionnels.

Soit B une fleche dans )1 et soit 73 le tube contenant Mg. On rappelle que
rg(73) = ng. Comme précédemment, pour tout quasi-simple E dans 75, E(™
désigne I'unique indécomposable dans 7z de quasi-socle I et de quasi-longueur
n.

Proposition 9.6.11. Soit 3 € Q1. Alors

X g0 = Proe(Xaty Xar oo Xt i)

Plus précisément,

Xy = Py Xty Xty )
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Démonstration. Soit § € (1. Alors Mg est un module quasi-simple dans un
tube de rang ng et M kg = 78 Mg pour tout k € Z. 1l s’ensuit que les Mg
pour —ng+1 < k < 0 sont tous les quasi-simples de 7g. Alors le théoréme [5.4.3
implique que pour tout n > 1, on a :

Xyp0 = Pooo(Xaty Xomiat gy -2 Xoontingg)

= Proo(Xntgs Xatr__y yr 2 X0 i y)-

et comme 73 a un rang ng, Xy = Xnm, et donc

B (B B

Pn,oo(XngXMT "XMT—"'H(B)) :Pn,ng(XMga'-wXMT_nB_H )

“ T (B)

O

Nous montrons maintenant que si () est un carquois de type AT,S avec r =1
ou s = 1, alors les variables généralisées calculées dans la proposition
sont toutes les variables généralisées associées & des modules indécomposables
réguliers.

Lemme 9.6.12. Soit Q un carquois affine de type AT,S tel quer =1 ou s =1.
Alors

(X @ M€ indR(Q))} = {Pn,nB(XMﬁ,...,XM;nﬁH ) : BeQin> 1}

Démonstration. D’aprés la proposition [0.6.11] il suffit de montrer I'inclusion
“C”. Soit M un module indécomposable régulier. Alors M appartient & un tube
T.Si T est exceptionnel, alors 7 = 73 pour une fléche 8 € Q1 et M ~ Mé”)
pour un certain entier n > 1. Il suit alors de la proposition que

Xy = Pn,ng(XM[w s vXMT

(€2)]

7713«#1([” )'

Supposons maintenant que 7 est homogéne. Puisque @ est de type AT,S avec
r =1 ou s =1, il existe une fleche 8 € @); telle que ng = 1. Soit M) le module
quasi-simple de 7. Alors il suit du lemme que

X =X

(n) (n)
My M[j

pour tout n > 1. Comme M est indécomposable dans 7, on peut écrire M ~
M )(\'n,) pour un certain entier n > 1 et alors

Xy=X

=X

(n)
M)\
(n)
Mﬁ
= Pn1(Xng,),
ce qui prouve le lemme. O

On s’intéresse maintenant au cas ot r, s > 1, c’est a dire le cas ou le carquois
d’Auslander-Reiten de @ contient exactement deux tubes exceptionnels. Pour
toute fleche Gy € @1, on note

)

qui correspond & la différence apparaissant dans la propriété de différence dans
le cas ol le quasi-simple considéré est Mg.

X

A,@ = Pnﬁ,nﬁ (XMW s 7XMT*"B+1(/;)) - Pnﬁ*Q,nﬂ (XMT T8 ()

BRI R
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Lemme 9.6.13. Soit QQ un carquois affine de type Ar,s tel que r;s > 1. Alors
pour toute fleche By € Q1, ensemble {Xpr : M € ind(R(Q))} est égal a la

réunion

{PansXataso s Xt s ) 3 BEQun 21} U{Pai(Bg,)n = 1)

©)
Démonstration. Soit M un module régulier indécomposable. Si M appartient
a un tube exceptionnel, alors M ~ M é") pour une fleche 8 € Q1 et un entier
n > 1. Il s’ensuit que

Xt = Py (Xnags oo ’XM;"ﬁ“(ﬁ))'
Supposons maintenant que M est dans un tube homogéne 7 et soit M) le
quasi-simple de 7. Alors, d’aprés le théoréme [9.1.9] on a

X, = A

pour toute fleche B € @ telle que ng > 1. Comme () est de type Am avec
r,s > 1, il s’ensuit que ng > 1 pour toute fleche 3 € Q. En outre, il suit du
théoréme [5.4.3| que

XMY’) =P,1(Xum,).

Comme M appartient & 7, alors M ~ M )(\”) pour un certain entier n > 1 et
donc
X = Ppa(Ag,y)

pour toute fléche 8 € Q. O

Nous voulons maintenant extraire les variables d’amas de l’ensemble des
variables généralisées obtenues dans la proposition [9.6.11] D’aprés le théoréme
il suffit de donc de déterminer les fleches 3 et les entiers n tels que M [(3")
est rigide. On sait que dans un tube 7 de rang p, les modules indécomposables
rigides sont les E(™) ot E est quasi-simple dans 7 et ou 0 < n < rg(7). En
particulier, si @ est affine de type A, alors Pensemble

{Mé") : 3€@1,0 <n<n5}
est un ensemble complet de représentants des isoclasses de modules réguliers
indécomposables rigides.
Corollaire 9.6.14. Soit QQ un carquois affine de type Ans. Alors les variables

d’amas régulieres de A(Q) sont les

RN

XM[(;L) = P”>”/5‘(XMB’XM7— ..,XMT,,LﬁJrl )

B)

ot 5 parcourt ’ensemble des fleches telles que ng > 1 et ot n < ng.

9.6.4 Variables génériques réguliéres

Nous donnons maintenant une expression des variables génériques associées
aux racines réguliéres d’un carquois de type A.
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Proposition 9.6.15. Soit Q) un carquois de type Ar,s avec r,s > 1 alors

(Xq : ded’ :{A’;;XM(”) : O§n<n5,k20,n+k>0}.
B

Démonstration. Soit d € <I>r>e§. Alors la décomposition canonique de d est d =

do @ 6% ot dy est une racine réelle réguliére de Schur et k& > 0. De plus, il suit

de la proposition que
Xg = Xq,X%.

Puisque dg est une racine réelle réguliére de Schur, il existe une unique représen-
tation indécomposable M € rep(Q, dy) et cette représentation est alors contenue
dans un tube exceptionnel 7 et elle est de quasi-longueur < rg(7). Il s’ensuit

donc que M = Mg”) pour une fléche 5 € @ telle que ng > 1 et n < ng et donc

Xay = X 00

D’autre part, Xgn = X§ = X}, o My est n’importe quel quasi-simple dans
un tube homogene. D’autre part, il suit du théoréme [0.1.9] que

Xs = Ag
pour toute fleche (3 telle que ng > 1. O

Proposition 9.6.16. Soit Q un carquois de type AT,S avecr =1 ou s =1 alors
{Xq : ded™) = {X%OXML@") :0<n<ngk=0}.

ot [y € Q1 est tel que ng, = 1.

Démonstration. Il suffit de remarquer que X5 = X, pour toute fleche Sy € Q1
telle que ng, = 1. O
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Au chapitre 9] nous avons montré que, sous une hypothese de vérification de
la propriété de différence sur certains éléments de la classe de réflexion de @, les
variables génériques forment une Z-base dans ’algébre amassée A(Q). Puisque
tous les carquois affines de type A vérifient cette propriété de différence, il s’en
est suivi que les variables génériques formaient une Z-base dans une algébre
amassée de type A. Nous conjecturons que la propriété de différence est aussi
vérifiée par les carquois affines de types D et E. Plus précisément notre conjecture
est la suivante :

Conjecture 10.0.17. Tout carquois affine vérifie la propriété de différence.

La difficulté rencontrée pour démontrer cette conjecture provient essentiel-
lement du fait que dans les cas D et E, il y a des multiplicités dans les grass-
manniennes de sous-modules Gry, (M) pour M € rep(Q, ).

Une conséquence immédiate de la conjecture [I0.0.17] et du théoréme [9.3.14]
est alors :

Conjecture 10.0.18. Soit Q un carquois affine. Alors B'(Q) est une Z-base
dans A(Q).

Dans ce court chapitre, nous commengons par montrer que pour démontrer la
propriété de différence, il suffit de savoir la démontrer pour un unique module par
tube exceptionnel. Nous étudions ensuite 'exemple du cas D4, nous montrons
que les variables génériques dans une orientation bien choisie forment une Z-base
dans ’algébre amassée associée et nous explicitons cette base.

10.1 Vers la propriété de différence

La construction des représentations réguliéres décrite dans la démonstration
du lemme[8:3.3]a 'aide des extensions par un point permet de réaliser un module
régulier de dimension ¢ par tube, ces descriptions sont détaillées dans [27] [50].
Ainsi, dans chaque tube exceptionnel 7; ot iP*\ P}, nous disposons d’un module
privilégié M; pour lequel il peut étre plus simple de montrer que la propriété
de différence est vérifiée. Nous montrons maintenant que pour démontrer la
conjecture dans les cas affines D et IEI, il suffit de le montrer pour une
représentation par tube exceptionnel.

Comme d’habitude, si F est un quasi-simple dans un tube 7, nous notons
Mg Punique représentation indécomposable de 7 de quasi-socle E et de dimen-
sion 4.

Proposition 10.1.1. Soit Q un carquois affine, soit 7 un tube exceptionnel
dans T'(Q) et E, F des modules quasi-simples dans T . Alors

XME - Xq.radME/E = XMF - Xq.radMF/F~

Démonstration. Soit p = rg(7T), on note Eq, ..., E, les quasi-simples de 7 or-
donnés de sorte que TE; ~ E;_1. Pour tout i € Z/pZ, il suit du théoréme [5.4.3
que
Q  _ Q Q
XMEi =Ppp(Xg - XE 1)

Q — Q Q
Xq.rad]VIEi/Ei = B2 p(XE 1o X yp 1)
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Alors, en reprenant les notations de la proposition 0.1.18] on a
XMEi - XandMEi/Ei = Ap(Xgi-i-lv ce 7X(E;),;+p—l)
qui est indépendant de l'indice i € Z/pZ choisi. O

Ainsi pour prouver la conjecture [10.0.17] il suffit de démontrer la conjecture
suivante :

Conjecture 10.1.2. Soit Q un carquois affine de type D ou E. Alors pour tout
ieP! \IP’(l) il existe un module M; indécomposable de dimension 6 dans 7; tel
que

XM,i = X§ + Xq.radMi/q.socM.;~

10.2 Le cas 15)4

Nous étudions ’exemple D4 muni d’une orientation donnée et montrons que
dans ce cas, les conjectures ci-dessus sont vérifiées.
Soit @ le carquois de type Dy muni de I'orientation suivante :

N
2/ \5

Sa racine imaginaire minimale est § = [11211]. On identifie P*(k) avec k U {oo}
et pour tout A € k, on considére la représentation

k k
[107*
(11]*
2

My - k
[01)*
/ u;f\
k k
et on pose
k k
[10*
\ Ar
Moo 2

k
[o1]*

[o1]*
k k

Alors pour tout A € P!, M), est une représentation indécomposable de dimen-

sion §. De plus, M) est un quasi-simple dans un tube homogéne si et seulement
si A ¢ {0,1,00}. Ainsi, P§ =P\ {0, 1, c0}.
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Le but de cette section est alors de calculer
Xy, — Xy,

pour tout A € P} et tout i € {0,1,00}.

Pour simplifier les notations dans le tableau suivant, étant donnée une racine
réelle d, on notera aussi d I’'unique représentation indécomposable de dimension
d.

En ne considérant que les u tels que Gry, (M) # 0 ou Gry,(My) # 0, on a

5 [ G0 [X(Gralh)) | Gra(h) [ x(Gra(ih)
[00000] {0} 1 {0} 1
[00100] | PT x {S5} 2 P! x {S3} 2
[00200] {53 &) 53} 1 {53 &) Sg} 1
[10100] {P1} 1 {P1} 1
[01100] {P2} 1 {P2} 1
[00110] {P,} 1 {P,} 1
[00101] {P5} 1 {P5} 1
[10200} {Pl ©® Sg} 1 {Pl S5 53} 1
[01200] {Pg &) 53} 1 {P2 &) 53} 1
[00210] | {P, & S3} 1 {Ps® S5} 1
00201] | {Ps @ S3} 1 {Ps ® S3} 1
10101 0 0 {q.soc(Mp)} 1
10201] | {P1 @ Ps} 1 {a.soc(My) @ S5} 1
11201] | {[11201]} 1 {q.rad(My) & P»} 1
10211] | {[10211]} 1 {q.rad(My) & Py} 1
01211] | {[01211]} 1 {[01211]} 1
[11210] | {[11210]} 1 {[11210]} 1
[11211] {M,} 1 { My} 1

D’autre part, un calcul direct montre que

¥ u%uiu?ug + 2usuguius + dusuguiusus + 1 + 4dus + 6u§ + 4u§ + ué
M =
o U1’LL2U§U4’LL5
et
wiuZudu + 2u +4 + ugul + 1+ dug + 6u2 + 4ud + ui

X _ UQUz U UE 2U4AULUS U2U4L UL UFUS U1U3U4U2U5 us U3 US U3

My =

0 U UU UL U
et donc
Xy = Xp, +1 (10.1)

or q.1(My) = 2 donc q.rad(My) = q.soc(Mp) et légalité (10.1)) est celle de la
conjecture [10.1.2

De la méme maniére, on montre que Xp;, = Xy, +1 et X, = X, + 1.
Ainsi, en vertu de la proposition [10.1.1] on a démontré :

Lemme 10.2.1. Soit Q le carquois de type Dy muni de Uorientation précédente.
Alors pour tout quasi-simple E dans un tube exceptionnel T de T'(Q), on a

XZME :XMA + 1.
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Et alors

Théoréme 10.2.2. Soit QQ le carquois de type D, muni de Uorientation précé-
dente. Alors B'(Q) est une Z-base de A(Q).

Démonstration. @ est un carquois gradué, il s’ensuit que B'(Q) est un ensemble
linéairement indépendant sur Q. D’autre part, il suit de la proposition que
B'(Q) engendre A(Q) au-dessus de Q. En appliquant les mémes méthodes que
dans la démonstration du théoréme|[9.3.14] on montre que B'(Q) engendre A(Q)
au-dessus de Z. O

10.2.1 La base semi-canonique de A(D,)

Nous donnons une description explicite de la base semi-canonique de 'algébre
amassée associée au carquois @ de type Dy. On note Ey = q.soc(My), By = TE),
Fy = q.soc(My), Fy = 7Fy, Gy = q.soc(Ms ), G1 = 7Gy. Nous calculons alors

u%uiu%u% + 2usuguius + dusuguiusuz + 1 + 4dug + 6u§ + 4u§ + u%
U UsudUgUs

ZZXMA:

Usuguius + 1 + 2ug + u%

xr1 = XEO =
Uiuzus
UsUgus + 1 + 2ug + ug
To = XE1 =
U2U3U4
UgUguius + 1 + 2ug + u%
y1 = Xp, =
UU4U5
x uguguius + 1+ 2uz + u3
Y2 = Ap =
! U1 UpU3
UgUguiUus + 1 + 2usg + u%
t, = XGO =
U2U3U5
UsUgui U5 + 1 + 2ug + u%
t2 = AXVG1 =

U U3 U4

D’autre part, on a
Er@) = {E " @ FP @ B« i,5.k=0,1, n,p,q >0}
1l suit alors de la proposition [8.3.10| que

B'(Q) = {monémes d’amas} L {zax?yﬁtz :a>0,i,7,k=0,1, n,p,qg > 0}.



Quatriéme partie

Algébres amassées non
simplement lacées
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La définition d’une algébre amassée A(B) permet a la matrice B d’étre
antisymétrisable sans étre antisymétrique. Cependant, 1’essentiel des travaux
effectués a ce jour se concentre sur les algébres amassées simplement lacées. C’est
en particulier le cas pour les catégorifications & ’aide de la catégorie amassée et
a ’aide de ’algébre préprojective.

En théorie des représentations, les objets correspondant aux graphes non
simplement lacés sont les species (voir [34] par exemple). Pour étudier les al-
gébres amassées non simplement lacées, une premiére méthode consiste ainsi &
essayer de généraliser les résultats & propos de la catégorie amassée en utilisant
les species [102] 100} T03L [60]. Si cette approche semble parfaitement fonctionner,
elle nécessite néanmoins de réadapter la trés grande majorité des preuves et ne
fait pas réellement appel aux résultats déja obtenus sur les algébres simplement
lacées.

Dans la théorie des algébres de Lie, les algébres associées & des graphes non
simplement lacés sont en général étudiées comme un certain quotient d’une al-
gebre de Kac-Moody simplement lacée par un groupe d’automorphismes [61]. De
maniére générale, I’étude des graphes valués non-simplement lacées & 1’aide des
graphes simplement lacés avec automorphismes a été développée par Lusztig [73]
et Kac [65]. Hubery a alors montré que ce lien entre graphes valués et graphes
avec automorphismes était fertile au niveau des théories des représentations as-
sociées [59]. L’avantage de cette approche est qu’elle permet alors d’utiliser au
niveau non-simplement lacé des résultats obtenus pour le type simplement lacé.

Dans [37], nous avons adopté cette vision de la situation pour tenter d’ob-
tenir des liens entre les algébres amassées non simplement lacées et les algébres
amassées simplement lacées associés & des carquois avec automorphismes. Ainsi,
si @ est un carquois muni d’un groupe d’automorphismes admissibles vérifiant
une condition de stabilité, nous avons montré que ’algébre associée au carquois
quotient /G était une sous-algébre du quotient de A(Q) par le groupe d’au-
tomorphisme G en un sens & défini plus loin. Une autre approche, a ’aide des
morphismes de Frobenius sur les species sur les corps finis a été développée dans
[97]. 11 suit des travaux de Deng et Du, que cette méthode est similaire a celle que
nous développons ici [30} [BI]. On notera par ailleurs que ’approche des algébres
amassées non simplement lacées a ’aide des carquois avec automorphismes a
aussi été développée par Demonet dans le cadre de I’algébre préprojective [29].

La figure schématise la situation.

[0, (18, 14, 201, 19} 5. . .
B € M,(Z) symétrique, » A(B) simplement lacée
G < G, groupe

[65, 73] 137, 29]

B/G € Ms(Z) symétrisable » A(B/G) non-simplement lacée
102, [100;, 103} [60]. . .

F1a. 10.1 — Approches des algébres amassées non-simplement lacées

Le chapitre est dédié a ’étude théorique des algébres non simplement
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lacées a ’aide d’algebres associées & des graphes munis d’automorphismes. Le
chapitre [12| donne, lorsque cela est possible, une interprétation de ces résultats
en termes d’objets invariants dans la catégorie amassée pour l'action induite
par le groupe d’automorphismes. Dans la section [13] nous donnons un exemple
d’application pour ’étude des algébres amassées de rang deux. Enfin, dans le
chapitre[I4] nous utilisons ces méthodes pour obtenir des résultats sur les classes
de mutations des graphes quotients.



Chapitre 11

Mutations orbitales et
carquois quotients
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Dans ce chapitre, nous utilisons I’approche de Lusztig des graphes non-
simplement lacés comme quotients de graphes simplement lacés munis d’un
automorphisme [73]. Nous montrons qu’une algébre amassée non-simplement
lacée peut étre réalisée comme une sous-algébre d’un certain quotient d’une
algébre amassée simplement lacée. En outre, nos méthodes permettent d’éta-
blir des liens entre certaines algébres simplement lacées de types distincts. Ces
résultats synthétisent et complétent ceux présentés dans [37].

11.1 Automorphismes et quotients de matrices

Soit @ un graphe valué sans p-cycles pour p < 2. Soit Bg = (bi;) € Mg, (Z)
la matrice anti-symétrisable correspondante.

Définition 11.1.1. Un élément g € S, est appelé automorphisme de QQ ou
automorphisme de Bg si
byi,gj = bij

pour tous 7,5 € Q.

Un sous groupe G < G, est appelé groupe d’automorphismes de B si tout
élément g € G est un automorphisme de Bg,.

Un groupe d’automorphismes G' de Bg est dit admissible si pour tous i, j
dans une méme G-orbite, il n’existe pas de chemin de ¢ vers j de longueur [ < 2.
Le couple (Bg, G) est alors appelé paire admissible.

Etant donné une matrice B € Mq,(Z) et un groupe G d’automorphismes de
B, on notera en général i la G-orbite d’un élément ¢ € @y et ), ’ensemble

@0 e {i 1€ Qo} .
des G-orbites dans Q.
Exemple 11.1.2. Soit le carquois de type Ag

Q:1l<=—2——>3

de matrice associée

0 -1 0
B=Bg=|1 01
0 -1 0

Soit G = ((1, 3)) le groupe engendré par la transposition (1, 3). Alors (B, G) est
une paire admissible. En général, on notera par des pointillés I’action du groupe
d’automorphismes sur les sommets du carquois.

Etant donnée une paire admissible (B, G), nous pouvons définir une nouvelle
matrice antisymétrisable B/G appelée matrice quotient :

Définition 11.1.3. Soit (A4, G) une paire admissible avec A = (a; ;) € Mg, (Z),
la matrice quotient A/G = (bs;) € Mg (Z) définie par
bi}j = Z a5
kei

pour tous i,j € Q.
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La matrice A/G est bien définie. En effet, b;; ne dépend pas du choix de
j € j car G est un groupe d’automorphismes de A. Une facon alternative de
décrire les coefficients de la matrice quotient est la suivante :

Lemme 11.1.4. Soit (A, G) une paire admissible et B = A/G. Alors pour tous
1,J € Qy, on a

=l

1
P E—— Qi s
.3 |stabG(2)| g%(:; gt,J

0w stabg (i) est le stabilisateur de i pour l'action de G sur Q.
Démonstration. Pour tout g € stab(i), gi =4 et donc agi ; = a;,5.
> agiy= > Istab(gi)lbgi;
geG g€G /stab(z)

Mais g— gi induit une bijection entre G/stab(i) et i. De plus, stab(i) =~

stab(gi) et donc
Z agij = |stab(i) Zalw
geG kei

O

Nous montrons maintenant qu’une matrice quotient est anti-symétrisable :

Lemme 11.1.5. Soit (A, G) une paire admissible. Alors B = A/G est antisy-
métrisable.
Démonstration. Supposons A € Mg, (Z). Nous devons trouver une matrice dia-
gonale A € Mg (Z) a coefficients positifs telle que AB est symétrique.
Comme A est symétrisable, il existe des entiers (d;);eq, tels que pour tous
1,7, dia;; = djaj;. De plus, G est un groupe d’automorphismes de A, on peut
donc supposer que dy; = d; pour tout i € g et on écrit donc d; = d; si i est la
G-orbite de .
Pour tout i € Q,, on pose alors & = d;|stabg(i)| pour un sommet i € i
arbitraire. Soit alors A la matrice diagonale diag(d;,i € Qo). On montre alors
que AB est symétrique.

[AB]i’j = (Sibi,j

= dj|stab(i) |tb Zgw

= E dgitgi,;

geG

= E djaj,gi

geG

= E dgjagi

geG
= |stab(j) | . b d Zagﬂ

= 03bj.i
= [AB];;
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O

Définition 11.1.6. Soit Q un graphe valué muni d’un groupe d’automor-
phismes admissibles G. Alors le graphe quotient Q/G est le graphe associé a
la matrice quotient Bg/G. Si @) est un carquois, on parle alors de carquois
quotient.

Exemple 11.1.7. Soit & nouveau

Q:l<=—2—->=3

de matrice associée

0 -1 0
A= 1 0 1
0 -1 0

et G =((1,3)). On note 1 = {1,3} et 2 = {2} les G-orbites. Alors
0 -2
vo- [t ]
de graphe associé
A(A/G) : ;20 5

qui est de type B..

On remarquera que si A est symétrique et stabg (i) a le méme cardinal pour
tout ¢ € Qo, alors A/G est symétrique.

Exemple 11.1.8. On considére le carquois

|

I

| \
Aq: -+ —
| /
I
|
muni du groupe d’automorphismes admissibles G1 = ((a1, az), (b1, b2)). On note
a={aj,az} et b= {by,bo}, alors

/\

Al/Gl : a_—<b
est le carquois de Kronecker.

On remarquera aussi que ’on n’a pas unicité de la présentation d’un graphe
valué sous forme de graphe quotient.

Exemple 11.1.9. On considére le carquois

|

|

/ |

Ay ay |
|

|

|
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muni du groupe d’automorphismes admissibles Go = ((a1, a2, as), (b1, b2, b3)).
On note a = {ay,a2,a3} et b = {b1,ba, b3}, alors

As /Gy - a—=<b

est le carquois de Kronecker.

11.2 Algébres amassées et automorphismes

On étudie maintenant 'interaction entre les automorphismes d’une matrice
antisymétrisable et ’algébre amassée associée & cette matrice. On se fixe donc
une paire admissible (A, G) ou A € Mg,(Z) est une matrice antisymeétrisable
arbitraire. On se fixe u = {u; : 1 € Qo} et v = {v; : i€ Q,} des ensembles
d’indéterminées sur Q. On note alors

A(4) = A(u, A),
A(A/G) = A(v, A/G).
On définit alors le morphisme de Z-algébres, appelé projection :

ro{ ) o T

U; — Vi-
On définit une action de G sur Z[u*!] en posant
g.-U; = Ug;

pour tous g € G et i € Qg. Il n’est pas a priori pas clair que ’action de G
stabilise I’algébre amassée A(A). Nous verrons par la suite (lemme [12.1.2) que
c’est le cas si A est une matrice associée & un carquois acyclique.

Définition 11.2.1. Une graine (x,S) dans A(A) est dite G-invariante si :
1. gx; = x4 pour tout i € Qo,
2. (S, G) est une paire admissible.
Le but de cette section est d’étudier I'interaction entre les algébres A(A/G)

et m(A(A)). Pour cela, nous allons étudier une certaine classe de mutations qui
va permettre d’établir le lien entre ces deux objets.

11.2.1 Mutations orbitales de matrices

Lemme 11.2.2. Soit (A, G) une paire admissible. Soit Q = {i1,...,in} une
G-orbite dans Qy. Alors les coefficients al(-?) de A™ = p; o---op; (A) sont
donnés par

—a;; sitouj € Q
(n) _ 1 & :
“n T a5 Y (il + aig lai, 5) - sinon
k=1
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Démonstration. Soit A = A et AP) = Mi, © -0 g (A) pour tout 1 < p < n.
En mutant on 7,, on a

o _ —a{t™V si i =iy or j =iy
Qij- = =1 (p—1), (p—1) (p=1),(p—1) ;
z_] + 5 <|az ip | ng + a; Vip | zp 7 |> simnon
Par récurrence, si ¢ = i ou j = iy pour un k < p — 1, alors a%’_l) = —a;j,
ainsi a(p) = —a4; Si i =14} ou j = i pour un certain k < p.
Slnon
() _ (p-1) (p=1), (p—1) (p=1), (p—1)
aij - a’z] +35 2 (| zzp | zp,j + a; Jip ‘asz ‘)

1
1% 1 1 1) 1)
= aiy + 5 9 (anilai + aiilas, D) + 5 (o Vla?5Y +al% Dol Y))
k=1

Comme a;, ;, = 0 pour tout k,[, on a

1
1
ab V) =ai,, + 3 2 (ainlais, + aiilass,|) = ais,
k=1
et »
(p—1) 1
e > (i, i lai 5 + ai, i lai, 1) = ai,
k=1
alors
® _ 1\
ajj = aij + 5 Z |ai i lai, j + i lai, ;1)

Corollaire 11.2.3. Soit (A, G) une paire admissible. Soit i = {i1,...,i,} une
G-orbite dans Qq. Alors pour tout o € &, on a

fi, © 0 phiy (A) = fiy(n) © - © i, (1) (A)
On peut alors poser :

Définition 11.2.4. Soit (A, G) une paire admissible, i € Q, une G-orbite. Alors

12

jEi
est appelée mutation orbitale de A dans la direction 1.

On note Mut®(A) la classe de mutation orbitale de A, c’est a dire ensemble
des matrices B telle qu’il existe une suite finie d’orbites (i1, ...,1,) telles que

B=yf oo uf(4).

En particulier, on a Mut®(A) C Mut(A).
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11.2.2 DMutations orbitales de graines
Lemme 11.2.5. Soit B € Mg,(Z) et G C Gg, un groupe. Soit (x, A) une

graine G-invariante dans A(B) avec x = (x1,...,2q). Soit Q@ = {i1,... iy} une

G-orbite et soit (A™ ™) = p; o---opu (A, x). Alors, pour tout i € Qq, on a
T sii & Q)

(L1 i —Qj,q

xgn) = HCM Lk>0 " + Hc“ Lk<0 *

Liy,

sii = i pour un certain k

Démonstration. Pour tout p = 1,...,n, on écrit (x(P), AP)) = pi, 0" o (%, A)

et (xP, AP) = (x, A). Si i & Q, pour tout p > 0, on a 2P = 2P et donc
(P _ (@)

x; = x;. Si ¢ = %} pour un certain k > 0, alors ;7' = x; pour tout j < k et
wl(-l) ( ) pour tout I > k. Les relations d’ échange donnent alors
(k—1)yat® b L&D afi
(k) H“;Z?Bo(mj )t +11, . 1><0( )
L= L=1)

i

Mais x(k - T, aygi;l) = a;;, d’aprés le lemme [11.2.2] En outre, a;;, = 0 si

(k—1)

J € Q, ainsi si aj;, #0,0naw; = z;. Il s’ensuit que

aJ ig —aj,iy,
2™ = k) H“JL >0%; " F Ha; k<0 Tj
i = r =

X

ce qui prouve le lemme. O

En particulier, on voit que (A("),x(”)) ne dépend pas de 'ordre des muta-
tions dans €2, on peut alors poser la définition suivante :

Définition 11.2.6. Soit (A, G) une paire admissible avec A € Mg, (Z) et soit
(x,5) une graine G-invariante dans A(A). Pour toute G-orbite i dans @), on
pose

H,uj (x,.9)

JEi

la mutation orbitale de la graine (z,S) dans la direction 1.

Corollaire 11.2.7. Soit (B,G) une paire admissible, (z, A) une graine G-

invariante dans A(B) et soit Q € Q. Soit (2™, AM™) = u§((x, A)). Alors

(n)

G est un groupe d automorphzsmes de A™) . En outre, si on note a;;’ les coef-

ficients de A" et &™) = (acZ .1 € Qo), on a, pour tous i € Qg et g € G

o™ — () _ ()

f;z Oeta,, " gz, ",
Démonstration. On suppose A € Mg, (Z) et x = {z; : i € Qo}. On écrit main-
tenant Q@ = {i1,...,i,} et on garde les notations du lemme [11.2.2] Soient
1,] € Qq. Alors on a

. 71 . 71 .
—nag—li)g—lj sig”lioug jEeN
g.agj) o )1 = 1 .
g ti,g1j E 5 (|ag*1mk Ay g—15 T Qg1 ix alk,g71]|) sinon

k=1
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Mais g~ € Q si et seulement si i € 2 et dans ce cas al(;) = —a;; =
(n)

—Og—1ig-15 = Ay, . Mais si 4,5 € €, alors

(n)

a ;. 4.
g~ li,g71j

(lag=1iiylai,g-15 + ag-1ilai, g-1;1)

M-
[N

b
Il
—

(lai,gix lagiy.j + ai,gixlagiy.jl)

Il
(]
DO =

E
I
—

Il
(]
| —

(‘aiﬂk |aik7j + iy ‘aikij

>
Il
—

Il

)
S

2

et donc G est un groupe d’automorphisme pour A . Montrons alors que G est
admissible pour A. Soient ¢, j dans une méme G-orbite, on écrit i = gj pour un
certain g € G. Alors d’aprés le lemme [T1.2.2] on a

1 1
") = ai; + 3 D (laiilai,; + aiilai ;

k=1

a

).

Puisque (A, G) est une paire admissible, on a a; ; = 0. D’autre part, pour tout
k=1,...,n,sia;; >0, on anécessairement a;, ; < 0. En effet, sinon on a un
chemin de longueur 2 de i vers j dans le graphe associé & A, ce qui contredit le
fait que (A, G) est admissible. Il s’ensuit que a(”) =0.

Montrons maintenant que g:cg m — :17( ") pour tout i € Qg. Sii & z(n) = x;.

Comme gi ¢ Q, x(n) = x4,. Par hypothése, (x, A) est G-invariante donc gz; =

xg; et ainsi gxg " = sc( ") Maintenant, si i = i, pour un certain k € {1,...,n},

alors

Ajig —Qj,ig
(n) _ Haj=ik >0 gx_] + H”‘j,ik<0 girj

9.7, :
g.x;
a] ik —Qjig
Ha7 i >0 Lgj + Ha, <0 Lgj
-T/gz
a] i —aj, i
Ha] i, >0 Lgj + Ha] <0 TLgj
CL'gZ'
a 1. . —a, 1. .
g7 Li.ip g7 14,0
_ H%*lj-,ik >0 + H“gflj,ik<0 Tj
Lgi
Aj,giy —Qj,giy,
Ha]’»yik >0 xj + Haj,gik <0 xj
iﬂgi
2™
gz
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Remarque 11.2.8. En général, si (A, G) est une paire admissible avec A €
Mg, (Z) et si Q € Qo, il n’y a pas de raison pour que u§(x, A) soit une graine
G-invariante. En effet, considérons le carquois

2/3\4
]
N

muni du groupe d’automorphismes admissibles G = {(1,4)(2,5)(3,6)). Alors
Q= {3,6} est une G-orbite et

AN
e

_— N
Ql<——

_—
-

S
N\

6

contient un chemin de longueur deux entre 1 et 4 qui sont dans une méme
G-orbite.

Nous introduisons alors la notion de paire admissible stable.

Définition 11.2.9. Une paire admissible (A4, G) est dite stable si (B, G) est une
paire admissible pour tout B € Mut®(A).

Lemme 11.2.10. Soit (A, G) une paire admissible telle que G a au plus une
orbite non triviale. Alors (A, G) est une paire admissible stable.

Démonstration. Soit B € Mut®(A), on note b;; les coefficients de B. Soient i, j
dans une méme G-orbite. D’apres|11.2.7] il suffit de montrer que pour tout k, b; 1,
et b; 5 sont du méme signe. Si k est dans la G-orbite de 4, alors b; , = 0 = b; .
Sinon, k est fixé par G par hypothése. Il suit du corollaire que G est
un groupe d’automorphismes de B et donc b; = by, pour tout g € G. En
particulier, b; , et b;; sont du méme signe et (B,G) est une paire admissible.
Par récurrence, (A, G) est une paire admissible stable. O

Lemme 11.2.11. Soit (A, G) une paire admissible telle que G a exactement
deux orbites. Alors (A, Q) est une paire admissible stable.
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Démonstration. On note v = {v1,..., v} et w = {ws,...,w.} les deux orbites
de G et A = (a;;). Puisque (A,G) est admissible, on a a,,,, = 0 pour tous
i,j €{1,...,b} et aw, w, = 0pourtousi,j € {1,...,c}. Deplus, pour tous v € v
et w € W, Gy 4y est du méme signe. Il s’ensuit alors du lemmeque puS(A) =
—A et u$(A) = —A. En particulier puisque (A, G) est une paire admissible,
(1S (A),G) et (uS(A),G) sont des paires admissibles. Par récurrence, (A, Q)
est donc une paire admissible stable. O

Proposition 11.2.12. Soit Q un carquois de type Dynkin muni d’un groupe
d’automorphismes admissibles G. Alors (Q,G) est une paire admissible stable.

Démonstration. Soit (Q,G) une paire admissible avec @ Dynkin et soit R €
Mut®(Q). 1 suit de que R est un carquois G-invariant et que pour tous
i,7 dans une méme G-orbite, il n’existe pas de fleche i— j dans R. Il suffit
donc de montrer qu’il n’existe pas de chemin de longueur 2 entre ¢ et j dans R.

Soit i € Ry et g € G. Supposons qu’il existe un chemin de longueur 2 entre
i et gi, montrons qu’alors R contient un cycle de longueur paire. Supposons
qu’il existe un sommet k € Ry tel que i— k— gi. Comme G est un groupe
admissible d’automorphismes de R, on sait déja que k ¢ Gi. Soit

p=min{n >1 : g"i =i} —1,
on a alors un chemin cyclique
i—k— gi— gk— - — gPi— gPk—i

dans R qui passe par un nombre pair de sommets.

Si tous les sommets apparaissant dans ce chemin sont distincts, on a bien
un cycle de longueur paire. Sinon, supposons qu’il existe deux sommets v, w
identiques parmi {g"i,¢"k, : 0 <n <p}. Si v = g™ et w = ¢g™i pour certains
0 <m < n < p, on obtient i = ¢g"~ ", ce qui contredit la minimalité de p. Si
v = g™t et w = g™k pour certains 0 < m,n < p, on obtient une contradiction
car k ¢ Gi. Ainsi, on voit que v = ¢"k et w = ¢™k pour certains entiers
0 < m,n < p. Supposons que n < m, on obtient ainsi un nouveau chemin
cyclique :

— k— --- —>gni—> gnkj = gmk—> gm+1i—> S —>gpi—> gpk’—)i

qui passe par un nombre pair de sommets. En réitérant ce procédé, on montre
que R contient un cycle de longueur paire.

Supposons que @ est un carquois de type A,,. D’aprés [18], on sait que si S
est un carquois dans Mut(Q) alors les seuls cycles dans S sont des 3-cycles. En
particulier, R ne contient pas de 2p-cycles pour p > 1 et (@, G) est donc stable.

Supposons que ) est un carquois de type D, pour n > 4. Alors tous les
groupes d’automorphismes de @ ont au plus une orbite non triviale. Il suit alors
du lemme [11.2.10| que (Q, G) est une paire admissible stable.

Supposons que @ est un carquois de type Eg. Une vérification au cas par cas
sur la classe de mutation de ¢ montre que Mut(Q) ne contient pas de carquois
G-invariant tel qu’il existe un chemin de longueur 2 entre deux sommets d’une
méme orbite. En particulier, toutes les paires (R,G) avec R € MutG(Q) sont
admissibles et (Q, G) est stable.

Si @ est de type E7 ou Eg, alors les seuls groupes d’automorphismes de @ sont
triviaux et alors il suit du lemme que (Q, G) est une paire admissible. [
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11.2.3 Mutations orbitales et mutations du quotient

Soit (A, G) une paire admissible et soit (x,.S) une graine G-invariante dans
A(A), on pose alors
m(x,5) = (v,5/G)

oll y est le Qy-tuple défini par
Yi=m (Uﬁz)

pour tout i € Q. Alors 7(x,5) est appelée projection de la graine (x,S), elle
est bien définie car (x,.5) est G-invariante.

Théoréme 11.2.13. Soit (A, G) une paire admissible stable avec A € Mq,(Z).
Alors pour toutes G-orbites 1y, ..., i, dans Qy, on a

i, O--'OMil(”aA/G) :ﬂ—(:uzci Ooﬂg(%A))

Démonstration. Par récurrence, il suffit de le montrer pour n = 1. Si X = (z;5)
est une matrice G-invariante, on notera X/G = (7i;) la matrice quotient.
On se fixe une orbite k = {k;,...,k,} et on note A" = (az(»;.”))i_’jer =

[1cx t(A), d’aprés le lemme [11.2.2] on a

—aj; sitouj €k,
a(n) = ]. - .
K aij + 5 > (las, lar, ; + aig, |ar, ;) sinon,
s=1
D’autre part, on a
(n) _ (n)
Y5 T 2%
lei
Sii=kouj=k,ona
(n) _
a4y = — E :al,j
lei

Sinon, si i,j # k, alors pour tout m € i,

n

n 1
agn) = amj + 3 > (lam k.,

s=1

ak, )

aks,j|)>
ou de maniére équivalente

— .
ot =" (ama‘ T3 > (amalar; + am,l|al,j|)>

meEi lek

Ak, ,j + Qm kg

et donc

Ak,,j T Qm k,

@ = (ama‘ + % szzl (lam,k,

meEi

On calcule maintenant les coefficients (@)’ de (4) = uk(A/G). Par défini-
tion de la mutation, on a

, —Qij sii=kouj=k,
aii) = _ o o .
( 17‘]) aij + 5 (|ai,k|ak,j + ai7k|ak1j|) sinon.
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Ainsi, sii=k ou j =k,
—\/ _ _ )
(@3) = —aig=— ) ;=0
lei

Maintenant, si i,j # k,

1 | |
(@i5)" = aij + 5 ([@ixlas + aifaxg))

= Z Am,j + % <| Z Qm,k Z aj,j + Z Qm,k

Z%ﬂ)

mei meEi lek meEi lek
1
=D amg 5 | D lamkl D+ D amu Y laul
mei mei lek mei lek
1
= am;+ Y 5 | lam.k D+ amil Yl
mei meEi lek lek
1
=D |ams + 5D (lamplar; + amellas))
mei lek

et donc

_ 1
@3) =D am, + 3 D> (lamklar; + amkllac;|)

meEi mei lek

Il suffit alors de prouver que

S amrla; + amklarl =YY lamilac; + am ilas |

mei lek mei lek

et donc de montrer que

Do lamular; =D lamlar;
mei lek mei lek

et
D22 amplasl =Y amilal

mei lek méi lek

198

(11.1)

Dans I’équation (|11.1), on considére les coefficients de a;; : Soit Iy € k, dans la

premiére somme, le coefficient de a;,; est ainsi
§ :|am,k|
mei

Dans la seconde somme, ce coefficient est

Z |am7lo‘

meEi

On écrit [y = gk pour un certain g € G. Comme Gy gk, = Qg1 1 €t g G =G,
les deux sommes sont égales. On identifie de la méme maniére les coefficients de



CHAPITRE 11. MUTATIONS ORBITALES 199

lag,,; |7dans la seconde somme et ’égalité (11.1) est démontrée. Ainsi, pour tous
i,j € @y, ona

0y = (@)

ij
, c’est & dire
1 (4)/G = i (A/G).
On s’intéresse maintenant aux variables. Si j & {k1,...,kp}, acg»n) =z, et
il n’y a rien & montrer. D’aprés le lemme , gx,(cn) = xéz), ainsi ﬂ(x,(g)) =
ﬂ(xfgj)) pour tout j,s = 1,...,n. Quitte & réordonner, on suppose que k = k; et
donc x,(:) = z,(gl) = z},. On écrit alors la relation d’échange entre zj, et xj dans

A(A).

b, —bir
ni= I1 e I o

JEQo : bjr>0 J€EQo : bjr<0
On applique alors 7 & cette égalité et on obtient
ragr() = [ w4+ [ wa)
JEQo : bjr>0 JEQo 1 bjk<0

Comme (A, G) est une paire admissible bz et bgp sont du méme signe si j et s
appartiennent a la méme orbite. On peut donc regrouper les termes par signes
et on obtient

raor) = [ [Ir@)™+ I [Ir@)™""

J€Qo : by>0 lE] J€Qo : bjr<0 LE]
Comme 7(x;) = m(x;) pour tout [ € j, on a
rlegr(@y) = [ wpzet+ T ey et
J€Qo : bj>0 J€Qo : bjk<0
et donc
r(em@) = I ow)er JI )
Ji€Qo : bjr>0 J€Qo : bjk<0

qui est la relation d’échange dans A(A/G) dans la direction k avec 7(z). Si on
écrit m(xy)" la variable d’amas en échange avec m(xy) dans A(A/G), on a ainsi

m(ay”) = m(a) = w(a}) = m(wr)’

pour tout j € {1,...,n}, ce qui prouve la proposition. O

Corollaire 11.2.14. Soit (A, G) une paire admissible stable. Alors toute graine
dans A(A/G) est la projection d’une graine G-invariante de A(A). En particu-
lier, toute variable d’amas de A(A/G) est la projection d’une variable d’amas
de A(A) et donc A(A/G) s’identifie & une sous-Z-algébre de w(A(A)).
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Exemple 11.2.15. Considérons a nouveau ’exemple du carquois de type As

muni du groupe d’automorphismes admissibles G = ((1,3)). Alors (Q,G) est
une paire admissible stable. Le graphe quotient correspondant est le graphe de
type B :
_ (1,2) _
Q/G: 2——1

ou T = {1,3} et 2 = {2}. Les mutations orbitales sont donc u& = pyps et

ug = ps. La projection est donnée par

+1 , +1 | +1
Z[ul y Uy 5 Ug ] Z[W”@]
u — VT
VI 1 1
u9 = Uy
us lnd UT

La figure représente les graphes de mutations de A(A) et A(A/G) au
voisinage des graines initiales (ou I'on a noté v; = v;). Les sommets marqués
d’un double cerclage correspondent aux graines obtenues par mutations orbitales
a partir de la graine initiale.

Les variables d’amas de A(Q) sont données par

1+us 14uy 14+wujuz 1+ us +ujug

{Ul,UQ,U:g, ’ ) ) )
U us U2 Uiu2

ClQ) = 14+ us 4+ uqusg 1+2uQ+u%+u1U3
uzu ’ U1U2U3
et donc
1+ us 1+u% 1+u§+u% 1+2u§+u%+u%
m(CUQ)) = ut, Uz, — > — ) 2. = ClQ/G)
U Uz UTUs (=05



{Ula 1+ujiug 1+U2+u1u3}

U2 ’ UgU3

1+uius

1tustuiug

U2

u2U3 }

©
1+ustuiug Q+2uz+ug+u1u3 1tustuiug
U U2 ’ U UU3 ’ U2u3

©

©
1+ujus
{Ul,UQ,’ng} Uy, Ua ’
1+ustuiuz| 1+uius U3
Ui u2 ’ u2 ?
G S &
1+v% 1+vz+vf 1+vf
{U17v2} {U17 Vo vive ) v vive ’U%’Ug

{ 1+v2+vf 1+2v2+1)§+v1v3 }

FiG. 11.1 — Graphes de mutations de A3 et Bo aux voisinages des graines initiales

SHTVLIGHO SNOLLVIAN 'IT HY4LIdVHD
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Exemple 11.2.16. L’hypothése de stabilité est essentielle dans le théoréme
11.2.13] En effet, considérons le carquois

2/3\4
]
N/

muni du groupe d’automorphismes admissibles G = <H§’:1(i; i+ 3)> ~ 7/2Z.
Nous avons vu & la remarque [11.2.8| que (A, G) est une paire admissible non-
stable. On note 7 la G-orbite d’un sommet ¢ dans Q. Soit B = B la matrice
correspondant & @, u = (uq, ..., ug) la graine initiale de A(B) et v = (vy, v3, vg)
la graine initiale de A(B/G). On a alors

Ng(Dﬂg(uvB)::(uzfy)

ou

;[ U1Ue +U3Ue + UzUz U1 + U3 U3Ug + U3UE + UeUs Ug + Us
u = ) , U3, ) , U6

UrU2 Uz UqUs Us
et
01 -1 00 1
-10 0 00 O
;o 10 0 -1 0 O
B = 00 1 01 -1
00 0 -1 0 O
-10 0 1 0 O
Ainsi,
010
V75 + V2 + vsUs
7€ opu,B)) = | (LT ETEE MG ) L -1 0 0
vTUy Uz 00 0

mais d’autre part,

01 0

vy +v3+ vy vyt
pronp(v 5/6) = | (LR IS ) o
T/ vz vz 01 0

et donc
py o p5(v, B/G)) # m(uf o ug (u, B)).

Ainsi, si (A4, G) est une paire admissible stable, les graines de 1’algébre amas-
sée A(A/G) correspondent aux graines que I’on peut trouver sur les branches
G-invariantes du graphe de mutation de A(A) contenant la graine initiale. On
sait que de telles graines sont nécessairement des graines G-invariantes dans
A(A). Cependant, a I’heure actuelle, nous ne sommes pas en mesure de dire si
toutes les graines G-invariantes peuvent se trouver sur I'une de ces branches.
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Proposition 11.2.17. Soit Q un carquois acyclique muni d’un groupe d’auto-
morphismes admissibles G tel que (Q,G) est une paire admissible stable. Alors
toute variable d’amas dans A(v,Q/G) s’écrit comme polynéme de Laurent a
coefficients positifs en v.

Démonstration. Soit x une variable d’amas dans A(v,Q/G). Alors z = 7(X)
oit X est une variable d’amas dans A(u, Q) et ou 7 : Z[u*!]— Z[vt!] est le
morphisme de Z-algébres qui envoie u; sur v; pour toute G-orbite i dans Q. Il
suit de la remarque que sous la forme irréductible de X est

1 1%
X =5 > wmu
ot les a, sont des entiers positifs. Alors
— X — 1 v
‘T—’/T( )—WZGV’}T(U)

mais pour tout v € N0 7(u”) est un certain produit Hi€§0 v, En particulier,
x est un polynome de Laurent & coefficients positifs en les v; O
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Dorénavant, on suppose que (A, G) est une paire admissible telle que Q = Q4
est un carquois acyclique. Nous nous intéressons alors & l'interprétation caté-
gorique que I'on peut donner de 1’algébre amassée A(A/G) en termes d’objets
G-invariants dans la catégorie amassée Co pour une certaine action de G dans
le cas oi (A, G) est une paire admissible stable.

12.1 (G-action sur la catégorie amassée

Nous nous intéressons d’abord & la catégorie des représentations d’un car-
quois muni d’un groupe d’automorphismes admissibles. Le bon cadre théorique
pour I'étude de cette situation est celui de la théorie des représentations des
skew group algebras développée par Riedtmann et Reiten [77]. Dans nos tra-
vaux, nous pourrons cependant nous contenter du cadre plus élémentaire des
représentations de carquois muni d’un automorphisme. Pour des résultats gé-
néraux concernant ce cadre, on pourra par exemple se référer aux travaux de
Hubery [59] 58].

12.1.1 G-action sur rep(Q)

On se fixe un carquois acyclique @ muni d’un groupe d’automorphismes
admissibles G. On définit une action de G sur la catégorie rep(Q) de la maniére
suivante. Soit V' € rep(Q) et g € G. Alors on définit W = gV comme étant la
représentation définie par :

W(i) =V(g~'i) pour tout i€ Qg
{ W(a) =V(g~'a) pourtout a € Q
Etant données M, N sont deux représentations de @ et f € Homyg (M, N), on
écrit f = (fi)icq,- Alors pour tout i € Qo, fy-1; € Homy(gM (i), gN(i)) et on
pose
9f = (fg-1i)ieq, € Homyq(gM, gN).

Ainsi, chaque g € G agit de maniére fonctorielle sur rep(Q) et de plus, g~
induit un foncteur quasi-inverse & g. En particulier, chaque g € G définit une
auto-équivalence de catégories de rep(Q). De plus, pour tout i € Q, on a alors
gP; = Py, gl; = 1y et gS; = Sg;.

L’action de G sur rep(Q)) induit une action de G au niveau du groupe de Gro-
thendieck Ko(kQ). En identifiant Ko(kQ) et Z%° par le vecteur de dimension,
pour tout d € Z?9 et tout g € G, on a

1

9d = (dg-1i)icqo
et pour toute représentation M de rep(Q)), on a ainsi
dim (¢M) = gdim M.
Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 12.1.1. Soient M, N € rep(Q), e € N9 et g € G. Alors
1. (gM,gN) = (M, N),

2. La variété Grge(gM) est isomorphe a la variété Gre(M).
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12.1.2 Action sur la catégorie amassée

L’action de G sur rep(Q) induit une action par auto-équivalences sur la
catégorie dérivée bornée D’(kQ) qui commute au shift et & la translation. Il
s’ensuit que G induit aussi une action par auto-équivalences sur Cq. Cette action
est additive et elle est donnée sur les shifts de projectifs par

gP;[1] ~ P,,[1].

Ainsi définie, ’action de G commute & D’application Caldero-Chapoton, plus
précisément, :

Lemme 12.1.2. Soit () un carquois acycliqgue muni d’un groupe d’automor-
phismes admissibles G. Alors pour tout objet M de Cq et tout g € G, on a

Xgm = 9X

De maniére équivalente, le diagramme suivant commute pour tout g € G :
Xe +1
Ob(Cq) —— Z[u™"]
ig ig
Xz +1
Ob(Cq) — Z[u™"]
Démonstration. Si M se décompose M = €, M;, on a

Xom = Xy, a) = X, oM = HXgMi

et I'action de G sur Z[u*!] étant un morphisme de Z-algébres, on peut donc se
restreindre au cas ot M est indécomposable.

Comme X p,1] = gu; = ug; = Xp,,[1, il suffit de montrer le résultat pour
les k@Q-modules indécomposables. Pour tous modules M, N et tout vecteur de

dimension e € N9, on a
(gM, gN) = (M, N)

et un isomorphisme de variétés Gre(M) =~ Grge(gM).
Soit m = dim M. La linéarité de I’action de G sur Z[u*!] donne

9Xar = > x(Gre(M)) ] u, e~ (eom=el
e 7

= Z X(Gre(M)) H u;<m’a9’1i>_<a9*1i’m‘e>

et
Xorr = 3 x(Cre(gh)) [y ool

= Z X(Grg_le(M)) H 'Uq'_<m7ag_li>_<a9_1i’m—gile>

— Z X(Gre(M)) H ui—<m,ag—1i>—<ag_1i,m—e>

=gXnm
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Corollaire 12.1.3. Soit Q un carquois acyclique muni d’un groupe d’automor-
phismes admissibles G. Alors G agit sur A(Q).

Démonstration. D’apreés le théoréme [3.1.4] on a
Cl(Q) = {Xnm : M indécomposable rigide dans Cg} .

Soit donc z € CI(Q) et soit M un objet indécomposable rigide dans Cq tel que
x = Xp. Alors pour tout g € G, on a gr = gXy = Xy Mais puisque g
agit par auto-équivalence sur Cq, gM est aussi un objet indécomposable rigide
et donc Xgp € Cl(Q). Puisque A(Q) = Z[Cl(Q)], il s’ensuit que G stabilise
AQ). O

12.1.3 La sous-catégorie des objets G-invariants

Nous avons vu que les graines de A(Q/G) correspondent & des graines G-
invariantes dans A(Q). Les graines dans .4(Q) correspondant aux objets rigides
dans Cg, il est naturel de chercher & interpréter les graines G-invariantes comme
des objets G-invariants rigides dans Cq.

Définition 12.1.4. Un objet M de Cq est dit G-invariant si pour tout g € G,
on a gM ~ M dans Cq. Il sera dit G-indécomposable si il ne peut se décomposer
sous la forme M = U @V avec U,V des objets G-invariants non-nuls.

Lemme 12.1.5. Soit Q un carquois acyclique muni d’un groupe d’automor-
phismes admissibles G. Soient m et n deuz objets indécomposables dans Cq.
Alors m et n sont dans la méme G-orbite si et seulement si Dy, U =

®V€Gn V.

Démonstration. Si m est indécomposable, alors gm est indécomposable pour
tout ¢ € G. Ainsi, les facteurs apparaissant dans chaque somme directe sont
indécomposables. Si on suppose que les deux sommes sont isomorphes, comme
Cq est un catégorie Krull-Schmidt, n apparait comme facteur indécomposable
de chacune des sommes et donc n € Gm. La réciproque est claire. O

Proposition 12.1.6. Soit M un objet G-indécomposable dans Cq. Alors il
existe une unique G-orbite dans Cqo contenant un objet indécomposable m tel
que M = By ey, U. Réciproquement, pour chaque objet indécomposable m, la
somme directe @ ¢, U est G-indécomposable.

Démonstration. Soit m un objet indécomposable de Cq, on pose M = Py, U-
Alors M est G-invariant. Si M = N @ P avec N un G-indécomposable et P # 0,
on décompose N = @, N; en objets indécomposables de Cqg. L’unicité de la
décomposition de M implique que chaque NV; est dans Gm. Mais si N est G-
invariant, alors N contient tous les g/N; pour g € G comme facteurs directs et
donc N = M.

Réciproquement, si M est G-indécomposable, on décompose M = &, M; en
objets indécomposables de Cg. Chaque E; = @UGGMi U est G-indécomposable.
Si I est un ensemble d’indices tel que (M;);cr est un ensemble de représentants
des G-orbites des M;, alors M = @, ; E; est la décomposition en objets G-
indécomposables. Ainsi, par hypothése, I est nécessairement un singleton et
tous les M; sont dans la méme orbite. Finalement, M = ®UEGM1 U ou M,
est un objet indécomposable de Cq. Le lemme [T2.1.5] assure I'unicité de cette
décomposition. O
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Corollaire 12.1.7. Tout objet G-invariant M dans Cq s’écrit de maniére unique
(a DVordre de la décomposition et a isomorphisme pres) comme somme directe
d’objets G-indécomposables.

Ainsi, nous pouvons montrer ’analogue G-invariant du théoréme [3.1.4

Corollaire 12.1.8. Soit @ un carquois acyclique muni d’un groupe d’automor-
phismes admissibles G. Alors X9 induit une bijection de ’ensemble des objets
amas-basculants G-invariants dans Cqo vers l'ensemble des amas G-invariants

dans A(Q).

Démonstration. Soit x = (z1,...,%,) un amas dans A(Q). D’aprés le théoréme
pour tout i = 1,...,q, il existe un unique objet indécomposable rigide T}
tel que z; = X7,. De plus, il suit du lemme [12.1.2| que

X =gx = {Xng,...,XgTq}.

Puisque les T; sont uniquement déterminés, il s’ensuit que

q q q
9P =EP1,=PT.
=1 =1 =1

et donc T' = @7, T; est un objet amas-basculant G-invariant.
Réciproquement, si 7' = @?_, T; est un objet amas-basculant G-invariant,

alors gT' = 693:1 gT; = T. 1l suit alors du lemme|12.1.2| que {XTl, . ,XTq} est
un amas G-invariant. O

12.2 Un théoréme de dénominateurs

Nous donnons maintenant une interprétation du dénominateurs des variables
d’amas dans le cas non simplement lacé. Si ) est un carquois acyclique muni
d’un groupe d’automorphismes admissibles G, nous définissons une notion de
projection au niveau du groupe de Grothendieck en posant

™ ((dz)zEQo) = (Z dj)iE@g .

La preuve du théoréme suivant est une adaptation G-invariante de celle du
théoréme donnée dans [19].

Théoréme 12.2.1. Soit Q un carquois acyclique muni d’un groupe G d’auto-
morphismes admissibles. Soit m un objet de Cq. Alors

§5(1(Xm)) = m(dimm).

De maniére équivalente, le diagramme suivant commute :

Ob(Cq) — = Z[ut' : i € Q|

S|
dom

7.Q0
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Avant de démontrer les théoréme, nous prouvons le lemme technique suivant :

Lemme 12.2.2. Soit M un kQ-module G-invariant. Alors
1. Pour toutl € Qg et tout sous-module N C M,

(dimM)l <<N, 5 >+ < SZ,M/N>

2. Pour tout | € Qq, il existe un sous-module N C M tel que pour tout k € [,
on a
(dim M), =< N, S, >+ < Sk, M/N >

Démonstration. Le premier point est montré dans [19]. Pour le second point, on
écrit d = dim M, e = dim N ou N est un sous-module de M. Soit np = — <
N, Sk > — < S, M/N >, pour tout k € G.[, on a

ne = —dg, + Z e; + Z (djfej).
i— k k—j

Soit NV le sous-module de M engendré par la somme des M; tels qu’il existe
k € G.l tel que k— j. Il suffit de montrer que pour tout k£ € G.[, on a ny = —dj.
Pour cela, il suffit de montrer que les deux sommes sont nulles.

Soit donc k € G.I. Supposons que la premiére somme n’est pas nulle, alors
il existe un i tel que i— k et e; # 0. Mais si e; # 0, alors par définition de NV,
il existe j € [ et un chemin dans Q de j vers i et alors j— --- —i— k dans
Q. Comme j et k sont dans la méme G-orbite et que tout élément de G a un
ordre fini, il s’ensuit qu’il existe un cycle dans @, ce qui est une contradiction.
La seconde somme est nulle par construction. O

Nous prouvons maintenant le théoréme [12.2.1

Démonstration. (du théoréme|12.2.1]) On remarque d’abord que pour tous ob-
jets m,n dans Cg, on a

I (Xman) = 0(m(Xm)m(Xn))

(m(Xm)) +6(m(Xn))

SHh O

on peut donc supposer que m est indécomposable. D’autre part, si m = P;[1]
pour un certain ¢ € Qg, le résultat est vérifié. Il suffit donc de considérer le cas
ol m est un module.

Soit M = @yecan U, 0n a

Xu= [ xv
UeGm

D’aprés le lemme [12.1.2] X,,, = gX,, pour tout g € G et donc
W(XM) = W(Xm)le‘

et ainsi 6(7(Xar)) = |Gm|d(7(Xm))-

La variable généralisée X, s’écrit comme somme de mondmes []z}* ou
ng = — < N,S, > — < Sk, M/N > pour un certain sous-module N de M.
Soit i € Qo, le lemme [12.2:2] montre qu’il existe un terme dans l'écriture de
X tel que 'exposant de u; dans le dénominateur de ce facteur est maximal et
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égal & dim M (j) pour tout j € i. Alors, sous projection, ’exposant de v; dans
m(Xar) = 7(Xpn) !9 est 37 ; dim M (5). Ainsi

S(m(Xar) = | Y dim M(j)
jEi i€,
= m(dim M)

m (dim P U)

UeGm

w< > dimU)

UeGm

> 7 (dimU)

UeGm

= |Gm|r(dimm)

Il s’ensuit que §(7(X,,)) = 7(dimm), ce qui démontre le théoréme. O

12.3 Le type fini

Nous nous intéressons maintenant au cas oil () est un carquois de type Dyn-
kin. Nous montrons en particulier que si @) est un carquois de type Dynkin
muni d’un groupe d’automorphismes G, alors A(Q/G) = 7(A(Q)). En outre,
nous montrons que le vecteur de dénominateurs induit une bijection de l’en-
semble des variables d’amas de A(Q/G) vers ’ensemble des racines presque
positives de Q/G.

Si @ est un carquois de type Dynkin, nous rappelons que les quotients Q/G
possibles sont aussi de type Dynkin. Nous listons dans les figures ,

112.3] ci-dessous tous les quotient non-triviaux (voir [73]).
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/|
S
ND

.

Fi1G. 12.1 — Quotient de As,_1 vers B,

N

Fia. 12.2 — Quotient de D, vers C,,
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e——oeo

FiG. 12.4 — Quotient de D4 vers G»

Le lemme suivant s’obtient par une vérification calculatoire directe.

Lemme 12.3.1. Soit QQ un carquois de type Dynkin muni d’un groupe d’auto-
morphismes admissibles G et soit Q/G le graphe quotient. Alors
m(®>-1(Q)) = 2>-1(Q/G).

Remarque 12.3.2. D’aprés les travaux de Hubery [59], on peut montrer que
oY ,(Q/G) C m(®¥_,(Q)) pour tout carquois (). Les méthodes utilisées sont
similaires & celles de cette partie, ol les mutations orbitales sont remplacées
par des « réflexions orbitales »dans le groupe de Weyl. Plus précisément, si
{a : i€ Qo} =1I(Q), pour toute G-orbite i, on pose F; = m(a;) = Ejeiaj.
On note s; les réflexions du groupe de Weyl de @ et s; les réflexions du groupe de
Weyl de Q/G. Comme G est admissible pour @), les réflexions correspondant a
des sommets dans une méme G-orbite commutent et on peut définir la réflexion
orbitale r; = [[,¢; s;. 1l suit alors de [59] que mor; = o707 pour toute G-orbite
i. Ainsi, par récurrence a partir des racines simples, on montre que les racines
réelles de Q/G peuvent étre obtenues comme projection de certaines racines
réelles de Q.
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Pour montrer que dans le cas d’un carquois de type fini ), on a égalité entre
7(A(Q)) et A(Q/G), nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 12.3.3. Soit QQ un carquois de type Dynkin muni d’un groupe d’auto-
morphismes admissibles. Soient v, 5 € ®(Q) des racines telles que w(y) = w(3).
Alors il existe g € G tel que v = g.5.

Démonstration. On note II(Q) = {a;,7 € Qo} 'ensemble des racines simples
de Q et II(Q/G) = {,i € Qy} ensemble des racines simples de Q/G. Soient
v, 0 des racines de ®(Q). On écrit v = Zier vio; et B = Zier Bia;. Par
hypothése, pour tout i € @, on a Y okeiBe = DpeiVh- Siy est une racine
simple, alors [ est aussi une racine simple et alors il existe ¢ € G tel que

~v = g.p. Sinon, d’aprés le lemme 7m(8) est un élément de ®(Q/G). En
reprenant les notations de la remarque [12.3.2] il existe une suite de sommets
ir,...,i, dans Q, tels que o3, o--- o a;, (7(8)) est une racine simple de Q/G.
Alors il suit de la remarque que

m(ri, ooy, (B)) =0y, 0+ 00y, (7(B))
=0y, 0+ 00y, (m(V))

= (i, 0+ 0m, (7))

D’aprés ’étude dans le cas des racines simples, il existe alors un élément g € G
tel que

g.ri, © - ory (B) =1y, 0oy (7).
Mais il suit de [58] que I'action de g commute avec les r; et donc
ri, 0 ori(9.6) =ri, 0 omiy (v)
et v=g.0. O

Théoréme 12.3.4. Soit Q un carquois de type Dynkin muni d’un groupe d’au-
tomorphismes admissibles G et soit Q/G le graphe quotient. Alors

m(Cl(Q)) = CHQ/G).

En particulier,

m(AQ)) = A(Q/G).

Démonstration. D’aprés la proposition [11.2.12] et le corollaire [11.2.14] on sait
que P'on a une inclusion ¢ : Cl(Q/G)— m(ClL(Q)). Par ailleurs, il suit du théo-
réme que les vecteurs de dénominateurs induisent des bijections

51 : ClQ/G) = &5_1(Q/G),

33 : CI(Q) = >-1(Q).

Nous avons ainsi le diagramme :

CQ/G) ———7(CUQ))

(51i~ 52l 63 ~

o> _1(Q/G)
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ol le carré de gauche commute clairement et ou le carré de droite commute
d’aprés le théoréme [12.2.1] Puisque, d2 o ¢ = §; est une bijection, o est sur-
jective. Montrons maintenant que do est injective. Soient x,y € Cl(Q) tels que
da(m(x)) = d2(m(y))- Il suit du théoréme que w(d3(z)) = 7(d3(y)). D’aprés
le lemme [12.3.3] il existe alors g € G tel que d3(y) = ¢.03(x). Comme d3(y) est
un élément de ®>_;1(Q), il existe un unique élément dans Cl(Q) de vecteur de
dénominateur d5(y) et alors d’aprés le lemme cet élément est g.z. Ainsi,
y = g.xz et 7(y) = w(x). Il Sensuit que, d2 : 7(CUQ))— 7(P>_1(Q)) est une
bijection et donc ¢ aussi. Alors, on a 7(Cl(Q)) = Cl(Q/G), ce qui prouve le
théoreme. O

12.4 Le type affine

Nous avons montré que 7(C1(Q)) = Cl(Q/G) si @ est un carquois de type
Dynkin muni d’un groupe admissible d’automorphismes GG. Nous allons montrer
que si @ est de représentation infinie, alors il est possible que l'on ait une
inclusion stricte de C1(Q/G) dans 7(ClL(Q)).

Soit @ le carquois de type affine Dy

muni du groupe d’automorphismes admissibles (g) ou g est le 4-cycle g =
(2345) € G5. Il suit du lemme [11.2.11] que (Q,G) est une paire admissible
stable.

Le graphe quotient /G est le graphe valué de type Ag) (voir la figure
pour les notations) donné par

_ (4 _
1=—2

Q et Q/G sont de types affines. Les racines positives imaginaires minimales
sont respectivement dg = (21111) et dg /¢ = (1,2).

Pour tout ¢ # j dans {2, 3,4,5}, on note M;; 'unique (& isomorphisme prés)
représentation indécomposable de vecteur de dimension o; + o; + ;. Alors les
M;; sont les modules quasi-simples des tubes exceptionnels et 7M;; = M, ou
{r,s} ={2,3,4,5}\ {4,}. En particulier, on a Ext'(M;;, M) # 0.

Pour tout ¢ # j € {2,3,4,5}, dim M;; est une racine réelle de Schur et donc
Ext,ng(Mij,Mij) = 0. Le théoréme implique que Xjy,, est une variable
d’amas de A(Q).
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On considére maintenant la représentation

0
M45 = 0——% <T k
1
k
Si m(Xp,,) est une variable d’amas dans A(Q/G), alors d’apres le corollaire
11.2.14} il existe un amas x = {z1, ..., x5} obtenu aprés une suite de mutations
orbitales tel que m(Xp,,) = 7(x;,) pour un certain ig € {1,...,5}. D’aprés

le théoréme [3.1.4] il existe alors un objet indécomposable rigide N tel que
x;, = Xn. Mais d’apreés le théoréme m(dim N) = w(dim Mys5) = (1,2),
donc N est nécessairement 'un des M;;. D’apreés le lemme [I1.2.5] on sait en
outre que x doit étre un amas G-invariant et donc il suit du corollaire [12.1.8
que M;; est un facteur direct d’'un objet amas-basculant G-invariant. Mais
Ext}cQ(gQMij,Mij) # 0, d’ott une contradiction. Ainsi, 7(Xys,,) € 7(CL(Q)) \
Cl(Q/G) et

Cl(Q/G) & m(ClQ)).

On remarquera que cela ne montre pas pour autant que m(A(Q)) est une
sous-algébre propre de A(Q/G). En effet, on peut avoir des relations entre les
variables d’amas. Dans ce cas, on vérifie que

Xp, X5y = Xy + Xpy1)X Py 1)
Si on applique 7, on obtient alors
7-‘-()(1\445) = 7T(XP4)7T(X5‘5) - Tr(sz[l]ng[l])

Comme Py et S5 sont des modules préprojectifs indécomposables, w(Xp,) et
7(Xs,) sont dans C1(Q/G). De méme 7(Xp,[1) X p,1)) = v3 € CI(Q/G). Ainsi,
m(Xas) € AQ/G).
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Les algébres amassées de rang deux sont des exemples simples & aborder mais
d’une complexité suffisante pour donner une bonne compréhension de la théorie
générale [99]. Elles ont déja fait I'objet de plusieurs études, que ce soit pour
la recherche d’une base [88] ou pour la recherche d’une formule close d’expres-
sion des variables d’amas [22]. Cependant, la premiére approche se restreignait
essentiellement aux cas affines et finis et la seconde se restreignait au cas sy-
meétrique. Dans ce chapitre, nous proposons une méthode pour étudier toutes
les algébres amassées de rang deux & partir de catégories amassées de certains
carquois acycliques.

13.1 Algébres amassées de rang 2

Une algébre amassée de rang deux est une algébre amassée A(B) ol B est
une matrice antisymétrisable quelconque de Ms(Z). Dans ce cas particulier, nous
pouvons avoir une description plus élémentaire de A(B) comme présentée dans
[99].

Soient b,c > 1 des entiers, x1,z2 des indéterminées sur Q. On note A(b, ¢)
I’algébre amassée de graine initiale

CER)!

Les variables d’amas dans A(b, ¢) sont les x,, ou m € Z définies par :

b 1
Tmtl Gme2Z 41
S ;%Ti sim € 27
Tm—1

et les amas dans A(b, ¢) sont alors les couples (Z,,, T;m41) 01 M € Z.

Ces algébres de rang deux ont déja fait 'objet de nombreuses études. Dans
[88], les auteurs se sont particuliérement intéressés au cas ou be < 4. Dans [22],
les auteurs ont étudié le cas ou b = ¢ > 1. La figure liste les algebres
amassées de rang deux en fonction de leur type.

(b,¢) type de A(b, c)

(1,1) Dynkin A,

(1,2) Dynkin Bo

(1,3) Dynkin Go

(1,4) affine G

(2,2) affine A, ;(Kronecker)
(m,m), m >3 | sauvage m-Kronecker

(b,c),bec > 4 sauvage

F1G. 13.1 — Types des algebres amassées de rang deux
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13.2 Reéalisations des algébres amassées de rang
deux

Dans un premier temps, nous réalisons un graphe valué & deux sommets
quelconque comme quotient d’un carquois acyclique. On se fixe b,¢ > 1 deux
entiers, solent v = {v1,...,u} et w = {ws,...,w.} deux ensembles. Soit Kj .
le carquois défini par

(Kb,c)O =viw

et pour tous ¢ € {1,...,b}, j € {1,...,¢}, on a exactement une fléeche v;— w,.
Le carquois peut se représenter comme suit :

Alors Kj . est muni du groupe d’automorphismes admissibles
G =06y X 6w

et il suit du lemme [11.2.11{ que (Kp ., G) est une paire admissible stable.
On considére alors le graphe valué A, . associé a la matrice antisymétrisable

Obie
—c 0

(b,c)
Ape: V—5>WwW

Proposition 13.2.1. Soient b,c > 1 des entiers. Alors
Kpo/G = Ap..

Démonstration. La matrice correspondant & K . est la matrice symétrique B =
(bi;) définie par

0 siteEv,jEYV

0 SitEwW,)] EW

1 sitEvV,jEW

-1 sitew,jev

bi,; =

Si on note B/G = (¢;5), alors on a

dvv =10

)
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dyw =0

b
dv,w = E viwp = b
=1

C
dwv = E w;V] = —¢C
i=1

0 b
et donc B/G = [ e O}et

Kpo/G = Ape.
O

Nous sommes dans le cadre d’application du théoréme [11.2.13| pour étudier
les variables d’amas de A(b, ¢). Cependant, dans ce cas particulier, nous pouvons
obtenir cette description d’une maniére beaucoup plus directe a 1’aide de la
catégorie amassée et de I’application Caldero-Chapoton.

Pour simplifier les notations, on note @ = Kp.. On note toujours A(Q)
Palgébre amassée de graine initiale (u, Q). On pose

Z[uiil 1E€Q) — Z[xlil,aczﬂ]
T Uy, — T pour tout ¢ =1,...,b
Uy, > X pour tout : =1,...,c

i

Pour tout ¢ € v U w, on note P; le kQ-module projectif associé & i. On
notera P, (respectivement Py,) un représentant de l’ensemble {P,,,...,P,,}
(vesp. {Puwyy-- -5 Puw.})-

On note X I'application Caldero-Chapoton sur Cq. Pour tout g € G et tout
i € Z,on a gP,[i] € {Py,[i],..., Py,li]} et gPwli] € {Pu,[i],- -, Pw.[i]}. 1L suit
alors du lemme [12.1.2| que 7(Py[i]) et m(Pywi]) sont des éléments bien définis de
Zlx .

Oun peut alors décrire les variables d’amas de A(b, ¢) de la maniére suivante :

Théoréme 13.2.2. Soient b,c > 1. Alors pour tout m € Z, on a

Tomi1 = 7(Xp,m+1])

Tomya = T(Xpymt1])
Démonstration. On le montre par récurrence sur m. On a z7 = 7(u,,) =
m(Xp, 1) pour tout i = 1,...,b et 2 = 7(uy,) = 7(Xp, (1) pour tout

1=1,...,c
Soit i € {1,...,clet meZ
k ~ Endc,, (Py,[m + 1])

= EXtéQ (PUH [m + 1}7 Pwi [m])
= EXtéQ (P, [m], P, [m +1])

et les triangles correspondant sont,

Py, [m|— 0— Py, [m + 1]— Py, [m + 1],

i
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[m +1]— €D Py, [m]— Pu,[m]— Py, [m + 2]
j=1
1l suit alors de la formule de multiplication unidimensionnelle que

P,

i

Xp,. mXp,, mt+1] = HXPUj (m] +1

i=1

mais 7(Xp, m]) = Tom et 7(Xp, (m]) = Tam-1 pour tout j = 1,...,b donc
i J
finalement .
Ty +1
W(XPW [m-‘,—l]) == = L2m+2-
) T2m

Les autres cas se montrent de la méme maniére. O

La figure schématise la situation ot dans le carquois d’Auslander-Reiten
de kQ, on a regroupé les modules dans une méme G-orbite et les les fleches entre
ces orbites. Localement, le carquois est en fait de la forme

PU1[2}4>P’UJ1[Z_1}

\\
Exemple 13.2.3. Considérons le carquois de Kronecker
K f—

et le carquois @ de type affine Ag,g
w1
Q : V1 V2
wy

On note ((yy , Uy Uny » Uy ), @) la graine initiale de A(Q), ((uy,uw), K) la
graine initiale de A(K) et
Zlugt g vy ey ) — 2yt ugg]
T Uy, = Uy
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Py[2] Py[1] P, Py[-1]
L'(kQ)
meXr o Npin P PL-1]
T3 T 1 T T_q T_o z_3 A(b,c)

FiG. 13.2 — Reéalisation des variables d’amas en rang 2

la projection.

Alors les variables d’amas de A(K) sont les images sous m des variables
d’amas transjectives de A(Q).

On remarquera en particulier que les variables d’amas réguliéres de A(Q)
ne se projettent pas sur des variables d’amas de A(K). Soit en effet = une
variable d’amas réguliére de A(Q). Alors, z = Xﬁ pour un quasi-simple d’un
tube exceptionnel. Par symétrie, on peut supposer que M est la représentation

0
7N
k 0.
\ /
k
En appliquant le théoreme [9.6.9] on calcule alors directement

x:Xf\g/[

Uy, | Uy, 1
= + +
Uy Uy, Uy, Uy
1+ Uy, Uy + Uy Uy,

Uyy Uy

et donc

1 2 2
v Uw

_ v K
= XMA

ou M) désigne n’importe quelle représentation quasi-simple réguliére de K. Or
on sait que X ¢ CI(K) et donc w(z) ¢ CI(K).
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Exemple 13.2.4. Considérons ’algébre de type A(2,3) et le carquois sauvage

Kg’g :
wq

V] —— Wy <=—— V2
w3

On note ((Uyy , Upy s Unpy » Uy, Ung ), @) la graine initiale de A(Q), ((uy, uw), K)
la graine initiale de A(K) et

Z[u:tl u:l:l u:l:l u:l:l u:tl] . Z[uﬂ:l u:l:l}

vy 0 Pog ) Pwy o Ywg s Ywg v o Yw
VI (I (g Uy
Uy, > Uy

7

la projection.

Alors les variables d’amas de A(2,3) sont les images sous m des variables
d’amas transjectives de A(Q). Le probléme de calculer les variables d’amas
dans A(2, 3) se raméne donc & chercher une expression explicite de ’application
Caldero-Chapoton pour les objets transjectifs de Cq.

Nous pouvons déja calculer les dénominateurs des variables d’amas de A(2, 3)
en vertu du théoréme [[2.2.1] La transformation de Coxeter dans la base

(dim S,,,dim S,,,,dim S,,,,dim S,,,, dim S, )

est
-1 1 1 1 0
-1 1 2 2 -1
b= -1 2 1 2 -1
-1 2 2 1 -1
0 1 1 1 -1
On note
1 0 0 0 0
1 1 0 0 1
P = 11,101, 11],10],]1
1 0 0 1 1
0 0 0 0 1
1 1 1 1 0
0 1 0 0 0
I = Of,{Oo¢{,{1|,{0]|,]O
0 0 0 1 0
0 1 1 1 1

Alors l'ensemble des vecteurs de dénominateurs des variables d’amas de A(2, 3)

est
{(=1,0), (0, -1} um ({2"(P) :n<0})Ur ({@"(I),n =0}).
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Un graphe (ou de maniére équivalente une matrice) sera dit de mutation finie
si sa classe de mutation est un ensemble fini. La question de la classification des
graphes de mutation finie est un probléme ouvert, il existe cependant un certain
nombre de résultats partiels dans 1’étude de ce probléme (voir [45] 43], [ [87] [15]
32] par exemple).

14.1 Classes de mutations des graphes affines

1l suit de du théoréme de classification des algébres amassées de type fini que
si le graphe considéré est de type Dynkin, alors il est nécessairement de mutation
finie (théoréme . On sait par ailleurs que la réciproque de ce résultat est
fausse. Buan et Reiten ont obtenu donné un résultat partiel de classification :

Théoréme 14.1.1 ([15]). Soit Q un carquois acyclique ayant plus de trois
sommets. Alors @ est de mutation finie si et seulement si Q est de type Dynkin
ou affine.

Cependant, leur approche utilise la catégorie amassée et ne traite pas le cas
ol le graphe considéré de départ est un graphe valué et non un carquois. En
construisant les graphes valués affines comme quotients de carquois affines, nous
pourrons montrer que tout graphe valué affine est de mutation finie a ’aide du
théoréme M1.2.131

Nous rappelons que les graphes affines non simplement lacés sont les graphes
dont le graphe non-orienté sous-jacent est listé dans la figure

Lusztig a remarqué que tout graphe affine non-simplement lacé peut étre
réalisé comme quotient d’un graphe affine simplement lacé muni d’un groupe
d’automorphismes. Plus précisément,

Lemme 14.1.2 ([73]). Soit A un graphe valué affine non-simplement lacé. Alors
il existe un carquois affine Q muni d’un groupe d’automorphismes admissibles
G tel que A =Q/G.

On donne des quotients possibles dans les figures [14.2 ol on aura pris
le soin de prendre une orientation adéquate.

Un corollaire du théoréme [I1.2.13] dans le cadre de ’étude des graphes de
mutation finie est :

Lemme 14.1.3. Soit A un graphe valué orienté muni d’un groupe d’automor-
phismes G tel que (A, G) est une paire admissible stable. Si A est de mutation
finie. Alors A/G est aussi de mutation finie.

Démonstration. 11 suit du théoréme [11.2.13| que I’application B— B/G induit
une application surjective

Mut®(A)— Mut(A/G).
Puisque Mut®(A) ¢ Mut(A), il s’ensuit que

IMut(A/G)| < [Mut®(A)| < |Mut(A)| < co.
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Remarque 14.1.4. On remarquera que la réciproque du lemme [14.1.3] est
fausse. En effet, si b,c > 3 sont des entiers, le graphe valué Ay . est de mu-
tation finie alors que le carquois Kj . est de mutation infinie.

Nous utilisons maintenant ces méthodes pour démontrer que certains graphes
valués affines sont de mutation finie, retrouvant ainsi des résultats de Seven [87].
On commence par démontrer le lemme trivial suivant.

Lemme 14.1.5. Soit A un graphe valué de type AEQ). Alors A est de mutation
finie.
(2)

Démonstration. Un graphe valué orienté A de type A;™ se réalise comme quo-
tient du carquois @ de type Dy

N
SN

par le groupe G' = &g, 4,,a5,a4 OU ON & pris une orientation adéquate. Il suit du
lemme|11.2.11|que (Q, G) est une paire admissible stable. @) étant de type affine,
il suit du théoréme [14.1.1] et du lemme [14.1.3] que A est de mutation finie. [

Lemme 14.1.6. Soit A un graphe valué de type @n Alors A est de mutation
finie.

Démonstration. On considére un graphe valué orienté A de type @Dn :

by

N\

(2,1)

€l ———Cpn-2

/

ba

muni d’une orientation quelconque. On considére alors le carquois @ de type
D,,+1 muni
b1

/N

a

: €1 — — — Cp—2
d2 b2

muni du groupe d’automorphismes admissibles G = &, 4, et d’une orientation
adéquate. Alors G n’a qu’une seule orbite non triviale et donc il suit du lemme

11.2.10[que (@, G) est une paire admissible stable. @) étant de type affine, il suit
du théoréme [I4.1.1]et du lemme [14.1.3] que A est de mutation finie. O
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Lemme 14.1.7. Soit A un graphe valué de type C,. Alors A est de mutation
finie.

Démonstration. Soit A un graphe valué de type C,,

@y

b

1—— —Cn—1

muni d’une orientation quelconque. Considérons le graphe valué orienté I' de
type CDy, 11
by

muni d’une orientation adéquate et du groupe d’automorphismes G = &y, 3,.
Alors G n’a qu’une seule orbite non triviale et donc il suit du lemme [I1.2.10] que
(T', G) est une paire admissible stable. I" étant de mutation finie par le lemme

114.1.6} il suit du lemme que A est de mutation finie. O

Lemme 14.1.8. Soit A un graphe valué de type @gl). Alors A est de mutation
finie.

Démonstration. Soit A un graphe valué de type Ggl)

(1,3)
a c

muni d’une orientation quelconque. Considérons le carquois ) de type Dy

1

/.

C2

N\

C3

b

muni d’une orientation adéquate et du groupe d’automorphismes G = S, ¢, c,-
Alors G n’a qu’une seule orbite non triviale et donc il suit du lemme [T1.2.10] que
(Q, G) est une paire admissible stable. @ étant de type affine, il est de mutation
finie par le théoréme [14.1.1] et il suit du lemme que A est de mutation
finie. O

14.2 Un programme pour dénombrer les classes
de mutation finies

Si A est un graphe valué tel que Mut(A) est fini, une question qui se pose
naturellement est alors de connaitre le cardinal de Mut(A). Plus exactement,
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le nombre qui nous a intéressé est le nombre u(A) de graphes valués non-
isomorphes contenus dans Mut(A). Par abus de terminologie, u(A) est appelé
taille de la classe de mutation de A. Keller a développé un programme nommé
QUIVER MUTATION IN JAVA qui permet, entre autres nombreuses fonctionna-
lités, de calculer la taille de la classe de mutation d’'un graphe A & condition
que celle-ci ne soit pas trop grande. Cependant, il s’avére que la complexité
des calculs d’isomorphismes de graphes ne permet pas de calculer des tailles de
mutations pour des carquois avec beaucoup de sommets.

Nous avons donc développé avec M. Pérotin (Laboratoire d’Informatique de
I’Université de Tours) et 'aide de J. Calabrese (Ecole Polytechnique de Tours)
le programme QUIVER MUTATION EXPLORER (QME) pour calculer les tailles
des classes de mutation de carquois modulo isomorphismes [40]. Ce programme
a notamment permis de calculer les tailles de classes de mutation pour de nom-
breux carquois de mutation finie (voir I'annexe E[) Les deux points essentiels
ont consisté a utiliser 1’algorithme d’isomorphismes de graphes de Mc Kay [[75]
et & proposer une possibilité de parallélisation des calculs.

14.2.1 Quelques résultats utiles pour 'implémentation

Afin de ne pas lancer le programme dans le calcul d’une classe de muta-
tion infinie, nous avions besoin d’un critére de reconnaissance des graphes de
mutation finie.

Lemme 14.2.1. Soit Q un carquois conneze ayant au moins trois sommets. Si
il existe deux sommets i et j reliés par au moins trois fleches. Alors QQ n’est pas
de mutation finie.

Démonstration. On considére trois points 4, j, k dans @, la configuration locale
est alors donnée par

k ou k
j<—17] 1<—1]

t t

avec 1, s,t > 0 correspondant au nombre de fléches allant d’un point & un autre.
Dans le premier cas, on effectue une mutation en 7, on obtient alors

k

I\

i<

on est donc ramenés a 1’étude du second cas.
Par symeétrie, on peut supposer r = min {r, s, t}. De plus, on a max {s,t} > 3
et s,t # 0 par hypothése. On a alors
st > 2r

En particulier, » — st < 0. Ainsi, si on effectue alors la mutation de @ en j,
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on obtient alors la configuration locale

I\

mais on a
st—r+s+t>r+s+ts st>2r

Ainsi, on a obtenu une configuration analogue avec un nombre total de fleches
strictement supérieur. En répétant ce procédé on obtient donc une suite infinie
de carquois mutation-équivalents non-isomorphes, la classe est donc infinie. [

Corollaire 14.2.2. Soit Q) un carquois connezre ayant au moins trois som-
mets. Alors Q est de mutation infinie si et seulement si il existe un carquois Q'
mutation-équivalent & Q ayant au moins trois fleches reliant deux points.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que le nombre de carquois & n = |Qo]
sommets ayant au plus deux fléches entre deux points est fini. O

Ainsi, le corollaire [I£:2.2] donne un critére décisionnel facile & implémenter
pour savoir si ’on doit interrompre le calcul de la taille de la classe de mutation.

Nous donnons maintenant une méthode permettant de construire de nou-
veaux carquois de mutation finie & partir d’un carquois dont on sait qu’il est de
mutation finie. On rappelle la définition d’un sous-carquois plein :

Définition 14.2.3. Soit ) un carquois, un sous-carquois plein R de Q) est un
carquois tel que Ry C Qg et tel que pour tous i,j € Ry, on a

{a€Ry : s(a)=i,t(a)=j}={aec @ : s(a)=1,t(a) =3}.
On peut caractériser les sous-carquois pleins de la maniére suivante :

Lemme 14.2.4. Soient Q) un carquois, R un sous-carquois de Q, soient B et C
les matrices antisymétriques associées respectivement a @ et R. Alors R est un
sous-carquois plein de Q si et seulement si pour tous i,j € Ry, on a bjj = c;;.

Proposition 14.2.5. Soit () un carquois, R un sous-carquois plein de Q et
k € Ry. Alors uk(R) est un sous-carquois plein de pg(Q).

Démonstration. On note B (resp. C) la matrice antisymétrique associée & Q
(resp. R). On note B’ (resp. C”) la matrice antisymétrique associée & py(Q)
(resp. pg(R)). On a alors pour tous %, j € Qo

b — —by; sii=kouj=k
A bij -+ % (|b7,k|bk‘j + bzk|bk‘j|) sinon.

D’autre part, pour tous 7,5 € Ry, on a

¢ = —Cij sii=kouj=k
Y cij + 3 (lcik|crj + cinlers|)  sinon.
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mais pour tous r, s € Ry, d’aprés le lemme [14.2.4]on a ¢,s = b5, on a donc

C’..—{ —bij; sii=kouj=k
v bij + 5 (|bik|brj + birlbk;|)  sinon.

car ¢, 5,k € Ry.
Ainsi, d’aprés le lemme [14.2.4] ui(R) est un sous-carquois plein de p(Q).
O

Corollaire 14.2.6. Soit QQ un carquois, R un sous-carquois plein de Q. Alors
tout carquois mutation-équivalent & R est un sous-carquois plein d’un carquois
mutation-équivalent a Q).

En particulier, tout sous-carquois plein d’un carquois de mutation finie est
de mutation finie.

Remarque 14.2.7. Ce résultat est faux sans I’hypothése de plénitude comme
le montrent les carquois

En effet, Q est de mutation finie (sa classe est réduite a lui-méme) et R est de
mutation infinie.

Remarque 14.2.8. Le résultat [I4.2.6] n’implique pas que si R est un sous-
carquois plein de @, alors u(R) < p(@). En effet, puisque ’'on compte modulo
isomorphismes, il se peut que les carquois dans Mut(Q) aient des symétries alors
que ce n’est pas le cas de ceux de Mut(R). L’exemple des carquois de types Xg
et X7 dans 'annexe [A] le montre puisque Xg est un sous-carquois plein X7 et
que pu(Xg) =5 et p(X7) = 2.
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n(n>2):

s=H

@l

n(n>2):

IB?(Cn(n >2):

BD,,(n > 2) :

CD,(n>2):

A (24
1
(1,2) (2,1)
[ ] [ ] e — —— 0 [ ] [ )
(2,1) (1,2)
[ ) [ ] e — — — 0 [ ) [ ]
(2,1) (1,2)
[ ] [ ) e — — — 0 [ )
[ ]
\ (2,1)
[ ] e — —— 0 [ ]
[ ]
[ ]
\ (1,2)
[ ] e — — — 0
[ )
[ ] [ ] (172) [ ] [ ]
[ ] [ ] (2#1) [ ] [ ]
@él) ° ° (.3 °
Gg) ° o OY

Fic. 14.1 — Graphes affines non simplement lacés
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Le graphe affine

- 1,4
A(12) ° ( ) °
s’obtient comme quotient de
a1—— — — — — — a2
I |
| |
I |
@4 : I z |
I I
| I
| I
aqg — — _ _ _ _ —as

par le groupe d’automorphismes G = &4, a5,a5,a4}-

F1G. 14.2 — Réalisation de A?)

Le graphe affine

IE%n(n > 9): R (1,2) . . e . (2,1) .
s’obtient comme quotient de
QY e o Ap—1
| |
| |
~ l |
An apg = bo | | ap = bn
| |
\ | | /
| |
bl T bn—l

par le groupe G = <H?;11(aia bz‘)>-

Fi1c. 14.3 — Reéalisation de IE~Bn
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Le graphe affine

2,1 1,2
L w182

Cp(n>2): 0
s’obtient comme quotient de

ai bl

1\
I

|

[

|

|

\/
a

2 b2

Dn+2 : b

l
|

/ ‘
. [
4

|

\ I

par le groupe d’automorphismes G = &g, 4, X Gp, b, -

F1G. 14.4 — Réalisation de C,,
Le graphe affine

~ 1,2 1,2
BC,(n >2): ° (.2 . (1,2) o

s’obtient comme quotient de

bQ """""""""""" bn \\
| | |
| | 1|
| | ‘1
| | 22
| [ W
| | \\
B | | \;{l
D2n+2 : a I | 1
I I 1y

| I 11
I [ 7
| | zZ3 ll
I I |
| | I
| [ !
(6, JR I TO Cn |
Il

/

Y

Z4

par le groupe
G = <O—(Zla 23)(227 24)3 0'(21, 24)(227 Z3)>

ou o = H?:Z(bﬂci)'

Fic. 14.5 — Réalisation de BC,,
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Le graphe affine

IBﬁD)n(n >2):

/

s’obtient comme quotient de

b2 """""""""""" bn \
| | \
| | |
| I |
| | 22
| | \
| | \
_ | | \|
Doyt a ! ! ’
| I i
| I /|

| I ;!
| | z23 I
[ [ I
I | / I
| | /
CQ oo Cn |
|

\ /

/

Z4

par le groupe

G = (0(z1,23) (22, 21))
ot o =[]y (bi, i)

F1aG. 14.6 — Reéalisation de IB{]D)H
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Le graphe affine

- \ (1,2)
CD,, : ° .. ° ° .
[ )
s’obtient comme quotient de

ai by
|
|
. / |
Dn+1 : ° ® . @ [ |
I
I
/ \ [
az b2

par le groupe G = ((b1, b2)).
Fia. 14.7 — Réalisation de CD,,

Le graphe affine

- 1,2
FO . . L .
s’obtient comme quotient de
C2
N
N
AN
C1 AN
N N
N N
AN N
Eg : az ay z by b

par le groupe G = {(c1, b1)(c2,b2))-

Fi1G. 14.8 — Réalisation de I?fll)
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Le graphe
- 2,1
7@, . . L .
s’obtient comme quotient de
al as as
| | |
| | |
} | | |
E-: b z [ I I
| | |
| | |
| | |
C1 Co C3

par le groupe G = <H?:1(ai7ci)>-

Fi1G. 14.9 — Réalisation de I?ff)

Le graphe
~ (1,3)
GV .

s’obtient comme quotient de

par le groupe G'= G4, as,a5}-
F1G. 14.10 — Reéalisation de Gél)
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Le graphe
N 3,1)
@) @
Gy : ° ° .
s 1s .
s’obtient comme quotient de
C2
Ve N
e N
/ N
s C1 AN
/ s N N
s /s N AN
s / \ N
]E6 : a2 a z by b

par le groupe G = ((a1,b1, c1), (az, b2, c2)).

F1G. 14.11 — Réalisation de Géz)



Cinquiéme partie

Annexes
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Annexe A

Dénombrement des classes de
mutation finies
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Dans cette annexe, nous listons les tailles de classes de mutation de différents
carquois de mutation finie. Les calculs ont été effectués a I’aide du programme
QUIVER MUTATION EXPLORER (QME), développé conjointement avec Pérotin
[40], et de 'applet de Keller QUIVER MUTATION IN JAvA [67].

A.1 Les types finis
A.1.1 Le type Dynkin A

Type | Taille
Ay 6
As 19
Ag 49
Ar 150
Ag 442
Ag 1424
Aqg 4522
Ay 14924
A1y 49536
A3 | 167367

On peut reconnaitre les termes de la suite de Brown qui correspond a un
dénombrement de triangulations [7]. D’aprés [18], le nombre p©(A,,) est égal au
nombre de triangulations d’un n + 3-gone. D’autre part, il suit de la section
que p(A,) est aussi égal au nombre d’isoclasses d’algébres amas-basculées
de type A,,. En faisant ces observations et en utilisant la formule explicite de
Brown, Torkildsen a montré que

p(A,) =C(n+1)/(n+3)+C((n+1)/2)/2+ (2/3)C(n/3),

ot C(%) est le i-éme nombre de Catalan

et ou le second terme est omis si "7“ n’est pas un entier et ou le troisiéme terme

est omis si % n’est pas un entier [91].
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A.1.2 Le type Dynkin D

A.1.3 Le type Dynkin E

Type | Taille
Dy 6
D5 26
Dg 80
D7 246
Dg 810
Dy 2704
Do 9252
D13 32066
Dy | 112720
D15 | 400024

Type | Taille
Eg 67

E, 416
Eg 1574

A.2 Les types affines

A.21

Le type affine A

240

Le tableau suivant contient les tailles des classes de mutations des carquois

de type Ans pour les premiers entiers r, s > 0. Puisque M(Am) = u(A;,), on ne
liste que les cas ot r < s

r=112]3 ]| 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s=1 1 215 | 14| 42 132 429 1430 4862 16796 | 58786 | 208012
2 4112 36 | 108 | 349 1144 3868 13260 | 46210 | 162792
3 22 | 100 | 315 | 1028 | 3432 11700 | 40520 | 142120
4 172 | 980 | 3240 | 10920 | 37556 | 130900
5 1651 | 10584 | 36036 | 124740
6 18028 | 121968

On remarque que la suite M(ALn) coincide avec la suite C'(n) des nombres
de Catalan pour n < 12, nous conjecturons ainsi :

Conjecture A.2.1. Pour toutn > 1, on a

w(Ay ) = C(n).
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A.2.2 Le type affine D

Type | Taille
Dy 10
D5 40
Dg 146
D+ 504
Dy 1868
Dy 6864
Dy 25810
Dy 97240
Do | 369764

A.2.3 Le type affine E

Type | Taille
Eg 132
E, 1080
Eg 7560

A.3 Les types elliptiques

Les diagrammes elliptiques ont été introduits par Saito dans [82]. On vérifie
que les carquois suivants sont les seuls carquois elliptiques dont la classe de
mutation est finie. Les arétes peuvent étre orientées de maniére arbitraire de
sorte que tous les cycles soient orientés.

ID)L(J’I) : .

Eélvl) . /.><. [ ]
[ ] [ ) [ ) [ ] [ )
Egl’l) : ® ®
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E(l’l) : o

/X

On vérifie alors que tous ces graphes sont de mutation finie et les classes de
mutations ont les tailles suivantes :

Type | Taille

D{") 4
ESY 49
I

ESD | 5739

A.4 Des types géométriques

Certaines algébres amassées peuvent étre construites a partir de triangula-
tions de surfaces [18, [83] [43]. Les matrices anti-symétrisables apparaissant dans
ce cadre sont dites de types géométriques. Dans [43], les auteurs ont montré que
les matrices de types géométriques étaient nécessairement de mutation finie.
Nous donnons des exemples calculs de tailles de classes de mutations pour des
carquois de types géométriques. Comme précédemment, les arétes peuvent étre
orientées de maniére arbitraire de sorte que tous les cycles sont orientés.

Z4 . L4 [ ]
[ ] [ ]
Y5 : (] °
[ ] [} [}
et pour n > 6, on considére
n [ ] [}
° L] *e— — — 0 ° L]
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Les classes de mutations ont alors les tailles suivantes :

Type | Taille
73 1
Zy 1
Y5 10
Yo 48
Y~ 160
Ys 560
Yo 2016
Y10 7832

A.5 Des types sporadiques

Dans [43], Fomin, Shapiro et Thurston ont posé la question de savoir si les
seuls carquois de classes de mutation finies sont :

— Les carquois de types géométriques,

— Les carquois & deux sommets,

— Les carquois de type E,, E, et E(ll’l) pour n =6,7,8.
Derksen et Owen ont répondu par la négative dans [32] en introduisant deux
nouveaux carquois qui ne sont pas dans la liste ci-dessus. Ces carquois sont

PAYAN

PAVAN
AN

ol les arétes sont orientées de maniére arbitraire de sorte que les cycles sont
orientés.
On calcule alors

Type | Taille
Xs 5
Xy 2

Derksen et Owen ont alors posé la question de savoir si Xg et X7 étaient les
seuls carquois & ajouter a la liste de Fomin, Shapiro et Thurston [32]. A 'heure
actuelle, cette question est & notre connaissance sans réponse.



ANNEXE A. TAILLE DES CLASSES DE MUTATION 244

Remarque A.5.1. Nous travaillons toujours & ’optimisation du programme
QME, les derniéres versions sont disponibles sur la page de auteur [40]. Outre
la fonction de calcul des cardinalités de classes de mutations, le programme
permet aussi de déterminer si deux carquois donnés sont mutation-équivalents.
Nous travaillons actuellement & I'implémentation d’une fonction d’exhaustion
de toutes les classes de mutation finies de carquois & n sommets ou n est un
entier fixé, ceci pourra s’avérer étre un outil utile pour apporter une réponse a
la question de Derksen et Owen.



Bibliographie

[1]

[2
13
[4]
15

[6]
[7]
18]

19]

[10]

11]
[12]
13]
[14]

[15]

I. Assem, D. Simson, et A. Skowroniski. Elements of representation theory
of Associative Algebras, Volume 1 : Techniques of Representation Theory,
volume 65 de London Mathematical Society Student Texts. Cambridge
University Press, 2005.

M. Auslander, M. Platzeck, et I. Reiten. Coxeter functors without dia-
grams. Trans AMS, 250 :1-46, 1979.

M. Auslander, I. Reiten, et S. Smalg. Representation theory of Artin
algebras. Cambridge University Press, 1995.

A. Beineke, T. Briistle, et L. Hille. Cluster-cyclic quivers with three ver-
tices and the markov equation. arXiv :math/0612213v2 [math.RA], 2006.

A. Berenstein, S. Fomin, et A. Zelevinsky. Cluster algebras III : Upper
bounds and double Bruhat cells. Duke Mathematical Journal, 126(1) :1—
52, 2005.

I.N. Bernstein, I.LM. Gelfand, et V.A. Ponomarev. Coxeter functors and
Gabriel theorem. Uspehi. Math. Nauk., 28(2) :19-33, 1973.

W. G. Brown. Enumeration of triangulations of the disk. Proc. London
Math. Soc., 14 :746-768, 1964.

A. Buan, P. Caldero, B. Keller, R. Marsh, I. Reiten, et G. Todorov. Ap-
pendix to Cluster and seeds in acyclic cluster algebras. Proc. Amer. Math.
Soc., 135(10) :3049-3060, 2007.

A. Buan et R. Marsh. Denominators in cluster algebras of affine type.
arXiv :0805.0439v1 [math.RT], 2008.

A. Buan, R. Marsh, M. Reineke, I. Reiten, et G. Todorov. Tilting theory
and cluster combinatorics. Advances in mathematics, 204(2) :572-618,
2006.

A. Buan, R. Marsh, et I. Reiten. Cluster-tilted algebras. Trans AMS,
359(1) :323-332, 2007.

A. Buan, R. Marsh, et I. Reiten. Denominators for cluster variables.
arXiv :0710.4335v1 [math.RT], 2007.

A. Buan, R. Marsh, et I. Reiten. Cluster mutation via quiver representa-
tions. Commentarii Mathematici Helvetici, 83(1) :143-177, 2008.

A. Buan, R. Marsh, I. Reiten, et G. Todorov. Clusters and seeds in acyclic
cluster algebras. Proc. Amer. Math. Soc., 135(10) :3049-3060, 2007.

A. Buan et I. Reiten. Acyclic quivers of finite mutation type. Int. Math.
Res. Not., pages Art. ID 12804, 10, 2006.

245



BIBLIOGRAPHIE 246

[16] P. Caldero et F. Chapoton. Cluster algebras as Hall algebras of quiver
representations. Commentarii Mathematici Helvetici, 81 :596-616, 2006.

[17] P. Caldero, F. Chapoton, et R. Schiffler. Quivers with relations and cluster
tilted algebras. Algebras and Representation Theory, 9 :359-376, 2006.

[18] P. Caldero, F. Chapoton, et R. Schiffler. Quivers with relations arising
from clusters. Transactions of the AMS, 358 :1347-1354, 2006.

[19] P. Caldero et B. Keller. From triangulated categories to cluster algebras
II. Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 39(4) :83-100,
2006.

[20] P. Caldero et B. Keller. From triangulated categories to cluster algebras.
Inventiones Mathematicae, 172 :169-211, 2008.

[21] P. Caldero et M. Reineke. On the quiver grassmannian in the acyclic case.
arXiv :math/0611074v2 [math.RT], 2006.

[22] P. Caldero et A. Zelevinsky. Laurent expansions in cluster algebras via
quiver representations. Moscow Mathematical Journal, 6 :411-429, 2006.

[23] G. Cerulli Irelli. Canonical basis and quiver grassmannians in cluster
algebras of type Aél). preprint, 2008.

[24] G. Cerulli Irelli. Structure theory for affine cluster algebras of rank 3. PhD
thesis, University of Padova, (in preparation) 2008.

[25] F. Chapoton, S. Fomin, et A. Zelevinksy. Polytopal realizations of gene-
ralized associahedra. Canad. Math. Bull., 45(4) :537-566, 2002.

[26] W. Crawley-Boevey. On tame algebras and BOC’s. Proc. London Math.
Soc., 56 :451-483, 1988.

[27] W. Crawley-Boevey. Lectures on representations of quivers. 1992.

[28] W. Crawley-Boevey et J. Schroer. Irreducible components of varieties of
modules. J. Reine Angew. Math., 553 :201-220, 2002.

[29] L. Demonet. Cluster algebras and preprojective algebras : the non simply-
laced case. arXiv :0711.4098v1 [math.RT], 2007.

[30] B. Deng et J. Du. Frobenius morphisms and representations of algebras.
Trans. AMS, 358(8) :3591-3622, 2006.

[31] B. Deng et J. Du. Folding derived categories with Frobenius morphisms.
J. Pure Applied Alg., 208(3) :1023-1050, 2007.

[32] H. Derksen et T. Owen. New graphs of finite mutation type.
arXiv :0804.0787v1 [math.CO], 2008.

[33] H. Derksen et J. Weyman. On the canonical decomposition of quiver
representations. Compositio Mathematica, 133 :245-265, 2002.

[34] V. Dlab et C.M. Ringel. Indecomposable representations of graphs and
algebras. Memoirs of the AMS, 173 :1-57, 1976.

[35] Y.A. Drozd. On tame and wild matrix problems. Matriz problems, pages
104-114, 1977.

[36] G. Dupont. Caldero-Keller approach to the denominators of cluster va-
riables. arXiv :0711.4661v2 [math.RT], 2007.

[37] G. Dupont. An approach to non simply laced cluster algebras. Journal of
Algebra, 2008. to appear.



BIBLIOGRAPHIE 247

[38]

[39]
[40]

[41]

[42]
[43]
[44]
[45]
[46]
[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

G. Dupont. Cluster multiplication in stable tubes via generalized Cheby-
shev polynomials. arXiv :0801.8964v1 [math.RT], 2008.

G. Dupont. Generic variables in acyclic cluster algebras. preprint, 2008.

G. Dupont et M. Pérotin. Quiver Mutation Explorer. http ://math.univ-
lyonl.fr/~dupont/QME, 2008.

V.V. Fock et A.B. Goncharov. Cluster X-varieties, amalgamation, and
Poisson-Lie groups. In Algebraic geometry and number theory. Birkh&user
Boston, 2006.

V.V. Fock et A.B. Goncharov. Cluster ensembles, quantization and the
dilogarithm. arXiv :math/0311245v4 [math.AG], 2007.

S. Fomin, M. Shapiro, et D. Thurston. Cluster algebras and triangulated
surfaces. part I : cluster complexes. Acta Mathematica, 2007. to appear.

S. Fomin et A. Zelevinksy. Cluster algebras I : Foundation. J. Amer.
Math. Soc., 15 :497-529, 2002.

S. Fomin et A. Zelevinksy. Cluster algebras II : Finite type classification.
Inventiones Mathematicae, 154 :63-121, 2003.

S. Fomin et A. Zelevinksy. Y-systems and generalized associahedra. An-
nals of Mathematics, 158 :977-1018, 2003.

S. Fomin et A. Zelevinksy. Cluster algebras IV : Coefficients. Composition
Mathematica, 143(1) :112-164, 2007.

P. Di Francesco et R. Kedem. Q-systems as cluster algebras II : Cartan
matrix of finite type and the polynomial property. arXiv :0803.0362v1
[math.RT], 2008.

I. Frenkel, A. Malkin, et M. Vybornov. Affine Lie algebras and tame
quivers. Selecta Mathematica, 7(1) :1-56, september 2001.

P. Gabriel et A.V. Roiter. Algebra VIII, Representations of Finite-
Dimensional Algebras, volume 73 de FEncyclopaedia of Mathematical
Sciences. Springer Verlag, 1992.

C. Geiss, B. Leclerc, et J. Schréer. Semicanonical basis and prepojective
algebras. Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 38 :193—
253, 2005.

C. Geiss, B. Leclerc, et J. Schroer. Rigid modules over preprojective
algebras. Invetiones Mathematicae, 165(3) :589-632, 2006.

C. Geiss, B. Leclerc, et J. Schréer. Semicanonical bases and preprojective
algebras IT : A multiplication formula. Compos. Math., 143(5) :1313-1334,
2007.

C. Geiss, B. Leclerc, et J. Schroer. Cluster algebra structures and semi-
canoncial bases for unipotent groups. arXiv :math/0703039v2 [math.RT],
2008.

C. Geiss, B. Leclerc, et J. Schréer. Preprojective algebras and cluster
algebras. arziv : 0804.3168v1 [math.RT], 2008.

D. Happel. Triangulated Categories in the Representation Theory of Finite
Dimensional Algebras. London Mathematical Society Lecture Note Series,
1988.



BIBLIOGRAPHIE 248

[57]
[58]

[59]

[60]
61]
621
163]
164]
[65]
[66]
67]
68]
169]
[70]
I71]
[72]

[73]
[74]

[75]
[76]
[77]

78]

D. Happel et L. Unger. On the set of tilting objects in hereditary catego-
ries. Fields Institute Communications, 45 :141-159, 2005.

A. Hubery. Representations of Quivers Respecting a Quiver Automorphism
and a Theorem of Kac. PhD thesis, University of Leeds, 2002.

A. Hubery. Quiver representations respecting a quiver automorphism : a
generalization of a theorem of Kac. J. London Math. Soc., 69(2) :79-96,
2004.

A. Hubery. Acyclic cluster algebras via Ringel-Hall algebras. preprint,
2006.

J. E. Humphreys. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory.
Springer Verlag, 1972.

O. Iyama et I. Reiten. Fomin-Zelevinsky mutation and tilting modules
over Calabi-Yau algebras. Amer. J. Math., 2006.

V.G. Kac. Infinite root systems, representations of graphs and invariant
theory. Inventiones Mathematicae, 56 :57-92, 1980.

V.G. Kac. Infinite root systems, representations of graphs and invariant
theory II. Journal of algebra, 78 :163—-180, 1982.

V.G. Kac. Infinite dimensional Lie algebras. Cambridge Univeristy Press,
1983.

R. Kedem. Q-systems as cluster algebras. arXiv :0712.2695v3 [math.RT],
2008.

B. Keller. Quiver mutation in Java.
http ://www.math.jussieu.fr/ “keller/quivermutation/.

B. Keller. On triangulated orbit categories. Documenta Mathematica,
10 :551-581, 2005.

B. Keller. Categorification of acyclic cluster algebras : an introduction.
arXiv :0801.3103v1 [math.RT], 2008.

B. Keller et I Reiten. Acyclic  calabi-yau  categories.
arXiv :math/0610594v2 [math.RT], 2006.

D. Labardini-Fragoso. Quivers with potentials associated to triangulated
surfaces. arXiv :0803.1328v2 [math.RT], 2008.

B. Leclerc. Algebres affines quantiques et algébres amassées. preprint,
2008.

G. Lusztig. Introduction to quantum groups. Birkhaiiser, 1991.

R. Marsh, M. Reineke, et A. Zelevinsky. Generalized associahedra via
quiver representations. Trans. AMS, 355(1) :4171-4186, 2003.

B.D. McKay. Practical graph isomorphism. Congressus Numerantium,
30 :45-87, 1981.

Y. Palu. Cluster characters for 2-Calabi-Yau triangulated categories. An-
nales de 'Institut Fourier, to appear, 2008.

I. Reiten et C. Riedtmann. Skew group algebras in the representation
theory of Artin algebras. J. Algebra, 92 :224-282, 1985.

C. Riedtmann. Algebren, darstellungskécher, Uberlagerungen und zuriick.
Commentarii Mathematici Helvetici, 55 :199-224, 1980.



BIBLIOGRAPHIE 249

[79]
[80]

[81]

82]
83]
[84]
85]
86]
87]
88]

[89]

[90]
[91]

[92]
[93]
[94]
[95]
[96]
[97]
98]

[99]

C.M. Ringel. Finite dimensional hereditary algebras of wild representation
type. Mathematische Zeitschrift, 161 :235-255, 1978.

C.M. Ringel. Tame algebras and integral quadratic forms. Lecture Notes
in Mathematics, 1099 :1-376, 1984.

C.M. Ringel. Some remarks concerning tilting modules and tilted alge-
bras. Origin. Relevance. Future. (An appendix to the Handbook of tilting
theory). arXiv :math/0605712v1 [math.RT], 2006.

K. Saito. Extended affine root systems. II. Flat invariants. Publ. Res.
Inst. Math. Sci., 26(1) :15-78, 1990.

R. Schiffler. A geometric model for cluster categories of type D,. J.
Algebraic Combin., 27(1) :1-21, 2008.

O. Schiffmann. Lectures on Hall algebras. arXiv :math/0611617v1
[math.RT], 2006.

A. Schofield. General representations of quivers. Proc. London Math. Soc.,
65(3) :46-64, 1992.

A.  Seven. Recognizing cluster algebras of finite type.
arXiv :math/0406545v2 [math.COJ, 2005.

A. Seven. Cluster algebras and semipositive symmetrizable matrices.
arXiv :0804.1456, 2008.

P. Sherman et A. Zelevinsky. Positivity in rank 2 cluster algebras. Mosc.
Math. J., 4 :947-974, 2004.

D. Simson et A. Skowronski. FElements of the Representation Theory of
Associative Algebras, Volume 2 : Tubes and Concealed Algebras of Fu-
clidean type, volume 71 de London Mathematical Society Student Texts.
Cambridge University Press, 2007.

B. Toén. Derived hall algebras. Duke. Math. J, 2005.

H.A. Torkildsen. Counting cluster-tilted algebras of type A,.
arXiv :0801.3762v2 [math.RT], 2008.

J.L. Verdier. Stratification de Whitney et théoréme de Bertini-Sard. In-
ventiones Mathematicae, 36 :295-312, 1976.

C.A. Weibel. Introduction to homological algebra. Cambridge University
Press, 1994.

J. Xiao et F. Xu. Hall algebra in a triangulated category.
arXiv :math/0608144v8 [math.QA], 2006.

J. Xiao et F. Xu. Green’s formula with C*-action and Caldero-Keller’s
formula for cluster algebras. arXiv :0707.1175v2 [math.QA], 2007.

F. Xu. On the cluster multiplication theorem for acyclic cluster algebras.
arXiv :0711.325502 [math.RT], 2007.

D. Yang. Non-simply-laced clusters of finite type via Frobenius mor-
phisms. arXiv :math/0608114v2 [math.RT], 2006.

A. Zelevinsky. Cluster algebras : Notes for the CDM-03 conference.
arXiv :math/0811493v2 [math.RT], 2004.

A. Zelevinsky. What is a cluster algebra?  Notices of the AMS,
54(11) :1494-1495, 2007.



BIBLIOGRAPHIE 250

[100] B. Zhu. Applications of BGP-reflection functors : isomorphisms of cluster
algebras. Science in China. Series A. Mathematics, 49(12) :1839-1854,
2006.

[101] B. Zhu. Equivalence between cluster categories. Journal of Algebra,
304 :832-850, 2006.

[102] B. Zhu. BGP-reflection functors and cluster combinatorics. Journal of
Pure and Applied Algebra, 209(2) :497-506, 2007.

[103] B. Zhu. Preprojective cluster variables in acyclic cluster algebras. Comm.
Alg., 35(9) :2857-2871, 2007.



Index

G-indécomposable

objet, [207]

G-invariant

objet, 207]

G-invariante

graine, [197]

T-dénominateur,
A-composante, [47]

n-cycle, [20]

acyclique
algébre amassée,
carquois, 20]
graine, [21]
admissible

automorphisme, [188

paire, [18§

affine
carquois, [07]
graphe valué, [224]
algébre

amas-basculée,
amassée, [I7]
cluster, [17]
cluster-tilted,
algébre amassée
acyclique,
de type fini,
non simplement lacée, [17]
simplement lacée,
alternée
orientation, [47]
amas, [I7]
caractére, 49
d’une algebre amassée, [I7]
amas-basculant
objet APR-,
ensemble,
objet, [35]

amas-basculée

251

algebre,
amassée

algebre, [17]

catégorie, [33]
annulation générale,
APR

objet amas-basculant,
arbre,
associaheédre généralisé, [19]
automorphisme

admissible,

de carquois,

de carquois & translation,

de graphe, [188|
de matrice, [I8§

basculement
foncteur, [37]
base
semi-canonique, [I5§]
canonique, [T60]
semi-canonique duale,
BGP
foncteur, 38
foncteur étendu,
BGP étendu
foncteur,

Calabi-Yau

catégorie, [34]
canonique

base, [160]

décomposition de Kac, [BT]
caractere

d’amas, 9]

sur une catégorie, [76]
caractéristique

d’Euler, [1]
carquois

de type géométrique, [242



INDEX

acyclique, 20]
affine, [07]
automorphisme de-,
quotient, [72] [I90]
a translation, [72]
catégorie
amassée, [33]
cluster,
d’orbites,
de chemins,
de mailles, [73]
standard,
changement de base, [162]
localement unipotent,
positif,
Chebyshev
polyndme généralisé de rang p,
O8]
polyndme généralisé de rang in-
fini,
chemin, [20]
chemins
catégorie, [73]
classe de mutation
d’un carquois,
d’un graphe,
d’une graine, [I7]
d’une matrice,
orbitale,
classe de réflexion
d’un carquois,
cluster, [17]
algebre, [17]
catégorie, B3]
d’une algébre amassée,
cluster-tilted
algebre, [37]
cluster-tilting
objet,
compatible
avec une paire d’échange,
sous échange,
composante
réguliére,
conjecture de positivité,
connexe
carquois, 20]
constructible
application, [1T5]
ensemble,

corps ambiant, [17]
cycle,

diagrammes

elliptiques, [241
diamant

relation,
différence

propriété de, [I32]
Dynkin

graphe,

matrice, 23]
décomposition

canonique de Kac, [3]]
défaut

d’une représentation,

forme de-, [07]

elliptiques

diagrammes, [241
en échange

objets,
ensemble

amas-basculant, [42]
Euler

caractéristique, [41]

forme,
exceptionnel

tube, [74]

fini

carquois, [20]
foncteur

BGP étendu,

de basculement,
forme

d’Euler,

de défaut, 07]
formule de multiplication

presque scindée, [44]

type fini,

unidimensionnelle,

gradué
carquois, {7
graine, [16]
acyclique, 2]
graine initiale, [I7]
graines
d’une algebre amassée,

252



INDEX

mutation-équivalentes, [17]
graphe

affine,

de basculement,

quotient, [T90]
graphe de mutation

d’un carquois,

d’une algébre amassée,

d’une catégorie amassée,
grassmannienne

de sous-modules, [41]
Grothendieck

groupe de-,
groupe

de Grothendieck,

de Grothendieck scindé, [107]
générale

annulation,
générique

variable,

homogéne

tube, [74]

ideéal

des mailles,
imaginaire

racine minimale, [07]
irréguliére

racine, [07]
isomorphisme canonique

d’algebres amassées,

Laurent
phénoméne,
linéaire par morceaux
application,
localement fermé

ensemble, [I15]

localement fini

carquois, [72]
localement unipotent
changement de base, [162]
longueur

d’un cycle,

mailles
catégorie de, [73]
idéal des,
relation de,

253

matrice

quotient, [I88]
matrices

mutation-équivalentes,
minimale

racine imaginaire, [97]
monome

standard, [67]
monome cluster,
monome d’amas,
mutation

de carquois,

de graine,

de graphes,

de matrice,
mutation orbitale

classe de, [192]

d’une graine, [193

d’une matrice, [192

non simplement lacée
algébre amassée,

objet
amas-basculant,
cluster-tilting,

paire
admissible, [I8§]
paire admissible
stable,
paire d’échange, [36]
phénomeéne Laurent, [I§]
polarisation,
polynéme de Chebyshev généralisé
de rang p,
de rang infini,
positif
changement de base, [162]
élément,
positivité
condition,
conjecture, [T§]

faible, [54]

presque amas-basculant
objet,
presque positive
racine, [24]
presque scindée
formule de multiplication,



INDEX

projection, [I97]

d’une graine,
propriété de différence, [132
préinjectif

module, [29]
préprojectif

module,
puits, [20]

suite admissible,

quasi-composition
suite, [75]
quasi-longueur, [76]
quasi-radical, [76]
quasi-simple

module,
quasi-socle, [76]
quotient

carquois, [72] [I90]
graphe, [190]
matrice, [I8§]

racine

d’un carquois, 30|

imaginaire minimale, [97]

irréguliére, [07]

presque positive, 24]

réguliére, [07]

sincére, [07]
racine positive

d’un carquois,
rang

d’un tube, [74]
relation

de mailles, [73]

diamant,
relation d’échange,
représentation

de carquois, [2§]

de Schur, [30]
rigide

objet,
réelle

racine, [30]
réflexion

de carquois, 22|
réflexion-gradué

carquois, [I51]
réflexion-équivalent

carquois, 22]

254

régulier
module,
réguliére

composante, [79]

racine, [07]

variable d’amas, [I75]

sauvage

carquois, [07]
Schofield

théoréme de,
Schur

racine de,

représentation de, [30]
semi-canonique

base, [I5§|
simplement lacée

algébre amassée,
sincére

racine, [07]
sommet d’extension, [121
source, [20]

d’une fléche,
sources

suite admissible, [I48]
sous-carquois, [20]

plein,

stable
paire admissible,
standard

catégorie, [73]

monome, [67]
suite admissible

de puits, [148

de sources,
support, [I13]

d’un chemin, |169

d’un polynoéme de Laurent, [{7]
d’un vecteur de dimension,
d’une représentation,

théoréme

de Schofield,
transjectif

objet, [34]
transjective

composante, [39]
variable d’amas,
translation

carquois, [72]



INDEX 255

tube
carquois, [74]
catégorie, [74]
exceptionnel, [74]
homogene, [74]
type affine
d’un carquois, [109
type affine AT)S,
type fini
algébre amassée,
formule de multiplication, £5]
graphe,
matrice, 23]
type géométrique
carquois, 242]
matrice, [242]

type tubulaire

d’un carquois,
téte

d’une fleche,

unidimensionnelle
formule de multiplication,

variable
d’amas transjective,
cluster,
d’amas,
d’amas généralisée, 2]
d’amas réguliere, [I75]
généralisée,
générique, [117]
vecteur de dimension,
vecteur de dénominateur, [I§]
voisins

objets,



	I Algèbres amassées et catégories amassées
	Les algèbres amassées
	Mutations de Fomin-Zelevinksy
	L'algèbre amassée A(B)
	Algèbres amassées et graphes valués orientés
	Algèbres amassées de type fini

	La catégorie amassée
	Rappels sur les représentations de carquois
	La catégorie amassée
	Basculements dans la catégorie amassée

	Application Caldero-Chapoton
	L'application Caldero-Chapoton
	Caractères d'amas
	Un théorème de dénominateurs


	II Polynômes de Chebyshev généralisés
	Polynômes de Chebyshev généralisés
	Les relations en diamants
	Polynômes de Chebyshev généralisés

	Composantes régulières
	Carquois à translation
	Structure des tubes
	Structures des composantes régulières en général
	Caractères et polynômes de Chebyshev généralisés

	Caractères et formules de multiplication
	Un caractère sur la catégorie rep(A)
	Revêtements et formules de multiplication dans les tubes


	III Structure des algèbres amassées affines
	Algèbres et catégories affines
	Représentations de carquois affines
	La catégorie amassée d'un carquois affine
	Algèbres amassées affines

	Variables génériques
	Construction des variables génériques
	Propriétés multiplicatives des variables génériques
	Variables génériques pour un carquois affine

	Le type 
	La propriété de différence pour le type 
	Les variables génériques comme générateurs
	Indépendance linéaire des variables génériques
	Bases pour le carquois de Kronecker
	Bases semi-canoniques pour les carquois affines de rang 3 et 4
	Approche combinatoire des variables généralisées régulières

	Les types  et 
	Vers la propriété de différence
	Le cas 4


	IV Algèbres amassées non simplement lacées
	Mutations orbitales
	Automorphismes et quotients de matrices
	Algèbres amassées et automorphismes

	Interprétation catégorique
	G-action sur la catégorie amassée
	Un théorème de dénominateurs
	Le type fini
	Le type affine

	Algèbres amassées de rang 2
	Algèbres amassées de rang 2
	Réalisations des algèbres amassées de rang deux

	Mutation-finitude
	Classes de mutations des graphes affines
	Un programme pour dénombrer les classes de mutation finies


	V Annexes
	Taille des classes de mutation
	Les types finis
	Les types affines
	Les types elliptiques
	Des types géométriques
	Des types sporadiques



