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❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛s✲
sé❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ A(Q)✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❆❘ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s kQ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ❞❡
t②♣❡ Ã✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❣râ❝❡ ❛✉①q✉❡❧s
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❑❡❧❧❡r
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① kQ✲♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❡t
❘❡✐t❡♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❡♥tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❢♦♥❝t❡✉rs ❇●P ét❡♥❞✉s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ❝♦♠♠❡
s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❞❡ q✉♦t✐❡♥ts ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

❆✣♥❡ ❈❧✉st❡r ❆❧❣❡❜r❛s

❆❜str❛❝t ✿ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛❝②❝❧✐❝ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s A(Q)✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❆❘✲t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
♣❛t❤ ❛❧❣❡❜r❛ kQ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡② ❢♦r♠ ❛ Z✲❜❛s✐s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❝❧✉st❡r
❛❧❣❡❜r❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛✣♥❡ t②♣❡ Ã✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦✈❡ ❝❧✉st❡r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r r❡❣✉❧❛r ♠♦❞✉❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❤ ❛❧❣❡❜r❛ kQ✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦♦❢ t♦ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❛♥❞ ❘❡✐t❡♥ ✐♥t❡r✲
♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ ❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐❧t✐♥❣ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡
❝❧✉st❡r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥
♠❛♣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇●P ❢✉♥❝t♦rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ ♥♦♥ s✐♠♣❧② ❧❛❝❡❞ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ❛s s✉❜❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ s✐♠♣❧② ❧❛❝❡❞ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠s✳
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❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ❛❧❣è❜r❡s ❛✣♥❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✱ ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛s✲
sé❡s✱ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈✱ ❝❛rq✉♦✐s ❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s✳

■♥t✐t✉❧é ❡t ❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❧✬❯✳❋✳❘✳
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✹✷✱ ❇♦✉❧❡✈❛r❞ ❞✉ ✶✶ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✶✽✱
✻✾✻✷✷ ❱✐❧❧❡✉r❜❛♥♥❡ ❝❡❞❡① ✵✷✱ ❋❘❆◆❈❊✳
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❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ P❤✐❧✐♣♣❡ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♥✬❛ ❞✬é❣❛❧❡ q✉❡ s❛ ✈♦❧♦♥té
❞❡ ❧❛ ♣❛rt❛❣❡r✱ ♣♦✉r s♦♥ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ ❡t s♦♥ s♦✉t✐❡♥ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s✳
❏❡ ❧✉✐ s✉✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❜✐❡♥
✈♦✉❧✉ ♠✬❛❝❝♦r❞❡r✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❇❡r♥❤❛r❞ ❑❡❧❧❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✐♠♣✐✲
❞✐té✱ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t s②♠♣❛t❤✐❡ à t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❧✉✐ ♣♦s❡r✳ ▼❡r❝✐
❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧✐r❡ s✐ ❛tt❡♥t✐✈❡♠❡♥t ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥
❥✉r②✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❘♦❜❡rt ▼❛rs❤ ♣♦✉r s❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t s❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✲
♠❛rq✉❡s✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❏❛♥ ❙❝❤rö❡r ❡t ❑❡♥❥✐ ■♦❤❛r❛ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧✐r❡ ♠❡s tr❛✈❛✉①
❡t ❞❡ ✈❡♥✐r ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛✉ ❥✉r②✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ■❞✉♥ ❘❡✐t❡♥ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ♣ré❝✐❡✉① q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ ❝♦♥❝é❞é ❡t ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣✉ ♠❡ ♣r♦❞✐❣✉❡r✳ ❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ❙✈❡rr❡
❙♠❛❧ø ❡t t♦✉t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚r♦♥❞❤❡✐♠ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① q✉✐
♠✬❛ été rés❡r✈é ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ sé❥♦✉r ❡♥ ◆♦r✈è❣❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❋ré❞ér✐❝ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s❛ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛rté ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♦♠♥✐s❝✐❡♥❝❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❈❧❛✉s ▼✐❝❤❛❡❧ ❘✐♥❣❡❧✱ ▼✐❝❤❡❧ ❇r✐♦♥ ❡t ❆♥❞r❡✇ ❍✉❜❡r② ♣♦✉r
❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t été très ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉①✳

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❈❛♠✐❧❧❡✱ s❛♥s q✉✐ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉✲
r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❥❛♠❛✐s été ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♣❡♥❞❛♥t
❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❀ ♠❛ ♠èr❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❡ ❣♦ût ❞❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s✱ ♠♦♥ ♣èr❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r é✈❡✐❧❧é ♠❛ ❝✉r✐♦s✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ♠♦♥ ❢rèr❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥é❣❛❧❛❜❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞♦♥t ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r
q✉❡❧q✉❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ séré♥✐té ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t✳

✸



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s ✶✸

✶ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ✶✺

✶✳✶ ▼✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦♠✐♥✲❩❡❧❡✈✐♥❦s② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✸ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ♦r✐❡♥tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✹ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✷✻

✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸ ❇❛s❝✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ✹✵

✸✳✶ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✸ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✺✾

✹ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✻✶

✹✳✶ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✷ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✼✶

✺✳✶ ❈❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✺✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s t✉❜❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✺✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✺✳✹ ❈❛r❛❝tèr❡s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻ ❈❛r❛❝tèr❡s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✼✾

✻✳✶ ❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✷ ❘❡✈êt❡♠❡♥ts ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

■■■ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ✾✹

✼ ❆❧❣è❜r❡s ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s ❛✣♥❡s ✾✻

✼✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹



✺

✼✳✷ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✼✳✸ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✽ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✶✶✷

✽✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✽✳✷ Pr♦♣r✐étés ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✽✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✾ ▲❡ t②♣❡ Ã ✶✷✼

✾✳✶ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✾✳✷ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✾✳✸ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✾✳✹ ❇❛s❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✾✳✺ ❇❛s❡s s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❞❡ r❛♥❣ ✸ ❡t ✹ ✳ ✳ ✶✻✺
✾✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✶✵ ▲❡s t②♣❡s D̃ ❡t Ẽ ✶✼✾

✶✵✳✶ ❱❡rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✶✵✳✷ ▲❡ ❝❛s D̃4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

■❱ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ✶✽✹

✶✶ ▼✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ✶✽✼

✶✶✳✶ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡t q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽
✶✶✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ✷✵✹

✶✷✳✶ G✲❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺
✶✷✳✷ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽
✶✷✳✸ ▲❡ t②♣❡ ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵
✶✷✳✹ ▲❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✶✸ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷ ✷✶✻

✶✸✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼
✶✸✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

✶✹ ▼✉t❛t✐♦♥✲✜♥✐t✉❞❡ ✷✷✸

✶✹✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✹
✶✹✳✷ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❞é♥♦♠❜r❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡s ✳ ✳ ✷✷✻

❱ ❆♥♥❡①❡s ✷✸✼

❆ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✷✸✽

❆✳✶ ▲❡s t②♣❡s ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✾
❆✳✷ ▲❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✵
❆✳✸ ▲❡s t②♣❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✶
❆✳✹ ❉❡s t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷
❆✳✺ ❉❡s t②♣❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ✷✵✵✶✱ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✜♥
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té t♦t❛❧❡ ❡t
❞❡ ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❬✹✹❪✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t ♣ré❝✐s✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s s♦♥t ❞❡♣✉✐s ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s très ❞✐✈❡rs✳ ■❧ s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❧✐st❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦✲
❣r❛♣❤✐❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ à ❝❡ s✉❥❡t✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❬✷✺✱ ✹✻✱ ✽✻✱ ✽✼❪✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❬✺❪✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❬✹✷✱ ✹✶✱ ✹✸❪✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❑❛❝✲▼♦♦❞②
❬✹✺✱ ✻✻✱ ✹✽❪ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❬✼✹✱ ✶✵✱ ✶✻✱ ✷✵✱ ✶✾✱ ✺✹❪✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s {u1, . . . , uq} ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥✲
t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ B ∈ Mq(Z)✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❡st ❧❛ Z✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ {u1, . . . , uq} à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛♣♣❡❧é
♠✉t❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❛♠❛s✱ ❞❡
♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té q✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s
❞❡ A(B) s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♠❛s
✐♥✐t✐❛❧ {u1, . . . , uq}✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ B ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✳ ❊♥ ✈♦②❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐s②♠é✲
tr✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
s❛♥s ❝②❝❧❡s ♦r✐❡♥tés✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ❡st ❞✐t❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛ été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❡rt✐❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐♥❡❦❡✱ ❘❡✐t❡♥ ❡t ❚♦❞♦r♦✈ ♦♥t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧é❡ CQ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❡♥❝♦❞❡ ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ❬✶✵❪✳ ❉❛♥s ❬✶✻❪✱ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❈❤❛♣♦t♦♥
♦♥t ❝♦♠♣❧été ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ CQ✳ ❈❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥

XQ
? :

{
Ob(CQ) −→ Z[u±1

1 , . . . , u±1
q ]

M 7→ XQ
M

✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ q✉✐ à ✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡
▲❛✉r❡♥t XQ

M ❛♣♣❡❧é ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à M ✳ ❊❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ♦ù

Cl(Q) =
{

XQ
M : M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ

}

✻



✼

♦ù Cl(Q) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(Q)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✱ t♦✉t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ét❛♥t r✐❣✐❞❡✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té

A(Q) = Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)]

❡t XQ
? ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

{ ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s CQ}
∼
−→ Cl(Q).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡t N s♦♥t ❞❡✉① kQ✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s XQ

M ❡t XQ
N s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

é❣❛❧❡s✳
❙✐ Q ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✱ ♦♥ ♥✬❛ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

A(Q) ⊂ Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)]

❡t ✐❧ ♥❡ s✉❜s✐st❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s CQ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s M,N ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s XQ

M ❡t XQ
N s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❉❛♥s

❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡ t❡❧❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳

●râ❝❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ♦♥t ét✉❞✐é ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s XQ

M ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ❬✷✵✱ ✶✾❪✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❛♠❛ssé❡ CQ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶✻✱ ✶✾✱ ✾✺✱ ✸✽❪✮✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❛❝t✉❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬✻✾❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s kQ
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs✱
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ kQ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡
❞❡ A(Q) ❬✹✺✱ ✷✵❪✳ ❙✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ kQ ❡st
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ✐❧ ♥❡ s✉❜s✐st❡ s♦✉✈❡♥t q✉❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❬✶✾❪✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❝✐❧❡✲s❛✉✈❛❣❡ ❬✸✺✱ ✷✻❪✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré✲
❞✐t❛✐r❡ ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❛✣♥❡ ♦✉ s❛✉✈❛❣❡✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❤éré❞✐t❛✐r❡s
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❝✐❧❡ s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱
❧❡✉r t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❜♦r❞❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s❛✉✈❛❣❡s✳ ❈❡❧❛ s✉❣❣èr❡ q✉❡ s✐
❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❧✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝r✉❝✐❛❧❡✳

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❡♥✲
tr❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q)✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣r✐✲
✈✐❧é❣✐é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❡❧és ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ♣r✐s ❡♥ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛♠❛s✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥❥❡❝t✉ré ♣❛r ❩❡❧❡✈✐♥s❦② q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ❢♦r♠❛✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛s✲
sé❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❬✾✽❪✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱
✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q)



✽

❬✽✽✱ ✷✵❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❧✉s à ❡♥❣❡♥❞r❡r A(Q)✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r à ♥♦✉✈❡❛✉
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s A(Q)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♦✉ ❛✣♥❡✱
❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❬✽✽❪✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥
❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲❑❛❝✲
▼♦♦❞② ❛ss♦❝✐é❡ à B✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(K) ♦ù K ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜❛s❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡
s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CK ✳ ■❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ét❛✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s✲
❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã2,1✳ ■❧ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ét❛❜❧✐
q✉❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ét❛✐t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①
r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❡t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❙❝❤✉r✳

●❡✐ss✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q✳ ■❧s ♦♥t ❛✐♥s✐ ♣✉
ré❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s A(CM ) ✭♥♦♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ❝♦♠♠❡
❞❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❞✉ ❞✉❛❧ ❣r❛❞✉é U(n)∗❣r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ U(n) ♦ù n ❡st
❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲❑❛❝✲▼♦♦❞② ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
❝❛rq✉♦✐s Q✳ ■❧s ♦♥t ❛❧♦rs ét✉❞✐é ❧❡ ❞✉❛❧ S∗ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ▲✉s③t✐❣
❞❡ U(n) ❡t ♠♦♥tré q✉❡ S∗∩A(CM ) ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡A(CM )✳
P❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐❧s ♦♥t ❛❧♦rs ♣✉ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ A(Q) ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ❬✺✹❪✳
❙✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts s✬❛✈èr❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❥✉sq✉✬✐❝✐ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✐❧s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ t❤é♦r✐q✉❡ ❜✐❡♥
♠♦✐♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ss✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r✲
❝❤é à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛s✲
sé❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ♥♦tr❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s
❞❡ A(Q) s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s XQ

M ♦ù M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ M ❡st r✐❣✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r❜✐t❡ OM ❞❡ M
❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été rep(Q,❞✐♠M) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐♠M

❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ XQ
M ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été rep(Q,❞✐♠M)✳ ❈✬❡st
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❡ Q ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✱ ❧❛
❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐été ♣r♦❥❡❝t✐✈❡

Gr❡(M) = {N ∈ rep(Q, ❡) : N ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ M} .

▲❛ ✈❛❧❡✉r XQ
M ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡♥ M ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡

sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ M ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡♥



✾

♠♦♥tr❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞ ∈ NQ0 ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt
❞❡♥s❡ U❞ ⊂ rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r
U❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ U ′

❞ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ t❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r U❞ ❡t U ′

❞✳

P♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞ = (di) ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡ [❞]+ = (max(di, 0))i∈Q0
✳ ❙✐ ❞ ∈

NQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡ XQ
❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ XQ

? s✉r ❧✬♦✉✈❡rt U❞✳ P♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♣♦s❡
❡♥s✉✐t❡

XQ
❞ = XQ

[❞]+

∏

di<0

u−di

i

♦ù ✉ = (ui, i ∈ Q0) ❡st ❧✬❛♠❛s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(Q)✳ ▲✬é❧é♠❡♥t XQ
❞ ❡st

❛♣♣❡❧é ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞ ❞❡ A(Q)✳ ❖♥ ♥♦t❡

B′(Q) =
{

XQ
❞ : ❞ ∈ ZQ0

}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ A(Q)✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺ q✉❡
❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ A(Q) s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳

◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✹ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈✐té ♣♦✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ♠♦♥✲
tré❡s ❞❛♥s ❬✺✶❪✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣é♥ér✐q✉❡s ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❑❛❝ ❛✉ s❡♥s s✉✐✲
✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❞ = ❡1 ⊕ · · · ⊕ ❡n✳ ❆❧♦rs

XQ
❞ =

n∏

i=1

XQ
❡i

.

▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ S∗ ❞❡ U(n)∗❣r ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ρZ ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐rré❞✉❝✲
t✐❜❧❡s Z ❞❡s ✈❛r✐étés ♥✐❧♣♦t❡♥t❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ Q✳
❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s q✉❡ ●❡✐ss✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r ♦♥t ♣✉
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡
❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡
A(Q)✳

❙✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❊♥ r❡✲
✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ♥♦♥✲❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r XQ

? ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s kQ✲♠♦❞ s✐ Q ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q
❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ δ✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s



✶✵

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ XQ
? s✉r ❧❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦✲

❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ❧❡♠♠❡
✽✳✸✳✸ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲
s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(kQ)✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡❝✐ ✈❛ êtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ♥♦tr❡
ét✉❞❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ❞❡ Γ(kQ)✱
♦♥ ♥♦t❡ q.socM s♦♥ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ ❡t q.radM s♦♥ q✉❛s✐✲r❛❞✐❝❛❧✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ Q s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s M,Mλ ∈ rep(Q, δ) ❞❛♥s ❞❡s t✉❜❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡t
❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♦♥ ❛

XM = XMλ
+ Xq.radM/q.socM .

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐
❞♦♥♥❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦✲
❞✉❧❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

A(Q) = Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)].

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ❚♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲
♠♦❞✉❧❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s Ã✱
❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐étés✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈❛ s✬❛✈ér❡r êtr❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❡♥tr❛✉① ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ Q s❛t✐s❢♦♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s
A(Q)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❆❧♦rs B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡
❞❛♥s A(Q)✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② à
♣r♦♣♦s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❬✷✷❪✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Γ(kQ)✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ❧✉✐ ❡st ❞é❞✐é❡✳ ◆♦✉s ② ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❡❧és ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés
❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①✳ ❆✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ E(n) ❧✬✉♥✐q✉❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉✲
❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ E ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r n✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ R ≃ Z
−→
A∞/(p) ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉✲

❧✐èr❡ ❞❡ Γ(kQ) ❛✈❡❝ p ≥ 0✳ ❙♦✐❡♥t Ri, i ∈ Z/pZ ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ R ♦r❞♦♥♥és
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τRi ≃ Ri−1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ❡t ♣♦✉r
t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

XQ

R
(n)
i

= Pn,∞(XQ
Ri

, . . . , XQ
Ri+n−1

)

♦ù Pn,∞ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐✳ ❉❡
♣❧✉s✱ s✐ p > 0✱ ❛❧♦rs

XQ

R
(n)
i

= Pn,p(X
Q
Ri

, . . . , XQ
Ri+p−1

)

♦ù Pn,p ❞és✐❣♥❡ ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ r❛♥❣ p✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■ ❡st ❞é❞✐é à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✬✉♥ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❡t ❘❡✐t❡♥ ❬✶✷❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❞✬❛♠❛s ❞❡ P❛❧✉ ❬✼✻❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♠❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡
❛❝②❝❧✐q✉❡ A(Q) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡
CQ✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ N ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (U, U∗) ❞❛♥s CQ ❞♦♥t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s
❛ss♦❝✐és s♦♥t

U−→B−→U∗−→U [1] ❡t U∗−→B−→U−→U∗[1],

♦♥ ❛

dim HomCQ
(N, U)+dim HomCQ

(N, U∗) = max(dim HomCQ
(N, B),dim HomCQ

(N, B′)).

❙♦✐t T =
⊕

i∈Q0
Ti ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s ❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❡ CQ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♠❛s ① ❡t

XT
? ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ❛ss♦❝✐é à T ✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ♥♦t❡ αi ❧❡ i✲è♠❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ZQ0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡

❞✐♠HomCQ
(T, M) =

∑

i∈Q0

dim HomC(Ti, M)αi.

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t L ❞❡ Z[①±1]✱ ♦♥ ♥♦t❡ δT (L) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ L✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ CQ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱ T =⊕
i∈Q0

Ti ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ Ti

❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦✉s é❝❤❛♥❣❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ❞❡
CQ✱ ♦♥ ❛

δT (XT
M ) =

{
−αi si M ≃ Ti[1],

❞✐♠HomCQ
(T, M) sinon .

▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✸✻❪✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■❱✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s

❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s✳ ❯♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s s✬❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ♦✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s
s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é✱ ❧❛✐ss❛♥t ❞❡ ❝ôté ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥❝é à ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉ ❝❛s
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s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ❬✶✵✷✱ ✶✵✵✱ ✶✵✸✱ ✻✵❪ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧✬❛❧❣è❜r❡ kQ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ♣❛r ❞❡s s♣❡❝✐❡s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛✲
❝és ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ré❛❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❬✼✸✱ ✻✶✱ ✻✺❪✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ré❛❧✐s❡r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s q✉♦t✐❡♥ts
❞✬❛❧❣è❜r❡s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❬✸✼❪✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t✱ ❉❡♠♦♥❡t ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❬✷✾❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✶✹ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s π✱ ❛♣♣❡❧é ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G t❡❧ q✉❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs
t♦✉t❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❛♥s A(A/G) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ A(A)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ t♦✉t ❛♠❛s ❞❛♥s A(A/G) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❛s ❞❛♥s A(A) ❡t t♦✉t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(A/G) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(A)✳
❆✐♥s✐✱ A(A/G) ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲Z✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ π(A(Q))✳

❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❛❝é❡s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥t
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡ ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ❛✣♥❡ ❛ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ❊①♣❧♦r❡r ❬✹✵❪ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡
❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥♥é q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❑❡❧❧❡r ❬✻✼❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ♦✉✈❡rt ❧❛
✈♦✐❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é✱ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ✐♥s❝r✐r❡ ♥♦s tr❛✲
✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ■ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛①é❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♦✉t✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ s❡r❛ ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ■❱ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t s✉r ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆
❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① ✐❧❧✉str❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s
✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t

❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s

✶✸
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❇✐❡♥ q✉✬✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛✈❛♥❝é❡s✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s Z✲❛❧❣è❜r❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ré❝✉rs✐❢ ❛♣♣❡❧é ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é ❛♠❛s ✐♥✐t✐❛❧✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ✜♥✐✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ❞✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ▲❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♦♥t été ❝❧❛ss✐✜é❡s ♣❛r ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❞❛♥s
❬✹✺❪✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ét♦♥♥❛♥t❡✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❉②♥❦✐♥✳ ❈✬❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❝❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ❛ ♦✉✈❡rt ❧❛ ✈♦✐❡
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ✭❛❝②❝❧✐q✉❡s✮ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡
❝❛rq✉♦✐s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ❞❛♥s ❬✼✹❪ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞é❝♦ré❡✳ P❡✉
❛♣rès✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❙❝❤✐✤❡r ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ A ❬✶✽❪
❡t ❞❛♥s ❝❡✉① ❞❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐♥❡❦❡✱ ❘❡✐t❡♥ ❡t ❚♦❞♦r♦✈ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❬✶✵❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ●❡✐ss✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r ♦♥t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❛té✲
❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❬✺✺❪✳ ❈❡s
❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s
❡t s❡ s♦♥t ❛✈éré❡s êtr❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s très ❢❡rt✐❧❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s✳ ❚rès ré❝❡♠♠❡♥t✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛✣♥❡s q✉❛♥t✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
é❝❧❛✐r❛❣❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❬✼✷❪✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡ ❬✻✽❪ ❞♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❡st très ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡
❬✶✵✱ ✶✸✱ ✻✷❪✳ ■❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐t❡♥ ❡t ❚♦❞♦r♦✈✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r à ré❛✲
❧✐s❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❬✶✹❪✳ ▲❡
s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❑❡❧❧❡r✱ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐✲
s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❬✶✻❪✳
■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❞✉❛✉① ❬✽❪✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✶✷❪ ❡t ❬✸✻❪✱ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛s✲
sé❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✲❑❡❧❧❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❞❡s ❝❛✲
r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ P❛❧✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ P❛❧✉ s♦♥t ❞❡s
♦✉t✐❧s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s ❞❡s ❛♠❛s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧✬❛♠❛s
✐♥✐t✐❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ♣♦✉r ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❡t ❘❡✐t❡♥ ❬✶✷❪✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s

✶✺
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❛✉ ❝❛s s❛♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ P♦✉r
❧❡s ❣é♥ér❛❧✐tés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ sér✐❡
❞✬❛rt✐❝❧❡s ♦r✐❣✐♥❛✉① ❞❡ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❬✹✹✱ ✹✺✱ ✺✱ ✹✼❪✳

✶✳✶ ▼✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦♠✐♥✲❩❡❧❡✈✐♥❦s②

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝é❞é
❛♣♣❡❧é ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✹✹❪✳

✶✳✶✳✶ ▼✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

❙♦✐t q ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B ∈ Mq(Z) ❡st ❞✐t❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ s✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ D à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ♥♦♥✲♥✉❧s t❡❧❧❡ q✉❡ DB ❡st
❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ B = (bij) ∈ Mq(Z)
❡t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ k ∈ {1, . . . , q}✱ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ B ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
µk(B) = (b′ij) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

b′ij =

{
−bij si i = k ou j = k,
bij + 1

2 (bik|bkj | + |bik|bkj) sinon .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ µk(B) ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡✳ ❙✐ ❡♥
♦✉tr❡ B ❡st ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs µk(B) ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉
❞é✜♥✐r ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ µk(B) ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
❡st ✐♥✈♦❧✉t✐❢ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . , q}✱ ♦♥ ❛

µk(µk(B)) = B.

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ B ∈ Mq(Z)✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ B′ ❡st ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à B s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s i1, . . . , in ∈
{1, . . . , q} t❡❧❧❡ q✉❡

B′ = µin
◦ · · · ◦ µi1(B).

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs B ∼mut B′✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼mut ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
s✉r Mq(Z) ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥
♥♦t❡ Mut(B) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B✳

✶✳✶✳✷ ▼✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (①, B) ♦ù B ∈ Mq(Z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐✲
s❛❜❧❡ ❡t ♦ù ① = (x1, . . . , xq) ❡st ✉♥ q✲t✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, B) ❡t k ∈ {1, . . . , q}✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ♣❛r µk((①, B)) = (①′, µk(B)) ♦ù
①′ = (x′

1, . . . , x
′
q) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r x′

i = xi s✐ i 6= k ❡t

xkx′
k =

∏

bik>0

xbik

i +
∏

bik<0

x−bik

i . ✭✶✳✶✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (①′, µi(B)) ❡st ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡t ❧❡s x′

i ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , q} ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ❝♦r♣s F(①) = Q(x1, . . . , xq)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥
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♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ µk((①, B)) ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈♦❧✉t✐❢ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . , q}✱ ♦♥ ❛

µk(µk((①, B))) = (①, B).

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, B)✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛✐♥❡ (①′, B′) ❡st
♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à (①, B) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s i1, . . . , in ∈ {1, . . . , q}
t❡❧❧❡ q✉❡

(①′, B′) = µin
◦ · · · ◦ µi1(①, B).

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ (①, B) ∼mut (①′, B′)✳ ❆❧♦rs ∼mut ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, B) ❞♦♥♥é❡
❡st ❛♣♣❡❧é ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ (①, B)✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, B)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✉ q✲t✉♣❧❡ ① ❡st ❛♣✲
♣❡❧é ❛♠❛s ✭♦✉ ❝❧✉st❡r✮ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ (①, B) ♦♥ ♥♦t❡ χ(①, B) = {x1, . . . , xq}✳

✶✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B)

✶✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❖♥ s❡ ✜①❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (✉, B) ❛✈❡❝ B ∈ Mq(Z)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦r♣s
❛♠❜✐❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s F(✉) = Q(u1, . . . uq) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡s ui✳ ❖♥
♥♦t❡

Cl(✉, B) =
⋃

(①,B′)∼mut(✉,B)

χ(①, B′).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✭✶✳✶✮✱ Cl(✉, B) ⊂ F(✉)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ✭♦✉ ❛❧❣è❜r❡ ❝❧✉st❡r✮ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
(✉, B) ❡st ❧❛ s♦✉s Z✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ F(✉) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r Cl(✉, B)✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡

A(✉, B) = Z[Cl(✉, B)] ⊂ F(✉).

❙✐ B ❡st ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ A(✉, B) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ s✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✳ ❙✐ B ❡st ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡
A(✉, B) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✷✳ P♦✉r êtr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ♣ré❝✐s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❞❡ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ♣ré❝✐s❡r q✉❡ A(✉, B) ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ s❛♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡str❡✐♥t ♥♦tr❡ ét✉❞❡ à ❝❡ ❝❛s ❧à✳ P♦✉r ❞❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ❝❧✉st❡r ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬✹✼❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❙♦✐t (✉, B) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✳

✶✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(✉, B) s♦♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s à (✉, B)✳

✷✳ ▲❡s ❛♠❛s ✭♦✉ ❝❧✉st❡rs✮ ❞❡ A(✉, B) s♦♥t ❧❡s χ(①, B′) ♦ù (①, B′) ♣❛r❝♦✉rt
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à (✉, B)✳ ❖♥ ♥♦t❡ X (✉, B)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♠❛s ❞❛♥s A(✉, B)✳

✸✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ✭♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧✉st❡r✮ ❞❡ A(✉, B) s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Cl(✉, B)✳
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P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(✉, B) ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲Z✲❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❝♦r♣s
F(✉) ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡s ui✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥❦s② ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z[✉±1] = Z[u±1

i , i ∈
{1, . . . , q}] ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ❧❡s ui✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ▲❛✉r❡♥t ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹ ✭❬✹✹❪✮✳ ❙♦✐t (✉, B) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❛✈❡❝ B ∈ Mq(Z)✳ ❆❧♦rs

A(✉, B) ⊂ Z[✉±1].

P❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(✉, B)✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛ s✬❛✈ér❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❜❛s❡s ♣♦✉r ❧❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(✉, B)✱ ❝❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ❙♦✐t A(✉, B) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✳ ❯♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ✭♦✉
♠♦♥ô♠❡ ❝❧✉st❡r✮ ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡

∏q
i=1 xni

i ♦ù ① = (x1, . . . , xq) ❡st ✉♥ ❛♠❛s ❞❡
A(✉, B) ❡t ni ∈ N ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , q✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ♣r✐s
❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❛♠❛s ❞❡ A(✉, B)✳

❆ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s ♣rès✱ Cl(✉, B) ✭❡t ❞♦♥❝ A(✉, B)✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
♣❛s ❞✉ q✲t✉♣❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ✉ ❝❤♦✐s✐✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣rêt❡ ♣❛s à ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♦♥
♦♠❡ttr❛ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❛♠❛s ✉ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛❧♦rs
A(B) ♣♦✉r A(✉, B)✱ X (B) ♣♦✉r X (✉, B) ❡t Cl(B) ♣♦✉r Cl(✉, B)✳

❙✐ (✉, B) ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❡t (①, C) ❡st ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(✉, B)✱
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s Φ①,✉ : Z[①±1]−→Z[✉±1] q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ xi s✉r s♦♥ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s Z[✉±1] ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , q} ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

Φ①,✉ : A(①, C)−→A(✉, B)

❛♣♣❡❧é ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡♥tr❡ ❞❡A(①, C) ✈❡rsA(✉, B)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ Φ①,✉ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ A(①, C) ✈❡rs ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ A(✉, B)✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ✭r❡s♣✳ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s✮ ❞❡ A(①, C) ✈❡rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ✭r❡s♣✳ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s✮ ❞❡
A(✉, B)✳

❯♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡st ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐t (✉, B) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❛✈❡❝ B ∈ Mq(Z)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡
❣r❛✐♥❡ (①, B′)

Φ✉,①(Cl(✉, B)) ⊂ Z≥0[①
±1].

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❑❡❧❧❡r ❡t
❘❡✐♥❡❦❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s sér✐❡✉s❡s ✈❡rs ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✈♦✐r
❬✶✾✱ ✷✶❪✮✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ Z[✉±1]✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

x =
P (u1, . . . , uq)

un1
1 · · ·u

nq
q

♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥ ❞❡s ui ❡t ♦ù ❧❡s ni s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs
r❡❧❛t✐❢s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ x ♣❛r

δ(x) = (n1, . . . , nq) ∈ Zq.
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❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ A3 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

B =




0 −1 0
1 0 1
0 −1 0




❆❧♦rs

Cl(B) =

{
u1, u2, u3,

1 + u2

u1
,
1 + u2

u3
,
1 + u1u3

u2
,
1 + u2 + u1u3

u1u2
,

1 + u2 + u1u3

u3u2
,
1 + 2u2 + u2

2 + u1u3

u1u2u3

}

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Cl(B) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

B =

[
0 2

−2 0

]

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

Cl(B)
∼
−→ {(n, n + 1), n ≥ −1} ⊔ {(n + 1, n), n ≥ −1}

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❛tt❛❝❤❡r à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✾✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ A(✉, B) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té
❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à (✉, B) ❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é
❞❡✉① s♦♠♠❡ts (①, A) ❡t (②, C)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ (①, A) ❡t (②, C) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ k t❡❧ q✉❡ (②, C) = µk(①, A)✳

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ r✐❣✐❞✐té à ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ A(B)
❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❡ ❙t❛s❤❡✛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛♣♣❡❧é
❛ss♦❝✐❛❤è❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s à ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ à ❬✷✺✱ ✹✻❪✳

✶✳✸ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ♦r✐❡♥tés

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ∆ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲❑❛❝✲▼♦♦❞② g✳ ❆ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲
❑❛❝✲▼♦♦❞② ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ C✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ C ❡st s②♠étr✐s❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
∆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ B ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❈❛rt❛♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C ✭✈♦✐r ❬✹✺❪✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ♦r✐❡♥tés✳ ❙❛♥s ❛♣♣♦rt❡r ❡♥ s♦✐ ❞❡ ré❡❧❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡
♣♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❡t ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s
❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
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✶✳✸✳✶ ▼❛tr✐❝❡s ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡s ❡t ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és

▲✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ B✳ ❆ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ B = (bij)✱ ♦♥
♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ C(B) = (cij) ❡♥ ♣♦s❛♥t
cii = 2 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , q} ❡t cij = −|bij | s✐ i 6= j ❞❛♥s {1, . . . , q}✳ ❖♥ s❛✐t
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❛ss♦❝✐❡r à C(B) ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✈❛❧✉é ∆(B) ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✺❪✮✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ♦r✐❡♥t❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐❛♥t i
❡t j ❡st ♦r✐❡♥té❡ i−→ j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ bij > 0✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡
❞é✜♥✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♦r✐❡♥té ♥♦té Γ(B)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐t Γ(B) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐✲
s❛❜❧❡ B✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Γ(B)) ❛ss♦❝✐é❡ à Γ(B) ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ A(B)✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t tr❛♥s♣♦s❡r à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B✳

❙✐ B ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs Γ(B) ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱
♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ QB ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s Q = (Q0, Q1) ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ♦ù Q0 r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t Q1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡
α : i−→ j ∈ Q1✱ ♦♥ ♥♦t❡ s(α) = i ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ α ❡t t(α) = j ❧❛ têt❡ ❞❡ α✳ ❯♥
❝❛rq✉♦✐s ❡st ❞✐t ✜♥✐ s✐ Q0 ❡t Q1 s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✳ ❯♥ s♦♠♠❡t i ∈ Q0 ❡st
❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣✉✐ts s✐

{α ∈ Q1 : s(α) = i} = ∅

❡t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐
{α ∈ Q1 : t(α) = i} = ∅.

■❧ ❡st ❞✐t ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥
c ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ♥♦té❡ c = (α1| · · · |αn) t❡❧❧❡s
q✉❡ s(αi) = t(αi−1) ♣♦✉r t♦✉t i = 2, . . . , n✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Q ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
c = (α1| · · · |αn) t❡❧ q✉❡ s(α1) = t(αn)✱ n ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ c ❡t c
❡st ❛♣♣❡❧é n✲❝②❝❧❡✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❡st ❞✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡✳
❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✜♥✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣✉✐ts ❡t ✉♥ s♦✉r❝❡✳ ❯♥
❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❛r❜r❡✳
❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s i

n
−→ j ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✢è❝❤❡s i−→ j ❞❛♥s Q1 ❡st é❣❛❧ à n✳ ❯♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s R = (R0, R1) ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
Q = (Q0, Q1) ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s t❡❧ q✉❡ R0 ⊂ Q0 ❡t R1 ⊂ Q1✳ ❯♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s R
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❡st ❞✐t ♣❧❡✐♥ s✐ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ R0✱ ♦♥ ❛

{α ∈ R1 : s(α) = i, t(α) = j} = {α ∈ Q1 : s(α) = i, t(α) = j} .

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù B ∈ Mq(Z) ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ QB ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ (QB)0 = {1, . . . , q} ❡t ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ (QB)0 ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
bij ✢è❝❤❡s i−→ j ❞❛♥s (QB)1 s✐ bij > 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r QB ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ✜♥✐
s❛♥s p✲❝②❝❧❡ ♣♦✉r p ≤ 2✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ✜♥✐ Q s❛♥s
p✲❝②❝❧❡ ♣♦✉r p ≤ 2✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ BQ = (bij)
❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

bij = |{α ∈ Q1 : s(α) = i et t(α) = j}| − |{α ∈ Q1 : s(α) = j et t(α) = i}| .

❆❧♦rs B 7→ QB ❡t Q 7→ BQ s♦♥t ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿

{♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡s} ↔ {❝❛rq✉♦✐s ✜♥✐s s❛♥s p✲❝②❝❧❡ ♣♦✉r p ≤ 2} .
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❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱

✉♥ ❝❛rq✉♦✐s s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦sé ✜♥✐✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s p✲❝②❝❧❡ ♣♦✉r

p ≤ 2✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✷✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢❛ç♦♥ Q = QB ❛✈❡❝ B ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ A(Q) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s Q ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ A(B)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, Q) ❡st ❞✐t❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ❞✐t❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡
❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✶✳✸✳✷ ▼✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ✶✳ ❙♦✐t B ∈ Mq(Z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ Γ(B)
s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❛ss♦❝✐é ❡t i ∈ {1, . . . , q} ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ Γ(B)✳ ❆❧♦rs ❧❛
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ(B) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ i ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é Γ(µi(B))✳

✷✳ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és Γ,Γ′ s♦♥t ❞✐ts ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ Γ = Γ(B) ❡t
Γ′ = Γ(B′) ♦ù B ❡t B′ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥∼mut s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ Mut(Γ) ❧❛
❝❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ Γ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ❡t ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ∆ ❡t ∆′ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
k ∈ Q0 t❡❧ q✉❡ ∆′ = µk(∆)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ét❛✐t
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ Q = QB ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ❛❧♦rs µi(Q) =
Qµi(B) ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❡t
❞♦♥❝ ∼mut ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✳

●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ très ❛❣ré❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❡t k ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s Q0✱ ❛❧♦rs
Q′ = µk(Q) ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ Q ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❖♥ ✐♥✈❡rs❡ t♦✉t❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à k ❀

✷✳ ❙✐ i 6= j s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ k✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ i ❡t
j ❞❛♥s Q′ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ i ❡t j ❞❛♥s
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Q ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Q Q′

i
r //

s ��::: j

k
t

AA���
i

r+st // j

t�����

k
s

]]:::

i
r // j

t�����

k
s

]]:::
i

r−st //

s ��::: j

k
t

AA���

♦ù r, s, t ≥ 0 ❡t ♦ù ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i
l // j ❛✈❡❝ l ≤ 0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ −l ✢è❝❤❡s

j−→ i✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q✱ s✐ k ❡st ✉♥ ♣✉✐ts ♦✉ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞❛♥s Q✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥ k ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s σk(Q) ♦❜t❡♥✉ à
♣❛rt✐r ❞❡ Q ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Q✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s Q′ ❡st
❞✐t ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞❡
Q à Q′ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ Q ∼ref Q′✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts à
Q ❡st ❛♣♣❡❧é ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳

▲❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
ré✢❡①✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s
♣✉✐ts ♥✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ k ❡st ✉♥ ♣✉✐ts ♦✉ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
Q✱ ❛❧♦rs

σk(Q) = µk(Q).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✺✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ s✐ Q ❡t Q′ s♦♥t ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s✱
❛❧♦rs

Q′ ∼ref Q ⇒ Q′ ∼mut Q.

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

Q : 1 // 2 // 3

2

����������

Q′ : 1 // 3.

^^========

❆❧♦rs Q′ = µ2(Q) ❞♦♥❝ Q′ ∼mut Q ♠❛✐s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ Q ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
q✉❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s Q′✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♥❡ ♣ré✲
s❡r✈❡♥t ♣❛s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à Q ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❧❡
♣rés❡r✈❡♥t✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ q✉❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ❜❛s❝✉❧❛♥ts ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦♠✐♥
❡t ❩❡❧❡✈✐♥❦s② ✈♦♥t êtr❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r ❇❡r♥st❡✐♥✱ ●❡❧❢❛♥❞ ❡t P♦♥♦♠❛r❡✈ ❞❛♥s ❬✻❪✳
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✶✳✹ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✼✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ♣❡✉t ♣❛r✲
❢♦✐s ♥✬❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s✳ ❉❛♥s ❬✹✺❪✱ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✲
✈✐♥s❦② ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡
❉②♥❦✐♥ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❥à ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡✉r rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭✈♦✐r ❬✻✶✱ ✻✺❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ✶✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✈❛❧✉é ❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♦✉ ❉②♥❦✐♥
s✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❧✐stés ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳

✷✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ B s❡r❛ ❞✐t❡ ❞❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♦✉ ❉②♥❦✐♥ s✐
Γ(B) ❡st ❉②♥❦✐♥✳

An : • • ___ • •

•

Dn(n ≥ 4) : • • ___ • •

��������

========

•

•

E6 : • • • • •

•

E7 : • • • • • •

•

E8 : • • • • • • • •

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❉②♥❦✐♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❡st ❞✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✐ Cl(B) ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♦♥t été ❝❧❛ss✐✜é❡s ♣❛r ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥❦s②
❞❛♥s ❬✹✺❪✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❉②♥❦✐♥
❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿
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Bn(n ≥ 2) : • • ___ •
(1,2)

•

Cn(n ≥ 3) : • • ___ •
(2,1)

•

F4 : • •
(1,2)

• •

G2 : •
(1,3)

•

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❉②♥❦✐♥ ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸ ✭❬✹✺❪✮✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ B ❡st ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❉②♥❦✐♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❉②♥❦✐♥ ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à B ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡
♣ré❝✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❛❝✐♥❡s✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✈❛❧✉é ❛ss♦❝✐é
à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ ❡t s♦✐t g(∆) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲▼♦♦❞② ❛ss♦❝✐é❡
à ∆✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ(∆) ✭r❡s♣✳ Φ≥0(∆)✱ Π(∆)✮ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ✭r❡s♣✳ r❛❝✐♥❡s
♣♦s✐t✐✈❡s✱ r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✮ ❞❡ g(∆)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡
g(∆) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Φ≥−1(∆) = Φ≥0(∆) ⊔ (−Π(∆)).

❙✐ ∆0 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ∆✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ rés❡❛✉
ZΠ(∆) ❛✈❡❝ Z∆0 ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ αi ❛✈❡❝ ❧❡ i✲è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Z∆0 ✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ été ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❬✹✺❪✱ ✐❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ❞❛♥s
❬✶✾❪ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✾✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹ ✭❬✹✺❪✮✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❉②♥❦✐♥
∆ ❡t A(✉, B) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B✳ ❆❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
δ : Z[✉±1]−→ZQ0 ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

Cl(✉, B)
∼
−→ Φ≥−1(∆).

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✺✳ ❙✐ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✼✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ A3

Q : 1 2oo // 3

❞♦♥❝ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s s♦♥t

Φ≥−1(Q) = {−α1,−α2, α1, α2, α1 + α2, α2 + α3, α1 + α2 + α3} .

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡

Cl(Q) =

{
u1, u2, u3,

1 + u2

u1
,
1 + u2

u3
,
1 + u1u3

u2
,
1 + u2 + u1u3

u1u2
,

1 + u2 + u1u3

u2u3
,
1 + 2u2 + u2

2 + u1u3

u1u2u3

}

❡t ❛✐♥s✐✱ δ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ Cl(Q)−→Φ≥−1(Q)✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✻✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✽✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ t②♣❡
✜♥✐✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ s✉❜s✐st❡✳ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r

K : 1
//// 2

❆❧♦rs✱ Φ≥0(Q) = Φr❡
≥0(K) ⊔ Φ✐♠

≥0(K) ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

Φr❡
≥0(K) = {nα1 + (n + 1)α2, n ≥ 0} ⊔ {(n + 1)α1 + nα2, n ≥ 0}

❡t
Φ✐♠

≥0(K) = {nα1 + nα2, n ≥ 1} .

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ δ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Cl(K) ✈❡rs Φr❡
≥0(K)⊔(−Π(K)) ♠❛✐s ♣❛s

❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Cl(K) ✈❡rs Φ≥−1(K)✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✾ ❧❡ rés✉❧t❛t
❣é♥ér❛❧ ❞♦♥t ❝❡❧❛ r❡❧è✈❡✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✱ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ♦♥t ❞é♠♦♥✲
tré q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ q✉✐ s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❧✬é♥♦♥❝❡r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼ ✭❬✷✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q)✳

▲✬✉♥ ❞❡s ❜✉ts ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① s❡r❛ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù Q ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ■❧ ❡st ❞é❥à ❛♣♣❛r✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t②♣❡s ✜♥✐s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ♥❡ s✉✣s❡♥t
♣❛s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ❬✽✽✱ ✷✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ✓ ❜♦♥♥❡ ✔❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ q✉✐
s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥

❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡

✷✻
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▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❞✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ Q ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q)✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❜r✐❡❧✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ Q s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ Q✳ ❋♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉✲
r❡❧ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝❛té❣♦r✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐♥❡❦❡ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❞é✜♥✐r ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ A(Q) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q✳ ❆✜♥
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✲
té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ✓ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞é❝♦ré❡s ✔❞❡
Q ❞❛♥s ❬✼✹❪✳ ❙✐ ❝❡ ❝❛❞r❡ s✬❡st ❛✈éré ❛ss❡③ ♣r♦❜❛♥t✱ ❧✬❛rt✐✜❝✐❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ✓ ❞é✲
❝♦r❛t✐♦♥s ✔♥✬ét❛✐t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡t ✐❧ r❡st❛✐t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳

❉❡✉① t❡♥t❛t✐✈❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✕ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❙❝❤✐✤❡r ❞✬✉♥ ❝ôté ❬✶✽❪
❡t ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐♥❡❦❡✱ ❘❡✐t❡♥✱ ❚♦❞♦r♦✈ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❬✶✵❪ ✕ ♦♥t tr♦✉✈é ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱ q✉✐ ❞♦♥♥❛✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ à ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪ ét❛✐t ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡
❝ôté✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✶✵❪ ♦✛r❛✐t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡
❡t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à t♦✉s ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❡st ❛✈éré ✭✈♦✐r ❬✶✼❪✮ q✉❡ ❝❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ét❛✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❝♦♥s✐❞éré ét❛✐t
❞❡ t②♣❡ A ✭✈♦✐r ❬✽✸❪ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ D ❡t ❬✹✸✱ ✼✶❪ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✵❪ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q ❝♦♠♠❡
♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s
s✐♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✶✵❪
❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝❡♥tr❛✉① ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ❊❧❧❡ s❡
❧✐♠✐t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ●❡✐ss✱ ▲❡✲
❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❬✺✶✱ ✺✸✱ ✺✷✱ ✺✹❪✳ ❈❡tt❡ s❡✲
❝♦♥❞❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛s✲
sé❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❈❡tt❡
❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡s ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●❡✐ss✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②✲
❝❧✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s✳

✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s k✳ ❆ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ t♦✉❥♦✉rs s✉r k = C ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✷✳✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Ob(C) ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
C ❡t ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts X, Y ❞❛♥s Ob(C)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ HomC(X, Y ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
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♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ X ✈❡rs Y ❞❛♥s C✳ P❛r❢♦✐s✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ é❝r✐r❛
X ∈ C ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ✐♥❞(C) ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡
♣❧❡✐♥❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ C✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣rêt❡ ♣❛s à ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❞❛♥s C✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs Γ(C) ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
C✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts D✱ ♦♥ ♥♦t❡ addD ❧❛
s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ C ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r s♦♠♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ D✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s D ❡t D′ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
D ∨ D′ ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ C ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ D
❡t ❞❡ D′✳

❯♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❞✐t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s C s✐ Ext1C(M,M) = 0✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ EC ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s C✳

✷✳✶✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❤éré❞✐t❛✐r❡s

❙♦✐t Q = (Q0, Q1) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✮ ❞❡
Q ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ k✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s (X(i))i∈Q0

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ s✉r k ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s (X(β))β∈Q1

) t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t β ∈ Q1✱ ♦♥ ❛

X(β) ∈ Homk(X(s(β)), X(t(β))).

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs X = ((X(i))i∈Q0 , X(β)β∈Q1)✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
f : X−→Y ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s

fi : X(i)−→Y (i)

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ Q1✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

X(s(β))

fs(β)

��

X(β) // X(t(β))

ft(β)

��
Y (s(β))

Y (β) // Y (t(β))

❝♦♠♠✉t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ rep(Q) ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q✳
❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐t Λ✲♠♦❞ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡

❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡
Q✱ ♥♦té Q(Λ) t❡❧ q✉❡ Λ✲♠♦❞ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ kQ✲♠♦❞ ♦ù kQ ❡st
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✉r Q ✭✈♦✐r ❬✶❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ kQ✲♠♦❞
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(Q) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r k✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞♦♥❝ ✐♥❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ✓ kQ✲♠♦❞✉❧❡s ✔❡t ✓ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q ✔❞és✐❣♥❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ kQ✲♠♦❞ ♦✉ ❞❡ rep(Q)✳

P♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ♥♦t❡ Si ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐é à i✱ Pi s❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡t Ii s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ K0(kQ) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦✲
t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❞❡ kQ✲♠♦❞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡
kQ✲♠♦❞✉❧❡s q✉♦t✐❡♥té ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s X + Y = E ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
0−→X−→E−→Y −→ 0✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❛♥s rep(Q)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿

❞✐♠ (M) = (dimk M(i))i∈Q0
∈ NQ0 .
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❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ❛

dimM(i) = dim HomkQ(Pi, M).

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐♠ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✿

❞✐♠ : K0(kQ)−→ZQ0

q✉✐ à Si ❛ss♦❝✐❡ αi = ❞✐♠Si ❧❡ i✲è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ZQ0 ✳ ❖♥
✐❞❡♥t✐✜❡r❛ ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t K0(kQ) ❡t ZQ0 ✳

P♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞ ∈ NQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡ rep(Q,❞) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
M ❞❡ Q t❡❧❧❡s q✉❡ ❞✐♠M = ❞✳ ❆❧♦rs rep(Q,❞) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐été

∏

α∈Q1

kds(α) × kdt(α)

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞ ❡t

rep(Q) ≃
⊔

❞∈NQ0

rep(Q,❞).

▲❡ ❣r♦✉♣❡ G❞ =
∏

i∈Q0
GL(di, k) ❛❣✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r rep(Q,❞)✳ P♦✉r t♦✉t❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ rep(Q,❞)✱ ♦♥ ♥♦t❡ OM ❧❛ G❞✲♦r❜✐t❡ ❞❡ M ❞❛♥s rep(Q,❞)✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s M,M ′ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G❞✲♦r❜✐t❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t M ❡t M ′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦❞✉❧❡s✳

❖♥ ♥♦t❡ 〈−,−〉 ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❊✉❧❡r s✉r kQ✲♠♦❞✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

〈M,N〉 =

∞∑

i=0

dimk Exti
kQ(M,N)

= dimHomkQ(M,N) − dim Ext1kQ(M,N)

❊❧❧❡ ♣❛ss❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K0(kQ)✳
❖♥ ♥♦t❡ τ = DTr ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ s✉r kQ✲♠♦❞ ♦ù D =

Homk(−, k) ❡st ❧❛ ❞✉❛❧✐té st❛♥❞❛r❞ ❡t Tr ❡st ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦✲
t❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡r❛ τ−1 = TrD✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
M ❡st ♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ✐♥❥❡❝t✐❢✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ τM = 0 ✭r❡s♣✳ τ−1M✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ s✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♥♦♥✲♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐❢✮✱
♦♥ ❛ τ−1τM ≃ M ✭r❡s♣✳ ττ−1M✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬✸❪✳

✷✳✶✳✸ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ kQ✲♠♦❞

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st ❞✐t ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♣ré✐♥✲
❥❡❝t✐❢ ✮ s✐ ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❧❛ τ ✲♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ✐♥❥❡❝t✐❢✮✳ ■❧ ❡st ❞✐t
ré❣✉❧✐❡r s✐ ✐❧ ♥✬❡st ♥✐ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ♥✐ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✳

❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡st ❞✐t ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✱ ré❣✉❧✐❡r✮ s✐ t♦✉s
s❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts s♦♥t ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✱ ré❣✉❧✐❡rs✮✳

❖♥ ♥♦t❡ P(Q) ✭r❡s♣✳ I(Q)✱ R(Q)✮ ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡s kQ✲♠♦❞✉❧❡s
♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✱ ré❣✉❧✐❡rs✮✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡R(Q) ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Q ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪✮ ✿
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✔
✔
✔
✔
✔

P(Q)

✬

✫

✩

✪
R(Q)

❚
❚
❚
❚
❚

I(Q)

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ kQ✲♠♦❞

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉s ♠♦❞✉❧❡s P ∈ P(Q)✱ I ∈ I(Q) ❡t R ∈ R(Q)✱ ♦♥ ❛

HomkQ(I, R) = HomkQ(I, P ) = HomkQ(R,P ) = 0.

✷✳✶✳✹ ❙②stè♠❡s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛❝

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✭r❡s♣✳ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❡ Q ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞ ∈ ZQ0 ✭r❡s♣✳ ❞ ∈ NQ0✮ t❡❧ q✉❡ 〈❞,❞〉 ≤ 1✳ ❯♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞ ❡st ❞✐t❡ ré❡❧❧❡ s✐
〈❞,❞〉 = 1 ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ s✐ 〈❞,❞〉 ≤ 0✳ ❯♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ❞✐t❡ ❞❡ ❙❝❤✉r
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ M ∈ rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ EndkQ(M) ≃ k✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs

Φ(Q) = {r❛❝✐♥❡s ❞❡ Q} ,

Φ>0(Q) = {r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ Q} ,

Φr❡(Q) = {r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ Q} ,

Φr❡
>0(Q) = {r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ Q} ,

Φ✐♠(Q) = {r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ Q} ,

Φ✐♠
>0(Q) = {r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ Q} ,

Π(Q) = {r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ Q} ,

Φ❙❝(Q) = {r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ Q} ,

Φr❡✱❙❝(Q) = Φr❡
>0(Q) ∩ Φ❙❝(Q),

Φ✐♠✱❙❝(Q) = Φ✐♠
>0(Q) ∩ Φ❙❝(Q).

❖♥ ❛ ❛❧♦rs
Φ(Q) = Φ>0(Q) ⊔ (−Φ>0(Q))

❡t
Φ>0(Q) = Φr❡

>0(Q) ⊔ Φ✐♠
>0(Q).
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❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲▼♦♦❞② g(Q) ❛ss♦❝✐é❡ à Q q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✺❪✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs

Φ>0(Q) = Φr❡✱❙❝(Q).

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛❝✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
●❛❜r✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸ ✭❑❛❝✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ Q ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❞ ❡st ✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ❞❡ Q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✶✳ s✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞ ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣rès✮ ❀

✷✳ s✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳

✷✳✶✳✺ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❑❛❝

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞ ∈ NQ0 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❑❛❝
❛ ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡
Φ(Q)✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪ ❡t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❛♥s ❬✻✹❪✱ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✐ ❞ ∈ NQ0 ✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ M❞ ⊂ rep(Q,❞) ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❙❝❤✉r
{❡1, . . . , ❡n} ❞❛♥s NQ0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ M❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ M1, . . . ,Mn ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s
❡1, . . . , ❡n t❡❧❧❡s q✉❡

M =

n⊕

i=1

Mi.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ =
∑n

i=1 ❡i ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {❡1, . . . , ❡n} ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✳
❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡t ❡❧❧❡ ❡st
♥♦té❡

❞ =
n⊕

i=1

❡i.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✭❬✻✹❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞ ∈ NQ0 ✳ ❆❧♦rs ❞ =⊕n
i=1 ❡i s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r Mi ∈ rep(Q, ❡i)

♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n t❡❧❧❡s q✉❡ Ext1kQ(Mi, Mj) = 0 ♣♦✉r i 6= j✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs
Mi ❞✬êtr❡ r✐❣✐❞❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré✲
❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ P♦✉r ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❣é♥ér❛✉① à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à
❬✻✸✱ ✻✹✱ ✽✺✱ ✸✸❪✳
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✷✳✷ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q✳ P♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
à ❬✶✵❪✳

✷✳✷✳✶ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞ér✐✈é❡ ❜♦r♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠♦✲

❞✉❧❡s

❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ Db(kQ) ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞ér✐✈é❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡
kQ✲♠♦❞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡s ❧♦✲
❝❛❧✐sé❡ ❡♥ ❧❡s q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ [1] ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ s❤✐❢t ❞❛♥s Db(kQ)✳
❆ t♦✉t kQ✲♠♦❞✉❧❡ M ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡ M• ❝♦♥❝❡♥✲
tré ❡♥ ❞❡❣ré ③ér♦ ❡♥ ♣♦s❛♥t M0 = M ✱ M i = 0 s✐ i 6= 0 ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
é❣❛❧❡s à ③ér♦✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ M ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♦♥
❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❛♥s Db(kQ)✳ ❖♥ s❛✐t ❛❧♦rs ✭✈♦✐r ❬✺✻✱ ✾✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮
q✉❡ Db(kQ) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥✲
♥és ♣❛r ✿

✐♥❞(Db(kQ)) = {M [i] : M ∈ ✐♥❞(kQ✲♠♦❞), i ∈ Z} .

❉❡ ♣❧✉s✱ Db(kQ) ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ X
❡t Y s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡ ❞❡
kQ✲♠♦❞✉❧❡s

0−→X
i
−→ E

p
−→ Y −→ 0

♦♥ ❛ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é ❞❛♥s Db(kQ)

X
i
−→ E

p
−→ Y

f
−→ X[1]

❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f ∈ HomkQ(X, Y )✱ ♦♥ ❛ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é

Y [−1]−→ ker f ⊕ coker f [−1]−→X
f
−→ Y

❞❛♥s Db(kQ)✳

✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ k✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t F : C−→C ✉♥❡ ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ C✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s C/F ❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ob(C/F ) = Ob(C)

❡t ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts X, Y ❞❡ Ob(C/F )✱ ♦♥ ♣♦s❡

HomC/F (X,Y ) =
⊕

i∈Z

HomC(X,F iY ).

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Db(kQ) ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲
❘❡✐t❡♥ ♥♦té τ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ Db(kQ)✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ τ−1[1]
❡st ✉♥❡ ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ Db(kQ) ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❡r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s
❞❡ τ−1[1] ❞❛♥s Db(kQ)✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❬✶✵❪✮✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✭♦✉ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❧✉st❡r✮ ❞❡ Q ❡st
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s

CQ = Db(kQ)/τ−1[1].

❙✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à Q✳

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s Db(kQ) s♦✉s ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡

π : Db(kQ)−→CQ

s❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ M ✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❛♥s Db(kQ) ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ M ❞❛♥s
CQ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs CQ ❡st ✉♥❡ ❝❛✲
té❣♦r✐❡ k✲❧✐♥é❛✐r❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t ❡t

✐♥❞(CQ) = ✐♥❞(kQ✲♠♦❞) ⊔ {Pi[1] : i ∈ Q0} .

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❧✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡

M = M0 ⊕ PM [1]

♦ù M0 ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ❡t ♦ù PM ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r

H0 = HomCQ
(kQ,−) : CQ−→ kQ✲♠♦❞

♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ✓ ♣❛rt✐❡ ♠♦❞✉❧❡ ✔❞❡ M ❛✉ s❡♥s ♦ù

H0(M0 ⊕ PM [1]) = M0.

❉❡ ♣❧✉s H0 ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡

X−→Y −→Z−→X[1]

s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s

· · · −→H0(X)−→H0(Y )−→H0(Z)−→H0(X[1])−→H0(Y [1])−→ · · · .

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬❛✉t♦✲
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦ssè❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❑❡❧❧❡r ❛ ♠♦♥tré
❞❛♥s ❬✻✽❪ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
tr✐❛♥❣✉❧é❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r τ−1[1] ✈ér✐✜❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✹ ✭❬✻✽❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛s✲
sé❡ CQ = Db(kQ)/τ−1[1] ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡
π : Db(kQ)−→CQ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r tr✐❛♥❣✉❧é✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ss❡rt✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡

X
f
−→ Y

g
−→ Z

h
−→ X[1]

❞❛♥s Db(kQ) ✐♥❞✉✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡

X
f
−→ Y

g
−→ Z

h
−→ X[1]



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▲❆ ❈❆❚➱●❖❘■❊ ❆▼❆❙❙➱❊ ✸✹

❞❛♥s CQ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡s

0−→X
i
−→ E

p
−→ Y −→ 0

✐♥❞✉✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é ❞❛♥s CQ

X
i
−→ E

p
−→ Y

f
−→ X[1]

❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f ∈ HomkQ(X, Y )✱ ♦♥ ❛ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é

Y [−1]−→ ker f ⊕ coker f [−1]−→X
f
−→ Y

❞❛♥s CQ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s CQ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
✐♠❛❣❡s s♦✉s ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s Db(kQ)✳

P✉✐sq✉❡ CQ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡✱ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ X
f
−→ Y ❞❛♥s CQ

s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡

Y [−1]−→Cf−→X
f
−→ Y

❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

HomCQ
(X, Y [1]) ≃ Ext1CQ

(X, Y )

♣♦✉r t♦✉s X,Y ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CQ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐❡♥t X, Y ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ✱ ❛❧♦rs

✶✳ Ext1CQ
(X, Y ) ≃ DExt1CQ

(Y,X) ♦ù D = Homk(−, k) ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡
❞✉❛❧✐té✱

✷✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡s kQ✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs

Ext1CQ
(X, Y ) ≃ Ext1kQ(X, Y ) ⊕ DExt1kQ(Y, X)

≃ Ext1kQ(X, Y ) ⊕ HomkQ(X, τY ).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ❞✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✷✲❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✳

✷✳✷✳✸ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛s✲

sé❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡ CQ ❡st ❞✐t tr❛♥s❥❡❝t✐❢ s✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r s ∈ Z t❡❧ q✉❡ M [s] ≃ Pi[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0✳ ❯♥ ♦❜❥❡t
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡st ❞✐t tr❛♥s❥❡❝t✐❢ s✐ t♦✉s s❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❧❡ s♦♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡
CQ✳ ❆❧♦rs ♦✉ ❜✐❡♥ M ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢ ♦✉ ❜✐❡♥ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ M ≃ Pi[1]✱ ❛❧♦rs M ❡st
tr❛♥s❥❡❝t✐❢✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s ≥ 0 ❡t i ∈ Q0 t❡❧
q✉❡ τ sM ≃ Pi ❡t ❛❧♦rs τ s+1M ≃ τ sM [1] ≃ Pi[1] ❡t ❞♦♥❝ M ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢✳ ❙✐ M
❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s ≥ 0 ❡t i ∈ Q0 t❡❧ q✉❡ τ−sM ≃ Ii

♠❛✐s ❛❧♦rs M [−s − 1] ≃ τ−sM [−1] ≃ Ii[−1] ≃ Pi[1] ❡t ❞♦♥❝ M ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢✳
❊♥✜♥✱ s✐ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r s ❡t ✉♥
s♦♠♠❡t i t❡❧ q✉❡ M [s] ≃ Pi[1]✱ ❛❧♦rs M [s − 1] ≃ Pi ♠❛✐s M [s − 1] ≃ τ s−1M ❡t
❞♦♥❝ τ s−1M ≃ Pi✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ M ❡st ré❣✉❧✐❡r✳
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❖♥ ♥♦t❡ PI(Q) ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ CQ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts tr❛♥s❥❡❝t✐❢s✳
❆❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(PI(Q)) ❞❡ PI(Q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(CQ) ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡✳

❆✐♥s✐✱ s✐ Q ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t s❝❤é♠❛t✐s❡r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(CQ) ❞❡ CQ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷

PI(Q)

P(Q) {Pi[1]} I(Q)

✬

✫

✩

✪

R(Q)

❅■τ �✒τ−1

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡

✷✳✷✳✹ ❖❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts

❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts r✐❣✐❞❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❛♥s CQ✳ ■❧
❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ ré❢ér❡r à ❬✽✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ à ❝❡ s✉❥❡t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ✭♦✉ ❝❧✉st❡r✲t✐❧t✐♥❣✮ ❞❛♥s CQ ❡st ✉♥
♦❜❥❡t T ❞❛♥s Ob(CQ) t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ T ❡st r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✱

✷✳ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞❡ T s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✱

✸✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ Ext1CQ
(M, T ) = 0✱ ❛❧♦rs M ∈ addT ✳
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❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✾ ✭❬✶✵❪✮✳ ❯♥ ♦❜❥❡t T ❞❛♥s CQ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✶✳ T ❡st r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✱

✷✳ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞❡ T s♦♥t ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✱

✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞❡ T ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡s
s✐♠♣❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❯♥ ♦❜❥❡t T ❡st ❞✐t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ U t❡❧ q✉❡ T = T ⊕ U ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✶ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t T ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s U ❡t U∗ ❞❛♥s CQ t❡❧s q✉❡ T ⊕ U
❡t T ⊕U∗ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s (U, U∗) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷✳ ❉❡✉① ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts T ❡t T ∗ s♦♥t ❞✐ts ✈♦✐s✐♥s ♦✉
❡♥ é❝❤❛♥❣❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T ❡t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
(U, U∗) t❡❧s q✉❡ T ≃ T ⊕ U ✱ T ∗ ≃ T ⊕ U∗✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts
s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts ❞❡ CQ ❡t t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ T ❡t T ′

❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T ❡t T ′ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲
❜❛s❝✉❧❛♥ts ✈♦✐s✐♥s✳ ❉❛♥s ❬✺✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t
❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❜❛s❝✉❧❛♥ts s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ s❡
❢♦♥❞❛♥t s✉r ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐t❡♥✱ ❘❡✐♥❡❦❡ ❡t ❚♦❞♦r♦✈ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé
❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✸ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

▲❡s ♣❛✐r❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡ss❡♥t✐❡❧s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ❊❧❧❡s
♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t été ❧✬♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✸✱
✶✷✱ ✾❪✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹ ✭❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t T ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❡t s♦✐t
(U, U∗) ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ t❡❧❧❡ q✉❡ T = T ⊕ U ❡t T ∗ = T ⊕ U∗ s♦♥t ❞❡s
♦❜❥❡ts ❛♠❛s ❜❛s❝✉❧❛♥ts✳ ❆❧♦rs dim Ext1CQ

(U, U∗) = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts B ❡t B∗ t❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és

U−→B−→U∗−→U [1] ❡t U∗−→B−→U−→U∗[1]

❡t ❞❡ ♣❧✉s B ❡t B∗ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ add(T ) s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✳

✷✳✷✳✺ ▼✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CQ ❛♠❛ssé❡ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s Q ❝♦♥s✐❞éré✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ P✉✐sq✉❡ CQ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
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❞✬♦r❜✐t❡s ❞❡ Db(kQ) ♣❛r ❧✬❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ τ−1[1]✱ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ s✐ Q ❡t Q′

s♦♥t ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ Db(kQ) ≃ Db(kQ′)✱ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✺ ✭❬✼✵❪✮✳ ❙♦✐❡♥t Q ❡t Q′ ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s CQ ≃ CQ′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
Q ∼mut Q′✳

❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs Λ[1] =
⊕

i∈Q0
Pi[1] ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲

❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ ❡t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ EndCQ
(Λ[1])op ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡

à Q✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs T =
⊕

i∈Q0
Ti ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ ❡t s♦✐t k ∈ Q0✱

❛❧♦rs T =
⊕

i 6=k Ti ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❡t ♦♥ ♥♦t❡ T ∗ = T ⊕T ∗
k

♦ù (Tk, T ∗
k ) ❡st ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s

❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✻ ✭❬✶✸❪✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱

Q(EndCQ
(T ∗)op) = µk(Q(EndCQ

(T )op))

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✶✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
❞❡ Q ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ✳

❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛✐♥s✐ ♣❛r❢♦✐s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ

♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✳

✷✳✸ ❇❛s❝✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ à ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s ♣✉✐ts ♥✐ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧✱ ❝❡❧❛ ✈❛ s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ✉♥❡
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❛♥s A(Q)✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞é✜♥✐ s✉r CQ q✉✐ ✈❛
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❇●P ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❆✉s❧❛♥❞❡r✲P❧❛t③❡❝❦✲❘❡✐t❡♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❬✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
i ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♦✉ ✉♥ ♣✉✐ts✱ ❩❤✉ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t❡✉r ❇●P
ét❡♥❞✉ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❇●P ❛✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s
❬✶✵✶❪✳

✷✳✸✳✶ ▼✉t❛t✐♦♥s s❛♥s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s

❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡
B = EndCQ

(T )op ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧é❡ ✭♦✉ ❝❧✉st❡r✲t✐❧t❡❞✮ ❛ss♦❝✐é❡ à T ✳ ❖♥
♥♦t❡

F = HomCQ
(T,−) : CQ−→B✲♠♦❞

❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à T ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✭❬✶✶❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲
❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r F = HomCQ

(T,−) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

CQ/addT [1]−→EndCQ
(T )op✲♠♦❞.
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❉❛♥s CQ✱ ♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é q✉✐ ❡st Λ[1] =⊕
i∈Q0

Pi[1] q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(Q) ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
EndCQ

(Λ[1])op ≃ EndCQ
(Λ)op ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Q ❡t ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲

❈❤❛♣♦t♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à Λ[1] s✉r ❧✬❛♠❛s ✐♥✐t✐❛❧
✉ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

❙♦✐t k ∈ Q0✱ ❧✬♦❜❥❡t
⊕

i 6=k Pi[1] ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ Tk 6≃ Pk[1] t❡❧ q✉❡

⊕
i∈Q0

Ti ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ ♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té Ti = Pi[1] ♣♦✉r i 6= k✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ❡st ❛♣♣❡❧é
♦❜❥❡t ❆P❘✲❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❡t ❡st ♥♦té APR(k)✳ ❙✐ i ❡st ✉♥ ♣✉✐ts ♦✉ ✉♥❡ s♦✉r❝❡✱
♦♥ r❡tr♦✉✈❡✱ ❛✉ s❤✐❢t ♣rès✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❆P❘✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❡ ❬✷❪✳

✷✳✸✳✷ ❋♦♥❝t❡✉rs ❇●P ét❡♥❞✉s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ k ✉♥
♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ S+

k ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❇●P ❞é✜♥✐ s✉r kQ✲♠♦❞✳ ❉❛♥s
❬✶✵✶❪✱ ❩❤✉ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❇●P ét❡♥❞✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐♥❞✉✐t s✉r
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s CQ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é ❞r♦✐t RS+

k s✉r Db(kQ)✳ ❈❡❝✐
❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s R+

k : CQ−→CσkQ

q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t❡✉r ❇●P✲ét❡♥❞✉✳ ❉❡ ♠ê♠❡ s✐ i ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡
❢♦♥❝t❡✉r R−

k : CQ−→CσkQ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❢♦♥❝t❡✉r ✐♥❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s
❛♠❛ssé❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞ér✐✈é ❞r♦✐t RS−

k : Db(kQ)−→Db(kσkQ) ♦ù S−
k ❡st ❧❡

❢♦♥❝t❡✉r ❇●P ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✉s✉❡❧✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ k ❡st ♣✉✐ts✱ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

♠♦♥trés ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐ k ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡
ré✢❡①✐♦♥ ❇●P ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

S+
k : kQ✲♠♦❞/Sk−→ kσkQ✲♠♦❞/Sk.

❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❇●P ✉s✉❡❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❇●P✲ét❡♥❞✉
✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡❝✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ✭❬✶✵✶❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t k ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳
❆❧♦rs

R+
k : CQ−→CσkQ

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ R+
k s✉r ❧❡s

♦❜❥❡ts ❞❡ CQ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R+
k (M) =





Pk[1] siM ≃ Sk,
Sk si M ≃ Pk[1],
Pi[1] siM ≃ Pi[1] ♣♦✉r i 6= k,
S+

k (M) s✐♥♦♥.

❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆P❘✲❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❡t ❧❛ ✈✐s✐♦♥
❇●P✲ét❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸ ✭❬✶✵✶❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t k ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ/APR(k)✱ ♦♥ ❛ R+

k (M) ≃ HomCQ
(APR(k), M)✳
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❋♦♥❝t❡✉rs ❇●P ét❡♥❞✉s ❡t ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❉❛♥s ❬✼✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① q✉✐ ✈♦♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à
❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❇●P ét❡♥❞✉s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡
Q✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ i ∈ Q0✱ ♦♥ ♥♦t❡ si ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡
Φ(Q)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① σi ❡st ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
Φ≥−1(Q) ♣❛r

σi(❞) =

{
❞ si❞ = −αj et j 6= i,

si(❞) sinon .

❉❛♥s ❬✶✵✶❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♣❛r
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❇●P ét❡♥❞✉s s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❞❡ CQ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✭❬✶✵✶❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t k ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛

❞✐♠R+
k (M) = σk(❞✐♠M).

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡

✐♥❞(CQ)

❞✐♠

��

R+
k // ✐♥❞(CσkQ)

❞✐♠

��
Φ≥−1(Q)

σk

// Φ≥−1(σkQ).



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t

❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s

✹✵
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❉❛♥s ❬✶✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞❡♣✉✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✱ q✉✐ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ❞✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t
Z[✉±1]✳ ❈❡❧❛ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q)✳ ❉♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à
❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦✉✈❡rt ❧❛ ✈♦✐❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ré✲
s✉❧t❛ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❯♥ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢❡rt✐❧❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ♣❡✉t✱ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡♥s✱ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ❬✷✵✱ ✶✾✱
✾✺✱ ✾✻❪✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❈❤❛♣♦t♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛rt✐❡❧s ❢♦rts
❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❬✷✶❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲
❈❤❛♣♦t♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡ P❛❧✉✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲
❈❤❛♣♦t♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s ❛♠❛s ❛✉tr❡s q✉❡
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ■❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✱ q✉✐ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛♠❛s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q) ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛♠❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ✳

✸✳✶ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥

✸✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❑❡❧❧❡r s❡ ❢♦♥❞❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✻❪✳ ▲✬♦❜❥❡t ❝❡♥✲
tr❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ s♦✉s✲
♠♦❞✉❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Q ❡t
❡ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ ❞❡ M ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{N ∈ rep(Q, ❡) : N ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ M}

❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❧❛ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ k✲❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ M ✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛r✐été ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s✉r k✳

❙✐ X ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ X r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ét❛❧❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠✲
♣❛❝t ♣❛r ✿

χ(X) =

∞∑

i=0

dimHi(X, Ql)

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q
❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ XQ

? ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ CQ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛♥✲
♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t Z[✉±1] ❡♥ ✉ = {ui, i ∈ Q0} ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ s✐ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs

XQ
M =

∑

❡∈NQ0

χ(Gr❡(M))
∏

i∈Q0

u
−<❡,αi>−〈αi,❞✐♠M−❡〉
i ; ✭✸✳✶✮

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ♣♦s❡
XQ

Pi[1]
= ui;

✸✳ ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts M, N ❞❡ CQ✱

XQ
M⊕N = XQ

MXQ
N .

P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ✱ XQ
M ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞✬❛♠❛s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à M ✳ ❙✐ ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à Q✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t kQ✲♠♦❞✉❧❡ M ✭✈♦✐r
❬✶✻❪✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ M ≃ N ✱ ❛❧♦rs XQ

M = XQ
N ✳

✸✳✶✳✷ ❉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧ s❡♥s ♣ré❝✐s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥
✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T =
⊕

i∈Q0
Ti ❞❛♥s

CQ✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Ti, i ∈ Q0} ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ T ✳

▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q) ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♦❜❥❡ts
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s CQ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts
❞❛♥s CQ s✬❡♥✈♦✐❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛♠❛s ❞❛♥s A(Q) ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ ✭❬✶✾❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ XQ
?

✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✿

{❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ} −→ {❛♠❛s ❞❛♥s A(✉, Q)}

{Ti, i ∈ Q0} 7→
{

XQ
Ti

, i ∈ Q0

}

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ XQ
? ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✿

✐♥❞(ECQ
) −→ Cl(Q)

M 7→ XQ
M

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✺✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡
α : Cl(Q)−→ ✐♥❞(ECQ

) q✉✐ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s x✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥✲
❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ❞❡ CQ t❡❧ q✉❡ ❞✐♠M = δ(x)✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐t❡♥ ❡t ❚♦❞♦r♦✈ ✭✈♦✐r
❬✶✹❪✮✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✻✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s

A(Q) ⊂ Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)] ⊂ Z[✉±1].

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

A(Q) = Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)].

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ Q ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ♦✉ ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡ Ã ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✶✳✶✸✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❧✬❡st ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♠❛✐s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s s❛✉✈❛❣❡✳

❙✐ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r êtr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s A(Q) ✈❛ s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
♣❛rt✐❡ ■■■ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s✳
❈✬❡st ❧à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✲❑❡❧❧❡r
❡t ❇✉❛♥✲▼❛rs❤✲❘❡✐t❡♥✲❚♦❞♦r♦✈ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ s❡✉❧❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s s♦♥t ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✼✳ ❉❛♥s ❬✷✶❪✱ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❘❡✐♥❡❦❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t kQ✲♠♦❞✉❧❡ M ❡t t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡✱ χ(Gr❡(M)) ≥ 0✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡
A(Q) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❛♥s Z[✉±1]✳ ❈✬❡st à ❝❡
❥♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❋♦♠✐♥ ❡t
❩❡❧❡✈✐♥s❦② ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✷✳✻✮✳

✸✳✶✳✸ ❉é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦❜❥❡t M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐♠ CQ

(M) ❞❡ M ❞❛♥s CQ ♣❛r ✿

✶✳ ❞✐♠ CQ
(M) = ❞✐♠M s✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❀

✷✳ ❞✐♠ CQ
(Pi[1]) = −❞✐♠Si = −αi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 ❀

✸✳ s✐ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ♦♥ é❝r✐t M =
⊕

i Mi s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ♦♥ ♣♦s❡

❞✐♠ CQ
M =

∑

i

❞✐♠ CQ
(M).

P✉✐sq✉❡ ❞✐♠M ❡t ❞✐♠ CQ
(M) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐♠M ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽ ✭❬✶✾❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CQ✳
❆❧♦rs

δ(XQ
M ) = ❞✐♠M.
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❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❣r❛✐♥❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❛❝②❝❧✐q✉❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉r δ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

Cl(Q)−→Φr❡✱❙❝(Q) ⊔ (−Π(Q)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ δ(Cl(Q)) ⊂ Φr❡✱❙❝(Q)⊔(−Π(Q))✳ ❙✐ x ∈
Cl(Q)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ x = XM ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
r✐❣✐❞❡ M ❞❛♥s CQ ❡t δ(XM ) = ❞✐♠M ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽✳ ❙✐ M ≃
Pi[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0✱ ❛❧♦rs ❞✐♠M = −αi ∈ (−Π(Q))✳ ❙✐♥♦♥ M ❡st
✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛❝ ✭t❤é♦rè♠❡
✷✳✶✳✸✮ ❞✐♠M ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ Q✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❡ Q ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ s✐ M
❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❞✐♠M ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r
❡t ❞♦♥❝ δ(XM ) ∈ Φ❙❝(Q)✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✐♠M ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡✳
❙✐ ❞✐♠M ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs

0 ≥ 〈❞✐♠M,❞✐♠M〉 = 〈M, M〉 = dimEndkQ(M) − dim Ext1kQ(M, M)

♠❛✐s ♣✉✐sq✉❡ dim EndkQ(M) = 1✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ dim Ext1kQ(M, M) > 0✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞✐♠M ∈ Φr❡✱❙❝(Q) ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r δ ❡st ❜✐❡♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Φr❡✱❙❝(Q)✳

▼♦♥tr♦♥s ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té✳ ❙✐ ❞ ∈ Φr❡✱❙❝(Q)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❙❝❤✉r M ∈ rep(Q,❞)✳ P✉✐sq✉❡ 〈M,M〉 = 〈❞,❞〉 = 1 ❡t dim EndkQ(M) =
1✱ ♦♥ ❛ dim Ext1kQ(M, M) = 0 ❡t ❞♦♥❝ M ❡st r✐❣✐❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡
EndkQ(M) ≃ k✱ M ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❡t XM ∈ Cl(Q)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs
✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❞ = δ(XM ) ∈ δ(Cl(Q))✳

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ❙♦✐❡♥t x, y ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s t❡❧❧❡s q✉❡ δ(x) =
δ(y)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ M,N ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s r✐❣✐❞❡s t❡❧s q✉❡ x = XM ❡t y =
XN ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❞✐♠M = ❞✐♠N ✳ ❙✐
❞✐♠M ∈ (−Π(Q))✱ ❛❧♦rs M ≃ Pi[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0 ❡t ❞♦♥❝ N ≃ Pi[1] ≃
M ❡t x = y✳ ❙✐♥♦♥ ❞✐♠M ∈ Φr❡✱❙❝(Q) ♠❛✐s ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛❝✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ ❞❛♥s
rep(Q,❞✐♠M) ❡t ❞♦♥❝ N ≃ M ❡t x = y✳

✸✳✶✳✹ ❋♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

▲✬✉♥❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✲❑❡❧❧❡r ❡st q✉✬❡❧❧❡
❞♦♥♥❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q) ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❍❛❧❧ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❛❧❧ s✉r
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✾✹✱ ✾✵✱ ✽✹❪✮✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❬✶✻❪✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
■■✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵ ✭❬✶✻❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡
♥♦♥✲♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs

XMXτM = XB + 1

♦ù B ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡

0−→ τM−→B−→M−→ 0.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ♦❜❥❡ts
M,N,Z ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ext1CQ

(M, N)Z ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s

N−→E−→M−→N [1]

❞❛♥s CQ t❡❧s q✉❡ E ≃ Z✳ ❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈✐sé
PExt1CQ

(M,N)Z ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été PExt1CQ
(M,N)✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✶ ✭❬✷✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts
M,N ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛

χ(PExt1CQ
(M,N))XMXN =

∑

E

(
χ(PExt1CQ

(M,N)E) + χ(PExt1CQ
(N, M)E)

)
XE

♦ù E ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ CQ✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❉❛♥s ❬✶✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✶ ❛✉ ❝❛s ♦ù Q ét❛✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♦✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷ ✭❬✶✾❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M,N ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s
CQ t❡❧s q✉❡ Ext1CQ

(M,N) ≃ k✳ ❆❧♦rs

XMXN = XB + XB′

♦ù B ❡t B′ s♦♥t ❧❡s ✉♥✐q✉❡s t❡r♠❡s ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és

M−→B−→N−→M [1] etN−→B′−→M−→N [1].

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r r❡✲
❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡
✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts s❡
❞é♠♦♥tr❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✷✳✶✹ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (U, U∗)✱ ♦♥ ❛ Ext1CQ

(U, U∗) ≃ k✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷ ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✣s❛♥t✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M ❡t N s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❝✐s❡r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M,N ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ Ext1kQ(M, N) ≃ k ❡t Ext1kQ(N, M) = 0✳ ❆❧♦rs

XMXN = XB + XE
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♦ù E ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→N−→E−→M−→ 0

❡t ♦ù B ≃ ker f⊕coker f [−1] ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f ∈ HomkQ(N, τM)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞♦♥♥❡

k ≃ Ext1kQ(M,N) ≃ DHomkQ(N, τM)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✱ ♦♥ ❛

Ext1CQ
(M,N) ≃ Ext1kQ(M, N) ≃ k

❡t
Ext1CQ

(N, M) ≃ HomkQ(N, τM) ≃ k.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡ ❞❛♥s kQ✲♠♦❞

0−→N−→E−→M−→ 0

✐♥❞✉✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é ❞❛♥s CQ

N−→E−→M−→N [1]

❡t q✉✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f : N−→ τM ✐♥❞✉✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é ❞❛♥s
Db(kQ) ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s CQ ✿

M−→Cf−→N
f
−→ M [1] ≃ τM

♦ù Cf ≃ ker f ⊕ coker f [−1]✳ P✉✐sq✉❡ Ext1CQ
(M,N) ❡t Ext1CQ

(N, M) s♦♥t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t M ❡t N s♦♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❳✐❛♦ ❡t ❳✉ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❬✾✺❪✱
♣✉✐s ❞❛♥s ❬✾✻❪✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✶ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t
♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❳✐❛♦✲
❳✉ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❑❡❧❧❡r
✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●❡✐ss✱▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞✉❛❧❡ ❞❡ U(n) ❬✺✹❪✳ ▲✬é♥♦♥❝é ♣ré❝✐s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣rér❡q✉✐s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s s❡r♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ P♦✉r
♥♦s ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✉ rés✉❧t❛t ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹ ✭❬✾✺❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M, N ❞❡✉① kQ✲♠♦❞✉❧❡s
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs XMXN ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ XY ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és
❞❛♥s Ext1Db(kQ)(M, N)✳

◆♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✲
✈❡r♦♥t ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹✳
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✸✳✶✳✺ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ s✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t B = BQ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳
❆❧♦rs Q ❡st ❞✐t ❣r❛❞✉é s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ǫ s✉r ZQ0 t❡❧❧❡ q✉❡ ǫ(Bαi) <
0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 ♦ù αi ❡st ❧❡ i✲è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ZQ0 ✳

❯♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Q t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t s♦♠♠❡t i ∈ Q0 ❡st ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣✉✐ts ❡st ❞✐t❡ ❛❧t❡r♥é❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❬✷✵❪ t♦✉t
❝❛rq✉♦✐s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡ ❡st ❣r❛❞✉é✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ B = BQ✱ ♣♦✉r
t♦✉t j ∈ Q0✱ ♦♥ ❛ bij > 0 s✐ i ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t bij < 0 s✐ i ❡st ✉♥ ♣✉✐ts✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ǫ s✉r ZQ0 ❡♥ ♣r❡♥❛♥t s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
❞✉❛❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ǫi < 0 s✐ i ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t ǫi > 0 s✐ i ❡st ✉♥ ♣✉✐ts✳

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é✱ ❛❧♦rs ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❬✷✵❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r
❧✬❛❧❣è❜r❡ Z[XQ

M : M ∈ Ob(CQ)] ❞✬✉♥❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳

❙♦✐t L(✉) ∈ Z[✉±1] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ✉✳ ❆❧♦rs L(✉) s✬é❝r✐t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡

L(✉) =
∑

λ∈ZQ0

cλ

∏

i∈Q0

uλi

i .

❊t❛♥t ❞♦♥♥é λ ∈ ZQ0 ✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cλ ❡st ❛♣♣❡❧é λ✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ L✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt
supp(L) ❞❡ L ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts λ = (λi, i ∈ Q0) ❞❡ ZQ0 t❡❧s q✉❡ ❧❛ λ✲
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ L ❡st ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ P♦✉r t♦✉t λ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡ Cλ ❧❡ ❝ô♥❡ ❝♦♥✈❡①❡
❞❡ s♦♠♠❡t λ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r❞s s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Bαi ♣♦✉r i ∈ Q0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✻ ✭❬✷✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ s❛♥s ❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s CQ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t M = H0(M) ⊕ PM [1]✳
❆❧♦rs supp(XM ) ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝ô♥❡ CλM

♦ù

λM := (−
〈
αi,❞✐♠H0(M)

〉
+ 〈❞✐♠PM , αi〉)i∈Q0 .

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ λM ✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ XM ❡st ✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✼ ✭❬✷✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❣r❛❞✉é s❛♥s ❛rêt❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ Z✱ ♦♥ ♣♦s❡

Fn =


 ⊕

ǫ(ν)≤n

Z
∏

i∈Q0

uνi

i


 ∩ Z[XQ

M : M ∈ Ob(CQ)].

❆❧♦rs (Fn)n∈Z ❞é✜♥✐t ✉♥❡ Z✲✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ Z[XQ
M : M ∈ Ob(CQ)]✳

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶✳✶✼ ❡t ✸✳✶✳✶✻ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✽ ✭❬✷✵❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é s❛♥s ❛rêt❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ❙♦✐t
{M1, . . . ,Mr} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐♠Mi 6= ❞✐♠Mj s✐ i 6= j✱

❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{

XQ
M1

, . . . , XQ
Mr

}
❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✾✳ ❙♦✐t n ≥ 1✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
−→
A 2n ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ A2n ♠✉♥✐

❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

2n − 1 // 2n − 2 // · · · // 1 // 0

❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡

det(B−→
A n

) =

{
1 si n ∈ 2Z,
0 sinon .

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡
−→
A 2n s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

−→
A 2n ❡st ❞♦♥❝

❣r❛❞✉é✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
−→
A 2n✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
XQ

Si
: i ∈ Q0

}

❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t P =
∑

ν∈NQ0 aνt
ν ∈ Z[ti, i ∈ Q0] ♦ù tν =

∏
i∈Q0

tνi

i t❡❧

q✉❡ P (XQ
S0

, . . . , XQ
S2n−1

) = 0✳ P♦✉r t♦✉t ν ∈ NQ0 ✱ ♦♥ ❛

∏

i∈Q0

(XQ
Si

)νi = XQ
L

i∈Q0
S

⊕νi
i

♠❛✐s ❞✐♠
⊕

i∈Q0
S⊕νi

i = ν ♣♦✉r t♦✉t ν ∈ NQ0 ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✽✱ ✐❧ s✉✐t
q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {

XQ
L

i∈Q0
S

⊕νi
i

: aν 6= 0

}

❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ P = 0✳

✸✳✷ ❈❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ Q ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s z ∈ A(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡
α(z) ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ z = XQ

α(z)✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛♠❛s ① ❞❛♥s
A(Q)✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ z ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ① ♠❛✐s
♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r é❝r✐r❡ z ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
①✳ ❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥❥❡❝t✉ré ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
q✉✐✱ à ✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ XQ

M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ①
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♠❛s ① ❝♦♥s✐❞éré✳ P❛❧✉ ❛ ❞é♠♦♥tré ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❬✼✻❪✳ ❊♥
s✉✐✈❛♥t s❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❛❧✉ s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❞✬❛♠❛s ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❇●P✲ét❡♥❞✉s ❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳ ❈❡❝✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❩❤✉ ❬✶✵✵❪✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❡t ❘❡✐t❡♥ ❬✶✷❪✳
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✸✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ❙♦✐t T =
⊕

i∈Q0
Ti ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲

❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ B = EndCQ
(T )op ❡t QT = Q(B) ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ B✳ ❖♥ ♥♦t❡

A(QT ) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (QT ,①) ❡t ΦT = Φ①,✉ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s

ΦT : A(①, QT )−→A(✉, Q).

❙♦✐t F = HomCQ
(T, ?) : CQ−→B✲♠♦❞ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r t♦✉s

♦❜❥❡ts M,N ❞❛♥s B✲♠♦❞✱ ♦♥ ♥♦t❡

〈M, N〉 = dimHomB(M,N) − dim Ext1B(M, N)

〈M,N〉a = 〈M,N〉 − 〈N, M〉

❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ B ❡st ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❛❧♦rs 〈−,−〉 ♣❛ss❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦
K0(B)✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❜❛s❝✉❧é❡ B
❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈−,−〉 ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦
K0(B)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ P❛❧✉ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✼✻❪ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♥t✐s②♠étr✐sé❡ 〈−,−〉a
❞é✜♥✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ K0(B)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ❛ss♦❝✐é❡ à T ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
Ob(CQ) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z[①±1] ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ① ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

XT
M =

{
xi si M ≃ Ti[1] ♣♦✉r ✉♥ i ∈ Q0;∑

❡ χ(Gr❡(FM))
∏

i x
〈Si,❡〉a−〈Si,FM〉
i s✐♥♦♥✳

♦ù ❡ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ B✲♠♦❞✉❧❡s✳

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♦✉tr❡

XT
M⊕N = XT

MXT
N

♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts M,N ❞❡ CQ✳
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ❡st ❧❡✉r

✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛✐♥❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷ ✭❬✼✻❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿

✐♥❞(ECQ
)

XQ

?

zzttttttttt
XT

?

%%KKKKKKKKK

A(Q) A(QT )
ΦT

oo

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ XT
? ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✐♥❞(ECQ

) ✈❡rs Cl(QT )✳
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▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ▲❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ✈♦♥t
✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ✭❬✼✻❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲
❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✳ ❙♦✐❡♥t U, V ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ t❡❧s q✉❡ Ext1CQ

(U, V ) ≃ k✳
❆❧♦rs

XT
U XT

V = XT
B + XT

B′

♦ù B ❡t B′ s♦♥t ❧❡s ✉♥✐q✉❡s ♦❜❥❡ts t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és

U−→B−→V −→U [1],

V −→B−→U−→V [1]

❞❛♥s CQ✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
(U, V ) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
❞❛♥s CQ ❡t (U, U∗) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s CQ ❞♦♥t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t

U−→B−→U∗−→U [1]

U∗−→B′−→U−→U∗[1].

❆❧♦rs
XT

U XT
U∗ = XT

B + XT
B′

✸✳✷✳✷ ❘é✢❡①✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♦❜❥❡t ❆P❘✲
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❛ss♦❝✐é❡
à ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssés ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q ❡t T = APR(i)✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛

XT
M = XσiQ

R+
i M

.

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿

Ob(CQ)

XT
? %%LLLLLLLLLL

R+
i // Ob(CσiQ)

X
σiQ

?

��
Z[①±1]

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ XT
M⊕N = XT

MXT
N ❡t XσiQ

R+
i (M⊕N)

= XσiQ

R+
i M

XσiQ

R+
i N

✱ ✐❧ s✉❢✲

✜t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ M = Ti[1]✱ ❛❧♦rs R+
i M =

Pi[1] ❡t ❞♦♥❝ XσiQ

R+
i M

= XσiQ
Pi[1]

= vi ♠❛✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ XT
M = XT

Ti[1]
= vi✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❛✉❝✉♥
Ti[1]✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸✱ ♦♥ ❛ R+

i (M) = FM ❡t ❛❧♦rs

XT
M =

∑

❡

χ(Gr❡(FM))
∏

i

v
〈Si,❡〉a−〈Si,FM〉
i

=
∑

❡

χ(Gr❡(FM))
∏

i

v
〈Si,❡〉−〈❡,Si〉−〈Si,FM〉
i

=
∑

❡

χ(Gr❡(FM))
∏

i

v
−〈Si,FM−❡〉−〈❡,Si〉
i

= XσiQ
FM

= XσiQ

R+
i M

❙♦✐t ❞♦♥❝ Q ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q0✳ ❖♥ ♥♦t❡ A(σiQ) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛s✲
sé❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (✈, σiQ) = µi(✉, Q)✳ ❙♦✐t Φi : A(Q)−→A(σiQ) ❧✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t Φ′

i : A(σiQ)−→A(Q) ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Φi(X
Q
Tj [1]

) = XσiQ

R+
i Tj [1]

= XσiQ
Pj [1]

= vj

♣♦✉r t♦✉t j ∈ Q0✳ ❈♦♠♠❡ T [1] ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ q✉❡
{

XQ
Tj [1]

, j ∈ Q0

}
❡st ✉♥ ❛♠❛s ❞❛♥s A(Q) ❡t

{
Φi(X

Q
Tj [1]

) , j ∈ Q0

}
=
{

XσiQ
Pj [1]

, j ∈ Q0

}

❡st ✉♥ ❛♠❛s ❞❛♥s A(σiQ)✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

{Tj [1] , j ∈ Q0}
R+

i //

XQ

?

��

{Pj [1] , j ∈ Q0}

X
σiQ

?

��{
XTj [1] , j ∈ Q0

}
Φi

// {vj , j ∈ Q0}

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❇●P✲ét❡♥❞✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡
❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs

Φi(X
Q
M ) = XσiQ

R+
i M

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ M ❞❛♥s CQ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t M
❞❡ R✱ ♦♥ ❛✐t Φi(X

Q
M ) = XσiQ

R+
i M

✳ ❙✐ R′ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❡ CQ ✈♦✐s✐♥
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❞❡ R ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
(U, U∗) t❡❧❧❡ q✉❡ R = U ⊕ U ❡t R′ = U∗ ⊕ U ✳ ❖♥ ♥♦t❡

U−→B−→U∗−→U [1] ❡t U∗−→B′−→U−→U∗[1]

❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛

XQ
U XQ

U∗ = XQ
B + XQ

B′

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t Φi✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Φi(X
Q
U )Φi(X

Q
U∗) = Φi(X

Q
B ) + Φi(X

Q
B′).

P✉✐sq✉❡ B ❡t B′ s♦♥t ❞❛♥s addU ✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡

Φi(X
Q
U∗) =

XQ

R+
i B

+ XQ

R+
i B′

XQ

R+
i U

.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ R+
i ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦✲

r✐❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡ ❡t ❞♦♥❝ (R+
i U, R+

i U∗) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t

R+
i U−→R+

i B−→R+
i U∗−→R+

i U [1] ❡t R+
i U∗−→R+

i B′−→R+
i U−→R+

i U∗[1]

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s CσiQ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿

XσiQ

R+
i U∗

=
XσiQ

R+
i B

+ XσiQ

R+
i B′

XσiQ

R+
i U

❡t ❞♦♥❝
XσiQ

R+
i U∗

= Φi(X
Q
U∗).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
T [1]✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ CQ ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✸✮✱
♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t M ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ♦♥ ❛ Φi(X

Q
M ) = XσiQ

R+
i M

✳

❈♦♠♠❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧été ❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲
❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

Φi(X
Q
M ) = XσiQ

R+
i M

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ❞❡ CQ✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ❉②♥❦✐♥✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❩❤✉ ❬✶✵✵✱
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✼❪ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡t i ∈ Q0 ✉♥ ♣✉✐ts✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛

Φi(X
Q
M ) = XσiQ

R+
i (M)

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿

✐♥❞(CQ)

XQ

?

��

R+
i // ✐♥❞(CσiQ)

X
σiQ

?

��
Cl(Q)

Φi

// Cl(σi(Q))
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◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✸✳✷✳✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r
t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛

Φi(X
Q
M ) = XσiQ

R+
i M

.

◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✺✮✳

✸✳✸ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ❡t ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs (αi)i∈Q0 ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛✲
♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ZQ0 ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✸✳✶✳✽✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❛♥s CQ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❛✉❝✉♥ Pi[1]✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉rs ❞❡ XM ❡st

δ(XM ) = ❞✐♠M =
∑

i∈Q0

dim HomCQ
(Pi, M)αi.

❋✐①♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, QT ) ❞❛♥s A(✉, Q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡t
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡ A(QT ) = A(①, QT ) ❡t

ΦT : A(①, QT )−→A(✉, Q)

❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(QT ) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r HomCQ

(T,−) ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ T = kQ =

⊕
i Pi✳

❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤ ❡t ❘❡✐t❡♥ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜❥❡t
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T ❝♦♥s✐❞éré✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✳✸✳✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮✱ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❬✶✷❪✳ ❈❡❝✐
❣é♥ér❛❧✐s❛✐t ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❬✶✹❪✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✲❑❡❧❧❡r✱ ❧✬♦✉t✐❧ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✉r ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬❛♠❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ■❧ ❡st
❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷❪ ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ α : Cl(Q)−→ ✐♥❞(E(CQ)) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s x ❞❡ A(Q) ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M t❡❧
q✉❡ ❞✐♠M = δ(x) ✭✈♦✐r r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✺✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❬✶✷❪✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s x ❞❛♥s A(QT ) ❛ ✉♥ T ✲
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡

δT (x) =
∑

i∈Q0

dim HomCQ
(Ti, α(ΦT (x)))αi

s✐ x 6∈ {x1, . . . , xq} ❡t α(ΦT (xi)) = Ti[1] ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r T s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉rs ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❙♦✐t (U, U∗) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s CQ ❡t

U−→B−→U∗−→U [1],

U∗−→B′−→U−→U∗[1]

❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳✳
❯♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ N ❞❛♥s CQ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛✐r❡

❞✬é❝❤❛♥❣❡ (U, U∗) s✐ ♣♦✉r U 6≃ τN 6≃ U∗ ♦♥ ❛

dim HomCQ
(N, U)+dim HomCQ

(N, U∗) = max(dim HomCQ
(N, B),dim HomCQ

(N, B′))

N ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s
❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❛♥s CQ✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ❬✶✷❪ ❡st ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸ ✭❬✶✷❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ s♦✐t T =
⊕q

i=1 Ti ✉♥
♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Ti ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦✉s é❝❤❛♥❣❡✳
❆❧♦rs t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(QT ) ❛ ✉♥ T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳

✸✳✸✳✶ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s

❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ▲❛✉r❡♥t s♦✉s s♦♠♠❡ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❛♥s ❬✶✹❪✳ ❙✉✐✈❛♥t ❬✶✾❪✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❢❛✐❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t F = P (①)/①❞ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ✐rré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st ❞✐t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ s✐ P (③) > 0 ♣♦✉r t♦✉t ③ ∈ NQ0 ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s
✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥✉❧❧❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞, ❡ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ é❝r✐t

max(❞, ❡) = (max(di, ei))i∈Q0

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡st ❞é❥à ❛♣♣❛r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❬✶✹✱ ✶✷✱ ✶✾❪✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺ ✭❬✶✾❪✮✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t✳ P♦✉r t♦✉t
é❧é♠❡♥t L ∈ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ δR ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ L✳

✶✳ ❙✐ L1 ❡t L2 s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛❧♦rs L1 + L2 ❡st ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

δR(L1 + L2) = max(δR(L1), δR(L2))

✷✳ ❙✐ L1 ❡t L2 s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t t❡❧ q✉❡ L1 ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱
❛❧♦rs L2 ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ L1L2 ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
❉❡ ♣❧✉s✱

δR(L1L2) = δR(L1) + δR(L2)

❉❛♥s ❬✶✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡
M ❞❛♥s CQ✱ XQ

M ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ XT

M ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✿
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▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s
CQ✳ ❆❧♦rs XT

M ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠✲
♣❧été ❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❡ CQ✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ XT

U ❡st
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t U ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t R✱ ❛❧♦rs
XT

V ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t V ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
R′ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ R✳

❖♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T [1] =
⊕q

i=1 Ti[1]✳
P♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ❛ XT

Ti[1]
= xi = 1/x−1

i ❡t ❞♦♥❝ XT
Ti[1]

❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t R ❡t R′ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t R = U ⊕ U ❡t R′ = U∗ ⊕ U ♦ù (U, U∗) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ XT

V ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t
V ❞❡ R✳ ❖♥ ♥♦t❡

U−→B−→U∗−→U [1],

U∗−→B′−→U−→U∗[1]

❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (U, U∗)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✹✱ ♦♥
❛ ❛❧♦rs

XT
U XT

U∗ = XT
B + XT

B′ .

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺✱ s✐ XT
B , XT

B′ ❡t XT
U s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛❧♦rs XT

U∗

❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❈♦♠♠❡ B, B′ ∈ add(U)✱ XT
B ✱ XT

B′ ❡t XT
U s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t

❞♦♥❝ XT
U∗ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
❞❛♥s CQ ❡t M ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs XT

M ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M =
⊕

i Mi ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ M ❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
❆❧♦rs XT

M =
∏

i XT
Mi

❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐✲
t✐❢s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

✸✳✸✳✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✷❪ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬❛♠❛s ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❛✐❡♥t ✉♥ T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳

P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡

❞✐♠HomCQ
(T, M) =

∑

i∈Q0

dim HomCQ
(Ti, M)αi

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✽ ✭❬✸✻❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ CQ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱
T ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ Ti ❡st
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦✉s é❝❤❛♥❣❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ❞❡ CQ✱
♦♥ ❛

δT (XT
M ) =

{
−αi si M ≃ Ti[1],

❞✐♠HomCQ
(T, M) sinon .
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ Q0✳ ■❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ✱ ♦♥ ❛

δT (XT
M )i = dimHomCQ

(Ti, M) − mi(M) =: hi(M)

♦ù mi(M) ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ Ti[1] ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ M ❡t δT (XT
M )i

❡st ❧❛ ✐✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r δT (XT
M )✳

❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t R✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t R′ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ R ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t

⊕q
i=1 Ti[1]

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é✳
❙♦✐❡♥t R ❡t R′ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s✲

❝✉❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ R = U ⊕ U ❡t R′ = U∗ ⊕ U ♦ù (U, U∗) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t

U−→B−→U∗−→U [1],

U∗−→B′−→U−→U∗[1].

❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✹✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

XT
U XT

U∗ = XT
B + XT

B′

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✼ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

δT (XT
U ) + δT (XT

U∗) = max(δT (XT
B), δT (XT

B′)).

❙✐ U 6≃ Ti[1] 6≃ U∗✱ ❝♦♠♠❡ Ti ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (U, U∗)✱
♦♥ ❛

dim HomCQ
(Ti, U)+dim HomCQ

(Ti, U
∗) = max(dimHomCQ

(Ti, B),dim HomCQ
(Ti, B

′)).

❈♦♠♠❡ U ❡t U∗ s♦♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ mi(U) = mi(U
∗) = 0 ❡t ❞♦♥❝

hi(M) = dim HomCQ
(Ti, M).

❆❧♦rs✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡✈✐❡♥t

hi(U) + hi(U
∗) = max(dim HomCQ

(Ti, B),dim HomCQ
(Ti, B

′))

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ δT (XT
U ) = hi(U)✱ δT (XT

B) = hi(B) ❡t δT (XT
B′) = hi(B

′)✳ ❆✐♥s✐

δT (XT
U∗) + hi(U) = max(hi(B), hi(B

′))

❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

max(dim HomCQ
(Ti, B),dim HomCQ

(Ti, B
′)) = max(hi(B), hi(B

′)). ✭✸✳✷✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Ti[1] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ U ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ mi(B) =
mi(B

′) = 0 ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙✐♥♦♥✱ Ti[1] ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ U ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ Ext1CQ

(Ti[1], B) = 0 ❡t ❞♦♥❝ HomCQ
(Ti, B) = 0 ❡t HomCQ

(Ti, B
′) = 0✳ ❆❧♦rs✱
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❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ mi(B) = 0 ♦✉ mi(B
′) = 0✳ ▼❛✐s✱

❞✬❛♣rès ❬✶✸❪ B ❡t B′ s♦♥t s❛♥s ❢❛❝t❡✉rs ❝♦♠♠✉♥s ❞✐r❡❝ts✱ ❡t ❞♦♥❝ mi(B) = 0 ♦✉
mi(B

′) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬❤éré❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ U ≃ Ti[1]✱ ❛❧♦rs δT (XT

U )i = −1✳ ❈♦♠♠❡ U ≃ Ti[1] ❡t B, B′ ∈
addU ✱ ♦♥ ❛ Ext1CQ

(B, Ti[1]) = 0 = Ext1CQ
(B′, Ti[1]) ❡t Ext1CQ

(Ti[1], U∗) ≃
HomCQ

(Ti, U
∗) ≃ k✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ mi(B) = 0 = mi(B

′) ❡t ❞♦♥❝ hi(B) = hi(B
′) = 0✳

❆❧♦rs

δT (XT
U∗)i = max(δT (XT

B)i, δT (XT
B′)i) − δT (XT

U )i

= 1

= dimHomCQ
(Ti, U

∗).

❈♦♠♠❡ U∗ ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡ à U ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ mi(U
∗) = 0

❡t ❞♦♥❝
δT (XT

U∗)i = hi(U
∗).

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ U∗ ≃ Ti[1]✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ δT (XT
U∗)i = δT (xi) = −1 =

hi(U
∗)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✸✳✸✳✽ ❡t ✸✳✸✳✸ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t
x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(QT )✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿

✐♥❞(ECQ
)

XT
? %%KKKKKKKKKK

Cl(Q)
α

oo

Cl(QT )

ΦT

OO

δT // ZQ0

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ α(ΦT (x)) = M ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡
ECQ

t❡❧ q✉❡ XT
M = x✳ ❙✐ x 6= xi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ x ❛ ✉♥

T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

❞✐♠HomCQ
(T, M) = δT (x)

= δT (XT
M ).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ x = xi✱ ❛❧♦rs M = Ti[1] ❡t x ❛ ✉♥ T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✳

✸✳✸✳✸ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s♦✉s é❝❤❛♥❣❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✵ ✐ss✉ ❞❡ ❬✶✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡A(QT ) ❛✐❡♥t ✉♥ T ✲
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❬✶✷❪✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ été ♠♦♥tré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❇✉❛♥✲
▼❛rs❤✲❘❡✐t❡♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❈❛❧❞❡r♦✲❑❡❧❧❡r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✶✷❪ à ♣r♦♣♦s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s♦✉s é❝❤❛♥❣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾ ✭❬✶✷❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ CQ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛s✲
sé❡✱ N ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ EndCQ

(N) 6≃ k✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ N∗ t❡❧ q✉❡ (N, N∗) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
❡t N ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳
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◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✵ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭❜✮ ❞❡ ❬✶✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t CQ s❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳
❙♦✐t T =

⊕q
i=1 Ti ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t ❞❛♥s CQ✳ ❙✐ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s

❞❛♥s A(QT ) ❛ ✉♥ T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs EndCQ
(Ti) ≃ k ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ EndCQ
(Ti) 6≃ k ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ Ti✳ ■❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ T ∗
i t❡❧ q✉❡ (Ti, T

∗
i )

❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t Ti ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳
❙♦✐t T ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ t❡❧ q✉❡ Ti ⊕ T ❡t T ∗

i ⊕ T s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✱
♦♥ ♥♦t❡

Ti−→B−→T ∗
i −→Ti[1]

T ∗
i −→B′−→Ti−→T ∗

i [1]

❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (Ti, T
∗
i )✳

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

XT
Ti

XT
T∗

i
= XT

B + XT
B′ .

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✼ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✺ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡

δT (XT
Ti

) + δT (XT
T∗

i
) = max(δT (XT

B), δT (XT
B′))

❈♦♠♠❡ Ext1CQ
(Ti, Ti[1]) ≃ HomCQ

(Ti, Ti) 6= 0✱ Ti[1] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r

❞✐r❡❝t ❞❡ Ti ⊕ T ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ δT (XT
M )i = ❞✐♠HomCQ

(Ti, M)

♣♦✉r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t M ❞❡ T ❡t ♦ù δT (XT
M )i ❡st ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝✲

t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r δT (XT
M )✳ ❆❧♦rs B ❡t B′ s♦♥t ❞❛♥s addT ✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

δT (XT
B)i = ❞✐♠HomCQ

(Ti, B) ❡t δT (XT
B′)i = ❞✐♠HomCQ

(Ti, B
′)✳

▼❛✐s Ti ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ (Ti, T
∗
i ) ❡t ❞❡ ♣❧✉s

τTi 6≃ Ti ✭s✐♥♦♥ Ti ❛ ✉♥❡ ❛✉t♦✲❡①t❡♥s✐♦♥✮ ❡t τTi 6≃ T ∗
i ✭❝❛r Ext1CQ

(Ti, T
∗
i ) ≃ k ❡t

Ext1CQ
(Ti, τTi) ≃ HomCQ

(Ti[1], Ti[1]) ≃ EndCQ
(Ti) 6= k✮✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

dim HomCQ
(Ti, Ti)+dim HomCQ

(Ti, T
∗
i ) 6= max(dimHomCQ

(Ti, B),dim HomCQ
(Ti, B

′))

❆❧♦rs✱

δT (XT
T∗

i
) = max(δT (XT

B), δT (XT
B′)) − δT (XT

Ti
)

= max(❞✐♠HomCQ
(Ti, B),❞✐♠HomCQ

(Ti, B
′)) − ❞✐♠HomCQ

(Ti, Ti)

6= ❞✐♠HomCQ
(Ti, T

∗
i )

▼❛✐s T ∗
i ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞♦♥❝ XT

T∗
i
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s CQ

q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✶✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❇✉❛♥✱ ▼❛rs❤✱ ❘❡✐t❡♥ ❡t ❚♦❞♦r♦✈
❡t ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦✱ ❈❤❛♣♦t♦♥ ❡t ❑❡❧❧❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♠❛r❝❤❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r k = C✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t
❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✸✳✸✳✸ ❡t ✸✳✸✳✶✵ ♣♦✉r k ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✷✳ ❇✉❛♥ ❡t ▼❛rs❤ ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♠♣❧été ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ■❧s ♦♥t ♣✉ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♠❛s
❝♦♥s✐❞éré ❬✾❪✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈

❣é♥ér❛❧✐sés

✺✾



✻✵

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡
♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❑❛❝✲▼♦♦❞② g ❛ss♦❝✐é❡ à B✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥ ❡t
❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❬✽✽❪✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❡❧és
♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❬✷✷❪✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✳

▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ❞❛♥s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✉
❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ❈❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①

Cn(t)2 = Cn−1(t)Cn+1(t) + 1 ✭✸✳✸✮

♦✉ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

Pn(t + t−1) =

n∑

k=0

tn−2k. ✭✸✳✹✮

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✸✳✸✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✉r ❧❡ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣❡✉t êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ r❛♥❣s
p > 1✳ ❊♥ tr♦✉✈❛♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❞éq✉❛t ❞♦♥t r❡❧è✈❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ s❡❝♦♥❞❡
❡s♣è❝❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪✳ ❈❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① kQ✲♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡
❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés s♦♥t ❧✐és à ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉①
❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ A ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧♦❣✉❡s à
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs
s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥t ❡t

♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈

❣é♥ér❛❧✐sés

✻✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ P❖▲❨◆Ô▼❊❙ ❉❊ ❈❍❊❇❨❙❍❊❱ ●➱◆➱❘❆▲■❙➱❙ ✻✷

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲
❈❤❛♣♦t♦♥ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪✳ ❈❡s s✉✐t❡s ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❛♥s ❬✷✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té
❞❡s s✉✐t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s♦♥t
❛♣♣❡❧és ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❡t s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❝✉rr❡♥ts ❞❛♥s
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡s✳

✹✳✶ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r
Q ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❧é❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts✳ ❈❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✸✽❪ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ {xi,1 : i ∈ Z} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts s✉r Q✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ♣♦s❡ xi,0 = 1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{xi,n : i ∈ Z, n ≥ 0} ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Q(xi,1 : i ∈ Z) ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1
❡t t♦✉t i ∈ Z ✿

xi,nxi+1,n = xi,n+1xi+1,n−1 + 1 ✭✹✳✶✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐❛♠❛♥t ✳

❙♦✐t
−→
A∞ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ✭✐♥✜♥✐✮

−→
A∞ : 0 // 1 // 2 // 3 // · · ·

❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r N✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Z
−→
A∞ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ZQ ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

(ZQ)0 = Z × Q0

❡t ♣♦✉r t♦✉s n, i ∈ Z×Q0✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ (n, i)−→ (n, j) ❡t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ (n, j)−→ (n+
1, i) ❞❛♥s ZQ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i−→ j ❞❛♥s Q✳

P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊂ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡ JQ ❧❡ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ ZQ
❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r J × Q0✳

▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Z
−→
A∞ s♦♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r Z × N✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t (i, n)✱ ♦♥

❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi,n✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❥✉st✐✜❛♥t
❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✓ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts ✔✳
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��✒

❥
x0,0

❥
x0,1

❥
x0,2

❥
x1,0

❥
x1,1 ❥

x2,0

❥
xi,n+1❥

xi,n

❥
xi+1,n❥

xi+1,n−1

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥t

❈❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❛♥s Z
−→
A∞ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

xi,n+1

$$JJJJJJJJJ

xi,n

##HHHHHHHHH

;;vvvvvvvvv
xi+1,n

xi+1,n

::ttttttttt

❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛✐❧❧❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ Pn,∞ ∈
Q(t1, . . . , tn) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱

xi,n = Pn,∞(xi,1, . . . , xi+n−1,1).

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳✸✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥s✐

xi,2 = xi,1xi+1,1 − 1
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xi,3 =
xi,2xi+1,2 − 1

xi+1,1

=
(xi,1xi+1,1 − 1)(xi+1,1xi+2,1 − 1) − 1

xi+1,1

= xi,1xi+1,1xi+2,1 − xi,1 − xi+2,1

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ xi,2 ∈ Z[xi,1, xi+1,1] ❡t xi,3 ∈ Z[xi,1, xi+1,1, xi+2,1]✳
❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ❞é♠♦♥tré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✹✳

✹✳✷ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❞❡s Pn,∞ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé✳

❙♦✐t r ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
−→
A r ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿
0 1oo 2oo · · · r − 1oo

❡t ♦♥ ♥♦t❡ Λr = k
−→
A r✳

❙♦✐t i ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡
−→
A r✱ ♦♥ ♥♦t❡ Si ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐é à i✳ P♦✉r t♦✉t

n ∈ [0, r− i]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ Λr✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t ❞❡
s♦❝❧❡ Si✱ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ♥♦té S

(n)
i ✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ S

(0)
i ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥✉❧

♣♦✉r t♦✉t i = 0, . . . , r − 1✳ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(Λr) ❡st ❡st ❛❧♦rs
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
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❅
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❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

❅
❅❘

S0 Sr

S
(r)
0

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❈❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ Λr

❖♥ ♥♦t❡ Cr ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡
−→
A r ❡t XΛr

? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥
❛ss♦❝✐é❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐❛✲
♠❛♥t ✿
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▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐t r ≥ 2✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [0, r−2] ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ [0, r−i]✱
♦♥ ❛

XΛr

S
(n)
i

XΛr

S
(n)
i+1

= XΛr

S
(n+1)
i

XΛr

S
(n−1)
i+1

+ 1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t r ≥ 2✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [0, r−2] ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ [0, r−i]✱
♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡

0−→S
(n)
i −→S

(n+1)
i ⊕ S

(n−1)
i+1 −→S

(n)
i+1−→ 0

❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ ❞♦♥♥❡

XΛr

S
(n)
i

XΛr

S
(n)
i+1

= XΛr

S
(n+1)
i

XΛr

S
(n−1)
i+1

+ 1.

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ très
✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❞❡s Pn,∞ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t r ≥ 2✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 2 ≤ n ≤ r

XΛr

S
(n−1)
0

XΛr

Sn−1
= XΛr

S
(n)
0

+ XΛr

S
(n−2)
0

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t 2 ≤ n ≤ r✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Λr✲♠♦❞✉❧❡s
S

(n)
0 ≃ Pn−1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

Ext1kQ(Pn−2, Sn−1) = 0 et Ext1kQ(Sn−1, Pn−2) ≃ k

❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→Pn−2−→Pn−1−→Sn−1−→ 0.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ HomkQ(Pn−2, τSn−1) = kf ♦ù f ❡st ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Pn−2 s✉r
s♦♥ t♦♣ Sn−2 ≃ τSn−1✳ ❆✐♥s✐✱ ker f = rad(Pn−2) ❡t coker f = 0✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉
❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✸ q✉❡

XΛr

Pn−2
XΛr

Sn−1
= XΛr

Pn−1
+ XΛr

rad(Pn−2)

♠❛✐s Pn−2 ≃ S
(n−1)
0 ✱ Pn−1 ≃ S

(n)
0 ❡t rad(Pn−2) ≃ S

(n−2)
0 ✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡

❧❡♠♠❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,n ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

xi,n = xi,n−1xi+n−1,1 − xi,n−2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ Z ❡t n ≥ 1✱ ♦♥ s❡ ✜①❡ r ∈ 2Z t❡❧ q✉❡ r ≥ n✳ ❉✬❛♣rès

❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{

XΛr

Si
: i ∈ [0, r − 1]

}
❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✲

♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Q✲❛❧❣è❜r❡s ✿

Φ :

{
Q(XΛr

Sl
: l ∈ [0, n − 1]) −→ Q(xl,1 : l ∈ [i, i + n − 1])

XΛr

Sl
7→ xi+l,1
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❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

Φ(XΛr

S
(k)
l

) = xi+l,k

♣♦✉r t♦✉t n ∈ [0, k − i]✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷✱ ♦♥

XΛr

S
(n−1)
0

XΛr

Sn−1
= XΛr

S
(n)
0

+ XΛr

S
(n−2)
0

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t Φ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

xi,n−1xi+n−1,1 = xi,n + xi,n−2

❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

✹✳✷✳✶ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❛♥♥♦♥❝é❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Pn,∞ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✹✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

Pn,∞ ∈ Z[t1, . . . , tn].

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ Z ❡t n ≥ 1✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ Pn,∞ ∈ Q(t1, . . . , tn) t❡❧❧❡ q✉❡ xi,n = Pn,∞(xi,1, . . . , xi+n−1,1)✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ Qn ∈
Z[t1, . . . , tn] t❡❧ q✉❡ xi,n = Qn(xi,1, . . . , xi+n−1,1)✳ ▲❡s xi,1 ♣♦✉r i ∈ Z ét❛♥t ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♦♥ ❛ Pn,∞ = Qn ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✺✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ q✉❡ Pn,∞(ti, . . . , ti+n−1) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡
t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡st

∏n−1
k=0 ti+k✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pn,∞ ∈ Z[t1, . . . , tn] ❞é✜♥✐
❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷ ❡st ❧❡ ❛♣♣❡❧é n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡
r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ P0,∞ = 1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✼✳ ▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣
✐♥✜♥✐ s♦♥t ✿

P1,∞(t0) t0
P2,∞(t0, t1) t0t1 − 1

P3,∞(t0, t1, t2) t0t1t2 − t0 − t2
P4,∞(t0, t1, t2, t3) t0t1t2t3 − t0t1 − t2t3 − t0t3 + 1

P5,∞(t0, t1, t2, t3, t4) t0t1t2t3t4 − t0t1t2 − t0t1t4 − t2t3t4 + t2 − t0t3t4 + t0 + t4

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡
A(

−→
A r)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽✳ ❙♦✐t r ≥ 1✱ Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡
−→
A r✳ ❖♥ ♥♦t❡ XΛ

? ❧✬❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r CQ✳ ❆❧♦rs A(
−→
A r) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡

Z✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r
{

XΛ
Si

, XΛ
Pi[1]

: i ∈ Q0

}
✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ A(
−→
A r) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ❡♥ t❛♥t q✉✬❛❧✲

❣è❜r❡ ♣❛r ❧❡s XΛ
M ♣♦✉r M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐

M ≃ Pi[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r✳ ❙✐♥♦♥ M ❡st ✉♥
kQ✲♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs i ∈ Q0 ❡t n ≥ 1 t❡❧ q✉❡ M ≃ S

(n)
i ✳

❆✐♥s✐✱
XΛ

M = Pn,∞(XΛ
Si

, . . . , XΛ
Si+n−1

) ∈ Z[XΛ
Si

: i ∈ Q0].

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✾✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡
−→
A r✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(
−→
A r) ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡

♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡
−→
A r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à r(r+3)

2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡
−→
Ar ♣❛r

t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ♥é❝❡ss✐t❡ r(r+3)
2 ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥

s②stè♠❡ ❞❡ 2r ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣♦✉r A(
−→
A r) ❡t 2r < r(r+3)

2 ♣♦✉r t♦✉t r > 1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳✶✵✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❬✺✱

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡
−→
A r✱ ♦♥ ♥♦t❡ (✉, Q) ❧❛

❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(Q)✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ♥♦t❡ u′
i ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s t❡❧❧❡

q✉❡ ✉′ = ✉\{ui}∪{u′
i} ♦ù ✉′ ❡st ❧✬❛♠❛s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ µi(✉, Q)✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱

❧✬♦❜❥❡t
Ti = Si ⊕

⊕

j 6=i

Pj [1]

❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✳ P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ui = XPi[1]✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ q✉❡ X
−→
A r

Si
= u′

i✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A(Q) ❡st
❡♥❣❡♥❞ré❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ Z✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r u1, . . . , ur, u

′
1, . . . , u

′
r✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ r❡tr♦✉✈é

❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❬✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✶❪ ❛✈❡❝ ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❝✐s❡r
❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❬✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✶❪✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❡♥ u1, . . . , ur, u

′
1, . . . , u

′
r ❡st ❞✐t st❛♥❞❛r❞ s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t

♣❛s ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ uiu
′
i ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳ ❖♥ s❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s t❤é♦rè♠❡s

✸✳✶✳✹ ❡t ✶✳✹✳✼ q✉❡ ❧❡s X
−→
A r

M ♣♦✉r M r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ A(Q)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❬✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✶❪ q✉❡
❧❡s ♠♦♥ô♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❡♥ x1, . . . , xr, x

′
1, . . . , x

′
r ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ A(Q)✳

▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✱ ♦♥
é❝r✐t ❛❧♦rs M = PM [1] ⊕ H0(M) ♦ù PM ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
❛❧♦rs ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶ q✉❡ s✐ dim(H0(M)(i)) 6= 0✱ Pi[1] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
❞✐r❡❝t ❞❡ M ✳ ❙♦✐t U ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ H0(M)✱ ♦♥ ❛ dim(U(i)) 6= 0
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Si ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ U ✳ ▼❛✐s

X
−→
A r

U = Pl(U),∞(X
−→
A r

SkU
, . . . , X

−→
A r

SkU +l(U)−1
)

♦ù l(U) ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ U ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs i ∈ [kU , kU + l(U) − 1] s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Si ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ U ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ M ❡st r✐❣✐❞❡✱ ♦♥
é❝r✐t M =

⊕
k Mk ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ M ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❛

❛❧♦rs XM =
∏

k XMk
✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Pi[1] s♦✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ M ✱ ❛❧♦rs

♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ Mk✱ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛

X
−→
A r

Mk
= Pl(Mk),∞(X

−→
A r

SkMk

, . . . , X
−→
A r

SkMk
+l(Mk)−1

)
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♦ù i 6∈ [kMk
, kMk

+l(Mk)−1]✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ X
−→
A r

Si
XPi[1] ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s

❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ XM ✳ ❆✐♥s✐✱ XM ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ x1, . . . , xr, x
′
1, . . . , x

′
r

❡t ❧❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳

✹✳✷✳✷ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ p

▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈
❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐ ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts ❞❛♥s
❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z

−→
A∞ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1

✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥ts ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z
−→
A∞/(p)✳

❖♥ ❧❡s ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
❙♦✐t p ≥ 1✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s ✿

πp :

{
Z[xi,1 : i ∈ Z] −→ Z[xi,1 : i ∈ Z/pZ]

xi,1 7→ xi[p],1

♦ù i[p] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡ i ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣♦❧②♥ô♠❡ Pn,p ∈ Z[t1, . . . , tp] t❡❧ q✉❡

Pn,p(xi,1, . . . , xi+p−1,1) = πp(Pn,∞(xi,1, . . . , xi+n−1,1))

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✳ ❖♥ ♣♦s❡ P0,p = πp(P0,∞) = 1 ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t p ≥ 1 ❡t n ≥ 0✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pn,p ∈ Z[t1, . . . , tp]
❡st ❛♣♣❡❧é n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ r❛♥❣ p✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✷✳ ▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡
r❛♥❣ ✶ s♦♥t

P1,1(t0) t0
P2,1(t0) t20 − 1
P3,1(t0) t30 − 2t0
P4,1(t0) t40 − 3t20 + 1
P5,1(t0) t50 − 4t30 + 3t0

▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✷ s♦♥t

P1,2(t0, t1) t0
P2,2(t0, t1) t0t1 − 1
P3,2(t0, t1) t20t1 − 2t0
P4,2(t0, t1) t20t

2
1 − 3t0t1 + 1

P5,2(t0, t1) t30t
2
1 − 4t20t1 + 3t0

▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✸ s♦♥t

P1,3(t0, t1, t2) t0
P2,3(t0, t1, t2) t0t1 − 1
P3,3(t0, t1, t2) t0t1t2 − t0 − t2
P4,3(t0, t1, t2) t2t

2
0t1 − t0t1 − t2t0 − t20 + 1

P5,3(t0, t1, t2) t20t
2
1t2 − t20t1 − t0t

2
1 − 2t0t1t2 + t0 + t1 + t2
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▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✹ s♦♥t

P1,4(t0, t1, t2, t3) t0
P2,4(t0, t1, t2, t3) t0t1 − 1
P3,4(t0, t1, t2, t3) t0t1t2 − t0 − t2
P4,4(t0, t1, t2, t3) t0t1t2t3 − t0t1 − t2t3 − t0t3 + 1
P5,4(t0, t1, t2, t3) t20t1t2t3 − t0t1t2 − t20t1 − t0t2t3 + t2 − t20t3 + 2t0

▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 5 ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t
❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ r❛♥❣ p à ♣❛rt✐r ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐❛♠❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐t {vi,n : i ∈ Z/pZ, n ≥ 1} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r
Q t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

vi,nvi+1,n = vi,n+1vi+1,n−1 + 1

♦ù vi,0 = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t t♦✉t i ∈ Z✱

vi,n = Pn,p(vi,1, . . . , vi,p).

✹✳✷✳✸ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❡t ♥♦r♠❛❧✐sés

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❥✉st✐✜❡r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✓ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈
❣é♥ér❛❧✐sé ✔❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✉s✉❡❧s✳

P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ▲❡s ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ❞❛♥s ❬✽✽❪ ❧♦rs
❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✹✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈
♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Fn ∈ Z[t] t❡❧ q✉❡

Fn(t + t−1) = tn + t−n.

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ F0 = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ Fn ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❛♥s Z[t]✳

P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ❞❛♥s ❬✷✷❪ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ✐ss✉s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡
s❝✐♥❞é❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈✬❡st ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡✲
❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✈♦♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞❡
s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✺✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈
♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Cn ∈ Z[t] t❡❧ q✉❡

Cn(t + t−1) =

n∑

k=0

tn−2k
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P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ C0 = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ Cn ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❞❛♥s Z[t]✳

P♦✉r t♦✉t n ≥ 2✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Cn(t) =

[n
2 ]∑

k=0

Fn−2k(t)

Fn(t) = Cn(t) − Cn−2(t)

❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥ ❞✐❛♠❛♥t s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✻✳ ❙♦✐t (Pn)n≥1 ⊂ Z[t]✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s t❡❧s q✉❡ P0 = 1✱
P1(t) = t ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

Pn(t)2 = Pn−1(t)Pn+1(t) + 1.

❆❧♦rs Pn(t) = Cn(t) ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✳

▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✓ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ✔✐♥tr♦❞✉✐t❡ s❡ ❥✉st✐✜❡
❞♦♥❝ ♣❛r ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✼✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé
❞❡ r❛♥❣ ✶ ❡st é❣❛❧ ❛✉ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t t ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ s✉r Q✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✸ ❛✉ r❛♥❣
p = 1✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Pn,1(t)
2 = Pn+1,1(t)Pn−1,1(t) + 1

❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✻✱ ♦♥ ❛ Pn,1 = Cn✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈❛r❛❝tèr❡s ❡t ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

ré❣✉❧✐èr❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s

❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r ❘❡✐t❡♥

✼✶
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s
❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞✬✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ✈✐❡♥t
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ✉♥ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ A ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♦r✐❡♥té✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞✬✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✳

✺✳✶ ❈❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❤é✲
ré❞✐t❛✐r❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ✭✈♦✐r ❬✸❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❡ss❡♥t✐❡❧s à ❝❡ ♣r♦♣♦s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐ Γ ❡st ❞✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
s♦♠♠❡t i ∈ Γ0✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s α ∈ Γ1 t❡❧❧❡s q✉❡ s(α) = i ♦ù t(α) = i ❡st
✜♥✐✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❬✼✽❪✱ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❡st ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (Γ, τ) ♦ù Γ = (Γ0,Γ1) ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ s❛♥s ✶✲❝②❝❧❡s ❡t
τ : Γ0−→Γ0 ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ Γ0✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s y−→x ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s
τx−→ y✳ ❙✐ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✱ ♦♥ ❞✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ Γ ❡st
✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ (Γ, τ)✱ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Γ
❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ σ : Γ1−→Γ1 t❡❧❧❡ q✉❡ σ(α) : τx−→ y ♣♦✉r t♦✉t α : y−→x✳ ❙✐
Q ❡st s❛♥s ✢è❝❤❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Γ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✳ ❙♦✐t

τ :

{
Z × N −→ Z × N
(i, n) 7→ (i − 1, n)

❆❧♦rs (Z
−→
A∞, τ) ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Γ = (Γ0,Γ1) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r Γ s✐ G ❛❣✐t s✉r Γ0 ❡t Γ1 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ α : x−→ y ∈ Γ1✱ ♦♥ ❛✐t gα : gx−→ gy ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s gΓ ≃ Γ✳

❙✐ (Γ, τ) ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❡t q✉❡ G ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s s✉r Γ✱ ❛❧♦rs G ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥
st❛❜❧❡s s✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❝♦♠♠✉t❡ à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛✲
❧❡♠❡♥t ✜♥✐ Γ s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts Γ0 ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡
G✲♦r❜✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ❙♦✐t Γ = (Γ0,Γ1) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ Γ t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r Γ0 ❡st ❧✐❜r❡✳ ▲❡
❝❛rq✉♦✐s q✉♦t✐❡♥t Γ/G ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t
✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s G✲♦r❜✐t❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s Γ0✳ ❙✐ x̃, ỹ s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❛♥s
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Γ/G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦r❜✐t❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts x ❡t y ❞❡ Γ0✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✢è❝❤❡s x̃−→ ỹ ❞❛♥s Γ/G ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s x−→ gy
❞❛♥s Γ1 ♦ù g ♣❛r❝♦✉rt G✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✹✳ ❙♦✐t (Γ, τ) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❣✐ss❛♥t
s✉r Γ ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs
❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ✐♥❞✉✐t s✉r Γ/G ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (Γ/G, τ) ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r τ x̃ = τ̃x ♣♦✉r t♦✉t❡ G✲♦r❜✐t❡ x̃ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ Γ0✳

▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Γ/G ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✳ ❙♦✐t x̃ ∈ (Γ/G)0
❡t s♦✐t x ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ x̃ ❞❛♥s Γ0✳ ❙♦✐t ỹ ∈ (Γ/G)0 t❡❧ q✉❡ x̃−→ ỹ ❞❛♥s Γ/G✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Γ/G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t y ❞❡ ỹ ❞❛♥s Γ0 ❡t ✉♥ g ∈ G
t❡❧ q✉❡ x−→ gy✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts z ∈ Γ0 t❡❧s q✉❡ x−→ z ❞❛♥s Γ ét❛♥t
✜♥✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ỹ ❞❛♥s (Γ/G)0 t❡❧s q✉❡ x̃−→ ỹ✳ ❙♦✐t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ỹ ∈ (Γ/G)0 t❡❧ q✉❡ x̃−→ ỹ ❞❛♥s Γ/G✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✢è❝❤❡s x̃−→ ỹ ❞❛♥s Γ/G ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s x−→ gy ♦ù y ❡st ✉♥
r❡❧è✈❡♠❡♥t ✜①é ❞❡ ỹ ❡t ♦ù g ♣❛r❝♦✉rt G✳ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s Γ ét❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✱ ❝❡
♥♦♠❜r❡ ❡st ✜♥✐✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x̃ ∈ (Γ/G)0✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s α ∈ (Γ/G)1
t❡❧❧❡s q✉❡ s(α) = x̃ ❡st ✜♥✐✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s
α ∈ (Γ/G)1 t❡❧❧❡s q✉❡ t(α) = x̃ ❡st ✜♥✐ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ Γ/G ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✳

❙♦✐t x̃ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ Γ/G✱ ❝♦♠♠❡ G ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ x ✈❡rs gx ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡s
x̃−→ x̃ ❞❛♥s Γ/G✳ ❆✐♥s✐✱ Γ/G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✶✲❝②❝❧❡✳

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ỹ−→ x̃ ❞❛♥s Γ/G✱ ✐❧ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
✢è❝❤❡ y−→ gx ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ g ∈ G ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ τ(gx)−→ y✳
❈♦♠♠❡ G ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ τ(gx) = gτx
❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ τx−→ g−1y ❡t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡
τ x̃−→ ỹ✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❙♦✐t (Γ, τ) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s P(Γ, τ) ❞❡ Γ ❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Γ✳
P♦✉r t♦✉s x, y ∈ Γ0✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ x ✈❡rs y ❞❛♥s P(Γ, τ) s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞✉ k✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞♦♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ x ✈❡rs y ❞❛♥s
Γ✳

▲✬✐❞é❛❧ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ (Γ, τ) ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s

mx =
∑

α:y−→ x

σ(α)α

♣♦✉r t♦✉t x ∈ Γ0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✺✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s M(Γ, τ) ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ❝❛té✲
❣♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ (Γ, τ) q✉♦t✐❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✳

❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ k✲❧✐♥é❛✐r❡ K ❡st ❞✐t❡ st❛♥❞❛r❞ s✐ s♦♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲
❘❡✐t❡♥ ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
♠❛✐❧❧❡s s✉r s♦♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥✳
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✺✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s t✉❜❡s

✺✳✷✳✶ ▲❡s t✉❜❡s ❝♦♠♠❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ (Z
−→
A∞, τ) ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳✶✳ ❆❧♦rs τ

❛❣✐t s✉r Z
−→
A∞ ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p ≥ 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

❆❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ 〈τp〉 ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ 〈τ〉 ❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Z
−→
A∞/(p) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

q✉♦t✐❡♥t Z
−→
A∞/ 〈τp〉 q✉✐ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✶✳✹✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ❙♦✐t p ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ T

✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z
−→
A∞/(p) ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ t✉❜❡✳ ▲✬❡♥t✐❡r p ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ T ❡t

♦♥ ♥♦t❡ p = rg(T )✳
❯♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ ✶ ❡st ❞✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❯♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p > 1 ❡st ❞✐t ❡①❝❡♣✲

t✐♦♥♥❡❧ ✳

▲❡s t✉❜❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Z
−→
A∞ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r

❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞✬✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ ✭❬✸❪✮✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t s♦✐t R ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Γ(R(Λ))✳ ❆❧♦rs ❡♥

t❛♥t q✉❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ R ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z
−→
A∞/(p) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

❡♥t✐❡r p ≥ 0✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p = 0✱ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ♦❜t❡♥✉ ❡st s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t Z

−→
A∞✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡

❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Λ t❡❧❧❡ q✉❡ Γ(Λ) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p✳

✺✳✷✳✷ ▲❡s t✉❜❡s ❝♦♠♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡s q✉♦t✐❡♥ts

❙♦✐t ❞♦♥❝ Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐t T ✉♥ t✉❜❡
❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1 ❞❛♥s Γ(Λ)✳ ❖♥ ♥♦t❡ addT ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Λ✲♠♦❞
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s T ✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ addT ♣♦✉r T ✉♥ t✉❜❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ t✉❜❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ Γ(Λ)
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉❜❡✱ ❛❧♦rs Λ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❡t addT ❡st
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✈♦✐r ❬✼✾✱ ✽✵✱ ✽✾❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

addT ≃ M
(
Z
−→
A∞/(p)

)
.

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s t✉❜❡s✳
❙♦✐t (Γ, τ) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ s❛♥s ✢è❝❤❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t G ✉♥

❣r♦✉♣❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r Γ ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
❆❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Γ ✐♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s P(Γ, τ)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Γ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ σ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ G ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ Γ0✱ ♦♥ ❛

gmx = g.
∑

α:y−→ x

σ(α)α =
∑

α:y−→ x

σ(gα)gα =
∑

α:gy−→ gx

σ(α)α = mgx.
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■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❡t ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛r
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s M(Γ, τ)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ❙♦✐t (Γ, τ) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡ s❛♥s ✢è❝❤❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❣✐ss❛♥t ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s
à tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❜❧❡s s✉r Γ✳ ❆❧♦rs

M(Γ, τ)/G ≃ M(Γ/G, τ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r Φ : M(Γ, τ)/G−→M(Γ/G, τ) ❝♦♠♠❡
s✉✐t✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✱ ✉♥ ♦❜❥❡t
❞❛♥s M(Γ, τ)/G ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s Γ✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ x ✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡
❛❧♦rs Φ(x) = x̃ ❧❛ G✲♦r❜✐t❡ ❞❡ x✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s q✉♦t✐❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥
♦❜❥❡t ❞❛♥s M(Γ/G, τ)✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s x−→ y ❞❛♥s M(Γ, τ)/G
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s x−→ gy ♣♦✉r g ∈ G✳ ❆✐♥s✐✱ Φ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡

HomM(Γ,τ)/G(x, y) =
⊕

g∈G

HomM(Γ,τ)(x, gy)

≃ HomM(Γ/G,τ)(x̃, ỹ).

❡t ❛❧♦rs Φ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✹✳ ❙♦✐t T ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p > 0✳ ❆❧♦rs

addT ≃ M(Z
−→
A∞, τ)/(τp)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r τp s✉r Z
−→
A∞✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ G ❛❣✐t ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉r Z
−→
A∞ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r τ s✉r

M(Z
−→
A∞, τ) ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ♦♥ ❛

M(Z
−→
A∞/(p), τ) ≃ M(Z

−→
A∞, τ)/(τp)

♠❛✐s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ addT ≃ M(Z
−→
A∞/(p), τ) ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳

✺✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ❣é✲

♥ér❛❧

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✸✱ ✼✾❪✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♦♥ ♥♦t❡R(Λ) ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡
♣❧❡✐♥❡ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t Γ(R(Λ)) s♦♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Γ(Λ) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
Γ(R(Λ))✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Γ(Λ)✳ ❯♥ Λ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❛♥s R ❡st ❞✐t
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦♣r❡ N ⊂ M ❞❛♥s R✳ ❙♦✐t M
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s R✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡

0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mr = M

❛♣♣❡❧é❡ s✉✐t❡ ❞❡ q✉❛s✐✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ Mi/Mi−1 ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ R ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , r✳ ▲✬❡♥t✐❡r r ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡t
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❡st ❛♣♣❡❧é q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ M ✱ M0 ❡st ❛♣♣❡❧é q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ ❞❡ M ❡t Mr−1 ❡st
❛♣♣❡❧é q✉❛s✐✲r❛❞✐❝❛❧ ❞❡ M ✳

❙✐ R ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ p ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ❛❧♦rs R ❡st ✉♥
t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p ❡t Λ ❡st ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✳ ❙✐♥♦♥✱ R ❡st ✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z

−→
A∞ ❡t Λ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❛✉✈❛❣❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛ R ≃ Z
−→
A∞/(p) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r p ≥ 0✳ ❖♥

♥♦t❡ ❛❧♦rs {Ri : i ∈ Z/pZ} ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ R ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τRi =

Ri−1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ R
(n)
i ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t

✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡R ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ Ri ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥
❛ R

(1)
i = Ri✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ R

(0)
i = 0✳ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥

❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t i ∈ Z/pZ✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡

s❝✐♥❞é❡
0−→R

(n)
i −→R

(n+1)
i ⊕ R

(n−1)
i+1 −→R

(n)
i+1−→ 0.

✺✳✹ ❈❛r❛❝tèr❡s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥é✲

r❛❧✐sés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❛❜é❧✐❡♥♥❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝❧✉st❡r
✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r A ❡st ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X? ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ A ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ A t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ s✐ M ≃ N ✱ ❛❧♦rs XM = XN ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts M, N ❞❡ A✱ ♦♥ ❛

XM⊕N = XMXN ;

✸✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ 0−→M−→B−→N−→ 0 ❞❛♥s A✱ ♦♥ ❛

XMXN = XB + 1.

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✷✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦♥ s❛✐t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q t❡❧ q✉❡ kQ✲♠♦❞ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Λ✲♠♦❞
✭✈♦✐r ❬✶❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡
s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s kQ✲♠♦❞ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ XQ

? ❡st
✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r Λ✲♠♦❞ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡✲s❝✐♥❞é❡
✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵✮✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés ❛♣✲
♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲
❘❡✐t❡♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❤éré❞✐t❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ s♦✐t X? ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r Λ✲♠♦❞ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉

✉♥✐t❛✐r❡ A✳ ❙♦✐t R ≃ Z
−→
A∞/(p) ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Γ(Λ) ♣♦✉r ✉♥
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❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r p ≥ 0✳ ❙♦✐❡♥t {Ri, i ∈ Z/pZ} ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ R ♦r❞♦♥♥és ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ τRi ≃ Ri−1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ❡t ♣♦✉r
t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

X
R

(n)
i

= Pn,∞(XRi
, . . . , XRi+n−1).

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ p > 0✱ ❛❧♦rs

X
R

(n)
i

= Pn,p(XRi
, . . . , XRi+p−1

).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞✬❛❧❣è❜r❡s

φ :

{
Z[xi,1, i ∈ Z] −→ Z[XRi

, i ∈ Z/pZ]
xi,1 7→ XRi

P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t t♦✉t i ∈ Z/pZ✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡

0−→R
(n)
i −→R

(n+1)
i ⊕ R

(n−1)
i+1 −→R

(n)
i+1−→ 0

❡t q✉❡ X? ❡st ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡✱ ♦♥ ❛

X
R

(n)
i

X
R

(n)
i+1

= X
R

(n+1)
i

X
R

(n−1)
i+1

+ 1.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t t♦✉t i ∈ Z ✱ ♦♥ ❛

φ(xi,n) = XRi

♠❛✐s
xi,n = Pn,∞(xi,1, . . . , xi+n−1,1)

❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

φ(xi,n) = φ(Pn,∞(xi,1, . . . , xi+n−1,1))

= Pn,∞(φ(xi,1), . . . , φ(xi+n−1,1))

= Pn,∞(XRi
, . . . , XRi+n−1

)

❙✐ p > 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z ♦♥ ❛ Ri+p ≃ Ri ❡t ❞♦♥❝ XRi+p
= XRi

✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡

Pn,∞(XRi
, . . . , XRi+n−1

) = Pn,p(XRi
, . . . , XRi+p−1

).

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳✹✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡
Γ(Λ) ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ T ✳ ❙♦✐t M ❧✬✉♥✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ T ❡t
♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs M (n) ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s T ❞❡
q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ M ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r n✳ P♦✉r t♦✉t ❝❛r❛❝tèr❡ X? s✉r Λ✲♠♦❞✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs

XM(n) = Pn,1(XM ) = Cn(XM ).

❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ kQ✲♠♦❞ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Λ✲♠♦❞✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❛❧♦rs XQ

? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ

❛ss♦❝✐é❡ à Q✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
XQ

M(n) = Cn(XQ
M )

❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❬✷✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❯♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈❛r❛❝tèr❡s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

✼✾
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✶✻❪ ♣♦✉r

❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ X
A∞

∞

? s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ✐♥✜♥✐ ❞❡ t②♣❡ A ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♦r✐❡♥té✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞✬✉♥
❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡

−→
A r✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡

❝❛r❛❝tèr❡ s✉r rep(A∞
∞)✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ X

A∞
∞

? à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ XQ

? s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Γ(kQ) ♦ù
Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛❞❛♣tés
❞❡ ❬✸✽❪✳

✻✳✶ ❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞)

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞) ❞❡s r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s A∞
∞ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡

s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞)✳

✻✳✶✳✶ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ A∞

∞

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ✐♥✜♥✐ A∞
∞ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st Z ❡t ♣♦✉r

t♦✉s i, j ❞❛♥s Z✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i−→ j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j = i − 1✳

A∞
∞ : · · · 1 // 0 // −1 // −2 // · · ·

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞
∞) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡

❞❡ A∞
∞✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❡ rep(A∞

∞)✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
M ❡t ♦♥ ♥♦t❡ supp(M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts i ∈ Z t❡❧s q✉❡ M(i) 6= 0✳ ❙✐
J ⊂ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡

repJ(A∞
∞) =

{
M ∈ rep(

−→
A∞) : supp(M) ⊂ J

}
.

P♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ J ❞❡ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡
−→
A J ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

−→
A |J|

❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❡ max(J) à max(J) − |J | + 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

−→
A J : max(J) // max(J) − 1 // · · · // max(J) − |J | + 1

❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ FJ : repJ(A∞
∞)−→ rep(

−→
A J) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

(FJM)(i) ≃ M(i)
(FJM)(i−→ j) = M(i−→ j)

♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ J ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

FJ : repJ(A∞
∞)

∼
−→ rep(

−→
A J).
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P♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ♣♦s❡ Si ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r




Si(i) ≃ k
Si(j) = 0 s✐ j 6= i
Si(α) = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ α.

❆❧♦rs {Si}i∈Z ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡♣ré✲

s❡♥t❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ A∞
∞✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡ S

(n)
i ❧❛

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A∞
∞ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r





Si(j) ≃ k si i − n + 1 ≤ j ≤ i
Si(j) = 0 sinon

Si(j−→ l) = ✐❞k si i − n + 2 ≤ j ≤ i et l = j − 1
Si(j−→ l) = 0 sinon

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ S
(1)
i = Si✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
S

(n)
i , i ∈ Z, n ≥ 1

}
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ P❛r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ ♣♦s❡ S

(0)
i = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡

s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s

Si−→S
(2)
i −→S

(3)
i −→ · · ·

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s s✉✐t❡s ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡s
❞❛♥s rep(A∞

∞) ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✶✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡

0−→S
(n)
i −→S

(n+1)
i ⊕ S

(n−1)
i+1 −→S

(n)
i+1−→ 0

❞❛♥s rep(A∞
∞)✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❛❞❞✐t✐❢ ❞é✜♥✐
♣❛r

τS
(n)
i ≃ S

(n)
i−1

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t t♦✉t n ≥ 1✳
▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ rep(A∞

∞) ❡st ❞é❝r✐t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ■❧ ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z
−→
A∞✳
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❡
S

(1)
0

❡
S

(2)
0

❡
S

(3)
0

❡
S

(1)
1

❡
S

(2)
1 ❡

S
(1)
2

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❈❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ rep(A∞
∞)

P✉✐sq✉❡ rep(A∞
∞) ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

rep(
−→
A J)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ rep(A∞

∞) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞♦♥❝

rep(A∞
∞) ≃ M(Z

−→
A∞).

❙♦✐t NZ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ✐♥❞❡①é❡s s✉r
Z✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ rep(A∞

∞)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r

❞✐♠M = (dimM(i))i∈Z ∈ NZ.

❖♥ ♥♦t❡ K0(A∞
∞) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❞❡ rep(A∞

∞)✱ ❛❧♦rs ❞✐♠ ✐♥❞✉✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s K0(A∞

∞) ≃ ZZ ♦ù ZZ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s
♣r❡sq✉❡ ♥✉❧❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ✐♥❞❡①é❡s s✉r Z✳ ❙♦✐t i ∈ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡ αi ❧❛ s✉✐t❡
(δij)j∈Z ∈ NZ✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

❞✐♠Si = αi.

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ = (ei) ∈ NZ✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❡ ❡t
♦♥ ♥♦t❡ supp(❡) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i ∈ Z t❡❧s q✉❡ ei 6= 0✳ ❖♥ ♥♦t❡

rep(A∞
∞, ❡) = {M ∈ rep(A∞

∞) : ❞✐♠M = ❡}

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r à ❧❛ ✈❛r✐été ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
∏

i,j∈supp(❡),i−→ j

kei × kej .

❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z ❝♦♥t❡♥❛♥t supp(❡)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ FJ ✐♥❞✉✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

rep(A∞
∞, ❡) ≃ rep(

−→
A J , ❡).
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▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥t M,N ∈ rep(A∞
∞)✳ ❆❧♦rs

Exti
A∞

∞
(M, N) = 0

♣♦✉r t♦✉t i 6= 0, 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s rep(A∞
∞)

0−→N−→Ei−1−→ · · ·−→E0−→M−→ 0

❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z ❝♦♥t❡♥❛♥t supp(N) ∪ supp(M) ∪
⋃i−1

k=0 supp(Ei)✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0−→N−→Ei−1−→ · · ·−→E0−→M−→ 0

❞❛♥s rep(
−→
A J)✲♠♦❞ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Exti

−→
A J

(M,N)✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡

rep(
−→
A j) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ Exti

−→
A J

(M, N) = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 2✳
❆✐♥s✐✱ s✐ i ≥ 2✱ ❧❛ s✉✐t❡

0−→N−→Ei−1−→ · · ·−→E0−→M−→ 0

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ Exti
A∞

∞
(M,N) = 0✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs 〈−,−〉 ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❊✉❧❡r s✉r rep(A∞
∞) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

〈M,N〉 = dimHomA∞
∞

(M,N) − dim Ext1A∞
∞

(M, N)

♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts M,N ❞❛♥s rep(A∞
∞)✳ ❆❧♦rs✱ 〈−,−〉 ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡

❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✳

✻✳✶✳✷ ❯♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣♦✉r rep(A∞

∞
)

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❈❤❛♣♦t♦♥
♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ A∞

∞✳
❙♦✐t M ∈ rep(A∞

∞) ❡t ❡ ∈ NZ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡

Gr❡(M) = {N ∈ rep(A∞
∞, ❡) : N ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ M} .

❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z ❝♦♥t❡♥❛♥t supp(M)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ FJ ✐♥❞✉✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ❞❡ Gr❡(M) ✈❡rs ❧❛ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ Gr❡(FJM) ❞❛♥s

rep(
−→
A J)✳
❖♥ s❡ ✜①❡ ✉ = {ui : i ∈ Z} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r Z✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X
A∞

∞

? ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ rep(A∞

∞) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z[✉±1] ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ ✈ ♣❛r

X
A∞

∞

M =
∑

❡∈NZ

χ(Gr❡(M))
∏

i∈Z

u
−〈❡,αi〉−〈αi,❞✐♠M−❡〉
i

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ X
A∞

∞

? ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳
❙♦✐t A, B ⊂ Z✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ A ⋐ B s✐

{min(A) − 1} ∪ A ∪ {max(A) + 1} ⊂ B.

P♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ J ❞❡ Z t❡❧ q✉❡ |J | = r ❡t max(J) = i✱ ♦♥ ♥♦t❡

X
−→
A J

? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r C−→
A J

à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Z[u±1
i , . . . , u±1

i−r]✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳
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▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✳ ❙♦✐t M ∈ rep(A∞
∞) ❡t s♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z t❡❧ q✉❡

supp(M) ⋐ J ✳ ❆❧♦rs

X
A∞

∞

M = X
−→
A J

FJM .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❡ ∈ NZ t❡❧ q✉❡ supp(❡) ⋐ J ✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ FJ ✐♥❞✉✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés

FJ : Gr❡(M)−→Gr❡(FJM).

❙✐ supp(❡) 6⋐ J ✱ ❛❧♦rs supp(❡) 6⊂ supp(M) ❡t ❞♦♥❝ Gr❡(M) = ∅✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs
❡ ∈ NZ t❡❧ q✉❡ Gr❡(M) 6= ∅✳ ❆❧♦rs supp(❡) ⋐ J ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✱ ♦♥ ❛

−〈❡, αi〉 − 〈αi,❞✐♠M − ❡〉 = 0

s✐ i 6∈ J ❡t

−〈❡, αi〉 − 〈αi,❞✐♠M − ❡〉 = −〈❡, αi〉 − 〈αi,❞✐♠ (FJM) − ❡〉

♣♦✉r i ∈ J ♦ù ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s rep(A∞
∞) ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡

❞❛♥s rep(
−→
A J)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

X
A∞

∞

M =
∑

❡∈NZ

χ(Gr❡(M))
∏

i∈Z

u
−〈❡,αi〉−〈αi,❞✐♠M−❡〉
i

=
∑

❡∈NZ

χ(Gr❡(FJM))
∏

i∈J

u
−〈❡,αi〉−〈αi,❞✐♠FJM−❡〉
i

= X
−→
A J

FJM .

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✶✳✺✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬❊✉❧❡r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
♣r❡♥❞r❡ J t❡❧ q✉❡ supp(M) ⋐ J ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ J t❡❧ q✉❡ supp(M) ⊂ J ♠❛✐s

supp(M) 6⋐ J ✱ ❛❧♦rs X
A∞

∞

M 6= X
−→
A J

FJM ✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ X
A∞

∞

? ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✻✳ ✶✳ ❙♦✐t M, N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❛♥s rep(A∞
∞)✳ ❆❧♦rs

X
A∞

∞

M⊕N = X
A∞

∞

M X
A∞

∞

N

✷✳ P♦✉r t♦✉t s✉✐t❡ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ 0−→M−→B−→N−→ 0 ❞❛♥s rep(A∞
∞)✱

♦♥ ❛
X

A∞
∞

M X
A∞

∞

N = X
A∞

∞

B + 1.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

X
A∞

∞

S
(n)
i

X
A∞

∞

S
(n)
i+1

= X
A∞

∞

S
(n+1)
i

X
A∞

∞

S
(n−1)
i+1

+ 1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z t❡❧ q✉❡ supp(N)∪ supp(M) ⋐ J ✳
P✉✐sq✉❡ FJ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣r❡sq✉❡
s❝✐♥❞é❡

0−→FJM−→FJB−→FJN−→ 0
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❞❛♥s rep(
−→
A J) ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡ ❞❛♥s

rep(
−→
A J)✱ ♦♥ ❛

X
−→
A J

FJMX
−→
A J

FJN = X
−→
A J

FJB + 1.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞✐♠B = ❞✐♠M + ❞✐♠N ✱ ♦♥ ❛

supp(B) ⊂ supp(M) ∪ supp(N) ⋐ J

❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛

X
−→
A J

FJM = X
A∞

∞

M , X
−→
A J

FJN = X
A∞

∞

N et X
−→
A J

FJB = X
A∞

∞

B

❡t ❞♦♥❝
X

A∞
∞

M X
A∞

∞

N = X
A∞

∞

B + 1.

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✶✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐❛♠❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✻ q✉❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✼✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

X
A∞

∞

S
(n)
i

= Pn,∞(X
A∞

∞

Si
, . . . , X

A∞
∞

Si+n−1
).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s X

A∞
∞

M ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s M,N,Z ❞❛♥s rep(A∞
∞)✱

♦♥ ♥♦t❡ Ext1A∞
∞

(N, M)Z ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ Ext1A∞
∞

(N, M) ❞♦♥t ❧❡
t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z ❡t HomA∞

∞
(M, τN)Z ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

f : M−→ τN t❡❧s q✉❡ ker f ⊕ τ−1coker f ≃ Z✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✽✳ ❙♦✐❡♥t M,N ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ Ext1A∞

∞
(N, M) 6= 0✳ ❆❧♦rs

χ(PExt1A∞
∞

(N, M))XMXN =
∑

Z

(
χ(PExt1A∞

∞
(N, M)Z) + χ(PHomA∞

∞
(M, τN)Z)

)
X

A∞
∞

Z

♦ù Z ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ rep(A∞
∞)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z t❡❧ q✉❡

supp(M) ∪ supp(N) ∪ supp(τN) ⋐ J

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ 0−→M−→Z−→N−→ 0✱ ♦♥ ❛ supp(Z) ⋐ J ❡t
♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f ∈ HomA∞

∞
(N, M)✱ ♦♥ ❛ supp(ker f ⊕ τ−1coker f) ⋐ J ✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t Z ∈ rep(A∞
∞)✱ FJ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s

Ext1A∞
∞

(N, M)Z ≃ Ext1−→
A J

(FJN, FJM)FJZ ,

HomA∞
∞

(M, τN)Z ≃ Hom−→
A J

(FJM, FJτN)FJZ ≃ Hom−→
A J

(FJM, τFJN)FJZ .

P✉✐sq✉❡ Ext1−→
A J

(FJN, FJM) 6= 0✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t Ext1−→
A J

(FJM,FJN) = 0

❡t ❞♦♥❝

Ext1C−→
A J

(FJN, FJM) ≃ Ext1−→
A J

(FJN, FJM)

≃ Hom−→
A J

(FJM, τFJN)

≃ Ext1C−→
A J

(FJM,FJN)
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❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✜♥✐ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✶✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

χ(PExt1−→
A J

(FJN, FJM))X
−→
A J

FJMX
−→
A J

FJN =
∑

FJZ

χ(PExt1−→
A J

(FJN, FJM)FJZ)X
−→
A J

FJZ

+ χ(PHom−→
A J

(FJM, τFJN)FJZ)X
−→
A J

FJZ

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹ q✉❡

χ(PExt1A∞
∞

(N, M))XMXN =
∑

Z

(
χ(PExt1A∞

∞
(N, M)Z) + χ(PHomA∞

∞
(M, τN)Z)

)
X

A∞
∞

Z .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✾✳ ❙♦✐❡♥t M,N ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s rep(A∞
∞)

t❡❧s q✉❡ Ext1A∞
∞

(N, M) 6= 0✳ ❆❧♦rs Ext1A∞
∞

(N, M) ≃ k ❡t

X
A∞

∞

M X
A∞

∞

N = X
A∞

∞

E + X
A∞

∞

B

♦ù E ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ rep(A∞
∞) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→M−→E−→N−→ 0

❡t ♦ù 0 6= f ∈ HomA∞
∞

(M, τN)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z t❡❧ q✉❡ J ⋑ supp(M)∪ supp(N)∪
supp(τN)✳ ❆❧♦rs FJM ❡t FJN s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡
−→
A J t❡❧❧❡s q✉❡ Ext1−→

A J
(FJN, FJM) 6= 0✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Ext1−→

A J
(FJN, FJM) ≃

k ❡t ❞♦♥❝ Ext1A∞
∞

(N, M) ≃ k✳ ❉❡ ♣❧✉s ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷✮ q✉❡

X
−→
A J

FJMX
−→
A J

FJN = X
−→
A J

FJE + X
−→
A J

FJB

❛✈❡❝ FJE ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→FJM−→FJE−→FJN−→ 0

❡t FJB = ker (FJf) ⊕ τ−1coker (FJf) ♦ù 0 6= FJf ∈ Hom−→
A J

(FJM, τFJN)✳
▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ FJ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡
repJ(A∞

∞) ≃ rep(
−→
A J) ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(A∞

∞)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✶✵✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
X

A∞
∞

Si
: i ∈ Z

}

❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t t = (ti, i ∈ Z) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r Q✱ ♣♦✉r
t♦✉t ν ∈ NZ✱ ♦♥ ♥♦t❡ tν =

∏
i∈Z tνi

i ✳ ❙♦✐t P (t) =
∑

ν∈NZ aνt
ν ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ t❡❧

q✉❡ P (X
A∞

∞

Si
, i ∈ Z) = 0✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs J ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Z t❡❧ q✉❡ |J | ∈ 2Z ❡t

{supp(ν) : aν 6= 0} ⋐ J,

❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛

0 = P (X
A∞

∞

Si
, i ∈ Z) = P (X

−→
A J

FJSi
: i ∈ J)

♠❛✐s ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J ✱ FJSi ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s rep(
−→
A J)✱ ✐❧

s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{

X
−→
A J

FJSi
; i ∈ J

}
❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ P ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✉❧✳

✻✳✷ ❘❡✈êt❡♠❡♥ts ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡s t✉❜❡s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❡s t✉❜❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ t②♣❡ Z

−→
A∞ ❞é❝r✐ts

à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❡t ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥✜♥✐❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳

❖♥ s❡ ✜①❡ Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t T ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Γ(kQ)

t❡❧❧❡ q✉❡ T ≃ Z
−→
A∞/(p) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r p ≥ 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s

❛✣♥❡ ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ addT ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s T ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✹✱ ♦♥
❛ ❛❧♦rs

addT ≃ M(Z
−→
A∞)/(τp).

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ T ♣♦✉r addT s✐ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣rêt❡ ♣❛s à ❝♦♥❢✉✲
s✐♦♥✳ ❙♦✐t {Ri, i ∈ Z/pZ} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s
❞✬♦❜❥❡ts q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τRi ≃ Ri−1✳

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s M(Z
−→
A∞) ≃ rep(A∞

∞)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

T ≃ rep(A∞
∞)/(τp).

❚♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❛♥s T ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ τp✲♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ rep(A∞
∞)✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ M̃ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ T ❡t ❧❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❡ M̃ ❞❛♥s
rep(A∞

∞) s♦♥t ❧❡s τkpM ♣♦✉r k ∈ Z✳ ◗✉✐tt❡ à ❝♦♠♣♦s❡r ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ T ≃ rep(A∞

∞)/(τp) ❡st ❝❤♦✐s✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡

S̃i ≃ Ri[p]

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ♦❜❥❡ts M̃, Ñ ❞❛♥s T ❡t M, N ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s

rep(A∞
∞)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

HomkQ(Ñ , M̃) = HomT (Ñ , M̃) ≃
⊕

k∈Z

HomA∞
∞

(N, τkpM),
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Ext1kQ(Ñ , M̃) = Ext1T (Ñ , M̃) ≃
⊕

k∈Z

Ext1A∞
∞

(N, τkpM).

❖♥ ♥♦t❡ XQ
? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r CQ✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s

φ :

{
Z[X

A∞
∞

Si
: i ∈ Z] −→ Z[XQ

Ri
: i ∈ Z/pZ]

X
A∞

∞

Si
7→ XQ

Ri[p]
.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✶✵✱ ❧❡s X
A∞

∞

Si
s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r Z ❡t

❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✼ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

φ(X
A∞

∞

S
(n)
i

) = XQ

R
(n)

i[p]

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✳ P✉✐sq✉❡ S̃i ≃ Ri[p]✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

φ(X
A∞

∞

M ) = XQ
fM

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ rep(A∞
∞)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡t T ✉♥ t✉❜❡ ❞❛♥s R(Q)✳ ❙♦✐❡♥t

M̃, Ñ ❞❡s kQ✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s T t❡❧s q✉❡ Ext1T (Ñ , M̃) 6= 0✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→ M̃−→ Ẽ−→ Ñ−→ 0

❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ 0 6= f̃ ∈ HomkQ(M̃, τÑ) t❡❧ q✉❡

XQ
fM

XQ
eN

= XQ
eE

+ XQ
eB

♦ù B̃ = ker f̃ ⊕ τ−1coker f̃ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ M̃ ❡t Ñ ❞❛♥s
rep(A∞

∞)✳ ❖♥ ❛

Ext1kQ(Ñ , M̃) ≃
⊕

k∈Z

Ext1A∞
∞

(N, τkpM).

◗✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ N ✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Ext1A∞
∞

(N, M) 6=
0✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✳✾ q✉❡

X
A∞

∞

M X
A∞

∞

N = X
A∞

∞

E + X
A∞

∞

B ✭✻✳✶✮

♦ù E ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

ǫ : 0−→M−→E−→N−→ 0

❞❛♥s rep(A∞
∞) ❡t ♦ù B = ker f ⊕ τ−1coker f ❛✈❡❝ 0 6= f ∈ HomA∞

∞
(M, τN)✳ ❙♦✐t

❛❧♦rs ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s

i : HomA∞
∞

(M, τN)−→
⊕

k∈Z

HomA∞
∞

(M, τkp+1N)



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❈❆❘❆❈❚➮❘❊❙ ❊❚ ❋❖❘▼❯▲❊❙ ❉❊ ▼❯▲❚■P▲■❈❆❚■❖◆ ✽✾

❡t
j : Ext1A∞

∞
(N, M)−→

⊕

k∈Z

Ext1A∞
∞

(N, τkpM).

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

i(ǫ) : 0−→ M̃−→ Ẽ−→ Ñ−→ 0

❞❛♥s rep(Q) ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f̃ := j(f) : M̃−→ τÑ ✳ ❉❡ ♣❧✉s B̃ =
ker f̃ ⊕ τ−1coker f̃ ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ à ❧✬é❣❛❧✐té ✻✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

XQ
fM

XQ
eN

= XQ
eE

+ XQ
eB

❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳

❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✷ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M, N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ❞❡ R(Q) t❡❧s q✉❡ Ext1kQ(N, M) ≃ k✳ ❆❧♦rs

XQ
MXQ

N = XQ
E + XQ

B

♦ù E ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→M−→E−→N−→ 0

❡t ♦ù B = ker ⊕ τ−1coker f ♣♦✉r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ 0 6= f ∈ HomkQ(M, τN)✳

❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✸✽❪✳ Q ❞és✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs
✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ T ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1 ❞❛♥s R(Q) ❡t M̃, Ñ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s T t❡❧s q✉❡ Ext1kQ(Ñ , M̃) 6= 0✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts
M,N ❞❛♥s rep(A∞

∞)✳ P✉✐sq✉❡ Ext1kQ(N, M) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t q✉❡

⊕

k∈Z

HomA∞
∞

(M, τkp+1N) ≃ HomT (M̃, τÑ)

≃ HomkQ(M̃, τÑ)

≃ Ext1kQ(Ñ , M̃)

≃ Ext1T (Ñ , M̃)

≃
⊕

k∈Z

Ext1A∞
∞

(τkpN, M),

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

IN,M =
{
k ∈ Z : HomA∞

∞
(M, τkp+1N) 6= 0

}
=
{

k ∈ Z : Ext1A∞
∞

(τkpN, M) 6= 0
}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡t T ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1 ❞❛♥s
R(Q)✳ ❙♦✐❡♥t M̃, Ñ ❞❡✉① ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s T ❡t M, N ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s
rep(A∞

∞)✳ ❆❧♦rs

χ(PExt1kQ(M̃, Ñ))XQ
fM

XQ
eN

=
∑

i∈IN,M

XQ
fEi

+ XQ
fBi

♦ù ♣♦✉r t♦✉t i ∈ IM,N ✱ Ei ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→ τ ipN−→Ei−→M−→ 0

❞❛♥s rep(A∞
∞) ❡t Bi = ker fi ⊕ τ−1coker fi ♦ù 0 6= fi ∈ HomA∞

∞
(M, τ ip+1N).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ IM,N ✱

XQ
fM

XQ
eN

= XQ
fEi

+ XQ
fBi

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ IN,M ✱ ♦♥ ❛ dim Ext1A∞
∞

(τ ipN, M) = 1 ❡t ❞♦♥❝

dim Ext1kQ(Ñ , M̃) =
∑

i∈IM,N

dim Ext1A∞
∞

(τ ipN, M).

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❛❧♦rs s✉r IN,M ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

dim Ext1kQ(M̃, Ñ)XQ
fM

XQ
eN

=
∑

i∈IN,M

XQ
fEi

+ XQ
fBi

.

■❧ ♥❡ r❡st❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s q✉✬à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ dim Ext1kQ(M̃, Ñ) = χ(PExt1kQ(M̃, Ñ))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳✷✳✹✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✸ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❳✐❛♦
❡t ❳✉ ❞❛♥s ❬✾✺❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ Ã4,4 ✿

2 < 3 > 4

1

>

5

<

8 <

>

7 > 6
<

P♦✉r t♦✉t i ∈ Z/8Z✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ei,i+1 ❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t Si ❡t Si+1✳ ❆❧♦rs τEi,i+1 = Ei+2,i+3 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/8Z✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ E
(n)
ij ❧✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r

n ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ Eij ✳
▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ Q ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ r❛♥❣ p = 4✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ t✉❜❡ ✿
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•
E12

•
E78

♠ •
E56

•
E34

•
E12

•
E78

♠ •
E56

• E
(4)
78 • E

(4)
56

♠• E
(3)
56

•

E
(2)
34• E

(2)
56
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❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❯♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ Ã4,4

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ XQ

E
(3)
56

XQ
E78

✳ ❖♥ ♥♦t❡ M = E
(3)
56 ❡t N =

E78✳ ❖♥ ❛ dim Ext1T (M,N) = 1 ❡t dim Ext1T (N, M) = 1 ❛✐♥s✐ χ(PExt1CQ
(N, M)) =

2✳
❖♥ ♥♦t❡ Λ5 ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s

−→
A 5✳ ❊♥ ♣❧♦♥❣❡❛♥t Λ5✲♠♦❞ ❞❛♥s

rep(A∞)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ M ❡t N ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ M ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ τ4✲♦r❜✐t❡ ❞✉ Λ5✲♠♦❞✉❧❡ P2 ❡t q✉❡ N ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ τ4✲♦r❜✐t❡ ❞✉ Λ5✲♠♦❞✉❧❡
S3 ❞❛♥s rep(A∞

∞)✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s T ❡t rep(A∞
∞)✱ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s

✜❣✉r❡s ✻✳✸ ❡t ✻✳✹

❤

E78

❤

E
(3)
56

�
�

�✒
�

�
�✒

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒
�

�
�✒

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒
�

�
�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘
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�✒❅
❅

❅❘

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s T
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❤

S3

❤

P2

�
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�✒
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�✒

❅
❅

❅❘
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�✒

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒
�

�
�✒

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒
�

�
�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒❅
❅

❅❘

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s rep(A∞
∞)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s Λ5✲♠♦❞ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à rep(A∞
∞) ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs

X
A∞

∞

P2
X

A∞
∞

S3
= X

A∞
∞

P3
+ X

A∞
∞

P1

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s φ : Z[X
A∞

∞

Si
, i ∈ Z]−→Z[XQ

Ri
, i ∈ Z/4Z]

à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

XQ

E
(3)
56

XQ
E78

= XQ

E
(4)
56

+ XQ

E
(2)
56

♣✉✐sq✉❡ P1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à E
(2)
56 ❡t P3 à E

(4)
56 ✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ E78 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à
❧❛ τ4✲♦r❜✐t❡ ❞❡ P0 ≃ S

(1)
0 ❡t q✉❡ E

(3)
56 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❧❛ τ4✲♦r❜✐t❡ ❞❡ P3/P0 ≃ S

(3)
1

❞❛♥s rep(A∞
∞)✳
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s rep(A∞
∞)

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ X
A∞

∞

P0
❡t X

A∞
∞

P3/P0
q✉❡

XQ
E78

XQ

E
(3)
56

= XQ

E
(4)
78

+ XQ

E
(2)
34

❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐

χ(PExt1CQ
(E78, E

(3)
56 ))XQ

E78
XQ

E
(3)
56

= XQ

E
(4)
56

+ XQ

E
(2)
56

+ XQ

E
(4)
78

+ XQ

E
(2)
34

.



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s

❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s

✾✹



✾✺

❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Z✲
♠♦❞✉❧❡ ❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ A(B) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❛♥s A(B)
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Z✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ Z✲❜❛s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ét❛✐t ✉♥
♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s✳

❈❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ❞❛♥s
❬✽✽❪ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡s ✜♥✐s ❡t ❛✣♥❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷✳ ▲❡✉rs tr❛✈❛✉①
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s Z✲
❜❛s❡s tr♦✉✈é❡s✳ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✵❪ q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡
A(B) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
Z✲❜❛s❡ ❞❡A(B)✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✷ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ ❞❛♥s
❬✽✽❪ q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❧✉s à ❡♥❣❡♥❞r❡r A(B)✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
❧❡✉r ❛❞❥♦✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲▼♦♦❞② ❛ss♦❝✐é❡ à B✳

❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡
❞✬❛♠❛s q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ q✉❡ t♦✉t ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(Q) ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ XM ♦ù M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡
❧✬♦r❜✐t❡ OM ❞❡ M ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐♠M ❡st ✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ XM ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲
❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞ ∈ ZQ0

❡t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s s♦♥t
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❡t ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ❞♦♥t ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s
A(Q)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q)✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ Ã✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s Z✲❜❛s❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❛ été
♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② s✉r ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❬✷✷❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦✲
❧♦❣✐❡ s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣r❡♥❞r❛ ❣❛r❞❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❈❛❧❞❡r♦ ❡t
❩❡❧❡✈✐♥s❦②✳ ▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛ été ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●❡✐ss✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t
❙❝❤rö❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
✈❛r✐étés ♥✐❧♣♦t❡♥t❡s s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Q✳ ❉❛♥s ❧❡✉rs tr❛✲
✈❛✉①✱ ✐❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❜❛s❡s s❡♠✐✲
❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞✉❛❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ S∗ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡
▲✉s③t✐❣ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ U(n) ♦ù n ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲❑❛❝✲▼♦♦❞② ❛ss♦❝✐é❡ à Q ❬✺✹❪✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡
s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐étés ♥✐❧♣♦t❡♥t❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ✉♥
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦❤ér❡♥t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
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❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❛✣♥❡✳ P♦✉r ❞❡s ❞ét❛✐❧s à ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ ré❢ér❡r à
❬✽✵✱ ✷✼✱ ✺✵✱ ✹✾✱ ✽✾❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♣♦✉r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ❡t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

✼✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡
♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❡st
♥✐ ❛✣♥❡✱ ♥✐ ❉②♥❦✐♥ ❡st ❞✐t s❛✉✈❛❣❡✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t②♣❡ Ãn, D̃n ♦✉ Ẽn ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs n+1 s♦♠♠❡t✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥❡ s♦✐t ♣ré❝✐sé✱ Q ❞és✐❣♥❡r❛ t♦✉❥♦✉rs
✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳

❙②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡
♣♦s✐t✐✈❡ δ ∈ Φ>0(Q)✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ Q✱ t❡❧❧❡
q✉❡

Φim(Q) = Zδ.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

Φ>0(Q) = Φ>0(Q)r❡ ⊔ Z>0δ.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ δ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ s✐♥❝èr❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ δi > 0 ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ Q0 ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s♦♠♠❡t i ∈ Q0 t❡❧ q✉❡ δi = 1✳

▲❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ZΦ(Q) ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ✿

∂ :

{
ZΦ(Q) −→ Z

❞ 7→ ∂❞ = 〈δ,❞〉

❯♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞ ∈ Φ(Q) ❡st ❞✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ s✐ ∂❞ = 0 ❡t ✐rré❣✉❧✐èr❡ s✐♥♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡
Φr❡❣(Q) ✭r❡s♣✳ Φr❡❣

>0(Q)✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡s ré❣✉✲
❧✐èr❡s✮ ❞❡ Q ❡t Φ✐rr(Q) ✭r❡s♣✳ Φ✐rr

>0(Q)✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳
♣♦s✐t✐✈❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s✮ ❞❡ Q✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
ré❣✉❧✐èr❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞, ❡ ∈ ZΦ(Q)✱ ♦♥ ♥♦t❡

❞ ≤ ❡ ⇔ di ≤ ei ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0;

❞ � ❡ ⇔ ❞ ≤ ❡ et❞ 6= ❡.

❙✐ X ⊂ ZΦ(Q)✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞ ∈ X ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s X s✐ ❞ ≤ ❡ ♣♦✉r
t♦✉t é❧é♠❡♥t ❡ ∈ X✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ δ ❡st
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳
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❖♥ ❛ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ Q ✿

Φ❙❝(Q) = Φ✐rr
>0(Q) ⊔

{
❞ ∈ Φr❡❣

>0(Q) : ❞ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❞+ Zδ
}

.

❉❛♥s ❬✻✹❪✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❛✣♥❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞é❝r✐t❡✳ ❙✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡st ❞✳ ❙✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥
♥♦t❡ k ❧✬❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ❞0 = ❞− kδ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s Φ>0(Q)∩ (❞+ Zδ)✳ ❆❧♦rs
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡st ❞ = ❞0 ⊕ δ ⊕ · · · ⊕ δ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐

❞ = ❞0 ⊕ δ⊕k.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ kδ ❡st δ⊕k ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ≥ 1✳

❘❛❝✐♥❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈
ZΦ(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐♠M = ❞ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❞ ∈ Φ>0(Q)✳ ❙✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞ ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ∈ rep(Q,❞)✳

❙✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs rep(Q,❞) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❡ Q✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ M ♣❛r

∂M = ∂❞✐♠M .

▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡✱ ♣ré✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦✉ ré❣✉❧✐èr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ M ❡st ✉♥❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ Q✱ ❛❧♦rs

M ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ⇔ ∂M < 0
M ❡st ♣ré✐♥❥❡❝t✐✈❡ ⇔ ∂M > 0

M ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ⇔ ∂M = 0

❖♥ ♥♦t❡ c ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ✐♥❞✉✐t❡ s✉r K0(kQ) ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s ❞, ❡ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ❛

〈❞, ❡〉 = −〈❡, c(❞)〉 .

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❡t ❞♦♥❝

〈❞, δ〉 = −〈δ,❞〉

♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ✳

❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲
❘❡✐t❡♥ ❞❡ kQ✲♠♦❞ s♦♥t ❞❡s t✉❜❡s ♣❛r❛♠étrés ♣❛r P1 = P1(k)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
à t♦✉t λ ∈ P1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ t✉❜❡ Tλ(Q) ❞❛♥s R(Q)
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
Tλ : λ ∈ P1

}
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛r✲

q✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ Γ(kQ)✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❝❡s
t✉❜❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✺✵✱ ✽✵❪ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✷✼❪✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❈r❛✇❧❡②✲❇♦❡✈❡② ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸✳
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❖♥ ♥♦t❡
P1

0(Q) =
{
λ ∈ P1 : rg(Tλ(Q)) = 1

}

❆❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡
|P1 \ P1

0(Q)| ≤ 3.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✱ Tλ(Q) ❡st ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t

λ ∈ P1 \ P1
0(Q)✱ Tλ(Q) ❡st ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ t②♣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ tQ ❞❡ Q ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛♥❣s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ Γ(kQ)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

tQ =
{
rg(Tλ(Q)) : λ ∈ P1 \ P1

0

}
.

❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✸ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ Q ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ t②♣❡ ❛✣♥❡✳

❙✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à Q ❞❛♥s ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ T ❡st ✉♥ t✉❜❡ ❞❛♥s Γ(kQ)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs T
❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à T ✳ ❈❤❛q✉❡ t✉❜❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❢❡r♠é❡ s♦✉s ♥♦②❛✉①✱
❝♦♥♦②❛✉① ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ q✉❡ T
❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✉♥✐sér✐❡❧❧❡✳

❙♦✐t λ ∈ P1 ❡t Tλ ❧❡ t✉❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡ p = rg(Tλ) s♦♥ r❛♥❣ ❡t
R1, . . . , Rp ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ Tλ ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τRi ≃ Ri−1✳ ❈♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ R
(n)
i ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦✲

s❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ Ri ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ R
(1)
i ≃ Ri✳

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ R
(0)
i = 0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

❞✐♠R
(n)
i =

n∑

k=1

❞✐♠Ri+k.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✱ ♦♥ ❛

❞✐♠R
(p)
i = δ

❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
p∑

k=1

❞✐♠Ri+k = δ.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ❞✐♠R
(n)
i ❡st ✉♥❡

r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞✐♠R
(kp)
i = kδ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐✲

♥❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t k ≥ 1 ❡t ❞✐♠R
(n)
i ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t n ♥♦♥✲❞✐✈✐s✐❜❧❡

♣❛r p✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞✐♠R
(n)
i ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ n ≤ p✳ ■❧

s✬❡♥s✉✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❞✐♠R
(n)
i ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ n < p✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ t✉❜❡ T ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ T<n ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ T ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à n✳
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❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ré❡❧❧❡ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ♦✉ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❣✉❧✐èr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞ � δ✳ ❆❧♦rs✱
❞✐♠ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s

{✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ♦✉ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s}−→Φ✐rr,

{
M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥sT<rg(T ) ♣♦✉r T ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧

}
−→Φ❙❝ ∩ Φr❡❣.

▼♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts
P ∈ Ob(P(Q))✱ I ∈ Ob(I(Q)) ❡t R ∈ Ob(R(Q))✱ ♦♥ ❛

HomkQ(R,P ) ≃ HomkQ(I, R) ≃ HomkQ(I, P ) = 0,

❡t
Ext1kQ(P,R) ≃ Ext1kQ(R, I) ≃ Ext1kQ(P, I) = 0.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥♦♥
♣❧✉s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ M ❡t N s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❞❡s t✉❜❡s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛❧♦rs

HomkQ(M,N) = 0 et Ext1kQ(M, N) = 0.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥
s♦✉s✲♦❜❥❡t ré❣✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s
❛♣♣❡❧és ♠♦❞✉❧❡s s✐♠♣❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❖♥ s❛✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s Γ(P(Q)) ❡t Γ(I(Q)) s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡s à NQ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ τ ✲♦r❜✐t❡ ✭r❡s♣✳ τ−1✲♦r❜✐t❡✮ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
I(Q) ✭r❡s♣✳ P(Q)✮ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳
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Ã1 : • •

• ___ •

<<<<<<<<

Ãn(n ≥ 2) : •
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• ___ •

��������

•

<<<<<<<< •

D̃n(n ≥ 4) : • • ___ • •

��������

<<<<<<<<

•

��������
•

•

•

Ẽ6 : • • • • •

•

Ẽ7 : • • • • • • •

•

Ẽ8 : • • • • • • • • •

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡s ❛✣♥❡s
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❍
❆
P
■❚
❘
❊
✼✳

❆
▲
●
➮
❇
❘
❊
❙
❊
❚
❈
❆
❚
➱
●
❖
❘
■❊
❙
❆
❋
❋
■◆
❊
❙

✶✵✷

☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎☎

P(Q)

☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎
☎☎

I(Q)

✡ ✠

☛✡ ✟✠
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❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘ ❅❅❘

��✒ ��✒ ��✒

��✒ ��✒ ��✒

��✒ ��✒ ��✒

��✒ ��✒ ��✒

��✒ ��✒ ��✒

��✒ ��✒ ��✒

T0(Q)

✡ ✠

☛✡ ✟✠

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

❅❅❘ ❅❅❘

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

��✒ ��✒

T∞(Q)

R(Q)

Mλ

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

Mµ

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

✻

❄

· · · · · · · · ·

{
Tλ(Q) : λ ∈ P1

0

}

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡
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✼✳✷ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡

✼✳✷✳✶ ❖❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q✱ ♦♥ ❛

✐♥❞(CQ) = ✐♥❞(kQ✲♠♦❞) ⊔ {Pi[1] : i ∈ Q0}

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
M ❞❛♥s CQ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 0 6= s ∈ Z t❡❧ q✉❡ M [s] ≃ M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M ❡st ✉♥
kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ❛❧♦rs M ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ t✉❜❡
T ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ τpM ≃ M ❡t ❞♦♥❝ M [p] ≃ M ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱
s✐ M ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ Z t❡❧ q✉❡ τ sM ❡st ♦✉ ❜✐❡♥
✉♥ ♣r♦❥❡❝t✐❢ Pi ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ✐♥❥❡❝t✐❢ Ii✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ❛ M [s+1] ≃ Pi[1] ❡t
❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s M [s−1] ≃ Pi[1]✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s M = Pi[1]✳
▼❛✐s ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s ≥ 2✱ ♦♥ ❛ M [s] ≃ τ s−1Ii ♠❛✐s ❧❛ τ ✲♦r❜✐t❡ ❞❡ Ii ❡st ✐♥✜♥✐❡
❞♦♥❝ M [s] 6≃ M ♣♦✉r t♦✉t s ≥ 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r s ≤ −1✱ M [s] 6≃ M ✱ ❝❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❙✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ M [s] ≃ M ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r s 6= 0✱ ❛❧♦rs
Q ❡st ❛✣♥❡ ❡t M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡✱ q✉✐tt❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r [1]✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M =
Pi[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ Pi[1 − n] ≃ τ−n−1Pi ❡t
Pi[1 + n] ≃ τn−1Ii✳ P✉✐sq✉❡ Q ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❛ τ ✲♦r❜✐t❡ ✭r❡s♣✳
❧❛ τ−✲♦r❜✐t❡✮ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❥❡❝t✐❢✮ ❡st ✐♥✜♥✐❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t
0 6= s ∈ Z✱ ♦♥ ❛ M [s] 6≃ M ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
ré❣✉❧✐❡r✱ ❛❧♦rs M [s] ≃ τ sM ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉t s ∈ Z✳ ▼❛✐s s✐
τ sM ≃ M ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r s ≥ 1✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❬✼✾❪ q✉❡ Q ❡st ❛✣♥❡ ❡t
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶ q✉❡ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

✐♥❞(kQ✲♠♦❞) = ✐♥❞(P(Q)) ⊔ ✐♥❞(R(Q)) ⊔ ✐♥❞(I(Q)).

❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ Pi[2] ≃ Ii ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡

✐♥❞(CQ) = ✐♥❞(PI(Q)) ⊔ ✐♥❞(R(Q))

❯♥ ✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡ ❡st q✉❡✱ q✉✐tt❡ à ❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ s❤✐❢t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ CQ✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ s♦✐t M1, . . . ,Mn ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s
CQ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r s ∈ Z t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✱ Mi[s] ❡st ✉♥
kQ✲♠♦❞✉❧❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◗✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ n ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s
Mi s♦♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t i ❞❛♥s {1, . . . , n}✳ ❙✐ Mi ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s ∈ Z✱ Mi[s] ≃ τ sMi ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❙✐♥♦♥ Mi ❡st ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r si t❡❧ q✉❡ Mi[si] ❡st ♣r♦❥❡❝t✐❢✳
❙♦✐t s > max {si : Mi ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢} + 1✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✱ s✐
Mi ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ tr❛♥s❥❡❝t✐❢ Mi[s] ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡
❧❡♠♠❡✳
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PI

P {Pi[1]} I

R

❅■
τ

�✒
τ−1

❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡

✼✳✷✳✷ ❚r✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ❡t M, N
s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ CQ✱ ❛❧♦rs ♦✉ ❜✐❡♥ Ext1kQ(M, N) = 0 ❡t
❛❧♦rs

Ext1CQ
(M,N) ≃ HomkQ(M, τN),

♦✉ ❜✐❡♥ Ext1kQ(N, M) = 0 ❡t ❛❧♦rs

Ext1CQ
(M,N) ≃ Ext1kQ(M, N).

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡ rés✉❧t❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ kQ✲
♠♦❞✉❧❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧✬❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ♣❧✉s
❛✈❛♥t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳
❆✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
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✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛✐s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ré❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛✣♥❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M,N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡

M−→E−→N−→M [1]

❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛ ❞✐♠H0(E) ≤ ❞✐♠H0(M ⊕ N)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r H0 ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ M
α
−→ E

β
−→ N−→M [1]✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡

· · · −→H0(M)
H0(α)
−−−−→ H0(E)

H0(β)
−−−−→ H0(N)−→ · · · ✭✼✳✶✮

❖♥ ♥♦t❡
Kα = kerH0(α), Cα = coker H0(α),

Kβ = kerH0(β), Cβ = coker H0(β).

❖♥ ❛ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s

0−→Kα−→H0(M)
H0(α)
−−−−→ H0(E)−→Cα−→ 0,

0−→Kβ−→H0(E)
H0(β)
−−−−→ H0(N)−→Cβ−→ 0.

❉❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ K0(kQ)✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❡s é❣❛❧✐tés

H0(E) = H0(M) + Cα − Kα

H0(E) = H0(N) + Kβ − Cβ

❡t ❞♦♥❝
2H0(E) = H0(M) + H0(N) + (Cα − Cβ) + (Kβ − Kα)

❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✭✼✳✶✮ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Kβ = im(H0(α)) ❡t ❞♦♥❝
H0(E) − Kβ = Cα✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

H0(E) = H0(M) + H0(N) − (Kα + Cβ)

❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t K0(kQ) ❡t ZQ0 ❛✈❡❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❞✐♠H0(E) ≤ ❞✐♠H0(M ⊕ N).

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s t✉❜❡s ❞❛♥s CQ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s
st❛❜❧❡s ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ T ✉♥ t✉❜❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ Q ❡t
M,N ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s T ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡

M−→E−→N−→M [1]

❞❛♥s CQ✱ E ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❛♥s addT ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ M
α
−→ E

β
−→ N

φ
−→ M [1] ❞❛♥s CQ✳ ❆✈❡❝ ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✹✱ ♦♥ ❛

H0(E) = H0(M) + H0(N) − (Kα + Cβ).

❆✐♥s✐✱ ∂H0(E) = ∂H0(M) + ∂H0(N) − ∂Kα
− ∂Cβ

= −∂Kα
− ∂Cβ

✳ ▲❡s s✉✐t❡s
❡①❛❝t❡s

0−→Kα−→H0(M)
H0(α)
−−−−→ H0(E)−→Cα−→ 0,

0−→Kβ−→H0(E)
H0(β)
−−−−→ H0(N)−→Cβ−→ 0.

❞♦♥♥❡♥t {
∂H0(E) = ∂Cα

− ∂Kα

∂H0(E) = ∂Kβ
− ∂Cβ

❡t ❞♦♥❝ {
∂Cβ

= −∂Cα

∂Kβ
= −∂Kα

.

▼❛✐s f = H0(φ) : N−→ τM ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ∂ker f = 0 = ∂coker f ✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ✭✼✳✶✮✱ ♦♥ ❛
im(H0(β)) = ker f ❡t ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0−→ im(H0(β))−→H0(N) ≃ N−→Cβ−→ 0

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ∂Cβ
= 0 ❡t ❞♦♥❝ ∂H0(E) = ∂Kβ

✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ Kα = ker H0(α) =
im(H0(f [−1])) ≃ im(H0(τf)) ♠❛✐s τf ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs
❡t ❞♦♥❝ im(τf) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t ∂Kα

= 0✳ ❈♦♠♠❡ ∂Kα
= −∂Kβ

=
−∂H0(E)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ∂H0(E) = 0✳

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs E s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ E = PE [1] ⊕ P ⊕ R ⊕ I ♦ù PE ❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✱ P ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✱ R ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t I
❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ❡st ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❛❧♦rs ♣✉✐sq✉❡ H0(E) =
P ⊕R⊕ I ❡st ❞❡ ❞é❢❛✉t ♥✉❧ ❡t q✉❡ ∂R = 0 ❡t ∂I > 0 ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ∂P < 0
❡t ❞♦♥❝ P ❡st ❛✉ss✐ ♥♦♥✲♥✉❧✳ ❙♦✐t p = rg(T )✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ pZ t❡❧ q✉❡ τ−kI = 0✳
P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ P [−k] ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♥♦♥✲♥✉❧✳
❙♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ[−k]✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

M [−k] ≃ M
α[−k]
−−−−→ E[−k]

β[−k]
−−−→ N [−k] ≃ N

φ[−k]
−−−→ M [−k + 1] ≃ M [1].

■❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ∂H0(E[−k]) = 0 ♠❛✐s

E[−k] = PE [1 − k] ⊕ P [−k] ⊕ R[−k] ⊕ I[−k].

P✉✐sq✉❡ τ−kI = 0✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ I[−k] ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s
♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ❡t ❞❡ s❤✐❢ts ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s✳ ❆✐♥s✐ PE [1−k]⊕P [−k]⊕I[−k] =
0 ❡t ❞♦♥❝ PE = P = I = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ E = R ❡st
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s t✉❜❡s✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t E ∈ addT ✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲❡①t❡♥s✐♦♥
❞✉ t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❡ ❬✷✵❪✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

[M,M ]1 = dimExt1CQ
(M,M).
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❖♥ ♥♦t❡ Ks♣❧✐t
0 (CQ) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ s❝✐♥❞é ❞❡ CQ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡

❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ CQ q✉♦t✐❡♥té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
X + Y = E ♣♦✉r t♦✉t tr✐❛♥❣❧❡ s❝✐♥❞é X−→E−→Y −→X[1]✳

P♦✉r t♦✉s ♦❜❥❡ts M,N,Z ❞❡ CQ✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ext1CQ
(M, N)Z ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐✲

❛♥❣❧❡s
N−→E−→M−→N [1]

❞❛♥s CQ t❡❧s q✉❡ E ≃ Z✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M,N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ t❡❧s
q✉❡ Ext1CQ

(N, M) 6= 0✳ ❙♦✐t Z 6= M ⊕ N ✉♥ ♦❜❥❡t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
♥♦♥✲s❝✐♥❞é

N−→Z−→M−→N [1]

❛❧♦rs
[Z, Z]1 < [M ⊕ N, M ⊕ N ]1

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é

M−→Z−→N
ǫ
−→ M [1].

[−,−]1 ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ks♣❧✐t
0 (CQ)✳ P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t R✱ ❧❡

❢♦♥❝t❡✉r HomCQ
(−, R[1]) ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ M−→Z−→N

ǫ
−→ M [1] ✐♥❞✉✐t ❧❛

s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0−→KR−→HomCQ
(N, R[1])−→HomCQ

(Z, R[1])−→HomCQ
(M, R[1])−→CR−→ 0

♦ù KR ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ HomCQ
(N, R[1])−→HomCQ

(Z, R[1]) ❡t CR

❧❡ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ HomCQ
(Z, R[1])−→HomCQ

(M,R[1])✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t R✱ ♦♥ ❛

dimKR+dimCR+dim HomCQ
(Z, R[1]) = dim HomCQ

(N, R[1])+dim HomCQ
(M, R[1]),

❝✬❡st à ❞✐r❡

dimKR + dimCR + [Z, R]1 = [N, R]1 + [M, R]1.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

[Z, N ]1 ≤ [N, N ]1 + [M,N ]1 ❛♥❞ [Z, Z]1 ≤ [N, Z]1 + [M,Z]1.

❉❡ ♣❧✉s✱ ǫ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ KM ❞❡ HomCQ
(N, M [1])−→HomCQ

(Z, M [1])✱ ❡t
❞♦♥❝ dimKM > 0 ❡t

[Z, M ]1 < [N, M ]1 + [M, M ]1.

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

[M + N, M + N ]1 = [M,M ]1 + [N, N ]1 + [M,N ]1 + [N, M ]1

> [Z, N ]1 + [Z, M ]1

= [N, Z]1 + [M, Z]1

≥ [Z, Z]1,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
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▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❳✐❛♦ ❡t ❳✉ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹✮ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✷✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t s♦✐❡♥t M,N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
❞❛♥s CQ t❡❧s q✉❡ Ext1CQ

(M,N) 6= 0✳ ❆❧♦rs XMXN ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XY ♦ù Y ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲
s❝✐♥❞é ❞❛♥s Ext1CQ

(N, M) ♦✉ ❞❛♥s Ext1CQ
(M,N)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M ❡t N s♦♥t ❞❡s
♠♦❞✉❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M, N 6= 0✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ M ⊕ N ✳ ❙✐ n = 2✱ ❛❧♦rs M
❡t N s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✹✳ ❙✐ n > 2✱
❛❧♦rs ♦♥ é❝r✐t M ⊕N = M1⊕M2⊕N1⊕N2 ❛✈❡❝ M1, N1 ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs

XMXN = XM⊕N

= XM1⊕M2⊕N1⊕N2

= XM2⊕N2 (XM1XN1)

= XM2⊕N2

∑

Y

nY XY

♦ù ❧❡s nY s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s t❡r♠❡s ❝❡♥tr❛✉① ❞❡
tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és

M1−→Y −→N1−→M1[1] ♦r N1−→Y −→M1−→N1[1].

▼❛✐s s✐ M1
i
−→ Y

p
−→ N1

ǫ
−→ M1[1] ❡st ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥

tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é

M1 ⊕ M2

2

6

6

4

i 0
0 1
0 0

3

7

7

5

// Y ⊕ M2 ⊕ N2
//

2

4

p 0 0
0 0 1

3

5

// N1 ⊕ N2
//

2

4

ǫ 0
0 0

3

5

// M1[1] ⊕ M2[1] .

❡t ❞♦♥❝
XMXN =

∑

Y

nY XY ⊕M2⊕N2

♦ù ❧❡s nY s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♦ù Y ⊕M2 ⊕N2 ♣❛r❝♦✉rt ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♥♦♥✲s❝✐♥❞és

M−→Y ⊕ M2 ⊕ N2−→N−→M [1] ♦r N−→Y ⊕ M2 ⊕ N2−→M−→N [1],

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✷✳✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M,N ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❛♥s CQ

t❡❧s q✉❡ Ext1CQ
(N, M) 6= 0✳ ❆❧♦rs✱ XMXN s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲

❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡ ❞❡ XY ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ CQ t❡❧s q✉❡ [Y, Y ]1 <
[M ⊕ N, M ⊕ N ]1✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M ❡t N s♦♥t ❞❡s
♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❝❤❛q✉❡ Y ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✷✳✼ ❡st ❧❡
t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é ❞❛♥s CQ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡
✼✳✷✳✻✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡t M ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CQ✳ ❆❧♦rs

✶✳ XM ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XY ♦ù Y ❡st ✉♥
♦❜❥❡t t❡❧ q✉❡ ❞✐♠H0(Y ) ≤ ❞✐♠H0(M) ❡t Ext1CQ

(Yi, Yj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s
❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ Y ✳

✷✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s M ❡st ♣r✐s ❞❛♥s addT ♣♦✉r ✉♥ t✉❜❡ T ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ Q✱
❛❧♦rs ❧❡s Y ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❞❛♥s addT ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❙✐ M ❡st r✐❣✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M ♥✬❡st
♣❛s r✐❣✐❞❡✳ ❙✐ M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣✲
♣♦s❡r q✉❡ M = M1 ⊕ M2 ❛✈❡❝ [M1, M2]

1 6= 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✷✳✽✱
XM = XM1

XM2
s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XY t❡❧s q✉❡ [Y, Y ]1 <

[M1 ⊕ M2, M1 ⊕ M2] = [M,M ]1✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡
XY ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XZ ♦ù Z ❡st t❡❧ q✉❡ Ext1CQ

(Zi, Zj) = 0
♣♦✉r t♦✉s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ Z✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡
❞✐♠H0(Y ) ≤ ❞✐♠H0(M) ♣r♦✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✹✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✺✳

✼✳✸ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s

❋♦♠✐♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬✉♥ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥
❞♦♥♥é X✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ t②♣❡
❉②♥❦✐♥ X ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t
❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♣ré❝✐s❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r t②♣❡ ❛✣♥❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t r, s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡
❛✣♥❡ Ãr,s s✐ ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q′ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t ❡st ❞❡ t②♣❡ Ãr+s−1 ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t r ✢è❝❤❡s ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
❞❡s ❛✐❣✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦♥tr❡ ❡t ❡①❛❝t❡♠❡♥t s ✢è❝❤❡s ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
■❧ ❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ D̃n ✭r❡s♣✳ Ẽn✮ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞❡
t②♣❡ D̃n ✭r❡s♣✳ Ẽn✮ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 4 ✭r❡s♣✳ n = 6, 7, 8✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳✷✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãs,r✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲
♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s ❡st ❞❡ t②♣❡ Ãr+s−1✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✸ ✭❬✽✵❪✮✳ ▲❡ t②♣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ Q ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞✉ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❞❡ Q✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

❚②♣❡ ❛✣♥❡ ❞❡ Q tQ

Ã1,1 ∅

Ã1,s, s ≥ 2 {s}

Ãr,s, r, s ≥ 2 {r, s}

D̃n, n ≥ 4 {2, 2, n − 2}

Ẽ6, n ≥ 4 {2, 3, 3}

Ẽ7, n ≥ 4 {2, 3, 4}

Ẽ8, n ≥ 4 {2, 3, 5}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ X✳ ❆❧♦rs t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s
❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ X✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Q′ ❡st ✉♥ ❝❛r✲
q✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ X✱ ❛❧♦rs Q′ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t
à Q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Q ❡t Q′ ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✻ q✉❡ Q′ ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
♦♣♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t T ′ ❞❛♥s CQ✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❬✼✵❪ q✉❡ CQ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à CQ′ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ❙✐ Q ❡st ❛✣♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦❜❥❡t M ❞❛♥s CQ q✉✐ ❡st [1]✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t [1]✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s CQ′ ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ CQ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱
CQ′ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ Q′ ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✷ q✉❡ Q′ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✣♥❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t②♣❡s t✉❜✉❧❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡ s❤✐❢t✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❧❡s t②♣❡s t✉❜✉❧❛✐r❡s tQ ❡t tQ′ s♦♥t é❣❛✉①✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✸✱ ❧❡
t②♣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛ss❡rt✐♦♥✳

P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ss❡rt✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡
t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s✳ ❙✐ Q′ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr,s✱ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡
Q′ ❡st ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Q ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Q ✭✈♦✐r ❬✶❪ ♦✉ ❬✺✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Q ❡t Q′ s♦♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ D̃ ♦✉ Ẽ✱ ❛❧♦rs Q
❡t Q′ s♦♥t ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ♠❛✐s ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❞❡✉①
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶❪ ♦✉ ❬✺✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Q ❡t Q′ s♦♥t ♠✉t❛t✐♦♥✲
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳✺✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✹ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❬✶✾✱ ❈♦✲
r♦❧❧❛✐r❡ ✹❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ Q ❡t Q′ s♦♥t ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s
♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❛❧♦rs Q ❡t Q′ s♦♥t ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✹ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à
✉♥ t②♣❡ ❛✣♥❡ ❞♦♥♥é✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✻✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A ❡st ❞✐t❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ X ♦ù X =
Ãr,s, D̃t✱ ♦✉ Ẽn ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs r, s ≥ 1✱ t ≥ 4 ♦✉ n = 6, 7, 8 s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ (①, Q) ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ X✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã ✭r❡s♣✳ D̃✱ Ẽ✮ s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s

✭r❡s♣✳ D̃t✱ Ẽn✮ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥t✐❡rs r, s > 0 ✭r❡s♣✳ t ≥ 4✱ n = 6, 7, 8✮✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳✼✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡①❝❧✉t ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ãr,0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r r > 0✱ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡
❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ Dr✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s

✶✶✷
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❉❛♥s ❬✽✽❪✱ ❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❢♦r✲
♠❛✐❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ✷✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛
été ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❉②♥✲
❦✐♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❞❡ ❬✽✽❪✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❧✉s s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ t♦✉t❡ ❡♥t✐èr❡✱
✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛✲
t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐❡♥t à ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✳ ❉❛♥s ❬✷✷❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ Z✲❜❛s❡
❞❛♥s A(Q)✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬♦✉✈r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❝❧❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❛✣♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

▲✬✐❞é❡ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ ✉♥ ♠♦♥ô♠❡
❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(Q) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ XM ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ r✐❣✐❞❡ M ❛ ✉♥❡ ♦r❜✐t❡
♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ rep(Q,❞✐♠M)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦✲
♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s XM ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ ❞❡ rep(Q,❞✐♠M)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ✱
♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✓ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ✔X❞ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲
❈❤❛♣♦t♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ δ(X❞) = ❞✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞é♠♦♥tr❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ U(n)✳
◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥
❞❡ kQ✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛❞❛♣tés ❞❡ ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✸✾❪✳

✽✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧✲
❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥é✲
r✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣❛r❞❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡
s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✳ ❙♦✐t M ∈ rep(Q,❞)✳ ❆❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ FM ❞❡ M ❡st
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✐♥❞❡①é❡ s✉r NQ0 ✿

FM = (χ(Gr❡(M)))❡∈NQ0

❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q✳
P♦✉r t♦✉t F ∈ F✱ ♦♥ ♥♦t❡

〈F〉 = {M ∈ rep(Q) : FM = F} .

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ supp(FM ) ❞❡ FM ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{
❡ ∈ ZQ0 : χ(Gr❡(M)) 6= 0

}
.
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❆❧♦rs ❞✐♠M ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ supp(FM ) ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ≤
s✉r NQ0 ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡t N s♦♥t ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s t❡❧s q✉❡ FM = FN ✱ ♦♥ ❛
❞✐♠M = ❞✐♠N ✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t M,N ∈ rep(Q) t❡❧s q✉❡ FM =
FN ✳ ❆❧♦rs XM = XN ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ FM = FN ✱ ❛❧♦rs ❞✐♠M = ❞✐♠N ❡t

XM =
∑

❡

χ(Gr❡(M))
∏

i

u
〈❡,αi〉−〈αi,❞✐♠M−❡〉
i

=
∑

❡

χ(Gr❡(N))
∏

i

u
〈❡,αi〉−〈αi,❞✐♠N−❡〉
i

= XN .

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✼ q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳
❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

♣♦✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❡r❝✐♦♥s ▼✐❝❤❡❧ ❇r✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦✉s
❛✈♦✐r ✐♥❞✐q✉é ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✸ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❝❡tt❡ ❡①✐st❡♥❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
P♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ ∈ NQ0 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ U❞,❡ ⊂
rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

M 7→ χ(Gr❡(M))

❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r U❞,❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ U ′
❞,❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r U❞,❡ ❡t U ′
❞,❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡

V❡ = {(M, N) ∈ rep(Q,❞) × rep(Q, ❡) : N ❡st ✉♥❡ s♦✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ M}

❙♦✐t π❡ : V❡−→ rep(Q,❞) ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t M ∈ rep(Q,❞)✱ ❧❛
❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ Gr❡(M) ❡st ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ M s♦✉s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π❡✳ ❉✬❛♣rès ❬✾✷✱
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶❪✱ s✐ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π❡ ❡st ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❩❛✲
r✐s❦✐ U❞,❡ ⊂ rep(Q,❞)✱ ❞❡♥s❡ ♣❛r ✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡
π❡ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✉r U❞,❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✬❊✉❧❡r✳ ❙✐ π❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs U❞,❡ = rep(Q,❞)\ im(π❡)✳ ❆❧♦rs
U❞,❡ ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U❞,❡✱ ♦♥ ❛ χ(π−1

❡ (x)) = 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ U ′

❞,❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ t❡❧ ♦✉✈❡rt✱ ♣❛r ✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱
♦♥ ❛ U❞,❡ ∩ U ′

❞,❡ 6= ∅ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥s
❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞ ∈ NQ0 ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✲
✈❡rt ❞❡♥s❡ U❞ ⊂ rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
s✉r U❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ U ′

❞ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ t❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r U❞ ❡t U ′

❞✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

U❞ =
⋂

❡≤❞

U❞,❡.

❈✬❡st ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬♦✉✈❡rts ❞❡♥s❡s ❞❛♥s rep(Q,❞)✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡
❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ ❞❛♥s rep(Q,❞)✳ ❙♦✐❡♥t M,N ∈ U❞✳ ❆❧♦rs

FM = FN

❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✱ ♦♥ ❛

XM = XN

❡t ❞♦♥❝ X? ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r U❞✳
❙✐ U ′

❞ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ t❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛❧♦rs U❞ ∩ U ′
❞ 6= ∅ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦ï♥✲

❝✐❞❡♥t✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❞✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U❞ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ G❞✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ rep(Q,❞)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✺✳ ✶✳ ❙♦✐t V ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊂
V ❡st ❞✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠é s✐ ✐❧ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt
❡t ❞✬✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ V ✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊂ V ❡st ❞✐t ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s✐ ✐❧
s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ré✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠és✳

✷✳ ❙♦✐t V ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t f : V −→X ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳ f ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s✐ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ f s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ V ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞, ❡ ∈ NQ0 ✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥

rep(Q,❞) −→ Z
M 7→ χ(Gr❡(M))

❡st ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❞, ❡ ∈ NQ0 ✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✸ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt
❞❡♥s❡ U❞,❡ ❞❛♥s rep(Q,❞) t❡❧ q✉❡ χ(Gr❡(−)) ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉r U❞,❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ ✈❛r✐étés✱ dim(rep(Q,❞)\U❞,❡) < dim rep(Q,❞)✱ ❛✐♥s✐✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ (Ui)i∈I ❞❡
rep(Q,❞) ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠és t❡❧s q✉❡ χ(Gr❡(−)) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
s✉r ❝❤❛q✉❡ Ui✳ ▲❡s ✜❜r❡s ❞❡ M 7→ χ(Gre(M)) s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ré✉♥✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡
Ui ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{FM : M ∈ rep(Q,❞)}

❡st ✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❡ 6≤ ❞✳ ❆❧♦rs Gr❡(M) = 0 ♣♦✉r t♦✉t M ∈ rep(Q,❞)✳ ❙♦✐t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡ ≤ ❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ (Ui,❡)i∈I ❞❡ rep(Q,❞) ♣❛r
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠és t❡❧s q✉❡ χ(Gr❡(−)) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡
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Ui,❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡✱ χ(Gr❡(−)) ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
V (❡)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t M ∈ rep(Q,❞)✱

FM ∈
∏

❡≤❞

V (❡)

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✽✳ P♦✉r t♦✉t F ∈ F✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞ ∈ NQ0 t❡❧ q✉❡ 〈F〉 ❡st ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ G❞✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ rep(Q,❞)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡

Cn = {M ∈ rep(Q,❞) : χ(Gr❡(M) = n} .

Cn ❡st ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Ui,❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ F =
(n❡)❡∈NQ0 ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

〈F〉 =
⋂

❡≤❞

Cn❡

❡t ❞♦♥❝ 〈F〉 ❡st ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q✱ r❡tr♦✉✈❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬✾✺❪✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ NQ0 ✱ ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ X? à rep(Q,❞) ❡st ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t M,N ∈ rep(Q) t❡❧s q✉❡ XM = XN ✳ ❆❧♦rs ❞✐♠M =
❞✐♠N ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✳
❙♦✐t ❛❧♦rs x ∈ Z[✉±1] t❡❧ q✉❡ δ(x) = ❞✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✱ ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ x ❡st ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ 〈F〉 ♦ù F ♣❛r❝♦✉rt F t❡❧ q✉❡ 〈F〉 ⊂ rep(Q,❞)✳ ■❧ s✉✐t ❞✉
❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✼ q✉❡ ❝❡tt❡ ré✉♥✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡ ❡t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✶✳✽ q✉❡ ❝❡tt❡ ré✉♥✐♦♥
❡st ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡

[❞]+ = (max(di, 0))i∈Q0

[❞]− = (min(di, 0))i∈Q0

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

❞ = [❞]+ + [❞]−.

▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ M = H0(M) ⊕ PM [1] ✉♥ ♦❜❥❡t
❞❛♥s CQ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ s✐ Pi[1] ❡st ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ M ✱
❛❧♦rs dim(H0(M)(i)) = 0✳ ❆❧♦rs

[❞✐♠M ]+ = ❞✐♠H0(M) et [❞✐♠M ]− = ❞✐♠PM [1]

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❡ CQ ♦♥ ❛

[❞✐♠M ]+ = ❞✐♠H0(M) et [❞✐♠M ]− = ❞✐♠PM [1]
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ M ≃ H0(M) ⊕ PM [1] ♦ù
PM =

⊕
i∈Q0

P⊕ni

i ✳ P♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ ni 6= 0✱ ♦♥ ❛ dim(H0(M)(i)) = 0 ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞✐♠H0(M) = [❞✐♠M ]+ ❡t ❞✐♠PM [1] = [❞✐♠M ]−✳
❙♦✐t M ❡st r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ Pi[1] ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ M ✳ ❆❧♦rs

dimH0(M)(i) = dimHomkQ(Pi, H
0(M)) ≤ dim Ext1CQ

(H0(M), Pi) = 0

❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧✬♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐t ❞ ∈ NQ0 ✱ ♦♥ ♥♦t❡ X❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ X? s✉r ❧✬♦✉✈❡rt U❞✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♣♦s❡

X❞ = X[❞]+

∏

di<0

u−di

i

= X[❞]+

∏

di<0

X−di

Pi[1]

= X[❞]+

∏

di<0

XPi[1]⊕(−di)

❡t X❞ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳
❖♥ ♥♦t❡

B′(Q) =
{
X❞ : ❞ ∈ ZQ0

}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ CQ✳

✽✳✷ Pr♦♣r✐étés ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥é✲

r✐q✉❡s

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✱
♦♥ ♥♦t❡ M❞ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❑❛❝✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été
rep(Q,❞) ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ U❞ ∩ M❞ 6= ∅✳ ❆✐♥s✐✱ X❞ ❡st é❣❛❧ à ✉♥
XM ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ M❞✳

❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤♦✜❡❧❞ ❞❛♥s ❬✽✺❪✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞,❞′ ∈ NQ0 ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
Ext1kQ(❞,❞′) s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ M ∈ rep(Q,❞)✱ M ′ ∈ rep(Q,❞′)
t❡❧s q✉❡

Ext1kQ(M,M ′) = 0

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ext1kQ(❞,❞′) = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❞ = ❡1 ⊕ · · · ⊕ ❡n✳ ❆❧♦rs

X❞ =

n∏

i=1

X❡i
.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés ✐♥❥❡❝t✐❢ ✿

φ :

{
rep(Q, ❡1) × · · · × rep(Q, ❡n) −→ rep(Q,❞)

(M1, . . . ,Mn) 7→
⊕n

i=1 Mi

❉✬❛♣rès ✷✳✶✳✹✱ ❝♦♠♠❡ ❞ = ❡1⊕· · ·⊕❡n ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞✱
♦♥ ❛ Ext1kQ(❡i, ❡j) = 0 ♣♦✉r t♦✉s i 6= j✳ ■❧ s✉✐t ❞❡ ❬✷✽❪ q✉❡ φ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞♦♠✐♥❛♥t✳

❖♥ ♣♦s❡
U = (M❡1

∩ U❡1
) × · · · × (M❡n

∩ U❡n
),

❝✬❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ ❞❛♥s rep(Q, ❡1) × · · · × rep(Q, ❡n) ❡t ❞♦♥❝ φ(U) ❡st ✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡♥s❡ ❞❛♥s rep(Q,❞)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ φ(U)∩U❞ 6= ∅ ❡t ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r M ∈ φ(U) ∩ U❞✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ X❞ = XM ❡t M s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡

M =
n⊕

i=1

Mi

❛✈❡❝ Mi ∈ M❡i
∩ U❡i

❡t ❛❧♦rs

X❞ = XM

= XL

n
i=1 Mi

=

n∏

i=1

XMi

=

n∏

i=1

X❡i
.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡s ❞é♠♦♥tré❡s ❞❛♥s ❬✺✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡
❞❡ U(n)✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❛♠❛ssé❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥t ❞,❞′ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ZQ0 ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Ext1CQ
(❞,❞′)

s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ M ∈ rep(Q, [❞]+)✱ M ′ ∈ rep(Q, [❞′]+) t❡❧s q✉❡

Ext1CQ


M ⊕

⊕

di<0

Pi[1]⊕(−di), M ′ ⊕
⊕

d′
i<0

Pi[1]⊕(−d′
i)


 = 0.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ext1CQ
(❞,❞′) = 0✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s✐ ❞,❞′ ∈ NQ0 s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ t❡❧s q✉❡ Ext1CQ

(❞,❞′) = 0 ❛❧♦rs Ext1kQ(❞,❞′) = 0 ❡t Ext1kQ(❞′,❞) = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞,❞′ ∈ ZQ0 t❡❧s q✉❡ Ext1CQ
(❞,❞′) =

0✳ ❆❧♦rs
X❞X❞′ = X❞+❞′ .
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ Q0 t❡❧ q✉❡ di < 0 ❡t d′i > 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
M ′ ∈ rep(Q,❞′)✱ 0 < d′i = dimHomkQ(Pi, M

′) = dim Ext1CQ
(M ′, Pi[1]) ❡t ❞♦♥❝

Ext1CQ
(❞,❞′) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ di ❡t d′i

s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ [❞+ ❞′]+ = [❞]+ + [❞′]+✳
❈♦♠♠❡ Ext1CQ

(❞,❞′) = 0✱ ♦♥ ❛ Ext1kQ(❞,❞′) = 0 ❡t Ext1kQ(❞′,❞) = 0✱ ✐❧ s✉✐t
❛❧♦rs ❞❡ ❬✷✽❪ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

φ :

{
rep(Q, [❞]+) × rep(Q, [❞′]+) −→ rep(Q, [❞+ ❞′]+)

(U, V ) 7→ U ⊕ V

❡st ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ U[❞] ✭r❡s♣✳ U[❞′]+✮ ❡st ♦✉✈❡rt ❞❛♥s rep(Q, [❞]+) ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s
rep(Q, [❞′]+)✮✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ U[❞] ⊕ U[❞′]+ ❡st ♦✉✈❡rt ❡t ❞❡♥s❡ ❞❛♥s rep(Q, [❞+
❞′]+)✳ ❆✐♥s✐✱ X[❞+❞′]+ = X[❞]+X[❞′]+ ❡t ❞♦♥❝

X❞X❞′ = X[❞]+

(
∏

di<0

XPi[1]⊕(−di)

)
X[❞′]+


∏

d′
i<0

X
Pi[1]

⊕(−d′
i
)




= X[❞+❞′]+

∏

di+d′
i<0

X
Pi[1]

⊕(−(di+d′
i
))

= X❞+❞′

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ s♦✐t x ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s
A(Q) ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r δ(x)✳ ❆❧♦rs

x = Xδ(x).

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ M ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛

XM = X❞✐♠M .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ s✐ x ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❧✬é❝r✐r❡ XM ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ M ❞❛♥s CQ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✸✳✶✳✽✱ ♦♥ ❛ δ(XM ) = ❞✐♠M ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ M ❡st r✐❣✐❞❡✱ ♦♥ ❛
[❞✐♠M ]+ = ❞✐♠H0(M) ❡t [❞✐♠M ]− = ❞✐♠PM [1] ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✶✳✶✶✳
H0(M) ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s rep(Q, [❞✐♠M ]+)✱ s♦♥ ♦r❜✐t❡ OH0(M) ❡st
❞❡♥s❡ ❞❛♥s rep(Q, [❞✐♠M ]+) ❡t ❞♦♥❝ OH0(M) ∩ U[❞✐♠M ]+ 6= ∅✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ XH0(M) = X[❞✐♠M ]+ ✳ ▼❛✐s✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs XPM [1] = X[❞✐♠M ]− ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡

x = XM

= XH0(M)⊕PM [1]

= XH0(M)XPM [1]

= X[❞✐♠M ]+X[❞✐♠M ]−
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♠❛✐s Ext1CQ
([❞✐♠M ]+, [❞✐♠M ]−) s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛r M ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t

❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

X[❞✐♠M ]+X[❞✐♠M ]− = X[❞✐♠M ]++[❞✐♠M ]−

= X❞✐♠M

= Xδ(x)

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✽✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ X❞ ❧♦rsq✉❡
Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛
t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳
P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts X❞,❞ ∈ ZQ0 ✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷
❞❡ s❛✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts X❞,❞ ∈ Φ❙❝(Q)✳

✽✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❙❝❤✉r

▲❡♠♠❡ ✽✳✸✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ s♦✐t ❞ ∈ Φ❙❝✱r❡(Q)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ M ∈ rep(Q,❞) ❡t

X❞ = XM .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❞ ∈ Φr❡(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣✉✐sq✉❡ ❞ ∈ Φ❙❝(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ Q q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ M
❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s

1 = 〈M,M〉 = dimEndkQ(M) − dim Ext1kQ(M,M) = 1 − dim Ext1kQ(M, M)

❞♦♥❝ dim Ext1kQ(M, M) = 0 ❡t M ❡st r✐❣✐❞❡✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺ q✉❡
XM = X❞✐♠M = X❞✳

✽✳✸✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s

P✉✐sq✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡st δ✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Xδ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r X? s✉r ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
❞❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✽✳✸✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0(Q)✱ ♦♥

♥♦t❡r❛ Mλ ❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞✉ t✉❜❡ Tλ(Q)✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ M
(n)
λ

❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ Mλ ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r n✳
❙✐ E ❡st ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ T ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 2✱ ♦♥

♥♦t❡r❛ ME = E(p) ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r p ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲
s♦❝❧❡ E✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ s♦♥t ✿
{
Mλ : λ ∈ P1

0(Q)
}
⊔ {ME : E q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧} .
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▲❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ λ, µ ∈ P1
0(Q)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1

♦♥ ❛
X

M
(n)
λ

= X
M

(n)
µ

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t n ≥ 1✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✱ ♦♥

❛
X

M
(n)
λ

= Pn,1(XMλ
).

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r n = 1✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ ❈r❛✇❧❡②✲❇♦❡✈❡②

❬✷✼❪✳ ❙♦✐t e ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ s♦♠♠❡t t❡❧ q✉❡ δe = 1
❡t q✉❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ♣r✐✈é ❞✉ s♦♠♠❡t e ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ P = Pe

❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s♦♠♠❡t e✱ ♣ = ❞✐♠P s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ∂P = −1✳ ❙♦✐t L ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ δ + ♣✳ ❆❧♦rs L ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❞❡ ❞é❢❛✉t −1✳ ❈r❛✇❧❡②✲❇♦❡✈❡② ❛ ♠♦♥tré q✉❡ HomkQ(P,L) ≃ k2 ❡t q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t 0 6= λ ∈ HomkQ(P,L)✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ coker λ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ coker λ ≃ coker λ′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
λ = xλ′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ x ∈ k✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ λ−→ coker λ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ PHomkQ(P,L) ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉❜❡s ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡
λ ∈ PHomkQ(P,L) ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✳ ❖♥
✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✐♥s✐ PHomkQ(P,L) ❡t P1(k) ❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ λ ∈ P1

0 ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡
coker λ ≃ Mλ ❡st ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❙♦✐t ❛✐♥s✐ λ ∈ HomkQ(P,L)✱ ♦♥ ❛

Ext1CQ
(P, coker λ) ≃ Ext1kQ(P, coker λ) ⊕ Ext1kQ(coker λ, P )

≃ Ext1kQ(coker λ, P )

≃ HomkQ(P, coker λ)

≃ k

❝❛r P = Pe ❡t e ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡

XP Xcoker λ = XL + XB

♦ù B ≃ ker f ⊕ coker f [−1] ♣♦✉r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ 0 6= f ∈ HomkQ(P, τcoker λ)✳
❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t λ ∈ P1

0✳ ❙✐ f ♥✬❡st ♣❛s s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs imf ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢
❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❝♦✉rt❡

0−→ ker f−→P
f
−→ imf−→ 0

❡t ❞♦♥❝ ∂ker f + ∂imf = ∂P = −1 ♠❛✐s ker f ❡t imf s♦♥t ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ❡t ❞♦♥❝
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ∂ker f = 0 ❡t ker f = 0✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ B ≃ τ−1coker f ✳
▼❛✐s

∂coker f = ∂(τcoker λ)/P = −∂P = 1

❡t τcoker λ ≃ coker λ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ coker f ❡st ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ❛❧♦rs ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✐♠ coker f = δ − ♣✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1

0 ❡t t♦✉t 0 6= f ∈
HomkQ(P, τcoker λ) ♥♦♥✲s✉r❥❡❝t✐❢✱ coker f ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ V ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ−♣✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ f ∈ HomkQ(P, τcoker λ)
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❡st ♥♦♥✲s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ f ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞✐♠P � δ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t g ∈ HomkQ(P, τcoker λ) ❡t t♦✉t λ ∈ P1

0✱ g ♥✬❡st ♣❛s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱

XP Xcoker λ = XL + XV [−1]

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ XMλ

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t λ ∈ P1
0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ 0 6= f ∈ HomkQ(P, τcoker λ) ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs
ker f ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣ − δ✳ ❆✐♥s✐ ker f ❡st ❞❡ ❞é❢❛✉t
−1✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ U t❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐♠U = ♣ − δ ❞♦♥❝ ker f ≃ U ♣♦✉r
t♦✉t λ ∈ P1

0 ❡t t♦✉t 0 6= f ∈ HomkQ(P, τcoker λ) s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ▼❛✐s ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s f ∈ HomkQ(P, τcoker λ) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
λ ∈ P1

0 ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s f ∈ HomkQ(P, τcoker λ) s♦♥t s✉r❥❡❝t✐✈❡s
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ λ ∈ P1

0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

XP Xcoker λ = XL + XU

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r XMλ

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t λ ∈
P1

0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✸✳✹✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✹ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
δ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

Xnδ = Xn
Mλ

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r n = 1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ δ ❡st δ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ Xδ = XM ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ∈ rep(Q, δ)✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
q✉✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❡st ♦✉ ❜✐❡♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Mλ ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1

0✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ME ♣♦✉r E q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❙♦✐t E q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❛✣r♠❡ ❛❧♦rs
q✉❡ Gr❞✐♠E(M) = ∅ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ
♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡ à ME ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t λ ∈ P1

0 ❡t U ⊂ Mλ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ t❡❧ q✉❡
❞✐♠U = ❞✐♠E✳ ❈♦♠♠❡ Mλ ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ U ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t ∂U < 0 ♠❛✐s
∂U = ∂E = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ Gr❞✐♠E(Mλ) = ∅✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs
F ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ U ⊂ MF ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ t❡❧ q✉❡ ❞✐♠U = ❞✐♠E✳
❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r U = UP ⊕ UR ❛✈❡❝ UP ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t UR ré❣✉❧✐❡r✳
❈♦♠♠❡ ∂U = ∂E = 0✱ ♦♥ ❛ UP = 0 ❡t ❞♦♥❝ U ≃ UR ❡st ré❣✉❧✐❡r✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt UR ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ MF ✱ ♣❛r ✉♥✐sér✐❛❧✐té
❞❡s t✉❜❡s✱ UR ❡st ❞♦♥❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐♠E = ❞✐♠UR ❡st
✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ E ≃ UR ⊂ MF ❡t ❞♦♥❝ F = E✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ Gδ✲
♦r❜✐t❡ ❞❡ ME ♥✬❡st ♣❛s ♦✉✈❡rt❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ χ(Gr❞✐♠E(−)) ❡st
♥✉❧❧❡ s✉r Uδ,❞✐♠E ❡t ❞♦♥❝ Uδ∩OME

= ∅ ♣♦✉r t♦✉t E ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

Uδ ∩ Mδ ⊂
⊔

λ∈P1
0

OMλ
.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Xδ = XMλ
♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1

0✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ n > 1✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ nδ ❡st
δ ⊕ · · · ⊕ δ✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛

Xnδ = Xn
δ = Xn

Mλ
.

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❉②♥❦✐♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡
CQ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✸✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ M 6≃ N ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ ❡t XM = XN ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✱ ♣♦✉r t♦✉s λ 6= µ ∈ P1
0✱ ♦♥ ❛ XMλ

=
XMµ

✳ ▼❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ λ 6= µ✱ ♦♥ ❛ Mλ 6≃ Mµ✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ❞❡
✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✐st✐♥❝ts t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✸✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ T ✉♥ t✉❜❡ ❞❛♥s Γ(kQ) t❡❧ q✉❡ rg(T ) =
2✳ ❙♦✐❡♥t E1, E2✱ ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs

F
E

(2)
1

6= F
E

(2)
2

et X
E

(2)
1

= X
E

(2)
2

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✽✳✸✳✺ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s i, j = 1, 2✱
♦♥ ❛ χ(Gr❞✐♠Ei

(E
(2)
j )) = δij ✱ ❛✐♥s✐ FE

(2)
1

6= F
E

(2)
2

✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① s✉✐t❡s

♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡s
0−→E1−→E

(2)
1 −→E2−→ 0

0−→E2−→E
(2)
2 −→E1−→ 0

❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡✱ ♦♥ ❛

X
E

(2)
1

= XE1XE2 − 1 = X
E

(2)
1

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✸✳✽✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ FME
6=

FMλ
s✐ λ ∈ P1

0 ❡t E ❡st ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ♥✬❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ XME

6= XMλ
✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾ q✉❡

❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡
Ã ✭❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡ ❣é♥ér❛❧✮✳

✽✳✸✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s

❖♥ s❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r X❞ ❧♦rsq✉❡ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♦✉ ✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ❡①♣❧✐❝✐t❡r X❞ ❧♦rsq✉❡ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ❞ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡st

❞ = ❞0 + δ⊕k

♦ù k ❡st t❡❧ q✉❡ ❞− kδ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s (❞+ Zδ) ∩ Φ>0(Q)✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ ❞ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t s♦✐t ❞ = δ⊕k ⊕ ❞0 s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❆❧♦rs

X❞ = Xk
Mλ

XM0

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0 ♦ù M0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❞0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✶✱ X❞0 = XM0 ♦ù M0 ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s rep(Q,❞0) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✱ Xkδ =
Xk

δ = Xk
Mλ

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1
0✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡

X❞ = XkδX❞0
= Xk

Mλ
XM0

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣é♥ér✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ ER ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s r✐❣✐❞❡s✳ ❆❧♦rs

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔
{

XM⊕n
λ

⊕E : n ≥ 1, E ∈ ER
}

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1
0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✜①❡ λ ∈ P1
0 ❡t ❞ ∈ ZQ0 ✳ ❖♥ é❝r✐t [❞]+ = δk ⊕

⊕n
i=1 ❡i ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ [❞]+ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❡i ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳
❙✐ k 6= 0✱ ❝♦♠♠❡ δ ❡st s✐♥❝èr❡✱ ♦♥ ❛ [❞]+ = ❞ ∈ NQ0 ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✷✳✶✳✹ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ M ❞❛♥s M❞ ∩ U❞ t❡❧ q✉❡

M =
k⊕

j=1

Mλj
⊕

n⊕

i=1

Mi

♦ù ♣♦✉r t♦✉s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝ts U, V ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛ Ext1kQ(U, V ) =
0✳

❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s Mi ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t v ∈ Q0 ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r
s ≥ 0 t❡❧ q✉❡ Mi ≃ τ−sPv ❡t ❛❧♦rs

Ext1CQ
(Mi, Mλ1

) = HomCQ
(Pv, Mλ1

) = dim Mλ1
(v) = δv > 0

❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s Mi ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré✲
✐♥❥❡❝t✐❢✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Mi ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s Mi s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s t❡❧s q✉❡ ❞✐♠Mi � δ✳
❈♦♠♠❡ Ext1kQ(Mi, Ml) = 0 ♣♦✉r i 6= l✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

⊕n
i=1 Mi ❡st r✐❣✐❞❡✳

❙✐ k = 0✱ ❛❧♦rs M ∈ M❞ ∩U❞ ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ M ⊕
⊕

di<0 Pi[1]⊕−di ❡st ✉♥
♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ X❞ ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✳

❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

B′(Q) ⊂ {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔
{

XM⊕n
λ

⊕E : n ≥ 1, E ∈ ER
}

.

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺✱ ✐❧ s✉✣t

❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
{

XM⊕n
λ

⊕E : n ≥ 1, E ∈ ER
}
⊂ B′(Q)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ∈ ER✱
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❛❧♦rs X❞✐♠E = XE ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ XM⊕n
λ

= Xnδ ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t λ1, . . . , λn ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ P1
0✱ ❝♦♠♠❡

✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t✉❜❡s✱ ♦♥ ❛

Ext1CQ
(E,Mλ1 ⊕ · · · ⊕ Mλn

) = 0

❡t ❞♦♥❝ Ext1CQ
(❞✐♠E,nδ) s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✹✱

♦♥ ❛ ❛❧♦rs
X❞✐♠E+nδ = X❞✐♠EXnδ = XE⊕M⊕n

λ

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬é❣❛❧✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡✳
■❧ r❡st❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st ❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ❙♦✐t X❞ = XM⊕n

λ
⊕E

❛✈❡❝ E ∈ ER ❡t n ≥ 1✳ ❙♦✐❡♥t λ1, . . . , λn ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts ❞❡
P1

0✱ ❡t E = E1 ⊕ . . . ⊕ Em ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
❆❧♦rs

Mλ1
⊕ · · · ⊕ Mλn

⊕ E1 ⊕ · · · ⊕ Em

❡st s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r t❡❧❧❡s q✉❡ Ext1kQ(U, V ) = 0 ♣♦✉r
t♦✉s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s U, V ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

❞ = δ⊕n ⊕
n⊕

i=1

❞✐♠Ei

❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞✳ ❈♦♠♠❡ dim Ext1kQ(M,M) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s rep(Q, nδ) ♣♦✉r n ≥ 1✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s
rep(Q,❞)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✸✳✶✳✽ ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ M ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡ XM = X❞✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳✸✳✶✶✳ ❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❬✽✽✱ ✷✷❪✱ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ♥❡
s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐✲
♥❛✐r❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s
♠❛✐s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ NQ0 ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡
ré❞✉✐t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❉②♥❦✐♥✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❈❛❧❞❡r♦✲❑❡❧❧❡r ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ✜♥✐✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❉②♥❦✐♥✳ ❆❧♦rs

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(Q)} .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ M(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q)} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡A(Q)✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺ q✉❡M(Q) ⊂ B′(Q)✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞ ∈ NQ0 ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞ =

⊕n
i=1 ❡i✳ ❆❧♦rs✱

♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r Mi ∈ rep(Q, ❡i)
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t❡❧❧❡ q✉❡ Ext1kQ(Mi, Mj) = 0 s✐ i 6= j✳ ❈♦♠♠❡ Q ❡st ❉②♥❦✐♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❡i ❡st ✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ré❡❧❧❡ ❡t ❞♦♥❝ Mi ❡st r✐❣✐❞❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ M =

⊕n
i=1 Mi ❡st

r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s rep(Q,❞) ❡t ❞♦♥❝ X❞ = XM ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ZQ0 ✱ ❛❧♦rs

X❞ = X[❞]+

∏

di<0

u−di

i .

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡ M ∈
rep(Q, [❞]+) t❡❧❧❡ q✉❡ XM = X[❞]+ ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 t❡❧ q✉❡ di < 0✱
♦♥ ❛ Ext1CQ

(M,Pi[1]) = 0 ❡t ❞♦♥❝ N = M ⊕
⊕

di<0 Pi[1]⊕(−di) ❡st r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s
CQ ❡t X❞ = XN ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ B′(Q) = M(Q)✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼✱ M(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s

❛♠❛ssé❡s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ Ã

✶✷✼
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▲❡t ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❑❡❧❧❡r ♣♦✉r ❧❡
t②♣❡ ✜♥✐ ❬✷✵❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♥❡ ✈♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s r❡♣♦s❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ Ã ♠❛✐s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❛✣♥❡ ❝♦♥s✐❞éré s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ Ã✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥é✲
r✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦✲
❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡ Ã✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ δ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❙✐ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st
✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s D̃ ❡t Ẽ
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦✲
s❛❜❧❡s ❞❡ CQ s✬é❝r✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r
❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥
s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ s✐ ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ Q
✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Q ❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ A(Q)✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✾✳✺✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✹ s♦♠♠❡ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s
❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❜❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉① ❜❛s❡s ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✻ ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳

✾✳✶ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã

✾✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ t②♣❡ Ã

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✱ s❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡st

δ = (1, . . . , 1) ∈ NQ0 .

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♣ré✐♥❥❡❝✲
t✐❢s✱ ré❣✉❧✐❡rs✮ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❢❛✉t ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã ❡t s♦✐t M ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs

✶✳ M ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∂M = −1 ❀

✷✳ M ❡st ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∂M = 1✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ N ❡t v ∈ Q0 t❡❧ q✉❡
τ−sM ≃ Pv✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs Mλ ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆❧♦rs ❞✐♠Mλ =
δ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ Mλ(i) ≃ k ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳

∂M = 〈Mλ, M〉

= −dim Ext1kQ(Mλ, τ−sM)

= −dim HomkQ(τ−sM,Mλ)

= −dim HomkQ(Pv, Mλ)

= −dimMλ(v)

= −1.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❡♥ t②♣❡ Ã s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ✓ s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✔❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞ ∈ NQ0 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
t❡❧ q✉❡ di ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳ ❙♦✐t M ∈ rep(Q,❞) ❡t ❡ ≤ ❞ ✉♥ ❛✉tr❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆❧♦rs ♦✉ ❜✐❡♥ Gr❡(M) = ∅✱ ♦✉ ❜✐❡♥ Gr❡(M) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s❡✉❧
é❧é♠❡♥t ❡t ❛❧♦rs χ(Gr❡(M)) = 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Gr❡(M) 6= ∅ ❡t s♦✐t N ∈ Gr❡(M)✳ P♦✉r t♦✉t i
t❡❧ q✉❡ ei 6= 0✱ N(i) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦♥✲♥✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ M(i) ❡t
❞♦♥❝ N(i) = M(i)✳ ❆✐♥s✐✱ N ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

N(i) =

{
M(i) si ei 6= 0

0 s✐♥♦♥

❡t N(i−→ j) = M(i−→ j)|N(i)✳ ❆✐♥s✐✱ Gr❡(M) = {N} ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ❣r❛ss✲
♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Ã ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✸ ✭❬✽✺❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞, ❡ ∈ NQ0 ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡❧s q✉❡ Ext1kQ(❞, ❡) = 0✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞+ ❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t λ, µ ∈ P1
0

❡t t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛
X

M
(n)
λ

= X
M

(n)
µ

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ n = 1✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ χ(Gr❡(Mλ)) = χ(Gr❡(Mµ)) ♣♦✉r
t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ ≤ δ✳ ❙♦✐t U ⊂ Mλ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦♣r❡✳ ❆❧♦rs
χ(Gr❞✐♠U (Mλ)) = 1 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷✳ ❈♦♠♠❡ Mλ ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱
U ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t Mλ/U =

⊕
i Vi s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠✲

♣♦s❛❜❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ Mλ−→Vi ❡t ❞♦♥❝
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❝❤❛q✉❡ Vi ❡st ré❣✉❧✐❡r ♦✉ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Ext1kQ(U, Mλ/U) = 0 ❡t
❞♦♥❝ Ext1kQ(❞✐♠U, δ − ❞✐♠U) = 0✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞ q✉❡
Gr❞✐♠U (Mµ) 6= ∅ ❡t ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ χ(Gr❞✐♠U (Mµ)) = 1 =
χ(Gr❞✐♠U (Mλ))✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ XMµ

= XMλ
♣♦✉r t♦✉s λ, µ ∈ P1

0✳
P♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ❡t t♦✉t λ ∈ P1

0✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡

X
M

(n)
λ

= Pn,1(Mλ)

❈♦♠♠❡ XMµ
= XMλ

✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ X
M

(n)
µ

= X
M

(n)
λ

♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳✶✳✺✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❢❛✐t
✉♥ rés✉❧t❛t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉s λ, µ ∈ P1

0✱ ♦♥ ❛
FMλ

= FMµ
.

✾✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s

❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Q ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❡t ♦♥ ✜①❡
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ r❛♥❣ p > 1✳ P♦✉r t♦✉t
n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ M

(n)
E = E(kp) ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

nδ ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ E✳ ❙✐ M ≃ E(n) ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥
t✉❜❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs q.radM = E(n−1) s♦♥ q✉❛s✐✲r❛❞✐❝❛❧✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ X

M
(n)
E

∈ ZB′(Q)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ à s❛✈♦✐r ✿

XME
= XMλ

+ Xq.radME/E

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã✱ E ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡
❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ λ ∈ P1

0 ❡t ✈ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙✐ Gr✈(Mλ) 6= ∅✱
❛❧♦rs Ext1kQ(✈, δ − ✈) s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡t χ(Gr✈(Mλ)) = χ(Gr✈(ME))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✈ = δ✱ ❛❧♦rs Grδ(Mλ) = {Mλ} ❡t Grδ(ME) = {ME} ❛✐♥s✐

χ(Grδ(ME)) = Grδ(Mλ) = 1.

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ✈ 6= δ ❡st t❡❧ q✉❡ Gr✈(Mλ) 6= ∅ ❡t s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
V ⊂ Mλ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✳ ❆❧♦rs V ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t Mλ/V ❡st s♦♠♠❡ ❞✐✲
r❡❝t❡ ❞❡ ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s ❡t ❞❡ ré❣✉❧✐❡rs✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Ext1kQ(V,Mλ/V ) = 0 ❡t ❞♦♥❝
Ext1kQ(✈, δ − ✈) = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞ ✭✾✳✶✳✸✮ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Gr✈(ME) 6= ∅✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ χ(Grδ(ME)) =
Grδ(Mλ) = 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ME

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Mλ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✱ E ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲
s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ λ ∈ P1

0 ❡t V ⊂ ME ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

✶✳ ❙✐ E 6⊂ V ✱ ❛❧♦rs Gr✈(Mλ) 6= ∅✱
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✷✳ ❙✐ E ⊂ V ⊂ q.radME✱ ❛❧♦rs Gr✈(Mλ) = ∅✱

✸✳ ❙✐ E ⊂ V 6⊂ q.radME✱ ❛❧♦rs Gr✈(Mλ) 6= ∅✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ V ⊂ ME ✱ V ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❖♥ é❝r✐t ❛✐♥s✐ V = VP ⊕ VR ❛✈❡❝ VP ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t VR

ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ✉♥✐sér✐❛❧✐té ❞❡s t✉❜❡s✱ s✐ VR ❡st ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t E✳

❙✐ E 6⊂ V ✱ ❛❧♦rs VR = 0 ❡t V = VP ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ME/V ét❛♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Ext1kQ(V,ME/V ) = 0
❡t ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Gr✈(Mλ) 6= ∅✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✐♥t✳

❙✐ E ⊂ V ✱ ❛❧♦rs V ♥✬❡st ♣❛s ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ME/V ❡st s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✳ ■❧ ✈✐❡♥t

Ext1kQ(V,ME/V ) ≃ HomkQ(ME/V, τV ) = HomkQ(ME/V, τVR).

❈♦♠♠❡ E ⊂ V ⊂ q.radME ✱ ♦♥ ❛

ME/q.radME ≃ (ME/V )/(q.radME/V )

❡t ❞♦♥❝ τE ≃ ME/q.radME ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ME/V ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

HomkQ(ME/V, τE) 6= 0.

❈♦♠♠❡ τE ⊂ τVR✱ ♦♥ ❛

HomkQ(ME/V, τVR) 6= 0

❡t ❞♦♥❝
Ext1kQ(V,ME/V ) 6= 0.

❈♦♠♠❡ δi = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t HomkQ(V,ME/V ) = 0 ❡t ❞♦♥❝

〈✈, δ − ✈〉 < 0.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s X ❡t Y ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s
✈ ❡t δ − ✈✱ ♦♥ ❛ Ext1kQ(X, Y ) 6= 0 ❡t ❞♦♥❝ Ext1kQ(✈, δ − ✈) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✻ q✉❡ Gr✈(Mλ) = ∅✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ E ⊂ V 6⊂ q.radME ✳ ❈♦♠♠❡ E ⊂ V ✱ ♦♥ ❛ VR 6= 0✳
❙✐ VP = 0✱ ❛❧♦rs V = VR ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ME ✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ q✉❛s✐✲r❛❞✐❝❛❧ q.radME ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ V = VP ⊕ VR ❡st ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡
Ext1kQ(VR, VP ) 6= 0✳ ❙♦✐t

π : ME−→ME/q.radME ≃ τE

❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ V 6⊂ q.radME ✱ π(V ) 6= 0 ❡t ❞♦♥❝ π|V : V −→ τE
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ V −→ τE✱ ❛✐♥s✐

HomkQ(V, τE) ≃ HomkQ(VP , τE) ⊕ HomkQ(VR, τE) 6= 0.

❈♦♠♠❡ E ⊂ VR ⊂ q.radME ✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t✉❜❡s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs

HomkQ(VR, τE) = 0
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❡t ❛✐♥s✐ HomkQ(VP , τE) 6= 0✳ P✉✐sq✉❡ τE ⊂ τVR✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ HomkQ(VP , τVR) 6=
0 ❡t ❞♦♥❝ Ext1kQ(VR, VP ) 6= 0✳

❙♦✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→VP
ι
−→ X

p
−→ VR−→ 0, ✭✾✳✶✮

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t X ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
HomkQ(−, Mλ) à ❧❛ s✉✐t❡ ✭✾✳✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡

0−→HomkQ(VR, Mλ)−→HomkQ(X, Mλ)−→HomkQ(VP , Mλ)

−→Ext1kQ(VR, Mλ)−→Ext1kQ(X, Mλ)−→Ext1kQ(VP , Mλ)−→ 0

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥✐ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t✉❜❡s✱ ♦♥ ❛ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

HomkQ(X, Mλ) ≃ HomkQ(VP , Mλ).

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ VP−→Mλ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥ VP
ι
−→ X−→Mλ✳

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs X = XP ⊕ XR ⊕ XI ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s✱ ré❣✉❧✐❡rs ❡t
♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✳ ❈♦♠♠❡ P1

0 ❡st ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ λ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
VR 6∈ Tλ ❡t ❛✐♥s✐ HomkQ(XR, Mλ) = 0✳ ❙♦✐t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ f : VP−→Mλ✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

VP
[i1,i2,i3]

t

−−−−−−→ XP ⊕ XR ⊕ XI
[g1,0,0]
−−−−→ Mλ

❡t ❞♦♥❝ f = g1i1 ❢❛❝t♦r✐s❡ à tr❛✈❡rs i1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ i1 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝
VP ⊂ XP ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❞✐♠X = ❞✐♠V ≤ δ ❡t ❞♦♥❝ dimX(i) ≤ 1 ♣♦✉r
t♦✉t i✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ HomkQ(VP , XR) = HomkQ(VP , XI) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ i2 = i3 = 0
❡t ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ✭✾✳✶✮ ❞♦♥♥❡

VR ≃ X/VP ≃ XP /VP ⊕ XR ⊕ XI .

❈♦♠♠❡ VR ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ XI = 0✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ δXP
= δX = δV = δVP

❡t
❞♦♥❝ XP /VP ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ♣❛r ✉♥✐sér✐❛❧✐té✱ VR ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t
❞♦♥❝ ♦✉ ❜✐❡♥ XP /VP ❡st ♥✉❧✱ ♦✉ ❜✐❡♥ XR ❡st ♥✉❧✳ ❙✐ XP /VP ❡st ♥✉❧✱ ❧❛ s✉✐t❡
✭✾✳✶✮ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ XR = 0 ❡t ❞♦♥❝
X = XP ❡st ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢✳

❈♦♠♠❡ ME/V ❡st s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ♣ré✐♥❥❡❝t✐❢s✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs

Ext1kQ(X, ME/V ) = 0

❡t ❞♦♥❝ Ext1kQ(✈, δ − ✈) s✬❛♥♥✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✸✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs Gr✈(Mλ) 6= ∅✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t✳

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✽✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ Q s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡t ♣♦✉r
t♦✉t λ ∈ P1

0✱ ♦♥ ❛
XME

= XMλ
+ Xq.radME/E .

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✽ ❛ été ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✳ ❚♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼ ❡t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

Gr✈(Mλ) 6= ∅ ⇔ GrE
✈ (q.radME) = ∅

♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té GrE
✈ (q.radME) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s M ∈ Gr✈(q.radME) t❡❧❧❡s q✉❡

E ⊂ M ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Gr✈(ME) 6= ∅ ❡t GrE
✈ (q.radME) = ∅✱ ♦♥ ❛ χ(Gr✈(Mλ)) =

χ(Gr✈(ME)) = 1 ❡t s✐ GrE
✈ (q.radME) 6= ∅✱ ♦♥ ❛ χ(GrE

✈ (q.radME)) = χ(Gr✈(ME)) =
1✳

❙♦✐t ❛❧♦rs ❡ = ❞✐♠E✱ ✐❧ s✉✐t

XME
=
∑

✈

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

=
∑

Gr✈(Mλ) 6=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

+
∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

=
∑

✈

χ(Gr✈(Mλ))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

+
∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

= XMλ
+

∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

▼❛✐s ♦♥ ❛
∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i =

∑

✈

χ(GrE
✈ (q.radME))

∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

❈♦♠♠❡ {
GrE

✈ (q.radME) −→ Gr✈−❡(q.radME/E)
U 7→ U/E

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i =

∑

✈

χ(Gr✈−❡(q.radME/E))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

▼❛✐s s✐ ♦♥ é❝r✐t ♥ = ❞✐♠ q.rad(ME/E) = δ− c(e)− e ♦ù c ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❈♦①❡t❡r ✐♥❞✉✐t❡ s✉r K0(kQ) ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥✱ ♦♥ ❛

−〈(✈− ❡), αi〉 − 〈αi,♥− (✈− ❡)〉 = −〈✈− ❡, αi〉 − 〈αi, δ − ❡− c(❡) − ✈+ ❡〉

= −〈✈, αi〉 − 〈αi, δ − ✈〉 + 〈❡, αi〉 + 〈αi, c(❡)〉

= −〈✈, αi〉 − 〈αi, δ − ✈〉
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❡t ❛✐♥s✐

Xq.radME/E =
∑

✈

χ(Gr✈−❡(q.radME/E))
∏

i

u
−〈(✈−❡),αi〉−〈αi,♥−(✈−❡)〉
i

=
∑

✈

χ(Gr✈−❡(q.radME/E))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

=
∑

Gr✈(Mλ)=∅

χ(Gr✈(ME))
∏

i

u
−〈✈,αi〉−〈αi,δ−✈〉
i

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
XME

= XMλ
+ Xq.radME/E ,

❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q.radME/E
s❡♠❜❧❡ très ♥❛t✉r❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉①
t②♣❡s D̃ ❡t Ẽ ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✶✳✶✵✳ ▲❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❛♣rès ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s♦♥t ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s ❛✣♥❡s Ã2,1✳ ■❧s s♦♥t t♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤❡s à

2

��========

Q : 1 //

@@��������
3

▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ kQ✲♠♦❞ ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❡st
❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①✳ ▲❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡ t✉❜❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

0

��=======

E0 : k
1 //

0

@@�������
k

❡t
k

0

��========

E1 ≃ S2 : 0 //

@@��������
0

✈ér✐✜❛♥t τE1 ≃ E0 ❡t τE0 ≃ E1✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s s♦♥t ✿

k

1

��========

ME0
: k

1 //

0

@@��������
k

❡t
k

0

��========

ME1
: k

1 //

1

@@��������
k
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❖♥ ❛ τME1
≃ ME0

❡t τME0
≃ ME1

✳
P♦✉r t♦✉t 0 6= λ ∈ k✱ ♦♥ ♣♦s❡

k

λ

��=======

Mλ : k
1 //

1

@@�������
k

❡t ♦♥ ♣♦s❡
k

1

��>>>>>>>>

M∞ : k
0 //

1

@@�������
k.

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t P1 ❡t k ⊔ {∞}✱ ❧❡s Mλ ♣♦✉r λ ∈ P1 \ {0} s♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❞♦♥❝ P1

0(Q) = P1 \ {0}✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t rés✉♠❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù λ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡

P1
0(Q) ✿

❡ [000] [001] [010] [100] [011] [101] [110] [111]
Gr❡(Mλ) 0 S3 ∅ ∅ P2 ∅ ∅ Mλ

χ(Gr❡(Mλ)) 1 1 0 0 1 0 0 1
Gr❡(ME0

) 0 S3 ∅ ∅ P2 E0 ∅ ME0

χ(Gr❡(ME0)) 1 1 0 0 1 1 0 1
Gr❡(ME1

) 0 S3 E1 ∅ S2 ⊕ S3 ∅ E1 ME1

χ(Gr❡(ME1
)) 1 1 1 0 1 0 0 1

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ [011] ♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

Gr[011](ME1) = {S2 ⊕ S3}

❛❧♦rs q✉❡
Gr[011](Mλ) = Gr[011](ME0

) = {P2} .

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼✱ s✐ V = S2⊕S3✱ ♦♥ ❛ VP = S3✱ VR = S2

❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡

0−→S3−→P2−→S2−→ 0,

✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ♠♦✲

❞✉❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

XME0
= XME1

=
u2u

2
1 + u3u1u2 + u1 + u3 + u2u

2
3

u1u2u3

❡t

XMλ
=

u2u
2
1 + u1 + u3 + u2u

2
3

u1u2u3
= XME1

− 1.

❈♦♠♠❡ q.radMEi
= Ei ♣♦✉r i = 1, 2✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ q.radMEi

/Ei = 0✱ ❝❡ q✉✐
✐❧❧✉str❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã3,1 ✿

2 // 3

��========

Q : 1

@@��������
// 4

P♦✉r t♦✉t λ ∈ k✱ ♦♥ ♣♦s❡

k
1 // k

λ

��=======

Mλ : k

1

@@������� 1 // k

❡t

k
1 // k

1

��=======

M∞ : k

1

@@������� 0 // k

❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ P1 ❡t k ⊔ {∞}✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1✱ Mλ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ s✐ λ 6= 0✱ ❛❧♦rs Mλ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥
t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t P1

0(Q) = P1 \ {0}✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s♦♥t

0 // k
0

��========

E0 : 0

@@��������
// 0

k
0 // 0

��<<<<<<<<

E1 = τ−1E0 : 0

@@��������
// 0

0 // 0

��<<<<<<<<

E2 = τ−2E0 : k

0

@@�������� 1 // k

❡t τ−3E0 = E0✳ ❆✐♥s✐✱ E0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ r❛♥❣ tr♦✐s
❡t ♦♥ ❛ M0 = ME0

✳
▲❡ t✉❜❡ ❡st ❛✐♥s✐
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•
E0

•
E1 = q.radM0/E0

•
E2

•
E0

• M0
♠

♠�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅❘

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

�
�

�✒

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ▲❡ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ Ã3,1

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ q.radM0 = E
(2)
0 ❡t q.radM0/E0 = E1✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

XE1
=

u1 + u3

u2

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ♦ù λ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡ ❞❡ P1

0✳ ❖♥ ♥✬é❝r✐t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ✿

❡ [0000] [0001] [0010] [0110] [0011] [0111] [1111]
Gr❡(Mλ) 0 S4 ∅ ∅ P3 P2 Mλ

χ(Gr❡(Mλ)) 1 1 0 0 1 1 1

Gr❡(M0) 0 S4 E0 E
(2)
0 E0 ⊕ S4 E

(2)
0 ⊕ S4 M0

χ(Gr❡(ME0)) 1 1 1 1 1 1 1

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞♦♥♥❡

XM0
=

u1u4u
2
3 + u3u

2
1u4 + u3u2u

2
4 + u4u3 + u3u2u

2
1 + u1u4 + u2u1

u1u2u3u4

❡t

XMλ
=

u3u2u
2
1 + u2u1 + u1u4 + u4u3 + u3u2u

2
4

u1u2u3u4
.

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

XM0
− XMλ

=
u1 + u3

u2
= XE1

,

q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❡ = [0011]✱ V ∈ Gr❡(M0) ❡st ❧❛ r❡♣ré✲

s❡♥t❛t✐♦♥ E0 ⊕S4✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼✱ VR = E0✱ VP = S4

❡t P3 ∈ Gr❡(Mλ) ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→S4−→P3−→E0−→ 0,

❝❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✼✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳✶✳✶✷✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Ã ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s Ã✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉ ❝❛s
❛✣♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼✮✳

◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝❧❛✐r ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ Z[XM , M ∈ Ob(CQ)] ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
✾✳✶✳✾ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✣r♠❡r ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✶✳✶✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❆❧♦rs

Z[XM , M ∈ Ob(CQ)] = A(Q).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
B′(Q) ⊂ A(Q).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Q ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ■❧
s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛ XM ∈
A(Q)✳ ❙✐ M ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ XM ∈ Cl(Q)✳ ❙✐ M ❡st
ré❣✉❧✐❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ M ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ T
❞❡ r❛♥❣ p ≥ 2✳ ❙♦✐❡♥t R1, . . . , Rp ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
τRi ≃ Ri−1✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✱ Ri ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡ ❞❡ Q
❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛ XRi

∈ Cl(Q)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs n ≥ 1 ❡t
i ∈ Z/pZ t❡❧ q✉❡ M ≃ R

(n)
i ♠❛✐s ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱ ♦♥ ❛

XM = Pn,p(XRi
, . . . , XRi+p−1) ∈ A(Q).

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ Tλ✳ ❆❧♦rs
M ≃ M

(n)
λ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ≥ 1✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs E ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡

❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛

XMλ
= XME

− Xq.radME/E

♠❛✐s XME
∈ A(Q) ❡t Xq.radME/E ∈ A(Q) ❞♦♥❝ XMλ

∈ A(Q)✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ✐❧ s✉✐t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡

XM = X
M

(n)
λ

= Pn,1(XMλ
) ∈ A(Q).

P♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱

K : 1
//// 2

♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
XMλ

= XP2
XI1

− XP1[1]XP2[1] ∈ A(Q).

❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ s❡ ré❢ér❡r à ❬✷✷❪✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛s✲
s♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❞✐✛èr❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❙♦✐t E ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1

0✱ ♦♥ ❛
XMλ

6= XME
.
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❙✐ E ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p > 2✳ ❆❧♦rs
XE(p) 6= XF (q) ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ F 6= E ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞❡
r❛♥❣ q ≥ 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ E ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p > 2✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ q.radME ❡st ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r l > 1 ❡t ❞♦♥❝ q.radME/E ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥✲
❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ♥♦♥✲♥✉❧✳ ❙♦✐t F ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡ à E ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ✳ ❖♥ ♥♦t❡ q = rg(T ) ❡t MF = F (q)✳ ❙✐ q = 1✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✾✳✶✳✾

XE(p) = XF (q) + Xq.radME/E 6= XF (q) = XF .

❙✐ q = 2✱ ❛❧♦rs q.radMF /F ❡st ♥✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✱ ♦♥ ❛

XF (q) − 1 = XMλ
= XE(p) − Xq.radME/E

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0 ♠❛✐s ♣✉✐sq✉❡ q.radME/E 6= 0✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Xq.radME/E 6= 1

❡t ❞♦♥❝ XE(p) 6= XF (q) ✳ ❙✐ q > 2✱ q.radMF /F ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
r✐❣✐❞❡ ♥♦♥✲♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à q.radME/E✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

δ(Xq.radME/E) = ❞✐♠ q.radME/E 6= ❞✐♠ q.radMF /F = δ(Xq.radMF /F )

❡t ❞♦♥❝

XE(p) = XMλ
+ Xq.radME/E 6= XMλ

+ Xq.radMF /F = XF (q) .

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡s ♣♦✲
❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧
s✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡t T ✉♥ t✉❜❡ ❞❛♥s Γ(Q)✳ ❆❧♦rs ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t E0, . . . , Ep−1 ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ τEi = Ei−1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✱ ♦♥ ❛

dim Ext1kQ(Ei, Ej) =

{
1 s✐ j = i − 1
0 s✐♥♦♥✳

❡t

dim HomkQ(Ei, Ej) =

{
1 s✐ j = i
0 s✐♥♦♥✳

❙♦✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥✉❧❧❡
∑p−1

j=0 λj❞✐♠Ej = 0✳ P♦✉r t♦✉t
i ∈ Z/pZ✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ 〈−,❞✐♠Ei〉 ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞♦♥♥❡

λi − λi−1 = 0.

❆✐♥s✐ λi = λj ♣♦✉r t♦✉t i 6= j ❡t ♦♥ ♥♦t❡ λ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❆❧♦rs

0 =

p−1∑

j=0

λj❞✐♠Ej = λ

p−1∑

j=0

❞✐♠Ej

❡t λ = 0✳
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▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✶✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❣r❛❞✉é T ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ p ≥ 1 ❞❛♥s

Γ(Q)✳ ❙♦✐❡♥t E0, . . . , Ep−1 ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ✳ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{

XQ
E0

, . . . , XQ
Ep−1

}

❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ P =
∑

ν∈J aνt
ν ∈ Q[t1, . . . , tp]✳ ❖♥

❝♦♥s✐❞èr❡

P (XQ
E0

, . . . , XQ
Ep−1

) =
∑

ν∈J

aνXQ

E
⊕ν0
0 ⊕···⊕Ep−1

⊕νp−1
=
∑

ν

aνXQ

E
⊕ν0
0 ⊕···⊕E

⊕νp−1
p−1

P♦✉r t♦✉t ν ∈ J ✱

❞✐♠
(
E⊕ν0

0 ⊕ · · · ⊕ E
⊕νp−1

p−1

)
=

p−1∑

i=0

νi❞✐♠Ei,

❡t ❛✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✶✻✱ ♦♥ ❛

❞✐♠
(
E⊕ν0

0 ⊕ · · · ⊕ E
⊕νp−1

p−1

)
6= ❞✐♠

(
E⊕µ0

0 ⊕ · · · ⊕ E
⊕µp−1

p−1

)

s✐ ν 6= µ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✽✱ ❧❡s XQ

E
⊕ν0
0 ⊕···⊕E

⊕νp−1
p−1

s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q ❡t ❞♦♥❝ P (XQ
E0

, . . . , XQ
Ep−1

) 6= 0✳

❙♦✐t p > 1✱ {xi,1 : i ∈ Z/pZ} ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥ts s✉r Q✱ ♦♥ ♣♦s❡

∆p(xi,1, . . . , xi+p−1,1) = Pp,p(xi,1, . . . , xi+p−1,1) − Pp−2,p(xi+1,1, . . . , xi+p−2,1).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✽✳ ❙♦✐t p > 1✳ ❆❧♦rs ∆p(xi,1, . . . , xi+p−1,1) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
i ∈ Z/pZ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãp,p ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡✳
❙♦✐t XA

? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r CA✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ T (A) ✉♥ t✉❜❡ ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ Γ(A)✱ ❛❧♦rs rg(T (A)) = p ❡t ♦♥ ♥♦t❡ R1, . . . , Rp ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
❞❡ T (A) ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τRi ≃ Ri−1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ▲❡ ❝❛rq✉♦✐s
A ét❛♥t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡✱ ✐❧ ❡st ❣r❛❞✉é✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡
✾✳✶✳✶✼ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

{
XA

Ri
, i ∈ Z/pZ

}
❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s

π :

{
Z[XA

Ri
: i ∈ Z] −→ Z[xi,1 : i ∈ Z/pZ]

XA
Ri

7→ xi,1

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ ♦♥ ❛

XA
MRi

= Pp,p(X
A
Ri

, . . . , XA
Ri+p−1)

XA
q.radMRi

/Ri
= Pp−2,p(X

A
Ri+1, . . . , X

A
Ri+p−1)

❙♦✐t λ ∈ P1
0(A)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Aλ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞✉ t✉❜❡ Tλ(A)✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛

♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡

XA
MRi

− XA
q.radMRi

/Ri
= XA

Aλ

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

XA
MRi

− XA
q.radMRi

/Ri
= ∆p(X

A
Ri

, . . . , XA
Ri+p−1

)

❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ i ∈ Z/pZ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t π✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
∆p(xi,1, . . . , xi+p−1,1) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ i ∈ Z/pZ✳
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✾✳✷ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t A(Q) s✉r Q✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ XM ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
QB′(Q) ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s Q✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts B′(Q)✳

✾✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡✱ E ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❆❧♦rs XME

∈
ZB′(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p ❧❡ r❛♥❣ ❞✉ t✉❜❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t E✱ q.radME/E ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r p − 2✳ ❙✐ p = 2✱ ❛❧♦rs q.radME/E ❡t
♥✉❧ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

XME
= XMλ

+ 1 ∈ ZB′(Q).

❙✐ p > 2✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞✐♠ (q.radME/E) ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ré❡❧❧❡ ❡t ❞♦♥❝
Xq.radME/E = X❞✐♠ q.radME/E ∈ B′(Q)✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ XMλ

= Xδ ∈
B′(Q) ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✱ ♦♥ ❛ XME

∈ ZB′(Q)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 2 ❡t t♦✉t q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s ✉♥
t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ X

M
(n)
E

❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r B′(Q) s✉r Z ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡✳ ❙♦✐t T ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ Q✳ ❆❧♦rs XM ∈ ZB′(Q)
♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ M ❞❛♥s addT ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ M ✳
❙✐ M ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❞✐♠M ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ré❡❧❧❡ ❡t XM ∈
B′(Q)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ♥✬❡st ♣❛s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
N ❞❛♥s T t❡❧ q✉❡ ❞✐♠N ≤ ❞✐♠M ✱ ♦♥ ❛ XN ∈ ZB′(Q)✳ ❙♦✐t p = rg(T ) ❡t
E0, . . . , Ep−1 ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τEi = Ei−1 ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ Z/pZ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ M = M
(n)
E ♣♦✉r

✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❡ T ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱
♦♥ ❛

XME
= XMλ

+ Xq.radME/E

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱

Xn
ME

− Xn
Mλ

∈ ZB′(Q)

♠❛✐s Xn
Mλ

= Xnδ ∈ B′(Q) ❞♦♥❝ Xn
ME

∈ ZB′(Q)✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱ ♦♥ ❛

X
M

(n)
E

= Pnp,p(XE0 , . . . , XEp−1)

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
X

M
(n)
E

= Xn
E0⊕···⊕Ep−1

+
∑

Y

sY,nXY
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♦ù ❧❡s sY,n s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⊕p−1

i=0 E⊕ni

i

❛✈❡❝
∑

ni❞✐♠Ei � nδ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

XME
∈ XE0⊕···⊕Ep−1

+
∑

Y

sY,1XY

❡t ❞♦♥❝
Xn

ME
∈ Xn

E0⊕···⊕Ep−1
+
∑

Y

tY XY

♦ù ❧❡s tY s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⊕p−1

i=0 E⊕ni

i

❛✈❡❝
∑

ni❞✐♠Ei � nδ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

X
M

(n)
E

= Xn
ME

+
∑

Y

kY XY

♦ù ❧❡s kY s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⊕p−1

i=0 E⊕ni

i

❛✈❡❝
∑

ni❞✐♠Ei � nδ✳ ❈♦♠♠❡ X
M

(n)
E

∈ ZB′(Q) ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s XY s♦♥t ZB′(Q)

♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t X
M

(n)
E

∈ ZB′(Q) ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ M
(n)
E ✳

❆❧♦rs ❞✐♠M 6∈ Zδ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡✳ ❙✐ ❞✐♠M ≤ δ✱ ❛❧♦rs ❞✐♠M ❡st ✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t XM ∈ B′(Q)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ δ ≤ ❞✐♠M ✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✐♠M = δ⊕n ⊕ ❞0 ♦ù
❞0 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❙♦✐t N ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞0✱ ✐❧
❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→N−→M−→M
(n)
E −→ 0

♣♦✉r ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❡ T ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

dim Ext1kQ(N, M
(n)
E ) = dim HomkQ(M

(n)
E , τN) = 1,

❛✐♥s✐ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶ q✉❡

X
M

(n)
E

XN = XM + XB

♦ù B ≃ ker f ⊕ coker f [−1] ♣♦✉r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥✲♥✉❧ f : M
(n)
E −→ τN ✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✐♠B � ❞✐♠N +nδ = ❞✐♠M ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
XB ∈ ZB′(Q)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡

X
M

(n)
E

= Xn
Mλ

+
∑

Y

rY XY

♦ù ❧❡s rY s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♦ù Y ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❛♥s addT t❡❧s q✉❡
❞✐♠Y � nδ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

X
M

(n)
E

XN = Xn
Mλ

XN +
∑

Y

rY XY ⊕N

∈ XnδX❞0 + ZB′(Q)

∈ Xnδ+❞0 + ZB′(Q)

∈ ZB′(Q)
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❡t ❞♦♥❝ XM = X
M

(n)
E

XN − XB ∈ ZB′(Q)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs s✬é❝r✐t M = M1 ⊕
M2 ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs M1, M2✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✻✳✷✳✶ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✻✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✾ q✉❡
XM = XM1

XM2
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XY ♦ù

Y =
⊕n

i=1 Yi ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✮ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ addT t❡❧
q✉❡ Ext1CQ

(Yi, Yj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s i 6= j✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ XM ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ XV ♦ù V ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Mk

λXR ❛✈❡❝ R ∈ addT r✐❣✐❞❡✱ λ ∈ P1
0 ❡t k ≥ 0✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❤❛q✉❡ XV s❡r❛ ❞❛♥s B′(Q) ❡t ❞♦♥❝ XM ∈ QB′(Q)✳
❙♦✐❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs 1 ≤ i ≤ n✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ Yi ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

E
(ni)
i ♣♦✉r ni ≥ 0 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ Ei ❞❡ T ✳ ❙♦✐t p ❧❡ r❛♥❣ ❞❡

T ✱ é❝r✐✈♦♥s ni = kip + ri ❛✈❡❝ 0 ≤ ri < p ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ni ♣❛r p✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

XYi
= X

E
(ri)

i

X
M

(ki)

Fi

+ XB

❛✈❡❝ ❞✐♠B � ❞✐♠Yi ❡t Fi ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ T ✳ P✉✐sq✉❡ Q ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ X

M
(ki)

Fi

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

X
M

(ki)

Fi

= Xki

Mλ
+

∑

❞✐♠Zi�kiδ

rZi
XZi

♦ù Zi ∈ add(T )✳
❆❧♦rs

XY =

n∏

i=1

X
(ri)
Ei

Xki

Mλ
+

∑

❞✐♠U�❞✐♠Y

sUXU

❛✈❡❝ U ∈ add(T )✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ XU ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XV ♦ù V ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Mk

λXR

❛✈❡❝ R ∈ addT r✐❣✐❞❡✱ λ ∈ P1
0 ❡t k ≥ 0✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
n∏

i=1

X
(ri)
Ei

Xki

Mλ
= X

Pn
i=1 ki

Mλ
XL

n
j=1 E

(rj)

j

.

❙✐ kj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j = 1, . . . , n✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ Yj ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ Y ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t

✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞✐♠
⊕n

j=1 E
(rj)
j � ❞✐♠Y ❡t ❛✐♥s✐✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱

XL

n
j=1 E

(rj)

j

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Xk
Mλ

XR ❛✈❡❝ R

r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s addT ❡t ❛✐♥s✐
∏n

i=1 X
(ri)
Ei

Xki

Mλ
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ X
k+

Pn
j=1 kj

Mλ
XR✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ XM ❡st ❞❛♥s ❧❡
Z✲♠♦❞✉❧❡ ZB′(Q) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✷✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛ XM ∈ ZB′(Q)✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ▲❊ ❚❨P❊ Ã ✶✹✹

✾✳✷✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡

▲❡♠♠❡ ✾✳✷✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡t Y =

⊕
i Yi ✉♥ ♦❜❥❡t t❡❧ q✉❡ Ext1C(Yi, Yj) = 0 ♣♦✉r t♦✉s i 6= j✳ ❆❧♦rs XY ∈

QB′(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞❡ Y s♦♥t r✐❣✐❞❡s✱ ❛❧♦rs Y ❡st ❛✉ss✐ r✐❣✐❞❡
❡t ❞♦♥❝ XY ∈ B′(Q)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Y ♥✬❡st ♣❛s r✐❣✐❞❡✳ ❖♥ ♥♦t❡

Y = YP ⊕
⊕

λ∈P1

Yλ

♦ù YP ❛ s❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡ ❡t ♦ù Yλ ❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ addTλ ♣♦✉r t♦✉t λ ❞❛♥s P1 ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ Tλ ♣❡✉t êtr❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✮✳

❙✐ Yλ = 0 ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1✱ ❛❧♦rs Y = YP ❡st r✐❣✐❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ Yλ 6= 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1 ❡t q✉❡ Yλ ❛ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M
t❡❧ q✉❡ Ext1kQ(M,M) 6= 0✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ YP 6= 0 ❡t ✜①♦♥s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ N ❞❡ YP ✳
❆❧♦rs N = Pi[s] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s ∈ Z✳ ❈♦♠♠❡ M ❡st ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ♥♦♥✲r✐❣✐❞❡✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐♠M ≥ δ ❡st s✐♥❝èr❡ ❡t
❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞✐♠ τ1−sM ≃ M [1 − s]✳ ❆✐♥s✐✱

0 6= dim τ1−sM(i)

= dimHomkQ(Pi, τ
1−sM)

≤ dim HomC(Pi, M [1 − s])

= dimHomC(Pi[s], M [1])

= dimExt1C(M, Pi[s]).

❡t ❞♦♥❝ Ext1C(M, YP ) 6= 0 ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ YP = 0 ❡t

Y =
⊕

λ∈P1

Yλ.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Y q✉❡
XY ∈ QB′(Q)✳ ❙✐ Y ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ♦ù ❜✐❡♥ Y = Mµ ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ µ ∈ P1

0✱ ♦✉ ❜✐❡♥ Y ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞♦♥❝
r✐❣✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛ XY ∈ B′(Q)✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t Y =

⊕
λ∈P1 Yλ✳ ❙✐

Yλ = 0 ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1 \ P1
0✱ ❛❧♦rs XYλ

❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ ❧❡s Xδ✳ ❆✐♥s✐✱ XY

❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ Xδ ❡t ❝♦♠♠❡ Xnδ = Xn
δ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ XY ❡st ❞❛♥s ❧❡

Z✲♠♦❞✉❧❡ ZB′(Q)✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Yλ 6= 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1 \ P1

0✳ ❖♥ ❛✣r♠❡
❛❧♦rs q✉❡

XYλ
= Xnλ

δ XRλ
+

∑

❞✐♠Z�❞✐♠Yλ

rZXZ

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r nλ ≥ 0✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ r✐❣✐❞❡ Rλ ∈ addTλ ❡t ❞❡s
♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s rZ ✐♥❞❡①és ♣❛r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s Z ∈ addTλ✳ ❖♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Yλ✳

❙✐ Yλ ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs Rλ = Yλ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t q✉❡ Yλ ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ Tλ✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✷ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

XY = X
M

(n)
E

XN − XB
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♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s Tλ✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
ré❣✉❧✐❡r B t❡❧ q✉❡ ❞✐♠B � ❞✐♠Y ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

XY = Xn
Mλ

XN +
∑

rzXZ

♦ù Z ♣❛r❝♦✉rt ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ Tλ t❡❧s q✉❡ ❞✐♠Z � ❞✐♠Y ✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡
❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r Yλ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

❙✐ Yλ ❡st ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ Yλ s❛✲
t✐s❢❛✐t ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ λ ∈ P1

0✱ XYλ
❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ Xδ✱

✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

Xn
δ

∏

λ∈P1\P1
0

XYλ
∈ ZB′(Q)

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0 ❡t t♦✉t n ≤ n0 ♦ù n0δ = ❞✐♠

⊕
µ∈P1

0
Yµ✳ ❖♥ ❛

Xn
δ

∏

λ∈P1\P1
0

XYλ
= Xn

δ

∏

λ∈P1\P1
0


Xnλ

δ XRλ
+

∑

❞✐♠Z�❞✐♠Yλ

rZXZ




= X
n+

P

λ nλ

δ XL

λ Rλ
+

∑

❞✐♠Z�nδ+
P

λ Yλ

rZXZ

♦ù ❧❡s λ ♣❛r❝♦✉r❡♥t P1 \ P1
0✳ P♦✉r t♦✉t n ≤ n0✱ ♦♥ ❛

❞✐♠Z � nδ +
∑

λ

Yλ ≤ ❞✐♠Z � n0δ +
∑

λ

Yλ = ❞✐♠Y.

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✾✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s
❧❡s XZ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ ❧❡s
XZ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♠♠❡ s♦♥t ❞❛♥s QB′(Q)✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t✉❜❡s✱
⊕

λ Rλ ❡st r✐❣✐❞❡ ❡t ✐❧ s✉✐t
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ q✉❡

X
n+

P

λ nλ

δ XL

λ Rλ
∈ QB′(Q).

❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A(Q) s✬é❝r✐✈❡♥t
❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s Q✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ B′(Q)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs

A(Q) ⊂ QB′(Q).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CQ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✾✱ XM ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Q✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ XY ♦ù Y =

⊕
i Yi ❡st t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉s i 6= j✱ ♦♥ ❛
Ext1C(Yi, Yj) = 0.

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✷✳✹ q✉❡ t♦✉t XY ❡st ❞❛♥s QB′(Q) ❡t ❞♦♥❝ XM ∈
QB′(Q)✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✷✳✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã4,4 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳✺✳

2 < 3 > 4

1

>

5

<

8 <

>

7 > 6
<

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✻✳✷✳✺✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ M =

E
(3)
56 ⊕ E78✳ ❆❧♦rs

XM = X
E

(4)
56

+ X
E

(2)
56

♠❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✱ ♦♥ ❛

X
E

(4)
56

= XMλ
+ X

E
(2)
34

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0(Q)✳ ▼❛✐s E

(2)
34 ❡t E

(2)
56 s♦♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s r✐❣✐❞❡s ❡t ❞♦♥❝

s♦♥t ❞❛♥s B′(Q)✳

XM = XMλ
+ X

E
(2)
34

+ X
E

(2)
56

= Xδ + X
❞✐♠E

(2)
34

+ X
❞✐♠E

(2)
56

∈ ZB′(Q).

✾✳✸ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s

✾✳✸✳✶ ❘é✢❡①✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q0 ❡t ♦♥ ♥♦t❡
Q′ = σiQ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ré✢é❝❤✐✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡t i ∈ Q0 ✉♥ ♣✉✐ts✳ ❆❧♦rs

✶✳ ❯♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ M ❡st ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ R+
i (M)

❡st ✉♥ kσiQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳

✷✳ ❙♦✐t M ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs R+
i ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✉ t✉❜❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t M ❞❛♥s kQ✲♠♦❞ ✈❡rs ❧❡ t✉❜❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t R+

i M ❞❛♥s kσiQ✲♠♦❞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ i ❡st ✉♥ ♣✉✐ts✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r R+
i ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❝✲

t❡✉r S+
i s✉r ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ kQ✲♠♦❞ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s kQ✲♠♦❞✉❧❡s

ré❣✉❧✐❡rs✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ S+
i ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✲

✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s kQ✲♠♦❞/Si−→ kσiQ✲♠♦❞/Si✳ ❈♦♠♠❡ i ❡st ✉♥ ♣✉✐ts✱ ❧❡
kQ✲♠♦❞✉❧❡ Si ❡st ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❡t q✉❡ ❧❡ kσiQ✲♠♦❞✉❧❡ Si ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t π :
kQ✲♠♦❞−→ kQ✲♠♦❞/Si ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ré✲
❣✉❧✐èr❡ T ✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r π à T ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ T ✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ t✉❜❡ T ❡t S+

i M ≃ S+
i (π(M))
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❛♣♣❛rt✐❡♥t à S+
i (π(T ))✳ ▼❛✐s S+

i (π(T )) ≃ π(T ) ≃ T ❡t ❞♦♥❝ S+
i (M) ❛♣♣❛r✲

t✐❡♥t à ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ kσiQ✲♠♦❞/Si✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ré❣✉❧✐❡r ❡t ❞❡ ♣❧✉s S+
i ✐♥❞✉✐t ✉♥❡

éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❞✉ t✉❜❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t M ✈❡rs ❧❡ t✉❜❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
S+

i (M)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q0 ❡t M ✉♥ kQ✲
♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ q✉❛s✐✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mr = M,

❛❧♦rs R+
i M ❡st kσiQ✲♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ q✉❛s✐✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

0 = R+
i M0 ⊂ R+

i M1 ⊂ · · · ⊂ R+
i Mr = R+

i M.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❡t
i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ❡t σiQ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❖♥ ♥♦t❡ Φi : A(Q)−→A(σiQ) ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t R+

i : CQ−→CσiQ ❧❡

❢♦♥❝t❡✉r ❇●P ét❡♥❞✉✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛ Φi(X
Q
M ) = XσiQ

R+
i M

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ♣♦✉r M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ M ❡st r✐❣✐❞❡✱
❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✳ ❙✐ M ♥✬❡st ♣❛s r✐❣✐❞❡✱ ❛❧♦rs M ❡st
ré❣✉❧✐❡r✳

❙✐ M ❡st ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ T ❞❡ r❛♥❣ p > 1✳ ❙♦✐❡♥t E0, . . . , Ep−1

❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τEi = Ei−1 ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ Z/pZ✳ ❙♦✐t l ❧❛ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ M ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s Ei s♦♥t ✐♥❞❡①és
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ E0 = q.socM ✳ ❆❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡

XQ
M = Pl,p(X

Q
E0

, . . . , XQ
Ep−1

).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶✱ R+
i M ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ t✉❜❡ T ′ ❞❡ r❛♥❣

p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ′ s♦♥t ❧❡s R+
i Ei

♣♦✉r i ∈ Z/pZ ❡t R+
i E0 = q.socR+

i M ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ q.l(R+
i M) = q.l(M) = l ❡t

❞♦♥❝
XσiQ

R+
i M

= Pl,p(X
σiQ

R+
i E0

, . . . , XσiQ

R+
i Ep−1

).

❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡st r✐❣✐❞❡✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡

XσiQ

R+
i Ei

= Φi(X
Q
Ei

) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ

❡t ❞♦♥❝

XσiQ

R+
i M

= Pl,p(X
σiQ

R+
i E0

, . . . , XσiQ

R+
i Ep−1

)

= Pl,p(Φi(X
Q
E0

), . . . ,Φi(X
Q
Ep−1

))

= Φi(Pl,p(X
Q
E0

, . . . , XQ
Ep−1

)

= Φi(X
Q
M )

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r R+

i ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ CQ s✉r ❧❡s t✉❜❡s ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s ❞❡ CσiQ✳ ◗✉✐tt❡ à ré✐♥❞❡①❡r ❧❡s t✉❜❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ R+

i Tλ(Q) =
Tλ(σiQ) ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1 ❡t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶ ♦♥ ❛ P1

0(σiQ) = P1
0(Q)✳
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Mλ}λ∈P1
0
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦✲

❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ CQ ❡t
{
R+

i Mλ

}
λ∈P1

0
❡st ✉♥ ❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ CσiQ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✹ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡

XQ

M
(n)
λ

= XQ

M
(n)
µ

= Cn(XQ
Mλ

) etXσiQ

R+
i M

(n)
λ

= XσiQ

R+
i M

(n)
µ

= Cn(XσiQ

R+
i Mλ

)

♣♦✉r t♦✉s λ, µ ∈ P1
0(Q)✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

Φi(X
Q
Mλ

) = XσiQ

R+
i Mλ

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ ∈ P1
0(Q)✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r Q✱ ♣♦✉r t♦✉t kQ✲♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡
E ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❛

XQ
Mλ

= XQ
ME

− XQ
q.radME/E

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r σiQ✱ ♦♥ ❛

XσiQ

R+
i Mλ

= XQ

R+
i ME

− XQ

q.radR+
i ME/q.socR+

i ME

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

Φi(X
Q
Mλ

) = Φi(X
Q
ME

) − Φi(X
Q
q.radME/E)

= XσiQ

R+
i (ME)

− XσiQ

R+
i (q.rad(ME/E)

■❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶ q✉❡ R+
i (ME) = MR+

i (E) ❡t q.radR+
i ME/q.socR+

i ME =

q.radMR+
i (E)/R+

i (E) ❡t ❞♦♥❝

Φi(X
Q
Mλ

) = XσiQ
M

R
+
i

(E)

− XQ

q.radM
R

+
i

E
/R+

i E

= XσiQ

R+
i Mλ

.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts (i1, . . . , in)
❞❡ Q ❡st ❞✐t❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣✉✐ts ✭r❡s♣✳ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✮ s✐ i1
❡st ✉♥ ♣✉✐ts ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ s♦✉r❝❡✮ ❞❛♥s Q ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ n✱ ik ❡st ✉♥ ♣✉✐ts
✭r❡s♣✳ ✉♥❡ s♦✉r❝❡✮ ❞❛♥s σik−1

◦ · · · ◦ σi1(Q)✳

❯♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✸ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❙♦✐t Q′ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à
Q ❡t (i1, . . . , in) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣✉✐ts t❡❧❧❡ q✉❡ Q′ = σin

◦ · · · ◦ σi1(Q)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ n✱ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s σik

◦ · · · ◦ σi1(Q) s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ A(Q)−→A(Q′) ❡t

R+ = R+
in
· · ·R+

i1
: CQ−→CQ′

❆❧♦rs
Φ(XQ

M ) = XQ′

R+M

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✳
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✾✳✸✳✷ ❘é✢❡①✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡st st❛❜❧❡
s♦✉s ré✢❡①✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❙♦✐t Q′ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t
à Q✳ ❖♥ é❝r✐t Q′ = σin

◦ · · · ◦ σi1(Q) ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ n✱
σik

◦ · · · ◦ σi1(Q) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❙♦✐t Φ : A(Q)−→A(Q′)
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳ ❆❧♦rs

Φ(B′(Q)) = B′(Q′).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (i1, . . . , in) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣✉✐ts t❡❧❧❡ q✉❡ Q′ =
σin

◦ · · · ◦ σi1(Q)✳ ❖♥ ♥♦t❡ R+ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

R+ = R+
in
· · ·R+

i1
: CQ−→CQ′ ,

❝✬❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s tr✐❛♥❣✉❧é❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✺✱ ♦♥
❛ Φ(XQ

M ) = XQ′

R+M ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ✳
❙♦✐t ❞ ∈ ZQ0 \ NQ0 ✱ t❡❧ q✉❡

X❞ = X[❞]+

∏

di<0

XQ

Pi[1]⊕(−di)

P✉✐sq✉❡ [❞]+ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❝èr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ M+ ∈ rep(Q, [❞]+) q✉✐ ❡st r✐❣✐❞❡✳ ■❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ M = M+ ⊕

⊕
di<0 Pi[1]−di ❡st ❛✉ss✐ r✐❣✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ R+M ❧✬❡st✳

❆❧♦rs✱ Φ(XQ
M ) = XQ′

R+M ❡st ❞❛♥s B′(Q′)✳
❙✐ ❞ ∈ NQ0 ✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ r✐❣✐❞❡ M ∈ U❞✱ ❛❧♦rs R+M ❡st

r✐❣✐❞❡ ❡t ❞♦♥❝ Φ(XQ
M ) = XQ′

R+M ❡st ❞❛♥s B′(Q′)✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ [❞]+✱ M ∈ U[❞]+ ∩ M[❞]+ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥

M =
⊕

i∈I

Mλi
⊕
⊕

j∈J

Nj

♦ù I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t ♦ù ❧❡s Nj s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r
r✐❣✐❞❡s ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ❡t Ext1CQ

(U, V ) = 0 ♣♦✉r t♦✉s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ M ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

R+M =
⊕

i∈I

R+Mλi
⊕
⊕

j∈J

R+Nj

♦ù ❧❡s R+Nj s♦♥t R+Nj s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r r✐❣✐❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡
Ext1CQ

(U, V ) = 0 ♣♦✉r t♦✉s ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ R+M ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
R+Nj ≃ Pk[1] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ kQ′✲♠♦❞✉❧❡ Pk✳ ❆❧♦rs

Ext1CQ′
(R+Nj , Mλi

) = Ext1CQ′
(Pk[1], Mλi

) = dim Mλi
(k) > 0,

❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ R+M ❡st ✉♥ kQ′✲♠♦❞✉❧❡✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ q✉❡

XQ′

R+M = XQ′

❞✐♠R+M

❡t ❞♦♥❝ Φ(B′(Q)) ⊂ B′(Q′)✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ Q ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ Q′ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳
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◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❬✼✹❪ à t♦✉t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡s r❛❝✐♥❡s✳ ❙✐ i ∈ Q0✱ ♦♥ ♥♦t❡ si ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ st❛♥❞❛r❞
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡ Φ(Q) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t i✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs σi ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞é✜♥✐❡ s✉r ZΦ(Q) ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✐ ❞ ∈ Φ≥−1(Q)✱ ♦♥ ♣♦s❡

σi(❞) =

{
❞ si❞ = −αj ♣♦✉r j 6= i,
si(❞) sinon

❙✐ ❞ ∈ NQ0 ✱ ♦♥ é❝r✐t ❞ = ❡1 ⊕ · · · ⊕ ❡n ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡t ♦♥
♣♦s❡

σi(❞) =

n∑

i=1

σi(❡i).

❙✐ ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ♣♦s❡

σi(❞) = σi([❞]+) + [❞]− + 2diαi.

❆❧♦rs σi ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ZΦ(Q) ≃ ZQ0 ✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✸✳✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ i ✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q✳ ❙♦✐t M ✉♥
♦❜❥❡t ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡

M ≃ M1 ⊕ · · · ⊕ Mn

♦ù ❧❡s Mk s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ Ext1CQ
(Mk, Mj) = 0 ♣♦✉r

k 6= j✳ ❆❧♦rs
❞✐♠R+

i (M) = σi(❞✐♠M).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ n = 1✱ ❛❧♦rs M = M1 ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ❞✐♠M ∈
Φ≥1(Q)✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❬✶✵✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹❪✳ ❙✐ n > 1✱ ❝♦♠♠❡ Ext1CQ

(Mk, Mj) =
0 ♣♦✉r k 6= j✱ ❧✬✉♥ ❞❡s Mj ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ Pk[1]✱ ❛❧♦rs (❞✐♠Ml)k ≤ 0 ♣♦✉r
t♦✉t l = 1, . . . , n✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

[❞✐♠M ]+ = ❞✐♠H0(M).

❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs
M = H0(M) ⊕

⊕

k∈Q0

Pk[1]⊕pk .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Q0✱ ♦♥ ❛ pk = −(❞✐♠M)k✳ ❆✐♥s✐✱

R+
i (M) = S+

i (H0(M)) ⊕ S⊕pi

i ⊕
⊕

k 6=i

Pk[1]⊕pk

♦ù S+
i ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❇●P st❛♥❞❛r❞✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

❞✐♠R+
i M = si(❞✐♠H0(M)) + piαi − pkαk

= si([❞✐♠M ]+) + [❞✐♠M ]− + 2piαi

= σi([❞✐♠M ]+) + [❞✐♠M ]− + 2piαi

= σi(❞✐♠M).
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts✱ i
✉♥ ♣✉✐ts ❞❛♥s Q0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Q ❡t σiQ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳
❖♥ ♥♦t❡ Φi : A(Q)−→A(σiQ) ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥ ❛

Φi(X
Q
❞ ) = XσiQ

σi(❞).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✸✳✶✳✽✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t
M ❞❡ CQ✱ ♦♥ ❛

❞✐♠R+
i (M) = δ(XσiQ

R+
i M

).

❙♦✐t ❞ ∈ ZQ0 ❡t M t❡❧ q✉❡ XM = X❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r M ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✸✳✼✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❞✐♠R+

i (M) = σi(❞✐♠M)✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✸✱ ♦♥ ❛ Φi(X

Q
M ) = Xσi

R+
i M

❡t ❛❧♦rs ✐❧ s✉✐t

❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✻ q✉❡
Φi(X

Q
❞ ) = XσiQ

σi(❞).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✸✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é s✐ ✐❧
❡①✐st❡ Q′ ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q t❡❧ q✉❡ Q′ ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳✸✳✶✵✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✸✲❝②❝❧❡ Q ❛✈❡❝ ❞♦✉❜❧❡ ✢è❝❤❡s

2

��>>>>>>>

��>>>>>>>

1

@@�������

@@�������
3oooo

❙♦✐t ci ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❛ss♦❝✐é❡ à Q✳ ❆❧♦rs c3 = −c1 − c2 ❡t Q
♥✬❡st ♣❛s ❣r❛❞✉é✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ Q ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
❡t ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉és ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✶✶✳ ❙♦t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q′ = σin
◦

· · · ◦ σi1(Q) ❣r❛❞✉é✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ n✱ σik

◦ · · · ◦ σi1(Q) s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs
B′(Q) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Φ : A(Q)−→A(Q′) ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✻✱ ♦♥ ❛ Φ(B′(Q)) = B′(Q′). ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ Q′ ❡st ❣r❛❞✉é ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B′(Q′) ♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs
❞✐st✐♥❝ts ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✽ q✉❡ B′(Q′) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r Z ❡t ❞♦♥❝ B′(Q) ❛✉ss✐✳

✾✳✸✳✸ ❘é✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã ❡st ré✢❡①✐♦♥✲
❣r❛❞✉é✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ {r, s} ❞✉ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s ❞❡ Q✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ▲❊ ❚❨P❊ Ã ✶✺✷

▲❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❆❧♦rs Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲
❣r❛❞✉é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t r, s ∈ N ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛❢✲
✜♥❡ Ãr+1,s+1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr+1,s+1 s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs q✉✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr+1,s+1

❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✿

c1 // · · · // cr

��????????

a

??~~~~~~~~

��???????? b

d1
// · · · // ds

??��������

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❡st ❞❡ t②♣❡ Ãr+1,s+1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❞❡
t②♣❡ Ãs+1,r+1✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ǫ t❡❧❧❡ q✉❡ Q
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡t ǫ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ǫ ❡st ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ZQ0 t❡❧❧❡ q✉❡ ǫ(Bαi) < 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 ♦ù B = BQ✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Ci = Bαi ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ B✳ ❙✐ ǫ ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ s✉r
B✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ǫ ❝♦♥✈✐❡♥t à Q✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s = r = 0✱ ❛❧♦rs Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r
a //// b ✱ ✐❧ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡ ❡t ❞♦♥❝ ❣r❛❞✉é✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ {r, s} = {0, 1}✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ r = 1 ❡t s = 0✱
❛❧♦rs Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1

��????????

a //

??~~~~~~~~
b

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, b) ❡st

B =




0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0




▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s Ca ❡t Cc1 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t Cb = Cc1 − Ca✳ ❖♥
♣♦s❡ ❛❧♦rs ǫ(Ca) = −1✱ ǫ(Cc1

) = −2 ❡t ❛❧♦rs ǫ(Cb) = −1 < 0✳ ❆✐♥s✐ ǫ ❝♦♥✈✐❡♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s r = s = 1✳ ❆❧♦rs Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1

��@@@@@@@@

a

��????????

??~~~~~~~~
b

d1

??��������

❉❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ B✱ ♦♥ ❛ Cb = −Ca✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡
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❢♦r♠❡ ǫ ❝♦♥✈❡♥❛♥t à Q✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q′ = µb(Q) = σb(Q) ❞♦♥♥é ♣❛r

c1

a

��????????

??~~~~~~~~
b

__@@@@@@@@

����������

d1

Q′ ❡st ❛❧t❡r♥é ❞♦♥❝ ❣r❛❞✉é ❡t ❛❧♦rs Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s = 0 ❡t r ≥ 2✳ ❆❧♦rs Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1 // · · · // cr

��????????

a

??~~~~~~~~ // b

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, . . . , cr, b) ❡st ❛❧♦rs



0 1 0 · · · 0 1
−1 0 1

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 1
−1 0 1

−1 −1 0




❡t ♦♥ ❛

∑
λjCj =




λb + λc1

λc2
− λa

✳✳✳
λb − λcr−1

−λcr
− λa




❙✐ r ∈ 2Z✱ ❛❧♦rs

∑
λjCj = 0 ⇔





λc1 = −λb

λa = λc2
= · · · = λcr

λb = λcr−1
= · · · = λc1

λa = −λcr

⇔ λj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ Q0

❆✐♥s✐✱ B ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❡t Q ❡st ❣r❛❞✉é✳
❙✐ r ∈ 2Z + 1✱ ❛❧♦rs

∑

j 6=b

λjCj = 0 ⇔





λc1
0

λa = λc2
= · · · = λcr−1

λcr−1 = λcr−3 = · · · = λc2 = 0
λcr

= · · ·λcr−2 = · · · = λc1

λa = −λcr

⇔ λj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s (Ca, Cc1 , . . . , Ccr
) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

Cb = −Ca + Cc1 − Cc2 + Cc3 − · · · − Ccr−1 + Ccr
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❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs✱ ǫ(Ci) = −1 ♣♦✉r t♦✉t i 6= c1, b ❡t ǫ(Cc1
) = −2 ❡t ǫ(Cb) < 0 ❡t ǫ

❝♦♥✈✐❡♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s = 1 ❡t r ≥ 2✱ ❛❧♦rs Q ❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1 // · · · // cr

��????????

a

??~~~~~~~~

''OOOOOOOOOOOOOOO b

d1

77ooooooooooooooo

❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, . . . , cr, b, d1) ❡st



0 1 0 · · · 0 0 1
−1 0 1

0 −1 0
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1
−1 0 1

−1 0 −1
−1 1 0




.

❖♥ ❛

∑

j∈Q0

λjCj =




λc1 + λd1

λc2
− λa

λc3
− λc1

✳✳✳
λb − λcr−1

−λd1
− λcr

λb − λa




❙✐ r ∈ 2Z✱
∑

j∈Q0

λjCj = 0 ⇔ λa = λb = λc1
= λc2

= · · · = λcr
= −λd1

❆❧♦rs
∑

j 6=d1
λjCj = 0 ⇒ λj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j ❡t ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s (Ca, Cc1 , . . . , Ccr

, Cb)
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t Cd1

❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦✲
❧♦♥♥❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

∑

j 6=d1

λjCj =




λc1

λc2
− λa

λc3
− λc1

✳✳✳
λb − λcr−1

−λcr

λb − λa




=




1
0
✳✳✳
✳✳✳
0
−1
0




⇔ λc1 = λc2 = · · · = λcr
= λb = λa = 1

❆✐♥s✐✱ Cd1
=
∑

j 6=d1
Cj ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ǫ(Cj) = −1 ♣♦✉r t♦✉t j 6= d1

❡t Q ❡st ❣r❛❞✉é✳
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❙✐ r ∈ 2Z + 1✱ Q ♥✬❡st ♣❛s ❣r❛❞✉é✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1 // · · · // cr

Q′ = µb(Q) = a

??��������

''OOOOOOOOOOOOOOO b

^^>>>>>>>>

wwooooooooooooooo

d1

❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, . . . , cr, b, d1) ❡st




0 1 0 · · · 0 0 1
−1 0 1

0 −1 0
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1
−1 0 −1

1 0 1
−1 −1 0




❖♥ ❛

∑

j 6=d1

λjCj =




λc1 + λd1

λc2 − λa

✳✳✳
λcr

− λcr−2

−λb − λcr−1

λcr
+ λd1

−λb − λa




.

❡t ❞♦♥❝ ∑

j∈Q0

λjCj = 0 ⇔

{
λc1

= λc3
= · · · = λcr

= −λd1

λa = λc2
= · · · = λcr−1

= −λb

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s (Ca, Cc1 , . . . , Ccr
) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t Cb ❡t

Cd1
s♦♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

Cb = Ca + Cc2 + · · · + Ccr−1 et Cd1 = Cc1 + Cc3 + · · · + Ccr

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ǫ(Ci) = −1 ♣♦✉r t♦✉t i 6= b, d1 ❡t ❛✐♥s✐ ǫ ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❆✐♥s✐ Q′ ❡st
❣r❛❞✉é ❡t Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ r, s ≥ 2✱ Q ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

c1 // · · · // cr

��????????

a

??~~~~~~~~

��???????? b

d1
// · · · // ds

??��������
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❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, . . . , cr, b, d1, . . . , ds) ❡st



0 1 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0
−1 0 1

0 −1 0
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1
−1 0 1

−1 0 −1
−1 0 1

−1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 1
1 −1 0




❖♥ ❛

∑

j∈Q0

λjCj =




λc1 + λd1

λc2
− λa

λc3
− λc1

✳✳✳
λcr

− λcr−2

λb − λcr−1

−λds
− λcr

λd2 − λa

λd3 − λd1

✳✳✳
λds

− λds−2

λb − λds−1




❙✐ r, s ∈ 2Z✱ ❛❧♦rs

∑

j∈Q0

λjCj = 0 ⇔





λc1 = −λd1

λa = λc2
= . . . = λcr

λb = λcr−1
= . . . = λc1

λcr
= −λds

λa = λd2 = . . . = λds

λb = λds−1 = . . . = λd1

⇔ λi = 0 ♣♦✉r t♦✉t ✐

❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ B ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❡t Q
❡st ❣r❛❞✉é✳

❙✐ r ∈ 2Z ❡t s ∈ 2Z + 1✱ ❛❧♦rs

∑

j∈Q0

λjCj = 0 ⇔





λc1
= −λd1

λa = λc2
= . . . = λcr−1

λb = λcr−1
= . . . = λc1

λcr
= −λds

λa = λd2 = . . . = λds
= λb

λb = λds−1 = . . . = λd1

❆✐♥s✐✱
∑

j 6=ds
λjCj = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ λj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s Ca✱

Cc1 , . . . , Ccr
✱ Cb✱ Cd1 , . . . , Cds−1 s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

Cds
= Ca + Cc2 + · · · + Ccr

+ Cd2 + · · · + Cds−1 − Cd1 − · · · − Cds−2
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❖♥ ♣♦s❡ ǫ(Ci) = −1 ♣♦✉r t♦✉t i 6= a, ds ❡t ǫ(Ca) = min(0, r− 1)− 1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
ǫ(Ci) < 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 ❡t Q ❡st ❣r❛❞✉é✳

❙✐ r, s ∈ 2Z+1✱ Q ♥✬❡st ♣❛s ❣r❛❞✉é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q′ = µb(Q)
❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ (a, c1, . . . , cr, b, d1, . . . , ds) ❡st

B′




0 1 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0
−1 0 1

0 −1 0
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1
−1 0 −1

1 0 1
−1 0 1

−1
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 1
−1 −1 0




.

❙✐ C ′
i ❞és✐❣♥❡ ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ B′ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛

∑

j∈Q0

λjC
′
j =




λc1
+ λd1

λc2
− λa

λc3
− λc1

✳✳✳
λcr

− λcr−2

−λb − λcr−1

−λds
− λcr

λd2 − λa

λd3 − λd1

✳✳✳
λds

− λds−2

−λb − λds−1




❡t

∑
λjC

′
j = 0 ⇔





λc1
= −λd1

λa = λc2
= · · · = λcr−1

= −λb

λc1
= · · · = λcr

λcr
= −λds

λa = λd2 = · · · = λds−1 = −λb

λd1
= · · · = λdr

❆✐♥s✐✱
∑

j 6=b,ds
λjC

′
j = 0 ⇔ λj = 0 ♣♦✉r t♦✉t j✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s C ′

a✱ C ′
c1

, . . . , C ′
cr
✱

C ′
d1

, . . . , C ′
ds−1

s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s

C ′
b = C ′

a + C ′
c2

+ · · · + C ′
cr−1

+ C ′
d2

+ · · · + C ′
ds−1

❡t
C ′

ds
= C ′

c1
+ C ′

c3
+ · · · + C ′

cr
− C ′

d1
− . . . − C ′

ds−2

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ǫ(C ′
i) = −1 ♣♦✉r t♦✉t i 6= b, ds, c1 ❡t ǫ(C ′

c1
) = min(0, r+1

2 − s−1
2 )−

1✳ ❆❧♦rs✱ ǫ(C ′
b) < 0 ❡t ǫ(C ′

ds
) < 0✳ Q′ ❡st ❛✐♥s✐ ❣r❛❞✉é ❡t Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳
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❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã ❡st ré✢❡①✐♦♥✲
❣r❛❞✉é✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✶✸✳ ❚♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✸✳✶✷✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♦ù Q
❡st ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ D̃ ❡t Ẽ✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à Q ❡st ✉♥
❛r❜r❡✳ ■❧ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ s♦♥t ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Q ❡st ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s
❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q) ♣♦✉r ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é✳ ❙♦✐t Q′ = σin
◦

· · · ◦ σi1(Q) ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s 1 ≤ k ≤ n✱ σin
◦ · · · ◦ σi1(Q)

✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ A(Q)
❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ A(Q)✳✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✶✶✱ B′(Q) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ s✉r Z✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✸✳✶✸ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✻✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é✳ ■❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✺ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t
XM ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ B′(Q)✳ P♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ✱ ♦♥
♥♦t❡

λ❞ = (−〈αi, [❞]+〉 + 〈[❞]−, αi〉)i∈Q0
,

❙✐ M ❡st t❡❧ q✉❡ XM = X❞✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ X❞ q✉❡ ❞✐♠H0(M) =
[❞]+ ❡t ❞✐♠PM [1] = [❞]−✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✻ q✉❡ supp(X❞) ∈
Cλ❞ ❡t ❧❛ λ❞✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ X❞ ❡st ✶✳

❈♦♠♠❡ Q ❡st ❣r❛❞✉é❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✼✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t

XM = X❞✐♠M +
∑

ǫ(❞)<ǫ(❞✐♠M)

n❞X❞

♦ù ❧❡s n❞ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡s χ(Gr❡(M)) s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
n❞ ∈ Z ♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ❡t ❞♦♥❝ A(Q) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r B′(Q) ❡♥ t❛♥t q✉❡
Z✲♠♦❞✉❧❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ét❛❜❧✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❆❧♦rs B′(Q) ❡st ✉♥❡
Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s A(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾ q✉❡ t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ P✉✐sq✉❡ t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
❞❡ t②♣❡ Ã ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ t②♣❡ Ã✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✹ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s
❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳✸✳✶✻✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ ❢❛✐r❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✷❪ ♥❡
❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱
❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♣r❡♥♥❡♥t X

M
(n)
λ

❧à ♦ù ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s Xn
Mλ

♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ▲❊ ❚❨P❊ Ã ✶✺✾

✾✳✹✱ ❝❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t
❝♦♥❢♦♥❞r❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞ ♠❛✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
♥♦tr❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s❡♠❜❧❡ s❡ ❥✉st✐✜❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳

▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛ été ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●❡✐ss✱ ▲❡✲
❝❧❡r❝ ❡t ❙❝❤rö❡r s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❬✺✹❪✳ ❉❛♥s ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ S∗ ❞✉ ❞✉❛❧ ❣r❛❞✉é U(n)∗❣r ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❞❡ n ♦ù n ⊂ g ❡st ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✲❑❛❝✲▼♦♦❞② g ❛ss♦❝✐é❡ à Q✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ρZ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s Z ❞❡s ✈❛r✐étés ♥✐❧♣♦t❡♥t❡s s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ Λ ❛ss♦❝✐é❡
à Q✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦tr❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ à ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉❛❧❡✳

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ré❡❧ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①
❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Λ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s✉r Q ❡t ❞ ∈ NQ0 ✱
❧❛ ✈❛r✐été rep(Q,❞) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ Z ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
r✐été ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ Λ❞ ❞❡s Λ✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧ ❧✐❡♥ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ρZ s✉r Z ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❣é♥ér✐q✉❡ XQ

❞ s✉r rep(Q,❞)✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡
été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

✾✳✹ ❇❛s❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r

▲❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❬✽✽❪
❡t ❞❛♥s ❬✷✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s
❜❛s❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

❙♦✐t K ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✿

K : 1 2
oo oo .

❖♥ é❝r✐t δ = (1, 1) ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ K ❡t A(K) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡
❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (K,✉) ♦ù ✉ = (u1, u2)✳

❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs Fn ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡
❡s♣è❝❡ ❡t Cn = Pn,1 ❧❡ n✲è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ s❡❝♦♥❞❡
❡s♣è❝❡✳

✾✳✹✳✶ ▲❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬✽✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✶✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t y ∈ A(K) ❡st ❞✐t ♣♦s✐t✐❢ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛♠❛s
① = (x, x′)✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ y ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ x ❡t x′ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✹✳✷ ✭❬✽✽❪✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ Z✲❜❛s❡ B(K) ❞❡ A(K) t❡❧❧❡ q✉❡
❧❡ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❛♥s A(K) s♦✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥t✐èr❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ B(K)✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ B(K) ❡st ❛♣♣❡❧é ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(K)✳ ▲❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ❬✽✽❪ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

B(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {Pn(z) : n ≥ 1}

♦ù

z =
1 + u2

1 + u2
2

u1u2
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

δ(Pn(z)) = nδ

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s
❞✬❛♠❛s ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ K✳

✾✳✹✳✷ ▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡✲

❝❦❡r

❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs B′(K) ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡s
tr❛✈❛✉①✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à K✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

B′(K) =
{
X❞ : ❞ ∈ ZQ0

}

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s X❞ q✉✐ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉
❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❬✸✸❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✸✳

B′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {zn : n ≥ 1}

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✷✳✺ q✉❡ ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s s♦♥t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛r✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡

XMλ
= z

♣♦✉r t♦✉t q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ Mλ ❞✬✉♥ t✉❜❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡
δ ❡st δ✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ Xδ = XM ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
M ∈ rep(Q, δ)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Mλ}λ∈P1 ét❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ✱ ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡

Xδ = XMλ

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ nδ ét❛♥t δ⊕n✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ q✉❡ Xnδ = Xn

δ = zn✳ ❖♥ ❛✣r♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st
❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t zn ❡t ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s x✳ ❆❧♦rs✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ M r✐❣✐❞❡ t❡❧ q✉❡ XM = x✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✐♠M 6∈ Nδ ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
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r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s rep(Q, nδ) q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t n ≥ 1✳ ❆✐♥s✐✱ δ(x) 6= δ(zn)
♣♦✉r t♦✉t n ❡t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st ❞✐s❥♦✐♥t❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ t♦✉t X❞ ❡st ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ♦✉ ❜✐❡♥
✉♥ zn ♣♦✉r n > 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞ ∈ NQ0 ✳ ❆❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ X❞ =
XM ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❛♥s ❧✬♦✉✈❡rt M❞ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❑❛❝✳ ❖♥ é❝r✐t ❞ = (d1, d2)✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❬✸✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸❪ q✉❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t a = d1/d2✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
s✐ a > 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λpm + µpm+1

♦ù p2k+1 = ❞✐♠P2k+1 = ❞✐♠ τ−kP1 ❡t p2(k+1) = ❞✐♠P2(k+1) = ❞✐♠ τ−kP2✳
❆✐♥s✐✱

X❞ = XP λ
m⊕P µ

m+1

♠❛✐s Ext1kQ(Pm, Pm+1) = Ext1kQ(Pm+1, Pm) = 0 ❡t ❞♦♥❝ X❞ ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡
❞✬❛♠❛s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ a < 1✱ X❞ ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✳ ❊♥✜♥✱ s✐ a = 1✱ ❞ = nδ
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ❡t ❛❧♦rs

X❞ = Xnδ = Xn
δ = Xn

Mλ
= zn

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ ∈ ZQ0 t❡❧ q✉❡ di < 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i✳ ❙✐ d1 < 0 ❡t
d2 < 0✱ ❛❧♦rs

X❞ = XP1[1]⊕(−d1)⊕P2[1]⊕(−d2)

❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❝❛r P1[1]⊕(−d1) ⊕ P2[1]⊕(−d2) ❡st r✐❣✐❞❡✳
❙✐ d1 < 0 ❡t d2 ≥ 0✱ ❛❧♦rs

X❞ = X
P1[1]⊕(−d1)⊕I

⊕d2
2

❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❝❛r P1[1]⊕(−d1) ⊕ I⊕d2
2 ❡st r✐❣✐❞❡✳

❊♥✜♥✱ s✐ d1 ≥ 0 ❡t d2 < 0✱ ❛❧♦rs

X❞ = X
P

⊕d1
1 ⊕P2[1]⊕(−d2)

❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s ❝❛r P⊕d1
1 ⊕ P2[1]⊕(−d2) ❡st r✐❣✐❞❡✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡

B′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {zn : n ≥ 1} .

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ Pn(z) 6= zn ♣♦✉r t♦✉t n > 1✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛
❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡
❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✹✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦✲
♠✐♥❛t❡✉r δ(zn) ❞❡ zn ❡st nδ(z) = nδ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❛
❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s
❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ K✳
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✾✳✹✳✸ ❇❛s❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❩❡❧❡✈✐♥s❦② ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦✲

♥❡❝❦❡r

❉❛♥s ❬✷✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥❡ ❛✉tr❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s A(K)✱ ❝❡tt❡ ❜❛s❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

B′′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔
{

X
M

(n)
λ

: n ≥ 1
}

♦ù λ ∈ P1 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ X

M
(n)
λ

= Cn(z)✳ ❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✸✳✶✳✽ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

δ(Cn(z)) = δ(X
M

(n)
λ

) = nδ.

❆✐♥s✐✱ B′′(K) ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s
❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① r❛❝✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✾✳✹✳✹ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡s ❡♥tr❡ B(K) ❡t B′(K)

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❜❛s❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜❛s❡s ♣❡✉t✲êtr❡
♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ♣♦s✐t✐❢ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✹✳ ❙♦✐t a = {an, n ≥ 0} ❡t b = {bn, n ≥ 0} ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞✉ Z✲
♠♦❞✉❧❡ A(K)✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t
❞❡ a ✈❡rs b s✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ Z✱ ❧❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r {ak, 0 ≤ k ≤ n} ❡t
{bk, 0 ≤ k ≤ n} ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡t s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ P ❞❡ (ak, 0 ≤ k ≤ n) ✈❡rs
(bk, 0 ≤ k ≤ n) ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❞❛♥s Mn(Z)✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s P ❛ ❞❡s ❡♥tré❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱
❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞✐t ♣♦s✐t✐❢ ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ♣♦s✐t✐❢
❞❡ B(K) ✈❡rs B′(K)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡

B(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {Fn(z), n ∈ N}

❡t
B′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {zn, n ∈ N} ,

✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡
{Fn(z), n ∈ N} ✈❡rs {zn, n ∈ N}✳

❈♦♠♠❡ B(K) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ A(K) ❡t zn ∈ A(K) ♣♦✉r t♦✉t n✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ zn ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ Fk(z)
❛✈❡❝ k ∈ N✳ ❈❤❛q✉❡ Fk(z) ét❛♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
zn ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fk(z) ♣♦✉r 0 ≤ k ≤ n✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ B(K) ✈❡rs B′(K)✳

❉✬❛♣rès ❬✽✽❪✱ z = XMλ
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s A(K)✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡

❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s❡♠✐✲❛♥♥❡❛✉ ❞❛♥s A(K)✱ ❝❤❛q✉❡ Xn
Mλ

❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s A(K) ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲
❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ B(K)✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡
❡st ❞♦♥❝ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é❡✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✹✳✻✳ ❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ (zn, 0 ≤
n ≤ 10) ⊂ B′(K) ✈❡rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ (Fn(z), 0 ≤ n ≤ 10)✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t 



1 0 2 0 6 0 20 0 70 0 252
0 1 0 3 0 10 0 35 0 126 0
0 0 1 0 4 0 15 0 56 0 210
0 0 0 1 0 5 0 21 0 84 0
0 0 0 0 1 0 6 0 28 0 120
0 0 0 0 0 1 0 7 0 36 0
0 0 0 0 0 0 1 0 8 0 45
0 0 0 0 0 0 0 1 0 9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st



1 0 −2 0 2 0 −2 0 2 0 −2
0 1 0 −3 0 5 0 −7 0 9 0
0 0 1 0 −4 0 9 0 −16 0 25
0 0 0 1 0 −5 0 14 0 −30 0
0 0 0 0 1 0 −6 0 20 0 −50
0 0 0 0 0 1 0 −7 0 27 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −8 0 35
0 0 0 0 0 0 0 1 0 −9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




✾✳✹✳✺ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥tr❡ B′(K) ❡t B′′(K)

P♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ♦♥ é❝r✐t Fn = Fn(z) ❡t

zn =
∑

i≤n

λi,nFi

❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ zn ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ Fn✳ ■❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✺ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ λi,n

❡st ♣♦s✐t✐❢✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✹✳✼✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ λi,n = 0 s✐ i 6≡ n[2]✱

✷✳ λi,n < λi−2,n ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 2 t❡❧ q✉❡ i ≡ n[2]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❙✐ n = 1✱ ❛❧♦rs zn = F1

❡t ❞♦♥❝ λ1,1 = 1 ❡t λi,1 = 0 ♣♦✉r t♦✉t i 6= 1✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❙♦✐t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

zn+1 = z.zn = F1.


∑

i≤n

λi,nFi



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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❬✽✽✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ✺✳✹ ✭✶✮❪✱ ♦♥ ❛

F1Fi =





Fi−1 + Fi+1 s✐ n > 1
2 + F2 s✐ i = 1

F1 s✐ i = 0

❡t ❞♦♥❝

zn+1 = λ0,nF1F0 + λ1,nF1F1 +
∑

2≤i≤n

λi,nF1Fi

= λ0,nF1 + λ1,n(2 + F2) +
∑

2≤i≤n

λi,n(Fi−1 + Fi+1)

= 2λ1,nF0 + (λ0,n + λ2,n)F1 +
∑

i≥2

(λi−1,n + λi+1,n)Fi

♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹✳✽✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ♣♦s✐t✐❢
❞❡ B′′(K) ✈❡rs B′(K)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡

B′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {zn, n ≥ 0}

❡t
B′′(K) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {Cn(z), n ≥ 0} ,

✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ zn

❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s Cn(z) s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳
❖♥ é❝r✐t Cn = Cn(z) ❡t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Fn = Cn − Cn−2✳ ❖♥ é❝r✐t

zn =
∑

i≤n

λi,nFn

❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ zn ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s Fn✱ ❛❧♦rs

zn =
∑

i

λi,n(Cn − Cn−2)

=
∑

i

(λi,n − λi+2,n)Cn

♠❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✹✳✼✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ (λi,n − λi+2,n) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝ zn

s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s Cn✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✹✳✾✳ ❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ (Cn(z), 0 ≤ n ≤ 10) ⊂
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B′′(K) ✈❡rs (zn, 0 ≤ n ≤ 10) ⊂ B′(K)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t



1 0 1 0 2 0 5 0 14 0 42
0 1 0 2 0 5 0 14 0 42 0
0 0 1 0 3 0 9 0 28 0 90
0 0 0 1 0 4 0 14 0 48 0
0 0 0 0 1 0 5 0 20 0 75
0 0 0 0 0 1 0 6 0 27 0
0 0 0 0 0 0 1 0 7 0 35
0 0 0 0 0 0 0 1 0 8 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 9
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




q✉✐ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❛❧♦rs



1 0 −1 0 1 0 −1 0 1 0 −1
0 1 0 −2 0 3 0 −4 0 5 0
0 0 1 0 −3 0 6 0 −10 0 15
0 0 0 1 0 −4 0 10 0 −20 0
0 0 0 0 1 0 −5 0 15 0 −35
0 0 0 0 0 1 0 −6 0 21 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −7 0 28
0 0 0 0 0 0 0 1 0 −8 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −9
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




✾✳✺ ❇❛s❡s s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛❢✲

✜♥❡s ❞❡ r❛♥❣ ✸ ❡t ✹

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ✭s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✮ ❞❡ r❛♥❣ ✸ ♦✉ ✹✳

✾✳✺✳✶ ▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã2,1

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ t②♣❡ Ã2,1✱ q✉✐ ❡st ❧❡
s❡✉❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ❞❡ r❛♥❣ ✸✳ ❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã2,1 ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

2

��>>>>>>>>

Q : 1

@@��������
// 3.

P♦✉r t♦✉t λ ∈ k✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Mλ ♣❛r

k

λ

��=======

Mλ : k

1

@@������� 1 // k
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❡t ♦♥ ♣♦s❡
k

1

��>>>>>>>>

M∞ : k

1

@@������� 0 // k.

❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ P1 ❡t k ⊔ {∞}✳ P♦✉r t♦✉t ∈ P1 \ {0}✱ Mλ ❡t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲
s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡t P1

0 = P1 \ {0}✳ ▲❡ s❡✉❧ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
T0 ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✷ ❡t s❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s♦♥t

k

0

��========

E0 : 0

@@��������
// 0

❡t
0

��>>>>>>>>

E1 : k

0

@@������� 1 // k.

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs
x0 = XE0 =

u1 + u3

u2

x1 = XE1 =
1 + u1u2 + u2u3

u1u3

z = XMλ
=

u2
1u2 + u1 + u3 + u2u

2
3

u1u2u3u4

P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i 6= j✱ ♦♥ ❛

Ext1CQ
(Ei, Ej) 6= 0,

❧❡s s❡✉❧s ♦❜❥❡ts ❞❡ ER s♦♥t ❧❡s E⊕r
i i ∈ {0, 1} ❡t r ≥ 1✳

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ q✉❡

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {znxr
i : n > 0, r ≥ 0, i = 0, 1} .

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳✺✳✶✳ ❉❛♥s ❬✷✸❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ❡①♣❧✐❝✐té ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡
❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✮ B(Ã2,1) ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Ã2,1) ❛✈❡❝ ❝♦✣❝✐❡♥ts
❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t s♣é❝✐❛❧✐sés à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✮✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ♠♦♥tré q✉❡

B(Ã2,1) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {Pn(z)xr
i : n > 0, r ≥ 0, i = 0, 1}

♦ù Pn ❞és✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡✳
■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

✉♥✐♣♦t❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ B(Ã2,1) ✈❡rs B(Ã2,1) ❡t q✉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❡①♣❧✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ✿
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❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✾✳✺✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s
❞❡ ❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✮ ❞❡ A(Q) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

B(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {Pn(Xδ)XR : R ∈ ER} .

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡ Ã✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ B(Q) ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ✉♥❡
Z✲❜❛s❡ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡✱ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡
❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ B(Q)✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❬✷✸❪ ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛s Ã
❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

✾✳✺✳✷ ▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã3,1

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛✣♥❡ ❞❡ r❛♥❣ ✹ ❞é❥à ❛♣♣❛r✉
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã3,1✳ ❆❧♦rs Q ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

2 // 3

��>>>>>>>>

Q : 1

@@��������
// 4.

❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳✶✳✶✶✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡

x0 = XE0
=

u2 + u4

u3

x1 = XE1
=

u1 + u3

u2

x2 = XE2 =
1 + u1u3 + u2u4

u1u4

y0 = X
E

(2)
0

=
u2u1 + u1u4 + u4u3

u2u3

y1 = X
E

(2)
1

=
u3u

2
1 + u1 + u2

3u1 + u3 + u3u2u4

u1u2u4

y2 = X
E

(2)
2

=
u2u3u1 + u2 + u2

2u4 + u4 + u2u
2
4

u1u3u4

z = XMλ
=

u3u2u
2
1 + u2u1 + u1u4 + u4u3 + u3u2u

2
4

u1u2u3u4

P♦✉r t♦✉s i 6= j✱ ♦♥ ❛
Ext1CQ

(Ei, Ej) 6= 0,

Ext1CQ
(E

(2)
i , E

(2)
j ) 6= 0,

Ext1CQ
(Ei, E

(2)
j ) 6= 0,

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 0, 1, 2✱ ♦♥ ❛ Ext1CQ
(Ei, E

(2)
i ) = 0✳ ❆✐♥s✐✱

ER =
{

E⊕r
i ⊕ (E

(2)
i )⊕s : r, s ≥ 0, i = 0, 1, 2

}
.

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ q✉❡

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔ {znxr
i y

s
i : n > 0, r, s ≥ 0, i = 0, 1, 2} .



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ▲❊ ❚❨P❊ Ã ✶✻✽

✾✳✺✳✸ ▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ Ã2,2

❯♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ r❛♥❣ ✹ ❡st ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ Ã3,1 ♦✉ ❞❡ t②♣❡ Ã2,2✳ ◆♦✉s
❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡
t②♣❡ Ã2,2✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡♥ ✹✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Q ❡st ❧❡
❝❛rq✉♦✐s

2

��>>>>>>>>

Q : 1

@@��������

��======== 4.

3

@@��������

▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ❆❘ ❞❡ kQ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s♦♥t ❞❡ r❛♥❣
✷✳ ❖♥ ❧❡s ♥♦t❡ T0 ❡t T∞✳ ▲❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T0 s♦♥t ♥♦tés E0 ❡t E1 ❡t ❧❡s
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T∞ s♦♥t ♥♦tés F0 ❡t F1✳

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡

x0 = XE0
=

u1 + u4

u2

x1 = XE1
=

u1 + u4 + u1u2u3 + u2u3u4

u1u3u4

y0 = XF0 =
u1 + u4

u3

y1 = XF2
=

u1 + u4 + u1u2u3 + u2u3u4

u1u2u4

z = XMλ
=

u2
1 + u2

4 + 2u1u4 + u2
1u2u3 + u2u3u

2
4

u1u2u3u4

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛

Ext1CQ
(E0, E1) ≃ k2 ≃ Ext1CQ

(F0, F1),

Ext1CQ
(Ei, Fj) = 0 ♣♦✉r i 6= j.

❆✐♥s✐
ER =

{
E⊕r

i ⊕ F⊕s
j : r, s ≥ 0, i, j = 0, 1

}
.

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ q✉❡

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔
{
znxr

i y
s
j : n > 0, r, s ≥ 0, i, j = 0, 1

}
.



❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ▲❊ ❚❨P❊ Ã ✶✻✾

✾✳✻ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛✲

❧✐sé❡s ré❣✉❧✐èr❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲
❘❡✐t❡♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡ ❞❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛
❛✉ss✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞✬✉♥
❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ t②♣❡ Ã q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s✳

✾✳✻✳✶ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡
t②♣❡ Ã ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❬✺✵❪✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳

❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s ❛✈❡❝ r, s ≥ 1✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1✱
♦♥ ♥♦t❡ nβ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ❞❡ Q1 ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡ β✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

Q \ {β} = (Q0, Q1 \ {β})

❡t ♦♥ é❝r✐t

Cβ = {c ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Q \ {β} t❡❧ q✉❡ s(c) = s(β)} .

❙✐ Cβ ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ cβ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s Cβ

❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ cβ ✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ cβ = es(β) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ tr✐✈✐❛❧ ❢♦r♠❡❧
❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ têt❡ s(β)✳ Cβ ❡st ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥tr❛✐r❡s à β ❡t
cβ ❡st ❛♣♣❡❧é ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳

P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ c ❞❛♥s Q s❡r❛ ♥♦té c = (β1| · · · |βn) ♦ù
❧❡s βi s♦♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❡ Q1 t❡❧❧❡s q✉❡ t(βi) = s(βi+1)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ β ⊂ c
♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ i = 1, . . . , n t❡❧ q✉❡ β = βi✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
c = (β1| · · · |βn)✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ c ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Q0 ✿

supp(c) = {s(βi) i = 1, . . . , n} ∪ {t(βi) i = 1, . . . , n} .

P♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Mβ ❞❡ Q ♣❛r ✿




Mβ(i) ≃ k ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t i ∈ supp(cβ)
Mβ(i) = 0 ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t i 6∈ supp(cβ)
Mβ(β) = ✐❞k ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ⊂ cβ

Mβ(β) = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β 6⊂ cβ

❖♥ ♣❡✉t ♣❛r❛♠étr✐s❡r ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❧❡s ✢è❝❤❡s
β ∈ Q1 t❡❧❧❡s q✉❡ nβ > 1✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ãr,s✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{Mβ : β ∈ Q1 t❡❧ q✉❡ nβ > 1}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ Mβ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Mβ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❊✉❧❡r s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈αi, αj〉 =





1 s✐ i = j
−1 s✐ i−→ j ❞❛♥s Q1

0 s✐♥♦♥✳

❆✐♥s✐✱
〈❞✐♠Mβ , δ〉 =

∑

i∈supp(cβ)

1 −
∑

i−→ j,i∈supp(cβ)

1.

❙✐ cβ = eβ ✱ ❛❧♦rs β ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ i ✈❡rs j ❞❛♥s Q1 ❡t ❞♦♥❝ 〈❞✐♠Mβ , δ〉 = 0✳
❙✐♥♦♥✱ s♦✐t i ∈ supp(cβ)✱ s✐ i = t(cβ)✱ ❛❧♦rs ♣❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ cβ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
✢è❝❤❡ i−→ j ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ j ∈ Q0✳ ❙✐ i = s(β)✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❞❡
s♦✉r❝❡ i q✉✐ s♦♥t β ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ cβ ✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ supp(cβ) ❞✐✛ér❡♥t ❞❡
s(β), t(β)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✢è❝❤❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ i q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à cβ ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

|{i−→ j ∈ Q1 : i ∈ supp(cβ)}| = |supp(cβ)| .

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 〈❞✐♠Mβ , δ〉 = 0 ❡t ❞♦♥❝ Mβ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦✲
s❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ U ( Mβ ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
♥♦♥✲♥✉❧✱ ❛❧♦rs 〈❞✐♠U, δ〉 > 0 ❡t ❞♦♥❝ U ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ Mβ ❡st ré❣✉❧✐❡r
❡t q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ Q1✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧ ❡st é❣❛❧ à |{β ∈ Q1 : nβ > 1}| ✭✈♦✐r ❬✸✹❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡s Mβ ét❛♥t
❞❡✉① à ❞❡✉① ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❝❡❝✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ nβ = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❞✐♠Mβ = δ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Mβ ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡
❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ nβ = 1✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s Q1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✷✳ ❙♦✐❡♥t γ, β ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s Q1✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ γ ♣ré❝è❞❡ β ❡t ♦♥
❧❡ ♥♦t❡ β = τ(γ) ♦✉ γ = τ−1(β) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t(cγ) = t(β)✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✻✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ E,M ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s
❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❆❧♦rs

M ≃ τE ⇔ 〈E,M〉 < 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ 〈E,M〉 < 0 ⇒ M ≃ τE✳ ❈♦♠♠❡
〈E,M〉 < 0✱ Ext1kQ(E,M) 6= 0 ❡t ❞♦♥❝ E ❡t M ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ t✉❜❡✳
❙♦✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♥♦♥✲s❝✐♥❞é❡

0−→M−→X−→E−→ 0.

❆❧♦rs X/M ≃ E ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦♥❝ M ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ q✉❛s✐✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ 0 ⊂ M ⊂ X✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s M−→X ❡t X−→E s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ♣r❡sq✉❡
s❝✐♥❞é❡ ❡t M ≃ τE✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ãr,s✳ ❙♦✐❡♥t γ, β ∈ Q1✳
❆❧♦rs

β = τ(γ) ⇔ Mβ ≃ τMγ .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ nβ = 1✱ ❛❧♦rs t(cβ) = t(β) ❡t ❞♦♥❝ β = τ(β)✳ ❈♦♠♠❡ Mβ ❡st
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳

❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ nβ > 1 ❡t q✉❡ β = τ(γ)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✻✳✸✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ 〈Mβ , Mγ〉 < 0✳ ❖♥ ❛

〈β, γ〉 = |{supp(cβ) ∩ supp(cγ)}| − |{i−→ j : i ∈ supp(cβ), j ∈ supp(cγ)}|

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ supp(cβ) ∩ supp(cγ) = 0✳ ❙✐ i ∈ supp(cβ) ∩ supp(cγ)✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s c : s(β)−→ i ❡t c′ : i−→ t(cγ) ❞❛♥s Q ❡t ❞♦♥❝

t(β) = t(cγ)

s(β)
c

//

β
99ssssssssss

i

c′
ddIIIIIIIIII

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ nβ = 1 ❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ s(β) ∈ supp(cβ) ❡t t(β) = t(cγ) ∈ supp(cγ)✱ ♦♥ ❛

β ∈ {i−→ j : i ∈ supp(cβ), j ∈ supp(cγ)} .

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 〈β, γ〉 < 0✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s Mβ , Mγ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t✉❜❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ β ❡t γ ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✻✳✺✳ ❙♦✐t Q ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã2,1

2

��>>>>>>>>

Q : 1

@@��������
// 3.

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ (ij) ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i−→ j✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

n(13) = 1 et n(12) = n(23) = 2.

❉❡ ♣❧✉s✱ c(12) = (13) ❡t t(13) = t(23) ❞♦♥❝ τ(12) = (23) ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ τ(23) =
(12)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

0

��<<<<<<<<

M(12) : k

0

@@��������
// k

❡t
k

0

��<<<<<<<<

M(23) : 0

@@��������
// 0

s♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ r❛♥❣ ✷ ❡t M(13) ❡st ✉♥
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
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✾✳✻✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✹ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s ❞❛♥s
Q✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

P♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ c = (β1| · · · |βn) ❞❛♥s Q✱ ♦♥ ♥♦t❡ Kc ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
Q ❞é✜♥✐❡ ♣❛r





Kc(i) ≃ k si k ∈ supp(c)
Kc(i) = 0 si k 6∈ supp(c)
Kc(γ) = ✐❞k si γ = βi ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i
Kc(γ) = 0 s✐♥♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ Q1✱ ♦♥ ❛ Mβ ≃ Kcβ
✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✾✳✻✳✻✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s c, c′✱ ♦♥ ♥♦t❡

c ≤ c′ ⇔

{
t(c′) = t(c)
supp(c′) ⊂ supp(c)

❡t ♦♥ ♥♦t❡ c < c′ s✐ c ≤ c′ ❡t c 6= c′✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ ∅ ≤ c ♣♦✉r t♦✉t
❝❤❡♠✐♥ c✳

P♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ Gr(Mβ) ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥s ❞❡ cβ ✿

▲❡♠♠❡ ✾✳✻✳✼✳ ❙♦✐t β ∈ Q1✳ ❆❧♦rs

Gr(Mβ) = {Kc : c ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Q t❡❧ q✉❡ c ≤ cβ}

◆♦t❛t✐♦♥ ✾✳✻✳✽✳ ❙♦✐t β ∈ Q1 ❡t c ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Q t❡❧ q✉❡ c < cβ ✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t i ∈ supp(cβ) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i−→ s(c)✳ ❈❡
s♦♠♠❡t ❡st ♥♦té t(cβ \ c)✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ i ∈ Q0 \ supp(cβ) t❡❧ q✉❡ i−→ t(cβ) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ t−(cβ) ❝❡
s♦♠♠❡t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✻✳✾✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã ❡t s♦✐t β ∈ Q1✳ ❆❧♦rs

XMβ
=

ut−(cβ)

ut(cβ)
+

ut(β)

us(β)
+

∑

∅<c<cβ

1

us(c)ut(cβ\c)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✾✳✻✳✼✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ é✈❛❧✉é❡
❛✉ ♠♦❞✉❧❡ Mβ ❡st é❣❛❧❡ à

XMβ
=
∑

c≤cβ

∏

i∈Q0

u
−〈❞✐♠Kc,αi〉−〈αi,❞✐♠Mβ−❞✐♠Kc〉
i .

P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ c ≤ cβ ✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♠♦♥ô♠❡

✉c = u
−〈❞✐♠Kc,αi〉−〈αi,❞✐♠Mβ−❞✐♠Kc〉
i .

❙♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ c ≤ cβ ✱ ♦♥ ❛

❞✐♠Kc =
∑

j∈supp(c)

αj ,
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❞✐♠Mβ − ❞✐♠Kc =
∑

j∈supp(cβ)\supp(c)

αj .

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ c = ∅✳ ❆❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
〈
αi,
∑

j∈supp(cβ) αj

〉

♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳ ❙♦✐t i ∈ Q0✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts j ∈ supp(cβ) t❡❧
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ i−→ j ❞❛♥s Q1 ❡st é❣❛❧ à ✿





1 s✐ i ∈ supp(cβ) ❡t i 6= t(cβ),
0 s✐ i = t(cβ)
1 s✐ i 6∈ supp(cβ) ❡t i = t−(cβ),
0 s✐♥♦♥✳

❆✐♥s✐✱

〈
αi,

∑

j∈supp(cβ)

αj

〉
=





0 s✐ i ∈ supp(cβ) ❡t i 6= t(cβ),
1 s✐ i = t(cβ),
−1 s✐ i 6∈ supp(cβ) ❡t i = t−(cβ)
0 s✐♥♦♥✳

❡t
✉∅ =

ut−(cβ)

ut(cβ)

❙✐ c = cβ ✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
〈∑

j∈supp(cβ) αj , αi

〉
♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳

❙♦✐t i ∈ Q0✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts j ∈ supp(cβ) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ j−→ i
❞❛♥s Q1 ❡st é❣❛❧ à ✿





1 s✐ i ∈ supp(cβ) ❡t i 6= s(cβ),
0 s✐ i = s(cβ)
0 s✐ i 6∈ supp(cβ) ❡t i 6= t(β),
1 s✐ i = t(β)

❆✐♥s✐✱

〈
∑

j∈supp(cβ)

αj , αi

〉
=





0 s✐ i ∈ supp(cβ) ❡t i 6= s(cβ),
1 s✐ i = s(cβ),
0 s✐ i 6∈ supp(cβ) ❡t i 6= t(β),
1 s✐ i = t(β).

❡t
✉cβ

=
ut(β)

us(cβ)
=

ut(β)

us(beta)
.

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t c ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ t❡❧ q✉❡ ∅ 6= supp(c) ( supp(cβ)✳ ❙♦✐t i ∈ Q0✳
❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts j ∈ supp(c) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ j−→ i ❞❛♥s
Q1 ❡st é❣❛❧ à ✿ {

1 s✐ i ∈ supp(c) ❡t i 6= s(c),
0 s✐♥♦♥✳

❆✐♥s✐✱ 〈
∑

j∈supp(c)

αj , αi

〉
=





0 s✐ i ∈ supp(c),
1 s✐ i = s(c),
0 s✐♥♦♥✳
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts j ∈ supp(cβ) \ supp(c) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✢è❝❤❡ i−→ j ❞❛♥s Q1 ❡st é❣❛❧ à ✿





0 s✐ i ∈ supp(c),
0 s✐ i 6∈ supp(cβ),
0 s✐ i = t(cβ \ c),
1 s✐♥♦♥✳

❆✐♥s✐✱
〈

αi,
∑

j∈supp(cβ)\supp(c)

αj

〉
=





0 s✐ i ∈ supp(c),
0 s✐ i 6∈ supp(cβ),
1 s✐ i = t(cβ \ c),
0 s✐♥♦♥✳

❊t ❞♦♥❝✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡

n(i, c, cβ) = −

〈
∑

j∈supp(c)

αj , αi

〉
−

〈
αi,

∑

j∈supp(cβ)\supp(c)

αj

〉
,

♦♥ ❛

n(i, c, cβ) =





0 s✐ i ∈ supp(c) ❡t i 6= s(c),
−1 s✐ i = s(c)
0 s✐ i 6∈ supp(c) ❡t i 6∈ supp(cβ)
−1 s✐ i = t(cβ \ c)
0 s✐♥♦♥✳

❡t

✉c =
1

us(c)ut(cβ\c)
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱

XMβ
=
∑

c≤cβ

✉c

=
ut−(cβ)

ut(cβ)
+

ut(β)

us(β)
+

∑

∅<c<cβ

1

us(c)ut(cβ\c)
.

❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✻✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã3,3

2 // 3

��>>>>>>>

1

��>>>>>>>

@@�������
4

5 // 6

@@�������

❡t s♦✐t ❧❛ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 ✿
2

β : 1

@@��������
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▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧ cβ ❡st ❛❧♦rs

cβ : 1

��======= 4

5 // 6

@@�������

❡t ♦♥ ❛ t(β) = 2✱ s(β) = s(cβ) = 1✱ t(cβ) = 4 ❡t t−(cβ) = 3✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r ❧❡✉r s✉♣♣♦rt✱

é❝r✐✈❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ cβ : (1564)✳
❙✐ c = ∅✱ ❛❧♦rs ✉∅ = u3

u4
✳

❙✐ c = (4)✱ ❛❧♦rs s(c) = 4 ❡t t(cβ \ c) = 6✱ ❛✐♥s✐ ✉(4) = 1
u4u6

✳
❙✐ c = (64)✱ ❛❧♦rs s(c) = 6 ❡t t(cβ \ c) = 5✱ ❛✐♥s✐ ✉(64) = 1

u5u6
✳

❙✐ c = (564)✱ ❛❧♦rs s(c) = 5 ❡t t(cβ \ c) = 1✱ ❛✐♥s✐ ✉(564) = 1
u1u5

✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ c = cβ ✱ ❛❧♦rs ✉cβ

= u2

u1
✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

XMβ
=

u3

u4
+

1

u4u6
+

1

u5u6
+

1

u1u5
+

u2

u1

=
u3u6u5u1 + u1u5 + u1u4 + u4u6 + u2u4u6u5

u1u4u5u6
.

✾✳✻✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡s

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s x ❞❛♥s
A(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ ❞❛♥s
CQ t❡❧ q✉❡ x = XM ✳ ❙✐ M ❡st tr❛♥s❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs x ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s
tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡✱ s✐♥♦♥ x ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ s❤✐❢t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡s ❡st s♦✉✈❡♥t
♣❧✉s ❛r❞✉❡✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛s✲
s♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ■■✮✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
ré❣✉❧✐èr❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✾✳✻✳✶
❡t ✾✳✻✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✻✳✾ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❡s
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳

❙♦✐t β ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞❛♥s Q1 ❡t s♦✐t Tβ ❧❡ t✉❜❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Mβ ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡
rg(Tβ) = nβ ✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s Tβ ✱ E(n)

❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s Tβ ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ E ❡t ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r
n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✶✳ ❙♦✐t β ∈ Q1✳ ❆❧♦rs

X
M

(n)
β

= Pn,∞(XMβ
, XM

τ−1(β)
, . . . , XM

τ−n+1(β)
).

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

X
M

(n)
β

= Pn,nβ
(XMβ

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
).
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t β ∈ Q1✳ ❆❧♦rs Mβ ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥
t✉❜❡ ❞❡ r❛♥❣ nβ ❡t Mτkβ = τkMβ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Z✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s Mτkβ

♣♦✉r −nβ +1 ≤ k ≤ 0 s♦♥t t♦✉s ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ Tβ ✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

X
M

(n)
β

= Pn,∞(XMβ
, Xτ−1Mτ(β)

, . . . , Xτ−n+1M(β)
)

= Pn,∞(XMβ
, XM

τ−1(β)
, . . . , XM

τ−n+1(β)
).

❡t ❝♦♠♠❡ Tβ ❛ ✉♥ r❛♥❣ nβ ✱ XM
τ
−nβ (β)

= XMβ
❡t ❞♦♥❝

Pn,∞(XMβ
, XM

τ−1(β)
, . . . , XM

τ−n+1(β)
) = Pn,nβ

(XMβ
, . . . , XM

τ
−nβ+1

(β)
).

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr,s ❛✈❡❝ r = 1
♦✉ s = 1✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✶
s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
ré❣✉❧✐❡rs✳

▲❡♠♠❡ ✾✳✻✳✶✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ãr,s t❡❧ q✉❡ r = 1 ♦✉ s = 1✳
❆❧♦rs

{XM : M ∈ ✐♥❞(R(Q))} =
{

Pn,nβ
(XMβ

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
) : β ∈ Q1, n ≥ 1

}

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✶✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
✏⊂✑✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❆❧♦rs M ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ t✉❜❡
T ✳ ❙✐ T ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ❛❧♦rs T = Tβ ♣♦✉r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 ❡t M ≃ M

(n)
β

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✶ q✉❡

XM = Pn,nβ
(XMβ

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
).

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ T ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳ P✉✐sq✉❡ Q ❡st ❞❡ t②♣❡ Ãr,s ❛✈❡❝
r = 1 ♦✉ s = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 t❡❧❧❡ q✉❡ nβ = 1✳ ❙♦✐t Mλ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳✶✳✹ q✉❡

X
M

(n)
λ

= X
M

(n)
β

♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳ ❈♦♠♠❡ M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s T ✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ M ≃

M
(n)
λ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t ❛❧♦rs

XM = X
M

(n)
λ

= X
M

(n)
β

= Pn,1(XMβ
),

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù r, s > 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s
❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥ ❞❡ Q ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳ P♦✉r
t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β0 ∈ Q1✱ ♦♥ ♥♦t❡

∆β = Pnβ ,nβ
(XMβ

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
) − Pnβ−2,nβ

(XM
τ−1(β)

, . . . , XM
τ
−nβ (β)

)

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st Mβ ✳
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▲❡♠♠❡ ✾✳✻✳✶✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ãr,s t❡❧ q✉❡ r, s > 1✳ ❆❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β0 ∈ Q1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {XM : M ∈ ✐♥❞(R(Q))} ❡st é❣❛❧ à ❧❛
ré✉♥✐♦♥

{
Pn,nβ

(XMβ
, . . . , XM

τ
−nβ+1

(β)
) : β ∈ Q1, n ≥ 1

}
∪ {Pn,1(∆β0

), n ≥ 1}

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ M ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ❛❧♦rs M ≃ M

(n)
β ♣♦✉r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r

n ≥ 1✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

XM = Pn,nβ
(XMβ

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
).

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ M ❡st ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ T ❡t s♦✐t Mλ ❧❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ T ✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾✱ ♦♥ ❛

XMλ
= ∆β

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 t❡❧❧❡ q✉❡ nβ > 1✳ ❈♦♠♠❡ Q ❡st ❞❡ t②♣❡ Ãr,s ❛✈❡❝
r, s > 1✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ nβ > 1 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸ q✉❡

X
M

(n)
λ

= Pn,1(XMλ
).

❈♦♠♠❡ M ❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ✱ ❛❧♦rs M ≃ M
(n)
λ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❡t

❞♦♥❝
XM = Pn,1(∆β0)

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✶✳✹✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ✢è❝❤❡s β ❡t ❧❡s ❡♥t✐❡rs n t❡❧s q✉❡ M

(n)
β

❡st r✐❣✐❞❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ❞❡ r❛♥❣ p✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
r✐❣✐❞❡s s♦♥t ❧❡s E(n) ♦ù E ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s T ❡t ♦ù 0 < n < rg(T )✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ Q ❡st ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
M

(n)
β : β ∈ Q1, 0 < n < nβ

}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ✐s♦❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ré❣✉❧✐❡rs
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s r✐❣✐❞❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✻✳✶✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ Ãr,s✳ ❆❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ A(Q) s♦♥t ❧❡s

X
M

(n)
β

= Pn,nβ
(XMβ

, XM
τ−1(β)

, . . . , XM
τ
−nβ+1

(β)
)

♦ù β ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ nβ > 1 ❡t ♦ù n < nβ✳

✾✳✻✳✹ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ré❣✉❧✐èr❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① r❛❝✐♥❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ã✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr,s ❛✈❡❝ r, s > 1 ❛❧♦rs

{
X❞ : ❞ ∈ Φr❡❣

>0

}
=
{

∆k
βX

M
(n)
β

: 0 ≤ n < nβ , k ≥ 0, n + k > 0
}

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❞ ∈ Φr❡❣
>0 ✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ ❡st ❞ =

❞0 ⊕ δk ♦ù ❞0 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t k ≥ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✉✐t
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ q✉❡

X❞ = X❞0X
k
δ .

P✉✐sq✉❡ ❞0 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ M ∈ rep(Q,❞0) ❡t ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ T ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r < rg(T )✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
❞♦♥❝ q✉❡ M = M

(n)
β ♣♦✉r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ β ∈ Q1 t❡❧❧❡ q✉❡ nβ > 1 ❡t n < nβ ❡t ❞♦♥❝

X❞0 = X
M

(n)
β

.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ Xδk = Xk
δ = Xk

Mλ
♦ù Mλ ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s

✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✾ q✉❡

Xδ = ∆β

♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β t❡❧❧❡ q✉❡ nβ > 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✻✳✶✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Ãr,s ❛✈❡❝ r = 1 ♦✉ s = 1 ❛❧♦rs

{
X❞ : ❞ ∈ Φr❡❣

>0

}
=
{

Xk
Mβ0

X
M

(n)
β

: 0 ≤ n < nβ , k ≥ 0
}

.

♦ù β0 ∈ Q1 ❡st t❡❧ q✉❡ nβ0 = 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Xδ = XMβ0
♣♦✉r t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ β0 ∈ Q1

t❡❧❧❡ q✉❡ nβ0
= 1✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❆ ♣r♦♣♦s ❞❡s t②♣❡s D̃ ❡t Ẽ

✶✼✾
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❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡✱ s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ Q✱ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(Q)✳ P✉✐sq✉❡
t♦✉s ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ Ã ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ✐❧ s✬❡♥
❡st s✉✐✈✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❢♦r♠❛✐❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ ❞❡ t②♣❡ Ã✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡s D̃ ❡t Ẽ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦tr❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼✳ ❚♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té r❡♥❝♦♥tré❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s D̃ ❡t Ẽ✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛ss✲
♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s Gr✉(M) ♣♦✉r M ∈ rep(Q, δ)✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✹
❡st ❛❧♦rs ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✳ ❆❧♦rs B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡
❞❛♥s A(Q)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rt ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r
t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❛s D̃4✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ Z✲❜❛s❡
❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡t ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳

✶✵✳✶ ❱❡rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸✳✸ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ♣❛r t✉❜❡✱ ❝❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❬✷✼✱ ✺✵❪✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ Ti ♦ù iP1\P1

0✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡
♣r✐✈✐❧é❣✐é Mi ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❛✣♥❡s D̃ ❡t Ẽ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ s✐ E ❡st ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ T ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
ME ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ T ❞❡ q✉❛s✐✲s♦❝❧❡ E ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ δ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✶✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡✱ s♦✐t T ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
❞❛♥s Γ(Q) ❡t E,F ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s T ✳ ❆❧♦rs

XME
− Xq.radME/E = XMF

− Xq.radMF /F .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p = rg(T )✱ ♦♥ ♥♦t❡ E1, . . . , Ep ❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡ T ♦r✲
❞♦♥♥és ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ τEi ≃ Ei−1✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ Z/pZ✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸
q✉❡

XQ
MEi

= Pp,p(X
Q
Ei

, . . . , XQ
Ei+p−1)

XQ
q.radMEi

/Ei
= Pp−2,p(X

Q
Ei+1, . . . , X

Q
Ei+p−1).
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❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✽✱ ♦♥ ❛

XMEi
− Xq.radMEi

/Ei
= ∆p(X

Q
Ei+1, . . . , X

Q
Ei+p−1)

q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ i ∈ Z/pZ ❝❤♦✐s✐✳

❆✐♥s✐ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✵✳✶✼✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ D̃ ♦✉ Ẽ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ P1 \ P1

0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ Mi ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ δ ❞❛♥s Ti t❡❧
q✉❡

XMi
= Xδ + Xq.radMi/q.socMi

.

✶✵✳✷ ▲❡ ❝❛s D̃4

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ D̃4 ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

❙♦✐t Q ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ D̃4 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

��>>>>>>> 4

���������

3

2

@@�������
5

^^>>>>>>>

❙❛ r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st δ = [11211]✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ P1(k) ❛✈❡❝ k ∪ {∞}
❡t ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ k✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

k
[10]t

��??????? k

[11]t���������

Mλ : k2

k

[01]t
??�������

k

[1λ]t

__???????

❡t ♦♥ ♣♦s❡
k

[10]t

��??????? k

[11]t���������

M∞ : k2

k

[01]t
??�������

k

[01]t

__???????

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1✱ Mλ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ δ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Mλ ❡st ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ λ 6∈ {0, 1,∞}✳ ❆✐♥s✐✱ P1

0 = P1 \ {0, 1,∞}✳
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▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

XMi
− XMλ

♣♦✉r t♦✉t λ ∈ P1
0 ❡t t♦✉t i ∈ {0, 1,∞}✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
ré❡❧❧❡ ❞✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ❞ ❧✬✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✳

❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ✉ t❡❧s q✉❡ Gr✉(Mλ) 6= ∅ ♦✉ Gr✉(M0) 6= ∅✱ ♦♥ ❛

✉ Gr✉(Mλ) χ(Gr✉(Mλ)) Gr✉(M0) χ(Gr✉(M0))
[00000] {0} 1 {0} 1
[00100] P1 × {S3} 2 P1 × {S3} 2
[00200] {S3 ⊕ S3} 1 {S3 ⊕ S3} 1
[10100] {P1} 1 {P1} 1
[01100] {P2} 1 {P2} 1
[00110] {P4} 1 {P4} 1
[00101] {P5} 1 {P5} 1
[10200] {P1 ⊕ S3} 1 {P1 ⊕ S3} 1
[01200] {P2 ⊕ S3} 1 {P2 ⊕ S3} 1
[00210] {P4 ⊕ S3} 1 {P4 ⊕ S3} 1
[00201] {P5 ⊕ S3} 1 {P5 ⊕ S3} 1
[10101] ∅ 0 {q.soc(M0)} 1
[10201] {P1 ⊕ P5} 1 {q.soc(M0) ⊕ S3} 1
[11201] {[11201]} 1 {q.rad(M0) ⊕ P2} 1
[10211] {[10211]} 1 {q.rad(M0) ⊕ P4} 1
[01211] {[01211]} 1 {[01211]} 1
[11210] {[11210]} 1 {[11210]} 1
[11211] {Mλ} 1 {M0} 1

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡

XMλ
=

u2
2u

2
4u

2
1u

2
5 + 2u2u4u1u5 + 4u2u4u1u5u3 + 1 + 4u3 + 6u2

3 + 4u3
3 + u4

3

u1u2u2
3u4u5

❡t

XM0 =
u2

2u
2
4u

2
1u

2
5 + 2u2u4u1u5 + 4u2u4u1u5u3 + u1u

2
3u4u2u5 + 1 + 4u3 + 6u2

3 + 4u3
3 + u4

3

u1u2u2
3u4u5

❡t ❞♦♥❝
XM0

= XMλ
+ 1 ✭✶✵✳✶✮

♦r q.l(M0) = 2 ❞♦♥❝ q.rad(M0) = q.soc(M0) ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✶✮ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✵✳✶✳✷✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ XM1
= XMλ

+ 1 ❡t XM∞
= XMλ

+ 1✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✶✳✶✱ ♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré ✿

▲❡♠♠❡ ✶✵✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ D̃4 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ E ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ T ❞❡ Γ(Q)✱ ♦♥ ❛

XME
= XMλ

+ 1.
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❊t ❛❧♦rs

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ D̃4 ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✳ ❆❧♦rs B′(Q) ❡st ✉♥❡ Z✲❜❛s❡ ❞❡ A(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❣r❛❞✉é✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ B′(Q) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t s✉r Q✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✷✳✺ q✉❡
B′(Q) ❡♥❣❡♥❞r❡ A(Q) ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Q✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✹✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ B′(Q) ❡♥❣❡♥❞r❡ A(Q)
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Z✳

✶✵✳✷✳✶ ▲❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ A(D̃4)

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ D̃4✳ ❖♥ ♥♦t❡ E0 = q.soc(M0)✱ E1 = τE0✱
F0 = q.soc(M1)✱ F1 = τF0✱ G0 = q.soc(M∞)✱ G1 = τG0✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs

z = XMλ
=

u2
2u

2
4u

2
1u

2
5 + 2u2u4u1u5 + 4u2u4u1u5u3 + 1 + 4u3 + 6u2

3 + 4u3
3 + u4

3

u1u2u2
3u4u5

x1 = XE0 =
u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2

3

u1u3u5

x2 = XE1
=

u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2
3

u2u3u4

y1 = XF0 =
u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2

3

u3u4u5

y2 = XF1
=

u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2
3

u1u2u3

t1 = XG0 =
u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2

3

u2u3u5

t2 = XG1
=

u2u4u1u5 + 1 + 2u3 + u2
3

u1u3u4

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

ER(Q) =
{
E⊕n

i ⊕ F⊕p
j ⊕ E⊕q

k : i, j, k = 0, 1, n, p, q ≥ 0
}

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸✳✶✵ q✉❡

B′(Q) = {♠♦♥ô♠❡s ❞✬❛♠❛s} ⊔
{
zaxn

i yp
j tqk : a > 0, i, j, k = 0, 1, n, p, q ≥ 0

}
.



◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s

✶✽✹



✶✽✺

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ♣❡r♠❡t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❞✬êtr❡
❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ s❛♥s êtr❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s tr❛✈❛✉①
❡✛❡❝t✉és à ❝❡ ❥♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s✳ ❈✬❡st
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐✜❝❛t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳

❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és s♦♥t ❧❡s s♣❡❝✐❡s ✭✈♦✐r ❬✸✹❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛❧✲
❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛✐♥s✐ à
❡ss❛②❡r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s s♣❡❝✐❡s ❬✶✵✷✱ ✶✵✵✱ ✶✵✸✱ ✻✵❪✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✱
❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ré❛❞❛♣t❡r ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ♥❡
❢❛✐t ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞é❥à ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❛❝é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ét✉❞✐é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲▼♦♦❞② s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❬✻✶❪✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❣r❛♣❤❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és ❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▲✉s③t✐❣ ❬✼✸❪
❡t ❑❛❝ ❬✻✺❪✳ ❍✉❜❡r② ❛ ❛❧♦rs ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ❡t ❣r❛♣❤❡s
❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ét❛✐t ❢❡rt✐❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛s✲
s♦❝✐é❡s ❬✺✾❪✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é✳

❉❛♥s ❬✸✼❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✈ér✐✜❛♥t
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❛rq✉♦✐s
q✉♦t✐❡♥t Q/G ét❛✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ A(Q) ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ G ❡♥ ✉♥ s❡♥s à ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r ❧❡s s♣❡❝✐❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❬✾✼❪✳ ■❧ s✉✐t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡♥❣ ❡t ❉✉✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✐❝✐ ❬✸✵✱ ✸✶❪✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✈❡❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛
❛✉ss✐ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉❡♠♦♥❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♣ré♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❬✷✾❪✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

B ∈ Mq(Z) s②♠étr✐q✉❡✱
G ≤ Sq ❣r♦✉♣❡

A(B) s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡

❄

❬✻✺✱ ✼✸❪

❄

❬✸✼✱ ✷✾❪

✲
❬✶✵✱ ✶✽✱ ✶✹✱ ✷✵✱ ✶✾✱ ✺✶❪. . .

✲

❬✶✵✷✱ ✶✵✵✱ ✶✵✸✱ ✻✵❪. . .

B/G ∈ Ms(Z) s②♠étr✐s❛❜❧❡ A(B/G) ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡

❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✕ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t



✶✽✻

❧❛❝é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♠✉♥✐s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ▲❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ❞♦♥♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✹✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s q✉♦t✐❡♥ts✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

▼✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ❡t

❝❛rq✉♦✐s q✉♦t✐❡♥ts

✶✽✼
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲✉s③t✐❣ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és ♠✉♥✐s ❞✬✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❬✼✸❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❛❝é❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛✲
❜❧✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡s ❞❡ t②♣❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s②♥t❤ét✐s❡♥t ❡t ❝♦♠♣❧èt❡♥t ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✸✼❪✳

✶✶✳✶ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡t q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

❙♦✐t Q ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é s❛♥s p✲❝②❝❧❡s ♣♦✉r p ≤ 2✳ ❙♦✐t BQ = (bij) ∈ MQ0
(Z)

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✶✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t g ∈ SQ0
❡st ❛♣♣❡❧é ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Q ♦✉

❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ BQ s✐
bgi,gj = bij

♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ Q0✳
❯♥ s♦✉s ❣r♦✉♣❡ G ≤ SQ0

❡st ❛♣♣❡❧é ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ BQ s✐ t♦✉t
é❧é♠❡♥t g ∈ G ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ BQ✳

❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G ❞❡ BQ ❡st ❞✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s i, j
❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ i ✈❡rs j ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ≤ 2✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (BQ, G) ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B ∈ MQ0
(Z) ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡

B✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐ ❧❛ G✲♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t i ∈ Q0 ❡t Q0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Q0 = {✐ : i ∈ Q0} .

❞❡s G✲♦r❜✐t❡s ❞❛♥s Q0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✶✳✷✳ ❙♦✐t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ A3

Q : 1 W [ _ c g k2oo // 3

❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡

B = BQ =




0 −1 0
1 0 1
0 −1 0




❙♦✐t G = 〈(1, 3)〉 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ (1, 3)✳ ❆❧♦rs (B, G) ❡st
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (B, G)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ B/G ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✸✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ A = (ai,j) ∈ MQ0
(Z)✱

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t A/G = (b✐,❥) ∈ MQ0
(Z) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

b✐,❥ =
∑

k∈✐

ak,j

♣♦✉r t♦✉s ✐, ❥ ∈ Q0✳
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▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A/G ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ b✐,❥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡
j ∈ ❥ ❝❛r G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✳✹✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t B = A/G✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s
✐, ❥ ∈ Q0✱ ♦♥ ❛

b✐,❥ =
1

|stabG(i)|

∑

g∈G

agi,j

♦ù stabG(i) ❡st ❧❡ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ i ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Q0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t g ∈ stab(i)✱ gi = i ❡t ❞♦♥❝ agi,j = ai,j ✳
∑

g∈G

agi,j =
∑

g∈G/stab(i)

|stab(gi)|bgi,j

▼❛✐s g−→ gi ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ G/stab(i) ❡t ✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ stab(i) ≃
stab(gi) ❡t ❞♦♥❝ ∑

g∈G

agi,j = |stab(i)|
∑

k∈✐

ak,j

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✶✳✺✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs B = A/G ❡st ❛♥t✐s②✲
♠étr✐s❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s A ∈ MQ0(Z)✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛✲
❣♦♥❛❧❡ ∆ ∈ MQ0

(Z) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s t❡❧❧❡ q✉❡ ∆B ❡st s②♠étr✐q✉❡✳
❈♦♠♠❡ A ❡st s②♠étr✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs (di)i∈Q0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s

i, j✱ diaij = djaji✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ dgi = di ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0 ❡t ♦♥ é❝r✐t ❞♦♥❝ d✐ = di s✐ ✐ ❡st ❧❛
G✲♦r❜✐t❡ ❞❡ i✳

P♦✉r t♦✉t ✐ ∈ Q0✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs δ✐ = d✐|stabG(i)| ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t i ∈ ✐

❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ∆ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ diag(δ✐, ✐ ∈ Q̄0)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ∆B ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

[∆B]✐,❥ = δ✐b✐,❥

= d✐|stab(i)|
1

|stab(i)|

∑

g∈G

agi,j

=
∑

g∈G

dgiagi,j

=
∑

g∈G

djaj,gi

=
∑

g∈G

dgjagj,i

= |stab(j)|
1

|stab(j)|
dj

∑

g∈G

agj,i

= δ❥b❥,✐

= [∆B]❥,✐
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t Q/G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t BQ/G✳ ❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s
q✉♦t✐❡♥t ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✶✳✼✳ ❙♦✐t à ♥♦✉✈❡❛✉

Q : 1 W [ _ c g k2oo // 3

❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡

A =




0 −1 0
1 0 1
0 −1 0




❡t G = 〈(1, 3)〉✳ ❖♥ ♥♦t❡ 1̄ = {1, 3} ❡t 2̄ = {2} ❧❡s G✲♦r❜✐t❡s✳ ❆❧♦rs

A/G =

[
0 −2
1 0

]

❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é

∆(A/G) : 1̄ 2̄
(2,1)oo

q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ B2✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ s✐ A ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t stabG(i) ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ Q0✱ ❛❧♦rs A/G ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✶✳✽✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

b1

�
�
�
�
�
�
�

A1 : a1 _______

??~~~~~~~~

��@@@@@@@@ a2

��~~~~~~~~

__@@@@@@@@

b2

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G1 = 〈(a1, a2), (b1, b2)〉✳ ❖♥ ♥♦t❡
❛ = {a1, a2} ❡t ❜ = {b1, b2}✱ ❛❧♦rs

A1/G1 : ❛ //// ❜

❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
✈❛❧✉é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✶✳✾✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

b1

OOOOOOOO a2oo

�
�
�
�
�
�
�

��@@@@@@@@

A2 : a1

oooooooo

??~~~~~~~~

��@@@@@@@@ b2

o o o o o o o o

b3

�
�
�
�
�
�
�

a3

O O O O O O O O
oo

??~~~~~~~~
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♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G2 = 〈(a1, a2, a3), (b1, b2, b3)〉✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛ = {a1, a2, a3} ❡t ❜ = {b1, b2, b3}✱ ❛❧♦rs

A2/G2 : ❛ //// ❜

❡st ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

✶✶✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❡t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s

❖♥ ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (A, G) ♦ù A ∈ MQ0(Z) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡
❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ✉ = {ui : i ∈ Q0} ❡t ✈ =

{
v✐ : ✐ ∈ Q0

}
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs

A(A) = A(✉, A),

A(A/G) = A(✈, A/G).

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❛♣♣❡❧é ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿

π :

{
Z[✉±1] −→ Z[✈±1]

ui 7→ v✐.

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Z[✉±1] ❡♥ ♣♦s❛♥t

g.ui = ugi

♣♦✉r t♦✉s g ∈ G ❡t i ∈ Q0✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G
st❛❜✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(A)✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷✮ q✉❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ❣r❛✐♥❡ (①, S) ❞❛♥s A(A) ❡st ❞✐t❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✐ ✿

✶✳ gxi = xgi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱

✷✳ (S, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s A(A/G)
❡t π(A(A))✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s q✉✐
✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳

✶✶✳✷✳✶ ▼✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙♦✐t Ω = {i1, . . . , in} ✉♥❡

G✲♦r❜✐t❡ ❞❛♥s Q0✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a
(n)
ij ❞❡ A(n) = µin

◦ · · · ◦ µi1(A) s♦♥t
❞♦♥♥és ♣❛r

a
(n)
ij =





−aij si i ou j ∈ Ω

aij +
1

2

n∑

k=1

(|ai,ik
|aik,j + ai,ik

|aik,j |) sinon
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A = A(0) ❡t A(p) = µip
◦ · · · ◦ µi1(A) ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ p ≤ n✳

❊♥ ♠✉t❛♥t ♦♥ ip✱ ♦♥ ❛

a
(p)
ij =





−a
(p−1)
ij s✐ i = ip ♦r j = ip

a
(p−1)
ij +

1

2

(
|a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j + a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j |

)
s✐♥♦♥

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ s✐ i = ik ♦✉ j = ik ♣♦✉r ✉♥ k ≤ p − 1✱ ❛❧♦rs a
(p−1)
ij = −aij ✱

❛✐♥s✐ a
(p)
ij = −aij s✐ i = ik ♦✉ j = ik ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k ≤ p✳

❙✐♥♦♥✱

a
(p)
ij = a

(p−1)
ij +

1

2

(
|a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j + a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j |

)

= aij +
1

2

p−1∑

k=1

(|ai,ik
|aik,j + ai,ik

|aik,j |) +
1

2

(
|a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j + a

(p−1)
i,ip

|a
(p−1)
ip,j |

)

❈♦♠♠❡ aik,il
= 0 ♣♦✉r t♦✉t k, l✱ ♦♥ ❛

a
(p−1)
i,ip

= ai,ip
+

1

2

p∑

k=1

(
|ai,ik

|aik,ip
+ ai,ik

|aik,ip
|
)

= ai,ip

❡t

a
(p−1)
ip,j = aip,j +

1

2

p∑

k=1

(
|aip,ik

|aik,j + aip,ik
|aik,j |

)
= aip,j

❛❧♦rs

a
(p)
ij = aij +

1

2

p∑

k=1

(|ai,ik
|aik,j + ai,ik

|aik,j |)

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✸✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙♦✐t ✐ = {i1, . . . , in} ✉♥❡
G✲♦r❜✐t❡ ❞❛♥s Q0✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Sn✱ ♦♥ ❛

µin
◦ · · · ◦ µi1(A) = µiσ(n) ◦ · · · ◦ µiσ(1)(A)

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐ ∈ Q0 ✉♥❡ G✲♦r❜✐t❡✳ ❆❧♦rs

µG
✐ (A) =


∏

j∈✐

µj


 (A)

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ A ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐✳

❖♥ ♥♦t❡ MutG(A) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ A✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s B t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞✬♦r❜✐t❡s (✐1, . . . , ✐n) t❡❧❧❡s q✉❡

B = µG
✐n

◦ · · · ◦ µG
✐1

(A).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ MutG(A) ⊂ Mut(A)✳
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✶✶✳✷✳✷ ▼✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥❡s

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✺✳ ❙♦✐t B ∈ MQ0
(Z) ❡t G ⊂ SQ0

✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❙♦✐t (①, A) ✉♥❡
❣r❛✐♥❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s A(B) ❛✈❡❝ ① = (x1, . . . , xq)✳ ❙♦✐t Ω = {i1, . . . , in} ✉♥❡
G✲♦r❜✐t❡ ❡t s♦✐t (A(n),①(n)) = µin

◦ · · · ◦µi1(A,①)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ❛

x
(n)
i =





xi si i 6∈ Ω∏
ai,ik

>0 x
ai,ik

i +
∏

ai,ik
<0 x

−ai,ik

i

xik

si i = ik ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t p = 1, . . . , n✱ ♦♥ é❝r✐t (①(p), A(p)) = µip
◦· · ·◦µi1(①, A)

❡t (①(p), A(p)) = (①, A)✳ ❙✐ i 6∈ Ω✱ ♣♦✉r t♦✉t p > 0✱ ♦♥ ❛ x
(p)
i = x

(p−1)
i ❡t ❞♦♥❝

x
(p)
i = xi✳ ❙✐ i = ik ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k > 0✱ ❛❧♦rs x

(j)
i = xi ♣♦✉r t♦✉t j < k ❡t

x
(l)
i = x

(k)
i ♣♦✉r t♦✉t l > k✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs

x
(k)
i =

∏
a
(k−1)
j,ik

>0
(x

(k−1)
j )

a
(k−1)
j,ik +

∏
a
(k−1)
j,ik

<0
(x

(k−1)
j )

−a
(k−1)
j,ik

x
(k−1)
i

▼❛✐s x
(k−1)
i = xi✱ a

(k−1)
j,ik

= aj,ik
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ aj,ik

= 0 s✐

j ∈ Ω✱ ❛✐♥s✐ s✐ aj,ik
6= 0✱ ♦♥ ❛ x

(k−1)
j = xj ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

x
(n)
i = x

(k)
i =

∏
aj,ik

>0 x
aj,ik

j +
∏

aj,ik<0 x
−aj,ik

j

xi

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ (A(n),①(n)) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♠✉t❛✲
t✐♦♥s ❞❛♥s Ω✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ A ∈ MQ0
(Z) ❡t s♦✐t

(①, S) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s A(A)✳ P♦✉r t♦✉t❡ G✲♦r❜✐t❡ ✐ ❞❛♥s Q0✱ ♦♥
♣♦s❡

µG
✐ (①, S) =


∏

j∈✐

µj


 (①, S)

❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ (①, S) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✼✳ ❙♦✐t (B, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ (①, A) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ G✲
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s A(B) ❡t s♦✐t Ω ∈ Q0✳ ❙♦✐t (①(n), A(n)) = µG

Ω((①, A))✳ ❆❧♦rs

G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A(n)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ a
(n)
ij ❧❡s ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥ts ❞❡ A(n) ❡t ①(n) = (x
(n)
i , i ∈ Q0)✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉s i ∈ Q0 ❡t g ∈ G

a
(n)
i,gi = 0 et x

(n)
gi = gx

(n)
i .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ A ∈ MQ0(Z) ❡t ① = {xi : i ∈ Q0}✳ ❖♥ é❝r✐t ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t Ω = {i1, . . . , in} ❡t ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t
i, j ∈ Q0✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

g.a
(n)
ij = a

(n)
g−1i,g−1j =





−ag−1i,g−1j si g−1i ♦✉ g−1j ∈ Ω
n∑

k=1

1

2

(
|ag−1i,ik

|aik,g−1j + ag−1i,ik
|aik,g−1j |

)
sinon
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▼❛✐s g−1i ∈ Ω s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i ∈ Ω ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s a
(n)
ij = −aij =

−ag−1i,g−1j = a
(n)
g−1i,g−1j ✳ ▼❛✐s s✐ i, j 6∈ Ω✱ ❛❧♦rs

a
(n)
g−1i,g−1j =

n∑

k=1

1

2

(
|ag−1i,ik

|aik,g−1j + ag−1i,ik
|aik,g−1j |

)

=
n∑

k=1

1

2
(|ai,gik

|agik,j + ai,gik
|agik,j |)

=

n∑

k=1

1

2
(|ai,ik

|aik,j + ai,ik
|aik,j |)

= a
(n)
ij

❡t ❞♦♥❝ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r A(n)✳ ▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ G ❡st
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r A✳ ❙♦✐❡♥t i, j ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡✱ ♦♥ é❝r✐t i = gj ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ g ∈ G✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛

a
(n)
i,j = aij +

1

2

n∑

k=1

(|ai,ik
|aik,j + ai,ik

|aik,j |) .

P✉✐sq✉❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ai,j = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t
k = 1, . . . , n✱ s✐ ai,ik

> 0✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t aik,j ≤ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❞❡ i ✈❡rs j ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ❆✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ (A, G) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ a

(n)
i,j = 0✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ gx
(n)
i = x

(n)
gi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✳ ❙✐ i 6∈ Ω✱ x

(n)
i = xi✳

❈♦♠♠❡ gi 6∈ Ω✱ x
(n)
gi = xgi✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ (①, A) ❡st G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞♦♥❝ gxi =

xgi ❡t ❛✐♥s✐ gx
(n)
i = x

(n)
gi ✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ i = ik ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k ∈ {1, . . . , n}✱

❛❧♦rs

g.x
(n)
i =

∏
aj,ik

>0 g.x
aj,ik

j +
∏

aj,ik<0 g.x
−aj,ik

j

g.xi

=

∏
aj,ik

>0 x
aj,ik

gj +
∏

aj,ik<0 x
−aj,ik

gj

xgi

=

∏
aj,ik

>0 x
aj,ik

gj +
∏

aj,ik<0 x
−aj,ik

gj

xgi

=

∏
a

g−1j,ik
>0 x

a
g−1j,ik

j +
∏

a
g−1j,ik

<0 x
−a

g−1j,ik

j

xgi

=

∏
aj,gik

>0 x
aj,gik

j +
∏

aj,gik<0 x
−aj,gik

j

xgi

= x
(n)
gi
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❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✷✳✽✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ A ∈
MQ0

(Z) ❡t s✐ Ω ∈ Q0✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r q✉❡ µG
Ω(①, A) s♦✐t ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡

G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

3

��========

Q : 2

@@��������
4

��
1

OO

5

���������

6

^^>>>>>>>

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G = 〈(1, 4)(2, 5)(3, 6)〉✳ ❆❧♦rs
Ω = {3, 6} ❡st ✉♥❡ G✲♦r❜✐t❡ ❡t

3

����������

µG
Ω(Q) : 2 // 4

��

]]<<<<<<<<

1

OO

��>>>>>>> 5oo

6

@@�������

❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡✉① ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✹ q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡
G✲♦r❜✐t❡✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✾✳ ❯♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (A, G) ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ s✐ (B, G) ❡st ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t B ∈ MutG(A)✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ G ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
♦r❜✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❆❧♦rs (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t B ∈ MutG(A)✱ ♦♥ ♥♦t❡ bij ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ B✳ ❙♦✐❡♥t i, j
❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡✳ ❉✬❛♣rès ✶✶✳✷✳✼✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k✱ bi,k

❡t bj,k s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳ ❙✐ k ❡st ❞❛♥s ❧❛ G✲♦r❜✐t❡ ❞❡ i✱ ❛❧♦rs bi,k = 0 = bj,k✳
❙✐♥♦♥✱ k ❡st ✜①é ♣❛r G ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✼ q✉❡ G ❡st
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ B ❡t ❞♦♥❝ bi,k = bgi,k ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ bi,k ❡t bj,k s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ❡t (B, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ G ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❞❡✉① ♦r❜✐t❡s✳ ❆❧♦rs (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✈ = {v1, . . . , vb} ❡t ✇ = {w1, . . . , wc} ❧❡s ❞❡✉① ♦r❜✐t❡s
❞❡ G ❡t A = (aij)✳ P✉✐sq✉❡ (A, G) ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛ avi,vj

= 0 ♣♦✉r t♦✉s
i, j ∈ {1, . . . , b} ❡t awi,wj

= 0 ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ {1, . . . , c}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉s v ∈ ✈

❡t w ∈ ✇✱ av,w ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷ q✉❡ µG
✈ (A) =

−A ❡t µG
✇(A) = −A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱

(µG
✈ (A), G) ❡t (µG

✇(A), G) s♦♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ (A, G)
❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❆❧♦rs (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (Q, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ Q ❉②♥❦✐♥ ❡t s♦✐t R ∈
MutG(Q)✳ ■❧ s✉✐t ❞❡ ✶✶✳✷✳✼ q✉❡ R ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s
i, j ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✢è❝❤❡ i−→ j ❞❛♥s R✳ ■❧ s✉✣t
❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❡♥tr❡ i ❡t j ❞❛♥s R✳

❙♦✐t i ∈ R0 ❡t g ∈ G✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❡♥tr❡
i ❡t gi✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉✬❛❧♦rs R ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t k ∈ R0 t❡❧ q✉❡ i−→ k−→ gi✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ R✱ ♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ k 6∈ Gi✳ ❙♦✐t

p = min {n ≥ 1 : gni = i} − 1,

♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝②❝❧✐q✉❡

i−→ k−→ gi−→ gk−→ · · ·−→ gpi−→ gpk−→ i

❞❛♥s R q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts v, w
✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣❛r♠✐ {gni, gnk, : 0 ≤ n ≤ p}✳ ❙✐ v = gni ❡t w = gmi ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s
0 ≤ m < n ≤ p✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t i = gn−mi✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ p✳ ❙✐
v = gni ❡t w = gmk ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s 0 ≤ m, n ≤ p✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
❝❛r k 6∈ Gi✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ v = gnk ❡t w = gmk ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥t✐❡rs
0 ≤ m, n ≤ p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ n ≤ m✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❡♠✐♥
❝②❝❧✐q✉❡ ✿

i−→ k−→ · · ·−→ gni−→ gnk = gmk−→ gm+1i−→ · · ·−→ gpi−→ gpk−→ i

q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❊♥ ré✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ R ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ An✳ ❉✬❛♣rès ❬✶✽❪✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s✐ S
❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❛♥s Mut(Q) ❛❧♦rs ❧❡s s❡✉❧s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s S s♦♥t ❞❡s ✸✲❝②❝❧❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ R ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ 2p✲❝②❝❧❡s ♣♦✉r p ≥ 1 ❡t (Q, G) ❡st ❞♦♥❝ st❛❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ Dn ♣♦✉r n ≥ 4✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Q ♦♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✵ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ E6✳ ❯♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s
s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Q ♠♦♥tr❡ q✉❡ Mut(Q) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s
G✲✐♥✈❛r✐❛♥t t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡
♠ê♠❡ ♦r❜✐t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s (R,G) ❛✈❡❝ R ∈ MutG(Q) s♦♥t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t (Q, G) ❡st st❛❜❧❡✳

❙✐ Q ❡st ❞❡ t②♣❡ E7 ♦✉ E8✱ ❛❧♦rs ❧❡s s❡✉❧s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Q s♦♥t
tr✐✈✐❛✉① ❡t ❛❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✵ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
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✶✶✳✷✳✸ ▼✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ❡t ♠✉t❛t✐♦♥s ❞✉ q✉♦t✐❡♥t

❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t s♦✐t (①, S) ✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s
A(A)✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

π(①, S) = (②, S/G)

♦ù ② ❡st ❧❡ Q0✲t✉♣❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

y✐ = π(xi)

♣♦✉r t♦✉t ✐ ∈ Q0✳ ❆❧♦rs π(①, S) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ (①, S)✱ ❡❧❧❡
❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r (①, S) ❡st G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ A ∈ MQ0
(Z)✳

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡s G✲♦r❜✐t❡s ✐1, . . . , ✐n ❞❛♥s Q0✱ ♦♥ ❛

µ✐n ◦ · · · ◦ µ✐1(✈, A/G) = π
(
µG

✐n
◦ · · · ◦ µG

✐1
(✉, A)

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r n = 1✳ ❙✐ X = (xij)
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ X/G = (x✐,❥) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉♦t✐❡♥t✳

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ❦ = {k1, . . . , kn} ❡t ♦♥ ♥♦t❡ A(n) = (a
(n)
ij )i,j∈Q0

=∏
l∈❦ µl(A)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛

a
(n)
ij =





−aij si i ou j ∈ ❦,

aij +
1

2

n∑

s=1

(|ai,ks
|aks,j + ai,ks

|aks,j |) s✐♥♦♥✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

a
(n)
✐,❥ =

∑

l∈✐

a
(n)
l,j

❙✐ ✐ = ❦ ♦✉ ❥ = ❦✱ ♦♥ ❛

a
(n)
✐,❥ = −

∑

l∈✐

al,j

❙✐♥♦♥✱ s✐ ✐, ❥ 6= ❦✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m ∈ ✐✱

a
(n)
mj = amj +

1

2

n∑

s=1

(|am,ks
|aks,j + am,ks

|aks,j |)

❡t ❞♦♥❝

a
(n)
✐,❥ =

∑

m∈✐

(
amj +

1

2

n∑

s=1

(|am,ks
|aks,j + am,ks

|aks,j |)

)

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

a
(n)
✐,❥ =

∑

m∈✐

(
amj +

1

2

∑

l∈❦

(|am,l|al,j + am,l|al,j |)

)

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (a✐,❥)
′ ❞❡ (A)′ = µ❦(A/G)✳ P❛r ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

(a✐,❥)
′ =

{
−a✐,❥ s✐ ✐ = ❦ ♦✉ ❥ = ❦✱

a✐,❥ +
1

2
(|a✐,❦|a❦,❥ + a✐,❦|a❦,❥|) s✐♥♦♥✳
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❆✐♥s✐✱ s✐ ✐ = ❦ ♦✉ ❥ = ❦✱

(a✐,❥)
′ = −a✐,❥ = −

∑

l∈✐

al,j = a
(n)
✐,❥

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ✐, ❥ 6= ❦✱

(a✐,❥)
′ = a✐,❥ +

1

2
(|a✐,❦|a❦,❥ + a✐,❦|a❦,❥|)

=
∑

m∈✐

am,j +
1

2

(
|
∑

m∈✐

am,k|
∑

l∈❦

al,j +
∑

m∈✐

am,k|
∑

l∈❦

al,j |

)

=
∑

m∈✐

am,j +
1

2

(
∑

m∈✐

|am,k|
∑

l∈❦

al,j +
∑

m∈✐

am,k

∑

l∈❦

|al,j |

)

=
∑

m∈✐

am,j +
∑

m∈✐

1

2

(
|am,k|

∑

l∈❦

al,j + am,k|
∑

l∈❦

|al,j |

)

=
∑

m∈✐

[
am,j +

1

2

∑

l∈❦

(|am,k|al,j + am,k||al,j |)

]

❡t ❞♦♥❝

(a✐,❥)
′ =

∑

m∈✐

am,j +
1

2

∑

m∈✐

∑

l∈❦

(|am,k|al,j + am,k||al,j |)

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
∑

m∈✐

∑

l∈❦

|am,k|al,j + am,k|al,j | =
∑

m∈✐

∑

l∈❦

|am,l|al,j + am,l|al,j |

❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
∑

m∈✐

∑

l∈❦

|am,k|al,j =
∑

m∈✐

∑

l∈❦

|am,l|al,j ✭✶✶✳✶✮

❡t ∑

m∈✐

∑

l∈❦

am,k|al,j | =
∑

m∈✐

∑

l∈❦

am,l|al,j |

❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ alj ✿ ❙♦✐t l0 ∈ ❦✱ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ al0j ❡st ❛✐♥s✐

∑

m∈✐

|am,k|

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♠♠❡✱ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st
∑

m∈✐

|am,l0 |

❖♥ é❝r✐t l0 = gk ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ g ∈ G✳ ❈♦♠♠❡ am,gk = ag−1m,k ❡t g−1G = G✱
❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
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|al0,j | ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♠♠❡ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✶✳✶✮ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s
✐, ❥ ∈ Q0✱ ♦♥ ❛

a
(n)
✐,❥ = (a✐,❥)

′

✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
µG
❦ (A)/G = µ❦(A/G).

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐ j 6∈ {k1, . . . , kp}✱ x
(n)
j = xj ❡t

✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ♠♦♥tr❡r✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✺✱ gx
(n)
k = x

(n)
gk ✱ ❛✐♥s✐ π(x

(n)
kj

) =

π(x
(n)
ks

) ♣♦✉r t♦✉t j, s = 1, . . . , n✳ ◗✉✐tt❡ à ré♦r❞♦♥♥❡r✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ k = k1 ❡t

❞♦♥❝ x
(n)
k = x

(1)
k = x′

k✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡♥tr❡ xk ❡t x′
k ❞❛♥s

A(A)✳

xkx′
k =

∏

j∈Q0 : bjk>0

x
bjk

j +
∏

j∈Q0 : bjk<0

x
−bjk

j

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs π à ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

π(xk)π(x′
k) =

∏

j∈Q0 : bjk>0

π(xj)
bjk +

∏

j∈Q0 : bjk<0

π(xj)
−bjk

❈♦♠♠❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ bjk ❡t bsk s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ s✐ j ❡t s
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❜✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r s✐❣♥❡s
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

π(xk)π(x′
k) =

∏

❥∈Q0 : bjk>0

∏

l∈❥

π(xl)
blk +

∏

❥∈Q0 : bjk<0

∏

l∈❥

π(xl)
−blk

❈♦♠♠❡ π(xl) = π(xj) ♣♦✉r t♦✉t l ∈ ❥✱ ♦♥ ❛

π(xk)π(x′
k) =

∏

❥∈Q0 : bjk>0

π(xj)
P

l∈❥ blk +
∏

❥∈Q0 : bjk<0

π(xj)
−

P

l∈❥ blk

❡t ❞♦♥❝

π(xk)π(x′
k) =

∏

❥∈Q0 : b❥❦>0

π(xj)
b❥❦ +

∏

❥∈Q0 : b❥❦<0

π(xj)
−b❥❦

q✉✐ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❛♥s A(A/G) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❦ ❛✈❡❝ π(xk)✳ ❙✐ ♦♥
é❝r✐t π(xk)′ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❡♥ é❝❤❛♥❣❡ ❛✈❡❝ π(xk) ❞❛♥s A(A/G)✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐

π(x
(n)
kj

) = π(x
(n)
k ) = π(x′

k) = π(xk)′

♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✶✹✳ ❙♦✐t (A, G) ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ❣r❛✐♥❡
❞❛♥s A(A/G) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ A(A)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(A/G) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s
❞❡ A(A) ❡t ❞♦♥❝ A(A/G) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ✉♥❡ s♦✉s✲Z✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ π(A(A))✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✷✳✶✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ A3

Q : 1 3_ _ _ _ _ _

2

aaCCCCCCCC

@@��������

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G = 〈(1, 3)〉✳ ❆❧♦rs (Q, G) ❡st
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
t②♣❡ B2 ✿

Q/G : 2
(1,2) // 1

♦ù 1 = {1, 3} ❡t 2 = {2}✳ ▲❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ µG
1

= µ1µ3 ❡t
µG

2
= µ2✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

π :





Z[u±1
1 , u±1

2 , u±1
3 ] −→ Z[v1, v2]
u1 7→ v1

u2 7→ v2

u3 7→ v1

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ A(A) ❡t A(A/G) ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭♦✉ ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té vi = vi✮✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ♠❛rq✉és
❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝❡r❝❧❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❣r❛✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♠✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q) s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

Cl(Q) =

{
u1, u2, u3,

1 + u2

u1
,
1 + u2

u3
,
1 + u1u3

u2
,
1 + u2 + u1u3

u1u2
,

1 + u2 + u1u3

u3u2
,
1 + 2u2 + u2

2 + u1u3

u1u2u3

}

❡t ❞♦♥❝

π(Cl(Q)) =

{
u1, u2,

1 + u2

u1

,
1 + u2

1

u2

,
1 + u2 + u2

1

u1u2

,
1 + 2u2 + u2

2
+ u2

1

u2
1
u2

}
= Cl(Q/G)



❈
❍
❆
P
■❚
❘
❊
✶✶✳

▼
❯
❚
❆
❚
■❖
◆
❙
❖
❘
❇
■❚
❆
▲
❊
❙

✷✵✶

❡❝ ❡❝��
�

�
�

��
❡

❅
❅

❅
❅

❅
❅❅❡

❡❝

❅
❅

❅
❅

❅
❅❅

�
�

�
�

�
��

❡❝
{u1, u2, u3}

{
u1,

1+u1u3

u2
, u3

}

{
1+u2+u1u3

u1u2
, 1+u1u3

u2
, u3

}

{
u1,

1+u1u3

u2
, 1+u2+u1u3

u2u3

}

{
1+u2+u1u3

u1u2
, 1+u1u3

u2
, 1+u2+u1u3

u2u3

}

{
1+u2+u1u3

u1u2
,

1+2u2+u2
2+u1u3

u1u2u3
, 1+u2+u1u3

u2u3

}

❡ ❡ ❡ ❡
{v1, v2}

{
v1,

1+v2
1

v2

} {
1+v2+v2

1

v1v2
,

1+v2
1

v2

} {
1+v2+v2

1

v1v2
,

1+2v2+v2
2+v1v3

v2
1v2

}

❋✐❣✳ ✶✶✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ A3 ❡t B2 ❛✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
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❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✷✳✶✻✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✶✳✷✳✶✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s

3

��========

Q : 2

@@��������
4

��
1

OO

5

���������

6

^^>>>>>>>

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G =
〈∏3

i=1(i; i + 3)
〉
≃ Z/2Z✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳✷✳✽ q✉❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲
st❛❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ i ❧❛ G✲♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t i ❞❛♥s Q0✳ ❙♦✐t B = BQ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Q✱ ✉ = (u1, . . . , u6) ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(B) ❡t ✈ = (v1, v2, v3)
❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(B/G)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

µG
1
◦ µG

2
(✉, B) = (✉′, B′)

♦ù

✉′ =

(
u1u6 + u3u6 + u3u2

u1u2
,
u1 + u3

u2
, u3,

u3u4 + u3u6 + u6u5

u4u5
,
u4 + u6

u5
, u6

)

❡t

B′ =




0 1 −1 0 0 1
−1 0 0 0 0 0

1 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 1 −1
0 0 0 −1 0 0

−1 0 0 1 0 0




❆✐♥s✐✱

π(µG
1
◦ µG

2
(✉, B)) =



(

v1v3 + v2
3

+ v2v3

v1v2

,
v1 + v3

v2

, v3

)
,




0 1 0
−1 0 0

0 0 0






♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

µ1 ◦ µ2(✈, B/G)) =



(

v1 + v3 + v2

v1/v2

,
v1 + v3

v2

, v3

)
,




0 1 0
−1 0 −1

0 1 0






❡t ❞♦♥❝
µ1 ◦ µ2(✈, B/G)) 6= π(µG

1
◦ µG

2
(✉, B)).

❆✐♥s✐✱ s✐ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✱ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛s✲
sé❡ A(A/G) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❣r❛✐♥❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r s✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ A(A) ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥
s❛✐t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❣r❛✐♥❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛✐♥❡s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s
A(A)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐
t♦✉t❡s ❧❡s ❣r❛✐♥❡s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✶✼✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G t❡❧ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs
t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(✈, Q/G) s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ✈✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(✈, Q/G)✳ ❆❧♦rs x = π(X)
♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(✉, Q) ❡t ♦ù π : Z[✉±1]−→Z[✈±1] ❡st ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ui s✉r v✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ G✲♦r❜✐t❡ ✐ ❞❛♥s Q0✳ ■❧
s✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✼ q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ X ❡st

X =
1

✉δ(X)

∑

ν

aν✉
ν

♦ù ❧❡s aν s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❆❧♦rs

x = π(X) =
1

π(uδ(X))

∑

ν

aνπ(✉ν)

♠❛✐s ♣♦✉r t♦✉t ν ∈ NQ0 ✱ π(✉ν) ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❞✉✐t
∏

✐∈Q0
vµ✐

✐ ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
x ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ❧❡s v✐



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐q✉❡

✷✵✹
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❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Q = QA

❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛té✲
❣♦r✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(A/G) ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦❜❥❡ts
G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ CQ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù (A, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳

✶✷✳✶ G✲❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛r✲
q✉♦✐s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❜♦♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s
s❦❡✇ ❣r♦✉♣ ❛❧❣❡❜r❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❘✐❡❞t♠❛♥♥ ❡t ❘❡✐t❡♥ ❬✼✼❪✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✲
✈❛✉①✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ P♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é✲
♥ér❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡
❍✉❜❡r② ❬✺✾✱ ✺✽❪✳

✶✷✳✶✳✶ G✲❛❝t✐♦♥ s✉r rep(Q)

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ Q ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ rep(Q) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦✐t V ∈ rep(Q) ❡t g ∈ G✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t W = gV ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

{
W (i) = V (g−1i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0

W (α) = V (g−1α) ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q1

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s M,N s♦♥t ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Q ❡t f ∈ HomkQ(M,N)✱ ♦♥
é❝r✐t f = (fi)i∈Q0

✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ fg−1i ∈ Homk(gM(i), gN(i)) ❡t ♦♥
♣♦s❡

gf = (fg−1i)i∈Q0
∈ HomkQ(gM, gN).

❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ g ∈ G ❛❣✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r rep(Q) ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ g−1

✐♥❞✉✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r q✉❛s✐✲✐♥✈❡rs❡ à g✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❤❛q✉❡ g ∈ G ❞é✜♥✐t ✉♥❡
❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ rep(Q)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Q0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs
gPi = Pgi✱ gIi = Igi ❡t gSi = Sgi✳

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r rep(Q) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦✲
t❤❡♥❞✐❡❝❦ K0(kQ)✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t K0(kQ) ❡t ZQ0 ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
♣♦✉r t♦✉t ❞ ∈ ZQ0 ❡t t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛

g❞ = (dg−1i)i∈Q0

❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ M ❞❡ rep(Q)✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐

❞✐♠ (gM) = g❞✐♠M.

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t M,N ∈ rep(Q)✱ ❡ ∈ NQ0 ❡t g ∈ G✳ ❆❧♦rs

✶✳ 〈gM, gN〉 = 〈M,N〉✱

✷✳ ▲❛ ✈❛r✐été Grg❡(gM) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ✈❛r✐été Gr❡(M)✳
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✶✷✳✶✳✷ ❆❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r rep(Q) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉r ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❞ér✐✈é❡ ❜♦r♥é❡ Db(kQ) q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✉ s❤✐❢t ❡t à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ■❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G ✐♥❞✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉r CQ✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥
❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❡s s❤✐❢ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢s ♣❛r

gPi[1] ≃ Pgi[1].

❆✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❝♦♠♠✉t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✱ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ ❡t t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛

XgM = gXM

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ✿

Ob(CQ)
X? //

g

��

Z[✉±1]

g

��
Ob(CQ)

X? // Z[✉±1]

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ M s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ M =
⊕

i Mi✱ ♦♥ ❛

XgM = Xg(
L

i Mi) = XL

i gMi
=
∏

i

XgMi

❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Z[✉±1] ét❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z✲❛❧❣è❜r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡
r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù M ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

❈♦♠♠❡ XgPi[1] = gui = ugi = XPgi[1]✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
❧❡s kQ✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ P♦✉r t♦✉s ♠♦❞✉❧❡s M,N ❡t t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ ∈ NQ0 ✱ ♦♥ ❛

〈gM, gN〉 = 〈M,N〉

❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ✈❛r✐étés Gr❡(M) ≃ Grg❡(gM)✳
❙♦✐t ♠ = ❞✐♠M ✳ ▲❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Z[✉±1] ❞♦♥♥❡

gXM =
∑

❡

χ(Gre(M))
∏

i

u
−〈♠,αi〉−〈αi,♠−❡〉
gi

=
∑

❡

χ(Gre(M))
∏

i

u
−〈♠,α

g−1i〉−〈αg−1i
,♠−❡〉

i

❡t

XgM =
∑

❡

χ(Gre(gM))
∏

i

u
−〈g♠,αi〉−〈αi,g♠−❡〉
i

=
∑

❡

χ(Grg−1❡(M))
∏

i

u
−〈♠,α

g−1i〉−〈αg−1i
,♠−g−1❡〉

i

=
∑

❡

χ(Gr❡(M))
∏

i

u
−〈♠,α

g−1i〉−〈αg−1i
,♠−❡〉

i

= gXM
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❆❧♦rs G ❛❣✐t s✉r A(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ ♦♥ ❛

Cl(Q) = {XM : M ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ} .

❙♦✐t ❞♦♥❝ x ∈ Cl(Q) ❡t s♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❛♥s CQ t❡❧ q✉❡
x = XM ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛ gx = gXM = XgM ✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ g
❛❣✐t ♣❛r ❛✉t♦✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r CQ✱ gM ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡
❡t ❞♦♥❝ XgM ∈ Cl(Q)✳ P✉✐sq✉❡ A(Q) = Z[Cl(Q)]✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G st❛❜✐❧✐s❡
A(Q)✳

✶✷✳✶✳✸ ▲❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❡ A(Q/G) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❣r❛✐♥❡s G✲
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s A(Q)✳ ▲❡s ❣r❛✐♥❡s ❞❛♥s A(Q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts r✐❣✐❞❡s
❞❛♥s CQ✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❣r❛✐♥❡s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ♦❜❥❡ts G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s CQ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳✶✳✹✳ ❯♥ ♦❜❥❡t M ❞❡ CQ ❡st ❞✐t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱
♦♥ ❛ gM ≃ M ❞❛♥s CQ✳ ■❧ s❡r❛ ❞✐t G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ M = U ⊕ V ❛✈❡❝ U, V ❞❡s ♦❜❥❡ts G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❙♦✐❡♥t m ❡t n ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s CQ✳
❆❧♦rs m ❡t n s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

⊕
U∈Gm U =⊕

V ∈Gn V ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ m ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs gm ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t g ∈ G✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ s♦♥t
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❝♦♠♠❡
CQ ❡st ✉♥ ❝❛té❣♦r✐❡ ❑r✉❧❧✲❙❝❤♠✐❞t✱ n ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❡t ❞♦♥❝ n ∈ Gm✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❝❧❛✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✶✳✻✳ ❙♦✐t M ✉♥ ♦❜❥❡t G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s CQ✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ G✲♦r❜✐t❡ ❞❛♥s CQ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ m t❡❧
q✉❡ M =

⊕
U∈Gm U ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ m✱ ❧❛

s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡
⊕

U∈Gm U ❡st G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t m ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ CQ✱ ♦♥ ♣♦s❡ M =
⊕

U∈Gm U ✳
❆❧♦rs M ❡st G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❙✐ M = N ⊕P ❛✈❡❝ N ✉♥ G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t P 6= 0✱
♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ N =

⊕
i Ni ❡♥ ♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ CQ✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ M ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Ni ❡st ❞❛♥s Gm✳ ▼❛✐s s✐ N ❡st G✲
✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❧♦rs N ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s gNi ♣♦✉r g ∈ G ❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❡t
❞♦♥❝ N = M ✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ M ❡st G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ M =
⊕

i Mi ❡♥
♦❜❥❡ts ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ CQ✳ ❈❤❛q✉❡ Ei =

⊕
U∈GMi

U ❡st G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❙✐ I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s t❡❧ q✉❡ (Mi)i∈I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts
❞❡s G✲♦r❜✐t❡s ❞❡s Mi✱ ❛❧♦rs M =

⊕
i∈I Ei ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦❜❥❡ts G✲

✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ I ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❡t
t♦✉s ❧❡s Mi s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❜✐t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ M =

⊕
U∈GM1

U ♦ù M1

❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ CQ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✺ ❛ss✉r❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✳✶✳✼✳ ❚♦✉t ♦❜❥❡t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t M ❞❛♥s CQ s✬é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
✭à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡
❞✬♦❜❥❡ts G✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✳✶✳✽✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✳ ❆❧♦rs X? ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥ts G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s CQ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♠❛s G✲✐♥✈❛r✐❛♥ts
❞❛♥s A(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ① = (x1, . . . , xq) ✉♥ ❛♠❛s ❞❛♥s A(Q)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✶✳✹✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ Ti

t❡❧ q✉❡ xi = XTi
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷ q✉❡

① = g① =
{
XgT1

, . . . , XgTq

}
.

P✉✐sq✉❡ ❧❡s Ti s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

g

q⊕

i=1

Ti =

q⊕

i=1

Tgi =

q⊕

i=1

Ti

❡t ❞♦♥❝ T =
⊕q

i=1 Ti ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ T =

⊕q
i=1 Ti ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱

❛❧♦rs gT =
⊕q

i=1 gTi = T ✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷ q✉❡
{
XT1 , . . . , XTq

}
❡st

✉♥ ❛♠❛s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✶✷✳✷ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❛♠❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é✳ ❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡♥ ♣♦s❛♥t

π ((di)i∈Q0
) = (

∑

j∈✐

dj)✐∈Q0
.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✽ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✾❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❙♦✐t m ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CQ✳ ❆❧♦rs

δ(π(Xm)) = π(❞✐♠m).

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡ ✿

Ob(CQ)
X?//

π◦❞✐♠

''NNNNNNNNNNNN Z[u±1
i : i ∈ Q0]

δ◦π

��

ZQ0
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❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐t M ✉♥ kQ✲♠♦❞✉❧❡ G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❆❧♦rs

✶✳ P♦✉r t♦✉t l ∈ Q0 ❡t t♦✉t s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ N ⊂ M ✱

(❞✐♠M)l ≤< N, Sl > + < Sl, M/N >

✷✳ P♦✉r t♦✉t l ∈ Q0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ N ⊂ M t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ ❧✱
♦♥ ❛

(❞✐♠M)k =< N, Sk > + < Sk, M/N >

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ ♦♥
é❝r✐t ❞ = ❞✐♠M ✱ ❡ = ❞✐♠N ♦ù N ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ M ✳ ❙♦✐t nk = − <
N, Sk > − < Sk, M/N >✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ G.l✱ ♦♥ ❛

nk = −dk +
∑

i−→ k

ei +
∑

k−→ j

(dj − ej).

❙♦✐t N ❧❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ M ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s Mj t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
k ∈ G.l t❡❧ q✉❡ k−→ j✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ G.l✱ ♦♥ ❛ nk = −dk✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ k ∈ G.l✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ i t❡❧ q✉❡ i−→ k ❡t ei 6= 0✳ ▼❛✐s s✐ ei 6= 0✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ N ✱
✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ l ❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Q ❞❡ j ✈❡rs i ❡t ❛❧♦rs j−→ · · ·−→ i−→ k ❞❛♥s
Q✳ ❈♦♠♠❡ j ❡t k s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡ ❡t q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G ❛ ✉♥
♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Q✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♠♠❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✮ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ♦❜✲
❥❡ts m, n ❞❛♥s CQ✱ ♦♥ ❛

δ(π(Xm⊕n)) = δ(π(Xm)π(Xn))
= δ(π(Xm)) + δ(π(Xn))

♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ m ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ m = Pi[1]
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ Q0✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈ér✐✜é✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s
♦ù m ❡st ✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳

❙♦✐t M =
⊕

U∈Gm U ✱ ♦♥ ❛

XM =
∏

U∈Gm

XU

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷✱ Xgm = gXm ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ❡t ❞♦♥❝

π(XM ) = π(Xm)|Gm|

❡t ❛✐♥s✐ δ(π(XM )) = |Gm|δ(π(Xm))✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ XM s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s

∏
xnk

k ♦ù
nk = − < N,Sk > − < Sk, M/N > ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ N ❞❡ M ✳
❙♦✐t i ∈ Q0✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✷✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡
XM t❡❧ q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ uj ❞❛♥s ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❡t
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é❣❛❧ à dimM(j) ♣♦✉r t♦✉t j ∈ ✐✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ v✐ ❞❛♥s
π(XM ) = π(Xm)|Gm| ❡st

∑
j∈✐ dimM(j)✳ ❆✐♥s✐

δ(π(XM )) =


∑

j∈i

dimM(j)




i∈Q0

= π(❞✐♠M)

= π

(
❞✐♠

⊕

U∈Gm

U

)

= π

(
∑

U∈Gm

❞✐♠U

)

=
∑

U∈Gm

π (❞✐♠U)

= |Gm|π(❞✐♠m)

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ δ(π(Xm)) = π(❞✐♠m)✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳

✶✷✳✸ ▲❡ t②♣❡ ✜♥✐

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥✲
❦✐♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥
♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G✱ ❛❧♦rs A(Q/G) = π(A(Q))✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q/G) ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ♣r❡sq✉❡
♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ Q/G✳

❙✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Q/G
♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✳ ◆♦✉s ❧✐st♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✷✳✶✱ ✶✷✳✷ ✱
✶✷✳✸✱ ✶✷✳✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s t♦✉s ❧❡s q✉♦t✐❡♥t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉① ✭✈♦✐r ❬✼✸❪✮✳
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❋✐❣✳ ✶✷✳✶ ✕ ◗✉♦t✐❡♥t ❞❡ A2n−1 ✈❡rs Bn
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❋✐❣✳ ✶✷✳✷ ✕ ◗✉♦t✐❡♥t ❞❡ Dn+1 ✈❡rs Cn
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❋✐❣✳ ✶✷✳✸ ✕ ◗✉♦t✐❡♥t ❞❡ E6 ✈❡rs F4

•
%

�

�

lmnopqr
• •

�������

@@@@@@@

•
RQPONML

• •
(3,1)

❋✐❣✳ ✶✷✳✹ ✕ ◗✉♦t✐❡♥t ❞❡ D4 ✈❡rs G2

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✐r❡❝t❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G ❡t s♦✐t Q/G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆❧♦rs

π(Φ≥−1(Q)) = Φ≥−1(Q/G).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳✸✳✷✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉❜❡r② ❬✺✾❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
Φr❡

≥−1(Q/G) ⊂ π(Φr❡
≥−1(Q)) ♣♦✉r t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s Q✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t

s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦ù ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s
♣❛r ❞❡s ✓ ré✢❡①✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧❡s ✔❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❲❡②❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐
{αi : i ∈ Q0} = Π(Q)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ G✲♦r❜✐t❡ ✐✱ ♦♥ ♣♦s❡ βi = π(αi) =

∑
j∈✐ αj ✳

❖♥ ♥♦t❡ si ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡ Q ❡t si ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❲❡②❧ ❞❡ Q/G✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r Q✱ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥
♦r❜✐t❛❧❡ r✐ =

∏
j∈✐ sj ✳ ■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❬✺✾❪ q✉❡ π ◦ ri = σi ◦π ♣♦✉r t♦✉t❡ G✲♦r❜✐t❡

✐✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s
ré❡❧❧❡s ❞❡ Q/G ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❛❝✐♥❡s
ré❡❧❧❡s ❞❡ Q✳
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P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ Q✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡
π(A(Q)) ❡t A(Q/G)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❙♦✐❡♥t γ, β ∈ Φ(Q) ❞❡s r❛❝✐♥❡s t❡❧❧❡s q✉❡ π(γ) = π(β)✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ G t❡❧ q✉❡ γ = g.β✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ Π(Q) = {αi, i ∈ Q0} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s
❞❡ Q ❡t Π(Q/G) =

{
α✐, ✐ ∈ Q0

}
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ Q/G✳ ❙♦✐❡♥t

γ, β ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Φ(Q)✳ ❖♥ é❝r✐t γ =
∑

i∈Q0
γiαi ❡t β =

∑
i∈Q0

βiαi✳ P❛r

❤②♣♦t❤ès❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✐ ∈ Q0✱ ♦♥ ❛
∑

k∈✐ βk =
∑

k∈✐ γk✳ ❙✐ γ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs β ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ G t❡❧ q✉❡
γ = g.β✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✸✳✶ π(β) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Φ(Q/G)✳ ❊♥
r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts
✐1, . . . , ✐n ❞❛♥s Q0 t❡❧s q✉❡ σ✐n ◦ · · · ◦ σ✐1(π(β)) ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ Q/G✳
❆❧♦rs ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳✸✳✷ q✉❡

π(r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(β)) = σ✐n ◦ · · · ◦ σ✐1(π(β))

= σ✐n ◦ · · · ◦ σ✐1(π(γ))

= π(r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(γ)).

❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ é❧é♠❡♥t g ∈ G
t❡❧ q✉❡

g.r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(β) = r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(γ).

▼❛✐s ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❬✺✽❪ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ g ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r✐ ❡t ❞♦♥❝

r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(g.β) = r✐n ◦ · · · ◦ r✐1(γ)

❡t γ = g.β✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✸✳✹✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G ❡t s♦✐t Q/G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❆❧♦rs

π(Cl(Q)) = Cl(Q/G).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
π(A(Q)) = A(Q/G).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✷✳✶✷ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✳✷✳✶✹✱ ♦♥ s❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ι : Cl(Q/G)−→π(Cl(Q))✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✹✳✹ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s

δ1 : Cl(Q/G)
∼
−→ Φ≥−1(Q/G),

δ3 : Cl(Q)
∼
−→ Φ≥−1(Q).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿

Cl(Q/G)
ι //

δ1 ∼

��

π(Cl(Q))

δ2

��

Cl(Q)oo

δ3 ∼

��
Φ≥−1(Q/G) π(Φ≥−1(Q)) Φ≥−1(Q)oo



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✷✳ ■◆❚❊❘P❘➱❚❆❚■❖◆ ❈❆❚➱●❖❘■◗❯❊ ✷✶✹

♦ù ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡t ♦ù ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♠✉t❡
❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✳ P✉✐sq✉❡✱ δ2 ◦ ι = δ1 ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ δ2 ❡st s✉r✲
❥❡❝t✐✈❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ δ2 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐❡♥t x, y ∈ Cl(Q) t❡❧s q✉❡
δ2(π(x)) = δ2(π(y))✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶ q✉❡ π(δ3(x)) = π(δ3(y))✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✸✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs g ∈ G t❡❧ q✉❡ δ3(y) = g.δ3(x)✳ ❈♦♠♠❡ δ3(y) ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Φ≥−1(Q)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s Cl(Q) ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r δ3(y) ❡t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷✱ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st g.x✳ ❆✐♥s✐✱
y = g.x ❡t π(y) = π(x)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡✱ δ2 : π(Cl(Q))−→π(Φ≥−1(Q)) ❡st ✉♥❡
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ι ❛✉ss✐✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ π(Cl(Q)) = Cl(Q/G)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡✳

✶✷✳✹ ▲❡ t②♣❡ ❛✣♥❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ π(Cl(Q)) = Cl(Q/G) s✐ Q ❡st ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡
❉②♥❦✐♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
q✉❡ s✐ Q ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ str✐❝t❡ ❞❡ Cl(Q/G) ❞❛♥s π(Cl(Q))✳

❙♦✐t Q ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ D̃4

3

��

J
>

2

t
�

�

2 // 1 4oo

5

OO

t
�

�

J
>

2

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s 〈g〉 ♦ù g ❡st ❧❡ ✹✲❝②❝❧❡ g =
(2345) ∈ S5✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✶ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
st❛❜❧❡✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ q✉♦t✐❡♥t Q/G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ A
(2)
2 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶

♣♦✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ❞♦♥♥é ♣❛r

1 2
(4,1)oo

Q ❡t Q/G s♦♥t ❞❡ t②♣❡s ❛✣♥❡s✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t δQ = (21111) ❡t δQ/G = (1, 2)✳

P♦✉r t♦✉t i 6= j ❞❛♥s {2, 3, 4, 5}✱ ♦♥ ♥♦t❡ Mij ❧✬✉♥✐q✉❡ ✭à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ α1 + αi + αj ✳ ❆❧♦rs ❧❡s
Mij s♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡t τMij = Mrs ♦ù
{r, s} = {2, 3, 4, 5} \ {i, j}✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ Ext1(Mij , Mrs) 6= 0✳

P♦✉r t♦✉t i 6= j ∈ {2, 3, 4, 5}✱ ❞✐♠Mij ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❞♦♥❝
Ext1kQ(Mij , Mij) = 0✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ XMij

❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞✬❛♠❛s ❞❡ A(Q)✳
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

0

��
M45 = 0 // k k

1
oo

k

1

OO

❙✐ π(XM45) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(Q/G)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
✶✶✳✷✳✶✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♠❛s ① = {x1, . . . , x5} ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s
♦r❜✐t❛❧❡s t❡❧ q✉❡ π(XM45

) = π(xi0) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i0 ∈ {1, . . . , 5}✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r✐❣✐❞❡ N t❡❧ q✉❡
xi0 = XN ✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✱ π(❞✐♠N) = π(❞✐♠M45) = (1, 2)✱
❞♦♥❝ N ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s Mij ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✺✱ ♦♥ s❛✐t ❡♥
♦✉tr❡ q✉❡ ① ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ❛♠❛s G✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✳✶✳✽
q✉❡ Mij ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✐r❡❝t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t G✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▼❛✐s
Ext1kQ(g2Mij , Mij) 6= 0✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ π(XM45

) ∈ π(Cl(Q)) \
Cl(Q/G) ❡t

Cl(Q/G) ( π(Cl(Q)).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ π(A(Q)) ❡st ✉♥❡
s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ A(Q/G)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

XP4
XS5

= XM45
+ XP2[1]XP3[1].

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ π✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

π(XM45) = π(XP4)π(XS5) − π(XP2[1]XP3[1])

❈♦♠♠❡ P4 ❡t S5 s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ π(XP4) ❡t
π(XS5

) s♦♥t ❞❛♥s Cl(Q/G)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ π(XP2[1]XP3[1]) = v2
2
∈ Cl(Q/G)✳ ❆✐♥s✐✱

π(XM45
) ∈ A(Q/G)✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷

✷✶✻
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▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s à ❛❜♦r❞❡r ♠❛✐s
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❣é♥ér❛❧❡ ❬✾✾❪✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❬✽✽❪ ♦✉ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ ❞✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❬✷✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ r❡str❡✐❣♥❛✐t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s ❛✣♥❡s ❡t ✜♥✐s ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ r❡str❡✐❣♥❛✐t ❛✉ ❝❛s s②✲
♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r t♦✉t❡s
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

✶✸✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ✷

❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ A(B) ♦ù B ❡st
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ M2(Z)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ A(B) ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❬✾✾❪✳

❙♦✐❡♥t b, c ≥ 1 ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ x1, x2 ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ A(b, c)
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

(
(x1, x2),

[
0 b

−c 0

])
.

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❛♥s A(b, c) s♦♥t ❧❡s xm ♦ù m ∈ Z ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

xm+1 =





xb
m + 1

xm−1
si m ∈ 2Z + 1

xc
m + 1

xm−1
si m ∈ 2Z

❡t ❧❡s ❛♠❛s ❞❛♥s A(b, c) s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (xm, xm+1) ♦ù m ∈ Z✳
❈❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ♦♥t ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✳ ❉❛♥s

❬✽✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝❛s ♦ù bc ≤ 4✳ ❉❛♥s ❬✷✷❪✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ❝❛s ♦ù b = c ≥ 1✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t②♣❡✳

(b, c) t②♣❡ ❞❡ A(b, c)
(1, 1) ❉②♥❦✐♥ A2

(1, 2) ❉②♥❦✐♥ B2

(1, 3) ❉②♥❦✐♥ G2

(1, 4) ❛✣♥❡ G̃1

(2, 2) ❛✣♥❡ Ã1,1✭❑r♦♥❡❝❦❡r✮
(m, m), m ≥ 3 s❛✉✈❛❣❡ m✲❑r♦♥❡❝❦❡r
(b, c), bc > 4 s❛✉✈❛❣❡

❋✐❣✳ ✶✸✳✶ ✕ ❚②♣❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉①
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✶✸✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ r❛♥❣

❞❡✉①

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é à ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ b, c ≥ 1 ❞❡✉①
❡♥t✐❡rs✱ s♦✐❡♥t ✈ = {v1, . . . , vb} ❡t ✇ = {w1, . . . , wc} ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t Kb,c

❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞é✜♥✐ ♣❛r
(Kb,c)0 = ✈ ⊔✇

❡t ♣♦✉r t♦✉s i ∈ {1, . . . , b}✱ j ∈ {1, . . . , c}✱ ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ vi−→wj ✳
▲❡ ❝❛rq✉♦✐s ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

v1 //

''OOOOOOOOOOOOO

��==================

��

��--------------------------------- w1

v2

77ooooooooooooo //

&&MMMMMMMMMMMMM

��

��111111111111111111111111111 w2

Kb,c = ✳✳✳

@@

88

//

%%

��

w3

vb

FF��������������������������

BB�������������������

99sssssssssssss //

&&MMMMMMMMMMMMM ✳✳✳

wc

❆❧♦rs Kb,c ❡st ♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

G = S✈ × S✇

❡t ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✶ q✉❡ (Kb,c, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ∆b,c ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐s❛❜❧❡[
0 b

−c 0

]
✱ ✐❡

∆b,c : ✈
(b,c) // ✇

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t b, c ≥ 1 ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❆❧♦rs

Kb,c/G = ∆b,c.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Kb,c ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ B =
(bij) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

bi,j =





0 s✐ i ∈ ✈, j ∈ ✈

0 s✐ i ∈ ✇, j ∈ ✇

1 s✐ i ∈ ✈, j ∈ ✇

−1 s✐ i ∈ ✇, j ∈ ✈

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ B/G = (cij)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

d✈,✈ = 0
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d✇,✇ = 0

d✈,✇ =

b∑

i=1

viw1 = b

d✇,✈ =

c∑

i=1

wiv1 = −c

❡t ❞♦♥❝ B/G =

[
0 b

−c 0

]
❡t

Kb,c/G = ∆b,c.

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✸ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(b, c)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡ Q = Kb,c✳ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉❥♦✉rs A(Q)
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡ ❞❡ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (✉, Q)✳ ❖♥ ♣♦s❡

π :





Z[u±1
i : i ∈ Q0] −→ Z[x±1

1 , x±1
2 ]

uvi
7→ x1 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , b

uwi
7→ x2 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , c

P♦✉r t♦✉t i ∈ ✈ ⊔ ✇✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pi ❧❡ kQ✲♠♦❞✉❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é à i✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ P✈ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P✇✮ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Pv1 , . . . , Pvb

}
✭r❡s♣✳ {Pw1

, . . . , Pwc
}✮✳

❖♥ ♥♦t❡ X? ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ s✉r CQ✳ P♦✉r t♦✉t g ∈ G ❡t t♦✉t
i ∈ Z✱ ♦♥ ❛ gP✈[i] ∈ {Pv1

[i], . . . , Pvb
[i]} ❡t gP✇[i] ∈ {Pw1

[i], . . . , Pwc
[i]}✳ ■❧ s✉✐t

❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷ q✉❡ π(P✈[i]) ❡t π(P✇[i]) s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s ❞❡
Z[x±1

1 , x±1
2 ]✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(b, c) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t b, c ≥ 1✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m ∈ Z✱ ♦♥ ❛

x2m+1 = π(XP✈[m+1])
x2m+2 = π(XP✇[m+1])

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m✳ ❖♥ ❛ x1 = π(uvi
) =

π(XPvi
[1]) ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , b ❡t x2 = π(uwi

) = π(XPwi
[1]) ♣♦✉r t♦✉t

i = 1, . . . , c✳
❙♦✐t i ∈ {1, . . . , c} ❡t m ∈ Z

k ≃ EndCQ
(Pwi

[m + 1])

≃ Ext1CQ
(Pwi

[m + 1], Pwi
[m])

≃ Ext1CQ
(Pwi

[m], Pwi
[m + 1])

❡t ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t

Pwi
[m]−→ 0−→Pwi

[m + 1]−→Pwi
[m + 1],
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Pwi
[m + 1]−→

c⊕

j=1

Pvj
[m]−→Pwi

[m]−→Pwi
[m + 2]

■❧ s✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡

XPwi
[m]XPwi

[m+1] =
c∏

i=1

XPvj
[m] + 1

♠❛✐s π(XPwi
[m]) = x2m ❡t π(XPvj

[m]) = x2m−1 ♣♦✉r t♦✉t j = 1, . . . , b ❞♦♥❝
✜♥❛❧❡♠❡♥t

π(XPwi
[m+1]) =

xb
2m−1 + 1

x2m
= x2m+2.

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✷ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞✬❆✉s❧❛♥❞❡r✲❘❡✐t❡♥
❞❡ kQ✱ ♦♥ ❛ r❡❣r♦✉♣é ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ G✲♦r❜✐t❡ ❡t ❧❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡
❝❡s ♦r❜✐t❡s✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Pv1
[i] //

((QQQQQQQQQQQQQQ

!!CCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

��

��111111111111111111111111111111111111
Pw1

[i − 1]

Pv2 [i]

66mmmmmmmmmmmmmm
//

((PPPPPPPPPPPPPP

  

��66666666666666666666666666666
Pw2 [i − 1]

✳✳✳

==

66

//

''

  

Pw3
[i − 1]

Pvb
[i]

CC����������������������������

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

77nnnnnnnnnnnnnn
//

((PPPPPPPPPPPPPP
✳✳✳

Pwc
[i − 1]

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r

K : ✈ //// ✇

❡t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã2,2

w1

Q : v1

>>||||||||

  BBBBBBBB v2

``BBBBBBBB

~~||||||||

w2

❖♥ ♥♦t❡ ((uv1
, uv2

, uw1
, uw2

), Q) ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(Q)✱ ((u✈, u✇), K) ❧❛
❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(K) ❡t

π :





Z[u±1
v1

, u±1
v2

, u±1
w1

, u±1
w2

] −→ Z[u±1
✈ , u±1

✇ ]
uvi

7→ u✈
uwi

7→ u✇
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❅
❅

❅
❅❅

❡
❡

❡
❡

❡❡
�

�
�

��

✪
✪

✪
✪

✪✪ ❅
❅

❅
❅❅

❡
❡

❡
❡

❡❡
�

�
�

��

✪
✪

✪
✪

✪✪ ❅
❅

❅
❅❅

❡
❡

❡
❡

❡❡
�

�
�

��

✪
✪

✪
✪

✪✪
P✈[2]

P✇[1]

P✈[1]

P✇

P✈

P✇[−1]

P✈[−1]

Γ(kQ)

π ◦ X?

x3 x2 x1 x0 x−1 x−2 x−3 A(b, c)

❋✐❣✳ ✶✸✳✷ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❡♥ r❛♥❣ ✷

❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❆❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(K) s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦✉s π ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞✬❛♠❛s tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ A(Q)✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ A(Q)

♥❡ s❡ ♣r♦❥❡tt❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(K)✳ ❙♦✐t ❡♥ ❡✛❡t x ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ A(Q)✳ ❆❧♦rs✱ x = XQ

M ♣♦✉r ✉♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥
t✉❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ M ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

0

M : k

0

@@�������

1

��>>>>>>> 0.

__????????

����������

k

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✻✳✾✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

x = XQ
M

=
uv2

uw2

+
uw1

uv1

+
1

uv1
uw2

=
1 + uv1

uv2
+ uw1

uw2

uv1uw2

❡t ❞♦♥❝

π(x) =
1 + u2

✈ + u2
✇

u✈u✇

= XK
Mλ

♦ù Mλ ❞és✐❣♥❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ K✳ ❖r
♦♥ s❛✐t q✉❡ XK

Mλ
6∈ Cl(K) ❡t ❞♦♥❝ π(x) 6∈ Cl(K)✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳✷✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ A(2, 3) ❡t ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s s❛✉✈❛❣❡
K2,3 ✿

w1

Q : v1

>>||||||||
//

  BBBBBBBB w2 v2

``BBBBBBBB

~~||||||||
oo

w3

❖♥ ♥♦t❡ ((uv1
, uv2

, uw1
, uw2

, uw3
), Q) ❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(Q)✱ ((u✈, u✇), K)

❧❛ ❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ A(K) ❡t

π :





Z[u±1
v1

, u±1
v2

, u±1
w1

, u±1
w2

, u±1
w3

] −→ Z[u±1
✈ , u±1

✇ ]
uvi

7→ u✈
uwi

7→ u✇

❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❆❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(2, 3) s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦✉s π ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞✬❛♠❛s tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ A(Q)✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s
❞❛♥s A(2, 3) s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈❛❧❞❡r♦✲❈❤❛♣♦t♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts tr❛♥s❥❡❝t✐❢s ❞❡ CQ✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡A(2, 3)
❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡

(❞✐♠Sv1 ,❞✐♠Sw1 ,❞✐♠Sw2 ,❞✐♠Sw3 ,❞✐♠Sv2)

❡st

Φ =




−1 1 1 1 0
−1 1 2 2 −1
−1 2 1 2 −1
−1 2 2 1 −1
0 1 1 1 −1




❖♥ ♥♦t❡

P =








1
1
1
1
0




,




0
1
0
0
0




,




0
0
1
0
0




,




0
0
0
1
0




,




0
1
1
1
1








I =








1
0
0
0
0




,




1
1
0
0
1




,




1
0
1
0
1




,




1
0
0
1
1




,




0
0
0
0
1








❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛♠❛s ❞❡ A(2, 3)
❡st

{(−1, 0), (0,−1)} ∪ π ({Φn(P ) : n ≤ 0}) ∪ π ({Φn(I), n ≥ 0}) .



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹

▼✉t❛t✐♦♥✲✜♥✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡s

❣r❛♣❤❡s q✉♦t✐❡♥ts

✷✷✸
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❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✮ s❡r❛ ❞✐t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡
s✐ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ❬✹✺✱ ✹✸✱ ✹✱ ✽✼✱ ✶✺✱
✸✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✶✹✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✣♥❡s

■❧ s✉✐t ❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ q✉❡
s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸✮✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st
❢❛✉ss❡✳ ❇✉❛♥ ❡t ❘❡✐t❡♥ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞♦♥♥é ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✶✳✶ ✭❬✶✺❪✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛②❛♥t ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s
s♦♠♠❡ts✳ ❆❧♦rs Q ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Q ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥
♦✉ ❛✣♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡ ❡t ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❡t ♥♦♥ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✳ ❊♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ❛✣♥❡s ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡s✱ ♥♦✉s
♣♦✉rr♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❛✣♥❡ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✸✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✣♥❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❧✐sté ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✹✳✶✳

▲✉s③t✐❣ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡ ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ♣❡✉t êtr❡
ré❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✷ ✭❬✼✸❪✮✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❛✣♥❡ ♥♦♥✲s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❛✣♥❡ Q ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
G t❡❧ q✉❡ ∆ = Q/G✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✹✳✷✲✶✹✳✶✶ ♦ù ♦♥ ❛✉r❛ ♣r✐s
❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✳

❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡st ✿

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♦r✐❡♥té ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s G t❡❧ q✉❡ (∆, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ ❙✐ ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs ∆/G ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✸ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B−→B/G ✐♥❞✉✐t
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡

MutG(∆)−→Mut(∆/G).

P✉✐sq✉❡ MutG(∆) ⊂ Mut(∆)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

|Mut(∆/G)| ≤ |MutG(∆)| ≤ |Mut(∆)| < ∞.
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❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹✳✶✳✹✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸ ❡st
❢❛✉ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ b, c ≥ 3 s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ∆b,c ❡st ❞❡ ♠✉✲
t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Kb,c ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r❛♣❤❡s
✈❛❧✉és ❛✣♥❡s s♦♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ r❡tr♦✉✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❡✈❡♥ ❬✽✼❪✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ tr✐✈✐❛❧ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✺✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ A
(2)
1 ✳ ❆❧♦rs ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥

✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♦r✐❡♥té ∆ ❞❡ t②♣❡ A
(2)
1 s❡ ré❛❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ q✉♦✲

t✐❡♥t ❞✉ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ D̃4

a1

@@@@@@@@ a2

~~~~~~~~

b

a3

~~~~~~~~
a4

@@@@@@@@

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G = Sa1,a2,a3,a4
♦ù ♦♥ ❛ ♣r✐s ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✳ ■❧ s✉✐t ❞✉

❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✶ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ Q ét❛♥t ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✱
✐❧ s✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✶✳✶ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸ q✉❡ ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✻✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ C̃Dn✳ ❆❧♦rs ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♦r✐❡♥té ∆ ❞❡ t②♣❡ C̃Dn ✿

b1

a
(2,1)

c1 ___ cn−2

zzzzzzzz

DDDDDDDD

b2

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡
D̃n+1 ♠✉♥✐

a1

@@@@@@@@ b1

c1 ___ cn−2

zzzzzzzz

DDDDDDDD

a2

~~~~~~~~
b2

♠✉♥✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s G = Sa1,a2
❡t ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

❛❞éq✉❛t❡✳ ❆❧♦rs G ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r❜✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡
✶✶✳✷✳✶✵ q✉❡ (Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ Q ét❛♥t ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✱ ✐❧ s✉✐t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✶✳✶ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸ q✉❡ ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳
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▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✼✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ C̃n✳ ❆❧♦rs ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ Cn

a
(2,1)

c1 ___ cn−1 b

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ♦r✐❡♥té Γ ❞❡
t②♣❡ C̃Dn+1

b1

a
(2,1)

c1 ___ cn−1

zzzzzzzz

DDDDDDDD

b2

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❡t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G = Sb1,b2 ✳
❆❧♦rs G ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r❜✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✵ q✉❡
(Γ, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ Γ ét❛♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✶✹✳✶✳✻✱ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸ q✉❡ ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✽✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ G̃
(1)
2 ✳ ❆❧♦rs ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥

✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é ❞❡ t②♣❡ G
(1)
2

a b
(1,3)

c

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rq✉♦✐s Q ❞❡ t②♣❡ D̃4

c1

a b

????????

��������
c2

c3

♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❡t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G = Sc1,c2,c3
✳

❆❧♦rs G ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦r❜✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶✳✷✳✶✵ q✉❡
(Q, G) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡✳ Q ét❛♥t ❞❡ t②♣❡ ❛✣♥❡✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✶✳✶ ❡t ✐❧ s✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✶✳✸ q✉❡ ∆ ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳

✶✹✳✷ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❞é♥♦♠❜r❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s

❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡s

❙✐ ∆ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é t❡❧ q✉❡ Mut(∆) ❡st ✜♥✐✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ Mut(∆)✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✹✳ ▼❯❚❆❚■❖◆✲❋■◆■❚❯❉❊ ✷✷✼

❧❡ ♥♦♠❜r❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ✐♥tér❡ssé ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ µ(∆) ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ♥♦♥✲
✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s Mut(∆)✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ µ(∆) ❡st ❛♣♣❡❧é
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ∆✳ ❑❡❧❧❡r ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥♦♠♠é
◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✲
❧✐tés✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ∆ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ ▼✳ Pér♦t✐♥ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦✉rs✮ ❡t ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❏✳ ❈❛❧❛❜r❡s❡ ✭❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉rs✮
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ❊①♣❧♦r❡r ✭◗▼❊✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ♠♦❞✉❧♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❬✹✵❪✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s
♦♥t ❝♦♥s✐sté à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ▼❝ ❑❛② ❬✼✺❪
❡t à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

✶✹✳✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❛♥❝❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛✲
t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❝♦♥♥❡①❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts✳ ❙✐
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts i ❡t j r❡❧✐és ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ✢è❝❤❡s✳ ❆❧♦rs Q ♥✬❡st ♣❛s
❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts i, j, k ❞❛♥s Q✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

k

i

r

OO

j

s

^^========

t
oo

♦✉ k

s

��========

i

r

OO

j
t

oo

❛✈❡❝ r, s, t ≥ 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢è❝❤❡s ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ i✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

k
r+st

��========

i

r

OO

j
t

oo

♦♥ ❡st ❞♦♥❝ r❛♠❡♥és à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳
P❛r s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r r = min {r, s, t}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ max {s, t} ≥ 3

❡t s, t 6= 0 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

st > 2r

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ r − st < 0✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥ j✱
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♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡

k

s

��========

i

st−r

OO

j
t

oo

♠❛✐s ♦♥ ❛
st − r + s + t > r + s + t ⇔ st > 2r

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✢è❝❤❡s
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r✳ ❊♥ ré♣ét❛♥t ❝❡ ♣r♦❝é❞é ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡
❞❡ ❝❛rq✉♦✐s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✜♥✐❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❝♦♥♥❡①❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠✲
♠❡ts✳ ❆❧♦rs Q ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s Q′

♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ✢è❝❤❡s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à n = |Q0|
s♦♠♠❡ts ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st ✜♥✐✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳✷✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r
♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳✷✳✸✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ R ❞❡ Q ❡st ✉♥
❝❛rq✉♦✐s t❡❧ q✉❡ R0 ⊂ Q0 ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ R0✱ ♦♥ ❛

{α ∈ R1 : s(α) = i, t(α) = j} = {α ∈ Q1 : s(α) = i, t(α) = j} .

❖♥ ♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ R ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ❞❡ Q✱ s♦✐❡♥t B ❡t C
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à Q ❡t R✳ ❆❧♦rs R ❡st ✉♥
s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ Q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ R0✱ ♦♥ ❛ bij = cij✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳✷✳✺✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ R ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ Q ❡t
k ∈ R0✳ ❆❧♦rs µk(R) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ µk(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ B ✭r❡s♣✳ C✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Q
✭r❡s♣✳ R✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ B′ ✭r❡s♣✳ C ′✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à µk(Q)
✭r❡s♣✳ µk(R)✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ Q0

b′ij =

{
−bij s✐ i = k ♦✉ j = k

bij + 1
2 (|bik|bkj + bik|bkj |) s✐♥♦♥.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉s i, j ∈ R0✱ ♦♥ ❛

c′ij =

{
−cij s✐ i = k ♦✉ j = k

cij + 1
2 (|cik|ckj + cik|ckj |) s✐♥♦♥.
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♠❛✐s ♣♦✉r t♦✉s r, s ∈ R0✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✷✳✹ ♦♥ ❛ crs = brs✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

c′ij =

{
−bij s✐ i = k ♦✉ j = k

bij + 1
2 (|bik|bkj + bik|bkj |) s✐♥♦♥.

❝❛r i, j, k ∈ R0✳
❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✹✳✷✳✹✱ µk(R) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ µk(Q)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ R ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ Q✳ ❆❧♦rs
t♦✉t ❝❛rq✉♦✐s ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s
♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à Q✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡st
❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹✳✷✳✼✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❢❛✉① s❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❧é♥✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s

1

��========

��========

Q = 3

@@��������

@@��������
2

oo oo

1

��>>>>>>>

��>>>>>>>

R = 3

@@�������

@@�������
2oo

❊♥ ❡✛❡t✱ Q ❡st ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭s❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡✮ ❡t R ❡st ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹✳✷✳✽✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✶✹✳✷✳✻ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ s✐ R ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ ❞❡ Q✱ ❛❧♦rs µ(R) ≤ µ(Q)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣t❡ ♠♦❞✉❧♦
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❛♥s Mut(Q) ❛✐❡♥t ❞❡s s②♠étr✐❡s ❛❧♦rs
q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ Mut(R)✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s X6

❡t X7 ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣✉✐sq✉❡ X6 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s ♣❧❡✐♥ X7 ❡t
q✉❡ µ(X6) = 5 ❡t µ(X7) = 2✳
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Ã
(2)
1 : •

(1,4)
•

B̃n(n ≥ 2) : •
(1,2)

• • ___ • •
(2,1)

•

C̃n(n ≥ 2) : •
(2,1)

• • ___ • •
(1,2)

•

B̃Cn(n ≥ 2) : •
(2,1)

• • ___ • •
(1,2)

•

•

<<<<<<<<

B̃Dn(n ≥ 2) : • • ___ • •
(2,1)

•

•

��������

•

<<<<<<<<

C̃Dn(n ≥ 2) : • • ___ • •
(1,2)

•

•

��������

F̃
(1)
4 : • • •

(1,2)
• •

F̃
(2)
4 : • • •

(2,1)
• •

G̃
(1)
2 : • •

(1,3)
•

G̃
(2)
2 : • •

(3,1)
•

❋✐❣✳ ✶✹✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡s ❛✣♥❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝és
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▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

Ã
(2)
1 : •

(1,4)
•

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1
b a ` _ ^ ] \ a2"

!
 
�

�
�

�

D̃4 : z

>>>>>>>>

��������

��������

>>>>>>>>

a4

"
!

 
� �

�
�

a3ba`_^]\

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G = S{a1,a2,a3,a4}✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✷ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Ã
(2)
1

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

B̃n(n ≥ 2) : •
(1,2)

• • • •
(2,1)

•

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1!
!

 
�

�
�

�

an−1!
!

 
�

�
�

�

IIIIIIIIII

Ãn : a0 = b0

wwwwwwwww

FFFFFFFFF an = bn

b1 bn−1

uuuuuuuuu

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G =
〈∏n−1

i=1 (ai, bi)
〉
✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✸ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ B̃n
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▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

C̃n(n ≥ 2) : 0
(2,1)

1 2 n − 2 n − 1
(1,2)

n

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1

�
�

��
 
!

!

======== b1!
!

 
�

�
�

�

D̃n+2 : • • • •

��������

========

a2

��������
b2

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G = Sa1,a2
× Sb1,b2 ✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✹ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ C̃n

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

B̃Cn(n ≥ 2) : •
(1,2)

• • • •
(1,2)

•

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

z1&
%

$
#

"
!

 
�

�
�

�
�

�
�

�

$

#

#

"

!

 

 

�

�

�

�

�

�

�

�

b2!
 

 
 
 
�
�
�
�
�

�
�

�
�

�

bn!
 

 
 
 
�
�
�
�
�

�
�

�
�

�

}}}}}}}

AAAAAAA

z2+
'

#
�

�
�

�

'
%

$
#

"
!

 
�

�
�

�
�

�
�

�

D̃2n+2 : a

�����������������

<<<<<<<<<<<<<<<<<<

z3

c2 cn

||||||||

BBBBBBBB

z4

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡
G = 〈σ(z1, z3)(z2, z4), σ(z1, z4)(z2, z3)〉

♦ù σ =
∏n

i=2(bi, ci)✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✺ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ B̃Cn
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▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

•

<<<<<<<<

B̃Dn(n ≥ 2) : • • • •
(2,1)

•

•

��������

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

z1&
%

$
#

"
!

 
�

�
�

�
�

�
�

�

b2!
 

 
 
 
�
�
�
�
�

�
�

�
�

�

bn!
 

 
 
 
�
�
�
�
�

�
�

�
�

�

}}}}}}}

AAAAAAA

z2'
%

$
#

"
!

 
�

�
�

�
�

�
�

�

D̃2n+2 : a

�����������������

<<<<<<<<<<<<<<<<<<

z3

c2 cn

||||||||

BBBBBBBB

z4

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡
G = 〈σ(z1, z3)(z2, z4)〉

♦ù σ =
∏n

i=2(bi, ci)✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✻ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ B̃Dn
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▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

•

========

C̃Dn : • • • •
(1,2)

•

•

��������

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1

======== b1!
!

 
�

�
�

�

D̃n+1 : • • • •

��������

========

a2

��������
b2

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G = 〈(b1, b2)〉✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✼ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ C̃Dn

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✣♥❡

F̃
(1)
4 : • • •

(1,2)
• •

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

c2 D
C

B
@

?
>

=

c1 D
?

;

Ẽ6 : a2 a1 z b1 b2

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G = 〈(c1, b1)(c2, b2)〉✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✽ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ F̃
(1)
4
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▲❡ ❣r❛♣❤❡

F̃
(2)
4 : • • •

(2,1)
• •

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1"
!

 
�

�
�

�

a2"
!

 
�

�
�

�

a3"
!

 
�

�
�

�

Ẽ7 : b z

��������

>>>>>>>>

c1 c2 c3

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G =
〈∏3

i=1(ai, ci)
〉
✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✾ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ F̃
(2)
4

▲❡ ❣r❛♣❤❡

G̃
(1)
2 : • •

(1,3)
•

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

a1 a2"
!

 
�

�
�

�

D̃4 : z

>>>>>>>>

��������

��������

>>>>>>>>

a4 a3ba`_^]\

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G = S{a1,a2,a3}✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✶✵ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ G̃
(1)
2
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▲❡ ❣r❛♣❤❡

G̃
(2)
2 : • •

(3,1)
•

s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡

c2 D
C

B
@

?
>

=

z
{

|
}

~
�

�

c1 D
?

;

z
~

�
Ẽ6 : a2 a1 z b1 b2

♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G = 〈(a1, b1, c1), (a2, b2, c2)〉✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✶✶ ✕ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ G̃
(2)
2



❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥♥❡①❡s

✷✸✼



❆♥♥❡①❡ ❆

❉é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡

♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡s

✷✸✽
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❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ❧✐st♦♥s ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts
❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ❊①♣❧♦r❡r ✭◗▼❊✮✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ Pér♦t✐♥
❬✹✵❪✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧❡t ❞❡ ❑❡❧❧❡r ◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛ ❬✻✼❪✳

❆✳✶ ▲❡s t②♣❡s ✜♥✐s

❆✳✶✳✶ ▲❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ A

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

A4 6
A5 19
A6 49
A7 150
A8 442
A9 1424
A10 4522
A11 14924
A12 49536
A13 167367

❖♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❇r♦✇♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❬✼❪✳ ❉✬❛♣rès ❬✶✽❪✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ µ(An) ❡st é❣❛❧ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ n + 3✲❣♦♥❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸ q✉❡ µ(An) ❡st ❛✉ss✐ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐s♦❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧é❡s
❞❡ t②♣❡ An✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡
❇r♦✇♥✱ ❚♦r❦✐❧❞s❡♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡

µ(An) = C(n + 1)/(n + 3) + C((n + 1)/2)/2 + (2/3)C(n/3),

♦ù C(i) ❡st ❧❡ i✲è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈❛t❛❧❛♥

C(i) =
(2i)!

(i + 1)!i!

❡t ♦ù ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❡st ♦♠✐s s✐ n+1
2 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ♦ù ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡

❡st ♦♠✐s s✐ n
3 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r ❬✾✶❪✳
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❆✳✶✳✷ ▲❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ D

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

D4 6
D5 26
D6 80
D7 246
D8 810
D9 2704
D10 9252
D11 32066
D12 112720
D13 400024

❆✳✶✳✸ ▲❡ t②♣❡ ❉②♥❦✐♥ E

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

E6 67
E7 416
E8 1574

❆✳✷ ▲❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s

❆✳✷✳✶ ▲❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ã

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❛rq✉♦✐s
❞❡ t②♣❡ Ãr,s ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥t✐❡rs r, s ≥ 0✳ P✉✐sq✉❡ µ(Ãr,s) = µ(Ãs,r)✱ ♦♥ ♥❡
❧✐st❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù r ≤ s

r = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s = 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012

2 4 12 36 108 349 1144 3868 13260 46210 162792
3 22 100 315 1028 3432 11700 40520 142120
4 172 980 3240 10920 37556 130900
5 1651 10584 36036 124740
6 18028 121968

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ µ(Ã1,n) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉✐t❡ C(n) ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❈❛t❛❧❛♥ ♣♦✉r n ≤ 12✱ ♥♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s ❛✐♥s✐ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❆✳✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ❛

µ(Ã1,n) = C(n).
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❆✳✷✳✷ ▲❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ D̃

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

D̃4 10

D̃5 40

D̃6 146

D̃7 504

D̃8 1868

D̃9 6864

D̃10 25810

D̃11 97240

D̃12 369764

❆✳✷✳✸ ▲❡ t②♣❡ ❛✣♥❡ Ẽ

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

Ẽ6 132

Ẽ7 1080

Ẽ8 7560

❆✳✸ ▲❡s t②♣❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❙❛✐t♦ ❞❛♥s ❬✽✷❪✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
q✉❡ ❧❡s ❝❛rq✉♦✐s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ❝❛rq✉♦✐s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s s♦✐❡♥t ♦r✐❡♥tés✳

D
(1,1)
4 : •

<<<<<<<< • •

��������

•

��������
• •

<<<<<<<<

E
(1,1)
6 : •

��������

<<<<<<<< •

��������
•

• • • • •

E
(1,1)
7 : •

��������

<<<<<<<< •

��������

• • • • • • •
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E
(1,1)
8 : •

��������

<<<<<<<< •

��������

• • • • • • • •

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

D
(1,1)
4 4

E
(1,1)
6 49

E
(1,1)
7 506

E
(1,1)
8 5739

❆✳✹ ❉❡s t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❈❡rt❛✐♥❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❬✶✽✱ ✽✸✱ ✹✸❪✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐✲s②♠étr✐s❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ s♦♥t ❞✐t❡s ❞❡ t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❬✹✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ét❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s
❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t ♦r✐❡♥tés✳

Z3 : • •

•

��������

��������

Z4 : •

>>>>>>>> •

��������

• •

Y5 : •

>>>>>>>> •

• •

��������
•

❡t ♣♦✉r n ≥ 6✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

Yn : •

>>>>>>>> •

• • • ___ • •

��������
•
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▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s t❛✐❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

Z3 1
Z4 1
Y5 10
Y6 48
Y7 160
Y8 560
Y9 2016
Y10 7832

❆✳✺ ❉❡s t②♣❡s s♣♦r❛❞✐q✉❡s

❉❛♥s ❬✹✸❪✱ ❋♦♠✐♥✱ ❙❤❛♣✐r♦ ❡t ❚❤✉rst♦♥ ♦♥t ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s
s❡✉❧s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡s s♦♥t ✿

✕ ▲❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱
✕ ▲❡s ❝❛rq✉♦✐s à ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✱
✕ ▲❡s ❝❛rq✉♦✐s ❞❡ t②♣❡ En✱ Ẽn ❡t E

(1,1)
n ♣♦✉r n = 6, 7, 8✳

❉❡r❦s❡♥ ❡t ❖✇❡♥ ♦♥t ré♣♦♥❞✉ ♣❛r ❧❛ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡✉①
♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛rq✉♦✐s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡s ❝❛rq✉♦✐s s♦♥t

X6 •

��������

��������

>>>>>>>> •

>>>>>>>>

>>>>>>>>

��������

• • •

•

X7 •

��������

��������

>>>>>>>> •

>>>>>>>>

>>>>>>>>

��������

• • •

•

�������
•

@@@@@@@

♦ù ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t
♦r✐❡♥tés✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs
❚②♣❡ ❚❛✐❧❧❡

X6 5
X7 2

❉❡r❦s❡♥ ❡t ❖✇❡♥ ♦♥t ❛❧♦rs ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ X6 ❡t X7 ét❛✐❡♥t ❧❡s
s❡✉❧s ❝❛rq✉♦✐s à ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❋♦♠✐♥✱ ❙❤❛♣✐r♦ ❡t ❚❤✉rst♦♥ ❬✸✷❪✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡
❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s❛♥s ré♣♦♥s❡✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✺✳✶✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s t♦✉❥♦✉rs à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
◗▼❊✱ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈❡rs✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ❬✹✵❪✳ ❖✉tr❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❞❡✉① ❝❛rq✉♦✐s ❞♦♥♥és s♦♥t ♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①❤❛✉st✐♦♥
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✜♥✐❡s ❞❡ ❝❛rq✉♦✐s à n s♦♠♠❡ts ♦ù n ❡st ✉♥
❡♥t✐❡r ✜①é✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉rr❛ s✬❛✈ér❡r êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❉❡r❦s❡♥ ❡t ❖✇❡♥✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ■✳ ❆ss❡♠✱ ❉✳ ❙✐♠s♦♥✱ ❡t ❆✳ ❙❦♦✇r♦➠s❦✐✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②
♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❆❧❣❡❜r❛s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱
✈♦❧✉♠❡ ✻✺ ❞❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❙t✉❞❡♥t ❚❡①ts✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ▼✳ ❆✉s❧❛♥❞❡r✱ ▼✳ P❧❛t③❡❝❦✱ ❡t ■✳ ❘❡✐t❡♥✳ ❈♦①❡t❡r ❢✉♥❝t♦rs ✇✐t❤♦✉t ❞✐❛✲
❣r❛♠s✳ ❚r❛♥s ❆▼❙✱ ✷✺✵ ✿✶✕✹✻✱ ✶✾✼✾✳

❬✸❪ ▼✳ ❆✉s❧❛♥❞❡r✱ ■✳ ❘❡✐t❡♥✱ ❡t ❙✳ ❙♠❛❧ø✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❆rt✐♥
❛❧❣❡❜r❛s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❬✹❪ ❆✳ ❇❡✐♥❡❦❡✱ ❚✳ ❇rüst❧❡✱ ❡t ▲✳ ❍✐❧❧❡✳ ❈❧✉st❡r✲❝②❝❧✐❝ q✉✐✈❡rs ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✈❡r✲
t✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✴✵✻✶✷✷✶✸✈✷ ❬♠❛t❤✳❘❆❪✱ ✷✵✵✻✳

❬✺❪ ❆✳ ❇❡r❡♥st❡✐♥✱ ❙✳ ❋♦♠✐♥✱ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ■■■ ✿ ❯♣♣❡r
❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❇r✉❤❛t ❝❡❧❧s✳ ❉✉❦❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✷✻✭✶✮ ✿✶✕
✺✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✻❪ ■✳◆✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ■✳▼✳ ●❡❧❢❛♥❞✱ ❡t ❱✳❆✳ P♦♥♦♠❛r❡✈✳ ❈♦①❡t❡r ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞
●❛❜r✐❡❧ t❤❡♦r❡♠✳ ❯s♣❡❤✐✳ ▼❛t❤✳ ◆❛✉❦✳✱ ✷✽✭✷✮ ✿✶✾✕✸✸✱ ✶✾✼✸✳

❬✼❪ ❲✳ ●✳ ❇r♦✇♥✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✹ ✿✼✹✻✕✼✻✽✱ ✶✾✻✹✳

❬✽❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ P✳ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❇✳ ❑❡❧❧❡r✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ■✳ ❘❡✐t❡♥✱ ❡t ●✳ ❚♦❞♦r♦✈✳ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① t♦ ❈❧✉st❡r ❛♥❞ s❡❡❞s ✐♥ ❛❝②❝❧✐❝ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s✳ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳✱ ✶✸✺✭✶✵✮ ✿✸✵✹✾✕✸✵✻✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✾❪ ❆✳ ❇✉❛♥ ❡t ❘✳ ▼❛rs❤✳ ❉❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ✐♥ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ❛✣♥❡ t②♣❡✳
❛r❳✐✈ ✿✵✽✵✺✳✵✹✸✾✈✶ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✵❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ▼✳ ❘❡✐♥❡❦❡✱ ■✳ ❘❡✐t❡♥✱ ❡t ●✳ ❚♦❞♦r♦✈✳ ❚✐❧t✐♥❣ t❤❡♦r②
❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✹✭✷✮ ✿✺✼✷✕✻✶✽✱
✷✵✵✻✳

❬✶✶❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ❡t ■✳ ❘❡✐t❡♥✳ ❈❧✉st❡r✲t✐❧t❡❞ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❚r❛♥s ❆▼❙✱
✸✺✾✭✶✮ ✿✸✷✸✕✸✸✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✷❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ❡t ■✳ ❘❡✐t❡♥✳ ❉❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❢♦r ❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❛r❳✐✈ ✿✵✼✶✵✳✹✸✸✺✈✶ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✸❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ❡t ■✳ ❘❡✐t❡♥✳ ❈❧✉st❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✈✐❛ q✉✐✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐✱ ✽✸✭✶✮ ✿✶✹✸✕✶✼✼✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✹❪ ❆✳ ❇✉❛♥✱ ❘✳ ▼❛rs❤✱ ■✳ ❘❡✐t❡♥✱ ❡t ●✳ ❚♦❞♦r♦✈✳ ❈❧✉st❡rs ❛♥❞ s❡❡❞s ✐♥ ❛❝②❝❧✐❝
❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s✳ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✸✺✭✶✵✮ ✿✸✵✹✾✕✸✵✻✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✺❪ ❆✳ ❇✉❛♥ ❡t ■✳ ❘❡✐t❡♥✳ ❆❝②❝❧✐❝ q✉✐✈❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉t❛t✐♦♥ t②♣❡✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳
❘❡s✳ ◆♦t✳✱ ♣❛❣❡s ❆rt✳ ■❉ ✶✷✽✵✹✱ ✶✵✱ ✷✵✵✻✳

✷✹✺
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❬✶✻❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❋✳ ❈❤❛♣♦t♦♥✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ❛s ❍❛❧❧ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ q✉✐✈❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐✱ ✽✶ ✿✺✾✻✕✻✶✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✼❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❋✳ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❡t ❘✳ ❙❝❤✐✤❡r✳ ◗✉✐✈❡rs ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❧✉st❡r
t✐❧t❡❞ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❆❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✾ ✿✸✺✾✕✸✼✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✽❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦✱ ❋✳ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❡t ❘✳ ❙❝❤✐✤❡r✳ ◗✉✐✈❡rs ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ❝❧✉st❡rs✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆▼❙✱ ✸✺✽ ✿✶✸✹✼✕✶✸✺✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✾❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❇✳ ❑❡❧❧❡r✳ ❋r♦♠ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t♦ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s
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❬✷✶❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ▼✳ ❘❡✐♥❡❦❡✳ ❖♥ t❤❡ q✉✐✈❡r ❣r❛ss♠❛♥♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝ ❝❛s❡✳
❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✴✵✻✶✶✵✼✹✈✷ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✷❪ P✳ ❈❛❧❞❡r♦ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥s❦②✳ ▲❛✉r❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ✈✐❛
q✉✐✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▼♦s❝♦✇ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻ ✿✹✶✶✕✹✷✾✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✸❪ ●✳ ❈❡r✉❧❧✐ ■r❡❧❧✐✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ q✉✐✈❡r ❣r❛ss♠❛♥♥✐❛♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r
❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ t②♣❡ A

(1)
2 ✳ ♣r❡♣r✐♥t✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✹❪ ●✳ ❈❡r✉❧❧✐ ■r❡❧❧✐✳ ❙tr✉❝t✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❛✣♥❡ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ r❛♥❦ ✸✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛❞♦✈❛✱ ✭✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ✷✵✵✽✳

❬✷✺❪ ❋✳ ❈❤❛♣♦t♦♥✱ ❙✳ ❋♦♠✐♥✱ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✳ P♦❧②t♦♣❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥❡✲
r❛❧✐③❡❞ ❛ss♦❝✐❛❤❡❞r❛✳ ❈❛♥❛❞✳ ▼❛t❤✳ ❇✉❧❧✳✱ ✹✺✭✹✮ ✿✺✸✼✕✺✻✻✱ ✷✵✵✷✳
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❬✷✽❪ ❲✳ ❈r❛✇❧❡②✲❇♦❡✈❡② ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ ■rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢
♠♦❞✉❧❡s✳ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✺✸ ✿✷✵✶✕✷✷✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✾❪ ▲✳ ❉❡♠♦♥❡t✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ♣r❡♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛s ✿ t❤❡ ♥♦♥ s✐♠♣❧②✲
❧❛❝❡❞ ❝❛s❡✳ ❛r❳✐✈ ✿✵✼✶✶✳✹✵✾✽✈✶ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✵❪ ❇✳ ❉❡♥❣ ❡t ❏✳ ❉✉✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛s✳
❚r❛♥s✳ ❆▼❙✱ ✸✺✽✭✽✮ ✿✸✺✾✶✕✸✻✷✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✶❪ ❇✳ ❉❡♥❣ ❡t ❏✳ ❉✉✳ ❋♦❧❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♠♦r♣❤✐s♠s✳
❏✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ❆❧❣✳✱ ✷✵✽✭✸✮ ✿✶✵✷✸✕✶✵✺✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✷❪ ❍✳ ❉❡r❦s❡♥ ❡t ❚✳ ❖✇❡♥✳ ◆❡✇ ❣r❛♣❤s ♦❢ ✜♥✐t❡ ♠✉t❛t✐♦♥ t②♣❡✳
❛r❳✐✈ ✿✵✽✵✹✳✵✼✽✼✈✶ ❬♠❛t❤✳❈❖❪✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✸❪ ❍✳ ❉❡r❦s❡♥ ❡t ❏✳ ❲❡②♠❛♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ q✉✐✈❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✶✸✸ ✿✷✹✺✕✷✻✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✹❪ ❱✳ ❉❧❛❜ ❡t ❈✳▼✳ ❘✐♥❣❡❧✳ ■♥❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤s ❛♥❞
❛❧❣❡❜r❛s✳ ▼❡♠♦✐rs ♦❢ t❤❡ ❆▼❙✱ ✶✼✸ ✿✶✕✺✼✱ ✶✾✼✻✳

❬✸✺❪ ❨✳❆✳ ❉r♦③❞✳ ❖♥ t❛♠❡ ❛♥❞ ✇✐❧❞ ♠❛tr✐① ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛tr✐① ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣❛❣❡s
✶✵✹✕✶✶✹✱ ✶✾✼✼✳

❬✸✻❪ ●✳ ❉✉♣♦♥t✳ ❈❛❧❞❡r♦✲❑❡❧❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ ❝❧✉st❡r ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✳ ❛r❳✐✈ ✿✵✼✶✶✳✹✻✻✶✈✷ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✼❪ ●✳ ❉✉♣♦♥t✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦♥ s✐♠♣❧② ❧❛❝❡❞ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❆❧❣❡❜r❛✱ ✷✵✵✽✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✳
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❬✸✽❪ ●✳ ❉✉♣♦♥t✳ ❈❧✉st❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ st❛❜❧❡ t✉❜❡s ✈✐❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❈❤❡❜②✲
s❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❛r❳✐✈ ✿✵✽✵✶✳✸✾✻✹✈✶ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✾❪ ●✳ ❉✉♣♦♥t✳ ●❡♥❡r✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛❝②❝❧✐❝ ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s✳ ♣r❡♣r✐♥t✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✵❪ ●✳ ❉✉♣♦♥t ❡t ▼✳ Pér♦t✐♥✳ ◗✉✐✈❡r ▼✉t❛t✐♦♥ ❊①♣❧♦r❡r✳ ❤tt♣ ✿✴✴♠❛t❤✳✉♥✐✈✲
❧②♦♥✶✳❢r✴✄❞✉♣♦♥t✴◗▼❊✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✶❪ ❱✳❱✳ ❋♦❝❦ ❡t ❆✳❇✳ ●♦♥❝❤❛r♦✈✳ ❈❧✉st❡r ❳✲✈❛r✐❡t✐❡s✱ ❛♠❛❧❣❛♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
P♦✐ss♦♥✲▲✐❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r
❇♦st♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✹✷❪ ❱✳❱✳ ❋♦❝❦ ❡t ❆✳❇✳ ●♦♥❝❤❛r♦✈✳ ❈❧✉st❡r ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❞✐❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✴✵✸✶✶✷✹✺✈✹ ❬♠❛t❤✳❆●❪✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✸❪ ❙✳ ❋♦♠✐♥✱ ▼✳ ❙❤❛♣✐r♦✱ ❡t ❉✳ ❚❤✉rst♦♥✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞
s✉r❢❛❝❡s✳ ♣❛rt ■ ✿ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆❝t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✷✵✵✼✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✹✹❪ ❙✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ■ ✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❆♠❡r✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✺ ✿✹✾✼✕✺✷✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✹✺❪ ❙✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ■■ ✿ ❋✐♥✐t❡ t②♣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
■♥✈❡♥t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✱ ✶✺✹ ✿✻✸✕✶✷✶✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✻❪ ❙✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✳ ❨✲s②st❡♠s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛ss♦❝✐❛❤❡❞r❛✳ ❆♥✲
♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✺✽ ✿✾✼✼✕✶✵✶✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✼❪ ❙✳ ❋♦♠✐♥ ❡t ❆✳ ❩❡❧❡✈✐♥❦s②✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ■❱ ✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✶✹✸✭✶✮ ✿✶✶✷✕✶✻✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✽❪ P✳ ❉✐ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❡t ❘✳ ❑❡❞❡♠✳ ◗✲s②st❡♠s ❛s ❝❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛s ■■ ✿ ❈❛rt❛♥
♠❛tr✐① ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❛r❳✐✈ ✿✵✽✵✸✳✵✸✻✷✈✶
❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✾❪ ■✳ ❋r❡♥❦❡❧✱ ❆✳ ▼❛❧❦✐♥✱ ❡t ▼✳ ❱②❜♦r♥♦✈✳ ❆✣♥❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ t❛♠❡
q✉✐✈❡rs✳ ❙❡❧❡❝t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✼✭✶✮ ✿✶✕✺✻✱ s❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✶✳

❬✺✵❪ P✳ ●❛❜r✐❡❧ ❡t ❆✳❱✳ ❘♦✐t❡r✳ ❆❧❣❡❜r❛ ❱■■■✱ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✐♥✐t❡✲
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆❧❣❡❜r❛s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✸ ❞❡ ❊♥❝②❝❧♦♣❛❡❞✐❛ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✷✳

❬✺✶❪ ❈✳ ●❡✐ss✱ ❇✳ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ ❙❡♠✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ ♣r❡♣♦❥❡❝t✐✈❡
❛❧❣❡❜r❛s✳ ❆♥♥❛❧❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✸✽ ✿✶✾✸✕
✷✺✸✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✷❪ ❈✳ ●❡✐ss✱ ❇✳ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ ❘✐❣✐❞ ♠♦❞✉❧❡s ♦✈❡r ♣r❡♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❛❧❣❡❜r❛s✳ ■♥✈❡t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✱ ✶✻✺✭✸✮ ✿✺✽✾✕✻✸✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✸❪ ❈✳ ●❡✐ss✱ ❇✳ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ ❙❡♠✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s❡s ❛♥❞ ♣r❡♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❛❧❣❡❜r❛s ■■ ✿ ❆ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❈♦♠♣♦s✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✹✸✭✺✮ ✿✶✸✶✸✕✶✸✸✹✱
✷✵✵✼✳

❬✺✹❪ ❈✳ ●❡✐ss✱ ❇✳ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ ❈❧✉st❡r ❛❧❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s❡♠✐✲
❝❛♥♦♥❝✐❛❧ ❜❛s❡s ❢♦r ✉♥✐♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❛r❳✐✈ ✿♠❛t❤✴✵✼✵✸✵✸✾✈✷ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱
✷✵✵✽✳

❬✺✺❪ ❈✳ ●❡✐ss✱ ❇✳ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❡t ❏✳ ❙❝❤rö❡r✳ Pr❡♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❝❧✉st❡r
❛❧❣❡❜r❛s✳ ❛r①✐✈ ✿ ✵✽✵✹✳✸✶✻✽✈✶ ❬♠❛t❤✳❘❚❪✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✻❪ ❉✳ ❍❛♣♣❡❧✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❈❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✐♥✐t❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆❧❣❡❜r❛s✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡ ❙❡r✐❡s✱
✶✾✽✽✳
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❬✺✼❪ ❉✳ ❍❛♣♣❡❧ ❡t ▲✳ ❯♥❣❡r✳ ❖♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t✐❧t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❝❛t❡❣♦✲
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♦❜❥❡t✱ ✷✵✼

G✲✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❜❥❡t✱ ✷✵✼

G✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡
❣r❛✐♥❡✱ ✶✾✶

T ✲❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r✱ ✺✸
λ✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ✹✼
n✲❝②❝❧❡✱ ✷✵

❛❝②❝❧✐q✉❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✷✶
❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✵
❣r❛✐♥❡✱ ✷✶

❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✶✽✽
♣❛✐r❡✱ ✶✽✽

❛✣♥❡
❝❛rq✉♦✐s✱ ✾✼
❣r❛♣❤❡ ✈❛❧✉é✱ ✷✷✹

❛❧❣è❜r❡
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧é❡✱ ✸✼
❛♠❛ssé❡✱ ✶✼
❝❧✉st❡r✱ ✶✼
❝❧✉st❡r✲t✐❧t❡❞✱ ✸✼

❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡
❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✷✶
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♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✹✼
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♦❜❥❡t✱ ✸✺
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❞✬❛♠❛s✱ ✹✾
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❝❧✉st❡r✱ ✶✼
❛❧❣è❜r❡✱ ✶✼
❝❛té❣♦r✐❡✱ ✸✸
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✶✼

❝❧✉st❡r✲t✐❧t❡❞
❛❧❣è❜r❡✱ ✸✼

❝❧✉st❡r✲t✐❧t✐♥❣
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❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
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❝♦♠♣♦s❛♥t❡
ré❣✉❧✐èr❡✱ ✼✺
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❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✶✶✺
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✶✶✺

❝♦r♣s ❛♠❜✐❛♥t✱ ✶✼
❝②❝❧❡✱ ✷✵

❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ✷✹✶

❞✐❛♠❛♥t
r❡❧❛t✐♦♥✱ ✻✷

❞✐✛ér❡♥❝❡
♣r♦♣r✐été ❞❡✱ ✶✸✷

❉②♥❦✐♥
❣r❛♣❤❡✱ ✷✸
♠❛tr✐❝❡✱ ✷✸

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❑❛❝✱ ✸✶

❞é❢❛✉t
❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✾✽
❢♦r♠❡ ❞❡✲✱ ✾✼

❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ✷✹✶

❡♥ é❝❤❛♥❣❡
♦❜❥❡ts✱ ✸✻

❡♥s❡♠❜❧❡
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ✹✷

❊✉❧❡r
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ✹✶
❢♦r♠❡✱ ✷✾

❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
t✉❜❡✱ ✼✹

✜♥✐
❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✵

❢♦♥❝t❡✉r
❇●P ét❡♥❞✉✱ ✸✼
❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✱ ✸✼

❢♦r♠❡
❞✬❊✉❧❡r✱ ✷✾
❞❡ ❞é❢❛✉t✱ ✾✼

❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡✱ ✹✹
t②♣❡ ✜♥✐✱ ✹✺
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✹✺

❣r❛❞✉é
❝❛rq✉♦✐s✱ ✹✼

❣r❛✐♥❡✱ ✶✻
❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✷✶

❣r❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✶✼
❣r❛✐♥❡s

❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✶✼
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♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ✶✼
❣r❛♣❤❡

❛✣♥❡✱ ✷✷✹
❞❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t✱ ✸✻
q✉♦t✐❡♥t✱ ✶✾✵

❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠✉t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✶
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✶✾
❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✸✼

❣r❛ss♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❞❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✹✶

●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦
❣r♦✉♣❡ ❞❡✲✱ ✷✽

❣r♦✉♣❡
❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✱ ✷✽
❞❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ s❝✐♥❞é✱ ✶✵✼

❣é♥ér❛❧❡
❛♥♥✉❧❛t✐♦♥✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽

❣é♥ér✐q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✶✶✼

❤♦♠♦❣è♥❡
t✉❜❡✱ ✼✹

✐❞é❛❧
❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✱ ✼✸

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡
r❛❝✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✾✼

✐rré❣✉❧✐èr❡
r❛❝✐♥❡✱ ✾✼

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛♠❛ssé❡s✱ ✶✽

▲❛✉r❡♥t
♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ✶✽

❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✸✾

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❡r♠é
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✶✶✺

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐
❝❛rq✉♦✐s✱ ✼✷

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ✶✻✷

❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬✉♥ ❝②❝❧❡✱ ✷✵

♠❛✐❧❧❡s
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡✱ ✼✸
✐❞é❛❧ ❞❡s✱ ✼✸
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✱ ✼✸

♠❛tr✐❝❡
q✉♦t✐❡♥t✱ ✶✽✽

♠❛tr✐❝❡s
♠✉t❛t✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ✶✻

♠✐♥✐♠❛❧❡
r❛❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ✾✼

♠♦♥ô♠❡
st❛♥❞❛r❞✱ ✻✼

♠♦♥ô♠❡ ❝❧✉st❡r✱ ✶✽
♠♦♥ô♠❡ ❞✬❛♠❛s✱ ✶✽
♠✉t❛t✐♦♥

❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✶
❞❡ ❣r❛✐♥❡✱ ✶✻
❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ✷✶
❞❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ✶✻

♠✉t❛t✐♦♥ ♦r❜✐t❛❧❡
❝❧❛ss❡ ❞❡✱ ✶✾✷
❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ✶✾✸
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ✶✾✷

♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✶✼

♦❜❥❡t
❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t✱ ✸✺
❝❧✉st❡r✲t✐❧t✐♥❣✱ ✸✺

♣❛✐r❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✶✽✽

♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
st❛❜❧❡✱ ✶✾✺

♣❛✐r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ✸✻
♣❤é♥♦♠è♥❡ ▲❛✉r❡♥t✱ ✶✽
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ✼✷
♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❣é♥ér❛❧✐sé

❞❡ r❛♥❣ p✱ ✻✽
❞❡ r❛♥❣ ✐♥✜♥✐✱ ✻✻

♣♦s✐t✐❢
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ✶✻✷
é❧é♠❡♥t✱ ✶✺✾

♣♦s✐t✐✈✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✺✹
❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ✶✽
❢❛✐❜❧❡✱ ✺✹

♣r❡sq✉❡ ❛♠❛s✲❜❛s❝✉❧❛♥t
♦❜❥❡t✱ ✸✻

♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
r❛❝✐♥❡✱ ✷✹

♣r❡sq✉❡ s❝✐♥❞é❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✹✹
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♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✶✾✶
❞✬✉♥❡ ❣r❛✐♥❡✱ ✶✾✼

♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ✶✸✷
♣ré✐♥❥❡❝t✐❢

♠♦❞✉❧❡✱ ✷✾
♣ré♣r♦❥❡❝t✐❢

♠♦❞✉❧❡✱ ✷✾
♣✉✐ts✱ ✷✵

s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✶✹✽

q✉❛s✐✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐t❡✱ ✼✺

q✉❛s✐✲❧♦♥❣✉❡✉r✱ ✼✻
q✉❛s✐✲r❛❞✐❝❛❧✱ ✼✻
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡

♠♦❞✉❧❡✱ ✼✺
q✉❛s✐✲s♦❝❧❡✱ ✼✻
q✉♦t✐❡♥t

❝❛rq✉♦✐s✱ ✼✷✱ ✶✾✵
❣r❛♣❤❡✱ ✶✾✵
♠❛tr✐❝❡✱ ✶✽✽

r❛❝✐♥❡
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✸✵
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✾✼
✐rré❣✉❧✐èr❡✱ ✾✼
♣r❡sq✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✷✹
ré❣✉❧✐èr❡✱ ✾✼
s✐♥❝èr❡✱ ✾✼

r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✸✵

r❛♥❣
❞✬✉♥ t✉❜❡✱ ✼✹

r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✱ ✼✸
❞✐❛♠❛♥t✱ ✻✷

r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✱ ✶✻
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✽
❞❡ ❙❝❤✉r✱ ✸✵

r✐❣✐❞❡
♦❜❥❡t✱ ✷✽

ré❡❧❧❡
r❛❝✐♥❡✱ ✸✵

ré✢❡①✐♦♥
❞❡ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✷

ré✢❡①✐♦♥✲❣r❛❞✉é
❝❛rq✉♦✐s✱ ✶✺✶

ré✢❡①✐♦♥✲éq✉✐✈❛❧❡♥t
❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✷

ré❣✉❧✐❡r
♠♦❞✉❧❡✱ ✷✾

ré❣✉❧✐èr❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ✼✺
r❛❝✐♥❡✱ ✾✼
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s✱ ✶✼✺

s❛✉✈❛❣❡
❝❛rq✉♦✐s✱ ✾✼

❙❝❤♦✜❡❧❞
t❤é♦rè♠❡ ❞❡✱ ✶✷✾

❙❝❤✉r
r❛❝✐♥❡ ❞❡✱ ✸✵
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✱ ✸✵

s❡♠✐✲❝❛♥♦♥✐q✉❡
❜❛s❡✱ ✶✺✽

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛❝é❡
❛❧❣è❜r❡ ❛♠❛ssé❡✱ ✶✼

s✐♥❝èr❡
r❛❝✐♥❡✱ ✾✼

s♦♠♠❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✶✷✶
s♦✉r❝❡✱ ✷✵

❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡✱ ✷✵
s♦✉r❝❡s

s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✶✹✽
s♦✉s✲❝❛rq✉♦✐s✱ ✷✵

♣❧❡✐♥✱ ✷✵✱ ✷✷✽
st❛❜❧❡

♣❛✐r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✶✾✺
st❛♥❞❛r❞

❝❛té❣♦r✐❡✱ ✼✸
♠♦♥ô♠❡✱ ✻✼

s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❞❡ ♣✉✐ts✱ ✶✹✽
❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ✶✹✽

s✉♣♣♦rt✱ ✶✶✸
❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ✶✻✾
❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t✱ ✹✼
❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✽✷
❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✽✵

t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙❝❤♦✜❡❧❞✱ ✶✷✾

tr❛♥s❥❡❝t✐❢
♦❜❥❡t✱ ✸✹

tr❛♥s❥❡❝t✐✈❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ✸✺
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❛♠❛s✱ ✶✼✺

tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❝❛rq✉♦✐s✱ ✼✷
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t✉❜❡
❝❛rq✉♦✐s✱ ✼✹
❝❛té❣♦r✐❡✱ ✼✹
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ✼✹
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✼✹

t②♣❡ ❛✣♥❡
❞✬✉♥ ❝❛rq✉♦✐s✱ ✶✵✾

t②♣❡ ❛✣♥❡ Ãr,s✱ ✶✵✾
t②♣❡ ✜♥✐
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