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o Introduction : S. Fomin et A. Zelevinsky (Cluster Algebras | :
Foundations, J. Amer. Math. Soc. 2001)
@ Motivation : Cadre pour une étude combinatoire de
e la positivité totale dans les groupes algébriques réductifs,
o les bases canoniques dans les groupes quantiques.
o Liens :

Combinatoire,
Théorie de Lie,
Géométrie de Poisson,

o
[}
o
o Théorie des représentations...
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Problématique

Probléeme : Trouver et calculer des bases dans les algebres amassées.
Bases canoniques :

o Sherman-Zelevinsky (Ay, Alyl),

o Cerulli Irelli (A3 ).
o Bases :

o Caldero-Keller (fini),
o Geiss-Leclerc-Schroer.

Stratégie : Donner une définition unifiée a |'aide de la théorie des
représentations.
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@ Algebres amassées et catégories amassées
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Graines et amas

Une graine est un couple (Q,x) ou :
e Q= (Qo, Q1) est un carquois sans boucles ni 2-cycles;

o x=(x; : i€ Q) est un Q-tuple d'indéterminées sur Z, appelé
amas de la graine (Q,x).
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Mutation de graines

Pour tout k € Qo, uk(Q,x) = (Q',x’) est la nouvelle graine donnée par :

Q Q
. r . . r+st .
| —> | —>
NN A
k k
r . . r—st
| —>) | —>)
N S| A
k k
et
X' =x\ {3} U {x}
ou

xkx,'(: H Xi + H Xj.

i— ke@ k—i€@

On note (Q,X) ~mut (R,y) la relation d'équivalence engendrée.
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Algebres amassées acycliques

Soit (@, u) une graine avec Q acyclique.

Définition

L'algebre amassée A(Q) de graine initiale (Q, u) est

A(Q) = Z[x|x € c ou (R, €) ~mut (Q,u)] C Q(u)

Les ¢ apparaissant sont appelés les amas de A(Q),
Les x € c sont appelés les variables d’amas de A(Q).

Cl(Q) = {variables d’amas} .
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e Laurent

Théoreme, Fomin-Zelevinsky, 2001
A(Q) c Z[u™1].

Si x € Z[u*], le vecteur de dénominateur den(x) € Z% de x est donné
par
P(u)

X = uden(x)

sous la forme irréductible.
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\Y/ mes d'amas

Définition

Un monéme d’amas est un mondme en des variables d’amas appartenant a
un méme amas.

On pose

M(Q) = {mondémes d’amas dans A(Q)} .
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Algebres amassées de type fini

Définition

Une algebre amassée A(Q) est dite de type fini si |C1(Q)| < oc.
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Diagrammes de Dynkin simplement lacés
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Classification pour le type fini

Théoreme, F.Z., 2002

A(Q) est de type fini si et seulement si Q est un carquois de type Dynkin.
Dans ce cas, den induit une bijection

den : CI(Q)— ®-0(Q) U (—N(Q)).
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Une base pour le type fini

Théoreme, Caldero-Keller, 2005

Si A(Q) est de type fini, alors M(Q) est une Z-base de A(Q).

Fait, Sherman-Zelevinsky
En général, M(Q) n’egendre pas A(Q).

Conjecture, Zelevinsky

En général, M(Q) est linéairement indépendant au-dessus de Z.
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La catégorie amassée

Soit k = C, @ un carquois acyclique.

kQ@-mod =~ rep(Q).

Définition, BMRRT, 2004

La catégorie amassée de @ est la catégorie d’orbites de I'auto-foncteur
F = 771[1] dans la catégorie dérivée bornée D®(kQ) de k@-mod.

Co = DP(kQ)/F.

| N\

Théoreme, K, BMRRT, 2004
@ Cq est une catégorie triangulée;
o Extg, (X, Y) = DExt¢ (Y, X) (2-Calabi-Yau) ;
e ind(Cq) = ind(kQ-mod) U {P;[1] : i€ Qo}.

A\
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La grassmannienne de sous-modules

@ Soit M un kQ-module et e € Z%. On note
Gre(M)={NC M : dimN =e}

la grassmannienne de sous-modules.

@ On note x la caractéristique d'Euler-Poincaré.

G. Dupont (Université Lyon 1) Algebres amassées affines 6 novembre 2008 15 / 52



L'application Caldero-Chapoton

L'application Caldero-Chapoton est I'application X; : Ob(Cq)— Z[u™!] :
e Si M, N sont dans Ob(Cq), alors Xygn = XmXn;
o Si M~ Pi[1], alors Xp,1) = ui;

@ Si M est un module indécomposable, alors

Xy = ZX(Gre(M)) H u_—(e,dimS,-)—(dimS,-,dim M—e) (1)

; .
i€Qo

L'égalité (1) est vraie pour tout kQ-module M.
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Des catégories amassées aux algebres amassées

Théoreme, Caldero-Keller
X7 induit une bijection

{ rigides indécomposables dans Cq} — CI(Q).
De plus, I'application

{ {objets rigides maximaux dans Cq} — {amas dans A(Q)}
T=@jcq, i = {X1, :i€Q}

est une bijection.
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Mondémes d'amas et objets rigides

Corollaire

Xz induit une bijection

{ objets rigides dans Cq} — M(Q).

| \

Corollaire
den induit une bijection

ClQ) = ¢35 (Q) U (-N(Q))
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La formule de multiplication unidimensionnelle

Théoréme, CK

Soient M, N des objets indécomposables dans Cq tels que

dim Extg, (M, N) = 1. Alors

XuXn = Xg + Xpr

ol B et B’ sont les uniques objets tels qu'il existe des triangles non-scindés

M— B— N— M[1],

N—s B'— M— N[1]
dans Cq.
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© Algebres amassées affines
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Motivation

@ Théoreme de classification fini-docile-sauvage,

@ les carquois affines sont minimaux parmi les carquois de
représentation infinie,

@ leur théorie des représentations est bien connue.
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Diagrammes affines simplement lacés
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Algebres amassées affines

Définition

Un carquois @ est dit affine si il est acyclique et si son graphe non-orienté
sous-jacent est dans la liste précédente.

Définition

Une algébre amassée A(Q) est dit affine si Q est un carquois affine.
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Systemes de racines affines

®0(Q) = PL(Q) LUN*
®35(Q) = ¢%5°(Q) L {4}

Théoreme de Kac

Soit d € N®_ Alors
@ IM indécomposable dans rep(Q,d) ssi d € ®-((Q);
o JIM indécomposable dans rep(Q, d) ssi d € ®,(Q);

@ |l existe une famille a un paramétre de représentations
indécomposables dans rep(Q, nd) pour tout n > 1.
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Le carquois d'Auslander-Reiten de kQ-mod

réelle Schur réelle Schur
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Tubes dans I(kQ)

A A

N
36’ \){\}(\;, ...... “

TSN ST .
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Tubes dans I(kQ)

A A

N
36’ \){\}(\;, ...... “

il PSRN

TSN ST .

fég"i M ,,,,,,
LK X X |
réelle[
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Tubes dans I(kQ)

A A

N
36’ \></' \></' \> o 1 ‘

non-Schur réeﬂe{

TSN ST .

:fég"i M ,,,,,,
LK X X |
| réeHe[

Schur
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© Polyndmes de Chebyshev généralisés
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Motivation

@ Probleme : Comprendre X; sur les composantes régulieres.

@ Stratégie : Utiliser la structure combinatoire de ces composantes
pour obtenir une description combinatoire du comportement de Xs.
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Polynémes de Chebyshev généralisés

Soit x;, i > 1 des indéterminées sur Z.

Définition

Le n-eme polynéme de Chebyshev généralisé P, est donné par
X, 1 (0)
Po(x1,...,xn) = det 1 € Z[x1, ..., Xn]
© 1.
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Un tube

R> Ro Ry R> Ro

G. Dupont (Université Lyon 1) Algebres amassées affines 6 novembre 2008



R> Ro Ry R> Ro
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Exemple dans le cas A3z

Soit @ le carquois affine de type A3,1.

Q: 1 4

[(kQ) contient un unique tube exceptionnel 7y et rg(7p) = 3.
On note Eg, E1, E> les quasi-simples de 7p.
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Exemple : Quasi-simples du tube exceptionnel de Ag,’l
00—k
/ X
0 0

Eo:
kL\o\
Eli 0 0
0——0
N
E> : k ! k
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Le tube exceptionnel de A3,1
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Variables dans le tube exceptionnel de A3,1

Uy + ug up + u3
XOZXE0:77 X1:XE1 :7’
us uz
14 viuz + uoug

Uujug

xo = Xg, =
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Variables dans le tube exceptionnel de

Up + Ug up + us
XOZXE0:77 X].:XE].:*’
us uz
14 viuz + uoug
xo = Xg, = .
Uujug
Uylp + Uius + uzug
Xeo) =
0 U us
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Variables dans le tube exceptionnel de

Up + Ug up + us
XOZXE0:77 X].:XE].:*’
us uz
14 viuz + uoug
xo = Xg, = .
Uujug
Uylp + Uius + uzug
Xeo) =
0 U us

% U%U3U4 + Ufuzus + U1U§U4 + urug + Urup + UzUy + Uzusuf
My =

ujuouzla
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@ Variables génériques
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Motivations

@ « Généralisation »des mondmes d'amas,

@ Analogue a la base semi-canonique duale.
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Existence des variables génériques

Lemme, D. 2008

Soit @ un carquois acyclique et d € N®. Alors il existe un ouvert dense
Ua C rep(Q, d) tel que X7 est constante sur Uy.
On note Xy la valeur de X5 sur cet ouvert.
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Définition des variables génériques

Definition
Soit d € Z%. On pose

Xa=Xa. [T v°
d;i<0

la variable générique de dimension d.
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Variables génériques et monomes d'amas

Proposition, D. 2008

Soit @ un carquois acyclique. Alors
M(Q) c B(Q).

De plus, si @ est Dynkin, alors

M(Q) = B'(Q).
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Décomposition canonique et variables génériques

Proposition, D. 2008

Soit @ un carquois acyclique, d e N® d=d; @ --- & d, sa
décomposition canonique. Alors

n
Xg =[] Xa.-
i=1

Il suffit donc de calculer Xy pour d € ®S¢.
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Explicitation des variables génériques

Proposition, D. 2008

Soit Q un carquois affine et d € 5°(Q).
o Sid e d5¢(Q), alors Xy € M(Q);
@ Sinon, d = § et X5 = Xy, pour tout A € P}.

Corollaire
Soit @ un carquois affine. Alors

B(Q)=M(Q)U{X{Xe : n>1E € &g}
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La propriété de différence

Définition

Soit @ un carquois affine, on dit que Q satisfait la propriété de différence
si pour tous M, My indécomposables dans rep(Q, ) appartenant
respectivement a un tube exceptionnel et a un tube homogene, on a :

XM)\ =Xm — Xq‘radM/q.socM'
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La propriété de différence

q.soc(M) M,
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La propriété de différence pour A

Théoreme, D. 2008

Soit Q un carquois affine de type A. Alors Q satisfait la propriété de
différence.

Tout carquois affine satisfait la propriété de différence. \
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Variables génériques et algebres amassées

Lemme, D. 2008

Soit @ un carquois affine satisfaisant la propriété de différence. Alors

Z[Xu : M e 0b(Co)] = A(Q).

| N\

Corollaire, D. 2008

Soit @ un carquois affine satisfaisant la propriété de différence. Alors

B'(Q) c A(Q).

A\

G. Dupont (Université Lyon 1) Algebres amassées affines 6 novembre 2008 45 / 52



Base semi-canonique

Théoreme, D. 2008

Soit @ un carquois affine tel que tous les carquois équivalents sous
réflexion a Q satisfont la propriété de différence. Alors B'(Q) est une
Z-base dans A(Q).

Corollaire, D. 2008

Soit @ un carquois affine de type A. Alors B/(Q) est une Z-base dans
A(Q).

Soit @ un carquois affine. Alors B/(Q) est une Z-base dans A(Q).
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Représentations de rep(Q, d) pour Asz;

/2 3\
1 4
k —L> k
N
k ! k

Si A # 0, M) est quasi-simple dans un tube homogene.
Mp est dans 7 et

M, -

q.socMy ~ Ey, q.radMy ~ E(g2).
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Le tube exceptionnel de A3,1
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La propriété de différence pour Ag.‘l

e 0 [0001] [0010] [0110] [0011]  [0111] [111]
Gre(M)) 0 S E  EP EBeS EPes, M
X(Gre(Mp)) 1 1 1 1 1 1 1
Gre(M,\) 0 54 @ @ P3 P> M/\
X(Gre(My)) 1 1 0 0 1 1 1
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La propriété de différence pour Ag.‘l

e 0 [0001] [0010] ([0110] [0011] [0111] [1111]
Gre(Mo) 0 Si E EP EaS EPaS, M
X(Gre(Mp)) 1 1 1 1 1 1 1
Gre(M,\) 0 54 @ (Z) P3 P> M/\
X(Gre(My)) 1 1 0 0 1 1 1
Xy = ufU3u4 + UfU2u3 + U1U§U4 + urug + urup + uzug + U2U3U§
0 Uy Up U3 lg
Xy — U%U2U3+U1U2+U1U4+U3U4+U2U3U£
My = Uy Us U3 U

XMy = Xm, + Xg

G. Dupont (Université Lyon 1) Algebres amassées affines 6 novembre 2008 49 / 52



La base semi-canonique de A(qul)

xo = Xgy» x1 = Xgy %2 = Xg,,
Yo=Xea, =X, y2=Xeo),
z = Xum,
Alors,

B(Q)=M(Q)uU{z"x'y? : n>0,r,s>0,i=0,1,2}

est une Z-base de A(Q).
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© Directions futures
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Directions futures

Bases canoniques pour les carquois affines,
Adaption aux coefficients principaux,
Bases génériques pour les carquois sauvages,

Liens avec la base semi-canonique duale.
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