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0-1

INTIRODUCTION

C'est en €tudiant la dépendance entre deux variables aléatoires X et Y que l'on a rencontré
pour la premiére fois une suite de coefficients de dépendance (e, .} dont le premier terme ey

n'était autre que le coefficient de corrélation linéaire. Il était alors facile de voir que ces coefficients
complétaient et comblaient les lacunes bien connues de ce dernier en ce qui concerne la mesure de la

dépendance. En fait, ces e, ¢ comportaient naturellement comme des coefficients de corrélation

d'ordre supérieur. Aussi, c'est cette appellation qu'on leur a donné dans un premier article publié en
1984 dans la revue "Statistique et Analyse des Données".

Bien siir, il semblait clair que 1'on pouvait obtenir A partir des e; . une étude fine de la

dépendance, et donc des applications pratiques intéressantes. Mais, il s'est avéré trés vite que,
c'étaient plut6t les fonctions orthogonales qui possédent des propriétés probabilistes et statistiques

intéressantes (on définit les p. . par: p.. = E[P.(X)Q.(Y)] , (P} et (Q.) représentant les familles
?l-.' el-J 1 ) 1 )

de polyndmes orthogonaux associées 2 X et Y). En effet, on a vu aussi que les fonctions
orthogonales permettaient d'introduire des variances d'ordre i mesurant la concentration d'une
probabilité autour de i points distincts connus, avec un poids associé connu également. Ce résultat a
€t€ exposé au premier symposium international sur les polyndmes orthogonaux de Bar Le Duc, et
devrait €tre concrétisé prochainement par un article.

Enfin, on s'est apergu également que la forme trés particuliere des Transformées de Fourier
des polyndmes d'Hermite permettait d'obtenir facilement la loi de la somme de n variables aléatoires.

Tout ceci a conduit a penser que les fonctions orthogonales sont des outils probabilistes
particulitrement puissants. Aussi, dans cette thése, on va s'intéresser A deux aspects des fonctions
orthogonales considérées comme instruments purement probabilistes : les coefficients de corrélation
d'ordre supérieur et le test Hilbertien d'indépendance d'une part, et I'étude de la loi de la somme de n
vecteurs aléatoires et de leurs formes quadratiques d'autre part.

L'étude des coefficients de corrélation d'ordre supérieur constitue, bien siir, la suite de l'article
de 1984, et est destiné a étre publié en article dans la revue STATISTICS. La version présentée dans
cette these est la seconde version de cet article corrigée selon les indications des rapporteurs, et
Iégérement modifié. En effet, vu sa longueur, il semblerait qu'il soit destiné 2 étre publié en deux
articles distincts.

Dans la version présentée dans cette these et en ce qui concerne l'aspect probabiliste, on

généralise la définition des e;; au cas vectoriel et & d'autres fonctions orthogonales que les

polyndmes orthogonaux, on étudie le lien entre les e, ; et les coefficients de corrélation canonique,

on montre qu'ils peuvent détecter toute dépendance fonctionnelle du type f(X)=g(Y), et enfin, qu'ils
permettent d'expliciter les définitions et propriétés élementaires des probabilités conditionnelles.

En ce qui concerne I'aspect statistique, on obtient la loi asymptotique des coefficients de
corrélation d'ordre supérieur empiriques. Ce dernier résultat est a rattacher a 1'étude du test
d'indépendance Hilbertien que nous effectuerons ici de fagon détaillée dans trois articles distincts :
d'abord dans la fin de cet article sur les coefficients de corrélation d'ordre supérieur, ensuite, dans
l'article "A new form for the chi squared test of independence" paru dans STATISTICS en 1988, et
enfin, dans 'article "Test Hilbertien d'indépendance" proposé au Journal Canadien de Statistique, et
corrigé selon les indications des rapporteurs.

Signalons, qu'en ce qui concerne le cas de lois marginales connues, ce test repose directement
sur les résultats de BOSQ. Maintenant, s'il faut estimer les paramétres, on aura recours 2 la loi
asymptotique des fonctions orthogonales empiriques dont la simplicité géométrique mérite d'étre
soulignée.



Quant 2 la loi de la somme de n vecteurs aléatoires et la loi des formes quadratiques associées, -
c'est une étude que I'on vient de terminer. Mais, il a semblé bon de l'inclure dans cette thése car on
voit 12 encore plus qu'ailleurs, que les fonctions orthogonales sont des instruments probabilistes
particuliérement puissants.

Maintenant, il est bien clair que les fonctions orthogonales ont encore beaucoup d'autres
propriétés qu'il n'était guere possible de réunir ici. En ce qui concerne nos recherches propres, a
savoir 1'étude des fonctions orthogonales en tant qu'instruments purement probabilistes ou
statistiques, signalons : les variances d'ordre supérieur, la loi asymptotique des estimateurs des
moindres carrés en régression linéaire, la loi asymptotique des probabilités et densités
conditionnelles empiriques, des résultats sur le Théoréme de la Limite Centrale et la Loi Faible des
Grands Nombres.
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COEFFICIENTS DE
CORRELATION D'ORDRE
SUPERIIEUIR

Mots-clefs : éocfﬁciem de corrélation, corrélation canonique, dépendance fonctionnelle,
probabilité conditionnelle, fonctions orthogonales, test d'indépendance du chi-deux, test Hilbertien.

Résumé : On poursuit I'étude des coefficients de corrélation d'ordre supérieur qui compleétent
les coefficients de corrélation classiques en mesurant des dépendances de plus en plus fines. On
montre qu'ils peuvent détecter toute dépendance fonctionnelle du type f(X)=g(Y) , qu'ils
permettent d'expliciter les théorémes classiques des probabilités conditionnelles, et de généraliser la
théorie des coefficients de corrélation canonique. On obtient la loi asymptotique des coefficients de
corrélation d'ordre supérieur empiriques. On en déduit une classe de tests Hilbertiens
d'indépendance avec estimation de paramétres qui contient le test correspondant du chi-deux.

Summary : We continue the study of correlation coefficients of superior order. These
coefficients complete the classical correlation coefficients by measuring some dependences more
and more sharp. We prove that they can detect all dependence f(X)=g(Y) , and we explicit the
classical theorems of conditionnal probability with these coefficients. Moreover we generalise the
canonical correlation coefficients. By another way, we obtain the asymptotic distribution of
empirical correlation coefficients. With theses results, we build the Hilbertian Test of Independence
with estimation of parameters. Then, the Chi-squared Independence Test with estimation of
parameters is a particular case of this test.

Indice de classification AMS : 60A05, 62F03, 62J02, 62J05.
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- DUCTION E
NOTATIONS

On poursuit ici I'étude, commencée en 1984, des coefficients de corrélation d'ordre supérieur,
les p; . (i,j)*N*xIN* Cette appellation donnée aux p;,; avait €t€ suggérée par le fait que ¢, |

n'est autre que le coefficient de corrélation linéaire, et n'est en fait que le premier terme d'une suite
de coefficients de corrélation qui mesurent des dépendances de plus en plus fines, 2 savoir des
dépendances polyndmiales. Mais, on peut de la méme fagon, obtenir d'autres coefficients de
corrélation d'ordre supérieur, qui mesurent d'autres types de dépendance. Par exemple, on aura
également des coefficients de Spearman d'ordre supérieur.

En fait, les e;; ont déja été €tudiés par Lancaster dans le cadre plus particulier de la

corrélation canonique. D'autre part, la matrice des e, est la matrice d'un opérateur de projection

orthogonale étudié par Csaki et Fischer dans le cadre de leurs recherches sur la corrélation
maximale. La réunion de ces différents résultats permettra de généraliser de fagon simple la
définition des coefficients de corrélation canonique, ainsi que les théorémes associés. On se
retrouve ainsi dans le cadre de I'étude de Dauxois et Pousse sur la corrélation canonique
généralisée.

On verra alors comment appliquer ces résultats dans le cas de l'existence d'une relation
fonctionnelle du type f(X)=g(Y) entre deux vecteurs aléatoires X et Y . En particulier, on trouvera

une condition simple sur les e;; pour détecter les dépendances du type Y=f(X) .
De plus, on exprimera les théorémes élementaires des probabilités conditionnelles au moyen
des 0y Ce qui permettra d'expliciter I'espérance et la probabilité conditionnelle.

D'autre part, on généralisera la définition des coefficients de corrélation d'ordre supérieur
empiriques, et on obtiendra leurs lois asymptotiques. On en déduira le Test d'indépendance
Hilbertien avec estimation de paramétres, ce qui généralise ainsi le test Hilbertien de Bosq. Un cas
particulier de cette classe de tests sera, bien sir, le test d'indépendance du chi-deux dans le cas de
lois marginales inconnues.

On introduit maintenant les notations et hypothéses que nous utiliserons tout au long de cet
article.

1-1 Notation des vecteurs al€atoires : Dans cet article, (X,Y) désignera un vecteur al€atoire

défini sur un espace probabilisé ({2.3t.P) et a valeurs dans RP*9 . Nous supposerons que X =
0, 10, ST ,Xp) est A valeurs dans RP, et Y=(Y,,Y,,...... ,Yq) a valeurs dans IR9 . Nous
noterons par 0, pu'et p ", les probabilités images de (X,Y), X et Y , et par Fxy » Fx et
Fy , leurs fonctions de répartition.

1-2 Notation des familles orthonormales : Nous notons par (P.},_ et { Q) deux familles
orthonormales associées 3, respectivement, L2(IRP,u’) et LZ(R9u") ,o0 N =(0,1,..,h} ou
N=N ,et M={01,.k) ou M =N et vérifiant Pp=Qy=1.

D'autre part, nous posons N*= N\{0} et M *=M\{0}, et nous supposons N*=Q et
M*2 |

De plus, dans les chapitres VI et VII , nous supposerons N=(0,1,..,h} et M = {0,1,...k} .
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Rappelons que, comme L%(RPp') est séparable (Weidmann , p 20 ex-6, p 27 ex-11) ,

toute famille orthonormale de cet espace est dénombrable (Weidmann, 2° prop p 47) . En fait, N
représentera un ensemble fini, essentiellement dans deux cas : d'abord, lorsque p' est concentrée
en un nombre fini de points, ce qui sera le cas pour les mesures empiriques, ensuite, lorsque les P,

représentent les polyndmes orthonormaux d'une probabilité p' dont tous les moments ne sont pas
définis.

3- : On note par [E(.),6() et p(.,.), l'espérance, 1'écart-type, et
le coefficient de corrélation linéaire, et par <,> et Il Il ,le produit scalaire et la norme dans les
espaces L2,

De plus, soient f une application de RP dans R , et g une application de R9 dans R,
alors on note par f®g , I'application de RP*® dans R définie par: (f®g)(x,y) = f(x).g(y) pour
tout (x,y)<RP*4,

D'autre part, soit B un Borélien de RP, alors, on note par 1g la fonction indicatrice de B .
Soit { ai’j}(i'j)c N*x» une suite double réelle. Alors on note par { [ai'j} }(i DN XM * la
81,1,81'2,31'3, ........
8y 1,85 5,85 34eennenn.
{{ai,j) } - 2,1°92,2°%2.3

Gj)eN*xM* — ’
J a3 1,83 9,83 350eueeen.

matrice, finie ou infinie :

et on généralisera cette notation 2 d'autres ensembles d'indices que N *xM*,

Enfin, Sij représentera le symbole de Kronecker.

1-4 - Notation des sommes infinies : Les signes z opérant sur des éléments de L2

représenteront toujours la limite dans I'espace normé L2 considéré. De plus, les signes 2
opérant sur des réels représenteront la limite classique dans R . Enfin, dans R?, on définira
2 a,; = lim { 2 ai’j} » €t on généralisera de fagon naurelle cette limite 2 des suites

G j)f—‘N2 Mk3e0 i€M et jSm

double définies sur d'autres ensembles d'indices que IN2
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Il - PROPRIETES
ELEMENTAIRES DES
CQEFFICIENTS DE
RRELATION D’ QRDRE

SUPERIEUR

Dans ce paragraphe, on généralise les définitions et propriétés élémentaires des coefficients
de corrélation introduits dans Lancaster 1958 et 1969 ou Blacher 1984-a .
On commence par donner leur définition.

Définition 2-1 : Soit (i,j)e N *xJM * . On appelle coefficient de corrélation d'ordre (i,j)

associé aux familles (P,};_ et {Qj} M le nombre réel [ [Pi(X)Qj(Y)] , que l'on note par
PIJ(X’Y)’ ou ei,j :
eij = 01XV = E[Pic0Qum)].

Pour simplifier les notations, on adopte la convention suivante.
Notations 2-2 : Nous généralisons les notations de 2-1 en posant pour tout (i,j)e NxM .
eij= [ [Pi(X)Qj(Y)] vie. pg = g; = 0 si i#0 et 1sinon.

Par exemple, dans le cas ot X et Y sont des variables aléatoires, et oli les familles (P},

et [Qj} jeon, sont les familles de polyndmes orthonormaux, les p, j sont les coefficients de
corrélation polynomiale.
x - E(X) y- E(Y)

et Q)y) =
6(X) o(Y)

et ¢, , est donc le coefficient de corrélation linéaire. De méme 1210, €t @,, mesurent des

En particulier, P,(x) =

dépendances quadratiques, @, ,, 0,3, P5;» P5, €t £ ; mesurent des dépendances cubiques etc...

(cf Blacher 1984 ) .
Rappelons aussi que le coefficient de corrélation d'ordre (i,j) est le coefficient de corrélation

linéaire de P,(X) et Qj(Y ).

Maintenant, la proposition suivante montre bien que le coefficient de corrélation linéaire n'est
que le premier terme de toute une suite de coefficients de corrélation.

Théoréme 2-3 : On suppose que (P}, y et { Qj} jeo, sont des bases de, respectivement,
L2(RP,u) et L2(R9,u") . Alors, en tout (x,y)cRP*4, X=(X) X peeeXp) » Y=(Y Y 1Y) » ON
peut écrire la fonction de répartition Fy v, sous la forme suivante :



( u=x v=y
Fxy(xy) = Fy®Fy(y) + 2, gid.[ P.(u).u'(du) Qv)-n"(@dv) | ,

(1j)F N*xM*
\ U=-0 V=-00
u=x up=x1 uz=x9 rup=xp
ol J Pupu'ds)y = | | .. Pi(ul,uz,....,up).u'(dul,duz,....,dup) .
U=-0c0 ulz-oo u2=-oo Jup=-oo

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du résultat suivant.

Lemme 2-4: Soient feL2(RPu’)et ge L2(R9pu" :

f= Z(XIP‘ et g= z Bij . AlOl’S, JJ f®g.d0 = z (XIBJPIJ

ieN jFM (i,j)e NxM

I suffit de remarquer que l'on peut également écrire f et g sous la forme:

PHq
f=2aP®Q, et g= X BP®Q dans LXR"0)
icN jFM
et d'appliquer la continuité du produit scalaire.

Pour démontrer 2-3, il ne reste plus qu'a choisir f comme étant la fonction indicatrice de
J-e=,x] et g celle de ]-o0,y] .

Dans le cas ou (X,Y) admet une densité, ce théoréme se traduit de la fagon suivante.

Théoréme 2-5 : On suppose que (P}, et [Qj} je sont des bases de, respectivement,
L2RPp)et LARIp")
Alors, (X,Y) admet une densité de probabilité f par rapport 2 p'®u", fFLz(lRM,u'®u")

. . 2
si et seulement si 2 Pi: < Hoo .
(j)e N*x M *

De plus, sous cette hypothése,

f= 1+ X .P®Q dans L’R"™pep
(,j)e N *xM*

Ces résultats sont classiques et sont des corollaires des propriétés élémentaires des bases
orthonormales . Remarquons qu'on peut aussi les déduire de 2-3.
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On rappelle maintenant le rapport entre les coefficients de corrélation d'ordre supérieur et
l'indépendance. D'abord, comme eij est le coefficient de corrélation linéaire de P,(X) et Qj(Y) ,
on a le théoré¢me suivant.

Théoréme 2-6 : Si X et Y sont indépendants, alors, pour tout (i,j)é N *xM * |
pi‘j(X,Y) =0 . ~

D'autre part, les coefficients de corrélation d'ordre supérieur possédent, eux, la fameuse
réciproque que ne vérifie pas le coefficient de corrélation linéaire.

Théortme 2-7 : On suppose que (P}, et ( Qj] je, sont des basesvdc, respectivement,
L2(RPu)et L2(R9")
Alors, si pour tout (i,j)e N *xM * | ei,j(X,Y) =0, X et Y sont indépendants.

11 suffit d'appliquer 2-3.

Maintenant, les coefficients de corrélation d'ordre supérieur permettent aussi de calculer la
corrélation de f(X) et G(Y) .

Théoréme 2-8 : On suppose que (P}, _, et [Qj} jeo, sont des bases de, respectivement,
L2(RPu) et L2(R9,p")
Soient feL((R’p) et geLZR'p") : f=DoP, et g= 2 B Q
ieN jFM
Alors, o(f(X), g(Y)) , le coefficient de corrélation linéaire de f(X) et g(Y) estégala:

3 2 ;8,0
e(f(X).g(Y) = —SDNTxM 2
2
/ Yol [T
icFN* jFM*

Ce théoréme est un corollaire évident de 2-4.

Il sera utile de rappeler une condition simple avec laquelle les hypothéses de 2-5 sont
toujours vérifiées.
Théordme 2-9 : Nous supposons que X est concentré en un nombre fini de points. Alors

(X,Y) admet toujours une densité de probabilité f par rapport 3 p'®u" : feLZ(RP*9u'@u") .

En effet, on sait (cf 16-10, p 261 de Choquet) qu'il existe toujours deux bases
orthonormales, (P;};.y et {Q);-. de, respectivement, L2(RPuet L2(R9u").

D'autre part, d'aprés 'hypothese, card(N) = dim[L2(RPu)] < + o .
Donc le lemme 3-17, dont il est clair que la démonstration est indépendante de celle-ci, montre que

(91,1)2 < card(N *) <+ o
(ig)e N*xm*
11 suffit alors d'appliquer 2-5 pour terminer la démonstration.
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Il : CORRELATION
LANONIQUE

Un cas particulier des coefficients de corrélation d'ordre supérieur sera le cas des coefficients
de corrélation canonique. En effet, les résultats de Lancaster montrent que les fonctions canoniques
forment des familles orthogonales des espaces L2. D'autre part, Csaki et Fischer avaient constaté
que les opérateurs de projection orthogonale peuvent servir 2 étudier la corrélation maximale. En
fait, il est facile de s'apercevoir que ces divers résultats sont lis : la matrice de ces opérateurs n'est
autre que la matrice des coefficients de corrélation d'ordre supérieur, et les vecteurs propres
associés généralisent les coefficients de corrélation canonique.

III-A : COE IENTS DE CORREL

Nous allons maintenant rappeler les résultats de Lancaster sur les coefficients de corrélation
canonique. Pour introduire ceux-ci, nous aurons besoin de la corrélation maximale dont on rappelle
maintenant la définition.

Définition 3-1 : La corrélation maximale est définie par ¢ *(X,Y) = sup[e(f(X),g(Y))] lorsque
f parcourt L2(RPu) et g, L2(R9,u") .

On va d'abord se limiter au cas pP=q=1 et N=M =N de fagon 2 ne pas compliquer les
notations.

Rappelons maintenant qu'il n'existe pas forcément deux fonctions fet g telles que p*(X,Y)

= e(f(X),g(Y)) (cf Renyi p 445). Cepandant, sous I'hypothése de distributions ¢2-bomécs, ce
résultat est vrai.
Définition 3-2 : On suppose p=q=1. Lorsque Fx y admet une densité de probabilité f par

rapport 3 p'®u", feL2(R 2,u'®u") , on dit que Fyx y est ®2-bornée, et on définit ¢2 par ¢2+l =

” fzd(u'®u") . Dans, le cas contraire, on pose ¢2=+oo .

Donc, dans ce cas, on peut introduire les coefficients de corrélation canonique.

Définition 3-3 : On suppose que p=g=1, N=M=IN, et que Fx y est ®2-bornée. On définit
par récurrence les fonctions canoniques {t® Yo et (@) joN» de la manidre suivante.

On pose §@ =@ = | & eo=1 - Alors, la i-éme paire de fonctions canoniques sera
définie comme une paire de fonctions ( £®, ®) telle que p(£DX),n9(Y)) = sup[e (f(X),g(Y))]
lorsque f parcourt l'orthogonal de {£@, 5. §G-D} dans L2(R.u"), et g, l'orthogonal de
(MOD Gy gans L2(R,1"). On impose de plus, 1Dl = 1M = 1 . On définit alors le
coefficient de corrélation canonique associé e; par p, = e(t(i)(X),n(i)(Y)), et on impose enfin

p; 20.
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On remarque que la suite {p,) est décroissante et que p *(X,Y)=p, . Rappelons aussi que les
fonctions canoniques ne sont pas forcément définies de maniére unique : ce sera le cas dés qu'il

existeitelquep, =p, .

2 2
D'autre part, sous les hypothéses de 2-5, ¢ = Z @i,
(ij)e N*xM*

En fait, on peut énoncer le théoréme suivant (th 3-3, p 95 Lancaster 1969) .
Théoréme 3-4 : On suppose que p=g=1, N=M=IN, et que Fx y est -bornée. Alors

2 2
¢ = 2 e -
ifN*

Maintenant, les fonctions canoniques possédent la propriété de bi-orthogonalité (th 3-2, p 94
de Lancaster 1969 , et th 2-3, p 126 de Lancaster 1980) .

Théoréme 3-5 : On suppose que p=g=1, N=M=NN, et que Fyy est ®2-bornée. Alors, les
fonctions canoniques possédent la propriété de bi-orthogonalité, i.e. [E(§®DX)mP(Y)) = e;8; i
De plus, il existe deux bases orthonormales {ti}iFN et { 'nj} N de, respectivement, L2(R,u")
et L%(R,n"), ayant la propriété de bi-orthogonalité, et I'on peut imposer ('i(i)}i‘__N c{%}, et
{T)G)}FNC {7)).]1.‘%l »et écrire f,la densité de Fy y par rapport 3 W'®u" sous la forme :

(O] 2
f=1+ Z R l<8>‘r) " dans LXR NI TTR
ieIN*
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III-B : OPERATEURS DE PROJECTION ORTHOGONALE
T CORRELA

Dans leurs travaux de généralisation de la corrélation maximale, Csaki et Fischer ont utilisé des
opérateurs de projection orthogonale. En particulier, leur article de 1963 constitue une étude
approfondie de ces opérateurs, considérés dans cette perspective. Or, il est clair, 2 la lecture de cet
article, qu'il y a également un lien entre les coefficients de corrélation canonique et ces opérateurs.
En fait, nous verrons que ce sont les valeurs propres de ces opérateurs qui constituent une
généralisation naturelle des coefficients de corrélation canoniques.

Nous allons d'abord introduire les notations nécessaires, et rappeler quelques définitions et
propriétés élémentaires énoncées par Csaki et Fischer.

Opérateurs de projection orthogonale 3-6 : On note par ¥ (RP,u") et QAR ") , les
sous-espaces de, respectivement, LZ(IRP ') et L2(R9u"y , engendrés par (P}, .. et { Qj) eM*s

etpar P (RPuI®RIY et RPOQ(RIp"), les sous-espaces de LZ(IRP*9.0) suivants :
# (RPBR = {FFLARP.0) | IR RP ) : W (xy)eRPH, )=o) |
RPOQ(RI,u") = {gFLz(lRp“q-U) | 3gc Q@RI : V(x,y)eRPH, g(x,y)=g°(y)} :

b

up Q
Alors, les opérateurs HQ et H&,}, seront les opérateurs de projection orthogonale, de,
respectivement, &’ (RP,u)®RY sur RPOQ(RIp" , et RPOD (R4u"y sur ¢ (RPp)®RAI

De plus, ' ¥ et ‘J 2 seront les opérateurs définis, sur, respectivement, & (RP,u")®R9 et
RP®Q(R9,u") par :

Y 19} w ) ¥ 2
P =Hw0Hgz et =ﬂaoﬂw
Dans le cas ot (P,}._, et {Q))j-m sont des bases de L2(IRP,p') et L2(R91") , on notera

X Y _X Y o Q _w o)
b B ,ﬂYetﬂx aulieude 4 , % ,HQ etnw

Normes des opérateurs de projection orthogonale 3-7 On définit 5(%,Q) et S(%,Q) par:
W 2
8(P.Q) =  inf “f - Hg(t) ” et S(P,2) = /1 - 8(¥9.2)

fe P =1

P P i g 2
On definit e réel Il gl par: I TN = Y <M,p,Q» .
Gy N *xM *
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»

o op
Définition 3-8 : On appelle opérateur adjoint de I'opérateur H22 , l'opérateur (ﬂ 9 ) de
RPQ(R%,u") dans ¥ (RP,u)®RY, tel que pour tout fe 2 (RP,u)®R9 , et tout

gclRPGQ(qu,u"), <ﬂ:f,g> =< f, (H:) g> .

*

W Q
Proposition 3-9 : On a I'égalité : (ﬂ 9 ) =11 w *

Référence: th 1-3 Csaki-Fischer .

*
v

o
Définition 3-10 : On appelle valeur propre des opérateurs l'lg2 et (H 2
propres f et g , fe P (RP,u)®RI et geRPAQ(RI, "), f20 ou g0, tout réel A tel que

) associée aux vecteurs

[

g P
ﬂgf=)\g et (Hg)g=)\f .

Avec ces notations, on peut généraliser la corrélation maximale (th 1-2, Csaki, Fischer ) .

Proposition 3-11 : On a I'égalité suivante : S(¥,2) = supl p(f(X),g(Y))] , lorsque f
parcourt %P (RPuYet g, QURAu") .

Maintenant, on a une condition pour l'existence de fonctions f et g telles que S(%,Q) =

e (f(X),g(Y)) .

Proposition 3-12 : Pour que S(% .Q) =<f,g>, avec e (RPu), geR(R4u",
Iifii=ligll=1 , il Faut et il Suffit que f et gforment une paire de vecteurs propres des opérateurs

M e (n”’

9 9 ) , associés 2 la valeur propre A\ =S(¥,2) .

Référence : Csaki-Fischer, théoréme 1-5.

Rappelons que, s'il n'existe pas toujours f et g telles que <f,g>= S(¥,2), c'est parce que
la boule unité d'un espace de Hilbert de dimension infinie n'est pas compact (cf Schwartz, paragr

12, p 133) . D'autre part, on sait que, sous 'hypothése de distributions ¢2-bornées, les opérateurs
associés sont des opérateurs d'Hilbert-Schmidt. Or ces opérateurs sont complétement continus, et,
par définition, un opérateur complétement continu transforme un ensemble faiblement compact d'un
espace de Hilbert en un ensemble fortement compact (cf Akhiezer, Glazmann, paragr 27, p 56) .

C'est donc pour cette raison que les (‘é(i), n(i)) définis en 3-3 existent toujours.

A ce sujet, on peut aussi rappeler que la double norme il lll introduite en 3-7 définit une
généralisation du ¢? de Pearson ( Csaki-Fischer, th 1-7).
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¥ 2
Proposition 3-13: Ona légalité: Il TIlll = DI
(ij)r N*xM *

D'autre part, il nous sera utile de remarquer qu'il y a identité entre les valeurs propres
*

g © (Ha
Proposition 3-14 : Soit v une valeur propre de % ¢ . Alors 0<v<1 . D'autre part, si f est un
vecteur propre associé a la valeur propre v=0, alors f est orthogonal 2 RP®RQ(R9,u").
De plus, soit Ae[R* . Alors, les trois assertions suivantes sont équivalentes.
*

(7 7 I:JJ

des opérateurs I1 ) , et de l'opérateur %

[

o
1) A ou -\ est valeur propre de HQ et (ﬂ ) , de vecteurs propres associés : (f,g) .

Q

(‘I}, [7

2
2) N estvaleur propre de % , de vecteur propre associé f , et ﬂaf =Ag.

2 ) Q
3) A estvaleur propre de % , de vecteur propre associé g, et ﬂw g=Af.

o o
Démonstration : Définissons ¥, @etw par Y =IIQ f, =9 f et L= f-.

Alors, d'apres les propriétés des projections orthogonales, IVIS1 , lill < YISl et WIS
g <l . Comme ¢ =vf et & =(1-v)f, on en déduit quell-vi<1,ie. v20.

U

o
Supposons maintenant % f =0 . Si HQ f =0, f est orthogonal 2 IRP®Q(qu,u") .

g ) @
Si HQ f=7#0 ,alors, I1,, ¥ = 0. Donc 7 est orthogonal 2 ‘:P(pr,u')®|Rq , et donc ﬂ9f= 0.

i 2 W
Maintenant, supposons % f = A f , et définissons g par )\g=ﬂQ f .

2 W Q_w 2 Q
Donc, A f = w f=ﬂwonaf=ﬂw)\g,i.e. ﬂwg=)\f.
On a donc montré que 2) implique 1) . On en déduit le reste de la proposition.

L'intéret de se ramener A I'étude des valeurs propres de % ¥ réside dans le fait que cet
opérateur est auto-adjoint. En effet, on peut énoncer le résultat suivant, corollaire évident de 3-9 .

Proposition 3-15 : l'opérateur % ¥ est auto-adjoint.



III-C : REPRESENTATION MATRICIELLE

Nous allons voir maintenant que la matrice des coefficients de corrélation d'ordre supérieur

2
n'est autre que la matrice de l'opérateur H,:P .

Comme cette matrice est éventuellement infinie, il faudra donc avoir recours 2 la théorie des
matrices infinies. Or, les opérateurs de projection orthogonale sont des opérateurs bornés, et dans
ce cas, cette théorie ne présente pas de difficultés majeures. Aussi les résultats suivants sont assez
évidents : on pourra, par exemple, se référer aux livres de, Akhiezer paragraphe 26, Smirnov
chapitre S, et Weidmann chapitre 6-3 .

Notations 3-16 : On note par R la matrice de transposée : 'R = {{p; j)}

etpar F,lamatrice symétrique: F = {{ E ?i.j?i,j'}}
eN* G M *xM *

GpeN*xM*

Il faut remarquer que la matrice F est bien définie. En effet, c'est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 3- 17 : Pour tout (G4") €M *xM* | on a les inégalités suivantes

2
iFN* iFN*

) o 2
En effet, comme Hﬂ, est une projection orthogonale, ﬂ,:},Q i = SE [P,X)QWIP; ,
iFN*

2 )
et _Z ey = NM,QI* < Q=1

ce qui prouve la premiere inégalité. On en déduit la seconde en utilisant 1'inégalité de Schwartz.

Remarquons que les égalités précédentes montrent aussi que la matrice des e;; st la matrice de la

Q
projection orthogonale définie par l'opérateur n,:}, .

Aussi, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3-18 Les matrices, respectivement, R , 'R, F fournissent une représentation des

, w9
opérateurs, respectivement HQ , H,u,

{Qj]ij* ’ le}jc.M.‘ et (Plicnx (Qj}jcM‘ et {Qj]jcmt

Q
et % ,dans les bases, respectivement, (Pi)i; N+ €

Pour la matrice associée a Q, il suffit d'utiliser les produits de matrices infinies qui sont la
simple généralisation - dans le cas d'opérateurs bornés - des produits de matrices finies (ch 26,
Akhiezer, p 218 Smirnov) . De méme, on a le théoréme suivant.

Proposition 3-19 On a I'égalité F = R'R .

Donc, finalement, pour trouver les coefficients de corrélation canonique, il faudra chercher les

valeurs propres des matrices R ou F .



I-13

II-C ; COEFFICIENTS DE CORRELATION CANONIQUE
GENERALISES

On va voir maintenant comment obtenir une généralisation naturelle des coefficients de

corrélation canonique. En fait, nous allons voir que, lorsque le spectre de 2 st dénombrable,
les valeurs propres des opérateurs de projection orthogonale fournissent une généralisation évidente
des coefficients de corrélation canonique. Dans le cas contraire, on aura recours aux travaux de
Dauxois et Pousse sur ce sujet, et on obtiendra ainsi une généralisation de la corrélation canonique
la plus compléte possible.

Enfin, comme dans le cas pratique, on se limitera a I'étude de matrices finies, on remarquera
alors qu'en procédant de cette fagon, on obtiendra bien une approximation de Q.

Rappelons d'abord que, dans le cas on Fx y n'est pas ¢2~boméc, on n'est pas assuré de

pouvoir définir des fonctions canoniques. Cepandant, dans le cas o c'est possible, on a une
premiere généralisation simple de 3-3 .
Généralisation des notations 3-20 : On définit toujours par récurrence les fonctions canoniques

de P (RPpyet QR , | E(i)}icl‘ et [T)G)}jcr , de la manigre suivante. On pose d'abord
EO_n© =

Alors, la i-éme paire ( £, n@W) sera définie, lorque elle existe, comme une paire de
fonctions (§®, n®) telle que ¢ (£ D(X),nP(Y)) = suple(f(X),g(Y))] lorsque f parcourt
I'orthogonal de {E(’),...,'E(i'”} dans ¢ (RPu), et g l'orthogonal de [n“’,...,n“'”} dans
Q(R%u"y . On impose de plus NTE®DI = Mm@y = 1, et on définit toujours le coefficient de

corrélation canonique associé par e, = e(EP00,m(Y)) 0.
On note alors par {§,}._\ et (n jljea » deux bases orthonormales de, respectivement,

PRPu) et RY,u") qui complétent {E(i)}iFr et [‘r)(”}jFr ,ie. {'t;(i)]ipr c{¥). p

et {n“’]jcrc{nj]ﬂ avec FcN et McA .

Maintenant, les fonctions canoniques ainsi définies posseédent toujours la propriété de
bi-orthogonalité .

Théoréme 3-21 : On garde les notations de 3-20, et soient i€\ et j¢A . On suppose icI"
oujel’. Alors, E (ti(X)nj(Y)) =08, -



11 suffit de reprendre la démonstration de Lancaster sous les hypotheses de 3-20 (th 3-2, p 94,
1969 , et th 2-1, p 124, 1980) .

D'autre part, les couples de fonctions canoniques forment des couples de vecteurs propres.
Théoréme 3-22 : On garde les notations de 3-20, et soit ic " . Alors, le couple £, n® est

up o
un couple de vecteurs propres des opérateurs HQ et (" 9 ) , de valeur propre associée p, .

) 0] Q@ @
En effet, on déduit de 3-21, que HQE' = ei’r)l et H‘:},nl = ei'il .

Malheureusement, sans I'hypothése ¢2~boméc, l'existence de bases bi-orthogonales n'est plus
assurée a priori. Cependant, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3-23 : Il existe toujours deux bases orthonormales {t.}, o yux €
[Zj} FRUWUS de, respectivement, % (RPu") et Q(RI,u") , vérifiant les assertions
suivantes.

1) 8, Vet K sont des ensembles dénombrables deux 2 deux disjoints et pouvant étre vides, et il
en est de méme pour 8, Wet £.

e . .:}) ':P |
2) Siic®, le couple t,, g; estun couple de vecteurs propres de HQ et (ﬂ 9 ) , de valeur

propre associée A #0 .

3) Si i€’V , alors t, est orthogonal 2 RP®Q(R%,u") . De plus, si je W, alors, g est orthogonal
a P(RPuH®RT .

4) 11 n'y a aucun vecteur propre de, respectivement, ‘¥
() et (Z) -

5) Si i€8 ou je®, alors, [E(ti(X)zj(Y)) = )‘iSiJ .

Pet u 2 dans les espaces engendrés par,

Démonstration : Ce résultat se déduit aisément des propriétés des opérateurs auto-adjoints. En

effet, d'apreés 3-15, P est auto-adjoint. De plus, ¥ ¥ est borné. Donc les sous-espaces
propres associés 2 des valeurs propres distinctes sont fermés et orthogonaux (p 81, et th 3, p 86,
Akhiezer-Glazman) .

De plus, on sait que, si on note par ‘LPP le sous espace de L2(RP,u") engendré par les
vecteurs propres de % %, on peut écrire % (RP,u’) sous la forme : % (RP,') = ‘:Pp@‘:f’c ,ol
‘:Pc représente un sous-espace de % (RP,u") n'admettant aucun vecteur propre de W ¥ (cf p 357,

Riesz et Nagy) . On choisit alors | ti} , une base orthonormale de vecteurs propres de ‘:Pp ,eton

L

wp
définit ¢, par A\, =11 g i lorsque t; est un vecteur propre de % de valeur propre A0 .

On complte alors les familles {z.} et {Zj} de fagon 2 obtenir des bases de, respectivement,
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P (RPu) et QRI,p") , et de fagon a ce qu'une sous-famille de [Cj} engendre aussi le

sous-espace des vecteurs propres de 2 de valeur propre nulle. Il est facile de voir, en appliquant
3-14, que les familles {c,} et {Zj] ainsi définies ont bien les propriétés annoncées.

Finalement, il est clair que les e, sont des )\i particuliers. Plus précisément, on peut énoncer le
théoréme suivant.

Théoréme 3-24 : On garde les notations de 3-23. Alors, on peut écrire €sous la forme:
B=RUY, RNF =2, R ou ¥ pouvant étre vides, R et & vérifiant les assertions suivantes.
1) 1l existe deux familles orthonormales [E(i’]igr et {n®) jor de P RPu) et Q(RIu™ ,
construites selon 3-20 , et telles que, pour tout ie R, il existe ke I", telle que T, = g0 g, = n®,
2) Siie f, alors, de quelque fagon que soient construites les familles ['E(i)]i‘__r et {n®) P
selon les hypothéses de 3-20, il ne peut exister kel telle que t, = £ e Zi = n(k) .

3) Soient iR et i'e¥ . Alors .

Les assertions 1) et 2) sont presque évidentes. Quant 2 I'assertion 3), par construction, il est
clair que p, =A 2\... Maintenant si A=\, , cela signifie que A, est valeur propre. Il suffit alors

d'imposer 2 la famille ["é(i)}igr de contenir une base du sous-espace associé 2 cette valeur propre.

Il est donc clair que les familles {z,} et [Zj} généralisent de fagon naturelle les définitions

de 3-3 et 3-20 . On peut donc appeler les )\i coefficients de corrélation canonique généralisés. En

fait, on rejoint ici les définitions de Dauxois et Pousse sur I'analyse canonique généralisée (déf 3, p
363). Aussi, on adopte les définitions suivantes.

Définitions 3-25 : On appelle les couples (t,C,) , i€, couples de fonctions canoniques

généralisées de &’ (RP,u") et Q(RI,pu") , de coefficients de corrélation canonique généralisés
associés . .

De plus, lorsque K =$=0, on appelle le triplet ( (N)e {t)iceuvy (¢} euow )
analyse canonique de & (RP,u") et QR ") .

Tres précisément, Dauxois et Pousse ont appelé€ le triplet ci-dessus analyse canonique de type
dénombrable. En effet, ils ont pu étendre leur définition au cas le plus général. Pour cela, ils ont eu
besoin du théoréme suivant (p 357-358).

Théoréme 3-26 : Soit I I'opérateur identité et soient M, et I1g, les opérateurs de projection

orthogonale sur &’ (RP,u)®R9 et RP®Q(RY,1"). Soit A I'opérateur défini par (nw+n9-l)2 :

Alors, il existe une mesure Tt dont le support est identique au spectre de A, et telle qu'il existe
une représentation isométrique de L =L2(RP*9,Q) par une intégrale Hilbertienne :



-]

’ = L(u).1t(du) .

De plus, si I'on note par #,, et €y les transformées des sous-espaces & (RP,u)®RY et
RP®Q(R9,u"), respectivement, et par ¥ op €L h 4 g » les spectres des opérateurs, respectivement,
> ¥ ety Q, alors on peut écrire '38.:}, et %Q sous forme des intégrales Hilbertiennes suivantes :

® ®

3 L, n(du) et K, = Lg(u)rt(du) .

]
.?..,P .‘fa
Enfin, £,,U(0) = ?QU[O} (que l'on note &).

‘:P=

Remarquons que la restriction de A 2 % (RP,u)®RY est égale 2 % %, et que A est transformée

par I'isométrie en la multiplication par u : {g(u)} ge ¥ {vgW)} g% .

On déduit alors de 3-26 le théoréme suivant.

Théoréme 3-27 : Soit v larestricionde T a £. Alors % (RP,u)®R? et RP®Q(R9u")
® ®

sont isométriques 3, respectivement, Lw(u)\)(du) et LQ(u)\)(du) .

b £

On peut maintenant définir 'analyse canonique la plus générale.
Définition 3-28 : On garde les notations de 3-26 et 3-27. On appelle alors analyse canonique de

P (RPu)®RI et RPOQ(Ru") , le quadruplet (£, v, {Ly )} ¢, (Lg@)} o) -

En fait, avec ces théorémes on effectue I'analyse spectrale de A. On se place donc dans le cas
le plus général et on généralise ainsi la corrélation canonique méme au cas ou il n'existe pas de
vecteurs propres.

Signalons aussi que, dans le cas ot il existe une base de vecteurs propres, on peut montrer que
la connaissance du quadruplet de 3-28 est équivalente A celle de ({)\i},{ti],[Zj}) . Comme

exemple de cette situation, il y a, bien siir, le cas des distributions ¢? - bornées 2 valeurs dans R2.

A ce sujet, on a déja remarqué lors du théoréme 3-13 que la norme |l| |l fournit une
généralisation du ¢? de Pearson. On compléte maintenant ce théoréme par la proposition suivante.



X X 2 2
Théoréme 3-29: Si Il [Ty lll <+ , alors H=8=F=2.Deplus, IIl TI{IlI" = )Y e;
iel

X
Démonstration : D'apres 6-22, page 152 de Weidmann, I1y est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

X 2 2
Donc, d'aprés le théoréme 7-10, page 175 de Weidmann, Il T lll" = )) A
i€
De plus, d'apres le théoréme 7-6, page 170 de Weidmann, X =8=0 . Enfin, la suite {)\i]
converge vers 0 . Il est alors facile d'en déduire qu'elle peut étre identifiée 2 la suite ( e,}, etdonc,

que £=2.

Finalement, des théorémes, 2-3, 2-5, 3-13, 3-23, et 3-29 , on déduit la décomposition de Fxy
dans le cas ol il existe une base de vecteurs propres
Théoréme 3-30 : On garde les notations de 3-20 et 3-23 , et on suppose que (P;}icn €t

(Q};-m sont des bases de L2(RP,u" et L2(R9p"), et que X=8=02.

Alors, en tout point (x,y)eRP*4

u=x

v=y
T, (u).p'(du) J Ziv).1"(@dv)

U=-oc0 V=-00

Fx y(x.y) = Fx(x)Fy(y) +2)‘i‘[

i€

X
De plus, si Il TTylll < +eo , alors (X,Y) admet une densité par rapport 2 p'®p" :

i
f =1 +Z e; ¢ ‘®n Y dans L2(|Rp+q,u'®u")
iel

Maintenant, I'étude pratique de la corrélation canonique se raménera au calcul des vecteurs et

h
valeurs propres des matrices symétriques finies {{2 0:Pi J}}
i=1

e (1,2,..k)2

Aussi, il convient de remarquer que I'on a bien ainsi une approximation de la probabilité Q.

Théoréme 3-31 : On suppose que M=N=N et que (P} et {Qj} jeN sont des bases de
L2(RP,u") et L2(R9,u") . Soient h et k «IN*. On note alors par &, et 921( les sous-espaces de
2 ' 2 "
L%RP,u") et L2(R9u") engendrés par (P}, et [Qj}j=1.2,...k . o
1
h-k}i=1.2 h

.....

Alors, il existe deux bases orthonormales, de, respectivement, %, et Q, : {§ et

@) i) hk
ktelles que lE["c;hl'k(X)n(:'k(Y)] =@; Si‘j pour tout 1<i<h et tout 1<j<k.

.....
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%h

(OO
De plus, les couples ( 'E,:_k,’n hl.k) sont des couples de vecteurs propres des opérateurs I1 2,

*

Fh ) h.k
I 8 )" de valeurs propres associées o, .

Enfin, en tout point (x,y)e[RP*4,

Fx'y(x,)’) =

u=x

h-eo koo | i=1

v=y
() @)
By (0).1'(du) J M (V)" (dV)

U=-co V=-00

min(h,k) hK
Fx@Fy(y) + Lm { X e

En reprenant les démonstrations de 2-3 et 2-4, on prouve facilement ce théoréme en appliquant
les propriétés élémentaires des opérateurs ¥ citées dans le paragraphe III-B.
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IV : CARACTERISATION
DES DIVERS TYPE

DIE DEPENDANCE
[ 10 ELLE

On va voir maintenant comment appliquer les théorémes énoncés dans le chapitre précédent
dans le cas de dépendance fonctionnelle du type f(X) = g(Y) . En particulier, on trouvera une

condition simple sur les coefficients de corrélation d'ordre supérieur pour détecter les dépendances
du type Y=f(X).

On énonce d'abord le résultat le plus général sous deux formes distinctes.
Théoréme 4-1: Soit A2, une valeur propre de l'opérateur ¥ 2 Alors 0<\?< 1. De plus,
pour que 1 soit valeur propre de 2 » il faut et il suffit qu'il existe une relation fonctionnelle du

type f(X) =g(Y) presque-siirement, oi fe% (RPy'), f0 , et gerR(R9u") , g0 . Dans ce
cas, g est un vecteur propre associ€ a la valeur propre 1, et f = H,:P g .

De plus, si X et Y sont indépendants, alors toutes les valeurs propres de 2 sont nulles.

7

*
22) . Alors, -1\ <1 .

o
Théoréme 4-2 : Soit A\ une valeur propre des opérateurs HQ et (n
*®

L) t:})
g €t (HQ
une relation fonctionnelle du type f(X)=g(Y) presque siirement, ot fe P (RPu, 20, et

geQ(R9,u"), g#0 . Dans ce cas, f et g sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 1.

c“}, *
et (l’]Q

De plus, pour que 1 (ou -1) soit valeur proprede II ) » il Faut et il Suffit qu'il existe

[

9 ) sont nulles.

De plus, si X et Y sont indépendants, toutes les valeurs propres de Il

Ces théorémes se déduisent facilement de 3-11,3-12 et 3-14 .

Maintenant, si I'on impose certaines contraintes 3 8, par exemple d'étre un polynéme de degré
donné, ces conditions se raméneront 2 calculer les valeurs propres d'une matrice finie : il suffit, en
effet, d'appliquer 3-18 . :

Théoréme 4-3 : On suppose que P;},.x représente une base de L%(RP,u’) et que M =
{0,1,2,....k}. Alors, pour qu'il existe une relation fonctionnelle f(X) = g(Y) presque siirement ol
gc@(qu,u"), g=0, et chz(pr,u'), {20, il faut et il suffit que la matrice kxk: F = {{ Z ei'jei'j-}}

1eN*
(3¢ (1,2,...k)2, admette 1 pour valeur propre.
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Dans ce cas, si (,,X,,....0, ) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1, on peut

I

k k
choisir f et g de la fagon suivante: g = ZO(J-QJ- et f= 2 (Z “j?i.j)Pi
=1 ieN*\j=1

De plus,si X et Y sont indépendants, alors toutes les valeurs propres de F sont nulles .

On peut remarquer que la matrice F est symétrique, et donc diagonalisable. D'autre part, on
peut aussi obtenir une condition analogue sur la matrice R .

Maintenant, pour le cas plus particulier d'une dépendance du type Y=£f(X) , on a la proposition
suivante, qui est la généralisation du théoreme 1 de Lancaster 1963-b .

Proposition 4-4 : On suppose que (P}, et { Qj] je g SONt des bases de LZ(IRP,u') et

L2(IR%,u") . Alors, pour qu'il existe une fonction mesurable f telle que Y=f(X) presque surement,
il Faut et il Suffitque R'R =1, ot I représente la matrice identité.

Démonstration : Supposons qu'il existe f telle que Y=f(X) , et soit geL2(R,u") .
Alors g(Y)=gl(fC¥)], et gofeL2(RP ),
ie. (xy)—gly) estégaled (x,y)—gl(f(x)] dansLZ(RP*9,0).
Y X X _Y
Donc, Ily g = gof et Il gof = g ,ie. Il olly estl'opérateur identité.
Donc, la matrice associée R'R, vérifie RR =1 .

Réciproquement, supposons que R'R =1 .

X Y
Alors, l'opérateur Il olly est l'opérateur identité.
X Y Y Y
Soit gFLz(IRq,u") . Alors, ligh = [IITy oIl gll < T gll < gl ,ie. W4 gll = Ngl.

Donc, d'apres les propriétés des projections orthogonales, H; g =g dans L2([Rp+q,0) .
Donc, il existe (@ g6=L2(|R",u') telle que g=(,, dans L%(IRP*,0).
On en déduit que, dans le cas o Y,cL%(Q,%,P) , il existe f leL2(RP,p") telle que Y, =
f1(X) dans L¥(Q,4,P). ,
Dans le cas od Y,&L%(),%,P), on sait qu'il existe une suite de partitions disjointes de (2,
{ ©m}mgN , telle que, pour tout meN, Y'"IFLZ(Q,&,P) , Y"l représentant la fonction identique

a Y, sur O, etnulle ailleurs, ie. Y (W)= Z Yi(w) entout weQ) .
melN

De plus, il existe une suite { '}, ! eLARP), Y", =f! (X)dans L2(Q,4,P).

Donc, Y,(W) = 2, f.{X(w)] en presque tout WeQ) .
meN

On raisonne de méme pour Y,, Yj,....



I-21

Maintenant, sous I'nypothése L2, on a une condition simple sur les @it qui permet de
déterminer I'existence des relations fonctionnelles du type Y=f(X).
y-E(Y)
oY)
Alors, pour qu'il existe une relation fonctionnelle Y=f(X) presque siirement, fe %’ (RP u"),
il faue et il suffit que D, [, (X,Y)] = 1.
iFN*
De plus, dans ce cas, Y = Ey) + o(Y)( 2 pi'lPi(X)) presque siirement.
iFN*

Théoréme 4-5 On suppose q=1, YFLZ(Q,&,P) et Qy) =

11 suffit d'appliquer le théoréme 4-3 dans le cas ot k=1 .

Par exemple dans le cas oi les familles (P}, et { Qj} jeo sont les familles de polynémes
orthonormaux, l'existence d'une relation fonctionnelle Y = aX2+bX+c est équivalente 2 la
condition (e, 1)2 + (p, l)2 = 1. Ce résultat signifie aussi que le couple (p, 105 ) mesure
une dépendance quadratique.

2

En fait, on pourrait également obtenir le théoréme 4-5 directement en remarquant que Z @i

iFN*

est le coefficient de corrélation linéaire de Q,(Y) et z pi_lPi(X).
ieN*

Drailleurs, tous les résultats de ce chapitre constituent une généralisation de la normalité du
coefficient de corrélation linéaire comme nous le rappelle plus particulitrement le théoréme suivant .

Théoréme 4-6 : Soit (i,j)e N*xM.* . Ona linégalité : 1o, j(X,Y) I <1, I'égalité ayant lieu
si et seulement si P,(X) = Qj(Y) ou P(X)= - Qj(Y) presque siirement.




PROBABILITES
CONDITIONNELLE

_Dans ce chapitre, nous allons donner la traduction des théorémes classiques des probabilités
conditionnelles en termes de coefficients de corrélation d'ordre supérieur, et faire ainsi apparaitre
explicitement la probabilité, I'espérance et la densité conditionnelles.

Pour effectuer cette étude, il nous faudra supposer que les familles (P;} et {Qj] sont des
bases. Aussi, on introduit les hypotheses suivantes.

Hypotheses 5-1 : Dans ce chapitre, on suppose que (P,);-n estune base de L%(RPu"), et
de plus, dans les théorémes 5-4 et 5-6, on suppose que (Qj} jea €stune base de L2(R9,u").

On explicite d'abord I'espérance conditionnelle dans le cas ot 'Y est une variable aléatoire.
Théoréme 5-2 : On garde les hypothéses de 5-1, et on suppose de plus que q=1, [E (Y2)<+oo,
y-E(Y)
o(Y)
Y sachant X=x. Alors [E(Y | X=x)e L%RP,u), et on a I'égalité :

E(YX=x) = E(Y)+0(Y) X, ¢,,Px) dans LR ) .
ieN*

etque Q,(y)= . Soit [E(YIX=x), une version réguliére de I'espérance conditionnelle de

Démonstration : Comme [ (Y?)<+oo, [E(YIX=x)eL2(RP,u') et est la projection orthogonale
dans L%(IRP*! Q) de (X} Xgpee XuY)y SUT L2(RP,u)®R, ce qui suffit 2 démontrer le théoréme.

On déduit alors de ce théoréme I'expression de la probabilité conditionnelle.

Théoréme 5-3 : On garde les hypotheses de 5-1, et on note par P(. | X=x) la probabilité
conditionnelle sachant X=x . Alors, pour tout A3 , on a I'égalité:

P(AX=x) = P(A)+ ), J P,(X).dP |P,(x)  dans L3 R® ) .
ieN*
A
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2

De plus, on a l'inégalité : z J P,(X).dP | < P(A)[1-P(A)]
ieN*
A

On peut maintenant expliciter la probabilité conditionnelle de Y sachant X=x .
Théoréme 5-4 : On garde les hypotheses de 5-1 et on note par p"* la distribution conditionnelle

de Y sachant X=x. Alors pour tout borélien F de RR9, P(YeFIX=x)eL%(RP,u), et on a I'égalité
P(YeFIX=x) = u'(F) + 2, J (JZ ?i.ij)d“" P,(x) dans Lz(lRp,u') .
e ) Gens
F

2

De plus, on a la majoration : z J (' 2 Pi.ij)du" < P 1-p"(F)
ieN* je M *
F

Démonstration : On peut écrire 'égalité P,(X).dP = JIE(Pi(X)IY=y).u"(dy) ,

YeF F
etil ne reste plus qu'a utiliser 5-2 , 5-3 et I'orthonormalité des P;.

Supposons maintenant que (X,Y) admette une densité de probabilité f par rapporta p'®u",
etque X et Y admettent respectivement d' et d" pour densité par rapport A la mesure de
Lebesgue. Alors (X,Y) admet f(x,y)d'(x)d"(y) pour densité par rapport  la mesure de Lebesgue.
Donc, g*, la densité conditionnelle de Y par rapport & la mesure de Lebesgue, sachant X=x, vérifie
I'égalité g*(y) = f(x,y).d"(y) . Donc, la densité conditionnelle de Y par rapporta pu" sachant X=x,
f*, vérifie 1'égalité *(y) = f(x,y) . Cest la généralisation de ce résultat qu'exprime le théoréme
suivant. )

Théoréme 5-5 : On suppose que (X,Y) admet une densité de probabilité f par rapport a

H'®u" . Alors, u"* admet une densité f*,+ par rapport a p" , u'-presque sirement, définie par

*,+(y) = f(x,y) pour p'-presque tout x .

On démontre ce théoréme exactement comme le théoréme classique de l'existence d'une densité
conditionnelle par rapport 2 la mesure de Lebesgue.

Finalement la densité f est une fonction tout 2 fait remarquable du vecteur aléatoire (X,Y) . En
effet, on vient de voir que f est 2 la fois la densité conditionnelle de Y sachant X=x, et la densité
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conditionnelle de X sachant Y=y. De plus, il est clair que f définit complétement la dépendance. En

particulier, X et Y sont indépendants si et seulement si f=1, et d'autre part, IfIE-1 est égal au ¢? de

Pearson. Aussi, pour toutes ces raisons, on peut appeler f densité de dépendance de (X,Y) ou
densité conditionnelle de (X,Y).

Nous revenons maintenant au cadre particulier de notre étude, i.e. au cas ou feL2.
Théoréme 5-6 : On garde les notations et hypotheses de 5-1 et 5-5, et on suppose de plus que

feL2(RP*9,u'®u") . Alors f%,.cL2(R9,u") p'-presque sirement. De plus, pour tout x<RP, tel que

f*,» soit définie et appartienne & L2(R9,u"), on peut écrire
X q
f.0) = 1+ X 8,Q() dans L’R°p" ,
jFMm*
ol, pour tout je M .*, 8 "j considérée comme fonction de x appartient 2 LZ(IRP,1") et vérifie I'égalité

B; = Z ?i,jpi(x) dans Lz(lRp,u')
iFN*

Démonstration : On sait que J [j[f(x,y)]zu"(dy)]u'(dx) = IIfI? < 4oo . On en déduit que
%,-L2(R9,u") p'-presque stirement.

On notera alors par RP le sous-ensemble des x appartenant 3 IRP tel que f*,» soit une
densité et que t"u»FLz(lR",p") .

Alors, '(RARP)=0, et de plus, pour tout x<RRP, il existe une suite {8 ) jen telle que

fir = 2 6;Q dans LR .
jFM
On définira alors 8%; sur RARP en posant B*=0 si j#0 et %=1 sinon.
Alors, pour tout je M, ¥ ¢ LZ(RPu") .
Eneffer, J[8*]w'@x) = J [f [fxy)Qy)] wdy) | ean
< j [I[f(x,yn?u"(dy)][I[Qj(y)l n"dy)Ju'@dx)  (d'apres linégalité de Schwartz)
= [I[f(x,y)]Zu"(dy)]u'(dx) = UfI2 < 4oo .

Donc, on peut écrire B"j dans L2(RP,u') sous forme d'un développement en fonctions
orthogonales.

Calculons alors <*,,P,>. On a I [8%P;()]u'(dx) = J [I [fx,y)Q;(»)] u"(dy)]Pi(X)u'(dX)

= 'pi'j. Donc, B; = z e;;Pi(x) dans Lz(lRp,u') si j21, et B;=l .
ieN*




Vi-COEFFICIENTS DE
CORRELATION

EMIPIRIQUES D*QRDRE
SUPERIEUR

On a déja vu (Blacher 1984) que les polyndmes orthogonaux possédent des estimateurs
naturels: les polynémes orthogonaux empiriques, et on en avait déduit des coefficients de
corrélation d'ordre supérieur empiriques. En fait, pour obtenir ceux-ci, il suffit de remplacer les
probabilités par les probabilités empiriques. On va maintenant généraliser cette définition et obtenir
les coefficients de corrélation d'ordre supérieur empiriques les plus généraux possibles.

En fait, ces estimateurs correspondent au cas o1 I'on ne connait pas les lois marginales. Dans
le cas contraire, les résultats de Bosq fournissent d'autres estimateurs qui forment ainsi une
deuxieme famille de coefficients de corrélation d'ordre supérieur empiriques.

On rappelle que dans ce chapitre on suppose card(N*) = h <+oo et card(M*) = k <+oo .

On va commencer par introduire les fonctions orthogonales empiriques. Comme celles-ci
doivent étre construites par la méme méthode que leurs homologues non empiriques, on va devoir
revenir 2 la définition des fonctions orthogonales par le procédé de Gram-Schmidt. '

6-1 - Construction des fonctions orthogonales : Soit (Z,S) un vecteur aléatoire 3 valeurs dans

R*k+2 el que Z =( Zy,Z,.......,Z,) soit fonctionde X :Z = @(X) et S= (S0sSyseeeeesSy),
fonctionde Y : S=Y(Y), et tel que Z,= So=1.
Soient C| les fonctions définies par C(X)=Z_ pours<{0,1,...,h}. On suppose que, pour

tout s€(0,1,...,h), C(Z)cL2(Q.&.P).On suppose aussi que Z estde rang h+1, i.e. les C,
sont linéairement indépendantes.

Soit alors {P i}i"' (0,1,2.....n) 1 famille suivante, définie par le procédé d'orthogonalisation
de Gram-Schmidt : ?0 =Cy=1,
1 <G, P> _

i
etpour i>0 , P, = Ci-z —— P
s=0 |||
§S
On suppose alors que la famille orthonormale { —-- est identique 2 la famille
WplJ.

1=U,1,...,

{Pi] i€(0,1,...h) définie en 1-2 .

On suppose que la condition correspondante pour { Qj } j=0,1,....k ©staussi vérifiée.

‘Par exemple, dans le cas ot X est une variable aléatoire, etou Z = (l,X,Xz,....,X") ,la
famille [Pi}i=0,l. n Serala famille des polynémes orthonormaux de degré inférieur A h .

......
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6-2 Notation des mesures empiriques : Soit {X,,Y,}, py« une suite de vecteurs aléatoires
définis sur (2.8 .P) , & valeurs dans RP*9, indépendants et de méme loi que (X,Y), et soit
Z,=0X,) et S,=7(,).

Soit alors neIN* . Nous noterons par 0n ', et u" , les mesures empiriques associées :

card{ #<n | X,B'} card{ #<n | Y,"B"}
uvn(B!) = - , un"(B") - - ,
card{ #<n | (X,,Y,)t-'B'xB"}
0,(B'xB") = - .

pour tous boréliens B' et B" de RP et R9.
On note alors par <, >, et Il ll_,le produit scalaire et la norme empiriques.

Remarquons que {Z,,S,}, -+ est une suite de vecteurs aléatoires indépendants et de méme
loi que (Z,S) .

On peut maintenant définir les fonctions onhogonales empiriques.
n nales empiri : Comme Z estde rang h+1 , on peut montrer
facnlcment que la probabilité que les Cg , s= 0 1,..,h , soient linéairement dépcndants dans

L2(RPu’ ) tend vers 0 si n tend vers l'infini. Aussi, nous supposerons qu'il n'en est rien.

. Rn
Soit alors {P"}; ¢,

........

n les familles orthogonales suivantes: P"y=Cp =1,

n ll<C P> 5"
etpour i>0 , P, C. - )

1 1 S

=0 B, u2

......

Par exemple, si Z = (1,X,X2,....,X") , la famille (Pni}i=0.l,2.....,h sera la famille des
polyndmes orthonormaux empiriques de degré inférieur a h. 11 suffit, pour l'obtenir de remplacer

les moments, par les moments empiriques (Blacher 1984 ) .
En particulier, ﬁl(x) =x-EX), P (x) =x- [En(X) ,
-Ex x-E_(X)
x - IL(X) ot Pix) = T e
6(X) 6 ,(X)
oulE n(X) et on(X) représentent 'espérance et I'écart type empiriques.

PI(X) =

On peut maintenant définir les coefficients de corrélation empiriques d'ordre supérieur.
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-4 icien ion empiri ! ieur : Soit (i,j){1,2,..,h)x{1,2,..k} .
On appelle coefficient de corrélation empirique d'ordre (i,j) le nombre réel e“iJ défini par :
n
n
2 P )Q'(Y)
n |
@iy = n

I est facile de voir que le coefficient de corrélation polyndmiale empirique d'ordre (1,1) n'est
autre que le coefficient de corrélation linéaire empirique classique.

En fait, ces coefficients de corrélation empiriques d'ordre supérieur correspondent aux cas ol
I'on ne connait pas les lois marginales. Lorsque celles-ci sont connues, on peut également définir
d'autres estimateurs des e;; due l'on pourra appeler, si besoin est, coefficients de corrélation
empiriques d'ordre supérieur de deuxieme type.

Notations 6-5 : Soit (i,j) € (1,2,...,h}x{1,2,...k} . Alors, on note e*n j »le nombre réel
défini par :
n
'Z_lPi(X,)Q,-(Y,)
?*:j = n

Alors, ces coefficients sont des estimateurs des 0ij-
9,

Théoréme 6-6 : Soit (i,j)e{1,2,..,h}x(1,2,...k} . Alors e et p*",j convergent presque
siirement vers eij-

Pour p% ., on utilise la méme méthode qu'en 3-3 de Blacher 1984-a. Pour e*"; » il suffit
d'appliquer la loi Forte de Grands Nombres.

Remarquons que, d'apres 2-9, 0_ admet toujours une densité appartenant 3 L2 par rapport
uln®u "n .



I-28

-TE B B
D' INDEPENDANCIE

On va maintenant étudier le test Hilbertien d'indépendance qui généralise le test du chi-deux
d'indépendance. En fait, on aura deux types de tests, suivant que les lois marginales sont connues
ou inconnues.

l;.)ams le cas de lois marginales connues, on retrouve la classe des tests Hilbertiens déja étudiée
par Bosq.

Dans le cas de lois marginales inconnues, on aura un test Hilbertien avec estimation de
paramétres. Pour construire celui-ci, on devra étudier la loi asymptotique des fonctions
orthogonales empiriques que I'on obtiendra sous une forme géométrique simple. On en déduira la
loi des coefficients de corrélation d'ordre supérieur empirique et le test d'indépendance associ€.

On terminera ce chapitre en démontrant que ces tests sont convergents.

On garde, dans ce chapitre, les notations et hypothéses du chapitre VI.

On commence par rappeler les bases du Test Hilbertien (cf Bosq).

Théoréme 7-1: On suppose que, pour tout (i,j)¢{1,2,...,h}x{(1,2,... .k} ,
E [P, (X)2Q(Y) <o

hk
Alors, le vecteur aléatoire 2 valeursdans R, /n {p*]. - ¢, .} ,
M G)e (1, h)x (1K)

suit asymptotiquement la loi Gaussienne centrée sur IRP¥ de matrice de variances-covariances

{{ ErPor.coQMQMI })

GG L)1k

Ce résultat est une simple conséquence du Théoréme de la Limite Centrale. On en déduit le
théoréme suivant.

Théoréme 7-2 : On garde les hypothéses de 7-1, et on note par IIS"‘nII2 la variable aléatoire:

h k 2
IS* 1% = n{ZZ(e*ﬁj) }

i=1j=1
Alors, si X et Y sont indépendantes, IIS"‘nII2 suit asymptotiquement une loi du
chi-deux & hk degrés de liberté.
D'autre part, s'il existe (i,j)<(1,2,...,h}x(1,2,....k} , tel que eij* 0, alors IIS"‘nlI2
tend presque-siirement vers +oo .

Ce théoréme fonde le test Hilbertien d'indépendance. Rappelons que le test Hilbertien est un
test des coefficients des fonctions orthogonales et est lui-méme un cas particulier de la
w-divergence (cf Bosq et Kagan) .

Dans le cas de lois marginales inconnues, on va obtenir des résultats analogues. Mais, pour
simplifier la présentation et les démonstrations, on aura besoin de définir une relation
d'équivalence.

Relation d'équivalence 7-3 : Soient (U ) neiN+ €t {V ) g+ deux suites de variables
aléatoires définies sur ({2.3&,P) . Alors, on emploiera la notation U, =V, pour signifier que
n2(U_-V,) converge en probabilité vers 0.
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Maintenant, soient { Elnene €t { 8 )ney+ deux suites de fonctions aléatoires telles que

h ok h k
g, = Z Z a;'jPi<8>Qj et g = z Z bi"jPi®Qj , ol a?j et bi’:i représentent des variables
i=0j=0 " i=0j=0 "

aléatoires. Alors, la notation g, = &', signifiera que, pour tout 1,j)<{0,1,...,h}x{0,1,... .k},

n'2(a"; - b";) converge en probabilité vers 0 .

On va maintenant énoncer les résultats qui fondent le test Hilbertien avec estimation de
paramétres, les démonstrations étant effectuées en fin de paragraphe.

En fait, si on peut obtenir la loi asymptotique de Q“i'j . C'est grice 2 la simplicité géométrique
de la loi des fonctions orthogonales empiriques.

Théoréme 7-4 : On suppose que, pour tout s€{1,2,...,h} , E [PS(X)4]< +oo . Alors, pour
tout ie{0,1,....,h} , on peut écrire P, sous la forme :

1
})!'l = Pi+zei.sps 9

i
s=0

ou, pour tout i{0,1,..,h}, €; ¢ -‘[Pips-dll',.Si s<i et €% — .

Pour énoncer sous une forme relativement simple la loi asymptotique de ", j» on introduit les
notations suivantes.

Notations 7-5 : Soit (i,j)<(1,2,...,h}x(1,2,....k) . On note par H[QjIO,l,..,i] et

I[P, 0,1,..,j1, les projections orthogonales, dans L2(RP*9,0), de, respectivement, Q,(y) et
P,(x) sur les sous-espaces engendrés, respectivement, par  Py(x),P,(x),....... » Pi(x) et

Qo(y),Q,(y),....,Qj(y) . De plus, on note par (O[QjIPi] et (O[PiIQj] » les vecteurs de projection
orthogonale dans L2(IRP*9,Q) de, respectivement, Q,(y) sur Py(x), et, P,(x) sur Q(y) , c'est a dire
O[lepll(x’y) = Qj(y) - ?i,jpi(x) .

On définit alors Ia fonction Ci‘jFLZ(IRP"‘,Q) par :

Ci.j(x,y ) =

Qj(y)(OlPilel(x,y) + Pi(x)(‘)leIPil(x,y)

5 - QINipjlo,1,...j-11(y) - P,(x)T1Qjl0,1,...i-11(x)

En fait la loi des coefficients de corrélation d'ordre supérieur empiriques sera un corollaire du
théoréme suivant .
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Théoréme 7-6 : On suppose que, pour tout se{1,2,...,h} , [ [Ps(X)“] <+eo, €t que pour tout -
te(1,2,...k} , [E[Q,(Y)"] <t+eo, Soit (i,j)¢(1,2,...,h}x{1,2,... .k} .

n
2 CX,.Y,)
=1

n
AlOrS, ei.j - ei,j r n

On déduit de ce résultat la loi asymptotique de p™; ;.
Théoréme 7-7 : On garde les hypothéses de 7-6 .
' hk n
Alors, le vecteur aléatoire A valeurs dans R, Y ,
v re 2 valeurs dans vn {e;; ?"J}(i.j)f:[l....hlxﬂ,.-.kl

suit asymptotiquement la loi Gaussienne centrée sur IRhK de matrice de variances-covariances

(( E[Ci-i(x’Y) Ci'-i'(x’Y)] )) GGENE(Lh)x (1K)

On constate maintenant que, sous I'hypothése d'indépendance, la loi limite de e“i.j devient

trés simple.
Théoréme 7-8 : On garde les hypotheses de 7-6, et on suppose de plus, que X et Y sont
indépendantes.

n
Alors, le vecteur aléatoire /n {e; ;} suit asymptotiquement la loi normale
S G je(1,.h)x(1,..k)

centrée sur RM¥ , de matrice de variances-covariances, la matrice identité.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit d'utiliser les diverses relations d'orthogonalité existantes
sous I'hypothese d'indépendance.

Ce résultat permet de construire le test Hilbertien d'indépendance avec estimation de
paramétres. En effet, on déduitde 6-6 et 7-8 le théoréme suivant .
Théoréme 7-9 : On garde les hypotheses de 7-6, et on note par IISHII2 la variable aléatoire:

h k n 2
IS, 1% = n{}%f}(em) }
i=1j=

Alors, si X et Y sont indépendantes, IIS“II2 suit asymptotiquement une loi du chi-deux
a hk degrés de liberté.

D'autre part, s'il existe (i,j)<(1,2,...,h}x{1,2,....k} , tel que ei, #0, alors |l Sn||2
tend presque-siirement vers +eo .

Avec ces résultats, on retrouve la loi du coefficient de corrélation linéaire empirique (cf
Serfling p 126) .

Théoréme 7-10 : Soit (X,Y) un vecteur aléatoire 2 valeurs dans IR? tel que [ (X%)<+oo,
[E (Y#<+eo, etque, ni X, ni Y, ne soient constantes. Soit p le coefficient de corrélation linéaire
de X et Y ,et p" le coefficient de corrélation linéaire empirique associé.

P oy = LED

Soient, de plus, P(x) =
6(X) o(Y)
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Alors, la variable aléatoire /n ( en - @) suit asymptotiquement la loi normale centrée de variance

2
E(Px)*} + E {Q(Y)*
(1+% )[ (POORQMYYY + ot EO ”Z QY E oM - oEtPoo ey

n
De plus, lorsque X et Y sont indépendantes, /n @ suit asymptotiquement la loi normale
centrée réduite.

Maintenant, nous allons voir que les tests Hilbertiens d'indépendance sont des tests
convergents. Rappelons que I'on dit qu'un test est convergent si son niveau converge vers 0 et sa

puissance vers 1 pour toute loi v de I'alternative.

Notations 7-11: On suppose que W' et u" sont des probabilités données et que Q est une
probabilité quelconque de lois marginales p' et u". On définit alors les hypotheses H; et H, (h,k)

par H,: <<X et Y sont indépendants>> et H, (h,k) : <<Il existe un ey 1<ich et 1<j<k, tel que
eij;tO >>
Soit IIS* JIZ> w*_le test de H,, contre H,(h,k) . On note par * . son niveau et, pour toute

loi v de H,(h,k), on note par P*,(V) la puissance de ce test. De méme, on note par & et p (),
le niveau et la puissance du test IS Ii2>w_.

Remarquons bien que I'on ne suppose pas que L' et " sont connues. En fait, on va étudier la
puissance asymptotique des tests d'indépendance Hilbertiens lorsque les lois marginales restent
fixes.

Alors, sous leurs hypothéses de définition, on peut montrer que ces tests sont bien
convergents.

Théoréme 7-12 : On garde les hypotheéses de 7-1. Alors, pour que le test llS*nll2> w*  soit
convergent, il faut et il suffit que w* tende vers l'infini et w* /n vers 0

Théoréme 7-13 : On garde les hypotheéses de 7-6. Alors, pour que le test IS _lI2> w, soit
convergent, il faut et il suffit que w, tende vers l'infini et w,/n vers 0.

On peut affiner ces théorémes en montrant que 'on a une convergence uniforme dés que
E[P,(X)*] <+eo et E[Q(Y)4] <o

Théoréme 7-14 : On suppose que les hypotheses du théoréme 7-6 sont vérifiées. Soit H C

2
H, (h,k) telle que 8(H)=inf {p, i }>0, 00 le; j I= max (Iei'jl).
veH V7V VY 1gish,1sjsk
Alors, si le test IIS"‘“II2>w"‘n (resp, IISnlI2>wn) est convergent, la convergence de la puissance
est uniforme sur H.

Le théoréme suivant donne une idée plus précise de la puissance asymptotique de ces tests.
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Théoréme 7-15 : On suppose que les hypothéses du théoréme 7-6 sont vérifiées. Soit (v Jc
*
2_ 2 2%¥n _—
H,(h,k) telle que (ein Jn) = (?ivn'jvn) 2m —~ avec m>1. Alors, si w¥_ converge vers +eo,
oc* o converge vers 0 et p* (v ) vers 1.

De méme, si w, converge vers +o et (e;, j“)2 2 m?w /n , alors & converge vers 0 et

Pa(v,) vers 1.

En gardant les notations de 6-1 et 6-3, il est clair que 1'on peut aussi écrire P"; sous la forme :
i-1
—n

Pi = Pi + g}ei,sps .
Aussi on d'abord démontrer par récurrence sur i que, pour tout i, 1<i<h , et pour tout s,

0<s<i, il existe une suite {U'*,}, .. de variables aléatoires indépendantes, centrées, de méme

loi, vérifiant [E [(U'*,)2])< +oo , telle que, pour tout neN*,

1 n
S i.s
E:i.s “ n z U, ’
=1
et on démontrera en méme temps qu'il en est de méme pour les €, 0sish et Osss<i.

Le cas j=0 estévident: Py =P, =1 ,etdonc €,,=0 .

n i ren vrai r <i.i<h.

En employant les théorémes classiques de convergence des variables aléatoires (Serfling, p
19), et en tenant compte du fait que €, Eyp = 0, 0n trouve facilement les équivalences suivantes :

i-1
n
P, = C, - §)<Ci,P’s‘>nP:‘
i-1 i-1 s i-1 s
« P, - 2[<Ci,Ps>n- <C,P>1P, - 2285.1<Ci,Pt> P, - ZZSSJ<CPPS> P,
s=0 s=01=0 s=01=0
i-1
que l'on écrit sous la forme P, + ZEiSPs .
s=0

Il est alors facile de constater que les €; ¢ sont bien de la forme annoncée.

n_démontre alors | nc P -

Pour cela, on remarque d'abord que 1'on a I'équivalence suivante :



_n_n _ i-l_ i-1
PiPiaw, = |PPuan, + || Do p, P, + (P, E)Tsmpt dy', .

Comme I Fll-’s.du'=0 si s#t et lll-i‘tll2 sinon, d'apres la Loi Forte des Grands Nombres,
_[ ﬁ‘ﬁs.du'n converge presque siirement vers 0 si s#t, et IlFlll2 sinon.

On en déduit 1IB"Il 2 » ,[ P.P.du .

n
B 12 - 1B,

i-1
1 1
P+ — D€ P, .

Or, on trouve facilement I'équivalence : P} « P, - — L —
' 2P IIP, ]I s=0
On en déduit la récurrence,
En employant alors la méme méthode pour I PYP"..dp’, que pour I P";P".dy', , on obtient
les équivalences : IP“iP“,.du'n @ J PP.du’' + € JPP.du', = ,[PiP‘.du'n+ €is

ce qui nous donne bien le résultat annoncé, vu que PUP.dp’, =0 sis<i.

Enfin, on démontre de la méme fagon le résultat pour €,,

Démonstration du théoréme 7-6 :

i j
D'aprés 7-4, on peut écrire : P! = P, +28'i Py et Q = Q + Ze"j Q -
s=0 =0~

On en déduit les équivalences suivantes :

n

@i - ?i.j ®
i J
jpi(X)Qj(Y)-Qn(dx,d)') et 263'5,5fPS(X)Qj()’)-Q,,(dX»d)') + 208"j',IPi(x)Ql(y).Qn(dx,dy)
$= t=

R

in(x)Pi<x).u',,<dx) -1 JQj(y)Q,-(y)-u",,(dy)- 1

in(x)Qj(Y)~Qn(dx’dY)'?i,j - Pij 3 - @iy 3

i-1 j1
: z:.)lf[PS(X)Qj(Y)]JPi(X)Ps(X)-u',,(dX) - ZERXQ)] J QIQ) 1"y (dy)
s= t=
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JPi(x)[Q,-(y) - 0, Pi(001.Q,(dx,dy) J'Qj(y)[Pi(x) - 0,,Q(11.Q,(dx.dy)

) + 2

i-1 j1
- J[Z{)E[P,(X)Q,-(Y)IP,(x)]Pi(x).u',,(dx) - J[%E[Pi(X)Ql(Y)]Qt(Y)]Qj(Y)-ll",,(dY) .
s$= t=|

Démonstration du théoréme 7-7 : Les diverses orthogonalités existantes montrent que
E(OIQIPIX.V).P(x) = E(M[Q0.1,..i-11).PX) = E(O[PJQIX.Y).QX)
= E(T[PJ0.1L...i- 1I(N.Q(V) =

De plus, on déduit de 1'inégalité de Holder et de 'hypothése que [E [Ci J(X,Y)Z] < 400

11 ne reste plus qu'a appliquer 7-6 et le Théoréme de la Limite Centrale pour obtenir 7-7.

Démonstration de 7-12 et 7-13 : On démontre de la méme fagon ces deux théorémes. Par
exemple, on va démontrer 7-13. En fait, on emploie a peu prés la méme méthode que dans Bosq
1978-a.

D'abord, il est clair que o converge vers 0 si et seulement si w, converge vers +eo.

On suppose maintenant que w,/n tend vers 0.

On considere une loi Vv telle que 0= ,[P (x)Q (y).v(dx,dy)= 0.

2
. . Wn @i N
Alors, il existe NeIN* tel que, pour tout n2N, — S — ,ol m>1.
m
:E::E: |9 J | m-1 N
Donc, si (p”) s =, alors |€',,|5'—" et |?., il 2 lejl — —- pour n2N.

i=1j=1

m-1
Donc, 1-p (V) < P{IplJ eijl 2 oyl m} Donc, comme \/_(elJ e;,) suit

asymptotiquement une loi normale centrée, on en déduit que p (V) tend vers 1.

Maintenant, pour démontrer la réciproque, on aura besoin du lemme suivant.
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Lemme 7-16 : Pour tout 1)>0, il existe veH, (hk) tel que
2

0 < ZE J P)Qy).-v(dxdy) | <1 .

i=1 j=1

Démonstration : Comme N*#@ , on peut partager IRP en deux sous-ensembles & et ¥ de
mesures non nulles. On définit A par: A (x)~u (¥)sur &,et A (x)—-u(&) sur . 1l est clair
que I A du' =

On définit alors Rl de méme fagon sur R9 et on pose f(x,y) =1 + E“K l(x)ﬁl(y) .

11 suffit alors de choisir &l assez petit pour que suplf(x,y)-l < M et f(x,y)>0. En effet,

la mesure Vv admettant f pour densité par rapport a p'®p" répond aux conditions du lemme, vu que

229” ST

i=1j=1

On démontre maintenant la réciproque. Pour cela, on suppose que le test est convergent et que
w_ /n ne tend pas vers 0.

Donc, on peut trouver un 1>0 et une partie infinie N, de N telleque w /n >7 pourtoutn
€ lN . Soitalors v définie par le lemme précédent.

Comme le test est convergent, P{ EZ (?. J) <M } tend vers O lorsque nFN
i=1 j=1

h k

h K
n

22(95,,') converge presque siirement vers ZZP ij <M.

i=1j=1 i=lj=1 "

h k
Donc, P{ z 2(( e; ) ) e J) <V - z z e; } converge vers 1, ce qui est contradictoire.

i=1j=1

Démonstration de 7-14 : Pour n assez grand, on aura  w* /n < 8§(H)/m2, o m>1.

Donc, en utilisant les inégalités de Bienaymé-Tschébichev et de Schwartz, on voit que

1-p* (V) < P{
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ER00Q 0% o JER c0YEIQ Y
ST am ) == 8(H) ()

On démontre maintenant la convergence du test [[S,J* > w, .

En gardant les notations de la démonstration de 7-6, on voit facilement que

{

n

e. . - PR
vy ?’v”v

> | |m'l}
®igd, m

n

{

p*. . -e: . |2 le; 'r_n-_l}
oly  tlydy ydy 4m

5y
m-1
ol |° jv-'fpfv""""”“’n“""d” * 1eigi, FrDm
iy m-1
5=0 8i\).s ps(x)ij(y).Qn(dx,dy) 2 Ieiv'jvlm
by m-1
sijoté 8'iv.s':':"j‘).t P()Q(y)-Q,(dx.dy)| 2 '?ivvj‘,'4(h+l)(k+l)m
Or I {l *"|2| |m'1}
, par exemple, €7 P ipt] = @il A&+ Dm

. m-1 U " M I ' | m-1 }
c { €% 40l 2 le; ;| 8‘(k"+1)m} { Ie jv"(? iw‘"’iw‘) = i, 80 Dm
C
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@i .

" \)Jv m-l { l *n
le jv"' * lp, | 8(k+Dm Uile it " Piga | 2
o

m-1 }
le; oy BFDm

le; .|
m-1 . ody m-1
u { 'Piv.ll < lei 3(k+1)m}” 8% 12 X 8(k+ D)m
e iv.t'?i t

AR S
gt @iy | 2 0 g m

leiv'jvl m-1
o | m-1  8(k+1)m
€i i, 8k+)m

c {' A ‘8(:111)m} U{ "’i\,nl 'ei i, 8(::11)m}

" JEP,X) ]lE[Qt(Y)l
On montre, comme précédemment, que P{ le*s1-e5.d 2 Klp; oy | }

nk? 3(H)
De plus, la loi de €". ju €st uniquement fonction de (Y, ) 1=12,.n €t ne dépend donc que de Y et
de n. On en déduit le théoreme.

Démonstration de 7-15 : En raisonnant comme précédemment, on trouvera que

- 2 0p. .
n ?'n'-'n G"an m

} JEP, OYEQ, (¥

(m-l) w*

1-p* (v,) < P{

Pour démontrer la convergence du test 11S™I2

> W, , on emploie alors la méme méthode que
pour 7-14,



Y EXENMIPLES

VIII-A : COEFFICIENTS DE CORRELATION
POLYNOMIALE

Dans le cas ol (X,Y) est un vecteur aléatoire & valeurs dans RR2, et o {P;};-n et

[Qj } M représentent les familles de polyndmes orthonormaux associées 3 X et Y, les €ij

mesurent des dépendances polyndmiales. En particulier, P, est le coefficient de corrélation

linéaire, et "), , le coefficient de corrélation linéaire empirique (cf Blacher 1984 a et b).

~ D'autre part N sera un ensemble fini lorsque X sera concentrée en un nombre fini de
points ou lorsque tous les moments ne sont pas définis. Par exemple, dans le cas de la loi de

Cauchy, la famille (P;},. s seraréduite 3 (P,} . Rappelons aussi que, méme lorsque tous les

moments existent, {P;}._p ne sera pas forcément une base de L%(R,u") (cf Natanson p 149-150).
Par contre cela sera vrai, d¢s que X est concentrée sur un compact ou pour les lois Normales et
Gammas (cf Natanson, p 154 et 158 ).

Considérons, par exemple le cas des lois Gaussiennes. On sait que la famille de polyndmes
orthonormaux associée a la loi Normale centrée réduite, N(0,1) , est la famille des polyndmes
d'Hermite qui sont définis par

. X . “ A
- 1)1 5 dile 2
e -

Hi(x)
Vi dx'

(cf Chihara p 145 et suivantes) .

Alors, dans le cas oll (X,Y) est un vecteur aléatoire Gaussien a valeurs dans R2, de lois
marginales centrées réduites, et de coefficient de corrélation p, on trouve que eij =

E[Hi(X)Hj(Y)] = ei si i=j et O sinon, c'est a dire que les familles {(H;(x) ), py+ et
(Hj(y) } jeNs sont les familles de fonctions canoniques de coefficients de corrélation canonique
associés p' (cf Lancaster 1969, p 197 ou Gupta p 792) .

En particulier, la densité de la loi binormale, par rapport A la mesure de Lebesgue est

X2+y2

oo ; - )
(1 v p Hi(x)Hi(y))e :
i=1 2K

et, la densité de la loi binormale, par rapport a la mesure N(0,1)®N(0,1) :

1+ lee'Hi(x)Hi(y)

Ce résultat permet de rappeler 2 quel point I'hypothése Gaussienne est forte. En effet, dans
ce cas, la dépendance est fonction d'un seul paramétre, p. et les autres p ij sont alors entiérement

déterminés par p. Par contre, si l'on suppose uniquement que les lois marginales sont



Gaussiennes, la densité par rapport 4 la mesure de Lebesgue sera

x2+y2

2

[ 1+ 30, Hi(x)H,.(y))'B ,

i=1j=1 2n
ou les p i,j Sont des paramétres "quasi-indépendants” les uns des autres (cf Blacher 1984-a) , et la

dépendance sera donc fonction d'un infinité dénombrable de paramétres.

w2

e 2

J2x

u=x
Alors, en posant  N(x) =J du , on peut écrire la fonction de répartition sous la forme :

= 2 2
u=x il v=y v
Fxy(xy) = NOONG) +2 e, J H,(u) —— du J Hi(v) ——=dv
i=1j=1 A I - ,/;
-X2+ y2
= N®N@y) + ii i i 0 () |
y i=1i=1/i_j i-1 i-1\Y e

Dans le cas oi (X,Y) est Gaussien, on retrouve le développement de Fx.Y en fonctions
tetrachoriques, valable également si e=1,ie X=Y.

Maintenant, pour les vecteurs aléatoires (Xl,Xz,....,Xp) » p>1, i'l n"y a pll}S
d'orthogonalisation canonique, et il faudra donc orthogonaliser les mondmes X 1 xp 2 x_P
selon ce qui sera le plus pratique. Maintenant, lorsque il y a indépendance, on pourra employer dl::s
bases du type P'i'®P252® ..... or i -

Par exemple, dans le cas d'un vecteur aléatoire Gaussien non dégénéré centré,
([(X'},X",,X"3), T] , si l'on veut étudier la dépendance entre T et (X',X'5,X"3) , on peut

transformer linéairement (X',X',,X'3) en un vecteur (U,V,W) tel que (UT), VetW soient
indépendants. On dit alors que ([(U,V,W),T] est distribué canoniquement. Dans ce cas, la

corrélation maximale e*([(U,V,W),T] = eurt: le coefficient de corrélation linéaire de U et T
(Csaki-Fischer, p 39 a 43) . De plus, la famille {Hi(u)Hj(v)Hk(w)}(ijk)¢N3 est une base

orthonormale de L2(RR3, ux."x.z’x.g), ol Hx\x',.xy Teprésente la probabilité image de
(X'],X'z,X'3) ,etol u,vetw sontdes variables réelles combinaisons linéaires de X'}, X', et
xl

3 .

Dans ce cas, et en supposant de plus que U,V, W et T sont centrées réduites, la densité de la
loi quadrinormale de (U,V,W,T) s'écrit

u2+v2+w2+t2

° 2
(Zo eur Hi(u)Hi(oJ”

v en?
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Done, EVHUHVHW)H,MI = oyr8, 80850

c'est & dire que les couples H,(u), H,(t) , sont les couples de fonctions canoniques généralisées de
coefficients de corrélation canonique associés : (eU T)i . De plus, avec les notations de 3-23,

€=Nx{0}x{0} , K=8=U=& , et W={(i,j,k)eIN3, j#0 ou k#0} . C'est a dire que la famille
{H,v) 2y €St bien une base de L2(R ;) (1 représentant la loi de T), mais que, par contre, la

famille [Hi(“)}igN doit étre complétée par la famille { Hi(u)Hj(v)Hk(w)} (ke POUr obtenir
une base de L2(IR3,ux."x.2‘x.3) )

Maintenant, on peut se contenter de transformer linéairement (X';,X',,X"3) en un vecteur
(X,Y,Z) tel que X, Y et Z soient indépendantes. Dans ce cas, la famille
[Hi(x)Hj(y)Hk(z)} (kN3 Sera aussi une base orthonormale de L2(IR3, ux'1.x'z-x'3) .

Maintenant, pour savoir s'il existe une relation fonctionnelle du type T=f X', X', XY)
d'apres le théoréme 4-5, il faut calculer

~ 2 2
2AEIP X, XX QDI |, e 2 {EHOHMH@ HMI} .
i1 (1i40%0.0.0

Or, on sait que si X, Y, Z et T sont centrées réduites, la densité de la loi quadrinormale de
X,Y,Z,T) s'écrit

x2+y2+22+12
2

(Gupta, p797) .

~ V(i++k)! i j k
(. 2 L)" exT ?Jy;r ezt Hi)H,(y)H, (»)H; 4 +k(t))e
k=0 \/TJTKI

Jen?

Or, pour que i+j+k=1, il faut que I'un de ces trois nombres soit égal A 1, et les autres nuls.
Donc, dans ce cas, [E IHi(X)Hj(Y)Hk(Z) HI(T)I = Pxy OU Pyt OU P77, suivant le cas.

Autrement, ElHi(X)Hj(Y)Hk(Z) HMI =0.

2 2 2 2
Donc, Y, {EIHOHMH@ HMI} = eyr+eyr+ezr
(i,j.k)»(0,0,0)

D'autre part, exTH;(X) + ey H (Y) + ?z,'rﬂl(z) est la projection orthogonale de H,(T) .

Donc, comme, il existe une combinaison linéaire aX+bY+cZ telle que
e*((X,Y,Z),T] = p(aX+bY+cZ,T) ,

2 2 2
on en déduit facilement que ¢ *[ (X,Y,Z),T] = / extteyrtezr -
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VIII-B : COEFFICIENTS DE CORRELATION DE
SPEARMAN

On considére maintenant un vecteur aléatoire (X,Y) a valeurs dans |R2, tel que les
fonctions de répartition marginales Fx et Fy soient continues. On sait que le coefficient de

corrélation de Spearmann est égal au coefficient de corrélation lin€aire de Fy(X) et Fy(Y) (cf
V.3.4, p 287, Capéraa - Van Cutsem). En fait, (FX(X) FY(Y)) est un vecteur aléatoire 2 valeurs
dans [0,1)2 de lois marginales uniformes. On en vient donc 2 considérer les coefficients 9
E[L JFx(X)].L. [FY(Y)]] ou les L; représentent les polyndmes orthonormaux associés 2 la l01
uniforme sur [O 1],i.e. les polynomcs de Legendre (cf Chihara p 143 et suivantes) .

On pose 9 =6, i’ si i21 et j21,et O sinon. Alors, d'aprés 3-7 de Blacher-1987, on sait
que l'on peut écnre la foncuon de répanmon de (X,Y) sous la forme :

2
Fyy(xy) = Fy(x)Fyy) + EZB,, LIFx®IL[Fy(y)]  dans %R pep")

i=0 j-

~ ~ ~

8 i-1,j-1 ) 8 i-1,j+1 ) 8
v Qi+3)2j+3) Q2i-1)25-1) Q2i-1)2j+3) (2i+3)(2j-1)
4/ Qi+ D2j+1)

De plus, on sait alors que, pour tout (i,j)e N2, on a l'inégalité (B )2 <M. MJ ,ou la suite

ei+1.j+1 i+l,j-1

avec Bij =

{M,},,c py €st définie par :

1 1 1
M0=-1-§, M, = ) etM_ —2—_—_—(2n+3)(2n ) pour n22,

De cette inégalité, on peut déduire une majoration de la distance de Fxy a F™ | 1a fonction

de répartition de I'approximation de la probabilité O de (X,Y) par la mesure - pas forcément
positive - admettant la densité :

g™cy) =1+ ZZe,,L,[Fx<x)1L[FY<y>1

i=1j=1

2m+1
En particulier, si 0, ;0 pour ISiSmet I1SjSm, D(X,Y) < 1,372 log( 2m 3) ,

est un indicateur de dépendance normalisé qui vérifie les axiomes de Renyi (cf aussi Schweizer et
Wolf) .
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-C: COEFFICIENTS DE CORRELATIO
RECTANGUILAIRE

Lorsque on veut effectuer le test d'indépendance du chi-deux entre deux variables al€atoires on
décompose IR2 en un nombre fini de rectangles Jix,lj , et on cherche a évaluer la dépendance en

comparant O( Jix,{j) et W(J,).1"(4) . Les coefficients de corrélation rectangulaire o, . seront les
coefficients de corrélation correspondant a cette approche : les ; ; seront des combmalsons

linéaires des 0( v x,lj) qui s'annuleront lorsque 0 = p'®u" . Il n'est donc pas étonnant que ces

coefficients permettent de considérer le test d'indépendance du chi-deux sous une forme plus
géométrique comme nous allons le voir maintenant.

Pour construire ces coefficients, on utilise des fonctions orthogonales qui sont connues sous le
nom de syst¢me de Haar. Ces fonctions sont définies de la fagon suivante: on suppose que lon a

une suite de partitions emboitées de RP en boréliens {o__} ,meN* et s=1,2,....c(m) ,
c(m) représente une suite entiére strictement croissante et ou p'(dm s) > 0 . Par le procédé de
Gram-Schmidt, on orthogonalise la famille des fonctions indicatrices 1 des ensembles s N

Im,> s
imposant que la premiére fonction orthogonale A, soit identique a 1 . Il est alors clair que les

fonctions orthonormales A, , 0<i<c(m), ainsi définies sont des combinaisons linéaires des
fonctions indicatrices des ensembles J _ , 1<ssc(m), qui engendrent le méme sous-espace de

L2(IRP,u') (cf Lancaster ou Blacher 1987, 1988) .
En choisissant convenablement la suite [Jm s} , on peut facilement imposer que la famille

(A,);c 5 soit une base orthonormale de L2(RP,p") .
On définit de la méme fagon une base orthonormale (B;};c » de L2(R9,14") sur une suite de

partitions de R9 en boréliens {4_ } .

Lorsque p' représente la mesure Borélienne sur [0,1] , on peut alors employer les fonctions
de Walsh ou le systtme spécial de Haar : (W,},_)y (cf Beauchamps) .

On le définit en posant W= 1sur [0,1] ,

‘/—k' [Zm 2m+1[
si x€ , )

k+1 2k+ 1

. Ak k
et, pour i=2"+m avec m<2, W.x) = /_k 2m+1 2m+2
' si x‘:[ k1’ 2k+l[ ’

L0 sinon.
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Alors, si (X,Y) est un vecteur aléatoire 2 valeurs dans [0,1]2 ,deloi O, de lois marginales
uniformes, les coefficients de corrélation rectangulaire d'ordre (1,1) et (2,1) sont définis par:

o, = EW,0wW,(Y)] =

Ao 2[{o. 5[} o{[z ]}l [ 3 Ho 5} offo. 5[4 5]} .

%,, = EIW,00W, (V)] =

A3 el 54T 5T} -ol [ o4 ol [o 0421}

1 1
+ + + + + *
+ + +
. + + |, +
1/2 t 12
+ +
o i A
+ + + ¥
+ + 1 0 + + 7
0
0 14 12 1 12 1

De méme, pour un échantillon de taille n, {X »Yplyoa nde X)Y),
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n.o*") | est égal au

1 1 1 1
nombre de points de 1'échantillon appartenant & [O, 7[)([0, ?[ et [-—2-, 1 ]x[ 5 l] ,

1 1 1 1
diminué du nombre de points appartenant a [7, 1 ]x[O, —2-[ et [O, 7[7{ 5 l] .

Nous obtiendrons alors une approximation de O en limitant l'ordre du développement :
k, .k
2°-1 251

™ =1+ X Yo Wew,
i=1 j=1

En effet, la fonction (k) est la densité de la probabilité constante sur chaque élément de la
partition de [0,1]2 en 4¥ carrés égaux.
De plus, avec les notations de 5-2 , on voit que I'espérance conditionnelle est égale &

2% X1
E(YIX=x) = lim {IE(Y) +o(Y) X gmwi(x)} = lim {Z E [Y.Wi(X)]Wi(x)}

koo i=1 ktooo L i=0

2%

or, X E[Y.W,X)IW,x)
i=0

est la projection orthogonale dans L2([0,1]2,0) de (x,y)—y sur le sous-espace engendré

m m+l

Ty

par les fonctions indicatrices d'ensemble l[
2¢ 2

[(x) , et est donc aussi égal &

271

- EOIE(YIXF[;,Z—I‘[)I[E.,E[(X)

k

m m_+1

Donc, en définissant pour keN et x<[0,1[, m:FlN , comme vérifiant — <x < xk
2 2
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mk m+1 2
alors, [E(YI1X=x) = lmiE|YIX 2 -2T dans L°([0,1]).
ko0

Ce résultat rappelle le fait que, sous certaines hypothéses, en chaque point x, [E (YIX=x) est

la limite de lespérancc de Y, sachant que X appartient 3 un intervalle J contenant x lorsque la
longueur de celui-ci tend vers 0.

En ce qui concerne 1a probabilité conditionnelle d'une vanable aléatoire X de loi uniforme sur
[0,1], on obtient, de la méme fagon I'égalité suivante dans L2 ([O 1D:

m+1
P(A1X=x) = {P[AIXc[m:, "k []}

Bien siir, on obtient exactement le méme type de résultats pour des systemes définis sur des
suites de partitions de RP et R9 .

Dans ce cas, le test d'indépendance associé sera le test du chi-deux.

En effet, on suppose maintenant que (X,Y) est un vecteur aléatoire 2 valeurs dans R?2 , et que
( dl}l_ o e {4. ]J -12...4 Teprésentent 2 partitions finies de R . Soient (A, itico1,.c1 €t

......

(B;}ic0.1.....01 (rcspccnvement (A%)ic01,..c1 €t (B%)io01,.4.1) » les familles orthonormales
de L2(|R M) et LZR,u" (respectivement, L2(R M) et L2(R ;")) ) obtenues en orthogonalisant
les fonctions indicatrices d'ensembles 1, el eten imposant Ay =By=A" =B = 1.

On note alors par n, . j (resp,n; ,n ) le nombrc de points de I'échantillon appartenant 3 J. x,l

(resp, J, xR , leA ).

n AX JB(Y,) n n Ai“(X,)B;‘(Y,)
On pose o;;= E[A(X)B(Y)] , oc*,, —Z e o= —— "
1=1

On considére alors I'approximation 0 d) de 0 admettant pour densité par rapport 3 p'®u" :

c g O(J-xA-)

“Vy) = XY — 3 1 (x1 SO
d i=1j=1 1'(J)n"(4)) “ N

On estimera 9 par les densités empiriques f* et f:
c d T" c d En'-’
Py = 2D —— 1 (%) OB XCREDN) 1,1 @) .
" i=1j=1 P'(J)R"(4;) " Y i=1j=1 M N; Ji " 4
n n

Les propriétés €lémentaires des bases orthonormales montrent alors que
c-1 d-1 c-1 d-1

9wy = 142 Lo AWBY e fxy) = 142, 20 ATBG)

i=1 j=1 i=1 j=1
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On pose alors
2 ( nn )’
c d ' " c d|n,. - —
*2 _ Zz(ni.j' “-N(Ji)u (”J)) 2 - 22 L) n
Xxy i=1j=1 n.p' ()K" (4;) » Xxy i=1j=1 “_.__“, ’
n
C (n; - np(9p) 4 (n,- np"(4))
2 i.” R 2 G0 j
X*x = )y et X*y = 2 ! !
X i=1 n.n'(d;) Y j=1 n.u"(,lj)

Dans le cas ol I'on sait que les lois marginales sont p'et p", 'emploi des coefficients de
corrélation d'ordre supérieur a permis de prouver que
c-1 d-1 2
2 2 n
2
X*xy - X*x - X*y = n 2; zl (¥
1= J:
et suit asymptotiquement, sous I'hypothese d'indépendance, une loi du chi-deux a (c-1)(d-1) degrés
de liberté. En fait, ce test est le test du chi-deux restreint, et il est donc plus puissant que le test

associé 2 la statistique x*zx'y car ce dernier teste de nouveau que les lois marginales sont bien p'
et p" (Blacher 1988) .

Dans le cas de lois marginales inconnues, on a les égalités suivantes :

( nlnj)2
c d - —_— c d 2
) RCEMCEP AN 55 of ) (LT
i n.n. roavirey n n.n.
i=1j=1 i i=1j=1 i

n

1

c-1d-1 2
i=1j=

Donc, la statistique du chi-deux avec estimation de paramétre est identique 2 la statistique
Hilbertienne avec estimation de paramétres, i.e. le test du chi-deux d'indépendance avec estimation
de paramétres est un cas particulier du test défini par le théoréme 7-9 .
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VIII-D : COEFFICIENTS DE CORRELATION CANONIQUE
GENERALISES

On reprend I'exemple donné par Lancaster en 1962 page 535. On consideére un vecteur
aléatoire (X,Y) a valeurs dans [0,1]2 , de loi O et de lois marginales uniformes.

1 1 1 1
m“”“‘ﬁb”““ﬂ}=Q“Wﬂ{TdF°-
1 1
Soit A, ladiagonale de [0, -i-[x[ 0, -2—[ - On suppose que larestrictionde 0 2 A, est

uniforme et que 0(A )=8, .

~ . 1 1
De méme, on suppose que O est uniforme sur [O, 7[){0, ?[ \Al ,
1 1 1
et‘quc 0( [0, T[’{O’ —2—[ \Al ) = 7 - 61

1 1
On suppose qu'il en est de méme pour le carré [7, l]x[-i-, 1] , mais avec une probabilité
B,<B,.

172,

0
0 172 1

Soitalors {P;},.py et (P}, deux bases orthonormales quelconques associées aux lois
uniformes sur [0,1/2] et [1/2,1] : P(x)=0 si xe[0,1/2] , P*.(x)=0si x¢ [1/2,1] , avec
Py=P*,=1. De plus, on note toujours par W, les fonctions de Walsh, pour i=0,1 .

Alors la famille (<®}, ., définic par t®= W, , pouri=0,1, ¢@=p,, c@*D=ps. pour
i21, est une famille orthonormale associée 2 la loi uniforme sur [01].

Il est alors facile de voir que les fonctions [t(i)]icN possedent la propriété de bi-orthogonalité:

E (:Dx)0Y)) = SiJ sii=0,1, Blsij si i est pair et i>2, et 628iJ si i est impair et i>3.

Donc les paires (t®, t®) représentent les paires de fonctions canoniques généralisées, et les

les paires (t), t(D) ¢t (@, ¢ (2D) représentent les paires de fonctions canoniques définies
selon la fagon classique introduite par Lancaster et généralisée en 3-20.

Enfin, il est facile de voir que [t(i)}iFN est une base de L2([0,1)), et donc que l'on peut écrire
la fonction de répartition de (X,Y) sous la forme de 3-30.
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Summary. We study in a new way the chi-squared tests of independence: tests with and
without estimated marginal distributions, and the chi-squared restricted test for which
we simplify the statistic test. We obtain thus a new form of the chi-squared tests of inde-
pendence which simplify the presentation of them. Moreover our method englights the
difference of these tests and produces examples of minimum chi-squared estimators,
HirBERTian tests, and different chi-squared tests.
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Introduction

Using DENis Bosq's HILBERTian tests [6], and orthogonality in L2 spaces, we
want to differenciate chi- squared tests of independence.
Let us remain some basic principes of orthogonality and HILBERTian tests.

Let u be a probability on R?. Two functions % and A’ of L3(R?, u) are orthogonal
in this space if [ A.A".du=0. Let {4;};cx be a family of L*(R?, u). This famil - isar
orthonormal basis of L%(R?, u) if it generates L2(R?, u) and if [d4;.4,d.=0 if
i+14 and 1 if not. :

For example, if U is LEBESGUE measure on [0,1], then sin (2zz) and cos (27z)
are orthogonal on L2([0,1], U). If N is the standard normal distribution, the Heg-
MITE polynomials {H(z)};cy are an orthonormal basis of L2(R, N). if N2 is a nor-
mal distribution on R, with marginal laws N and with ¢ for correlation coefficient,
then the family {H;(z) H{(y)},5yexs is an orthonormal basis of L2(R2, N2) if =0,
and is not orthogonal if not. _

Let 4 and g, be two probabilities on R. We consider a random vector (X1, X2)
with values in R2 such that there exists a probability density function fg, y, with
respect to u; ® us.

Then,

P((X1, X2)€ By X B:) =8ff fx,xdmdpe, (I)

1XBs

where P is the probability, and B;, B; are two borelian subsets of R,
and, we can write

f.n.xx = Z-,

fi=1 fa=

) %445 ® 45 in L2 (R? 4@ us), (I1)
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where, respectively, {4; }mN. and {AI,},“N. are orthonormal basis of L2(R, y,)
and L%(R, p2), and where A4} ®Aj,(3: y)—A,,(x)A (3/)
Moreover, we set A{..AZ:I Then
a1a=1 and Al@Ai=1. (T1I)

At last, in the case where the distribution of (X, X») is 41 ® u2, we have frox.=
=1:cf (I). Then oy ;,=0if (51, ) =(1,1) : of (II) and (III). °
- The Bosq’s results show that, for all finite subset D* of (N*)2\{(1,1)}. the
HiLBERTian test can test the hypothesis: Ho(D*) : ((V (j1, j2) € D*, o, ,,=0)). and
that we can denote the associated HiLBerTian statistics by

n( 3 @),
U, f2) €D~
Thus, by an appropriate choice of D*, this test is used to test the hypothesis
Co (11 ® u2) : ({The law of (X1, X2) is u1 @ o)) .

We recall these results in the first part.

Now, let fy, be the probability density function of X; with respect to ;. We
can write fy =1+ _)j %y, IA} in LR, y1) . We have the equality P (X, B;)=
= ffndyl Then, 'ilhse HirLBERTian test is also used to test

Co(p1) : {{The law of X, is u)),

by the test of
Ho({2, 3, ..oy (0} X{1) : ((VFE(2, 3, oo (1)}, 25,1 =0)) .

Now, we can test Co(u1) using the chi-squared test.
Let (XP)p-1,2,...,n be an n-sample of X, and let {I{}1-1,2,...,c1y be a partition of
R on disjoint intervals. The classical chi squared test uses the 2 statistics:
e(1) 1yya
2 (ni. —nma(I;))?
111_2 n#l(I‘l)"

i=1

where ny. is the number of X% which belongs to I.
Now, BosqQ has remarked that the chi squared test is a HILBERTian test. Indeed,

let {111}; T the family of characteristic functions of the I} sets. Then.

we choose {Ajn }1=1,2,....cy the orthonormal family such that each 4} is a linear
combination of 111. '

c(1)
In particular, AL_Z’ 1,

s=1

We shall prove the equa,hty:

c(1) ~ 2 .
n (1227 41,1 )=Xi’g .
\-



‘ I1-3

BLACHER, R.: Chi-Squared Test of Independence 521

Then the HILBEBTi_a.n statistics is equal at the classical chi squared statistics and
then the 42 test is as HiLBERTian one.

In the same way, let {I‘z:}p..]"g'.”.c(z) be another partition of R. We impose the
same condition to the {Ai}jz-l'g"“.c(z) ‘s family, and we denote by 1%, and ;(frh_n
the chi squared statistics on R and R2, respectively, associated with the

{1.%}:‘-1,2,_,_'“2) and {I} xlf.},_l,._,w.,u, partitions. We shall obtain the equalities
=1,2,. 'e(2)

€2 ~ 2)
?

2
Xxy,=n ( 2 a;..h
J2=2

and

’ a2
2 _ s
rx, JXLe=n ( 2 %4,521 -
1=fi=c(1)

1=j235¢(2)
(71,72) £(1,1)

We shall prove these results in a second part.

If we know that the law of Xiis y;, fori=1, 2, we have the equality P (X;€ B;) =
= fd‘ug. Then x;1=2; ;=0 for j=1. Consequently, for testing the independence
By

of X; and X5, we must test

Ho((2, 3, .., ()X (2.3, ..., c(2))) :
«V(]l, ]g) : j1=2, 3, ..., ¢(1), jg=2, 3, ..., ¢(2), aj“;,=0}) .

- The associated HILBERTian statistics is
cl) c2) ~_a )

S lj2 =7 (12 2 g

12 f1=2

Moreover, we have the equality
ISalf = x2x, x, ~ 2% — 1%, »
and, under the independence hypothesis, 18al2, 1%, 1%, are asymptotically inde-
pendent. ‘ . o
Now, we can also test the independence using the classical x%2—independence test.
In the case where we know the marginal laws, the statistics of this test is
1 .x, if we suppose always that the law of X; is Ui
And we have the equality
- c(l) c(2) 2 c(1) ~2 c(2) ~N2
X:Yt.x:=n (2 2 1;:.]:)-‘-"' (2 “;:.1 )+n (2 ai‘.h) -
h=2 jam2 1=2 Ja=2
Then, the classical chi-squared tests of independence test again that the a;,; and
1,5, vanish. Then the classical chi squared independence test tests also that the
marginal distributions are p; and .
This means that the classical test tests again a known hypothesis.
The BosqQ's results show that. under the independence hypothesis, the limit
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distribution of the statistic

XX~ X = 1%
is a #2 law with (c(1)—1) (¢(2) - 1) degrees of freedom.

These results recall those of restricted 32 test [8]. Indeed, we know tha.t this test
allows to test only some of the parameters. In the present case, if we want to test
Ho({2,3, ..., c(1)} {2, 3, ...,¢(2)}) by means of the restricted * test with an
n-sample (X?, X¥)p-1.2,....n of (X1, X2), the statistics of this test, mis equal to

- ~
(ng o —mnp(If) p2(I3))? _ (nii—n,pi:)?

18 =c(1) n (1)) pa(I3) 12520y (1)) pa(I7)
1=i"=c(2) 1=i"=¢(2)

-, 2 —
Axi X~

o N
where n; 4. is the number of (X?, X2) which belong to I} X I}. and where {p;.s} is
the 42 minimum reduced estimator.

Then, we shall prove the equalities:

A’: X ”Sn” ’

and

A 2 (Rije =7 Piie)*

FOTIET | gy w7

1=i=¢(2)
Therefore, in this case, the restricted 42 test of independence and the HiLsERTIaN
test of independence are the same.
We shall prove these results in the third part.

In the fourth part, we shall study the case where the marginal laws are un-
known. In this case, we must estimate the parameters.

/'\ /\
Let Xx. ¥or XX; and %, be the ;2 statistics with estimation of parameters, and
/\ /\

/\
let ”Sn” —lxl.ﬁﬁ /(.Y( XX:
A~ A~ 7 {\
We remark that y% = ;% =0. Therefore [|Sall?= X, x. -
Then, the statistics of the two tests are the same. Therefore, the two tests are
the same.

Finally, in the fifth part, we recall the conclusions. In particular, we remark
that, under the independence hypothesis, the both statistics

P S
Cox— 1~ and 2k x.—Xx—1x
have asymptotically a chi-squared distribution with (c(1)— 1) (c(2) —1) degreesof
freedom.
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1. Husertian test and restricted chi-square test

At first, we recall some definitions and properties of HiLBERTian tests as in
Bose ([6]. [7)).

1.1. Notation. Let {Z}, 1€ N*, be a sequence of independent identically distrib-
uted random vectors, defined on the same probability space (2, %, P), and with
values in & BOREL space (R?, B,). Let m be a given probability measure on (R?, B,).

We want to test the hypothesis Cy : ((The common distribution of Z; is my)against
its negation. ) ’

BosqQ considers an orthonormal family {es}, J€D, of L%(R», B,. m) such that
1€{es} and 2=card (D)=k< +w. Here Dc(N*)?, sup |es(z)] <+, 1,=
=(1,1,...,1)éD and e1,=1. TeRP

- -Since (¢;) is not necessary a basis, then we have

dim (L2(R?, B,, m)) =k .
We set D+ =D\{1,}, and, for n¢ N* and J£ D, we denote by a’} the statistics:

G=1{ eJ(za]

Li=1

- which is an estimator converging almost surely to ay= E(es(Z,)) when

E(les(Z1)]) < + o= .

Let || || and <,> be respectively the norm and the scalar product of L2(R?, Bp,
m). Then, for nec N*, we denote by Sx(.) the statistics:

Sal)=Vn ( 3] ales(.)) .
JED~
Consequently . .
l1Sallt=n ( 37 a3).

JeDv

Therefore, if the law of Z, is m, then E(es(Z)). €5.(Z1)) =0 if J = J’ and 1 if not, and
the Central Limit Theorem proves the following theorem.

Proposition 1.2. If the law of Z, is m, then the sequence of random wvectors
nl/? {a7}sep has asymptotically a (k—1)-variate mormal limit distribution with
mean zero and covariance structure the identity matriz.

Then, we deduce the following propositions.
Proposition 1.3. If the law of Z, is m, then the random variables n¥a®, J<D*,

are asymptotically independent.
35 statistics 19 (1988) 4
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. e s . » Distri
Proposition 1.4. If the common distribution of Z; is m, then ||S,|° siribution T,

where T has a chi-squared distribution with k—1 degrees of freedom.

Proposition 1.5. If the common distribution of Z; is a probability m’ such
that there exists J € D* for which ey is m -integrable, and with non-vanishing inte-
gral. then

ISufz == oo

1.6. Construction of the test. These results allow us to define a test of
Ho(D*): ((¢vJ€D*, ay=0))

against its-negation H,(D*). by using the statistics ||S, |2 : under Ho(D*), we have
7;_;. and under H,(D*), we have [IS,|2 25 + o

Then, by use of the HILBERTian test, we can test the Hypothesis
Oy : {{The law of Z, is m)).

The above theorems constitute the foundation of HILBERTian tests. This very
simple case was developed by many authors. Note that Bosq’s results allow to
test an infinite number of parameters ([6], [7]). Moreover BosqQ proposes to use a
sequence {(e})s y},exn- Of orthogonal functions families in L2(R?, m). Other way,
GERLEIN and Pincus [10] have considered the more general situation where the
HivserTian test is a particular case of the w-divergence [14] between two scalar
products. Other references are BickeLL and RoOSENBLATT [2] and GREGORY
([113, [12]).

We know also that »2 tests are special HILBERTian tests by the choice of charac-
teristic functions of set as orthogonal functions.

”S ”,, Distribution
212

Notations1.7. Let n€ N* and {I1};¢(; », . be a partitionof R?. Foralli€{1,2,...,c},
we denote by p; and n; the probabilities: p;=P(Z;€ ;) and n;=m(I;). Then, let
G denote the hypothesis, @ :{(({p:} ={x:})). Moreover, let »; be the real number
vi=(1/n)card ({t=n|Z:€1}).

Of course, for testing Cy, we may use the classical chi squared test. However,
frequently one does know the type of deviations to be expected if the hypothesis is
not true, and in such cases the chi-squared test can be modified so as to increase
its asymptotic power against the alternatives of interest by concentrating it on
these alternatives.

Notation 1.8. Let s¢ N*, s=c. Let € be the affine subspace of K¢ have a para-
metric representation "

s
pi=7i,0+2 }’{,r'gr 1=1, 2,...,C

r=1
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and let
-8
m=yi0+3 1,80 i=1,2,..,¢
r=1 -

where the y;,, are real constants.
Let K be the restricted class of alternatives to G defined by

K:(({p}€C, {p}+{a})).
In that case,'jn order to test G vs K, we may use the restricted y2 test (p- 308
[15], see also [8]).

Definition 1.9. The restricted chi squared test of level », rejects @ in favour of
K if
€N (v )2 c D2 Cm (D— 7)2
2"’(": :71) _2"(”: px) =Zn(px l)_>0
i=l T i=1 Ti i=1 o

vi—q,)

where the 1/1: minimize ) ——Z subject {9:}€ €. Theconstant C > 0isdetermined
by '

i=1 i

f-ll[2l’(n/2)] (2/2)%3! e 2dz =« .
¢

Remark 1.10. As amatterof fact the restricted xttesttests (B, =97,r=1,2,..,s)).
Thus, for alternatives lying on €, the restricted % test is more powerful than the
classical 42 test. This result follows from the study done by Fix, Hopges and
LeBMANN (p. 98 [8]). Of course, if the alternative does not belong to &, this
result is not necessarily true.

We recall that the restricted %2 test is defined under weaker hypothesis. Indeed,
Wwe can suppose & is a surface and {p;} is another estimator than the #2minimum
reduced estimator [8].

2. Chi-squared statistics and Hiwsertian statistics

We now prove that the HiLBERTIan statistics involving all the coefficients 1,42 1S
exactly the chi-squared statistics.

2.1. Notations for the partitions of R”: If peN*, let {c(s)}, s=1,2, ..., p, be a
finite sequence of N* : ¢(s)€ N*. We set T5=(1, 2, ..., ¢(s)) and D*s=(2, 3, ..., c(s)).
We consider also the subsets of N?:

P
D=[] D5, and D*=\{(1, 1, ..., 1)}.

: s=1
- Let {$},5=1, 2, ..., p, be a finite sequence of partitions of R on disjointed
intervals Ij: Po=(I! | ic D}.

356+
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Moreover let G be the following partition of RP:

P .
S.—_{n L | S€(1, 2, ..., p) =i(s) €D and Igmeg'g,} .
s=1

2.2. Notations for measures. Let {u;},i=1, 2, ..., p, be a sequence of probability
measures on R, and let p=pu; @ u2® ... ® up be the product measure on R?. Let (Xy),
1€N, be a sequence of independent identically distributed random vectors,

defined on the same probability space (2, %, P), and with values in the BorgL
space R?. Let X = X,. We suppose the distribution of X is Q.
Let ne N*. We denote by p, the empirical probability :

pel (V) = card (i [ i 5n, Xi€ V)

and by f,. the empirical density with respect to u associated to §: for all I£3 and

x€l, we have fe(x)zi’((II)). We have therefore supposed that us(I,)>0. for all

s€(1, 2, ..., p) and Ij, € Ps.

2.3. Notations for orthogonal functions. Let, for s=1, 2, ..., p, {4}, js£ D,
be an orthonormal family of L%(R, ps) such that Aj=1. We suppose that ijt
spans the same subspace of L%(R, u;) than the family of characteristic functions

5 s
{1I§(3)}i(3)€5)s of sets I < Ps.

Moreover for each s¢(1, 2, ..., p), Ajs is a linear combination of 1
i(s)

Since us(I,)) >0 for all I3, € Ps, we have, according to GRAM-SCEMIDT orthogo-
nalisation process, that such functions always exist.
Finally, we denote by {4,}, J€D, the family:

{4; ®4},® .. ® 4} [js€Ds, for all s€(1, 2. ..., p)},

where

A}1®A52®...®A§’p(xl, Zs, ..., x,,):A}l(xl) Afz(:rg) A}’p(x,,) .

Then we have the almost obvious proposition.

Proposition 2.4. The family {As}. J€D, is an orthonormal family of L2(R?, u),
which spans the same subspace as thej family {11}, I€y. Moreover we have
Al,l,...,lEl. '

2.5. Notations for the coefficients of the 4,’s. We shall denote by «y, J€2, the

~ n o
number o;=E(A4,(X)). and by cz"}=$ 3] A,(X;) the estimator of ay (1.1, 2-6).
i=1 : .
As we claim in the introduction, xs{(x;, 1, if p = 2) is the coefficient of 4, (4}, ® 4;)

in the expansion of the density function (when there exists) in orthonormal
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functions. This easy remark allows us to understand better the basic idea of the

proof (see also [4]).
Since Sup |A;(z)|< +e0, We can apply the stronOIa.w of large numbers, and we

ZERP
obtain the following proposition.

Propositiqn 2.6. Under the above hypothesis, :5 converges almost surely to «y.
2.7. Notations for the coefficients of the mar vmal distributions. We shall denote
by ®7,, s€(1, 2, ..., p), the followmo subsets of @ :

‘E:n::{ 7'11 22, eeey zp) l 18;1’ zj=l ]f?-.-S} .

P —
We set also Dm=J 2%, and D= D .
s=1
Then, the coefficients of the marginal distributions — j,,1 and ay,;, as considered

in the introduction — are ay,, Jo€ Dpm.
With these notations, we can state the following property

Lemma 2.8. Under the previous notations, we have

3
2y ={fe, AJ>L2(3p.“)
Proof. We can write

As= 57 21y, (2.3)
Iey

and

l(t-ln Xi) I fAJ df"—zhy‘(‘[)

n
ﬂ.(I) _
5 %M (j f () du )—(f,, 45 LYRP)

We can now give the main proposition of this part, which tells us that hilbertian
and chi-squared statistics are the same.

Theorem 2.9. Under the previous notations, we have

4.\/[—1746(1))2
n (ng-;,, % ) €3 nu(l) o
where Np=nu¢(B), while B is a BOREL subset of RP.

Proof. Ab {4,}, J€D, and {13}, I¢ €S, spa.n the same subspace, from 2—8 we
obtain 2_7 z ,.4; feor, equivalently }) a’J'AJ=fe-l .

J:2 Jize
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Finally, we have
n( X =n(ff o [(em12dm)=0 (5 [f .. [ (fe=1)2dn)
JED* R? I3 I
_ (N1—npu(I))?,

Remark 2.10. In this paper, we use the HiLBERTIan test in (R?, B, p). This

test is also defined for (£ ,E. u) such that L*(E, G, u) is separable.
It is easy to see that the theorem 2.8 holds in this generalisation. Then the

chi-squared test is a HILBERTian test (see also Bosq [7]).

3. Test of independence: the case of the known marginal distributions

In this chapter, we are in the case where we know the marginal laws.

For testing independence we shall test only the coefficients which measure the
dependence. For this, we must eliminate the coefficients which measure the
marginal distributions. The orthogonalisation gives us this result.

Hypothesis 3.1. In the sequel of this paper, we suppose that the i-th marginal
law is y; for all 1€(1, 2, ..., p).

Proposition 3.2. If Joe 2, we have «g,= 0. This result follows from the defini-

tion of a marginal distribution.
Since the coefficients o.s,» JoEDm, of the marginal distributions venish, we
don’t have to test them, and we shall carry out the HiLBERTian test from the

statisticsn (3, o} ) which don’t depend of these coefficients, contrary to the classical
chi-squared test as we shall see now.

3.3. Notation for the prolongation of partitions of R to RP. For s¢(1, 2, ..., p),

we denote by G, the prolongation of the partition s of R to R?, given by
Js= {E}1 ><’E’?2 X... XE}; | Ef € B and E’;, =Rif s’ *s}.
We set also §o: So=5 . '
3.4. Notations for the chi-squared statistics. Let i¢ o1, .., p). We shall denote
by 42, the chi-squared statistics on, (R, ), or (R, pe), =1, 2, .., p, respectively,
prolongated to Re:

2 (Nr —nu(I))?
o= —_— :0, l, y
iz 1é3; nu(r) P

When i+0, it is obvious that 42 is the chi-squared statistics of the i-th marginal
distribution.
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From 2.9., we deduce easily the following theorem.

Theorem 3.5. With the above notation, if we denote by ||Sa||? the HILBERTian
statistics (1.1) defined as
[1Sali2=n (2 «y ),
3
we have ||S,.l|2=.<0 )_7 72

=1

Remark 3.6. Theorem 3.5 holds without hypothesis 3.1. Then, from 1.4 and 3.5,
we deduce the asymptotic distribution of ||Sx||2.

P
Corollary 3.7. Under the hypothesis of independence, the statistics 75— 3] 42 s

S=1
;P )
asymptotically distributed as a chi-squared distribution with ( Il c(s)—l)—
P L
— ) (c(s)—1) degrees of freedom.

§=1

Corollary 3.8. We suppose p_2, and we denote y5= 7% xy = 1= 1%

The statistics ||Sall2= %, x.— 1% — 1z 15 asymptotically, wnder the independence
hypothesis, distributed as a chi-squared distribution with (c(1) —1)(c(2) — 1) degrees of
freedom.

Now, as corollary of 1.3 and 2.9, we remark the asymptotic independence of

above statistics.

Theorem 3.9. Under the independence hypothesis, the statistics 1 5:,2, and
ISall2 are asymptotically independent.

The form of ||S,|2 looks like that of the restricted ;2 statistics. As a matter of
fact, we have the following equality.

Theorem 3.10. With the previous notations, we have the equality.

2-1,’,, 2 (N1 —n.pp)*
5 Ls -—Ies w(I) ?

where the ;; minimaize
(Ni/n—qp)?
Ieg w(I)
when qr= [ AU, M belonging to the set of measures on R? with marginal distributions
Hs- !
Proof.Letg= D) qi1;/u(I). Then ] M:Zg([)(N;/np(I) —gilu(D)?=
= (f,.—g) du. iz s ey



I1-12

530 statistics 19 (1988) 4
We can also write g= S‘gJ'AJ. Then, as fg,dp=l,g1,1 ,,,,, 1=1. Moreover,
JED
let JocDm and 4, = 3] 3,1, Then,
i€y
J9As,dp= 3 g,= 3] 3y [aM= [4,a0=0 (cf. 3.2)
IR FER T | T
- Other way, by 2.5, we have f,—1= PN ;5’.4.,_ Then,
JiDe
J(te=gr du= 3 (17 —g,2= 3] (x}-q,P+ 3 (e
JETe Jed JeDy,

We deduce that f(/,—g)2 dp is minimum if ¢,=27 for JeD.

In this case, [(f.—g)2 du= ) (-;3\)2.
JED,

Then, by use of 2.9 for each marginal 42 statistics, we deduce the announced
equality.
From 3.5 and 1.9 (see also [8]), we deduce the following corollary.

Corollary 3.11. With the previous notations, we have the equality

N

n(u(I)-pp)?
1S, 12— _— T
'- ni IEZ\}' ‘l.(I) ~
This corollary means that, in this case, the restricted ;2 test of independence
and the HILBERTian test of independence are the same (1.9).

3.12. We suppose always that the i-th marginal law is gy for all i€{1, 2, ..., p}.
Then, we recall that the study by Fix, Hobces and LEEMANN (p. 98 [8]) shows
that the independence test with the statistics ISall2 is more powerful than the
classical y2 independence test with 46 (3.11. 1.10). Of course, if the marginal laws
are not the yu,’s, this result is not necessarily true.

3.13. Independence test. It is obvious that if we test the independence with
the help of the HiLBERTian test, then, in the case of known marginal distributions,
we shall test the hypothesis Ho(3) AYTED 27=0}) against its negation, thanks
to the statistics IS,!2, and theorems 1.4 and 1.5. R

3.14. Remark. It is also evident that we don’t test the coefficients « gy JOEDm,
because they are already equal to zero by proposition 3.2. However, according to
2.9 in the classical chi-squared test, we test again the vanishing of these already
known coefficients. Therefore we test again that the marginals distributions are
p1, p2, ... and uy,.

3.15. Remark. We can also express the preceding statements by remarking
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that the classical chi-squared test allows us to test the hypothesis Ho(D*) :

(VJ€D*: 2y=0)), and is utilized as test of Cg: ((The distribution of X is u))
against it’s negation C;. When we accept that p=p ® pu2®... ® pp, we can deduce
the independence. Then, in this case, it is clear that we neglect some data: that
is to say the knowledge of the marginal distributions.

On an other hand, with the HILBERTla.n test of 3.13, we can test the hypothesis
Co: ((The variables are independent)) against its negation. Then, the classical
chi-squared test is more naturally associated to the test of C; whereas the Hrr-
BERTian test of 3.13 is more naturally associated to the test of Cj.

3.16. Now we compare the two tests of independence: the classical chi-squared
test and the HiLBERTian one. In fact, taking into account 2.9, we have to consider

two HILBERTian tests:
the classical chi-squared test which is the same as the HiLBERTian test of

Ho(D*) against its negation,
and the HiLBERTian test of independence which is the test of Hy( .b) against its

negation.
Then, it is clear that the most natural test of independence is the second one.

Therefore, it is not surprising that this test is the most powerful.

-

3.17. The above mentioned remarks point out an idea which is the key of the
restricted 42 test, i.e. that of testing only a part of parameters. Therefore these
results provide a kind example of this test.

4. Independence test: the case of unknown marginal distrihutions

Bosq didn’t study the HILBERTian test with estimation of the parameters.

/\
However, it is easily seen, in this case, ,(X =4%,=0. From this, it follows that
the more natural independence test is alw aysgiven by a statistics of the type

2 > 2 /\ /\ /2\
Zx:..l'z—z.l’l_;/.l’~ or /.Yn,Xz o(Xl AXa2»

and not 7%, ,xp Which, under the independence hypothesis, has asymptotically a
chi-squared distribution with (c(1)—1) (¢(2) — 1) degrees of freedom.

4.1. Notations. Let s<(1, 2, ..., p). We shall denote by ys the marginal empiri-
cal probability which has a constant probability density function on each interval

Iie P°, and is such that ,u,(I‘) p(L3).
We shall assume y,(I3) >0. ~
We shall also denote by @ the product measure &= u1®po® ®.Up by {4.1}
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J €D, the associated orthonormal functions, and by o the statistics:

A,(Xy) .

“n
Ly =

S| -
I\

—

=

4.2. Now, we recall (see [13], p. 250) that, in the case of unknown marginal
distributions, the chi-squared independence test is obtained from the chi-squared

statistics by estimating the parameters:

5 v (Vi —na())?
l0= 2 nﬂ(I) °

I3
This statistics asymptotically, and under the hypothesis of independence, has a

P 74
chi-squared distribution with ((Hc(s) - 1) - 37 (e(s) —-1)) degrees of freedom.
§=1

s=1
Proposition 4.3. The chi-squared statistics of the marginal distributions which

are given by
v (Nr=na(D))? L
“an S0

Do)

Ie3,
vanish identically.

The proof is obvious.

Proposition 4.4. We have the following equalities:

The proofis like in 2.9, if we replace u by /.
From 4.3 and 4.4, we deduce the following proposition.

Proposition 4.5. We have :’}0=0, for all Jo€D,. Another formulation of the
above results is given by the following proposition.

Proposition 4.6. If we denote by ||:S'\,.||'—’ the HILBERTian statistics
ISal2=n( 3 ),

then, we have
el B a_s
”Sn”2=,‘(o“zl' Xs=Xo >
Sw=

moreover ||;§:||'-’ follows asymptotically, under the independence hypothesis, a chi-
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squared distribution with
P \  J
((17 c(s)——l) =3 (c(s) — 1))
s=1 §=1
degrees of freedom.
Now, we prove that the s are almost surely consistent estimators to the

,’s. For this purpose, we shall need to impose some obvious constraints: the

4,’s and the 4,’s must be constructed by the same method. Therefore, we shall
prove our result in a particular case, but it is easily seen that the process is appli-
cable in the general case. And anyway, the final result does not depend on this
choice. The 4,’s are useful only for the proof.

4.7. Definition of a sequence of orthonormal functions. We shall define the
sequence {Bj}, j€ D, for all se(1, 2, - P). with Bje LX(R, u;), in the following
way: Bi=1, and

j-1
................ 0 if ze{ I},
¢=1
c(s)
Bjz)=( ..... 2 us(Z3) if zelj,
=751 o)
............. —(us(Ip) if =ze Y It,
t=j+1
if jeT*s .
Then, we shall denote by 4; the functions B; normalized in L2(R, Us):
s_ B;
4= <) c3) )
V( 2 .us(Ii)) (1s(I3)) (Z #:(If))
tmj+1 t=f

Then, we shall define A;. JET, asin 2.3, and in the same way, 4s by interchang-

ing u; by usin the above definitions. It is clear that these families verify 2.3 and
2.4,

Lemma 4.8. If we denote by

A~ ~
A;= 2 Arl; and Ay= Z,’ Arlr,
I3 1€3
AN e
the decompositions of A; and Ay with respect to the basis {11}, 1€, then i; converges
almost surely to A;.

Proof. This follows directly from the almost sure convergence of us(Ij) to
#s(I3) (see th 8.7, [9]).
As a simple consequence of 4.8, we have the following proposition.
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Proposition 4.9. For all J < D*, the estimator o almost surely converges {0 x.

4.10. The independence test. We know that if we test independence by the
hilbertian test, we test the hypothesis

Ho(‘D) :((VJEE tog=0)).
It is clear that the classical chi-squared test with estimate of parameters tests
these coefficients and only them. In this case, the HiLBERTian statistics of inde-

P
pendence and the chi-squared statistics are equal : [|S |12 =?§. Therefore the two tests
are the same.

4.11. It is also clear that this last equality comes from the equalities 72=0,
SE( ,_,..,p), :

4.12. In this case, we have still the equality

e /} Y4 /\o
ISnllz=x5— 3] 42,
3-1 P

and, under the independence hypothesis, [\S,"2 follows asymptotically a chi-

P P

squared distribution with (([] c(s) — 1)——2 (c(s)— 1)) degrees of freedom.

\5=1 s=1

+.13. It is also obvious that, in the case of estimate of parameters, we cannot
test the hypothesis

Cy : {(The distribution of X is p)).

3. Conelusions
We easily deduce from the above results the following conclusions.

5.1. Whether all the marginals distributions Us, s=1,2, ..., p, are known or
unknown, the more natural independence test is always based on a statistics of

the type
s O 2 SR 2
Z0— 2, Xs Or yo— 2 s—and not x5 .
s=1 -1
Under the independence hypothesis, these statistics always follow asymptoti-

cally a chi-squared distribution with

((ﬁ c(s)— 1) —j (c(s)— 1))

S=1 S=1

degrees of freedom ((c(1) — 1) (c(2) —1) degrees of freedom if p=
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5.2. The classical statistics 42 is not the more natural statistics to test independ-
ence, because, in the case of known marginal distributions, it leads us to test
already known coefficients: the coefficients of the marginals distributions. There-
fore, in this case, we test again the marginal distribution. In fact, this statistics is
more naturally associated to the test of the hypothesis Cy : {{the distribution of X
Is p)) against its negation whereas the hilbertian statistics test the hypothesis
Cy : {(The variables are independent)). Moreover, if the marginal distributions are
unknown, the Hr.BERTian test and the classical chi-squared test are the same.

5.3. We have obtained the preceding results when all the marginal distributions
are known, or when all the marginal distributions are unknown. But, in consi-
deration of their identity, we can hope that they will remain valid if ¢ marginal
.distributions are known and P —g unknown. It seems possible that asvmptotic
laws for orthogonal empirical functions could give this result [35].

5.4. We must also remark that our results give us in a natural way the differ-
ences of the degrees of freedom between the several statistics that we have used.
In fact, the degree of freedom is the number of parameters that we really test;

the estimate on parameters is expressed by the vanishing of the coefficients
N .
@7,y J0€ Dm. That comes not to test the corresponding .. In fact, the estimation

of parameters look like a kind of orthogonal projection. One can ask if it is not
possible to generalize this method to obtain a new way to study the effect of the
estimate of parameters in the chi-squared distributions. May be we could also
obtain this result with asymptotic laws for orthogonal empirical functions. Per-
haps we could also solve by this method the case where we have to estimate only
some of the parameters of marginal laws. Therefore, in the classical chi-squared
independence tests, the difference of the degrees of freedom is fictitious. We don’t
test the same hypothesis in the two cases: we test Co or Co(5.2).
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Mots-clefs : Fonctions orthogonales, coefficients de corrélation, test Hilbertien, test du chi
deux.

Résumé : On étudie le test Hilbertien d'indépendance, avec ou sans estimation de paramétres,
et on voit que ce test généralise le test du chi-deux correspondant. Pour obtenir ces résultats, on
utilise la loi asymptotique des fonctions orthogonales empiriques et on en déduit la loi des
coefficients de corrélation d'ordre supérieur empiriques.

: We study an Hilbertian independence test which generalizes the chi square
independence test. We build this test in the cases where the marginal distributions are known or
unknown. For obtain this result, we use the asymptotic distribution of orthogonal empirical
fugctions, and we deduce the distribution of the empirical correlation coefficients of superior
order.
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INTRODUCTION

Lorsque l'on veut tester si la loi d'un vecteur aléatoire U est une loi M connue, on emploie
souvent le test du chi deux. On peut aussi généraliser cette méthode en utilisant le Test Hilbertien
dont le test du chi deux est un cas particulier.

Rappelons que le Test Hilbertien teste les coefficients de fonctions orthogonales associées A
M. Par exemple, pour tester que deux variables aléatoires U et V sont indépendantes, on pourra
choisir comme fonctions orthogonales les fonctions Ri(u)Tj(v) ,ou {R;} et (Tj) représentent des

familles orthonormales associées aux lois marginales m et m' et telles que R;=T,=1. En effet, on

sait que si (U,V) admet une densité feL2, par rapport 2 la mesure produit m®m, alors, f(u,v) =
> e RiWT;(v) avec p;; = E[R(U)T,(V)I, I'espérance de R(U)T(V) . Comme pyg=1et p;,
ij o : V X

=@y j=0 si i#0 et j#0, on trouvera finalement f(u,v) =1 + 2 e; jRi(u)Tj(v) . On en déduit que
b i>0,j>0

U et V seront indépendantes si et seulement si tous les e;; sont nuls pour i>0 et j>0. Maintenant, le

test Hilbertien permet de tester la valeur des eij- Aussi, le test d'indépendance Hilbertien testera

la nullité d'un nombre fini de e

En fait, les p, . forment une suite de coefficients mesurant la dépendance que I'on peut appeler

coefficients de corrélation d'ordre supérieur. En effet, ils généralisent et completent le coefficient de
corrélation linéaire classique. Par exemple, si (R} et { Tj} représentent les familles de polyndmes

orthonormaux associés 2 m et m', alors, les e;; mesurent des dépendances polynomiales, et 011
n'est autre que le coefficient de corrélation linéaire.

Maintenant, pour définir IS* I, l1a statistique Hilbertienne, a partir d'un échantillon

2 RUNT(V)

h k
’ ’ *n _ '=l * 2_ *ﬂ 2
{(u’,v )}lzl...,n’ onpose ¥ = - et IS II°= Egn(e i.j) .

Alors, si U et V sont indépendants, IIS*nII2 suit asymptotiquement une loi du chi-deux 2 hk
degrés de liberté, tandis que si un des €ij testé est différent de 0, IIS*“II2 converge presque
stirement vers I'infini. o

On voit donc bien que le test Hilbertien est une généralisation du test du chi-deux. D'une fagon
plus précise, soient {J,}._ et [,ij}j=l a » deux partitions de R, et soient 1 et l/h , les
fonctions indicatrices d'ensemble associées. On orthogonalise alors les familles { 1 o) et {1 ,h] et
~on note toujours par {Ri}i=0"__c_1 et [Tj} j=0,...d-1 lcs; familles orthonormales ainsi obtenues (en

imposant encore R = o=1D).
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Alors, on peut prouver que X*2 v , la statistique du chi-deux associée 2 la partition { J; x4 j}

de R?,ie.la statistique du test d'indépendance du chi-deux dans le cas de lois marginales

c-1 d-1
. n
connues, est identique 2 la statistique Hilbertienne n 2 Z (e*; i)
o i=0  j=0 "
(i,j}#(0,0)

De plus, si l'on note par X*2y; et X*2y, les statistiques du chi-deux des lois marginales, alors
c-1 d-1 2
n 2 2 2
" -21 21 (e%)) = X*uv-X*u-X*y -
=)= : . . .
Finalement, on constate que le test d'indépendance du chi-deux teste de nouveau la nullité des
@0 ©t Po; 4que l'on sait déja €tre nuls, i.e. il teste de nouveau que les lois marginales sont bien

metm'. Cela permet de remarquér que, plutét qu'un test d'indépendance, le test associé a X*2y y

est, en fait, le test de I'hypothese <<la loi de (U,V) est m®m' >> .
Il est donc normal que le test Hilbertien qui, lui, ne teste que 1'indépendance, soit plus puissant

que le test du chi-delfx .classiquc. On prouve ce résultat en montrant que X*2yy - X*2y - X*2y
n'est autre qu'une statistique du chi-deux restreint .

On vient donc de s'intéresser au test Hilbertien d'indépendance dans le cas de lois marginales
corinues. Maintenant, dans le cas o on ne connait pas les lois marginales, il faudra les estimer.
Pour cela, on aura recours aux fonctions orthogonales empiriques.

Par exemple, dans le cas polynomial, on obtient les polyndmes orthogonaux empiriques R™

u-EQ)

et 'I'J1 en remplagant les moments par les moments empiriques. Ainsi, R,(u) = 5 et R'l‘
u
u-E_(U)
= T , o [E_(U) représente I'espérance empirique, et oy et 6,(U), I'écart-type et
on
I'écart-type empirique. On définit alors le coefficient de corrélation empirique d'ordre (i,j) par :
n
2 RIUHTVY

n =1 . .
eij = - . En particulier, 9’;,1 n'est autre que le coefficient de corrélation linéaire
empirique classique.

Maintenant, pour obtenir un test Hilbertien d'indépendance, on utilisera la loi asymptotique des
n

R. , et on montre

1
polynémes orthogonaux empiriques : on écrit R’il sous la forme R’i1 = Ri+200< isRi»
s=

2 RUMRUY

=1
vn

n
que ' nX j.s Suitasymptotiquement la méme loi que -
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En utilisant, 1a forme géométrique de ce résultat, on obtient alors la loi asymptotique des p", X
et on en déduit un test Hilbertien d'indépendance avec estimation de paramétres.

Dans cet article, on étendra ces résultats A d'autres fonctions orthogonales que les polyndmes
h k

n .2
orthogonaux empiriques. En particulier, on verra que dans le cas du test du chi-deux, Z 2 n(p; j)
i=1j=1 "
est identique 2 la statistique du chi-deux avec estimation de paramétres.

Signalons enfin que les démonstrations de cet article sont effectuées de maniére détaillée dans
le rapport TIM3-IMAG 792 .
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I: LOI ASYMPTOTIQUE DES COEFFICIENTS DE
CORRELATION D'ORDRE SUPERIEUR EMPIRIQUES

Dans ce paragraphe, on va d'abord rappeler la définition et quelques propriétés élémentaires
des coefficients de corrélation d'ordre supérieur. Ensuite, on montrera comment on peut obtenir des
coefficients de corrélation d'ordre supérieur empiriques en généralisant la méthode de construction
des polynémes orthogonaux empiriques, et on calculera alors leurs lois asymptotiques .

On se placera donc sous les hypothéses suivantes.

Notations 1-1 : On consideére *(*U,'V) un vecteur aléatoire a valeurs dans RP*9 U =
t(Ul’Uz'"""'Uﬁ) V= "V Vg ,Vq) . On suppose que '(*U,'V) , U et V, sont de lois,

respectivement, & , m et m'. Soient alors {Ri};0,.. €t (Tj] =0.1... deux familles de fonctions

orthonormales de; respectivement, L%(RP,m) et L%(R9,m'") , vérifiant Ry=T,=1.

On complete alors le coefficient de corrélation classique en introduisant les coefficients de
corrélation d'ordre supérieur de la fagon suivante.

Notations 1-2 : Pour chaque (i,j), on pose 0= E [Ri(U)Tj(V)] . De plus, pour tout i>0 et
>0, on appelle coefficient de corrélation d'ordre (i,j), le réel ¢ i

Signalons que ces coefficients ont été étudiés par Lancaster dans le cadre des corrélations
canoniques des 1958 (pour leurs propriétés, voir aussi Blacher 1984 a et b). .

En particulier, Lancaster avait montré que la connaissance des lois marginales et de tous les Oy

déterminent completement  (th 1-1, p 120, Lancaster) . En fait, on peut préciser cette propriété de
la maniére suivante. '
Théoréme 1-3 : On suppose que (R}, et {Tj] j=0,1,. Teprésentent deux bases

orthonormales de, respectivement, LZ(RP,m) et L2(R%9m’) . Alors, en tout ‘(‘u,'v)eRP*9,
‘u=(ul,u2,...,up) , tv=(v1,v2,...,vq) , on peut €crire la fonction de répartition Fy; y de '(U,'V),

sous la forme :
W=V

t=u
Fuy@v) = FyFyv) + 02 Oei'jJ R,(1).m(d) J T(w).m'(dw) | ,
1>0,}>
! t=-c0 wW=-00
t=u

ol Fy; représente la fonction de répartition de U, et o R;(1).m(dv) =JI ]_“’u](t)Ri(t).m(dt) ,

{=-00

l]_“ ul représentant la fonction indicatrice de  ]-oo,u;]x J-eo,u, Jx....... x ]-oo,up] .

En effet, on peut écrire l]_,‘,'u]=20(iRi dans Lz(lRp,m) ety v]=2 B;T, dans Lz(qu,m') ,
i g

etdonc, 1, () =Z°‘iRi(‘)To(W) et I, (W= ZB jRo(T;(W) dans LZ(IRM,Q) .
i j
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Alors, d'apres la continuité du produit scalaire, J J LEIn (O] SO v](w).Q(dt,dw) = ZO(iB iPij -
' (i) '

Comme la connaissance des 0. définit completement la loi de *U,'V), il n'est pas étonnant

qu'ils permettent de détecter divers types de dépendance fonctionnelle entre U et V. En particulier,
on peut énoncer le théoréme suivant.

v-E(V)

Théoréme 1-4 : On suppose q=1, T,(v) = et que {R,) représente une base de Lz(lRp,m) .

Ov
2 . L Ca 2P
Alors, z Pi1 < 1, I'égalité ayant lieu si et seulement si il existe geL“(IR",m) tel que V=g(U) p.s .
i>0

Démonstration : Notons par Il Il la norme dans L2(RP*9,Q) et par % (T,|R,,R,,...) la
projection orthogonale de (u,v)T,(v) sur le sous-espace de L2(IRP*9,Q) engendré par les
(u,v)—R;(u) , i>0. Alors, d'apres les propriétés élémentaires des projections orthogonales,
II‘ZP(TIIRI,Rz,...)II2 < IIT I =1, I'égalité ayant lieu si et seulement si P (T,|R,,R,.... ) (W) =
T,(v).

I suffit alors de rappeler que & (T, IR,,R,,...) = bz()?i']Ri .

D'autre part, on peut aussi facilement déduire du théoréme 1-3 que, si '('U,'V) admet une

+q
densité f par rapport 3 m®m’, alors f(u,v) = 1+ 2 e; jRi(u)Tj(v) dans LZ(IRp ,m®m’)
i>0,j>0

(voir aussi Lancaster th 1-3 ou Blacher 1984-b th 1-3) . Enfin, il est clair que U et V seront
indépendants si et seulement si tous les e;; sont nuls (voir aussi Lancaster, cor 1.1.1). Donc, pour

tester I'indépendance de U et V, il faudra tester la nullité des eij -

On va introduire maintenant les différents estimateurs des e Pour cela, on adoptera les
notations suivantes.

Notations 1-5 : Soit {'(U’,'V")}, \, U'=(U,"U,’,..U "), VI=(V,?V e Veh,

une suite de vecteurs aléatoires indépendants et de méme loi que (*U,'V). Pour tout neIN*, on note
par m la probabilité empirique associée 2 I'échantillon {U’},

card{1<?<n | U'eF}
n

=1,2,...n :

m (F) =

On définit de la méme fagon Qn et m', , les probabilités empiriques associées aux

échantillons, respectivement, {'('U’,'Vv")} 1o12..n€t (v?) 1o12 .n-

Alors, dans le cas ol I'on connait les lois marginales, on retrouve le test Hilbertien de Bosq.
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Théoréme 1-6 : Soient h et k ¢ IN*. Pour tout (i,j) ¢ {0,1,...,h})x{0,1,....k} , on pose
e*"y = fRi(_u)Tj(v)Qn(du,dv) , et on suppose IE[Ri(U)sz(V)Z] <too
Alors, V"(P*"id-ei.j}(i Qe (1.2,..h)x(1,2,..k) Suit asymptotiquement la loi normale centrée de

. . . 2
matrice de covariances { { E [ R(UR(UT(VT,(V)?]} ] PR

Pour obtenir ce résultat, il suffit d'appliquer le Théoréme de la limite Centrale. Maintenant, si
I'on veut tester un nombre infini de e;; » On peut se reporter a I'étude de Bosq.

Les p*" j sont donc des estimateurs des e;; due I'on peut éventuellement appeler coefficients

de corrélation empiriques d'ordre (i,j) de deuxiéme espece. En effet, les e*" j correspondent au

cas ol I'on connait les lois marginales, et, en général, il existe d'autres estimateurs pour le cas o il
faut les estimer. Pour obtenir ceux-ci, on va devoir généraliser la méthode de construction des
polyndmes orthogonaux empiriques. Aussi, on va d'abord rappeler comment on construit ces
derniers.

On suppose donc momentanément que U est une variable aléatoire, et que (P)ico1..n

représente la famille des polyndmes orthonormaux associés de dégré inférieur ou égal a h. Il est
bien connu que les P; sont entidrement déterminés par les moments (cf Chihara). Aussi, pour

obtenir les polyndmes orthogonaux empiriques P", il suffit de remplacer les moments par les
moments empiriques (cf Blacher 1984-a). En fait, on obtient les P, et les P";, en orthogonalisant

Lu,u2,...., uh selon le procédé de Gram-Schmidt, dans L2(IR,m) ou L%(R,m,).

Maintenant, supposons de nouveau que U est un vecteur aléatoire a valeurs dans IRP. Le
probleme est donc de généraliser la construction des polyndmes orthogonaux empiriques et
d'obtenir des estimateurs des R;. Alors, on peut résoudre cette question quand {R;} est construite

selon le procédé de Gram-Schmidt.
Hypothéses 1-7 : Soient ¥ : RP - R™! et ¢ : R - R**!, deux applications mesurables.

On définit les vecteurs aléatoires X et Y par: X = ‘XgpXpseeenXp) =FJU) , et Y=
‘Yo Yyoeeen Yy ) = T(V) , et on suppose [E [(X)2] <+ee et [E[(Y)?] < +eo pour tout

(s,0)¢(0,1,.....,h}x{0,1,......k} .
On note par W la probabilité de X , par <, > et Il Il le produit scalaire et la norme de

L2RM1 1) e, pour tout 'x= (xo,x,,...,xh)FlR"“, on pose A oX) =Agx) =1,

_ i-1 Zi(x)
et, pour h2i>0, A(x) = x;- 2, <A (PA(X) et A(x) =
s=0

-

=Bj[t(v)] .

Par exemple, si  Y(U) = '(1,U,U%U3,..,U" ,i.e X,=U?, (R,) est la famille des polyndmes
orthonormaux.
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Remarquons que X est derang h+1,Y derang k+1, et que Xo=Yo= 1dans L2
Alors, sous ces hypotheéses, on peut définir des fonctions orthogonales empiriques An,
estimateurs des A,.

Notations 1-8 : On définit la suite {'(X*,'Y ")}, , par X' ='(X,".X,’,....X,") =
YU et Y = (Yo Y, 1., Y, ) = ©(V?) . Alors, pour tout neIN*, on note par M, la mesure
empirique sur RM?! associée 3 (X?) 1-12.n-ctpar <,> et Il Il_,le produit scalaire et la
norme de L2(|R"’;1,un) .

Alors, pour tout ‘'x= (xo,xl,...,xh)f-‘th”, on pose A"y(x) = A"y(x) 1,

A ()
i-1

n
n —, SilE N, =0 ,
et, pour h2i>0, K (x) = x;- 2, <x, AMxp, AMx) et AMx) = {57
s=0 rn

n

0 ,si WA =0 .

On définit de la méme fagon les fonctions orthogonales (B™) je(0.1,..x) assocides 2
Y12

Maintenant, on obtient également des fonctions orthogonales empiriques R™ qui sont des
estimateurs des R;.

Fonctions orthogonales empiriques 1-9 : Pour tout (i,j)<{0,1,.....,h}x{0,1,......k}, on
définit R™ et TV par : R%(u) = AM[Y(u)] et T(v) =B [z (V)] .

De cette manigre, on généralise bien les polyndmes orthogonaux empiriques. Par exemple, si
I'on veut des polyndmes orthogonaux 2 2 variables associés 3 un vecteur aléatoire (U,W) 2

valeurs dans R?, il suffit de poser y(U,W) = ( (1,U,U2..,U") , (W,WU,WU2,...,WU"),
..... (WS, WSU,WSU2,.. .WSU") ) .

On peut maintenant définir des coefficients de corrélation empiriques d'ordre supérieur.
Notations 1-10 : Pour tout (i,j) ¢ {1,2,...,h)x{1,2,...k} on définit Q“i'j le coefficient de

corrélation empirique d'ordre (i,j) par e"i'j = R“i(u)’l“j(v)Qn(du,dv) .

Remarquons que I'on peut poser aussi p"gg =1 et p" g=p"g;=0 si i#0 et j#0.

Maintenant, pour obtenir la loi de ces coefficients de corrélation empiriques, on aura besoin
d'écrire les fonctions orthonormales empiriques sous une forme géométrique.

Notations 1-11 : Pour tout (i,s)<{0,1,..,h})?, et tout (G, {0,1,...k)2 on définit 0("i.s et

h k
8, par: Al =Ai+s§,)o<i'sAs et B! =B + Z‘(,)Bj'tBt .
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l?e plus, pour écr?re de fagon simple la loi asymptotique de o™ et 8", on utilisera les
notations classiques suivantes

Notations 1-12 : Soient Z_ et Z*  deux suites de variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé. On conserve la notation classique : on notera Z,= Z*+ o, si

*/n(Zn-Z*n) converge en probabilité vers 0.

Le théoréme suivant nous donne alors la loi des fonctions orthogonales empiriques.

Théoréme 1-13 : Pour tout (s,t)<{0,1,..,h}2, on définit les variables aléatoires €. par: e,
= -IAsAl.dun si >t, e, = ta AP )2, e, =0 si s«

On suppose que [E [(X,)*]<+eo pour tout se{0,1,...,h}. Alors, pour tout (s,t)<{0,1,..,h}2,

= -112
°(s,t = em+op(n ) .

C'est le théoréme 1 de Blacher 1989-a . Pour uhc démonstration détaillée, on peut aussi se
reporter a Blacher 1989-b.

Maintenant, on obtiendra la loi asymptotique des coefficients de corrélation empiriques sous
une forme relativement simple grice a l'introduction des projections orthogonales.

Théoréme 1-14 : Soit (i,j)< (0,1,..,h}x(1,2,...,k} . On note alors par ‘d’(leRo,Rl,...,Ri,l) la
projection orthogonale de (u,v)— T;(v) sur le sous espace de L2(RP*9,Q) engendré par
Ry(u),R,(v),...,R, ,(u), et on note par @(TjIRO,Rl,...,Ri_l) le vecteur de projection orthogonale :
(9(leRo,RI,...,Ri_l)(u,v) =Tv) - ¥ (TjIRo,Rl,...,Ri_l)(u) . De plus, on étendra de fagon
naturelle ces notations a d'autres projections orthogonales que celles-ci. '

Soit alors Cjuv) =

TMOIR|IT;}(uv) + RWOIT,IR J(u,v)
2

- TOPRITYT, T )W) - RWPITIRGR,,.... R, W)

On suppose que, pour tout (s,)¢{1,2,...,h}x(1,2,...k), E[R(U)*] <teo et E[T,(V)*]<too .

Alors, e"i,j-eid.= Ci’j.d9n+op(n‘1’2) .

Rappelons que 0(Tj|R0,R1,...,Ri_l) est orthogonal & Ry,R,,...et R, | , et remarquons aussi
que que O[T|[R;J(u,v) = Tiv) - e, R;W) .

h k
Démonstration : Il est clairque R'=R + 2 O(in R, et TJ“ =T + )Y a?th .
» l=0 ’

s=0
Comme, d'apres la loi Forte de Grands Nombres, I RST(.dQn converge presque surement vers
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P, » et comme d'apres le Théoréme de la Limite Centrale et 1-13, ‘7:‘0‘"i.s suit asymptotiquement
une loi normale, on peut écrire les égalités suivantes

i j
JRi(u)Tj(v).Qn(du,dv) + z x i,sJRs(“)Tj(V)-Qn(d“’dV) + Z B;tl[Ri(u)Tt(v).Qn(du,dv) - 05
t=0

s=0
+o,(n"'?)
JRi(u)Ri(u).mn(du) -1 JTj(v)Tj(v).m'n(dv) -1
JRi(u)Tj(v).Qn(du,dv)- eij - Oij 5 Y >

i-1 i1

- ZOIE [RS(U)TJ.(V)]‘[Ri(u)Rs(u).mn(du) - ZOIE [Ri(U)Tt(V)]JTj(v)Tl(v).m'n(dv)
s= t

-172
+ op(n )

JRi(u)[Tj(V) - 0;, RiW]. (du,dv) J'Tj(v)[Ri(u) - 0;;T{(V1.2,(du,dv)

2 + 3

i-1 j1
i J[z(,)[E[RS(U)Tj(V)]Rs(u)]Ri(u).mn(du) - J[z(,)[E[Ri(U)Tt(V)]Tl(v)]Tj(v).m'n(dv)
s= t=

172y
+ op(n )

= ICi'j.dQn + op(n'm) )

On déduit de ce théoréme la loi asymptotique des coefficients de corrélation empiriques
Théoréme 1-15 : On garde les hypotheses de 1-14. Alors, ‘/n(Q“i'j-pi'j}(id-)gl1'2'”',‘],“.2."'”
suit asymptotiquement la loi normale centrée de matrice de variances-covariances

{ { E [Civj(U’v)Ci'J'(U’v)]} }((i'j).(i'.j'))“'([1.--.hIXIi..~.kl}2
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En effet, les diverses orthogonalités existantes montrent que C, J(U,V) est centrée. De plus,
on déduit de l'inégalité¢ de Holder que [ [C iU WV)?] < 4oo .

i,

Il ne reste plus qu'a appliquer le Théoréme de la Limite Centrale pour obtenir 1-15.

SR T = e
o

g;s polyndmial, on retrouve la loi du coefficient de corrélation linéaire empirique (cf Serfling p
6). ,

Remarquons que si p=q=1 , R,(u) = , C'est A dire dans le
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2 TEST HILBERTIEN D'INDEPEND

Gréce aux théorémes 1-6 et 1-15, on peut définir un test Hilbertien d'indépendance. On va
alors remarquer que le test d'indépendance du chi-deux en est un cas particulier.

Dans le cas de lois marginales connues, on peut énoncer le théoréme suivant, corollaire de 1-6.

h k
2
Théoréme 2-1 : On garde les hypotheses de 1-6, et on pose IIS"‘nIl2 = n{z 2 ( e*?' j) } .
i=1j=1

Alors, si U et V sont indépendants, IIS"‘nII2 suit asymptotiquement une loi du chi-deux
a hk degrés de liberté.

D'autre part, s'il existe (i,j)<{1,2,...,h}x{1,2,....k} tel que €ij # 0, alors IIS"‘“II2
converge presque sirement vers l'infini.

Dans le cas de lois marginales inconnues, on déduit du théoréme 1-15 un test d'indépendance
Hilbertien avec estimation de paramétres.

h k 2
. 2 n
Théoréme 2-2 : On garde les hypotheses de 1-15, et on pose s " = n{grzl (e;, j) } .

Alors, si Uet V sont indépendants, IISnll2 suit asymptotiquement une loi du chi-deux
2 hk degrés de liberté.

D'autre part, s'il existe (i,j)¢{1,2,...,h}x{1,2,....k} , tel que Pij # 0, alors IISnII2
converge presque-siirement vers +oo .

Remarquons que I'on peut aussi démontrer ce théoréme 2 partir de Mardia et Jupp. De plus, en
ce qui concerne le choix de h et k, rappelons que 1'on peut trouver des exemples dans Blacher
1987.

Maintenant, on va montrer que le test d'indépendance du chi-deux est un test Hilbertien. Pour
cela, on introduit les notations suivantes.

Hypothéses 2-3 : Soient {4}, , et {"j]j=12.... 4 deux partitions de, respectivement,
RP et RY, telles que m(J)>0 et m'(,{j)>0 pour tout (i,j)<(1,2,...c}x{1,2,...,d}. On garde les
. t -
notations de 1-7, et on suppose que Y = { IlRp,l J',I FIRRRS 1 Jc_'} et t =

t . o g .
{ 1 Ra 1 ,o," s ) AH} , 1, et 4, Teprésentant les fonctions indicatrices des ensembles J;

On va alors approximer & par une probabilité uniforme sur tout JixAj .

éoréme 2-4 : Soit f définie par: f(u,v) = ), ——————1 (W) (v)
_ i=1j=1 m(J;)m’'(4;) it T A
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-1 d-1

o]

Alors, f(u,v) = 1 + e; jRi(u)Tj(v)
i=1 j=1
Démonstration : Les R, sont des combinaisons linéaires des 1 J‘,l gg .1, . On en déduit
Jf(u,v)Ri(u)Tj(v).m(du).m'(dv) = ¢;;- De plus, (Ri(u)Tj(v)} (0.1, c1)x(0,1,..d.1) 5t URE

base orthonormale du sous-espace de L2(IRP*%,m®m') engendré par les 1 ox A'(u,v). 11 ne reste plus
alors qu'a écrire f dans cette base.

En fait, on approximera par la probabilité admettant f pour densité par rapport 3 m®m'.
Aussi, on va maintenant définir des estimations de f et les statistiques du chi deux correspondantes.

Notations 2-5 : Pour tout neIN*, on note par n;, (resp, n; , n‘j) le nombre de points de
I'échantillon {‘(‘U',‘V')},=l 2,..n APPArtenant 3 J x4, (resp, J; xR9 | IR"xAj ), eton

suppose n, >0 et n.j>0 . On pose alors
n. . n. .

c d 2 c d
n n
f* (u,v) = —_— 1 , f@yv) = 1 1 ,
{(RY) EE (1) Ji(u) "j(V) L(u,v) i=1j=21 Y Ji(U) Aj(v)
nn
n.n;
2 ii(n..- n.m(J;)m'(4;) )2 2 ° i("ij' :1 J)
* = b i ! ] = ———’ ’
X v i=1j=1 n.m(di)m'(,}j) > Xuy i§1j=l nn;
n
© (n; - nm(d;) )’ d(n - nm'(4))
2 .- . . 2 . - . .
*° i. i ¢ - _ . j
X"y ,§1 n.m(J;) o X J:zl n.m'(,{j)

Comme, on sait que, si i#0, @000 ,;=0. le test Hilbertien d'indépendance testera donc

uniquement la nullité des 0ij tels que i>0 et j>0. Or, cela n'est pas le cas du test classique du

chi-deux lorsque les lois marginales sont connues. En effet, on peut énoncer le théoréme suivant.
(3-8 Blacher 1988).
-1

o}
a.

-1 2
2 2
Théoréme 2-6 : En gardant les notations précédentes, X*ﬁ.v -X*u-X*y =n < l( e *?J) ,

-
[
-
]

¢l dl 2
2 n
et X*uv = “;, o (0% .
1=l J=
(1.§)#(0,0)

Donc, dans ce cas le test Hilbertien d'indépendance prend une forme trés simple. En
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particulier, on peut énoncer le théoréme suivant.

2 2
Corollaire 2-7 : Si U et V sont indépendants, X* uv - X*y-X*y suit asymptotiquement
la loi du chi-deux a (c-1)(d-1) degrés de liberté.

2 2
En fait, on peut prouver que X*lzj,v - X*y - X*y estla statistique du chi deux restreint, et
donc que le test associé est plus puissant que le test d'indépendance classique (3-10 Blacher 1988).

On en vient maintenant au cas de lois margmalcs inconnues, et on va voir qu‘alors, la
statistique du chi-deux avec estimation de paramétres et la statistique Hilbertienne sont identiques.

c-1d-1 2

Théoréme 2-8 : En gardant les notations précédentes, XUV =n 22 (?| K
i=1j=1

Démonstration : En appliquant le théoréme 2-4 2 Q_, on voit que
c-1 d-1

) = 1+, 29‘ RIT) .

i=1 j=1

Donc, on peut écrire les égalités suivantes :

n.n 2
c (ni.j' —‘—") c d n.n. 2
2w - 2
“n

c d 2
=n) Y (f"(u,y) - 1) m_(du).m’,(dv)

i=1j=1

J Jix,lj

) c-1d-1
= n||(f'av) - 1) m(du)m' (@dv) = “22(911

i=1j=1

Donc le test du chi-deux d'indépendance avec esnmatlon de paramétres est un cas particulier du
test défini par les théorémes 1-15et2-2 .
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Mots-clefs : Transformation de Fourier, polynémes d'Hermite et de Laguerre, forme
quadratique de vecteurs aléatoires, vecteur aléatoire Gaussien.

Résumé : On étudie les polynomes d'Hermite et de laguerre et on les exprime sous forme de
moments. De plus, grice 2 leurs transformées de Fourier, on obtient une formule de réciprocité des
fonctions caractéristiques. On en déduit la loi de la somme de n vecteurs aléatoires et la loi de leurs
formes quadratiques. On obtient ce résultat sous forme de séries de polyndmes dont les coefficients
sont des moments. On applique alors ces résultats au cas Gaussien en utilisant des lois normales de
“variances négatives”. On obtient ainsi la densité des formes quadratiques de vecteurs Gaussiens,
non forcément indépendants, sous forme d'intégrales, ou sous forme de développements en série
de Mac Laurin ou en série de polynomes de Laguerre.

Summary : We study the Hermite polynomials and the Laguerre polynomials, and we express
them in the forms of moments. Moreover we use their Fourier Transforms in order to obtain a
formula of reciprocity to the characteristic functions. We deduce the distributions of a sum of n
random vectors and of their quadratic forms: their densities are expanded in terms of orthogonal
polynomials whose coefficients are moments. We apply these results to the normal distributions.
For this, we need normal distributions with negative variances. By this way, we obtain the
expansion of the density of quadratic forms in Mac Laurin series or in series of Laguerre
polynomials. We obtain also this density in the form of an integral.
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ET LOI DE LEURS FORMES QUADRATIQUES



V-2
SOMMAIRE
Introduction p3
Notations pS

I : Quelques propriétés des polyndmes d'Hermite et de
Laguerre. p6

I : Quelques propriétés des Transformées de Fourier. p10
III : Application au calcul d'une densité. p13

IV : Loi de la somme de n vecteurs aléatoires et lois de leurs

formes quadratiques p15
IV-I  Développement de la densité en polyndmes orthogonaux p15
IV-II Développement de la densité en série de Mac Laurin p21
IV-III Densité sous forme d'intégrale. p23
V  : Application au cas Gaussien p24
V-I  Quelques propriétés des lois normales. p24
V-II  Variances négatives dans les lois normales p28
V-III Formes quadratiques de vecteurs Gaussiens p 30

Bibliographie p 36



IV-3

INTRODUCTION

Dans ce rapport on considére un vecteur aléatoire X = (X 12X3se.,X ) 2 valeurs dans R™,

admettant une densité appartenant 2 L2 par rapport 2 une loi normale centrée sur R™, et on va
€tudier 1a loi des vecteurs aléatoires X = (X, +X,+..+X)) et T2 =((X))*+(X,)+...+(X)?) :

on obtiendra la densité f de ¥ par rapport 2 une loi normale N(m,s2), et la densité g de 32 par

rapport  la loi §(n/2,2) . Remarquons que I'on n'impose pas de conditions d'indépendance entre
les X.. "

Pour obtenir f et g, on va étudier les polyndmes d'Hermite H;, et les polyndmes de Laguerre

E [GU+x)
L;. On montrera en particulier que H(x) = —u (i%=-1) et L;(x) = leE [Hy(v/Bx)] ,
Vit
ob [ représente I'espérance mathématique, Cj, une constante, et U et B, deux variables aléatoires

indépendantes, U de loi N(0,1), et B de loi Béta.

On déduit alors immédiatement de ces égalités que I'on peut écrire f sous forme d'un
développement en série de polyndmes d'Hermite, les coefficients des Hj étant exprimés sous

{ X1+X2+...+an}
N E [iU +
vn H

forme de moments : f(y) =2 j[ Y ) .
/i /a

On obtiendrait de la méme fagon une écriture de g en polynémes de Laguerre. Mais, dans ce
cas, il est plus intéressant de faire intervenir les variables complexes Z_=iU+X,, o les U, sont

des variables aléatoires de loi N(0,1), indépendantes entre elles, et indépendantes de X. En effet,
on montrera que

= [1z+z,+.. 42 ¥ = (1224224 422
f(y)=Z|E{ — 2 }Hj( Y ) et g(y)=ZE{ L2 E{H,(VBY)} .
j=0 Jij vn i=0 V2l

Pour démontrer ces €égalités, il nous faudra une formule explicite de réciprocité des fonctions
caractéristiques. On obtiendra celle-ci grice aux Transformées de Fourier des polynomes

2
X 2

'? L t
o t A
d'Hermite : Je“"Hj(x) L i = ﬂe L

va /7

E [GV+x)]

Maintenant, dans les égalités ci dessus, écrivons Hj sous la forme : Hj(x) = \/_
_ fl

= (@422 + 2DV By) PP
Onvoitalorsque  gy) = ZIE{ M 2! : d
rd !
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Donc, si on peut intervertir les signes ¥ et [, on obtiendra g sous une forme intégrale, et on
aura le méme type de résultats en série de Mac Laurin. Comme exemple d'applications, on étudiera
le cas Gaussien, et on arrivera donc ainsi 2 obtenir g sous forme d'une intégrale de U et de X.

Cependant, si I'on procéde directement, il faudra imposer un ordre d'intégration: d'abord par
rapport & X, puis par rapport 2 U, les intégrales obtenues n'étant pas définies autreme.

Cependant, on pourra tourner cette difficulté en constatant que les Z_ se comportent comme d
variables Gaussiennes de variances négatives. En effet, on verra que, si X, suit la loi N(0,62),

alors Z,=iU+X, a les mémes moments qu'une variable aléatoire Y, de loi N(0,52), o $2 = 621,

et on aura le méme type de résultats dans le cas vectoriel. Finalement, on pourra remplacer Z=iU+X
par un vecteur aléatoire Y=iT+m, T étant Gaussien centré réel. Alors, on pourra intervertir les
‘signes Y et |, et on trouvera que

Y%+Y%+....+Yg }
Ele 2 ch(\/B(Y";+Y§+....+Y:)y)

gly) =

Y%+Y%+...+Yg
et gly) = I @2)I (172+j) Ele 2

R A me+H)2!

2.2 21'} j
(Yi+Yo+.4Y) ) ¥ .

Signalons pour terminer que tous ces résultats restent vrais dans le cas vectoriel : dans ce
rapport, nous allons obtenir la loi des vecteurs aléatoires

(S SR SPUNNED SR NYC RS SURTS SR NINNNY) SIS SPTANNS Y

et {Ix, 24X )2t X )i X, D2 (X, )2+ +(X, 07 }

et ce, toujours sans hypothese d'indépendance entre les X .
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NOTATIONS

Dans ce rapport, on considérera un vecteur aléatoire X a valeurs dans IR défini sur un
espace probabilisé ({2.%,P). On supposera qu'il existe un vecteur aléatoire Gaussien centré

Ue[R™, indépendant de X, de matrice de variances-covariances, la matrice identité de R™, et un
vecteur aléatoire B indépendant de X et U, B = (Bl,B2,....,Bp), les Bp représentant des variables

aléatoires indépendantes de loi béta ;
X = {(x,’,,x,jz,..._.,x,,n), (L P50 CPIIN S NINNYe S SRR S} BN
U ={(U, .U} 50Uy ) Uy U5 g0 Up Do (U, 15U 20U, 0}

Remarquons qu'en fait, U et B ne servent qu'a introduire des intégrales par rapport aux lois de
Gauss ou Béta, et I'on aurait pu énoncer les résultats sans supposer cette existence. Mais, en
procédant ainsi, cela permet de mettre ces intégrales sous forme probabiliste. De toutes fagons,

quitte 2 agrandir (2. #,P), on peut toujours supposer I'existence de U et B.
De plus, parfois on sera amené a considérer les cas particuliers : p=1, ou n=1, voire n=p=1.
Dans ces cas, on simplifiera alors, par exemple, (Uy,15Up 05U ) en (U,U,,..U) .

D'autre part, N(m,52) représentera la loi normale sur R, d'espérance m et de variance 62,

et Y(a,\) représentera la loi Gamma de paramétres a et A. De plus, les lois Bétas que l'on
considérera seront des lois Bétas de premiére espece (pour leur définition, Voir Johnson, Kotz,
1970, ch 24).

De plus, on gardera les notations classiques : on notera par [E () et o(), respectivement,
I'espérance et I'écart-type. Pour toute matrice A , on notera par A'sa transposée.

I"@r o)

Poura>0,0onpose M(a)= | e™x*'dx et pour O<a et O<b, B(a,b) =
" (a+b)

0
Pour tout réel x, [x] représentera la partie entiére de x. Enfin, on notera par i la racine de -1: i2=-1.

Signalons aussi que l'on adoptera la convention 0°=1 .

Enfin, pour définir les limites des séries indiciées par IN™, on utilisera des bases de filtre (B8)
telles que les éléments 3 soient des complémentaires de parties finies de IN", et telles que, pour

tout q<[N, il existe toujours un B de la base de filtre vérifiant (0,1,....q}"CIN\% .
Alors, les résultats que nous donnerons dans ce rapport seront vrais quelle que soit la base de
filtre choisie vérifiant ces conditions, ou alors, on le précisera.
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1: QUEL PROPRIETES DES POLYNOME
'HERMITE ET DE LA

Dans ce chapitre on va étudier quelques propriétés des polyndmes d'Hermite et de Laguerre.
On montrera en particulier qu'ils peuvent se mettre sous forme de moments et on en déduira les
conséquences.

On introduit d'abord les notations.
Notations 1-1 : Soit a>0. On note par Hj et L“j, les polynémes orthonormaux d'Hermite

et de Laguerre associés aux lois N(0,1) et ¥ (a,2), i.e. si on note par § ik le symbole de Kronecker,

(X-m)2 x
X=+o0 - 2 X=+4o00 - —
‘[ H(x-m)H (x-m)c 20 d J Lo 2x s 2x\x*1e 2 q 5
G 7= ) R g o
x=-00 ° ° 2n6 =0 AT@

De plus, lorsque on considérera les polyndmes de Laguerre, on supposera toujours x>0.

En utilisant les relations 2-11 page 145, 2-15 page 146, et 2-18 page 148 , de Chihara, on
démontre facilement la proposition suivante.

Proposition 1-2 : Pour tout jelN, on a les égalités :

| oem? '(x'mz)z B -2
X-m -1)ls’ 2 gile 2° T & (1)~ V3 (x-m))
H.(——) - e 8¢ | . /’—'2 ,

J \/F de 2j k=0 [(]‘2k)'][k']

s
‘ ij(jﬂ-l.;) U ek
jtT (j+a

\ dx k=0 G-k T (k+a) 5%y

o

Remarquons que, si 'on note par 7%, les polyndmes de Laguerre classiques (cf 2-1 Blacher

%) . a-1
1989) , alors on a les relations suivantes : / F(j+a)L}(:x) = (- T ()j? i (—x—) .

A

On déduit immédiatement de 1-2 la proposition suivante (voir aussi 2-43 , page 156 de
Chihara).

Corollaire 1-3 : Pour tout jeN, sz est pair, et sz +1 impair. De plus, sz(x) = L}’z(xz) .

Maintenant, on va voir que les polyndmes d'Hermite et de Laguerre peuvent étre considérés
comme des moments. Cette propriété est un des résultats fondameritaux de ce rapport.
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Théoréme 1-4 : Soit a>1/2, et soient U et B deux variables aléatoires indépendantes, U
suivant la loi N(0,1), et B suivant la loi Béta (1/2,a-1/2).

. j j . . ]
Alors, pour tout jeIN, H-(x)=M et LYx)= 2., /J!POH)IE[(iU-\/Bx)Z’].
J N /J? J (2_]). I"(a)

. [;—] jt 2k! ok
Démonstration : Dabord, E{ (iU+x)' } = .;.()[G-2k)!ll2k!l o Sy Ul
_ i 21 @j2k) Fk+12) M)
k0 G20 ok Tkta) T(172)
2T @) 1 (%)X
C 2 &0 G kea) 25D

De plus, E[(U +iy/Bx)¥] (%)

I ne reste plus alors qu'a appliquer les égalités de 1-2.

Rappelons que 1'on connait d'autres écritures des Hj et des L“j sous formes d'intégrale (cf
Szego th 5-4, p102, 5-5-12, p105) .

Grice au théoréme précédent, on peut maintenant €tablir une relation entre les polyndmes
d'Hermite et de Laguerre.

~ /'! I+
Corollaire 1-5 : Avec les notations de 1-4, L;(x) = 2 12_' f(" ( a)) E {H;(v/'Bx) } .
NE

On obtient aussi une majoration des Hj etdes Laj .

Théoréme 1-6 : Soit a>1/2. Pour tout K>1, et tout compact X, il existe JeIN , tel que, pour

2% /e :

K3 /71 N

tout j2J, et tout xe K, Iyl s —Y L o L < k3 [0
2Jjt il @

Démonstration : Soit K >1. Définissons S par K= 1+252. Soient U et W, deux variables
aléatoires indépendantes, de lois, respectivement, N(0,1) et N(0,52) . Soit u = sup{ix! | xe X },
et soit T une variable aléatoire indépendante de U et W et telle que ITISI .

2s
2s! = [wzs] .

On sait qu'il existe s, tel que, pour tout $2s,, p.zss

”
2 (V1482 10

2s
Alors, il existe j tel que -—E—zs—) < ( 1+82) pour tout s=0,1,...,5,-1 .
(W7

2% s!

j .
. 2it :
.. R . 2J J: 2]-25 2s
Soit j2Max(g,sy) . Alors, |E ((iU+Tx)%)| < Z%) 25291 E U )
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so-1 24-2s i

2j! 2j-2 2 2 2j! 228 2
2 sz BV 18D E W)+ X s EUSME (W)

. 2 e
El ((/1+sH)u + w1 - K@

S=SO

< -
2jt
On aura également besoin de la fonction génératrice des polynémes d'Hermite.
2
xt - ti- > ¢
Théoréme 1-7 : Pour tout tetx €C, e = 2 H(x) —

R

En fait, cette propriété est surtout connue si x et t sont réels (Chihara 2-14, p 145). Mais, il est
clair qu'elle reste verifiée si t et x sont complexes.

Maintenant, comme conséquence de 2-21, page 149 de Chihara, on a le lemme suivant.
dH.(x)

Lemme 1-8:Onalégalité: —— = jH,(x)

Ce résultat permet alors de démontrer la propriété suivante.
Lemme 1-9 : Pour tous entiers k et j, k>j, on peut écrire les égalités suivantes :
(x - m)? i
- . ¥

26 / 2 2 .
X-| X-m) e _ k! o] 6 -S J i.(m-p)
[“k(‘S‘)H"( s ) — T J‘(k~j)!‘j'?(s_j [ s H"'{ =, SzJ '
(o 6 -

Démonstration : On sait que ce résultat est vrai si j=0, p=0 et S=1 (3-9, Blacher 1989). Pour
les cas ot j=0, mais p#0 et/ou S#1, il suffit d'effectuer un changement de variable. Donc, si j=0,
en intégrant par partie, et en utilisant 1-2 et 1-8,

dx

(x- m)2 | (x-m)z}
[ () e = [ ()(_._

S 2 - S 2 Hols dxd!
216 Vil J 2ne

2
. (x-m)
i )
k(k-1)..... k-i+1) 6 - 2
_ v k( ). (k-j+1) JHH‘(%)C.% dx

J 2
S Vi J 2re

Enfin, on aura aussi besoin des propriétés suivantes
' 2
(x-m)

2 .
- )
26 s

Lemme 1-10 : On a l'égalité : ije .= S H,
= ;
2 - l
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_em)? 2

X

2 —

i

j€- 20 c . . je 2 , .

En effet, |x dx = "l (ix +im/o) dx . Il suffit alors d'appliquer 1-4.
o ! 2K

H

‘ i
Lemme 1-11: On a I'égalité : x = z—-"—— Hj_zs(x) .
5=02%51,/G-25)!
k 2 k-1 2 - —
d d g
Eneffet, [ —°_Z4x = () 2k = (5G| e Zdx
dx dx™
2
A
. . j . e 2
Il suffit alors d'employer 1-2, et la formule x' = 3| |yH,(y) =— dy |H,(x) .
k= 2n

m
e
) X-m j! 6 )
Lemme 1-12: Onalégalivé: H[ | =Y [ L_ x*
6 s=0 (]‘S). s'os

En effet, IE{ (iU + %"]’} - gos—,d'—s), IE{ (iU - ?)‘s}( f)s .

I ne reste plus alors qu'a appliquer 1-4.
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II : QUELQUES PROPRIETES
DES TRANSFORMEES DE FOURIER

Dans ce chapitre, on étudie les Transformées de Fourier des polynémes d'Hermite et des
polyndmes de Laguerre. Leurs formes trés particuliéres permettent alors d'obtenir une formule de
réciprocité explicite des fonctions caractéristiques de certaines lois de probabilité.

On introduit d'abord la notation des Transformées de Fourier.
Notations 2-1 : Pour tout neIN*, et tout vecteur aléatoire X , A valeurs dans IR™, on note par
¢x, sa fonction caractéristique. De plus, pour toute probabilité M sur R™, et tout gFL2(|R“,M) ,

on note par ¢s- M la Transformée de Fourier :

it xy+taxp+. .+t x )
¢g'dM(t|,t2,...,tn) = Ic "g(xl,xz,...,xn).M(dxl,dxz,...,dxn) .

Enfin, si g=1, on simplifie ¢g.dM en Oy = byum-

On peut maintenant rappeler la forme particuliérement simple des Transformées de Fourier des
polyndmes d'Hermite et de Laguerre.

i
H{ﬂ‘}mm,az)(t) ) \;—JT[ @ ¢N(m.02)(t)] ’

Ao

Alors, pour tous entiers jetj', ¢

.

o (0—(x“j¢ ® . 6 M = /”Mﬁ[x“j¢ ®
m?(zix]w"’xwx) SAVAR A L?(%Jw”xmx) it P@ Ui ) T

) ]

N a-1
a+a(2x) a+a’, A ® , ob 1& (x) = xa
SR e AT @

m]=¢

ey

La premiere égalité, a été démontrée en 2-11 de Blacher 1985. Pour les autres, on emploie la
méme méthode que celle utilisée pour les démonstrations des lemmes 2-15 A 2-18 de Blacher 1985.

L'avantage d'écrire les densités sous forme de développements en polyndmes orthogonaux
dans les Transformées de Fourier, c'est qu'on peut alors intervertir les signes X et | comme nous
I'assure le théoréme suivant.
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Théoréme 2-3 : Soit M une probabilité sur IR™. et soit (By,..x ) Ky, NP » UNE base

) _
2 (X gn)” < o2
n e
(ky.Kkg... kp)eN
Alors, en posant f = z lv'e B dans L2(|Rn M)
’ n kl.k2 ..... kn' kl,k2 ..... kn ’ ’
(ky.kg.....kp)eN
Gram = 2 ,no‘kx-kz ..... kn¢Bkl.k2 ''''' kM pour la topologie de la convergence uniforme,
(ky.kg,...kp)eN

et ce, pour n'importe quelle base de filtre définie sur IN®, vérifiant les conditions imposées dans
I'introduction.

La démonstration de ce théoréme est identique a celle de 4-2 de Blacher 1989 (en remplagant le
carré€ de la norme par le carré de la somme.

En appliquant ces résultats, on obtient immédiatement une formule de réciprocité de la
Transformation de Fourier.

Théoréme 2-4 : Soient N, =N(ml,o12)®N(m2,o22)®...®N(mn,on2) et ¥, =Y@ A)®
Y (a2 ))®...87(a,,\) . De plus, soit {O(k"kz ..... k"} (kpkg,.....dey)eIN" » UD€ suite réelle telle que

)Y ((xkl,k2,...,kn)2 <Aoo

Soientf, g, ¢ et @ les fonctions définies par :

X,-m, Xp-m, Xp-My, 2,m0 |
f(Xl,Xz,...,Xn) = Z n«kl’kz'"'ankl(T)-Ik2( s ..Hkn s € L ([R ,Nn)
(kp.kg,...kp)e N 1 2 n

2x 2x 2x
a(“¥1) of“X2)  a(%%n)  pon
g(xl’xz""’xn) = 2 “kl,kz ..... knLkl(x—)\2(‘)\_)““Lkn(x—] €L (IR v“n) ’
- n 1 2 n
(kp.k-ekp)eN
02l2 k
~ imglg = ~(6it) :
©(tytpeenty) = Il 2 > Xk kguornk ’
s=1 n N s=1 k!
(kp.kg.....kp)eN s*

D(1,,t,....t,)

ks
n 1 n P(as+ks) At
,l} .\ 2 o kg sI} / M a)k! [1->\ it]
(1-)\slts) (kl'k2v"~-kn)"'N s/ s s''s

Alors (¢ = ¢f‘dN” et O= ¢s~d”ln'
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On utilisera particuli¢rement ce théoréme pour obtenir explicitement les lois de probabilité. En
particulier, on aura besoin des théorémes suivants, corollaires immédiats de 2-4.

Théoréme 2-5 : Soit M une probabilité sur R™, et soit N, 1a loi Nn=N(m1,012)®N(m2,622)
®...®N(m,,6 7). Alors, pour que M admette une densité f par rapport 2 N, fFLz(lR“,Nn) :

X,-m, Xy-m, X,-my,
1 2

(ky.kp..., kn)FNn n
il faut et il suffit que
2
n 55‘3 . n s
H 2 - lmsts Z (oslts)
" (< ¢M(tl’t2""’tn) - kl k2 ..... kl‘l s=1 T ’

S= =

(kq.kg,..., kn)¢N ks
2
avec z (O(kl_kz ..... kn) < 4oo

Théoréme 2-6 : Soit M une probabilité sur R™, et soit ¥, laloi 1,=7 (al,)\l)®‘x(a2,)\2)®
....... ®Y(a,,A ). Alors, pour que M admette une densité g par rapporta y_, gPLz(lR“,‘x n) :

2x 2x 2x
ay 1) a 2 a, n

B8(X |, Xgse0X) = Z °‘k1,k2 ..... knLk](;\_}t2[)\_}““Lkn(-{.) i
(k1 kgun.k)eN" ! 2 "

il faut et il suffit que
ks
n n F(a +k) [ At
a s 8 s's
{I‘I(l-xsitg s}<|>M<t1,t2,...,t,,> D YRS | | ( J :
— l' 2 """ - ' - .
! Ky Kgoer k)N "=t d Tkt (1A,

. 2
< 4oo |
avec > n((xkl.kz....,kn) it
(k1 kgunnk)eN |
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II1 : APPLICATION AU CALCUL D'UNE DENSITE

Supposons que 1'on aie une variable aléatoire X admettant une densité f, appartenant a L2 par

rapport & N(0,1). On sait que  f(x) =z oGH,(x) dans LARN@©,1)), avec o j=|I': [H;(X)] . En
=0 '

E [GU+x)] E [GV+X)]

écrivant alors Hj;et o(j sous la forme : Hj(x) = , On voit que

f0= SE {[(iV+X)(iU+x)]’}

il
j=0 J
Ce résultat suggere alors d'étudier f lorsque I'on peut intervertir les signes ¥ et [ . C'est ce
que I'on va faire dans ce chapitre, aprés avoir remarqué que cette étude sera plus simple si I'on
utilise la fonction génératrice des polyndmes d'Hermite, plutot que le développement en série de

{(iV+X)J Hj(x)} (cf1-7).

, c'est 2 dire si l'on écrit f sous la forme :  f(x) = [
j=0

c(iV+)()(iU4~x)

.

j!

___Maintenant, les remarques que nous venons de faire pour une variable aléatoire s'étendent sans
difficulté au cas vectoriel. En effet, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3-1 : Soit N > laloi: N p = N(u,, $;2® N(u,, 822)®...®N(up, sz) ,etsoitY =
(Y, Y, ... ,Yp) » un vecteur al€atoire 2 valeurs dans RP . On suppose qu'il existe un vecteur
aléatoire Gaussien centré U = (Ul,Uz,....,Up)FlRP, indépendant de Y, de matrice de variances-

covariances, la matrice identité de RP .

On suppose que Y admet une densité de probabilité feL2(IRP, N p) par rapport 3 N p €t on pose
kS

U +Ys'p‘s

1 —

= Yirh Yook, YpHp

2 |l H 272 g (Dt
kil 'S k2l S kpl S

k1S kos?,...kpS? s=1 /ksg 1 2 p

’ 1 n r
= z d Y1 Vg oo ypp = £,(ypYor¥p) -
rlsl,rzsi,....rPSJ

Alors, lorsque ¥ tends vers +, f, converge vers f dans L2(RP,N p) .

Cest une simple application de 1-4 et des propriétés élémentaires des espaces L2,

Dans I'égalité ci-dessus, on reconnait la fonction génératrice de Taylor. Donc, si 1'on peut
inverser les signes ¥ et |, on va obtenir l'intégrale d'une fonction exponentielle.
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Théoréme 3-2: On garde les notations et hypothéses de 3-1 et on suppose que
f, (yl,y2,....,yp) converge vers f(yl,yz,....,yp) en tout (yl,yz,....,yp)f-'lR" . On suppose aussi

que, dans le premier terme des égalités du théoreme 3-1, lorsque ? =+c0, pour tout
(y],yz,....,yp)clR", on peut intervertir les signes ¥ et [E , I'intégration étant effectuée d'abord par
rapport 2 Y, puis par rapporta U .

Ys-ys (Y,-y,)z

l!l=+¢o u2=+oo up=+oo -iusT - —;ST
s

)
. e
Alors, l'intégrale E sl:! 775, du,.du,.....du

Ul =-o00 112=~4° up=.eo

existe et est égale 2 la densité de Y par rapport A 1a mesure de Lebesgue sur IRP .

En effet, d'aprés 1-7, il est clair que, si I'on peut intervertir les signes Y, et [E,

) Yi-Hy ;
IEI Wyt Sy YiBy Yo-my
E,|E exp| - + (iU + )
UL Yl 2 Sy KT8y

f(yl,yz,....,yp) =

D'autre part, on aura le méme type de propriétés pour les développements en séries de Mac Laurin.
Théoréme 3-3 : On garde les notations de 3-1 . Alors, pour tout (| S JYORONIN ¢ )eINP |

n k-1,
. Yei, . Y-, _
e Vs ) (U s b
dr'l.rz """ p B 2 E n rt : Hkrﬂ(- -S-:)
1<k S?,...rpsSk<? t=1 r,! Stt /—(kt-rt)! t

Py | . .
De plus, si d ryra converge vers un réel sz o’ et si dans le terme de droite de

........

....... ,fp

I'égalité précédente, on peut intervertir les signes Y et £ lorsque # =+c0, I'intégration étant
effectuée d'abord par rapport 2 Y, puis par rapport A U, alors

dt1.f2 ....... .fp

u
_ iu Yy Y%
. 252 .

o, mn
Y-u Sk 2
e k 28

Sk (
o iuk+ 5
k=1 /—\ Kk
rk!Sk 2r

Pour démontrer la premitre égalité, on utilise 1-12. Donc, si l'on peut inverser X et [E, il ne
reste plus qu'a employer 1-7 pour obtenir le résultat.

U]=+°° UZ=+°° u.p=+«

dulduz...dup

u 1=°° u2=-oo up=.4o

_ Les résultats que nous venons d'énoncer maintenant sont purement théoriques. Mais, nous
verrons des exemples d'applications dans le chapitre V.
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: LOI DE LA SOMME DE N VECTEURS ALEATOIRES

Les théorémes des chapitres précédents vont nous permettre maintenant d'obtenir la loi de la
somme de n vecteurs aléatoires et la loi de leurs formes quadratiques définies positives. En fait, on
sait déja que, si le vecteur aléatoire somme admet une densité appartenant 2 L2, on peut développer
celle-ci en série de polyndmes d'Hermite, les coefficients des H; étant donnés sous forme de

moments. En effet, c'est une conséquence immédiate du théoréme 1-4, et I'on obtient le méme type
de résultats pour les formes quadratiques avec les polynémes de Laguerre.
Donc, en fait, dans ce chapitre, nous allons montrer que si le vecteur aléatoire X admet une

densité dans R™ par rapport 2 une loi normale an, alors on se retrouvera sous ces hypothéses.

De plus, on verra que ces résultats se simplifient lorsque an est centrée, et que, dans ce cas, on les

obtient en fonction des moments des vecteurs complexes iU+X. Il sera alors intéressant de
comparer la loi de la somme et celles des formes quadratiques.

Enfin, comme dans le chapitre précédent, on obtiendra aussi ces résultats sous formes
d'intégrales et de séries de Mac Laurin.

On introduit d'abord les notations que 1'on utilisera tout au long de ce chapitre.
Notations 4-1 : Dans ce chapitre, on note par an et '{np les lois produits sur R™ :
an = N(m1'1,61’12)® ..... ®N(m, .n'°1.n2)® ........... ®N(mp.1'°p,|2)® ...... ®N(mp.n,cp’n2) ,
Top= 1@ ADB®... ®Y(a) A D® .. ®Y(a, A )®....... ®Y(a, A )) -

On considére alors un vecteur aléatoire X 2 valeurs dans R™, et on suppose qu'il existe un
vecteur al€atoire Gaussien centré U€[R™, indépendant de X , de matrice de covariances la matrice
identité de R™:

X = {X, 1.X) 20X ) (K 1 X Xy Do Ky 1:Xp 2 Xp )}

U ={U, ;U Uy s (U 1 U U D WU, 1UpzonUp )}

| ORTHOGONAUX

Dans ce paragraphe, on va donc appliquer le théoréme 1-4, en montrant que l'on peut l'utiliser

des qu'il existe une densité dans R™. On commence par étudier les résultats les plus généraux, et
on passera ensuite au cas centré.

On commence par étudier la loi de la somme de n vecteurs aléatoires.

Théoréme 4-2 : On garde les hypothéses précédentes et, pour tout s<(1,2,...,p} , on pose K,
=m, ;+m ,+...+m , et (S)? = (csm)2 + (°s,2)2 +oot (as'n)2, et on définit la loi Gaussienne
N ppar: N p= N(u,, $,2)®@N(u,, 822)®...®N(up, sz) . On suppose aussi qu'il existe un

vecteur aléatoire Gaussien centré V=(V,,V2,....,Vp)<=IRP, indépendant de U et X, de matrice de
covariances, la matrice identité.
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On suppose de plus que X admet une densité f par rapport 2 N, appartenant L2(|R“p,an).

Alors, X ={(X1'1+X1'2+....+X 1.0 (X 14X o4 X5 e ,(XPJ+XP.2+....+XP'“)}
admet une densité par rapport 2 N , feL2(IRP, N p):
Yi-iy Yo-Ha YpHp
f(ylaY2,-...,yp) = z qu'qZ ..... qp. qu(‘Tl—')qu(-—s—z—)....qu(“g’:— ’

(qn-qzv---.qp)FNp

( N

q
+ (xj.l- mj'l) + (Xj'z’mj'z) +....+ (Xj'n‘mj.n)

i . j 2 2 2
610 2% +6

T
41.92.-9p ,
/ A
\ qJ' J

g

Jutems|

Démonstration : Rappelons d'abord comment, on peut écrire la densité.

Lemme 4-3 : Sous les hypotheses de 4-2, on peut écrire f de la fagon suivante

{ KR, ok oo (Kp, ek ) JENP

ou X k) goraky pheeeenlk

Ce résultat est une simple application des propriétés des espaces L2 et de 1-4.
Maintenant, on va démontrer que Y. admet une densité par rapport a .N Il n'y aura plus alors
qu'a appliquer 1-4 pour en déduire le résultat.

Lemme 4-4 : Sous les hypotheses de 4-2, 3, admet une densité f* par rapport 3 N .

Yi-Hy Ya-Hy yp'up 2
f*(YI’yZ’""yp) = 2 ‘qu.qz .... quql(—sl—)qu('—s-z—f)...lqu( Sp L (IR «N )
(91.92.--ap)*N ‘

! s
. B Sl )
ou © = 2 (0.4 n H ’
91.92.--9p lking (kl.l'kl.2""kl,n) ......... (kp.l'kp.Z""kp,n) =1 ot 5o
S, *=! /ky!
la somme portant sur tous les {(kl 1Ky gseeees k1 ) NS ,(kp.],kp.z,....,kp'n)} €IN"P tels que

ky kgt tk = q, pour tout t=1,2,.,p .
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Démonstration : Cette démonstration est la généralisation évidente de 5-1 de Blacher 1989

a! o ts)
On remarque d'abord que ‘ Z H H K
k1.1+k1.2‘+“‘+kl.n=ql ..... k‘p 1+kp 2+. +kp n=dp t=1 s l.s'
2 K, 2 k 2 x
P t1 t,2 Lp
H q! 2 (6,1 " (6,5 ... G yn) o
t=1 qu‘ ki 1+ky o+ 4k n=q, kt.l! kt,Z! """ kt.n!
t 4] i »
On endéduitque 2, (e ) < 4o
‘ ql'qZ""'qp *

91.92,-- .qp)F Np

En utilisant 2-2 et 2-3, on calcule alors ¢x 1K1 204K X 14X X

I ne reste plus qu'a utiliser 2-5 pour conclure

Maintenant, on obtient le méme type de résultats si on utilise des développements en
polynomes de Laguerre.

Théoréme 4-5 : On garde les hypotheses de 4-1, et pour tout s<{1,2,...,p}, on pose A, = a,
+ag o+....+a, , et on définit la loi 8p sur RP, par : Sp: YALN)® Y (Az,)\2)®...®‘x(Ap,)\p) .

On suppose que X admet une densité appartenant a L2( R ¢ Y op) PATTAPPOILA Y,

2 ﬁﬁ 8¢ 211((_s
ﬂ(kl" """ kpn)ensllp 1oeenkp t=ls=lLkl.s(T) .

{ (kl.l""'kl,n)' ..... (kp.l"“'kp.n) }eN np t

Alors, le vecteur aléatoire a valeurs dans R +’ :

DIEE (0 FRD PRSI SIS AN S S (Xp +X, 244X, 0}

admet une densité par rapport 2 la loi Gamma §

p
2x, 2x, A X5

2 By ql( )_q;( J ...... ()\ ) LR"S,) |
@120 ap)N° P

pfn [T@,+k, )] [q,T@)

ot B =) 8 I1
R e e e = PTIPN | 7N

la somme portant sur tous les {(kl'l,kl.z,....,kl.n), ...... ,(kp',,kp’z,....,kpm)} €IN™ tels que

ku+ku+....+kl’n= q, pour tout t=1,2,...p .
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Démonstration : Cette démonstration est la généralisation évidente de 5-5 de Blacher 1989,

A =T+ , = T'(a, +)
A . a s
Onsaitque (1x) ' = L—"x e (Ix) =2 2" 3 s i<l .
=0j!T'(A) =0jtT @, )

Ay - 1 9
Comme (1-x) = H(l-x) ", il suffit d'égaler le coefficientde x ~ pour en conclure
s=1

p(n r(a,.s+k,’s) q,!r(A,)

> 111

kp, 14K, 244K 0n=q1 e Kp, 1+kp 2+ tkp n=ap | 22| 521 k"sll’(a"s) FA,+q,)

On emploie alors la méme méthode qu'en 4-4.

Finalement, en utilisant 1-4, on obtiendra la loi de ¥ sous forme de développement en série de
polynémes de Laguerre, les coefficients des L% étant donnés sous forme de moments, 2 une

constante multiplicative prés. Maintenant, on pourra bien siir appliquer ces résultats pour connaitre
la loi des formes quadratiques de vecteurs aléatoires. Pour cela, il nous faudra d'abord calculer la

loi de ((X))2(Xy)?,.....(X,)2) . Cest ce résultat que nous donne le théoréme suivant.
Théoréme 4-6 : Soit X = (X;:X5,-....X ), un vecteur aléatoire 2 valeurs dans R™ admettant

une densité de probabilité par rapport 2 N, = N(O,o12)®N(0,622)®...®N(0,on2) :

xl x2 xn n
2 akl.kz....ankl(_) sz(_J ----- Hkp(o—] € Lz(lR ,Nn) .

(k].kz....kn)FNn %1 02 n
Alors, ((X))2,(Xy)2......(X,)?) admet une densité de probabilité par rapport 2 § W=

1(1/2,26 H®7(1/2,26,2)8....85(1/2,26 2) :

X X X
12f 71 ) T2 o2 n 2,m"
2 X2k, 2k,.....2kp 111’[—2]11(2 (—2) ........ Lkp [—2]6 LR,y .

Démonstration : En utilisant la méme méthode qu'en 2-3, on peut écrire les &galités suivantes :

St teenty)
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( xz \ 3
X =+oo —
n * 2 202
: 1 ilsxs2 1/ xs (< s e
= 2 n(x2k1.2k2....2kn sl} e "L 2dxs (cf 1-3)
(kl'kZ'"'kn)‘N { V Xg=-o0 Gs 21[05 J J
n .
= ) X 2k;,2k,,..2k, l—!¢ 2y 12202 (t)
n s= z 26
(kp kg, kp)eN" n _s2 N
26,

I1 ne reste plus qu'a appliquer 2-6 pour achever la démonstration.

Grice a tous ces résuftats, on obtient maintenant la loi des formes quadratiques de vecteurs
aléatoires. On obtient ce résultat sous une forme relativement simple grice 2 l'introduction des
fonctions complexes iU+X, et il est alors intéressant de comparer ces résultats a ceux du théoréme
4-2. C'est pourquoi nous énongons maintenant le théoréme général suivant.

Théoréme 4-7 : On garde les hypotheses de 4-2 et on suppose de plus que, pour tout

Gi,9)¢{1,2,....p)x{1,2,...,n}, m; =0 et 6;=0; - On définit alors la loi gamma produit § p par:

aléatoires B, s=1,2,..,p, de loi béta (1/2, (n-1)/2) , indépendantes entre elles et indépendantes de
Uet X.

Pour tout (i,s)(1,2,...,p)x(1,2,...,n}, on définit alors la variable aléatoire complexe Z  par

. i,s .
Z. = 1Uis + — avec 12=-l

1,8
S;

Alors, 2= {(X, 1 +X) 544X, )Xy #Xp gt #Xy Do NOSPED SPUTITS S}
admet une densité feL2(IRP,N ;) par rapport 2 N o

f(yl,yz,...,yp) =

P 9
z £ H[Zj,l+zj.2+""+zj,n] H Yi H Ya H Yp
i1 % g e, ) A Vrs,) ™ Vre,
;!

P
@1.92.ap) N n
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Diautre part, 22 = {[(X, )24(X; )% ..4(X; )¥],rrees (X 24X, )%+ +(X )71}
admet une densité ch2(lRP,gp) par rapport 2 9p :

8(Y1YprnYp) =

L) )

‘ H,q[
)Y {H[ZJ ATt +22,.J}

(q].qz....qp)cN B /2q, !2q2! ...... qu'

Démonstration : La premigre assertion est un cas particulier de 4-2.

rapsd 1
k! T (172 )(2K)!

Pour démontrer la seconde, on remarque que 5 » et on applique alors

(2"k!)
ce résultat aux théor¢mes 4-6 et 4-5, avec a; =1/2.

P [ F(n/2+q)
q ')
On tro 27 [———— [B
ot qte [,l} l‘(n/2)(qj!)] 92

X..\
(iU.+i§]
P n J.s 5.
- E ) I1 ’

11 suffit alors d'appliquer 1-5.
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IV-Il : DEVELOPPEMENT DE LA DENSITE EN SERIE DE MAC LAURIN

On va maintenant appliquer la méme méthode que dans le chapitre III et obtenir ainsi, sous
forme de séries de Mac Laurin, la densité de la somme de n vecteurs aléatoires et la densité de leurs
formes quadratiques.

On va d'abord expliciter 1'écriture des densités lorsque on limite l'ordre de leurs
développements.
Théoréme 4-8 : On garde les notations et hypothéses du théoréme 4-7, et on pose

2 E ﬁ[Zj']+Zj.2+”"+Zjvn]J H yl y2 H yp
qstapst.gps? | = n¥q! o Vno, . Vnes, I ﬁOP
J.

— ’ l'l r2 l-p B
- Z drl.rg ...... rpyl)'g ...... Yp

ns 4 IS ? .....rPS ?

f' (Y]:)/z’---o,yp) (4'8'1) ’

v By, Vv B2y, v By,
qu _— 2q ...H2q
1 °1 2 P

P
c )
; 2
2 E 12 422 1422 )" d

915795 2.qps? | 051 / 2q,!2q,!......2q !

p rl l’2 T,
= Y O guntg¥ 1 Y2 +oove ypp = 8,(¥1Ypn¥p) (4-8-2) ,

ns<? Tos? .....rps ’
Alors, pour tout (1, 1,,...... ,rp)FlNP ,
'
d 112, 0p

J

y E 1EI(ZJ.J+ZJ.’2+...+ZJ.'“) ! ( v

97j
Z..1+Zj'2+...+Zj'n)

H 0| @483,

- T 97
115q)<7,...1pSq,<? 1 rj! nrJGjJ /(qj-rj)!
’ =
Ct ¢ l",l’z....,rp -
957
. Z 1+ZJ?.2+...+ZJ.2n
P [E [B.J] P -
i [12.+2 2 T 2
_— S+ o+ 42 ) (4-8-4).
Z =1 317 75.2 jon (qj-rj)g

R e
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Pour démontrer 4-8-4, on utilise 1-2. Quant 2 4-8-3, c' est un cas particulier de 3-3.

Maintenant, si on peut intervertir les signes ¥ et f , et si 'on peut développer f et g en séries de
Mac Laurin, alors les coefficients de ces séries pourront s'exprimer en termes de moments.

Théoréme 4-9 : On garde les notations et hypothéses de 4-8.

peesceny

. ’ .
Si on suppose que d rota converge vers un réel dr'.r2 1’ et que, dans le deuxiéme

........ I’p

terme de 1'égalité 4-8-3, lorsque #=+o0, On peut intervertir les signes Y et [, I'intégration étant
effectuée d'abord par rapport a X, puis par rapport 2 U, alors

.
(Z; +Z; - Z;,) Jnxp { (Z; 1 +Z; o+ +Z; )* }

P
d = EJELT] -

I’l.l’z ..... l'p J=1 | rj J
l'j. n Gj

!’

Si on suppose que ¢ Pty

converge vers un réel Ceptgmty? et que, dans le deuxieéme

peescany.

terme de I'égalité 4-8-4, lorsque # =+oo, on peut intervertir les signes ¥ et [F, I'intégration étant
effectuée d'abord par rapport a X, puis par rapport a U, alors

r.
c = [ TT—=- Eo|Ex|[1Z 422 4422 )i 2
=1

rl.f2.....l'p o 1 _1
j=1 J n
@2r)ls; ‘3(7’ 3

La premitre égalité se déduit de 1-7, la deuxieéme est évidente.
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On poursuit I'étude du paragraphe précédent, et comme dans le chapitre III, on obtient
maintenant les densités sous forme intégrale.
Théoréme 4-10 : On garde les notations et hypotheses de 4-8.

Si on suppose que f, (yl,yz,...,yp) converge vers f(yl,yz,...,yp) en tout point
(yl,yz,...,yp)(-'lR P et Quc, dans le premier terme de 1'égalité 4-8-1, lorsque 4 =+, pour tout
(yl,yz,...,yp)f—'lRP, on peut intervertir les signes ¥ et [E, l'intégration étant effectuée d'abord par

rapport a X, puis par rapport a U, alors, pour tout (yl,yz,...,yp)dRP,

- (Z;,+..+Z, )y (Z. (e tZ: )
f()']’yzv"wyp) = [ U{[EX{ r!exp(- J > Jn + J ) J,n
d J

Si on suppose que g, (yl,yz,...,yp) converge vers g(yl,yz,...,yp) en tout point

(yl,yz,...,yp)f-'lR +’, et que, dans le premier terme de 1'égalité 4-8-2, lorsque # =+o, pour tout
(yl,yz,...,yp)FlR +’, on peut intervertir les signes X et [£, I'intégration étant effectuée d'abord par

rapport a B, puis par rapport a X, enfin par rapport a U, alors, pour tout (yl,yz,...,yp)f-‘lR +' ,

B(YpY2nYy) =

=1

I

(-

2 2 2
) Zj.l+zj.2"'"'+zj.n 2ch
2

2 2 2
tj/ (Z\+Z; o+..+Z] Dy,

Oj

1 n-1

n-3
2, 2

B(?’T) J |

La premitre assertion est un cas particulier de 3-2 , (en fait, il suffit d'appliquer 1-7). Pour
démontrer la seconde, il faut utiliser la définition des lois Bétas.

Comme exemple d'application de ces résultats, nous allons maintenant étudier le cas Gaussien.
On pourra remarquer que, grice a l'introduction des lois normales de "variances négatives", on
n'aura plus 3 imposer un ordre d'intégration comme ci dessus.

§ . tj=0
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: APPLICATION AU CAS GAUSSIE

Dans ce chapitre, on va appliquer les résultats précédents au cas Gaussien. La somme de la
loi de n vecteurs aléatoires Gaussiens ne présentant pas beaucoup d'intéret, on va donc s'intéresser
uniquement aux formes quadratiques.

Bien entendu, les résultats du chapitre précédent restent vrais sous I'hypoth&se Gaussienne.
On peut donc écrire immédiatement la densité sous forme de série de polynémes de Laguerre. De
plus, on constatera que cette série converge aussi pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. Enfin, on obtiendra également cette densité sous forme de série de Mac Laurin, ou
sous forme d'intégrale.

Pour cela, on commencera d'abord par rappeler quelques propriétés des vecteurs aléatoires
Gaussiens. Ensuite on introduira les "variances négatives" dans les lois normales, et on appliquera
enfin ces résultats aux formes quadratiques de vecteurs Gaussiens.

On commence par introduire les hypotheses que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.
Hypotheses 5-1 : Dans ce chapitre, on supposera que X est un vecteur aléatoire Gaussien

non dégénéré. Pour tout (j,t)<(1,2,...,p}x{1,2,..,n}, on note par m,,, I'espérance de Xj't, et par

G, son écart-type. De plus, si p=1, on simplifie m, en m, €t 6, en 6, etpour tout

1t
(t,t)e{1,2,...,n)2, on note Cor la covariance de X, et X, et e leur coefficient de corrélation
linéaire. On note toujours par U, le vecteur aléatoire Gaussien indépendant de X défini en 4-1.

V-1: QUELQUES PROPRIETES DES LOIS NORMALES

Dans ce paragraphe, on va rappeler quelques propriétés des lois Gaussiennes : d'abord, le
développement de la densité en polynomes d'Hermite, ensuite la valeur des moments, enfin 2 quelle
condition il existe une densité appartenant 3 L2,

D'abord, rappelons quel est le développement de la densité en polynémes d'Hermite.
Théoréme 5-2 : On suppose p=1. Soit Ng,=N(0,1)®N(O,1)®...... ®N(0,1) . On suppose

que, pour tout k=1,2,..,n, m,=0 et 6,=1. On suppose de plus que X admet une densité f par
rapport & Ng,, feLAIR™Ng ). Pour tout j¢MN, on pose le.(x):\]ﬁ H;(x), et pour tout keINn(e-D/2
k= (k) 2Ky 300Ky )i (Kg 3Ky oKy ol 20 17K 2 )oKy 1 1)), On définit le réel 3¢, par

( k1.2 k1.3 kl.n)( k2.3 k2,4 k2.:\) ( l‘n-2.n-1 kn-2,n)( kn—l.n)
€1201,3 ooeee Cin f\P2,3 024 oo @a.n fooeeee @n-2.n-1 @n-2n J\Pn-1,n

#, =
k (ky Tk 3Tky D) (kg Tk T Dok, 5 T D (kD)
Alors, F(XXgsnX) =
nz(n-l)IZE’e k Hk]'2+ k,'3+....+k1‘n(xl)Hkl'2+ k2'3+....+k2.n(x2) """"" Hkl.n+ k2.n+-~-'*kn-l.n(xp)

keN

Pour ce théoréme, on peut se reporter a Johnson et Kotz, 1972 ( 21, p 45).
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Comme exemple d'application on peut voir que si n=2 E[Hj(Xl)Hk(Xz)] = Sj.kej, ou bien

k ’
. ?12?13?23—— —
sin=3, FX,,X,X) = Z MLARIALT (x)H JGH, (xy)
172243 KE0 K121 _|+k 1 27 k403

Rappelons maintenant quelle est la valeur des moments des lois normales.
Théoréme 5-3 : Soit X une vanable aléatoire normale de loi N(0, 62). Alors, pour tout kelN,

c 2k
2Xk!

E [X2k+l]= 0 et E [x2k] =

Nous aurons également besoin de connaitre les moments dans le cas multidimensionnel.

Théoréme 5-4 : On suppose p=1, et que, pour tout k=1,2,3,......n, m,=0. Alors,

EE G
i i j,lo, j,lo ! o
1,12 In -’l' 1 J2‘ 2 Jn n
Ex'x2.xM = > X....% D gty e e - :
=0 =0 r,=0 2 1| 2 r2' 2% 1
k k k k k k
w9 Y (€5, ... ,‘n") (C5C5H O 5D, (cn"fn“,‘cn"zzn“) (o)
=2 PR (P U O ) (P ™SS0 OO 2 ) NN | S S ) X (S

la somme portant sur tous les ((kl PYLSTETN ST NI SYn Sy NUN ( SIPN 3 20Ky rl))
tels que k, 2tk 3+ 4k a=i-2r, k 12tk 3+ .4k, 0= 327205, Ky 1ntky ot Ky = 0-2r

On démontre ce résultat en remarquant que, lorsque les conditions de 5-2 sont vérifiées,

i 2 in
0162.
© E {H, (X)H),(X)).....H, (X,)}
,/Jl'jz ..... Jn!
k k k .
.y (3. ) (CR5CE o OB (IR 20y (Contny
P (9 km! ..... ')(k23'k2 LIS ) O P S ) X () Rl

la somme portant sur tous les ((k; 2,K; 3.,k Ky 3Ky greesky ook, R PN () |
tels que  ky ,+k; 5,...4k, =, , k 127K 30 ¥k 1=y e €t Kk intkopttko =i
I ne reste plus alors qu'a employer 1-11 pour en déduire le résultat.

On remarque alors, que, méme s'il n'existe pas une densité, les moments de X sont une
fonction polyndmiale des o, etdes C, .. On en déduit que ces résultats restent vrais méme si les
hypothéses de 5-2 ne sont pas vénﬁées
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En particulier, si n=2, E[X’XK] =0 si J+K impair,

. 2j 2k 2t
Erxx2g - A2 EJ: °12 (2EXX) si j<k
172 i I LGOI ] R— )=

. 2j+1 2k+1 2t+1
QDI+ & 4'6; o, [E(XIXZ)) .
2 si j<k,

2j+1¢, 2k+1 -
XX itk 20 U-0!(k-n!2t+1)! 6,6,

(Voir aussi Johnson et Kotz, 1972, p 91).

Rappelons maintenant A quelle condition il existe une densité appartenanta L2.

Théoréme 5-5: Soit X une variable aléatoire N(m,cs2 ). Alors si6?#0, X admet une
densité f par rapport 2 la loi N(0,1). De plus, pour que feL2(R,N(0,1)) , il faut et il suffit que
2>62 si m<0, et que 2>62si m>0.

2 2
(1-s )x2-2mx+m2 2x2-a x2-4mx+2m2
T2 2 i 2
e 26 x e 26
Eneffet, f(x) = , donc, f(x)% % = :
G
c

Remarquons que si 1> 62, le cas est encore plus simple vu que f est bornée.

Dans le cas multidimensionnel, ce résultat est plus compliqué 2 obtenir. Aussi, on va
normaliser X de fagon 2 &tre toujours sous les bonnes hypotheses.

2 2 '
Théoréme 5-6 : Pour tout j=1,2,...,p, on pose & ;= sup ((np+l)s j.s) , eton définit ¥
1,2....

s=1,2,...,n

par: % = {xl,l X122 Xin X01X52  Xon Xp1 Xp2 xp.n}
£, £, £, £, £, g, 3’p tf’p éPp
On note par €={ ‘Gi tjs} la matrice de covariances de X, et par I la matrice identité sur
IR™. Alors, I-€ est la matrice de covariances d'un vecteur aléatoire Gaussien centré non dégénéré,

T = (T 1Ty e Ty DTy 1 T e Ty e (T Ty e Ty -

Demonstration : Il est clair que I'on a l'inégalité :

e {xi',-lE (X;) 'xj‘,-lE (xj.,)} | 1

‘(Pi boj np+1°

A

i,t,j,s

Ja-€,,.)0-€

1
On en déduit que < n—p si (1,0%3,s) .

j.s,j.s)

Aussi, on utilise alors le lemme suivant.
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Lemme 5-7 : Soit (.,.) une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel E de
dimension n . On suppose qu'il existe une base de E , €1:€2:--.€p, telle que (e,e) =1 et l(ee)l

<l/n si s#t. Alors, il existe une base b;,b,,....b, deE telle que (b,,b) = 8, -

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence sur n. Pour n = 1 , il est évident.
e - (e,,e)e,
- Tl pour j22.
/ 2
l = (Cl,cj)
(e3€)) - (ey.8))(ey€) el + Iey.e)(ey.€))l

2
1 (epe)? f 1- (epe)? “_2_1
n

On suppose ce résultat vrai pour tout q<n. On pose g=

o o . 1
Alors, sii%j, I(g;g)l = S

et, (g,g)=1.

Soit G le sous espace de E engendré par £2:83--8, - D'apreés I'hypothese de récurrence, il
existe une base b, de G, s22, telle que (bs,b)= 8, ;- On en déduit le résultat.

On en déduit que I-® est définie positive. Donc, il existe une matrice inversible D telle que
D'(I-€)D =1. Alors, le vecteur aléatoire UD"! répond a la question.

Maintenant, on peut démontrer que X admet une densité appartenant a L2

Théoréme 5-8 : On garde les notations de 5-6. Alors, ¥ admet une densité f par rapport a
N®np, la loi normale centrée sur R™, de matrice de variances-covariances, la matrice identité : f e

LYR™Ng,) .

Démonstration : Posons m = [E (X) . Comme X est non dégénéré, on saitque X admet une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Donc, ¥ admet une densité f par rapport a N®np :

1 -1 -1 -1 -1
xx'  (x-m)€ (x-m)' x( -DXY m€ x'+x€ m' m€ m'
fx) = 18172 2 ¢ 2 = 1er'2e 2 ¢ 2 e 2

De plus, il existe une matrice B inversible telle que €=BB'. Donc, B'(€!-)B = I-BB.
Remarquons alors que  det(I-BB'-xI) = det( BB-}(1-x) - BB') = det(B).det( B'!(1-x) - B') =
det( [B-)(1-x) - B'IB) = det(I-B'B-xI) . Donc, les polyndmes caractéristiques det(I-BB'-xI) et
det(I-B'B-xI) ont les mémes racines. Donc, comme I-€ est définie positive, I-B'B est aussi
définie positive. Donc, il existe une matrice D telle que D'(I-B'B)D=I . Donc, (BD)'(’G"-I)BD =

-1 vl
I. Donc, € -I estdéfinie positive. Donc, |e” x(® 'D"l <1. On en déduit le résultat.
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V-IL: VARIANCES NEGATIVES DANS LES LOIS NORMALES

On va étudier maintenant les variances négatives dans les lois normales. Bien siir, cette
appellation est abusive. Cependant, c'est elle qui résume le mieux les résultats que nous allons
énoncer maintenant.

En fait, ce que I'on va constater, c'est que la variable complexe iU+X a les mémes moments
qu'une variable réelle Y, ou purement imaginaire, iY.

Théoréme 5-9 : Soit X une variable aléatoire normale de loi N(O,cz). Soit U une variable
aléatoire normale de loi N(0,1) indépendante de X. On pose $2=062-1. Alors, pour tout ke,
sZok!

2%Kk!

E[iUu+X)*™M=0 et E[GU+X)*] =

Pour démontrer ce résultat, il suffit d'utiliser 5-3.

Ce résultat suggere immédiatement que 1'on doit pouvoir considérer iU+X comme une variable
normale de variance S, S étant éventuellement négative.
Remarquons que I'on généralise facilement I'énoncé de ce théoréme au cas non centré: en effet,

si [E (X)=m=0, on obtient les moments de iU+X exactement comme ceux d'une variable aléatoire
réelle en remplagant les variances 62 par S2. On peut aussi remarquer que cela reste vrai lorsque

S=0, c'est  dire pour une variable normale dégénérée concentrée en m : dans ce cas, [E ((U+X)¥)
= mk.

Donc, en fait, ce que l'on entend par "variances éventuellement négatives”, c'est tout
simplement que les moments d'ordre deux puissent étre négatifs. Si on a adopté ici cet abus de
langage, c'est A cause du théoréme 5-9 qui suggeére immédiatement cette appellation. De plus, les
lois normales centrées sont enti¢rement définies par un seul paramétre: la variance. Aussi, la fagon
la plus simple de résumer 5-9, c'est bien de dire que iU+X se comporte comme une loi normale de
"variance éventuellement négative".

Cette remarque s'imposait particulierement dans le cadre de cette étude ol I'on n'a justement
besoin que de la valeur des moments. Or, c'est cette constatation qui a donné 1'idée de remplacer
ces variables iU+X par des variables iY, et c'est  partir de 12 que 1'on a pu obtenir les résultats du
paragraphe suivant, et ce, sous une forme que I'on ne pouvait espérer autrement.

D'autre part, il faut aussi signaler quc les variances négatives ont également permis de
démontrer le théoréme suivant.

. . iU+X iU+X
Théoréme 5-10 : Sous les hypotheses de 5-9, et si S20, E[Hj( ) Hk( )] =8 -

S S




IV-29

gk J
Pour démontrer ce résultat, on remarque que [£ [(iU+X)k]= —klE [Xk] et on écrit Hj(x) =Z a j’sx".
: 6 s=0

Ce théoréme signifie donc que les H; sont aussi orthonormaux pour les variables aléatoires

(iU+X)/S. Ce résultat est a rapprocher de la définition des polynémes d'Hermite complexes (qui
sont des polynémes & deux variables : cf Neveu, p 149) .

Maintenant, pour mener a bien I'étude des formes quadratiques de vecteurs Gaussiens, il nous
faudra les moments de iU+X dans le cas vectoriel. Pour calculer ceux-ci, on aura besoin de la
propriété suivante

Lemme 5-11 : On suppose p=1, et que, pour tout k=1,2,...,n, m,=0 et §,2=0,2-1%0.

ik
- iU +X "o n X
Alors, pour tout (jl,jz,....,jn)Fan, E HH. XK = I1 —| [F HH. i 1
k=1 Sy Sy k=1 Mo,

k=1

iU +X, 1 iU +X, \¥
Pour démontrer ce théoréme, il suffit d'écrire H. = —1[ v in+ .
' J sk /J_T k Sk
ko

On va voir maintenant que, dans le cas multidimensionnel aussi, on obtient les moments de
iU+X en remplagant les variances ok2 parles S, 2.

Théoréme 5-12 : On garde les notations et hypothéses de 5-4 et 5-11. Alors, pour tout
Gpodgsessip) €IN", les moments de iU+X vérifient les égalités suivantes:

HIG I

! S2r1 j 'S2r2 it S2r,.l

. j . J 1* %1 2° V2 ¢

ELGU+X)"..aUu X" =X XX o = .. 2
n=01=0 =0 2t 27 2" !

On démontre ce résultat en utilisant 5-11 et en raisonnant de la méme maniére qu'en 5-4.

Malheureusement, dans le cas multidimensionnel, il n'est pas forcé qu'il existe un vecteur
aléatoire Gaussien purement réel ou purement imaginaire ayant les méme moments que iU+X. En
effet, la matrice de covariances de iU+X est C-I qui n'est pas forcément définie positive ou définie

négative. Par contre, ce sera le cas de iU+X qui, dans le cas centré, a les méme moments que iT.
Plus, précisément, en utilisant 5-4 et 5-12, on démontre le théoréme suivant.

Théoréme 5-13 : On garde les notations de 5-6. Alors, pour tout (j, |.,j l,2,...,jp.n)«=ll\l"" ,

P n X, Jj.t P n m Jjt
E{I1 ITfiu, + _y_] - E{[] n(n,.ﬁ?f]
J

j=ls=l j j:]s:l
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-III : FORM AD

On applique maintenant les résultats précédents et on va obtenir ainsi, la loi des formes
quadratiques de vecteurs Gaussiens, et ce, sous forme de séries de polyndmes de laguerre, de
séries de Mac Laurin, ou sous forme d'intégrales.

Rappelons d'abord que divers résultats de ce type sont connus dans la littérature dans le cas
unidimensionnel. Ainsi, Tiku a donné sous forme de séries de polyndmes de laguerre, la loi du chi
deux décentré. Plus généralement, Gurland et Kotz, Johnson, Boyd ont montré que, si l'onan

variables aléatoires de lois Gaussiennes centrées réduites indépendantes, U, , alors la densité de

n2-1_-y2
Z (U, - w, ) par rapport & la mesure de Lebesgue est égale a (Z dJL;'/Z( 4 )J—y—m———
=0 (28)°T (n/2)
[ar -1
avec dj=(-l)’ rowa (n/2) ¢';, o ¢'; est défini par récurrence par : ¢'y=1, ¢', = ZS',J i
F(n/2+j) j J 2ri%0

2 - N
avec S’ = -BLZ)\.Q),.(I-E’)"I + 21(1-5’)' (Johnson, Kotz, 1970, p 172) .

Pour faciliter la lecture des résultats de ce paragraphe, on récapitule d'abord les différentes
notations et hypothéses utilisées tout au long de ce chapitre.

Notations 5-14 : Soit X ={(X, ;.X| 5100, Xy phovvries (X 12X g0veees X, )}, un vecteur

p.I’
aléatoire Gaussien non dégénéré a valeurs dans [R™P. On note toujours par m;, et 6, lcspérance

2
et I'écart-type de X; . Pour tout je{1,2,....,p} , on pose alors & ;= sup ((np+l)o J.De
' s=1,2,...,n

X E (X X, -E (x”)}
o
Soit I la matrice identité d'ordre np, et soit T un vecteur aléatoire Gaussien centré réel non

plus, on définit la matrice € par: €= |E{

dégénéré, T = {(T) 1\ T, 30Ty DTy 1Ty et Ty oo Ty 1, T, 3Ty}, T admettant

I-€ pour matrice de covariances. Soient alors p variables aléatoires Bl,Bz,....,Bp, indépendantes

entre elles et indépendantes de T, et suivant chacune la loi Béta (1/2, (n-1)/2). Alors, pour tout

mi,s

(,)¢{1,2,....p)x(1,2,...,n} , on définit la variable complexe Y, par: Y;, =iT;, + };—- .
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On peut alors énoncer les résultats en commengant par affiner le théoréme 4-7 .

Théoréme 5-15: On garde les notations et hypothéses de 5-14. Alors le vecteur aléatoire

2 2 2 2 W2 2 2 2 2
{x,.,+xm+ ..... +Xl'n X2.1+X2’2+....+X2'n XP'I+XP'2+ ..... +Xp'n}
2 ’ 2 gecceccccacs Y 2
b g 1 3’2 éf’p

admet une densité g par rapport a la loi du chi-deux produit XZ@p =Y(n/2,2)®7%(n/2,2)
®...87(m/2,2), geLA(RP,X%,).

Alors, pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de R +" ,

g(ypyz» --’yP) =

p 'IE{H (/B,y)H (/By)...H (/By)}
2 E{H[Y§’I+Y?2+...+ngn]qj} 2q; 17177729, 272 2qp P’P .
=1 ' '

(ql.ququ)Fﬁqp

Maintenant, on peut écrire la densité sous forme d'intégrale.

Théoréme 5-16 : On garde les hypotheses de 5-15. Alors, en tout point (yl,yz,....,yp)FfR +' ,
Yil+Yiz+u“+Yin

P .
B Yy, = E jl}e 2 ch(\/ Bj(Yil+Yi2+....+Yin)yj)

Enfin, on obtient aussi g sous forme de série de Mac Laurin.

Théoréme 5-17 : On garde les hypothéses de 5-15. Alors, en tout point (yl,yz,....,yp)FfR +’ ,

91 Q2 9
g(yliyzv-o’yp) = Z dq]'q2 ...... ijl y2 ........ ypp »

(ql’qZ'""qp)‘:Np

Y2

2
p ],l+y%.2+"'+Yj.n

2

d =[E|]]e
q1'q2v"'qp =1

. P I"m2)ran )
( Y? l+Y§ 2+...+Yf n)qJ ( " .
S IS AT (2429

Remarquons que la forme de ce théoréme rappelle celle de certains résultats du cas
unidi

imensionnel (cf Robbins. Voir aussi Johnston, kotz, 1970, p 162).
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On déduit alors de 5-17 la densité par rapport A la mesure de Lebesgue.
Théoréme 5-18 : On garde les notations et hypothéses de 5-17. Alors le vecteur aléatoire

2 2 2 2 2 2 2 2 2
{X X g A XT XS #XS XS Xo + X g +Xp'n}
2 ) 2 9scesccsscne ’ 2
admet une densité par rapport 2 la mesure de Lebesgue égale 2, en tout point (yl,yz,....,yp)t—‘lR +’.
y1+y2+...+yp
n/2-1 ~ 2

(y Yoeeeannnt y ) e
q1 97 9 1Y2 p
( 2 dql.qz ...... q; Y1 Yy ceenenns Yp )

@1.92.--9p)N

Remarquons qu'il n'aurait pas été possible d'obtenir ces résultats sans utiliser les lois normales
de variances négatives: si I'on remplagait les Y par les Z (i.e. si l'on n'avait pas fait l'opération
inverse) pour que les intégrales des théorémes 5-16 et 5-17 soient définies, il faudrait imposer un
ordre d'intégration comme en 4-9 et 4-10.

Démonstration de 5-15 et 5-16 : On démontre d'abord le lemme suivant.

{ K 1‘2;'1+T21’2+...+T%'n+’l'22'1+1%’2+...+1‘%’n+ ......... +T‘2,.1+'l'2.2+...+‘l'|2,.n }
Lemme 5-19: Soit 5, = [Ele 2

Alors, il existe K;>1 tel que, pour tout K<K,, By S oo .

Démonstration : Soit K>0 . On sait qu'il existe une matrice G inversible telle que I-€ = GG'.
On effectue le changement de variables t=Gu .

1 ;
t't t'd-€) t u'GGu u'u
Al \ n-gr'? K3 i -er'igl | k— £y
ors, K~ —F/—— € = — |e € u .
v @n)" v @m)™

On démontre, comme en 5-8 que KG'G-1 et KGG'-1 ont les mémes valeurs propres.

Donc, KG'G - I sera définie négative si et seulement si K8 - (K-1)I est définie positive, ce
qui est le cas d&s que K<1. Supposons K>1, et faisons tendre K vers 1. Considérons un intervalle

ouvert Ja,b[ , a>0, contenant toutes les racines du polyndme caractéristique Q de 8. Sur Ja,b[,
Q. le polyndme caractéristique de K€ - (K-1)I tend uniformément vers Q. On en déduit qu'il

existe un K tel que pour tout K<K,,, les racines de Qg appartiennent toutes 2 Ja,b[ , i.e. K€ -
(K-1)I est définie positive. Donc, il existe une matrice D telle que D'(KG'G-I)D=-I.

u'G'Gu u'u v'v
K— 7 2
Alors, e e “du = IDlje “dv <+eo .
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Maintenant, d'aprés 4-7, 5-8 et 5-13, il est clair que, dans L2(IRP, X2®p) ,

z H ) 9 2 9 quj'(\/ Bjyj)
g(ypyz,"‘,yp) = - (Y 1+Yj,2+""+Yj.ﬂ) — '
(41,92, qp)Fle U= 2Qj‘

On se place alors en un point (yl,yz,....,yp)FlR . » appartenant a un compact XP, XcR iy

K3v/2q!
On sait qu' il existe J tel que, pour tout g>J, et tout s=1,2,..,p, 'qu( /Bsy's)l < g
S q!

pour tout (y';,y's.....y' ) )¢ P (cf 1-6) .

Donc, E (Y : YJ n)
q12l.qp2]J,.. ,qul j=1 2qj! J
4 o
P mg m2 m? K,/
K 0
< [E 2 H T?ﬁ-’él +’l‘}2+_’é2 ..... +Tfn+ ’2" - '
q12).q22],....qp2J j=1 ’ ’ ’ Y
Firs (g
tr a2 | iiw,
o j=1s=1

< e E e < oo

g Hag (/B

Donc, [ 2 H ( Yf l+YJ gt Y ’n) —_— est majorée par une
1 /24
1.92.- .qp)FlNp = 2q]
constante finie ne dépendant que de X pour tout (Y'Y 2oeeenY PE XP.

: 2,3 ZQJ(\/ Bjy;)
Donc, en employant 1-7, z E H(Y 1+Y e tY] )
i=1 1
@paznapeN’ U 2q;!
2 2,9 H2Qj(\/ Bjy)
= E )Y q(Y“+ G2t tY,) —
91.92,-- .qp)r=ft~lp = 2qj.
P Y?_1+Y?’2+....+Y%'n
= £ 1] 2 h( /B2 4V tY2 )y )| = g )
= e c Yt Yot +Y5 Dy, = 8*(y)YpYp) -

=1
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De plus, comme la majoration ci-avant est vraie sur tout compact X, la convergence est
uniforme sur tout KP. Donc, g=g*, X2®p-presque partout.

Démonstration de 5-17 : On peut écrire les inégalités suivantes :

qu

Yt

Yz- + +Yz
j.2 jon 2 2
3 / Bj(Y§'1+Yj.2+....+Yj.n)yj

E Z .lg[e-

n m2 4
A3[m
s=1 ! bo >
< e J
- 2q.!
j
= ___"’_s
= ¢ 7 |7
j
i
< e
3T
205
J 2
< e
i, _ >7?,
S
|4 J-y_j zs:j’8+ 2 P E’%Tj.s*' 2
Alors, [E He = 2 ne dP
j=1 Bc(1,2,..p) j=1
- sg

N — 2 J s e .’ 2 -
ou ‘Jﬂ) = { gTj.s < K-O.—l S1 JF$ et Ko-l < ’ ?Tj.s S1 ]F[I,..,P]\ﬂ) .
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Eszs 2"sz.s szz-s
P ’Zy-f’n oy TyjTis+ - ’ZYJ'TJ'Z =
') : ,S 5 2
Or, J IIe': 2 lap = J IleY: 2 IIe': dP
j=1 i jed
‘9 ‘9
T, T,
Ko Ko—5—
< C(',’ He © AP < C';[E Hc < oo (C'OB représentant une constante).
j€d - jed

I9

On en déduit le résultat.
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QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS
ORTHOGONALES EN PROBABILITE ET STATISTIQUE

Mots-clefs : Fonctions orthogonales, coefficient de corrélation, test Hilbertien,
test du chi-deux, polyndmes d'Hermite, forme quadratique de vecteurs aléatoires. .

Résumé : On poursuit 1'étude des coefficients de corrélation d'ordre supérieur.
On obtient la loi asymptotique des coefficients empiriques. On en déduit un test
Hilbertien d'indépendance. De plus, on exprime les polynémes d'Hermite et de
laguerre sous forme de moments. On en déduit la loi de la somme de n vecteurs
aléatoires et la loi de leurs formes quadratiques.

SOME APPLICATIONS OF ORTHOGONAL FUNCTIONS
TO PROBABILITY AND STATISTICS

Summary : We continue the study of the correlation coefficients of superior
order. We obtain the asymptotic distribution of the empirical correlation
coefficients. We deduce an Hilbertian independence test. Moreover, we show that
the Hermite polynomials and the Laguerre polynomials are equal to any moments.
We deduce the distributions of a sum of n random vectors and of their quadratic
forms.
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