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Nomenclature

Grandeurs caractéristiques des écoulements diphasiques

k indice désignant la phase k

k' indice désignant la phase k' =3 — k
I indice désignant l'interface entre deux phases
X fonction caractéristique de la phase k
n;  vecteur normal a 'interface et extérieur a la phase k
o vecteur vitesse de l'interface
o fraction volumique
Y fraction massique
0 masse volumique en kg.m ™3
U vecteur vitesse en m.s~!
P pression en Pa
i énergie spécifique interne en J.kg ™!
2
e énergie spécifique totale en J kg™ e =i+ %
h enthalpie spécifique interne en J.kg=!; h =i + P
S entropie spécifique en J.kg_lK_1 ’
T température en K
g potentiel chimique en en Jkg=t: g =h — sT
v volume spécifique en m3.kg ™!
C, chaleur spécifique a volume constant en J.K™1
Cp, chaleur spécifique & pression constante en JK!
0% rapport des chaleurs spécifiques %
Do Pression de référence de la loi d’état de type gaz raide en Pa
10 énergie interne de référence de la loi d’état de type gaz raide en J.kg™?
S0 entropie de référence de la loi d’état de type gaz raide en J kg 'K~}
c vitesse du son en m.s~!
1 vitesse du son a l'interface en m.s~!

C module de compressibilité en kg.m™'s~2; C' = pc?

C; module de compressibilité a I'interface en kg.m 1s72: C' = pc%
T tenseur des contraintes de viscosité en kg.m ™ 3s~!

q

flux de chaleur en W.m™2

zz ensemble des forces volumiques

& terme de variation de la fraction volumique
M®  forces de frottement a l'interface

Q s flux de chaleur interfacial

r terme de transfert de masse



Nomenclature

gp  temps de relaxation des pressions en s

€, temps de relaxation des vitesses en s

er temps de relaxation des températures en s

eg  temps de relaxation des potentiels chimiques en s

pp  coefficient de relaxation des pressions en Pa~!

pu  coefficient relaxation des vitesses en kg.m™3

pr  coefficient de relaxation des températures en J.m 3K~}

tg  coefficient de relaxation des potentiels chimiques en Kkg?J tm~

R rayon d’une particule de la phase dispersée en m
1

3

Sy aire interfaciale par unité de volume en m~
Cp coefficient de trainée
Re nombre de Reynolds
vitesse relative entre les phases en m.s™
composante hors équilibre de la vitesse relative en m.s™
u vitesse d’'une onde de choc en m.s™!
m  débit massique & travers un choc en kg.m2s~!

1
2

Grandeurs géométriques et temporelles

Q ensemble ouvert de IR™

x point appartenant au domaine €2
02  bord du domaine €2
t temps

Opérateurs et tenseurs

0

a—? dérivée partielle en £ de la fonction scalaire ¢
ou e :

5_5 dérivée partielle en € du vecteur u

0
Vo gradient de la fonction ¢ égal au vecteur a—qb., i=1,...,.N
T

=
|

produit scalaire des vecteurs u et v égal a g U;V;

7

IS
&
IS

tenseur d’ordre deux de coefficients (u ® g)ij = U;v;

: : ou;
divu  divergence du vecteur u égale a E 3 !
- T

(2

0Ty
div7T divergence du tenseur 7 égale au vecteur E a—], i=1,...,.N
- €X;
K3

[lul norme Ly du vecteur u égale a

_ow
»_a’Uj

— Jacobien de coefficients <i>
ov ij



Grandeurs liées a la discrétisation

At pas de temps

Az  distance entre deux points dans le cas unidimensionnel
C; cellule construite autour du neeud 4

Vi volume de la cellule Cj

0C;  bord de la cellule C;

v(i)  ensemble des neeuds voisins du nceud @

0C;; interface entre les nceuds i et j, égale & 9C; N 9C;
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8C¢j
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Introduction Générale

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude des écoulements diphasiques, de leur modélisation
a leur simulation numérique. Les écoulements diphasiques consistent en deux fluides qui ont des pro-
priétés thermodynamiques différentes et peuvent interagir ensemble. Ces phénoménes interviennent
dans de trés nombreuses applications. En premier lieu, citons les générateurs de vapeurs des centrales
nucléaires, ol apparaissent des mélanges eau-vapeur, ainsi que les écoulements pour les cuves de réac-
teurs. Les mélanges diphasiques se rencontrent aussi dans des applications trés éloignées du domaine
nucléaire, parmi lesquelles I'étude des explosifs ou la modélisation de brouillard pour ’aéronautique.
De nombreuses difficultés apparaissent dans ces études, notamment au niveau de la modélisation de ces
écoulements et des phénoménes complexes qui apparaissent. Les travaux sur ces types d’écoulements
utilisent deux types d’approches pour la modélisation : les approches Lagrangiennes, ot I’on suit une
particule, et la modélisation Eulérienne, ou 'on étudie un volume fluide immobile. Notre travail se
portera sur cette derniére approche. Pour ce type de modélisation, un processus d’homogénéisation est
généralement utilisé pour obtenir les équations décrivant ce systéme. Mais la résolution analytique de
ces équations semble hors de portée, & cause de la complexité des différents termes obtenus, comme les
termes de turbulence et d’échange interfaciaux. Le probléme de la fermeture de ces équations se pose
également.

La modélisation des écoulements diphasiques se fait généralement en émettant I’hypothése de 1’éga-
lité entre les pressions des deux fluides. Ce type de modélisation a été tres largement étudié et est utilisé
par de nombreux codes industriels, parmi lesquels NEPTUNE CFD (8], CATHARE [7] ou RELAP [87].
Cependant, ce modéle souffre de sa non-hyperbolicité, ce qui pose des problémes pour la création de
schémas numériques : ceci peut introduire des problémes mal posés, et il existe un pas minimal pour la
discrétisation spatiale lorsque I’on veut simuler numériquement ces écoulements. Une approche alterna-
tive a été développée par Baer et Nunziato [4]. Elle consiste & ne plus supposer ’égalité des pressions,
mais & ajouter une nouvelle équation sur le transport de la fraction volumique. Ce modéle posséde
I’avantage d’étre hyperbolique, et permet donc d’utiliser des schémas numériques classiques basés sur
la résolution des problémes de Riemann approchés. Cependant, il est coliteux en terme de temps de
calcul. Ce modéle a néanmoins fait Pobjet d’un intérét croissant ces derniéres années |77, 32, 27]. Une
autre maniére de contourner le probléme de la non-hyperbolicité des modeles & deux vitesses et une
pression consiste & supposer ’égalité des vitesses en plus de celle des pressions. Un nouveau modéle est
alors obtenu, qui a été I’'objet de nombreuses études pour la simulation des explosifs ou l'interaction
choc-bulle [49, 78, 67]. Cependant, I'hypothése d'une vitesse unique le rend inapte a la simulation
d’écoulements ou de grands déséquilibres mécaniques apparaissent entre les phases.

Le projet Neptune est une coopération entre EDF, AREVA, le CEA et I'TRSN, qui vise a dévelop-
per un logiciel de simulation numérique des écoulements diphasiques intéressant l'industrie nucléaire.
Il utilise actuellement un modeéle & deux vitesses et une pression, dont les faiblesses numériques sont
palliées par différentes méthodes, comme 1’ajout de termes de masse ajoutée. Des actions de recherches
sont néanmoins effectuées afin de réfléchir a de nouveaux modéles pour I'avenir. Cette thése s’inscrit
dans ce cadre, et nous chercherons & développer des modeéles ayant de bonnes propriétés mathématiques
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et thermodynamiques. L’accent sera mis sur ’hyperbolicité des modéles développés ainsi que sur leur
respect du principe d’entropie. Le développement des méthodes numériques permettant de simuler ces
écoulements sera un autre objectif, ainsi que I'implémentation et la validation de ces méthodes pour
des simulations multidimensionnelles sur des machines paralléles.

Notre travail de these s’est organisé selon trois axes : une hiérarchisation des modeles utilisés pour
la simulation des écoulements diphasiques, la recherche de modéles et méthodes numériques pour la
simulation d’écoulements caractérisés par des déséquilibres mécaniques entre les phases et un équilibre
des pressions, que ’on peut notamment rencontrer dans les générateurs de vapeurs, et I'implémenta-
tion de ces méthodes dans un logiciel massivement paralléle pour la simulation multidimensionnelle
des écoulements diphasiques.

Dans la premiére partie de cette thése, on cherche & créer une hiérarchie de modéles pour les écou-
lements diphasiques, selon l'utilisation ou non d’hypothéses sur 1’égalité des pressions, des vitesses,
des températures ou des potentiels chimiques. Cette hiérarchisation nous permet de relier les différents
modeéles trouvés dans la littérature entre eux, non seulement les modéles de types Baer-Nunziato et les
modéles bi-fluides & une seule pression, mais également les modéles a une vitesse et une pression, les
modeéles relaxés homogeénes (HRM) ou modéles de Navier-Stokes multi-composantes, et les modéles a

I'équilibre homogene (HEM).

La deuxiéme partie s’attache a la simulation des écoulements caractérisés par un équilibre des
pressions et un déséquilibre des vitesses en utilisant des méthodes hyperboliques. Ceci sera fait par
I'utilisation de deux approches : les approches par relaxations, ol un modeéle & deux vitesses et deux
pressions est utilisé, avec des méthodes de retour & 1’équilibre de ces grandeurs, et une approche par
modéle réduit, ou I'ajout de termes du second ordre permet au modeéle & une vitesse et une pression
de prendre en compte les déséquilibres de vitesses.

Dans la derniére partie, la simulation numérique de différents écoulements diphasiques sera étudiée.
Tout d’abord, on s’intéressera & la propagation d’ondes de choc dans des alliages, puis on cherchera a
simuler des écoulements multidimensionnels, en utilisant les différents modéles hyperboliques dévelop-
pés dans ce travail.

Le présent mémoire est découpé de la maniére suivante :

Le premier chapitre s’attache a la présentation de la modélisation des écoulements diphasiques.
Nous introduirons ainsi le processus d’homogénéisation qui permet d’obtenir les équations utilisées
pour la modélisation de ce type d’écoulements. Une fermeture de ce modéle sera également proposée,
qui assure le respect par celui-ci du principe d’entropie, c’est-a-dire une production positive de 1’en-
tropie de mélange. L’obtention des temps de retour & I'équilibre des différentes grandeurs physiques et
mécaniques sera enfin étudiée, ce qui permettra d’obtenir les ordres de grandeurs de ces temps pour
les cas qui nous intéressent.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire porte sur l'utilisation des développements de Chapman-Enskog
pour la création d’une hiérarchie de modéles pour la simulation des écoulements diphasiques. Ceci per-
met de montrer que ’ensemble des modéles utilisés pour ces écoulements sont reliés entre eux, et
se différencient uniquement par des hypothéses sur les équilibres entre les pressions, les vitesses, les
températures et les potentiels chimiques. Ces développements permettent aussi d’obtenir des modéles
a l'ordre un, ou des termes du second ordre apparaissent. Ces termes permettent de représenter des
déséquilibres de grandeurs mécaniques ou thermodynamiques, bien que le modeéle ne comporte qu’une
seule de ces grandeurs. Enfin, nous proposons des lois d’état qui permettent la fermeture de ces mo-



déles, qui sont dérivées en supposant que chaque phase se comporte comme un fluide monophasique
gouverné par des lois d’état de type gaz raide.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera & 1'utilisation de méthodes de relaxation pour la modé-
lisation d’écoulements comportant des déséquilibres de vitesses et des pressions. Aprés avoir présenté
une méthode numérique pour la partie hyperbolique du systéme, nous introduirons des méthodes de
retour & 1’équilibre des vitesses et de pressions, d’abord de maniére instantanée, puis en utilisant des
méthodes de relaxation & temps finis. Il a en effet été montré que l'utilisation de méthodes de re-
laxation instantanée des pressions permet de simuler les écoulements & deux vitesses et une pression,
mais souffre aussi des faiblesses de ce type de modéles [45]. Nos méthodes seront validées en reprenant
plusieurs cas-tests de la littérature et en les comparant avec des données expérimentales.

Le quatriéme chapitre portera sur I’étude d’'un nouveau modéle pour la simulation des écoulements
comprenant des déséquilibres mécaniques. Ce modeéle a été obtenu par l'utilisation de développements
de Chapman-Enskog sur le modéle a une vitesse et deux pressions. Bien que ce modéle ne posséde
qu’une vitesse et une pression, les développements & 'ordre un permettent d’obtenir des termes dis-
sipatifs ou apparaissent des dérivées du second ordre, et qui permettent de prendre en compte les
déséquilibres mécaniques. Une méthode numérique pour la résolution numeérique de ce modéle est en-
suite développée. Celle-ci est basée sur 'utilisation d’un pas fractionnaire : le systéme hyperbolique
sans terme dissipatif est résolu dans un premier temps, puis on se concentre sur la résolution des termes

du second ordre. Différents cas-tests mettent en évidence la capacité de cette méthode a simuler des
écoulements complexes, pouvant impliquer des contre-courants.

Nous nous intéresserons dans le cinquiéme chapitre a la propagation d’ondes de choc dans des mé-
langes diphasiques. Dans le cas des ondes progressives, le modéle dissipatif & une vitesse et une pression
se réduit a un systéme d’équations différentielles ordinaires, qui peut étre résolu numériquement dans le
cas des gaz parfaits. Le schéma numérique de type volumes finis, développé dans le chapitre précédent,
sera utilisé afin d’étudier différentes fermetures des relations de Rankine-Hugoniot proposées dans la
littérature |75, 80], que nous validons par comparaison avec des données expérimentales.

Le sixiéme chapitre portera sur la simulation d’écoulements multidimensionnels. L’adaptation de
nos schémas numériques au cas multidimensionnel sera présentée dans un premier temps, puis nous
étudierons différents cas-tests qui ont été simulés en utilisant le logiciel massivement parallele de I'IN-
RIA, NUMS3SIS [50]. Le premier cas portera sur Uinteraction entre un choc et une bulle de gaz, et
permettra de valider nos méthodes pour un nombre de Mach important. Le deuxiéme probléme consis-
tera en I’étude de la chute d’une goutte. Bien que ce soit un probléme d’interface ou I'utilisation d’une
méthode de simulation du déséquilibre des vitesses ne se justifie pas a priori, on utilisera des modéles
ne supposant pas ’égalité des vitesses. On verra alors que la prise en compte de ces déséquilibres
permet de réduire la diffusion de ces modéles. Enfin, on s’intéressera au cas d’un écoulement eau-air
dans un tuyau comprenant une contraction et une expansion soudaines. Des variations de pressions
apparaissent au niveau des changements de section, et entrainent la séparation des phases. Ce phéno-
meéne de séparation ne peut pas étre retrouvé lorsque le modeéle a cinq équations sans terme dissipatif
est utilisé, mais apparait lorsque nous utilisons le modéle & sept équations avec des relaxations a temps
finis, ou avec un modéle utilisant une vitesse de deérive |37].
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Chapitre 1

Modélisation des écoulements diphasiques

Sommaire
1.1 Ecriture d’un modéle diphasique a deux vitesses et deux pressions . ... 9
1.1.1 Equations monophasiques . . . . . . . . .. ... 9
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1.1.3 Equations sur les grandeurs moyennes . . . . . . . ... .. ... ... ... 11
1.1.4 Equation sur la fraction volumique . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 16
1.2 Fermeture entropique dumodéle . . . . ... ... ... .. .......... 17
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1.2.3 Fermeture entropique du modéle diphasique . . . . . . . . ... ... ... ... 21
1.3 Détermination des temps de relaxation . ... ... ... ........... 24
1.3.1 Relaxation des pressions . . . . . . . . . ... oo 24
1.3.2 Relaxation des vitesses . . . . . . . . .. Lo 25
1.3.3 Relaxation des températures . . . . . . . . .. ... Lo 26
1.3.4 Relaxation des potentiels chimiques . . . . .. . ... ... .. ... ...... 26
1.3.5 Ordresde grandeur . . . . . . . . . .. 26

1.1 Ecriture d’un modéle diphasique a deux vitesses et deux pressions

Les écoulements en mécanique des fluides sont modélisés en utilisant deux grandes familles de mo-
délisations. La méthode Lagrangienne s’attache a suivre le parcours d’une particule quand la méthode
Eulérienne s’intéresse & ce qui se passe dans un domaine fixe. Nous nous intéressons ici & la modé-
lisation Eulérienne, et les équations qui gouvernent l’écoulement sont obtenues suivant un procédé
d’homogénéisation |24, 46|, qui est rappelé dans ce paragraphe.

1.1.1 Equations monophasiques

On g’intéresse a un écoulement diphasique ou le fluide étudié est composé de deux phases notées
k =1 et 2. Ces deux composantes sont considérées immiscibles; elles sont séparées par des interfaces
supposées infiniment minces, au travers desquelles s’opérent des transfert de masse, de quantité de
mouvement et d’énergie. Chacune d’elles occupe donc un sous-domaine €2 () du domaine fluide €,
tels que Q1 (¢) N Qa(t) = 0 et Q1(t) UQ(t) = Q. Ainsi, on peut considérer que sur chaque sous-domaine
Q (t), la phase k peut étre décrite en utilisant les équations de Navier-Stokes monophasiques pour les
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écoulements compressibles, qui s’écrivent

)

S T A () = 0 (1.1.1)
ot

)

p;juk +  div (prwg ® uy) + Vp,—divg, = pf? (1.1.2)
dpie ) . .

P;tk +  div ((pker +pr) ) +  div (gk—;kgk> = pefluy, (1.1.3)

ou l'on note py la masse volumique dans le sous-domaine €y, (¢), u;, le vecteur vitesse de la phase
2

k, pr sa pression et ey = iy + 7’“ son énergie spécifique totale, avec i 1’énergie spécifique interne.
7, représente le tenseur des contraintes visqueuses de la phase k, q,, son flux de chaleur. Enfin, fz
représente les forces volumiques appliquées sur la phase k. Ces équations sont complétées par une loi
d’état compléte pour chaque phase.

1.1.2 Extension des équations monophasiques au domaine étudié

Les variables appliquées a la phase k£ que nous venons d’introduire ne sont définies & priori que sur
le sous-domaine €2, (t) occupé par cette phase. Il faut donc les étendre sur I’ensemble du domaine fluide
Q; nous le faisons en supposant que ces variables sont égales & 0 sur Q/ (¢) le domaine complémentaire
de Q (t). On souhaite maintenant définir des équations qui soient également valables sur I’ensemble du
domaine . Multiplions donc les équations (1.1) par la fonction caractéristique Xy, (¢) du sous-domaine
Qp (t), qui est définie comme suit

1 si gEQk(t)

X (2.1) = { : (12)

sinon

Dans les manipulations formelles qui vont suivre, les produits entre les grandeurs phasiques .10
doivent étre définis, ol ¢ est une grandeur générique de la phase k, discontinue sur l'interface entre les
phases 09y, (t), n, le vecteur unité sortant et normal a l'interface entre les phases 9y, (t), ¢ la fonction
caractéristique de 9, (). Pour cela, on considére que 1 peut étre étendue a Qy (¢) I'adhérence de
Q (t), et donc sur linterface 09 (t), puis on écrit la modélisation suivante

Vr (z,t) g (2, 1) iz € O (1)

ol tm 0o ={ & (1)

Si nous introduisons une fonction scalaire ¢, un vecteur u et un tenseur 7, la fonction caractéristique
X vérifie les propriétés suivantes, en considérant les dérivées au sens des distributions

V(X)) = XiVo—oms  (L41)
div (Xpu) = Xpdive—un,d  (1.4.2)

div (Xpz) = Xpdivi—znid  (1.4.3)

0 B ¢
9t (Xpo) = Xka + ¢o.ny,d (1.4.4)
o) u
a1 (Xpw) = Xka +u(on)d (1.4.5)
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avec o la vitesse de 'interface entre les phases 09 (¢).

Multiplions les équations de Navier-Stokes monophasiques (1.1) par la fonction caractéristique Xy,
on obtient les équations suivantes

Xk (aapk + div (p kuk)> =0 (1.5.1)
opru . . .

X ( pakt_k + div (pryy, ® ug) + Vpg — d1v;k> = Xpprf} (1.5.2)
8 .

Xk( f(;k B 4 div ((prex + pr) wy) + div ( 9, —T uk)> = Xpprfiaw, (1.5.3)

En utilisant les propriétés (1.4) de la fonction caractéristique Xy, et en utilisant la notion de dérivée
au sens des distributions, les équations (1.5) peuvent étre réécrites en introduisant les fonctions carac-
téristiques des phases a l'intérieur des opérateurs différentiels. Cette manipulation permet d’obtenir
les équations suivantes, valides sur I’ensemble du domaine :

0
g (Xkpr) + div (Xgprwg) + pr (we — ) 16 =0 (1.6.1)

) _ .
5 (Xiprawy) + div (Xipraw, ® w,) + VXopy — div (Xk;k)

+or (W @ wy,) 16 — pruy, (o) 6 + prry.d — 7, 0 = Xppf) (1.6.2)

0
e (Xkprer) + div (X (prex + pr) wy,) + div (Xk (qk T Uk))

+prer (U — ) 1yl + pruy.ngd + (gk - ;kgk) 10 = Xipifjw, (1.6.3)

1.1.3 Equations sur les grandeurs moyennes

Le sous-domaine Qy (t) occupé par la phase k peut étre formé de plusieurs zones non connectées,
des bulles par exemple. Ces zones peuvent étre plus petites que la taille des éléments du maillage
utilisé pour la simulation numérique. On ne peut donc pas utiliser les équations (1.6) telles quelles,
mais celles-ci doivent étre homogénéisées.

Le procédé d’homogénéisation [24, 46] se poursuit donc par lintroduction d’un opérateur de
moyenne <.>. On fait 'hypothése que cet opérateur vérifie les propriétés de linéarité <a + b>=
<a> + <b> et d’idempotence <<a>>=<a>, et peut étre commuté avec les opérateurs différentiels.
Une grandeur instantanée ¢ peut alors étre décomposée en une somme d’une valeur moyenne <¢> et

d’une valeur fluctuante ¢’ qui vérifie <¢'>= 0. La moyenne statistique <¢>= ]\}lm NZ¢’ valide pour

le cas présent d’écoulements instationnaires hétérogénes, sera utilisé.

Pour écrire les équations homogénéisées, nous définissons également la fonction o =<X3>. Puisque
X}, est définie comme la fonction caractéristique du domaine Qy (t), o peut étre interprétée comme
la fraction volumique de la phase k, en considérant l'opérateur <.> comme une moyenne volumique.
Cette grandeur prend ses valeurs dans U'intervalle [0, 1], et vérifie la contrainte de saturation o +ag = 1.
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On introduit pour la suite la moyenne Eulérienne définie par

T <Xpprp>

Dk (1.7)

€93

Une grandeur phasique ¢ peut donc se décomposer en sa moyenne Eulérienne et une valeur fluc-
tuante, ¢ = ¢p, + ¢).. En utilisant la propriété d’idempotence de l'opérateur moyenne, on montre que
le terme de fluctuation vérifie I'équation <Xy, >= 0. Nous introduisons également la moyenne de
Favre, notée ¢, qui sera utilisée pour les moyennes sur les vitesses et les énergies internes. Elle est
définie par ’équation suivante

T <Xk ppPr>

o e (1.8)

. . - . <Xppp>
ol py est la densité phasique moyennée en utilisant la moyenne Eulérienne (1.7) pp = SAkPRZ

On peut ainsi décomposer la grandeur ¢y, ¢ = gEk + ¢}, on le terme de fluctuation ¢} vérifie 'égaliteé
< Xipr¢) >= 0. L'opérateur moyenne <.> est introduit dans les équations (1.6), ce qui donne le
systéme suivant

E <Xppr> +div <kakgk> + <pg (Qk — g) .Qk(5> =0 (1.9.1)
0 ) .
En <Xppru> +div <Xppry, @ w,> +V <Xppr> —div <Xk;k>

+ <pr (wp ® wy) o> — <ppy, (@.ny) 0> + <ppngd> — <z, m,0> = <Xpprf>  (1.9.2)

= <Xpprer> +div <Xy (prex + pr) up> +div <Xy (gk - gkuk)>

+ <prer (W, — a) 1y,6> + <pruy,-n,6> + <(gk - ;kgk) 0> = <Xppef,u> (1.9.3)

Nous utilisons les définitions de la moyenne Eulérienne et de la moyenne de Favre pour réécrire
I’équation de conservation de la masse (1.9.1), qui devient alors

0 . -
ot (cpy) + div (prply,) + <pi (uy, — o) 10>=0 (1.10)

De la méme maniére, ’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.9.2) se réécrit de
la maniére suivante

8 — ~ . _ o~ ~ _ . _ o
ot (uprly,) + div (agppiy ® Uy,) + V (agpy) — div (Oék (;k — PRy, @ Qk»
(1.11)
+ <pr (wp ® uy,) 00> — <pruy (0.1y,) 6> + <prny.6> — <z, 136> = agprf]

Selon la définition (1.8), I’énergie spécifique totale de la phase k, ey, vérifie I'égalité <Xpprer>=

—
Ok PEUL

2
~ . 4 . 4 o, o~ ~ g ~ v, . L, . .
ok PLEL, ce qui permet de déduire 1'égalité e = i, + =k 4 , avec i 1’énergie spécifique interne

de la phase k. En utilisant cette expression et en utilisant les moyennes Eulérienne et de Favre, on
peut manupuler I’équation de conservation de I’énergie (1.9.3) qui devient alors
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0k Pk . _ - o\~
7(9;3 + div (Ozk (pkek +pk) Qk)
_ . —— ppuduy, — 1.12
+div | o | @, — T, + prhiyy, + 5 Lil (1.12)
+ <prex (wy, — @) 0> + <pruym0> + <(2k - 21#’6) 0> = OkprL

ott 'enthalpie spécifique de la phase k est introduite, hy = i + Pk On définit maintenant le tenseur
Pk

T pkﬂiﬂk .

k

. o, 5 o " " s T "
de viscosité “turbulente” 7, = —pru;, @ u; et le flux de chaleur “turbulent’ 4 = prhiuy, +

;kgg. Ces deux derniers termes modélisent I'énergie de convection “turbulente” et le travail di & la
turbulence. Les équations de conservation (1.10), (1.11) et (1.12) s’écrivent alors

Y

0 : -
g (kPr) + div (awpplly) + <pi (uy, — 7) 10> =0 (1.13.1)
9, _ : o _ , _ T
7 (Prly) + div (aprtty, ® 4y,) + V () — div (ak (;k +;k>>

+ <pr (ug, @ uy,) o> — <ppuy, (o.ny,) 0> + <pgngd> — <;kﬁk5> = akpkf]; (1.13.2)
Oaypre . N : _ _
S+ div (o (Pl + P ) + div (o (7, + a7 — 7,0 )

ot A T =k
+ <prer (u, — a) 0> + <pruy.n,o> + <(gk — ;kgk> ng0> = agprfy .y (1.13.3)

Dans la suite de ce travail, nous ferons ’hypothése simplificatrice de négliger les termes de turbu-
2//

PrUy.
2

lence

, Ig et qg. Il faut maintenant définir physiquement les autres termes de ces équations.

Tout d’abord, le terme <pj, (u, — @) .n,0> de I'équation (1.13.1), qui sera noté I'y dans la suite,
représente le transfert de masse a l'interface entre les phases. Des termes apparaissent aussi dans les
équations de conservation de la quantité de mouvement et de I’énergie, qui reprennent 1’expression du
transfert de masse. Ceci améne & la définition de la vitesse ur et de I’enthalpie interne spécifique hr
associées a ce transfert de masse. Les définitions associées a ce phénomeéne peuvent étre résumées par
les équations suivantes

r, o) s> (L141)

uply def — <pr (u — @) up-np0>  (1.14.2)

On peut ensuite interpréter le terme <;k@k5> de I'équation de conservation de ’énergie (1.13.2)

comme le terme de force de trainée interfaciale, qui sera noté par la suite Mz Cette expression se
retrouve dans I'équation (1.13.3). La vitesse de la phase k a 'interface entre les phases, notée Uy, 1, doit
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aussi étre définie. Les définitions relatives a la force de trainée sont données par

M¢ det <z, 6> (1.15.1)

wy 1M, @ <z ey 6> (1.15.2)

L’équation de conservation de ’énergie (1.13.3) contient également le terme — <gj.n,0> qui peut
étre compris comme le flux de chaleur entre les deux phases a leur interface. La définition suivante est
donc introduite

Qr,1 def <qi-ny,0> (1.16)

Il reste & modéliser le terme <ppn;, 0> de I’équation de conservation de la quantité de mouvement
et le terme <ppo.n,6> de I’équation de conservation de I’énergie. Pour cela, la pression de la phase k
a 'interface py 1 est introduite, ainsi que les modélisations suivantes

P, 1V dzef — <pgnio> (1.17.1)

é 0
<pro.1y,0> det ka% (1.17.1)

En utilisant toutes ces notations dans les équations (1.13), ces derniéres peuvent étre réécrites

% (owpp) + div (uppiy,) = T (1.18.1)
o, . . _ : _
ot (oprty) + div (appty, @ ay,) + V (agpy,) — div (ak;k) =

url'y + i1 Vay, + Mi + agpi [} (1.18.2)
O P

5t div (o, (Prex + D) ) + div (O‘k (gk - szk» -

2
u Oay,
(hr + 7F> Lo = prr—-+ M{aw r + Qi+ awprfjwy  (1.18.3)

Ces équations sont utilisées pour chaque phase k. Nous devons maintenant nous assurer que ce
systéme d’équations assure la conservation de la masse du mélange, de sa quantité de mouvement et de
son énergie. Les échanges entre les phases doivent donc étre équilibrés : la quantité de masse transférée
de la phase 1 & la phase 2, représentée par le terme source I'y, doit étre I'opposée de la quantité de
masse transférée de la phase 2 & la phase 1, I's. Des conditions similaires doivent étre vérifiées sur
les transferts de quantité de mouvement et d’énergie. Ces conditions se traduisent par les équations
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suivantes

2
> Ty = 0 (1.19.1)

k=1
2
> My = 0 (1.19.2)
k=1
2
SQr = 0 (1.19.3)
k=1

2
> peiVar = 0 (1.19.4)
k=1

On introduit 'hypothése selon laquelle le vecteur des forces volumiques extérieures, le tenseur des
contraintes visqueuses et le flux de chaleur sont égaux a leurs valeurs moyennes (zk =T, 4 = G

fz = fZ) De plus, puisque les termes de turbulence ont été négligés, les écritures des équations peuvent

étre simplifiées en supprimant les notations “~” et “~”. En conclusion de ce processus d’homogénéisation
des équations, on obtient le systéme suivant

0 .

= (owpr) + div (arpruy) =Tk (1.20.1)

ot

0 . :
g (Qprt) + div (arpruy, ® w) + V (arpr) + div (—ak;k) =

wrls + pr Vo + M{ + oxprf? (1.20.2)

0 i .
o (arprex) + div (axprer + arpr) uy, + div (ak (gk - ;kyk» =

u? Oay,
(hr + %) Do —pri—-+ My, 1+ Qrr + arprf)w, (1.20.3)

avec les différents termes sources définis par les expressions suivantes

Iy = — <pi (u — g) 00> (1.21.1)
url' = — <pi(u, —a)u,n,0> (1.21.2)
hrly = — <pphi (v, — o) .n,0> (1.21.3)
M = <z, 6> (1.21.4)
Qk,I-MZ = <z, w-1y,0> (1.21.5)
Qk,1 = — <qp-ng> (1.21.6)
PriVor = — <ppn,o> (1.21.7)

Ce systéme correspond a la forme générale des modéles diphasiques obtenus en utilisant le pro-
cessus d’homogénéisation présenté par Ishii [46] et Drew et Passman [24]|. En utilisant les équations
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de conservation des transferts interfaciaux (1.19), ces transferts ne seront plus notés en fonction de
la phase, mais seront écrits I' = I'y = —I's, M = Mcll = —Mg et Q7 = Q1 = —Q2. Enfin, nous
remarquons & partir de 'équation (1.19.4) I'égalité pi 1 = par = pr.

1.1.4 Equation sur la fraction volumique

De nombreuses hypothéses et modélisations restent & donner pour fermer le systéme (1.20). L’égalité
de pression entre les deux phases est I’hypothése la plus courante dans les travaux sur les écoulements
bi-fluides |21, 46, 18] ainsi que dans les programmes industriels de simulation [39, 87, 51|

pP1 = P2 (1.22)

Cependant, il est bien connu que le modéle obtenu est alors non-hyperbolique [84|. Cette carac-
téristique du modéle peut mener a des instabilités numériques, comme on peut le voir dans plusieurs
travaux sur ce modele |76, 45]. Une solution proposée est d’ajouter de nouveau termes sources qui
peuvent rendre le modele hyperbolique [13, 90].

Dans le travail présent, nous avons décidé de ne pas retenir cette hypothése d’égalité des pres-
sions. Une modélisation différente est utilisée, avec I'introduction d’une équation supplémentaire sur
la fraction volumique, définie par I'équation ap =<Xj>, ou 'on rappelle que Xy (¢) est la fonction
caractéristique du volume €y, (¢) occupé par la phase k. A partir des équations (1.4.1) et (1.4.4), en
utilisant la fonction ¢ = 1, on peut écrire ’équation

0 <Xp>

=<o.VXi> 1.23
2 <oV (123)

Le terme <0.V X> est décomposé de maniére arbitraire sous la forme suivante

<o.VXi>= ap — uo.Vay (1.24)

ol ¢y représente la variation de la fraction volumique et u, la vitesse d’advection de «;. Une
équation supplémentaire est alors obtenue sur ’advection de la fraction volumique de la phase

0 .
% +u,.Vag = (1.25)

Ceci donne alors un modeéle & deux vitesses et deux pressions pour la simulation des écoulements
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diphasiques, qui s’écrit

0 :
g (a1p1) + div (aqpruy) =T (1.26.1)
0 . .
ot (1p1y) + div (a1p1ag @ uy) + V (ipr) — div (041;1)

= url + prVay + M + arp1 /¥ (1.26.2)
0 . :
5 (arprer) + div ((arprer +aipr) uy) + div (oq (gl —;1y1))

H%‘ day d v

=\t 5 ) U=prp + My + Qr +arpLfiu (1.26.3)
0 :
En (qap2) + div (agpous) = =T (1.26.4)
0 . .
ot (a2pouy) + div (azpouy @ uy) + V (agps) — div (a2;2)

= —url' —prVa; — M+ agpgfé (1.26.5)
0 . .
5 (azpaez) + div ((azpzea + aopz) uy) + div (om <g2 - ;222))

H%‘ day d v

= - hr'i‘? F—i—p]ﬁ — M u; — Q1+ azp2 [, uy (1.26.6)
0
% +u, Vor =dy (1.26.7)

1.2 Fermeture entropique du modéle

Le modeéle a deux vitesses et deux pressions (1.26) n’est toujours pas fermé. Il doit encore étre
complété par des équations d’état liant les variables d’état, et des hypothéses de modélisation doivent
atre proposées pour le terme de transfert de masse T, la force de trainée interfaciale M, le flux de
chaleur interfacial @y, et le terme de variation de la fraction volumique ¢, ainsi que sur les différentes
vitesses ur, uy et u,, la pression a l'interface pr et I'’enthalpie de transfert de masse hr, et enfin sur les
tenseurs de contraintes visqueuses phasiques 7, et les flux de chaleur phasiques 4, Dans ce paragraphe,
nous allons proposer des fermetures pour ces termes pour que la production d’entropie de mélange, qui
sera également définie, soit positive, ce qui permettra de respecter I’'approche phénoménologique de la
thermodynamique des processus irréversibles [19].

1.2.1 Equations d’état

Pour chaque phase, les équations d’état liant la pression pg, I’énergie interne iz, la masse volumique
pr. la température Ty, et U'entropie spécifique s, doivent étre connues. Dans ce travail, des équations de
type “gaz raide” |64, 57| seront utilisées pour les deux phases. Ces lois d’état permettent en effet de
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modéliser des gaz, mais aussi des liquides et des solides. Elles s’écrivent

Pk + YDk, c0

+ ik (1.27.1)
(e — 1) pr

ik (Pk» P&)

Dk + Dk, 00
T, = - 1.27.2

Pk + Pk,
sk (Pk,pE) = Cvkln<(c =

o (e — 1) pk)vk) + sk (1.27.3)

ot le rapport des chaleurs spécifiques 7y, la pression de cohésion py, o, I'énergie de référence i et
I'entropie de référence s o sont des constantes dépendant des propriétés thermodynamiques du fluide.
Une méthode de détermination de ces parameétres dans le cas des écoulements diphasiques est proposée
par Le Métayer, Massoni et Saurel [57].

1.2.2 Ecriture de I’équation de production d’entropie

Nous souhaitons utiliser une fermeture du modeéle (1.26) de telle maniére que la production d’en-
tropie du mélange soit positive. Il faut donc obtenir ’équation de la production d’entropie du mélange
s. Mais avant cela, définissons les variables de mélange qui seront nécessaires : la masse volumique p,
la vitesse u, I’énergie spécifique interne 4, la pression p et l'entropie spécifique s. Ces variables sont
définies comme suit

p = ai1p1+ agpo (1.28.1)
pu = aipiu; + agpous  (1.28.2)
pi = aiprin + agpeiz  (1.28.3)
p = aip1+aaps (1.28.4)
ps = a1p1S1+ agpase  (1.28.5)

La fraction massique de la phase k est également définie par ’expression

Y, = kP (1.29)

p

Selon ’approche phénoménologique de la thermodynamique des processus irréversibles [19], la forme
générale de 'équation de la production d’entropie s’écrit

dps .
9P3 L divE, = A, (1.30)
ot
ol I, représente le flux d’entropie et A; le terme de production d’entropie, qui doit étre positif. Le
flux d’entropie est défini comme la somme des flux d’entropie phasique F; = a1 p151u1 + @20252uUs. On
introduit également la notion de dérivée totale, ou dérivée Lagrangienne, d’une quantité ¢ par rapport

a la vitesse phasique u;, qui peut s’écrire
Do _ 09
Dt ot

Avec cette notation et en utilisant les différentes définitions qui ont été introduites, nous pouvons
réécrire 1’équation de production de I’entropie de mélange

+uy,. Vo (1.31)
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0 (ps) + 0 ( + )
— (ps — (« S1U « S9Uy ) =
ot p O 1P151U1 20252Uy
(1.32)
D D 0 0
al/h% + agp2 5?2 +s ( Ogtpl + div (061/)121)) + 52 < O(;ztm + div (042P2Q2)>

Il faut désormais déterminer les dérivées totales des entropies spécifiques phasiques afin d’obtenir
I’expression de la production d’entropie. En supposant que chaque composante du mélange se com-
porte comme un fluide monophasique, on utilise pour chaque phase la relation de Gibbs, qui lie les
différentielles de I’entropie spécifique, de ’énergie spécifique interne et de la masse volumique

Tidsy, = dig — Podpy (1.33)
Pk

Nous cherchons maintenant a déterminer les dérivées totales des énergies spécifiques internes de
chaque phase et des densités phasiques. Commencons par évaluer ces derniéres. A partir des équations
de conservation des masses (1.26.1) et (1.26.4), et de I’équation d’advection de la fraction volumique
(1.26.7), on obtient les expressions des dérivées totales

Y

D

aq lef;l = —aiprdivy, +p1 (v, —u;) Vog +T —pra; (1.34.1)
D

“ 5?2 = —agppdiviy — p2 (uy —up) Var —T +paén (1.34.2)

Pour obtenir les dérivées totales des énergies spécifiques internes de chaque phase, nous manipulons
d’abord le systéme (1.26) pour obtenir les dérivées totales des énergies cinétiques spécifiques et des
énergies totales spécifiques de chaque phase

D2
a12f71 ]_})%1 = —uy.V(a1p1) + uy. div (041;1>
g (up = ug) T+ prug Von +u. M7+ aprug f7 - (1:35.1)
aap2 Dous i
: th = —uy.V (agp2) + uy. div (042;2>
—Uy. (up — uy) I — pruy.Vayg — ug. M+ azpaty-f, (1.35.2)
De i i
a1p1 1;t1 = —u;.V(a1p1) — agprdivay — div (al (21 B ;#1))

2
u
+ (hp —e1+ _2—F> T+ pru,.Voq + u;. M4 +Q, —pré1 +aipryy - f] (1.36.1)

2p2 = —up.V(azpz) — cagpa divu, — div <a2 (QQ - ;222>)

u2
— (hr —e9 + %) I' - pru,.Vag — QI.Md — QI + praq + agpQQZ.fQ’ (1.36.1)
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A partir de ces expressions, on obtient alors facilement les expressions des dérivées totales des
énergies internes

Dqi . .
ai1pr 5; = —aqprdivyy + oz, Vuy — div (algl) +pr(u, —u;).Voy
2
Up —u
+<hr—il+%>F+(HI—Q1)~MUl+Q1_pIO‘Z1 (1.37.1)
Doi . .
QP2 D2t2 = —agpadivuy + asT, : Vi, — div (agg2> —pr(u, —uy).Vag

2
—(hr — iy + w>r—(gl—g2).ﬂd—621 + préy (1.37.2)

La relation de Gibbs (1.33) permet d’obtenir les expressions des dérivées Lagrangiennes des entro-
pies spécifiques phasiques a partir des équations (1.34) et (1.37), qui s’écrivent

Dqs .
a1p1Th 5; = (pr—p1) (uy, —u;) Vo + iz, Vu; — div (a1Q1>
(ur _21)2 d )
(e =+ R ) D (g — ) MO+ Qr = (pr —pr) G (138.1)
Dys .
a2p2T2 th - _ (pI — pg) (ga — QQ) NVojg + QoT, : ng — div (OQQ2>

2
- (hF ~ha %) P () M~ Qi+ (pr—p2) o (L382)

La production de l'entropie de mélange peut maintenant étre exprimée. En utilisant les équations
de conservation des masses de chaque phase (1.26.1) et (1.26.4), ’équation (1.32) devient

0 D D
It (ps) + O (a1p151Uy + Qopasous) = 041/)113#(21 + 04202%22 + (51 —s2) T (1.39)

On utilise les expressions des dérivées totales des entropies spécifiques phasiques (1.38) pour obtenir
I'expression de la production d’entropie de mélange, ce qui donne aprés quelques manipulations
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0 .
= (ps) + div (a1p1us1 + opauyss) =

ot

1 1
= (pr —p1) (Wo — 1) — 7 (p1 — p2) (ug — 1) | Var  (1.40.1)
T Ty
al . a2 .

+ﬁgl : Vi + 7,5 Vuy (1.40.2)
1 .. 1 .

T div (a1g1> T div <a2g2> (1.40.3)

) 2
N (Til (hr+ @) _TLQ (hr + @)) ' (1.40.4) (1.40)

1 1
—\ 7 - - - ) 1.40.5
<T1 (pr — 1) 7 (pr p2)> o1 ( )
1 1 d
o w —w) — 7 (uy —uy) | M (1.40.6)
1 T3
1 1
Tl = =7 1.40.7
< ) T2> Q1 ( )
g2 g1
== |1 1.40.8
T <T2 T1> ( )
o gr = hp — si1} représente le potentiel chimique spécifique de la phase k, avec hy = i — %

I’enthalpie interne spécifique de la phase k.

1.2.3 Fermeture entropique du modéle diphasique

On souhaite fermer le systéme (1.26) de telle maniére que la production d’entropie du mélange don-
née par 'équation (1.40) soit positive pour tous les écoulements. Pour cela, il est suffisant que chaque
ligne de cette équation soit positive quelles que soient les variables d’état. Ainsi, le tenseur T, des

. . . . 2 .
contraintes visqueuses pour la phase k est modélisé par la fonction T, = Nk Vu, + VTQk 3 divug L),

ol 1y, est un coefficient positif et I est le tenseur unité. Cette modélisation classique assure la positivité
du terme 7, : Vu, et donc de la ligne (1.40.2). Nous modélisons également le flux de chaleur q,, par
la loi de Fourier q, = —Ai VT, ou le coefficient de conductivité thermique Ax a une valeur positive.
Cette modélisation assure la positivité de la ligne (1.40.3).

L’enthalpie hr et la vitesse up, associées au transfert de masse, doivent étre définies de telle maniére
que la ligne (1.40.4) soit positive. Plusieurs couples (hr,ur) peuvent étre utilisés; une possibilité est

de prendre up = 3 (ug +uy) et hy = ~3 (u; + us)?, ce qui assure alors la nullité de cette ligne.

Pour la suite, nous choisissons d’identifier la vitesse interfaciale u; a la vitesse d’advection de la
fraction volumique u,, et noterons désormais cette vitesse u;. Comme cette vitesse est une vitesse
interfaciale, on considére qu’elle peut s’écrire

ur = 521 + (1 - 5) Uy (1-41)
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avec & € [0,1], ce qui assure I’équilibre cinématique puisque la relation u; = uy = u; = u; = uy est
vérifiée. On suppose également que la pression interfaciale py vérifie la relation u; = uy et p; = pa =
Pr = p1 = P2, ce qui assure qu'un écoulement homogéne le restera. Dans le paragraphe suivant, les
différents modéles utilisés pour la vitesse et la pression interfaciale sont discutés.

Vitesses et pressions interfaciales

Différentes modélisations ont été proposées afin de modéliser la vitesse et la pression interfaciales,
et certaines ont été étudiées dans la thése de Guillemaud [41]. Tout d’abord, Ransom et Hicks [73] ont
proposé de prendre simplement la moyenne des grandeurs phasiques comme grandeurs interfaciales

1 1

ur = 5@1 + 5@2 (1421)
1 1

= - — 1.42.2

pr 2p1 + 2292 ( )

Lhuillier [60]| reprend la méme fermeture pour la vitesse, mais utilise pour la pression interfaciale
I’expression p;y = agp + a1p2 : & la limite monophasique, la pression interfaciale prend la valeur de
la phase qui disparait. Glimm, Saltz et Sharp [33, 34| reprennent cette expression, et 'appliquent
également pour la vitesse

ur = aguy +oquy (1.43.1)
pPr = «Qa9p1 + a1p2 (1432)

Citons Saurel et Abgrall [77] et Murrone [66] qui emploient la vitesse du centre de masse comme
vitesse interfaciale et une moyenne barycentrique utilisant la fraction volumique pour la pression in-
terfaciale

up = Yiuy +Yous (1.44.1)
pr = o1p1 + Q22 (1.44.2)

Toutefois, ces couples (u;, pr) présentent le défaut de ne pas assurer la positivité de la ligne (1.40.1)
dans I’équation de production de ’entropie du systéme. Nous ne retiendrons pas ces fermetures, et
présentons maintenant des fermetures qui assurent une production d’entropie. Deux approches ont été
utilisées dans la littérature pour assurer cette propriété. La premiére est de trouver une fermeture telle

1
que les deux termes o (pr —p1) (uy —u;) .Vag et —7 (pr — p2) (u; — uy) .Vay soient positifs, ce qui
1 2

signifie que chaque phase doit vérifier le principe d’entropie. Baer et Nunziato [4] ont employé cette
approche, et ont proposé la fermeture

avec k = 1 ou k = 2 et k' = 3 — k. Cette fermeture a été reprise par Kapila et al. [48|, ainsi que
par Gavrilyuk et Saurel [29], et assure une production d’entropie nulle pour les deux phases, en ce qui
concerne les termes de la ligne (1.40.1). Saurel, Gavrilyuk et Renaud [78] proposent également une
fermeture plus complexe, obtenue avec la méthode des équations discrétes

Zyuy + Zouy . Jar\ p2 —p1
= /= =42 — | = 1.46.1
o Zy+ 2y sien ox ) Z1+ 2, ( )
Zip2 + Zop1 . Oay \ Z1Zy (ug — uy)
= =z = 1.46.2
pr 7. + 2, + sign o 7+ Z, ( )

avec Z; = prc, 'impédance acoustique de la phase k.
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Une autre approche a été utilisée par Coquel, Gallouét, Hérard et Seguin [17, 27|, qui proposent
une fermeture qui assure uniquement une production d’entropie de mélange positive, mais ne préjuge
pas de la production des entropies phasiques. Ils jugent que chaque phase considérée comme un fluide
monophasique ne représente pas un systéme isolé, et n’a pas besoin de satisfaire le principe d’entropie.
IIs cherchent donc & annuler la ligne (1.40.1) dans son ensemble, et non les termes (p; — py) (ur — ug).
Pour définir la vitesse interfaciale, ils rappellent également que u; peut étre considérée comme la vitesse
de la surface de contact entre les deux phases, et qu’il faut éviter qu’une zone de mélange se crée a ce
niveau. Ceci se traduit mathématiquement par la nécessité d’avoir un champ associé a la valeur propre
u;y linéairement dégénéré. Cette propriété est vérifiée pour trois modélisations de la vitesse interfaciale

ylzfﬂl"‘(l_f)m 56{0,1,}/1} (1-47)

Une fois la vitesse interfaciale modélisée, il faut trouver une pression interfaciale p;y qui annule la
ligne (1.40.1), pour obtenir une production d’entropie de mélange. On obtient cette annulation avec
I’expression suivante

— (HTl)il (1 - f) (}/2T2)71£
pr= VT (1—¢€) + (YQTQ)—lgpl + T (1= &) + (YaTo) ! §p2 (1.48)

On peut remarquer que si £ = 0 ou 1, on retrouve alors la fermeture (1.45).

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons la fermeture proposée par Coquel, Gallouét, Hérard et
Seguin [17, 27| en utilisant la vitesse du centre de masse comme vitesse interfaciale ({ = Y7). La vitesse
et la pression interfaciale s’écrivent alors

up = Yiu +You, (1.49.1)

Yo Ty n DEVA
VT + Yol YTy + YaTh

pr = pr (1.49.2)

Termes interfaciaux

Il nous reste désormais & modéliser les termes d’échange interfaciaux pour fermer notre modéle.
Introduisons pour cela les temps de relaxation ey, ,, 7,1 relatifs a la pression, la vitesse, la température
{p7u7 79} ] } b
et le potentiel chimique, et les valeurs positives g, ., 7,41 Au vu de la forme de I'équation de production
d’entropie, les termes d’échanges interfaciaux doivent étre écrits de la maniére suivante pour assurer
une production d’entropie positive.

G = @(pl—m) (1.50.1)
€p

Mé o= B, —w) (150.2)

Eu
ur

Qr = —(Txy-Ty) (1.50.3)
ErT
Hg ( 92 g1

T = —=|=-= 1.50.4
69 <T2 T1> ( )

Les modélisations de dq, M? et Q) sont classiques. Ces fermetures ont la méme forme que celles
deéfinies par Hurisse [44]. La modélisation de ¢; est d’ailleurs courante dans la littérature sur les modeéles
a deux vitesses et deux pressions |77, 27| ; des termes prenant en compte la contrainte inter-granulaire
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peut également étre insérés [4, 5. La forme du terme de trainée interfaciale est aussi largement utilisée
dans la littérature [47, 52, 65|, on elle s’écrit généralement

1
Md = gSVmCD | Uy — Uy | (22 - 21) (1-51)

avec Cp le coefficient de trainée et Sy l'aire interfaciale par unité de volume, lorsque la phase 2 repré-
sente la phase prédominante. La modélisation du flux de chaleur se retrouve aussi dans la littérature
[49].

En revanche, le transfert de masse est souvent modélisé de la maniére suivante [8, 51|

. )\F (Tsat - Tk)

T, =
F hsat - hk

(1.52)
ot l'indice sat représente un état de saturation entre les phases, et Ar est un coefficient de transfert
de masse. Cette expression est notamment utilisée pour les problémes de changement de phase, ou il
n’y a pas de réaction chimique, et montre que le transfert de masse est considéré comme une fonction
du transfert de chaleur. Cependant, ce terme n’assure pas une production d’entropie positive.

Il reste a modéliser les coefficients pigy, ., 7,4 Afin de respecter 'homogénéité des équations (1.26),
nous prenons les valeurs
1
= — (1.53.1
Hp D1 ( )
e = p (1.53.2)

, . 1 1 i
Ces valeurs ont été prises pour qu’elles restent dans les intervalles [—, —} et [p1, p2], respectivement.
b1 P2
En ce qui concerne pr et 14, les choix d’Hurisse [44] sont repris

a1p1Cy, 2p2Cy,

T = 1.54.1
H a1p1Cy; + agp2Cly, ( )
Q1 p100202
= —— == 1.54.2
Hg a1p1 + agp2 ( )

1.3 Détermination des temps de relaxation

On recherche dans cette partie des méthodes d’estimation des temps de relaxation ey, ., 1) des
différentes grandeurs physiques. Ces estimations permettront d’ordonner ces différents temps, et pour-
ronr alors étre utilisées pour construire des modéles réduits en considérant que certains phénoménes
physiques sont a I’équilibre.

1.3.1 Relaxation des pressions

Dans ce paragraphe, on cherche une estimation du temps de mise a 1’équilibre des pressions des
deux phases, pour les écoulements & bulles. Pour cela, nous reprenons le travail de Le Métayer [56]. Si
les pressions sont différentes, des ondes acoustiques vont se propager a I'intérieur de la phase dispersée,
ainsi que dans la phase prédominante.

En ce qui concerne la phase dispersée, les ondes vont se propager jusqu’au centre de la bulle, puis
se réfléchir vers 'interface entre les deux phases. Si I’écart de pression entre les phases est relativement
faible, on peut considérer que les pressions sont équilibrées aprés cet aller-retour des ondes acoustiques.
En considérant que le temps de trajet aller-retour des ondes dans la phase prédominante est beaucoup
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plus grand, le temps de relaxation des pressions peut étre évalué comme le temps nécessaire aux ondes
acoustiques pour effectuer cet aller-retour entre l'interface entre les phases et le centre des bulles. Ce
temps peu étre estimé comme suit, en supposant que les bulles sont sphériques

gp=—— (1.55)

ou R, est le rayon moyen des bulles et ¢, la vitesse du son a l'intérieur de la phase dispersée. Le
temps de relaxation des pressions peut alors étre estimé a priori, et sera considéré comme constant par
la suite.

Nous pouvons noter que dans le cas des explosifs granulaires, Kapila et al. [49] proposent la formule
suivante pour estimer le temps de retour a 1’équilibre des pressions

e, = £< (1.56)
P2

avec pc la viscosité de compaction et ps la pression de la phase prédominante.

1.3.2 Relaxation des vitesses

Nous présentons maintenant une évaluation du temps de relaxation des vitesses dans les cas des
écoulements a bulles. Pour simplifier, on notera 1 la phase dispersée et 2 la phase continue. A partir des
équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement du systéme (1.26), expression
de la dérivée totale de la vitesse pour la phase dispersée peut étre obtenue

Dyu

a1p Dtl = —V (1p) + p1Ves + M+ aipig (1.57)

Les vitesses tendent vers une valeur commune & cause du terme de trainée interfaciale M?, qui
s’écrit selon la fermeture (1.50.2)

M7 = 5(22—21) (1.58)

Or le terme de trainée interfaciale est souvent modélisé dans la littérature comme suit [47, 52, 65|

1
M= gSVP2CD | uy —uy | (up — ) (1.59)

ot C'p est le coefficient de trainée et Sy la surface interfaciale par unité de volume. Si I’on considére
que les bulles de la phase dispersée sont des particules sphériques qui ont toutes le méme rayon R, Sy
peut étre calculée comme le rapport de la surface d’une bulle sur son volume, multiplié par la fraction
volumique de la phase dispersée.

g _alsbubble_a AmR? _ag
YT Veawe  4/37RS T 'R

Par ailleurs, nous évaluerons le coefficient de trainée en utilisant la formule proposée par Clift et

al. [15]

(1.60)

24

e

Cp (14 0.1925 Re?%%) (1.61)

avec le nombre de Reynolds Re donné par

2 —
Re = 20228 |4y — (1.62)
2
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ol pg est la viscosité dynamique de la phase 2. En identifiant les expressions (1.58) et (1.59), on
peut alors obtenir une expression du temps de relaxation des vitesses

B 8pR
“ 3a1p2Cp | Uy — Uy |

(1.63)

Cette expression pourra étre utilisée pour déterminer & priori le temps de relaxation des vitesses,
qui sera considéré comme une constante pour la suite de ce travail.

Remarquons également que Kapila et. al [49] utilise I'expression suivante pour I’étude d’explosifs

granulaires
101

Eu = 5

ou § représente un coefficient de trainée entre les phases.

(1.64)

1.3.3 Relaxation des températures

Pour évaluer le temps de relaxation des températures, le raisonnement utilisé pour déterminer le
temps de relaxation des pressions est repris : nous supposons que le temps de relaxation est le temps
nécessaire pour une particule de la phase dispersée de revenir a la méme température que la phase
qui ’entoure. Nous appliquons ce raisonnement pour les écoulements a bulles, mais il a également été
utilisé dans [49] I’étude d’explosifs. Le temps caractéristique du transport conductif dans une particule
est donné par la formule suivante [49]

o= 2 (165)
P

ou p, est la masse volumique de la particule, C,, sa chaleur spécifique a volume constant, et 6, le
coefficient de conductivité thermique. L, est une longueur caractéristique ; le rayon de la particule est
choisi pour cela, car c’est la longueur que doit parcourir l'information pour que toute la particule soit
A température constante. Le temps de relaxation des températures s’écrit donc sous la forme suivante

PpCvp

ep = 22 R? (1.66)
9?

1.3.4 Relaxation des potentiels chimiques

Nous n’avons pas trouvé de méthode pour déterminer le temps de relaxation des potentiels chi-
miques de maniére analytique. En effet, 'expression du transfert de masse est souvent donnée dans la
littérature en fonction des températures de phases [79, 88, 8|, et il n’existe pas, & notre connaissance,
de méthode pour évaluer ce temps de relaxation en fonction des potentiels chimiques des phases. De
plus, il n'y a pas de consensus sur les coefficients pour les modéles de condensation et de vaporisation
[82].

On se reportera donc aux évaluations empiriques données dans les cas-tests NEPTUNE |[8] pour
les temps caractéristiques de changement de phase entre I'eau et sa vapeur. Ceux-ci sont généralement
de 'ordre de 0.1 4 1 s.

1.3.5 Ordres de grandeur

On détermine les ordres de grandeur des différents temps de relaxation, afin de créer une hiérarchie
entre eux. Regardons tout d’abord le cas-test AMOVI [70], ou des bulles d’air remontent dans une
colonne d’eau & pression atmosphérique (10° Pa) & une vitesse de 10m.s~!. La masse volumique de
I'eau est fixée & 1000kg.m ™3 et celle de l'air a 1kg.m 3. La viscosité de lair est égale & fig; =
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1.74107° Pa.s, celle de 'eau & fieq, = 1.003 1073 Pa.s [61], et les conductivités thermiques sont égales
a0, = 0.025)s Tm 1K et .4y = 065 'mIK! [72]. Enfin, les chaleurs spécifiques a volume
constant sont C,, . = 717.5J K et C,_,, = 201.1J. K. La fraction volumique de I’air pour ce cas-

test est supposée égale & g, = 0.2. En utilisant les différentes formules obtenues dans les paragraphes
précédents, on obtient les temps de relaxations suivants

ep = 53107° s
€u 301071 s
ep = 571071 s

Dans ce cas-test, le temps de relaxation des pressions est trés petit et beaucoup plus faible que les
temps de relaxation des températures et des vitesses, qui sont du méme ordre de grandeur. Comme il
ne peut pas y avoir de transfert de masse dans ce cas-test, puisque les deux matériaux sont différents,
nous avons également ¢, = oo.

On souhaite également connaitre les ordres de grandeurs des temps de relaxations pour les écoule-
ments incluant des chocs. On étudie donc le cas d’un tube & choc avec un mélange eau-air a pression
10° Pa a gauche (z < 0.5 m) et 10° Pa & droite. Initialement, la densité de ’eau est de 1000 kg.m 3
et celle de l'air est de 1kg.m ™ pour l'ensemble du domaine. Les vitesses sont nulles et la fraction
volumique de I'air est de 0.2 tout le long du tube. Afin d’avoir une évaluation raisonnable des temps
de relaxations pour ce cas-test, on souhaite connaitre la pression, la vitesse et la densité des différentes
phases a I’abscisse z = 0.5 m et pour ¢ = 200 us : ainsi, nous aurons ces valeurs lorsque 1’écoulement
est complétement développé. Un solveur de Riemann exact est donc utilisé pour résoudre les problémes
de tubes a choc monophasiques pour 'eau puis pour l'air, avec les conditions initiales précédentes, et
en modélisant le comportement des deux phases par les équations d’Euler. Les estimations suivantes
sont obtenues & I’abscisse x = 0.5 m : pgi = 0.575 kg.m_?’7 Pean = 910 kg.m_3, Ugir = 19600m.s~ 1,
Ueaw = 232m.5" L, pair = 4.6110° Pa, peqy = 4.56 108 Pa. Le rayon de bulle est fixé 4 R = 510"%m, la
fraction volumique de I'air & ag;- = 0.2. Les temps de relaxations peuvent alors étre estimés pour ce
type de probléme en utilisant les différentes formules présentées dans les paragraphes précédents

gp = 3.0107% s
en = 551076 ¢
ep = 211073 s

Les temps de relaxations sont ici trés différents les uns des autres, et leur hiérarchie est claire, avec
une relaxation des pressions quasiment instantanée, une mise a 1’équilibre des vitesses trés rapide, et
enfin un retour & I’équilibre des températures qui se fait relativement lentement.

Enfin, nous pouvons citer des estimations de ces temps de relaxation pour le cas d’explosifs granu-
laires, proposés dans [49]

ep = 3.01078 s
ew = 101077 s
er = 181072 s

Pour ce type de matériau, I’échelle de temps de I’écoulement est d’environ 10~%s. On peut voir que
les temps de relaxation des pressions et des vitesses sont tres faibles par rapport & I'échelle de temps,
et du méme ordre de grandeur, alors que le temps de relaxation des températures est trés grand :
I’écoulement est en déséquilibre thermique.

Ces résultats sont finalement utilisés pour estimer que, dans les types d’écoulements qui nous
intéressent, une hiérarchie générale peut étre établie entre les temps de relaxations des différentes
grandeurs physiques

ep << gy << er << gy (1.67)
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Chapitre 2

Une hiérarchie de modéles pour les
écoulements diphasiques
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Le modeéle & deux vitesses et deux pressions (1.26) est un modeéle complexe et cotiteux d'un point
de vue numérique. Or il n’est pas toujours nécessaire de garder ’ensemble des variables d’état du
systéme ; on peut au contraire faire I’approximation de I’équilibre entre certaines grandeurs phasiques.
Par ailleurs, selon le paragraphe 1.3.5, dans certaines situations physiques une hiérarchie peut étre
établie entre les temps de relaxation des pressions, vitesses, températures et potentiels chimiques, avec

Pordre

ep << &y << er << g4

Dans ce chapitre une hiérarchie de modéles pour les écoulements diphasiques est donc développée.
Dans le modéle le plus complexe, les variables d’état des deux phases seront totalement en déséquilibre,

29
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tandis que le modéle le plus simple considérera que 1’équilibre thermodynamique est réalisé entre les
deux phases. Pour établir chaque modeéle, nous allons utiliser la technique des développements de
Chapman-Enskog, qui sera présentée au prochain paragraphe. Chaque modéle sera écrit & 'ordre
€0 puis a l'ordre €', ce dernier permettant de retrouver l'influence du déséquilibre entre les grandeurs
phasiques sur les autres variables d’état. Des lois d’état pour chaque modéle seront également proposées,
en supposant que les deux phases suivent des lois d’état de type gaz raide (1.27).

2.1 Deéveloppements de Chapman-Enskog

La procédure générale pour déterminer un modéle réduit par les développements de Chapman-
Enskog est briévement présentée. Une référence classique sur I'approche par relaxation pour les systémes
hyperboliques est [12]. Cependant, cette derniére ne considére que des systémes sous forme conservative
et ne peut donc pas s’appliquer ici. La technique de Chapman-Enskog exposée maintenant est un peu
plus générale et s’applique aussi aux systémes sous forme non-conservative tels que (1.26). Notons que
pour une discussion détaillée des développements de Chapman-Enskog, le lecteur peut également se
référer & Natalini [68]. On considére un systéme hyperbolique contenant un terme source raide

ow ow  R(W)
ot ox € +3(W)
ot le vecteur d’état W = W (x,t) appartient a 2, un sous-ensemble ouvert de IRY. On s’intéresse

au comportement des solutions de (2.2) lorsque € tend vers zéro, c¢’est-a-dire les solutions qui sont
proches de &, ou & est un sous-ensemble de IRY défini par

+ A (W) (2.2)

£ ={W e RY;RW) =0} (2.3)

Les hypothéses suivantes sont introduites :

Hypotheése 1 :le systéme d’equations R(W) = 0 définit de facon implicite une sous-variété de di-
mension n, avec 0 < n < N. Rappelons rapidement la définition d’une sous-variété de dimension n :

Soit © un ouvert de IRN et Ry, ..., Ry : © — IRY des fonctions de classe C'. On introduit 1’ensemble
& des points W tels que

£={WeR";R (W)=0,..,Ry (W) =0} (2.4)

Si parmi les différentielles DRy (W), ..., DRy (W), les n premiéres sont indépendantes en tout point
de &, alors ce dernier est une sous-variété de dimension n de RY.

Hypothése 2 : nous supposerons également que nous connaissons une parameétrisation explicite de
&, c’est-a-dire pour tout vecteur W € £ il existe un difféomorphisme M de w un sous-ensemble ouvert
de IR™ sur Vjy un voisinage de W € £ tel que

M : wcCR" Ve CEC RN
w =M (w)

(2.5)

-
-
Cette paramétrisation sera appelée Maxwellienne par la suite. Nous noterons également dans la suite

R’ (W) la matrice Jacobienne de R évaluée en W.

Hypothése 8 : on fera 'hypothése que le noyau et I'image de R/(M(w)) sont en somme directe,
c’est-a-dire ker(R'(M(w))) @ Rng(R'(M(w))) = RN
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On a alors la proposition suivante :

Proposition 1 : Pour tout vecteur w € w, les vecteurs colonnes de la matrice Jacobienne

DM
dM,, = D forment une base de ker(R'(M (w))).
w

Preuve : Puisque M est un diffeomorphisme de w sur W € &£, dM,, est une bijection de IR"™
sur Ty (€) Vespace tangent & £ en W. Les vecteurs de dM,, forment donc une base de Ty (£). Or,
comme la sous-variété d’équilibre £ est définie implicitement par le systéme (2.3), Ty (€) est en fait
ker(R'(M(w))), ce qui entraine le résultat.

Notons maintenant {dM,.,...,dM"} les vecteurs colonnes de la matrice Jacobienne dM,,, et intro-
duisons une base Zy_,, = {I',..., """} de l'image de R'(M(w)). La matrice de dimension N x N
B = [dM,i,, ey dMP T ...,IN’”] est inversible. On note P et ) les matrices formées par les n pre-
miéres lignes et les N — n derniéres colonnes de B~!, respectivement. Nous avons alors le résultat

Proposition 2 : Soient {dM],...,dM"} la base du sous-espace ker(R'(M(w))) et {I',..., IN""}
la base du sous-espace Rng(R'(M(w))). Alors, dans ces bases, P est la matrice de projection sur
ker(R'(M(w))) dans la direction Rng(R'(M (w))) et @ est la matrice de projection sur Rng(R'(M(w)))
dans la direction ker(R'(M(w))).

Preuve : Soient ¢ € IR™ et b € IRN~™. Tout vecteur W € IRY peut étre décomposé en deux parties

n N—n
W=> ddMj+> v (2.6)
j=1 j=1
n . . N—n )
oil les composantes Y. a/dM;, et > bI7 sont évidemment la projection sur ker(R'(M(w))) dans
j=1 7=1

la direction Rng(R/(M(w))) la projection sur Rng(R'(M(w))) dans la direction ker(R'(M (w))), res-
pectivement. L’équation (2.6) peut étre réécrite sous la forme matricielle

m:B<Z) (2.7)

et puisque que la matrice B est inversible, on obtient
a 1 P
=B = 2.8
(0)=m(an) &

Les propriétés suivantes sont verifiées par la matrice P

<=

ce qui donne le résultat.

Proposition 3 :
PdMy = Id(n) (2.9.1)

vV eRng(M(w)) PV = 0 (2.9.2)

ou nous avons introduit /d (n) la matrice identité de dimension nxn

Preuve : Le résultat (2.9.1) provient de I’égalité B~!B = Id (n). L’¢galité (2.9.2) vient du fait que,
pour tout W € RN, R'(M(w))W appartient 4 I'image de R'(M (w)).
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La propriété suivante est également vérifiée

Proposition 4 : Il existe une matrice inversible A de dimension N —n x N — n telle que

R(M(w)) = B < 8 \ ) B (2.10)

Preuve : Notons Iy _, la matrice de dimension N x N —n composée par la base {I',..., IV ™"} de
Rng(R/(M(w))). Nous pouvons alors écrire

BOROM)E = (¢ ) ROIW) @Iy ~( orirw) ) @ Ty

0 0
- < QR (M(w))dM, QR'(M(w))In_» )
(2.11)
et le résultat vient du fait que les vecteurs qui composent dM,, et Zy_, sont dans le noyau et I'image
de R'(M(w)), respectivement. Dans les paragraphes suivants, nous noterons A = QR (M (w))Zn—n.

2.1.1 Modéle réduit a ’ordre 0

Pour obtenir un modéle réduit & Iordre €%, on décompose les vecteurs d’état W sous la forme

W = M(w) + eV (2.12)

ou M(w) € € et V est une fluctuation. Introduisons cette expression dans le systéme (2.2) et
développons ce systéme. On peut alors écrire

OM (w) OM(w)
5 T AMW))— = - R(M(w)V
+el o AM @) 5 + 1T SR v) = (213)

S(M(w)) +eS'(M(w))V + O(e?)

En multipliant cette équation par la matrice de projection P et en utilisant les propriétés (2.9) de
cette matrice, on peut alors écrire

%—% * PA(M@WMM% = PS(M(w)) + Ofe) (2.14)

et le systéme réduit a 1'ordre € est obtenu en négligeant les termes d’ordre &.

2.1.2 Modéle réduit a 'ordre 1

Soit W un vecteur proche de £ que nous écrirons sous la forme W = M (w)+¢eV. D’aprés I'équation
(2.13), les termes d’ordre ¢ font apparaitre le vecteur V des fluctuations. Il va donc étre nécessaire
d’exprimer ce vecteur en fonction de w. Pour cela, nous choisissons de prendre V comme un élément de
Rng R'(M(w)) : V. € Rng R'(M(w)). Notons que ce choix n’est pas restrictif, puisque selon I’hypothése
3, ker(R'(M(w))) et Rng(R'(M(w))) sont en somme directe. Nous allons voir par la suite que ce choix
permet en effet d’exprimer V en fonction de w.

En utilisant I'expression W = M (w)+€V, la multiplication du systéme (2.13) par la matrice ! [P, Q)]
donne les deux systémes suivants
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+ePlOF 4+ AM) ZE + 1 v) P i = 219

PS(M(w)) +ePS'(M(w))V + O(?)

OM (w)
ox

QA(M (w)) - QR (M (w))V

QI+ AM@) T+ e v iy )= (219

QS(M(w)) + QS (M (w))V + O(e?)
Si 'on néglige les termes d’ordre e dans I’équation (2.16), celle-ci se réécrit

oM (w)
ox

QA(M (w)) — QR (M(w))V = QS(M(w)) (2.17)

Le systéme (2.17) a une solution unique. En effet, nous avons choisi V. € Rng R'(M(w)) et Q est
la projection sur Rng(R'(M(w))) dans la base Zy_,. Ecrivant alors V sous la forme V = Zy_,v, on
obtient d’aprés la proposition 4

QR (M(w))V = QR'(M(w))In—nv = Av (2.18)

et puisque A est une matrice inversible, on aura
1 ow
Av=A"" | QAM (v))dMy -~ — QS (M (w)) (2.19)
x

ou A est la matrice N —n x N — n apparaissant dans I’équation (2.11), qui s’écrit sous la forme
A= QR (M(w))Zn_p. Une expression explicite pour V peut alors étre obtenue

v =Dw) 22 - Bw) (2.20

avec D(w) et E(w) définis par

D(w) = IN_nAT'QA(M(w))dM,
(2.21)
Ew) =  In-oA'QS(M(w))

Un systéme réduit a 'ordre e! peut étre écrit en introduisant Iexpression (2.20) dans le systéme
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(2.15) et en négligeant les termes d’ordre €2, ce qui donne

Ow OM (w)
- T PAM (w)—>

_% R,/(M(w))<D(w)g—f — E(w), D(w)g—% — E@))): (2.22)
PS(M(w)) + =P (M(w)/Dw) 5

vep (A0 (w) 5 (Bl + | g (B [ 252

Le formalisme qui vient d’étre exposé peut, dans certains cas particuliers, sembler un peu lourd. Il
a cependant les avantages d’étre systématique et de permettre la construction de modéle a I’équilibre
en n’introduisant qu'un minimum d’hypothéses physiques, celles sur les vitesses de relaxation. De plus,
il est facilement implémentable sous un systéme de calcul formel (par exemple Maple [86]) et permet
donc d’obtenir les systémes réduits sans risque d’erreurs de calcul.

2.2 Modéle a deux vitesses et une pression

Dans ce paragraphe, les développements de Chapman-Enskog sont utilisés sur le modéle a deux
vitesses et deux pressions (1.26). En faisant tendre e, vers 0, nous obtiendrons un modeéle a deux
vitesses et une pression. Les lois de fermeture proposées dans le premier chapitre sont reprises, notam-

ment & = Hp (p1 — p2). Pour simplifier les calculs, on utilise le vecteur d’état des variables primitives
€

W =t (a1p1,aop, Uy, Uy, P1, P2, 1) 11 est donc nécessaire de déterminer d’abord les équations sur les
pressions phasiques.

i i
Si l'on introduit les notations i = <ﬂ> et K = <ﬂ> , les formes différentielles des
8pk Pk 8pk Pk
énergies spécifiques internes vérifient la relation
diy, = Xrdpr + Krdpg (2.23)

Cette expression et la relation de Gibbs (1.33) permettent d’obtenir

L (pk Ty,
dpr, = — <—2 - Xk:> dp + —dsy, (2.24)
Kk \ P Kk

0 1
La vitesse du son ¢ de la phase k est définie par I'expression ci = <a—pk> = — (
Pk / s
1
vitesse du son de la phase k a I'interface entre les phases est également définie par ¢, 1 = — <p_1 — Xk> ,
K

et les modules de compressibilité adiabatiques Cj = pkcz et Cpr = pkci ;- Les équations sur les densités
phasiques (1.34) et sur les entropies (1.38) sont utilisées pour trouver les dérivées totales des pressions
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phasiques a partir de I'expression (2.24) de la différentielle de la pression phasique

D1py : Cir
Dt +Cl dlvgl — a—l(gf—gl)VOzl =
1 C
(alzl : Vu, — div (alql)) — —Ho'q
a1p1K1 - - aq
1 d 1 1 (up — U1)2
+ (ur —wy) M+ Q1+ hr —hy + ~——=— + C1k1 | T (2.25.1)
a1 p1K1 a1 p1K1 Q1p1R1 2
Dspo : Cor
Dt + CQ leQQ + Oé—g (HI —QQ) .Va1 =
1 C
<a212 : Vuy — div <a2q2)) + —21021
Q2p2R2 - - e%)

1 d 1 1 (up — uy)”
(up —uy) .M — Qr— hpr —he + ———=— 4+ Cory | I' (2.25.2)

Qapaky T paka Qo P2k2 2

Le systéme complet auquel nous allons appliquer la méthode de Chapman-Enskog pour la relaxation
des pressions s’écrit donc pour les variables W = ¢ (a1 p1, aopa, uy, Uy, p1, D2, 1)

0 .
5 (a1p1) + div (aqpruy) =T (2.26)
0 .
¢ (a2p2) + div (a2paup) = T (2.27)
Dlgl _ . d v
arpr—p =~V (aipr) + div (061;1> + (up —uy) '+ prVoq + M+ aip1 f] (2.28)
DQQQ _ . d v
Qopa=p 2 = =V (aopa) + div (aoz,) = (ur — ) D = prVon = M* + aopafy  (2:29)
D1py . Cir
Di + Chrdivy, — o (ur —uy) .Vag =
1 ) Cir
 Vauy — d ( )) _ DU
a1p1k1 <a1;1 v g ap (2.30)
1 d 1 1 (up — U1)2
+ (ur —w) M+ Q1+ hr — by + ———— + Cix1 | T
a1p1K1 Qa1p1K1 Qa1p1K1 2
Dopo ) Cor
Di + 02 leQQ + 04—2 (QI — QQ) .VOél =
1 . Cor .
: Vauy — d ( )) —2
aapaka <a222 Uy = AV @2y ) ) + 70 (2.31)
1 d 1 1 (ur — U2)2
- up —uy) M* — Qr — hp —hy + ————=—+ Caka | T’
Q2 P2K2 Q2 P2K2 Q2 P2K2 2

Oa .
8—; +u;Vay =y (2.32)
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2.2.1 Modéle a I’ordre O

Appliquons la procédure présentée dans le paragraphe 2.1.1 sur le systéme (2.26 - 2.32) avec les
variables primitives W = ! (a1p1, aopa,uy, Uy, p1,p2,1). Ce systéme peut étre écrit sous la forme
matricielle suivante

oW oW  R(W)

- TAW) 5= = Ep_ +5(W) (2.33)

ou la matrice A (W), le terme source raide R (W) et le terme source S (W) s’écrivent

u 0 apr O 0 0 0
0 up, 0 agpp 0 O 0
1 J—
0 0 u o Loy _Pr—p1
£1 1 » 051%1
1 — D2
0 0 0 U 0 —
AW) = -2 P2 G (2.34)
0o 0 0 wuw 0 _%
1
C —
00 0 C 0 u S-w)
(&3]
0 0 0 0 0 O Uy
0
0
0
0
RW)=| _ Culpi—p) (255)
Hp o
Cor (11 —p2)
P P
Hp (p1 — p2)
S(W) =
r
T
1
oup (Md + (up —uy) ' + div <a1£1) —|—Oz1p1illj>
101
1 d :
P <_M — (up —uy) '+ div (Oz2;2) + 04202i;>
1 d (up _21)2 i
(ur—u) M+ Qr+ |hr —hi + ————+Cis | I+ auz, : Vy — div (a1q1>
a1p1K1 2 - )
1 (uy —uy) M —Qr — |hr — 1 +M+Cm I‘—l—aT'VU—diV<OéQ>
Q2 P2k2 Ur —Up) 24 I r=n2 2 . = =

0
(2.36)
Les solutions sont sont supposées proches de I’équilibre en pression, c¢’est-a-dire qu’elles sont proches
du sous-ensemble & C IR” défini par £ = {W € IR"; R(W) = 0}, qui est de dimension 6. On peut
connaitre explicitement une paramétrisation de ce sous-ensemble. Si le vecteur de dimension 6 w =
t(a1p1, a2p2, Uy, Uy, p, 1) est introduit, une paramétrisation de €, appelée Maxwellienne par la suite,

est donnée par
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101
Q2 P2
Uy
M:iw—M@w) = | u (2.37)

p

p
oy

La matrice Jacobienne de cette transformation s’écrit immédiatement

100000
010000
001000

dMy=10 0010 0 (2.38)
000010
0000T10
0000GO0 1

Intéressons-nous au comportement des différentes variables lorsque le temps de relaxation ¢, tend
vers 0. Dans ce cas, les pressions phasiques p; et ps tendent vers une valeur commune, qui sera notée
p. Selon sa définition (1.49.2), la pression a l'interface py tend aussi vers cette valeur commune p. En
conséquence, les vitesses du son a I'interface ¢ ; tendent vers les vitesses du son ¢ et les modules de
compressibilité a I'interface Cj; tendent vers les modules C}. On peut donc écrire la matrice Jacobienne
de R (M (w))

00 00 0 0 0
00 00 0 0 0
00 00 0 0 0
) 00 00 0 0 0
R (M (w)) = C C 2.39
M@h={ ) g G O (2:39)
o
0000 pms —pp— 0
Mpa2 Mpa2
0 0 0 Lp —p
: . , 1t C1 Oy
Cette matrice est de rang 1 ; une base peut étre donnée par le vecteur I =*( 0,0,0,0, ——, —,1 |.
a1 9
Ecrivons maintenant la matrice B, définie par B = [de,Il]
100 00O0 O
01 00O0O0O O
001 0O0O0 O
000 1O0O0 O
B = C 2.40
000010 ——2 (2:40)
CQél
000010 =2
0

000O0O0T1 1

Cette matrice est inversible, et permet retrouver P la matrice de projection sur ker(R'(M(w)))
dans la direction Rng(R'(M (w))) et @ la matrice de projection sur Rng(R/(M(w))) dans la direction
ker(R'(M(w))). Celles-ci sont en effet formées par les six premiéres colonnes et la derniére colonne de
B! respectivement.
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1 0 0 O 0 0 0
01 0 O 0 0 0
00 10 0 0 0
p=| 0 0 01 0 0 0 (2.41)
a1Cy aCy
00 0 O 0
alCaJaaQCl alcga-i-oftzcl
00 0 0 1662 — 102
a1Cy + asC; a1Cy + asCh
—Q109 (65K
=0 0 0 O 2.42
@ < a1Cy + asCy a1Cy + asCy ) ( )

Nous pouvons alors calculer la matrice PA(M (w))dMy, qui est la matrice du systeme réduit
(2.14).

PA(M (w)) dMy =
u; 0 a1p1 0 0 0
0wy 0 Q92 0 0
1
0 0 u 0 - 0
n (2.43)
0 0 0 g . 0
2
0 0 a1C1Cy aC1Cy a1Couy + axCiuy  C1C3 (ug — us)
a1Cy +asC; a1Cy + an(Cy a1Cy + asCy a1Cy + asCy
0 0 ar1apCy —ajaCy ajaz (U —uy)  aaCiug + a1Couy
a1Cy + aCr a1Cy + an(Cy a1Cy + asCy a1Cy + asCy

Par définition de la Maxwellienne M (w), on a R(M (w)) = 0, et les termes sources du modéle réduit
sont donnés unigement par PS(M (w). On peut donc écrire le systéme réduit & une pression a l'ordre

0 en utilisant I’équation (2.14) et en négligeant les termes d’ordre 6;

d
Ogtp Lt div (aqpruy) =T (2.44)
dagpa . B
BT + div (aepousy) = =T (2.45)
Dlﬂl . o d v
AP, +aVp—div (g, | = M+ (up —w) '+ aip1 f] (2.46)
DQQQ . o d v
azp2—p— +oaVp — div <Oé2;2) =—M" — (ur —up) I' + azpaf} (2.47)
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0
(10 + o Ch) 8_12 + (102w + aoChuy) .Vp + C1Co div (aquy + aguy) =

Cy . 4 .
ooy (enzy V= div (g, ) ) + 7 (anz, : Y = div (g, ))
o (0‘121 Uy v {aag, ) )+ P a7, : Vg iv (aag,
+ | —(u; —uqy) — —— (u; —u MO+ | — - — 2.48
(Pll‘él (=) p2k2 (=) |.M P11 p2k2 @r ( )
C —u)? C 2
+(—= Cik1+hr — hy + (ur — ) - Coky + hp — hy + M r
P1R1 2 P2K2 2
80&1 . .
(1C9 + aCy) 5t + aoCr divaju; — a1 Co div asuy + aas (uy — uy) .Vp =
Qa9 . (e73] .
2 (ot S (00) - 2 oy = o)
o (oq;l Vuy v (aig, P QaT, Vu, iv (aag,
+ (—az (g — ) + — () — m)) M (ﬁ + i) Qr (2.49)
P1R1 pP2kK2 pP1R1  pP2R2

— )2 HRY
Y (R PSRV SN Ul 1 DU (/ORI SR SN it 0 |
P1R1 2 P2k 2

Ce systéme peut étre manipulé pour le réécrire sous forme conservative, en utilisant les variables
d’état t (a1p1, aopa, a1p1uy, Qopolis, aprer, agpaes). 11 s'écrit alors

roJe )
altpl =+ div (alplgl) =T (250)
Oozpz | . _
ot + div (agpous) = — (2.51)
da1pru i .
16[11_1 + div (aapruy ® uy) + @1 Vp — div (a1;l> =M +upl + a1p1f] (2.52)
Oagpots . .
PEZ 4 div (azpoy ©y) +0oVp — div (agz,) = —M"—url +azpofy  (253)
0 . _ .
ag:el + div (a1 (pre1 +p)uy) — div (0‘121@1) + div (QIQJ =
day ; 2 ) (2.54)
P turMT+ he + 5 )T+ Qr +aipiw - fy
0 . . '
0428/;262 + div (a2 (p2e2 + p) uy) — div <a2;2g2) + div (a2g2> =
(2.55)

8(11 22
P oy~ up M — (hF + 7F> I'—Qr + azpauy. f)



40 Chapitre 2. Une hiérarchie de modeéles pour les écoulements diphasiques

2.2.2 Equivalence avec le modéle bi-fluide

On peut montrer que les solutions réguliéres du systéme (2.50 - 2.55) sont aussi solutions du modeéle
bi-fluide largement utilisé dans la littérature (voir par exemple [31, 51, 62, 65]). Nous reprenons pour
cela la démonstration présentée par Murrone [66].

Tout d’abord, notons que le modeéle (2.50 - 2.55) posséde la méme forme que les modeéles bi-fluides
classiques. Montrons maintenant qu’en utilisant I’hypothése d’égalité des pressions p; = po, utilisée
dans les modeéles bi-fluides, I’équation (2.49) sur la fraction volumique «; peut étre retrouvée, ce qui
donne le modele (2.50 - 2.55).

Pour cela, on dérive I’égalité py (p1,i1) = pa (p2,i2) et exprimons les dérivées des pressions phasiques
en fonction des dérivées des masses volumiques et des énergies internes, en utilisant ’équation (2.23).
La relation suivante est alors obtenue

10ir x10p1 1 0ia  x20p2
-~ oxaom_ J % X200 (2.56)
K1 8t K1 8t K9 8t Ko 8t
A partir des expressions des dérivées totales des densités phasiques (1.34.1) et (1.34.2) et celles des
énergies internes phasiques (1.37.1) et (1.37.2), nous pouvons retrouver les dérivées en temps de ces
variables, qui s’écrivent

Iy, pr Dray, . k1 L
—_— = —— —d -1 — 2.57
815 (677 Dt v Prlly + ( ) (677 ( )
ik . p ..
E = —QkVZk — p—k div Qk
1 . .
+m (ak; : Vuy, — div (ak%) +p(u; —uy) Var —pag + (—1)k+]L (uy —uy) Me

2
+ (=DM Qr + ()t (Cm + by — i, + w> r)

(2.58)
Rappelons que le module de compressibilité Cy de la phase k est défini par C, = Pk <% — Xk)- Nous
Kk \ P

pouvons alors introduire les expressions des dérivées en temps (2.57) et (2.58) dans I'équation (2.56),
ce qui donne aprés quelques manipulations algébriques 1’équation d’évolution de la fraction volumique

o

(05102 + 01201) 8t

+ ((2Chuy + a1 Couy) + (1 Ca + a2Ch) (up —uy)) .Vag

+ajag (Crdivu; — Cydivus) + agag (uy — uy) .Vp =

Qi ( . a1 .
ooy (01 Vi = div (o1, ) ) = 70 (g, : Vi = div (020, )
P1k1 “L = AL pP2k2 2Ly = A%,
(e%) a1 d (o%) a1
=y —w) + ——(u —up) | .M +(—+—>Q1
(Plﬁl (s Y P2/‘62( ! 2)> p1k1  pP2k2

2 2
+ (—0‘2 (le—khr—hl—k (ur 2%) >+ a (anﬁhr—hﬁi@ 292) >>r

P1K1 P2R2
(2.59)
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Cette équation est la méme que 'équation du modéle réduit sur la fraction volumique (2.49). Le
modeéle réduit & une pression obtenu a partir du modeéle (1.26) par des développements de Chapman-
Enskog est donc le méme que le modéle classique bi-fluide & six équations.

2.2.3 Modéle a ’ordre 1

On cherche maintenant & déterminer un modéle réduit a l'ordre !, qui permet de prendre en
compte les déséquilibres de pression. Pour simplifier les écritures, Le terme source S(WW) n’est pas
pris en compte dans ce paragraphe. On décompose le vecteur W en écrivant W = M (w) + €,V , avec

V="t ((alpl) (apa)t ul ud, pt, pl, a1> Puisque nous faisons '’hypothése V' € Rng (R’ (M (w))), la

propriété (2.9) PV = 0 peut étre utilisée, avec P la matrice (2.41). Les relations suivantes sont alors

obtenues
(p1)t = 0 (2.60.1)
(aap2)t = 0 (2.60.2)
ul =0 (2.60.3)
ul =0 (2.60.4)
P = —ﬁo& (2.60.5)
a1
C:
P = 2ol (2.60.6)
a2

Le vecteur V peut donc étre entiérement exprimé en fonction du terme de fluctuation de la fraction
volumique a}. 11 faut maintenant déterminer ce dernier terme. On rappelle 1’équation (2.17)

OM (w)
Ox

ou @ est la matrice (2.42), A est la matrice (2.34) et R'(M(w)) est la matrice (2.39). La résolution
de ce systéme donne l'expression de al

QA(M(w)) — QR/(M(w))V =0 (2.61)

1 [e5)e%

1 1662 . .

oy = — 100 (U1 — U .Cp—l—aa Cidivu; — Cydivu
1 ( 102 201)2 [ 162 (—1 —2) 162 ( 1 =1 2 —2)

(2.62)
— (2Y2Cy — a1 Y1Cy) (uy — uy) .Vay]

On souhaite écrire le modeéle réduit a 'ordre 1 en utilisant le vecteur des variables conservatives
w,. = ta1pr, aopa, a1 piuy, aopatls, ayprer, aopaea, aq). 11 faut donc connaitre les fluctuations de ces
variables. Les expressions des fluctuations de masses et de quantités de mouvement sont rapidement
obtenues & partir du systéme (2.60)

(arpr)t = 0 (2.63.1)
(arap2)?t = 0 (2.63.2)
(pruy)t = 0 (2.63.3)
(apous)t = 0 (2.63.4)

De plus, puisque les équations d’état de type gaz raide sont utilisées, nous pouvons écrire les
Pkt VkPk,oo

T —1
10,1C = —a}ﬂk (po +pk7oo)., ou I'exposant 0 représente la composante & I’équilibre de la variable. On peut

égalités apprer = g + ap pk? et C = pkci = Y (Pk + Pk,oo), ce qui permet d’obtenir
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donc écrire

(P° + £ppi) + VPk, 0
e —1

apprer = (o +epap)

+ (akpk)o

0 0)2
D"+ YkDPk, u
= =+ (anpr)’ ()

e — 1

€p 1/.0 0,1
- - -

€p
Y —1

= (arprer)’ + ap (P° + YePkoo — i (P° + Proo))

E
= (anprer)’ — p—ﬁai

On obtient alors les expressions des composantes hors équilibre des énergies phasiques

(alplel)l = —plal (2.65.1)
(agpgeg)l = pla} (2.65.1)

Ce qui nous permet de déduire (pe)1 = 0. Il reste a obtenir I’expression de la pression interfaciale
pr al'ordre 1, a partir de sa définition (1.49.2). Des calculs décrits en annexe A donnent

0707700 0170770 0
Y TTC5 — oYy T5 CF ol
0,0 (v 070 070 1
a1y (Yl Ty =Y, T2)
Nous supprimons dans la suite les exposants 0 afin d’alléger les écritures. Introduisons maintenant

les décompositions W = M (w)+¢,V dans le systéme (1.26), et sommons les équations de conservation
des énergies, qui sont redondantes. Ceci donne

pr=p"+ €p (2.66)

darp

5t + divagpruy = 0 (2.67.1)
6a2p2 . _
ey + div aepou, = 0 (2.67.2)
Jan pruy .
o + div (a1p1wy ® u3) + a1 Vp
1 1 1 _
+&p (a1 Vp — p;Vay — VCiay) = 0 (2.67.3)
Jag pauy .
T + div (Oégpggg ®QQ) + Oégv P2
+&p (1 Vp + pi Ve + VCaay) = 0 (2.67.4)
dpe : .
¥ + div ((a1pre1 + aap) uy) + div ((agp2es + aap) usy)
+epdiv (((wy — ug) p+ Couy — Cruy) o) = 0 (2.67.5)
ooy a1C9 + asCh D]al
W —|—QI.Va1 — /JLPTO& + Ep Dtl = 0 (2676)

Si I'on remplace le terme de fluctuation a% par son expression (2.62), on obtient alors le systéme

. Dy L . .
suivant, en notant Dt la dérivée totale par rapport a la vitesse uy
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0
AP + divagpiu; =0 (2.68)
ot
0
C2P2 1 div Pty =0 (2.69)
ot
8041/)121 di
T + div (alplﬂl ® 21) +a1Vp

aray (Y111 — Y1) Hp (1 Co + apCy)?
(041042)2 (Cl divyl — 02 diVQQ) 4 109 (ozngCl — alYng) (gl — QQ) .Voq
(1 Cy + a201)2 (nC2 + a201)2
v (Cli (an02)? (ug — uy) .Vp n (ana2)? (C1 divu, — Co divus)

te, ((V B a1 Y11Th1Cy — anYoToC Voq) 1 <(a1a2)2 (ug —uy).Vp

(2.70)

Hp (1 Cy + apCh)? (1 Cy 4 aaCh)?
Lo (2Y2C1 — a1Y107) (uy — uy) .Va1>> 0
(a1Cy 4 aCh)?

O pots .
% + div (a2p2uy ® uy) + a2V po

((Vp N a1 Y111 Cy — anYoToC Yo ) i <(a1a2)2 (u; —uy).Vp

ajag (Y111 — YoT5) Hp (1 Cy + aCy)?
(041042)2 (Cl divyl — 02 diVQQ) 4 109 (ozngCl — alYng) (gl — QQ) .Voq
(1 Cy + a201)2 (nC2 + a201)2
Ry (Cgi (n9)? (ug — uy) .Vp n (az)? (O divuy — Codivuy)

(2.71)

Hp (a102 + Oé201)2 (OélCQ + Ot201)2
L0 (a2Y2C1 — a1 Y1Cs) (ug — uy) -Va1>>> _ 0
(oqu + Oé201)2

—— + div ((a1p1re1 + a1p) uy) + div ((2p2ez + op) us)

) 1 1o Uy — Usy) . VP
+ep div (((21 —uy) p+ Couy — Cruy) — <( 1(042)0(—1—104 02))2 (2.72)
102 201

Hp
n (a1a2)2 (C1divu, — Codivu,) n arag (aYeCr — a1Y109) () — uy) .Vay _0
(OélCQ + Oé201)2 (a102 + Oé201)2

Oar  a1Couy + asCruy Ya
ot al(CQ + asCy
aroe (U] — Uy o . .
10y + apCy —————=(C1d — Cod
a1 Ch +O‘201 P a1 + ey (Crdivyy — Cydiva,)
Dy (109)* (uy — up) Vp n (araz)? (Cy divuy, — Co divuy) (2.73)

te "Dy o (1 Co + a2 Ch)? (1 Co + aaCh)?
40102 (2Y201 — a1Y107) (uy — uy) .Va1>> _0
(1 Cy + aCy)?
Ce systéme est trés complexe et il est difficile de donner un sens physique aux termes du second
ordre qui apparaissent dans son expression. A notre connaissance, il n’a jamais été considéré dans la

littérature diphasique.
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2.2.4 Equations d’état

On veut maintenant déterminer les équations d’état qui complétent le modele a six équations (2.44
- 2.49). Puisque le systéme ne contient qu’une seule pression p pour le mélange, nous voulons relier
celle-ci a la masse volumique du mélange p = a1p1 + agp2 et a 'énergie spécifique interne du mélange
i = Y711 + Ysis. Rappelons que chaque phase prise comme un fluide monophasique suit une loi d’état
de type gaz raide

p= (v —1) pr (Ik — ik,0) — VPk,oo (2.74)

Les coefficients de mélange v, poo et ig doivent étre trouvés de telle sorte qu’ils vérifient

p=(—1)p(i—io) — 1P (2.75)
Pour cela, les équations d’état (2.74) sont utilisées pour écrire les expressions des énergies internes
ik, comme proposé par Saurel, Gavrilyuk et Renaud [78]. En utilisant la définition de la fraction

. QL P , s . , .. ,
massique Y, = —p, nous pouvons développer 1’expression de 1’énergie interne du mélange comme
P

suit

. a1 p+ oo p+ . .
j= P T MPLoo | BOPT U200 1 yiiy 0+ Yaing (2.76)
p m-—1 pooe—1

L’introduction de cette expression dans I’équation (2.75), permet d’obtenir

« « 1/« « ) . .
p=(v—1)p <B ( L, 22 > += ( NPl | 272p2’°°> Yiiro + Yaing — 20> (2.77)
p\m—1 -1 p\ m—1 Y2 —1

On en déduit les expressions de 7, p et ig par identification

1 (65} (6%)
= + 2.78.1
-1 n—1 -1 ( )
10 = }/11'170 + YQZ.Q’O (2.78.2)
Y Poo - 71 P1,00 T ay Y2 P2,00 (2783)

y—1 -1 2 —1

Remarquons que ces coefficients ne sont plus des constantes comme pour les fluides monophasiques,
mais qu’ils dépendent des fractions volumiques ou massiques. La pression devient alors une fonction
de la masse volumique et de I’énergie interne de mélange, mais aussi de la fraction volumique et
de la fraction massique. Finalement, en utilisant ces paramétres thermodynamiques du mélange, les
équations d’état qui complétent le systéme (2.44 - 2.49) s’écrivent

p(pyi,on, Y1) = (v—1)p(i—io) — VPoo (2.79.1)

P+ Pk,oo
T, = -— 2.79.2

p+ Pk, oo
Cuy (76— 1)

Sk (p, pk) = Cvkln <( pk)%> + So,k (2.79.2)
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2.3 Modéle a une vitesse et une pression

Suivant l'ordre des temps de retour a 1’équilibre proposé en (1.67), nous allons maintenant envi-
sager des situations ou la mise en équilibre des vitesses est rapide. Pour cela, on reprend la démarche
asymptotique générale utilisant les développements de Chapman-Enskog exposée au paragraphe 2.1
pour obtenir & partir du systéme (2.44 - 2.49) un modeéle a une vitesse et une pression. Ceci n’est pas
équivalent a une relaxation simultanée des pressions et des vitesses a partir du modeéle a deux vitesses
et deux pressions, comme réalisée par Murrone [66] par exemple. En effet, une relaxation simultanée
des deux grandeurs signifie que 'on considére que les temps de retour & I'équilibre €, et &, sont du
méme ordre de grandeur, alors que dans le cas présent nous supposons que &, << g,. Cette différence
aura une influence sur les termes du second ordre que nous obtiendrons. Ce modéle est obtenu par
la relaxation des vitesses, ce qui signifie que nous considérons le temps €, comme petit. Dans ce pa-
ragraphe, puisque le temps de relaxation des pressions ¢, est considéré comme beaucoup plus petit
que celui des vitesses €,, on ne prends pas comme point de départ le modéle (2.68 - 2.73), qui inclut
des termes d’ordre ¢, issus du déséquilibre des pressions, mais le modeéle (2.44 - 2.49) ; I’équilibre des
pressions est donc supposé.

2.3.1 Modéle réduit a ’ordre 0

Nous reprenons le modéle a six équations (2.44 - 2.49), qui s’écrit avec le vecteur d’état W =
t(arp1, aopa, 1y, us, p, o). Comme nous l'avons vu précédemment, le systéme peut étre écrit sous
forme matricielle

o HAW) == = +S (W) (2.80)

AW) =
u 0 aip 0 0 0
0 us 0 Q202 0 0
1
0 0 uy 0 — 0
o (2.81)
0 0 0 - - 0
P2
0 0 a1C1Cy aC1Co a1Couy + aoCiuy  C1Co (u; — uy)
a1Cy + aaCy o Co + aChy a1Cs 4+ aCh a1Cs 4+ asCh
0 0 a1aCh —a10pCy ajon (U —uy)  aCiuy + a1Chuy
a1Cy + aaCy o Co + aaCy a1Cs + aCy a1Cs 4+ aCh

Le terme source raide R (V) contient les termes provenant de la force de trainée interfaciale. Si
I’on utilise la définition (1.50.2) M? = L (uy — uy), le terme R (W) devient
€

u
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0
0
Uy — Uy
a1p1
Uy — U
R(W) = 202 (2.82)
o=t (2 ) - D -
. Ur — U — — U7y — W
pOé102 + a0y \prer 1 Y pokg L T2
Uy — Uy (%) o1
. Ur —Uy) +— (U —u
a1Cy + aaCy \ p1K1 (=) p2k2 (= 1)

Le terme S (W) regroupe les termes sources ne dépendant pas de la force de trainée, et peut étre
écrit

S(W) =
T
-T
1 Uy — Uy .
o <TF + div (oqgl) +a1plﬁ)
1 Uy — Uy . v
o G '+ div (042;2) + a202j2>
1 C C C C
|:< : ! >QI+ <—2 (Cllﬂ—i—hr—hl)——1(CQH2hF—h2)>F
a1Co + 042010 p1E1  P2ak2 p1K1 c p2k2
2 ] T O ) Y
+E <a1§1 : Vu, — div <a1g1)> + Py <a222 : Vuy — div <a2g2)>]
1 a9 a1 a9 a1
—(C hr — h — (C hr —h T
210 T onCn Kmm + py@) Qr+ <p1f€1 (Crk1+ hr — hy) + P (Cakg + hr 2))
« ) «o .
+—2 (algl : Vu, — div (a1g1>> -0 (a2;2 : Vug — div (a2g2>>}

P1R1 p2K2
(2.83)
Comme prévu par la théorie générale présentée dans le paragraphe 2.1, on suppose que les solutions
du systéme (2.44 - 2.49) sont proches du sous-ensemble de IRS £ = {W € IRS; R (W) = 0}, qui est de
dimension 5. On obtient facilement une paramétrisation de ce sous-ensemble. Si I’on note le vecteur de
IR® w ="t (a1p1, aapa, u, p, 1), alors une paramétrisation explicite de £ est donnée par la Maxwellienne

M (w), qui s’écrit

M:w— M(w)=

a1p1

a2p2
u
= 2.84
u (2.84)
p

Qaq

On peut obtenir la matrice Jacobienne dMy, de la Maxwellienne M (w). Celle-ci s’écrit

o
5
Il

(2.85)

OO OO O
OO O o= O
OO P OO
O O O O O
_ o oo oo
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Remarquons ici que, puisque les vitesses phasiques u; tendent vers une valeur commune wu, la
vitesse interfaciale u; tend aussi vers cette valeur commune u d’apreés I'expression (1.49.1). De méme,
le transfert de quantité de mouvement dii au transfert de masse s’écrit désormais ul’, et la dérivée

. : : D 0 : :
totale d’'une variable ¢ est définie par qu = 8_<f + u.V¢. Aprés ces considérations, nous pouvons

maintenant écrire la matrice Jacobienne du terme source raide R (W) évalué en M (w)

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0o 2 -2 gog
R (M (w)) = ap P 2.86
M@y=| M 9 (2.86)
Q202 Q202
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Cette matrice est de rang 1, et une base de cette matrice est fournie par le vecteur
0
0
1
= M (2.87)
Y,
0
0
La matrice B = [de, Il] peut alors étre écrite
10000 O
10 00 O
1
00100 =—
B= i) (2.88)
001 00 —=
Yo
00010 O
000O0OT1 O

Cette matrice est inversible. Les cing premiéres lignes de la matrice inverse B~! donnent la matrice
de projection P sur ker(R'(M(w))) dans la direction Rng(R'(M(w))), et la derniére ligne forme la
matrice de projection @ sur Rng(R'(M (w))) dans la direction ker(R'(M(w))). Ces matrices s’écrivent

100 0 00
01 0 0 00

P=|00Y Y, 00 (2.89)
00 0 0 10
00 0 0 01

Q=(00 MY, —Vi¥2 0 0) (2.90)
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La matrice PA (M (w)) dMy est calculée, et permet d’obtenir un modéle réduit a I'ordre 0

U a1pl 0 0 O
0 wu a2p2 0 0
1
0 0 U ; 0
PA(M dMy = 291
( (ﬂ)) w 0 0 C1Cy v 0 ( )
a1Cy 4+ asCy —
0 ajag (C1 — Cy "
a10y + as(Cy -

Le terme source du systéme réduit est donné par PS(M (w)), puisque PR(M (w)) = 0 par définition.
On introduit le tenseur des contraintes visqueuses moyennes 7 = oz, +oot,. Nous pouvons alors écrire
un modele & une vitesse et une pression

Oarp

9 + div (a1pru) =T (2.92.1)
Oapo . B
9 + div (agpou) = —T (2.92.2)
Du : v v
P Dt +Vp—divr = alplil + Oé2p2i2 (2.92.3)

D
(01102 + 01201) thj + C1Cy divuy =

- (algl : Vu — div (algl)) + % <a212 : Vu — div <a2g2>>

C! C C. C
+ (—2 - =L > Qr+ <—2 (Ci#1 + hr — hy) — —— (Catz + hr — h2)> I (2.92.4)
p1k1  pP2R2 P1R1 pP2K2

D
(1 C2 4+ a2 Ch) Tatl + o (C — Cy) divu =

aq

42 (alzl : Vu — div (qul)) - <a212 : Vu — div <a2q2>>
P1R1 = - pP2K2 = -

+ (ﬁ + i) Qr + <ﬂ (Cikr + hr — h1) + —2 (Cokin + hr — h2)> ) (2.92.5)
pP1R1  pP2k2 P1R1 P2R2

La partie convective de ce modeéle est équivalente au modéle proposé par Murrone et Guillard
[66, 67]. Dans ces travaux, ce modeéle avait été obtenu en considérant que ¢, ~ ¢, << 1. On voit
ici qu'il est équivalent & l'ordre 0 en ¢ de faire une relaxation en pression, puis en vitesse. Dans la
littérature diphasique récente, le modeéle (2.92) a requ une grande attention [49, 94, 71|. On notera que
d’autres modeéles a cing équations ont aussi été proposés récemment [92]. Apres quelques manipulations
algébriques, le modéle peut étre réécrit en fonction des variables conservatives * (aq p1, aap2, pu, pe, ay).
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8‘3” Lt div (pru) =T (2.93.1)
Oaxpa i B
ot + div (agpou) = —T° (2.93.2)
Opu : . v v
5 + div (pu® u) + Vp — divz = a1p1 f] + azp2 f3 (2.93.3)
dpe ) . . v v
v + div ((pe +p)u) — div (zu) + divg = u. (alplil + a2p2i2> (2.93.4)
D
(a102 + Oégcl) % + ajan (Cl — Cg) divu =
22 (alzl : Vu — div (alql)) -4 <a212 : Vu — div <a2q2)>
P1R1 - - P2K2 - -

(6] [0
N <_2 N —1>Q1 N
P1R1  pP2k2

(ﬂ (Cllﬁil + hp — hl) + o (CQFLQ + hr — h2)>r (2.93.5)
P1R1 p2hR2

2.3.2 Modéle réduit a ’ordre 1

Pour simplifier les écritures, le terme source S(WW) n’est pas pris en compte dans ce paragraphe. Le
vecteur W se décompose en deux parties, W = M (w) 4+, V., avec M (w) les variables représentant un

systéme o1l les vitesses sont a I’équilibre et V le vecteur de fluctuations

1

1 1
t((alpl) ) (a2p2) 7@%7@%72917 al):

qui appartient au sous-ensemble Rng (R’ (M (w))). Selon I'équation (2.9.2), nous avons alors 1'égalité
PV =0, ont P est la matrice (2.89). Le développement de ce systéme d’équations donne

(arpr)t = 0 (2.94.1)
(azp2)?t = 0 (2.94.2)
Yiuf +Youy = 0 (2.94.3)
pl = 0 (2.94.4)
at = 0 (2.94.5)

Par ailleurs, nous reprenons I'équation (2.17), qui s’écrit

oM (w)

Le développement de cette équation donne

QAM (w)) =5 QR (M (w))V.=0 (2.95)
(ui —u3) = 1Yo (i - %) Vp (2.96)

Les équations (2.94.3) et (2.96) nous permettent de trouver les expressions des fluctuations des
vitesses, aprés quelques manipulations

W= Mg, g g7
W= M2 TG 6 g7

2
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Nous introduisons maintenant la vitesse relative w, = u; — u,. En rappelant que la vitesse de la
phase k se décompose sous la forme u;, = u+ Eug}w la vitesse relative s’exprime de la maniére suivante

_ Y, —
U, = &y (Q% - H%) = EuWVp = &y - P a Vp (2.98)

Cette expression définit la vitesse relative par une sorte de loi de Darcy, faisant intervenir le gradient
de pression. Cette expression a déja été obtenue dans un cadre isotherme par Guillard et Duval [40].
Les vitesses des deux phases peuvent elles s’écrire

Yi—o

w = u+Yu, = u-+e,Ys Vp (2.99.1)
(2.99)
Yi—-o
uy, = u—Yu, = u-—¢eY] P Vp (2.99.2)
On peut alors écrire le modeéle & cinq équations a 'ordre 1
0 : .
e (a1p1) + div (a1p1u) = —div (a1p1You,.) (2.100)
0 . .
En (aop2) + div (agpou) = div (agp2Yiu,) (2.101)
Du 1
du lg, 2.102
Dt T VP9 (2.102)
D
(a102 + Oégcl) HZZ + C1Cydivu
+ (1Y — a2C1Y1) 1, . Vp + C1Cou, . Vay + C1Cs (e div (Yau, ) — agdiv (Yiu,)) = (2.103)

Y; Y-
p< 1C1+ 202)(%)2

P22 P1k1

D
(a1Cs + a2Ch) Tatl + a1 (C1 — Cg) divu =

—a102u,.Vp — aqap (Crdiv (Yau,) + Codiv (Y1y,)) — (a2C1Ys — a1 CoY1) w, . Var  (2.104)

azYy  a1Yp
+p< - > (QT)Q

P1R1 P22

Par des manipulations algébriques, on peut montrer que les solutions réguliéres de ce systéme
vérifient aussi le systéme d’équations suivant, écrit en fonction des variables conservatives
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0

e (a1p1) + div ((aqp1) w) = —div (pY1You,) (2.105.1)

0 ) .

e (agp2) + div ((agp2) u) = div (pY1You, ) (2.105.2)

dpu .

5t + div (pu ® u) + Vp = pg (2.105.3)

dpe . .

rn + div ((pe +p)u) = div ((ha — h1) pY1You,) + pu.g (2.105.4)
DOél .

(102 + 2C) — + a1an (C — Cp) divu =

Dt

(}/105102 — YQOéQCl) Qr.val — X109 (Cl div (}/QQT) + 02 div (Ylﬂr))

Y; Y;
_ <a1a2 + (O‘l C 2) (Yi — a1)> u,.Vp (2.105.5)
P22 P1K1

ou hy =1 + e définit I'enthalpie spécifique interne de la phase k.
Pk

2.3.3 Equations d’état

On suppose que chaque phase est gouvernée par une loi d’état de type gaz raide. A partir de ces
équations d’état, nous voulons obtenir les équations d’état du mélange qui complétent le systéme a
une vitesse et une pression (2.93).

Ok Pk

La masse volumique du mélange p = ayp1 + agpe, les fractions massiques Yy = et ’énergie

. ) . u? : N : . L
interne du mélange i = e — = sont facilement déterminées. La pression p (p, i, a1, Y1) peut ensuite étre

retrouvée en utilisant la méme procédure que celle présentée dans le paragraphe 2.2.4 pour le modéle
a deux vitesses et une pression. Les équations d’état peuvent donc étre données

p(pisar, Y1) = (vy=1)p(i —io) — 7P (2.106.1)

k,00
Th (. p - _PTPho 2.106.2

D + Dk,oo
Sk (Z% Pk) = Cvkln <(C b pk)7k> + Sk.,0 (21062)

Vg (’Yk - 1)

avec les coefficients thermodynamiques du mélange v, ¢g et po définis par

1 aq (65)]
= + 2.107.1
v—1 -1 m-1 ( )
o — Vi + Yaiog (2.107.2)
7 Poo - 71 P1,00 T a V2 P2,00 (21073)

v—1 Y-l 2 —1
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Le modele dissipatif (2.105) est un systéme nouveau qui  notre connaissance n’a pas été étudié dans
la littérature diphasique. Il se présente comme la version anisotherme du modéle décrit par Guillard
et Duval [40]. L’étude mathématique et numérique de ce modéle fera 'objet du chapitre 4.

2.4 Modéle de Navier-Stokes multi-composantes

Le modele (2.92) a une vitesse et une pression est un modeéle o les températures des deux phases
sont différentes. A partir de ce modéle & deux températures, on souhaite désormais obtenir un modeéle
de Navier-Stokes multi-composantes, ou modeéle homogene relaxé (HRM), par la relaxation des tem-
pératures. Dans ce paragraphe, nous négligerons les termes d’ordre €, car les temps de relaxation des
vitesses sont considérés comme beaucoup plus petits que les temps de relaxation des températures.

2.4.1 Modéle réduit a ’ordre 0

Avant de procéder a I’étude du systéme relaxé en températures, le modeéle a cing équations (2.92)
sera exprimé en utilisant le vecteur d’état W = (11, T, u,p, 1) pour des raisons de simplicité des
calculs. On procéde donc d’abord a un changement de variables. Le systéme (2.92), écrit avec le vecteur
W ="t (a1p1, aap2, u, p, 1), s’exprime sous la forme matricielle

[T

_— A N 7/
8t+ w ox ET +

Si nous introduisons les notations suivantes

ow ( < ) oW R (E) (E) (2.108)

C’ = o109 4+ asCh (2.109)

oo 2 G (2.110)
P11kl pP2k2

R (2.111)

P1R1 p2K2

- A (1) o
la matrice A (m) le terme source raide ——~ et le second terme source S (m) s’écrivent

ET
U a1pr 0 0 0
0 u QP2 0 0
1
e 0 0 u 0
A(W) = 2.112
(_) 0 0 G0 u 0 S
é u
0 0 alag(%—CQ) 0 u
0
0
0
R(i)
— 2.113
ET Qf@ ( )
C
—v
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I
T

1 : v v
p (dlvg +oupf] + Ozzmi?)
Cy (F(Clﬁl +hr —h1) + aqz :Vu — diva1g1> C1 (—I’(Cgm + hr —hg) + as1,: Vu — dianQQ)
_|_

épllﬂ CA1,02"<'72
(%)} (F(Cllﬂ + hr —hl) + 061;1 ng — diVOqu) a1 (—F(Cg/ﬁil + hr —hg) + Oz2£21vg — diva2g2>

épllﬂ CAY,02"€2
(2.114)

0 0
Introduisons les notations 7 = <ﬁ> et O = <ﬂ> . Ainsi, nous pouvons écrire les formes
o ), Opk ) 1,

différentielles des densités phasiques

dpr = nidTy + Ordp (2.115)

Ce qui permet d’exprimer la différentielle du vecteur W en fonction de celle du vecteur W

dW = GdW (2.116)

avec la matrice de changement de variables

am 0 0 a1 pr
0 e 0 astle —po
G=| o o 1 0 0 (2.117)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

On peut alors écrire

oW B GilE (K

= - ) +Glg (@) (2.118)

GlGaa—% ey (W) G

soit, en définissant la matrice A (W) = G~'AG, et les vecteurs R (W) = G~'R (E) et S(W) =
G158 (1),
ow 0 R (W)

5 TAW) F===—+5W) (2.119)

Les produits matriciels peuvent alors étre calculés pour obtenir les expressions suivantes pour la
matrice A (W) et les vecteurs sources du systéme. Le vecteur source S (W) est décomposé en deux vec-
teurs, St (W) comprenant les termes fonctions du terme d’échange de masse I' et Sp (W) comprenant
les termes non interfaciaux, par souci de clarification.
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o
o

0 (2.120)

=

C.C
0 0 12 u 0

Q
I

ajag (C — Cs)

a101® + p1 ¥

-Qr -
armC

alo® — po W

—-Qr <
ann2C

— — 0 (2.121)

Qi g,
5.

Qr

Spr (W) =

r

a1

<1 B (0419102 + Oégpl) (mCl + hp — hl) n (0419101 — Oélpl) (FLQCQ + hp — hg))

p151C pakoC
(_1 B (0429202 — Ozgpg) (I€101 + hr — hl) " (a29201 + Oélpg) (F&QCQ + hr — hg))
p11C pakoC
0

PCIC2 </€101 +hr —h1 k2Co 4 hr — h2>

C p1k1Ch a p2r2Co

(65K %) (/ﬁ(]l + hF - h1 + HQCQ + hF — h2>

I'—
C o1 p1K1 Q2 P2K2

(2.122)



2.4. Modéle de Navier-Stokes multi-composantes 55

Sp (W) =
] (10105 + agpr) (algl : Vu — div algl) (a161Cy + a1p1) <0é2;2 : Vu — div a222>
= +
0617']10 P1K1 P2K2

_1 [ (20203 + azp2) (041;1 : Vu — div Oé1g1) (2601 + Oé1p2)<062;2

= +
agmeC' P1K1 P2K2

: Vu — div a2g2>

1
p (diV; +aip1f] + 042P2f£)

C1Cy (algl :Vu — divalg1 N 2T, Vu— divagg2>

C p1k1C1 p2ak2Co

a1p1R1 Q2 P2K2

a1am <a1;1 :Vu — divozlg1 | QeTy Vu — diva2g2>
C

(2.123)

Le modele dissipatif & cinq équations (2.92) peut maintenant étre écrit en fonction des variables
t(Ty, Ty, u,p,a1). On obtient alors le systéme

_ ) \J

DTy " (s (910{ Pl) divuy = —Qlalal +AP1
Dt 7]10 O517]16’
n r <1 (16102 + agp1) (k1C1 + hr — ha) n (a10:C1 — a1p1) (k2Co + hr — hg))

a1 Pllﬁ(j P2"°2(j

1 (0619102 + Oégpl) (051;1 : Vu — div Oqgl) (0519101 + Oélpl)(OéQ;Q : Vu — div agg2>

— _ +

arnC P1K1 pP2R2

(2.124)

DT: — D — poU
! (92C2A p2) div = —Q1a292 P2
Dt n2C a1 C

T <_1 _ (0429202 — Oégpg) (mCl + hr — h1) n (0429201 + Oélpg) (FLQCQ + hp — hg))

Qa27)2 pllﬂé pgﬁgé

1 (20205 + aip2) (a121 : Vu — div algl) (a62Cy + a1p2)<a2;2 : Vu — div Oé2Q2>

-— +
0627']20 P1K1 P2K2
(2.125)
Du 1 1
—+-Vp=- (divz+a1p1fv+a2p2fv) (2.126)
Dt p D = =1 =2
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Dp  C1Cy Qr C1Cy (K1C1+hr —hy k2Co + hr — hy
— +t——u = —® +1T'— —
Dt C C C p1k1Ch p2kaCa
(2.127)
CC4 <a1;1 : Vu — div alg,  ooT,: Vu — div a2g2>
C p1£1C1 p2akaCa
Doy L Qo (611_02)@ _ QAI\IJ—FFOQAOQ </€1C1+hr—h1 +/€202+hr—h2>
Dt C C C a1p1R1 P2k
(2.128)

aq1as (O‘l;l :Vu — dlvalgl B

oot : Vu — div a2q2>
ek L 4
C a1p1k1

Q2P2K2

Les solutions de ce systéme sont considérées comme proches du sous-ensemble de IR® £ = {W €
IR®; R (W) = 0}. Ce sous-ensemble est de dimension 4, et on peut en connaitre explicitement une

paramétrisation donnée par la Maxwellienne M (w), avec w = ¢ (T, u, p, 1), définie par

T
T
M:w— M(w)= U (2.129)
p
Qg
La matrice Jacobienne de cette fonction est facilement obtenue. Elle s’écrit
10 00
1 0 00
dMy = 0 1 0 0 (2.130)
0010
0 0 01

Il nous faut maintenant déterminer la matrice Jacobienne du terme source raide R’ (W), évaluée
sur la Maxwellienne M (w). Rappelons que le flux de chaleur interfacial a été défini par I'équation

(1.50) et s’écrit Qr = KT (Ty — T1). Si Pon note ¢ une variable prise parmi 71, Ts, p, u et aq, la dérivée
ErT

de R (W) par rapport a cette variable s’écrira

—Q[i <Oé191(1) + p1‘1’> _ 0Qr 101D + ;¥
a¢ OélT]lé a¢ almé’
0 0 (Oé292‘1) - P2‘1’> _ 0Qr b ® — po¥
Ia¢ Oé2772@ d¢ 042?720
OR (W)
” 0 (2.131)
o (P 0Q; @
—(=)+==
5 <c> 96 C
o (v o0Qr v
— =)+ =
154 (c) 96 ¢

Or, puisque 'on évalue la Matrice Jacobienne sur M (w), on a égalité Ty = To = T, et donc le flux
de chaleur interfacial (); est nul. La dérivée du terme source raide s’écrit alors



2.4. Modéle de Navier-Stokes multi-composantes 57

_0Qr 1@ + ;¥
96 amC

_0Qr a20:® — po¥
8¢ agngé

— (M (w)) = 0 (2.132)
9 2
99 C
0Q, ¥
9¢ C

Ce qui permet d’écrire la matrice Jacobienne R’ (M (w))

pr (11 +p,¥)  pr (0161 +p1P)

- - 00
armC armC
pr (a262® — pa W) pr (a262® — p2¥) 00
agnpeC agnaC
R(M (w)) = 0 0 00 0 (2.133)
)
- = 00 0
C C
A T 000
C C
Cette matrice est de rang 1. Une base de cette matrice peut étre facilement déterminée
a101<1> + pl‘ll
a1
05292(1) — pQ\IJ
It = Qo (2.134)
0
)
LG

Ecrivons maintenant la matrice B = [dM,,, I']

0101® + p1 ¥
agm 0 oty pp —————
a1m
0 ) 05292(1) — pQ\IJ
a a — — =
B— 2712 202 P2 a2 (2.135)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 )
0 0 0 1 v

Pour simplifier les écritures des matrices de projection P et (), obtenues en calculant 'inverse de
la matrice B, nous introduisons les notations suivantes

H = aipam + azpine (2.136)
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~

e = a1p291 + a2p192 (2.137)
Agyn, = 01m2 — bam (2.138)
PR = Q1p1K1 + Q2p2k2 (2.139)

Les matrices de projection s’écrivent alors comme suit

P2V — a0 ® V¥ + a0, P 00 0
VH + Oéloég‘I)Agknk/ VH + alozg(I)Agwk,
0 0 1 0 0
P=  araamp?® e ® 01 0 (2.140)
VH + alozg(I)Agwk, VH + alozg(I)Agwk,
_ armmnpV a2V ]
VH + ozlag(I)Agmk, VH + alagfbAgmk,
a1 Q2M17)2 _ Q1021172 00 0 5 141
Q= VH + Oéloég‘I)Agknk/ VH + 051052(I)A9k17k/ ( ) )

On peut maintenant obtenir la matrice PA (M (w)) dMy. Celle-ci s’écrit, aprés quelques manipu-
lations algébriques,

PA(M (w)) dMy =
a12® (pa61Cy — p162Ca) + W (P1p2é - 0102@) -
E A A
C (WH + 0102940, )
1
0 u Ly
(2.142)
arag (p1m2Cs — pamn Cr) + C1Co®H
0 - - u 0
C (‘IJH +061062‘I>A9k,7k/)
o109 (‘I’A9wk/ (C1—Cy)+ ¥ (C’ (p1m2 — pam) — CICQAank/))
0 u

C (Wﬁ + Oz1a2<I>A9k,7k,)

On en déduit un systéme contenant une pression, une vitesse et une température. Selon 1’équation
(2.14), ce systéme s’écrit sous forme matricielle

ow ow
5 T PAM (w)dMy -

et peut étre développé pour donner le systéme d’équations suivant

= PSH(M(w)) + PSp(M(w)) (2.143)
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N ~ DT N ~
C (WH + 01050005, ) T + (102® (p201C1 = p162C2) + ¥ (p1p2C — 1020 )div

6 (2222 (o1 i i (o)} LD (a1 i (o)) ) -

P1R1 p2kR2
C )
r— ((pl — pg) (Ozllﬂ (0191 — pl) —+ ok (0292 — pg)) + 0O (hl — hg)) (2.144.1)
P1R1P2K2
Du : v v
pﬁ + Vp — le; = Oélplil + a2p2i2 (2.144.2)

N N D ~ .
C (\I/H + alag‘I)Agknk,> th) + <a1a2 (p1?7202 - pngl) + C’ng<I>H> divu

_H <M (Oﬂ;l :Vu— div (O‘IQI)) —I—M (ag;Q:Vg— div (OngQ))> =

P1R1 p2K2
C X
I ((Pl — p2) (k1 Cy + agkonaCs) — H (hy — h2)> (2.144.3)
P1R1P2R2

C (\I/I;T + Oz10z2<I>A9knk,> DTO;I
+ <a1a2 (@Agknk, (C1—Cy)+ ¥ (C’ (p1m2 — pam) — ClC?A@kW))) divu

Co¥ —p® C19+o @
+0410‘2A9wkf<i (0‘121 :Vu—div (oqu)) + 1W+aq <a2;2 :Vu—div (062g2))>:
P1R1 P2R2

C
r— (pH (051771 + Ozg’ng) + alagAgwk/ ((hl — /@101) — (hg — HQCQ))) (2.144.4)
P1R1P2K2

Réécrivons ce systéme en utilisant les variables conservatives ! (p, pu, pe, Y1). Aprés quelques mani-
pulations algébriques des équations précédentes, nous obtenons le modéle suivant

d
8_5 + div pu -0 (2.145.1)
%—i—div(u@u)—i-v —divz = aip1 [+ apaf? (2.145.2)
ot pU DU p T = 101/, 2P2J) 5 -12o.
Ope + div (peu+pu) + divg — divru = wu (a [+« f”) (2.145.3)
ot pPEU T PU q Tu = w.\aipify 202] 5 129,
DY,
—_— =T 2.145.4
P Dy ( )

On retrouve alors le modéle de Navier-Stokes multi-composantes. Ce modéle est aussi connu sous
le nom de modeéle homogéne relaxé, et a fait 'objet de nombreuses études dans la littérature (voir par
exemple [55, 22, 38, 83]).
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2.4.2 Modéle réduit a 'ordre 1

Nous souhaitons maintenant déterminer un modéle a U'ordre e7, pour que les petites fluctuations de
température puissent étre prises en compte. Les termes source ne seront pas écrits dans ce paragraphe,
sauf les termes provenant des échanges de chaleur entre phases, pour simplifier les écritures.

Le vecteur des perturbations autour de I’équilibre est noté V = (T1 ,TQ, Lt al) On sait que

0,9 L4 020 — po¥
V € Rng (R' (M (w))), et que le vecteur I' =" (al e Ao L P2

)
a1m Q27)2
ce sous-ensemble. Les termes de fluctuation vérifient donc les relations suivantes, ou § est un paramétre

A déterminer

,0,0, \IJ> est une base de

0101® + p1 ¥

Tl = B (2.146.1)
9%4)1771 ”
7} = 2T P2T 3 (9146.2)
Qa2T)2
ul = 0 (2.146.3)
pi = s (2.146.4)
af = U3 (2.146.5)
De plus, le vecteur V vérifie I'équation (2.17)
M
QR (M(w)V = QA(M(u) 211 (2.147)

qui peut s’écrire sous forme développée

ur (alagAgmk,@ + ﬁ‘l’)

(1 -1) = -
)

arag (C1Co0g, ., — mCipa + n2Cap1)
C (‘I/I;T + Oz1a2<I>A9k,7k/)

i diva  (2.148)
o (\I/H + a1as®Ag,

soit

a1 (C1C2Ag ., — mCrpa + 12Cap1)
wr (‘I/IA{ + Ozlag(I)Agknk/)

La résolution des équations (2.146) et (2.149) permet alors de connaitre le vecteur de fluctuation

(13 —1!) = divu (2.149)

gy (C1C2 gy, — mCrp2 + n2Cap1)
ur (‘Iff{ + 061062‘1)A9k77k/>

T = ajag(101® + p1 V) divu (2.150.1)

anm (C1C2A¢,p,, — mCip2 + 12C2p1)

T) = ajag (agfe® — paV) : divu (2.150.2)
%% (‘I’H + alaQ@Agmk,>
ul = 0 (2.150.3)
o D (C1C30¢,,,,, — mC1ips + m2C
p% _ (a1a2) ?71772 ( 1A2 Ormyy — T1p2 T 12 2P1) divu (2.150.4)
%% (\I/H + alag‘I)Agknk,)
1o U (C1C2A0¢, ., — mCrps + 1n2C
ol = (ara2)® mmp ¥ ( 1C% O — MC1p2 + 12Cap1) diva (2.150.5)
wr (‘I/H + alaQ@AGknk/)
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Ecrivons maintenant le systéme a lordre 1 en utilisant le vecteur des variables conservatives
t(p, pu, pe, Y1). Pour cela, il faut trouver le vecteur de fluctuations ((p)]L ()t (pe)? ,Yf). On sup-

pose que les deux phases se comportent comme deux fluides monophasiques qui suivent les équations
d’état de type gaz raide (1.27). Elles sont gouvernées par les équations suivantes

b + Pk,
ok __PT Pk (91511
ot 1T, 2L
. + .
Pk DT VePhoo Priko (2.151.2)

Y —1

Les expressions de ng, 0 et ki peuvent en étre déduites.

8pk> D+ Pk,oo Pk

_ (o) _ __PtPkeo  _ _Pk 2.152.1

" <8 K/ Cu, (e — 1) TE Tk ( )
3Pk> 1

6, — <_ I 2.152.2
dp T Cuy, (% — 1) Tk2 ( )

o — (9 _ otk -~ (21523

: <3p . P+ Pk,oo P (Ve — 1) ( )

En rappelant que le module de compressibilité adiabatique Cj, est égal a 7y (p + pr,o0) dans le cas

)
des gaz raides, on peut aussi exprimer la fraction T Celle-ci est égale a

Cs Cq Ca C1
®  pik pekr  e—1 oy 1
R - (2.153)

+
pik1  pak2 y2—1 7y —1

Les fluctuations des masses ayp, doivent maintenant étre évaluées. Pour cela, la masse est écrite
en fonction de la pression et la température, et celles-ci sont décomposées en utilisant les expressions
(2.146). Dans cette décomposition, nous notons par un exposant 0 la composante de la variable a
I’équilibre, et par un exposant 1 la composante hors équilibre.

o - p+ Pk oo
. ka’“ O = 1)()Tko 1(,0 0,1
_ 1 o (% +Proo) +om (o (P + Phoo) + ')
Cvk (’Yk - 1) 79 + ETTk}
B 1 o (P° +Proo)
Coy, (e — 1) T0 (2.154)
er

(T° (0 (° + prce) +alp") + o (5° + proco) T,;>)

(T0)°
= (arpr)’ + W@gof (DR (07 + proo) TOW + R TOP
O k+1_0 (.0 Pk
o (0% 4 prioo) — @ 4+ (=)l (p + proe) ——T
¢ =) M =) g o) gk

En remplacant les termes 7 et 85 par leurs expressions, on obtient alors
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erf3
Cop (v — 1) (T0)?

arpe = (cwpr)” + (DR (0% + Prooo) TOU + T

)T = (=" (p° + pr.oo) TO\IJ) (2.155)

= (owpr)’

Ce qui permet d’obtenir (akpk)l = 0. Les fluctuations de la masse du mélange p' et de la fraction
massique Y;' sont donc nulles, puisque ce sont des fonctions des masses aypg. De plus, u! = 0 selon
I’équation (2.146.3), et la fluctuation de la quantité de mouvement (pu)’ est elle aussi nulle. 11 reste a
déterminer la fluctuation de I’énergie du systéme. Celle-ci peut étre décomposée comme suit

. u? . u?
pe = aipit + a1p1_§ + aopoio + Oégpg_?
+ + o
_ alp V1P1,00 i a2p Y2P2,00 ¥ pip + p=
-1 72— 1 2
0 0
_ a(l)p + Y1P1,00 " agp + 72P2,00 (2.156)

—1
72 0 0

0 0

+ + Q Q . u

er (P Y1P1,00 % b Y2P2,00 CM% < 1 2 >p1> pio 4 p—
-1 Y2 —1 =1 72-2

0 0 0 0
+ + [0 (6
(pe)o 5Tﬁ p Y1P1,00 p ’72292,00 ‘I/O 1 2 (1)0
y—1 o —1 Mm—1" 1-2

L’équation (2.153) est utilisée pour réécrire le terme de fluctuation de I’énergie du systéme

3 i

0 0 0 0 _
+ + a a 2 <

pe = (pe)°’ + epBU <p V1Ploo P 72p2,oo> < i 2 > vza21 v}lll (2.157)
-1 Y2 —1 m—1 -2/ 3+

et la définition du module de compressibilité adiabatique C,g =V (po + pk,oo) permet d’écrire

0 0 0 0
+ +
pe = (pe)0 4 eppu [P NPIe PP P00 T (P +P1oo) 72 (P + P2o)

pe = (pe)’

L’ensemble des fluctuations des variables conservatives sont déterminées ; celles-ci sont toutes égales
a zéro.

p! = 0 (2.159.1)
(pu)' = 0 (2.159.2)
(pe)t = 0 (2.159.3)
vl 0 (2.159.4)

On peut alors écrire le modeéle de Navier-Stokes multi-composantes comprenant des fluctuations de
température entre les phases
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0p°

—p +div (pu)” = 0 (2.160.1)
9 (pu) | 0, o0 !
T div (pu ® u)” + Vp’ 4+ erVp = 0 (2.160.2)
0
8(55) + div ((pe)ogo —i—pogo) +epdivple® = 0 (2.160.3)
DY
p Dtl = 0 (2.160.4)

L’expression de la variation de pression (2.150.4) est utilisée pour développer ce modéle

o 0
8—’; + div (pu)® = 0 (2.161.1)
d (pu)° )
(gt_) + div (pu® u)’ + Vp°
0,02 §0,,.0,,0 (100 00,0 _ 000
o (afad)” @%%in (CTCQAGIJI;C/ +771C1P22_ 15C5p7 ) divad | =0 (2.161.2)
jur (\IJOHO + a?a%@oAgwk/)
9(pe)’ | 0.0,,00
5+ div ((pe) u +p g)
a9a9)2 500000 (COCOA, ,  + 10C0p2 — 10C0 0
terpdiv ( 1 2) 771772( 1 280,y TN 1P22 Up 2p1)godivg0 —0 (2.161.3)
T <\IJOHO + a?a%@OAgwk,>
DY
st =0 (2.161.4)

2.4.3 Equations d’état

Les équations d’état qui permettent de fermer le systéme (2.144) doivent maintenant étre déter-
minées. Nous reprenons pour cela le travail de Lagoutiére [53], qui a montré que ces équations d’état
existent dans le cas général, puis nous les écrivons pour le cas ou les deux phases sont gouvernées par
des équations de type gaz raide.

Existence des équations d’état

1
On introduit les hypothéses suivantes : pour chaque phase k, ’énergie spécifique interne i, <— pk)

Ty Ty
L. 1 Pk 1 . 1 . L.
et le volume spécifique v T, (avec v = —) sont des fonctions C*, et les entropies spécifiques
k Lk Pk
1
phasiques s (T’ %) sont concaves. Puisque chaque phase se comporte comme un fluide monopha-
k k
L p
T'T

1
sique, il existe une bijection entre (vg,ix), et (— pk) = (

, = , selon les équations d’état de ces
Ty Tk > a
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phases. Nous reprenons maintenant la démonstration de Lagoutiére [53] qui montre que dans le cas du
modéle de Navier-Stokes multi-composantes, il existe une bijection entre les couples de variables d’état
(p,i) et (p,T). Dans ce modeéle, les fractions massiques Y}, sont des constantes connues, et les égalités
suivantes peuvent étre écrites

_ 1 p I p\ _ I p
s = Yisy <T, T> + Yss9 <T, T> = s (T, T> (2.162.1)
_— (1 p (1 p (1 p
i = Y1 <T, T) + Yoio <T, T> = 1 <T, T> (2.162.2)
_ 1 p 1 p\ _ 1 p
v = Yy <T’ T> + Yo <T’ T> = v (T’ T> (2.162.3)

Définissons une application F' comme suit

R xRt — RtxIR

1 p .
T T - (v1)
Cette fonction est une fonction de classe C'. Les fractions massiques Y, sont des variables d’état
indépendantes : la matrice Jacobienne de F' est définie par
v
a( 2 >
12

(1) o)
VF — (3 :Yi 11
a1l P oLl P oL 2
T'T T'T T'T

Puisque 1’ entropie phasique sy est concave, sa dérivée seconde par rapport a (v, i) forme une
matrice définie négative, qui est donc inversible. Selon la relation de Gibbs (1.33), la différentielle de

F: (2.163)

+Y, (2.164)

I’entropie phasique peut étre écrite dsy = szk + gdyk, et la matrice des dérivées secondes peut étre

. T
écrite
1
T
0
P
T 7 (2.165)
O (Vg ik)
avec la matrice inverse, qui est aussi une matrice définie négative, donnée par
(%)
i (2.166)

1
o2
T
Ainsi, VF est une somme de matrices définies négatives, donc elle est elle-méme une matrice définie
négative. On utilise le théoréme de l'inverse local [85] pour dire que F' est inversible sur le domaine

. : . . 1 p : : .
IR** x IR**, ce qui permet de conclure qu’une solution unique 7T ) c’est-a-dire une solution unique

(p,T), correspond au couple (v,1).
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Détermination des équations d’état

Les équations d’état qui relient les variables d’état du modele de Navier-Stokes multi-composantes
sont maintenant déterminées en supposant que chaque phase k est gouvernée par des équations d’état
de type gaz raide. Pour chacune d’entre elles, on peut écrire

b + Pk,
1 P+ Pk,oo
= — = — 2.167.2
Pk ” G (h— 1T ( )
Tk
Sk = kaln (m) =+ Sk70 (21673)

Il faut donc déterminer la pression p et la température T en fonction du volume spécifique du
meélange v, I’énergie interne spécifique de mélange 7 et la fraction massique Y;. Pour ce faire, nous
utilisons les relations

Yiri + Yoy, = v (21681)
Yiig + Yais = i (2.168.2)

Le remplacement des énergies phasiques i; et des volumes spécifiques phasiques v par leurs ex-
pressions (2.167.1) et (2.167.2) donne le systéme d’équations

C - )T C -H)T
Y v1 (71 ) 1Y, v2 ('72 )
P+ P10 D+ P2,00

=v (2.169.1)

Y CvlT (p + '71p1,oo) 1Y, Cng (p + 72292,00)
P+ P1,00 P+ P20

Ces équations peuvent étre manipulées et réécrite de la maniére suivante

=i (2.169.2)

v (p+Dp1,00) (P + P2,00)

T = 2.170.1
ViCor (11— 1) (0 + o) + Vol (2~ D (0 4 proe) 70
Ao+ Aip + Ap® =0 (2.170.2)
avec
Ay = MCym + YaCuyy2) P1,00P2,00
i — YyiLo — Yai
- L0 220 (VG (11— 1) pasco + YaCuy (32 — 1) Proo)
A = Y10y (p2,00 + 11P1,00) + Y2C0, (P1,00 + 12D2,00) (2.171)
i — Yyito — Yai
R (VG (1 = 1) + Yo, (12— 1))

A2 = }/101)1"_}/20112

Selon le résultat du paragraphe précédent, la relation entre le couple (p,T') et le couple (v, 1) existe
et est unique lorsque 'on suppose la fraction massique Y7 constante. Nous sommes dans un tel cas,
ce qui implique 'existence de solutions réelles du systéme d’équations (2.170), et donc la positivité
du discriminant A = A% — 44pA,. Deux solutions réelles peuvent étre obtenues pour la pression p.
Pour déterminer la racine de équation (2.170.2) qui doit étre utilisée, nous regardons le cas Y7 =0 :
avec cette valeur de Y7, nous devons obtenir v (p,T') = v et iy (p, T") = i. Cette vérification permet de
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sélectionner 'une des deux racines, et donc d’obtenir la pression p.

Une fois que la pression et la température sont connues, la fraction volumique peut étre déterminée
en utilisant I’équation

_ }/17/1 (puT)
14

o (2.172)

ce qui nous permet finalement de déterminer de maniére unique les variables p, T', et a7 en fonction
de v, 7 et Y7.

Ces équations sont inversibles : si I’on connait la pression p, la température T et la fraction vo-
lumique a1, les densités phasiques py et les énergies spécifiques internes i, peuvent étre trouvées en
utilisant les équations (2.167), ce qui permet de retrouver la densité du mélange p, I’énergie du mélange
i et la fraction massique Yj. Les équations d’état sont donc complétement déterminées.

2.5 Modéle a I’équilibre homogéne

Le modeéle (2.144) est un modeéle ou les vitesses, les pressions et les températures des deux phases
sont égales. Seuls les potentiels chimiques sont différents : si 'on suppose que les deux fluides repré-
sentent la phase gazeuse et la phase liquide d'un méme fluide, cela signifie que le mélange n’est pas a
saturation. Dans certains cas, il peut étre intéressant d’utiliser un systéme simplifié, supposant cette
saturation. Nous chercherons dans ce paragraphe a déterminer un tel modéle, appelé modéle a 1’équi-
libre homogéne ou HEM. Le systéme (2.144) est utilisé comme point de départ a une relaxation des

potentiels chimiques g = i3 + P _ si T qui permettra d’obtenir leur mise a ’équilibre. Dans ce para-

graphe, les termes d’ordre e sont négligés, car le temps de relaxation des températures est considéré
comme beaucoup plus petit que le temps de relaxation des potentiels chimiques .

2.5.1 Modéle réduit a ’ordre 0

La relaxation des potentiels chimiques sera effectuée en utilisant le vecteur d’état W = (g1, g2, u, ).
Un changement de variable est donc nécessaire avant la procédure de relaxation, puisque le systéme
(2.144) est écrit en utilisant le vecteur W = (T, u, p, «). Rappelons que le terme d’échange de masse

est définit par I = ;f—g (92 — g1), et que ce systéme s’écrit
g
o ovow E(E)
o +AW) T =+ 5 (1) (2173

ot la matrice A (E) et les termes sources E (W) et S (E) sont données par les expressions
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a10® (p201C1 — p162C2) + W (PlPQO - Clczé))

U - - 0 0
C <\IJH + Oz1a2<I>A9k,7k/)
0 U 1 0
p
14(11):: . (2.174)
0 ajag (p11m2C2 — pami C1) + C1C2®H u 0
O (‘I’ﬁ + alag@Agknk,) B
. a1 (‘PAeknk, (Cr—C2)+ ¥ (é (P12 — pam) — 0102A9wk/)) 0
—— u
C(WH+1HW@A%%J
B (i) -
(p1 — p2) (11 (C101 — p1) + aorz (Cabs — p2)) + © (hy — ha)
0
g (92 — g1)
Tprs1pakia (‘IJH * ala?@Agk”k’) — (p1 — p2) (k1M Cy + agkonzCa) — H (hy — ha)

pr (a1m1 + azne) + a1y, , ((h — k101) — (he — k2C2))
(2.175)

[T

)-

e) (CQ\If—agfb ( . . ( )) Ci¥+a,d ( . .
—— 17, :Vu—div [« + === (g7 :Vu—div (o
C(\I/H+a1a2<1>A9k,,k,) pP1K1 14 = 1g1 pP2K2 2L, = 2g2

%div;—i—f’

)i CoV—ao® ( . - ( )) C1P+o ® ( . -
N = a7 .VU— le (6% +=—=——== o7 .Vu— le (6%
C(\I/H+a1a2q>A9knk/) ( P1K1 15072 14, p2k2 2 V2 24,

— A
. /Y (C2\I’_O‘2q> <a1;1:Vg— div <a1g1>> + G ¥t <a2;2:Vg— div <a2g2)>>

C(\Ifﬁ-l—alag@Agknk/) pP1R1 pP2K2
(2.176)
Selon I’expression des potentiels chimiques gp = 7 + P si T, leurs différentielles sont données
par Pk
. 1 p
dgr, = dix + —dp — —dpy — spdT — Tdsy, (2.177)
Pk Pr:

L’utilisation de la relation de Gibbs (1.33) nous permet de simplifier cette expression en

1
dgy = —dp — spdT (2.178)
Pk

L’inversion de ces expressions donne ’expression des différentielles de la pression et de la tempéra-
ture en fonction de celles des potentiels chimiques
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dp = P2 (s1dga2 — s2dgr)  (2.179.1)
P181 — P252
1
dI' = ————— (p2dgs — prdg1) (2.179.2)
P181 — P252

On peut en déduire 1’égalité dW = GdW avec G la matrice de changement de variable

_ P1 P2 00
P151 — p2S2 P1S1 — P252
0 0 10
G = P1p252 p1p251 0 0 (2.180)
P1S1 — P282  P1S1 — P252
0 0 0 1
Cette relation entre les différentielles des vecteurs d’état W et W permet d’écrire
—1p T
oW N ow G R (E) -
G664 (w) GE= = +G18 (w) (2.181)
ot Oz Eg
soit
ow 0 R (W)
— 4+ AW) — =—— S (W 2.182
G FAM) TE = T s (W) (2182)

ou l'on a introduit la matrice A (W) = G LAG, et les vecteurs R(W) = G 'R (E) et S(W) =

G71S (E) Les expressions de ces différents éléments sont les suivantes

A(W) =

U 0 0102®(p1Ca(m2+p15102)—p2C1 (1 +p15101))+F (p151(C1C20—p1p2C)+C1C2 H) 0

9@ plé’(\llﬁ-l—alaQ‘I)Agknk,)

0 w a1a2‘1>(p102(772+,025292)*,0201(771+,025191))+\I’(p282(0102@*p1p26')+0102ﬁ) 0
w p2é’<qlﬁ+a1a2‘1>A9knk,>

p1p2s2 p1p2st U 0

p(p1s1—p2s2) p(p1s1—p2s2) u
0 0 a1a2<a1a2<I>A9k,,k/(C1*Cz)Jr‘I’(C(P1n2*,02771)*CIC2A9knk/>> u

é(mﬁ—’—alaQq)AQk’Ik/)
(2.183)
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Mg (92 - gl)
Tp1Kr1p2ks (‘I’ﬁ + 041042(I>A0knk/)

1 .
o ((/)1 — p2)(p181 (1K1 (p1 — C161) + agka (p2 — Caba)) — a1 k1 Crm1 — aokaCang) — O (hy — h2)>

1 .
s ((Pl — p2)(p2s2 (1K1 (p1 — C161) + azka (p2 — Caba)) — a1k1C1y — agkaCana) — © (hy — h2)>

0
pk (1 + aznz) + araeg,p,, ((h1 = £1C1) = (he — K2(h))
(2.184)
S(W) =

p1510+H Co¥—ay® T C1U+a: T
p1é(\11ﬁ+a1a2<1>Agknk/> ( 2pm12 (a1£1 :Vu—div (oqgl)) + 1P2.‘-€21 (agéQ.Vg div (OQQQ)))

p2520+H CoU—ao® . ST C19+a, . ST
PQC(Wﬁ+a1a2¢Aeknk/> ( 2p1n12 (051;1 V= div (algl)) + 1p2“21 (OQ;Q'VQ div <a2g2)))

%div;—i—f’

a1a2A9knk/ (CQ\I]*QQq) ( i ( )) T ( - ( )))

. A Vu—d = e :Vu—d

C(Wiraraata,,) o\ Vu—div{ong, | J+= S0 | QoL Vu— div { azg,
(2.185)

Supposons que les solutions du systéme (2.182) sont proches du sous ensemble de R* £ = {W €
IR*; R (W) = 0}. Ce sous-ensemble de dimension 3 peut étre paramétrisé explicitement par la Max-

wellienne de w =t (g, u, 1), donnée par

9
M:w— M(w) = g (2.186)
a
La matrice Jacobienne de la Maxwellienne peut étre exprimée comme suit
1 00
100
= 2.1
d My 01 0 (2.187)
0 01

Par ailleurs, on peut écrire 'expression de la matrice Jacobienne du terme source raide évalué en

M (W)

-J J 00
R (M (W) = prg ((h1 = K1C1) = (hg — ro(Ch)) | =K K 0 0 (2.188)
2 92 2 0O 0 0 O '
T'pip3K1K2 <\IJH + a1a2<I>A9k,7k/) I L oo

ou les termes J, K et L représentent les expressions suivantes
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J = pa((p1 — p2) (p151 (a1k1 (p1 — C161) + aoka (p2 — Cab2)) — a1k1Cim — akaCanp)

—éU“—hg) (2.189.1)
K = p1((p1 — p2) (p2s2 (1K1 (p1 — C161) + agka (p2 — Cob2)) — a1k1C1m1 — agkaCang)

—éU“—hg) (2.189.2)
L = pips (plﬁi (Oz1771 + 052772) + alagAgknk/ ((hl — /@101) — (hg — HQCQ))) (2.189.3)

Avec ces notations, on remarque que la matrice R’ (M (W)) a pour base le vecteur I' = (J,0, K, L).
On peut alors écrire la matrice B = [de,Il]

100 J
100 K

B=| 1010 o (2.190)
001 L

et son inverse nous donne les matrices P et @, qui sont les matrices de projection ker(R/'(M(w)))
dans la direction Rng(R/'(M(w))) et sur Rng(R/(M(w))) dans la direction ker(R'(M (w))), respective-
ment. P est formée par les trois premiéres lignes de B~! et @) par sa derniére ligne

K J
J-K J-K
pP= 0 0 10 (2.191)
L L
J-K J-K
1 1
_ _ 2.192
@ <J—K’ J—K 00> (2.192)

Exprimons maintenant la matrice PA (M (w)) dMy du systéme réduit a trois équations

PA (M (w)) dMy =
U M 0
- 2.193
p1p2 (81 — 82) 0 ( )
PApysi B
0 N u
avec les termes M et N qui s’écrivent
M = [a102® (p1C2 ((p1d — p2K) n2 + p1p2 (s2J — 51K) b2) —
p2C1 ((p1d — p2K) m + p1pa (s2 — s1K) 01))] /
|:p1p20 (J - K) (\I/H + alag@Agknk/)} (2.194)

+[¥ (16 = pipaC) (527 = 51K) + C1CH (p1] = oK) )|/
PNJ—KNWﬁ+wwﬂAWWH
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a1ae®L [ (p1 = p2) (P1C2m2 — p2Cim) + p1p2 (s2 — 51) (p1C262 — p2Ci61)
J-K p1p2C (‘I’H + 041042‘1’A0knk/>

1 (82 — 81) (Cngﬁ — plpgé> + Cng\Ifﬁ (p1 — pg)

N =

+ N (2.195)
C (WH + 0102940, )
oo (041042‘I’A9wk/ (C1—Cy)+ ¥ (é (p1m2 — pam) — C1C2A9knk/))
+ -
o (\I/H n OélOéQ(I)Agknk,)
Le terme source du modéle est donné par
S(W) =
p1d (pgSg@ + I;T) — poK (plsl@ + I;T)
NN ¢
P1pP2 (J - K) C (‘I’H + alaQ@Agmk,)
1
Ldive + f (2.196)
p =L
L (Pl (0282@ + ﬁ) — P2 <P181@ + H)) aragpipe (J — K) Agyp,, ¢

P1P2 (J — K) é (‘I/g =+ alaQq)A@k%/)

) (Co¥ — ay®) (oq;l : Vu — div (algl)) (C1¥ + a1 D) <a222 : Vu — div (agg2))
on¢= P1K1 * P2K2

On obtient un modéle réduit a trois équations, oil les potentiels chimiques sont & 1’équilibre, en
utilisant le vecteur d’état w = (g,u, a1). Ce systéme s’écrit

Dg

D T ([araa® (p1C2 ((p1J — p2K)n2 + p1p2 (s2J — 51K) 03)

—p2C1 ((p1d — p2K) m1 + p1p2 (s2J — 51K) 61))] /
[plpgé' (J - K) (‘I’ﬁ + Oélag(I)Agknk,>]

+ [‘I/ ((Cngﬁ — plpgé’) (s9J — 1K) 4+ C1CoH (p1J — pgK))] / (2.197)
[C’ (J — K) (\I/I;T + ala?q)A@zmk/)D divu

_PlJ (0282@+ﬁ> — p2 K (0181@+ff>) (=0

P1P2 (J - K) é (‘I’ﬁ + alaQ@Agmk,

Dy pips (51— 52)

1
Vg——divr = f* 2.198
Dt PAp, s P = = ( )
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Doy a1o®L [ (p1 — p2) (p1Canz — p2C1m1) + p1p2 (52 — $1) (p1C2602 — p2Ci67)
Dt J-K p1paC (\IJH n 041042<I>A9wk,>
U (s9 — 81) (Clcgﬁ — p1p2©) + C1C U H (p1 — p2)
C (\IJH + oqozz‘I)Aaknk,)
ajay (061062(I)A0k17k/ (C1—Cy)+ ¥ (C’ (p1712 = pam) — 0102A9knk/)>
C (\Ifﬁ + alag@Agknk,>
L (Pl <P2529 + H) - p2 (/71819 + ﬁ)) araopipe (J — K) Dgyp,,

+ ~ ~ (=0
P1P2 (J — K) C (‘IJH + 051052(I)A9k17k/)

_|_
(2.199)

divu

+

Apreés de nombreuses manipulations algébriques, ce systéme peut étre réécrit en utilisant les va-
riables conservatives ! (p, pu, pe). On obtient alors le modeéle & I'équilibre homogéne, ou HEM

9 | div (pu) — 0 (2200.0)
ot

opu : . v

B + div (pu @ u) + Vp — div (;) = pf (2.200.2)
e | g di = pf'u (22

> + div (pe + p) u + div (algl + asgg, — ;Q) = pffu (2.200.3)

Ce modéle est bien connu, et est utilisé & de nombreuses reprises pour la simulation des écoulements
multiphasiques [14, 20, 74].

2.5.2 Modéle réduit a ’ordre 1

Dans ce paragraphe, on cherche un modeéle a I'ordre €4, qui permet de prendre en compte les petites
différences de potentiels chimiques entre les phases. Nous ne tiendrons pas compte ici des tenseurs des
contraintes visqueuses Ty des flux de chaleur q, et des forces extérieures iz Le vecteur d’état se
décompose sous la forme W = M (w) + ¢,V, avec V. = ! (g%,g%,gl,a%). Puisque V appartient a
I'image de R’ (M (w)), une base de ce vecteur est I =*(J,0, K, L). On en déduit les relations entre
les variables de fluctuations

J

g = zo& (2.201.1)
K

g = —ai (2.201.2)
L

ul = 0 (2.201.3)

Pour trouver U'expression de ai, I'égalité (2.17) est utilisée. Elle s’écrit

QR (M(w))V = QA(M (w)) W)

w))—7 (2.202)

et peut étre développée pour donner
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(p1 — p2)(p1p2 (51 — s2)(a1k1 (p1 — C161)+azka (p2 — Cabla))+(p1 — p2)(1k1C171+a2kaCan2))

Hg 2
pip3kikeT (J — K) <\IJH + alo@@Agwk/)

(= ho) (01 = p2) H — (p1p2 (51 — 52) ©))
p%p%/ﬂ/ﬁigT (J — K) \IJIA{ + 061042(1)A9knk/>

+ (95 —gi) =

a100® ((p1 — p2) (p1Camz — p2C1im1) + p1p2 (51 — 52) (p2C161 — p1Caba))
p1p2C (J - K) (\I’H + alaz‘Meknk/)

v <01P2 (51— s2) (0102@ - 01P20> — C1Cy(p1 — p2) ﬁ)
plpgé (J — K) (‘Iff{ + 051052(I)A9k17k/)

divu

(2.203)
On peut en déduire I'expression de g} — gi

_ prp2krkeT
,Ugé
[a1aa® ((p1 — p2) (P1C2m2 — p2Cim1) + p1p2 (51 — s2) (p2C101 — p1Cabs))
-V (0102 (s1— s2) (0102@ - Plp2é> — C1Cy (p1 — p2) ﬁ)] /
[(p1 = p2)(p1p2 (51 — 52) (a1ki (p1 — C101) + agka (p2 — Cabs)) + (p1 — p2)(c1k1C1m + aakaCang))

+ (h1 — ho) ((Pl —p2) H — (p1p2 (51 — 52) @)>] divu

95— 91 =

(2.204)
En utilisant les équations (2.201), 'expression de la fluctuation de la fraction volumique est obtenue

o = (92— g1) =

2 2
KkikoT
M% [pr (c1m1 + ) + ara2lg,y, (R — £1C1) — (hy — K2C2)))
Hg
(a1a2® ((p1 — p2) (p1C2m2 — p2C1im) + p1p2 (s1 — s2) (p2C101 — p1C262))
-v <P1P2 (51— s2) (0102@ - P1P2C> = C1Cy (p1 — p2) H)] /
[(p1 = p2)(p1p2 (51 = s2) (1K1 (p1 — C161) + 2k (p2 = C202)) + (p1 — p2) (11 Cri + 2k Can))
+ (h1 — h2) ((Pl — p2) H — (p1p2 (51 — s2) @)>] divu
(2.205)
Exprimons maintenant le modeéle réduit & 'ordre 1 en utilisant les variables conservatives (p, pu, pe).
Pour cela, les fluctuations de ces variables doivent étre connues, tout comme celle de la pression
qui intervient dans les équations (2.200). Pour les déterminer, nous allons chercher une base de

Rng (R’ (M (w))) lorsque ces variables sont utilisées, ce qui permettra de relier les fluctuations des
variables conservatives a celles de la fraction volumique «;.

On s'intéresse d’abord aux fluctuations des variables conservatives. Selon le systéme (2.144), le
terme source raide s’écrit dans la base W, =t (p, pu, pe, pY1) sous la forme
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R.(W,.) = (2.206)

H o oo

Une base de la matrice Jacobienne de ce terme source raide peut donc étre trouvée facilement

(2.207)

_ o O O

Ce qui signifie que nous avons les égalités suivantes

! = 0 (2.208.1)
(pu)' = 0 (2.208.2)
(pe)’ 0 (2.208.3)
Regardons maintenant l’expression de la fluctuation de la pression. Selon l'expression (2.1~75)7
le terme source raide s’exprime de la maniére suivante lorsque l'on utilise le vecteur d’état W =

t (T7Q7p7 al)

(p1 — pa)(arry (C101 — p1) + kg (Caba — p2)) + O (hy — hy)

0
L (92 — g1)

Tpllﬁ',lpg/@ (‘I/f{ + OélOéQ(I)Agknk/)

—(p1 — p2) (a1k1m C1 + agkanaCy) — H (hy — hy)

pr (a1m + azna) + a0y, , ((h — k1C1) — (ha — k2C?2))
(2.209)

Lorsque nous sommes dans le sous-ensemble & = {W € R*: R (m) = 0}, nous avons 'égalité des

potentiels chimiques g1 = go = g. Le terme (g2 — g1) s’annule donc, et les dérivées de R (@) par
rapport a ¢, avec ¢ € {T,u,p,a} s'écrivent

OR (E) _ Lhg 9(g92 — g1)
99 Tp1r1p2ks (‘I’H + 041(12@A9w;«> ¢

(p1— p2) (a1k1 (C161 — p1) + agrg (Caba — pa)) + O (hy — ha)

. (2.210)

—(p1 — p2) (a1k1m C + agkanaCy) — H (hy — hy)

p (a1m + aonz) + araalg,p,, ((h1 — £1C1) — (he — K2C3))

On trouve facilement une base de R’ (&)
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(p1 — p2) (151 (C161 — p1) + azkz (Cab2 — p2)) + O (b1 — hy)

0

~»
Il

(2.211)
— (p1 — p2) (a1k1m C1 + agkan2C2) — H (hy — ha)

pk (a1m + aama) + OélagAgwk/ ((h1 — k1CY) — (hy — K2C9))

d’oti I'on déduit I'expression de p', puisque le vecteur V=" (Tl,gl,pl, a%) appartient a cette base

ol = —(p1 — p2) (11 Oy + aokonaCa) — H (hy — ho) ol =
pk (a1m + azna) + a102g, g, ((h1 — k1C1) — (ha — K2C32)) !
pipzrikaT A
R ((Pl — p2) (161 C1 + aokonpCo) + H (hy — hz))
Hg

[a1a2® ((p1 — p2) (p1C2m2 — p2C1m) + p1p2 (51 — s2) (p2C101 — p1C262))
- <P1P2 (51— s2) (0102@ - P1P20> — C1C (p1 — p2) ﬁ)] /
[(p1 — p2)(p1p2 (51 — s2) (k1 (p1 — C161) + 2k (p2 = C262)) + (p1 — p2)(a1£1C1m + ak2Canp))
+ (h1 — h2) ((01 — p2) H — (p1p2 (51 — 52) @)>] divu
(2.212)

Le systéme réduit & ’ordre 1, qui prend en compte les petites fluctuations des potentiels chimiques,
peut maintenant étre écrit

dp

En + div pu = 0 (2.213.1)
dpu ) 1

5 T div (pu®@u) +Vp+¢e,Vp' = 0 (2.213.2)
dpe . . 1

—p + div (pe+p)u+eydiv (plu) = 0 (2.213.3)

que l'on peut développer en remplacant p' par son expression

% + divpu =0 (2.214)
15)
% + div (pu @ u) + Vp
pipskikaT A
—&4V R ((Pl — p2) (k1 Cy + agkonaCo) + H (hy — hz))
Hg

[a1a2® ((p1 — p2) (p1C2m2 — p2C1im) + p1p2 (s1 — s2) (p2C161 — p1C202))
—U (p1p2 (s1 — 82) <C102@ - /)1/)20) — C1Cy (p1 — p2) ﬁ)} /

[(p1 = p2) (p1p2 (51— s2) (a1k1 (p1 — C101) + azkz (p2 — Cab2))

+ (p1 — p2) (a1k1C1M1 + a2k2Can2))

= 12) (= p2) = (pupa (o1 = 52) )] aiv) =0

(2.215)
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ope

5 T div ((pe) +p)u
[ plp3E1ReT A
—eggdiv P ((Pl — p2) (k1 Cy + azkonaCo) + H (hy — h2)>
Hg

[a1a2® ((p1 — p2) (p1C2m2 — p2C1im) + p1p2 (51 — s2) (p2C161 — p1C202))
-V (plp2 (s1— s2) <0102@ - 01020) — C1Cy(p1 — p2) ﬁ)} /

[(p1 = p2) (p1p2 (51— s2) (a1k1 (p1 — C101) + azkz (p2 — Cab2))

+(p1 — p2) (1r1C1m1 + azkaCang))

+ (h1 — ho) ((m — p2) H- (p1p2 (51 — $2) @))]QQdiVy> =0

(2.216)

2.5.3 Equations d’état

Nous souhaitons désormais décrire les équations d’état qui permettent de fermer le modeéle & 1’équi-
libre homogéne, en supposant que chaque phase se comporte comme un fluide monophasique gouverné
par les équations d’état de type gaz raide. Pour cela, les travaux de Le Métayer, Massoni et Saurel [58]
sont repris. Rappelons tout d’abord que, puisque chaque phase est gouvernée par les équations d’état
de type gaz raide, elle suit les équations suivantes

. Dk + V&Pk, )
i (pr, Tk) = ﬁ()ﬂkz’kﬂm (2.217.1)
,00

Dk + VkDPk,00
('Yk - 1) Cvak + ik,oo

ok (P, Th) = (2.217.2)

T%
sk (pk, Ti) = Cyln v +pk
k k,00

)%_1> +spo (2:217.3)

De plus, puisque nous sommes a 1’équilibre thermodynamique, nous avons 1’égalité des pressions,
températures et potentiels chimiques

p1 = p2 = p (2218.1)
T o= T, = T (22182)
g = g2 = g (22183)

L’utilisation des équations (2.217) permet d’écrire le potentiel chimique de chaque phase en fonction
de sa pression et de sa température

Yk

T
gk (P, Tk) = ip + LI, - WCo, Tk — Tj | CyyIn L 1 | Tsko | Fiko  (2219)
Pk (pk +pk,oo)

et on peut déduire du systéme (2.218) la relation entre la pression et la température le long de la
courbe de saturation

(71 - 1) Cvlln (p +p1,oo) - (72 - 1) C’ugln (p +p2,oo) =

12,0 — 11,0

2.220
7t (11Cu; = 72C,) InT — ((11Cy; — 51,0) — (7200, — 52,0)) ( )

Cette équation posséde deux solutions T lorsque la pression p est connue; on choisit la valeur de
la température qui n’excéde pas la température du point critique, ot la masse volumique de la vapeur



2.6. Conclusion 77

2
égale la masse volumique du liquide. La densité du mélange p et son énergie interne pi = pe — %
peuvent s’écrire en fonction des grandeurs phasiques

p = arpr+(1—ai1)pe = pla,p) (2:221.1)
pi = aiprir +(1—a1)paiz = pi(ar,p) (2.221.2)
On peut déduire de ce systéme ’équation
) 1 . P — P2 . .
i(p,p) = — | p2iz — (p2i2 — pri1) (2.222)
P P1 — P2

Rappelons que la vitesse du son du mélange c est définie par ’équation

-(3)-(3) (3-3)

A partir de cette définition et de l'équation d’état (2.222), nous pouvons en déduire I’équation

1 o1 %) aipr (ds1\°  agps [(dsy)\?
LM, 2 5 <_> n <_> 9.924
pc pici - pac ( Cp, \ dp Cp, \ dp (2.224)
ds

ot —% représente la dérivée de l'entropie phasique le long de la courbe de saturation T (p), dont

suivante

lexpression est donnée par I'équation (2.220). Remarquons que l'expression de la vitesse du son de

o1 « « . .
Wallis — = —12 + —22 [24] apparait dans cette expression; elle représente la vitesse du mélange
pe  picf  pacs
lorsque 1'on suppose seulement 1’égalité des pressions.

La vitesse du son du mélange ¢ est donc définie puisque les vitesses du son de chaque phase ¢ sont
définies. De plus, on remarque que ¢ > 0 selon I’équation (2.224), et la courbe de saturation T (p)

T dT dT T
définie par I’équation (2.220) donne <(?9_3>1, = i (%)V et (pc)? i = <%>V, soit (pc)? (g_s)y >

aw\ \ . . : . :
<<8_p> > . A partir de cette relation et de ¢ > 0, nous pouvons dire que I'équation d’état du mélange
s
14

est convexe.

2.6 Conclusion

Nous avons déterminé dans ce chapitre une hiérarchisation des différents modeéles pour I'étude des
écoulements diphasiques, qui peuvent étre classés selon les équilibres entre les phases qui sont supposés
étre réalisés. Chacun de ces modéles est fermé par 'utilisation d’équations d’état pour le mélange,
déterminées a partir des équations de type gaz raide. Par ailleurs, 'utilisation de développements de
Chapman-Enskog a l'ordre un pour chaque modéle obtenu permet d’utiliser un modeéle réduit pour
prendre en compte de faibles déséquilibres thermodynamiques ou mécaniques entre les phases.

Grace a cette hiérarchisation des modéles diphasiques, on peut concevoir deux approches différentes
pour étudier les écoulements en déséquilibre mécanique sans utiliser le modeéle & une pression et deux
vitesses. En effet, il est possible soit d’utiliser le modeéle & deux pressions et deux vitesses et d’appliquer
des méthodes de relaxation sur ces grandeurs, soit d’'utiliser le modéle & une pression et une vitesse avec
les termes issus du développement de Chapman-Enskog & l'ordre un, qui permettent de retrouver le
déséquilibre mécanique. Ces deux approches sont étudiées successivement dans les chapitres suivants.
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Méthodes de relaxation pour la
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3.1 Introduction

Au vu des défaillances du modele diphasique a deux vitesses et une pression (2.50 - 2.55), et no-
tamment sa non-hyperbolicité relevée entre autres par Stewart et Wendroff [84] et mise en avant dans
des simulations par Hérard et Hurisse [45], des méthodes alternatives sont recherchées afin de calculer
les écoulements diphasiques. Nous allons proposer dans ce chapitre une de ces méthodes qui consiste
a utiliser un modéle & deux vitesses et deux pressions, qui posséde ’avantage d’étre hyperbolique, et
d’utiliser ensuite les termes de trainée interfaciale et d’évolution de la fraction volumique pour équili-
brer les vitesses et les pressions. Ces méthodes ont notamment été développées par Saurel et Abgrall
[77] et Gallouét, Hérard et Seguin [27].

Une fois le principe de la méthode posé, il faut maintenant développer les méthodes numériques
pour discrétiser en temps et en espace. En temps, une méthode a pas fractionnaires est généralement
utilisée. Elle permet d’effectuer un pas de convection hyperbolique ou les vitesses et les pressions sont
libres I'une par rapport a l'autre, puis d’effectuer un pas de relaxation permettant le retour a ’équilibre
[77, 27]. Ces méthodes a pas fractionnaires ont pour avantage une grande robustesse, au détriment de

79
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la précision [26]. Les méthodes de retour a I’équilibre sont généralement effectuées en utilisant des
relaxations instantanées, ou ’on considére que les pressions retournent & I'équilibre avec une vitesse
infinie [54]. Mais les résultats du paragraphe 1.3.5 montrent que les temps de relaxation, bien que
trés courts par rapport a 1’évolution générale de ce systéme, ne sont pas nuls. De plus, 'utilisation
d’un modéle a sept équations avec uniquement 1'utilisation de relaxations instantanées des pressions
équivaut a utiliser un modéle a six équations comme on ’a montré au chapitre 2, et on retrouve les
problémes numériques rencontrés avec ce modéle. Si des méthodes de relaxation en temps finis sont
couramment utilisé pour différents problémes physiques (voir par exemple |36, 9]), & notre connaissance
seuls Gallouét, Hérard et Seguin [27] et Guillemaud [41] se sont intéressés a des méthodes numeériques
permettant de prendre en compte un temps fini de retour a I’équilibre des pressions pour 'étude des
modeéles diphasiques & deux vitesses et deux pressions.

Dans ce chapitre, quelques propriétés du modeéle & deux vitesses et deux pressions seront d’abord
présentées, suivies par une approximation numérique de ce modéle. On s’intéressera ensuite aux mé-
thodes de relaxation, avec une présentation des méthodes de mise a 1’équilibre des vitesses et des
pressions de maniére instantanée ou en un temps fini. Ces méthodes seront validées par plusieurs
cas-tests en une dimension.

3.2 Propriétés mathématiques du modéle a sept équations

On s’intéresse aux propriétés du modele a deux vitesses et deux pressions (2.26 - 2.32), qui est
rappelé ici en utilisant le vecteur des variables primitives W = * (a1 p1, aap2, Uy, us, p1, p2, a1). Cette
étude a été réalisée entre autres dans [77, 27|. Dans ce chapitre, les échanges interfaciaux de masse et
de chaleur ne sont pas pris en compte, tout comme les contraintes visqueuses et les flux de chaleur. Le
systéme s’écrit alors

0 :
En (a1p1) + div (a1pruy) =0 (3.1.1)
0 .
g (agp2) + div (agpouy) =0 (3.1.2)
Dyuy d
QL = =V (a1p1) + prVag + M (3.1.3)
Dou
Q2p2 12);2 = —V (agps) — prVay — M* (3.1.4)
Dip: : Cu Cir . 1 d
divay — =2 (u; —uy) .Vag = — -2 —uy).M% (3.1
D T Crdiven = 7 (up —w) Vay o U o (ur —wy) M® (3.1.5)
Dspo . Cor Cor . 1 J
Cyd — — . = —a] — — M 3.1.6
D T 2diviy a2 (ur —uy) .Vau oy 4 aapar (uy —uy) M ( )
0
—(;;1 +u;. Vo = (3.1.7)

3.2.1 Hyperbolicité

Tout d’abord, on montre que ce modeéle est hyperbolique. L’invariance par rotation du systéme
peut étre vérifiée aisément, ce qui permet de ne considérer que le cas unidimensionnel. Nous avons vu
dans le paragraphe 2.2.1 que ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle
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ow ow _R(W)
B HAW) TE = =22 s () (3:2)

ou la matrice A (W), peut étre écrite sous la forme suivante, dans le cas unidimensionnel,

(75} 0 o101 0 0 0 0
0 u9 0 Q209 0 0 0
1 _
o 0 w o0 — o Tl
P1 1 » 051%1
I — P2
0 O 0 Uu 0o — _
A(E) = 2 P2 o Q202 (3-3)
0 0 0 wu 0 _M
Cor (uy -
0 0 0 Cy 0 us M
Qg
0 O 0 0 0 0 ur

avec Cj, = pkci, ol ¢, est la vitesse du son dans la phase k, et Cj, 1 = pkci 7, Ol ¢ 1 est la vitesse
du son interfaciale de la phase k. Le polyndme caractéristique de cette matrice s’écrit

PO = (= 2 1 = 2) (= 0 (= 0 = ) (g =22 - 2) (3.4

P1 P2

On en déduit ses valeurs propres

)\1 = uys
Ay = up—¢ A3 = up M = ui+tc (35)
As = ug—c2 A¢ = U2 A7 = U2+

ou la vitesse interfaciale uy s’écrit uy = Yiuq + Yous. Toutes ces valeurs propres sont réelles, et les
vecteurs propres a droite qui leur sont associés sont les suivants

_pr—p1+Cur
(ur — 1)’ — &
pr—p2+ Cor

(ur — u2)® — €3

(ur —u1) (pr —p1 + Crp)

a1p1 Q(UI — u1)2 — c%)
(ur —uz) (pr — p2 + Ca 1)
r (W) = N2 2 (3.6)
azpa ( (ur —u2)” —c3
_C’L[ (ur — u1)2 + ¢t (pr —m)
o1 ((u; — u1)2 — c%)
Cy1 (ur —ug)® + 3 (pr — pa)
o9 ((uI — u2)2 — c%)
1
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o o
C% 1 c%
0 0 0
1 0 1
Ty (W) = pP1C1 s (W) = 0 Ty (W) = pP1C1
0 0 0
1 0 1
0 0 0
(3.7)
0 0
@2 0 o2
C% 1 c%
0 0 0
rsW)=| __L |rs)=] 0 |ry)=| _L_
pP2C2 0 P2C2
0 0 0
1 0 1
0 0

On vérifie facilement que ces sept vecteurs sont indépendants et engendrent IR méme dans les cas
de résonance ou les valeurs propres se confondent. Le systéme est donc hyperbolique.

3.2.2 Structures des ondes

Montrons dans ce paragraphe que dans les cas non résonants, les champs caractéristiques associés
aux valeurs propres uy, uj et ug sont linéairement dégénérés, alors que les champs associés aux valeurs
propres uj £ ¢; et ug + co sont vraiment non-linéaires ; ces notions sont définies par exemple dans [35].
Ces propriétés seront ici démontrées pour deux phases gouvernées par des équations d’état de type gaz
raide, avec la fermeture u; = Yiuj + Yous. Une étude compléte de la structure des ondes du modéle a
sept équations dans le cas général peut étre trouvée dans [41]. On s’intéresse d’abord a la valeur propre
A1 (W) = uy, pour laquelle la proposition suivante peut étre introduite.

Proposition 5 : Le champ caractéristique associé a la valeur propre A\ (W) = uy est linéairement
dégénéré : pour chaque état admissible W on peut écrire I’équation

Vi (W) .ry (W) =0 (3.8)

Preuve : L’expression du vecteur r; (W) est donnée par la relation (3.6), et la dérivée de A (W)
s’exprime de la maniére suivante

Y- Y;
Vi (W) = (f (u1 —ug), —;1 (u1 — ug) ,Yl,xfz,o,o,0> (3.9)

Ce qui permet d’écrire
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pr—p+C Y pr—p2+Cag
(m—u) ———5—5 - — (m —ug) ———5—=
(ur —u)" —c¢ P (ur —u2)” —c3
(s =) (pr =1+ Crr) g (ur = s) (o1 = po + Co)
2 P 2 2 2
aip ((UI —up)” — 01) Q22 ((UI —ug)” — 02>

(pr —p1+Cha)

(Ya (ug —up) + (ur — uy)) (3.10)

arpr ((ur —w)? = &

(pr —p2+Ca)

aapn ((ur — ws)” = 3

) (Y1 (ur —uz) — (ur — u2))

Ce qui conclut la preuve de la proposition 5.

Les propriétés du systéme ne changeant pas selon la base, nous utilisons maintenant le vecteur
d'état Q = '(sy,s9,u1,us,p1,p2, 1) pour démontrer les prochaines propriétés, pour simplifier les
démonstrations. Dans cette base, la matrice du systéme convectif devient

[an}

(pr —p1) (ur —uy)

0 0 0 0 0 -
ayp1Ty
w 00 0 (pr — p2) (ur —u2)
aopaTh
0 w 0 — _pPr—hn
P1 a1p1
0 0 w o L pr—p2 (3.11)
P2 o 0(42/)2 )
0 C, 0 wu 0 _ b \ur —un)
Cor (ug
0 0 Cy 0 u Cor (ur — )
(6%
0 0 0 0 0 ur

et les vecteurs propres a droites rq ; associés aux valeurs propres Ay s’écrivent dans cette base

roq (@) =

PN
a1p11y
Pr —p2
agpoly
(ur —u1) (Cir +pr —p1)
arpy (ur —ug)® — Oy
> .
209 (UI — U%) — OzQCQ
_ Cupr (ur —w1)” 4+ C1 (pr — p1)
aipr (ur —2’111)2 —a1Cy
Corpz (ur — u2)” 4+ Ca (pr — p2)
agps (ur — ug)® — aCly
1
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0 1 0
0 0 0
1 0 1
ro2 (@) = 0 ros(@) =] 0 [r0a(@=| 0
—pic1 0 p1c1
0 0 0
0 0 0
0 0 0 (3.13)
0 1 0
0 0 0
ros (@) = 1 ros (@) =] 0 |07 (Q) = 1
0 0 0
—p2C2 0 p2c2
0 0 0

Regardons maintenant les champs caractéristiques associés & u; et uo. On peut introduire la pro-
position suivante, relative a ces vitesses d’onde.

Proposition 6 : Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres As (Q) =uj et Ag (Q) =
ug sont linéairement dégénérés : pour chaque état admissible (), on peut écrire

Vo3 (Q) o5 (Q) = Vol (Q) 16 (Q) =0 (3.14)

Preuve : Calculons tout d’abord les expressions de Vg3 (Q) et de Vgle (Q) On obtient les
expressions

VX3 (Q) = Vou = £(0,0,1,0,0,0,0)

¢ 8U1 8u1 8U1 811,1 8u1 811,1 811,1
881 ’ 852 ’ 8U17 8U2’ 8])1 ’ apg ’ 8a1

(3.15)
8u2 8UQ 8u2 8u2 8UQ 8u2 8u2
VA =V = ! . "9, ' 9. a9 o = ! 070’071’07070
Q76 (Q) QU2 (881 682 8u1 8u2 8p1 8p2 80&1 ( )
Pour chacune de ces valeurs propres, les équations suivantes peuvent étre écrites
VoAs (Q) o3 (Q) = %(0,0,1,0,0,0,0).t(1,0,0,0,0,0,0) = 0
(3.16)

Vo (Q) ro6(Q) = 1(0,0,0,1,0,0,0).%(0,1,0,0,0,0,0) = 0

Ce qui conclue la démonstration.

Etudions enfin les champs caractéristiques associés aux valeurs \;, 7 € {2,4,5,7}. Pour ces champs,
le résultat suivant peut étre démontré

Proposition 7 : Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres A; (Q) i€ {2,4,5,7}
sont vraiment non-linéaires : nous avons pour chaque état admissible

VoXi (Q) 70 (Q) #0  ie€{2,4,5,7} (3.17)

Preuve : Calculons tout d’abord les vecteurs VA, (Q) Ces vecteurs s’écrivent
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7071707_<%> 707O>
P1 1)

Voh (Q) = Vo(u—a) = t<—

VoM (Q) = Vo(ui+a) = t<

Vols (@) Vo (ug —c2) = t(—

Jc Jc
VoM (Q) = Vo(ug+ea) = f(o, (aTZ) ,0,1,0, (a—p2> ,0>
p2 52

On utilise maintenant les expressions (3.13) des vecteurs propres a droite dans la base @ pour écrire
les égalités suivantes concernant les valeurs propres \;, i € {2,4,5,7}

0 0
VQ)\Q (Q) LQ2 (Q) = ! <_ <a—61> ?07 1>07 - <a—61> 70>0> 't(070> 1707 _plclaovo)
p1 S1

S1 P1

8c1
- o)
p1cy ap1 ),

8c1 8c1
Vo (Q) r — <—> ,o,1,o,<—> 10,0 .(0,0,1,0, pyey, 0,0
M@ i@ - ((32) 00 (52) 00) 100100000

861
- eni(B)
P1¢1 apl .

VoXs (Q) 15 (Q) = ° <_ <§_§z>

(3.19)

0
7071707_ <£> 707O> °t(0707071707 _/726270)
Op2 59

aCQ aCQ
Vo (Q). _ <—> .0,1,0, <—> 10,0 ] .7(0,0,0,1,0, pyea, 0
@ 0@ = ((32) 00.(52) 00) 50001000

oc . .
Il nous reste alors & montrer que 1 + pkci (—k> n’est jamais nul pour k£ = 1,2. Rappelons que
Sk

Op

-1

0 0

la vitesse du son est définie par ci = <ﬁ> = <ﬁ> . L’égalité suivante peut alors étre
Opk ) s, pr / ,

—1 ) —3/2
(%) _ (2 <%) __1 (M) (%) (3.20)
/), \ O \\9pr/,, 2\ 0p; ), \\9pk/,
Sk

Puisque chaque phase est gouvernée par des lois d’état de type gaz raide, I'utilisation de I’équation

écrite
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(1.27.3) permet d’écrire I'expression de la masse volumique en fonction de la pression et de Uentropie,
ainsi que ses dérivées premiéres et secondes en fonction de la pression

1/vg
ok (Pkssk) = (p”p"""’)_ e (3.21.1)
Cop (1) | exp b k0
k Cyk
et
£
9Pk _ (Pk + Phoo) (3.21.2)
Opi, . Sk — Sh.0 L/,
Coy (e — 1) eXp—r——
Uk
9 _2’yk—1
0 i g
8pk‘ Sk

_ L/,
Cvk72 <8Xp al: C 8k70)
Vi

A partir de ces expressions, on peut exprimer la dérivée de la vitesse du son en fonction de la
pression

—-1/2
Ve —2

<3Ck> _ e — 1 (Pk + Phoo)  *
s 2

8—pk (pk +pk,oo) Si. — 8 1/
Cur (= 1) exp 2 280

(3.22)

Ocy,

La condition <—
Opk

) > 0 est donc équivalente & 'hypothése v, > 1, avec v, = %. Cette
Uk
Sk

. e .. .
hypothése est vérifiée, et nous avons donc 1 +pkci <a—k) > 1 : les champs caractéristiques associés
Dk,

a ces valeurs propres sont donc vraiment non-linéaires.

3.3 Approximation numérique du systéme hyperbolique

Une méthode d’approximation numérique de la partie convective du modele a sept équations (3.1)
est maintenant présentée. Pour résoudre ce systéme, on utilise un schéma numeérique quasi-conservatif
de type volumes finis. Il est basé sur le schéma VF-Roe [3, 27|, qui implique la résolution d’un probléme
de Riemann linéarisé pour chaque interface entre les cellules de controles du maillage. Nous présentons
donc un solveur de Riemann approché avant de développer le schéma numérique.

3.3.1 Solveur de Riemann approché

La méthode présentée a été proposée par Andrianov, Saurel et Warnecke [3]. Le systéme d’équations
est formulé en utilisant les variables primitives V = (a1, p1, u1, p1, p2, U2, p2). Le probléme de Riemann
a l'interface entre deux cellules s’écrit

(3.23)
Vi <0
K(x,O):{ ;; x;O
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e 1 .
Notons dans ce paragraphe les valeurs & l'interface ¢ = 3 (¢r + ¢r). La matrice A du systéme
convectif peut alors étre écrite

ug 0 0 0 O 0 0
_7p1 (U[ _ Ul) Ul P1 0 0 0 0
aq 1
_pr—p 0 w — 0 0 0
5 Ozlpl ) P1
picy p\ur —u1 9
AV)=1| — ay 0 per w000 (3.24)
pu=u) o o w
a9 1
br—p2 0 0 0 0 wu —
) 02202 ) P2
C ur — w
ke 2 0 0 O pgcg Ug
o)

ou les valeurs aux interfaces de uy et py sont calculées a partir du vecteur moyen, et ou les vitesses

du son sont données par
Pk _ (%)
P \Opr/,,

a = N (3.25.1)
(&),

pr_ %)

Pi (3/% o
iy,
(&),

Dans le paragraphe précédent, on a montré que le systéme est hyperbolique, et les vecteurs propres
a droite peuvent étre écrits dans la base V. = (ay, p1, u1,p1, p2, 2, p2)

A1 (3.25.2)

100109
—C102 (Pl (01 - Ci[) + D1 —p1> 0 0
aroy (ur —ur) (pl —Ppr— /)10%,1) /p1 P1 é
2
r (V)= | @201 (pzcg,f (ur —u2)” — 3 (p2 — pf)) W)= m |,sv)=1] 0 |,
—C201 (P2 (02 - C%;) +p2 — pz) 8 8
g0 (u2 — ug) (p2 —Dbr— 0203,1) /P2 0 0
201 (pzcg,l (ur —u2)® — 3 (p2 — pf))
0 0 0 0
P1 0 0 0
c1 0 0 0
ry(V)=| pcf |es(V)=] 0 |,0s(V)=| 0 |.0;(V)=]| 0
0 P2 1 P2
0 —Cy 0 C2
0 pacs 0 pacs

(3.26)
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avec o1 = ¢4 + (ug — u1)2 et o9 = 3 + (ug — u1)2. Le vecteur AV =V p —V peut étre exprimé
dans cette base en écrivant

7
AV = by (V) (3.27)
k=1

avec les coefficients by, donnés par les expressions suivantes, ot I'on note AV; la i® composante de
AV et 14 la i® composante de 1.

AV

b= —

11

by — AVzpiep + AVy — by (r13p1b1 + 714)
2p1ci

by = —AVsprer + AVy + by (r13p1b1 — 714)
2p1¢}

by = AV — b2 — p1 (b1 + b3) (3.28)

by — AVgpacy + AVz — by (r16p2ba + 714)
2pacs

b — —AVgpaca + AVy — by (r16p2ba — 114)

0 2p2c3

by = AVs — biris — p2 (bs + bg)

Le vecteur d’état a l'interface du probléme de Riemann peut étre facilement approché par

Vi=Vi+ > by (V) (3.29)
A <0

Ce solveur de Riemann peut étre utilisé dans un schéma numérique de type Godunov pour la
résolution de la partie convective du modéle & sept équations.

3.3.2 Reésolution numérique

On utilise un schéma numérique de type Godunov développé par Andrianov, Saurel et Warnecke
[3]. Cette méthode est rappelée dans ce paragraphe. Le systéme hyperbolique que nous devons résoudre
s’écrit sous la forme suivante, en une dimension

oU  OF (U)
_|_

8a1 o
a o THW G, =0 (3.30)

ou le vecteur d’état U, le flux F (U) et le terme non-conservatif H (U) s’écrivent

a1p1 a1p1Ul 0
101Ul 0410111% + a1p1 —DpI
aipie; a1 (pire1 +p1) uy —pruy
U= | op F(U) = 2Pty H(U)= 0 (3.31)
Q2 P2U2 Qo pau3 + aops DI
agp2er a2 (p2e2 + p2) ug prus

aq 0 ur
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Notons Aqq une discrétisation de % qui reste a déterminer, et Q:+1/2 (U Uz+1) le vecteur d’état
a 'interface entre les cellules 7 et 7 4 1, galculé en utilisant le solveur de Riemann approché proposé au
paragraphe précédent. Une discrétisation de type Godunov est utilisée pour résoudre les équations du
systéme (3.30) sur les masses, les quantités de mouvement et les énergies. Nous notons ¢} la variable
¢ dans la cellule ¢ & 'instant n. Ce schéma s’écrit alors en une dimension

At *
Ut = U - (F (U)o W U2L) ) = F (Ul (U1, UF) ) ) = AtH(UT) Acy - (3.32)
Le développement de ce systéme donne les équations suivantes sur les masses, les quantités de

mouvement et les énergies

At " *

(arpr)i = (anpr)} Az <(akpkuk)i+1/2 - (akpkuk)i—1/2) (3.33.1)
At * *

(prur) i = (wprun)f —— ((Oékpkui + akpk)i+1/2 — (arpru + Oékpk)i_l/Q)

—(=D* At (pr)] Aey (3.33.2)

(oprer)t = (apprer)” —A—$< akuk (prek + Pk))iy1/o — (akur (Pkek + Pr))it1/2 —>
— (=1)* At (p)} (ur)! Ay (3.33.3)

Pour déterminer la discrétisation Aag, le principe selon lequel un écoulement uniforme doit rester

uniforme dans le temps [1] est utilisé. Cela signifie que, si les pressions et les vitesses phasiques sont
égales, elles le restent avec notre schéma numeérique. Introduisons donc dans les équations (3.33)

(we)] = ()i = (up)fiy, = wr = u = constante, k=1,2 (3.34)
()i = )™ = ()itje = p1 = p = constante, k=1,2

2
Le systéme (3.33) devient alors, en notant i, = e — % I'énergie spécifique interne de la phase k

n n At * *
(arpr)i Tt = u(awpr); _E<(akpk)z+1/2 - (Oékpk)i_yz) (3.35.1)
At * * * *
(p)? ™ = (anpr) u — 1 (u2 ((rpr)ierse = (anm)isye) +p ((@h)srj = (@0)11)s))
— (=)"AtpAay (3.35.2)
. \n . \n At LNk .oy k * *
(akprir); = (o prir); —EU<(akPk2k)i+1/2 - (akpklk)i—lﬂ +p <(0‘k)i+1/2 - (ak)ifl/2)>

— (=1)" Atpu Aoy (3.35.3)

Si I'on multiplie ’équation (3.35.1) par —u et on somme le résultat avec ’équation (3.35.2), 'ex-
pression de Aqq peut étre trouvée. Elle s’écrit

(ak)f+1/2 - (ak):—1/2
Ax

Ay = (—1)F! (3.36)
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L’introduction de cette expression dans I’équation (3.35.3) nous permet de simplifier celle-ci, qui
devient

At
. \n+1 . . .
(anprin); " = (awprin)] — -u ((akpkzk):Jrl/Q - (akﬂklk);il/z) (3.37)

Des équations d’état de type gaz raide sont appliquées aux deux phases. L’énergie interne phasique

. . + , .
peut alors étre écrite ppip = w C’est donc une constante, ce qui permet de trouver la
Yk —
discrétisation pour ’équation sur la fraction volumique
At
+1
(@7 = (@)} = u g (@) ye = (@)71y2) (3.38)

Dans le cas général, notre schéma numeérique s’écrira sous la forme suivante

(ko)™ = (akAptk)?
AL ((Oékpkuk);kﬂ/g - (Oékpkuk);k,l/g) (3.39.1)
(anprug)i ™ = (OékApkuk)?
t * *
" Az ((O‘kpk“% T O‘kpk)z‘+1/2 — (owpruf + O‘kpk)z‘—1/2)
At * *
+ (_1)k+1 (p])? A (al)i+1 9 (al)i,1 2 (3392)
Az / /
(arprer)itt = (OékApkek)?
t * *
s ((akuk (prer + pr))iv1y2 — (arur (prer + pk))z‘+1/2>
n n At * *
+ (=DM )] ()i = ((@1)fy1 — (@)} 12 (3.39.3)
Az
At * *
(al)?—’—l = (al)? - UA_QS‘ ((al)i+1/2 - (051)2',1/2) (3394)

3.4 Meéthodes de relaxation des pressions et des vitesses

3.4.1 Meéthode a pas fractionnaires

Une méthode & pas fractionnaires est utilisée pour implémenter les méthodes de relaxation des
pressions et des vitesses [54, 45] : une fois le pas convectif résolu, on résout les équations différentielles
ordinaires associées a la relaxation des vitesses puis celles associées & la relaxation des pressions. La
relaxation des vitesses est effectuée en premier, bien que le temps de relaxation des pressions soit trés
inférieur a celui des vitesses. Cet ordre a une importance : nous pouvons voir que le terme de trainée
M? est présent dans les équations d’évolution des pressions du systéme (3.1), et donc la relaxation des
vitesses a une influence sur les pressions de chaque phase, alors que la relaxation des pressions n’a pas
d’influence sur les vitesses. Effectuer la relaxation des vitesses avant celles des pressions permet donc
d’impliciter complétement le schéma numeérique pour les relaxations.

On utilise I’algorithme suivant pour la résolution du systéme & deux vitesses et deux pressions avec
relaxations
- Calcul des vecteurs d’état aprés le pas convectif W2 — w4 R(W™)

- Calcul des relaxations des vitesses _Z+1/2 = Wrt/2 4 Ru(mZJrl/Q)
- Calcul des relaxations des pressions W+ = w2 4 R,(W™th)
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3.4.2 Relaxation des vitesses

La procédure de relaxation des vitesses vise a résoudre le systéme suivant, ou I'on ne prend en

compte que les termes de trainée interfaciale M¢ = L (ug — uyq)

u
0
En (ap1) =0
0 P
e (1p1uy) = = (ug —uy)

p
B (aqprer) = H[-E— (ug —uy)

0

E (OégpQ) =0 (3'40)
2(oz Ug) = —— (uy — uy)

a1 2P2Ug) = f:‘u 2 1

= (azpaer) = —Uf-ﬁ (ug — uy)

ot T Ew -

6a1 .

o

On utilise une méthode de relaxation instantanée des vitesses développée par Saurel et Abgrall [77],
ou I’on suppose que &, = 0, et une méthode de relaxation a temps fini (g, > 0) qui en est directement
inspirée. Dans les présentations des méthodes de relaxation qui suivent, nous noterons (b% les variables
issues du pas convectif et ¢ les variables apres relaxation des vitesses.

Relaxation instantanée (¢, = 0)

On peut facilement déduire du systéme (3.40) les deux équations suivantes sur les vitesses uy,

0

57 (1P +azpauy) = 0 (3.41.1)

0 P 1 1

9t (ug —uy) = - <a1p1 + a2p2) (ug —uy) (3.41.2)
p

D’aprés I'équation (3.40), les masses volumiques partielles aqp1 et agpo sont constantes pendant la
relaxation des vitesses. Les équations précédentes peuvent donc étre intégrées, ce qui donne

crp1uf +agpouly = anprud + aspoul (3.42.1)

¢/ 1 1
uh — uj = (uz —wy) exp (—p— ( + >> (3.42.2)

P01 Q202

Puisque les masses volumiques partielles sont constantes, la densité de mélange p = a1p1 + agp2
E st également constante (V¥ = Y}), tout

I’est aussi. On déduit que la fraction massique Y, =

a1p1u] + apous

comme la vitesse d’interface u; = = Y'u] + Y5 uj, selon I'équation (3.42). Supposons

p
que €, = 0. Ceci est équivalent & chercher la solution du systéme précédent lorsque ¢t — oo, c’est-a-dire
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trouver la solution stationnaire du systéme. On peut facilement voir que 1'équation (3.42.2) devient
alors

uj—uj =0 (3.43)

Une solution du systéme (3.42) peut donc étre déterminée

0 0
101Uy + Q2p2Us
P

On retrouve ici I'expression de la vitesse interfaciale uy, qui correspond donc a la vitesse d’équilibre
de I’écoulement diphasique. Il nous faut maintenant retrouver la variation d’énergie due aux relaxations
des vitesses. La manipulation du systéme (3.40) permet l'obtention des équations d’évolution des
L . u?
énergiles 1nternes 1 = e — —

2

(3.44)

up =uy =

di,  Ou,  Oui/2
WPk =T T T

En rappelant que u; est constante en fonction du temps, selon I’équation (3.41.1), on approche
I'intégration de cette équation par

(3.45)

it =iy () — 5 ((h)? — ()?) (3.46)

et le résultat u; = u; est utilisé pour réécrire cette équation sous la forme

(uy —uf)” (3.47)

N | —

% 0
/Lk_zk—i_

Relaxation a temps fini (¢, > 0)

Le temps de relaxation €, est maintenant considéré comme étant supérieur a zéro. Avant d’intégrer
le systéme (3.40), on note que la vitesse d’interface est constante (u; = Y;'u} + Y5'uly = Y ul + Y ul)
puisque les masses volumiques partielles ag pg, et la quantité de mouvement du mélange sont constantes
durant la relaxation. L’intégration entre les temps t = 0 et t = At, ou At est le pas de temps de
I’étape convective, donne

aipruf + aopoul = aripiul + azpoud (3.48.1)

(u3 — uj) = (u) —u}) exp <—pAt< L, )) (3.48.2)

€u Q101 Q202

que 'on peut transformer sous la forme

1 1
uf = u;—Ys (gg - g(f) exp <_5Y1Y2 At)
(3.49)

11
uy = m+YM£—Q%Wp(—— Aﬁ

L’intégration des équations sur les énergies donne a nouveau les expressions suivantes sur les énergies
internes

it =iy (af— ) — 3 ((wh)? — ()?) (3.50)
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3.4.3 Relaxation des pressions

La relaxation des pressions vise & résoudre le systéme contenant les termes fonctions de &3 =

b1 (p1 — p2). Ce systéme d’équations différentielles ordinaires s’écrit sous la forme suivante
€

0
g (a1p1) =0

0
9t (1p1yy) =0

8&1

ot (aqprer) = —plﬁ

% (az2p2) =0 (3.51)

0
a (042P222) =0

80&1

ot (agp2er) = plﬁ

80&1 1

D e PP

On reprend la méthode de Lallemand [54] pour la relaxation instantanée des pressions. Cependant,
effectuer une relaxation instantanée du systéme revient a utiliser le modéle & deux vitesses et deux
pressions pour résoudre le modeéle bi-fluide classique & une seule pression, et les problémes inhérents &
ce dernier modéle apparaissent également lorsque 'on effectue une relaxation instantanée des pressions
[45]. Une méthode de relaxation des pressions a temps finis a donc également été développée, pour
que celles-ci restent différentes. Dans les paragraphes suivants, les notations ¢° et ¢* désigneront la
variable ¢ avant et aprés la procédure de relaxation, respectivement.

Relaxation instantanée (¢, = 0)

La méthode de relaxation instantanée des pressions développée par Lallemand [54] est développée
pour N phases gouvernées par des équations d’état de type gaz raide, données par les relations (1.27).
Dans le cas N = 2, qui est présenté dans ce paragraphe, la procédure de relaxation est directe. On
cherche & résoudre les équations sur les énergies phasiques

daiprer O
o o
(3.52)
dagpaey Oy
o~ Pl

L’intégration de ces équations entre les bornes 0 et At, avec At le pas de temps du pas convectif,
donne les expressions

At
(arprer)” — (auprer)’ = —/ prdt
0
(3.53)

At
(aopaea)” — (azpaes)’ = / prdt
0
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oo
Nous effectuons le changement de variable doy = @—tldt pour obtenir les expressions
o
(uprer)” — (alplel)o = = prda;
0
1
(3.54)
o]
(aapaea)” — (azpres)’ = prdas
0
(03

1

Une approximation trapézoidale est utilisée pour 1’évaluation des intégrales des expressions précé-
dentes

af 0 *
P+ p
/ prda; ~ L1 (af — o) (3.55)
af 2

Puisque les deux phases sont gouvernées par des équations d’état de type gaz raide, I'énergie de
chaque phase vérifie

2

D+ VkPk, u
DT WPRoe | o pp 2k (3.56)

e — 1 2
On remarque que les masses oy, py, et les vitesses u;, sont constantes durant la procédure de relaxation

des pressions. Les équations (3.54) peuvent alors étre manipulées pour devenir

Ak PKCEr = Ok

)+ p; Aoy

of (pF + MP1oe) — o) (B + Np1,00) — = — (11— 1) 5

(3.57)
0 *

_|_
pil pI Aal

2

oit Aag = af — Y. Puisqu'une relaxation instantanée est effectuée, les pressions sont égales entre
elles a 'instant At, d’ott 'on déduit 'égalité p] = p3 = p; = p*. Le systéme précédent nous permet
d’obtenir une équation du second degré sur Aoy

o (P + Y2p2,00) — @9 (DY + Yop2,00) — = (72—1)

Ag+ A1Aaq + Ag (Aa1)2 =0 (358)
avec
Ao = afaj (p} — 1)
_ 1.9 0 B 0
A = (@ (e +1) () +p2ee) + (12 = 1) (7 + P20)) 359)

+a (v +1) (P + pro) + (71 — 1) (p? + P1,sc)))

1

Ay = 5 (1 = 2) P+ (2 + 1) M1p1,00 — (71 + 1) 12P2,00)

Notons que la positivité du discriminant A = A% — 44y A n’est pas assurée dans cette équation, et
donc que nous ne sommes pas certains d’obtenir une solution avec cette méthode. Remarquons aussi
que, lorsque nous cherchons les racines de ce polynéme, des erreurs d’arrondis peuvent survenir du
fait des différences d’ordres de grandeur entre A; et v/A d’une part (avec A = A2 — 4ApAy), et la
différence | Ay | —V/A d’autre part, ce qui peut mener a des problémes numériques. Ces racines seront
donc évaluées en utilisant les formules suivantes pour éviter ce probléme numérique

24,

|A1\+\/Z
|A1|+\/Z

da] = —sign (A1) 2,

day = —sign (Ap) (3.60)
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Il faut maintenant déterminer quelle racine utiliser pour obtenir la fraction volumique aprés re-
laxation des pressions. Tout d’abord, I’équation (3.57) permet d’obtenir la relation suivante entre les
pressions et la variation de la fraction volumique

L (m—1 Y +1 1 (-1 Y2 +1
(P(f —Pg) = <@ < 5 Pl + 5 P} +’Ylp1,oo> + 0 ( 5 P+ 5 ) +Y2P2,00 | | Ay
1 2
(3.61)

Remarquons que le signe de Aa; est le méme que celui de p§ — pJ. La racine est donc choisie de la
maniére suivante :
- Si les racines sont de signes différents, nous prenons la valeur qui a le méme signe que pY — p
- Si elles ont le méme signe, nous prenons la valeur qui vérifie a(l) + Aaj € [0,1].

La valeur de la fraction volumique aprés relaxation, o, est donc obtenue. Les équations (3.57) sont
alors utilisées pour mettre & jour les énergies phasiques et finir le processus de relaxation.

Relaxation a temps fini (¢, > 0)

Une méthode de relaxation des pressions a temps fini est maintenant développée. Pour cela, on
cherche a résoudre implicitement le systéme d’équations différentielles ordinaires (3.51) a l'instant du
pas de temps convectif At.

Le systéme (3.51) est transformé pour utiliser les pressions comme variables d’état. Ce nouveau
systéme d’équations différentielles ordinaires peut étre déduit du systéme (3.1) et s’écrit

0

9 (agp2) = 0 (3.62.2)
ot 202) = .0Z.
Ouy _

822 o

o 0 (3.62.4)
8p1 1 CH

== - 62.
ot Ep QDT (p1 = p2) (3625
8]92 1 02[

=2 = — - 62.
ot Ep Q2P] (1 = p2) (3.62.6)
8051 11

= (p— 62.
o = (p1 — p2) (3.62.7)

Nous rappelons que Cy, ; est le module de compressibilité de la phase k a l'interface entre les phases
et s’écrit, pour les lois d’état de type gaz raide, sous la forme Cy 1 = i (pr + Pk,o0)- Il ne semble pas
possible de trouver une solution analytique & ces équations, puisque la pression interfaciale p; n’est
pas constante durant la relaxation. Les équations (3.62) sont donc discrétisées sous la forme suivante,
ol 'exposant 0 indique une valeur avant la procédure de relaxation, et *x indique une valeur apres
relaxation
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Pl It . e
At Ep aipy 1 2
* 0 *
P — Py 1 2 (p] + P2,c0) (pt — pi
= ——F o (P p) (3.63)
At ep (1—af)p;
* 0
oj—eg 11,
At €p P} (PY — 1)

Ces équations sont résolues en utilisant une méthode de Newton, ce qui permet d’obtenir les valeurs
des pressions p;. et de la fraction volumique aj apres relaxation des pressions.

3.5 Reésultats numériques et validation

3.5.1 Probléme d’interface

On g’intéresse tout d’abord a I’'advection de I'interface entre deux fluides purs, afin de s’assurer que
le type de relaxation effectué n’influe pas sur ce phénomeéne : puisque les phases sont séparées, il ne doit
pas y avoir de retour a l'équilibre. Ce cas-test consiste en un tube de longueur 1 m, rempli & gauche
de I'interface (x < 0.5m) d’eau et a droite d’air, oi les deux phases ont une vitesse de 1000 m.s'. Les
valeurs initiales du probléme sont résumées dans la table

état gauche état droit
p1 = BH0kgm™3 p1 = 50kgm3
p2 = 1000kgm~3 p2 = 1000kg.m™3 (3.64)
v = 1000m.s™! v = 1000m.s™! '
p = 10°Pa p = 10°Pa
o = 1078 ap = 1.0-10"8

Les fluides ne sont pas tout a fait purs dans ce cas-test, mais une petite fraction de la phase dispersée
est présente de chaque coté : les solveurs de type VF-Roe ne sont pas adaptés aux fluides purs, et ceci
pourrait mener a des échecs numériques. Chaque phase suit une loi d’état de type gaz raide, dont les
coefficients thermodynamiques sont les suivants

Yair = 1.4 Pair,co = 0Pa

Yeauw = 4.4 Peauoco = 6.010%Pa (3.65)

Le calcul est effectué sur 1001 noeuds, en utilisant le modéle a sept équations sans relaxation, avec
relaxations instantanées et avec relaxation a temps finis, oi1 nous prenons e, = 10 %set e, = 107*s. Les
résultats pour la masse volumique, les vitesses, les pressions et les fractions volumiques sont présentées
sur la Figure 3.1. Aucune différence n’est remarquée entre les différentes méthodes de relaxation, ce
qui valide les méthodes présentées dans les paragraphes précédents pour ce type de probléme.
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F1G. 3.1 — Advection d’une interface entre fluides purs. Résultats aprés 200 us, sur un maillage de 1001

neeuds
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3.5.2 Problémes multifluides
Tube a choc

Considérons maintenant un tube & choc eau-air, qui est un cas-test proposé par Murrone [66]. Ce
cas-test consiste en un tube de longueur 1.2m, rempli d’'un mélange homogéne d’air et d’eau, avec une
fraction volumique a7 = 0.5 homogeéne le long du tube. La partie gauche du tube (z > 0.7m) est a
haute pression, alors que la partie droite est sous pression atmosphérique. Les conditions initiales de
ce cas-test sont les suivantes

état gauche état droit
p1 = BH0kgm™3 p1 = 50kgm3
o = 1000kgm=3 | py = 1000kg.m3
Z = Oms~! v = Oms! (3.66)
p = 10°Pa p = 10°Pa
a1 = 0.5 o] = 0.5

Les deux phases sont & nouveau gouvernées par les équations de type gaz raide. Pour déterminer le
temps de relaxation des vitesses, la viscosité dynamique de I’eau est égale & o = 1.01073 Pa.s, et nous
supposons que le rayon des bulles est donné par R = 510~%m. Afin de connaitre & priori la masse vo-
lumique et la vitesse relative, nécessaire pour le calcul du nombre de Reynolds, un solveur de Riemann
exact pour les équations d’Euler [89] est utilisé, ce qui permet de simuler des chocs monophasiques pour
I'eau et I'air, avec les données initiales présentées ci-dessus. Les valeurs des variables d’état & x = 0.7
sont récupérées. On obtient pour les masses volumiques pq; = 28.8 kg.m_3 et Peay = 910kg.m_37
pour les vitesses gy = 2770m.s71 et Ueqy, = 232m.s71, et pour les pressions pg;, = 4.6110% m.s™!
et Pequ = 4.56 108 m.s~!. Pour I'évaluation de Re, nous avons pris ag, = 0.5, ce qui donne, selon les
formules du paragraphe 1.3.2, Re = 1.1510%, Cp = 2.641072 et enfin ¢, = 2.05107°s. Le temps de

relaxation des pressions est lui égal a ¢, = 2.11 1077 s.

Les calculs sont effectués sur un maillage de 1201 nceuds, en utilisant des méthodes de relaxations
en utilisant comme condition CFL la valeur min(0.0057,0.8), ot n représente le nombre d’itérations.
En effet, une condition CFL égale a 0.8 dés le début du calcul peut mener & des échecs numériques
lors de chocs violents : les vitesses des ondes sont sous-estimées au début du test a cause des vitesses
initiales nulles. Les résultats apres 200 us sont présentés sur la Figure 3.2 pour les relaxations instan-
tanées et les relaxations a temps finis.

La solution se compose d’une détente, d’une surface de contact et d’un choc. Les résultats obtenus
avec les relaxations instantanées sont en excellent accord avec ceux de Murrone [66], qui avait également
réalisé ce test en utilisant des méthodes de retours immédiats a I’équilibre pour les vitesses et les
pressions. Lorsque 'on compare les résultats obtenus avec les différents modéles de relaxation, on
s’apercoit qu’au niveau du contact, les vitesses et pressions sont égales, alors que dans les zones de
détente et de choc, on note une différence entre les résultats obtenus avec des relaxations instantanées,
et ceux obtenus avec des relaxations & temps finis. En effet, les vitesses et les pressions des phases
sont strictement identiques entre elles pour les relaxations instantanées, alors qu’elles sont différentes
a la fois dans la zone de choc et celle de détente pour des temps de relaxation non nuls. De plus, on
remarque un pic de la vitesse de l'air dans la zone de choc; ce phénoméne sera retrouvé lorsqu’on
utilisera une approche par modéle réduit dans le chapitre 4. La fraction massique n’est pas constante
dans la zone de choc; ce phénomeéne sera étudié dans le chapitre 5. La seconde variation de cette
fraction, au niveau du contact, est un effet transitoire, qui se déplace vers la droite et s’atténue dans
le temps.
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Mélange p1 (kgm™>) | po (kgm™3) | oy
Epoxy-Spinel 1185 3622 0.595
Epoxy-Enstatite 1185 3622 0.54
Epoxy-Périclase 1185 3584 0.569
Uranium-Molybdéne 18930 10208 0.814

TaAB. 3.1 — Données initiales pour les différents problémes d’"Hugoniot.

Propagation d’ondes de choc

Nous souhaitons maintenant valider nos méthodes de relaxation & partir de données expérimentales.
On s’intéresse donc au probléme d’Hugoniot pour des alliages solides. Ce probléme consiste en un tube
d’alliage sur lequel frappe un piston, comme schématisé sur la Figure 3.3. De nombreuses expériences
ont été réalisées sur ce probléme, et un grand nombre d’entre elles ont été regroupées par Bushman,
Lomonosov et Khishchenko [11]. Des résultats d’expériences de Marsh [63], qui a mesuré la vitesse du
choc, ainsi que la pression, le volume spécifique et la fraction volumique aprés le choc, sont utilisés
pour la validation des calculs. Des calculs numériques sur ce probléme ont été réalisés & de nombreuses
reprises par Saurel et al. [77, 80, 30].

——
—t Mélange
— . ;i
diphasique
Piston Onde de choc

FiG. 3.3 Principe du probleme d’Hugoniot.

Nous réalisons nos simulations numériques sur des maillages de 5000 noeuds, avec un nombre de
CFL de 0.8, sauf aux premiéres itérations ou il est égal a 0.005n, avec n le nombre d’itérations, afin
d’éviter les échecs numériques dus a la discontinuité initiale entre le mélange & 1’état initial et la condi-
tion au bord d’impact du piston. Les valeurs du coefficient de trainée et de la viscosité de compaction
n’ont pas été trouvées pour les différents mélanges étudiés, ce qui nous empéche d’utiliser les équa-
tions (1.56) et (1.64) pour déterminer les temps de relaxation. Ils ont donc été fixés arbitrairement a
Ep = 107 2set g, = 10 7s.

Des cas-tests sont effectués sur des mélanges d’époxy-spinel, époxy-enstatite, époxy-périclase et
uranium-molybdéne & pression p = 10° Pa. Les données initiales pour ces cas-tests sont données dans
la Table 3.1; chaque matériau est modélisé par des équations de type gaz raide dont les parameétres
thermodynamiques sont présentés dans la Table 3.2. Les simulations sont réalisées en utilisant des vi-
tesses de piston allant de 500 & 4000 m.s~!, sauf pour le mélange uranium-molybdéne ot les vitesses du
piston sont comprises entre 300 et 2400 m.s~!. Les Figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 présentent les différents
résultats pour le modeéle & deux vitesses et deux pressions, avec relaxations instantanées et relaxations
a temps fini. Les différences entre les résultats sont surtout visibles lorsque l'on regarde la fraction
volumique.

Les différentes figures montrent que les méthodes de relaxations instantanées et celles de relaxa-
tions a temps finis donnent des résultats équivalents et en bon accord avec les données expérimentales.
L’écart entre les deux modeles est inférieur a la dispersion des résultats expérimentaux, mais il semble
que les relaxations & temps fini donnent des résultats qui semblent un peu plus proches des données
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Matériau v | pxo (Pa)
Epoxy 243 | 5.310”
Spinel 1.62 | 1.4110'

Enstatite | 2.14 | 4.0610'

Périclase | 3.49 | 4.5710%

Uranium | 3.17 | 4.04 10

Molybdéne | 2.98 | 9.331010

TAB. 3.2 Propriétés thermodynamiques des différents matériaux utilisés pour les problémes d’Hugo-

niot.

expérimentales, surtout pour les grandes vitesses d’impact. Ceci est vrai notamment en ce qui concerne
le mélange époxy-spinel (Figure 3.4). Les résultats de ce modele aussi des données expérimentales, par
rapport au modeéle avec relaxations instantanées, pour le mélange époxy-enstatite (Figure 3.5). On
remarque cependant des divergences avec les résultats expérimentaux, notamment en ce qui concerne
la fraction volumique. Les différentes méthodes de relaxation donnent en revanche des résultats numé-
riques trés proches pour les mélanges époxy-périclase (Figure 3.6) et uranium-molybdéne (Figure 3.7),
sauf en ce qui concerne les fractions volumiques, ot nous ne pouvons pas conclure quant au meilleur
modeéle. Une explication possible de ces résultats est le fait que les temps de relaxation utilisés sont
trop petits pour obtenir des différences visibles pour ces mélanges.
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Fic. 3.4 Probléme d’Hugoniot pour un mélange époxy-spinel.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le modeéle & deux vitesses et deux pressions pour la simulation des écoulements
diphasiques a été présenté. Ce modeéle a I’avantage d’étre hyperbolique, et il est une alternative sérieuse
a l'utilisation du modéle bi-fluide a une pression et deux vitesses.

Des méthodes de relaxations & temps finis ont également été développées pour la relaxation des
pressions et des vitesses lorsque I'on utilise le modéle a deux vitesses et deux pressions. Ces méthodes
permettent de voir certains phénomeénes physiques, comme la variation des fractions massiques dans
les zones de choc, et nous avons montré que des relaxations & temps finis donnent des résultats plus
proches des données expérimentales que des relaxations instantanées lorsque la propagation d’ondes
de choc dans des mélanges solides est étudiée.
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Chapitre 4

Modéles réduits pour la modélisation des
déséquilibres mécaniques
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4.1 Introduction

La simulation des écoulements diphasiques se fait généralement au moyen de modéles a une vitesse
et deux pressions. La littérature est importante a ce sujet (Par exemple [31, 28, 62]) et de nombreux
codes industriels, comme Neptune [39], utilisent ce modeéle. Cependant ce modéle est non-hyperbolique
[84] et peux mener & des problémes mal posés.

Une alternative est d’utiliser un modeéle a deux vitesses et deux pressions puis d’appliquer des mé-
thodes de relaxations. Cette méthode a été présentée au chapitre précédent ; le modéle convectif utilisé
est alors hyperbolique, mais cette procédure & pour principal inconvénient son cott en terme de temps
de calcul.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode qui provient du cheminement inverse. Un
modeéle & une vitesse et une pression seulement sera en effet utilisé. Celui-ci a déja été étudié dans
[49, 67| entre autres. Mais puisqu’il ne posséde qu'une seule vitesse sous sa forme classique, il n’est pas
adapté a la modélisation des écoulements complexes incluant des phénoménes de contre-courants.

107



108 Chapitre 4. Modéles réduits pour la modélisation des déséquilibres mécaniques

On utilisera donc le modeéle (2.105), qui est le résultat d'un développement de Chapman-Enskog a
I'ordre un; la procédure pour I'obtenir a été présentée dans le paragraphe 2.3. On montrera dans ce
chapitre que ce modéle est hyperbolique et dissipatif. De plus, méme s’il ne posséde qu’une vitesse, les
termes du second ordre permettent de prendre en compte les déséquilibres de vitesse entre les phases.
Une approximation numérique de type volumes finis, utilisant une approche par pas fractionnaires, sera
également présentée : elle consiste & d’abord résoudre numériquement le pas convectif, qui ne prend en
compte que la partie hyperbolique du systéme, puis le pas dissipatif dans un second temps. Quelques
cas-tests numériques seront enfin présentés, qui mettront en évidence la capacité du modéle & prendre
en compte les phénomeénes provenant des déséquilibres de vitesse.

4.2 Propriétés mathématiques du modéle

Le modele étudié est le modele dissipatif a cinq équations (2.105). En utilisant le vecteur des
variables conservatives W =t (pY1, p, pu, pe, a1 ), nous pouvons écrire ce systéme

OO 1 div (pYau) = —div (p¥iYou,) (4.11)
dp . -

o + div (pu) =0 (4.1.2)
opu .

-5 v (pu®@u)+Vp=0 (4.1.3)
dpe . .

—p T div ((pe+p)w) = div ((hz — 1) pY1Y2u,) (4.1.4)

D
(a102 + CMQCl) % + a1 (Cl — Cg) divu =

(Y1a102 — Yg&gC’l)QT.Val — 109 (Cl diV (YQQT) + CQ diV (Ylgr))

a1Y; a9Ys
— <a1a2 + < L B 2) (Y1 — al)) u,.Vp (4.1.5)
p2R2  P1R1

avec la vitesse relative u, définie par

5 (p1 —p2) Vp = euTVp (4.2)

Etudions tout d’abord quelques propriétés mathématiques de ce modéle. Pour simplifier les écri-
tures, quelques manipulations algébriques sur le systéme (4.1) sont effectuées pour le réécrire en uti-
lisant le vecteur d’état entropique @ = t(s1,82,u,p,Y1). Le systéme suivant est alors obtenu, avec

Y —«
a, = ¥Vp
P
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D81 Y2

o7 = <—Y2Q,,_.VS1 + Y1T1Q72"> (4.3.1)
Dso Y

o = Eu <Ylg7,.V82 + YQTQQ3> (4.3.2)
Du 1

— 4+ -Vp= 4.3.3
Dt + 0 P=9g ( )

D
(OqCQ + CMQCl) Ff + C1Cydivu

+ey ((a1YaCy — aY1CY) a, . Vp + C1Coa, . Vo + C1Cs (g div Yaa, — asdivYia,)) =

Y. Y>C
sup< 2 2) a? (4.3.4)
pP2k2 p1k1

Y]
6—151 + div (Yiw) = — 2 div (p¥1Yaa,) (4.3.5)
P

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas unidimensionnel pour décrire les propriétés mathé-
matiques du modéle. Ces propriétés sont néanmoins facilement prolongées au cas multidimensionnel.

4.2.1 Hyperbolicité

Si 'on ne considére que les termes différentiels du premier ordre dans le systéme (4.3), on peut
écrire ce systéme sous la forme

oQ 0Q
— 4+ A - = 4.4
ot + (Q) Oz 0 (44)
avec Q = t(s1,89,u,p,Y1) et A (Q) qui s’écrit
vw 0 0 0 0
0O w 0 0 O
1
A (Q) =10 0 wu p 0 (4.5)
0 0 pe2 u 0
00 0 0 u

Le polynome caractéristique de cette matrice s'écrit alors P (\) = (u — A)? ((u —N)? - 62), ou ¢

est la vitesse du son dans un mélange diphasique [93, 24|, définie par I'équation

aq Qg
L _ n 4.6
pt pici pacs (4.6)

Les valeurs propres du systéme (4.4) peuvent donc étre exprimées

A1 (Q) =u—=¢
22 (Q) =X (Q) = (Q) =u (4.7)
As (Q) =u+¢

Toutes ces valeurs propres sont réelles. Les vecteurs propres a droite r. associés aux valeurs propres

J
Aj peuvent étre écrits comme suit
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0 1
0 0
n@=| ¢ r (@) =10
—pc? 0
0 0
(4.8)
0 0 0
1 0 0
r3 (Q) = 8 r, (Q) = 8 r5 (Q) = ¢
pe
0 1 0

Les valeurs propres du systéme (4.3) sont toutes réelles, et leurs vecteurs propres associés engendrent
IR®. Le modéle est donc hyperbolique.

Les vecteurs propres a gauche sont choisis [; (Q) de maniére a ce que nous ayons la propriété

l; (Q) I, (Q) = 0;5. Ceux-ci se lisent

0
0 1
1 0
L (Q) = 2 L (Q)=|0
_ 0
2pc2 0
0
(4.9)
0
0 0 0
1 0 1
Q) =10 L (Q)=1| 0 I5(Q) = %
0 0
0 1 2%62

4.2.2 Structure des ondes

On rappelle dans ce paragraphe le travail de Murrone [66] qui montre que les champs caractéris-
tiques associés a la valeur propre u sont linéairement dégénérés, alors que ceux associés aux autres
valeurs propres sont vraiment non-linéaires. La définition de ces notions peut étre trouvée dans [35].
On peut tout d’abord écrire cette proposition concernant les ondes de vitesse u — ¢ et u + ¢

Proposition 8 : Les champs caractéristiques associés aux ondes de vitesse \; (Q) =u—=¢Cet
A5 (Q) = u 4+ ¢ sont vraiment non-linéaires : pour chaque état admissible () nous avons

VoM (Q) 1 (Q) #0 (4.10)
Vs (Q) 5 (Q) # 0 (4.11)

Preuve : on peut obtenir I’égalité suivante & partir des expressions des valeurs propres et des vecteurs
propres

VM (Q) 71 (Q) = V@M (Q) 15 (Q) =+ pig (412)



4.2. Propriétés mathématiques du modéle 111

o¢
La démonstration de la proposition 8 consiste a prouver que ’expression ¢ + pé— est toujours

dp
non-nulle. Pour cela, remarquons tout d’abord que la masse volumique du mélange p et la vitesse du
son dans le mélange ¢ vérifient les relations suivantes

2
1 Y,
=)k (4.13)
P = Pk
2
Z oo (4.14)
=1 Pk k)’

De plus, quelques manipulations algébriques nous permettent de montrer que la dérivée de la vitesse
du son dans le mélange ¢ peut étre écrite

2 (S ()5 )

Si 'expression ¢ est dérivée en fonction de la pression p, I'expression suivante est obtenue avec I'aide
des équations (4.13) et (4.14)

06 ) o [ Y 0 (<Y
é4 pe— = ¢ — pé = k) 2k 4.16
P op P ( 2 0Op ;(pkck)Q Pop ;Pk (4.16)

é+pcg—2;=é—p63<(p§)2§:yag<( 1 ) pz < >> (4.17)

Pk Ck

Opx

8—> , et introduisons la notation ¢, =
D

1
Rappelons que la vitesse du son est définie par Z = <
k

Jc . . .
<—k . L’utilisation de ces expressions permet alors d’écrire

Op

L0 O = 2 (Lt preatie) | o~ Vi
C+pt— = ¢—pc ( 5 Z +p272 (4.18.1)

o k=1 Pic i (Prck)
2
. . Vi (L4 prextn) | 1
= ¢—p&® [ —(pe)? Z 51 + —5 (4.18.2)
1 PrC P
2\ Y, (1+ prerte)
A~ k kCEVE
= &) - (4.18.3)
k=1 PkCk
. . Jcy, : : L
Si I’hypothése ¢ = B > 0 est introduite, alors on peut en déduire (14 prextdr) > 1, et
P
donc
o¢
é+ péae >0 (4.19)
Ip

Pour les équations d’état de type gaz raide, I'hypothése i > 0 est équivalente & v, > 1, ol Y
est le rapport des chaleurs spécifiques de la phase k. Cette hypothése est donc vérifiée pour ce type
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d’équations d’état.
On s’intéresse maintenant aux champs caractéristiques associés a 'onde de vitesse u.

Proposition 9 : Le champ caractéristique associé a ’onde de vitesse Ay (Q) = A3 (Q) =\ (Q) =u
est linéairement dégénéré : pour i € {2,3,4} et pour tous les états admissibles @ nous avons Iégalité

Vol (Q) r; (Q) =0 (4.20)

Preuve : Selon I'expression des valeurs propres \;, i € {2, 3,4}, 'égalité suivante peut étre écrite

Vi (@) 1, (Q) =(0,0,1,0,0) .1, (Q) (4.21)
et le résultat de la proposition 9 est obtenu en remplacant les vecteurs r,; (Q) par leurs expressions
(4.8).
4.2.3 Invariants de Riemann

Les invariants de Riemann w (Q) du systéme convectif du modeéle (4.3) sont déterminés dans ce
paragraphe. Ceux-ci sont définis par les équations

Vow (@) 4 (@) = 0 (1.22)

Considérons tout d’abord les invariants de Riemann associés a la valeur propre Ay (Q) =u—¢. Si
I'on cherche des invariants w tels que Vgw est colinéaire aux vecteurs propres a gauche [, (Q) I3 (Q) et
U (Q) I'expression (4.8) du vecteur propre r; (Q) permet de voir facilement que les entropies phasiques
s1 et s et la fraction massique Y7 sont des invariants de Riemann pour cette phase. I.’évaluation du
dernier invariant de Riemann, dont le gradient Vgw doit étre colinéaire au vecteur [y (Q) donne

1
w=1u-+ / —dp (4.23)
p P€

Les invariants de Riemann associés a la valeur propre A; (Q) = u — ¢ sont donc

1
{51,52,}/1,u+/—Adp} (4.24)
p PC€

Examinons maintenant les invariants de Riemann associés & la valeur propre Aj (Q) =u+¢. La
méme procédure que précédemment donne les quatre valeurs suivantes

1
{817827}/1)u_/_Adp} (425)
p PC

Enfin, les invariants de Riemann associés a 'onde de vitesse u sont facilement trouvés. Ce sont

{u,p} (4.26)

4.2.4 Entropie mathématique

Nous montrons dans ce paragraphe que le modéle & cing équations obtenu par les développements
de Chapman-Enskog & l'ordre un vérifie le principe d’entropie, et plus précisément que les termes du
second ordre engendrent une production d’entropie physique pour chaque phase. Ce systéme posséde
donc deux entropies indépendantes. Du point de vue mathématique, cela se traduit par les deux pro-
priétés suivantes relatives aux entropies phasiques s; et so du modeéle (4.3)
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Proposition 10 : Les paires (—a1p181, —1p1811) et (—aeopass, —aspaseu) sont des paires entropie
- flux d’entropie pour le systéme (4.3) privés de ses termes du second-ordre, tout comme les combinai-
sons convexes de ces deux paires.

Proposition 11 : Les paires (—a1p181, —1p1811) et (—aepass, —aspaseu) sont des paires entropie
- flux d’entropie consistantes avec les termes du second ordre du systéme (4.3).

Preuves : Rappelons tout d’abord les équations (4.3.1) et (4.3.2), qui gouvernent les évolutions des
entropies spécifiques phasiques, et les équations sur les masses volumiques de chaque phase obtenues
a partir des équations (4.1.1) et (4.1.2)

0
i‘|‘UV51—EU <—

o a2> (4.27.1)

2
YT =

0
ﬂ‘i‘UVSQ—gu <Y1a .Vsg +

i,
4.27.2
ot Y2T2 > (4.272)

0 . :
g (a1p1) + div (a1p1u) = —g, div (pY1Yaa,) (4.28.1)

0
5 (qvop2) + div (agpou) = g, div (pY1Yaa,)  (4.28.2)

Ces équations peuvent étre combinées pour obtenir les équations qui gouvernent les entropies de
chaque phase ayppsk

0

. ) Y-
~ 5 (a1p1s1) — div (1p1siu) = gy <d1v (pY1Y2s10a,) — %Q%) (4.29.1)

0 : : Y]
5 (apase) — div (agpasau) = €, <— div (pY1Yasaa,) — %Q?) (4.29.2)

Si 'on ne tient pas compte des termes d’ordre ¢,, ces équations peuvent étre simplifiées

0 .
5 (a1p1s1) — div (agp1siu) =0 (4.30.1)
0 .
~ 5 (qapasa) — div (agpassu) =0 (4.30.2)

ce qui donne le résultat de la Proposition 10. Montrons maintenant que ces paires sont consistantes
avec les termes du second ordre. Nous rappelons qu’une entropie mathématique n (Q) est consistante
avec des termes du second ordre s'il existe trois fonctions réguliéres G (Q), H (Q, VQ) et S (Q) qui
vérifient 1’équation

on (Q)

5 TVG(Q) =VH(@QV.Q)+S5(QVQ) (4.31)

oun G (Q) est le flux défini dans la paire entropie - flux d’entropie et S (Q, V. Q) < 0. Dans le cas
présent, selon les équations (4.29), nous prenons
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m (Q) = —a1p181 n2 (Q) = —agp2s2
G, (Q) = —aipisiu G, (Q) = —agpasou
(4.32)
Hy(Q,V.Q) = eupViYosia, Hy(Q,V.Q) = —eup¥iYasia,
Y: Y
$1@QVQ) = —aprd  S(@QVEQ) = —ewrd
1 2

ce qui conclut la preuve de la Proposition 11.

Une entropie de mélange peut alors étre définie : n = 11 + 1, et les fonctions G = G; + G,,
H=H,+H, et S =S5+ 5 y sont associées pour montrer que cette entropie est une entropie
mathématique consistante avec les termes du second ordre.

4.3 Approximation numérique

4.3.1 Meéthode a pas fractionnaires

On se place dans ce paragraphe au cas unidimensionnel. La solution du systéme (4.1) est approchée
en fractionnant ce systéme en plusieurs pas, comme 'ont effectué Guillard et Duval [40] pour un modéle
multiphasique isotherme comportant aussi des termes du second ordre. Le premier pas consiste a la
résolution du systéme convectif privés des termes du second ordre. Durant ce pas, le temps est avancé
d’un pas de temps At = "1 " Si le vecteur d’état est noté W = ! (pY1, p, pu, pe, a1), nous pouvons
écrire ce pas convectif

= n+1 n
= L VEW) + H(W") dive = B(W") (4.33)

o it , . L . N .y .
oun W représente la solution numérique du pas convectif et ou les différents termes s’expriment
comme suit

pYiu 8 0
pu pg
FEW)=| pi4p | HW)= : BW)=| pug (4.34)
(pe +p)u a0, 0
- 0
e a1Cy + aCh

. . . L1 . ~ n+l1 .
Une fois que la solution intermédiaire W est connue, nous effectuons un nouveau pas, qui sera
appelé pas dissipatif, et correspond a l'intégration des termes du second ordre. Ce pas s’écrit

Wn+1 . V~Vn+1

At = Dy (W', VW) Vagthe

+euDs (wnJrl,s’v'wnJrl,s) van—i—l,sHQ (4.35)

_Ech (wnJrl’ v'wnJrl)

ot Wnthe et WnThs gont des états intermeédiaires qui seront explicités dans la suite, et ou les
termes D,, Ds et D, s’écrivent



4.3. Approximation numérique 115

Yia1Co — Yoo O
Da(mv-w)zt(&o,o,o, 110 — Yo la)

05102 + 01201

Y — o a1Yr  aeYs
Dy (W, V.W =t<0,o,o,o,— <a a +< — > Vi —a >>
(W, V.W) p (a1Cs 4+ aCh) 1 p2ke  p1K1 o 2

D, (W,V.W) ="(V.(pY1Ysa,),0,0,V.((h1 — h) pY1Ysa,) , 10 (Cy div (Yaa,) + Codiv (Yia,)))

Le terme D, (W,V.W) .Va sera appelé dans la suite le “terme d’advection dissipative”, et le terme
D.(W,V.WV) sera nommé le “terme de convection dissipative”, car ils ont des formes analogues a des
termes d’advection et de diffusion, respectivement. Enfin, le dernier terme D, (W, V.W) ||Vp||? est
appelé “terme source dissipatif”.

Le développement des méthodes numériques a été effectué en utilisant des équations d’état de type
iy,

gaz raide pour les deux phases. Dans ce cas, le terme x; = (8—
Pk

> , qui apparait dans I’expression
Pk

1

du terme source dissipatif, peut étre écrit K, = W
Ye — 1) Pk

4.3.2 Pas convectif

Pour la résolution du pas convectif, (4.33) un schéma quasi-conservatif de type volumes finis est
utilisé. Il est basé sur les solveurs VFRoe-ncv [10]. Le probléme de Riemann peut étre écrit de la maniére
suivante, ou I'on utilise les indices L et R pour noter les états a gauche et a droite de l'interface

oQ Q
E+A(<g>) % =0
(4.37)
B Q z <0
Q(x,O)—{QZ x>0

avec Q = t(s1,82,u,p,Y1,), <.>= % et A (<Q>) la matrice définie par I’équation (4.5).
La solution approchée de 1’état & l'interface est notée Q*LR. Elle est donnée par
Qp = Qo+ Y (<) (Qp- Q)i (<@>)
A <0
(4.38)
= Q= X (<@>) (@~ Q) 1 (<Q>)

A >0

ou \; sont les valeurs propres (4.7), r; (Q) sont les vecteurs propres a droite (4.8) et [; (Q) sont les
vecteurs propres a gauche (4.9).

Pour résoudre numériquement le systéme, on transforme 1’équation sur la fraction volumique a;

8&1 8a1 109 (Cl - Cg) @

. = 4.
o "L TGyt anCy Oz (4.:39)
qui devient
aO41 0 a102 ou
- et S 4.40
ot " Ox (alﬂ) a1Cs + asCy Oz 0 ( )
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Cette réécriture sera justifiée dans la suite de ce paragraphe. Nous introduisons le vecteur d’état
sous la forme W =t (pY1, p, pu, pe, a1) correspondant & Q, et particulierement Efﬂﬂ la solution au
probléme de Riemann (4.37) entre les états Q, et Qi—H’ écrite avec les variables ¢ (pY1, p, pu, pe, aq).
Le systéeme a une vitesse et une pression peut étre écrit

oW  OF (W) ou
ot T os T2W g (4.41)
avec B (W) = ¢ (O, 0,0,0, _041—02) Regardons tout d’abord la partie conservative
a1Cy + axCy
ow 8F( )
=0 4.42
ot T o ox (442)

Cette partie est discrétisée sur chaque cellule du maillage

e () ()
At Az -

est la solution du probléme de Riemann linéarisé entre les états W, et W, . Le vecteur

(4.43)

ol W2+1/2
flux F (E;"]) peut étre exprimé comme suit

(Pylu)z+1/2
(pu)7,+1/2
i (—:-1-1/2) = (pu )z+1/2 + pz+1/2 (4.44)
((pe +p)w)it1 /2
(al):+1/2

La partie non conservative B (W) Iz est prise en compte en utilisant un schéma semi-implicite.
x

. 1, p ] . L. . . , .
Si I'on note E?Jr ¢ le résultat de la résolution numérique de la partie conservative, I’équation aux
dérivées partielles

80&1 . 05102 ou (4 45)
ot a1Cy + apCh Oz '
est approchée par I’équation suivante
(041)?rl - (041)?“’6 _ (041)?Jrl Cy (E?H) “;'F+1/2 - “;'11/2 (4.46)
At @) (W) + (1= ) o () A

et un algorithme de Newton est utilisé pour trouver les fractions volumiques (al)?ﬂ. Cette méthode
assure la positivité de la fraction volumique pour ce pas.

Solveur acoustique

Pour résoudre le probléme de Riemann, nous utilisons un solveur acoustique, qui a été développé
par Murrone et Guillard [67] pour le modéle multiphasique a une vitesse et une pression, plutot que
les solveurs VFRoe-ncv classiques. Ce solveur est choisi car il est plus robuste pour les écoulements
ou le nombre de Mach est faible [66]. Il consiste & linéariser les caractéristiques de chaque coté de la
discontinuité. L'intersection de ces caractéristiques donne les expressions de la vitesse et de la pression
a l'interface entre les états gauche et droit.
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Si 'on multiplie le systéme (4.37) par les vecteurs propres a gauche [; (Q), le systéme suivant est

obtenu
oQ oQ
t B E— =
L (Q). < 5t +A(Q) (%) 0 (4.47)
et peut étre réécrit sous la forme
Q) oQ
t . —— . = —
Lz (Q) : ( ot + )‘Z (Q) 833) 0 (4'48)

Introduisons les vecteurs Q*L et Q*R, qui représentent les états & gauche et a droite de la discontinuité
de contact, et linéarisons I’équation (4.48). On obtient alors

45(Q,) (@ -Q,) = 0

' (QR : Q}}_QR) =0 e

Les expressions (4.9) des vecteurs propres a gauche sont utilisées pour obtenir les deux équations
suivantes

pLéL (UE - uL) + (PE - pL) =0 (4 50)
PrCR (U —ur) + (PR —pPrR) = 0
Puisque 'on se place autour de la discontinuité de contact, on peut noter que u}; = up = u* et
P}, = pr = p*. Les expressions de la vitesse et de la pression a l'interface entre les deux états peuvent
donc étre obtenues

. PLCLUL + PRCRUR PR — PL
u ! CRUR _ _ P i (4.51.1)
pPLCL + PRCR pPLCL + PRCR
)+ = PLOLDLFPRCRDR _ PiCLPRCR (ur —ur) (4.51.2)

PLCL + PRCR PLCL + PRCR
Finalement, la solution a l'interface du probléme de Riemann est donnée par

QL si — < wup—¢L
Q* si — ¢ z *
&y ot ur —cr < 7 < u
x
* : * o
QR si U < n < up+¢r
| QR si up+ép < -—

Formulation de 1’équation sur la fraction volumique

Expliquons maintenant la réécriture de ’équation (4.39) sous la forme (4.40). Ceci a été effectué
plus, pour simplifier les écritures de ce paragraphe, les valeurs des interfaces gauche et droite de la
cellule seront notées (.)r et (.)g, respectivement. L’exposant n + 1 notant la solution de 1’équation
est également supprimé, et les notations Cj; = C (W) et o = aq sont introduites afin d’alléger les
équations. Puisque des équations d’état de type gaz raide sont utilisées, on rappelle I’expression du
module de compressibilité C, ; = (pkck)? = ((p); + Pk,o0)- Rappelons également I’équation (2.107.3)
qui définit la pression de cohésion du mélange po,
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TPso Y1P1,00 Y2P2,00
=« — 4+ (1 —a) —— 4.53
y-1  m-1 ( )72—1 (453)

Selon I’équation (4.43), I’énergie totale de mélange a l'instant n + 1 peut s’écrire
n At
(pe); = (pe)i =« (((pe)g+pr)ur — ((pe)p +pr)uL)
At YR u? .

= (pe); — Ar <<7R 1 (PR + Poo,r) + TR + PRUWO,R | UR (4.54)

L uj :
- <7L — (Pr o) + 5+ PLZO,L> QL>

On souhaite déterminer l’expression de la pression au temps n + 1, qui est définie par p; =
2
U
(vi—1)p (6 -5 io,i> — YiDPoo,i- Nous discrétisons I’équation (4.39) qui devient
o —alt QR — o; (1 — ;) (Cr5—Co) ugp — u
ol YR OL i i) (C1i — C) ug L _, (4.55)
At Az CYZ‘CZZ‘ + (1 — Oéi) Cl,i Az

et des manipulations algébriques détaillées dans ’annexe B donnent ’expression de la pression p;

YL >
pLur
L —1

pi  _ P _1 2y _ 2N (. omn ﬁ _
P = L)~ ()] — (o = i) + g (2 goan

A (e (i1 = i) (Cri — Cay) (u — up)
Ax \ 7 —1 RER LEL aiogﬂ‘—i-(l—ai) Ci R L

V2P2,00 a; (1 —a;) (Cri — Chai)
12P200 (7 _ —(1- —(1- i _
T <( ag)ur — (1 —ag)ug < 0:Coi (1 — ) Co (ur —ur)

(4.56)
Dans ce cas, si I'on suppose que la pression de cohésion pq o, est beaucoup plus grande que ps o, ce

qui est le cas si la phase 1 est un liquide et la phase 2 est un gaz, les erreurs d’arrondis présentes dans la
Y1P1,00

seconde ligne de I'expression (4.56) vont se propager trés rapidement, & cause du terme qui est

beaucoup plus grand que les autres termes de ’expression. Ceci est & I'origine d’instabilités numériques.

Au contraire, ’équation (4.40) est discrétisée de la maniére suivante

o — ol n QRUR — QLU a;Co; UR — Uy,

=0 4.57
At Az * OéiCzZ‘ + (1 — Oéi) Cl,i Az ( )

A partir de cette équation et de I'équation (4.54), nous obtenons l’expression de p; au temps n + 1
aprés de nombreuses manipulations algébriques décrites dans 'annexe B

P I L) () — (s — i) + A o
P = P L)~ ()] (s = i3) + e (T gmun = i )

At <’71p1,oo i Chi Vo200 (1 —aq) Oy > (ug — up)
Az \m—10Coi+(1—-0;)Cii 72 —1a;Coi+ (1 —0y)Ciy
(4.58)
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Y1P1,00

o 71—
Q2,0 , dont I'ordre de grandeur est w

a;Coi + (1 — o) C1 4 D100

Y1P1,00 a;Cy;

1 —10Co+ (1 —0a;)Cry

Ainsi, si p1oo >> P2,oo €t Pl >> p, le terme est multipli¢ dans ce cas par le terme

<< 1. Les erreurs d’arrondis ne se

propagerons donc pas dans ce cas, car le terme n’est pas prépondérant

dans cette expression.

4.3.3 Pas dissipatif

Le pas dissipatif vise a la résolution des équations aux dérivées partielles qui ne comporte que les
termes dissipatifs. Le systéme a résoudre s’écrit alors de la maniére suivante, en utilisant les variables
)4 t
d’état ' (pY1, p, pu, pe, 1)

OpY;
ot

dp

ot

= —g,div (pY1Yaq,) (4.59.1)

=0 (4.59.2)

Opu

_ 4.59.
. 0 (4.59.3)

Ope

8t = &u div ((hg — hl) pY1Y2Q7,) (4594)

Oo
(a1 Co + aaCh) 6—151 = (Y1010 — Yoo (1) a,.Vay
—ajay(Cy div (Yaa,) + Cadiv (Yig,)))

Y, — Y; Y;
e (o (S22 3 )l (4505
p P2R2 P1R1

La masse volumique du mélange p et la quantité de mouvement pu ne varient lors de cette étape.
Le systéme précédent peut donc étre simplifié, et s’écrit en fonction des variables t (Y1,14, o)

aY; Eu .

8—t1 = —?dlv (pY1Yaa,) (4.60.1)

oi = % div ((hy — h1) pY1Yaa,) (4.60.2)

ot = P 2 1)priraa, -0U.
8(11

(ang—i—agC’l)W = su((Ylang—YgagCl)gr.Val

—011052(01 div (}/QQT) + 02 div (YIQT)))
Y1 —«o 1Y a9Ys
—ey——— ; ! <a1a2 + ( =2 2) (Y1 — 041)) IVpl[* (4.60.3)

pP2K2 p1k1

Ce systéme est résolu en utilisant a nouveau une méthode & pas fractionnaires, ou les différents
pas concernent le terme d’advection dissipative, le terme source dissipatif, puis le terme de convection
dissipative. Le premier systéme résolu ne posséde donc que le terme d’advection dissipative, et s’écrit
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Y

% = 0 (4.61.1)
% =0 (4.61.2)
dar fu (Yia1Cy — Yaa5C1) a,.Vay  (4.61.3)
ot B OqCQ—i-aQCl 152 252%1) S ! o

La partie concernant le terme source dissipatif est ensuite résolue

oY,
E 1.62.1
ot (162,
i

a - 1.62.2
ot (162.2)
day €y Yi—o Y] aYs )

o - Yy — v 4.62.3
5 T aGiac o (mee (S TR0 an) ) IV (1623

et finalement nous cherchons & résoudre le systéme contenant le terme de convection dissipative

Y] Eu .

8—t1 = —?dlv (pY1Yaa,) (4.63.1)
0i Eu .

- = —div ((hg - hl) pY1Y2Qr) (4632)
ot P

91 Sy (Crdiv (Vaa,) + Cadiv (Yia,)) (4.63.3)
o a102+a201041042 141V (ra2a,. 2 dlv (Fia, -09.

Les méthodes de résolution numérique de chaque systéme sont présentées dans les paragraphes
suivants.

Pas d’advection dissipative

Durant cette étape, la fraction volumique ag est la seule & évoluer. L’équation & résoudre s’écrit

8a1 + YQC!QCl - Y1a102

NVa; =0 4.64
8t “u a102 + a201 G a ( )

., ~ n+1 . , . . 4
Les vecteurs d’état W, , qui représentent les solutions du pas convectif, sont connus. Cette équa-
tion peut étre résolue en utilisant un schéma explicite "upwind" & 'ordre 1. Dans le cas unidimensionnel,
elle est discrétisée de la maniére suivante, en notant @ = a3 et Y = Y; par souci de lisibilité

Q‘Tfj“ i (W) T (W) =0 (4.65)

. . . . . . = n+1 ,
On cherche la valeur de la fraction volumique «;. La vitesse d’advection dissipative ug; (m ) s’ex-

prime de la maniére suivante

Vs Gl Gmtl _ gl g b Gmel o
(WnH) Eu (1 -v ) (1—a" ) e =y a0y, vt gt (Pt — o)
Yai \B2 ) = A . = . P — pi
“ 2Ax GG 1 (1= gL Ot Fas i+1 ~ Pic1

Z (4.66)
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et le gradient de la fraction volumique est approché par

s+l _ ~ntl .
A i Ug, (E"H) >0
Va (VV"“) - A7 (4.67)
_ sntl _ sntl B '
% i Ug, (E"H) <0
T

Le schéma est explicite, et une condition CFL doit étre appliquée pour en assurer la stabilité. Le
nombre de CFL doit étre inférieur & 1, ce qui signifie

A
At < min v
1<G<N | ug; |

(4.68)

En pratique, cette condition est généralement vérifiée. Cependant, si ce n’est pas le cas, nous
réduisons le pas de temps pour cette étape et des sous-itérations sont effectuées jusqu’a ce que le pas
de temps de I’étape convective soit atteint. Ceci permet d’assurer que la fraction volumique reste dans
'intervalle [0, 1].

Pas de traitement du terme source dissipatif

A nouveau, seule la fraction volumique «y varie durant cette étape, comme le montre le systéme
(4.62). L’équation qui doit étre résolue numériquement s’écrit

dayy YI—o < (alYl a2Y2> > )
ot~ °© o + - Yi—ai1)) ||V 4.69
ot uP (ach + a201) 1 P22 P1R1 ( ! 1) H pH ( )

Puisque 'on suppose que chaque phase est gouvernée par une loi d’état de type gaz raide, cette
équation peut étre simplifiée et réécrite

day Yi —a

ot Vi(ye—1) —aYa(n—1)) (N1 - 2 4.70
ot ) p (102 + aaCh) (@102 + (11 (32 = 1) = a2¥2 (31 = 1)) (Y1 — aa)) [V (4.70)

On connait les variables d’état suite au pas d’advection dissipative; celles-ci sont notés ¢%, et
on cherche a déterminer la fraction volumique aj. Les notations o = a3 et Y = Y] sont également
introduites par souci de lisibilité. Cette équation est résolue numériquement en utilisant un schéma
semi-implicite, qui peut s’écrire en une dimension

2
o — of te (p?Jrl - pgfl)
u
4(Az)? pf (a8 Cof + (1 - af) C1f) (4.71)

(V= a7) (af (1 = o) + (a7¥;" (12— 1) = (1= ) (1 = ¥%) (3 = 1)) (¥ = o)) =0

On remarque que, puisque le gradient de pression est évalué a partir de résultats déja connus, la
résolution de cette équation peut se faire de maniére locale. Un algorithme de Newton est utilisé pour
cela. Un choix attentif de la valeur initiale de o] permet a 'algorithme de Newton de converger et
d’assurer que la fraction volumique reste entre 0 et 1. Ce choix de la valeur initiale pour I'algorithme
de Newton et la convergence de cet algorithme sont discutés dans 'annexe C.
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Pas de convection dissipative

Nous effectuons maintenant le pas de convection dissipative. Puisque la masse volumique du mé-
lange et la vitesse sont constantes durant cette étape, ce pas consiste & trouver une solution approchée

au systéme d’équations

Y w .
%_t n %dw (Y1Ys (Y1 — a1) Vp) = 0 (472.1)
01 Eu -

w T, div ((h1 — h2) Y1Ya (Y1 — 1) Vp) = 0 (4722
0oy a1 . (Yl - Oél) . (Yl - al)

om —12 (o div Yyl 2 Cydiv (V32— = 0 (4723
N + € a102 +a201 ( 1 aiv < 2 P Vp + Chdiv 1 P Vp ( )

Ces équations sont discrétisées de la maniére suivante en une dimension, en notant les variables
issues du pas de résolution du terme source dissipatif avec un exposant s et les variables issues de
I'étape actuelle avec un exposant .

. Ate % *
Y -Y7+ Axpu <p1+1/29 (W Wz+1) - Pffl/g g (wi—lami)> =0 (4.73.1)
iy — 5+
Ate N .
Axpug ((h1i+1/2 - h‘2i+1/2> Pf+1/2 g (Ez ) Wz+1)

- <h13—1/2 ha;_ 1/2) p;_ 1/29 (Wz—lvw )) (4.73.2)

. N Atey, al (1—af)
‘ YAz ofCof + (1 —af) Oy

((le (1 - iil/Q) + OQ?E?UQ) Qr:+1/2 - (le ( Y* 1/2) + C2z 1/2) Qrj 1/2) =0 (4-73'3)

1 ,- C .
ot 'on note ¢;11/0 = 3 (¢; + ¢pit1) la variable a l'interface entre les cellules i et i+ 1. Les enthalpies

phasiques a linterface hg;y1/2 sont calculées a partir des variables d’état a l'interface Y 1/, i541/2,
Pi+1/2 et a;yq/9, et les vitesses relatives entre les phases €,a, sont calculées en utilisant la formule
* *
Yiiije = Qe ply — D} (4.74)
Az '

* j—
Qriy1/2 = p§+1/2
7

Enfin, la fonction g (W Wz+1) est définie par I’équation suivante

g (Wi, Wii1) = f (Y, Yigr) (@) g + F (Yir1, Ya) (a0) 49 (4.75)

1
ou la notation (a,)* = = (a, & | a, |) est utilisée, et ou f (V;, Yi41) est une discrétisation monotone

de F(Y)=Y (1 —Y) qui doit satisfaire les propriétés suivantes
- f est une fonction localement continue Lipchitzienne de IR? sur IR

- f(Y,Y) = F(Y) pour tout Y € [0, 1]
- f:(a,b) — f(a,b) de [0,1] & IR est croissante en fonction de a et décroissante en fonction de b.



4.4. Résultats numériques et validation 123

Eymard, Gallouét et Herbin [25] proposent différentes expressions pour définir la fonction f. Nous
choisissons ici une forme de Lax-Friedrichs modifiée

:a(l—a)—l—b(l—b) 1

f(a,b) 5 + 3 (a —b) (4.76)
En effet, cette forme assure I'égalité f (a,b) = f (1 —b,1 — a) et donc une symeétrie sur la fonction
g existe, g (Y;,Yir1) = —g (1 = Y;, 1 — Y;41), ce qui entraine le fait que la résolution numérique de cette

étape n’est pas modifiée lorsque I'on permute les phases 1 et 2.

Un algorithme de Newton est utilisé pour résoudre de maniére implicite le systéme d’équations
(4.73). Un systéme linéaire avec une matrice tridiagonale doit alors étre résolu, ce qui est fait en utili-
sant l’algorithme de Thomas.

Le choix de cette discrétisation a été guidé par le fait que, lorsque 'on doit résoudre uniquement
I’équation sur la fraction massique (4.73.1), cette discrétisation assure que Y7 reste dans l'intervalle
[0,1]. Cependant, du fait de I'influence des autres équations du systéme, cette propriété n’est pas vraie
dans le cas présent. Le pas de temps pour cette étape est donc réduit si nécessaire, et des sous-cyclages
sont effectués jusqu’a ce que le pas de temps convectif soit atteint pour assurer ’admissibilité des
résultats de cette étape.

4.4 Résultats numeériques et validation

4.4.1 Advection d’interface

On considére un premier cas-test qui est une advection d’interface entre de 1'air et de ’eau. On
souhaite vérifier que, pour cette simulation, le modéle dissipatif a cinq équations ne rajoute pas de
diffusivité par rapport au modéle classique a cing équations. Les deux phases sont gouvernées par des
lois d’état de type gaz raide, et leurs propriétés thermodynamiques sont les suivantes

Phase 1 (air) v = 14 Ploo = OPa

Phase 2 (eau) v = 4.4 Pooce = 6.0108 Pa (4.77)

Le calcul est effectué sur un domaine de 1 m, discrétisé sur 1001 noeuds. L’interface entre 1’eau et
I’air est située & x = 0.5m et les deux états autour de cette discontinuité sont donnés par

état gauche état droit
p1 = BH0kgm™3 p1 = 50kgm™3
p2 = 1000kg.m™3 pp = 1000kg.m™3 (4.78)
v = 1000m.s~? u = 1000m.s! '
p = 10°Pa p = 10°Pa
ap = 1078 o = 1.0-10"8

Les fluides ne sont pas purs mais contiennent une petite proportion de I’autre phase, car la méthode
numérique ne permet pas de manipuler des fluides purs. Un CFL constant de 0.8 est appliqué pour
cette simulation. La Figure 4.1 présente les résultats de ce cas-test apres 200 us, avec la pression, la
masse volumique du mélange, la vitesse et la fraction volumique pour le modéle a cing équations avec
et sans terme dissipatif. Le temps de relaxation des vitesses est fixé a &, = 10™%s. Ces résultats sont
compareés avec ceux du modeéle & sept équations (3.1).

Les résultats issus des deux modéles sont trés proches 'un de I'autre, et ce cas-test assure donc que
les termes dissipatifs du modéle a cing équations ne jouent aucun réle lorsqu’il n’y a pas de gradient
de pression, comme nous pouvions nous y attendre.
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4.4.2 Problémes multifluides
Premier tube a choc eau-air

On présente maintenant les résultats numériques pour un tube a choc eau-air, qui a déja été effectué
pour le modeéle a sept équations dans le paragraphe 3.5.2. Ce cas-test consiste en un tube de longueur
1.2m, rempli d’air et d’eau (phases 1 et 2, respectivement), avec une fraction volumique o3 = 0.5
homogene le long du tube. Celui-ci est divisé en deux chambres : une chambre haute pression pour
xr < 0.7m, oil la pression est égale & p = 10° Pa, et une chambre basse pression (z > 0.7m) avec
p = 10° Pa. Les conditions initiales du cas-test sont présentées dans la table suivante

état gauche état droit
p1 = 50kgm™3 p1 = 50kgm™3
p2 = 1000kgm=3 | p; = 1000kg.m3
v = Oms! v = Oms~! (4.79)
p = 10°Pa p = 10°Pa
a1 = 0.5 o] = 0.5

Comme précédemment, les deux phases sont gouvernées par les équations de type gaz raide, avec
les propriétés thermodynamiques données dans les expressions (4.77). Les temps de relaxation utilisés
sont £, = 2.05107%s et ep =2.11 10~ "s; leurs obtentions sont décrites dans le paragraphe 3.5.2.

Un maillage de 1201 noeuds a été utilisé pour les calculs numériques, et la condition CFL est égale
a min(0.005n,0.8), o n représente le nombre d’itérations. Des échecs numeériques ont lieu lorsqu’on
utilise un CFL de 0.8 pour les premiéres itérations. Les résultats aprés 200 ps sont présentés sur les
Figures 4.2 et 4.3, pour les modeéles a cinqg et sept équations. Notons que pour le modéle a cinq équa-
tions, les vitesses de 1'eau et de 'air proposées ne sont pas des variables d’état (il n’y a qu'une vitesse
de mélange dans ce systéme), mais ont été reconstruites en utilisant les équations (2.99).

Les résultats obtenus avec le modeéle dissipatif & cing équations sont en bon accord avec ceux
obtenus avec le modéle & sept équations avec relaxations a temps fini. De plus, les résultats du modéle
a cinq équations non dissipatif sont en excellent accord avec ceux de Murrone [66], qui a utilisé le
méme modeéle. on remarque notamment que le déséquilibre des vitesses et la variation de la fraction
volumique dans la zone de choc que 1’on note pour le modéle a sept équations se retrouvent en grande
partie pour le modeéle a cinq équations dissipatif, alors que ces phénoménes n’apparaissent pas dans les
résultats du modéle non dissipatif. Les pressions sont également en excellent accord. Notons toutefois
qu’une différence apparait entre le modéle & sept équations et le modeéle & cing équations dissipatif
lorsque 'on regarde la fraction volumique, entre la zone de contact et la zone de choc. En conclusion
de ce cas test, notre nouveau modeéle permet de prendre en compte des phénoménes indécelables avec
le modéle non dissipatif, particuliérement dans la zone de choc.
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FiG. 4.2 — Comparaison entre les modéles a cinq équations (gauche) et le modéle a sept équations
(droite) : premier tube a choc eau-air. Masse volumique, vitesse et pression.
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Deuxiéme tube a choc eau-air

Ce deuxiéme cas-test a également été proposé par Murrone [66]. Il s’agit d’un tube & choc dans les
mémes conditions que le cas-test précédent, sauf que la masse volumique de l'air est désormais égale
a 1kg.m ™2 et la fraction volumique de I’air est maintenant de 0.2 dans la chambre a haute pression et
0.8 dans la chambre & basse pression. Les données initiales sont résumées dans la table suivante

état gauche état droit
pi = lkgm™ pi = lkgm™
p2 = 1000kg.m™3 pp = 1000kg.m™3 (4.80)
v = Oms! v = Oms! '
p = 10°Pa p = 10°Pa
a1 = 0.2 o] = 0.8
On utilise un maillage de 1001 nceuds sur 1m, et la discontinuité est placée & x = 0.7m. La

condition de CFL a été fixée & min(0.001n,0.8) pour éviter les problémes numériques causés par la
discontinuité lors des premiéres itérations.

Comme dans le cas précédent, un solveur de Riemann exact a été utilisé afin d’évaluer les variables
des deux grandeurs pour un choc monophasique, pour déterminer les temps de relaxations. Les valeurs
suivantes sont obtenues & la discontinuité : pgi, = 0.575kg.m ™3, peqy = 910kg.m ™3, ugi, = 19600m.s 1,
Uean = 232m.5 L, pair = 4.6110% Pa, peqy = 4.56 108 Pa. On utilise un rayon de bulle de R = 510~% m,
et on suppose oy = 0.2 pour déterminer &,. A partir de la formule (1.63), nous obtenons alors le
temps de relaxation des vitesses g, = 2.63107°s. La formule (1.55) donne le temps de relaxation des
pressions, €, = 2.99 1078 s, ce qui équivaut pratiquement & une égalité des pressions.

Les résultats sont présentés sur les Figures 4.4 et 4.5 a l'instant ¢t = 200 us, pour les modéles a cinq
et sept équations. Notons qu’a nouveau nos résultats pour le modeéle & cinq équations non dissipatif
sont les mémes que ceux obtenus par Murrone, qui utilise le méme modeéle dans [66]. Cette fois encore,
le modele réduit dissipatif permet de reproduire de maniére assez fidele les résultats du modeéle a
deux vitesses et deux pressions, particuliérement en ce qui concerne la pression et la variation de la
fraction massique de I'air dans la zone de choc. Cette zone de choc a d’ailleurs une certaine épaisseur,
alors que le modeéle non dissipatif ne voit pas cette zone. La principale différence entre les résultats
des modéles a cing et sept équations est la présence d’une oscillation de la masse volumique et de
la fraction volumique au niveau de la discontinuité de contact, qui est beaucoup moins importante
dans les résultats du modeéle réduit dissipatif. Cependant, cette oscillation est un effet transitoire
s’estompant avec le temps, comme nous pouvons le voir sur la Figure 4.6. Un maillage deux fois plus
fin a également été utilise pour vérifier que la diminution des oscillations n’est pas un effet numérique.
Les mémes résultats sont obtenus, nous avonc donc bien une convergence en maillage et ’oscillation
est bien un effet transitoire. On remarque également dans les résultats du modéle dissipatif & cing
équations un pic de la vitesse de I'air dans la zone de choc, qui n’apparait pas avec le modéle & sept
équations.
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Fia. 4.4 Comparaison entre les modeéles a cing équations (gauche) et le modeéle a sept équations
(droite) : deuxiéme tube & choc eau-air. Masse volumique, vitesse et pression.
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FiG. 4.5 — Comparaison entre les modéles a cinq équations (gauche) et le modéle a sept équations
(droite) : deuxiéme tube a choc eau-air. Fraction volumique et fraction massique.
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FiG. 4.6 Evolution du profil de la fraction volumique de I’air. Modéle dissipatif a4 cinq équations
(gauche) et modeéle a sept équations (droite).
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Cas-test de Ransom

On s’intéresse maintenant a des cas-tests a faible nombre de Mach. Le premier est le test du robinet
d’eau de Ransom. Ce cas-test trés répandu |16, 77, 40| est formé par un tube de 12m de longueur, ou
une colonne d’eau est entourée d’air. La gravité s’applique a l'instant ¢ = 0s, et le jet d’eau s’affine alors,
comme nous pouvons le voir sur la Figure 4.7 qui explique schématiquement le déroulement du cas-test.

initial _ steady
conditions =05s state

F1G. 4.7 — Déroulement du cas-test de Ransom.

Initialement, le mélange est homogéne avec une fraction volumique de I'air égale & ag, = 0.2, la
masse volumique et la vitesse de lair sont pg; = 1kg.nff3 et ugy = 0m.s™!, celles-de I'eau sont
Peauw = 1000kg.m™3 et upq, = 10m.s~!. Les propriétés thermodynamiques de chaque phase sont
données par les relations (4.77). A t = 0s, on applique la gravité ¢ = 9.81m.s~2, ce qui cause un
rétrécissement du jet d’eau. Les vitesses de 'eau et de 1’air doivent alors étre trés différentes, car Dair
va remonter du bas du tube pour prendre la place de ’eau. Le modéle a cinq équations sans terme
dissipatif échoue alors complétement a reproduire les résultats des modéles & deux vitesses.

Nous présentons nos résultats sur la Figure 4.8. Les résultats ont été obtenus pour un maillage de
1001 neeuds. Ce cas-test est généralement effectué sans terme de trainée interfaciale (e, = 00) lorsqu’on
utilise des modeles & deux vitesses [76]. Dans nos calculs, le temps de relaxation des vitesses a été fixé
arbitrairement a ¢, = 2.010% s : une telle valeur pour €, va ainsi réduire fortement les frottements entre
les phases. Cette valeur a été utilisée aussi bien pour le modéle a cing équations avec termes dissipatifs
(4.1) que pour le modeéle & sept équations (3.1), afin de pouvoir comparer nos résultats pour des cas
similaires. Le temps de relaxation des pressions est fixé¢ a ¢, = 107125, ce qui équivaut pratiquement
a imposer I’égalité des pressions des deux phases.

Une solution analytique existe pour un cas proche du robinet de Ransom, selon [42] : si I'on fait
les hypothéses supplémentaires de 'incompressibilité du liquide et si I’on suppose que les variations de
pression du gaz sont négligeables, alors on peut obtenir une solution exacte de ’évolution de la fraction
volumique de l'air

1—al u? t2
1— air ~eay si < Ugaut‘i‘ 92
2
Cair = 297 + (ud4y) (4.81)
0 ~ 0 gt*
Oéai?‘ S? X > ueaut + 7

La Figure 4.8 montre que le modéle dissipatif a cinq équations donne de trés bons résultats pour ce
cas-test, et notamment qu’il est moins diffusif que le modéle a sept équations. Ceci peut notamment
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Fi1G. 4.8 — Cas-test de Ransom : évolution de la fraction volumique pour le modeéle dissipatif a cinq
équations (gauche) et le modeéle & sept équations (droite).

s’expliquer par le fait que les vitesses d’ondes sont beaucoup plus faibles dans le modéle a cing équations
pour ce cas-test, et donc que le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une solution & un instant
donné est plus faible. Cette propriété a une deuxiéme conséquence : le temps de calcul est beaucoup
plus faible pour le modéle a cinq équations : pour calculer la solution & ¢ = 0.6s, le temps de calcul a
été de 85.4s avec le modéle a cinq équations dissipatif, contre 977 s avec le modéle a sept équations. Par
ailleurs, nos résultats pour le modéle a cinq équations sont trés proches de ceux obtenus par Guillard
et Duval [40], qui ont réalisé ce cas-test dans le cadre isotherme avec un temps de relaxation qui peut
étre évalué a 8.010%s.

Sédimentation

Le cas-test de la sédimentation est aussi répandu pour 1’étude des écoulements multiphasiques a bas
Mach [16, 27|. Dans ce test, on considére un tube de longueur 7.5m rempli initialement d’un mélange
homogéne d’eau et d’air, avec une fraction volumique initiale égale & qeq, = 0.5. Des conditions aux
bords de réflexion sont appliquées a chaque extrémité de ce tube. La vitesse du mélange est initialement
nulle, et chaque phase est & pression atmosphérique p = 10° Pa. Les masses volumiques de l'air et
de 'eau sont pgir = 1kg.m73 et peau = 1000 kg.m73. A P’instant ¢ = 0s, un champ de gravité avec
g = 9.81m.s™2 est appliqué, ce qui causera une séparation des deux phases.

Ce cas-test est réalisé sur un maillage de 201 nceuds et un temps de relaxation des vitesses g, = 10s.
Cette valeur a été prise afin de réduire le plus possible les effets des forces de trainée. Pour ce calcul,
nous avons pris CFL = 0.8, puis CFL = 0.4 pour t > 0.74s. Cette diminution s’impose car la fraction
volumique est alors trés proche de 0 ou 1 aux extrémités du tube, et le pas de temps doit étre réduit
afin d’éviter les problémes numériques. L’évolution de la fraction volumique de ’eau est présentée sur
la Figure 4.9; on y remarque que deux zones de fluide purs s’étendent progressivement, ce qui nous
permet de dire que le modeéle dissipatif & cing équations est capable de reproduire les phénomeénes de
contre-courants, ou les vitesses des phases sont de signes opposés.

Nous avons voulu comparer nos résultats avec ceux obtenus avec les modeéles a deux vitesses et deux
pressions. Notre logiciel, qui utilise le schéma numérique proposé par Andrianov, Saurel et Warnecke
[3] et présenté dans le paragraphe 3.3, n’a pas réussi a produire des résultats. Le logiciel d’A. Murrone
utilisé dans [66], qui est basé un solveur de type VFRoe-ncv proposé dans [10], conduit également a
des instabilités. N. Seguin nous a aimablement fait parvenir son logiciel, qui peut utiliser des schémas
numeériques de type Rusanov et VFRoe-ncv, présentés dans [27], ainsi qu'une méthode de correction
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Fi1G. 4.9 Sédimentation : évolution de la fraction volumique pour le modéle dissipatif & cinq équations,

avec une loi d’état de type gaz raide pour I'eau.

entropique [81]; ce logiciel a été utilisé dans [27] pour réaliser le cas-test de la sédimentation en sup-
posant que l’eau est un gaz parfait. Cependant, ce logiciel propose des résultats manifestement non
physiques dans le cas o 'eau est modélisée par une loi d’état de type gaz raide.

1 T " T, 1 T : —
- 1=02s | | - 1=02s 1 -
09 — t=04s - ! 09 — t=04s - T
t=06s l | I = t=06s | I I
“— 1=08s N -— 1=08s
. — t=10s [ | ! 1 08 — t=1.0s I | |
207 2 L 4 205 : —
Pl N | pid : , [
206 Y T B < 06 ! | 1
g © e _ - _—__—_— ] A T |1
'§05 ,—'—F—-———:‘-——— ——————— — EO‘S > _-r:-"—__.b—' ——————— e/
E /) h N /
= 04l—+—F - 5 04—+
8 I ; g e R
o3l / 203 !
i P N / =TT
I
02 / / 02 / !
/ 4 ! [
014 s 01—+ -
L, 2 / ) .
: /
— 0

=]
=)
(S}

4 6 0 2 4 6
Abscisse (m) Abscisse (m)

Fi1G.4.10 Sédimentation : évolution de la fraction volumique pour le modéle dissipatif & cinq équations
(gauche) et pour le modeéle a sept équations (droite), avec une loi d’état de type gaz parfait pour I’eau.

Ce cas-test a donc été réalisé en modifiant la loi d’état de ’eau, afin de pouvoir comparer les deux
modeles. Les parameétres thermodynamiques utilisés pour I'eau sont veq,, = 1.0005 et pegy .00 = 0Pa.
Les temps de relaxations utilisés pour cette simulation sont £, = 5 10~* s et ¢, = 10s. Des problémes
de stabilité numériques sont apparus en utilisant le modele dissipatif & cing équations, et nous avons
di prendre CFL = 0.04 pour réaliser le calcul. Pour le modéle & deux vitesses et deux pressions, un
nombre de CFL égal & 0.4 a été utilisé; des instabilités numériques apparaissent lorsque ’on modifie
des paramétres secondaires tels que la taille du maillage ou la condition CFL. Les résultats issus de
ces deux modéles sont présentés sur la Figure 4.10. Les effets de la compressibilité de I'eau sont bien
plus visibles dans les résultats du modéle dissipatif a cing équations, avec la variation en fonction du
temps 1 de la fraction volumique dans la zone de mélange. Cette variation se retrouve également dans
le modeéle & sept équations, mais est moins prononcée (notons que l'utilisation d’une loi d’état de type
gaz raide pour 'eau (Figure 4.9) permet de ne plus avoir de variation de la fraction volumique dans la



134 Chapitre 4. Modéles réduits pour la modélisation des déséquilibres mécaniques

zone de mélange). Les vitesses de sédimentations sont elles reproduites de maniére satisfaisante par le
modeéle dissipatif & cinq équations.

Montée d’un mélange eau-vapeur dans un tube vertical

Ce cas-test a pour but de comparer le modéle dissipatif & cing équations avec celui du logiciel GE-
NEPIT [37], qui est un logiciel basé sur une méthode élément fini, développé dans le but de simuler les
écoulements dans les générateurs de vapeur des centrales nucléaires. Un modele a ’équilibre homogéne
est utilisé, auquel on a ajouté un modeéle de vitesse de dérive. On souhaite donc plus particuliérement
valider le modéle de déséquilibre cinématique de ce logiciel utilisant une loi de type Lellouche-Zolotar
[59], qui suppose que le déséquilibre des vitesses est un effet uniquement vertical et dépend essen-
tiellement du rapport entre les masses volumiques des deux phases. On considére un tube vertical de
hauteur 4m sous une pression de 7.010%Pa. A sa base, un mélange eau-vapeur est injecté, et nous
voulons mesurer la différence de vitesse entre l'eau et 1’air. Les données initiales du probléme sont
données dans le tableau suivant

p1 = 36.6kgm3

p2 = T739.8kgm3

v = 1.0ms! (4.82)
p = 7.010°Pa

a1 = 0.5

p=7.010°Pa

# g=9.81 ms®

p,=36.6kg.m™
p,=739.8 kg.m
u=10ms"

o, =035

F1G. 4.11 — Montée d'un mélange eau-vapeur dans un tube vertical : Conditions aux bords

et les conditions aux bords sont présentées sur la Figure 4.11. De plus, les coefficients thermody-
namiques utilisés dans ce cas-test sont obtenus & partir des tables du programme GENEPI

Phase 1 (air) 71 =13 pi =0Pa i1,0 = 1.943 109 J

Phase 2 (eau) 72 = 1.54 pgoo = 5.04110°Pa iz = —7.02210° ] (4.83)

Les vitesses des deux phases obtenues avec GENEPI dans le régime permanent sont les suivantes

Ugir = 1.796m.s71 wpq, = 0.9597m.s! (4.84)

Le méme type de calcul est effectué avec le modele dissipatif (4.1). Le but de cet exercice est de
trouver la valeur du temps de relaxation des vitesses permettant de retrouver les résultats obtenus par
GENEPI. Un maillage de 401 nceuds est utilisé pour la simulation. Aprés quelques essais, on trouve
un temps de relaxation des vitesses ¢, = 0.188s permettant d’obtenir avec le modéle dissipatif a cing
équations les mémes résultats que ceux de GENEPI, comme le montre la Figure 4.12. Notons que dans
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les deux cas, les vitesses des phases sont reconstruites a partir des variables d’état et du gradient de
pression, et ne sont pas elles-mémes des variables d’état.

15 ® Air, modele dissipatif a cing équations ||
e m  Eau, modele dissipatif a cinq équations

; 1.4 — Air, 1é de GENEPI L
3 Eau, résultats de GENEPI

>13

0,9
0

Abscisse (m)

F1G. 4.12 — Montée d’un mélange eau-vapeur dans un tube vertical : comparaison entre les résultats
du modele & cinq équations dissipatif et ceux de GENEPI [37].

On retrouve alors une estimation de la taille des bulles a partir de I'expression du paragraphe 1.3.2,
en utilisant pour la viscosité de l'air pg;, = 1.7410° kg.m_ls’1 [61] et preqn = 1.002 103 kg.m_ls’1
[37]. Si nous considérons que le fluide est composé de bulles d’air entourées d’eau, nous obtenons alors
comme rayon moyen

Ryuite = 1.0351072m (4.85)

Ce qui semble cohérent avec la physique. En effet, selon les résultats expérimentaux de [69], la
distribution des tailles de bulles de vapeur d’eau présente un pic 4 1072m pour une pression de
4.64107 Pa.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre un modeéle & une vitesse et une pression a été étudié, avec des termes addition-
nels provenant d’un développement de Chapman-Enskog & 'ordre un, a partir du modéle bifluide a
une pression et deux vitesses. Ce modeéle est hyperbolique, et les termes du second ordre assurent la
croissance de l'entropie pour chaque phase du mélange.

Une méthode de type volumes finis a été construite pour résoudre numériquement ce modéle. Elle
est basée sur une méthode & pas fractionnaires, avec tout d’abord la résolution explicite du systéme
hyperbolique sans les termes dissipatifs, puis dans un second temps la résolution semi-implicite de ces
termes dissipatifs, & nouveau en utilisant une méthode a pas fractionnaires.

Nous remarquons dans les résultats numériques obtenus avec ce modéle des phénoménes que 'on
retrouve avec les modeéles a deux vitesses, mais pas avec le modeéle non dissipatif. Citons notamment
une certaines épaisseur des zones de choc, et les sauts de fraction massique dans celles-ci. Ce modéle
peut aussi étre utilisé dans des cas d’écoulements complexes, comme par exemple la sédimentation.
De plus, pour tous les cas-tests unidimensionnels présentés dans ce chapitre, les temps obtenus avec le
modele (4.1) sont trés inférieurs aux temps nécessaires pour obtenir les mémes résultats avec le modeéle
a deux vitesses et deux pressions (3.1). Ce modele propose donc une trés bonne alternative pour la
simulation d’écoulements diphasiques avec déséquilibres des vitesses.
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Chapitre 5

Etude de la propagation d’ondes de choc
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5.1 Introduction

La modélisation de la propagation des chocs dans les mélanges diphasiques est un probléme cou-
rant, qui apparait par exemple dans I'étude des explosifs ou les turbo-injecteurs. Ce probléme a été
le moteur de nombreuses études sur la modélisation des écoulements diphasiques (Baer et Nunziato
[4], Kapila et al. [48, 49|, Saurel et Le Métayer [79] entre autres). Kapila et al. [49] ont montré que
pour I’étude des explosifs notamment, le temps de retour a 1’équilibre des pressions et des vitesses est
beaucoup plus rapide que le temps nécessaire pour ’équilibre thermique entre les phases, contrairement
aux écoulements a bulles. Les modeéles diphasiques a une vitesse et une pression ont donc souvent été
utilisés pour la simulation de chocs dans les mélanges diphasiques [49, 67, 80].

Dans le modeéle a une vitesse et une pression [49], les relations de Rankine-Hugoniot ne sont pas
fermées, car ’équation sur la fraction volumique s’écrit sous forme non-conservative. Plusieurs pro-
positions de fermeture de ces relations ont été proposées [23, 75, 80]. On souhaite comparer dans ce
chapitre les résultats de différentes fermetures des relations de Rankine-Hugoniot présentées par Sau-
rel et al. [80] avec les résultats obtenus par le modeéle dissipatif & cinq équations développé au chapitre 4.

On étudiera dans ce chapitre le comportement du modéle dissipatif & cing équations pour les

ondes progressives. Différentes propositions de fermetures des relations de Rankine-Hugoniot seront
présentées pour le modéle non dissipatif, puis les relations de saut pour le modeéle dissipatif seront

137
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recherchées. Le probléme d’Hugoniot, ol un piston frappe sur un mélange solide, sera ensuite utilisé
pour comparer les résultats numériques obtenus avec les fermetures trouvées dans la littérature avec
ceux fournis modeéle dissipatif. On confrontera ces résultats a des données expérimentales [11, 63].

5.2 Relations de sauts pour le modéle & cinq équations non dissipatif

5.2.1 Relations de Rankine-Hugoniot

On étudie dans ce paragraphe le modéle & une pression et une vitesse (2.93), sans terme dissipatif,
pour lequel on souhaite déterminer les relations de Rankine-Hugoniot. Si le vecteur des variables d’état
est noté W et le vecteur de flux F (IW), un systéme de lois conservatives peut étre écrit

ow. .
S+ div (E(W) =0 (5.1)

Dans la suite les indices L et R seront utilisés pour décrire les variables d’état & gauche et & droite du
choc. Les relations de Rankine-Hugoniot associé au systéme (5.1) sont données par

E(EL) —usWp=F (ER) —usWp (5'2)

ol ug représente la vitesse du choc. Quatre relations de Rankine-Hugoniot peuvent donc étre déduites
des quatre premiéres équations du systéme (2.93)

ai,rp1,rn (ur — us) = ai1,rp1,R (UR — Us) (5.3.1)
ag, P2, (ur, — us) = azRrp2,R(UR — Us) (5.3.2)
prur (ur —us) +pr = prur(ur —us) +pr  (5.3.3)
prer (ur, —us) +prur, = prer (ur —us) +prur (5.3.4)

que nous pouvons réécrire de la maniére suivante

Yir=Yig (5.4.1)

pr (up —us) = pr(ug —us) =m  (5.4.2)
1 1
pL — PR +m’ <p_ - —> = (5.4.3)

+ 1 1
&—@<———>:O(M@
PL PR
ot m représente le flux de masse & travers le choc. Ce systéme n’est pas fermé ; différentes propositions
de fermeture sont présentées dans le paragraphe suivant.

5.2.2 Fermeture des relations de saut

Différentes fermetures du systéme (5.4) ont été évaluées par Saurel ef al. [80]. La premiére provient
de la modélisation des détonations dans les mélanges gazeux, et consiste & supposer l'égalité des
températures phasiques aprés le choc. Cette fermeture peut donc s’écrire, en supposant que le choc se
déplace de gauche a droite

T, =T (5.5)
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Une deuxiéme proposition est de supposer que I'une des entropies phasiques reste constante a travers
le choc. En effet, pour les chocs faibles, une phase solide peut étre considérée comme isentropique [49].
On peut donc utiliser 'une des deux relations

S1,L, =S1,R OU Sy =S2R (5.6)

On doit cependant noter que cette hypothése n’est plus valide pour les chocs forts. De plus, une telle
fermeture ne permet plus au modéle d’étre symétrique par rapport aux phases, et ne respecte pas la
limite monophasique, alors qu'une fermeture devrait étre acceptée pour n’importe quelle concentration.

Resnyansky et Bourne [75] ont proposé une variante de cette proposition, qui consiste & supposer
que le rapport entre les entropies phasiques est constant & travers le choc.

SLL _ PLR (5.7)

On peut définir 'entropie spécifique de mélange s par s = Y181 + Yas9. L’équation (5.7) permet alors

e Sk X
d’écrire est constante a

Sk . , )
= constante, et montre que dans ce cas la fraction d’entropie ¢ =

s
travers un choc.

La derniére fermeture que nous allons comparer a été originellement proposée dans [23]. Un travail
récent de Saurel et al. [80] reprend cette proposition. Elle se traduit par une relation sur I'une des
énergies internes phasiques

. . + 1 1
UL — U,R T+ bL = Pr ( - ) =0 (5.8)
2 Pk,L  PER

Cette relation de fermeture est symétrique : on peut utiliser indifferemment la relation (5.8) avec la
phase £ =1 ou 2.

5.3 Ondes progressives pour le modéle (4.1)

5.3.1 Relations de saut pour le modéle dissipatif & cinq équations

Cherchons maintenant les solutions du systéme (4.1) sous forme d’ondes progressives, ce qui signifie
que nous supposons que les solutions de (4.1) s’écrivent sous la forme Q (z,t) = Q (§) = Q (z — ust),
ou us est la vitesse de 'onde progressive. On peut écrire
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d
=) =0 (59.1)
d =0 5.9.2
d—g(pu(u—us)er)— (5.9.2)
d )¢ = d Y1Y- 5.9.3
d—g(P 1(U—Us))——d—£(012ur) (5.9.3)
d = d h hy) pY1Y- 5.9.4
d—g(Pe(u—Us)+pu)—d—f((2— 1) pY1You,) (5.9.4)
do du

p(u—us) (OflCQ +Oé201) d—f +pa1a2 (Cl Cg) df

eu Y110y — Yo02C1) (Y1 — 1) j—z%

d Y — d d Yi —a1d
s (e (277G ) ) e (575 %)))
2
ey (Vi — ) <a1a2 + <22 - ;‘f:f) (Vi — a1)> (Z—Z) (5.9.5)

Considérons maintenant une onde progressive se déplagant de gauche a droite, et notons Q I’état
avant le passage de I'onde progressive. L’intégration des quatre premiéres équations du systeme (5.9)
entre £ et £ = 400 donne

p(u—us)=pr(ur —us) =m (5.10.1)
mu —+p = mugr + pr (5.10.2)
dp
e V1Yo (Y1 — 1) — i -m (Y1 —Y1,r) (5.10.3)
dp
Eu (hg — hl)Y1Y2 (}/1 — al) d_f = m(e — €R) —i—pu — PRUR (5104)
(1= 15) (1Cs + a2C1) 221 4 payaaz (Cy — Cp) 2
plu—us)a1Lz + gl dé paias (Cr — Cy df_
dpd
eu (Y100 C2 — Yoo C1) (Y1 — aq) éd%l
d Yi —aidp d Yi —aidp
—£y v 'l Y, '
Fupa1az (Clds (( = d&)) BT (( 7 df)))
OqYl a2Y2> ) <dp>2
—eyu (Y1 — « ajao + — Y —«a — 5.10.5
(Y1 1)< 1022 (Ww i (Y1 —a1) i ( )

On peut réécrire 1'équation d’énergie (5.10.4) sous la forme

m (hy — ha) (Y1 — Y1 r) =m (e — er) +pu— prugr (5.11)
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La recherche de solutions de type ondes progressives revient donc a résoudre le systéme algébrique
différentiel suivant

p(u—us)=pr(ur —us) =m (5.12.1)
mu +p = mugr + pr (5.12.2)
m (h1 — ha) (Y1 — Y1, r) = m (e — er) + pu — prugr (5.12.3)
e, Y1Yo (Y1 — o) Z—g =-m (Y1 —Yi,R) (5.12.4)

du

da
p@—%ﬂm@+@a%i+mmﬂa—@hg=

3

dp don
dg " dg

d Yi— o d d Y — o d
oo (2528)) o (528)

oarYq 042Y2> > (dp>2
—e, (Y1 —« a1 + — Yi -« — 5.12.5
(Y1 1)< 102 (pw@ oy (Y1 — ) i ( )

eu (Y100 0y — Yo Cy) (Y1 — aq)

5.3.2 Structure du choc

Le systéme (5.12) est résolu numériquement en utilisant le solveur d’équations différentielles ordi-
naires de Maple [86], afin d’étudier la structure du choc pour un mélange de gaz. On utilise pour cela
la méthode de Rosenbrock au troisiéme ordre. Les données initiales du probléme sont 1’état & droite
du choc ainsi que la vitesse du choc. Les deux phases sont considérées comme des gaz parfaits. Nous
effectuons un cas-test avec deux gaz parfaits, ot 73 = 1.5 et 72 = 2.0. L’état de droite est donné par

pr = bHkgm™!

up = Om.s™!

pr = 10°Pa (5.13)
al,R = 0.5

Y1 = 0.1

La vitesse du choc est de uy = 714.1987m.s ! et le temps de relaxation des vitesses e, = 2.0107°s.
Ce dernier est arbitraire et n’a un effet que sur I’épaisseur de la zone de choc. Afin d’obtenir la structure
du choc, la solution initiale doit étre perturbée. Ceci est fait en modifiant le gradient de pression a

d
droite, qui est fixée initialement a d—lg = 5.1077 au lieu de 0. Les résultats sur la fraction volumique,

la fraction massique et la pression sont présentées sur la Figure 5.1, et montrent que non seulement la
fraction volumique a;, mais aussi la fraction massique Y7 varient dans la zone de choc. Cette variation
de la fraction massique ne peut étre obtenue sans les termes dissipatifs. Les résultats de la résolution
numérique des équations différentielles ordinaires sont comparés avec le schéma numeérique de type
volumes finis développé au chapitre 4 ; pour réaliser ce calcul, nous n’avons pas tenu compte du fait
que nous avions des ondes progressives, et nous avons utilisé le schéma de calcul présenté dans le
paragraphe 4.3. Pour cette simulation, nous ne prenons pas la vitesse du choc comme donnée initiale,
mais la vitesse du mélange & gauche de ce choc, fixée & 500m.s~! pour obtenir le méme cas-test. Ces
résultats sont aussi présentés sur la Figure 5.1. Les deux méthodes donnent des résultats en trés bon
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Fia. 5.1 Résolution numérique des équations (5.12) avec Maple [86] et avec un schéma numeérique de
type volumes finis.

accord lorsque 1’on regarde 1’évolution des variables dans la zone de choc. La taille de la zone de choc
de longueur est trés proche pour les deux résultats. Remarquons néanmoins que les variations de la
fraction volumique et de la fraction massique sont un peu plus faibles lorsque 1'on regarde les résultats
de la méthode de type volumes finis. Les variables aprés le passage du choc sont aussi trés proches,
comme le montre la Table 5.1. Ceci valide donc notre méthode numérique. On remarque également sur
cette table que le modéle & deux vitesses et deux pressions, avec les temps de relaxation ¢, = 2.0107° s
et g, = 1.0 1078 s, donne aussi des résultats trés proches.

Comparons maintenant les résultats de notre modéle avec ceux fournis par les différentes méthodes
de fermeture des relations de Rankine-Hugoniot. Ces résultats sont présentés dans la Table 5.2. La
fermeture proposée par Saurel [80] donne des résultats en bon accord avec nos résultats numériques,
avec toutefois un écart en ce qui concerne la fraction volumique. L’hypothése T7; = T5 fournit
également des résultats en bon accord avec nos résultats; rappelons que cette fermeture est issue de
la modélisation de chocs pour des mélanges gazeux. Les résultats obtenus avec des hypothéses d’une
entropie phasique constante sont quant & eux assez éloignés des autres résultats, et également entre
eux. Enfin I’hypothése de la fraction entropique constante fournit également d’assez bons résultats,
sauf en ce qui concerne la fraction volumique, ot une grande disparité est observée entre les différents
modéles.

Cependant, puisque a notre connaissance il n’y a pas de données expérimentales disponibles pour
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Modéle dissipatif | Modeéle dissipatif Modéle
a cinqg équations, | a cinq équations, | a sept équations,
solveur I’EDO volumes finis volumes finis
0 16.55 16.64 16.79
U 498.4 499.4 499.4
Ug 714.2 714.2 711.8
P 1.88010° 1.88510° 1.88310°
a 0.4807 0.4851 0.4943
Y1 0.1000 0.1000 0.1000

TAB. 5.1 — Variables d’état aprés un choc : résultats numériques obtenus avec le modéle dissipatif a

cinq équations et le modeéle a sept équations.

Relation sur
les énergies internes | 77 = 15 | s constante | sy constante ? constante
1) 15.82 16.72 14.15 17.60 : 17.71
U 488.0 500.6 461.8 511.3 512.5
P 1.84410° 1.88810° | 1.74910° 1.926 10° 1.93010°
o 0.3987 0.5000 0.2100 0.5990 0.6118
Yi 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000

TAB. 5.2 — Comparaison entre la résolution numérique des équations (5.12), et les modeles de fermeture
des relations de Rankine-Hugoniot : variables d’état apres le passage d'un choc dans un mélange de

gaz parfaits.
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valider nos résultats avec des mélanges gazeux, nous ne conclurons pas sur ce cas-test et utiliserons la
propagation de chocs dans des alliages solides pour la validation.

5.4 Validation des modéles

Pour valider les résultats de notre modeéle a cinq équations dissipatif ainsi que les différentes fer-
metures pour les relations de Rankine-Hugoniot, plusieurs cas-tests de Hugoniot ont été réalisés, o
un piston frappe sur un mélange diphasique. De nombreuses données expérimentales sont disponibles
[63, 11] et ont déja été utilisées pour valider la fermeture (5.8) dans [80].

Pour tous ces tests, le temps de relaxation des vitesses est fixé arbitrairement a e, = 10~7s. En
effet, le modele (1.63) n’est valable que pour les écoulements a bulles, et nous n’avons pas trouvé d’ex-
pression permettant de modéliser le coefficient de trainée présent dans le modeéle (1.64). Les simulations
numeériques sont effectuées sur un maillage de 2000 nceuds sur Uintervalle € [0,0.1]. Le nombre de
CFL est égal & 0.8 sauf aux premiéres itérations oi il vaut 0.005n, avec n le nombre d’itérations, pour
éviter les instabilités numériques & cause de la discontinuité initiale des vitesses. En effet, la vitesse
initiale du mélange est u = 0m.s~! alors que la vitesse au bord du domaine est trés grande, afin de
simuler 'impact du piston.

Pour les simulations numériques, toutes les phases sont gouvernées par des lois d’état de type gaz
raide; les coefficients thermodynamiques sont issus de [80]. Cependant I'entropie de référence sy o et la
chaleur massique a volume constant (), ne sont pas connues. Pour les différents cas-tests, on suppose
que S0 = 0J. K™ et que les données initiales sont données pour des températures T = 293.15K, ce
qui permet de retrouver les C,, .

5.4.1 Meélange époxy-spinel

Notre premier cas-test est un mélange époxy-spinel, avec les conditions initiales données par [63]

p1 = 1185kgm™3

pp = 3622kg.m3

v = Oms~! (5.14)
p = 10°Pa

a; = 0.595

Les chaleurs adiabatiques a volume constant peuvent étre calculées en supposant que ces valeurs
sont données pour T = 293.15 K. Les coefficients thermodynamiques de chaque phase sont alors les
suivants

7 =243 proo=5310"Pa  C, =1.0710*JK!

Yo =1.62 pyoo=1.41101Pa C,, =2.1410° J K (5.15)

Nous comparons les données expérimentales avec les résultats fournis par les différentes fermetures
des équations de Rankine-Hugoniot et les résultats numériques du modeéle dissipatif a cinq équations.
Les résultats sont présentés dans la Figure 5.2.

Pour ce cas-test, les résultats obtenus par le modeéle dissipatif (4.1) fournissent le meilleur accord
avec l'expérience. Les résultats des fermetures sur les énergies phasiques et sur entropie phasique
constante pour le spinel donnent aussi de bons résultats, méme si une divergence par rapport aux
données expérimentales peut étre remarquée pour les plus grandes vitesses du piston. L’hypothése
d’une entropie constante de 1’époxy, ainsi que celle d’'un rapport des entropies phasiques constantes,
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Fi1G. 5.2 — Probléme d’Hugoniot pour un mélange époxy-spinel : Comparaison entre le modéle dissipatif
a cinq équations et les fermetures des relations de Rankine-Hugoniot.

fournissent quant a elles des résultats assez éloignés des données expérimentales, notamment pour
les chocs forts. Enfin, I’hypothése d'une égalité des températures phasiques aprés le choc donne des
résultats trés éloignés des expériences. Ceci est tout a fait en accord avec l'estimation des temps de
relaxation donnés au chapitre 1 : contrairement au cas des écoulements & bulles, les écoulements dans les
alliages solides sous chocs forts sont en déséquilibre thermique. Cette hypothése est donc abandonnée
pour les cas suivants.
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5.4.2 Meélange uranium-molybdéne

Le probléme de Hugoniot est maintenant reproduit pour un mélange uranium-molybdéne, pour
lequel les données initiales sont les suivantes [63]

p1 = 18930kg.m3

p2 = 10208kg.m3

v = Oms! (5.16)
p = 10°Pa

o = 0.814

Les deux phases sont gouvernées par les équations d’état de type gaz raide, avec les coefficients
thermodynamiques

Y1 =317 pioo =4.042101°Pa C,, =3.36103 J.K!

— — 10 _ 47101 (5.17)
Y2 =298 poo =9.33210"Pa C,, = 1.5810"% J.K
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F1G. 5.3 — Probléme d’'Hugoniot pour un mélange uranium-molybdéne : Comparaison entre le modéle
dissipatif & cinq équations et les fermetures des relations de Rankine-Hugoniot.

La Figure 5.3 montre que 'hypothese s1 1, = s1 g propose a nouveau des résultats numériques bien
différents des données expérimentales. Ce cas-test permet d’éliminer cette fermeture, qui ne sera plus
utilisée dans la suite. Les autres modéles donnent des résultats proches les uns des autres et en accord
avec les données expérimentales, sans qu’il soit possible de déterminer le meilleur modéle parmi ceux
que nous avons étudiés.
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5.4.3 Mélange époxy-enstatite

Comme nous avons pu le voir avec les résultats précédents, la fermeture proposée par Dremin et
Karpukhin [23] et Saurel et al. [80] donne les résultats les plus proches des données expérimentales, avec
des résultats comparables & ceux du modéle dissipatif & cing équations. Dans les deux cas précédents
I’hypothése sg 1, = so g donne des résultats en bon accord avec les données expérimentales, 'indice 2
se référant au matériau qui a la pression de cohésion py, la plus élevée. Cependant, cette expression
n’est pas symétrique par rapport aux deux phases. Dans la suite de ce chapitre, cette hypothése sera
donc abandonnée et nous confronterons les résultats obtenus par les solutions du modeéle (4.1) avec
ceux proposés par la solution (5.8). Pour ce nouveau cas-test, on considére un mélange époxy-enstatite,
avec les conditions initiales suivantes |63|

p1 = 1185kgm™3

pa = 3007kg.m™3

v = Oms~! (5.18)
p = 10°Pa

o] = 0.54

Les deux phases sont gouvernées par des équations de type gaz raide, avec les propriétés thermo-
dynamiques suivantes

1 =243 proc=5310°Pa

Yo =214 po oo = 4.06101° Pa (5.19)

La Figure 5.4 montre que les deux modéles sont & nouveau en trés bon accord avec les données
expérimentales. La seule véritable différence est visible lorsque I'on regarde la fraction volumique de
I’époxy, ot le modeéle proposé par Saurel et al. [80] donne des résultats plus proches des résultats
expérimentaux que le modéle dissipatif.
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Fia. 5.4  Probléme d’Hugoniot pour un mélange époxy-enstatite : Comparaison entre le modéle
dissipatif & cinq équations et la fermeture des relations de Rankine-Hugoniot [80].
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5.4.4 Meélange époxy-périclase

Finalement, une simulation sur un mélange époxy-périclase est réalisée, avec pour conditions ini-

tiales [63]

p1 = 1185kgm™3
po = 3584kgm3
v = Oms~!

p = 10°Pa

a; = 0.569

Les deux phases sont gouvernées par les équations de type gaz raide, avec les paramétres

Y1 =243 plec=25
Y2 =349 pooo =4

.310° Pa
571019 Pa

(5.20)

(5.21)

Les résultats fournis par les deux méthodes donnent des résultats trés proches des données ex-
périmentales lorsque 1’on regarde la pression et la vitesse de propagation du choc, comme le montre
la Figure 5.5. En ce qui concerne la fraction volumique, les résultats des simulations sont en assez
bon accord avec les expériences, et ceux-ci ne permettent pas de conclure sur le modéle donnant les

meilleurs résultats.
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Fig. 5.5 Probléme d’Hugoniot pour un mélange époxy-périclase : Comparaison entre le modéle

dissipatif & cinq équations et la fermeture des relations de Rankine-Hugoniot [80].
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5.5 Conclusion

La comparaison des résultats obtenus avec les relations de saut de Rankine-Hugoniot, associées &
différents modeles de fermeture, avec des résultats expérimentaux et des simulations utilisant le modeéle
dissipatif & cing équations nous permet de conclure sur la trés bonne qualité de la fermeture proposée
par Dremin et Karpukhin [23] et reprise par Saurel et al. [80], qui donne les résultats les plus proches
des données expérimentales pour une grande variété de matériaux.

En revanche, il n’est pas possible de déterminer la meilleure modélisation entre ce modéle et le
modeéle dissipatif & cinqg équations & partir de ces expériences numériques. Chaque modeéle donne des
résultats trés proches des expériences en ce qui concerne la pression, le volume spécifique et la vitesse
de propagation du choc dans les alliages, et un assez bon accord en ce qui concerne les fractions
volumiques. Ceci permet néanmoins de valider ces deux modéles pour I’étude de la propagation des
chocs dans des alliages solides.
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Les calculs numériques des chapitres précédents ont été effectués pour des cas-tests & une dimension.
On souhaite désormais utiliser les différents modeéles développés pour des simulations multidimension-
nelles, afin de pouvoir comparer les différentes approches sur des cas-tests plus élaborés. Contrairement
au chapitre précédent onl les matériaux étaient en fort déséquilibre thermique, les calculs présentés dans
ce chapitre seront réalisés avec des matériaux et des conditions initiales tels que les temps de relaxation
des vitesses et des températures ont le méme ordre de grandeur.

Nous utiliserons dans ce chapitre le programme massivement parallele NUM3SIS [50] développé au
sein du projet SMASH de 'INRIA pour la simulation d’écoulements en trois dimensions. Des schémas
numériques adaptés aux écoulements tridimensionnels seront donc présentés pour le modéle & deux
vitesses et deux pressions et le modele dissipatif & une vitesse et une pression, puis différents cas-tests
seront proposés, ou les différents modeéles diphasiques pourront étre comparés.

6.1 Schémas numériques

Les méthodes numériques sont implémentées pour une utilisation sur un maillage de type "cell-
vertex" : les cellules C; sont construites autour de chaque nceud 7 du maillage, comme nous le voyons
sur la Figure 6.1, et les variables d’état sont stockées pour ces noeuds.

6.1.1 Modéle a deux vitesses et deux pressions

Le schéma numérique présenté dans le paragraphe 3.3 est réutilisé, avec notamment une méthode
a pas fractionnaires pour la résolution des relaxations des pressions et des vitesses.

151
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Cellule de controle G

F1G. 6.1 — Cellule du maillage C; construite autour du nceud 1.

Pas hyperbolique

Le systéme hyperbolique du modéle & deux vitesses et deux pressions s’écrit

%%+dwE@D+ﬂ@DVm=0 (6.1)

ounU, F(U) et B(U,Vai) s’expriment de la maniére suivante

aip1 Q1p1Uy 0
a1p1Uy 11U @ Uy + oapr —Dr
a1pre a1 (pre1r +p1) —pruy
U=| oap2 F(U) = Q2p2Usy H(U) = 0 (6.2)
Qo P2Us Q2P2Uy & Ug + C2P2 DI
azpaer a2 (p2e2 + p2) Uy pPruy
a1 0 Uy

Pour chaque cellule du maillage C;, ce systéme d’équations est intégré, ce qui donne

v, —+//60 ndH/// H(U)VadQ =0 (6.3)

ou V; est le volume de la cellule C; et 0C; sa surface. Cette équation peut alors étre discrétisée de
la maniére suivante, en considérant que les variables d’état sont constantes & 'intérieur de la cellule

U?‘L+1 U'I‘L
v U S (B @) a4+ H (U o (U8 U7 ny) (6.4)

J€v(i)

ot v (i) représente I'ensemble des cellules ayant une face commune avec Cj, et n; // ndl
oC;NoC

est le vecteur moyen normal a I'interface 0C; N OC}, orienté de i vers j et dont la norme est égale a
l'aire de cette interface. Le vecteur d’état U Z-‘j représente le vecteur a 'interface entre les cellules 7 et
7, et se calcule en utilisant le solveur de Riemann présenté dans le paragraphe 3.3. On utilise en effet
le solveur unidimensionnel, en calculant ce vecteur & partir des vecteurs U. ; et U ;» donnés par
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(alpl)i (alpl)j

. (p1); ) (p1);

Ui=| (a2p); Uj=1| (a202), (6.5)
(u2) ﬂz] (QQ)J' 'ﬂi,j

(p2); (p2);

((Ml)i ((ll)j
avec 1), ; H H Le vecteur d’état de la cellule C; peut alors étre calculé au nouveau pas de temps

, nl]

en utilisant 1’équation

(6.6)

7’7j

T oFrn At n *
Uttt =yr — Z i 11 E 5 (Qz‘ygj))+7Hﬂij”ﬁi(gi)(al)‘

]Gv@

avec les vecteurs F; ; et H, qui s’écrivent
b

(a1p1)” uj.n;
(1p1)” (uf ® ui) ny; + ping;
o of (e + pi) ui.ny;

F;; (U35 (U7, 05)) = (aop2)” us.n; (6.7)
(a2p2)” (u5 ® us3) n;; + psn;;
as (€3 + p3) uj.n;;

0

0
- (pl)i
— (p1); (up);
H,(U}) = 0 (6.8)
(pI)i
(pr); (ur);
(ﬂl)i

Relaxation des pressions et des vitesses

Comme nous avons pu le voir dans les paragraphes 3.4.3 et 3.4.2, les relaxations des pressions et
des vitesses s’effectuent au moyen de méthodes locales. Les différentes méthodes présentées au chapitre
3 sont donc réutilisées dans le cas multidimensionnel.

6.1.2 Modéle dissipatif & une vitesse et une pression

La méthode développée au chapitre 4 pour la résolution numérique du modeéle dissipatif & cinqg
équations est reprise et adaptée au cas tridimensionnel.

Pas hyperbolique

La méthode numérique de type Godunov proposée dans le paragraphe 4.3.2, est adaptée au cas
tridimensionnel. Rappelons que, pour éviter les instabilités numériques, 1’équation sur la fraction vo-
lumique a été réécrite sous la forme

8a1

rra + V. (a1u) —

a1Cs

2 divu =0 6.9
a102+a201 v ( )
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Le vecteur d’état s’écrit sous la forme conservative W =! (a1p1, aapa, pu, pe, ). Nous réutilisons
le solveur de Riemann unidimensionnel du paragraphe 4.3.2 pour calculer 1’état a 'interface entre les
cellules C; et C;. Le vecteur d’état a l'interface est noté W* (Ki,wj), avec

(c1p1); (@1p1);
B (aap2); (a2p2);
W, =1 (w);n;; W,=| ();n; (6.10)

);
(p); (p);
(al)z (al)j

Le systéme & une vitesse et une pression peut étre écrit

oW
& tAvEW) +BW) dive =0 (6.11)
¢ a1Cs . . L
avec B(W) ="(0,0,0,0,——————— ). La partie conservative est intégrée sur chaque cellule
(651 CQ + 04201

C; du maillage

W, //BC F (W) .ndl =0 (6.12)

ou V; est le volume de la cellule C;. Le vecteur d’état M?H’C, qui représente l'état au temps n + 1
apreés le pas convectif et avant le pas dissipatif, est calculé de la maniére suivante

n+1,c
W,

Vi L > lngllw (W7, W) =0 (6.13)

J€v(4)

ot v (7) représente I'ensemble des cellules ayant une face commune avec Cj, et n;; // ndl
oC;NoC

est le vecteur moyen normal a l'interface 0C; N 0C;. En introduisant N = n;;/lln;;1|, on propose

) ; ; ; n n
I’'expression suivante pour la fonction ) (EZ ,Ej) par

O (WP W3 =F(W5) (6.14)

um

ol W* est la solution du probléeme de Riemann linéarisé entre les états W, et W ;. La partie
conservatlve F (W]) My peut étre exprimé comme suit, en notant u, la composante de la vitesse
normale & l'interface entre les cellules i et j

(alplun):j
(a2P2un):j
F W) m, = | (ouun)i; +pn,; (6.15)
((pe +p) un);;
(al):j

La partie non conservative B (W) div u est prise en compte en utilisant un schéma semi-implicite.
Ceci permet d’assurer la positivité de la fraction volumique. Si 'on note E?Jr “ le résultat de la
résolution numérique de la partie conservative, I’équation aux dérivées partielles

8a1 04102

= di 6.16
8t a102 + a201 v ( )

est approchée par I'équation suivante
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(00); ™ = () (00)i™ G (W)

7 2

- oy (6.17)
At ()i Co () o (1 = (o)) €1 () g@ o

. . 1 .. .
et nous trouvons les fractions volumiques (al);H' en utilisant un algorithme de Newton.

Pas d’advection dissipative

On s’intéresse maintenant a 1’équation

80&1 4 }/201201 — Y1a102 Y1 —
€
ot YOy + ey p
Un schéma explicite est utilisé pour résoudre cette équation. Pour chaque cellule C;, nous discréti-

sons cette équation de la maniére suivante, en utilisant les exposants h pour noter les variables issues
du pas hyperbolique et a les variables issues de ce pas d’advection

LVp.Vas =0 (6.18)

()i = (an)i ()] (a2); (C1)i = () (an);' (Ca)f (V1) — ()
At Y ()l (O] + ()] (Ca)] (0);

7

Vi (Vp)l . (Vo) =0 (6.19)

Pour calculer les gradients (ng))?, on évalue les gradients de ¢ sur chaque élément de maillage en
contact avec le neeud 4, en utilisant les gradients de fonctions de bases des éléments finis. Une moyenne
pondérée de ces gradients permet alors d’obtenir le gradient sur la cellule C;.

Pas de traitement du terme source dissipatif

L’équation suivante doit étre résolue

Oy Yi—o )
~ Cu YVi(pe—1) —aYa(m —1)) (Y1 - 6.20
ot ) p(a1C2 + aCh) (@10 + (01¥1 (72 = 1) — 22 (11 = 1)) (1 — ) [V (6.20)

On utilise le méme schéma numérique que dans le chapitre 4 : cette équation est discrétisée sous la
forme suivante, en notant les variables issues du pas d’advection dissipatif avec ’exposant a et celles
issues du pas de traitement du terme source dissipatif avec ’exposant s

(Vi —ai) (@i (A —of) + (@Y (e = 1) = (1 —af) A = ¥V*) (n = 1) (Vf* = 7))

1

pil (aiCoff + (1 = af) i)

1 (Vp)§ I

(6.21)

Nous utilisons une méthode de Newton pour résoudre cette équation. Cette méthode, utilisée en

choisissant le point de départ des itérations comme décrit dans 'annexe C, permet d’assurer la stabilité
de ce pas.
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Pas de convection dissipative

Finalement, le systéme d’équations suivant doit étre résolu

Y u g
%—t + %dlv (1Ya (Y — a1) Vp) — 0 (6.22.1)
01 Eu ..
it o (= ) YiY (Vi - o) V) — 0 (6.222)
Oay a0 . (Y1 — ) . (Y1 — o)
gn L, N2 (o diy (vet = div (L~ — 22.
Ot te a1Cy 4+ aeCh (Cl v ( 2 P VP )+ Cadivi (1 P vp 0 (6223)

Ce systéme est discrétisé de la méme maniére que celle proposée dans le chapitre 4. On écrit cette
discrétisation en notant les variables issues de ce pas de convection dissipative avec I’exposant c.

Y; ;- Y : U S c c
V% n % S oy (WEWE) =0 (6.23.1)
' jeu(i)
ZZC - le Eu c c s c c
VitRr T > (M= ha) piy g (W5, W5) =0 (6.23.2)
" jeu(i)

Vi(al)f — ()] n (on)f (1= (an)5) a8 S ()50~ S ()G a | =0 (6.233)

Eu C c C c ij
At (Oq)i CQZ +(042)Z‘ Clz jeu(i) j€v(4)

i + ¢j

ol les variables d’état a l'interface ¢;; sont égales a — et ol nous introduisons les mémes

fonctions que dans le chapitre 4

(Yl)fj - (al)fj P§ -5
Pij |15

C
CLTZ]

g (W ;) = £ (), (1);) (@) + £ (M), (1)) (@) (6.24)

f(a.b) _ a(l—a);—b(l—b)_i_%(a_b)

1
ot ||l;;]| représente la norme de I'aréte entre les nceuds i et j, et (a,)F = 3 (ar £ |a,|). Pour résoudre

ces équations, une méthode de Newton est utilisée. La résolution du systéme linéaire que nous obtenons
avec cette méthode est effectuée avec une méthode de Jacobi, ce qui permet d’éviter le stockage en

mémoire la totalité de la matrice Jacobienne.
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6.1.3 Relaxation des températures

Comme précisé en introduction, les temps de relaxation des vitesses et des températures sont du
méme ordre de grandeur dans les expériences numériques présentées dans ce chapitre. Une méthode
de relaxation des températures est donc appliquée pour le modeéle (4.1). On s’inspire des méthodes de
relaxations du modéle & sept équations pour développer une méthode de relaxation des températures
pour le modele & cing équations. Une méthode & pas fractionnaires est & nouveau utilisée, et cette
relaxation est effectuée aprés les pas convectif et dissipatif. Selon le modele (2.93), nous devons résoudre
le systéme d’équations suivant

aogtpl =0 (6.25.1)
8%215[)2 =0 (6.25.2)
% =0 (6.25.3)
% =0 (6.25.4)
% B 061Czj-a201 <p?21 pj,;)Qf (6.25.5)

a1 p1Cy, a2 paC 1 . . .
avec Qr = 110 Q2P0 (T, — T1). La fraction volumique oy est donc la seule variable
a1p1Cy, + aop2Cy, €1
lors de cette relaxation. L’équation (6.25.5) est discrétisée de la maniére suivante, avec I'exposant 0 qui
représente les variables issues du pas précédent, et I'exposant * qui représente les variables obtenues

par cette relaxation des températures.

al —af a1p1)° Cy, (a2p2)’ C, 1
Lo o (can T On (Oae) Do L (g (o) 17 (o) (6.20)
At 0 0o ¢
(alpl) v T (Oégpg) vo €T
Cette équation est résolue avec une méthode de Newton. Remarquons que cette relaxation des
pressions a un effet stabilisateur sur la fraction volumique. En effet, si on exprime To — 77 en fonction

du vecteur d’état t (pY1, pYa, pu, pe, a1 ), les équations d’état (2.106) permettent de trouver I’expression

Ty — Ty =
Qo <('Y1 —1)(r2—=1)p(i—io) — a1 (v2— 1) 1P1,00 — @2 (711 — 1) ¥2D2,00 . >
Cv2 (’72 - 1) pYo ] (72 - 1) + a2 (71 - 1) e

aq <(71 —1)(v2—=1)p(i—ig) —ai (v2 — 1) MP1,00 — @2 (71 — 1) 12P2,00

+ P1,00
Cyp, (m — 1) pY1 ar(e—1)+az(m—1) P )

(6.27)

On peut alors voir qu'une fraction volumique «y proche de 0 entraine 'inégalité T5 —T; > 0, et donc

8&1

rra > 0. Au contraire, si a; est proche de 1, nous aurons 75 — 77 < 0 et donc la fraction volumique

de la phase 1 diminuera.
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6.2 Reésultats numériques

6.2.1 Interaction choc-bulle

95,8 mV

Onde de

95,8 mm| . Air

222,5 mm

FiG. 6.2 Interaction choc-bulle : schéma de la géométrie initiale.

Ce premier cas-test a pour objectif de valider les méthodes numériques de résolution des modéles
(3.1) et (4.1). Ce type de probléme a été présenté dans [94], ot un modéle & cing équations non
dissipatif est utilisé. Dans ce cas-test tridimensionnel, nous considérons une bulle de gaz réfrigérant
R22 entourée d’air, et nous regardons son comportement sous ’effet du passage d’un choc. Ce cas-test
est un probléme d’interface, et 1'utilisation de modeéles ayant des pressions et des vitesses différentes
n’est pas justifiée & priori. La géométrie du cas-test est présentée sur la Figure 6.2. Les conditions
initiales et les propriétés thermodynamiques des gaz proviennent de |2]; elles sont données par

pr2 = 2.985kgm3
Pair = 1.000kg.m~3
Upyy = Om.s™!
Ugir = O0m.s™! (6.28)
pr22 = 10°Pa
Pair = 10° Pa
Yr22 = 1.178  pRas o = 0Pa (6.29)

Yeau = 1.4 Pair,co = 0Pa

A Tlintérieur de la bulle, la fraction volumique du gaz R22 est initialement de 1 — 1076, et de 107°
a l'extérieur. La condition au bord a gauche est une condition d’entrée supersonique, et les variables a
I’entrée sont les suivantes

pro2 = 4.362kg.m™3

pair = 1.376kg.m™3

M = 0312 (6.30)
p = 1.57510° Pa

Qr2 = 107°

La condition a droite est une sortie supersonique, et des conditions de symétrie sont appliquées
sur les autres bords du domaine. Le calcul est effectué sur un maillage de 128 x 50 x 50 nceuds, soit
320000 nceuds au total. Le nombre de CFL est égal & 0.8. Sous Ueffet du choc, la bulle se déforme et
est entrainée vers la droite, comme le montre la Figure 6.3, qui présente I’évolution du cas-test pour le
modeéle & cing équations non dissipatif.
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Pressure . 4 Pressure Pressure
1.002+05 1.25e+05 1.50e+05 1.75e+05 2.00e+05 1.002+05 1.25e+05 1.50e+05 1.75e+05 2.00e+05 1.00e+05 1.25e+05 1.502+05 1.75e+05 2.00e+05

Fig. 6.3 Interaction choc-bulle : Isovaleurs de la fraction volumique apoo = 0.5 et pressions aux
temps 2.5107%s, 5.010"*s et 1.01073 5. Résultats du modeéle & cinq équations non dissipatif.

Ee N
© I

Velocﬁy magnitude Pressure R22 volume fraction
71.9 87.1 102. 117. 2, 1676405 1.58e+05 1600405 1610405 1.620+05 1.24e-06 0207 0414 0620 0827

F1G. 6.4 — Interaction choc-bulle : Comparaison entre le modéle non dissipatif & cinq équations sans
relaxation des températures (haut) et avec relaxation (bas). Vitesse de mélange, pression et fraction
volumique du gaz R22.

Nous souhaitons d’abord évaluer 'effet de la relaxation des températures sur les résultats du mo-
deéle a cing équations non dissipatif. Un écoulement avec un temps de relaxation e = 1078s a donc
été calculé, ce qui revient pratiquement a une relaxation instantanée. Les résultats des calculs avec
et sans relaxation des températures sont présentés sur la Figure 6.4, qui montre que la relaxation des
températures a uniquement un effet diffusif. Comme attendu, I’écoulement semble étre isotherme.

Comparons maintenant les modéles a sept équations avec relaxation instantanées avec le modéle a
cing équations non dissipatif. Les Figures 6.5 et 6.6 présentent la pression et la fraction volumique du
gaz R22 aprés 1073 s. Sous leffet de I'onde de choc, la bulle de gaz se déforme et se retrouve emmenée
vers la droite. Comme nous pouvons le voir, le modéle & cing équations est moins diffusif que le modéle
a sept équations. Ceci peut s’expliquer par 'utilisation du solveur acoustique pour ce modéle, moins
diffusif que les solveurs de type VFRoe-ncv. Cette diffusion plus faible se remarque lorsque I'on regarde
la fraction volumique maximale aprés 1073 s : elle est de 0.827 pour le modéle a cinq équations et de
0.801 pour le modeéle & sept équations. On note également que la pression reste plus élevée au centre
de la bulle pour le modele a cinq équations que pour le modéle & sept équations.

Bien que cela ne se justifie pas a priori pour ce cas-test, puisque c’est un probléme d’interface, on
utilise maintenant le modéle dissipatif a cing équations et le modéle a sept équations avec relaxations
a temps finis. Un temps de relaxation de 1073 s est utilisé. On s’attend que ces termes n’aient un effet
que dans la zone de mélange entre les phases. Cependant, comme nous I’avons vu avec les résultats
précédents, une zone de mélange se crée non seulement au niveau de l'interface gaz - R22, mais aussi
au niveau de la bulle, ou la fraction volumique n’est plus égale a 1 4 la fin de la simulation. Les termes
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Pressure Pressure
1.67e+05 1.58e+05 1.60e+05 1.61e+05 1.62e+05 1.67e+05 1.58e+05 1.60e+05 1.61e+05 1.62e+05

FiG. 6.5 — Interaction choc-bulle : Comparaison des pressions pour le modéle & cing équations non
dissipatif (gauche) et le modeéle a sept équations avec relaxations instantanées (droite).

R22 volume fraction R22 volume fraction
1.24e-06 0.207 0.414 0.620 1.24e-06 0.207 0.414 0.620

FiGa. 6.6 Interaction choc-bulle : Comparaison des fractions volumiques du gaz R22 pour le modéle
a cing équations non dissipatif (gauche) et le modeéle a sept équations avec relaxations instantanées
(droite).

prenant en compte les déséquilibres de vitesses auront donc un effet dans toute la zone de la bulle.
Les résultats du modele dissipatif a cing équations et du modéle & sept équations avec relaxations
instantanées sont présentés sur les Figures 6.7 et 6.8. A cause des fractions volumiques trés proches
de 0 ou de 1, ce cas-test est difficile & réaliser. Une relaxation des températures a donc été appliquée
pour le modéle dissipatif a cinq équations avec un temps de relaxation e = 10~%s. Cette relaxation
a un effet stabilisateur. Par ailleurs, la fraction du gaz R22 a été initialisée a l'intérieur de la bulle a
seulement 0.93 pour le modéle a sept équations avec relaxations & temps fini, car des échecs numériques

apparaissent lorsque ’onde de choc entre en contact avec la bulle pour ce cas.

Nous obtenons comme précédemment une déformation de la bulle, ainsi que son déplacement vers
la droite. A nouveau, le modéle & cing équations semble moins diffusif que celui & sept équations, tant
au niveau des pressions qu’au niveau des fractions volumiques. La valeur maximale de agsos est en
effet de 0.799 pour le modéle dissipatif a cinq équations contre 0.680 pour le modéle a sept équations
(rappelons que la fraction volumique a été initialisée a 0.93 pour ce cas). Les variations de pressions
sont aussi plus grandes, notamment au cceur de la bulle et dans son sillage.

Si I'on compare les résultats des modeéles sans vitesses relatives avec ceux des modéles qui prennent
en comptent un déséquilibre des vitesses, on remarque que ’utilisation d’'un temps de relaxation des
vitesses non nul modifie la forme de la bulle de gaz aprés le choc, et change les variations de pression
apres le passage de l'onde de choc, avec un pic de pression plus petit dans la bulle et une pression plus
importante dans le sillage de celle-ci. La déformation de la bulle peut étre expliquée par le fait qu’aux
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Pressure Pressure
1.57e+05 1.68e+05 1.60e+05 1.61e+05 1.62e+05 1.57e+05 1.58e+05 1.60e+05 1.61e+05 1.62e+05

F1G. 6.7 — Interaction choc-bulle : Comparaison des pressions pour le modéle dissipatif a cinq équations
(gauche) et le modele a sept équations avec relaxations a temps finis (droite).

R22 volume fraction R22 volume fraction
0.207 0.414 0.620 1.24e-06 0.207 0414 0.620 0.827

Fi1G. 6.8 Interaction choc-bulle : Comparaison des fractions volumiques du gaz R22 le modéle dissipatif
a cing équations (gauche) et le modele a sept équations avec relaxations a temps finis (droite).

extrémités de celle-ci, la pression est plus faible qu’en son centre. L’utilisation d’une vitesse relative
a donc pour conséquence une tendance a déplacer l'air plus léger les cotés et & concentrer le gaz R22
dans l'axe de la bulle.

On s’intéresse maintenant au temps de calcul nécessaire pour ces différentes simulations. Les calculs
ont été effectués sur 32 processeurs. Le nombre d’itérations et le temps de calcul pour chaque modéle
est présenté dans la Table 6.1. Le nombre d’itérations est comparable ; le plus grand nombre d’itérations
pour le modéle a sept équations est dii au fait que le CFL a été augmenté progressivement pendant les
200 premiéres itérations. Les temps de calcul pour le modeéle a cing équations non dissipatif et pour le
modeéle & sept équations sont également comparables, avec un modéle & cing équations moins cotiteux ;
le modeéle dissipatif est le plus cotiteux, a cause du traitement implicite des termes du second ordre.

Modéle Nombre d’itérations | Temps de calcul
Modéle a 7 équations, relaxations instantanées 1496 10 min
Modeéle a 7 équations, relaxation a temps fini 1496 11 min
Modeéle a 5 équations non dissipatif 1330 8 min
Modeéle a 5 équations dissipatif 866 2 h 08 min

TAB. 6.1 Interaction choc-bulle : temps de calcul pour les différents modéles.
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6.2.2 Chute d’une goutte

Le deuxiéme cas-test est un probléme d’interface, avec la chute d’une goutte sous l'effet de la
gravité. Celui-ci est habituellement effectué avec une seule vitesse puisqu’on considére que les phases
sont séparées. Le modéle & cing équations non dissipatif et le modéle a sept équations avec relaxations
instantanées seront d’abord comparés, puis nous regarderons l'effet des déséquilibres de vitesses sur ce

cas-test.
- 1.0m -
f 3
2m
S|
- X = 0.5
2 z=1.7
g=90m.s
20m
\j
Fi1G. 6.9 — Chute d’une goutte : schéma de la géométrie initiale.
Comme présenté sur le schéma 6.9, on considére une goutte de masse volumique p; = 4kgmm™3
entouré d’air de masse volumique ps = 1kg.m~3, sous pression p = 10°Pa. Les vitesses initiales

sont nulles. Dans la zone de la goutte, la fraction volumique est égale & a3 = 0.999, et oy = 0.001
a lextérieur. Les deux fluides sont considérés comme des gaz parfaits, avec comme propriétés ther-
modynamiques v; = 1.67 et C,,, = 107.1 J.71 d’une part, et 5 = 1.4 et Cy, = 7175 J.71 d’autre
part. A l'instant t = Os, une gravité est appliquée avec ¢ = 90m.s~2, ce qui causera la chute de la
goutte. Nous effectuons le calcul sur un maillage régulier de 51 x 3 x 101 nceuds, avec un nombre de
CFL égal a 0.4 pour les 10000 premiéres itérations, (.8 ensuite. Les résultats pour la fraction volu-
mique sont présentés sur la Figure 6.10. Les deux modéles donnent des résultats en excellent accord,
ce que l'on peut mieux voir lorsque ’on fait une coupe 1D le long de I'axe z, qui est présentée sur la
Figure 6.11. Les variations de la fraction volumique du gaz de la bulle sont en effet tout a fait similaires.

Ce cas-test est maintenant réalisé avec un temps de relaxation des vitesses égal & 10™2s, pour les
deux modeéles. A cause des zones de fluides quasi-purs, les schémas numériques que nous avons déve-
loppés peuvent rencontrer des problémes. Une relaxation des températures est donc appliquée pour
le modeéle a une vitesse et une pression, qui a un effet stabilisateur sur la fraction volumique, comme
on a pu le voir dans le paragraphe 6.1.3. Le temps de relaxation est fixé 4 e = 10725 : lorsque les
ordres de grandeur des différents temps de relaxation ont été établis dans le paragraphe 1.3.5, on a
pu remarquer que pour un écoulement a bulles, les temps de retour a ’équilibre de la vitesse et de la
température sont du méme ordre.
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Phase 1 volume fraction
0.193 0.387 0.580

FiGg. 6.10 Chute d’une goutte : résultats aprés 0.8 s. Résultats sur la fraction volumique du gaz de
la goutte. Modeéle a cing équations (gauche) et a sept équations (droite). €, = 0.

La Figure 6.12 présente les résultats sur la fraction volumique aprés 0.8s pour les modéles avec
déséquilibres mécaniques. Les résultats des deux modéles sont & nouveau en trés bon accord, avec tou-
tefois un modele dissipatif a cinq équations plus diffusif : la fraction volumique du gaz est plus faible
au centre de la bulle. Nous pouvons néanmoins voir que le déséquilibre des vitesses réduit la diffusion
du modeéle, avec une réduction de la trainée derriére la goutte. Ceci peut étre expliqué par le fait que,
lorsque I’on utilise une méthode de prise en compte des déséquilibres mécaniques, on obtient un effet
analogue & la sédimentation qui s’applique, avec le gaz plus lourd de la goutte qui se sépare de l'air.
Cet effet est plus faible lorsque 'on utilise le modeéle a cinq équations. Ce phénoméne est mieux mis
en évidence par une coupe 1D le long de I’axe z, qui est présentée sur la Figure 6.11.

0.75
0.70 1
0.65 1
0.60 1
0.55 1
0.50
0.45 1
0.40 1
0.35 1
0.30
0.25 1
0.20 1
015 1

010 1
0.05 1 J
0.00 : : — ———

0.00 020  0.40 0.60 0.80 1.00

— Modéle a 7 équations. & =0's
— Modeéle a 7 équations. ¢ = 0.01 s
— Modele & 5 équations. ¢ =0's

Modeéle a 5 équations. ¢ = 0.01 s

Fi1G. 6.11 — Chute d'une goutte : résultats aprés 0.8 s. Fraction volumique du gaz de la goutte. Coupe
dans l'axe vertical.
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Phase 1 volume fraction
0.193 0.387 0.580

F1G. 6.12 — Chute d'une goutte : résultats aprés 0.8 s. Résultats sur la fraction volumique du gaz de la
goutte. Modele dissipatif & cinq équations (gauche) et a sept équations avec relaxations a temps finis
(droite). g, = 107 2s.

Modéle Nombre d’itérations | Temps de calcul
Modéle a 7 équations, relaxations instantanées 133929 2 h 05 min
Modeéle a 7 équations, relaxations a temps fini 133937 2 h 05 min
Modéle & 5 équations non dissipatif 129889 1 h 36 min
Modeéle a 5 équations dissipatif 129872 28 h 27 min

TAB. 6.2 — Temps de calcul pour le cas-test de la chute d’une goutte, pour les différents modéles.

Regardons maintenant aux performances en termes de temps de calculs des différents modéles. Les
simulations ont été effectuées avec le logiciel NUMS3SIS [50] pour les différents modéles, et chaque calcul
a été lancé sur huit processeurs. Le nombre d’itérations et le temps de calcul nécessaires pour arriver
a l'instant 0.8 s sont précisés dans la Table 6.2.

Le nombre d’itérations effectuées pour atteindre le résultat est comparable pour tous les modéles.
Ceci s’explique par le fait que les vitesses du son sont proches (204m.s~! pour le gaz de la bulle
et 374m.s~! pour lair), et la vitesse du son de Wallis, utilisée dans le modéle a cinq équations, reste
comprise entre ces bornes. Comme attendu, le modéle non dissipatif & cinq équations est le plus rapide,
car c’est le moins complexe. Les solutions obtenues avec différentes méthodes de relaxations pour le
modeéle a sept équations nécessitent le méme temps de calcul, puisque ces méthodes de relaxation sont
peu cotiteuses lorsqu’on les compare au solveur hyperbolique. Le modeéle & cinq équations dissipatif
est lui beaucoup plus cotiteux que le modeéle non dissipatif, ce qui est dii au traitement implicite des
termes du second ordre.
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6.2.3 Ecoulement dans un tuyau avec une contraction et une expansion

Le dernier cas-test représente un écoulement eau-air dans un tuyau comprenant deux changements
brusques de section, dont la géométrie est présentée sur la Figure 6.13. Par ce cas-test, on cherche &
évaluer l'aptitude du modeéle dissipatif & cing équations & calculer des écoulements complexes, en le
comparant au modeéle & sept équations et au logiciel GENEPI [37], qui utilise un modéle a I’équilibre
homogeéne avec un modeéle de dérive des vitesses. Pour ce dernier, nous réutilisons I’équation (2.98)
obtenue lors de la relaxation des vitesses pour estimer la vitesse de dérive.

A T'entrée, les vitesses de I’eau et de I'air sont fixées & 0.4m.s~!, les masses volumiques sont données
par pgir = 1.0 kg.m_3 et peaw = 1000.0 kg.m_3 et la fraction volumique est fixée & gy = 0.5. Les
pressions sont fixées a la sorties & 10° Pa. La géométrie de ce cas-test est présentée sur la Figure 6.13.
Une condition de réflexion est appliquée pour tous les murs. Nous nous attendons & des variations de
pression au niveau de I'expansion et de la contraction, qui devraient entrainer des séparations entre les
phases.

B 1.0 m _ 05 m _ 2.0m _
pl=1kgm? ry
p2=1000 kg m™ 0.5 p=10°Pa
u=04m.s> = m
a=05 0.15m

FiG. 6.13 Ecoulement dans un tuyau avec changements soudains de la section : géométrie et conditions
aux bords.

Pour déterminer le temps de relaxation des vitesses, on suppose que le diamétre des bulles est de
1mm. De plus, la réalisation de ce cas-test en utilisant le modéle & six équations nous apprend que
la vitesse relative maximale entre les deux phases est de 2.49m.s~!. La formule (1.63) donne alors le
temps de relaxation des vitesses, proche de ¢, = 1073 s. Les modéles développés dans cette thése ont
été implémentés dans le logiciel NUMB3SIS [50]. Les simulations ont été effectuées sur des maillages non
structurés comprenant 6382 neceuds, soit une distance entre les points d’environ 3.0 10~?m ; le maillage
utilisé pour GENEPI, qui est basé sur des méthodes numériques de type éléments finis mixtes Q1,/P0,
compte 2520 cellules, soit une distance de 2.5107?m entre les points.

Comparons tout d’abord les résultats des modeéles a cinq équations avec et sans termes dissipatifs.
Comme les Figures 6.14 et 6.15 le montrent, les résultats pour les pressions sont trés proches. Les
vitesses sont également trés semblables pour les deux modéles, tant au niveau du module des vitesses
que de la taille de la zone de recirculation en aval de ’expansion. En revanche, nous obtenons une
séparation des phases en aval de I'expansion brusque du tuyau lorsque le modéle dissipatif est utilisé,
alors que ce phénomeéne n’apparait pas avec le modéle non dissipatif, puisque celui-ci ne posséde pas
de vitesse relative entre les phases.

On calcule maintenant ’écoulement en utilisant le modéle & sept équations, avec des temps de
relaxation ¢, = 1073 s et Ep = 1079 5. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.16. Nous pouvons
remarquer que les vitesses obtenues sont trés proches des résultats précédents, avec toutefois une zone
de recirculation plus petite, due a la plus grande diffusivité du modeéle. Les résultats sur la pression
sont également trés proches, avec notamment les mémes zones de sur-pression et de sous-pression ; la
pression est plus importante en amont du changement de section. Enfin, le comportement de la fraction
volumique est proche de celui obtenu avec le modéle dissipatif & cinq équations, avec une séparation
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Pressure
0.77e+04 0.93e+04 1.01e+05 1.03e+05 1.04e+05

F - e

Phase 1 velocity Magnitude
0.450 0.200 1.35

Air volume fraction
0.150 0.362 0.573 0.785 0.997

FiGc. 6.14 Ecoulement dans un tuyau avec des expansions et contractions : résultats obtenus avec le
modeéle a cinq équations non dissipatif.

des phases lors de ’expansion brutale. On peut également noter une séparation des phases avant la
contraction, qui n’apparait pas dans le modéle (4.1).

Nos résultats sont maintenant comparés avec ceux du logiciel GENEPI [37], qui utilise le modéle &
I’équilibre homogeéne (2.200), associé avec un modeéle de vitesse de dérive. Le systéme d’équation résolu
peut s’écrire sous la forme

0

3—;’ + div pu _— (6.31.1)
Opu . .

W +divpu®u+Vp = —div (pY1YQQd ® Qd) (6.31.2)
Oph . .

s + div phu = —div (pY1Yohgvd @ v4) (6.31.2)

ou ph = pe + p est I'enthalpie du mélange. La densité de mélange p, les fractions massiques Y} et
la chaleur latente hyq sont des fonctions de I'enthalpie h et de la pression p, données par des tables

thermodynamiques. La vitesse de dérive v, est modélisée par la méme expression que pour le modéle

Y1 —«a
dissipatif, & savoir v; = 5¥Vp. Afin d’obtenir de plus grandes variations de la fraction volu-
p
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Pressure

Q.77e+04 9.93e+04 1.01e+05 1.02e+05 1.04e+05

.

Mixture velocity Magnitude
0.450 0.200 1.35

Air volume fraction
0.150 0.312 0.475 0.638 0.800

F1G. 6.15 — Ecoulement dans un tuyau avec des expansions et contractions : résultats obtenus avec le
modeéle a cing équations dissipatif.

mique, le temps de relaxation des vitesses a di étre fixé 4 &, — 0.08 s; nous expliquons cette différence
par les différentes méthodes de calcul des gradients de pression entre les logiciels. Une autre différence
est '’hypothése de 'incompressibilité de I'eau. Les résultats de cette simulation sont présentés sur la
Figure 6.17. On remarque que les résultats de GENEPI sont relativement proches de ceux du modéle
dissipatif a cinq équations. Un champ de pression proche de ceux issus des modéles & cing équations
est obtenu, avec toutefois une surpression plus importante en amont de la restriction. Le champ de vi-
tesses est également semblable ; on note une zone de recirculation plus importante. Enfin, une analogie
pour les variations de la fraction volumique avec le modéle dissipatif & cinq équations est notée, méme
si ces variations sont plus faibles. Des zones de séparation entre l’air et I’eau apparaissent au niveau
des changements de section, et notamment en aval de I’expansion. Une différence entre les résultats
précédents et ceux de GENEPI peut cependant étre notée : alors que la séparation des phases n’a lieu
que dans la zone de recirculation pour ce dernier, une légére stratification de ’écoulement a lieu en
aval pour les autres modéles.

Finalement, un bon accord est obtenu pour ce cas test entre les résultats du modéle a sept équations
et ceux du modele dissipatif a cing équations. Les résultats sont aussi relativement proche de ceux de
GENEPI, bien que la séparation des phases soit moins importante pour ce dernier.
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Mixture pressure
9. 77e+04 2.94e+04 1.01e+05 1.03e+05 1.04e+05

-:-

Mixture velocity Magnitude
0.450 0.900 1.35

Air volume fraction
0.150 0.312 0.475 0.638 0.800

F1G. 6.16 — Ecoulement dans un tuyau avec des expansions et contractions : résultats obtenus avec le
modeéle a sept équations.
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Pressure
Q.77e+04 2.93e+04 1.01e+05

1.02e+05 1.04e+05

Module de la vitesse
0.00 0.450 0.900 1.35 1.80

Air volume fraction
0.150 0.312 0.475 0.638 0.800

FiG. 6.17 Ecoulement dans un tuyau avec des expansions et contractions : résultats obtenus avec le
logiciel GENEPT [37].



170 Chapitre 6. Ecoulements diphasiques multidimensionnels

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes de résolution numérique en trois dimensions
pour les modeéles & cing et sept équations, avec le traitement des termes de relaxation pour le modéle
A sept équations et des termes dissipatif pour le modéle a cinq équations.

Ces modeles ont été comparés entre eux et avec le logiciel GENEPI [37] pour des problémes d’inter-
face, et pour des écoulements ol des séparations de phase apparaissent. On remarque que le modéle a
cing équations est moins diffusif que le modéle & sept équations, et que I’apparition d’une vitesse relative
entre les phases ajoute de la diffusion. La comparaison avec les modéles industriels est encourageante,
méme si des divergences sont présentes.



Conclusion et perspectives

Ce travail porte sur la simulation des écoulements diphasiques par des modéles hyperboliques, pour
remplacer le modéle classique & une pression et deux vitesses. Les développements de Chapman-Enskog
ont d’abord été utilisés pour relier entre eux les différents modéles utilisés dans la littérature pour la
simulation des écoulements diphasiques compressibles. De plus, nous avons obtenu par des développe-
ments & 'ordre un des termes du second ordre qui permettent de prendre en compte les déséquilibres
de certaines grandeurs en utilisant un modéle réduit.

Une contribution a également été apportée a l'utilisation de modéles hyperboliques pour la simu-
lation des écoulements diphasiques. Deux approches différentes ont en effet été proposées. La premiére
consiste & utiliser le modéle hyperbolique & deux vitesses et deux pressions, que I'on compléte par des
méthodes de retour a 1’équilibre des pressions et des vitesses. Ces retours sont effectués a temps finis, ce
qui permet d’avoir des résultats plus proches des données expérimentales que les méthodes de relaxa-
tion instantanées. La deuxiéme approche provient d’un cheminement inverse : un modéle a une vitesse
et une pression est utilisé, et des termes dissipatifs obtenus par un développement de Chapman-Enskog
permettent de prendre en compte le déséquilibre des vitesses. Ces deux méthodes ont été validées par
comparaison avec des données expérimentales, et ces deux approches donnent des résultats numériques
similaires, alors que 'approche par modeéle réduit est plus efficace en terme de temps de calculs pour
les cas unidimensionnels. Enfin, nous avons développé nos schémas numériques en trois dimensions,
afin de pouvoir simuler des écoulements complexes.

Plusieurs perspectives peuvent étre ouvertes par ce travail. Tout d’abord, d’un point de vue modé-
lisation, les échanges de chaleur et de masse entre les phases pourraient étre modélisés, en utilisant a
nouveau des méthodes de relaxations pour les températures et les potentiels chimiques pour les modéles
a cinqg et sept équations. Ces méthodes semblent assez aisées a développer ; on peut également envisager
I"utilisation du modéle homogéne relaxé et d’utiliser & nouveau le développement de Chapman-Enskog
a 'ordre un pour prendre en compte un déséquilibre des potentiels chimiques. Une autre amélioration
qui semble envisageable est d’utiliser des temps de relaxations qui varient dans le temps et 1’espace,
au lieu d’étre considérés comme des constantes fixées a priori comme dans ce travail. Nous avons en
effet développé des expressions qui permettent d’évaluer les temps de retour a ’équilibre des pressions,
des vitesses et des températures, qui peuvent étre utilisées dans ce but. Enfin, I'implémentation d'un
modeéle de turbulence pour les différents modeéles d’écoulements diphasiques amélioreraient également
notre modéle. Ces modeles de turbulences ont déja été étudiés dans plusieurs travaux [6, 95, 41], et
permettraient de simuler I’ensemble des phénomeénes physiques des écoulements diphasiques.

D’un point de vue numérique, le passage des différents schémas & l'ordre deux en espace et en temps
permettrait d’améliorer grandement les résultats numériques obtenus. On peut en effet remarquer que
Iutilisation de schémas plus précis peut largement modifier les résultats, comme on peut le voir pour la
chute d’une bulle dans [66]. La robustesse et I'efficacité des schémas numériques pourraient étre aussi
étre améliorées par 'utilisation de méthodes de résolution implicite ; une telle méthode a notamment
été développée pour le modele a sept équations [66]. Un schéma implicite permettrait aussi de réduire
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le temps de calcul nécessaire, qui est trés important lorsque l'on utilise un schéma explicite pour
le modéle dissipatif a cinq équations dans le cas multidimensionnel Une amélioration des méthodes
de résolution des pas dissipatifs peut également étre envisagée. Enfin, 1'utilisation de méthodes de
préconditionnement pour les écoulements & faible nombre de Mach semble trés intéressante, au vu de
la diffusion notée dans nos résultats numériques. Plusieurs travaux ont montré 1'utilité de ces méthodes
pour tous les types d’écoulement, monophasiques comme multiphasiques [66, 91, 43]. Cependant, il
n’existe pas a notre connaissance de méthode de préconditionnement pour le modéle a deux vitesses
et deux pressions, et cette étude peut étre difficile & cause des comportements du modéle qui changent
selon la fermeture interfaciale utilisée.
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Annexe A

Pression interfaciale
pour un modéle & une pression développé
a 'ordre 1

Dans cette annexe, nous présentons les calculs nécessaires a I’obtention de 'expression de la fluctua-
tion de la pression interfaciale p} en fonction celle de la fraction volumique a%., qui apparaissent lorsque
les développements de Chapman-Enskog a I’ordre 1 sont utilisés pour passer du modéle & deux vitesses
et deux pressions au modeéle a deux vitesses et une pression. Rappelons que la pression interfaciale est
modélisée en utilisant I’équation (1.49.2), soit

Yoy i’y

= + Al
YT + Y2T2p1 YT+ Y2T2p2 (A1)

br

Chaque phase est supposée étre gouvernée par une équation d’état de type gaz raide (1.27). YT}
s'écrit alors

OpPr Pk +DPkoo Ok Dk + Pkoo (A.2)

Vi T = ==
p Co(ve—Dpr  p Cy (m—1)

Introduisons maintenant la notation ¢° pour représenter la composante de ¢ a I'équilibre, et ¢! sa
00

fluctuation. Selon les expressions (2.60), on peut écrire les pressions p,lC = (—1)k —k o&, et la fluctuation
Qg

de la masse volumique du mélange, p!, est nulle. Nous pouvons alors écrire

al P+ pp 1 P9+ py oY 1
Yka — _k_rk y O <_ k 0 Oél 'k p1>

= Y,?T,? +e oz/yl€ (p + Proo — 0,8)

Cvk ('Yk - 1) PO

En rappelant que C? = v, (pg —I—pkm), on obtient

1 —1
Velio = Y00 — < ok (0= 1) 0+ o) = Y072 (142 (-1 Dl ay

Cvk (7]{ - 1) P k
L’expression de 10,1C est réutilisée, et on note que p{ = pJ = p” pour écrire
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L — 1 / CO/
ViTipw = YPTPp" +e <(—1)k 7@ YOI + Y01 (-1)F —k ) aj

h s
(A.5)
k ke — 1 Cy
= e R (ot e - S o
ag, Qg
L’expression de la pression interfaciale (A.1) peut étre utilisée, ce qui donne
yOT0 4 yOT0) 0 1 (yoqo0 (22=10 _ O\ _ yogo0 (110 _ C3
(YT + YPT3) p° +eaj (Y13 o) (e S
pr= — — (A.6)
YOT? + VTP + cal (YT 225t p0 — VTP )
2 1
Les deux composantes de p; peuvent étre obtenues en rappelant le développement limité
a+eb a bc —ad 9 L. 9
=—+c¢ +0 (6 ), et en négligeant les termes d’ordre ¢
c+ed ¢ c2
1
0 e
pr = p +
(T YT
72— 1 c? 7—1 9
0z + ) (vpmg (2t - ) vy (2t - &
@9 aq a1 @9
-1 -1
_ (YloTlo + Y20T20) po <Y20T20 ’YZaO po . YloT{) 71a0 po))
2 ! (A.7)

070 C8 00 Cf
WITs — Yo I3k

0 1
= + ex
P T I

0, YVPTYCY — alYPTYCY
= P tem 070 070
(YT + YPT9)

Et nous pouvons alors utiliser cette expression dans le développement de Chapman-Enksog & I'ordre
un du systéme a deux vitesses et deux pressions.



Annexe B

Expressions de la pression selon la
discrétisation

Dans cette annexe, nous décrivons comment, lorsque la partie hyperbolique du modéle a cing
équations est discrétisée, 'expression de la pression au temps n + 1 est obtenue. Cette expression varie
selon la forme de I’équation utilisée pour I’évolution de la fraction volumique. On considére que chaque
phase est gouvernée par une loi d’état de type gaz raide, et les termes dissipatifs ne sont pas pris en
compte dans cette annexe. On se limite également au cas unidimensionnel. L’équation sur 1’énergie
totale du mélange s’écrit

9P° | div ((pe+p)u) =0 (B.1)

Puisque les phases sont gouvernées par des lois d’état de type gaz raide, on peut écrire pe =
P+ P

v—1
suivante sur les propriétés thermodynamiques du mélange

+ pio + p% avec 7 = v (a), ip = 1o (Y) et poo = Poo (). En particulier, nous avons 1'égalité

YPoo Y1P1,00
=

Y2P2,00
= + (1 —a) —=— B.2
v—1 m-1 ( ) (B.2)

v2 —1

Réécrivons I'équation sur 1'énergie (B.1) de la maniére suivante

ope i y o u?
b aiv (L e prup (o4 5 ) u) =0 (B.3)
Cette équation est discrétisée
At n n
n+l _ n_ TR n n n L
e = e = 5 (S e o) = =T s

B.4)
. u' 2 . u 2 (
+o (zaR + B ) h - o} (zg,L i ) ) u’z>

La pression obtenue au temps n 4 1 peut alors étre écrite en fonction des variables aux temps n et
n+1
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nt1 (u“*l)Q n+1 n+1
+1 1 - \n+1 % (Pso)
= (o)} —p?+< S o)) -
1 1
I e 2

wolo -l

ut1)? . \n
; <z'o>?) e <( o m“)
_ﬂ< B w7

+
)
SN

7 N\

|~
IS
N3
N

n (P + Pho,r) Uk — = 1 (PL + Poo,L) UL

E 2 g 2
u'f uy
o (z'aiR + k) ) - (z'aiL ) ) u’i)
_ o1 Ploe g 1y 92P2i00 B5
I (1 — ) D (85)

—_

Nous simplifions cette équation en regroupant l’ensemble des termes qui n’interviendront pas dans
la suite sous 'expression K. Posons donc

2 2 2
up \n At [ (o u' , ulf
K= <( Dy <20>i> - <pR (zo,R + B ) - o} (zg,L L ) u2> (B.5)

B.1 Forme originale de I’équation sur la fraction volumique

Utilisons d’abord I'expression originale de I’équation sur la fraction volumique. Celle-ci s’écrit donc

8_a+u8_a+a(1—a)(01—02)
ot ox aCy+ (1 —a)Cy

divu (B.7)

Cette équation peut étre discrétisée de la maniére suivante

At a (1—af) ((C1); — (C2)7)
n+1 n n % 7 /3 7
;= — o— - ;T — B.8
.Y <(“R T (6N R T (Y ()
On remplace dans ’équation (B.5) le terme a?“ par son expression. On obtient alors
p?+l _
7 -1
D; n V1P1,00 ny 12P2,00
. 1—al) 22> 4 i
=1 Z’71—1+( a2)72—1+
t 717?2 n,n n_n Y1P1,00 Y2D2,00
- up + aju — + (1 — aRulp ’
Ax 7?%_1291«21% RR,Yl_l ( RR),YQ_l (B.9)
At (9 V1P1,00 V2P2,00 '
_|__ n, n + n,n ’ + 1 A, n s
Az (72 _qPLtL T aLuL 1 (I —afur) s — 1
n

n At n o, (1 - O‘?) ((Cl)? - (CQ)?) Y1P1,00
- (ai " As (<aR — ) G (L ar) (O R ‘“”)) o
At (1 - o) (Lo -

.
~(-an+ 55 (e - o + S PSR (n-w)) ) 225

3 3 K3

Cette expression peut étre réécrite sous la forme suivante
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pn+1
o1
(2
pi At Y nm YL non
B BT el __ L
B + Az \7p - 1PRYR NI 1PruL
_N1Pl,00 ﬁ <aRUR —apup, — (g — ap) ul — af (1 —af) ((C)] = (C2))) (up — ur)
v —1 Az i al (02)? +(1- Oé?) (?12? o ()
Y2P2,00 Al af (1—af) ((Cr); — (Ca); >
— — — (1—arp)ur — (1 —ap)ur + (agp — ap) ui + — ! L ~(up —u
e e (- o e = (1= any o ony + S Pty oo
(B.10)
B.2 Forme modifiée de I’équation sur la fraction volumique
L’équation sur la fraction volumique est maintenant réécrite sous la forme suivante
da  Odau aCy
— — di B.11
ot + or aCy+(1—a)C v ( )

Cette équation est discrétisée sous la forme

At al (Cy)"
ntl _ on_ _ _ i i - B.12
TN A <(“R“R ) T GG (- ap o “”) (12

(2

En introduisant cette expression dans I’expression de la pression au temps n+1 (B.5), nous obtenons

ntl
1 —
+1 -
%np” 1 7P V2p
L pap Tl g o) B2 L
v =1 m—1 ( )72—1
t 7?2 n,n n, n J1Pl,00 n_ ny 12P2 00
- PRUR + aRu — + (1 — apu) ’
ix<7g;1RR BN -1 72— 1 (B.13)
t L .on.n n, n Y1P1,00 n, ny 12P2,00 '
/(L , 1_ ,
Az <72 —qPLuL Toenug 1 + (1 —afuf) vy — 1
- <04n - <(OéRuR —agur) — of (Co); (up — UL)>> NPleo
AN T G+ (- (O 1
t a; (C2); V2P2,00
—-(1=-a})+—— —apur) — L L UR — U —
(0=t 55 ((emn = avun) - e P g o= ) ) 225
L’écriture de cette expression peut étre simplifiée
pn+1
v T
’y”pz e
2 B.14
-5 (g - et .
Ar \vj -1 T—1 . . .
_At <71p1,oo ;' (C2);  P2P2,00 (1—a7) (Ch); ) P
Az \m =107 (Co)if + (1= o) (C); 72 —1af (Ca) + (1 —af) (Cr)]
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Annexe C

Etude de la convergence du pas de
résolution du terme source dissipatif

Nous nous intéressons ici au traitement numérique du terme source dissipatif, dont la résolution
présentée dans le paragraphe 4.3.3 comprend une méthode de Newton. Le choix de la valeur initiale de
la fraction volumique pour cette méthode est discuté dans cette annexe, afin que la convergence soit
assurée. De plus, on montre que la fraction volumique est assurée de rester dans 'intervalle [0, 1] au
cours de cette étape. Si 'on suppose que chaque phase est gouvernée par une loi d’état de type gaz
raide, I’équation a résoudre pour cette étape est donnée par ’expression (4.70)

— = —u Yi(va — 1) — asYa (11 — 1)) (Vi — C1
g £ S (01Cs + a0 (arag + (a1Y1 (7o — 1) — agYa (11 — 1)) (Y1 — o)) || V|| (1)

On notera dans la suite @ = a1 et Y = Yj. De plus, 'exposant 0 indique les variables issues du
pas d’advection dissipative, qui sont connues. Dans cette étape, on cherche & déterminer o, la fraction
volumique de la phase 1 pour la cellule i. L’équation est discrétisée de la maniére suivante, en une

dimension,
o ~ab Oy~ ))°
At "4 (Ax)? o0 (a9C5) + (1 - af) C1f) (C.2)

(V0 = af) (of (1= af) + (¥ (2 = 1) = (1= a}) (1= ¥2) (1 = 1)) (¥ = a})) = 0

et peut étre réécrite sous la forme

of —al + AtK (Y — o) P(a}) =0 (C.3)
oll nous avons introduit les notations suivantes
cu (Pl —0)°
K = ot o o0 (C.4)
pY (0o + (1 —a) C1Y)
Pf)=a(l—o))+ (Y (=1 -1-0a})(1-Y) (m— 1) (Y — ) (C.5)

Remarquons que K est une constante positive. Notons aussi que la seule inconnue est la variable
a;. Le traitement du terme source dissipatif se fait donc de maniére locale, et nous ne noterons plus
les indices i. Finalement, nous utilisons une méthode de Newton pour résoudre 1'équation

f(a®)=0 (C.6)



186 Annexe C. Etude de la convergence du pas de résolution du terme source dissipatif

avec
fla)=a—a’+ At (Yo—a)P(a) (C.7)

Etudions maintenant les variations de f en fonction de a. Tout d’abord, on remarque les égalités
£(0) = —aO—AtK(Y0)2(1—Y02 (m—-1 < 0 ©.8)

fQ) = 1-a®+AtKY?(1-Y%) " (2—1) > 0 '

Cela assure I'existence de solutions comprises entre 0 et 1 & 'équation f (a) = 0. Vérifions main-
tenant que ces solutions seront trouvées lorsqu’on utilise la méthode de Newton. Pour montrer ce
résultat, I'expression de f’(«) doit étre déterminée sur l'intervalle [0, 1]. Celle-ci s’écrit

f@)=1+AtK ((Y°—a) P (a) — P(a)) (C.9)

avec

Pl(a) = =20 (Y0 + (1=Y") 71) + (YO) ya + (1 - Y°)* (C.10)

La dérivée f’ () est un polynéme du second degré; on remarque que f’(0) > 0. Pour déterminer
son signe sur ’ensemble de l'intervalle [0, 1], nous la réécrivons

f, (Cl) = A0+A1a+A2a2 (Cll)

avec

Ag = 1+ ALKYO ((Y0) 9+ (1= Y0) (24 7Y%) 7 - 1))
Ar = —ALK (4(Y0) 9 +2m (1-Y0) (2¥°+ 1)) (C.12)
Ay = 3AtK(Y0’)/2+(1—Y0)’}/1)

Si le discriminant A = A% — 4 Ag As est négatif, alors la dérivée f’ () est positive sur [0, 1], et la
méthode de Newton convergera vers l'unique racine de f («), indépendamment de la valeur initiale de
la fraction volumique. Nous prendrons alors comme point de départ a®. Si A est positif, différents cas
de figures apparaissent, dépendant des deux racines de f’ («) notées x1 et z9 avec 0 < 11 < Zs.

- Si 1 < 21 < xg, alors f'(a) > 0 sur lintervalle [0,1] et la méthode de Newton converge vers
I'unique racine de f («) sur cet intervalle.

-Si0 <z <1< x9, alors la méthode de Newton doit commencer avec @ = 0. En effet, nous
avons f'(a) < 0 et f(a) > 0 sur Uintervalle [z2,1], ce qui empéchera la méthode de converger si les
itérations sont effectuées a partir d’un point de cet intervalle.

-Si 0 < 1 < 29 < 1, trois cas différents apparaissent selon les valeurs de f (1) et f(x3). Si elles
sont toutes deux positives, nous devons commencer a x = 0, pour éviter le minimum local f (z3) > 0.
Au contraire, si elles sont toutes deux positives, il faut débuter & x = 1 pour éviter le maximum local
f(z1) < 0. Enfin, si f(x1) > 0et f(x2) <0, le point de départ sera z = o la valeur de la fraction
volumique issue de I'étape précédente, de maniére & ce que la méthode converge vers la racine de f (x)
la plus proche de ce point.

Ainsi, ces choix de points de départ pour les itérations de Newton assurent que la méthode converge
vers une racine de f () comprise entre 0 et 1, et permettent donc d’assurer la stabilité du traitement
du terme source dissipatif.
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Cette thése porte sur l'utilisation de modeéles hyperboliques pour la simulation des écoulements
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arising of second-order terms enables us to take into account unbalances between the phase velocities.
We develop a numerical method based on a fractional step approach for this model.
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