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he) et à sept équations ave
 relaxationsà temps �nis (droite). εu = 10−2 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1646.13 É
oulement dans un tuyau ave
 
hangements soudains de la se
tion : géométrie et 
ondi-tions aux bords. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1656.14 É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
le modèle à 
inq équations non dissipatif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1666.15 É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
le modèle à 
inq équations dissipatif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1676.16 É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
le modèle à sept équations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1686.17 É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
le logi
iel GENEPI [37℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169



Nomen
lature
Grandeurs 
ara
téristiques des é
oulements diphasiques
k indi
e désignant la phase k
k′ indi
e désignant la phase k′ = 3 − kI indi
e désignant l'interfa
e entre deux phases
Xk fon
tion 
ara
téristique de la phase k
nk ve
teur normal à l'interfa
e et extérieur à la phase k
σ ve
teur vitesse de l'interfa
e
α fra
tion volumique
Y fra
tion massique
ρ masse volumique en kg.m−3

u ve
teur vitesse en m.s−1

p pression en Pa
i énergie spé
i�que interne en J.kg−1

e énergie spé
i�que totale en J.kg−1 ; e = i+
u2

2
h enthalpie spé
i�que interne en J.kg−1 ; h = i+

p

ρ
s entropie spé
i�que en J.kg−1K−1

T température en K
g potentiel 
himique en en J.kg−1 ; g = h− sT
ν volume spé
i�que en m3.kg−1

Cv 
haleur spé
i�que à volume 
onstant en J.K−1

Cp 
haleur spé
i�que à pression 
onstante en J.K−1

γ rapport des 
haleurs spé
i�ques Cp

Cv
p∞ pression de référen
e de la loi d'état de type gaz raide en Pa
i0 énergie interne de référen
e de la loi d'état de type gaz raide en J.kg−1

s0 entropie de référen
e de la loi d'état de type gaz raide en J.kg−1K−1

c vitesse du son en m.s−1

cI vitesse du son à l'interfa
e en m.s−1

C module de 
ompressibilité en kg.m−1s−2 ; C = ρc2

CI module de 
ompressibilité à l'interfa
e en kg.m−1s−2 ; C = ρc2I
τ̄ tenseur des 
ontraintes de vis
osité en kg.m−3s−1

q �ux de 
haleur en W.m−2

fv
k

ensemble des for
es volumiques
α̇ terme de variation de la fra
tion volumique
Md for
es de frottement à l'interfa
e
Q

I
�ux de 
haleur interfa
ial

Γ terme de transfert de masse 1
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εp temps de relaxation des pressions en s
εu temps de relaxation des vitesses en s
εT temps de relaxation des températures en s
εg temps de relaxation des potentiels 
himiques en s
µp 
oe�
ient de relaxation des pressions en Pa−1

µu 
oe�
ient relaxation des vitesses en kg.m−3

µT 
oe�
ient de relaxation des températures en J.m−3K−1

µg 
oe�
ient de relaxation des potentiels 
himiques en K.kg2.J−1m−3

R rayon d'une parti
ule de la phase dispersée en m
SV aire interfa
iale par unité de volume en m−1

CD 
oe�
ient de traînée
Re nombre de Reynolds
ur vitesse relative entre les phases en m.s−1

ar 
omposante hors équilibre de la vitesse relative en m.s−2

us vitesse d'une onde de 
ho
 en m.s−1

m débit massique à travers un 
ho
 en kg.m−2s−1Grandeurs géométriques et temporelles
Ω ensemble ouvert de IRn

x point appartenant au domaine Ω
∂Ω bord du domaine Ω
t tempsOpérateurs et tenseurs
∂φ

∂ξ
dérivée partielle en ξ de la fon
tion s
alaire φ

∂u

∂ξ
dérivée partielle en ξ du ve
teur u

∇φ gradient de la fon
tion φ égal au ve
teur ∂φ

∂xi
, i = 1, ...,N

u.v produit s
alaire des ve
teurs u et v égal à∑
i

uivi

u⊗ v tenseur d'ordre deux de 
oe�
ients (u⊗ v)ij = uivjdivu divergen
e du ve
teur u égale à∑
i

∂ui

∂xidiv τ̄ divergen
e du tenseur τ̄ égale au ve
teur ∑
i

∂τ̄ij
∂xi

, i = 1, ...,N

‖u‖ norme L2 du ve
teur u égale à √∑
i

u2
i

∂u

∂v
Ja
obien de 
oe�
ients (∂u

∂v

)

ij

=
∂ui

∂vj



3Grandeurs liées à la dis
rétisation
∆t pas de temps
∆x distan
e entre deux points dans le 
as unidimensionnel
Ci 
ellule 
onstruite autour du n÷ud i
Vi volume de la 
ellule Ci

∂Ci bord de la 
ellule Ci

v(i) ensemble des n÷uds voisins du n÷ud i
∂Cij interfa
e entre les n÷uds i et j, égale à ∂Ci ∩ ∂Cj

nij ve
teur normal moyen lié à l'interfa
e et égal à ∫
∂Cij

ndl
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Introdu
tion GénéraleDans 
e travail, nous nous intéressons à l'étude des é
oulements diphasiques, de leur modélisationà leur simulation numérique. Les é
oulements diphasiques 
onsistent en deux �uides qui ont des pro-priétés thermodynamiques di�érentes et peuvent interagir ensemble. Ces phénomènes interviennentdans de très nombreuses appli
ations. En premier lieu, 
itons les générateurs de vapeurs des 
entralesnu
léaires, où apparaissent des mélanges eau-vapeur, ainsi que les é
oulements pour les 
uves de réa
-teurs. Les mélanges diphasiques se ren
ontrent aussi dans des appli
ations très éloignées du domainenu
léaire, parmi lesquelles l'étude des explosifs ou la modélisation de brouillard pour l'aéronautique.De nombreuses di�
ultés apparaissent dans 
es études, notamment au niveau de la modélisation de 
esé
oulements et des phénomènes 
omplexes qui apparaissent. Les travaux sur 
es types d'é
oulementsutilisent deux types d'appro
hes pour la modélisation : les appro
hes Lagrangiennes, où l'on suit uneparti
ule, et la modélisation Eulérienne, où l'on étudie un volume �uide immobile. Notre travail seportera sur 
ette dernière appro
he. Pour 
e type de modélisation, un pro
essus d'homogénéisation estgénéralement utilisé pour obtenir les équations dé
rivant 
e système. Mais la résolution analytique de
es équations semble hors de portée, à 
ause de la 
omplexité des di�érents termes obtenus, 
omme lestermes de turbulen
e et d'é
hange interfa
iaux. Le problème de la fermeture de 
es équations se poseégalement.La modélisation des é
oulements diphasiques se fait généralement en émettant l'hypothèse de l'éga-lité entre les pressions des deux �uides. Ce type de modélisation a été très largement étudié et est utilisépar de nombreux 
odes industriels, parmi lesquels NEPTUNE CFD [8℄, CATHARE [7℄ ou RELAP [87℄.Cependant, 
e modèle sou�re de sa non-hyperboli
ité, 
e qui pose des problèmes pour la 
réation des
hémas numériques : 
e
i peut introduire des problèmes mal posés, et il existe un pas minimal pour ladis
rétisation spatiale lorsque l'on veut simuler numériquement 
es é
oulements. Une appro
he alterna-tive a été développée par Baer et Nunziato [4℄. Elle 
onsiste à ne plus supposer l'égalité des pressions,mais à ajouter une nouvelle équation sur le transport de la fra
tion volumique. Ce modèle possèdel'avantage d'être hyperbolique, et permet don
 d'utiliser des s
hémas numériques 
lassiques basés surla résolution des problèmes de Riemann appro
hés. Cependant, il est 
oûteux en terme de temps de
al
ul. Ce modèle a néanmoins fait l'objet d'un intérêt 
roissant 
es dernières années [77, 32, 27℄. Uneautre manière de 
ontourner le problème de la non-hyperboli
ité des modèles à deux vitesses et unepression 
onsiste à supposer l'égalité des vitesses en plus de 
elle des pressions. Un nouveau modèle estalors obtenu, qui a été l'objet de nombreuses études pour la simulation des explosifs ou l'intera
tion
ho
-bulle [49, 78, 67℄. Cependant, l'hypothèse d'une vitesse unique le rend inapte à la simulationd'é
oulements où de grands déséquilibres mé
aniques apparaissent entre les phases.Le projet Neptune est une 
oopération entre EDF, AREVA, le CEA et l'IRSN, qui vise à dévelop-per un logi
iel de simulation numérique des é
oulements diphasiques intéressant l'industrie nu
léaire.Il utilise a
tuellement un modèle à deux vitesses et une pression, dont les faiblesses numériques sontpalliées par di�érentes méthodes, 
omme l'ajout de termes de masse ajoutée. Des a
tions de re
her
hessont néanmoins e�e
tuées a�n de ré�é
hir à de nouveaux modèles pour l'avenir. Cette thèse s'ins
ritdans 
e 
adre, et nous 
her
herons à développer des modèles ayant de bonnes propriétés mathématiques5



6 Introdu
tion Généraleet thermodynamiques. L'a

ent sera mis sur l'hyperboli
ité des modèles développés ainsi que sur leurrespe
t du prin
ipe d'entropie. Le développement des méthodes numériques permettant de simuler 
esé
oulements sera un autre obje
tif, ainsi que l'implémentation et la validation de 
es méthodes pourdes simulations multidimensionnelles sur des ma
hines parallèles.Notre travail de thèse s'est organisé selon trois axes : une hiérar
hisation des modèles utilisés pourla simulation des é
oulements diphasiques, la re
her
he de modèles et méthodes numériques pour lasimulation d'é
oulements 
ara
térisés par des déséquilibres mé
aniques entre les phases et un équilibredes pressions, que l'on peut notamment ren
ontrer dans les générateurs de vapeurs, et l'implémenta-tion de 
es méthodes dans un logi
iel massivement parallèle pour la simulation multidimensionnelledes é
oulements diphasiques.Dans la première partie de 
ette thèse, on 
her
he à 
réer une hiérar
hie de modèles pour les é
ou-lements diphasiques, selon l'utilisation ou non d'hypothèses sur l'égalité des pressions, des vitesses,des températures ou des potentiels 
himiques. Cette hiérar
hisation nous permet de relier les di�érentsmodèles trouvés dans la littérature entre eux, non seulement les modèles de types Baer-Nunziato et lesmodèles bi-�uides à une seule pression, mais également les modèles à une vitesse et une pression, lesmodèles relaxés homogènes (HRM) ou modèles de Navier-Stokes multi-
omposantes, et les modèles àl'équilibre homogène (HEM).La deuxième partie s'atta
he à la simulation des é
oulements 
ara
térisés par un équilibre despressions et un déséquilibre des vitesses en utilisant des méthodes hyperboliques. Ce
i sera fait parl'utilisation de deux appro
hes : les appro
hes par relaxations, où un modèle à deux vitesses et deuxpressions est utilisé, ave
 des méthodes de retour à l'équilibre de 
es grandeurs, et une appro
he parmodèle réduit, où l'ajout de termes du se
ond ordre permet au modèle à une vitesse et une pressionde prendre en 
ompte les déséquilibres de vitesses.Dans la dernière partie, la simulation numérique de di�érents é
oulements diphasiques sera étudiée.Tout d'abord, on s'intéressera à la propagation d'ondes de 
ho
 dans des alliages, puis on 
her
hera àsimuler des é
oulements multidimensionnels, en utilisant les di�érents modèles hyperboliques dévelop-pés dans 
e travail.Le présent mémoire est dé
oupé de la manière suivante :Le premier 
hapitre s'atta
he à la présentation de la modélisation des é
oulements diphasiques.Nous introduirons ainsi le pro
essus d'homogénéisation qui permet d'obtenir les équations utiliséespour la modélisation de 
e type d'é
oulements. Une fermeture de 
e modèle sera également proposée,qui assure le respe
t par 
elui-
i du prin
ipe d'entropie, 
'est-à-dire une produ
tion positive de l'en-tropie de mélange. L'obtention des temps de retour à l'équilibre des di�érentes grandeurs physiques etmé
aniques sera en�n étudiée, 
e qui permettra d'obtenir les ordres de grandeurs de 
es temps pourles 
as qui nous intéressent.Le deuxième 
hapitre de 
e mémoire porte sur l'utilisation des développements de Chapman-Enskogpour la 
réation d'une hiérar
hie de modèles pour la simulation des é
oulements diphasiques. Ce
i per-met de montrer que l'ensemble des modèles utilisés pour 
es é
oulements sont reliés entre eux, etse di�éren
ient uniquement par des hypothèses sur les équilibres entre les pressions, les vitesses, lestempératures et les potentiels 
himiques. Ces développements permettent aussi d'obtenir des modèlesà l'ordre un, où des termes du se
ond ordre apparaissent. Ces termes permettent de représenter desdéséquilibres de grandeurs mé
aniques ou thermodynamiques, bien que le modèle ne 
omporte qu'uneseule de 
es grandeurs. En�n, nous proposons des lois d'état qui permettent la fermeture de 
es mo-



7dèles, qui sont dérivées en supposant que 
haque phase se 
omporte 
omme un �uide monophasiquegouverné par des lois d'état de type gaz raide.Dans le troisième 
hapitre, on s'intéressera à l'utilisation de méthodes de relaxation pour la modé-lisation d'é
oulements 
omportant des déséquilibres de vitesses et des pressions. Après avoir présentéune méthode numérique pour la partie hyperbolique du système, nous introduirons des méthodes deretour à l'équilibre des vitesses et de pressions, d'abord de manière instantanée, puis en utilisant desméthodes de relaxation à temps �nis. Il a en e�et été montré que l'utilisation de méthodes de re-laxation instantanée des pressions permet de simuler les é
oulements à deux vitesses et une pression,mais sou�re aussi des faiblesses de 
e type de modèles [45℄. Nos méthodes seront validées en reprenantplusieurs 
as-tests de la littérature et en les 
omparant ave
 des données expérimentales.Le quatrième 
hapitre portera sur l'étude d'un nouveau modèle pour la simulation des é
oulements
omprenant des déséquilibres mé
aniques. Ce modèle a été obtenu par l'utilisation de développementsde Chapman-Enskog sur le modèle à une vitesse et deux pressions. Bien que 
e modèle ne possèdequ'une vitesse et une pression, les développements à l'ordre un permettent d'obtenir des termes dis-sipatifs où apparaissent des dérivées du se
ond ordre, et qui permettent de prendre en 
ompte lesdéséquilibres mé
aniques. Une méthode numérique pour la résolution numérique de 
e modèle est en-suite développée. Celle-
i est basée sur l'utilisation d'un pas fra
tionnaire : le système hyperboliquesans terme dissipatif est résolu dans un premier temps, puis on se 
on
entre sur la résolution des termesdu se
ond ordre. Di�érents 
as-tests mettent en éviden
e la 
apa
ité de 
ette méthode à simuler desé
oulements 
omplexes, pouvant impliquer des 
ontre-
ourants.Nous nous intéresserons dans le 
inquième 
hapitre à la propagation d'ondes de 
ho
 dans des mé-langes diphasiques. Dans le 
as des ondes progressives, le modèle dissipatif à une vitesse et une pressionse réduit à un système d'équations di�érentielles ordinaires, qui peut être résolu numériquement dans le
as des gaz parfaits. Le s
héma numérique de type volumes �nis, développé dans le 
hapitre pré
édent,sera utilisé a�n d'étudier di�érentes fermetures des relations de Rankine-Hugoniot proposées dans lalittérature [75, 80℄, que nous validons par 
omparaison ave
 des données expérimentales.Le sixième 
hapitre portera sur la simulation d'é
oulements multidimensionnels. L'adaptation denos s
hémas numériques au 
as multidimensionnel sera présentée dans un premier temps, puis nousétudierons di�érents 
as-tests qui ont été simulés en utilisant le logi
iel massivement parallèle de l'IN-RIA, NUM3SIS [50℄. Le premier 
as portera sur l'intera
tion entre un 
ho
 et une bulle de gaz, etpermettra de valider nos méthodes pour un nombre de Ma
h important. Le deuxième problème 
onsis-tera en l'étude de la 
hute d'une goutte. Bien que 
e soit un problème d'interfa
e où l'utilisation d'uneméthode de simulation du déséquilibre des vitesses ne se justi�e pas à priori, on utilisera des modèlesne supposant pas l'égalité des vitesses. On verra alors que la prise en 
ompte de 
es déséquilibrespermet de réduire la di�usion de 
es modèles. En�n, on s'intéressera au 
as d'un é
oulement eau-airdans un tuyau 
omprenant une 
ontra
tion et une expansion soudaines. Des variations de pressionsapparaissent au niveau des 
hangements de se
tion, et entraînent la séparation des phases. Ce phéno-mène de séparation ne peut pas être retrouvé lorsque le modèle à 
inq équations sans terme dissipatifest utilisé, mais apparaît lorsque nous utilisons le modèle à sept équations ave
 des relaxations à temps�nis, ou ave
 un modèle utilisant une vitesse de dérive [37℄.
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Chapitre 1Modélisation des é
oulements diphasiques
Sommaire1.1 É
riture d'un modèle diphasique à deux vitesses et deux pressions . . . . 91.1.1 Équations monophasiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.1.2 Extension des équations monophasiques au domaine étudié . . . . . . . . . . . 101.1.3 Équations sur les grandeurs moyennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.1.4 Équation sur la fra
tion volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.2 Fermeture entropique du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.2.1 Équations d'état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.2.2 É
riture de l'équation de produ
tion d'entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2.3 Fermeture entropique du modèle diphasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.3 Détermination des temps de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.3.1 Relaxation des pressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.3.2 Relaxation des vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.3.3 Relaxation des températures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.4 Relaxation des potentiels 
himiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3.5 Ordres de grandeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.1 É
riture d'un modèle diphasique à deux vitesses et deux pressionsLes é
oulements en mé
anique des �uides sont modélisés en utilisant deux grandes familles de mo-délisations. La méthode Lagrangienne s'atta
he à suivre le par
ours d'une parti
ule quand la méthodeEulérienne s'intéresse à 
e qui se passe dans un domaine �xe. Nous nous intéressons i
i à la modé-lisation Eulérienne, et les équations qui gouvernent l'é
oulement sont obtenues suivant un pro
édéd'homogénéisation [24, 46℄, qui est rappelé dans 
e paragraphe.1.1.1 Équations monophasiquesOn s'intéresse à un é
oulement diphasique où le �uide étudié est 
omposé de deux phases notées
k = 1 et 2. Ces deux 
omposantes sont 
onsidérées immis
ibles ; elles sont séparées par des interfa
essupposées in�niment min
es, au travers desquelles s'opèrent des transfert de masse, de quantité demouvement et d'énergie. Cha
une d'elles o

upe don
 un sous-domaine Ωk (t) du domaine �uide Ω,tels que Ω1(t)∩Ω2(t) = ∅ et Ω1(t)∪Ω2(t) = Ω. Ainsi, on peut 
onsidérer que sur 
haque sous-domaine
Ωk (t), la phase k peut être dé
rite en utilisant les équations de Navier-Stokes monophasiques pour les9



10 Chapitre 1. Modélisation des é
oulements diphasiquesé
oulements 
ompressibles, qui s'é
rivent
∂ρk

∂t
+ div (ρkuk) = 0 (1.1.1)

∂ρkuk

∂t
+ div (ρkuk ⊗ uk) + ∇pk − div τ

k
= ρkf

v
k

(1.1.2)

∂ρkek
∂t

+ div ((ρkek + pk) uk) + div (q
k
− τ

k
uk

)
= ρkf

v
k
.uk (1.1.3)où l'on note ρk la masse volumique dans le sous-domaine Ωk (t), uk le ve
teur vitesse de la phase

k, pk sa pression et ek = ik +
u2

k

2
son énergie spé
i�que totale, ave
 ik l'énergie spé
i�que interne.

τ
k
représente le tenseur des 
ontraintes visqueuses de la phase k, q

k
son �ux de 
haleur. En�n, fv

kreprésente les for
es volumiques appliquées sur la phase k. Ces équations sont 
omplétées par une loid'état 
omplète pour 
haque phase.1.1.2 Extension des équations monophasiques au domaine étudiéLes variables appliquées à la phase k que nous venons d'introduire ne sont dé�nies à priori que surle sous-domaine Ωk (t) o

upé par 
ette phase. Il faut don
 les étendre sur l'ensemble du domaine �uide
Ω ; nous le faisons en supposant que 
es variables sont égales à 0 sur Ωk′ (t) le domaine 
omplémentairede Ωk (t). On souhaite maintenant dé�nir des équations qui soient également valables sur l'ensemble dudomaine Ω. Multiplions don
 les équations (1.1) par la fon
tion 
ara
téristique Xk (t) du sous-domaine
Ωk (t), qui est dé�nie 
omme suit

Xk (x, t) =

{
1 si x ∈ Ωk (t)
0 sinon (1.2)Dans les manipulations formelles qui vont suivre, les produits entre les grandeurs phasiques ψk.nkδdoivent être dé�nis, où ψk est une grandeur générique de la phase k, dis
ontinue sur l'interfa
e entre lesphases ∂Ωk (t), nk le ve
teur unité sortant et normal à l'interfa
e entre les phases ∂Ωk (t), δ la fon
tion
ara
téristique de ∂Ωk (t). Pour 
ela, on 
onsidère que ψk peut être étendue à Ω̄k (t) l'adhéren
e de

Ωk (t), et don
 sur l'interfa
e ∂Ωk (t), puis on é
rit la modélisation suivante
ψk (x, t)nk (x, t) δ (x, t) =

{
ψk (x, t)nk (x, t) si x ∈ ∂Ωk (t)
0 sinon (1.3)Si nous introduisons une fon
tion s
alaire φ, un ve
teur u et un tenseur τ , la fon
tion 
ara
téristique

Xk véri�e les propriétés suivantes, en 
onsidérant les dérivées au sens des distributions
∇ (Xkφ) = Xk∇φ− φnkδ (1.4.1)div (Xku) = Xk divu− u.nkδ (1.4.2)div (Xkτ

)
= Xk div τ − τ nkδ (1.4.3)

∂

∂t
(Xkφ) = Xk

∂φ

∂t
+ φσ.nkδ (1.4.4)

∂

∂t
(Xku) = Xk

∂u

∂t
+ u (σ.nk) δ (1.4.5)
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 σ la vitesse de l'interfa
e entre les phases ∂Ωk (t).Multiplions les équations de Navier-Stokes monophasiques (1.1) par la fon
tion 
ara
téristique Xk,on obtient les équations suivantes
Xk

(
∂ρk

∂t
+ div (ρkuk)

)
= 0 (1.5.1)

Xk

(
∂ρkuk

∂t
+ div (ρkuk ⊗ uk) + ∇pk − div τ

k

)
= Xkρkf

v
k

(1.5.2)

Xk

(
∂ρkek
∂t

+ div ((ρkek + pk) uk) + div (q
k
− τ

k
uk

))
= Xkρkf

v
k
.uk (1.5.3)En utilisant les propriétés (1.4) de la fon
tion 
ara
téristique Xk et en utilisant la notion de dérivéeau sens des distributions, les équations (1.5) peuvent être réé
rites en introduisant les fon
tions 
ara
-téristiques des phases à l'intérieur des opérateurs di�érentiels. Cette manipulation permet d'obtenirles équations suivantes, valides sur l'ensemble du domaine :

∂

∂t
(Xkρk) + div (Xkρkuk) + ρk (uk − σ) .nkδ = 0 (1.6.1)

∂

∂t
(Xkρkuk) + div (Xkρkuk ⊗ uk) + ∇Xkpk − div (Xkτk

)

+ρk (uk ⊗ uk) .nkδ − ρkuk (σ.nk) δ + pknkδ − τ
k
nkδ = Xkρkf

v
k

(1.6.2)

∂

∂t
(Xkρkek) + div (Xk (ρkek + pk)uk) + div (Xk

(
q
k
− τ

k
uk

))

+ρkek (uk − σ) .nkδ + pkuk.nkδ +
(
q
k
− τ

k
uk

)
.nkδ = Xkρkf

v
k
.uk (1.6.3)1.1.3 Équations sur les grandeurs moyennesLe sous-domaine Ωk (t) o

upé par la phase k peut être formé de plusieurs zones non 
onne
tées,des bulles par exemple. Ces zones peuvent être plus petites que la taille des éléments du maillageutilisé pour la simulation numérique. On ne peut don
 pas utiliser les équations (1.6) telles quelles,mais 
elles-
i doivent être homogénéisées.Le pro
édé d'homogénéisation [24, 46℄ se poursuit don
 par l'introdu
tion d'un opérateur demoyenne <.>. On fait l'hypothèse que 
et opérateur véri�e les propriétés de linéarité <a + b>=

<a> + <b> et d'idempoten
e <<a>>=<a>, et peut être 
ommuté ave
 les opérateurs di�érentiels.Une grandeur instantanée φ peut alors être dé
omposée en une somme d'une valeur moyenne <φ> etd'une valeur �u
tuante φ′ qui véri�e <φ′>= 0. La moyenne statistique <φ>= lim
N→∞

1

N

∑
N
φ, valide pourle 
as présent d'é
oulements instationnaires hétérogènes, sera utilisé.Pour é
rire les équations homogénéisées, nous dé�nissons également la fon
tion αk =<Xk>. Puisque

Xk est dé�nie 
omme la fon
tion 
ara
téristique du domaine Ωk (t), αk peut être interprétée 
ommela fra
tion volumique de la phase k, en 
onsidérant l'opérateur <.> 
omme une moyenne volumique.Cette grandeur prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1], et véri�e la 
ontrainte de saturation α1+α2 = 1.
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oulements diphasiquesOn introduit pour la suite la moyenne Eulérienne dé�nie par
φ̄k =

<Xkφk>

αk
(1.7)Une grandeur phasique φk peut don
 se dé
omposer en sa moyenne Eulérienne et une valeur �u
-tuante, φk = φ̄k + φ′k. En utilisant la propriété d'idempoten
e de l'opérateur moyenne, on montre quele terme de �u
tuation véri�e l'équation <Xkφ

′
k>= 0. Nous introduisons également la moyenne deFavre, notée φ̃k, qui sera utilisée pour les moyennes sur les vitesses et les énergies internes. Elle estdé�nie par l'équation suivante

φ̃k =
<Xkρkφk>

αkρk

(1.8)où ρ̄k est la densité phasique moyennée en utilisant la moyenne Eulérienne (1.7) ρ̄k =
<Xkρk>

αk
.On peut ainsi dé
omposer la grandeur φk, φk = φ̃k + φ′′k, où le terme de �u
tuation φ′′k véri�e l'égalité

<Xkρ̄kφ
′′
k>= 0. L'opérateur moyenne <.> est introduit dans les équations (1.6), 
e qui donne lesystème suivant

∂

∂t
<Xkρk> + div <Xkρkuk> + <ρk (uk − σ) .nkδ> = 0 (1.9.1)

∂

∂t
<Xkρkuk> + div <Xkρkuk ⊗ uk> +∇ <Xkpk> − div <Xkτk

>

+ <ρk (uk ⊗ uk) .nkδ> − <ρkuk (σ.nk) δ> + <pknkδ> − <τ
k
nkδ> = <Xkρkf

v
k
> (1.9.2)

∂

∂t
<Xkρkek> + div <Xk (ρkek + pk) uk> + div <Xk

(
q
k
− τ

k
uk

)
>

+ <ρkek (uk − σ) .nkδ> + <pkuk.nkδ> + <
(
q
k
− τ

k
uk

)
.nkδ> = <Xkρkf

v
k
.uk> (1.9.3)Nous utilisons les dé�nitions de la moyenne Eulérienne et de la moyenne de Favre pour réé
rirel'équation de 
onservation de la masse (1.9.1), qui devient alors

∂

∂t
(αkρk) + div (αkρkũk)+ <ρk (uk − σ) .nkδ>= 0 (1.10)De la même manière, l'équation de 
onservation de la quantité de mouvement (1.9.2) se réé
rit dela manière suivante

∂

∂t
(αkρkũk) + div (αkρkũk ⊗ ũk) + ∇ (αkpk) − div (αk

(
τ

k
− ρku

′′

k ⊗ u
′′

k

))

+ <ρk (uk ⊗ uk) .nkδ> − <ρkuk (σ.nk) δ> + <pknkδ> − <τ
k
nkδ> = αkρkf

v
k

(1.11)Selon la dé�nition (1.8), l'énergie spé
i�que totale de la phase k, ek, véri�e l'égalité <Xkρkek>=

αkρkẽk, 
e qui permet de déduire l'égalité ẽk = ĩk +
ũ2

k

2
+
αkρku

2′′
k

2
, ave
 ĩk l'énergie spé
i�que internede la phase k. En utilisant 
ette expression et en utilisant les moyennes Eulérienne et de Favre, onpeut manupuler l'équation de 
onservation de l'énergie (1.9.3) qui devient alors
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∂αkρkẽk

∂t
+ div (αk (ρkẽk + pk) ũk)

+ div (αk

(
q
k
− τ

k
ũk + ρkhku

′′

k +
ρku

2
ku

′′

k

2
− τ

k
u

′′

k

))

+ <ρkek (uk − σ) .nkδ> + <pkuk.nkδ> + <
(
q
k
− τ

k
uk

)
.nkδ> = αkρkf

v
k
.uk

(1.12)
où l'enthalpie spé
i�que de la phase k est introduite, hk = ik +

pk

ρk
. On dé�nit maintenant le tenseurde vis
osité �turbulente� τT

k
= −ρku

′′

k ⊗ u
′′

k et le �ux de 
haleur �turbulent� qT
k

= ρkhku
′′

k +
ρku

2
ku

′′

k

2
−

τ
k
u

′′

k . Ces deux derniers termes modélisent l'énergie de 
onve
tion �turbulente� et le travail dû à laturbulen
e. Les équations de 
onservation (1.10), (1.11) et (1.12) s'é
rivent alors
∂

∂t
(αkρk) + div (αkρkũk) + <ρk (uk − σ) .nkδ> = 0 (1.13.1)

∂

∂t
(αkρkũk) + div (αkρkũk ⊗ ũk) + ∇ (αkpk) − div (αk

(
τ

k
+ τT

k

))

+ <ρk (uk ⊗ uk) .nkδ> − <ρkuk (σ.nk) δ> + <pknkδ> − <τ
k
nkδ> = αkρkf

v
k

(1.13.2)

∂αkρkẽk
∂t

+ div (αk (ρkẽk + pk) ũk) + div (αk

(
q
k

+ qT
k
− τ

k
ũk

))

+ <ρkek (uk − σ) .nkδ> + <pkuk.nkδ> + <
(
q
k
− τ

k
uk

)
.nkδ> = αkρkf

v
k
.uk (1.13.3)Dans la suite de 
e travail, nous ferons l'hypothèse simpli�
atri
e de négliger les termes de turbu-len
e ρku

2′′
k

2
, τT

k
et qT

k
. Il faut maintenant dé�nir physiquement les autres termes de 
es équations.Tout d'abord, le terme <ρk (uk − σ) .nkδ> de l'équation (1.13.1), qui sera noté Γk dans la suite,représente le transfert de masse à l'interfa
e entre les phases. Des termes apparaissent aussi dans leséquations de 
onservation de la quantité de mouvement et de l'énergie, qui reprennent l'expression dutransfert de masse. Ce
i amène à la dé�nition de la vitesse uΓ et de l'enthalpie interne spé
i�que hΓasso
iées à 
e transfert de masse. Les dé�nitions asso
iées à 
e phénomène peuvent être résumées parles équations suivantes

Γk
déf
= − <ρk (uk − σ) .nkδ> (1.14.1)

uΓΓk
déf
= − <ρk (uk − σ) uk.nkδ> (1.14.2)

hΓΓk
déf
= − <ρkhk (uk − σ) .nkδ> (1.14.3)On peut ensuite interpréter le terme <τ

k
nkδ> de l'équation de 
onservation de l'énergie (1.13.2)
omme le terme de for
e de traînée interfa
iale, qui sera noté par la suite Md

k. Cette expression seretrouve dans l'équation (1.13.3). La vitesse de la phase k à l'interfa
e entre les phases, notée uk,I , doit
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oulements diphasiquesaussi être dé�nie. Les dé�nitions relatives à la for
e de traînée sont données par
Md

k
déf
= <τ

k
nkδ> (1.15.1)

uk,I .M
d
k

déf
= <τ

k
uk.nkδ> (1.15.2)L'équation de 
onservation de l'énergie (1.13.3) 
ontient également le terme − <qk.nkδ> qui peutêtre 
ompris 
omme le �ux de 
haleur entre les deux phases à leur interfa
e. La dé�nition suivante estdon
 introduite

Qk,I
déf
= − <qk.nkδ> (1.16)Il reste à modéliser le terme <pknkδ> de l'équation de 
onservation de la quantité de mouvementet le terme <pkσ.nkδ> de l'équation de 
onservation de l'énergie. Pour 
ela, la pression de la phase kà l'interfa
e pk,I est introduite, ainsi que les modélisations suivantes

pk,I∇αk
déf
= − <pknkδ> (1.17.1)

<pkσ.nkδ>
déf
= pk,I

∂αk

∂t
(1.17.1)En utilisant toutes 
es notations dans les équations (1.13), 
es dernières peuvent être réé
rites

∂

∂t
(αkρk) + div (αkρkũk) = Γk (1.18.1)

∂

∂t
(αkρkũk) + div (αkρkũk ⊗ ũk) + ∇ (αkpk) − div (αkτk

)
=

uΓΓk + pk,I∇αk +Md
k + αkρkf

v
k

(1.18.2)

∂αkρkẽk
∂t

+ div (αk (ρkẽk + pk) ũk) + div (αk

(
q
k
− τ

k
ũk

))
=

(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γk − pk,I

∂αk

∂t
+Md

k.uk,I +Qk,I + αkρkf
v
k
.uk (1.18.3)Ces équations sont utilisées pour 
haque phase k. Nous devons maintenant nous assurer que 
esystème d'équations assure la 
onservation de la masse du mélange, de sa quantité de mouvement et deson énergie. Les é
hanges entre les phases doivent don
 être équilibrés : la quantité de masse transféréede la phase 1 à la phase 2, représentée par le terme sour
e Γ1, doit être l'opposée de la quantité demasse transférée de la phase 2 à la phase 1, Γ2. Des 
onditions similaires doivent être véri�ées surles transferts de quantité de mouvement et d'énergie. Ces 
onditions se traduisent par les équations
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2∑

k=1

Γk = 0 (1.19.1)

2∑

k=1

Md
k = 0 (1.19.2)

2∑

k=1

Qk,I = 0 (1.19.3)

2∑

k=1

pk,I∇αk = 0 (1.19.4)On introduit l'hypothèse selon laquelle le ve
teur des for
es volumiques extérieures, le tenseur des
ontraintes visqueuses et le �ux de 
haleur sont égaux à leurs valeurs moyennes (τ
k

= τ
k
, q

k
= q

k
,

fv
k

= fv
k
). De plus, puisque les termes de turbulen
e ont été négligés, les é
ritures des équations peuventêtre simpli�ées en supprimant les notations �¯� et �˜�. En 
on
lusion de 
e pro
essus d'homogénéisationdes équations, on obtient le système suivant

∂

∂t
(αkρk) + div (αkρkuk) = Γk (1.20.1)

∂

∂t
(αkρkuk) + div (αkρkuk ⊗ uk) + ∇ (αkpk) + div (−αkτk

)
=

uΓΓk + pk,I∇αk +Md
k + αkρkf

v
k

(1.20.2)

∂

∂t
(αkρkek) + div (αkρkek + αkpk) uk + div (αk

(
q
k
− τ

k
uk

))
=

(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γk − pk,I

∂αk

∂t
+Md

k.uk,I +Qk,I + αkρkf
v
k
.uk (1.20.3)ave
 les di�érents termes sour
es dé�nis par les expressions suivantes

Γk = − <ρk (uk − σ) .nkδ> (1.21.1)

uΓΓk = − <ρk (uk − σ)uk.nkδ> (1.21.2)

hΓΓk = − <ρkhk (uk − σ) .nkδ> (1.21.3)

Md
k = <τ

k
nkδ> (1.21.4)

uk,I .M
d
k = <τ

k
uk.nkδ> (1.21.5)

Qk,I = − <qk.nkδ> (1.21.6)

pk,I∇αk = − <pknkδ> (1.21.7)Ce système 
orrespond à la forme générale des modèles diphasiques obtenus en utilisant le pro-
essus d'homogénéisation présenté par Ishii [46℄ et Drew et Passman [24℄. En utilisant les équations
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oulements diphasiquesde 
onservation des transferts interfa
iaux (1.19), 
es transferts ne seront plus notés en fon
tion dela phase, mais seront é
rits Γ = Γ1 = −Γ2, Md = Md
1 = −Md

2 et QI = Q1 = −Q2. En�n, nousremarquons à partir de l'équation (1.19.4) l'égalité p1,I = p2,I = pI .1.1.4 Équation sur la fra
tion volumiqueDe nombreuses hypothèses et modélisations restent à donner pour fermer le système (1.20). L'égalitéde pression entre les deux phases est l'hypothèse la plus 
ourante dans les travaux sur les é
oulementsbi-�uides [21, 46, 18℄ ainsi que dans les programmes industriels de simulation [39, 87, 51℄
p1 = p2 (1.22)Cependant, il est bien 
onnu que le modèle obtenu est alors non-hyperbolique [84℄. Cette 
ara
-téristique du modèle peut mener à des instabilités numériques, 
omme on peut le voir dans plusieurstravaux sur 
e modèle [76, 45℄. Une solution proposée est d'ajouter de nouveau termes sour
es quipeuvent rendre le modèle hyperbolique [13, 90℄.Dans le travail présent, nous avons dé
idé de ne pas retenir 
ette hypothèse d'égalité des pres-sions. Une modélisation di�érente est utilisée, ave
 l'introdu
tion d'une équation supplémentaire surla fra
tion volumique, dé�nie par l'équation αk =<Xk>, où l'on rappelle que Xk (t) est la fon
tion
ara
téristique du volume Ωk (t) o

upé par la phase k. À partir des équations (1.4.1) et (1.4.4), enutilisant la fon
tion φ = 1, on peut é
rire l'équation

∂ <Xk>

∂t
=<σ.∇Xk> (1.23)Le terme <σ.∇Xk> est dé
omposé de manière arbitraire sous la forme suivante

<σ.∇Xk>= α̇k − uα.∇αk (1.24)où α̇k représente la variation de la fra
tion volumique et uα la vitesse d'adve
tion de α1. Uneéquation supplémentaire est alors obtenue sur l'adve
tion de la fra
tion volumique de la phase
∂α1

∂t
+ uα.∇α1 = α̇1 (1.25)Ce
i donne alors un modèle à deux vitesses et deux pressions pour la simulation des é
oulements
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rit
∂

∂t
(α1ρ1) + div (α1ρ1u1) = Γ (1.26.1)

∂

∂t
(α1ρ1u1) + div (α1ρ1u1 ⊗ u1) + ∇ (α1p1) − div (α1τ1

)

= uΓΓ + pI∇α1 +Md + α1ρ1f
v
1

(1.26.2)

∂

∂t
(α1ρ1e1) + div ((α1ρ1e1 + α1p1) u1) + div (α1

(
q
1
− τ

1
u1

))

=

(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γ − pI

∂α1

∂t
+Md.uI +QI + α1ρ1f

v
1
.u1 (1.26.3)

∂

∂t
(α2ρ2) + div (α2ρ2u2) = −Γ (1.26.4)

∂

∂t
(α2ρ2u2) + div (α2ρ2u2 ⊗ u2) + ∇ (α2p2) − div (α2τ2

)

= −uΓΓ − pI∇α1 −Md + α2ρ2f
v
2

(1.26.5)

∂

∂t
(α2ρ2e2) + div ((α2ρ2e2 + α2p2) u2) + div (α2

(
q
2
− τ

2
u2

))

= −
(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γ + pI

∂α1

∂t
−Md.uI −QI + α2ρ2f

v
2
.u2 (1.26.6)

∂α1

∂t
+ uα.∇α1 = α̇1 (1.26.7)1.2 Fermeture entropique du modèleLe modèle à deux vitesses et deux pressions (1.26) n'est toujours pas fermé. Il doit en
ore être
omplété par des équations d'état liant les variables d'état, et des hypothèses de modélisation doiventêtre proposées pour le terme de transfert de masse Γ, la for
e de traînée interfa
iale Md, le �ux de
haleur interfa
ial QI , et le terme de variation de la fra
tion volumique α̇1, ainsi que sur les di�érentesvitesses uΓ, uI et uα, la pression à l'interfa
e pI et l'enthalpie de transfert de masse hΓ, et en�n sur lestenseurs de 
ontraintes visqueuses phasiques τ

k
et les �ux de 
haleur phasiques q

k
. Dans 
e paragraphe,nous allons proposer des fermetures pour 
es termes pour que la produ
tion d'entropie de mélange, quisera également dé�nie, soit positive, 
e qui permettra de respe
ter l'appro
he phénoménologique de lathermodynamique des pro
essus irréversibles [19℄.1.2.1 Équations d'étatPour 
haque phase, les équations d'état liant la pression pk, l'énergie interne ik, la masse volumique

ρk la température Tk et l'entropie spé
i�que sk doivent être 
onnues. Dans 
e travail, des équations detype �gaz raide� [64, 57℄ seront utilisées pour les deux phases. Ces lois d'état permettent en e�et de
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oulements diphasiquesmodéliser des gaz, mais aussi des liquides et des solides. Elles s'é
rivent
ik (pk, ρk) =

pk + γpk,∞

(γk − 1) ρk
+ ik,0 (1.27.1)

Tk (pk, ρk) =
pk + pk,∞

Cvk
(γk − 1) ρk

(1.27.2)

sk (pk, ρk) = Cvk
ln( pk + pk,∞

(Cvk
(γk − 1) ρk)

γk

)
+ sk,0 (1.27.3)où le rapport des 
haleurs spé
i�ques γk, la pression de 
ohésion pk,∞, l'énergie de référen
e ik,0 etl'entropie de référen
e sk,0 sont des 
onstantes dépendant des propriétés thermodynamiques du �uide.Une méthode de détermination de 
es paramètres dans le 
as des é
oulements diphasiques est proposéepar Le Métayer, Massoni et Saurel [57℄.1.2.2 É
riture de l'équation de produ
tion d'entropieNous souhaitons utiliser une fermeture du modèle (1.26) de telle manière que la produ
tion d'en-tropie du mélange soit positive. Il faut don
 obtenir l'équation de la produ
tion d'entropie du mélange

s. Mais avant 
ela, dé�nissons les variables de mélange qui seront né
essaires : la masse volumique ρ,la vitesse u, l'énergie spé
i�que interne i, la pression p et l'entropie spé
i�que s. Ces variables sontdé�nies 
omme suit
ρ = α1ρ1 + α2ρ2 (1.28.1)

ρu = α1ρ1u1 + α2ρ2u2 (1.28.2)

ρi = α1ρ1i1 + α2ρ2i2 (1.28.3)

p = α1p1 + α2p2 (1.28.4)

ρs = α1ρ1s1 + α2ρ2s2 (1.28.5)La fra
tion massique de la phase k est également dé�nie par l'expression
Yk =

αkρk

ρ
(1.29)Selon l'appro
he phénoménologique de la thermodynamique des pro
essus irréversibles [19℄, la formegénérale de l'équation de la produ
tion d'entropie s'é
rit

∂ρs

∂t
+ divF s = ∆s (1.30)où F s représente le �ux d'entropie et ∆s le terme de produ
tion d'entropie, qui doit être positif. Le�ux d'entropie est dé�ni 
omme la somme des �ux d'entropie phasique F s = α1ρ1s1u1 +α2ρ2s2u2. Onintroduit également la notion de dérivée totale, ou dérivée Lagrangienne, d'une quantité φ par rapportà la vitesse phasique uk, qui peut s'é
rire

Dkφ

Dt
=
∂φ

∂t
+ uk.∇φ (1.31)Ave
 
ette notation et en utilisant les di�érentes dé�nitions qui ont été introduites, nous pouvonsréé
rire l'équation de produ
tion de l'entropie de mélange



1.2. Fermeture entropique du modèle 19
∂

∂t
(ρs) +

∂

∂x
(α1ρ1s1u1 + α2ρ2s2u2) =

α1ρ1
D1s1
Dt

+ α2ρ2
D2s2
Dt

+ s1

(
∂α1ρ1

∂t
+ div (α1ρ1u1)

)
+ s2

(
∂α2ρ2

∂t
+ div (α2ρ2u2)

) (1.32)Il faut désormais déterminer les dérivées totales des entropies spé
i�ques phasiques a�n d'obtenirl'expression de la produ
tion d'entropie. En supposant que 
haque 
omposante du mélange se 
om-porte 
omme un �uide monophasique, on utilise pour 
haque phase la relation de Gibbs, qui lie lesdi�érentielles de l'entropie spé
i�que, de l'énergie spé
i�que interne et de la masse volumique
Tkdsk = dik − pk

ρ2
k

dρk (1.33)Nous 
her
hons maintenant à déterminer les dérivées totales des énergies spé
i�ques internes de
haque phase et des densités phasiques. Commençons par évaluer 
es dernières. À partir des équationsde 
onservation des masses (1.26.1) et (1.26.4), et de l'équation d'adve
tion de la fra
tion volumique(1.26.7), on obtient les expressions des dérivées totales
α1
D1ρ1

Dt
= −α1ρ1 divu1 + ρ1 (uα − u1) .∇α1 + Γ − ρ1α̇1 (1.34.1)

α2
D2ρ2

Dt
= −α2ρ2 divu2 − ρ2 (uα − u2) .∇α1 − Γ + ρ2α̇1 (1.34.2)Pour obtenir les dérivées totales des énergies spé
i�ques internes de 
haque phase, nous manipulonsd'abord le système (1.26) pour obtenir les dérivées totales des énergies 
inétiques spé
i�ques et desénergies totales spé
i�ques de 
haque phase

α1ρ1

2

D1u
2
1

Dt
= −u1.∇ (α1p1) + u1.div (α1τ1

)

+u1. (uΓ − u1) Γ + pIu1.∇α1 + u1.M
d + α1ρ1u1.f

v
1

(1.35.1)

α2ρ2

2

D2u
2
2

Dt
= −u2.∇ (α2p2) + u2.div (α2τ2

)

−u2. (uΓ − u2) Γ − pIu2.∇α1 − u2.M
d + α2ρ2u2.f

v
2

(1.35.2)

α1ρ1
D1e1
Dt

= −u1.∇ (α1p1) − α1p1 divu1 − div (α1

(
q
1
− τ

1
u1

))

+

(
hΓ − e1 +

u2
Γ

2

)
Γ + pIuα.∇α1 + uI .M

d +Q
I
− pI α̇1 + α1ρ1u1.f

v
1

(1.36.1)

α2ρ2
D2e2
Dt

= −u2.∇ (α2p2) − α2p2 divu2 − div (α2

(
q
2
− τ

2
u2

))

−
(
hΓ − e2 +

u2
Γ

2

)
Γ − pIuα.∇α1 − uI .M

d −Q
I
+ pI α̇1 + α2ρ2u2.f

v
2

(1.36.1)
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oulements diphasiquesÀ partir de 
es expressions, on obtient alors fa
ilement les expressions des dérivées totales desénergies internes
α1ρ1

D1i1
Dt

= −α1p1 div u1 + α1τ1
: ∇u1 − div (α1q1

)
+ pI(uα − u1).∇α1

+

(
hΓ − i1 +

(uΓ − u1)
2

2

)
Γ +(uI − u1).M

d +QI − pIα̇1 (1.37.1)

α2ρ2
D2i2
Dt

= −α2p2 div u2 + α2τ2
: ∇u2 − div (α2q2

)
− pI(uα − u2).∇α1

−
(
hΓ − i2 +

(uΓ − u2)
2

2

)
Γ −(uI − u2).M

d −QI + pIα̇1 (1.37.2)

La relation de Gibbs (1.33) permet d'obtenir les expressions des dérivées Lagrangiennes des entro-pies spé
i�ques phasiques à partir des équations (1.34) et (1.37), qui s'é
rivent
α1ρ1T1

D1s1
Dt

= (pI − p1) (uα − u1) .∇α1 + α1τ1
: ∇u1 − div (α1q1

)

+

(
hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2

)
Γ + (uI − u1) .M

d +QI − (pI − p1) α̇1 (1.38.1)

α2ρ2T2
D2s2
Dt

= − (pI − p2) (uα − u2) .∇α1 + α2τ2
: ∇u2 − div (α2q2

)

−
(
hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2

)
Γ − (uI − u2) .M

d −QI + (pI − p2) α̇1 (1.38.2)

La produ
tion de l'entropie de mélange peut maintenant être exprimée. En utilisant les équationsde 
onservation des masses de 
haque phase (1.26.1) et (1.26.4), l'équation (1.32) devient
∂

∂t
(ρs) +

∂

∂x
(α1ρ1s1u1 + α2ρ2s2u2) = α1ρ1

D1s1
Dt

+ α2ρ2
D2s2
Dt

+ (s1 − s2) Γ (1.39)
On utilise les expressions des dérivées totales des entropies spé
i�ques phasiques (1.38) pour obtenirl'expression de la produ
tion d'entropie de mélange, 
e qui donne après quelques manipulations
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∂

∂t
(ρs) + div (α1ρ1u1s1 + α2ρ2u2s2) =

(
1

T1
(pI − p1) (uα − u1) −

1

T2
(pI − p2) (uα − u2)

)
.∇α1 (1.40.1)

+
α1

T1
τ

1
: ∇u1 +

α2

T2
τ

2
: ∇u2 (1.40.2)

− 1

T1
div (α1q1

)
− 1

T2
div (α2q2

)
(1.40.3)

+

(
1

T1

(
hΓ +

(uΓ − u1)
2

2

)
− 1

T2

(
hΓ +

(uΓ − u2)
2

2

))
Γ (1.40.4)

−
(

1

T1
(pI − p1) −

1

T2
(pI − p2)

)
α̇1 (1.40.5)

+

(
1

T1
(uI − u1) −

1

T2
(uI − u2)

)
.Md (1.40.6)

+

(
1

T1
− 1

T2

)
QI (1.40.7)

+

(
g2
T2

− g1
T1

)
Γ (1.40.8)

(1.40)

où gk = hk − skTk représente le potentiel 
himique spé
i�que de la phase k, ave
 hk = ik − pk

ρkl'enthalpie interne spé
i�que de la phase k.1.2.3 Fermeture entropique du modèle diphasiqueOn souhaite fermer le système (1.26) de telle manière que la produ
tion d'entropie du mélange don-née par l'équation (1.40) soit positive pour tous les é
oulements. Pour 
ela, il est su�sant que 
haqueligne de 
ette équation soit positive quelles que soient les variables d'état. Ainsi, le tenseur τ
k
des
ontraintes visqueuses pour la phase k est modélisé par la fon
tion τ

k
= ηk

(
∇uk + ∇Tuk − 2

3
divuk I

),où ηk est un 
oe�
ient positif et I est le tenseur unité. Cette modélisation 
lassique assure la positivitédu terme τ
k

: ∇uk, et don
 de la ligne (1.40.2). Nous modélisons également le �ux de 
haleur q
k
parla loi de Fourier q

k
= −λk ∇Tk, où le 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique λk a une valeur positive.Cette modélisation assure la positivité de la ligne (1.40.3).L'enthalpie hΓ et la vitesse uΓ, asso
iées au transfert de masse, doivent être dé�nies de telle manièreque la ligne (1.40.4) soit positive. Plusieurs 
ouples (hΓ, uΓ) peuvent être utilisés ; une possibilité estde prendre uΓ =

1

2
(u1 + u2) et hΓ = −1

8
(u1 + u2)

2, 
e qui assure alors la nullité de 
ette ligne.Pour la suite, nous 
hoisissons d'identi�er la vitesse interfa
iale uI à la vitesse d'adve
tion de lafra
tion volumique uα, et noterons désormais 
ette vitesse uI . Comme 
ette vitesse est une vitesseinterfa
iale, on 
onsidère qu'elle peut s'é
rire
uI = ξu1 + (1 − ξ) u2 (1.41)
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oulements diphasiquesave
 ξ ∈ [0, 1], 
e qui assure l'équilibre 
inématique puisque la relation u1 = u2 ⇒ uI = u1 = u2 estvéri�ée. On suppose également que la pression interfa
iale pI véri�e la relation u1 = u2 et p1 = p2 ⇒
pI = p1 = p2, 
e qui assure qu'un é
oulement homogène le restera. Dans le paragraphe suivant, lesdi�érents modèles utilisés pour la vitesse et la pression interfa
iale sont dis
utés.Vitesses et pressions interfa
ialesDi�érentes modélisations ont été proposées a�n de modéliser la vitesse et la pression interfa
iales,et 
ertaines ont été étudiées dans la thèse de Guillemaud [41℄. Tout d'abord, Ransom et Hi
ks [73℄ ontproposé de prendre simplement la moyenne des grandeurs phasiques 
omme grandeurs interfa
iales

uI =
1

2
u1 +

1

2
u2 (1.42.1)

pI =
1

2
p1 +

1

2
p2 (1.42.2)Lhuillier [60℄ reprend la même fermeture pour la vitesse, mais utilise pour la pression interfa
ialel'expression pI = α2p1 + α1p2 : à la limite monophasique, la pression interfa
iale prend la valeur dela phase qui disparaît. Glimm, Saltz et Sharp [33, 34℄ reprennent 
ette expression, et l'appliquentégalement pour la vitesse

uI = α2u1 + α1u2 (1.43.1)
pI = α2p1 + α1p2 (1.43.2)Citons Saurel et Abgrall [77℄ et Murrone [66℄ qui emploient la vitesse du 
entre de masse 
ommevitesse interfa
iale et une moyenne bary
entrique utilisant la fra
tion volumique pour la pression in-terfa
iale
uI = Y1u1 + Y2u2 (1.44.1)
pI = α1p1 + α2p2 (1.44.2)Toutefois, 
es 
ouples (uI , pI) présentent le défaut de ne pas assurer la positivité de la ligne (1.40.1)dans l'équation de produ
tion de l'entropie du système. Nous ne retiendrons pas 
es fermetures, etprésentons maintenant des fermetures qui assurent une produ
tion d'entropie. Deux appro
hes ont étéutilisées dans la littérature pour assurer 
ette propriété. La première est de trouver une fermeture telleque les deux termes 1

T1
(pI − p1) (uI − u1) .∇α1 et − 1

T2
(pI − p2) (uI − u2) .∇α1 soient positifs, 
e quisigni�e que 
haque phase doit véri�er le prin
ipe d'entropie. Baer et Nunziato [4℄ ont employé 
etteappro
he, et ont proposé la fermeture

uI = uk (1.45.1)
pI = pk′ (1.45.2)ave
 k = 1 ou k = 2 et k′ = 3 − k. Cette fermeture a été reprise par Kapila et al. [48℄, ainsi quepar Gavrilyuk et Saurel [29℄, et assure une produ
tion d'entropie nulle pour les deux phases, en 
e qui
on
erne les termes de la ligne (1.40.1). Saurel, Gavrilyuk et Renaud [78℄ proposent également unefermeture plus 
omplexe, obtenue ave
 la méthode des équations dis
rètes

uI =
Z1u1 + Z2u2

Z1 + Z2

+ sign(∂α1

∂x

)
p2 − p1

Z1 + Z2

(1.46.1)

pI =
Z1p2 + Z2p1

Z1 + Z2

+ sign(∂α1

∂x

)
Z1Z2 (u2 − u1)

Z1 + Z2

(1.46.2)ave
 Zk = ρkck l'impédan
e a
oustique de la phase k.
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he a été utilisée par Coquel, Gallouët, Hérard et Seguin [17, 27℄, qui proposentune fermeture qui assure uniquement une produ
tion d'entropie de mélange positive, mais ne préjugepas de la produ
tion des entropies phasiques. Ils jugent que 
haque phase 
onsidérée 
omme un �uidemonophasique ne représente pas un système isolé, et n'a pas besoin de satisfaire le prin
ipe d'entropie.Ils 
her
hent don
 à annuler la ligne (1.40.1) dans son ensemble, et non les termes (pI − pk)
(
uI − uk

).Pour dé�nir la vitesse interfa
iale, ils rappellent également que uI peut être 
onsidérée 
omme la vitessede la surfa
e de 
onta
t entre les deux phases, et qu'il faut éviter qu'une zone de mélange se 
rée à 
eniveau. Ce
i se traduit mathématiquement par la né
essité d'avoir un 
hamp asso
ié à la valeur propre
uI linéairement dégénéré. Cette propriété est véri�ée pour trois modélisations de la vitesse interfa
iale

uI = ξu1 + (1 − ξ)u2 ξ ∈ {0, 1, Y1} (1.47)Une fois la vitesse interfa
iale modélisée, il faut trouver une pression interfa
iale pI qui annule laligne (1.40.1), pour obtenir une produ
tion d'entropie de mélange. On obtient 
ette annulation ave
l'expression suivante
pI =

(Y1T1)
−1 (1 − ξ)

(Y1T1)
−1 (1 − ξ) + (Y2T2)

−1 ξ
p1 +

(Y2T2)
−1 ξ

(Y1T1)
−1 (1 − ξ) + (Y2T2)

−1 ξ
p2 (1.48)On peut remarquer que si ξ = 0 ou 1, on retrouve alors la fermeture (1.45).Dans la suite de 
e travail, nous utiliserons la fermeture proposée par Coquel, Gallouët, Hérard etSeguin [17, 27℄ en utilisant la vitesse du 
entre de masse 
omme vitesse interfa
iale (ξ = Y1). La vitesseet la pression interfa
iale s'é
rivent alors

uI = Y1u1 + Y2u2 (1.49.1)

pI =
Y2T2

Y1T1 + Y2T2
p1 +

Y1T1

Y1T1 + Y2T2
p2 (1.49.2)Termes interfa
iauxIl nous reste désormais à modéliser les termes d'é
hange interfa
iaux pour fermer notre modèle.Introduisons pour 
ela les temps de relaxation ε{p,u,T,g} relatifs à la pression, la vitesse, la températureet le potentiel 
himique, et les valeurs positives µ{p,u,T,g}. Au vu de la forme de l'équation de produ
tiond'entropie, les termes d'é
hanges interfa
iaux doivent être é
rits de la manière suivante pour assurerune produ
tion d'entropie positive.̇

α1 =
µp

εp
(p1 − p2) (1.50.1)

Md =
µu

εu
(u2 − u1) (1.50.2)

QI =
µT

εT
(T2 − T1) (1.50.3)

Γ =
µg

εg

(
g2
T2

− g1
T1

)
(1.50.4)Les modélisations de α̇1, Md et QI sont 
lassiques. Ces fermetures ont la même forme que 
ellesdé�nies par Hurisse [44℄. La modélisation de α̇1 est d'ailleurs 
ourante dans la littérature sur les modèlesà deux vitesses et deux pressions [77, 27℄ ; des termes prenant en 
ompte la 
ontrainte inter-granulaire
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oulements diphasiquespeut également être insérés [4, 5℄. La forme du terme de traînée interfa
iale est aussi largement utiliséedans la littérature [47, 52, 65℄, où elle s'é
rit généralement
Md =

1

8
SV ρ2CD | u2 − u1 | (u2 − u1) (1.51)ave
 CD le 
oe�
ient de traînée et SV l'aire interfa
iale par unité de volume, lorsque la phase 2 repré-sente la phase prédominante. La modélisation du �ux de 
haleur se retrouve aussi dans la littérature[49℄.En revan
he, le transfert de masse est souvent modélisé de la manière suivante [8, 51℄
Γk = −λΓ (Tsat − Tk)

hsat − hk
(1.52)où l'indi
e sat représente un état de saturation entre les phases, et λΓ est un 
oe�
ient de transfertde masse. Cette expression est notamment utilisée pour les problèmes de 
hangement de phase, où iln'y a pas de réa
tion 
himique, et montre que le transfert de masse est 
onsidéré 
omme une fon
tiondu transfert de 
haleur. Cependant, 
e terme n'assure pas une produ
tion d'entropie positive.Il reste à modéliser les 
oe�
ients µ{p,u,T,g}. A�n de respe
ter l'homogénéité des équations (1.26),nous prenons les valeurs

µp =
1

pI
(1.53.1)

µu = ρ (1.53.2)Ces valeurs ont été prises pour qu'elles restent dans les intervalles [ 1

p1
,

1

p2

] et [ρ1, ρ2], respe
tivement.En 
e qui 
on
erne µT et µg, les 
hoix d'Hurisse [44℄ sont repris
µT =

α1ρ1Cv1
α2ρ2Cv2

α1ρ1Cv1
+ α2ρ2Cv2

(1.54.1)

µg =
α1ρ1α2ρ2

α1ρ1 + α2ρ2
(1.54.2)1.3 Détermination des temps de relaxationOn re
her
he dans 
ette partie des méthodes d'estimation des temps de relaxation ε{p,u,T,g} desdi�érentes grandeurs physiques. Ces estimations permettront d'ordonner 
es di�érents temps, et pour-ronr alors être utilisées pour 
onstruire des modèles réduits en 
onsidérant que 
ertains phénomènesphysiques sont à l'équilibre.1.3.1 Relaxation des pressionsDans 
e paragraphe, on 
her
he une estimation du temps de mise à l'équilibre des pressions desdeux phases, pour les é
oulements à bulles. Pour 
ela, nous reprenons le travail de Le Métayer [56℄. Siles pressions sont di�érentes, des ondes a
oustiques vont se propager à l'intérieur de la phase dispersée,ainsi que dans la phase prédominante.En 
e qui 
on
erne la phase dispersée, les ondes vont se propager jusqu'au 
entre de la bulle, puisse ré�é
hir vers l'interfa
e entre les deux phases. Si l'é
art de pression entre les phases est relativementfaible, on peut 
onsidérer que les pressions sont équilibrées après 
et aller-retour des ondes a
oustiques.En 
onsidérant que le temps de trajet aller-retour des ondes dans la phase prédominante est beau
oup



1.3. Détermination des temps de relaxation 25plus grand, le temps de relaxation des pressions peut être évalué 
omme le temps né
essaire aux ondesa
oustiques pour e�e
tuer 
et aller-retour entre l'interfa
e entre les phases et le 
entre des bulles. Cetemps peu être estimé 
omme suit, en supposant que les bulles sont sphériques
εp =

2Rp

cp
(1.55)où Rp est le rayon moyen des bulles et cp la vitesse du son à l'intérieur de la phase dispersée. Letemps de relaxation des pressions peut alors être estimé à priori, et sera 
onsidéré 
omme 
onstant parla suite.Nous pouvons noter que dans le 
as des explosifs granulaires, Kapila et al. [49℄ proposent la formulesuivante pour estimer le temps de retour à l'équilibre des pressions

εp =
µC

p2
(1.56)ave
 µC la vis
osité de 
ompa
tion et p2 la pression de la phase prédominante.1.3.2 Relaxation des vitessesNous présentons maintenant une évaluation du temps de relaxation des vitesses dans les 
as desé
oulements à bulles. Pour simpli�er, on notera 1 la phase dispersée et 2 la phase 
ontinue. À partir deséquations de 
onservation de la masse et de la quantité de mouvement du système (1.26), l'expressionde la dérivée totale de la vitesse pour la phase dispersée peut être obtenue

α1ρ1
D1u1

Dt
= −∇ (α1p) + pI∇α1 +Md + α1ρ1g (1.57)Les vitesses tendent vers une valeur 
ommune à 
ause du terme de traînée interfa
iale Md, quis'é
rit selon la fermeture (1.50.2)

Md =
ρ

εu
(u2 − u1) (1.58)Or le terme de traînée interfa
iale est souvent modélisé dans la littérature 
omme suit [47, 52, 65℄

Md =
1

8
SV ρ2CD | u2 − u1 | (u2 − u1) (1.59)où CD est le 
oe�
ient de traînée et SV la surfa
e interfa
iale par unité de volume. Si l'on 
onsidèreque les bulles de la phase dispersée sont des parti
ules sphériques qui ont toutes le même rayon R, SVpeut être 
al
ulée 
omme le rapport de la surfa
e d'une bulle sur son volume, multiplié par la fra
tionvolumique de la phase dispersée.

SV =
α1Sbubble

Vbubble
= α1

4πR2

4/3πR3
= α1

3

R
(1.60)Par ailleurs, nous évaluerons le 
oe�
ient de traînée en utilisant la formule proposée par Clift etal. [15℄

CD =
24

Re

(
1 + 0.1925Re0.63

) (1.61)ave
 le nombre de Reynolds Re donné par
Re =

α2ρ22R | u2 − u1 |
µ2

(1.62)
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oulements diphasiquesoù µ2 est la vis
osité dynamique de la phase 2. En identi�ant les expressions (1.58) et (1.59), onpeut alors obtenir une expression du temps de relaxation des vitesses
εu =

8ρR

3α1ρ2CD | u2 − u1 | (1.63)Cette expression pourra être utilisée pour déterminer à priori le temps de relaxation des vitesses,qui sera 
onsidéré 
omme une 
onstante pour la suite de 
e travail.Remarquons également que Kapila et. al [49℄ utilise l'expression suivante pour l'étude d'explosifsgranulaires
εu =

α1ρ1

δ
(1.64)où δ représente un 
oe�
ient de traînée entre les phases.1.3.3 Relaxation des températuresPour évaluer le temps de relaxation des températures, le raisonnement utilisé pour déterminer letemps de relaxation des pressions est repris : nous supposons que le temps de relaxation est le tempsné
essaire pour une parti
ule de la phase dispersée de revenir à la même température que la phasequi l'entoure. Nous appliquons 
e raisonnement pour les é
oulements à bulles, mais il a également étéutilisé dans [49℄ l'étude d'explosifs. Le temps 
ara
téristique du transport 
ondu
tif dans une parti
uleest donné par la formule suivante [49℄

εc =
ρpCvp

θp
L2

p (1.65)où ρp est la masse volumique de la parti
ule, Cvp sa 
haleur spé
i�que à volume 
onstant, et θp le
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique. Lp est une longueur 
ara
téristique ; le rayon de la parti
ule est
hoisi pour 
ela, 
ar 
'est la longueur que doit par
ourir l'information pour que toute la parti
ule soità température 
onstante. Le temps de relaxation des températures s'é
rit don
 sous la forme suivante
εT =

ρpCvp

θp
R2 (1.66)1.3.4 Relaxation des potentiels 
himiquesNous n'avons pas trouvé de méthode pour déterminer le temps de relaxation des potentiels 
hi-miques de manière analytique. En e�et, l'expression du transfert de masse est souvent donnée dans lalittérature en fon
tion des températures de phases [79, 88, 8℄, et il n'existe pas, à notre 
onnaissan
e,de méthode pour évaluer 
e temps de relaxation en fon
tion des potentiels 
himiques des phases. Deplus, il n'y a pas de 
onsensus sur les 
oe�
ients pour les modèles de 
ondensation et de vaporisation[82℄.On se reportera don
 aux évaluations empiriques données dans les 
as-tests NEPTUNE [8℄ pourles temps 
ara
téristiques de 
hangement de phase entre l'eau et sa vapeur. Ceux-
i sont généralementde l'ordre de 0.1 à 1 s.1.3.5 Ordres de grandeurOn détermine les ordres de grandeur des di�érents temps de relaxation, a�n de 
réer une hiérar
hieentre eux. Regardons tout d'abord le 
as-test AMOVI [70℄, où des bulles d'air remontent dans une
olonne d'eau à pression atmosphérique (105 Pa) à une vitesse de 10m.s−1. La masse volumique del'eau est �xée à 1000 kg.m−3 et 
elle de l'air à 1 kg.m−3. La vis
osité de l'air est égale à µair =



1.3. Détermination des temps de relaxation 27
1.74 10−5 Pa.s, 
elle de l'eau à µeau = 1.003 10−3 Pa.s [61℄, et les 
ondu
tivités thermiques sont égalesà θair = 0.025 J.s−1m−1K−1 et θeau = 0.6 J.s−1m−1K−1 [72℄. En�n, les 
haleurs spé
i�ques à volume
onstant sont Cvair = 717.5 J.K−1 et Cveau = 201.1 J.K−1. La fra
tion volumique de l'air pour 
e 
as-test est supposée égale à αair = 0.2. En utilisant les di�érentes formules obtenues dans les paragraphespré
édents, on obtient les temps de relaxations suivants

εp = 5.3 10−5 s
εu = 3.0 10−1 s
εT = 5.7 10−1 sDans 
e 
as-test, le temps de relaxation des pressions est très petit et beau
oup plus faible que lestemps de relaxation des températures et des vitesses, qui sont du même ordre de grandeur. Comme ilne peut pas y avoir de transfert de masse dans 
e 
as-test, puisque les deux matériaux sont di�érents,nous avons également εg = ∞.On souhaite également 
onnaître les ordres de grandeurs des temps de relaxations pour les é
oule-ments in
luant des 
ho
s. On étudie don
 le 
as d'un tube à 
ho
 ave
 un mélange eau-air à pression

109 Pa à gau
he (x < 0.5 m) et 105 Pa à droite. Initialement, la densité de l'eau est de 1000 kg.m−3et 
elle de l'air est de 1 kg.m−3 pour l'ensemble du domaine. Les vitesses sont nulles et la fra
tionvolumique de l'air est de 0.2 tout le long du tube. A�n d'avoir une évaluation raisonnable des tempsde relaxations pour 
e 
as-test, on souhaite 
onnaitre la pression, la vitesse et la densité des di�érentesphases à l'abs
isse x = 0.5 m et pour t = 200µs : ainsi, nous aurons 
es valeurs lorsque l'é
oulementest 
omplètement développé. Un solveur de Riemann exa
t est don
 utilisé pour résoudre les problèmesde tubes à 
ho
 monophasiques pour l'eau puis pour l'air, ave
 les 
onditions initiales pré
édentes, eten modélisant le 
omportement des deux phases par les équations d'Euler. Les estimations suivantessont obtenues à l'abs
isse x = 0.5 m : ρair = 0.575 kg.m−3, ρeau = 910 kg.m−3, uair = 19600m.s−1,
ueau = 232m.s−1, pair = 4.61 108 Pa, peau = 4.56 108 Pa. Le rayon de bulle est �xé à R = 510−4 m, lafra
tion volumique de l'air à αair = 0.2. Les temps de relaxations peuvent alors être estimés pour 
etype de problème en utilisant les di�érentes formules présentées dans les paragraphes pré
édents

εp = 3.0 10−8 s
εu = 5.5 10−6 s
εT = 2.1 10−3 sLes temps de relaxations sont i
i très di�érents les uns des autres, et leur hiérar
hie est 
laire, ave
une relaxation des pressions quasiment instantanée, une mise à l'équilibre des vitesses très rapide, eten�n un retour à l'équilibre des températures qui se fait relativement lentement.En�n, nous pouvons 
iter des estimations de 
es temps de relaxation pour le 
as d'explosifs granu-laires, proposés dans [49℄
εp = 3.0 10−8 s
εu = 1.0 10−7 s
εT = 1.8 10−2 sPour 
e type de matériau, l'é
helle de temps de l'é
oulement est d'environ 10−4 s. On peut voir queles temps de relaxation des pressions et des vitesses sont très faibles par rapport à l'é
helle de temps,et du même ordre de grandeur, alors que le temps de relaxation des températures est très grand :l'é
oulement est en déséquilibre thermique.Ces résultats sont �nalement utilisés pour estimer que, dans les types d'é
oulements qui nousintéressent, une hiérar
hie générale peut être établie entre les temps de relaxations des di�érentesgrandeurs physiques

εp << εu << εT << εg (1.67)
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hie de modèles pour lesé
oulements diphasiques
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77Le modèle à deux vitesses et deux pressions (1.26) est un modèle 
omplexe et 
oûteux d'un pointde vue numérique. Or il n'est pas toujours né
essaire de garder l'ensemble des variables d'état dusystème ; on peut au 
ontraire faire l'approximation de l'équilibre entre 
ertaines grandeurs phasiques.Par ailleurs, selon le paragraphe 1.3.5, dans 
ertaines situations physiques une hiérar
hie peut êtreétablie entre les temps de relaxation des pressions, vitesses, températures et potentiels 
himiques, ave
l'ordre

εp << εu << εT << εg (2.1)Dans 
e 
hapitre une hiérar
hie de modèles pour les é
oulements diphasiques est don
 développée.Dans le modèle le plus 
omplexe, les variables d'état des deux phases seront totalement en déséquilibre,29
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquestandis que le modèle le plus simple 
onsidèrera que l'équilibre thermodynamique est réalisé entre lesdeux phases. Pour établir 
haque modèle, nous allons utiliser la te
hnique des développements deChapman-Enskog, qui sera présentée au pro
hain paragraphe. Chaque modèle sera é
rit à l'ordre
ε0 puis à l'ordre ε1, 
e dernier permettant de retrouver l'in�uen
e du déséquilibre entre les grandeursphasiques sur les autres variables d'état. Des lois d'état pour 
haque modèle seront également proposées,en supposant que les deux phases suivent des lois d'état de type gaz raide (1.27).2.1 Développements de Chapman-EnskogLa pro
édure générale pour déterminer un modèle réduit par les développements de Chapman-Enskog est brièvement présentée. Une référen
e 
lassique sur l'appro
he par relaxation pour les systèmeshyperboliques est [12℄. Cependant, 
ette dernière ne 
onsidère que des systèmes sous forme 
onservativeet ne peut don
 pas s'appliquer i
i. La te
hnique de Chapman-Enskog exposée maintenant est un peuplus générale et s'applique aussi aux systèmes sous forme non-
onservative tels que (1.26). Notons quepour une dis
ussion détaillée des développements de Chapman-Enskog, le le
teur peut également seréférer à Natalini [68℄. On 
onsidère un système hyperbolique 
ontenant un terme sour
e raide

∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

ε
+ S (W ) (2.2)où le ve
teur d'état W = W (x, t) appartient à Ω, un sous-ensemble ouvert de IRN . On s'intéresseau 
omportement des solutions de (2.2) lorsque ε tend vers zéro, 
'est-à-dire les solutions qui sontpro
hes de E , où E est un sous-ensemble de IRN dé�ni par

E = {W ∈ IRN ;R(W ) = 0} (2.3)Les hypothèses suivantes sont introduites :Hypothèse 1 : le système d'equations R(W ) = 0 dé�nit de fa
on impli
ite une sous-variété de di-mension n, ave
 0 < n < N . Rappelons rapidement la dé�nition d'une sous-variété de dimension n :Soit Ω un ouvert de IRN et R1, ..., RN : Ω → IRN des fon
tions de 
lasse C1. On introduit l'ensemble
E des points W tels que

E = {W ∈ IRN ;R1 (W ) = 0, ..., RN (W ) = 0} (2.4)Si parmi les di�érentielles DR1 (W ) , ...,DRN (W ), les n premières sont indépendantes en tout pointde E , alors 
e dernier est une sous-variété de dimension n de IRN .Hypothèse 2 : nous supposerons également que nous 
onnaissons une paramétrisation expli
ite de
E , 
'est-à-dire pour tout ve
teur W ∈ E , il existe un di�éomorphisme M de ω un sous-ensemble ouvertde IRn sur VW un voisinage de W ∈ E tel que

M : ω ⊂ IRn → Vw ⊂ E ⊂ IRN

w → W = M (w)
(2.5)Cette paramétrisation sera appelée Maxwellienne par la suite. Nous noterons également dans la suite

R′ (W ) la matri
e Ja
obienne de R évaluée en W .Hypothèse 3 : on fera l'hypothèse que le noyau et l'image de R′(M(w)) sont en somme dire
te,
'est-à-dire ker(R′(M(w))) ⊕ Rng(R′(M(w))) = IRN
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teur w ∈ ω, les ve
teurs 
olonnes de la matri
e Ja
obienne
dMw =

DM

Dw
forment une base de ker(R′(M(w))).Preuve : Puisque M est un di�éomorphisme de ω sur W ∈ E , dMw est une bije
tion de IRnsur TW (E) l'espa
e tangent à E en W . Les ve
teurs de dMw forment don
 une base de TW (E). Or,
omme la sous-variété d'équilibre E est dé�nie impli
itement par le système (2.3), TW (E) est en faitker(R′(M(w))), 
e qui entraîne le résultat.Notons maintenant {dM1

w, ..., dM
n
w} les ve
teurs 
olonnes de la matri
e Ja
obienne dMw, et intro-duisons une base IN−n = {I1, ..., IN−n} de l'image de R′(M(w)). La matri
e de dimension N x N

B =
[
dM1

w, ..., dM
n
w , I

1, ..., IN−n
] est inversible. On note P et Q les matri
es formées par les n pre-mières lignes et les N − n dernières 
olonnes de B−1, respe
tivement. Nous avons alors le résultatProposition 2 : Soient {dM1
w, ..., dM

n
w} la base du sous-espa
e ker(R′(M(w))) et {I1, ..., IN−n}la base du sous-espa
e Rng(R′(M(w))). Alors, dans 
es bases, P est la matri
e de proje
tion surker(R′(M(w))) dans la dire
tion Rng(R′(M(w))) et Q est la matri
e de proje
tion sur Rng(R′(M(w)))dans la dire
tion ker(R′(M(w))).Preuve : Soient a ∈ IRn et b ∈ IRN−n. Tout ve
teur W ∈ IRN peut être dé
omposé en deux parties

W =

n∑

j=1

ajdM j
w +

N−n∑

j=1

bjIj (2.6)où les 
omposantes n∑
j=1

ajdM j
w et N−n∑

j=1
bIj sont évidemment la proje
tion sur ker(R′(M(w))) dansla dire
tion Rng(R′(M(w))) la proje
tion sur Rng(R′(M(w))) dans la dire
tion ker(R′(M(w))), res-pe
tivement. L'équation (2.6) peut être réé
rite sous la forme matri
ielle
W = B

(
a
b

) (2.7)et puisque que la matri
e B est inversible, on obtient
(
a
b

)
= B−1W =

(
PW
QW

) (2.8)
e qui donne le résultat.Les propriétés suivantes sont veri�ées par la matri
e PProposition 3 :
PdMw = Id (n) (2.9.1)

∀V ∈ Rng (M (w)) PV = 0 (2.9.2)où nous avons introduit Id (n) la matri
e identité de dimension n xnPreuve : Le résultat (2.9.1) provient de l'égalité B−1B = Id (n). L'égalité (2.9.2) vient du fait que,pour tout W ∈ IRN , R′(M(w))W appartient à l'image de R′(M(w)).
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesLa propriété suivante est également véri�éeProposition 4 : Il existe une matri
e inversible Λ de dimension N − n x N − n telle que
R′(M(w)) = B

(
0 0
0 Λ

)
B−1 (2.10)Preuve : Notons IN−n la matri
e de dimension N x N − n 
omposée par la base {I1, ..., IN−n} deRng(R′(M(w))). Nous pouvons alors é
rire

B−1R′(M(w))B =

(
P
Q

)
R′(M(w)) (dMw,IN−n) =

(
0

QR′(M(w))

)
(dMw,IN−n)

=

(
0 0

QR′(M(w))dMw QR′(M(w))IN−n

) (2.11)et le résultat vient du fait que les ve
teurs qui 
omposent dMw et IN−n sont dans le noyau et l'imagede R′(M(w)), respe
tivement. Dans les paragraphes suivants, nous noterons Λ = QR′(M(w))IN−n.2.1.1 Modèle réduit à l'ordre 0Pour obtenir un modèle réduit à l'ordre ε0, on dé
ompose les ve
teurs d'état W sous la forme
W = M(w) + εV (2.12)où M(w) ∈ E et V est une �u
tuation. Introduisons 
ette expression dans le système (2.2) etdéveloppons 
e système. On peut alors é
rire

∂M(w)

∂t
+A(M(w))

∂M(w)

∂x
−R′(M(w))V

+ε[
∂V

∂t
+A(M(w))

∂V

∂x
+ [

∂A

∂W i

V i]
∂M(w)

∂x
− 1

2
R′′(M(w))(V , V )] =

S(M(w)) + εS′(M(w))V + O(ε2)

(2.13)En multipliant 
ette équation par la matri
e de proje
tion P et en utilisant les propriétés (2.9) de
ette matri
e, on peut alors é
rire
∂w

∂t
+ PA(M(w))dMw

∂w

∂x
= PS(M(w)) + O(ε) (2.14)et le système réduit à l'ordre ε0 est obtenu en négligeant les termes d'ordre ε.2.1.2 Modèle réduit à l'ordre 1SoitW un ve
teur pro
he de E que nous é
rirons sous la formeW = M(w)+εV . D'après l'équation(2.13), les termes d'ordre ε font apparaître le ve
teur V des �u
tuations. Il va don
 être né
essaired'exprimer 
e ve
teur en fon
tion de w. Pour 
ela, nous 
hoisissons de prendre V 
omme un élément deRngR′(M(w)) : V ∈ RngR′(M(w)). Notons que 
e 
hoix n'est pas restri
tif, puisque selon l'hypothèse3, ker(R′(M(w))) et Rng(R′(M(w))) sont en somme dire
te. Nous allons voir par la suite que 
e 
hoixpermet en e�et d'exprimer V en fon
tion de w.En utilisant l'expressionW = M(w)+εV , la multipli
ation du système (2.13) par la matri
e t [P,Q]donne les deux systèmes suivants
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∂w

∂t
+ PA(M(w))

∂M(w)

∂x

+εP [
∂V

∂t
+A(M(w))

∂V

∂x
+ [

∂A

∂W i

V i]
∂M(w)

∂x
− 1

2
R′′(M(w))(V , V )] =

PS(M(w)) + εPS′(M(w))V + O(ε2)

(2.15)
QA(M(w))

∂M(w)

∂x
−QR′(M(w))V

+εQ[
∂V

∂t
+A(M(w))

∂V

∂x
+ [

∂A

∂W i

V i]
∂M(w)

∂x
− 1

2
R′′(M(w))(V , V )] =

QS(M(w)) + εQS′(M(w))V + O(ε2)

(2.16)
Si l'on néglige les termes d'ordre ε dans l'équation (2.16), 
elle-
i se réé
rit

QA(M(w))
∂M(w)

∂x
−QR′(M(w))V = QS(M(w)) (2.17)Le système (2.17) a une solution unique. En e�et, nous avons 
hoisi V ∈ RngR′(M(w)) et Q estla proje
tion sur Rng(R′(M(w))) dans la base IN−n. É
rivant alors V sous la forme V = IN−nv, onobtient d'après la proposition 4

QR′(M(w))V = QR′(M(w))IN−nv = Λv (2.18)et puisque Λ est une matri
e inversible, on aura
Λv = Λ−1

(
QA(M(v))dMw

∂w

∂x
−QS(M(w))

) (2.19)où Λ est la matri
e N − n x N − n apparaissant dans l'équation (2.11), qui s'é
rit sous la forme
Λ = QR′(M(w))IN−n. Une expression expli
ite pour V peut alors être obtenue

V = D(w)
∂w

∂x
− E(w) (2.20)ave
 D(w) et E(w) dé�nis par

D(w) = IN−nΛ−1QA(M(w))dMw

E(w) = IN−nΛ−1QS(M(w))
(2.21)Un système réduit à l'ordre ε1 peut être é
rit en introduisant l'expression (2.20) dans le système
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiques(2.15) et en négligeant les termes d'ordre ε2, 
e qui donne
∂w

∂t
+ PA(M(w))

∂M(w)

∂x

+εP

(
A(M(w))

∂

∂x

(
D(w)

∂w

∂x

)
+

[
∂A

∂W i

(
D(w)

∂w

∂x

)

i

]
∂M(w)

∂x

−1

2
R′′(M(w))

(
D(w)

∂w

∂x
− E(w),D(w)

∂w

∂x
− E(w)

))
=

PS(M(w)) + εPS′(M(w))D(w)
∂w

∂x

+εP

(
A(M(w))

∂

∂x
(E(w))+

[
∂A

∂W i

(E(w))i

]
∂M(w)

∂x

)

(2.22)
Le formalisme qui vient d'être exposé peut, dans 
ertains 
as parti
uliers, sembler un peu lourd. Ila 
ependant les avantages d'être systématique et de permettre la 
onstru
tion de modèle à l'équilibreen n'introduisant qu'un minimum d'hypothèses physiques, 
elles sur les vitesses de relaxation. De plus,il est fa
ilement implémentable sous un système de 
al
ul formel (par exemple Maple [86℄) et permetdon
 d'obtenir les systèmes réduits sans risque d'erreurs de 
al
ul.2.2 Modèle à deux vitesses et une pressionDans 
e paragraphe, les développements de Chapman-Enskog sont utilisés sur le modèle à deuxvitesses et deux pressions (1.26). En faisant tendre εp vers 0, nous obtiendrons un modèle à deuxvitesses et une pression. Les lois de fermeture proposées dans le premier 
hapitre sont reprises, notam-ment α̇1 =

µp

εp
(p1 − p2). Pour simpli�er les 
al
uls, on utilise le ve
teur d'état des variables primitives

W = t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p1, p2, α1). Il est don
 né
essaire de déterminer d'abord les équations sur lespressions phasiques.Si l'on introduit les notations χk =

(
∂ik
∂ρk

)

pk

et κk =

(
∂ik
∂pk

)

ρk

, les formes di�érentielles desénergies spé
i�ques internes véri�ent la relation
dik = χkdρk + κkdpk (2.23)Cette expression et la relation de Gibbs (1.33) permettent d'obtenir

dpk =
1

κk

(
pk

ρ2
k

− χk

)
dρk +

Tk

κk
dsk (2.24)La vitesse du son ck de la phase k est dé�nie par l'expression c2k =

(
∂pk

∂ρk

)

sk

=
1

κk

(
pk

ρ2
k

− χk

). Lavitesse du son de la phase k à l'interfa
e entre les phases est également dé�nie par ck,I =
1

κk

(
pI

ρ2
k

− χk

),et les modules de 
ompressibilité adiabatiques Ck = ρkc
2
k et CkI = ρkc

2
k,I . Les équations sur les densitésphasiques (1.34) et sur les entropies (1.38) sont utilisées pour trouver les dérivées totales des pressions



2.2. Modèle à deux vitesses et une pression 35phasiques à partir de l'expression (2.24) de la di�érentielle de la pression phasique
D1p1

Dt
+ C1 divu1 −

C1I

α1
(uI − u1) .∇α1 =

1

α1ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
− C1I

α1
α̇1

+
1

α1ρ1κ1
(uI − u1) .M

d +
1

α1ρ1κ1
QI +

1

α1ρ1κ1

(
hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2
+ C1κ1

)
Γ (2.25.1)

D2p2

Dt
+ C2 divu2 +

C2I

α2
(uI − u2) .∇α1 =

1

α2ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))
+
C2I

α2
α̇1

− 1

α2ρ2κ2
(uI − u2) .M

d − 1

α2ρ2κ2
QI −

1

α2ρ2κ2

(
hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2
+ C2κ2

)
Γ (2.25.2)Le système 
omplet auquel nous allons appliquer la méthode de Chapman-Enskog pour la relaxationdes pressions s'é
rit don
 pour les variables W = t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p1, p2, α1)

∂

∂t
(α1ρ1) + div (α1ρ1u1) = Γ (2.26)

∂

∂t
(α2ρ2) + div (α2ρ2u2) = −Γ (2.27)

α1ρ1
D1u1

Dt
= −∇ (α1p1) + div (α1τ1

)
+ (uΓ − u1) Γ + pI∇α1 +Md + α1ρ1f

v
1

(2.28)
α2ρ2

D2u2

Dt
= −∇ (α2p2) + div (α2τ2

)
− (uΓ − u2) Γ − pI∇α1 −Md + α2ρ2f

v
2

(2.29)
D1p1

Dt
+ C1 divu1 −

C1I

α1
(uI − u1) .∇α1 =

1

α1ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
− C1I

α1
α̇1

+
1

α1ρ1κ1
(uI − u1) .M

d +
1

α1ρ1κ1
QI +

1

α1ρ1κ1

(
hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2
+ C1κ1

)
Γ

(2.30)
D2p2

Dt
+ C2 divu2 +

C2I

α2
(uI − u2) .∇α1 =

1

α2ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))
+
C2I

α2
α̇1

− 1

α2ρ2κ2
(uI − u2) .M

d − 1

α2ρ2κ2
QI −

1

α2ρ2κ2

(
hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2
+ C2κ2

)
Γ

(2.31)
∂α1

∂t
+ uI .∇α1 = α̇1 (2.32)
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiques2.2.1 Modèle à l'ordre 0Appliquons la pro
édure présentée dans le paragraphe 2.1.1 sur le système (2.26 - 2.32) ave
 lesvariables primitives W = t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p1, p2, α1). Ce système peut être é
rit sous la formematri
ielle suivante
∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

εp
+ S (W ) (2.33)où la matri
e A (W ), le terme sour
e raide R (W ) et le terme sour
e S (W ) s'é
rivent

A (W ) =




u1 0 α1ρ1 0 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0 0

0 0 u1 0
1

ρ1
0 −pI − p1

α1ρ1

0 0 0 u2 0
1

ρ2

pI − p2

α2ρ2

0 0 C1 0 u1 0 −C1I (uI − u1)

α1

0 0 0 C2 0 u2

C2I (uI − u2)

α2
0 0 0 0 0 0 uI




(2.34)
R (W ) =




0
0
0
0

−µp
C1I (p1 − p2)

α1

µp
C2I (p1 − p2)

α2
µp (p1 − p2)




(2.35)
S (W ) =


Γ
−Γ

1

α1ρ1

(
Md + (uΓ − u1) Γ + div (α1τ1

)
+ α1ρ1f

v
1

)

1

α2ρ2

(
−Md − (uΓ − u2) Γ + div (α2τ2

)
+ α2ρ2f

v
2

)

1

α1ρ1κ1

(
(uI − u1) .M

d +QI +

(
hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2
+ C1κ1

)
Γ + α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))

1

α2ρ2κ2

(
−(uI − u2) .M

d −QI −
(
hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2
+ C2κ2

)
Γ + α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))

0


(2.36)Les solutions sont sont supposées pro
hes de l'équilibre en pression, 
'est-à-dire qu'elles sont pro
hesdu sous-ensemble E ⊂ IR7 dé�ni par E = {W ∈ IR7;R(W ) = 0}, qui est de dimension 6. On peut
onnaître expli
itement une paramétrisation de 
e sous-ensemble. Si le ve
teur de dimension 6 w =

t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p, α1) est introduit, une paramétrisation de E , appelée Maxwellienne par la suite,est donnée par
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M : w →M (w) =




α1ρ1

α2ρ2

u1

u2

p
p
α1




(2.37)
La matri
e Ja
obienne de 
ette transformation s'é
rit immédiatement

dMw =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




(2.38)
Intéressons-nous au 
omportement des di�érentes variables lorsque le temps de relaxation εp tendvers 0. Dans 
e 
as, les pressions phasiques p1 et p2 tendent vers une valeur 
ommune, qui sera notée

p. Selon sa dé�nition (1.49.2), la pression à l'interfa
e pI tend aussi vers 
ette valeur 
ommune p. En
onséquen
e, les vitesses du son à l'interfa
e ck,I tendent vers les vitesses du son ck et les modules de
ompressibilité à l'interfa
e CkI tendent vers les modules Ck. On peut don
 é
rire la matri
e Ja
obiennede R (M (w))

R′ (M (w)) =




0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −µp
C1

α1
µp
C1

α1
0

0 0 0 0 µp
C2

α2
−µp

C2

α2
0

0 0 0 0 µp −µp 0




(2.39)
Cette matri
e est de rang 1 ; une base peut être donnée par le ve
teur I1 = t

(
0, 0, 0, 0,−C1

α1
,
C2

α2
, 1

).É
rivons maintenant la matri
e B, dé�nie par B =
[
dMw, I

1
]

B =




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −C1

α1

0 0 0 0 1 0
C2

α2
0 0 0 0 0 1 1




(2.40)
Cette matri
e est inversible, et permet retrouver P la matri
e de proje
tion sur ker(R′(M(w)))dans la dire
tion Rng(R′(M(w))) et Q la matri
e de proje
tion sur Rng(R′(M(w))) dans la dire
tionker(R′(M(w))). Celles-
i sont en e�et formées par les six premières 
olonnes et la dernière 
olonne de

B−1, respe
tivement.
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P =




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0
α1C2

α1C2 + α2C1

α2C1

α1C2 + α2C1
0

0 0 0 0
α1α2

α1C2 + α2C1

−α1α2

α1C2 + α2C1
1




(2.41)
Q =

(
0 0 0 0

−α1α2

α1C2 + α2C1

α1α2

α1C2 + α2C1
0

) (2.42)Nous pouvons alors 
al
uler la matri
e PA (M (w)) dMw , qui est la matri
e du système réduit(2.14).
PA (M (w)) dMw =




u1 0 α1ρ1 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0

0 0 u1 0
1

ρ1
0

0 0 0 u2

1

ρ2
0

0 0
α1C1C2

α1C2 + α2C1

α2C1C2

α1C2 + α2C1

α1C2u1 + α2C1u2

α1C2 + α2C1

C1C2 (u1 − u2)

α1C2 + α2C1

0 0
α1α2C1

α1C2 + α2C1

−α1α2C2

α1C2 + α2C1

α1α2 (u1 − u2)

α1C2 + α2C1

α2C1u1 + α1C2u2

α1C2 + α2C1




(2.43)
Par dé�nition de la MaxwellienneM(w), on a R(M(w)) = 0, et les termes sour
es du modèle réduitsont donnés uniqement par PS(M(w). On peut don
 é
rire le système réduit à une pression à l'ordre0 en utilisant l'équation (2.14) et en négligeant les termes d'ordre ε1p

∂α1ρ1

∂t
+ div (α1ρ1u1) = Γ (2.44)

∂α2ρ2

∂t
+ div (α2ρ2u2) = −Γ (2.45)

α1ρ1
D1u1

Dt
+ α1∇p− div (α1τ1

)
= Md + (uΓ − u1) Γ + α1ρ1f

v
1

(2.46)
α2ρ2

D2u2

Dt
+ α2∇p− div (α2τ2

)
= −Md − (uΓ − u2) Γ + α2ρ2f

v
2

(2.47)
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(α1C2 + α2C1)

∂p

∂t
+ (α1C2u1 + α2C1u2) .∇p+ C1C2 div (α1u1 + α2u2) =

C2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
+

C1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))

+

(
C2

ρ1κ1
(uI − u1) −

C1

ρ2κ2
(uI − u2)

)
.Md +

(
C2

ρ1κ1
− C1

ρ2κ2

)
QI

+

(
C2

ρ1κ1

(
C1κ1 + hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2

)
− C1

ρ2κ2

(
C2κ2 + hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2

))
Γ

(2.48)
(α1C2 + α2C1)

∂α1

∂t
+ α2C1 divα1u1 − α1C2 divα2u2 + α1α2 (u1 − u2) .∇p =

α2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
− α1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))

+

(
α2

ρ1κ1
(uI − u1) +

α1

ρ2κ2
(uI − u2)

)
.Md +

(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI

+

(
α2

ρ1κ1

(
C1κ1 + hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2

)
+

α1

ρ2κ2

(
C2κ2 + hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2

))
Γ

(2.49)
Ce système peut être manipulé pour le réé
rire sous forme 
onservative, en utilisant les variablesd'état t (α1ρ1, α2ρ2, α1ρ1u1, α2ρ2u2, α1ρ1e1, α2ρ2e2). Il s'é
rit alors

∂α1ρ1

∂t
+ div (α1ρ1u1) = Γ (2.50)

∂α2ρ2

∂t
+ div (α2ρ2u2) = −Γ (2.51)

∂α1ρ1u1

∂t
+ div (α1ρ1u1 ⊗ u1) + α1∇p− div (α1τ1

)
= Md + uΓΓ + α1ρ1f

v
1

(2.52)
∂α2ρ2u2

∂t
+ div (α2ρ2u2 ⊗ u2) + α2∇p− div (α2τ2

)
= −Md − uΓΓ + α2ρ2f

v
2

(2.53)
∂α1ρ1e1
∂t

+ div (α1 (ρ1e1 + p)u1) − div (α1τ1
u1

)
+ div (α1q1

)
=

−p∂α1

∂t
+ uI .M

d +

(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γ +QI + α1ρ1u1.f

v
1

(2.54)
∂α2ρ2e2
∂t

+ div (α2 (ρ2e2 + p)u2) − div (α2τ2
u2

)
+ div (α2q2

)
=

p
∂α1

∂t
− uI .M

d −
(
hΓ +

u2
Γ

2

)
Γ −QI + α2ρ2u2.f

v
2

(2.55)
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiques2.2.2 Équivalen
e ave
 le modèle bi-�uideOn peut montrer que les solutions régulières du système (2.50 - 2.55) sont aussi solutions du modèlebi-�uide largement utilisé dans la littérature (voir par exemple [31, 51, 62, 65℄). Nous reprenons pour
ela la démonstration présentée par Murrone [66℄.Tout d'abord, notons que le modèle (2.50 - 2.55) possède la même forme que les modèles bi-�uides
lassiques. Montrons maintenant qu'en utilisant l'hypothèse d'égalité des pressions p1 = p2, utiliséedans les modèles bi-�uides, l'équation (2.49) sur la fra
tion volumique α1 peut être retrouvée, 
e quidonne le modèle (2.50 - 2.55).Pour 
ela, on dérive l'égalité p1 (ρ1, i1) = p2 (ρ2, i2) et exprimons les dérivées des pressions phasiquesen fon
tion des dérivées des masses volumiques et des énergies internes, en utilisant l'équation (2.23).La relation suivante est alors obtenue
1

κ1

∂i1
∂t

− χ1

κ1

∂ρ1

∂t
=

1

κ2

∂i2
∂t

− χ2

κ2

∂ρ2

∂t
(2.56)À partir des expressions des dérivées totales des densités phasiques (1.34.1) et (1.34.2) et 
elles desénergies internes phasiques (1.37.1) et (1.37.2), nous pouvons retrouver les dérivées en temps de 
esvariables, qui s'é
rivent

∂ρk

∂t
= − ρk

αk

Dkαk

Dt
− div ρkuk + (−1)k+1 Γ

αk
(2.57)

∂ik
∂t

= −uk.∇ik − p

ρk
divuk

+
1

αkρk

(
αkτk

: ∇uk − div (αkqk
)

+ p (uI − uk) .∇αk − p α̇k + (−1)k+1 (uI − u1) .M
d

+ (−1)k+1QI + (−1)k+1

(
Ckκk + hΓ − ik +

(uΓ − uk)
2

2

)
Γ

) (2.58)Rappelons que le module de 
ompressibilité Ck de la phase k est dé�ni par Ck =
ρk

κk

(
p

ρ2
k

− χk

). Nouspouvons alors introduire les expressions des dérivées en temps (2.57) et (2.58) dans l'équation (2.56),
e qui donne après quelques manipulations algébriques l'équation d'évolution de la fra
tion volumique
(α1C2 + α2C1)

∂α1

∂t
+ ((α2C1u1 + α1C2u2) + (α1C2 + α2C1) (uI − uI)) .∇α1

+α1α2 (C1 divu1 − C2 divu2) + α1α2 (u1 − u2) .∇p =

α2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
− α1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))

+

(
α2

ρ1κ1
(uI − u1) +

α1

ρ2κ2
(uI − u2)

)
.Md +

(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI

+

(
α2

ρ1κ1

(
C1κ1 + hΓ − h1 +

(uΓ − u1)
2

2

)
+

α1

ρ2κ2

(
C2κ2 + hΓ − h2 +

(uΓ − u2)
2

2

))
Γ(2.59)



2.2. Modèle à deux vitesses et une pression 41Cette équation est la même que l'équation du modèle réduit sur la fra
tion volumique (2.49). Lemodèle réduit à une pression obtenu à partir du modèle (1.26) par des développements de Chapman-Enskog est don
 le même que le modèle 
lassique bi-�uide à six équations.2.2.3 Modèle à l'ordre 1On 
her
he maintenant à déterminer un modèle réduit à l'ordre ε1, qui permet de prendre en
ompte les déséquilibres de pression. Pour simpli�er les é
ritures, Le terme sour
e S(W ) n'est paspris en 
ompte dans 
e paragraphe. On dé
ompose le ve
teur W en é
rivant W = M (w) + εpV , ave

V = t

(
(α1ρ1)

1 , (α2ρ2)
1 , u1

1, u
1
2, p

1
1, p

1
2, α

1
1

). Puisque nous faisons l'hypothèse V ∈ Rng (R′ (M (w))), lapropriété (2.9) PV = 0 peut être utilisée, ave
 P la matri
e (2.41). Les relations suivantes sont alorsobtenues
(α1ρ1)

1 = 0 (2.60.1)

(α2ρ2)
1 = 0 (2.60.2)

u1
1 = 0 (2.60.3)
u1

2 = 0 (2.60.4)

p1
1 = −C1

α1
α1

1 (2.60.5)

p1
2 =

C2

α2
α1

1 (2.60.6)Le ve
teur V peut don
 être entièrement exprimé en fon
tion du terme de �u
tuation de la fra
tionvolumique α1
1. Il faut maintenant déterminer 
e dernier terme. On rappelle l'équation (2.17)

QA(M(w))
∂M(w)

∂x
−QR′(M(w))V = 0 (2.61)où Q est la matri
e (2.42), A est la matri
e (2.34) et R′(M(w)) est la matri
e (2.39). La résolutionde 
e système donne l'expression de α1

1

α1
1 =

1

µp

α1α2

(α1C2 + α2C1)
2 [α1α2 (u1 − u2) .∇p+ α1α2 (C1 div u1 − C2 divu2)

− (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1]

(2.62)On souhaite é
rire le modèle réduit à l'ordre 1 en utilisant le ve
teur des variables 
onservatives
W c = t (α1ρ1, α2ρ2, α1ρ1u1, α2ρ2u2, α1ρ1e1, α2ρ2e2, α1). Il faut don
 
onnaître les �u
tuations de 
esvariables. Les expressions des �u
tuations de masses et de quantités de mouvement sont rapidementobtenues à partir du système (2.60)

(α1ρ1)
1 = 0 (2.63.1)

(α2ρ2)
1 = 0 (2.63.2)

(α1ρ1u1)
1 = 0 (2.63.3)

(α2ρ2u2)
1 = 0 (2.63.4)De plus, puisque les équations d'état de type gaz raide sont utilisées, nous pouvons é
rire leségalités αkρkek = αk

pk + γkpk,∞

γk − 1
+ αkρk

u2
k

2
et Ck = ρkc

2
k = γk (pk + pk,∞), 
e qui permet d'obtenir

p1
k = −α1

kγk

(
p0 + pk,∞

), où l'exposant 0 représente la 
omposante à l'équilibre de la variable. On peut
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesdon
 é
rire
αkρkek =

(
α0

k + εpα
1
k

) (p0 + εpp
1
k

)
+ γkpk,∞

γk − 1
+ (αkρk)

0

(
u0

k

)2

2

= α0
k

p0 + γkpk,∞

γk − 1
+ (αkρk)

0

(
u0

k

)2

2
+

εp
γk − 1

(
α1

k

(
p0 + γkpk,∞

)
+ α0

kp
1
k

)

= (αkρkek)
0 +

εp
γk − 1

α1
k

(
p0 + γkpk,∞ − γk

(
p0 + pk,∞

))

= (αkρkek)
0 − εp

p0
α1

k

(2.64)
On obtient alors les expressions des 
omposantes hors équilibre des énergies phasiques

(α1ρ1e1)
1 = −p0α1

1 (2.65.1)

(α2ρ2e2)
1 = p0α1

1 (2.65.1)Ce qui nous permet de déduire (ρe)1 = 0. Il reste à obtenir l'expression de la pression interfa
iale
pI à l'ordre 1, à partir de sa dé�nition (1.49.2). Des 
al
uls dé
rits en annexe A donnent

pI = p0 + εp
α0

1Y
0
1 T

0
1C

0
2 − α0

2Y
0
2 T

0
2C

0
1

α0
1α

0
2

(
Y 0

1 T
0
1 − Y 0

2 T
0
2

) α1
1 (2.66)Nous supprimons dans la suite les exposants 0 a�n d'alléger les é
ritures. Introduisons maintenantles dé
ompositionsW = M (w)+εpV dans le système (1.26), et sommons les équations de 
onservationdes énergies, qui sont redondantes. Ce
i donne

∂α1ρ1

∂t
+ divα1ρ1u1 = 0 (2.67.1)

∂α2ρ2

∂t
+ divα2ρ2u2 = 0 (2.67.2)

∂α1ρ1u1

∂t
+ div (α1ρ1u1 ⊗ u1) + α1∇p

+εp
(
α1

1∇p− p1
I∇α1 −∇C1α

1
1

)
= 0 (2.67.3)

∂α2ρ2u2

∂t
+ div (α2ρ2u2 ⊗ u2) + α2∇ p2

+εp
(
−α1

1∇p+ p1
I∇α1 + ∇C2α

1
1

)
= 0 (2.67.4)

∂ρe

∂t
+ div ((α1ρ1e1 + α1p) u1) + div ((α2ρ2e2 + α2p)u2)

+εp div (((u1 − u2) p+ C2u2 − C1u1)α
1
1

)
= 0 (2.67.5)

∂α1

∂t
+ uI .∇α1 − µp

α1C2 + α2C1

α1α2
α1

1 + εp
DIα

1
1

Dt
= 0 (2.67.6)Si l'on rempla
e le terme de �u
tuation α1

1 par son expression (2.62), on obtient alors le systèmesuivant, en notant DI

Dt
la dérivée totale par rapport à la vitesse uI
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∂α1ρ1

∂t
+ divα1ρ1u1 = 0 (2.68)

∂α2ρ2

∂t
+ divα2ρ2u2 = 0 (2.69)

∂α1ρ1u1

∂t
+ div (α1ρ1u1 ⊗ u1) + α1∇p

+εp

((
∇p− α1Y1T1C2 − α2Y2T2C1

α1α2 (Y1T1 − Y2T2)
∇α1

)
1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2

+
(α1α2)

2 (C1 divu1 − C2 div u2)

(α1C2 + α2C1)
2 +

α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

)

−∇
(
C1

1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2 +
(α1α2)

2 (C1 divu1 − C2 divu2)

(α1C2 + α2C1)
2

+
α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

)))
= 0

(2.70)
∂α2ρ2u2

∂t
+ div (α2ρ2u2 ⊗ u2) + α2∇ p2

+εp

((
∇p+

α1Y1T1C2 − α2Y2T2C1

α1α2 (Y1T1 − Y2T2)
∇α1

)
1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2

+
(α1α2)

2 (C1 divu1 − C2 div u2)

(α1C2 + α2C1)
2 +

α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

)

+∇
(
C2

1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2 +
(α1α2)

2 (C1 divu1 − C2 divu2)

(α1C2 + α2C1)
2

+
α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

)))
= 0

(2.71)
∂ρe

∂t
+ div ((α1ρ1e1 + α1p) u1) + div ((α2ρ2e2 + α2p)u2)

+εp div (((u1 − u2) p+ C2u2 − C1u1)
1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2

+
(α1α2)

2 (C1 divu1 −C2 divu2)

(α1C2 + α2C1)
2 +

α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

))
= 0

(2.72)
∂α1

∂t
+
α1C2u2 + α2C1u1

α1C2 + α2C1
.∇α1

+
α1α2 (u1 − u2)

α1C2 + α2C1
.∇p+

α1α2

α1C2 + α2C1
(C1 divu1 − C2 divu2)

+εp
DI

Dt

(
1

µp

(
(α1α2)

2 (u1 − u2) .∇p
(α1C2 + α2C1)

2 +
(α1α2)

2 (C1 divu1 − C2 divu2)

(α1C2 + α2C1)
2

+
α1α2 (α2Y2C1 − α1Y1C2) (u1 − u2) .∇α1

(α1C2 + α2C1)
2

))
= 0

(2.73)
Ce système est très 
omplexe et il est di�
ile de donner un sens physique aux termes du se
ondordre qui apparaissent dans son expression. À notre 
onnaissan
e, il n'a jamais été 
onsidéré dans lalittérature diphasique.
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiques2.2.4 Équations d'étatOn veut maintenant déterminer les équations d'état qui 
omplètent le modèle à six équations (2.44- 2.49). Puisque le système ne 
ontient qu'une seule pression p pour le mélange, nous voulons relier
elle-
i à la masse volumique du mélange ρ = α1ρ1 + α2ρ2 et à l'énergie spé
i�que interne du mélange
i = Y1i1 + Y2i2. Rappelons que 
haque phase prise 
omme un �uide monophasique suit une loi d'étatde type gaz raide

p = (γk − 1) ρk (ik − ik,0) − γpk,∞ (2.74)Les 
oe�
ients de mélange γ, p∞ et i0 doivent être trouvés de telle sorte qu'ils véri�ent
p = (γ − 1) ρ (i− i0) − γp∞ (2.75)Pour 
ela, les équations d'état (2.74) sont utilisées pour é
rire les expressions des énergies internes

ik, 
omme proposé par Saurel, Gavrilyuk et Renaud [78℄. En utilisant la dé�nition de la fra
tionmassique Yk =
αkρk

ρ
, nous pouvons développer l'expression de l'énergie interne du mélange 
ommesuit

i =
α1

ρ

p+ γ1p1,∞

γ1 − 1
+
α2

ρ

p+ γ2p2,∞

γ2 − 1
+ Y1i1,0 + Y2i2,0 (2.76)L'introdu
tion de 
ette expression dans l'équation (2.75), permet d'obtenir

p = (γ − 1) ρ

(
p

ρ

(
α1

γ1 − 1
+

α2

γ2 − 1

)
+

1

ρ

(
α1γ1p1,∞

γ1 − 1
+
α2γ2p2,∞

γ2 − 1

)
Y1i1,0 + Y2i2,0 − i0

) (2.77)On en déduit les expressions de γ, p∞ et i0 par identi�
ation
1

γ − 1
=

α1

γ1 − 1
+

α2

γ2 − 1
(2.78.1)

i0 = Y1i1,0 + Y2i2,0 (2.78.2)

γ p∞
γ − 1

= α1
γ1 p1,∞

γ1 − 1
+ α2

γ2 p2,∞

γ2 − 1
(2.78.3)Remarquons que 
es 
oe�
ients ne sont plus des 
onstantes 
omme pour les �uides monophasiques,mais qu'ils dépendent des fra
tions volumiques ou massiques. La pression devient alors une fon
tionde la masse volumique et de l'énergie interne de mélange, mais aussi de la fra
tion volumique etde la fra
tion massique. Finalement, en utilisant 
es paramètres thermodynamiques du mélange, leséquations d'état qui 
omplètent le système (2.44 - 2.49) s'é
rivent

p (ρ, i, α1, Y1) = (γ − 1) ρ (i− i0) − γp∞ (2.79.1)

Tk (p, ρk) =
p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1) ρk

(2.79.2)

sk (p, ρk) = Cvk
ln( p+ pk,∞

(Cvk
(γk − 1) ρk)

γk

)
+ s0,k (2.79.2)



2.3. Modèle à une vitesse et une pression 452.3 Modèle à une vitesse et une pressionSuivant l'ordre des temps de retour à l'équilibre proposé en (1.67), nous allons maintenant envi-sager des situations où la mise en équilibre des vitesses est rapide. Pour 
ela, on reprend la démar
heasymptotique générale utilisant les développements de Chapman-Enskog exposée au paragraphe 2.1pour obtenir à partir du système (2.44 - 2.49) un modèle à une vitesse et une pression. Ce
i n'est paséquivalent à une relaxation simultanée des pressions et des vitesses à partir du modèle à deux vitesseset deux pressions, 
omme réalisée par Murrone [66℄ par exemple. En e�et, une relaxation simultanéedes deux grandeurs signi�e que l'on 
onsidère que les temps de retour à l'équilibre εp et εu sont dumême ordre de grandeur, alors que dans le 
as présent nous supposons que εp << εu. Cette di�éren
eaura une in�uen
e sur les termes du se
ond ordre que nous obtiendrons. Ce modèle est obtenu parla relaxation des vitesses, 
e qui signi�e que nous 
onsidérons le temps εu 
omme petit. Dans 
e pa-ragraphe, puisque le temps de relaxation des pressions εp est 
onsidéré 
omme beau
oup plus petitque 
elui des vitesses εu, on ne prends pas 
omme point de départ le modèle (2.68 - 2.73), qui in
lutdes termes d'ordre εp issus du déséquilibre des pressions, mais le modèle (2.44 - 2.49) ; l'équilibre despressions est don
 supposé.2.3.1 Modèle réduit à l'ordre 0Nous reprenons le modèle à six équations (2.44 - 2.49), qui s'é
rit ave
 le ve
teur d'état W =
t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p, α1). Comme nous l'avons vu pré
édemment, le système peut être é
rit sousforme matri
ielle

∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

εu
+ S (W ) (2.80)où la matri
e A (W ) est donnée par l'équation (2.43) et s'é
rit

A (W ) =




u1 0 α1ρ1 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0

0 0 u1 0
1

ρ1
0

0 0 0 u2
1

ρ2
0

0 0
α1C1C2

α1C2 + α2C1

α2C1C2

α1C2 + α2C1

α1C2u1 + α2C1u2

α1C2 + α2C1

C1C2 (u1 − u2)

α1C2 + α2C1

0 0
α1α2C1

α1C2 + α2C1

−α1α2C2

α1C2 + α2C1

α1α2 (u1 − u2)

α1C2 + α2C1

α2C1u1 + α1C2u2

α1C2 + α2C1




(2.81)
Le terme sour
e raide R (W ) 
ontient les termes provenant de la for
e de traînée interfa
iale. Sil'on utilise la dé�nition (1.50.2) Md =

ρ

εu
(u2 − u1), le terme R (W ) devient
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R (W ) =




0
0

ρ
u2 − u1

α1ρ1

−ρu2 − u1

α2ρ2

ρ
u2 − u1

α1C2 + α2C1
.

(
C2

ρ1κ1
(uI − u1) −

C1

ρ2κ2
(uI − u2)

)

ρ
u2 − u1

α1C2 + α2C1
.

(
α2

ρ1κ1
(uI − u1) +

α1

ρ2κ2
(uI − u2)

)




(2.82)
Le terme S (W ) regroupe les termes sour
es ne dépendant pas de la for
e de traînée, et peut êtreé
rit

S (W ) =


Γ
−Γ

1

α1ρ1

(
u1 − u2

2
Γ + div (α1τ1

)
+ α1ρ1f

v
1

)

1

α2ρ2

(
−u1 − u2

2
Γ + div (α2τ2

)
+ α2ρ2f

v
2

)

1

α1C2 + α2C1

[(
C2

ρ1κ1
− C1

ρ2κ2

)
QI +

(
C2

ρ1κ1
(C1κ1 + hΓ − h1) −

C1

ρ2κ2
(C2κ2hΓ − h2)

)
Γ

+
C2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
+

C1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))]

1

α1C2 + α2C1

[(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI +

(
α2

ρ1κ1
(C1κ1 + hΓ − h1) +

α1

ρ2κ2
(C2κ2 + hΓ − h2)

)
Γ

+
α2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u1 − div (α1q1

))
− α1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u2 − div (α2q2

))]


(2.83)Comme prévu par la théorie générale présentée dans le paragraphe 2.1, on suppose que les solutionsdu système (2.44 - 2.49) sont pro
hes du sous-ensemble de IR6 E = {W ∈ IR6;R (W ) = 0}, qui est dedimension 5. On obtient fa
ilement une paramétrisation de 
e sous-ensemble. Si l'on note le ve
teur de

IR5 w = t (α1ρ1, α2ρ2, u, p, α1), alors une paramétrisation expli
ite de E est donnée par la Maxwellienne
M (w), qui s'é
rit

M : w →M (w) =




α1ρ1

α2ρ2

u
u
p
α1




(2.84)On peut obtenir la matri
e Ja
obienne dMw de la Maxwellienne M (w). Celle-
i s'é
rit
dMw =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




(2.85)
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i que, puisque les vitesses phasiques uk tendent vers une valeur 
ommune u, lavitesse interfa
iale uI tend aussi vers 
ette valeur 
ommune u d'après l'expression (1.49.1). De même,le transfert de quantité de mouvement dû au transfert de masse s'é
rit désormais uΓ, et la dérivéetotale d'une variable φ est dé�nie par Dφ
Dt

=
∂φ

∂t
+ u.∇φ. Après 
es 
onsidérations, nous pouvonsmaintenant é
rire la matri
e Ja
obienne du terme sour
e raide R (W ) évalué en M (w)

R′ (M (w)) =




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
ρ

α1ρ1
− ρ

α1ρ1
0 0

0 0 − ρ

α2ρ2

ρ

α2ρ2
0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




(2.86)
Cette matri
e est de rang 1, et une base de 
ette matri
e est fournie par le ve
teur

I1 =




0
0
1

Y1

− 1

Y2
0
0




(2.87)
La matri
e B =

[
dMw, I

1
] peut alors être é
rite

B =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0
1

Y1

0 0 1 0 0 − 1

Y2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0




(2.88)
Cette matri
e est inversible. Les 
inq premières lignes de la matri
e inverse B−1 donnent la matri
ede proje
tion P sur ker(R′(M(w))) dans la dire
tion Rng(R′(M(w))), et la dernière ligne forme lamatri
e de proje
tion Q sur Rng(R′(M(w))) dans la dire
tion ker(R′(M(w))). Ces matri
es s'é
rivent

P =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 Y1 Y2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




(2.89)
Q =

(
0 0 Y1Y2 −Y1Y2 0 0

) (2.90)
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesLa matri
e PA (M (w)) dMw est 
al
ulée, et permet d'obtenir un modèle réduit à l'ordre 0
PA (M (w)) dMw =




u α1ρ1 0 0 0
0 u α2ρ2 0 0

0 0 u
1

ρ
0

0 0
C1C2

α1C2 + α2C1
u 0

0 0
α1α2 (C1 − C2)

α1C2 + α2C1
0 u




(2.91)
Le terme sour
e du système réduit est donné par PS(M(w)), puisque PR(M(w)) = 0 par dé�nition.On introduit le tenseur des 
ontraintes visqueuses moyennes τ = α1τ1

+α2τ2
. Nous pouvons alors é
rireun modèle à une vitesse et une pression

∂α1ρ1

∂t
+ div (α1ρ1u) = Γ (2.92.1)

∂α2ρ2

∂t
+ div (α2ρ2u) = −Γ (2.92.2)

ρ
Du

Dt
+ ∇p− div τ = α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

(2.92.3)

(α1C2 + α2C1)
Dp

Dt
+ C1C2 divu =

C2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u− div (α1q1

))
+

C1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u− div (α2q2

))

+

(
C2

ρ1κ1
− C1

ρ2κ2

)
QI +

(
C2

ρ1κ1
(C1κ1 + hΓ − h1) −

C1

ρ2κ2
(C2κ2 + hΓ − h2)

)
Γ (2.92.4)

(α1C2 + α2C1)
Dα1

Dt
+ α1α2 (C1 − C2) divu =

α2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u− div (α1q1

))
− α1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u− div (α2q2

))

+

(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI +

(
α2

ρ1κ1
(C1κ1 + hΓ − h1) +

α1

ρ2κ2
(C2κ2 + hΓ − h2)

)
Γ) (2.92.5)La partie 
onve
tive de 
e modèle est équivalente au modèle proposé par Murrone et Guillard[66, 67℄. Dans 
es travaux, 
e modèle avait été obtenu en 
onsidérant que εp ≈ εu << 1. On voiti
i qu'il est équivalent à l'ordre 0 en ε de faire une relaxation en pression, puis en vitesse. Dans lalittérature diphasique ré
ente, le modèle (2.92) a reçu une grande attention [49, 94, 71℄. On notera qued'autres modèles à 
inq équations ont aussi été proposés ré
emment [92℄. Après quelques manipulationsalgébriques, le modèle peut être réé
rit en fon
tion des variables 
onservatives t (α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρe, α1).
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∂α1ρ1

∂t
+ div (α1ρ1u) = Γ (2.93.1)

∂α2ρ2

∂t
+ div (α2ρ2u) = −Γ (2.93.2)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p− div τ = α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

(2.93.3)

∂ρe

∂t
+ div ((ρe+ p)u) − div (τ u)+ div q = u.

(
α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

)
(2.93.4)

(α1C2 + α2C1)
Dα1

Dt
+ α1α2 (C1 − C2) divu =

α2

ρ1κ1

(
α1τ1

: ∇u− div (α1q1

))
− α1

ρ2κ2

(
α2τ2

: ∇u− div (α2q2

))

+

(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI +

(
α2

ρ1κ1
(C1κ1 + hΓ − h1) +

α1

ρ2κ2
(C2κ2 + hΓ − h2)

)
Γ (2.93.5)2.3.2 Modèle réduit à l'ordre 1Pour simpli�er les é
ritures, le terme sour
e S(W ) n'est pas pris en 
ompte dans 
e paragraphe. Leve
teur W se dé
ompose en deux parties, W = M (w)+ εuV , ave
 M (w) les variables représentant unsystème où les vitesses sont à l'équilibre et V le ve
teur de �u
tuations t

(
(α1ρ1)

1, (α2ρ2)
1, u1

1, u
1
2, p

1, α1
1

),qui appartient au sous-ensemble Rng (R′ (M (w))). Selon l'équation (2.9.2), nous avons alors l'égalité
PV = 0, où P est la matri
e (2.89). Le développement de 
e système d'équations donne

(α1ρ1)
1 = 0 (2.94.1)

(α2ρ2)
1 = 0 (2.94.2)

Y1u
1
1 + Y2u

1
2 = 0 (2.94.3)

p1 = 0 (2.94.4)
α1 = 0 (2.94.5)Par ailleurs, nous reprenons l'équation (2.17), qui s'é
rit

QA (M (w))
∂M (w)

∂x
−QR′ (M (w))V = 0 (2.95)Le développement de 
ette équation donne

(
u1

1 − u1
2

)
= Y1Y2

(
1

ρ2
− 1

ρ1

)
∇p (2.96)Les équations (2.94.3) et (2.96) nous permettent de trouver les expressions des �u
tuations desvitesses, après quelques manipulations

u1
1 = Y2

α1α2 (ρ1 − ρ2)

ρ2
∇p (2.97.1)

u1
2 = −Y1

α1α2 (ρ1 − ρ2)

ρ2
∇p (2.97.2)
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesNous introduisons maintenant la vitesse relative ur = u1 − u2. En rappelant que la vitesse de laphase k se dé
ompose sous la forme uk = u+ εuu
1
k, la vitesse relative s'exprime de la manière suivante

ur = εu
(
u1

1 − u1
2

)
= εu

α1α2 (ρ1 − ρ2)

ρ2
∇p = εu

Y1 − α1

ρ
∇p (2.98)Cette expression dé�nit la vitesse relative par une sorte de loi de Dar
y, faisant intervenir le gradientde pression. Cette expression a déjà été obtenue dans un 
adre isotherme par Guillard et Duval [40℄.Les vitesses des deux phases peuvent elles s'é
rire

u1 = u+ Y2ur = u+ εuY2
Y1 − α1

ρ
∇p (2.99.1)

u2 = u− Y1ur = u− εuY1
Y1 − α1

ρ
∇p (2.99.2)

(2.99)On peut alors é
rire le modèle à 
inq équations à l'ordre 1
∂

∂t
(α1ρ1) + div (α1ρ1u) = − div (α1ρ1Y2ur) (2.100)

∂

∂t
(α2ρ2) + div (α2ρ2u) = div (α2ρ2Y1ur) (2.101)

Du

Dt
+

1

ρ
∇p = g (2.102)

(α1C2 + α2C1)
Dp

Dt
+ C1C2 divu

+ (α1C2Y2 − α2C1Y1) ur.∇p+ C1C2ur.∇α1 + C1C2 (α1 div (Y2ur) − α2 div (Y1ur)) =

ρ

(
Y1C1

ρ2κ2
+
Y2C2

ρ1κ1

)
(ur)

2

(2.103)
(α1C2 + α2C1)

Dα1

Dt
+ α1α2 (C1 − C2) divu =

−α1α2ur.∇p− α1α2 (C1 div (Y2ur) + C2 div (Y1ur)) − (α2C1Y2 − α1C2Y1)ur.∇α1

+ρ

(
α2Y2

ρ1κ1
− α1Y1

ρ2κ2

)
(ur)

2

(2.104)
Par des manipulations algébriques, on peut montrer que les solutions régulières de 
e systèmevéri�ent aussi le système d'équations suivant, é
rit en fon
tion des variables 
onservatives
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∂

∂t
(α1ρ1) + div ((α1ρ1) u) = − div (ρY1Y2ur) (2.105.1)

∂

∂t
(α2ρ2) + div ((α2ρ2) u) = div (ρY1Y2ur) (2.105.2)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p = ρg (2.105.3)

∂ρe

∂t
+ div ((ρe+ p)u) = div ((h2 − h1) ρY1Y2ur) + ρu.g (2.105.4)

(α1C2 + α2C1)
Dα1

Dt
+ α1α2 (C1 −C2) div u =

(Y1α1C2 − Y2α2C1)ur.∇α1 − α1α2 (C1 div (Y2ur) + C2 div (Y1ur))

−
(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
ur.∇p (2.105.5)où hk = ik +

p

ρk
dé�nit l'enthalpie spé
i�que interne de la phase k.2.3.3 Équations d'étatOn suppose que 
haque phase est gouvernée par une loi d'état de type gaz raide. À partir de 
eséquations d'état, nous voulons obtenir les équations d'état du mélange qui 
omplètent le système àune vitesse et une pression (2.93).La masse volumique du mélange ρ = α1ρ1 + α2ρ2, les fra
tions massiques Yk =

αkρk

ρ
et l'énergieinterne du mélange i = e− u2

2
sont fa
ilement déterminées. La pression p (ρ, i, α1, Y1) peut ensuite êtreretrouvée en utilisant la même pro
édure que 
elle présentée dans le paragraphe 2.2.4 pour le modèleà deux vitesses et une pression. Les équations d'état peuvent don
 être données

p (ρ, i, α1, Y1) = (γ − 1) ρ (i− i0) − γp∞ (2.106.1)

Tk (p, ρk) =
p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1) ρk

(2.106.2)

sk (p, ρk) = Cvk
ln( p+ pk,∞

(Cvk
(γk − 1) ρk)

γk

)
+ sk,0 (2.106.2)ave
 les 
oe�
ients thermodynamiques du mélange γ, i0 et p∞ dé�nis par

1

γ − 1
=

α1

γ1 − 1
+

α2

γ2 − 1
(2.107.1)

i0 = Y1i1,0 + Y2i2,0 (2.107.2)

γ p∞
γ − 1

= α1
γ1 p1,∞

γ1 − 1
+ α2

γ2 p2,∞

γ2 − 1
(2.107.3)
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesLe modèle dissipatif (2.105) est un système nouveau qui à notre 
onnaissan
e n'a pas été étudié dansla littérature diphasique. Il se présente 
omme la version anisotherme du modèle dé
rit par Guillardet Duval [40℄. L'étude mathématique et numérique de 
e modèle fera l'objet du 
hapitre 4.2.4 Modèle de Navier-Stokes multi-
omposantesLe modèle (2.92) à une vitesse et une pression est un modèle où les températures des deux phasessont di�érentes. À partir de 
e modèle à deux températures, on souhaite désormais obtenir un modèlede Navier-Stokes multi-
omposantes, ou modèle homogène relaxé (HRM), par la relaxation des tem-pératures. Dans 
e paragraphe, nous négligerons les termes d'ordre εu, 
ar les temps de relaxation desvitesses sont 
onsidérés 
omme beau
oup plus petits que les temps de relaxation des températures.2.4.1 Modèle réduit à l'ordre 0Avant de pro
éder à l'étude du système relaxé en températures, le modèle à 
inq équations (2.92)sera exprimé en utilisant le ve
teur d'état W = t (T1, T2, u, p, α1) pour des raisons de simpli
ité des
al
uls. On pro
ède don
 d'abord à un 
hangement de variables. Le système (2.92), é
rit ave
 le ve
teur
W̃ = t (α1ρ1, α2ρ2, u, p, α1), s'exprime sous la forme matri
ielle

∂W̃

∂t
+ Ã

(
W̃
) ∂W̃
∂x

=
R̃
(
W̃
)

εT
+ S̃

(
W̃
) (2.108)Si nous introduisons les notations suivantes

Ĉ = α1C2 + α2C1 (2.109)
Φ =

C2

ρ1κ1
− C1

ρ2κ2
(2.110)

Ψ =
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2
(2.111)la matri
e Ã(W̃), le terme sour
e raide R̃(W̃)

εT
et le se
ond terme sour
e S̃ (W̃) s'é
rivent

Ã
(
W̃
)

=




u α1ρ1 0 0 0
0 u α2ρ2 0 0

0 0 u
1

ρ
0

0 0
C1C2

Ĉ
u 0

0 0
α1α2 (C1 − C2)

Ĉ
0 u




(2.112)
R̃
(
W̃
)

εT
=




0
0
0

QI

Ĉ
Φ

QI

Ĉ
Ψ




(2.113)
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S̃
(
W̃
)

=



Γ
−Γ

1

ρ

( div τ + α1ρ1f
v
1

+ α2ρ2f
v
2

)

C2

(
Γ(C1κ1 + hΓ −h1) + α1τ1

:∇u− divα1q1

)

Ĉρ1κ1

+
C1

(
−Γ(C2κ1 + hΓ −h2) + α2τ2

:∇u− divα2q2

)

Ĉρ2κ2

α2

(
Γ(C1κ1 + hΓ −h1) + α1τ1

:∇u− divα1q1

)

Ĉρ1κ1

−
α1

(
−Γ(C2κ1 + hΓ −h2) + α2τ2

:∇u− divα2q2

)

Ĉρ2κ2


(2.114)Introduisons les notations ηk =

(
∂ρk

∂Tk

)

pk

et θk =

(
∂ρk

∂pk

)

Tk

. Ainsi, nous pouvons é
rire les formesdi�érentielles des densités phasiques
dρk = ηkdTk + θkdp (2.115)Ce qui permet d'exprimer la di�érentielle du ve
teur W̃ en fon
tion de 
elle du ve
teur W

dW̃ = GdW (2.116)ave
 la matri
e de 
hangement de variables
G =




α1η1 0 0 α1θ1 ρ1

0 α2η2 0 α2θ2 −ρ2

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




(2.117)On peut alors é
rire
G−1G

∂W

∂t
+G−1Ã

(
W̃
)
G
∂W

∂x
=
G−1R̃

(
W̃
)

εT
+G−1S̃

(
W̃
) (2.118)soit, en dé�nissant la matri
e A (W ) = G−1ÃG, et les ve
teurs R (W ) = G−1R̃

(
W̃
) et S (W ) =

G−1S̃
(
W̃
),

∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

εT
+ S (W ) (2.119)Les produits matri
iels peuvent alors être 
al
ulés pour obtenir les expressions suivantes pour lamatri
e A (W ) et les ve
teurs sour
es du système. Le ve
teur sour
e S (W ) est dé
omposé en deux ve
-teurs, SΓ (W ) 
omprenant les termes fon
tions du terme d'é
hange de masse Γ et SF (W ) 
omprenantles termes non interfa
iaux, par sou
i de 
lari�
ation.



54 Chapitre 2. Une hiérar
hie de modèles pour les é
oulements diphasiques
A (W ) =




u 0
C2 (θ1C1 − ρ1)

η1Ĉ
0 0

0 u
C1 (θ2C2 − ρ2)

η2Ĉ
0 0

0 0 u
1

ρ
0

0 0
C1C2

Ĉ
u 0

0 0
α1α2 (C1 − C2)

Ĉ
0 u




(2.120)

R (W )

εT
=




−QI
α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1Ĉ

−QI
α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2Ĉ

0

QI

Ĉ
Φ

QI

Ĉ
Ψ




(2.121)
SΓ (W ) =


Γ

α1η1

(
1 − (α1θ1C2 + α2ρ1) (κ1C1 + hΓ − h1)

ρ1κ1Ĉ
+

(α1θ1C1 − α1ρ1) (κ2C2 + hΓ − h2)

ρ2κ2Ĉ

)

Γ

α2η2

(
−1 − (α2θ2C2 − α2ρ2) (κ1C1 + hΓ − h1)

ρ1κ1Ĉ
+

(α2θ2C1 + α1ρ2) (κ2C2 + hΓ − h2)

ρ2κ2Ĉ

)

0

Γ
C1C2

Ĉ

(
κ1C1 + hΓ − h1

ρ1κ1C1
− κ2C2 + hΓ − h2

ρ2κ2C2

)

Γ
α1α2

Ĉ

(
κ1C1 + hΓ − h1

α1ρ1κ1
+
κ2C2 + hΓ − h2

α2ρ2κ2

)


(2.122)
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SF (W ) =


−1

α1η1Ĉ




(α1θ1C2 + α2ρ1)
(
α1τ1

: ∇u− divα1q1

)

ρ1κ1
+

(α1θ1C1 + α1ρ1)
(
α2τ2

: ∇u− divα2q2

)

ρ2κ2




−1

α2η2Ĉ




(α2θ2C2 + α2ρ2)
(
α1τ1

: ∇u− divα1q1

)

ρ1κ1
+

(α2θ2C1 + α1ρ2)
(
α2τ2

: ∇u− divα2q2

)

ρ2κ2




1

ρ

( div τ + α1ρ1f
v
1

+ α2ρ2f
v
2

)

C1C2

Ĉ

(
α1τ1

: ∇u− divα1q1
ρ1κ1C1

+
α2τ 2

: ∇u− divα2q2
ρ2κ2C2

)

α1α2

Ĉ

(
α1τ1

: ∇u− divα1q1
α1ρ1κ1

−
α2τ2

: ∇u− divα2q2
α2ρ2κ2

)


(2.123)Le modèle dissipatif à 
inq équations (2.92) peut maintenant être é
rit en fon
tion des variables

t (T1, T2, u, p, α1). On obtient alors le système
DT1

Dt
+
C2 (θ1C1 − ρ1)

η1Ĉ
divu = −QI

α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1Ĉ

+
Γ

α1η1

(
1 − (α1θ1C2 + α2ρ1) (κ1C1 + hΓ − h1)

ρ1κ1Ĉ
+

(α1θ1C1 − α1ρ1) (κ2C2 + hΓ − h2)

ρ2κ2Ĉ

)

− 1

α1η1Ĉ




(α1θ1C2 + α2ρ1)
(
α1τ1

: ∇u− divα1q1

)

ρ1κ1
+

(α1θ1C1 + α1ρ1)
(
α2τ2

: ∇u− divα2q2

)

ρ2κ2


(2.124)

DT2

Dt
+
C1 (θ2C2 − ρ2)

η2Ĉ
divu = −QI

α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2Ĉ

+
Γ

α2η2

(
−1 − (α2θ2C2 − α2ρ2) (κ1C1 + hΓ − h1)

ρ1κ1Ĉ
+

(α2θ2C1 + α1ρ2) (κ2C2 + hΓ − h2)

ρ2κ2Ĉ

)

− 1

α2η2Ĉ




(α2θ2C2 + α2ρ2)
(
α1τ1

: ∇u− divα1q1

)

ρ1κ1
+

(α2θ2C1 + α1ρ2)
(
α2τ2

: ∇u− divα2q2

)

ρ2κ2


(2.125)

Du

Dt
+

1

ρ
∇p =

1

ρ

( div τ + α1ρ1f
v
1

+ α2ρ2f
v
2

) (2.126)



56 Chapitre 2. Une hiérar
hie de modèles pour les é
oulements diphasiques
Dp

Dt
+
C1C2

Ĉ
u =

QI

Ĉ
Φ + Γ

C1C2

Ĉ

(
κ1C1 + hΓ − h1

ρ1κ1C1
− κ2C2 + hΓ − h2

ρ2κ2C2

)

+
C1C2

Ĉ

(
α1τ1

: ∇u− divα1q1
ρ1κ1C1

+
α2τ2

: ∇u− divα2q2
ρ2κ2C2

) (2.127)
Dα1

Dt
+
α1α2 (C1 − C2)

Ĉ
u =

QI

Ĉ
Ψ + Γ

α1α2

Ĉ

(
κ1C1 + hΓ − h1

α1ρ1κ1
+
κ2C2 + hΓ − h2

α2ρ2κ2

)

+
α1α2

Ĉ

(
α1τ1

: ∇u− divα1q1
α1ρ1κ1

−
α2τ2

: ∇u− divα2q2
α2ρ2κ2

) (2.128)Les solutions de 
e système sont 
onsidérées 
omme pro
hes du sous-ensemble de IR5 E = {W ∈
IR5;R (W ) = 0}. Ce sous-ensemble est de dimension 4, et on peut en 
onnaître expli
itement uneparamétrisation donnée par la Maxwellienne M (w), ave
 w = t (T, u, p, α1), dé�nie par

M : w →M (w) =




T
T
u
p
α1




(2.129)La matri
e Ja
obienne de 
ette fon
tion est fa
ilement obtenue. Elle s'é
rit
dMw =




1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




(2.130)Il nous faut maintenant déterminer la matri
e Ja
obienne du terme sour
e raide R′ (W ), évaluéesur la Maxwellienne M (w). Rappelons que le �ux de 
haleur interfa
ial a été dé�ni par l'équation(1.50) et s'é
rit QI =
µT

εT
(T2 − T1). Si l'on note φ une variable prise parmi T1, T2, p, u et α1, la dérivéede R (W ) par rapport à 
ette variable s'é
rira

∂R (W )

∂φ
=




−QI
∂

∂φ

(
α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1Ĉ

)
− ∂QI

∂φ

α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1Ĉ

−QI
∂

∂φ

(
α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2Ĉ

)
− ∂QI

∂φ

α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2Ĉ

0

QI
∂

∂φ

(
Φ

Ĉ

)
+
∂QI

∂φ

Φ

Ĉ

QI
∂

∂φ

(
Ψ

Ĉ

)
+
∂QI

∂φ

Ψ

Ĉ




(2.131)
Or, puisque l'on évalue la Matri
e Ja
obienne sur M (w), on a égalité T1 = T2 = T , et don
 le �uxde 
haleur interfa
ial QI est nul. La dérivée du terme sour
e raide s'é
rit alors
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∂R

∂φ
(M (w)) =




−∂QI

∂φ

α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1Ĉ

−∂QI

∂φ

α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2Ĉ

0

∂QI

∂φ

Φ

Ĉ

∂QI

∂φ

Ψ

Ĉ




(2.132)
Ce qui permet d'é
rire la matri
e Ja
obienne R′ (M (w))

R′ (M (w)) =




µT (α1θ1Φ + ρ1Ψ)

α1η1Ĉ
−µT (α1θ1Φ + ρ1Ψ)

α1η1Ĉ
0 0 0

µT (α2θ2Φ − ρ2Ψ)

α2η2Ĉ
−µT (α2θ2Φ − ρ2Ψ)

α2η2Ĉ
0 0 0

0 0 0 0 0

−µTΦ

Ĉ

µT Φ

Ĉ
0 0 0

−µT Ψ

Ĉ

µT Ψ

Ĉ
0 0 0




(2.133)
Cette matri
e est de rang 1. Une base de 
ette matri
e peut être fa
ilement déterminée

I1 =




α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1
α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2
0
Φ
Ψ




(2.134)É
rivons maintenant la matri
e B = [dMw, I
1]

B =




α1η1 0 α1θ1 ρ1
α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1

α2η2 0 α2θ2 −ρ2
α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2
0 1 0 0 0
0 0 1 0 Φ
0 0 0 1 Ψ




(2.135)Pour simpli�er les é
ritures des matri
es de proje
tion P et Q, obtenues en 
al
ulant l'inverse dela matri
e B, nous introduisons les notations suivantes
Ĥ = α1ρ2η1 + α2ρ1η2 (2.136)



58 Chapitre 2. Une hiérar
hie de modèles pour les é
oulements diphasiques
Θ̂ = α1ρ2θ1 + α2ρ1θ2 (2.137)
∆θkηk′

= θ1η2 − θ2η1 (2.138)
ρκ = α1ρ1κ1 + α2ρ2κ2 (2.139)Les matri
es de proje
tion s'é
rivent alors 
omme suit

P =




ρ2Ψ − α2θ2Φ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

ρ1Ψ + α1θ1Φ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

0 0 0

0 0 1 0 0

− α1α2η1η2Φ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

α1α2η1η2Φ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

0 1 0

− α1α2η1η2Ψ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

α1α2η1η2Ψ

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

0 0 1




(2.140)
Q =

( α1α2η1η2

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

− α1α2η1η2

ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

0 0 0
) (2.141)On peut maintenant obtenir la matri
e PA (M (w)) dMw. Celle-
i s'é
rit, après quelques manipu-lations algébriques,

PA (M (w)) dMw =


u
α1α2Φ (ρ2θ1C1 − ρ1θ2C2) + Ψ

(
ρ1ρ2Ĉ −C1C2Θ̂

)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) 0 0

0 u
1

ρ
0

0
α1α2 (ρ1η2C2 − ρ2η1C1) +C1C2ΦĤ

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) u 0

0
α1α2

(
Φ∆θkηk′

(C1 − C2) + Ψ
(
Ĉ (ρ1η2 − ρ2η1) − C1C2∆θkηk′

))

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) 0 u




(2.142)
On en déduit un système 
ontenant une pression, une vitesse et une température. Selon l'équation(2.14), 
e système s'é
rit sous forme matri
ielle

∂w

∂t
+ PA(M(w))dMw

∂w

∂x
= PSΓ(M(w)) + PSF (M(w)) (2.143)et peut être développé pour donner le système d'équations suivant
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Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) DT
Dt

+
(
α1α2Φ (ρ2θ1C1 − ρ1θ2C2) + Ψ

(
ρ1ρ2Ĉ − C1C2Θ̂

))divu
+Θ̂

(
C2Ψ − α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+
C1Ψ + α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))
=

Γ
Ĉ

ρ1κ1ρ2κ2

(
(ρ1 − ρ2) (α1κ1 (C1θ1 − ρ1) + α2κ2 (C2θ2 − ρ2)) + Θ̂ (h1 − h2)

)
(2.144.1)

ρ
Du

Dt
+ ∇p− div τ = α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

(2.144.2)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) Dp
Dt

+
(
α1α2 (ρ1η2C2 − ρ2η1C1) + C1C2ΦĤ

) divu
−Ĥ

(
C2Ψ − α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+
C1Ψ + α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ 2

:∇u− div(α2q2

)))
=

−Γ
Ĉ

ρ1κ1ρ2κ2

(
(ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

)
(2.144.3)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) Dα1

Dt

+
(
α1α2

(
Φ∆θkηk′

(C1 − C2) + Ψ
(
Ĉ (ρ1η2 − ρ2η1) − C1C2∆θkηk′

))) divu
+α1α2∆θkηk′

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u−div(α1q1

))
+
C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u−div(α2q2

)))
=

Γ
Ĉ

ρ1κ1ρ2κ2

(
ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′

((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))
)

(2.144.4)Réé
rivons 
e système en utilisant les variables 
onservatives t (ρ, ρu, ρe, Y1). Après quelques mani-pulations algébriques des équations pré
édentes, nous obtenons le modèle suivant
∂ρ

∂t
+ div ρu = 0 (2.145.1)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p− div τ = α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

(2.145.2)

∂ρe

∂t
+ div (ρeu+ pu) + div q − div τu = u.

(
α1ρ1f

v
1

+ α2ρ2f
v
2

)
(2.145.3)

ρ
DY1

Dt
= Γ (2.145.4)On retrouve alors le modèle de Navier-Stokes multi-
omposantes. Ce modèle est aussi 
onnu sousle nom de modèle homogène relaxé, et a fait l'objet de nombreuses études dans la littérature (voir parexemple [55, 22, 38, 83℄).
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiques2.4.2 Modèle réduit à l'ordre 1Nous souhaitons maintenant déterminer un modèle à l'ordre εT , pour que les petites �u
tuations detempérature puissent être prises en 
ompte. Les termes sour
e ne seront pas é
rits dans 
e paragraphe,sauf les termes provenant des é
hanges de 
haleur entre phases, pour simpli�er les é
ritures.Le ve
teur des perturbations autour de l'équilibre est noté V = t
(
T 1

1 , T
1
2 , u

1, p1, α1
1

). On sait que
V ∈ Rng (R′ (M (w))), et que le ve
teur I1 = t

(
α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1
,
α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2
, 0,Φ,Ψ

) est une base de
e sous-ensemble. Les termes de �u
tuation véri�ent don
 les relations suivantes, où β est un paramètreà déterminer
T 1

1 =
α1θ1Φ + ρ1Ψ

α1η1
β (2.146.1)

T 1
2 =

α2θ2Φ − ρ2Ψ

α2η2
β (2.146.2)

u1 = 0 (2.146.3)
p1
1 = Φβ (2.146.4)
α1

1 = Ψβ (2.146.5)De plus, le ve
teur V véri�e l'équation (2.17)
QR′(M(w))V = QA(M(w))

∂M(w)

∂x
(2.147)qui peut s'é
rire sous forme développée

−
µT

(
α1α2∆θkηk′

Φ + ĤΨ
)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) (T 1
2 − T 1

1

)
= −α1α2

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) divu (2.148)soit
(
T 1

2 − T 1
1

)
=
α1α2

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

µT

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) divu (2.149)La résolution des équations (2.146) et (2.149) permet alors de 
onnaître le ve
teur de �u
tuation
T 1

1 = α1α2 (α1θ1Φ + ρ1Ψ)
α2η2

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

µT

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) div u (2.150.1)

T 1
2 = α1α2 (α2θ2Φ − ρ2Ψ)

α1η1

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

µT

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) div u (2.150.2)

u1 = 0 (2.150.3)

p1
1 =

(α1α2)
2 η1η2Φ

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

µT

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) divu (2.150.4)

α1
1 =

(α1α2)
2 η1η2Ψ

(
C1C2∆θkηk′

− η1C1ρ2 + η2C2ρ1

)

µT

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) divu (2.150.5)
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omposantes 61É
rivons maintenant le système à l'ordre 1 en utilisant le ve
teur des variables 
onservatives
t (ρ, ρu, ρe, Y1). Pour 
ela, il faut trouver le ve
teur de �u
tuations t

(
(ρ)1 , (ρu)1 , (ρe)1 , Y 1

1

). On sup-pose que les deux phases se 
omportent 
omme deux �uides monophasiques qui suivent les équationsd'état de type gaz raide (1.27). Elles sont gouvernées par les équations suivantes
ρk =

p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1)Tk

(2.151.1)

ρkik =
p+ γkpk,∞

γk − 1
+ ρkik,0 (2.151.2)Les expressions de ηk, θk et κk peuvent en être déduites.

ηk =

(
∂ρk

∂Tk

)

p

= − p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1)T 2

k

= −ρk

Tk
(2.152.1)

θk =

(
∂ρk

∂p

)

Tk

=
1

Cvk
(γk − 1)T 2

k

(2.152.2)

κk =

(
∂ik
∂p

)

ρk

=
Cvk

Tk

p+ pk,∞
=

1

ρk (γk − 1)
(2.152.3)En rappelant que le module de 
ompressibilité adiabatique Ck est égal à γk (p+ pk,∞) dans le 
asdes gaz raides, on peut aussi exprimer la fra
tion Φ

Ψ
. Celle-
i est égale à

Φ

Ψ
=

C2

ρ1κ1
− C1

ρ2κ2
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

=

C2

γ2 − 1
− C1

γ1 − 1
α2

γ2 − 1
+

α1

γ1 − 1

(2.153)Les �u
tuations des masses αkρk doivent maintenant être évaluées. Pour 
ela, la masse est é
riteen fon
tion de la pression et la température, et 
elles-
i sont dé
omposées en utilisant les expressions(2.146). Dans 
ette dé
omposition, nous notons par un exposant 0 la 
omposante de la variable àl'équilibre, et par un exposant 1 la 
omposante hors équilibre.
αkρk = αk

p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1)Tk

=
1

Cvk
(γk − 1)

α0
k

(
p0 + pk,∞

)
+ εT

(
α1

k

(
p0 + pk,∞

)
+ α0

kp
1
)

T 0 + εTT
1
k

=
1

Cvk
(γk − 1)

(
α0

k

(
p0 + pk,∞

)

T 0
+

εT

(T 0)2
(
T 0
(
α1

k

(
p0 + pk,∞

)
+ α0

kp
1
)

+ α0
k

(
p0 + pk,∞

)
T 1

k

))

= (αkρk)
0 + εT β

Cvk
(γk−1)(T 0)2

(
(−1)k+1

(
p0 + pk,∞

)
T 0Ψ + α0

kT
0Φ

+α0
k

(
p0 + pk,∞

) θk

ηk
Φ + (−1)k+1α0

k

(
p0 + pk,∞

) ρk

αkηk
Ψ

)

(2.154)
En remplaçant les termes ηk et θk par leurs expressions, on obtient alors
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αkρk = (αkρk)

0 +
εTβ

Cvk
(γk − 1) (T 0)2

(
(−1)k+1

(
p0 + pk,∞

)
T 0Ψ + α0

kT
0Φ

−α0
kT

0 − (−1)k+1
(
p0 + pk,∞

)
T 0Ψ

)

= (αkρk)
0

(2.155)Ce qui permet d'obtenir (αkρk)
1 = 0. Les �u
tuations de la masse du mélange ρ1 et de la fra
tionmassique Y 1

1 sont don
 nulles, puisque 
e sont des fon
tions des masses αkρk. De plus, u1 = 0 selonl'équation (2.146.3), et la �u
tuation de la quantité de mouvement (ρu)1 est elle aussi nulle. Il reste àdéterminer la �u
tuation de l'énergie du système. Celle-
i peut être dé
omposée 
omme suit
ρe = α1ρ1i1 + α1ρ1

u2

2
+ α2ρ2i2 + α2ρ2

u2

2

= α1
p+ γ1p1,∞

γ1 − 1
+ α2

p+ γ2p2,∞

γ2 − 1
+ ρi0 + ρ

u2

2

= α0
1

p0 + γ1p1,∞

γ1 − 1
+ α0

2

p0 + γ2p2,∞

γ2 − 1

+εT

(
p0 + γ1p1,∞

γ1 − 1
α1

1 +
p0 + γ2p2,∞

γ2 − 1
α1

2 +

(
α0

1

γ1 − 1
+

α0
2

γ2 − 2

)
p1

)
+ ρi0 + ρ

u2

2

= (ρe)0 + εTβ

((
p0 + γ1p1,∞

γ1 − 1
− p0 + γ2p2,∞

γ2 − 1

)
Ψ0 +

(
α0

1

γ1 − 1
+

α0
2

γ2 − 2

)
Φ0

)

(2.156)
L'équation (2.153) est utilisée pour réé
rire le terme de �u
tuation de l'énergie du système
ρe = (ρe)0 + εTβΨ



(
p0 + γ1p1,∞

γ1 − 1
− p0 + γ2p2,∞

γ2 − 1

)
+

(
α0

1

γ1 − 1
+

α0
2

γ2 − 2

) C0
2

γ2−1 − C0
1

γ1−1
α2

γ2−1 + α1

γ1−1


 (2.157)et la dé�nition du module de 
ompressibilité adiabatique C0

k = γk

(
p0 + pk,∞

) permet d'é
rire
ρe = (ρe)0 + εTβΨ

(
p0 + γ1p1,∞

γ1 − 1
− p0 + γ2p2,∞

γ2 − 1
− γ1

(
p0 + p1,∞

)

γ1 − 1
+
γ2

(
p0 + p2,∞

)

γ2 − 1

)

ρe = (ρe)0

(2.158)L'ensemble des �u
tuations des variables 
onservatives sont déterminées ; 
elles-
i sont toutes égalesà zéro.
ρ1 = 0 (2.159.1)

(ρu)1 = 0 (2.159.2)

(ρe)1 = 0 (2.159.3)
Y 1 = 0 (2.159.4)On peut alors é
rire le modèle de Navier-Stokes multi-
omposantes 
omprenant des �u
tuations detempérature entre les phases
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∂ρ0

∂t
+ div (ρu)0 = 0 (2.160.1)

∂ (ρu)0

∂t
+ div (ρu⊗ u)0 + ∇p0 + εT∇p1 = 0 (2.160.2)

∂ (ρe)0

∂t
+ div ((ρe)0 u0 + p0u0

)
+ εT div p1u0 = 0 (2.160.3)

ρ
D0Y 0

1

Dt
= 0 (2.160.4)L'expression de la variation de pression (2.150.4) est utilisée pour développer 
e modèle

∂ρ0

∂t
+ div (ρu)0 = 0 (2.161.1)

∂ (ρu)0

∂t
+ div (ρu⊗ u)0 + ∇p0

+εT∇



(
α0

1α
0
2

)2
Φ0η0

1η
0
2

(
C0

1C
0
2∆θkηk′

+ η0
1C

0
1ρ

0
2 − η0

2C
0
2ρ

0
1

)

µT

(
Ψ0Ĥ0 + α0

1α
0
2Φ

0∆0
θkηk′

)2 divu0


 = 0 (2.161.2)

∂ (ρe)0

∂t
+ div ((ρe)0 u0 + p0u0

)

+εT div (α0
1α

0
2

)2
Φ0η0

1η
0
2

(
C0

1C
0
2∆θkηk′

+ η0
1C

0
1ρ

0
2 − η0

2C
0
2ρ

0
1

)

µT

(
Ψ0Ĥ0 + α0

1α
0
2Φ

0∆0
θkηk′

)2 u0 divu0


 = 0 (2.161.3)

ρ
D0Y 0

1

Dt
= 0 (2.161.4)2.4.3 Équations d'étatLes équations d'état qui permettent de fermer le système (2.144) doivent maintenant être déter-minées. Nous reprenons pour 
ela le travail de Lagoutière [53℄, qui a montré que 
es équations d'étatexistent dans le 
as général, puis nous les é
rivons pour le 
as où les deux phases sont gouvernées pardes équations de type gaz raide.Existen
e des équations d'étatOn introduit les hypothèses suivantes : pour 
haque phase k, l'énergie spé
i�que interne ik ( 1

Tk
,
pk

Tk

)et le volume spé
i�que νk

(
1

Tk
,
pk

Tk

) (ave
 νk =
1

ρk
) sont des fon
tions C1, et les entropies spé
i�quesphasiques sk

(
1

Tk
,
pk

Tk

) sont 
on
aves. Puisque 
haque phase se 
omporte 
omme un �uide monopha-sique, il existe une bije
tion entre (νk, ik), et ( 1

Tk
,
pk

Tk

)
=

(
1

T
,
p

T

), selon les équations d'état de 
es
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesphases. Nous reprenons maintenant la démonstration de Lagoutière [53℄ qui montre que dans le 
as dumodèle de Navier-Stokes multi-
omposantes, il existe une bije
tion entre les 
ouples de variables d'état
(ρ, i) et (p, T ). Dans 
e modèle, les fra
tions massiques Yk sont des 
onstantes 
onnues, et les égalitéssuivantes peuvent être é
rites

s = Y1s1

(
1

T
,
p

T

)
+ Y2s2

(
1

T
,
p

T

)
= s

(
1

T
,
p

T

)
(2.162.1)

i = Y1i1

(
1

T
,
p

T

)
+ Y2i2

(
1

T
,
p

T

)
= i

(
1

T
,
p

T

)
(2.162.2)

ν = Y1ν1

(
1

T
,
p

T

)
+ Y2ν2

(
1

T
,
p

T

)
= ν

(
1

T
,
p

T

)
(2.162.3)Dé�nissons une appli
ation F 
omme suit

F :





IR∗+ × IR∗+ → IR∗+ × IR

(
1

T
,
p

T

)
→ (ν, i)

(2.163)Cette fon
tion est une fon
tion de 
lasse C1. Les fra
tions massiques Yk sont des variables d'étatindépendantes : la matri
e Ja
obienne de F est dé�nie par
∇F =

∂

(
ν
i

)

∂

(
1

T
,
p

T

) = Y1

∂

(
ν1

i1

)

∂

(
1

T
,
p

T

) + Y2

∂

(
ν2

i2

)

∂

(
1

T
,
p

T

) (2.164)Puisque l' entropie phasique sk est 
on
ave, sa dérivée se
onde par rapport à (νk, ik) forme unematri
e dé�nie négative, qui est don
 inversible. Selon la relation de Gibbs (1.33), la di�érentielle del'entropie phasique peut être é
rite dsk =
1

T
dik +

p

T
dνk, et la matri
e des dérivées se
ondes peut êtreé
rite

∂




1

T

p

T




∂ (νk, ik)
(2.165)ave
 la matri
e inverse, qui est aussi une matri
e dé�nie négative, donnée par

∂

(
νk

ik

)

∂

(
1

T
,
p

T

) (2.166)Ainsi, ∇F est une somme de matri
es dé�nies négatives, don
 elle est elle-même une matri
e dé�nienégative. On utilise le théorème de l'inverse lo
al [85℄ pour dire que F est inversible sur le domaine
IR∗+×IR∗+, 
e qui permet de 
on
lure qu'une solution unique ( 1

T
,
p

T

), 
'est-à-dire une solution unique
(p, T ), 
orrespond au 
ouple (ν, i).
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omposantes 65Détermination des équations d'étatLes équations d'état qui relient les variables d'état du modèle de Navier-Stokes multi-
omposantessont maintenant déterminées en supposant que 
haque phase k est gouvernée par des équations d'étatde type gaz raide. Pour 
ha
une d'entre elles, on peut é
rire
ik =

Cvk
T (p+ γkpk,∞)

p+ pk,∞
+ ik,0 (2.167.1)

ρk =
1

νk
=

p+ pk,∞

Cvk
(γk − 1)T

(2.167.2)

sk = Cvk
ln( T γk

(p+ γk,∞)γk

)
+ sk,0 (2.167.3)Il faut don
 déterminer la pression p et la température T en fon
tion du volume spé
i�que dumélange ν, l'énergie interne spé
i�que de mélange i et la fra
tion massique Y1. Pour 
e faire, nousutilisons les relations

Y1ν1 + Y2ν2 = ν (2.168.1)
Y1i1 + Y2i2 = i (2.168.2)Le rempla
ement des énergies phasiques ik et des volumes spé
i�ques phasiques νk par leurs ex-pressions (2.167.1) et (2.167.2) donne le système d'équations

Y1
Cv1

(γ1 − 1)T

p+ p1,∞
+ Y2

Cv2
(γ2 − 1)T

p+ p2,∞
= ν (2.169.1)

Y1
Cv1

T (p+ γ1p1,∞)

p+ p1,∞
+ Y2

Cv2
T (p+ γ2p2,∞)

p+ p2,∞
= i (2.169.2)Ces équations peuvent être manipulées et réé
rite de la manière suivante

T =
ν (p+ p1,∞) (p+ p2,∞)

Y1Cv1
(γ1 − 1) (p+ p2,∞) + Y2Cv2

(γ2 − 1) (p+ p1,∞)
(2.170.1)

A0 +A1p+A2p
2 = 0 (2.170.2)ave


A0 = (Y1Cv1
γ1 + Y2Cv2

γ2) p1,∞p2,∞

− i− Y1i1,0 − Y2i2,0

ν
(Y1Cv1

(γ1 − 1) p2,∞ + Y2Cv2
(γ2 − 1) p1,∞)

A1 = Y1Cv1
(p2,∞ + γ1p1,∞) + Y2Cv2

(p1,∞ + γ2p2,∞)

− i− Y1i1,0 − Y2i2,0

ν
(Y1Cv1

(γ1 − 1) + Y2Cv2
(γ2 − 1))

A2 = Y1Cv1
+ Y2Cv2

(2.171)
Selon le résultat du paragraphe pré
édent, la relation entre le 
ouple (p, T ) et le 
ouple (ν, i) existeet est unique lorsque l'on suppose la fra
tion massique Y1 
onstante. Nous sommes dans un tel 
as,
e qui implique l'existen
e de solutions réelles du système d'équations (2.170), et don
 la positivitédu dis
riminant ∆ = A2

1 − 4A0A2. Deux solutions réelles peuvent être obtenues pour la pression p.Pour déterminer la ra
ine de l'équation (2.170.2) qui doit être utilisée, nous regardons le 
as Y1 = 0 :ave
 
ette valeur de Y1, nous devons obtenir ν2 (p, T ) = ν et i2 (p, T ) = i. Cette véri�
ation permet de
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hie de modèles pour les é
oulements diphasiquesséle
tionner l'une des deux ra
ines, et don
 d'obtenir la pression p.Une fois que la pression et la température sont 
onnues, la fra
tion volumique peut être déterminéeen utilisant l'équation
α1 =

Y1ν1 (p, T )

ν
(2.172)
e qui nous permet �nalement de déterminer de manière unique les variables p, T , et α1 en fon
tionde ν, i et Y1.Ces équations sont inversibles : si l'on 
onnaît la pression p, la température T et la fra
tion vo-lumique α1, les densités phasiques ρk et les énergies spé
i�ques internes ik peuvent être trouvées enutilisant les équations (2.167), 
e qui permet de retrouver la densité du mélange ρ, l'énergie du mélange

i et la fra
tion massique Y1. Les équations d'état sont don
 
omplètement déterminées.
2.5 Modèle à l'équilibre homogèneLe modèle (2.144) est un modèle où les vitesses, les pressions et les températures des deux phasessont égales. Seuls les potentiels 
himiques sont di�érents : si l'on suppose que les deux �uides repré-sentent la phase gazeuse et la phase liquide d'un même �uide, 
ela signi�e que le mélange n'est pas àsaturation. Dans 
ertains 
as, il peut être intéressant d'utiliser un système simpli�é, supposant 
ettesaturation. Nous 
her
herons dans 
e paragraphe à déterminer un tel modèle, appelé modèle à l'équi-libre homogène ou HEM. Le système (2.144) est utilisé 
omme point de départ à une relaxation despotentiels 
himiques gk = ik +

p

ρk
− skT qui permettra d'obtenir leur mise à l'équilibre. Dans 
e para-graphe, les termes d'ordre εT sont négligés, 
ar le temps de relaxation des températures est 
onsidéré
omme beau
oup plus petit que le temps de relaxation des potentiels 
himiques εg.2.5.1 Modèle réduit à l'ordre 0La relaxation des potentiels 
himiques sera e�e
tuée en utilisant le ve
teur d'étatW = (g1, g2, u, α).Un 
hangement de variable est don
 né
essaire avant la pro
édure de relaxation, puisque le système(2.144) est é
rit en utilisant le ve
teur W̃ = (T, u, p, α). Rappelons que le terme d'é
hange de masseest dé�nit par Γ =

µg

Tεg
(g2 − g1), et que 
e système s'é
rit

∂W̃

∂t
+ Ã

(
W̃
) ∂W̃
∂x

=
R̃
(
W̃
)

εg
+ S̃

(
W̃
) (2.173)où la matri
e Ã(W̃) et les termes sour
es R̃(W̃) et S̃ (W̃) sont données par les expressions
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Ã
(
W̃
)

=




u
α1α2Φ (ρ2θ1C1 − ρ1θ2C2) + Ψ

(
ρ1ρ2Ĉ −C1C2Θ̂

)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) 0 0

0 u
1

ρ
0

0
α1α2 (ρ1η2C2 − ρ2η1C1) +C1C2ΦĤ

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) u 0

0
α1α2

(
Φ∆θkηk′

(C1 − C2) + Ψ
(
Ĉ (ρ1η2 − ρ2η1) − C1C2∆θkηk′

))

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) 0 u




(2.174)
R̃
(
W̃
)

=

µg (g2 − g1)

Tρ1κ1ρ2κ2

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




(ρ1 − ρ2) (α1κ1 (C1θ1 − ρ1) + α2κ2 (C2θ2 − ρ2)) + Θ̂ (h1 − h2)

0

− (ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))


(2.175)

S̃
(
W̃
)

=


− Θ̂

Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))

1
ρ div τ + fv

Ĥ

Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ 1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))

−α1α2∆θkη
k′

Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkη
k′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ 1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))


(2.176)Selon l'expression des potentiels 
himiques gk = ik +

p

ρk
− skT , leurs di�érentielles sont donnéespar

dgk = dik +
1

ρk
dp− p

ρ2
k

dρk − skdT − Tdsk (2.177)L'utilisation de la relation de Gibbs (1.33) nous permet de simpli�er 
ette expression en
dgk =

1

ρk
dp− skdT (2.178)L'inversion de 
es expressions donne l'expression des di�érentielles de la pression et de la tempéra-ture en fon
tion de 
elles des potentiels 
himiques
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dp =

ρ1ρ2

ρ1s1 − ρ2s2
(s1dg2 − s2dg1) (2.179.1)

dT =
1

ρ1s1 − ρ2s2
(ρ2dg2 − ρ1dg1) (2.179.2)On peut en déduire l'égalité dW̃ = GdW ave
 G la matri
e de 
hangement de variable

G =




− ρ1

ρ1s1 − ρ2s2

ρ2

ρ1s1 − ρ2s2
0 0

0 0 1 0

− ρ1ρ2s2
ρ1s1 − ρ2s2

ρ1ρ2s1
ρ1s1 − ρ2s2

0 0

0 0 0 1




(2.180)
Cette relation entre les di�érentielles des ve
teurs d'état W et W̃ permet d'é
rire

G−1G
∂W

∂t
+G−1Ã

(
W̃
)
G
∂W

∂x
=
G−1R̃

(
W̃
)

εg
+G−1S̃

(
W̃
) (2.181)soit

∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

εg
+ S (W ) (2.182)où l'on a introduit la matri
e A (W ) = G−1ÃG, et les ve
teurs R (W ) = G−1R̃

(
W̃
) et S (W ) =

G−1S̃
(
W̃
). Les expressions de 
es di�érents éléments sont les suivantes

A (W ) =


u 0
α1α2Φ(ρ1C2(η2+ρ1s1θ2)−ρ2C1(η1+ρ1s1θ1))+Ψ(ρ1s1(C1C2Θ−ρ1ρ2Ĉ)+C1C2Ĥ)

ρ1Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkη
k′

” 0

0 u
α1α2Φ(ρ1C2(η2+ρ2s2θ2)−ρ2C1(η1+ρ2s1θ1))+Ψ(ρ2s2(C1C2Θ−ρ1ρ2Ĉ)+C1C2Ĥ)

ρ2Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

” 0

− ρ1ρ2s2

ρ(ρ1s1−ρ2s2)
ρ1ρ2s1

ρ(ρ1s1−ρ2s2)
u 0

0 0
α1α2

“

α1α2Φ∆θkη
k′

(C1−C2)+Ψ
“

Ĉ(ρ1η2−ρ2η1)−C1C2∆θkη
k′

””

Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

” u


(2.183)
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R (W ) =

µg (g2 − g1)

Tρ1κ1ρ2κ2

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




1

ρ1

(
(ρ1 − ρ2)(ρ1s1 (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2))− α1κ1C1η1 − α2κ2C2η2) − Θ̂ (h1 − h2)

)

1

ρ2

(
(ρ1 − ρ2)(ρ2s2 (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2))− α1κ1C1η1 − α2κ2C2η2) − Θ̂ (h1 − h2)

)

0

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))


(2.184)

S (W ) =


ρ1s1Θ+Ĥ

ρ1Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))

ρ2s2Θ+Ĥ

ρ2Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkηk′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))

1
ρ div τ + fv

− α1α2∆θkη
k′

Ĉ
“

ΨĤ+α1α2Φ∆θkη
k′

”

(
C2Ψ−α2Φ

ρ1κ1

(
α1τ1

:∇u− div(α1q1

))
+ C1Ψ+α1Φ

ρ2κ2

(
α2τ2

:∇u− div(α2q2

)))


(2.185)Supposons que les solutions du système (2.182) sont pro
hes du sous ensemble de IR4 E = {W ∈

IR4;R (W ) = 0}. Ce sous-ensemble de dimension 3 peut être paramétrisé expli
itement par la Max-wellienne de w = t (g, u, α1), donnée par
M : w →M (w) =




g
g
u
α1


 (2.186)La matri
e Ja
obienne de la Maxwellienne peut être exprimée 
omme suit

dMw =




1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 (2.187)Par ailleurs, on peut é
rire l'expression de la matri
e Ja
obienne du terme sour
e raide évalué en

M (W )

R′ (M (W )) =
µg ((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))

Tρ2
1ρ

2
2κ1κ2

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




−J J 0 0
−K K 0 0
0 0 0 0
−L L 0 0


 (2.188)où les termes J , K et L représentent les expressions suivantes
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J = ρ2 ((ρ1 − ρ2) (ρ1s1 (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2)) − α1κ1C1η1 − α2κ2C2η2)

−Θ̂ (h1 − h2)
)

(2.189.1)

K = ρ1 ((ρ1 − ρ2) (ρ2s2 (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2)) − α1κ1C1η1 − α2κ2C2η2)

−Θ̂ (h1 − h2)
)

(2.189.2)

L = ρ1ρ2

(
ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′

((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))
)

(2.189.3)Ave
 
es notations, on remarque que la matri
e R′ (M (W )) a pour base le ve
teur I1 = t (J, 0,K,L).On peut alors é
rire la matri
e B =
[
dMw, I

1
]

B =




1 0 0 J
1 0 0 K
0 1 0 0
0 0 1 L


 (2.190)et son inverse nous donne les matri
es P et Q, qui sont les matri
es de proje
tion ker(R′(M(w)))dans la dire
tion Rng(R′(M(w))) et sur Rng(R′(M(w))) dans la dire
tion ker(R′(M(w))), respe
tive-ment. P est formée par les trois premières lignes de B−1 et Q par sa dernière ligne

P =




− K

J −K

J

J −K
0 0

0 0 1 0

− L

J −K

L

J −K
0 1


 (2.191)

Q =

(
1

J −K
− 1

J −K
0 0

) (2.192)Exprimons maintenant la matri
e PA (M (w)) dMw du système réduit à trois équations
PA (M (w)) dMw =




u M 0
ρ1ρ2 (s1 − s2)

ρ∆ρksk

u 0

0 N u




(2.193)
ave
 les termes M et N qui s'é
rivent

M = [α1α2Φ (ρ1C2 ((ρ1J − ρ2K) η2 + ρ1ρ2 (s2J − s1K) θ2)−
ρ2C1 ((ρ1J − ρ2K) η1 + ρ1ρ2 (s2J − s1K) θ1))] /[
ρ1ρ2Ĉ (J −K)

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)]

+
[
Ψ
((
C1C2Ĥ − ρ1ρ2Ĉ

)
(s2J − s1K) + C1C2Ĥ (ρ1J − ρ2K)

)]
/[

Ĉ (J −K)
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)]

(2.194)
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N =

α1α2ΦL

J −K


(ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s2 − s1) (ρ1C2θ2 − ρ2C1θ1)

ρ1ρ2Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)

+
Ψ (s2 − s1)

(
C1C2Ĥ − ρ1ρ2Ĉ

)
+ C1C2ΨĤ (ρ1 − ρ2)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




+
α1α2

(
α1α2Φ∆θkηk′

(C1 − C2) + Ψ
(
Ĉ (ρ1η2 − ρ2η1) − C1C2∆θkηk′

))

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)

(2.195)
Le terme sour
e du modèle est donné par

S (W ) =


ρ1J
(
ρ2s2Θ + Ĥ

)
− ρ2K

(
ρ1s1Θ + Ĥ

)

ρ1ρ2 (J −K) Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) ζ

1

ρ
div τ + f v

−
L
(
ρ1

(
ρ2s2Θ + Ĥ

)
− ρ2

(
ρ1s1Θ + Ĥ

))
α1α2ρ1ρ2 (J −K)∆θkηk′

ρ1ρ2 (J −K) Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) ζ




(2.196)
où ζ =




(C2Ψ − α2Φ)
(
α1τ1

: ∇u− div(α1q1

))

ρ1κ1
+

(C1Ψ + α1Φ)
(
α2τ2

: ∇u− div(α2q2

))

ρ2κ2


.On obtient un modèle réduit à trois équations, où les potentiels 
himiques sont à l'équilibre, enutilisant le ve
teur d'état w = t (g, u, α1). Ce système s'é
rit

Dg

Dt
+ ([α1α2Φ (ρ1C2 ((ρ1J − ρ2K) η2 + ρ1ρ2 (s2J − s1K) θ2)

−ρ2C1 ((ρ1J − ρ2K) η1 + ρ1ρ2 (s2J − s1K) θ1))] /[
ρ1ρ2Ĉ (J −K)

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)]

+
[
Ψ
((
C1C2Ĥ − ρ1ρ2Ĉ

)
(s2J − s1K) + C1C2Ĥ (ρ1J − ρ2K)

)]
/[

Ĉ (J −K)
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)]) div u
−
ρ1J

(
ρ2s2Θ + Ĥ

)
− ρ2K

(
ρ1s1Θ + Ĥ

)

ρ1ρ2 (J −K) Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) ζ = 0

(2.197)
Du

Dt
+
ρ1ρ2 (s1 − s2)

ρ∆ρksk

∇g − 1

ρ
div τ = fv (2.198)
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Dα1

Dt
+


α1α2ΦL

J −K


(ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s2 − s1) (ρ1C2θ2 − ρ2C1θ1)

ρ1ρ2Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)

+
Ψ (s2 − s1)

(
C1C2Ĥ − ρ1ρ2Ĉ

)
+ C1C2ΨĤ (ρ1 − ρ2)

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




+
α1α2

(
α1α2Φ∆θkηk′

(C1 − C2) + Ψ
(
Ĉ (ρ1η2 − ρ2η1) − C1C2∆θkηk′

))

Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)


 divu

+
L
(
ρ1

(
ρ2s2Θ + Ĥ

)
− ρ2

(
ρ1s1Θ + Ĥ

))
α1α2ρ1ρ2 (J −K) ∆θkηk′

ρ1ρ2 (J −K) Ĉ
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) ζ = 0

(2.199)
Après de nombreuses manipulations algébriques, 
e système peut être réé
rit en utilisant les va-riables 
onservatives t (ρ, ρu, ρe). On obtient alors le modèle à l'équilibre homogène, ou HEM

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0 (2.200.1)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p− div (τ) = ρfv (2.200.2)

∂ρe

∂t
+ div (ρe+ p) u+ div (α1q1 + α2q2 − τ u

)
= ρfv.u (2.200.3)Ce modèle est bien 
onnu, et est utilisé à de nombreuses reprises pour la simulation des é
oulementsmultiphasiques [14, 20, 74℄.2.5.2 Modèle réduit à l'ordre 1Dans 
e paragraphe, on 
her
he un modèle à l'ordre εg, qui permet de prendre en 
ompte les petitesdi�éren
es de potentiels 
himiques entre les phases. Nous ne tiendrons pas 
ompte i
i des tenseurs des
ontraintes visqueuses τ

k
, des �ux de 
haleur q

k
et des for
es extérieures fv

k
. Le ve
teur d'état sedé
ompose sous la forme W = M (w) + εgV , ave
 V = t

(
g1
1 , g

1
2 , u

1, α1
1

). Puisque V appartient àl'image de R′ (M (w)), une base de 
e ve
teur est I1 = t (J, 0,K,L). On en déduit les relations entreles variables de �u
tuations
g1
1 =

J

L
α1

1 (2.201.1)

g1
2 =

K

L
α1

1 (2.201.2)

u1 = 0 (2.201.3)Pour trouver l'expression de α1
1, l'égalité (2.17) est utilisée. Elle s'é
rit
QR′(M(w))V = QA(M(w))

∂M(w)

∂x
(2.202)et peut être développée pour donner
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µg


(ρ1 − ρ2)(ρ1ρ2 (s1 − s2)(α1κ1 (ρ1 − C1θ1)+α2κ2 (ρ2 − C2θ2))+(ρ1 − ρ2)(α1κ1C1η1+α2κ2C2η2))

ρ2
1ρ

2
2κ1κ2T (J −K)

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)

+
(h1 − h2)

(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2) Θ)

)

ρ2
1ρ

2
2κ1κ2T (J −K)

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)


(g1

2 − g1
1

)
=

−


α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

ρ1ρ2Ĉ (J −K)
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)

−
Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)

ρ1ρ2Ĉ (J −K)
(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)


 divu (2.203)On peut en déduire l'expression de g1

2 − g1
1

g1
2 − g1

1 = −ρ1ρ2κ1κ2T

µgĈ
[α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

−Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)]
/

[(ρ1 − ρ2)(ρ1ρ2 (s1 − s2) (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2)) + (ρ1 − ρ2)(α1κ1C1η1 + α2κ2C2η2))

+ (h1 − h2)
(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2)Θ)

)] divu (2.204)En utilisant les équations (2.201), l'expression de la �u
tuation de la fra
tion volumique est obtenue
α1

1 =
L

K − J

(
g1
2 − g1

1

)
=

ρ2
1ρ

2
2κ1κ2T

µgĈ

[
ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′

((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))
)

(α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

−Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)]
/

[(ρ1 − ρ2)(ρ1ρ2 (s1 − s2) (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2)) + (ρ1 − ρ2)(α1κ1C1η1 + α2κ2C2η2))

+ (h1 − h2)
(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2)Θ)

)]2 divu (2.205)Exprimons maintenant le modèle réduit à l'ordre 1 en utilisant les variables 
onservatives t(ρ, ρu, ρe).Pour 
ela, les �u
tuations de 
es variables doivent être 
onnues, tout 
omme 
elle de la pressionqui intervient dans les équations (2.200). Pour les déterminer, nous allons 
her
her une base de
Rng (R′ (M (w))) lorsque 
es variables sont utilisées, 
e qui permettra de relier les �u
tuations desvariables 
onservatives à 
elles de la fra
tion volumique α1.On s'intéresse d'abord aux �u
tuations des variables 
onservatives. Selon le système (2.144), leterme sour
e raide s'é
rit dans la base W c = t (ρ, ρu, ρe, ρY1) sous la forme
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Rc (W c) =




0
0
0
Γ


 (2.206)Une base de la matri
e Ja
obienne de 
e terme sour
e raide peut don
 être trouvée fa
ilement

Ic =




0
0
0
1


 (2.207)Ce qui signi�e que nous avons les égalités suivantes

ρ1 = 0 (2.208.1)

(ρu)1 = 0 (2.208.2)

(ρe)1 = 0 (2.208.3)Regardons maintenant l'expression de la �u
tuation de la pression. Selon l'expression (2.175),le terme sour
e raide s'exprime de la manière suivante lorsque l'on utilise le ve
teur d'état W̃ =
t (T, u, p, α1)

R̃
(
W̃
)

=

µg (g2 − g1)

Tρ1κ1ρ2κ2

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

)




(ρ1 − ρ2)(α1κ1 (C1θ1 − ρ1) + α2κ2 (C2θ2 − ρ2)) + Θ̂ (h1 − h2)

0

− (ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))


(2.209)Lorsque nous sommes dans le sous-ensemble E = {W ∈ IR4; R̃

(
W̃
)

= 0}, nous avons l'égalité despotentiels 
himiques g1 = g2 = g. Le terme (g2 − g1) s'annule don
, et les dérivées de R̃(W̃) parrapport à φ, ave
 φ ∈ {T, u, p, α} s'é
rivent
∂R̃
(
W̃
)

∂φ
=

µg

Tρ1κ1ρ2κ2

(
ΨĤ + α1α2Φ∆θkηk′

) ∂ (g2 − g1)

∂φ




(ρ1 − ρ2) (α1κ1 (C1θ1 − ρ1) + α2κ2 (C2θ2 − ρ2)) + Θ̂ (h1 − h2)

0

− (ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))




(2.210)
On trouve fa
ilement une base de R̃′

(
W̃
)
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Ĩ =




(ρ1 − ρ2) (α1κ1 (C1θ1 − ρ1) + α2κ2 (C2θ2 − ρ2)) + Θ̂ (h1 − h2)

0

− (ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))




(2.211)
d'où l'on déduit l'expression de p1, puisque le ve
teur Ṽ = t

(
T 1, u1, p1, α1

1

) appartient à 
ette base
p1 =

− (ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) − Ĥ (h1 − h2)

ρκ (α1η1 + α2η2) + α1α2∆θkηk′
((h1 − κ1C1) − (h2 − κ2C2))

α1
1 =

−ρ
2
1ρ

2
2κ1κ2T

µgĈ

(
(ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) + Ĥ (h1 − h2)

)

[α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

−Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)]
/

[(ρ1 − ρ2)(ρ1ρ2 (s1 − s2) (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2)) + (ρ1 − ρ2)(α1κ1C1η1 + α2κ2C2η2))

+ (h1 − h2)
(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2)Θ)

)]2 divu (2.212)Le système réduit à l'ordre 1, qui prend en 
ompte les petites �u
tuations des potentiels 
himiques,peut maintenant être é
rit
∂ρ

∂t
+ div ρu = 0 (2.213.1)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p+ εg∇p1 = 0 (2.213.2)

∂ρe

∂t
+ div (ρe+ p)u+ εg div (p1u

)
= 0 (2.213.3)que l'on peut développer en remplaçant p1 par son expression

∂ρ

∂t
+ div ρu = 0 (2.214)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p

−εg∇
(
ρ2
1ρ

2
2κ1κ2T

µgĈ

(
(ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) + Ĥ (h1 − h2)

)

[α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

−Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)]
/

[(ρ1 − ρ2) (ρ1ρ2 (s1 − s2) (α1κ1 (ρ1 −C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2))
+ (ρ1 − ρ2) (α1κ1C1η1 + α2κ2C2η2))

+ (h1 − h2)
(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2)Θ)

)]2 divu) = 0

(2.215)
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∂ρe

∂t
+ div ((ρe) + p)u

−εg div (ρ2
1ρ

2
2κ1κ2T

µgĈ

(
(ρ1 − ρ2) (α1κ1η1C1 + α2κ2η2C2) + Ĥ (h1 − h2)

)

[α1α2Φ ((ρ1 − ρ2) (ρ1C2η2 − ρ2C1η1) + ρ1ρ2 (s1 − s2) (ρ2C1θ1 − ρ1C2θ2))

−Ψ
(
ρ1ρ2 (s1 − s2)

(
C1C2Θ − ρ1ρ2Ĉ

)
− C1C2 (ρ1 − ρ2) Ĥ

)]
/

[(ρ1 − ρ2) (ρ1ρ2 (s1 − s2) (α1κ1 (ρ1 − C1θ1) + α2κ2 (ρ2 − C2θ2))
+ (ρ1 − ρ2) (α1κ1C1η1 + α2κ2C2η2))

+ (h1 − h2)
(
(ρ1 − ρ2) Ĥ − (ρ1ρ2 (s1 − s2) Θ)

)]2
udivu) = 0

(2.216)
2.5.3 Équations d'étatNous souhaitons désormais dé
rire les équations d'état qui permettent de fermer le modèle à l'équi-libre homogène, en supposant que 
haque phase se 
omporte 
omme un �uide monophasique gouvernépar les équations d'état de type gaz raide. Pour 
ela, les travaux de Le Métayer, Massoni et Saurel [58℄sont repris. Rappelons tout d'abord que, puisque 
haque phase est gouvernée par les équations d'étatde type gaz raide, elle suit les équations suivantes

ik (pk, Tk) =
pk + γkpk,∞

pk + pk,∞
Cvk

Tk + ik,∞ (2.217.1)

ρk (pk, Tk) =
pk + γkpk,∞

(γk − 1)Cvk
Tk + ik,∞

(2.217.2)

sk (pk, Tk) = Cvk
ln( T γk

k

(pk + pk,∞)γk−1

)
+ sk,0 (2.217.3)De plus, puisque nous sommes à l'équilibre thermodynamique, nous avons l'égalité des pressions,températures et potentiels 
himiques

p1 = p2 = p (2.218.1)
T1 = T2 = T (2.218.2)
g1 = g2 = g (2.218.3)L'utilisation des équations (2.217) permet d'é
rire le potentiel 
himique de 
haque phase en fon
tionde sa pression et de sa température

gk (pk, Tk) = ik +
pk

ρk
− skTk = γkCvk

Tk − Tk

(
Cvk

ln( T γk
k

(pk + pk,∞)γk−1

)
+ sk,0

)
+ ik,0 (2.219)et on peut déduire du système (2.218) la relation entre la pression et la température le long de la
ourbe de saturation

(γ1 − 1)Cv1
ln (p+ p1,∞) − (γ2 − 1)Cv2

ln (p+ p2,∞) =
i2,0 − i1,0

T
+ (γ1Cv1

− γ2Cv2
) lnT − ((γ1Cv1

− s1,0) − (γ2Cv2
− s2,0))

(2.220)Cette équation possède deux solutions T lorsque la pression p est 
onnue ; on 
hoisit la valeur dela température qui n'ex
ède pas la température du point 
ritique, où la masse volumique de la vapeur
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lusion 77égale la masse volumique du liquide. La densité du mélange ρ et son énergie interne ρi = ρe − u2

2peuvent s'é
rire en fon
tion des grandeurs phasiques
ρ = α1ρ1 + (1 − α1) ρ2 = ρ (α1, p) (2.221.1)
ρi = α1ρ1i1 + (1 − α1) ρ2i2 = ρi (α1, p) (2.221.2)On peut déduire de 
e système l'équation

i (ρ, p) =
1

ρ

(
ρ2i2 −

ρ− ρ2

ρ1 − ρ2
(ρ2i2 − ρ1i1)

) (2.222)Rappelons que la vitesse du son du mélange c est dé�nie par l'équation
c2 =

(
∂p

∂ρ

)

s

=

(
∂e

∂p

)−1

ρ

(
p

ρ2
−
(
∂e

∂ρ

)

p

) (2.223)À partir de 
ette dé�nition et de l'équation d'état (2.222), nous pouvons en déduire l'équationsuivante
1

ρc2
=

α1

ρ1c21
+

α2

ρ2c22
+ T

(
α1ρ1

Cp1

(ds1dp )2

+
α2ρ2

Cp2

(ds2dp )2
) (2.224)où dskdp représente la dérivée de l'entropie phasique le long de la 
ourbe de saturation T (p), dontl'expression est donnée par l'équation (2.220). Remarquons que l'expression de la vitesse du son deWallis 1

ρĉ2
=

α1

ρ1c21
+

α2

ρ2c22
[24℄ apparaît dans 
ette expression ; elle représente la vitesse du mélangelorsque l'on suppose seulement l'égalité des pressions.La vitesse du son du mélange c est don
 dé�nie puisque les vitesses du son de 
haque phase ck sontdé�nies. De plus, on remarque que c2 ≥ 0 selon l'équation (2.224), et la 
ourbe de saturation T (p)dé�nie par l'équation (2.220) donne (∂T

∂s

)

ν

=
dTdp (∂p∂s)ν

et (ρc)2
dTdp =

(
∂p

∂s

)

ν

, soit (ρc)2
(
∂T

∂s

)

ν

≥
((

∂p

∂s

)

ν

)2. À partir de 
ette relation et de c2 > 0, nous pouvons dire que l'équation d'état du mélangeest 
onvexe.2.6 Con
lusionNous avons déterminé dans 
e 
hapitre une hiérar
hisation des di�érents modèles pour l'étude desé
oulements diphasiques, qui peuvent être 
lassés selon les équilibres entre les phases qui sont supposésêtre réalisés. Cha
un de 
es modèles est fermé par l'utilisation d'équations d'état pour le mélange,déterminées à partir des équations de type gaz raide. Par ailleurs, l'utilisation de développements deChapman-Enskog à l'ordre un pour 
haque modèle obtenu permet d'utiliser un modèle réduit pourprendre en 
ompte de faibles déséquilibres thermodynamiques ou mé
aniques entre les phases.Grâ
e à 
ette hiérar
hisation des modèles diphasiques, on peut 
on
evoir deux appro
hes di�érentespour étudier les é
oulements en déséquilibre mé
anique sans utiliser le modèle à une pression et deuxvitesses. En e�et, il est possible soit d'utiliser le modèle à deux pressions et deux vitesses et d'appliquerdes méthodes de relaxation sur 
es grandeurs, soit d'utiliser le modèle à une pression et une vitesse ave
les termes issus du développement de Chapman-Enskog à l'ordre un, qui permettent de retrouver ledéséquilibre mé
anique. Ces deux appro
hes sont étudiées su

essivement dans les 
hapitres suivants.
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1053.1 Introdu
tionAu vu des défaillan
es du modèle diphasique à deux vitesses et une pression (2.50 - 2.55), et no-tamment sa non-hyperboli
ité relevée entre autres par Stewart et Wendro� [84℄ et mise en avant dansdes simulations par Hérard et Hurisse [45℄, des méthodes alternatives sont re
her
hées a�n de 
al
ulerles é
oulements diphasiques. Nous allons proposer dans 
e 
hapitre une de 
es méthodes qui 
onsisteà utiliser un modèle à deux vitesses et deux pressions, qui possède l'avantage d'être hyperbolique, etd'utiliser ensuite les termes de traînée interfa
iale et d'évolution de la fra
tion volumique pour équili-brer les vitesses et les pressions. Ces méthodes ont notamment été développées par Saurel et Abgrall[77℄ et Gallouët, Hérard et Seguin [27℄.Une fois le prin
ipe de la méthode posé, il faut maintenant développer les méthodes numériquespour dis
rétiser en temps et en espa
e. En temps, une méthode à pas fra
tionnaires est généralementutilisée. Elle permet d'e�e
tuer un pas de 
onve
tion hyperbolique où les vitesses et les pressions sontlibres l'une par rapport à l'autre, puis d'e�e
tuer un pas de relaxation permettant le retour à l'équilibre[77, 27℄. Ces méthodes à pas fra
tionnaires ont pour avantage une grande robustesse, au détriment de79



80 Chapitre 3. Méthodes de relaxation pour la modélisation des déséquilibres mé
aniquesla pré
ision [26℄. Les méthodes de retour à l'équilibre sont généralement e�e
tuées en utilisant desrelaxations instantanées, où l'on 
onsidère que les pressions retournent à l'équilibre ave
 une vitessein�nie [54℄. Mais les résultats du paragraphe 1.3.5 montrent que les temps de relaxation, bien quetrès 
ourts par rapport à l'évolution générale de 
e système, ne sont pas nuls. De plus, l'utilisationd'un modèle à sept équations ave
 uniquement l'utilisation de relaxations instantanées des pressionséquivaut à utiliser un modèle à six équations 
omme on l'a montré au 
hapitre 2, et on retrouve lesproblèmes numériques ren
ontrés ave
 
e modèle. Si des méthodes de relaxation en temps �nis sont
ouramment utilisé pour di�érents problèmes physiques (voir par exemple [36, 9℄), à notre 
onnaissan
eseuls Gallouët, Hérard et Seguin [27℄ et Guillemaud [41℄ se sont intéressés à des méthodes numériquespermettant de prendre en 
ompte un temps �ni de retour à l'équilibre des pressions pour l'étude desmodèles diphasiques à deux vitesses et deux pressions.Dans 
e 
hapitre, quelques propriétés du modèle à deux vitesses et deux pressions seront d'abordprésentées, suivies par une approximation numérique de 
e modèle. On s'intéressera ensuite aux mé-thodes de relaxation, ave
 une présentation des méthodes de mise à l'équilibre des vitesses et despressions de manière instantanée ou en un temps �ni. Ces méthodes seront validées par plusieurs
as-tests en une dimension.3.2 Propriétés mathématiques du modèle à sept équationsOn s'intéresse aux propriétés du modèle à deux vitesses et deux pressions (2.26 - 2.32), qui estrappelé i
i en utilisant le ve
teur des variables primitives W = t (α1ρ1, α2ρ2, u1, u2, p1, p2, α1). Cetteétude a été réalisée entre autres dans [77, 27℄. Dans 
e 
hapitre, les é
hanges interfa
iaux de masse etde 
haleur ne sont pas pris en 
ompte, tout 
omme les 
ontraintes visqueuses et les �ux de 
haleur. Lesystème s'é
rit alors
∂

∂t
(α1ρ1) + div (α1ρ1u1) = 0 (3.1.1)

∂

∂t
(α2ρ2) + div (α2ρ2u2) = 0 (3.1.2)

α1ρ1
D1u1

Dt
= −∇ (α1p1) + pI∇α1 +Md (3.1.3)

α2ρ2
D2u2

Dt
= −∇ (α2p2) − pI∇α1 −Md (3.1.4)

D1p1

Dt
+ C1 divu1 −

C1I

α1
(uI − u1) .∇α1 = −C1I

α1
α̇1 +

1

α1ρ1κ1
(uI − u1) .M

d (3.1.5)

D2p2

Dt
+ C2 divu2 +

C2I

α2
(uI − u2) .∇α1 =

C2I

α2
α̇1 −

1

α2ρ2κ2
(uI − u2) .M

d (3.1.6)

∂α1

∂t
+ uI .∇α1 = α̇1 (3.1.7)3.2.1 Hyperboli
itéTout d'abord, on montre que 
e modèle est hyperbolique. L'invarian
e par rotation du systèmepeut être véri�ée aisément, 
e qui permet de ne 
onsidérer que le 
as unidimensionnel. Nous avons vudans le paragraphe 2.2.1 que 
e système peut s'é
rire sous forme matri
ielle
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∂W

∂t
+A (W )

∂W

∂x
=
R (W )

εp
+ S (W ) (3.2)où la matri
e A (W ), peut être é
rite sous la forme suivante, dans le 
as unidimensionnel,

A (W ) =




u1 0 α1ρ1 0 0 0 0
0 u2 0 α2ρ2 0 0 0

0 0 u1 0
1

ρ1
0 −pI − p1

α1ρ1

0 0 0 u2 0
1

ρ2

pI − p2

α2ρ2

0 0 C1 0 u1 0 −C1I (uI − u1)

α1

0 0 0 C2 0 u2
C2I (uI − u2)

α2
0 0 0 0 0 0 uI




(3.3)
ave
 Ck = ρkc

2
k, où ck est la vitesse du son dans la phase k, et Ck,I = ρkc

2
k,I , où ck,I est la vitessedu son interfa
iale de la phase k. Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette matri
e s'é
rit

P (λ) = (uI − λ) (u1 − λ) (u2 − λ)

(
(u1 − λ)2 − C1

ρ1

)(
(u2 − λ)2 − C2

ρ2

) (3.4)On en déduit ses valeurs propres
λ1 = uI

λ2 = u1 − c1 λ3 = u1 λ4 = u1 + c1
λ5 = u2 − c2 λ6 = u2 λ7 = u2 + c2

(3.5)où la vitesse interfa
iale uI s'é
rit uI = Y1u1 + Y2u2. Toutes 
es valeurs propres sont réelles, et lesve
teurs propres à droite qui leur sont asso
iés sont les suivants
r1 (W ) =




− pI − p1 + C1,I

(uI − u1)
2 − c21

pI − p2 + C2,I

(uI − u2)
2 − c22

−(uI − u1) (pI − p1 + C1,I)

α1ρ1

(
(uI − u1)

2 − c21

)

(uI − u2) (pI − p2 + C2,I)

α2ρ2

(
(uI − u2)

2 − c22

)

−C1,I (uI − u1)
2 + c21 (pI − p1)

α1

(
(uI − u1)

2 − c21

)

C2,I (uI − u2)
2 + c22 (pI − p2)

α2

(
(uI − u2)

2 − c22

)

1




(3.6)
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r2 (W ) =




α1

c21
0

− 1

ρ1c1
0
1
0
0




r3 (W ) =




1
0
0
0
0
0
0




r4 (W ) =




α1

c21
0
1

ρ1c1
0
1
0
0




r5 (W ) =




0
α2

c22
0

− 1

ρ2c2
0
1
0




r6 (W ) =




0
1
0
0
0
0
0




r7 (W ) =




0
α2

c22
0
1

ρ2c2
0
1
0




(3.7)
On véri�e fa
ilement que 
es sept ve
teurs sont indépendants et engendrent IR7 même dans les 
asde résonan
e où les valeurs propres se 
onfondent. Le système est don
 hyperbolique.3.2.2 Stru
tures des ondesMontrons dans 
e paragraphe que dans les 
as non résonants, les 
hamps 
ara
téristiques asso
iésaux valeurs propres uI , u1 et u2 sont linéairement dégénérés, alors que les 
hamps asso
iés aux valeurspropres u1 ± c1 et u2 ± c2 sont vraiment non-linéaires ; 
es notions sont dé�nies par exemple dans [35℄.Ces propriétés seront i
i démontrées pour deux phases gouvernées par des équations d'état de type gazraide, ave
 la fermeture uI = Y1u1 + Y2u2. Une étude 
omplète de la stru
ture des ondes du modèle àsept équations dans le 
as général peut être trouvée dans [41℄. On s'intéresse d'abord à la valeur propre

λ1 (W ) = uI , pour laquelle la proposition suivante peut être introduite.Proposition 5 : Le 
hamp 
ara
téristique asso
ié à la valeur propre λ1 (W ) = uI est linéairementdégénéré : pour 
haque état admissible W on peut é
rire l'équation
∇Wλ1 (W ) .r1 (W ) = 0 (3.8)Preuve : L'expression du ve
teur r1 (W ) est donnée par la relation (3.6), et la dérivée de λ1 (W )s'exprime de la manière suivante

∇Wλ1 (W ) = t

(
Y2

ρ
(u1 − u2) ,−

Y1

ρ
(u1 − u2) , Y1, Y2, 0, 0, 0

) (3.9)Ce qui permet d'é
rire
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∇Wλ1 (W ) .r1 (W ) = −Y2

ρ
(u1 − u2)

pI − p1 + C1,I

(uI − u1)
2 − c21

− Y1

ρ
(u1 − u2)

pI − p2 + C2,I

(uI − u2)
2 − c22

−Y1
(uI − u1) (pI − p1 + C1,I)

α1ρ1

(
(uI − u1)

2 − c21

) + Y2
(uI − u2) (pI − p2 + C2,I)

α2ρ2

(
(uI − u2)

2 − c22

)

= − (pI − p1 + C1,I)

α1ρ1

(
(uI − u1)

2 − c21

) (Y2 (u1 − u2) + (uI − u1))

− (pI − p2 + C2,I)

α2ρ2

(
(uI − u2)

2 − c22

) (Y1 (u1 − u2) − (uI − u2))

= 0

(3.10)
Ce qui 
on
lut la preuve de la proposition 5.Les propriétés du système ne 
hangeant pas selon la base, nous utilisons maintenant le ve
teurd'état Q = t (s1, s2, u1, u2, p1, p2, α1) pour démontrer les pro
haines propriétés, pour simpli�er lesdémonstrations. Dans 
ette base, la matri
e du système 
onve
tif devient

A
(
Q
)

=




u1 0 0 0 0 0 −(pI − p1) (uI − u1)

α1ρ1T1

0 u2 0 0 0 0
(pI − p2) (uI − u2)

α2ρ2T2

0 0 u1 0
1

ρ1
0 −pI − p1

α1ρ1

0 0 0 u2 0
1

ρ2

pI − p2

α2ρ2

0 0 C1 0 u1 0 −C1I (uI − u1)

α1

0 0 0 C2 0 u2
C2I (uI − u2)

α2
0 0 0 0 0 0 uI




(3.11)
et les ve
teurs propres à droites rQ,k asso
iés aux valeurs propres λk s'é
rivent dans 
ette base

rQ,1

(
Q
)

=




−pI − p1

α1ρ1T1
pI − p2

α2ρ2T2

−(uI − u1) (C1I + pI − p1)

α1ρ1 (uI − u1)
2 − α1C1

(uI − u2) (C2I + pI − p2)

α2ρ2 (uI − u2)
2 − α2C2

−C1Iρ1 (uI − u1)
2 + C1 (pI − p1)

α1ρ1 (uI − u1)
2 − α1C1

C2Iρ2 (uI − u2)
2 + C2 (pI − p2)

α2ρ2 (uI − u2)
2 − α2C2

1




(3.12)
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rQ,2

(
Q
)

=




0
0
1
0

−ρ1c1
0
0




rQ,3

(
Q
)

=




1
0
0
0
0
0
0




rQ,4

(
Q
)

=




0
0
1
0

ρ1c1
0
0




rQ,5

(
Q
)

=




0
0
0
1
0

−ρ2c2
0




rQ,6

(
Q
)

=




0
1
0
0
0
0
0




rQ,7

(
Q
)

=




0
0
0
1
0

ρ2c2
0




(3.13)
Regardons maintenant les 
hamps 
ara
téristiques asso
iés à u1 et u2. On peut introduire la pro-position suivante, relative à 
es vitesses d'onde.Proposition 6 : Les 
hamps 
ara
téristiques asso
iés aux valeurs propres λ3

(
Q
)

= u1 et λ6

(
Q
)

=
u2 sont linéairement dégénérés : pour 
haque état admissible Q, on peut é
rire

∇Qλ3

(
Q
)
.rQ,3

(
Q
)

= ∇Qλ6

(
Q
)
.rQ,6

(
Q
)

= 0 (3.14)Preuve : Cal
ulons tout d'abord les expressions de ∇Qλ3

(
Q
) et de ∇Qλ6

(
Q
). On obtient lesexpressions

∇Qλ3

(
Q
)

= ∇Qu1 = t

(
∂u1

∂s1
,
∂u1

∂s2
,
∂u1

∂u1
,
∂u1

∂u2
,
∂u1

∂p1
,
∂u1

∂p2
,
∂u1

∂α1

)
= t (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)

∇Qλ6

(
Q
)

= ∇Qu2 = t

(
∂u2

∂s1
,
∂u2

∂s2
,
∂u2

∂u1
,
∂u2

∂u2
,
∂u2

∂p1
,
∂u2

∂p2
,
∂u2

∂α1

)
= t (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)

(3.15)Pour 
ha
une de 
es valeurs propres, les équations suivantes peuvent être é
rites
∇Qλ3

(
Q
)
.rQ,3

(
Q
)

= t (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) . t (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0

∇Qλ6

(
Q
)
.rQ,6

(
Q
)

= t (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) . t (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = 0
(3.16)Ce qui 
on
lue la démonstration.Étudions en�n les 
hamps 
ara
téristiques asso
iés aux valeurs λi, i ∈ {2, 4, 5, 7}. Pour 
es 
hamps,le résultat suivant peut être démontréProposition 7 : Les 
hamps 
ara
téristiques asso
iés aux valeurs propres λi

(
Q
)
, i ∈ {2, 4, 5, 7}sont vraiment non-linéaires : nous avons pour 
haque état admissible Q

∇Qλi

(
Q
)
.rQ,i

(
Q
)
6= 0 i ∈ {2, 4, 5, 7} (3.17)Preuve : Cal
ulons tout d'abord les ve
teurs ∇Qλi

(
Q
). Ces ve
teurs s'é
rivent
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∇Qλ2

(
Q
)

= ∇Q (u1 − c1) = t

(
−
(
∂c1
∂s1

)

p1

, 0, 1, 0,−
(
∂c1
∂p1

)

s1

, 0, 0

)

∇Qλ4

(
Q
)

= ∇Q (u1 + c1) = t

(
0,

(
∂c1
∂s1

)

p1

, 0, 1, 0,

(
∂c1
∂p1

)

s1

, 0

)

∇Qλ5

(
Q
)

= ∇Q (u2 − c2) = t

(
−
(
∂c2
∂s2

)

p2

, 0, 1, 0,−
(
∂c2
∂p2

)

s2

, 0, 0

)

∇Qλ7

(
Q
)

= ∇Q (u2 + c2) = t

(
0,

(
∂c2
∂s2

)

p2

, 0, 1, 0,

(
∂c2
∂p2

)

s2

, 0

)

(3.18)
On utilise maintenant les expressions (3.13) des ve
teurs propres à droite dans la base Q pour é
rireles égalités suivantes 
on
ernant les valeurs propres λi, i ∈ {2, 4, 5, 7}

∇Qλ2

(
Q
)
.rQ,2

(
Q
)

= t

(
−
(
∂c1
∂s1

)

p1

, 0, 1, 0,−
(
∂c1
∂p1

)

s1

, 0, 0

)
. t (0, 0, 1, 0,−ρ1c1, 0, 0)

= 1 + ρ1c
2
1

(
∂c1
∂p1

)

s1

∇Qλ4

(
Q
)
.rQ,4

(
Q
)

= t

((
∂c1
∂s1

)

p1

, 0, 1, 0,

(
∂c1
∂p1

)

s1

, 0, 0

)
. t (0, 0, 1, 0, ρ1c1, 0, 0)

= 1 + ρ1c
2
1

(
∂c1
∂p1

)

s1

∇Qλ5

(
Q
)
.rQ,5

(
Q
)

= t

(
−
(
∂c2
∂s2

)

p2

, 0, 1, 0,−
(
∂c2
∂p2

)

s2

, 0, 0

)
. t (0, 0, 0, 1, 0,−ρ2c2, 0)

= 1 + ρ2c
2
2

(
∂c2
∂p2

)

s2

∇Qλ7

(
Q
)
.rQ,7

(
Q
)

= t

((
∂c2
∂s2

)

p2

, 0, 1, 0,

(
∂c2
∂p2

)

s2

, 0, 0

)
. t (0, 0, 0, 1, 0, ρ2c2, 0)

= 1 + ρ2c
2
2

(
∂c2
∂p2

)

s2

(3.19)

Il nous reste alors à montrer que 1 + ρkc
2
k

(
∂ck
∂pk

)

sk

n'est jamais nul pour k = 1, 2. Rappelons quela vitesse du son est dé�nie par c2k =

(
∂pk

∂ρk

)

sk

=

((
∂pk

∂ρk

)

sk

)−1. L'égalité suivante peut alors êtreé
rite
(
∂ck
∂pk

)

sk

=


 ∂

∂pk

((
∂pk

∂ρk

)

sk

)−1



sk

= −1

2

(
∂2ρk

∂p2
k

)

sk

((
∂ρk

∂pk

)

sk

)−3/2 (3.20)Puisque 
haque phase est gouvernée par des lois d'état de type gaz raide, l'utilisation de l'équation
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aniques(1.27.3) permet d'é
rire l'expression de la masse volumique en fon
tion de la pression et de l'entropie,ainsi que ses dérivées premières et se
ondes en fon
tion de la pression
ρk (pk, sk) =

(pk+pk,∞)
1/γk

Cvk
(γk−1)

 expsk − sk,0

Cvk

!1/γk
(3.21.1)

(
∂ρk

∂pk

)

sk

=
(pk + pk,∞)

−
γk−1

γk

Cvk
γ (γk − 1)

(expsk − sk,0

Cvk

)1/γk
(3.21.2)

(
∂2ρk

∂p2
k

)

sk

=
(pk + pk,∞)

−
2γk−1

γk

Cvk
γ2

(expsk − sk,0

Cvk

)1/γk
(3.21.3)À partir de 
es expressions, on peut exprimer la dérivée de la vitesse du son en fon
tion de lapression

(
∂ck
∂pk

)

sk

=
γk − 1

2γk (pk + pk,∞)




(pk + pk,∞)
−

γk−2

γk

Cvk
γ (γk − 1)

(expsk − sk,0

Cvk

)1/γk




−1/2 (3.22)La 
ondition (∂ck
∂pk

)

sk

> 0 est don
 équivalente à l'hypothèse γk > 1, ave
 γk =
Cpk

Cvk

. Cettehypothèse est véri�ée, et nous avons don
 1 + ρkc
2
k

(
∂ck
∂pk

)

sk

> 1 : les 
hamps 
ara
téristiques asso
iésà 
es valeurs propres sont don
 vraiment non-linéaires.3.3 Approximation numérique du système hyperboliqueUne méthode d'approximation numérique de la partie 
onve
tive du modèle à sept équations (3.1)est maintenant présentée. Pour résoudre 
e système, on utilise un s
héma numérique quasi-
onservatifde type volumes �nis. Il est basé sur le s
héma VF-Roe [3, 27℄, qui implique la résolution d'un problèmede Riemann linéarisé pour 
haque interfa
e entre les 
ellules de 
ontr�les du maillage. Nous présentonsdon
 un solveur de Riemann appro
hé avant de développer le s
héma numérique.3.3.1 Solveur de Riemann appro
héLa méthode présentée a été proposée par Andrianov, Saurel et Warne
ke [3℄. Le système d'équationsest formulé en utilisant les variables primitives V = t (α1, ρ1, u1, p1, ρ2, u2, p2). Le problème de Riemannà l'interfa
e entre deux 
ellules s'é
rit
∂V

∂t
+A (V )

∂V

∂x
= 0

V (x, 0) =

{
V L x ≤ 0
V R x > 0

(3.23)
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e paragraphe les valeurs à l'interfa
e φ =
1

2
(φL + φR). La matri
e A du système
onve
tif peut alors être é
rite

A (V ) =




uI 0 0 0 0 0 0

−ρ1 (uI − u1)

α1
u1 ρ1 0 0 0 0

−pI − p1

α1ρ1
0 u1

1

ρ1
0 0 0

−
ρ1c

2
1,I (uI − u1)

α1
0 ρ1c

2
1 u1 0 0 0

ρ2 (uI − u2)

α2
0 0 0 u2 ρ2 0

pI − p2

α2ρ2
0 0 0 0 u2

1

ρ2
ρ2c

2
2,I (uI − u2)

α2
0 0 0 0 ρ2c

2
2 u2




(3.24)
où les valeurs aux interfa
es de uI et pI sont 
al
ulées à partir du ve
teur moyen, et où les vitessesdu son sont données par

c2k =

pk

ρ2
k

−
(
∂ik
∂ρk

)

pk(
∂ik
∂pk

)

ρk

(3.25.1)

c2k,I =

pI

ρ2
k

−
(
∂ik
∂ρk

)

pk(
∂ik
∂pk

)

ρk

(3.25.2)Dans le paragraphe pré
édent, on a montré que le système est hyperbolique, et les ve
teurs propresà droite peuvent être é
rits dans la base V = t (α1, ρ1, u1, p1, ρ2, u2, p2)

r1 (V ) =




α1α2σ1σ2

−c1σ2

(
ρ1

(
σ1 − c21,I

)
+ p1 − pI

)

α1σ2 (u1 − uI)
(
p1 − pI − ρ1c

2
1,I

)
/ρ1

α2σ1

(
ρ2c

2
2,I (uI − u2)

2 − c22 (p2 − pI)
)

−c2σ1

(
ρ2

(
σ2 − c22,I

)
+ p2 − pI

)

α2σ1 (u2 − uI)
(
p2 − pI − ρ2c

2
2,I

)
/ρ2

α2σ1

(
ρ2c

2
2,I (uI − u2)

2 − c22 (p2 − pI)
)




, r2 (V ) =




0
ρ1

−c1
ρ1c

2
1

0
0
0




, r3 (V ) =




0
1
0
0
0
0
0




,

r4 (V ) =




0
ρ1

c1
ρ1c

2
1

0
0
0




, r5 (V ) =




0
0
0
0
ρ2

−c2
ρ2c

2
2




, r6 (V ) =




0
0
0
0
1
0
0




, r7 (V ) =




0
0
0
0
ρ2

c2
ρ2c

2
2


 (3.26)
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aniquesave
 σ1 = c21 + (u1 − uI)
2 et σ2 = c22 + (u2 − uI)

2. Le ve
teur ∆V = V R − V L peut être exprimédans 
ette base en é
rivant
∆V =

7∑

k=1

bkrk (V ) (3.27)ave
 les 
oe�
ients bk donnés par les expressions suivantes, où l'on note ∆Vi la iè 
omposante de
∆V et rki la iè 
omposante de rk.

b1 =
∆V1

r11

b2 =
∆V3ρ1c1 + ∆V4 − b1 (r13ρ1b1 + r14)

2ρ1c21

b3 =
−∆V3ρ1c1 + ∆V4 + b1 (r13ρ1b1 − r14)

2ρ1c21

b4 = ∆V2 − b1r12 − ρ1 (b1 + b3)

b5 =
∆V6ρ2c2 + ∆V7 − b1 (r16ρ2b2 + r14)

2ρ2c
2
2

b6 =
−∆V6ρ2c2 + ∆V7 − b1 (r16ρ2b2 − r14)

2ρ2c22

b7 = ∆V5 − b1r15 − ρ2 (b5 + b6)

(3.28)
Le ve
teur d'état à l'interfa
e du problème de Riemann peut être fa
ilement appro
hé par

V ∗ = V L +
∑

λk<0

bkrk (V ) (3.29)Ce solveur de Riemann peut être utilisé dans un s
héma numérique de type Godunov pour larésolution de la partie 
onve
tive du modèle à sept équations.3.3.2 Résolution numériqueOn utilise un s
héma numérique de type Godunov développé par Andrianov, Saurel et Warne
ke[3℄. Cette méthode est rappelée dans 
e paragraphe. Le système hyperbolique que nous devons résoudres'é
rit sous la forme suivante, en une dimension
∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
+H (U)

∂α1

∂x
= 0 (3.30)où le ve
teur d'état U , le �ux F (U) et le terme non-
onservatif H (U) s'é
rivent

U =




α1ρ1

α1ρ1u1

α1ρ1e1
α2ρ2

α2ρ2u2

α2ρ2e2
α1




F (U) =




α1ρ1u1

α1ρ1u
2
1 + α1p1

α1 (ρ1e1 + p1) u1

α2ρ2u2

α2ρ2u
2
2 + α2p2

α2 (ρ2e2 + p2) u2

0




H (U) =




0
−pI

−pIuI

0
pI

pIuI

uI




(3.31)
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rétisation de ∂α1

∂x
qui reste à déterminer, et U∗

i+1/2

(
U i, U i+1

) le ve
teur d'étatà l'interfa
e entre les 
ellules i et i+1, 
al
ulé en utilisant le solveur de Riemann appro
hé proposé auparagraphe pré
édent. Une dis
rétisation de type Godunov est utilisée pour résoudre les équations dusystème (3.30) sur les masses, les quantités de mouvement et les énergies. Nous notons φn
i la variable

φ dans la 
ellule i à l'instant n. Ce s
héma s'é
rit alors en une dimension
Un+1

i = Un
i − ∆t

∆x

(
F
(
U∗

i+1/2

(
Un

i , U
n
i+1

))
− F

(
U∗

i−1/2

(
Un

i−1, U
n
i

)))
− ∆tH (Un

i ) ∆α1 (3.32)Le développement de 
e système donne les équations suivantes sur les masses, les quantités demouvement et les énergies
(αkρk)

n+1
i = (αkρk)

n
i − ∆t

∆x

(
(αkρkuk)

∗
i+1/2 − (αkρkuk)

∗
i−1/2

)
(3.33.1)

(αkρkuk)
n+1
i = (αkρkuk)

n
i −

∆t

∆x

((
αkρku

2
k + αkpk

)∗
i+1/2

−
(
αkρku

2
k + αkpk

)∗
i−1/2

)

− (−1)k ∆t (pI)
n
i ∆α1 (3.33.2)

(αkρkek)
n+1
i = (αkρkek)

n
i − ∆t

∆x

(
(αkuk (ρkek + pk))

∗
i+1/2 − (αkuk (ρkek + pk))

∗
i+1/2 −

)

− (−1)k ∆t (pI)
n
i (uI)

n
i ∆α1 (3.33.3)Pour déterminer la dis
rétisation ∆α1, le prin
ipe selon lequel un é
oulement uniforme doit resteruniforme dans le temps [1℄ est utilisé. Cela signi�e que, si les pressions et les vitesses phasiques sontégales, elles le restent ave
 notre s
héma numérique. Introduisons don
 dans les équations (3.33)

(uk)
n
i = (uk)

n+1
i = (uk)

∗
i±1/2 = uI = u = 
onstante, k = 1, 2

(pk)
n
i = (pk)

n+1
i = (pk)

∗
i±1/2 = pI = p = 
onstante, k = 1, 2

(3.34)Le système (3.33) devient alors, en notant ik = ek − uk
2

2
l'énergie spé
i�que interne de la phase k

(αkρk)
n+1
i = u (αkρk)

n
i − ∆t

∆x

(
(αkρk)

∗
i+1/2 − (αkρk)

∗
i−1/2

)
(3.35.1)

(αkρk)
n+1
i u = (αkρk)

n
i u − ∆t

∆x

(
u2
(
(αkρk)

∗
i+1/2 − (αkρk)

∗
i−1/2

)
+ p

(
(αk)

∗
i+1/2 − (αk)

∗
i−1/2

))

− (−1)k ∆t p∆α1 (3.35.2)

(αkρkik)
n+1
i = (αkρkik)

n
i − ∆t

∆x
u
(
(αkρkik)

∗
i+1/2 − (αkρkik)

∗
i−1/2 + p

(
(αk)

∗
i+1/2 − (αk)

∗
i−1/2

))

− (−1)k ∆t pu∆α1 (3.35.3)Si l'on multiplie l'équation (3.35.1) par −u et on somme le résultat ave
 l'équation (3.35.2), l'ex-pression de ∆α1 peut être trouvée. Elle s'é
rit
∆α1 = (−1)k+1

(αk)
∗
i+1/2 − (αk)

∗
i−1/2

∆x
(3.36)



90 Chapitre 3. Méthodes de relaxation pour la modélisation des déséquilibres mé
aniquesL'introdu
tion de 
ette expression dans l'équation (3.35.3) nous permet de simpli�er 
elle-
i, quidevient
(αkρkik)

n+1
i = (αkρkik)

n
i − ∆t

∆x
u
(
(αkρkik)

∗
i+1/2 − (αkρkik)

∗
i−1/2

) (3.37)Des équations d'état de type gaz raide sont appliquées aux deux phases. L'énergie interne phasiquepeut alors être é
rite ρkik =
p+ γkpk,∞

γk − 1
. C'est don
 une 
onstante, 
e qui permet de trouver ladis
rétisation pour l'équation sur la fra
tion volumique

(αk)
n+1
i = (αk)

n
i − u

∆t

∆x

(
(αk)

∗
i+1/2 − (αk)

∗
i−1/2

) (3.38)Dans le 
as général, notre s
héma numérique s'é
rira sous la forme suivante
(αkρk)

n+1
i = (αkρk)

n
i

− ∆t

∆x

(
(αkρkuk)

∗
i+1/2 − (αkρkuk)

∗
i−1/2

)
(3.39.1)

(αkρkuk)
n+1
i = (αkρkuk)

n
i

− ∆t

∆x

((
αkρku

2
k + αkpk

)∗
i+1/2

−
(
αkρku

2
k + αkpk

)∗
i−1/2

)

+ (−1)k+1 (pI)
n
i

∆t

∆x

(
(α1)

∗
i+1/2 − (α1)

∗
i−1/2

)
(3.39.2)

(αkρkek)
n+1
i = (αkρkek)

n
i

− ∆t

∆x

(
(αkuk (ρkek + pk))

∗
i+1/2 − (αkuk (ρkek + pk))

∗
i+1/2

)

+ (−1)k+1 (pI)
n
i (uI)

n
i

∆t

∆x

(
(α1)

∗
i+1/2 − (α1)

∗
i−1/2

)
(3.39.3)

(α1)
n+1
i = (α1)

n
i − u

∆t

∆x

(
(α1)

∗
i+1/2 − (α1)

∗
i−1/2

)
(3.39.4)3.4 Méthodes de relaxation des pressions et des vitesses3.4.1 Méthode à pas fra
tionnairesUne méthode à pas fra
tionnaires est utilisée pour implémenter les méthodes de relaxation despressions et des vitesses [54, 45℄ : une fois le pas 
onve
tif résolu, on résout les équations di�érentiellesordinaires asso
iées à la relaxation des vitesses puis 
elles asso
iées à la relaxation des pressions. Larelaxation des vitesses est e�e
tuée en premier, bien que le temps de relaxation des pressions soit trèsinférieur à 
elui des vitesses. Cet ordre a une importan
e : nous pouvons voir que le terme de traînée

Md est présent dans les équations d'évolution des pressions du système (3.1), et don
 la relaxation desvitesses a une in�uen
e sur les pressions de 
haque phase, alors que la relaxation des pressions n'a pasd'in�uen
e sur les vitesses. E�e
tuer la relaxation des vitesses avant 
elles des pressions permet don
d'impli
iter 
omplètement le s
héma numérique pour les relaxations.On utilise l'algorithme suivant pour la résolution du système à deux vitesses et deux pressions ave
relaxations- Cal
ul des ve
teurs d'état après le pas 
onve
tif W n+1/2 = Wn +R(W n)- Cal
ul des relaxations des vitesses Wn+1/2
u = W n+1/2 +Ru(W

n+1/2
u )- Cal
ul des relaxations des pressions Wn+1 = W

n+1/2
u +Rp(W

n+1)



3.4. Méthodes de relaxation des pressions et des vitesses 913.4.2 Relaxation des vitessesLa pro
édure de relaxation des vitesses vise à résoudre le système suivant, où l'on ne prend en
ompte que les termes de traînée interfa
iale Md =
ρ

εu
(u2 − u1)

∂

∂t
(α1ρ1) = 0

∂

∂t
(α1ρ1u1) =

ρ

εu
(u2 − u1)

∂

∂t
(α1ρ1e1) = uI .

ρ

εu
(u2 − u1)

∂

∂t
(α2ρ2) = 0

∂

∂t
(α2ρ2u2) = − ρ

εu
(u2 − u1)

∂

∂t
(α2ρ2e2) = −uI .

ρ

εu
(u2 − u1)

∂α1

∂t
= 0

(3.40)
On utilise une méthode de relaxation instantanée des vitesses développée par Saurel et Abgrall [77℄,où l'on suppose que εu = 0, et une méthode de relaxation à temps �ni (εu > 0) qui en est dire
tementinspirée. Dans les présentations des méthodes de relaxation qui suivent, nous noterons φ0

k les variablesissues du pas 
onve
tif et φ∗k les variables après relaxation des vitesses.Relaxation instantanée (εu = 0)On peut fa
ilement déduire du système (3.40) les deux équations suivantes sur les vitesses uk

∂

∂t
(α1ρ1u1 + α2ρ2u2) = 0 (3.41.1)

∂

∂t
(u2 − u1) = − ρ

εp

(
1

α1ρ1
+

1

α2ρ2

)
(u2 − u1) (3.41.2)D'après l'équation (3.40), les masses volumiques partielles α1ρ1 et α2ρ2 sont 
onstantes pendant larelaxation des vitesses. Les équations pré
édentes peuvent don
 être intégrées, 
e qui donne

α1ρ1u
∗
1 + α2ρ2u

∗
2 = α1ρ1u

0
1 + α2ρ2u

0
2 (3.42.1)

u∗2 − u∗1 =
(
u0

2 − u0
1

) exp(− ρt
εu

(
1

α1ρ1
+

1

α2ρ2

))
(3.42.2)Puisque les masses volumiques partielles sont 
onstantes, la densité de mélange ρ = α1ρ1 + α2ρ2l'est aussi. On déduit que la fra
tion massique Yk =

αkρk

ρ
est également 
onstante (Y ∗

k = Y 0
k ), tout
omme la vitesse d'interfa
e uI =

α1ρ1u
∗
1 + α2ρ2u

∗
2

ρ
= Y ∗

1 u
∗
1 +Y ∗

2 u
∗
2, selon l'équation (3.42). Supposonsque εu = 0. Ce
i est équivalent à 
her
her la solution du système pré
édent lorsque t→ ∞, 
'est-à-dire
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aniquestrouver la solution stationnaire du système. On peut fa
ilement voir que l'équation (3.42.2) devientalors
u∗2 − u∗1 = 0 (3.43)Une solution du système (3.42) peut don
 être déterminée

u∗1 = u∗2 =
α1ρ1u

0
1 + α2ρ2u

0
2

ρ
(3.44)On retrouve i
i l'expression de la vitesse interfa
iale uI , qui 
orrespond don
 à la vitesse d'équilibrede l'é
oulement diphasique. Il nous faut maintenant retrouver la variation d'énergie due aux relaxationsdes vitesses. La manipulation du système (3.40) permet l'obtention des équations d'évolution desénergies internes ik = ek − u2

k

2

αkρk
∂ik
∂t

= uI .
∂uk

∂t
− ∂u2

k/2

∂t
(3.45)En rappelant que uI est 
onstante en fon
tion du temps, selon l'équation (3.41.1), on appro
hel'intégration de 
ette équation par

i∗k = i0k + uI

(
u∗k − u0

k

)
− 1

2

(
(u∗k)

2 −
(
u0

k

)2) (3.46)et le résultat u1 = uI est utilisé pour réé
rire 
ette équation sous la forme
i∗k = i0k +

1

2

(
uI − u0

k

)2 (3.47)Relaxation à temps �ni (εu > 0)Le temps de relaxation εu est maintenant 
onsidéré 
omme étant supérieur à zéro. Avant d'intégrerle système (3.40), on note que la vitesse d'interfa
e est 
onstante (uI = Y ∗
1 u

∗
1 + Y ∗

2 u
∗
2 = Y 0

1 u
0
1 + Y 0

2 u
0
2)puisque les masses volumiques partielles αkρk et la quantité de mouvement du mélange sont 
onstantesdurant la relaxation. L'intégration entre les temps t = 0 et t = ∆t, où ∆t est le pas de temps del'étape 
onve
tive, donne

α1ρ1u
∗
1 + α2ρ2u

∗
2 = α1ρ1u

0
1 + α2ρ2u

0
2 (3.48.1)

(u∗2 − u∗1) =
(
u0

2 − u0
1

) exp(−ρ∆t
εu

(
1

α1ρ1
+

1

α2ρ2

))
(3.48.2)que l'on peut transformer sous la forme

u∗1 = uI − Y2

(
u0

2 − u0
1

) exp(− 1

εu

1

Y1Y2
∆t

)

u∗2 = uI + Y1

(
u0

2 − u0
1

) exp(− 1

εu

1

Y1Y2
∆t

) (3.49)L'intégration des équations sur les énergies donne à nouveau les expressions suivantes sur les énergiesinternes
i∗k = i0k + uI

(
u∗k − u0

k

)
− 1

2

(
(u∗k)

2 −
(
u0

k

)2) (3.50)



3.4. Méthodes de relaxation des pressions et des vitesses 933.4.3 Relaxation des pressionsLa relaxation des pressions vise à résoudre le système 
ontenant les termes fon
tions de α̇1 =
pI

ε
(p1 − p2). Ce système d'équations di�érentielles ordinaires s'é
rit sous la forme suivante

∂

∂t
(α1ρ1) = 0

∂

∂t
(α1ρ1u1) = 0

∂

∂t
(α1ρ1e1) = −pI

∂α1

∂t

∂

∂t
(α2ρ2) = 0

∂

∂t
(α2ρ2u2) = 0

∂

∂t
(α2ρ2e2) = pI

∂α1

∂t

∂α1

∂t
=

1

εp pI
(p1 − p2)

(3.51)
On reprend la méthode de Lallemand [54℄ pour la relaxation instantanée des pressions. Cependant,e�e
tuer une relaxation instantanée du système revient à utiliser le modèle à deux vitesses et deuxpressions pour résoudre le modèle bi-�uide 
lassique à une seule pression, et les problèmes inhérents à
e dernier modèle apparaissent également lorsque l'on e�e
tue une relaxation instantanée des pressions[45℄. Une méthode de relaxation des pressions à temps �nis a don
 également été développée, pourque 
elles-
i restent di�érentes. Dans les paragraphes suivants, les notations φ0 et φ∗ désigneront lavariable φ avant et après la pro
édure de relaxation, respe
tivement.Relaxation instantanée (εp = 0)La méthode de relaxation instantanée des pressions développée par Lallemand [54℄ est développéepour N phases gouvernées par des équations d'état de type gaz raide, données par les relations (1.27).Dans le 
as N = 2, qui est présenté dans 
e paragraphe, la pro
édure de relaxation est dire
te. On
her
he à résoudre les équations sur les énergies phasiques

∂α1ρ1e1
∂t

= −pI
∂α1

∂t

∂α2ρ2e2
∂t

= pI
∂α1

∂t

(3.52)L'intégration de 
es équations entre les bornes 0 et ∆t, ave
 ∆t le pas de temps du pas 
onve
tif,donne les expressions
(α1ρ1e1)

∗ − (α1ρ1e1)
0 = −

∫ ∆t

0
pIdt

(α2ρ2e2)
∗ − (α2ρ2e2)

0 =

∫ ∆t

0
pIdt

(3.53)
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aniquesNous e�e
tuons le 
hangement de variable dα1 =
∂α1

∂t
dt pour obtenir les expressions

(α1ρ1e1)
∗ − (α1ρ1e1)

0 = −
∫ α∗

1

α0
1

pIdα1

(α2ρ2e2)
∗ − (α2ρ2e2)

0 =

∫ α∗

1

α0
1

pIdα1

(3.54)Une approximation trapézoïdale est utilisée pour l'évaluation des intégrales des expressions pré
é-dentes
∫ α∗

1

α0
1

pIdα1 ≈ p0
I + p∗I

2

(
α∗

1 − α0
1

) (3.55)Puisque les deux phases sont gouvernées par des équations d'état de type gaz raide, l'énergie de
haque phase véri�e
αkρkek = αk

p+ γkpk,∞

γk − 1
+ αkρk

u2
k

2
(3.56)On remarque que les masses αkρk et les vitesses uk sont 
onstantes durant la pro
édure de relaxationdes pressions. Les équations (3.54) peuvent alors être manipulées pour devenir

α∗
1 (p∗1 + γ1p1,∞) − α0

1

(
p0
1 + γ1p1,∞

)
− = − (γ1 − 1)

p0
I + p∗I

2
∆α1

α∗
2 (p∗2 + γ2p2,∞) − α0

2

(
p0
2 + γ2p2,∞

)
− = (γ2 − 1)

p0
I + p∗I

2
∆α1

(3.57)où ∆α1 = α∗
1 − α0

1. Puisqu'une relaxation instantanée est e�e
tuée, les pressions sont égales entreelles à l'instant ∆t, d'où l'on déduit l'égalité p∗1 = p∗2 = p∗I = p∗. Le système pré
édent nous permetd'obtenir une équation du se
ond degré sur ∆α1

A0 +A1∆α1 +A2 (∆α1)
2 = 0 (3.58)ave


A0 = α0
1α

0
2

(
p0
1 − p0

2

)

A1 =
1

2

(
α0

1

(
(γ2 + 1)

(
p0
1 + p2,∞

)
+ (γ2 − 1)

(
p0

I + p2,∞

))

+α0
2

(
(γ1 + 1)

(
p0
2 + p1,∞

)
+ (γ1 − 1)

(
p0

I + p1,∞

)))

A2 =
1

2

(
(γ1 − γ2) p

0
I + (γ2 + 1) γ1p1,∞ − (γ1 + 1) γ2p2,∞

)

(3.59)
Notons que la positivité du dis
riminant ∆ = A2

1 − 4A0A2 n'est pas assurée dans 
ette équation, etdon
 que nous ne sommes pas 
ertains d'obtenir une solution ave
 
ette méthode. Remarquons aussique, lorsque nous 
her
hons les ra
ines de 
e polyn�me, des erreurs d'arrondis peuvent survenir dufait des di�éren
es d'ordres de grandeur entre A1 et √
∆ d'une part (ave
 ∆ = A2

1 − 4A0A2), et ladi�éren
e | A1 | −
√

∆ d'autre part, 
e qui peut mener à des problèmes numériques. Ces ra
ines serontdon
 évaluées en utilisant les formules suivantes pour éviter 
e problème numérique
da∗1 = −sign (A1)

| A1 | +
√

∆

2A2
da∗2 = −sign (A1)

2A0

| A1 | +
√

∆
(3.60)



3.4. Méthodes de relaxation des pressions et des vitesses 95Il faut maintenant déterminer quelle ra
ine utiliser pour obtenir la fra
tion volumique après re-laxation des pressions. Tout d'abord, l'équation (3.57) permet d'obtenir la relation suivante entre lespressions et la variation de la fra
tion volumique
(
p0
1 − p0

2

)
=

(
1

α0
1

(
γ1 − 1

2
p0

I +
γ1 + 1

2
p0
1 + γ1p1,∞

)
+

1

α0
2

(
γ2 − 1

2
p0

I +
γ2 + 1

2
p0
2 + γ2p2,∞

))
∆α1(3.61)Remarquons que le signe de ∆α1 est le même que 
elui de p0

1 − p0
2. La ra
ine est don
 
hoisie de lamanière suivante :- Si les ra
ines sont de signes di�érents, nous prenons la valeur qui a le même signe que p0

1 − p0
2- Si elles ont le même signe, nous prenons la valeur qui véri�e α0

1 + ∆α1 ∈ [0, 1].La valeur de la fra
tion volumique après relaxation, α∗
1, est don
 obtenue. Les équations (3.57) sontalors utilisées pour mettre à jour les énergies phasiques et �nir le pro
essus de relaxation.Relaxation à temps �ni (εp > 0)Une méthode de relaxation des pressions à temps �ni est maintenant développée. Pour 
ela, on
her
he à résoudre impli
itement le système d'équations di�érentielles ordinaires (3.51) à l'instant dupas de temps 
onve
tif ∆t.Le système (3.51) est transformé pour utiliser les pressions 
omme variables d'état. Ce nouveausystème d'équations di�érentielles ordinaires peut être déduit du système (3.1) et s'é
rit

∂

∂t
(α1ρ1) = 0 (3.62.1)

∂

∂t
(α2ρ2) = 0 (3.62.2)

∂u1

∂t
= 0 (3.62.3)

∂u2

∂t
= 0 (3.62.4)

∂p1

∂t
= − 1

εp

C1I

α1pI
(p1 − p2) (3.62.5)

∂p2

∂t
=

1

εp

C2I

α2pI
(p1 − p2) (3.62.6)

∂α1

∂t
=

1

εp

1

pI
(p1 − p2) (3.62.7)Nous rappelons que Ck,I est le module de 
ompressibilité de la phase k à l'interfa
e entre les phaseset s'é
rit, pour les lois d'état de type gaz raide, sous la forme Ck,I = γk (pI + pk,∞). Il ne semble paspossible de trouver une solution analytique à 
es équations, puisque la pression interfa
iale pI n'estpas 
onstante durant la relaxation. Les équations (3.62) sont don
 dis
rétisées sous la forme suivante,où l'exposant 0 indique une valeur avant la pro
édure de relaxation, et ∗ indique une valeur aprèsrelaxation
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p∗1 − p0

1

∆t
= − 1

εp

γ1 (p∗I + p1,∞)

α∗
1p

∗
I

(p∗1 − p∗2)

p∗2 − p0
2

∆t
=

1

εp

γ2 (p∗I + p2,∞)

(1 − α∗
1) p

∗
I

(p∗1 − p∗2)

α∗
1 − α0

1

∆t
=

1

εp

1

p∗I
(p∗1 − p∗2)

(3.63)
Ces équations sont résolues en utilisant une méthode de Newton, 
e qui permet d'obtenir les valeursdes pressions p∗k et de la fra
tion volumique α∗

1 après relaxation des pressions.3.5 Résultats numériques et validation3.5.1 Problème d'interfa
eOn s'intéresse tout d'abord à l'adve
tion de l'interfa
e entre deux �uides purs, a�n de s'assurer quele type de relaxation e�e
tué n'in�ue pas sur 
e phénomène : puisque les phases sont séparées, il ne doitpas y avoir de retour à l'équilibre. Ce 
as-test 
onsiste en un tube de longueur 1 m, rempli à gau
hede l'interfa
e (x < 0.5m) d'eau et à droite d'air, où les deux phases ont une vitesse de 1000m.s1. Lesvaleurs initiales du problème sont résumées dans la tableétat gau
he état droit
ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 1000m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 10−8

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 1000m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 1.0 − 10−8

(3.64)Les �uides ne sont pas tout à fait purs dans 
e 
as-test, mais une petite fra
tion de la phase disperséeest présente de 
haque 
�té : les solveurs de type VF-Roe ne sont pas adaptés aux �uides purs, et 
e
ipourrait mener à des é
he
s numériques. Chaque phase suit une loi d'état de type gaz raide, dont les
oe�
ients thermodynamiques sont les suivants
γair = 1.4 pair,∞ = 0Pa
γeau = 4.4 peau,∞ = 6.0 108 Pa (3.65)Le 
al
ul est e�e
tué sur 1001 n÷uds, en utilisant le modèle à sept équations sans relaxation, ave
relaxations instantanées et ave
 relaxation à temps �nis, où nous prenons εp = 10−6 s et εu = 10−4 s. Lesrésultats pour la masse volumique, les vitesses, les pressions et les fra
tions volumiques sont présentéessur la Figure 3.1. Au
une di�éren
e n'est remarquée entre les di�érentes méthodes de relaxation, 
equi valide les méthodes présentées dans les paragraphes pré
édents pour 
e type de problème.
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Fig. 3.1 � Adve
tion d'une interfa
e entre �uides purs. Résultats après 200µs, sur un maillage de 1001n÷uds.
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aniques3.5.2 Problèmes multi�uidesTube à 
ho
Considérons maintenant un tube à 
ho
 eau-air, qui est un 
as-test proposé par Murrone [66℄. Ce
as-test 
onsiste en un tube de longueur 1.2m, rempli d'un mélange homogène d'air et d'eau, ave
 unefra
tion volumique α1 = 0.5 homogène le long du tube. La partie gau
he du tube (x > 0.7m) est àhaute pression, alors que la partie droite est sous pression atmosphérique. Les 
onditions initiales de
e 
as-test sont les suivantes état gau
he état droit
ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 109 Pa
α1 = 0.5

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.5

(3.66)Les deux phases sont à nouveau gouvernées par les équations de type gaz raide. Pour déterminer letemps de relaxation des vitesses, la vis
osité dynamique de l'eau est égale à µ2 = 1.0 10−3 Pa.s, et noussupposons que le rayon des bulles est donné par R = 510−4 m. A�n de 
onnaître à priori la masse vo-lumique et la vitesse relative, né
essaire pour le 
al
ul du nombre de Reynolds, un solveur de Riemannexa
t pour les équations d'Euler [89℄ est utilisé, 
e qui permet de simuler des 
ho
s monophasiques pourl'eau et l'air, ave
 les données initiales présentées 
i-dessus. Les valeurs des variables d'état à x = 0.7sont ré
upérées. On obtient pour les masses volumiques ρair = 28.8 kg.m−3 et ρeau = 910 kg.m−3,pour les vitesses uair = 2770m.s−1 et ueau = 232m.s−1, et pour les pressions pair = 4.61 108 m.s−1et peau = 4.56 108 m.s−1. Pour l'évaluation de Re, nous avons pris αair = 0.5, 
e qui donne, selon lesformules du paragraphe 1.3.2, Re = 1.15 106, CD = 2.64 10−2 et en�n εu = 2.05 10−5 s. Le temps derelaxation des pressions est lui égal à εp = 2.11 10−7 s.Les 
al
uls sont e�e
tués sur un maillage de 1201 n÷uds, en utilisant des méthodes de relaxationsen utilisant 
omme 
ondition CFL la valeur min(0.005n, 0.8), où n représente le nombre d'itérations.En e�et, une 
ondition CFL égale à 0.8 dès le début du 
al
ul peut mener à des é
he
s numériqueslors de 
ho
s violents : les vitesses des ondes sont sous-estimées au début du test à 
ause des vitessesinitiales nulles. Les résultats après 200 µs sont présentés sur la Figure 3.2 pour les relaxations instan-tanées et les relaxations à temps �nis.La solution se 
ompose d'une détente, d'une surfa
e de 
onta
t et d'un 
ho
. Les résultats obtenusave
 les relaxations instantanées sont en ex
ellent a

ord ave
 
eux de Murrone [66℄, qui avait égalementréalisé 
e test en utilisant des méthodes de retours immédiats à l'équilibre pour les vitesses et lespressions. Lorsque l'on 
ompare les résultats obtenus ave
 les di�érents modèles de relaxation, ons'aperçoit qu'au niveau du 
onta
t, les vitesses et pressions sont égales, alors que dans les zones dedétente et de 
ho
, on note une di�éren
e entre les résultats obtenus ave
 des relaxations instantanées,et 
eux obtenus ave
 des relaxations à temps �nis. En e�et, les vitesses et les pressions des phasessont stri
tement identiques entre elles pour les relaxations instantanées, alors qu'elles sont di�érentesà la fois dans la zone de 
ho
 et 
elle de détente pour des temps de relaxation non nuls. De plus, onremarque un pi
 de la vitesse de l'air dans la zone de 
ho
 ; 
e phénomène sera retrouvé lorsqu'onutilisera une appro
he par modèle réduit dans le 
hapitre 4. La fra
tion massique n'est pas 
onstantedans la zone de 
ho
 ; 
e phénomène sera étudié dans le 
hapitre 5. La se
onde variation de 
ettefra
tion, au niveau du 
onta
t, est un e�et transitoire, qui se dépla
e vers la droite et s'atténue dansle temps.
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Fig. 3.2 � Tube à 
ho
 multi�uide. Résultats après 200µs, sur un maillage de 1201 n÷uds.
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aniquesMélange ρ1 (kg.m−3) ρ2 (kg.m−3) α1Époxy-Spinel 1185 3622 0.595Époxy-Enstatite 1185 3622 0.54Époxy-Péri
lase 1185 3584 0.569Uranium-Molybdène 18930 10208 0.814Tab. 3.1 � Données initiales pour les di�érents problèmes d'Hugoniot.Propagation d'ondes de 
ho
Nous souhaitons maintenant valider nos méthodes de relaxation à partir de données expérimentales.On s'intéresse don
 au problème d'Hugoniot pour des alliages solides. Ce problème 
onsiste en un tubed'alliage sur lequel frappe un piston, 
omme s
hématisé sur la Figure 3.3. De nombreuses expérien
esont été réalisées sur 
e problème, et un grand nombre d'entre elles ont été regroupées par Bushman,Lomonosov et Khish
henko [11℄. Des résultats d'expérien
es de Marsh [63℄, qui a mesuré la vitesse du
ho
, ainsi que la pression, le volume spé
i�que et la fra
tion volumique après le 
ho
, sont utiliséspour la validation des 
al
uls. Des 
al
uls numériques sur 
e problème ont été réalisés à de nombreusesreprises par Saurel et al. [77, 80, 30℄.
Fig. 3.3 � Prin
ipe du problème d'Hugoniot.Nous réalisons nos simulations numériques sur des maillages de 5000 n÷uds, ave
 un nombre deCFL de 0.8, sauf aux premières itérations où il est égal à 0.005n, ave
 n le nombre d'itérations, a�nd'éviter les é
he
s numériques dus à la dis
ontinuité initiale entre le mélange à l'état initial et la 
ondi-tion au bord d'impa
t du piston. Les valeurs du 
oe�
ient de traînée et de la vis
osité de 
ompa
tionn'ont pas été trouvées pour les di�érents mélanges étudiés, 
e qui nous empê
he d'utiliser les équa-tions (1.56) et (1.64) pour déterminer les temps de relaxation. Ils ont don
 été �xés arbitrairement à

εp = 10−12 s et εu = 10−7 s.Des 
as-tests sont e�e
tués sur des mélanges d'époxy-spinel, époxy-enstatite, époxy-péri
lase eturanium-molybdène à pression p = 105 Pa. Les données initiales pour 
es 
as-tests sont données dansla Table 3.1 ; 
haque matériau est modélisé par des équations de type gaz raide dont les paramètresthermodynamiques sont présentés dans la Table 3.2. Les simulations sont réalisées en utilisant des vi-tesses de piston allant de 500 à 4000 m.s−1, sauf pour le mélange uranium-molybdène où les vitesses dupiston sont 
omprises entre 300 et 2400 m.s−1. Les Figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 présentent les di�érentsrésultats pour le modèle à deux vitesses et deux pressions, ave
 relaxations instantanées et relaxationsà temps �ni. Les di�éren
es entre les résultats sont surtout visibles lorsque l'on regarde la fra
tionvolumique.Les di�érentes �gures montrent que les méthodes de relaxations instantanées et 
elles de relaxa-tions à temps �nis donnent des résultats équivalents et en bon a

ord ave
 les données expérimentales.L'é
art entre les deux modèles est inférieur à la dispersion des résultats expérimentaux, mais il sembleque les relaxations à temps �ni donnent des résultats qui semblent un peu plus pro
hes des données



3.5. Résultats numériques et validation 101Matériau γ p∞ (Pa)Époxy 2.43 5.3 109Spinel 1.62 1.41 1011Enstatite 2.14 4.06 1010Péri
lase 3.49 4.57 1010Uranium 3.17 4.04 1010Molybdène 2.98 9.33 1010Tab. 3.2 � Propriétés thermodynamiques des di�érents matériaux utilisés pour les problèmes d'Hugo-niot.expérimentales, surtout pour les grandes vitesses d'impa
t. Ce
i est vrai notamment en 
e qui 
on
ernele mélange époxy-spinel (Figure 3.4). Les résultats de 
e modèle aussi des données expérimentales, parrapport au modèle ave
 relaxations instantanées, pour le mélange époxy-enstatite (Figure 3.5). Onremarque 
ependant des divergen
es ave
 les résultats expérimentaux, notamment en 
e qui 
on
ernela fra
tion volumique. Les di�érentes méthodes de relaxation donnent en revan
he des résultats numé-riques très pro
hes pour les mélanges époxy-péri
lase (Figure 3.6) et uranium-molybdène (Figure 3.7),sauf en 
e qui 
on
erne les fra
tions volumiques, où nous ne pouvons pas 
on
lure quant au meilleurmodèle. Une expli
ation possible de 
es résultats est le fait que les temps de relaxation utilisés sonttrop petits pour obtenir des di�éren
es visibles pour 
es mélanges.

Fig. 3.4 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-spinel.
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Fig. 3.5 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-enstatite.
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Fig. 3.6 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-péri
lase.
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Fig. 3.7 � Problème d'Hugoniot pour un mélange uranium-molybdène.



3.6. Con
lusion 1053.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, le modèle à deux vitesses et deux pressions pour la simulation des é
oulementsdiphasiques a été présenté. Ce modèle a l'avantage d'être hyperbolique, et il est une alternative sérieuseà l'utilisation du modèle bi-�uide à une pression et deux vitesses.Des méthodes de relaxations à temps �nis ont également été développées pour la relaxation despressions et des vitesses lorsque l'on utilise le modèle à deux vitesses et deux pressions. Ces méthodespermettent de voir 
ertains phénomènes physiques, 
omme la variation des fra
tions massiques dansles zones de 
ho
, et nous avons montré que des relaxations à temps �nis donnent des résultats pluspro
hes des données expérimentales que des relaxations instantanées lorsque la propagation d'ondesde 
ho
 dans des mélanges solides est étudiée.
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Chapitre 4Modèles réduits pour la modélisation desdéséquilibres mé
aniques
Sommaire4.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1074.2 Propriétés mathématiques du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1084.2.1 Hyperboli
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ture des ondes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1104.2.3 Invariants de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124.2.4 Entropie mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124.3 Approximation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1144.3.1 Méthode à pas fra
tionnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1144.3.2 Pas 
onve
tif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1154.3.3 Pas dissipatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194.4 Résultats numériques et validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.4.1 Adve
tion d'interfa
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.4.2 Problèmes multi�uides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254.5 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1354.1 Introdu
tionLa simulation des é
oulements diphasiques se fait généralement au moyen de modèles à une vitesseet deux pressions. La littérature est importante à 
e sujet (Par exemple [31, 28, 62℄) et de nombreux
odes industriels, 
omme Neptune [39℄, utilisent 
e modèle. Cependant 
e modèle est non-hyperbolique[84℄ et peux mener à des problèmes mal posés.Une alternative est d'utiliser un modèle à deux vitesses et deux pressions puis d'appliquer des mé-thodes de relaxations. Cette méthode a été présentée au 
hapitre pré
édent ; le modèle 
onve
tif utiliséest alors hyperbolique, mais 
ette pro
édure à pour prin
ipal in
onvénient son 
oût en terme de tempsde 
al
ul.Dans 
e 
hapitre, nous présentons une nouvelle méthode qui provient du 
heminement inverse. Unmodèle à une vitesse et une pression seulement sera en e�et utilisé. Celui-
i a déjà été étudié dans[49, 67℄ entre autres. Mais puisqu'il ne possède qu'une seule vitesse sous sa forme 
lassique, il n'est pasadapté à la modélisation des é
oulements 
omplexes in
luant des phénomènes de 
ontre-
ourants.107
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aniquesOn utilisera don
 le modèle (2.105), qui est le résultat d'un développement de Chapman-Enskog àl'ordre un ; la pro
édure pour l'obtenir a été présentée dans le paragraphe 2.3. On montrera dans 
e
hapitre que 
e modèle est hyperbolique et dissipatif. De plus, même s'il ne possède qu'une vitesse, lestermes du se
ond ordre permettent de prendre en 
ompte les déséquilibres de vitesse entre les phases.Une approximation numérique de type volumes �nis, utilisant une appro
he par pas fra
tionnaires, seraégalement présentée : elle 
onsiste à d'abord résoudre numériquement le pas 
onve
tif, qui ne prend en
ompte que la partie hyperbolique du système, puis le pas dissipatif dans un se
ond temps. Quelques
as-tests numériques seront en�n présentés, qui mettront en éviden
e la 
apa
ité du modèle à prendreen 
ompte les phénomènes provenant des déséquilibres de vitesse.
4.2 Propriétés mathématiques du modèleLe modèle étudié est le modèle dissipatif à 
inq équations (2.105). En utilisant le ve
teur desvariables 
onservatives W = t (ρY1, ρ, ρu, ρe, α1), nous pouvons é
rire 
e système

∂ρY1

∂t
+ div (ρY1u) = − div (ρY1Y2ur) (4.1.1)

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0 (4.1.2)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + ∇p = 0 (4.1.3)

∂ρe

∂t
+ div ((ρe+ p) u) = div ((h2 − h1) ρY1Y2ur) (4.1.4)

(α1C2 + α2C1)
Dα1

Dt
+ α1α2 (C1 − C2) divu =

(Y1α1C2 − Y2α2C1)ur.∇α1 − α1α2 (C1 div (Y2ur) + C2 div (Y1ur))

−
(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
ur.∇p (4.1.5)ave
 la vitesse relative ur dé�nie par

ur = εu
α1α2

ρ2
(ρ1 − ρ2)∇p = εu

Y1 − α1

ρ
∇p (4.2)Étudions tout d'abord quelques propriétés mathématiques de 
e modèle. Pour simpli�er les é
ri-tures, quelques manipulations algébriques sur le système (4.1) sont e�e
tuées pour le réé
rire en uti-lisant le ve
teur d'état entropique Q = t (s1, s2, u, p, Y1). Le système suivant est alors obtenu, ave


ar =
Y1 − α1

ρ
∇p
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Ds1
Dt

= εu

(
−Y2ar.∇s1 +

Y2

Y1T1
a2

r

)
(4.3.1)

Ds2
Dt

= εu

(
Y1ar.∇s2 +

Y1

Y2T2
a2

r

)
(4.3.2)

Du

Dt
+

1

ρ
∇p = g (4.3.3)

(α1C2 + α2C1)
Dp

Dt
+ C1C2 divu

+εu ((α1Y2C2 − α2Y1C1) ar.∇p+ C1C2ar.∇α1 + C1C2 (α1 divY2ar − α2 divY1ar)) =

εuρ

(
Y1C1

ρ2κ2
+
Y2C2

ρ1κ1

)
a2

r (4.3.4)

∂Y1

∂t
+ div (Y1u) = −εu

ρ
div (ρY1Y2ar) (4.3.5)Dans 
e paragraphe, nous nous limitons au 
as unidimensionnel pour dé
rire les propriétés mathé-matiques du modèle. Ces propriétés sont néanmoins fa
ilement prolongées au 
as multidimensionnel.4.2.1 Hyperboli
itéSi l'on ne 
onsidère que les termes di�érentiels du premier ordre dans le système (4.3), on peuté
rire 
e système sous la forme

∂Q

∂t
+A

(
Q
) ∂Q
∂x

= 0 (4.4)ave
 Q = t (s1, s2, u, p, Y1) et A (Q) qui s'é
rit
A
(
Q
)

=




u 0 0 0 0
0 u 0 0 0

0 0 u
1

ρ
0

0 0 ρĉ2 u 0
0 0 0 0 u




(4.5)Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette matri
e s'é
rit alors P (λ) = (u− λ)3
(
(u− λ)2 − ĉ2

), où ĉest la vitesse du son dans un mélange diphasique [93, 24℄, dé�nie par l'équation
1

ρĉ2
=

α1

ρ1c21
+

α2

ρ2c22
(4.6)Les valeurs propres du système (4.4) peuvent don
 être exprimées

λ1

(
Q
)

= u− ĉ

λ2

(
Q
)

= λ3

(
Q
)

= λ4

(
Q
)

= u

λ5

(
Q
)

= u+ ĉ
(4.7)Toutes 
es valeurs propres sont réelles. Les ve
teurs propres à droite rj asso
iés aux valeurs propres

λj peuvent être é
rits 
omme suit
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r1
(
Q
)

=




0
0
ĉ

−ρĉ2
0




r2
(
Q
)

=




1
0
0
0
0




r3
(
Q
)

=




0
1
0
0
0




r4
(
Q
)

=




0
0
0
0
1




r5
(
Q
)

=




0
0
ĉ
ρĉ2

0




(4.8)
Les valeurs propres du système (4.3) sont toutes réelles, et leurs ve
teurs propres asso
iés engendrent

IR5. Le modèle est don
 hyperbolique.Les ve
teurs propres à gau
he sont 
hoisis lj (Q) de manière à 
e que nous ayons la propriété
li
(
Q
)
.rj

(
Q
)

= δij . Ceux-
i se lisent
l1
(
Q
)

=




0
0
1

2ĉ

− 1

2ρĉ2

0




l2
(
Q
)

=




1
0
0
0
0




l3
(
Q
)

=




0
1
0
0
0




l4
(
Q
)

=




0
0
0
0
1




l5
(
Q
)

=




0
0
1

2ĉ
1

2ρĉ2

0




(4.9)
4.2.2 Stru
ture des ondesOn rappelle dans 
e paragraphe le travail de Murrone [66℄ qui montre que les 
hamps 
ara
téris-tiques asso
iés à la valeur propre u sont linéairement dégénérés, alors que 
eux asso
iés aux autresvaleurs propres sont vraiment non-linéaires. La dé�nition de 
es notions peut être trouvée dans [35℄.On peut tout d'abord é
rire 
ette proposition 
on
ernant les ondes de vitesse u− ĉ et u+ ĉProposition 8 : Les 
hamps 
ara
téristiques asso
iés aux ondes de vitesse λ1

(
Q
)

= u − ĉ et
λ5

(
Q
)

= u+ ĉ sont vraiment non-linéaires : pour 
haque état admissible Q nous avons
∇Qλ1

(
Q
)
.r1
(
Q
)
6= 0 (4.10)

∇Qλ5

(
Q
)
.r5
(
Q
)
6= 0 (4.11)Preuve : on peut obtenir l'égalité suivante à partir des expressions des valeurs propres et des ve
teurspropres

∇Qλ1

(
Q
)
.r1
(
Q
)

= ∇Qλ5

(
Q
)
.r5
(
Q
)

= ĉ+ ρĉ
∂ĉ

∂p
(4.12)
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onsiste à prouver que l'expression ĉ + ρĉ
∂ĉ

∂p
est toujoursnon-nulle. Pour 
ela, remarquons tout d'abord que la masse volumique du mélange ρ et la vitesse duson dans le mélange ĉ véri�ent les relations suivantes

1

ρ
=

2∑

k=1

Yk

ρk
(4.13)

1

(ρĉ)2
=

2∑

k=1

Yk

(ρkck)
2 (4.14)De plus, quelques manipulations algébriques nous permettent de montrer que la dérivée de la vitessedu son dans le mélange ĉ peut être é
rite

∂ĉ

∂φ
= −ĉ

(
(ρĉ)2

2

∂

∂φ

(
1

(ρĉ)2

)
− ρ

∂

∂φ

(
1

ρ

)) (4.15)Si l'expression ĉ est dérivée en fon
tion de la pression p, l'expression suivante est obtenue ave
 l'aidedes équations (4.13) et (4.14)
ĉ+ ρĉ

∂ĉ

∂p
= ĉ− ρĉ3

(
(ρĉ)2

2

∂

∂p

(
2∑

k=1

Yk

(ρkck)
2

)
− ρ

∂

∂p

(
2∑

k=1

Yk

ρk

)) (4.16)qui peut être transformée
ĉ+ ρĉ

∂ĉ

∂p
= ĉ− ρĉ3

(
(ρĉ)2

2

2∑

k=1

Yk
∂

∂p

(
1

(ρkck)
2

)
− ρ

2∑

k=1

Yk
∂

∂φ

(
1

ρk

)) (4.17)Rappelons que la vitesse du son est dé�nie par 1

c2k
=

(
∂ρk

∂p

)

sk

, et introduisons la notation ψk =

(
∂ck
∂p

)

sk

. L'utilisation de 
es expressions permet alors d'é
rire
ĉ+ ρĉ

∂ĉ

∂p
= ĉ− ρĉ3

(
−(ρĉ)2

2

2∑

k=1

2Yk (1 + ρkckψk)

ρ3
kc

4
k

+ ρ

2∑

k=1

Yk

(ρkck)
2

)
(4.18.1)

= ĉ− ρĉ3

(
− (ρĉ)2

2∑

k=1

Yk (1 + ρkckψk)

ρ3
kc

4
k

+
1

ρc2k

)
(4.18.2)

= ρ3ĉ5
2∑

k=1

Yk (1 + ρkckψk)

ρ3
kc

4
k

(4.18.3)Si l'hypothèse ψk =

(
∂ck
∂p

)

sk

> 0 est introduite, alors on peut en déduire (1 + ρkckψk) > 1, etdon

ĉ+ ρĉ

∂ĉ

∂p
> 0 (4.19)Pour les équations d'état de type gaz raide, l'hypothèse ψk > 0 est équivalente à γk > 1, où γkest le rapport des 
haleurs spé
i�ques de la phase k. Cette hypothèse est don
 véri�ée pour 
e type
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aniquesd'équations d'état.On s'intéresse maintenant aux 
hamps 
ara
téristiques asso
iés à l'onde de vitesse u.Proposition 9 : Le 
hamp 
ara
téristique asso
ié à l'onde de vitesse λ2

(
Q
)

= λ3

(
Q
)

= λ4

(
Q
)

= uest linéairement dégénéré : pour i ∈ {2, 3, 4} et pour tous les états admissibles Q nous avons l'égalité
∇Qλi

(
Q
)
.ri

(
Q
)

= 0 (4.20)Preuve : Selon l'expression des valeurs propres λi, i ∈ {2, 3, 4}, l'égalité suivante peut être é
rite
∇Qλi

(
Q
)
.ri

(
Q
)

= t (0, 0, 1, 0, 0) .ri

(
Q
) (4.21)et le résultat de la proposition 9 est obtenu en remplaçant les ve
teurs ri (Q) par leurs expressions(4.8).4.2.3 Invariants de RiemannLes invariants de Riemann ω

(
Q
) du système 
onve
tif du modèle (4.3) sont déterminés dans 
eparagraphe. Ceux-
i sont dé�nis par les équations

∇Qω
(
Q
)
.rk

(
Q
)

= 0 (4.22)Considérons tout d'abord les invariants de Riemann asso
iés à la valeur propre λ1

(
Q
)

= u− ĉ. Sil'on 
her
he des invariants ω tels que ∇Qω est 
olinéaire aux ve
teurs propres à gau
he l2 (Q), l3 (Q) et
l4
(
Q
), l'expression (4.8) du ve
teur propre r1 (Q) permet de voir fa
ilement que les entropies phasiques

s1 et s2 et la fra
tion massique Y1 sont des invariants de Riemann pour 
ette phase. L'évaluation dudernier invariant de Riemann, dont le gradient ∇Qω doit être 
olinéaire au ve
teur l5 (Q), donne
ω = u+

∫

p

1

ρĉ
dp (4.23)Les invariants de Riemann asso
iés à la valeur propre λ1

(
Q
)

= u− ĉ sont don

{
s1, s2, Y1, u+

∫

p

1

ρĉ
dp

} (4.24)Examinons maintenant les invariants de Riemann asso
iés à la valeur propre λ5

(
Q
)

= u + ĉ. Lamême pro
édure que pré
édemment donne les quatre valeurs suivantes
{
s1, s2, Y1, u−

∫

p

1

ρĉ
dp

} (4.25)En�n, les invariants de Riemann asso
iés à l'onde de vitesse u sont fa
ilement trouvés. Ce sont
{u, p} (4.26)4.2.4 Entropie mathématiqueNous montrons dans 
e paragraphe que le modèle à 
inq équations obtenu par les développementsde Chapman-Enskog à l'ordre un véri�e le prin
ipe d'entropie, et plus pré
isément que les termes duse
ond ordre engendrent une produ
tion d'entropie physique pour 
haque phase. Ce système possèdedon
 deux entropies indépendantes. Du point de vue mathématique, 
ela se traduit par les deux pro-priétés suivantes relatives aux entropies phasiques s1 et s2 du modèle (4.3)



4.2. Propriétés mathématiques du modèle 113Proposition 10 : Les paires (−α1ρ1s1,−α1ρ1s1u) et (−α2ρ2s2,−α2ρ2s2u) sont des paires entropie- �ux d'entropie pour le système (4.3) privés de ses termes du se
ond-ordre, tout 
omme les 
ombinai-sons 
onvexes de 
es deux paires.Proposition 11 : Les paires (−α1ρ1s1,−α1ρ1s1u) et (−α2ρ2s2,−α2ρ2s2u) sont des paires entropie- �ux d'entropie 
onsistantes ave
 les termes du se
ond ordre du système (4.3).Preuves : Rappelons tout d'abord les équations (4.3.1) et (4.3.2), qui gouvernent les évolutions desentropies spé
i�ques phasiques, et les équations sur les masses volumiques de 
haque phase obtenuesà partir des équations (4.1.1) et (4.1.2)
∂s1
∂t

+ u.∇s1 = εu

(
−Y2ar.∇s1 +

Y2

Y1T1
a2

r

)
(4.27.1)

∂s2
∂t

+ u.∇s2 = εu

(
Y1ar.∇s2 +

Y1

Y2T2
a2

r

)
(4.27.2)

∂

∂t
(α1ρ1) + div (α1ρ1u) = −εu div (ρY1Y2ar) (4.28.1)

∂

∂t
(α2ρ2) + div (α2ρ2u) = εu div (ρY1Y2ar) (4.28.2)Ces équations peuvent être 
ombinées pour obtenir les équations qui gouvernent les entropies de
haque phase αkρksk

− ∂

∂t
(α1ρ1s1) − div (α1ρ1s1u) = εu

( div (ρY1Y2s1ar) −
ρY2

T1
a2

r

)
(4.29.1)

− ∂

∂t
(α2ρ2s2) − div (α2ρ2s2u) = εu

(
− div (ρY1Y2s2ar) −

ρY1

T2
a2

r

)
(4.29.2)Si l'on ne tient pas 
ompte des termes d'ordre εu, 
es équations peuvent être simpli�ées

− ∂

∂t
(α1ρ1s1) − div (α1ρ1s1u) = 0 (4.30.1)

− ∂

∂t
(α2ρ2s2) − div (α2ρ2s2u) = 0 (4.30.2)
e qui donne le résultat de la Proposition 10. Montrons maintenant que 
es paires sont 
onsistantesave
 les termes du se
ond ordre. Nous rappelons qu'une entropie mathématique η (Q) est 
onsistanteave
 des termes du se
ond ordre s'il existe trois fon
tions régulières G (Q), H (Q,∇.Q) et S (Q) quivéri�ent l'équation

∂η
(
Q
)

∂t
+ ∇.G

(
Q
)

= ∇.H
(
Q,∇.Q

)
+ S

(
Q,∇.Q

) (4.31)où G (Q) est le �ux dé�ni dans la paire entropie - �ux d'entropie et S (Q,∇.Q) ≤ 0. Dans le 
asprésent, selon les équations (4.29), nous prenons
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η1

(
Q
)

= −α1ρ1s1 η2

(
Q
)

= −α2ρ2s2

G1

(
Q
)

= −α1ρ1s1u G2

(
Q
)

= −α2ρ2s2u

H1

(
Q,∇.Q

)
= εuρY1Y2s1ar H2

(
Q,∇.Q

)
= −εuρY1Y2s1ar

S1

(
Q,∇.Q

)
= −εuρ

Y2

T1
a2

r S2

(
Q,∇.Q

)
= −εuρ

Y1

T2
a2

r

(4.32)

e qui 
on
lut la preuve de la Proposition 11.Une entropie de mélange peut alors être dé�nie : η = η1 + η2, et les fon
tions G = G1 + G2,

H = H1 + H2 et S = S1 + S2 y sont asso
iées pour montrer que 
ette entropie est une entropiemathématique 
onsistante ave
 les termes du se
ond ordre.4.3 Approximation numérique4.3.1 Méthode à pas fra
tionnairesOn se pla
e dans 
e paragraphe au 
as unidimensionnel. La solution du système (4.1) est appro
héeen fra
tionnant 
e système en plusieurs pas, 
omme l'ont e�e
tué Guillard et Duval [40℄ pour un modèlemultiphasique isotherme 
omportant aussi des termes du se
ond ordre. Le premier pas 
onsiste à larésolution du système 
onve
tif privés des termes du se
ond ordre. Durant 
e pas, le temps est avan
éd'un pas de temps ∆t = tn+1− tn. Si le ve
teur d'état est noté W = t (ρY1, ρ, ρu, ρe, α1), nous pouvonsé
rire 
e pas 
onve
tif
W̃

n+1 −Wn

∆t
+ ∇.F (Wn) +H (W n) divu = B (Wn) (4.33)où W̃n+1 représente la solution numérique du pas 
onve
tif et où les di�érents termes s'expriment
omme suit

F (W ) =




ρY1u
ρu

ρu2 + p
(ρe+ p) u
α1u



H (W ) =




0
0
0
0

− α1C2

α1C2 + α2C1



B (W ) =




0
ρg
ρug
0
0




(4.34)Une fois que la solution intermédiaire W̃n+1 est 
onnue, nous e�e
tuons un nouveau pas, qui seraappelé pas dissipatif, et 
orrespond à l'intégration des termes du se
ond ordre. Ce pas s'é
rit
Wn+1 − W̃

n+1

∆t
= εuDa

(
Wn+1,a,∇.W n+1,a

)
.∇αn+1,a

1

+εuDs

(
Wn+1,s,∇.W n+1,s

)
||∇pn+1,s||2

−εuDc

(
Wn+1,∇.W n+1

)

(4.35)où Wn+1,a et W n+1,s sont des états intermédiaires qui seront expli
ités dans la suite, et où lestermes Da, Ds et Dc s'é
rivent



4.3. Approximation numérique 115
Da (W,∇.W ) = t

(
0, 0, 0, 0,

Y1α1C2 − Y2α2C1

α1C2 + α2C1
ar

)

Ds (W,∇.W ) = t

(
0, 0, 0, 0,− Y1 − α1

ρ (α1C2 + α2C1)

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

))

Dc (W,∇.W ) = t (∇. (ρY1Y2ar) , 0, 0,∇. ((h1 − h2) ρY1Y2ar) , α1α2 (C1 div (Y2ar) + C2 div (Y1ar)))Le terme Da (W,∇.W ) .∇α sera appelé dans la suite le �terme d'adve
tion dissipative�, et le terme
Dc (W,∇.W ) sera nommé le �terme de 
onve
tion dissipative�, 
ar ils ont des formes analogues à destermes d'adve
tion et de di�usion, respe
tivement. En�n, le dernier terme Ds (W,∇.W ) ||∇p||2 estappelé �terme sour
e dissipatif�.Le développement des méthodes numériques a été e�e
tué en utilisant des équations d'état de typegaz raide pour les deux phases. Dans 
e 
as, le terme κk =

(
∂ik
∂ρk

)

pk

, qui apparaît dans l'expressiondu terme sour
e dissipatif, peut être é
rit κk =
1

(γk − 1) ρk
.4.3.2 Pas 
onve
tifPour la résolution du pas 
onve
tif, (4.33) un s
héma quasi-
onservatif de type volumes �nis estutilisé. Il est basé sur les solveurs VFRoe-n
v [10℄. Le problème de Riemann peut être é
rit de la manièresuivante, où l'on utilise les indi
es L et R pour noter les états à gau
he et à droite de l'interfa
e

∂Q

∂t
+A

(
<Q>

) ∂Q
∂x

= 0

Q (x, 0) =

{
Q

L
x < 0

Q
R

x > 0

(4.37)ave
 Q = t (s1, s2, u, p, Y1, ), <.>=
(.)L + (.)R

2
et A (<Q>) la matri
e dé�nie par l'équation (4.5).La solution appro
hée de l'état à l'interfa
e est notée Q∗

LR
. Elle est donnée par

Q∗
LR

= Q
L

+
∑

λi<0

tli
(
<Q>

)(
Q

R
−Q

L

)
ri

(
<Q>

)

= Q
R
−
∑

λi>0

tli
(
<Q>

)(
Q

R
−Q

L

)
ri

(
<Q>

) (4.38)où λi sont les valeurs propres (4.7), ri

(
Q
) sont les ve
teurs propres à droite (4.8) et li (Q) sont lesve
teurs propres à gau
he (4.9).Pour résoudre numériquement le système, on transforme l'équation sur la fra
tion volumique α1

∂α1

∂t
+ u.

∂α1

∂x
+
α1α2 (C1 − C2)

α1C2 + α2C1

∂u

∂x
= 0 (4.39)qui devient

∂α1

∂t
+

∂

∂x
(α1u) −

α1C2

α1C2 + α2C1

∂u

∂x
= 0 (4.40)
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aniquesCette réé
riture sera justi�ée dans la suite de 
e paragraphe. Nous introduisons le ve
teur d'étatsous la forme W = t (ρY1, ρ, ρu, ρe, α1) 
orrespondant à Q, et parti
ulièrement W ∗
i+1/2 la solution auproblème de Riemann (4.37) entre les états Q

i
et Q

i+1
, é
rite ave
 les variables t (ρY1, ρ, ρu, ρe, α1).Le système à une vitesse et une pression peut être é
rit

∂W

∂t
+
∂F (W )

∂x
+B (W )

∂u

∂x
= 0 (4.41)ave
 B (W ) = t

(
0, 0, 0, 0,− α1C2

α1C2 + α2C1

). Regardons tout d'abord la partie 
onservative
∂W

∂t
+
∂F (W )

∂x
= 0 (4.42)Cette partie est dis
rétisée sur 
haque 
ellule du maillage

W n+1,c
i −W n

i

∆t
+
F
(
W ∗

i+1/2

)
− F

(
W ∗

i−1/2

)

∆xi
= 0 (4.43)où W ∗

i+1/2 est la solution du problème de Riemann linéarisé entre les états W i et W i+1. Le ve
teur�ux F (W ∗
ij

) peut être exprimé 
omme suit
F
(
W ∗

i+1/2

)
=




(ρY1u)
∗
i+1/2

(ρu)∗i+1/2(
ρu2
)∗
i+1/2

+ p∗i+1/2

((ρe+ p)u)∗i+1/2

(α1)
∗
i+1/2




(4.44)La partie non 
onservative B (W )
∂u

∂x
est prise en 
ompte en utilisant un s
héma semi-impli
ite.Si l'on note W n+1,c

i le résultat de la résolution numérique de la partie 
onservative, l'équation auxdérivées partielles
∂α1

∂t
=

α1C2

α1C2 + α2C1

∂u

∂x
(4.45)est appro
hée par l'équation suivante

(α1)
n+1
i − (α1)

n+1,c
i

∆t
=

(α1)
n+1
i C2

(
W n+1

i

)

(α1)
n+1
i C2

(
W n+1

i

)
+
(
1 − (α1)

n+1
i

)
C1

(
Wn+1

i

)
u∗i+1/2 − u∗i−1/2

∆xi
(4.46)et un algorithme de Newton est utilisé pour trouver les fra
tions volumiques (α1)

n+1
i . Cette méthodeassure la positivité de la fra
tion volumique pour 
e pas.Solveur a
oustiquePour résoudre le problème de Riemann, nous utilisons un solveur a
oustique, qui a été développépar Murrone et Guillard [67℄ pour le modèle multiphasique à une vitesse et une pression, plut�t queles solveurs VFRoe-n
v 
lassiques. Ce solveur est 
hoisi 
ar il est plus robuste pour les é
oulementsoù le nombre de Ma
h est faible [66℄. Il 
onsiste à linéariser les 
ara
téristiques de 
haque 
�té de ladis
ontinuité. L'interse
tion de 
es 
ara
téristiques donne les expressions de la vitesse et de la pressionà l'interfa
e entre les états gau
he et droit.



4.3. Approximation numérique 117Si l'on multiplie le système (4.37) par les ve
teurs propres à gau
he li (Q), le système suivant estobtenu
tli
(
Q
)
.

(
∂Q

∂t
+A

(
Q
) ∂Q
∂x

)
= 0 (4.47)et peut être réé
rit sous la forme

tli
(
Q
)
.

(
∂Q

∂t
+ λi

(
Q
) ∂Q
∂x

)
= 0 (4.48)Introduisons les ve
teurs Q∗

L
et Q∗

R
, qui représentent les états à gau
he et à droite de la dis
ontinuitéde 
onta
t, et linéarisons l'équation (4.48). On obtient alors





tl5

(
Q

L

)
.
(
Q∗

L
−Q

L

)
= 0

tl1

(
Q

R

)
.
(
Q∗

R
−Q

R

)
= 0

(4.49)Les expressions (4.9) des ve
teurs propres à gau
he sont utilisées pour obtenir les deux équationssuivantes
{

ρLĉL (u∗L − uL) + (p∗L − pL) = 0
ρRĉR (u∗R − uR) + (p∗R − pR) = 0

(4.50)Puisque l'on se pla
e autour de la dis
ontinuité de 
onta
t, on peut noter que u∗L = u∗R = u∗ et
p∗L = p∗R = p∗. Les expressions de la vitesse et de la pression à l'interfa
e entre les deux états peuventdon
 être obtenues

u∗ =
ρLĉLuL + ρRĉRuR

ρLĉL + ρRĉR
− pR − pL

ρLĉL + ρRĉR
(4.51.1)

p∗ =
ρLĉLpL + ρRĉRpR

ρLĉL + ρRĉR
− ρlĉLρRĉR (uR − uL)

ρLĉL + ρRĉR
(4.51.2)Finalement, la solution à l'interfa
e du problème de Riemann est donnée par

Q
(x
t
,Q

L
, Q

R

)
=





Q
L

si x

t
< uL − ĉL

Q∗
L

si uL − ĉL <
x

t
< u∗

Q∗
R

si u∗ <
x

t
< uR + ĉR

Q
R

si uR + ĉR <
x

t

(4.52)
Formulation de l'équation sur la fra
tion volumiqueExpliquons maintenant la réé
riture de l'équation (4.39) sous la forme (4.40). Ce
i a été e�e
tuéa�n d'éviter la propagation d'erreurs numériques. Seul le 
as unidimensionnel est 
onsidéré i
i. Deplus, pour simpli�er les é
ritures de 
e paragraphe, les valeurs des interfa
es gau
he et droite de la
ellule seront notées (.)L et (.)R, respe
tivement. L'exposant n + 1 notant la solution de l'équationest également supprimé, et les notations Ck,i = Ck (W i) et α = α1 sont introduites a�n d'alléger leséquations. Puisque des équations d'état de type gaz raide sont utilisées, on rappelle l'expression dumodule de 
ompressibilité Ck,i = (ρkck)

2
i = γk ((p)i + pk,∞). Rappelons également l'équation (2.107.3)qui dé�nit la pression de 
ohésion du mélange p∞
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γp∞
γ − 1

= α
γ1p1,∞

γ1 − 1
+ (1 − α)

γ2p2,∞

γ2 − 1
(4.53)Selon l'équation (4.43), l'énergie totale de mélange à l'instant n+ 1 peut s'é
rire

(ρe)i = (ρe)n
i − ∆t

∆x
(((ρe)R + pR)uR − ((ρe)L + pL)uL)

= (ρe)n
i − ∆t

∆x

((
γR

γR − 1
(pR + p∞,R) +

u2
R

2
+ ρRi0,R

)
uR

−
(

γL

γL − 1
(pL + p∞,L) +

u2
L

2
+ ρLi0,L

)
uL

)

(4.54)
On souhaite déterminer l'expression de la pression au temps n + 1, qui est dé�nie par pi =

(γi − 1) ρ

(
e− u2

2
− i0,i

)
− γip∞,i. Nous dis
rétisons l'équation (4.39) qui devient

αi − αn
i

∆t
+ un

i

αR − αL

∆x
+
αi (1 − αi) (C1,i − C2,i)

αiC2,i + (1 − αi)C1,i

uR − uL

∆x
= 0 (4.55)et des manipulations algébriques détaillées dans l'annexe B donnent l'expression de la pression pi

pi

γi − 1
=

pn
i

γn
i − 1

− 1

2

((
ρu2
)
i
−
(
ρu2
)n
i

)
−
(
ρii0,i − ρn

i i
n
0,i

)
+

∆t

∆x

(
γR

γR − 1
pRuR − γL

γL − 1
pLuL

)

− ∆t

∆x

(
γ1p1,∞

γ1 − 1

(
αRuR − αLuL − αi (1 − αi) (C1,i − C2,i)

αiC2,i + (1 − αi)C1,i
(uR − uL)

)

+
γ2p2,∞

γ2 − 1

(
(1 − αR) uR − (1 − αL)uL −

(
1 − αi (1 − αi) (C1,i − C2,i)

αiC2,i + (1 − αi)C1,i

)
(uR − uL)

)) (4.56)Dans 
e 
as, si l'on suppose que la pression de 
ohésion p1,∞ est beau
oup plus grande que p2,∞, 
equi est le 
as si la phase 1 est un liquide et la phase 2 est un gaz, les erreurs d'arrondis présentes dans lase
onde ligne de l'expression (4.56) vont se propager très rapidement, à 
ause du terme γ1p1,∞

γ1 − 1
qui estbeau
oup plus grand que les autres termes de l'expression. Ce
i est à l'origine d'instabilités numériques.Au 
ontraire, l'équation (4.40) est dis
rétisée de la manière suivante

αi − αn
i

∆t
+
αRuR − αLuL

∆x
+

αiC2,i

αiC2,i + (1 − αi)C1,i

uR − uL

∆x
= 0 (4.57)À partir de 
ette équation et de l'équation (4.54), nous obtenons l'expression de pi au temps n+ 1après de nombreuses manipulations algébriques dé
rites dans l'annexe B

pi

γi − 1
=

pn
i

γn
i − 1

− 1

2

((
ρu2
)
i
−
(
ρu2
)n
i

)
−
(
ρii0,i − ρn

i i
n
0,i

)
+

∆t

∆x

(
γR

γR − 1
pRuR − γL

γL − 1
pLuL

)

− ∆t

∆x

(
γ1p1,∞

γ1 − 1

αiC2,i

αiC2,i + (1 − αi)C1,i
+
γ2p2,∞

γ2 − 1

(1 − αi)C1,i

αiC2,i + (1 − αi)C1,i

)
(uR − uL) (4.58)



4.3. Approximation numérique 119Ainsi, si p1,∞ >> p2,∞ et p1,∞ >> p, le terme γ1p1,∞

γ1 − 1
est multiplié dans 
e 
as par le terme

αiC2,i

αiC2,i + (1 − αi)C1,i
, dont l'ordre de grandeur est max (p, p2,∞)

p1,∞
<< 1. Les erreurs d'arrondis ne sepropagerons don
 pas dans 
e 
as, 
ar le terme γ1p1,∞

γ1 − 1

αiC2,i

αiC2,i + (1 − αi)C1,i
n'est pas prépondérantdans 
ette expression.4.3.3 Pas dissipatifLe pas dissipatif vise à la résolution des équations aux dérivées partielles qui ne 
omporte que lestermes dissipatifs. Le système à résoudre s'é
rit alors de la manière suivante, en utilisant les variablesd'état t (ρY1, ρ, ρu, ρe, α1)

∂ρY1

∂t
= −εu div (ρY1Y2ar) (4.59.1)

∂ρ

∂t
= 0 (4.59.2)

∂ρu

∂t
= 0 (4.59.3)

∂ρe

∂t
= εu div ((h2 − h1) ρY1Y2ar) (4.59.4)

(α1C2 + α2C1)
∂α1

∂t
= εu((Y1α1C2 − Y2α2C1) ar.∇α1

−α1α2(C1 div (Y2ar) + C2 div (Y1ar)))

−εu
Y1 − α1

ρ

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
||∇p||2 (4.59.5)La masse volumique du mélange ρ et la quantité de mouvement ρu ne varient lors de 
ette étape.Le système pré
édent peut don
 être simpli�é, et s'é
rit en fon
tion des variables t (Y1, i, α1)

∂Y1

∂t
= −εu

ρ
div (ρY1Y2ar) (4.60.1)

∂i

∂t
=

εu

ρ
div ((h2 − h1) ρY1Y2ar) (4.60.2)

(α1C2 + α2C1)
∂α1

∂t
= εu((Y1α1C2 − Y2α2C1) ar.∇α1

−α1α2(C1 div (Y2ar) + C2 div (Y1ar)))

−εu
Y1 − α1

ρ

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
||∇p||2 (4.60.3)Ce système est résolu en utilisant à nouveau une méthode à pas fra
tionnaires, où les di�érentspas 
on
ernent le terme d'adve
tion dissipative, le terme sour
e dissipatif, puis le terme de 
onve
tiondissipative. Le premier système résolu ne possède don
 que le terme d'adve
tion dissipative, et s'é
rit
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∂Y1

∂t
= 0 (4.61.1)

∂i

∂t
= 0 (4.61.2)

∂α1

∂t
=

εu
α1C2 + α2C1

(Y1α1C2 − Y2α2C1) ar.∇α1 (4.61.3)La partie 
on
ernant le terme sour
e dissipatif est ensuite résolue
∂Y1

∂t
= 0 (4.62.1)

∂i

∂t
= 0 (4.62.2)

∂α1

∂t
= − εu

α1C2 + α2C1

Y1 − α1

ρ

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
||∇p||2 (4.62.3)et �nalement nous 
her
hons à résoudre le système 
ontenant le terme de 
onve
tion dissipative

∂Y1

∂t
= −εu

ρ
div (ρY1Y2ar) (4.63.1)

∂i

∂t
=

εu

ρ
div ((h2 − h1) ρY1Y2ar) (4.63.2)

∂α1

∂t
= − εu

α1C2 + α2C1
α1α2 (C1 div (Y2ar) + C2 div (Y1ar)) (4.63.3)Les méthodes de résolution numérique de 
haque système sont présentées dans les paragraphessuivants.Pas d'adve
tion dissipativeDurant 
ette étape, la fra
tion volumique α1 est la seule à évoluer. L'équation à résoudre s'é
rit

∂α1

∂t
+ εu

Y2α2C1 − Y1α1C2

α1C2 + α2C1
ar.∇α1 = 0 (4.64)Les ve
teurs d'état W̃n+1

i , qui représentent les solutions du pas 
onve
tif, sont 
onnus. Cette équa-tion peut être résolue en utilisant un s
héma expli
ite "upwind" à l'ordre 1. Dans le 
as unidimensionnel,elle est dis
rétisée de la manière suivante, en notant α = α1 et Y = Y1 par sou
i de lisibilité
α∗

i − α̃n+1
i

∆t
+ uai

(
W̃

n+1
)
∇α

(
W̃

n+1
)

= 0 (4.65)On 
her
he la valeur de la fra
tion volumique α∗
i . La vitesse d'adve
tion dissipative uai

(
W̃

n+1
) s'ex-prime de la manière suivante

uai

(
W̃

n+1
)

=
εu

2∆x

(
1 − Ỹ n+1

i

) (
1 − α̃i

n+1
)
C̃n+1

1i
− Ỹ n+1

i α̃i
n+1C̃n+1

2i

α̃i
n+1C̃n+1

2i
+
(
1 − α̃i

n+1
)
C̃n+1

1i

Ỹ n+1
i − α̃i

n+1

ρ̃n+1
i

(
p̃n+1

i+1 − p̃n+1
i−1

)(4.66)
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tion volumique est appro
hé par
∇α

(
W̃

n+1
)

=





α̃n+1
i − α̃n+1

i−1

∆x
si uai

(
W̃

n+1
)
> 0

α̃n+1
i+1 − α̃n+1

i

∆x
si uai

(
W̃

n+1
)
< 0

(4.67)Le s
héma est expli
ite, et une 
ondition CFL doit être appliquée pour en assurer la stabilité. Lenombre de CFL doit être inférieur à 1, 
e qui signi�e
∆t ≤ min

1≤i≤N

∆x

| uai |
(4.68)En pratique, 
ette 
ondition est généralement véri�ée. Cependant, si 
e n'est pas le 
as, nousréduisons le pas de temps pour 
ette étape et des sous-itérations sont e�e
tuées jusqu'à 
e que le pasde temps de l'étape 
onve
tive soit atteint. Ce
i permet d'assurer que la fra
tion volumique reste dansl'intervalle [0, 1].Pas de traitement du terme sour
e dissipatifÀ nouveau, seule la fra
tion volumique α1 varie durant 
ette étape, 
omme le montre le système(4.62). L'équation qui doit être résolue numériquement s'é
rit

∂α1

∂t
= −εu

Y1 − α1

ρ (α1C2 + α2C1)

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)
||∇p||2 (4.69)Puisque l'on suppose que 
haque phase est gouvernée par une loi d'état de type gaz raide, 
etteéquation peut être simpli�ée et réé
rite

∂α1

∂t
= −εu

Y1 − α1

ρ (α1C2 + α2C1)
(α1α2 + (α1Y1 (γ2 − 1) − α2Y2 (γ1 − 1)) (Y1 − α1)) ||∇p||2 (4.70)On 
onnaît les variables d'état suite au pas d'adve
tion dissipative ; 
elles-
i sont notés φa, eton 
her
he à déterminer la fra
tion volumique α∗

1. Les notations α = α1 et Y = Y1 sont égalementintroduites par sou
i de lisibilité. Cette équation est résolue numériquement en utilisant un s
hémasemi-impli
ite, qui peut s'é
rire en une dimension
α∗

i − αa
i

∆t
+ εu

(
pa

i+1 − pa
i−1

)2

4 (∆x)2 ρa
i (αa

iC2
a
i + (1 − αa

i )C1
a
i )

(Y a
i − α∗

i ) (α∗
i (1 − α∗

i ) + (α∗
i Y

a
i (γ2 − 1) − (1 − α∗

i ) (1 − Y a
i ) (γ1 − 1)) (Y a

i − α∗
i )) = 0

(4.71)On remarque que, puisque le gradient de pression est évalué à partir de résultats déjà 
onnus, larésolution de 
ette équation peut se faire de manière lo
ale. Un algorithme de Newton est utilisé pour
ela. Un 
hoix attentif de la valeur initiale de α∗
i permet à l'algorithme de Newton de 
onverger etd'assurer que la fra
tion volumique reste entre 0 et 1. Ce 
hoix de la valeur initiale pour l'algorithmede Newton et la 
onvergen
e de 
et algorithme sont dis
utés dans l'annexe C.
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aniquesPas de 
onve
tion dissipativeNous e�e
tuons maintenant le pas de 
onve
tion dissipative. Puisque la masse volumique du mé-lange et la vitesse sont 
onstantes durant 
ette étape, 
e pas 
onsiste à trouver une solution appro
héeau système d'équations
∂Y

∂t
+

εu

ρ
div (Y1Y2 (Y1 − α1)∇p) = 0 (4.72.1)

∂i

∂t
+

εu

ρ
div ((h1 − h2)Y1Y2 (Y1 − α1)∇p) = 0 (4.72.2)

∂α1

∂t
+ εu

α1α2

α1C2 + α2C1

(
C1 div (Y2

(Y1 − α1)

ρ
∇p
)

+ C2 div (Y1
(Y1 − α1)

ρ
∇p
))

= 0 (4.72.3)Ces équations sont dis
rétisées de la manière suivante en une dimension, en notant les variablesissues du pas de résolution du terme sour
e dissipatif ave
 un exposant s et les variables issues del'étape a
tuelle ave
 un exposant ∗.
Y ∗

i − Y s
i +

∆tεu
∆xρs

i

(
ρs

i+1/2 g
(
W ∗

i ,W
∗
i+1

)
− ρs

i−1/2 g
(
W ∗

i−1,W
∗
i

))
= 0 (4.73.1)

i∗i − isi+

∆tεu
∆xρs

i

((
h1

∗
i+1/2 − h2

∗
i+1/2

)
ρs

i+1/2 g
(
W ∗

i ,W
∗
i+1

)

−
(
h1

∗
i−1/2 − h2

∗
i−1/2

)
ρs

i−1/2 g
(
W ∗

i−1,W
∗
i

))
= 0 (4.73.2)

α∗
i − αs

i +
∆tεu
∆x

α∗
i (1 − α∗

i )

α∗
iC2

∗
i + (1 − α∗

i )C1
∗
i

((
C1

∗
i

(
1 − Y ∗

i+1/2

)
+ C2

∗
iY

∗
i+1/2

)
ar

∗
i+1/2 −

(
C1

∗
i

(
1 − Y ∗

i−1/2

)
+ C2

∗
iY

∗
i−1/2

)
ar

∗
i−1/2

)
= 0 (4.73.3)où l'on note φi+1/2 =

1

2
(φi + φi+1) la variable à l'interfa
e entre les 
ellules i et i+1. Les enthalpiesphasiques à l'interfa
e hki+1/2 sont 
al
ulées à partir des variables d'état à l'interfa
e Yi+1/2, ii+1/2,

ρi+1/2 et αi+1/2, et les vitesses relatives entre les phases εuar sont 
al
ulées en utilisant la formule
ar

∗
i+1/2 =

Y ∗
i+1/2 − α∗

i+1/2

ρs
i+1/2

p∗i+1 − p∗i
∆x

(4.74)En�n, la fon
tion g (W i,W i+1

) est dé�nie par l'équation suivante
g
(
W i,W i+1

)
= f (Yi, Yi+1) (ar)

+
i+1/2 + f (Yi+1, Yi) (ar)

−
i+1/2 (4.75)où la notation (ar)

± =
1

2
(ar ± | ar |) est utilisée, et où f (Yi, Yi+1) est une dis
rétisation monotonede F (Y ) = Y (1 − Y ) qui doit satisfaire les propriétés suivantes- f est une fon
tion lo
alement 
ontinue Lip
hitzienne de IR2 sur IR- f(Y, Y ) = F (Y ) pour tout Y ∈ [0, 1]- f : (a, b) → f (a, b) de [0, 1] à IR est 
roissante en fon
tion de a et dé
roissante en fon
tion de b.



4.4. Résultats numériques et validation 123Eymard, Gallouët et Herbin [25℄ proposent di�érentes expressions pour dé�nir la fon
tion f . Nous
hoisissons i
i une forme de Lax-Friedri
hs modi�ée
f (a, b) =

a (1 − a) + b (1 − b)

2
+

1

2
(a− b) (4.76)En e�et, 
ette forme assure l'égalité f (a, b) = f (1 − b, 1 − a) et don
 une symétrie sur la fon
tion

g existe, g (Yi, Yi+1) = −g (1 − Yi, 1 − Yi+1), 
e qui entraîne le fait que la résolution numérique de 
etteétape n'est pas modi�ée lorsque l'on permute les phases 1 et 2.Un algorithme de Newton est utilisé pour résoudre de manière impli
ite le système d'équations(4.73). Un système linéaire ave
 une matri
e tridiagonale doit alors être résolu, 
e qui est fait en utili-sant l'algorithme de Thomas.Le 
hoix de 
ette dis
rétisation a été guidé par le fait que, lorsque l'on doit résoudre uniquementl'équation sur la fra
tion massique (4.73.1), 
ette dis
rétisation assure que Y1 reste dans l'intervalle
[0, 1]. Cependant, du fait de l'in�uen
e des autres équations du système, 
ette propriété n'est pas vraiedans le 
as présent. Le pas de temps pour 
ette étape est don
 réduit si né
essaire, et des sous-
y
lagessont e�e
tués jusqu'à 
e que le pas de temps 
onve
tif soit atteint pour assurer l'admissibilité desrésultats de 
ette étape.4.4 Résultats numériques et validation4.4.1 Adve
tion d'interfa
eOn 
onsidère un premier 
as-test qui est une adve
tion d'interfa
e entre de l'air et de l'eau. Onsouhaite véri�er que, pour 
ette simulation, le modèle dissipatif à 
inq équations ne rajoute pas dedi�usivité par rapport au modèle 
lassique à 
inq équations. Les deux phases sont gouvernées par deslois d'état de type gaz raide, et leurs propriétés thermodynamiques sont les suivantesPhase 1 (air) γ1 = 1.4 p1,∞ = 0PaPhase 2 (eau) γ2 = 4.4 p2,∞ = 6.0 108 Pa (4.77)Le 
al
ul est e�e
tué sur un domaine de 1m, dis
rétisé sur 1001 n÷uds. L'interfa
e entre l'eau etl'air est située à x = 0.5m et les deux états autour de 
ette dis
ontinuité sont donnés parétat gau
he état droit

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 1000m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 10−8

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 1000m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 1.0 − 10−8

(4.78)Les �uides ne sont pas purs mais 
ontiennent une petite proportion de l'autre phase, 
ar la méthodenumérique ne permet pas de manipuler des �uides purs. Un CFL 
onstant de 0.8 est appliqué pour
ette simulation. La Figure 4.1 présente les résultats de 
e 
as-test après 200µs, ave
 la pression, lamasse volumique du mélange, la vitesse et la fra
tion volumique pour le modèle à 
inq équations ave
et sans terme dissipatif. Le temps de relaxation des vitesses est �xé à εu = 10−4 s. Ces résultats sont
omparés ave
 
eux du modèle à sept équations (3.1).Les résultats issus des deux modèles sont très pro
hes l'un de l'autre, et 
e 
as-test assure don
 queles termes dissipatifs du modèle à 
inq équations ne jouent au
un r�le lorsqu'il n'y a pas de gradientde pression, 
omme nous pouvions nous y attendre.



124 Chapitre 4. Modèles réduits pour la modélisation des déséquilibres mé
aniques

Fig. 4.1 � Adve
tion d'interfa
e : variables de mélange. Modèle à 
inq équations (gau
he) et à septéquations (droite).



4.4. Résultats numériques et validation 1254.4.2 Problèmes multi�uidesPremier tube à 
ho
 eau-airOn présente maintenant les résultats numériques pour un tube à 
ho
 eau-air, qui a déjà été e�e
tuépour le modèle à sept équations dans le paragraphe 3.5.2. Ce 
as-test 
onsiste en un tube de longueur
1.2m, rempli d'air et d'eau (phases 1 et 2, respe
tivement), ave
 une fra
tion volumique α1 = 0.5homogène le long du tube. Celui-
i est divisé en deux 
hambres : une 
hambre haute pression pour
x < 0.7m, où la pression est égale à p = 109 Pa, et une 
hambre basse pression (x > 0.7m) ave

p = 105 Pa. Les 
onditions initiales du 
as-test sont présentées dans la table suivanteétat gau
he état droit

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 109 Pa
α1 = 0.5

ρ1 = 50 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.5

(4.79)Comme pré
édemment, les deux phases sont gouvernées par les équations de type gaz raide, ave
les propriétés thermodynamiques données dans les expressions (4.77). Les temps de relaxation utiliséssont εu = 2.05 10−5 s et εp = 2.11 10−7 s ; leurs obtentions sont dé
rites dans le paragraphe 3.5.2.Un maillage de 1201 n÷uds a été utilisé pour les 
al
uls numériques, et la 
ondition CFL est égaleà min(0.005n, 0.8), où n représente le nombre d'itérations. Des é
he
s numériques ont lieu lorsqu'onutilise un CFL de 0.8 pour les premières itérations. Les résultats après 200 µs sont présentés sur lesFigures 4.2 et 4.3, pour les modèles à 
inq et sept équations. Notons que pour le modèle à 
inq équa-tions, les vitesses de l'eau et de l'air proposées ne sont pas des variables d'état (il n'y a qu'une vitessede mélange dans 
e système), mais ont été re
onstruites en utilisant les équations (2.99).Les résultats obtenus ave
 le modèle dissipatif à 
inq équations sont en bon a

ord ave
 
euxobtenus ave
 le modèle à sept équations ave
 relaxations à temps �ni. De plus, les résultats du modèleà 
inq équations non dissipatif sont en ex
ellent a

ord ave
 
eux de Murrone [66℄, qui a utilisé lemême modèle. on remarque notamment que le déséquilibre des vitesses et la variation de la fra
tionvolumique dans la zone de 
ho
 que l'on note pour le modèle à sept équations se retrouvent en grandepartie pour le modèle à 
inq équations dissipatif, alors que 
es phénomènes n'apparaissent pas dans lesrésultats du modèle non dissipatif. Les pressions sont également en ex
ellent a

ord. Notons toutefoisqu'une di�éren
e apparaît entre le modèle à sept équations et le modèle à 
inq équations dissipatiflorsque l'on regarde la fra
tion volumique, entre la zone de 
onta
t et la zone de 
ho
. En 
on
lusionde 
e 
as test, notre nouveau modèle permet de prendre en 
ompte des phénomènes indé
elables ave
le modèle non dissipatif, parti
ulièrement dans la zone de 
ho
.
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Fig. 4.2 � Comparaison entre les modèles à 
inq équations (gau
he) et le modèle à sept équations(droite) : premier tube à 
ho
 eau-air. Masse volumique, vitesse et pression.
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Fig. 4.3 � Comparaison entre les modèles à 
inq équations (gau
he) et le modèle à sept équations(droite) : premier tube à 
ho
 eau-air. Fra
tion volumique et fra
tion massique.
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aniquesDeuxième tube à 
ho
 eau-airCe deuxième 
as-test a également été proposé par Murrone [66℄. Il s'agit d'un tube à 
ho
 dans lesmêmes 
onditions que le 
as-test pré
édent, sauf que la masse volumique de l'air est désormais égaleà 1 kg.m−3 et la fra
tion volumique de l'air est maintenant de 0.2 dans la 
hambre à haute pression et0.8 dans la 
hambre à basse pression. Les données initiales sont résumées dans la table suivanteétat gau
he état droit
ρ1 = 1 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 109 Pa
α1 = 0.2

ρ1 = 1 kg.m−3

ρ2 = 1000 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.8

(4.80)On utilise un maillage de 1001 n÷uds sur 1m, et la dis
ontinuité est pla
ée à x = 0.7m. La
ondition de CFL a été �xée à min(0.001n, 0.8) pour éviter les problèmes numériques 
ausés par ladis
ontinuité lors des premières itérations.Comme dans le 
as pré
édent, un solveur de Riemann exa
t a été utilisé a�n d'évaluer les variablesdes deux grandeurs pour un 
ho
 monophasique, pour déterminer les temps de relaxations. Les valeurssuivantes sont obtenues à la dis
ontinuité : ρair = 0.575 kg.m−3, ρeau = 910 kg.m−3, uair = 19600m.s−1,
ueau = 232m.s−1, pair = 4.61 108 Pa, peau = 4.56 108 Pa. On utilise un rayon de bulle de R = 510−4 m,et on suppose αair = 0.2 pour déterminer εu. À partir de la formule (1.63), nous obtenons alors letemps de relaxation des vitesses εu = 2.63 10−5 s. La formule (1.55) donne le temps de relaxation despressions, εp = 2.99 10−8 s, 
e qui équivaut pratiquement à une égalité des pressions.Les résultats sont présentés sur les Figures 4.4 et 4.5 à l'instant t = 200µs, pour les modèles à 
inqet sept équations. Notons qu'à nouveau nos résultats pour le modèle à 
inq équations non dissipatifsont les mêmes que 
eux obtenus par Murrone, qui utilise le même modèle dans [66℄. Cette fois en
ore,le modèle réduit dissipatif permet de reproduire de manière assez �dèle les résultats du modèle àdeux vitesses et deux pressions, parti
ulièrement en 
e qui 
on
erne la pression et la variation de lafra
tion massique de l'air dans la zone de 
ho
. Cette zone de 
ho
 a d'ailleurs une 
ertaine épaisseur,alors que le modèle non dissipatif ne voit pas 
ette zone. La prin
ipale di�éren
e entre les résultatsdes modèles à 
inq et sept équations est la présen
e d'une os
illation de la masse volumique et dela fra
tion volumique au niveau de la dis
ontinuité de 
onta
t, qui est beau
oup moins importantedans les résultats du modèle réduit dissipatif. Cependant, 
ette os
illation est un e�et transitoires'estompant ave
 le temps, 
omme nous pouvons le voir sur la Figure 4.6. Un maillage deux fois plus�n a également été utilise pour véri�er que la diminution des os
illations n'est pas un e�et numérique.Les mémes résultats sont obtenus, nous avon
 don
 bien une 
onvergen
e en maillage et l'os
illationest bien un e�et transitoire. On remarque également dans les résultats du modèle dissipatif à 
inqéquations un pi
 de la vitesse de l'air dans la zone de 
ho
, qui n'apparaît pas ave
 le modèle à septéquations.
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Fig. 4.4 � Comparaison entre les modèles à 
inq équations (gau
he) et le modèle à sept équations(droite) : deuxième tube à 
ho
 eau-air. Masse volumique, vitesse et pression.
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Fig. 4.5 � Comparaison entre les modèles à 
inq équations (gau
he) et le modèle à sept équations(droite) : deuxième tube à 
ho
 eau-air. Fra
tion volumique et fra
tion massique.

Fig. 4.6 � Évolution du pro�l de la fra
tion volumique de l'air. Modèle dissipatif à 
inq équations(gau
he) et modèle à sept équations (droite).



4.4. Résultats numériques et validation 131Cas-test de RansomOn s'intéresse maintenant à des 
as-tests à faible nombre de Ma
h. Le premier est le test du robinetd'eau de Ransom. Ce 
as-test très répandu [16, 77, 40℄ est formé par un tube de 12m de longueur, oùune 
olonne d'eau est entourée d'air. La gravité s'applique à l'instant t = 0 s, et le jet d'eau s'a�ne alors,
omme nous pouvons le voir sur la Figure 4.7 qui explique s
hématiquement le déroulement du 
as-test.

Fig. 4.7 � Déroulement du 
as-test de Ransom.Initialement, le mélange est homogène ave
 une fra
tion volumique de l'air égale à αair = 0.2, lamasse volumique et la vitesse de l'air sont ρair = 1 kg.m−3 et uair = 0m.s−1, 
elles-de l'eau sont
ρeau = 1000 kg.m−3 et ueau = 10m.s−1. Les propriétés thermodynamiques de 
haque phase sontdonnées par les relations (4.77). À t = 0 s, on applique la gravité g = 9.81m.s−2, 
e qui 
ause unrétré
issement du jet d'eau. Les vitesses de l'eau et de l'air doivent alors être très di�érentes, 
ar l'airva remonter du bas du tube pour prendre la pla
e de l'eau. Le modèle à 
inq équations sans termedissipatif é
houe alors 
omplètement à reproduire les résultats des modèles à deux vitesses.Nous présentons nos résultats sur la Figure 4.8. Les résultats ont été obtenus pour un maillage de1001 n÷uds. Ce 
as-test est généralement e�e
tué sans terme de traînée interfa
iale (εu = ∞) lorsqu'onutilise des modèles à deux vitesses [76℄. Dans nos 
al
uls, le temps de relaxation des vitesses a été �xéarbitrairement à εu = 2.0 102 s : une telle valeur pour εu va ainsi réduire fortement les frottements entreles phases. Cette valeur a été utilisée aussi bien pour le modèle à 
inq équations ave
 termes dissipatifs(4.1) que pour le modèle à sept équations (3.1), a�n de pouvoir 
omparer nos résultats pour des 
assimilaires. Le temps de relaxation des pressions est �xé à εp = 10−12 s, 
e qui équivaut pratiquementà imposer l'égalité des pressions des deux phases.Une solution analytique existe pour un 
as pro
he du robinet de Ransom, selon [42℄ : si l'on faitles hypothèses supplémentaires de l'in
ompressibilité du liquide et si l'on suppose que les variations depression du gaz sont négligeables, alors on peut obtenir une solution exa
te de l'évolution de la fra
tionvolumique de l'air

αair =





1 − 1 − α0
airu

0
eau√

2gx+ (u0
eau)2

si x < u0
eaut+

gt2

2

α0
air si x > u0

eaut+
gt2

2

(4.81)La Figure 4.8 montre que le modèle dissipatif à 
inq équations donne de très bons résultats pour 
e
as-test, et notamment qu'il est moins di�usif que le modèle à sept équations. Ce
i peut notamment
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Fig. 4.8 � Cas-test de Ransom : évolution de la fra
tion volumique pour le modèle dissipatif à 
inqéquations (gau
he) et le modèle à sept équations (droite).s'expliquer par le fait que les vitesses d'ondes sont beau
oup plus faibles dans le modèle à 
inq équationspour 
e 
as-test, et don
 que le nombre d'itérations né
essaires pour obtenir une solution à un instantdonné est plus faible. Cette propriété a une deuxième 
onséquen
e : le temps de 
al
ul est beau
oupplus faible pour le modèle à 
inq équations : pour 
al
uler la solution à t = 0.6 s, le temps de 
al
ul aété de 85.4 s ave
 le modèle à 
inq équations dissipatif, 
ontre 977 s ave
 le modèle à sept équations. Parailleurs, nos résultats pour le modèle à 
inq équations sont très pro
hes de 
eux obtenus par Guillardet Duval [40℄, qui ont réalisé 
e 
as-test dans le 
adre isotherme ave
 un temps de relaxation qui peutêtre évalué à 8.0 104 s.SédimentationLe 
as-test de la sédimentation est aussi répandu pour l'étude des é
oulements multiphasiques à basMa
h [16, 27℄. Dans 
e test, on 
onsidère un tube de longueur 7.5m rempli initialement d'un mélangehomogène d'eau et d'air, ave
 une fra
tion volumique initiale égale à αeau = 0.5. Des 
onditions auxbords de ré�exion sont appliquées à 
haque extrémité de 
e tube. La vitesse du mélange est initialementnulle, et 
haque phase est à pression atmosphérique p = 105 Pa. Les masses volumiques de l'air etde l'eau sont ρair = 1 kg.m−3 et ρeau = 1000 kg.m−3. À l'instant t = 0 s, un 
hamp de gravité ave

g = 9.81m.s−2 est appliqué, 
e qui 
ausera une séparation des deux phases.Ce 
as-test est réalisé sur un maillage de 201 n÷uds et un temps de relaxation des vitesses εu = 10 s.Cette valeur a été prise a�n de réduire le plus possible les e�ets des for
es de traînée. Pour 
e 
al
ul,nous avons pris CFL = 0.8, puis CFL = 0.4 pour t > 0.74 s. Cette diminution s'impose 
ar la fra
tionvolumique est alors très pro
he de 0 ou 1 aux extrémités du tube, et le pas de temps doit être réduita�n d'éviter les problèmes numériques. L'évolution de la fra
tion volumique de l'eau est présentée surla Figure 4.9 ; on y remarque que deux zones de �uide purs s'étendent progressivement, 
e qui nouspermet de dire que le modèle dissipatif à 
inq équations est 
apable de reproduire les phénomènes de
ontre-
ourants, où les vitesses des phases sont de signes opposés.Nous avons voulu 
omparer nos résultats ave
 
eux obtenus ave
 les modèles à deux vitesses et deuxpressions. Notre logi
iel, qui utilise le s
héma numérique proposé par Andrianov, Saurel et Warne
ke[3℄ et présenté dans le paragraphe 3.3, n'a pas réussi à produire des résultats. Le logi
iel d'A. Murroneutilisé dans [66℄, qui est basé un solveur de type VFRoe-n
v proposé dans [10℄, 
onduit également àdes instabilités. N. Seguin nous a aimablement fait parvenir son logi
iel, qui peut utiliser des s
hémasnumériques de type Rusanov et VFRoe-n
v, présentés dans [27℄, ainsi qu'une méthode de 
orre
tion
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Fig. 4.9 � Sédimentation : évolution de la fra
tion volumique pour le modèle dissipatif à 
inq équations,ave
 une loi d'état de type gaz raide pour l'eau.entropique [81℄ ; 
e logi
iel a été utilisé dans [27℄ pour réaliser le 
as-test de la sédimentation en sup-posant que l'eau est un gaz parfait. Cependant, 
e logi
iel propose des résultats manifestement nonphysiques dans le 
as où l'eau est modélisée par une loi d'état de type gaz raide.

Fig. 4.10 � Sédimentation : évolution de la fra
tion volumique pour le modèle dissipatif à 
inq équations(gau
he) et pour le modèle à sept équations (droite), ave
 une loi d'état de type gaz parfait pour l'eau.Ce 
as-test a don
 été réalisé en modi�ant la loi d'état de l'eau, a�n de pouvoir 
omparer les deuxmodèles. Les paramètres thermodynamiques utilisés pour l'eau sont γeau = 1.0005 et peau,∞ = 0Pa.Les temps de relaxations utilisés pour 
ette simulation sont εp = 510−4 s et εu = 10 s. Des problèmesde stabilité numériques sont apparus en utilisant le modèle dissipatif à 
inq équations, et nous avonsdû prendre CFL = 0.04 pour réaliser le 
al
ul. Pour le modèle à deux vitesses et deux pressions, unnombre de CFL égal à 0.4 a été utilisé ; des instabilités numériques apparaissent lorsque l'on modi�edes paramètres se
ondaires tels que la taille du maillage ou la 
ondition CFL. Les résultats issus de
es deux modèles sont présentés sur la Figure 4.10. Les e�ets de la 
ompressibilité de l'eau sont bienplus visibles dans les résultats du modèle dissipatif à 
inq équations, ave
 la variation en fon
tion dutemps 1 de la fra
tion volumique dans la zone de mélange. Cette variation se retrouve également dansle modèle à sept équations, mais est moins pronon
ée (notons que l'utilisation d'une loi d'état de typegaz raide pour l'eau (Figure 4.9) permet de ne plus avoir de variation de la fra
tion volumique dans la



134 Chapitre 4. Modèles réduits pour la modélisation des déséquilibres mé
aniqueszone de mélange). Les vitesses de sédimentations sont elles reproduites de manière satisfaisante par lemodèle dissipatif à 
inq équations.Montée d'un mélange eau-vapeur dans un tube verti
alCe 
as-test a pour but de 
omparer le modèle dissipatif à 
inq équations ave
 
elui du logi
iel GE-NEPI [37℄, qui est un logi
iel basé sur une méthode élément �ni, développé dans le but de simuler lesé
oulements dans les générateurs de vapeur des 
entrales nu
léaires. Un modèle à l'équilibre homogèneest utilisé, auquel on a ajouté un modèle de vitesse de dérive. On souhaite don
 plus parti
ulièrementvalider le modèle de déséquilibre 
inématique de 
e logi
iel utilisant une loi de type Lellou
he-Zolotar[59℄, qui suppose que le déséquilibre des vitesses est un e�et uniquement verti
al et dépend essen-tiellement du rapport entre les masses volumiques des deux phases. On 
onsidère un tube verti
al dehauteur 4m sous une pression de 7.0 106 Pa. À sa base, un mélange eau-vapeur est inje
té, et nousvoulons mesurer la di�éren
e de vitesse entre l'eau et l'air. Les données initiales du problème sontdonnées dans le tableau suivant
ρ1 = 36.6 kg.m−3

ρ2 = 739.8 kg.m−3

u = 1.0m.s−1

p = 7.0 106 Pa
α1 = 0.5

(4.82)

Fig. 4.11 � Montée d'un mélange eau-vapeur dans un tube verti
al : Conditions aux bordset les 
onditions aux bords sont présentées sur la Figure 4.11. De plus, les 
oe�
ients thermody-namiques utilisés dans 
e 
as-test sont obtenus à partir des tables du programme GENEPIPhase 1 (air) γ1 = 1.3 p1,∞ = 0Pa i1,0 = 1.943 106 JPhase 2 (eau) γ2 = 1.54 p2,∞ = 5.041 108 Pa i2,0 = −7.022 105 J (4.83)Les vitesses des deux phases obtenues ave
 GENEPI dans le régime permanent sont les suivantes
uair = 1.796m.s−1 ueau = 0.9597m.s−1 (4.84)Le même type de 
al
ul est e�e
tué ave
 le modèle dissipatif (4.1). Le but de 
et exer
i
e est detrouver la valeur du temps de relaxation des vitesses permettant de retrouver les résultats obtenus parGENEPI. Un maillage de 401 n÷uds est utilisé pour la simulation. Après quelques essais, on trouveun temps de relaxation des vitesses εu = 0.188 s permettant d'obtenir ave
 le modèle dissipatif à 
inqéquations les mêmes résultats que 
eux de GENEPI, 
omme le montre la Figure 4.12. Notons que dans



4.5. Con
lusion 135les deux 
as, les vitesses des phases sont re
onstruites à partir des variables d'état et du gradient depression, et ne sont pas elles-mêmes des variables d'état.

Fig. 4.12 � Montée d'un mélange eau-vapeur dans un tube verti
al : 
omparaison entre les résultatsdu modèle à 
inq équations dissipatif et 
eux de GENEPI [37℄.On retrouve alors une estimation de la taille des bulles à partir de l'expression du paragraphe 1.3.2,en utilisant pour la vis
osité de l'air µair = 1.74 105 kg.m−1s−1 [61℄ et µeau = 1.002 103 kg.m−1s−1[37℄. Si nous 
onsidérons que le �uide est 
omposé de bulles d'air entourées d'eau, nous obtenons alors
omme rayon moyen
Rbulle = 1.035 10−2 m (4.85)Ce qui semble 
ohérent ave
 la physique. En e�et, selon les résultats expérimentaux de [69℄, ladistribution des tailles de bulles de vapeur d'eau présente un pi
 à 10−2 m pour une pression de

4.64 107 Pa.4.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre un modèle à une vitesse et une pression a été étudié, ave
 des termes addition-nels provenant d'un développement de Chapman-Enskog à l'ordre un, à partir du modèle bi�uide àune pression et deux vitesses. Ce modèle est hyperbolique, et les termes du se
ond ordre assurent la
roissan
e de l'entropie pour 
haque phase du mélange.Une méthode de type volumes �nis a été 
onstruite pour résoudre numériquement 
e modèle. Elleest basée sur une méthode à pas fra
tionnaires, ave
 tout d'abord la résolution expli
ite du systèmehyperbolique sans les termes dissipatifs, puis dans un se
ond temps la résolution semi-impli
ite de 
estermes dissipatifs, à nouveau en utilisant une méthode à pas fra
tionnaires.Nous remarquons dans les résultats numériques obtenus ave
 
e modèle des phénomènes que l'onretrouve ave
 les modèles à deux vitesses, mais pas ave
 le modèle non dissipatif. Citons notammentune 
ertaines épaisseur des zones de 
ho
, et les sauts de fra
tion massique dans 
elles-
i. Ce modèlepeut aussi être utilisé dans des 
as d'é
oulements 
omplexes, 
omme par exemple la sédimentation.De plus, pour tous les 
as-tests unidimensionnels présentés dans 
e 
hapitre, les temps obtenus ave
 lemodèle (4.1) sont très inférieurs aux temps né
essaires pour obtenir les mêmes résultats ave
 le modèleà deux vitesses et deux pressions (3.1). Ce modèle propose don
 une très bonne alternative pour lasimulation d'é
oulements diphasiques ave
 déséquilibres des vitesses.
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1505.1 Introdu
tionLa modélisation de la propagation des 
ho
s dans les mélanges diphasiques est un problème 
ou-rant, qui apparaît par exemple dans l'étude des explosifs ou les turbo-inje
teurs. Ce problème a étéle moteur de nombreuses études sur la modélisation des é
oulements diphasiques (Baer et Nunziato[4℄, Kapila et al. [48, 49℄, Saurel et Le Métayer [79℄ entre autres). Kapila et al. [49℄ ont montré quepour l'étude des explosifs notamment, le temps de retour à l'équilibre des pressions et des vitesses estbeau
oup plus rapide que le temps né
essaire pour l'équilibre thermique entre les phases, 
ontrairementaux é
oulements à bulles. Les modèles diphasiques à une vitesse et une pression ont don
 souvent étéutilisés pour la simulation de 
ho
s dans les mélanges diphasiques [49, 67, 80℄.Dans le modèle à une vitesse et une pression [49℄, les relations de Rankine-Hugoniot ne sont pasfermées, 
ar l'équation sur la fra
tion volumique s'é
rit sous forme non-
onservative. Plusieurs pro-positions de fermeture de 
es relations ont été proposées [23, 75, 80℄. On souhaite 
omparer dans 
e
hapitre les résultats de di�érentes fermetures des relations de Rankine-Hugoniot présentées par Sau-rel et al. [80℄ ave
 les résultats obtenus par le modèle dissipatif à 
inq équations développé au 
hapitre 4.On étudiera dans 
e 
hapitre le 
omportement du modèle dissipatif à 
inq équations pour lesondes progressives. Di�érentes propositions de fermetures des relations de Rankine-Hugoniot serontprésentées pour le modèle non dissipatif, puis les relations de saut pour le modèle dissipatif seront137
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ho
re
her
hées. Le problème d'Hugoniot, où un piston frappe sur un mélange solide, sera ensuite utilisépour 
omparer les résultats numériques obtenus ave
 les fermetures trouvées dans la littérature ave

eux fournis modèle dissipatif. On 
onfrontera 
es résultats à des données expérimentales [11, 63℄.5.2 Relations de sauts pour le modèle à 
inq équations non dissipatif5.2.1 Relations de Rankine-HugoniotOn étudie dans 
e paragraphe le modèle à une pression et une vitesse (2.93), sans terme dissipatif,pour lequel on souhaite déterminer les relations de Rankine-Hugoniot. Si le ve
teur des variables d'étatest noté W et le ve
teur de �ux F (W ), un système de lois 
onservatives peut être é
rit
∂W

∂t
+ div (F (W )) = 0 (5.1)Dans la suite les indi
es L et R seront utilisés pour dé
rire les variables d'état à gau
he et à droite du
ho
. Les relations de Rankine-Hugoniot asso
ié au système (5.1) sont données par

F (WL) − usWL = F (WR) − usWR (5.2)où us représente la vitesse du 
ho
. Quatre relations de Rankine-Hugoniot peuvent don
 être déduitesdes quatre premières équations du système (2.93)
α1,Lρ1,L (uL − us) = α1,Rρ1,R (uR − us) (5.3.1)

α2,Lρ2,L (uL − us) = α2,Rρ2,R (uR − us) (5.3.2)

ρLuL (uL − us) + pL = ρRuR (uR − us) + pR (5.3.3)

ρLeL (uL − us) + pLuL = ρReR (uR − us) + pRuR (5.3.4)que nous pouvons réé
rire de la manière suivante
Y1,L = Y1,R (5.4.1)

ρL (uL − us) = ρR (uR − us) = m (5.4.2)

pL − pR +m2

(
1

ρL
− 1

ρR

)
= 0 (5.4.3)

iL − iR +
pL + pR

2

(
1

ρL
− 1

ρR

)
= 0 (5.4.4)où m représente le �ux de masse à travers le 
ho
. Ce système n'est pas fermé ; di�érentes propositionsde fermeture sont présentées dans le paragraphe suivant.5.2.2 Fermeture des relations de sautDi�érentes fermetures du système (5.4) ont été évaluées par Saurel et al. [80℄. La première provientde la modélisation des détonations dans les mélanges gazeux, et 
onsiste à supposer l'égalité destempératures phasiques après le 
ho
. Cette fermeture peut don
 s'é
rire, en supposant que le 
ho
 sedépla
e de gau
he à droite

T1,L = T2,L (5.5)



5.3. Ondes progressives pour le modèle (4.1) 139Une deuxième proposition est de supposer que l'une des entropies phasiques reste 
onstante à traversle 
ho
. En e�et, pour les 
ho
s faibles, une phase solide peut être 
onsidérée 
omme isentropique [49℄.On peut don
 utiliser l'une des deux relations
s1,L = s1,R ou s2,L = s2,R (5.6)On doit 
ependant noter que 
ette hypothèse n'est plus valide pour les 
ho
s forts. De plus, une tellefermeture ne permet plus au modèle d'être symétrique par rapport aux phases, et ne respe
te pas lalimite monophasique, alors qu'une fermeture devrait être a

eptée pour n'importe quelle 
on
entration.Resnyansky et Bourne [75℄ ont proposé une variante de 
ette proposition, qui 
onsiste à supposerque le rapport entre les entropies phasiques est 
onstant à travers le 
ho
.

s1,L

s2,L
=
s1,R

s2,R
(5.7)On peut dé�nir l'entropie spé
i�que de mélange s par s = Y1s1 + Y2s2. L'équation (5.7) permet alorsd'é
rire Yksk

s
= 
onstante, et montre que dans 
e 
as la fra
tion d'entropie φk =

Yksk

s
est 
onstante àtravers un 
ho
.La dernière fermeture que nous allons 
omparer a été originellement proposée dans [23℄. Un travailré
ent de Saurel et al. [80℄ reprend 
ette proposition. Elle se traduit par une relation sur l'une desénergies internes phasiques

ik,L − ik,R +
pL + pR

2

(
1

ρk,L
− 1

ρk,R

)
= 0 (5.8)Cette relation de fermeture est symétrique : on peut utiliser indi�éremment la relation (5.8) ave
 laphase k = 1 ou 2.

5.3 Ondes progressives pour le modèle (4.1)5.3.1 Relations de saut pour le modèle dissipatif à 
inq équationsCher
hons maintenant les solutions du système (4.1) sous forme d'ondes progressives, 
e qui signi�eque nous supposons que les solutions de (4.1) s'é
rivent sous la forme Q (x, t) = Q (ξ) = Q (x− us t),où us est la vitesse de l'onde progressive. On peut é
rire



140 Chapitre 5. Étude de la propagation d'ondes de 
ho

d

dξ
(ρ (u− us)) = 0 (5.9.1)

d

dξ
(ρu (u− us) + p) = 0 (5.9.2)

d

dξ
(ρY1 (u− us)) = − d

dξ
(ρY1Y2ur) (5.9.3)

d

dξ
(ρe (u− us) + pu) =

d

dξ
((h2 − h1) ρY1Y2ur) (5.9.4)

ρ (u− us) (α1C2 + α2C1)
dα1

dξ
+ ρα1α2 (C1 − C2)

du

dξ
=

εu (Y1α1C2 − Y2α2C1) (Y1 − α1)
dp

dξ

dα1

dξ

−εuρα1α2

(
C1

d

dξ

((
Y2
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

))
+ C2

d

dξ

((
Y1
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

)))

−εu (Y1 − α1)

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)(
dp

dξ

)2

(5.9.5)Considérons maintenant une onde progressive se déplaçant de gau
he à droite, et notons Q
R
l'étatavant le passage de l'onde progressive. L'intégration des quatre premières équations du système (5.9)entre ξ et ξ = +∞ donne

ρ (u− us) = ρR (uR − us) = m (5.10.1)

mu+ p = muR + pR (5.10.2)

εuY1Y2 (Y1 − α1)
dp

dξ
= −m (Y1 − Y1,R) (5.10.3)

εu (h2 − h1)Y1Y2 (Y1 − α1)
dp

dξ
= m (e− eR) + pu− pRuR (5.10.4)

ρ (u− us) (α1C2 + α2C1)
dα1

dξ
+ ρα1α2 (C1 − C2)

du

dξ
=

εu (Y1α1C2 − Y2α2C1) (Y1 − α1)
dp

dξ

dα1

dξ

−εuρα1α2

(
C1

d

dξ

((
Y2
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

))
+ C2

d

dξ

((
Y1
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

)))

−εu (Y1 − α1)

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)(
dp

dξ

)2

(5.10.5)On peut réé
rire l'équation d'énergie (5.10.4) sous la forme
m (h1 − h2) (Y1 − Y1,R) = m (e− eR) + pu− pRuR (5.11)
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her
he de solutions de type ondes progressives revient don
 à résoudre le système algébriquedi�érentiel suivant
ρ (u− us) = ρR (uR − us) = m (5.12.1)

mu+ p = muR + pR (5.12.2)

m (h1 − h2) (Y1 − Y1,R) = m (e− eR) + pu− pRuR (5.12.3)

εuY1Y2 (Y1 − α1)
dp

dξ
= −m (Y1 − Y1,R) (5.12.4)

ρ (u− us) (α1C2 + α2C1)
dα1

dξ
+ ρα1α2 (C1 −C2)

du

dξ
=

εu (Y1α1C2 − Y2α2C1) (Y1 − α1)
dp

dξ

dα1

dξ

−εuρα1α2

(
C1

d

dξ

((
Y2
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

))
+ C2

d

dξ

((
Y1
Y1 − α1

ρ

dp

dξ

)))

−εu (Y1 − α1)

(
α1α2 +

(
α1Y1

ρ2κ2
− α2Y2

ρ1κ1

)
(Y1 − α1)

)(
dp

dξ

)2

(5.12.5)5.3.2 Stru
ture du 
ho
Le système (5.12) est résolu numériquement en utilisant le solveur d'équations di�érentielles ordi-naires de Maple [86℄, a�n d'étudier la stru
ture du 
ho
 pour un mélange de gaz. On utilise pour 
elala méthode de Rosenbro
k au troisième ordre. Les données initiales du problème sont l'état à droitedu 
ho
 ainsi que la vitesse du 
ho
. Les deux phases sont 
onsidérées 
omme des gaz parfaits. Nouse�e
tuons un 
as-test ave
 deux gaz parfaits, où γ1 = 1.5 et γ2 = 2.0. L'état de droite est donné par
ρR = 5 kg.m−1

uR = 0m.s−1

pR = 105 Pa
α1,R = 0.5
Y1,R = 0.1

(5.13)La vitesse du 
ho
 est de us = 714.1987m.s−1 et le temps de relaxation des vitesses εu = 2.0 10−5 s.Ce dernier est arbitraire et n'a un e�et que sur l'épaisseur de la zone de 
ho
. A�n d'obtenir la stru
turedu 
ho
, la solution initiale doit être perturbée. Ce
i est fait en modi�ant le gradient de pression àdroite, qui est �xée initialement à dp

dξ
= 5.10−7 au lieu de 0. Les résultats sur la fra
tion volumique,la fra
tion massique et la pression sont présentées sur la Figure 5.1, et montrent que non seulement lafra
tion volumique α1, mais aussi la fra
tion massique Y1 varient dans la zone de 
ho
. Cette variationde la fra
tion massique ne peut être obtenue sans les termes dissipatifs. Les résultats de la résolutionnumérique des équations di�érentielles ordinaires sont 
omparés ave
 le s
héma numérique de typevolumes �nis développé au 
hapitre 4 ; pour réaliser 
e 
al
ul, nous n'avons pas tenu 
ompte du faitque nous avions des ondes progressives, et nous avons utilisé le s
héma de 
al
ul présenté dans leparagraphe 4.3. Pour 
ette simulation, nous ne prenons pas la vitesse du 
ho
 
omme donnée initiale,mais la vitesse du mélange à gau
he de 
e 
ho
, �xée à 500m.s−1 pour obtenir le même 
as-test. Cesrésultats sont aussi présentés sur la Figure 5.1. Les deux méthodes donnent des résultats en très bon
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Fig. 5.1 � Résolution numérique des équations (5.12) ave
 Maple [86℄ et ave
 un s
héma numérique detype volumes �nis.a

ord lorsque l'on regarde l'évolution des variables dans la zone de 
ho
. La taille de la zone de 
ho
de longueur est très pro
he pour les deux résultats. Remarquons néanmoins que les variations de lafra
tion volumique et de la fra
tion massique sont un peu plus faibles lorsque l'on regarde les résultatsde la méthode de type volumes �nis. Les variables après le passage du 
ho
 sont aussi très pro
hes,
omme le montre la Table 5.1. Ce
i valide don
 notre méthode numérique. On remarque également sur
ette table que le modèle à deux vitesses et deux pressions, ave
 les temps de relaxation εu = 2.0 10−5 set εp = 1.0 10−8 s, donne aussi des résultats très pro
hes.Comparons maintenant les résultats de notre modèle ave
 
eux fournis par les di�érentes méthodesde fermeture des relations de Rankine-Hugoniot. Ces résultats sont présentés dans la Table 5.2. Lafermeture proposée par Saurel [80℄ donne des résultats en bon a

ord ave
 nos résultats numériques,ave
 toutefois un é
art en 
e qui 
on
erne la fra
tion volumique. L'hypothèse T1,L = T2,L fournitégalement des résultats en bon a

ord ave
 nos résultats ; rappelons que 
ette fermeture est issue dela modélisation de 
ho
s pour des mélanges gazeux. Les résultats obtenus ave
 des hypothèses d'uneentropie phasique 
onstante sont quant à eux assez éloignés des autres résultats, et également entreeux. En�n l'hypothèse de la fra
tion entropique 
onstante fournit également d'assez bons résultats,sauf en 
e qui 
on
erne la fra
tion volumique, où une grande disparité est observée entre les di�érentsmodèles.Cependant, puisque à notre 
onnaissan
e il n'y a pas de données expérimentales disponibles pour
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Modèle dissipatif Modèle dissipatif Modèleà 
inq équations, à 
inq équations, à sept équations,solveur d'EDO volumes �nis volumes �nis

ρ 16.55 16.64 16.79
u 498.4 499.4 499.4
us 714.2 714.2 711.8
p 1.880 106 1.885 106 1.883 106

α1 0.4807 0.4851 0.4943
Y1 0.1000 0.1000 0.1000Tab. 5.1 � Variables d'état après un 
ho
 : résultats numériques obtenus ave
 le modèle dissipatif à
inq équations et le modèle à sept équations.

Relation surles énergies internes T1 = T2 s1 
onstante s2 
onstante s1
s2


onstante
ρ 15.82 16.72 14.15 17.60 17.71
u 488.0 500.6 461.8 511.3 512.5
p 1.844 106 1.888 106 1.749 106 1.926 106 1.930 106

α1 0.3987 0.5000 0.2100 0.5990 0.6118
Y1 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000Tab. 5.2 � Comparaison entre la résolution numérique des équations (5.12), et les modèles de fermeturedes relations de Rankine-Hugoniot : variables d'état après le passage d'un 
ho
 dans un mélange degaz parfaits.
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valider nos résultats ave
 des mélanges gazeux, nous ne 
on
lurons pas sur 
e 
as-test et utiliserons lapropagation de 
ho
s dans des alliages solides pour la validation.5.4 Validation des modèlesPour valider les résultats de notre modèle à 
inq équations dissipatif ainsi que les di�érentes fer-metures pour les relations de Rankine-Hugoniot, plusieurs 
as-tests de Hugoniot ont été réalisés, oùun piston frappe sur un mélange diphasique. De nombreuses données expérimentales sont disponibles[63, 11℄ et ont déjà été utilisées pour valider la fermeture (5.8) dans [80℄.Pour tous 
es tests, le temps de relaxation des vitesses est �xé arbitrairement à εu = 10−7s. Ene�et, le modèle (1.63) n'est valable que pour les é
oulements à bulles, et nous n'avons pas trouvé d'ex-pression permettant de modéliser le 
oe�
ient de traînée présent dans le modèle (1.64). Les simulationsnumériques sont e�e
tuées sur un maillage de 2000 n÷uds sur l'intervalle x ∈ [0, 0.1]. Le nombre deCFL est égal à 0.8 sauf aux premières itérations où il vaut 0.005n, ave
 n le nombre d'itérations, pouréviter les instabilités numériques à 
ause de la dis
ontinuité initiale des vitesses. En e�et, la vitesseinitiale du mélange est u = 0m.s−1 alors que la vitesse au bord du domaine est très grande, a�n desimuler l'impa
t du piston.Pour les simulations numériques, toutes les phases sont gouvernées par des lois d'état de type gazraide ; les 
oe�
ients thermodynamiques sont issus de [80℄. Cependant l'entropie de référen
e sk,0 et la
haleur massique à volume 
onstant Cvk
ne sont pas 
onnues. Pour les di�érents 
as-tests, on supposeque sk,0 = 0 J.K−1 et que les données initiales sont données pour des températures T = 293.15K, 
equi permet de retrouver les Cvk

.5.4.1 Mélange époxy-spinelNotre premier 
as-test est un mélange époxy-spinel, ave
 les 
onditions initiales données par [63℄
ρ1 = 1185 kg.m−3

ρ2 = 3622 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.595

(5.14)Les 
haleurs adiabatiques à volume 
onstant peuvent être 
al
ulées en supposant que 
es valeurssont données pour T = 293.15K. Les 
oe�
ients thermodynamiques de 
haque phase sont alors lessuivants
γ1 = 2.43 p1,∞ = 5.3 109 Pa Cv1

= 1.07 104 J.K−1

γ2 = 1.62 p2,∞ = 1.41 1011 Pa Cv2
= 2.14 105 J.K−1 (5.15)Nous 
omparons les données expérimentales ave
 les résultats fournis par les di�érentes fermeturesdes équations de Rankine-Hugoniot et les résultats numériques du modèle dissipatif à 
inq équations.Les résultats sont présentés dans la Figure 5.2.Pour 
e 
as-test, les résultats obtenus par le modèle dissipatif (4.1) fournissent le meilleur a

ordave
 l'expérien
e. Les résultats des fermetures sur les énergies phasiques et sur entropie phasique
onstante pour le spinel donnent aussi de bons résultats, même si une divergen
e par rapport auxdonnées expérimentales peut être remarquée pour les plus grandes vitesses du piston. L'hypothèsed'une entropie 
onstante de l'époxy, ainsi que 
elle d'un rapport des entropies phasiques 
onstantes,
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Fig. 5.2 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-spinel : Comparaison entre le modèle dissipatifà 
inq équations et les fermetures des relations de Rankine-Hugoniot.fournissent quant à elles des résultats assez éloignés des données expérimentales, notamment pourles 
ho
s forts. En�n, l'hypothèse d'une égalité des températures phasiques après le 
ho
 donne desrésultats très éloignés des expérien
es. Ce
i est tout à fait en a

ord ave
 l'estimation des temps derelaxation donnés au 
hapitre 1 : 
ontrairement au 
as des é
oulements à bulles, les é
oulements dans lesalliages solides sous 
ho
s forts sont en déséquilibre thermique. Cette hypothèse est don
 abandonnéepour les 
as suivants.
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5.4.2 Mélange uranium-molybdèneLe problème de Hugoniot est maintenant reproduit pour un mélange uranium-molybdène, pourlequel les données initiales sont les suivantes [63℄
ρ1 = 18930 kg.m−3

ρ2 = 10208 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.814

(5.16)Les deux phases sont gouvernées par les équations d'état de type gaz raide, ave
 les 
oe�
ientsthermodynamiques
γ1 = 3.17 p1,∞ = 4.042 1010 Pa Cv1

= 3.36 103 J.K−1

γ2 = 2.98 p2,∞ = 9.332 1010 Pa Cv2
= 1.58 104 J.K−1 (5.17)

Fig. 5.3 � Problème d'Hugoniot pour un mélange uranium-molybdène : Comparaison entre le modèledissipatif à 
inq équations et les fermetures des relations de Rankine-Hugoniot.La Figure 5.3 montre que l'hypothèse s1,L = s1,R propose à nouveau des résultats numériques biendi�érents des données expérimentales. Ce 
as-test permet d'éliminer 
ette fermeture, qui ne sera plusutilisée dans la suite. Les autres modèles donnent des résultats pro
hes les uns des autres et en a

ordave
 les données expérimentales, sans qu'il soit possible de déterminer le meilleur modèle parmi 
euxque nous avons étudiés.



5.4. Validation des modèles 1475.4.3 Mélange époxy-enstatiteComme nous avons pu le voir ave
 les résultats pré
édents, la fermeture proposée par Dremin etKarpukhin [23℄ et Saurel et al. [80℄ donne les résultats les plus pro
hes des données expérimentales, ave
des résultats 
omparables à 
eux du modèle dissipatif à 
inq équations. Dans les deux 
as pré
édentsl'hypothèse s2,L = s2,R donne des résultats en bon a

ord ave
 les données expérimentales, l'indi
e 2se référant au matériau qui a la pression de 
ohésion p∞ la plus élevée. Cependant, 
ette expressionn'est pas symétrique par rapport aux deux phases. Dans la suite de 
e 
hapitre, 
ette hypothèse seradon
 abandonnée et nous 
onfronterons les résultats obtenus par les solutions du modèle (4.1) ave

eux proposés par la solution (5.8). Pour 
e nouveau 
as-test, on 
onsidère un mélange époxy-enstatite,ave
 les 
onditions initiales suivantes [63℄
ρ1 = 1185 kg.m−3

ρ2 = 3007 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.54

(5.18)Les deux phases sont gouvernées par des équations de type gaz raide, ave
 les propriétés thermo-dynamiques suivantes
γ1 = 2.43 p1,∞ = 5.3 109 Pa
γ2 = 2.14 p2,∞ = 4.06 1010 Pa (5.19)La Figure 5.4 montre que les deux modèles sont à nouveau en très bon a

ord ave
 les donnéesexpérimentales. La seule véritable di�éren
e est visible lorsque l'on regarde la fra
tion volumique del'époxy, où le modèle proposé par Saurel et al. [80℄ donne des résultats plus pro
hes des résultatsexpérimentaux que le modèle dissipatif.
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Fig. 5.4 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-enstatite : Comparaison entre le modèledissipatif à 
inq équations et la fermeture des relations de Rankine-Hugoniot [80℄.
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laseFinalement, une simulation sur un mélange époxy-péri
lase est réalisée, ave
 pour 
onditions ini-tiales [63℄
ρ1 = 1185 kg.m−3

ρ2 = 3584 kg.m−3

u = 0m.s−1

p = 105 Pa
α1 = 0.569

(5.20)Les deux phases sont gouvernées par les équations de type gaz raide, ave
 les paramètres
γ1 = 2.43 p1,∞ = 5.3 109 Pa
γ2 = 3.49 p2,∞ = 4.57 1010 Pa (5.21)Les résultats fournis par les deux méthodes donnent des résultats très pro
hes des données ex-périmentales lorsque l'on regarde la pression et la vitesse de propagation du 
ho
, 
omme le montrela Figure 5.5. En 
e qui 
on
erne la fra
tion volumique, les résultats des simulations sont en assezbon a

ord ave
 les expérien
es, et 
eux-
i ne permettent pas de 
on
lure sur le modèle donnant lesmeilleurs résultats.

Fig. 5.5 � Problème d'Hugoniot pour un mélange époxy-péri
lase : Comparaison entre le modèledissipatif à 
inq équations et la fermeture des relations de Rankine-Hugoniot [80℄.
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5.5 Con
lusionLa 
omparaison des résultats obtenus ave
 les relations de saut de Rankine-Hugoniot, asso
iées àdi�érents modèles de fermeture, ave
 des résultats expérimentaux et des simulations utilisant le modèledissipatif à 
inq équations nous permet de 
on
lure sur la très bonne qualité de la fermeture proposéepar Dremin et Karpukhin [23℄ et reprise par Saurel et al. [80℄, qui donne les résultats les plus pro
hesdes données expérimentales pour une grande variété de matériaux.En revan
he, il n'est pas possible de déterminer la meilleure modélisation entre 
e modèle et lemodèle dissipatif à 
inq équations à partir de 
es expérien
es numériques. Chaque modèle donne desrésultats très pro
hes des expérien
es en 
e qui 
on
erne la pression, le volume spé
i�que et la vitessede propagation du 
ho
 dans les alliages, et un assez bon a

ord en 
e qui 
on
erne les fra
tionsvolumiques. Ce
i permet néanmoins de valider 
es deux modèles pour l'étude de la propagation des
ho
s dans des alliages solides.
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oulements diphasiquesmultidimensionnels
Sommaire6.1 S
hémas numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1516.1.1 Modèle à deux vitesses et deux pressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1516.1.2 Modèle dissipatif à une vitesse et une pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536.1.3 Relaxation des températures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1576.2 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.2.1 Intera
tion 
ho
-bulle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.2.2 Chute d'une goutte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1626.2.3 É
oulement dans un tuyau ave
 une 
ontra
tion et une expansion . . . . . . . . 1656.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170Les 
al
uls numériques des 
hapitres pré
édents ont été e�e
tués pour des 
as-tests à une dimension.On souhaite désormais utiliser les di�érents modèles développés pour des simulations multidimension-nelles, a�n de pouvoir 
omparer les di�érentes appro
hes sur des 
as-tests plus élaborés. Contrairementau 
hapitre pré
édent où les matériaux étaient en fort déséquilibre thermique, les 
al
uls présentés dans
e 
hapitre seront réalisés ave
 des matériaux et des 
onditions initiales tels que les temps de relaxationdes vitesses et des températures ont le même ordre de grandeur.Nous utiliserons dans 
e 
hapitre le programme massivement parallèle NUM3SIS [50℄ développé ausein du projet SMASH de l'INRIA pour la simulation d'é
oulements en trois dimensions. Des s
hémasnumériques adaptés aux é
oulements tridimensionnels seront don
 présentés pour le modèle à deuxvitesses et deux pressions et le modèle dissipatif à une vitesse et une pression, puis di�érents 
as-testsseront proposés, où les di�érents modèles diphasiques pourront être 
omparés.6.1 S
hémas numériquesLes méthodes numériques sont implémentées pour une utilisation sur un maillage de type "
ell-vertex" : les 
ellules Ci sont 
onstruites autour de 
haque n÷ud i du maillage, 
omme nous le voyonssur la Figure 6.1, et les variables d'état sont sto
kées pour 
es n÷uds.6.1.1 Modèle à deux vitesses et deux pressionsLe s
héma numérique présenté dans le paragraphe 3.3 est réutilisé, ave
 notamment une méthodeà pas fra
tionnaires pour la résolution des relaxations des pressions et des vitesses.151
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Fig. 6.1 � Cellule du maillage Ci 
onstruite autour du n÷ud i.Pas hyperboliqueLe système hyperbolique du modèle à deux vitesses et deux pressions s'é
rit
∂U

∂t
+ divF (U) +H (U)∇α1 = 0 (6.1)où U , F (U) et B (U,∇α1) s'expriment de la manière suivante

U =




α1ρ1

α1ρ1u1

α1ρ1e1
α2ρ2

α2ρ2u2

α2ρ2e2
α1




F (U) =




α1ρ1u1

α1ρ1u1 ⊗ u1 + α1p1

α1 (ρ1e1 + p1)u1

α2ρ2u2

α2ρ2u2 ⊗ u2 + α2p2

α2 (ρ2e2 + p2)u2

0




H (U) =




0
−pI

−pIuI

0
pI

pIuI

uI




(6.2)
Pour 
haque 
ellule du maillage Ci, 
e système d'équations est intégré, 
e qui donne

Vi
∂U

∂t
+

∫∫

∂Ci

F (U) .n dl +

∫∫∫

Ci

H (U)∇α1 dΩ = 0 (6.3)où Vi est le volume de la 
ellule Ci et ∂Ci sa surfa
e. Cette équation peut alors être dis
rétisée dela manière suivante, en 
onsidérant que les variables d'état sont 
onstantes à l'intérieur de la 
ellule
Vi
Un+1

i − Un
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

(
F
(
U∗

ij

(
Un

i , U
n
j

))
.nij +H (Un

i )α∗
ij

(
Un

i , U
n
j

)
nij

) (6.4)où v (i) représente l'ensemble des 
ellules ayant une fa
e 
ommune ave
 Ci, et nij =

∫∫

∂Ci∩∂Cj

ndlest le ve
teur moyen normal à l'interfa
e ∂Ci ∩ ∂Cj , orienté de i vers j et dont la norme est égale àl'aire de 
ette interfa
e. Le ve
teur d'état U∗
ij représente le ve
teur à l'interfa
e entre les 
ellules i et

j, et se 
al
ule en utilisant le solveur de Riemann présenté dans le paragraphe 3.3. On utilise en e�etle solveur unidimensionnel, en 
al
ulant 
e ve
teur à partir des ve
teurs Ū i et Ū j , donnés par
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Ū i =




(α1ρ1)i

(u1)i .ηi,j

(p1)i
(α2ρ2)i

(u2)i .ηi,j

(p2)i
(α1)i




Ū j =




(α1ρ1)j

(u1)j .ηi,j

(p1)j
(α2ρ2)j

(u2)j .ηi,j

(p2)j
(α1)j




(6.5)
ave
 η

i,j
=

nij

||nij ||
. Le ve
teur d'état de la 
ellule Ci peut alors être 
al
ulé au nouveau pas de tempsen utilisant l'équation

Un+1
i = Un

i − ∆t

Vi

∑

j∈v(i)

||nij||F i,j

(
U∗

i,j

(
Ū

n
i , Ū

n
j

))
+

∆t

Vi
||nij ||H i (U

n
i ) (α1)

∗
i,j (6.6)ave
 les ve
teurs F i,j et H i qui s'é
rivent

F i,j

(
U∗

i,j

(
Ū

n
i , Ū

n
j

))
=




(α1ρ1)
∗ u∗1.nij

(α1ρ1)
∗ (u∗1 ⊗ u∗1)nij + p∗1nij

α∗
1 (e∗1 + p∗1) u

∗
1.nij

(α2ρ2)
∗ u∗2.nij

(α2ρ2)
∗ (u∗2 ⊗ u∗2)nij + p∗2nij

α∗
2 (e∗2 + p∗2) u

∗
2.nij

0




(6.7)
H i (U

n
i ) =




0
− (pI)i

− (pI)i (uI)i
0

(pI)i
(pI)i (uI)i

(uI)i




(6.8)
Relaxation des pressions et des vitessesComme nous avons pu le voir dans les paragraphes 3.4.3 et 3.4.2, les relaxations des pressions etdes vitesses s'e�e
tuent au moyen de méthodes lo
ales. Les di�érentes méthodes présentées au 
hapitre3 sont don
 réutilisées dans le 
as multidimensionnel.6.1.2 Modèle dissipatif à une vitesse et une pressionLa méthode développée au 
hapitre 4 pour la résolution numérique du modèle dissipatif à 
inqéquations est reprise et adaptée au 
as tridimensionnel.Pas hyperboliqueLa méthode numérique de type Godunov proposée dans le paragraphe 4.3.2, est adaptée au 
astridimensionnel. Rappelons que, pour éviter les instabilités numériques, l'équation sur la fra
tion vo-lumique a été réé
rite sous la forme

∂α1

∂t
+ ∇. (α1u) −

α1C2

α1C2 + α2C1
divu = 0 (6.9)
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oulements diphasiques multidimensionnelsLe ve
teur d'état s'é
rit sous la forme 
onservative W = t (α1ρ1, α2ρ2, ρu, ρe, α1). Nous réutilisonsle solveur de Riemann unidimensionnel du paragraphe 4.3.2 pour 
al
uler l'état à l'interfa
e entre les
ellules Ci et Cj . Le ve
teur d'état à l'interfa
e est noté W ∗
(
W̄ i, W̄ j

), ave

W̄ i =




(α1ρ1)i
(α2ρ2)i
(u)i .ni,j

(p)i
(α1)i




W̄ j =




(α1ρ1)j
(α2ρ2)j
(u)j .ni,j

(p)j
(α1)j




(6.10)Le système à une vitesse et une pression peut être é
rit
∂W

∂t
+ divF (W ) +B (W ) divu = 0 (6.11)ave
 B (W ) = t

(
0, 0, 0, 0,− α1C2

α1C2 + α2C1

). La partie 
onservative est intégrée sur 
haque 
ellule
Ci du maillage

Vi
∂W

∂t
+

∫∫

∂Ci

F (W ) .ndl = 0 (6.12)où Vi est le volume de la 
ellule Ci. Le ve
teur d'état W n+1,c
i , qui représente l'état au temps n+ 1après le pas 
onve
tif et avant le pas dissipatif, est 
al
ulé de la manière suivante

Vi
W n+1,c

i −W n
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

||nij ||ψ
(
Wn

i ,W
n
j

)
= 0 (6.13)où v (i) représente l'ensemble des 
ellules ayant une fa
e 
ommune ave
 Ci, et nij =

∫∫

∂Ci∩∂Cj

ndlest le ve
teur moyen normal à l'interfa
e ∂Ci ∩ ∂Cj . En introduisant η
ij

= nij/||nij ||, on proposel'expression suivante pour la fon
tion ψ (W n
i ,W

n
j

) par
ψ
(
Wn

i ,W
n
j

)
= F

(
W ∗

ij

)
.η

ij
(6.14)où W ∗

ij est la solution du problème de Riemann linéarisé entre les états W i et W j. La partie
onservative F (W ∗
ij

)
.η

ij
peut être exprimé 
omme suit, en notant un la 
omposante de la vitessenormale à l'interfa
e entre les 
ellules i et j

F
(
W ∗

ij

)
.η

ij
=




(α1ρ1un)∗ij
(α2ρ2un)∗ij

(ρuun)∗ij + pη
ij

((ρe+ p)un)∗ij
(α1)

∗
ij




(6.15)La partie non 
onservative B (W ) div u est prise en 
ompte en utilisant un s
héma semi-impli
ite.Ce
i permet d'assurer la positivité de la fra
tion volumique. Si l'on note W n+1,c
i le résultat de larésolution numérique de la partie 
onservative, l'équation aux dérivées partielles

∂α1

∂t
=

α1C2

α1C2 + α2C1
divu (6.16)est appro
hée par l'équation suivante
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(α1)

n+1
i − (α1)

n+1,c
i

∆t
=

(α1)
n+1
i C2

(
Wn+1

i

)

(α1)
n+1
i C2

(
Wn+1

i

)
+
(
1 − (α1)

n+1
i

)
C1

(
W n+1

i

)
∑

j∈v(i)

u∗ij .nij (6.17)et nous trouvons les fra
tions volumiques (α1)
n+1
i en utilisant un algorithme de Newton.Pas d'adve
tion dissipativeOn s'intéresse maintenant à l'équation

∂α1

∂t
+ εu

Y2α2C1 − Y1α1C2

α1C2 + α2C1

Y1 − α1

ρ
∇p.∇α1 = 0 (6.18)Un s
héma expli
ite est utilisé pour résoudre 
ette équation. Pour 
haque 
ellule Ci, nous dis
réti-sons 
ette équation de la manière suivante, en utilisant les exposants h pour noter les variables issuesdu pas hyperbolique et a les variables issues de 
e pas d'adve
tion

Vi
(α1)

a
i − (α1)

h
i

∆t
+ εu

(Y2)
h
i (α2)

h
i (C1)

h
i − (Y1)

h
i (α1)

h
i (C2)

h
i

(α2)
h
i (C1)

h
i + (α2)

h
i (C2)

h
i

(Y1)
h
i − (α1)

h
i

(ρ)hi
(∇p)hi . (∇α1)

h
i = 0 (6.19)Pour 
al
uler les gradients (∇φ)hi , on évalue les gradients de φ sur 
haque élément de maillage en
onta
t ave
 le n÷ud i, en utilisant les gradients de fon
tions de bases des éléments �nis. Une moyennepondérée de 
es gradients permet alors d'obtenir le gradient sur la 
ellule Ci.Pas de traitement du terme sour
e dissipatifL'équation suivante doit être résolue

∂α1

∂t
= −εu

Y1 − α1

ρ (α1C2 + α2C1)
(α1α2 + (α1Y1 (γ2 − 1) − α2Y2 (γ1 − 1)) (Y1 − α1)) ||∇p||2 (6.20)On utilise le même s
héma numérique que dans le 
hapitre 4 : 
ette équation est dis
rétisée sous laforme suivante, en notant les variables issues du pas d'adve
tion dissipatif ave
 l'exposant a et 
ellesissues du pas de traitement du terme sour
e dissipatif ave
 l'exposant s

Vi
αs

i − αa
i

∆t
=

−εu
(Y a

i − αs
i ) (αs

i (1 − αs
i ) + (αs

iY
a
i (γ2 − 1) − (1 − αs

i ) (1 − Y a
i ) (γ1 − 1)) (Y a

i − αs
i ))

ρa
i (αa

iC2
a
i + (1 − αa

i )C1
a
i )

|| (∇p)ai ||2(6.21)Nous utilisons une méthode de Newton pour résoudre 
ette équation. Cette méthode, utilisée en
hoisissant le point de départ des itérations 
omme dé
rit dans l'annexe C, permet d'assurer la stabilitéde 
e pas.
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onve
tion dissipativeFinalement, le système d'équations suivant doit être résolu
∂Y

∂t
+

εu

ρ
div (Y1Y2 (Y1 − α1)∇p) = 0 (6.22.1)

∂i

∂t
+

εu

ρ
div ((h1 − h2)Y1Y2 (Y1 − α1)∇p) = 0 (6.22.2)

∂α1

∂t
+ εu

α1α2

α1C2 + α2C1

(
C1 div (Y2

(Y1 − α1)

ρ
∇p
)

+ C2 div (Y1
(Y1 − α1)

ρ
∇p
))

= 0 (6.22.3)Ce système est dis
rétisé de la même manière que 
elle proposée dans le 
hapitre 4. On é
rit 
ettedis
rétisation en notant les variables issues de 
e pas de 
onve
tion dissipative ave
 l'exposant c.
Vi

(Y1)
c
i − (Y1)

s
i

∆t
+
εu

ρs
i

∑

j∈v(i)

ρs
ij g
(
W c

i ,W
c
j

)
= 0 (6.23.1)

Vi
ici − isi

∆t
+
εu

ρs
i

∑

j∈v(i)

(
h1

c
ij − h2

c
ij

)
ρs

ij g
(
W c

i ,W
c
j

)
= 0 (6.23.2)

Vi
(α1)

c
i − (α1)

s
i

∆t
+ εu

(α1)
c
i (1 − (α1)

c
i )

(α1)
c
i C2

c
i +(α2)

c
i C1

c
i


C1

c
i

∑

j∈v(i)

(Y2)
c
ij ar

c
ij −C2

c
i

∑

j∈v(i)

(Y1)
c
ij ar

c
ij


 = 0 (6.23.3)où les variables d'état à l'interfa
e φij sont égales à φi + φj

2
, et où nous introduisons les mêmesfon
tions que dans le 
hapitre 4

ar
c
ij =

(Y1)
c
ij − (α1)

c
ij

ρs
ij

pc
j − pc

i

||lij ||

g
(
W i,W j

)
= f

(
(Y1)i , (Y1)j

)
(ar)

+
ij + f

(
(Y1)j , (Y1)i

)
(ar)

−
ij

f (a, b) =
a (1 − a) + b (1 − b)

2
+

1

2
(a− b)

(6.24)
où ||lij || représente la norme de l'arête entre les n÷uds i et j, et (ar)

± =
1

2
(ar ± |ar|). Pour résoudre
es équations, une méthode de Newton est utilisée. La résolution du système linéaire que nous obtenonsave
 
ette méthode est e�e
tuée ave
 une méthode de Ja
obi, 
e qui permet d'éviter le sto
kage enmémoire la totalité de la matri
e Ja
obienne.
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isé en introdu
tion, les temps de relaxation des vitesses et des températures sont dumême ordre de grandeur dans les expérien
es numériques présentées dans 
e 
hapitre. Une méthodede relaxation des températures est don
 appliquée pour le modèle (4.1). On s'inspire des méthodes derelaxations du modèle à sept équations pour développer une méthode de relaxation des températurespour le modèle à 
inq équations. Une méthode à pas fra
tionnaires est à nouveau utilisée, et 
etterelaxation est e�e
tuée après les pas 
onve
tif et dissipatif. Selon le modèle (2.93), nous devons résoudrele système d'équations suivant
∂α1ρ1

∂t
= 0 (6.25.1)

∂α2ρ2

∂t
= 0 (6.25.2)

∂ρu

∂t
= 0 (6.25.3)

∂ρe

∂t
= 0 (6.25.4)

∂α1

∂t
=

1

α1C2 + α2C1

(
α2

ρ1κ1
+

α1

ρ2κ2

)
QI (6.25.5)ave
 QI =

α1ρ1Cv1
α2ρ2Cv2

α1ρ1Cv1
+ α2ρ2Cv2

1

εT
(T2 − T1). La fra
tion volumique α1 est don
 la seule variablelors de 
ette relaxation. L'équation (6.25.5) est dis
rétisée de la manière suivante, ave
 l'exposant 0 quireprésente les variables issues du pas pré
édent, et l'exposant * qui représente les variables obtenuespar 
ette relaxation des températures.

α∗
1 − α0

1

∆t
=

(α1ρ1)
0 Cv1

(α2ρ2)
0Cv2

(α1ρ1)
0 Cv1

+ (α2ρ2)
0Cv2

1

εT
(T ∗

2 (α∗
1) − T ∗

1 (α∗
1)) (6.26)Cette équation est résolue ave
 une méthode de Newton. Remarquons que 
ette relaxation despressions a un e�et stabilisateur sur la fra
tion volumique. En e�et, si on exprime T2 − T1 en fon
tiondu ve
teur d'état t (ρY1, ρY2, ρu, ρe, α1), les équations d'état (2.106) permettent de trouver l'expression

T2 − T1 =

α2

Cv2
(γ2 − 1) ρY2

(
(γ1 − 1) (γ2 − 1) ρ (i− i0) − α1 (γ2 − 1) γ1p1,∞ − α2 (γ1 − 1) γ2p2,∞

α1 (γ2 − 1) + α2 (γ1 − 1)
+ p2,∞

)

− α1

Cv1
(γ1 − 1) ρY1

(
(γ1 − 1) (γ2 − 1) ρ (i− i0) − α1 (γ2 − 1) γ1p1,∞ − α2 (γ1 − 1) γ2p2,∞

α1 (γ2 − 1) + α2 (γ1 − 1)
+ p1,∞

)(6.27)On peut alors voir qu'une fra
tion volumique α1 pro
he de 0 entraîne l'inégalité T2−T1 > 0, et don

∂α1

∂t
> 0. Au 
ontraire, si α1 est pro
he de 1, nous aurons T2 − T1 < 0 et don
 la fra
tion volumiquede la phase 1 diminuera.
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oulements diphasiques multidimensionnels6.2 Résultats numériques6.2.1 Intera
tion 
ho
-bulle

Fig. 6.2 � Intera
tion 
ho
-bulle : s
héma de la géométrie initiale.Ce premier 
as-test a pour obje
tif de valider les méthodes numériques de résolution des modèles(3.1) et (4.1). Ce type de problème a été présenté dans [94℄, où un modèle à 
inq équations nondissipatif est utilisé. Dans 
e 
as-test tridimensionnel, nous 
onsidérons une bulle de gaz réfrigérantR22 entourée d'air, et nous regardons son 
omportement sous l'e�et du passage d'un 
ho
. Ce 
as-testest un problème d'interfa
e, et l'utilisation de modèles ayant des pressions et des vitesses di�érentesn'est pas justi�ée à priori. La géométrie du 
as-test est présentée sur la Figure 6.2. Les 
onditionsinitiales et les propriétés thermodynamiques des gaz proviennent de [2℄ ; elles sont données par
ρR22 = 2.985 kg.m−3

ρair = 1.000 kg.m−3

uR22 = 0m.s−1

uair = 0m.s−1

pR22 = 105 Pa
pair = 105 Pa (6.28)

γR22 = 1.178 pR22,∞ = 0Pa
γeau = 1.4 pair,∞ = 0Pa (6.29)À l'intérieur de la bulle, la fra
tion volumique du gaz R22 est initialement de 1− 10−6, et de 10−6à l'extérieur. La 
ondition au bord à gau
he est une 
ondition d'entrée supersonique, et les variables àl'entrée sont les suivantes
ρR22 = 4.362 kg.m−3

ρair = 1.376 kg.m−3

M = 0.312
p = 1.575 105 Pa
αR22 = 10−6

(6.30)La 
ondition à droite est une sortie supersonique, et des 
onditions de symétrie sont appliquéessur les autres bords du domaine. Le 
al
ul est e�e
tué sur un maillage de 128 x 50 x 50 n÷uds, soit320000 n÷uds au total. Le nombre de CFL est égal à 0.8. Sous l'e�et du 
ho
, la bulle se déforme etest entraînée vers la droite, 
omme le montre la Figure 6.3, qui présente l'évolution du 
as-test pour lemodèle à 
inq équations non dissipatif.
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Fig. 6.3 � Intera
tion 
ho
-bulle : Isovaleurs de la fra
tion volumique αR22 = 0.5 et pressions auxtemps 2.5 10−4 s, 5.0 10−4 s et 1.0 10−3 s. Résultats du modèle à 
inq équations non dissipatif.

Fig. 6.4 � Intera
tion 
ho
-bulle : Comparaison entre le modèle non dissipatif à 
inq équations sansrelaxation des températures (haut) et ave
 relaxation (bas). Vitesse de mélange, pression et fra
tionvolumique du gaz R22.Nous souhaitons d'abord évaluer l'e�et de la relaxation des températures sur les résultats du mo-dèle à 
inq équations non dissipatif. Un é
oulement ave
 un temps de relaxation εT = 10−8 s a don
été 
al
ulé, 
e qui revient pratiquement à une relaxation instantanée. Les résultats des 
al
uls ave
et sans relaxation des températures sont présentés sur la Figure 6.4, qui montre que la relaxation destempératures a uniquement un e�et di�usif. Comme attendu, l'é
oulement semble être isotherme.Comparons maintenant les modèles à sept équations ave
 relaxation instantanées ave
 le modèle à
inq équations non dissipatif. Les Figures 6.5 et 6.6 présentent la pression et la fra
tion volumique dugaz R22 après 10−3 s. Sous l'e�et de l'onde de 
ho
, la bulle de gaz se déforme et se retrouve emmenéevers la droite. Comme nous pouvons le voir, le modèle à 
inq équations est moins di�usif que le modèleà sept équations. Ce
i peut s'expliquer par l'utilisation du solveur a
oustique pour 
e modèle, moinsdi�usif que les solveurs de type VFRoe-n
v. Cette di�usion plus faible se remarque lorsque l'on regardela fra
tion volumique maximale après 10−3 s : elle est de 0.827 pour le modèle à 
inq équations et de0.801 pour le modèle à sept équations. On note également que la pression reste plus élevée au 
entrede la bulle pour le modèle à 
inq équations que pour le modèle à sept équations.Bien que 
ela ne se justi�e pas à priori pour 
e 
as-test, puisque 
'est un problème d'interfa
e, onutilise maintenant le modèle dissipatif à 
inq équations et le modèle à sept équations ave
 relaxationsà temps �nis. Un temps de relaxation de 10−3 s est utilisé. On s'attend que 
es termes n'aient un e�etque dans la zone de mélange entre les phases. Cependant, 
omme nous l'avons vu ave
 les résultatspré
édents, une zone de mélange se 
rée non seulement au niveau de l'interfa
e gaz - R22, mais aussiau niveau de la bulle, où la fra
tion volumique n'est plus égale à 1 à la �n de la simulation. Les termes
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Fig. 6.5 � Intera
tion 
ho
-bulle : Comparaison des pressions pour le modèle à 
inq équations nondissipatif (gau
he) et le modèle à sept équations ave
 relaxations instantanées (droite).

Fig. 6.6 � Intera
tion 
ho
-bulle : Comparaison des fra
tions volumiques du gaz R22 pour le modèleà 
inq équations non dissipatif (gau
he) et le modèle à sept équations ave
 relaxations instantanées(droite).prenant en 
ompte les déséquilibres de vitesses auront don
 un e�et dans toute la zone de la bulle.Les résultats du modèle dissipatif à 
inq équations et du modèle à sept équations ave
 relaxationsinstantanées sont présentés sur les Figures 6.7 et 6.8. À 
ause des fra
tions volumiques très pro
hesde 0 ou de 1, 
e 
as-test est di�
ile à réaliser. Une relaxation des températures a don
 été appliquéepour le modèle dissipatif à 
inq équations ave
 un temps de relaxation εT = 10−8 s. Cette relaxationa un e�et stabilisateur. Par ailleurs, la fra
tion du gaz R22 a été initialisée à l'intérieur de la bulle àseulement 0.93 pour le modèle à sept équations ave
 relaxations à temps �ni, 
ar des é
he
s numériquesapparaissent lorsque l'onde de 
ho
 entre en 
onta
t ave
 la bulle pour 
e 
as.Nous obtenons 
omme pré
édemment une déformation de la bulle, ainsi que son dépla
ement versla droite. À nouveau, le modèle à 
inq équations semble moins di�usif que 
elui à sept équations, tantau niveau des pressions qu'au niveau des fra
tions volumiques. La valeur maximale de αR22 est ene�et de 0.799 pour le modèle dissipatif à 
inq équations 
ontre 0.680 pour le modèle à sept équations(rappelons que la fra
tion volumique a été initialisée à 0.93 pour 
e 
as). Les variations de pressionssont aussi plus grandes, notamment au 
÷ur de la bulle et dans son sillage.Si l'on 
ompare les résultats des modèles sans vitesses relatives ave
 
eux des modèles qui prennenten 
omptent un déséquilibre des vitesses, on remarque que l'utilisation d'un temps de relaxation desvitesses non nul modi�e la forme de la bulle de gaz après le 
ho
, et 
hange les variations de pressionaprès le passage de l'onde de 
ho
, ave
 un pi
 de pression plus petit dans la bulle et une pression plusimportante dans le sillage de 
elle-
i. La déformation de la bulle peut être expliquée par le fait qu'aux
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Fig. 6.7 � Intera
tion 
ho
-bulle : Comparaison des pressions pour le modèle dissipatif à 
inq équations(gau
he) et le modèle à sept équations ave
 relaxations à temps �nis (droite).

Fig. 6.8 � Intera
tion 
ho
-bulle : Comparaison des fra
tions volumiques du gaz R22 le modèle dissipatifà 
inq équations (gau
he) et le modèle à sept équations ave
 relaxations à temps �nis (droite).extrémités de 
elle-
i, la pression est plus faible qu'en son 
entre. L'utilisation d'une vitesse relativea don
 pour 
onséquen
e une tendan
e à dépla
er l'air plus léger les 
�tés et à 
on
entrer le gaz R22dans l'axe de la bulle.On s'intéresse maintenant au temps de 
al
ul né
essaire pour 
es di�érentes simulations. Les 
al
ulsont été e�e
tués sur 32 pro
esseurs. Le nombre d'itérations et le temps de 
al
ul pour 
haque modèleest présenté dans la Table 6.1. Le nombre d'itérations est 
omparable ; le plus grand nombre d'itérationspour le modèle à sept équations est dû au fait que le CFL a été augmenté progressivement pendant les200 premières itérations. Les temps de 
al
ul pour le modèle à 
inq équations non dissipatif et pour lemodèle à sept équations sont également 
omparables, ave
 un modèle à 
inq équations moins 
oûteux ;le modèle dissipatif est le plus 
oûteux, à 
ause du traitement impli
ite des termes du se
ond ordre.Modèle Nombre d'itérations Temps de 
al
ulModèle à 7 équations, relaxations instantanées 1496 10 minModèle à 7 équations, relaxation à temps �ni 1496 11 minModèle à 5 équations non dissipatif 1330 8 minModèle à 5 équations dissipatif 866 2 h 08 minTab. 6.1 � Intera
tion 
ho
-bulle : temps de 
al
ul pour les di�érents modèles.
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as-test est un problème d'interfa
e, ave
 la 
hute d'une goutte sous l'e�et de lagravité. Celui-
i est habituellement e�e
tué ave
 une seule vitesse puisqu'on 
onsidère que les phasessont séparées. Le modèle à 
inq équations non dissipatif et le modèle à sept équations ave
 relaxationsinstantanées seront d'abord 
omparés, puis nous regarderons l'e�et des déséquilibres de vitesses sur 
e
as-test.

Fig. 6.9 � Chute d'une goutte : s
héma de la géométrie initiale.Comme présenté sur le s
héma 6.9, on 
onsidère une goutte de masse volumique ρ1 = 4 kg.m−3entouré d'air de masse volumique ρ2 = 1 kg.m−3, sous pression p = 105 Pa. Les vitesses initialessont nulles. Dans la zone de la goutte, la fra
tion volumique est égale à α1 = 0.999, et α1 = 0.001à l'extérieur. Les deux �uides sont 
onsidérés 
omme des gaz parfaits, ave
 
omme propriétés ther-modynamiques γ1 = 1.67 et Cv1
= 107.1 J.−1 d'une part, et γ2 = 1.4 et Cv2

= 717.5 J.−1 d'autrepart. À l'instant t = 0 s, une gravité est appliquée ave
 g = 90m.s−2, 
e qui 
ausera la 
hute de lagoutte. Nous e�e
tuons le 
al
ul sur un maillage régulier de 51 x 3 x 101 n÷uds, ave
 un nombre deCFL égal à 0.4 pour les 10000 premières itérations, 0.8 ensuite. Les résultats pour la fra
tion volu-mique sont présentés sur la Figure 6.10. Les deux modèles donnent des résultats en ex
ellent a

ord,
e que l'on peut mieux voir lorsque l'on fait une 
oupe 1D le long de l'axe z, qui est présentée sur laFigure 6.11. Les variations de la fra
tion volumique du gaz de la bulle sont en e�et tout à fait similaires.Ce 
as-test est maintenant réalisé ave
 un temps de relaxation des vitesses égal à 10−2 s, pour lesdeux modèles. À 
ause des zones de �uides quasi-purs, les s
hémas numériques que nous avons déve-loppés peuvent ren
ontrer des problèmes. Une relaxation des températures est don
 appliquée pourle modèle à une vitesse et une pression, qui a un e�et stabilisateur sur la fra
tion volumique, 
ommeon a pu le voir dans le paragraphe 6.1.3. Le temps de relaxation est �xé à εT = 10−2 s : lorsque lesordres de grandeur des di�érents temps de relaxation ont été établis dans le paragraphe 1.3.5, on apu remarquer que pour un é
oulement à bulles, les temps de retour à l'équilibre de la vitesse et de latempérature sont du même ordre.
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Fig. 6.10 � Chute d'une goutte : résultats après 0.8 s. Résultats sur la fra
tion volumique du gaz dela goutte. Modèle à 
inq équations (gau
he) et à sept équations (droite). εu = 0.La Figure 6.12 présente les résultats sur la fra
tion volumique après 0.8 s pour les modèles ave
déséquilibres mé
aniques. Les résultats des deux modèles sont à nouveau en très bon a

ord, ave
 tou-tefois un modèle dissipatif à 
inq équations plus di�usif : la fra
tion volumique du gaz est plus faibleau 
entre de la bulle. Nous pouvons néanmoins voir que le déséquilibre des vitesses réduit la di�usiondu modèle, ave
 une rédu
tion de la traînée derrière la goutte. Ce
i peut être expliqué par le fait que,lorsque l'on utilise une méthode de prise en 
ompte des déséquilibres mé
aniques, on obtient un e�etanalogue à la sédimentation qui s'applique, ave
 le gaz plus lourd de la goutte qui se sépare de l'air.Cet e�et est plus faible lorsque l'on utilise le modèle à 
inq équations. Ce phénomène est mieux misen éviden
e par une 
oupe 1D le long de l'axe z, qui est présentée sur la Figure 6.11.

Fig. 6.11 � Chute d'une goutte : résultats après 0.8 s. Fra
tion volumique du gaz de la goutte. Coupedans l'axe verti
al.
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Fig. 6.12 � Chute d'une goutte : résultats après 0.8 s. Résultats sur la fra
tion volumique du gaz de lagoutte. Modèle dissipatif à 
inq équations (gau
he) et à sept équations ave
 relaxations à temps �nis(droite). εu = 10−2 s. Modèle Nombre d'itérations Temps de 
al
ulModèle à 7 équations, relaxations instantanées 133929 2 h 05 minModèle à 7 équations, relaxations à temps �ni 133937 2 h 05 minModèle à 5 équations non dissipatif 129889 1 h 36 minModèle à 5 équations dissipatif 129872 28 h 27 minTab. 6.2 � Temps de 
al
ul pour le 
as-test de la 
hute d'une goutte, pour les di�érents modèles.Regardons maintenant aux performan
es en termes de temps de 
al
uls des di�érents modèles. Lessimulations ont été e�e
tuées ave
 le logi
iel NUM3SIS [50℄ pour les di�érents modèles, et 
haque 
al
ula été lan
é sur huit pro
esseurs. Le nombre d'itérations et le temps de 
al
ul né
essaires pour arriverà l'instant 0.8 s sont pré
isés dans la Table 6.2.Le nombre d'itérations e�e
tuées pour atteindre le résultat est 
omparable pour tous les modèles.Ce
i s'explique par le fait que les vitesses du son sont pro
hes (204m.s−1 pour le gaz de la bulleet 374m.s−1 pour l'air), et la vitesse du son de Wallis, utilisée dans le modèle à 
inq équations, reste
omprise entre 
es bornes. Comme attendu, le modèle non dissipatif à 
inq équations est le plus rapide,
ar 
'est le moins 
omplexe. Les solutions obtenues ave
 di�érentes méthodes de relaxations pour lemodèle à sept équations né
essitent le même temps de 
al
ul, puisque 
es méthodes de relaxation sontpeu 
oûteuses lorsqu'on les 
ompare au solveur hyperbolique. Le modèle à 
inq équations dissipatifest lui beau
oup plus 
oûteux que le modèle non dissipatif, 
e qui est dû au traitement impli
ite destermes du se
ond ordre.
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oulement dans un tuyau ave
 une 
ontra
tion et une expansionLe dernier 
as-test représente un é
oulement eau-air dans un tuyau 
omprenant deux 
hangementsbrusques de se
tion, dont la géométrie est présentée sur la Figure 6.13. Par 
e 
as-test, on 
her
he àévaluer l'aptitude du modèle dissipatif à 
inq équations à 
al
uler des é
oulements 
omplexes, en le
omparant au modèle à sept équations et au logi
iel GENEPI [37℄, qui utilise un modèle à l'équilibrehomogène ave
 un modèle de dérive des vitesses. Pour 
e dernier, nous réutilisons l'équation (2.98)obtenue lors de la relaxation des vitesses pour estimer la vitesse de dérive.À l'entrée, les vitesses de l'eau et de l'air sont �xées à 0.4m.s−1, les masses volumiques sont donnéespar ρair = 1.0 kg.m−3 et ρeau = 1000.0 kg.m−3 et la fra
tion volumique est �xée à αair = 0.5. Lespressions sont �xées à la sorties à 105 Pa. La géométrie de 
e 
as-test est présentée sur la Figure 6.13.Une 
ondition de ré�exion est appliquée pour tous les murs. Nous nous attendons à des variations depression au niveau de l'expansion et de la 
ontra
tion, qui devraient entraîner des séparations entre lesphases.
Fig. 6.13 � É
oulement dans un tuyau ave
 
hangements soudains de la se
tion : géométrie et 
onditionsaux bords.Pour déterminer le temps de relaxation des vitesses, on suppose que le diamètre des bulles est de
1mm. De plus, la réalisation de 
e 
as-test en utilisant le modèle à six équations nous apprend quela vitesse relative maximale entre les deux phases est de 2.49m.s−1. La formule (1.63) donne alors letemps de relaxation des vitesses, pro
he de εu = 10−3 s. Les modèles développés dans 
ette thèse ontété implémentés dans le logi
iel NUM3SIS [50℄. Les simulations ont été e�e
tuées sur des maillages nonstru
turés 
omprenant 6382 n÷uds, soit une distan
e entre les points d'environ 3.0 10−2m; le maillageutilisé pour GENEPI, qui est basé sur des méthodes numériques de type éléments �nis mixtes Q1/P0,
ompte 2520 
ellules, soit une distan
e de 2.5 10−2m entre les points.Comparons tout d'abord les résultats des modèles à 
inq équations ave
 et sans termes dissipatifs.Comme les Figures 6.14 et 6.15 le montrent, les résultats pour les pressions sont très pro
hes. Lesvitesses sont également très semblables pour les deux modèles, tant au niveau du module des vitessesque de la taille de la zone de re
ir
ulation en aval de l'expansion. En revan
he, nous obtenons uneséparation des phases en aval de l'expansion brusque du tuyau lorsque le modèle dissipatif est utilisé,alors que 
e phénomène n'apparaît pas ave
 le modèle non dissipatif, puisque 
elui-
i ne possède pasde vitesse relative entre les phases.On 
al
ule maintenant l'é
oulement en utilisant le modèle à sept équations, ave
 des temps derelaxation εu = 10−3 s et εp = 10−6 s. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.16. Nous pouvonsremarquer que les vitesses obtenues sont très pro
hes des résultats pré
édents, ave
 toutefois une zonede re
ir
ulation plus petite, due à la plus grande di�usivité du modèle. Les résultats sur la pressionsont également très pro
hes, ave
 notamment les mêmes zones de sur-pression et de sous-pression ; lapression est plus importante en amont du 
hangement de se
tion. En�n, le 
omportement de la fra
tionvolumique est pro
he de 
elui obtenu ave
 le modèle dissipatif à 
inq équations, ave
 une séparation
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Fig. 6.14 � É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
 lemodèle à 
inq équations non dissipatif.des phases lors de l'expansion brutale. On peut également noter une séparation des phases avant la
ontra
tion, qui n'apparaît pas dans le modèle (4.1).Nos résultats sont maintenant 
omparés ave
 
eux du logi
iel GENEPI [37℄, qui utilise le modèle àl'équilibre homogène (2.200), asso
ié ave
 un modèle de vitesse de dérive. Le système d'équation résolupeut s'é
rire sous la forme
∂ρ

∂t
+ div ρu = 0 (6.31.1)

∂ρu

∂t
+ div ρu⊗ u+ ∇p = − div (ρY1Y2vd⊗ vd) (6.31.2)

∂ρh

∂t
+ div ρhu = − div (ρY1Y2hfgvd⊗ vd) (6.31.2)où ρh = ρe+ p est l'enthalpie du mélange. La densité de mélange ρ, les fra
tions massiques Yk etla 
haleur latente hfg sont des fon
tions de l'enthalpie h et de la pression p, données par des tablesthermodynamiques. La vitesse de dérive vd est modélisée par la même expression que pour le modèledissipatif, à savoir vd = ε
Y1 − α1

ρ
∇p. A�n d'obtenir de plus grandes variations de la fra
tion volu-
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Fig. 6.15 � É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
 lemodèle à 
inq équations dissipatif.mique, le temps de relaxation des vitesses a dû être �xé à εu = 0.08 s ; nous expliquons 
ette di�éren
epar les di�érentes méthodes de 
al
ul des gradients de pression entre les logi
iels. Une autre di�éren
eest l'hypothèse de l'in
ompressibilité de l'eau. Les résultats de 
ette simulation sont présentés sur laFigure 6.17. On remarque que les résultats de GENEPI sont relativement pro
hes de 
eux du modèledissipatif à 
inq équations. Un 
hamp de pression pro
he de 
eux issus des modèles à 
inq équationsest obtenu, ave
 toutefois une surpression plus importante en amont de la restri
tion. Le 
hamp de vi-tesses est également semblable ; on note une zone de re
ir
ulation plus importante. En�n, une analogiepour les variations de la fra
tion volumique ave
 le modèle dissipatif à 
inq équations est notée, mêmesi 
es variations sont plus faibles. Des zones de séparation entre l'air et l'eau apparaissent au niveaudes 
hangements de se
tion, et notamment en aval de l'expansion. Une di�éren
e entre les résultatspré
édents et 
eux de GENEPI peut 
ependant être notée : alors que la séparation des phases n'a lieuque dans la zone de re
ir
ulation pour 
e dernier, une légère strati�
ation de l'é
oulement a lieu enaval pour les autres modèles.Finalement, un bon a

ord est obtenu pour 
e 
as test entre les résultats du modèle à sept équationset 
eux du modèle dissipatif à 
inq équations. Les résultats sont aussi relativement pro
he de 
eux deGENEPI, bien que la séparation des phases soit moins importante pour 
e dernier.
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Fig. 6.16 � É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
 lemodèle à sept équations.
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Fig. 6.17 � É
oulement dans un tuyau ave
 des expansions et 
ontra
tions : résultats obtenus ave
 lelogi
iel GENEPI [37℄.
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oulements diphasiques multidimensionnels6.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons développé des méthodes de résolution numérique en trois dimensionspour les modèles à 
inq et sept équations, ave
 le traitement des termes de relaxation pour le modèleà sept équations et des termes dissipatif pour le modèle à 
inq équations.Ces modèles ont été 
omparés entre eux et ave
 le logi
iel GENEPI [37℄ pour des problèmes d'inter-fa
e, et pour des é
oulements où des séparations de phase apparaissent. On remarque que le modèle à
inq équations est moins di�usif que le modèle à sept équations, et que l'apparition d'une vitesse relativeentre les phases ajoute de la di�usion. La 
omparaison ave
 les modèles industriels est en
ourageante,même si des divergen
es sont présentes.



Con
lusion et perspe
tivesCe travail porte sur la simulation des é
oulements diphasiques par des modèles hyperboliques, pourrempla
er le modèle 
lassique à une pression et deux vitesses. Les développements de Chapman-Enskogont d'abord été utilisés pour relier entre eux les di�érents modèles utilisés dans la littérature pour lasimulation des é
oulements diphasiques 
ompressibles. De plus, nous avons obtenu par des développe-ments à l'ordre un des termes du se
ond ordre qui permettent de prendre en 
ompte les déséquilibresde 
ertaines grandeurs en utilisant un modèle réduit.Une 
ontribution a également été apportée à l'utilisation de modèles hyperboliques pour la simu-lation des é
oulements diphasiques. Deux appro
hes di�érentes ont en e�et été proposées. La première
onsiste à utiliser le modèle hyperbolique à deux vitesses et deux pressions, que l'on 
omplète par desméthodes de retour à l'équilibre des pressions et des vitesses. Ces retours sont e�e
tués à temps �nis, 
equi permet d'avoir des résultats plus pro
hes des données expérimentales que les méthodes de relaxa-tion instantanées. La deuxième appro
he provient d'un 
heminement inverse : un modèle à une vitesseet une pression est utilisé, et des termes dissipatifs obtenus par un développement de Chapman-Enskogpermettent de prendre en 
ompte le déséquilibre des vitesses. Ces deux méthodes ont été validées par
omparaison ave
 des données expérimentales, et 
es deux appro
hes donnent des résultats numériquessimilaires, alors que l'appro
he par modèle réduit est plus e�
a
e en terme de temps de 
al
uls pourles 
as unidimensionnels. En�n, nous avons développé nos s
hémas numériques en trois dimensions,a�n de pouvoir simuler des é
oulements 
omplexes.Plusieurs perspe
tives peuvent être ouvertes par 
e travail. Tout d'abord, d'un point de vue modé-lisation, les é
hanges de 
haleur et de masse entre les phases pourraient être modélisés, en utilisant ànouveau des méthodes de relaxations pour les températures et les potentiels 
himiques pour les modèlesà 
inq et sept équations. Ces méthodes semblent assez aisées à développer ; on peut également envisagerl'utilisation du modèle homogène relaxé et d'utiliser à nouveau le développement de Chapman-Enskogà l'ordre un pour prendre en 
ompte un déséquilibre des potentiels 
himiques. Une autre améliorationqui semble envisageable est d'utiliser des temps de relaxations qui varient dans le temps et l'espa
e,au lieu d'être 
onsidérés 
omme des 
onstantes �xées à priori 
omme dans 
e travail. Nous avons ene�et développé des expressions qui permettent d'évaluer les temps de retour à l'équilibre des pressions,des vitesses et des températures, qui peuvent être utilisées dans 
e but. En�n, l'implémentation d'unmodèle de turbulen
e pour les di�érents modèles d'é
oulements diphasiques amélioreraient égalementnotre modèle. Ces modèles de turbulen
es ont déjà été étudiés dans plusieurs travaux [6, 95, 41℄, etpermettraient de simuler l'ensemble des phénomènes physiques des é
oulements diphasiques.D'un point de vue numérique, le passage des di�érents s
hémas à l'ordre deux en espa
e et en tempspermettrait d'améliorer grandement les résultats numériques obtenus. On peut en e�et remarquer quel'utilisation de s
hémas plus pré
is peut largement modi�er les résultats, 
omme on peut le voir pour la
hute d'une bulle dans [66℄. La robustesse et l'e�
a
ité des s
hémas numériques pourraient être aussiêtre améliorées par l'utilisation de méthodes de résolution impli
ite ; une telle méthode a notammentété développée pour le modèle à sept équations [66℄. Un s
héma impli
ite permettrait aussi de réduire171



172 Con
lusion et perspe
tivesle temps de 
al
ul né
essaire, qui est très important lorsque l'on utilise un s
héma expli
ite pourle modèle dissipatif à 
inq équations dans le 
as multidimensionnel Une amélioration des méthodesde résolution des pas dissipatifs peut également être envisagée. En�n, l'utilisation de méthodes depré
onditionnement pour les é
oulements à faible nombre de Ma
h semble très intéressante, au vu dela di�usion notée dans nos résultats numériques. Plusieurs travaux ont montré l'utilité de 
es méthodespour tous les types d'é
oulement, monophasiques 
omme multiphasiques [66, 91, 43℄. Cependant, iln'existe pas à notre 
onnaissan
e de méthode de pré
onditionnement pour le modèle à deux vitesseset deux pressions, et 
ette étude peut être di�
ile à 
ause des 
omportements du modèle qui 
hangentselon la fermeture interfa
iale utilisée.
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Annexe APression interfa
ialepour un modèle à une pression développéà l'ordre 1Dans 
ette annexe, nous présentons les 
al
uls né
essaires à l'obtention de l'expression de la �u
tua-tion de la pression interfa
iale p1
I en fon
tion 
elle de la fra
tion volumique α1

1, qui apparaissent lorsqueles développements de Chapman-Enskog à l'ordre 1 sont utilisés pour passer du modèle à deux vitesseset deux pressions au modèle à deux vitesses et une pression. Rappelons que la pression interfa
iale estmodélisée en utilisant l'équation (1.49.2), soit
pI =

Y2T2

Y1T1 + Y2T2
p1 +

Y1T1

Y1T1 + Y2T2
p2 (A.1)Chaque phase est supposée être gouvernée par une équation d'état de type gaz raide (1.27). YkTks'é
rit alors

YkTk =
αkρk

ρ

pk + pk,∞

Cvk
(γk − 1) ρk

=
αk

ρ

pk + pk,∞

Cvk
(γk − 1)

(A.2)Introduisons maintenant la notation φ0 pour représenter la 
omposante de φ à l'équilibre, et φ1 sa�u
tuation. Selon les expressions (2.60), on peut é
rire les pressions p1
k = (−1)k

C0
k

αk

0

α1
1, et la �u
tuationde la masse volumique du mélange, ρ1, est nulle. Nous pouvons alors é
rire

YkTk =
α0

k

ρ0

p0
k + pk,∞

Cvk
(γk − 1)

+ ε

(
1

ρ0

p0
k + pk,∞

Cvk
(γk − 1)

α1
k +

α0
k

ρ0

1

Cvk
(γk − 1)

p1
k

)

= Y 0
k T

0
k + ε

1

Cvk
(γk − 1) ρ0

α1
k

(
p+ pk,∞ − C0

k

)
(A.3)En rappelant que C0

k = γk

(
p0

k + pk,∞

), on obtient
YkTk = Y 0

k T
0
k − ε

1

Cvk
(γk − 1) ρ0

α1
k (γk − 1)

(
p0

k + pk,∞

)
= Y 0

k T
0
k

(
1 + ε (−1)k (γk − 1)

α0
k

α1
1

) (A.4)L'expression de p1
k est réutilisée, et on note que p0

1 = p0
2 = p0 pour é
rire179
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YkTkpk′ = Y 0

k T
0
k p

0 + ε

(
(−1)k

γk − 1

α0
k

Y 0
k T

0
k p

0 + Y 0
k T
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k (−1)k′ C0

k′

α0
k′

)
α1

1

= Y 0
k T

0
k p
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k T
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(−1)k γk − 1

α0
k

p0 − C0
k′
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)
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1

(A.5)L'expression de la pression interfa
iale (A.1) peut être utilisée, 
e qui donne
pI =

(
Y 0

1 T
0
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2 T
0
2
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) (A.6)Les deux 
omposantes de pI peuvent être obtenues en rappelant le développement limité

a+ εb

c+ εd
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a

c
+ ε

bc− ad

c2
+ O

(
ε2
), et en négligeant les termes d'ordre ε2
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(A.7)
Et nous pouvons alors utiliser 
ette expression dans le développement de Chapman-Enksog à l'ordreun du système à deux vitesses et deux pressions.



Annexe BExpressions de la pression selon ladis
rétisationDans 
ette annexe, nous dé
rivons 
omment, lorsque la partie hyperbolique du modèle à 
inqéquations est dis
rétisée, l'expression de la pression au temps n+1 est obtenue. Cette expression varieselon la forme de l'équation utilisée pour l'évolution de la fra
tion volumique. On 
onsidère que 
haquephase est gouvernée par une loi d'état de type gaz raide, et les termes dissipatifs ne sont pas pris en
ompte dans 
ette annexe. On se limite également au 
as unidimensionnel. L'équation sur l'énergietotale du mélange s'é
rit
∂ρe

∂t
+ div ((ρe+ p)u) = 0 (B.1)Puisque les phases sont gouvernées par des lois d'état de type gaz raide, on peut é
rire ρe =

p+ γp∞
γ − 1

+ ρi0 + ρ
u2

2
ave
 γ = γ (α), i0 = i0 (Y ) et p∞ = p∞ (α). En parti
ulier, nous avons l'égalitésuivante sur les propriétés thermodynamiques du mélange

γp∞
γ − 1

= α
γ1p1,∞

γ1 − 1
+ (1 − α)

γ2p2,∞

γ2 − 1
(B.2). Réé
rivons l'équation sur l'énergie (B.1) de la manière suivante

∂ρe

∂t
+ div ( γ

γ − 1
(p+ p∞) u+ ρ

(
i0 +

u2

2

)
u

)
= 0 (B.3)Cette équation est dis
rétisée

(ρe)n+1
i = (ρe)n
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∆x
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γn

R

γn
R − 1

(
pn

R + pn
∞,R

)
un
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L

γn
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+ρn
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(
in0,R +

(un
R)2

2

)
un

R − ρn
L

(
in0,L +

(un
L)2

2

)
un

L

) (B.4)La pression obtenue au temps n+ 1 peut alors être é
rite en fon
tion des variables aux temps n et
n+ 1 181
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−αn+1
i

γ1p1,∞

γ1 − 1
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i

) γ2p2,∞

γ2 − 1
(B.5)Nous simpli�ons 
ette équation en regroupant l'ensemble des termes qui n'interviendront pas dansla suite sous l'expression K. Posons don


K = ρn
i

(
(un

i )2

2
+ (i0)

n
i

)
− ∆t
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(
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R − ρn
L

(
in0,L +

(un
L)2

2

)
un

L

) (B.6)B.1 Forme originale de l'équation sur la fra
tion volumiqueUtilisons d'abord l'expression originale de l'équation sur la fra
tion volumique. Celle-
i s'é
rit don

∂α

∂t
+ u

∂α

∂x
+
α (1 − α) (C1 − C2)

αC2 + (1 − α)C1
divu (B.7)Cette équation peut être dis
rétisée de la manière suivante
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) (B.8)On rempla
e dans l'équation (B.5) le terme αn+1
i par son expression. On obtient alors
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(B.9)
Cette expression peut être réé
rite sous la forme suivante
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)(B.10)B.2 Forme modi�ée de l'équation sur la fra
tion volumiqueL'équation sur la fra
tion volumique est maintenant réé
rite sous la forme suivante
∂α

∂t
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∂αu
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div u (B.11)Cette équation est dis
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) (B.12)En introduisant 
ette expression dans l'expression de la pression au temps n+1 (B.5), nous obtenons
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(B.13)
L'é
riture de 
ette expression peut être simpli�ée
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Annexe CÉtude de la 
onvergen
e du pas derésolution du terme sour
e dissipatifNous nous intéressons i
i au traitement numérique du terme sour
e dissipatif, dont la résolutionprésentée dans le paragraphe 4.3.3 
omprend une méthode de Newton. Le 
hoix de la valeur initiale dela fra
tion volumique pour 
ette méthode est dis
uté dans 
ette annexe, a�n que la 
onvergen
e soitassurée. De plus, on montre que la fra
tion volumique est assurée de rester dans l'intervalle [0, 1] au
ours de 
ette étape. Si l'on suppose que 
haque phase est gouvernée par une loi d'état de type gazraide, l'équation à résoudre pour 
ette étape est donnée par l'expression (4.70)
∂α1

∂t
= −εu

Y1 − α1

ρ (α1C2 + α2C1)
(α1α2 + (α1Y1 (γ2 − 1) − α2Y2 (γ1 − 1)) (Y1 − α1)) ||∇p||2 (C.1)On notera dans la suite α = α1 et Y = Y1. De plus, l'exposant 0 indique les variables issues dupas d'adve
tion dissipative, qui sont 
onnues. Dans 
ette étape, on 
her
he à déterminer α∗

i , la fra
tionvolumique de la phase 1 pour la 
ellule i. L'équation est dis
rétisée de la manière suivante, en unedimension,
α∗

i − α0
i

∆t
+ εu

(
p0

i+1 − p0
i−1

)2

4 (∆x)2 ρ0
i

(
α0

iC2
0
i +

(
1 − α0

i

)
C1

0
i

)

(
Y 0

i − α∗
i

) (
α∗

i (1 − α∗
i ) +

(
α∗

i Y
0
i (γ2 − 1) − (1 − α∗

i )
(
1 − Y 0

i

)
(γ1 − 1)

) (
Y 0

i − α∗
i

))
= 0

(C.2)et peut être réé
rite sous la forme
α∗

i − α0
i + ∆tK

(
Y 0

i − α∗
i

)
P (α∗

i ) = 0 (C.3)où nous avons introduit les notations suivantes
K =

εu
(
p0

i+1 − p0
i−1

)2

ρ0
i

(
α0

iC2
0
i + (1 − α)C1

0
i

) (C.4)
P (α∗

i ) = α (1 − α∗
i ) +

(
α∗

i Y
0
i (γ2 − 1) − (1 − α∗

i )
(
1 − Y 0

i

)
(γ1 − 1)

) (
Y 0

i − α∗
i

) (C.5)Remarquons que K est une 
onstante positive. Notons aussi que la seule in
onnue est la variable
α∗

i . Le traitement du terme sour
e dissipatif se fait don
 de manière lo
ale, et nous ne noterons plusles indi
es i. Finalement, nous utilisons une méthode de Newton pour résoudre l'équation
f (α∗) = 0 (C.6)185



186 Annexe C. Étude de la 
onvergen
e du pas de résolution du terme sour
e dissipatifave

f (α) = α− α0 + ∆t

(
Y 0 − α

)
P (α) (C.7)Étudions maintenant les variations de f en fon
tion de α. Tout d'abord, on remarque les égalités

{
f(0) = −α0 − ∆tK

(
Y 0
)2 (

1 − Y 0
)
(γ1 − 1) < 0

f(1) = 1 − α0 + ∆tKY 0
(
1 − Y 0

)2
(γ2 − 1) > 0

(C.8)Cela assure l'existen
e de solutions 
omprises entre 0 et 1 à l'équation f (α) = 0. Véri�ons main-tenant que 
es solutions seront trouvées lorsqu'on utilise la méthode de Newton. Pour montrer 
erésultat, l'expression de f ′ (α) doit être déterminée sur l'intervalle [0, 1]. Celle-
i s'é
rit
f ′ (α) = 1 + ∆tK

((
Y 0 − α

)
P ′ (α) − P (α)

) (C.9)ave

P ′ (α) = −2α

(
Y 0γ2 +

(
1 − Y 0

)
γ1

)
+
(
Y 0
)2
γ2 +

(
1 − Y 0

)2
γ1 (C.10)La dérivée f ′ (α) est un polyn�me du se
ond degré ; on remarque que f ′ (0) > 0. Pour déterminerson signe sur l'ensemble de l'intervalle [0, 1], nous la réé
rivons

f ′ (α) = A0 +A1α+A2α
2 (C.11)ave


A0 = 1 + ∆tKY 0
((
Y 0
)2
γ2 +

(
1 − Y 0

) ((
2 + Y 0

)
γ1 − 1

))

A1 = −∆tK
(
4
(
Y 0
)2
γ2 + 2γ1

(
1 − Y 0

) (
2Y 0 + 1

))

A2 = 3∆tK
(
Y 0γ2 +

(
1 − Y 0

)
γ1

)
(C.12)Si le dis
riminant ∆ = A2

1 − 4A0A2 est négatif, alors la dérivée f ′ (α) est positive sur [0, 1], et laméthode de Newton 
onvergera vers l'unique ra
ine de f (α), indépendamment de la valeur initiale dela fra
tion volumique. Nous prendrons alors 
omme point de départ α0. Si ∆ est positif, di�érents 
asde �gures apparaissent, dépendant des deux ra
ines de f ′ (α) notées x1 et x2 ave
 0 < x1 < x2.- Si 1 < x1 < x2, alors f ′ (α) > 0 sur l'intervalle [0, 1] et la méthode de Newton 
onverge versl'unique ra
ine de f (α) sur 
et intervalle.- Si 0 < x1 < 1 < x2, alors la méthode de Newton doit 
ommen
er ave
 α = 0. En e�et, nousavons f ′ (α) < 0 et f (α) > 0 sur l'intervalle [x2, 1], 
e qui empê
hera la méthode de 
onverger si lesitérations sont e�e
tuées à partir d'un point de 
et intervalle.- Si 0 < x1 < x2 < 1, trois 
as di�érents apparaissent selon les valeurs de f (x1) et f (x2). Si ellessont toutes deux positives, nous devons 
ommen
er à x = 0, pour éviter le minimum lo
al f (x2) > 0.Au 
ontraire, si elles sont toutes deux positives, il faut débuter à x = 1 pour éviter le maximum lo
al
f (x1) < 0. En�n, si f (x1) > 0 et f (x2) < 0, le point de départ sera x = α0 la valeur de la fra
tionvolumique issue de l'étape pré
édente, de manière à 
e que la méthode 
onverge vers la ra
ine de f (x)la plus pro
he de 
e point.Ainsi, 
es 
hoix de points de départ pour les itérations de Newton assurent que la méthode 
onvergevers une ra
ine de f (α) 
omprise entre 0 et 1, et permettent don
 d'assurer la stabilité du traitementdu terme sour
e dissipatif.
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