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Préface

On connait I'importance de la méthode de résolution en déduction automa-
tique, qui n’a cessé d’étre étudiée et raffinée depuis son apparition en 1965, dans
[Rob65], et ce malgré le développement d’autres méthodes. Celle-ci n’est cepen-
dant pas dépourvue d’inconvénients, et on pourrait voir dans le foisonnement des
travaux consacrés aux stratégies de résolution un indice des limites qui lui seraient
inhérentes. L’obligation qui est faite d’inférer exclusivement des clauses, si elle en-
traine une grande efficacité de calcul, peut sembler trop restrictive et inhiber toute
possibilité de recul par rapport au probléeme & résoudre. Dans le but d’approcher
les extraordinaires capacités du démonstrateur humain, il semble indispensable
de traiter les questions telles qu’elles sont naturellement posées. Les travaux en
démonstration automatique s’articulent souvent autour de cette frontiere, séparant
d’une part 'utilisation de la forme clausale, parfois d’une autre forme normale (par
exemple [Hsi85]), avec peu de régles d’inférence, et d’autre part I’emploi d’un grand
nombre de régles d’inférence sur des formules quelconques.

Si la forme clausale ne va pas de soi, on comprend 'importance que peut avoir
le probleme de la transformation d’une formule quelconque en un ensemble de
clauses. Or la transformation classique, celle qui est utilisée dans la plupart des
démonstrateurs par résolution, présente des inconvénients majeurs, qui peuvent
étre résumés en disant que sa complexité en taille est, dans le pire des cas, expo-
nentielle. Un théoréme de taille modeste peut ainsi étre converti en un ensemble
gigantesque de clauses, qu’aucun démonstrateur ne saurait gérer. Ce fait semble
bien étre a méme de compenser négativement ’efficacité de la résolution, et annuler

ainsi le seul intérét dont elle est universellement accréditée.

Il est alors tout a fait étonnant de constater & quel point ce probleme a peu été
traité dans la littérature consacrée a la résolution ; il n’est méme pas évoqué dans
un ouvrage aussi synthétique que [Wos88]. On ne peut pourtant prétendre obliger
'utilisateur d’un démonstrateur & énoncer ses problemes sous forme clausale. Un"
démonstrateur par résolution peut également étre utilisé sur des formules produites
automatiquement, qui ne sont pas sous forme clausale, et qui doivent bien étre
transformées — particulierement en vérification de programmes, ou ’ensemble de

clauses produit est souvent trop important pour étre utilisable.

Plus étonnant encore est qu’une solution a ce probleme existe depuis 1968 et a été
depuis largement méconnue : il apparait en effet dans [Tse68] une transformation
linéaire en taille, pour le calcul propositionnel. On peut 1’étendre facilement au
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premier ordre — ou elle devient quadratique —, ce qui n’a été fait que beaucoup
plus tard, principalement dans [PG86] — aprés quelques travaux moins approfondis,
et tous postérieurs a 1980. Une raison en est sans doute la difficulté de [Tse68], et
aussi qu’il ne s’agit pas du résultat principal de cet article.

Cette transformation utilise une technique simple introduite en 1920 par Skolem
(voir [Sko67]), qui conmsiste & introduire des définitions et & les utiliser — ce que
nous appelons renommage — d’une fagon systématique. Aujourd’hui encore, elle ne
regoit pas I’attention qu’elle mérite, peut-étre parce que les résultats expérimentaux
obtenus dans [PG86] sont mitigés. Il n’est en effet pas évident qu’une forme clausale
réduite, mais contenant plus de littéraux (issus des définitions), soit plus facile &
réfuter que la forme clausale classique ; on est méme certain du contraire si ’on
applique une stratégie inadéquate. De plus, cette forme clausale classique n’est pas
toujours plus longue que celle de [PG86], car I’amélioration sur ce point ne porte

que sur la complexité dans le pire des cas.

On ne peut pourtant douter de 'intérét de cette technique, et la raison fon-
damentale se trouve justement dans [Tse68]. Il y est montré qu’en ajoutant a la
regle de résolution, dans le calcul propositionnel, une régle dite d’eztension, on
diminue exponentiellement la complexité en taille des plus courtes preuves. Cette
regle d’extension consiste & rajouter & un ensemble de clauses la définition d’un
nouveau symbole. Ce n’est pas le renommage, car ce symbole est défini au moyen
d’une formule quelconque : on obtient plutdt un équivalent clausal de la regle de
“cut” dans les systémes de Gentzen. La formule introduite joue le réle d’hypothése.
Le probléme de ces regles est bien connu : elles ne préservent pas la propriété de la
sous-formule, ce qui contraindrait un démonstrateur qui voudrait les utiliser a des

capacités analogues a celles de I’“oracle” des algorithmes non-déterministes.

Cependant, Tseitin précise que dans une preuve, toutes les applications de la
regle d’extension peuvent étre placées avant toutes les applications de la regle de
résolution — c’est pourquoi il ne la considere pas comme une regle d’inférence. On
peut donc en envisager ’application au sein du processus de transformation. On
peut également en restreindre I’emploi de fagon & limiter les problemes d’oracle, la
restriction la plus naturelle étant de ne définir de nouveaux symboles qu’a partir
des formules existantes, ce qui permet de retrouver la propriété de la sous-formule.
L’oracle doit alors choisir parmi ces sous-formules, qui sont en nombre fini. On peut
enfin remplacer chaque sous-formule utilisée par le symbole défini, ce qui permet, en

modifiant ’ensemble de clauses autrement que par ajout, de guider plus siirement

4



le démonstrateur vers la plus courte preuve. Le résultat — on ’aura deviné — est
précisément le renommage.

Nous tentons dans la suite de résoudre le probléeme d’oracle ainsi posé, en nous
plagant d’emblée en logique du premier ordre, bien que les résultats de [Tse68] soient
restreints au calcul propositionnel.

Nous définissons dans le premier chapitre la transformation primitive que nous
utiliserons dans la suite: le renommage d’une, puis d’un ensemble de sous-formules.
Nous y démontrons, dans un cadre théorique général, qu’il est valide de I’utiliser &
des fins de démonstration formelle. Sans employer de résultats non démontrés, ainsi
que dans le reste de la thése — sauf au chapitre 7 —, nous supposons ici connus les

rudiments de la logique du premier ordre.

Dans le deuxiéme chapitre, c’est la mise sous forme clausale standard qui est —
succinctement — définie et — abondamment — explorée. Ce chapitre n’a pas un but
didactique, et ne saurait convenir & un lecteur ignorant tout de cette transformation.
Nous y démontrons un ensemble de résultats qui nous seront utiles par la suite,
particulierement pour ’évaluation de certaines complexités. Certains sont connus,
comme la complexité exponentielle du nombre de clauses — bien qu’il soit rare d’en
trouver démonstration —, d’autres sont originaux, comme pour la skolemisation ou

la longueur des clauses.

C’est au troisieme chapitre que nous associons les deux transformations
précédentes. Apres un historique introductif & cette technique, nous donnons une
preuve formelle du principal résultat de [PG86] — dont la preuve manque de rigueur,
et utilise une hypothése inutile. Dans le but de remédier a certains inconvénients de
cette transformation, constatés en introduction, nous en développons ensuite une
nouvelle, ce qui constitue le coeur de la these. Nous définissons en fait un ensemble
de transformations a partir de I'idée d’essayer de minimiser le nombre de clauses.
La fin de ce chapitre est consacrée aux résultats de complexité communs a toutes
ces transformations. :

Le quatrieme chapitre contient sans doute le résultat le plus intéressant de cette
these, et en tout cas le plus difficile a obtenir. Nous démontrons qu’un sous-
ensemble particulier de nos transformations, les renommages descendants, permet-
tent d’obtenir le nombre minimal de clauses parmi toutes les formes clausales que
la technique du renommage permet d’obtenir — depuis la forme clausale standard
jusqu’a celle de [PG86]. Ceci n’est cependant acquis que pour une classe restreinte
de formules : celles ne contenant pas de symbole d’équivalence. Ce résultat, peu
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intuitif, demande une formalisation poussée. Une version abrégée de ce chapitre, et
de la deuxiéme moitié du précédent, se trouve dans [BdIT90).

Dans le cinquiéme chapitre, nous développons une autre transformation, a partir
de I'idée similaire, mais plus complexe, de minimiser le nombre d’occurrences de
littéraux dans la forme clausale. Nous essayons alors de calquer les résultats obtenus
pour la minimisation du nombre de clauses, ce qui se fait sans trop de difficulté en ce
qui concerne la complexité — qui s’améliore légérement. Cela se révéle par contre
impossible quant & ceux du quatriéme chapitre, et nous n’essayons donc pas de
définir de nouvelles restrictions amenant des résultats d’optimalité qui seraient sans
doute encore plus difficiles & prouver que ceux déja obtenus.

Ces transformations étant destinées & une utilisation pratique, nous en donnons
au sixieme chapitre une définition algorithmique répondant aux exigences naturelles
d’efficacité. Une partie du chapitre est consacrée a prouver que la transformation
ainsi calculée correspond & un renommage descendant, et qu’il y a donc bien opti-
malité du nombre de clauses. Les résultats de correction et de complexité abordés
ici le sont plus complétement dans [BdIT89], mais sur un algorithme légérement
différent.

Enfin, nous tentons au septiéme chapitre une comparaison de ces différentes
transformations quant a leur aptitude & réduire la longueur des réfutations par
résolution. Aucun résultat définitif n’est acquis en ce domaine, méme si nous mon-
trons que le renommage de certaines sous-formules est forcément néfaste, et nous
sommes donc réduits a établir cette comparaison sur un certain nombre de points
annexes qui nous semblent significatifs, et en particulier sur des expérimentations,
réalisées dans le cadre de ’ATelier d’INFérence. Ce chapitre est largement inspiré
de [BdITC90].



Chapitre 1

Expansion de formules

Le temps viendra bientot qu’a contempler ces étres
Tu n’auras plus de peine ; et tu en jouiras

Autant que la nature a sentir te dispose.

Dante

1.1 Notations et préliminaires

Un langage du premier ordre L est un ensemble de symboles de prédicats et de
fonctions, a chacun étant attribué un entier par la fonction a, appelée arité'. Un
symbole de fonction d’arité nulle est appelé symbole de constante, un symbole de
prédicat d’arité nulle est appelé symbole propositionnel.

Une L-formule est une chaine de symboles construite sur le langage du premier
ordre £ en respectant I’arité, sur les symboles logiques —,V, 3,AV,=,<&, les paren-

!En théorie des langages formels, £ est appelé une signature. Cette terminologie, provenant de [CK73],
est justifiée par le fait que nous nous restreignons i un ensemble bien particulier de langages — les
formules du premier ordre — dont chacun est alors déterminé par une signature L.
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théses ouvrante et fermante, et un ensemble dénombrable X de symboles appelés
variables, supposé fixé et disjoint de £ et de ’ensemble des symboles logiques, en
respectant les régles usuelles : on construit d’abord les £-termes avec les symboles
de fonction de L et les symboles de variables, puis les £-formules atomiques a partir
des symboles de prédicats de L et les L-termes, enfin les L-formules & partir des for-
mules atomiques, des symboles logiques et des variables (pour les quantificateurs).
Les formules sont écrites en notation infixée. Les conjonctions et disjonctions ad-
mettent un nombre quelconque d’arguments (au moins un cependant). De méme les
quantificateurs portent sur un nombre quelconque de variables (au moins une). De
plus, nous imposons la restriction suivante : toute variable quantifiée apparait libre

et non liée dans le champ de son quantificateur, et n’apparait nulle part ailleurs.

Les formules seront en général désignées par les lettres 1 et ¢, éventuellement
primées et indicées. On appelle sous-formule d’une formule 1 toute sous-chaine de
¥ qui est une formule, et on dira également dans ce cas que 1 est une sur-formule
de ¢. On note SF(%) le multi-ensemble des sous-formules de 3 (deux occurrences
distinctes d’une méme formule dans 1 sont considérées comme des sous-formules
distinctes). On note SF*(v) = SF(¢)—{¥}. ¢ C ¢ ou v I ¢ signifient p € SF(¥),
et de méme ¢ C 9 ou ¢ 3 ¢ signifient ¢ € SF*(1)). On appelle sous-formule directe
de ¢ les éléments maximaux (au sens de ’ordre C) de SF*(¢).

Le complémentaire d’une formule ¢, noté ¢°, est = si ¢ n’est pas une négation,
et ¢’ si p = =¢'. |p| dénote la longueur de ¢, dans laquelle tout symbole a une
longueur 1, et les parenthéses ne sont pas comptées. L’ensemble des variables libres
d’une formule ¢ est noté FV(p). Si FV(p) = 0, on dit que ¢ est close. On appelle
conjoint (resp. disjoint) de 1 toute sous-formule ¢ C 1 telle que toute formule ¢’
vérifiant ¢ C ¢’ C 1 est une conjonction (resp.disjonction).

Un L-modeéle est un doublet M = (D,TI), ou D est un ensemble non vide et T
une fonction qui a chaque symbole de fonction d’arité n de £ (symbole de constante
si n = 0) associe une fonction de D" vers D (un élément de D si n = 0), et a chaque
symbole de prédicat d’arité n de £ (symbole propositionnel si n = 0) associe un
sous-ensemble de D™ (@ ou 1 si n = 0).

A toute fonction v de X vers D on associe alors la fonction Z,, qui associe a
chaque £-terme une valeur dans D, définie inductivement par : pour chaque symbole
de constante a de £, on a Z,(a) = I(a), pour chaque symbole de variable z, on a
Z.(z) = v(z), et pour tout symbole de fonction f de L, pour tous L-termes t,..t,(y),

L (f(tr-ta(n)) = Z(F)(Z(t1)--Lo(ta(n))-



Soit P un symbole de prédicat de L, et t,..to(p) des L-termes, on note M,v =
P(ty..to(p)) si et seulement si (T, (t1)..L(ta(p))) € Z(P) (Z(P) = 1 si a(P) = 0).
On étend inductivement la relation a toutes les £L-formules de la facon suivante :

o M,v | -y si et seulement si on n’a pas M,v = ¢

o M,vE p1A..Ap, si et seulement si Vi € {1..n},on a M,v | ¢;

o M,v [ ¢1V..Vp, si et seulement si 31 € {1..n}, tel que M, v = ¢;

o M,v = p=¢' siet seulement si on a M, v |= ¢, ou on n’a pas M,v ¢

o M,v | p& ¢ siet seulement si on a M,v |= ¢ et M,v |= ¢, ou ni 'une ni
lautre.

o M,v |=Vz,..x,.¢ si et seulement si Ve;..e, € D, on a M,v[z; — ¢, E¢
e M,v k= 3z,..2,.p si et seulement si 3e;..e, € D tel que M, v([z; — &), E ¢

ol v[z; « e;]7, désigne la fonction identique & v en dehors de {z;..z,}, et identique
a {(z1,€e1)..(zn,€x)} sur cet ensemble.

On note M [= ¢ si et seulement si on a M, v |= ¢ pour toute fonction v. On
dit d’une L-formule ¢ qu’elle est valide si et seulement si pour tout £-modele M
on a M |= ¢, et on note alors = . On dit qu’elle est satisfaisable si et seulement
si il existe un £-modéle M et une fonction v telle que M, v |= ¢. On montre alors
aisément qu’une formule est valide si et seulement si sa négation est insatisfaisable.
On constate également que si ¢ est close, M,v |= ¢ est indépendant de v, donc
équivalent & M = .

Enfin, on note ¢ |= ¢’ si et seulement si pour tout modele M et toute fonction
v,si M,v = ¢ alors M,v E¢'.

Nous arrivons maintenant a des définitions moins usuelles, que nous introduisons
au fur et a mesure de leur utilisation. En cas de probleme, le lecteur est convié a
utiliser 'index situé en fin de volume. La définition qui suit nous sera utile dans un

argument inductif :

Définition. La profondeur dans ¢ d’une sous-formule ¢ C 9 est

dy(p) = H¢' E¥/p C ¢}
o

Nous utiliserons aussi la notion connue de polarité d’une sous-formule, en y

apportant toutefois une légére modification pour 1’équivalence :
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Définition. La polarité de ¢ C ¢ dans 1, notée pol(p, ), est définie par :
o pol(pi, ) = +1si¢p = p;, ou Y = P1A...App, 0u Y = p1V...Vpy, ou
Y=p1=>pret i =2 0utp=Qz..2..¢1 (1=1,Q € {V,3}).
o pol(p1,¥) = —1si Y = —p; ou Y = p1=>s.
o pol(pi,¥) = 0si ¢ = p1 2.
o Vo C ¢’ C ", pol(ip, ") = pol(ip, ¢').pol(¢', ¢") (relation de propagation).
O

Intuitivement, dans une formule linéaire — sans équivalence — la polarité de ¢
dans 9 est la parité du -nombre de négations apparaissant au dessus de ¢ dans .
Cette notion s’apparente a la loi de la double négation : n négations consécutives

peuvent étre remplacées par n modulo 2 négation. Enfin, une notation tres utile :
Définition. Soient ¢,p’ deux formules ayant méme variables libres z;..z,, alors :

o ot (p,¢’') dénote la formule Vz,..z,.0=> ¢'.
e o~ (p,¢’) dénote la formule ot (¢’, ¢).

o 0%y, ¢’) dénote la formule Vz,..z,.0 & ¢'.
o

L’exposant du symbole o doit étre compris comme étant une polarité (abus de
notation par souci d’élégance). Cette notation relie la polarité avec certaines formes
d’implications, ce qui permet une formulation simple du théoréeme de monotonie ci-

dessous.

Théoréme 1.1 Soient ¢ une formule, ¢, ¢’ deuz formules telles que ¢ C 1 et
FV(p) = FV(¢'), si s = pol(p,¥), alors o*(p,¢") | 0% (¥, Ylp—¢T).
Preuve. On montre par récurrence sur la profondeur n de ¢ dans 3 que Vn €
IN,Vi, 0, ¢,

(¢ CYAFV(p) = FV(¢')Ady(p) = n)= 07V, ¢') k= 0¥ (¥, ¥[p —¢1)

Sin=0,0n a1 = ¢, et le résultat est évident car o*(p, ¢’) et ¥ (¥, Y[p —¢'])
sont identiques.

On suppose la propriété vraie pour n, soient ¥, p, ¢’ telles que ¢ C 9, FV(p) =
FV(¢') et dy(p) = n+ 1, et on note s = pol(yp,1)). Nous examinons les différents

cas possibles :
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o ¢p = —¢', on a dyjpyi(¢’) = n, donc par hypothése de récurrence on a
(¢, ¢) E ot({'lp — ¢'],¢¥'). Mais o7*(¢', ) = 0*(p,¢'), et on peut
énoncer la loi de contraposition de la facon suivante :

ot (Ylp—¢,¢¥) = ot (¢!, ¢ [p —¢T)
donc o°(p, ¢') = ot (¥, Ylp — ).

e = P A...Ath,, soit 1 € {l..n} tel que ¢ C ¢;, on a dy,(¢) = n, donc
par hypothése de récurrence o*(p,¢’) k= ot (¥i, ¥ilp «— ¢’]). En utilisant
la tautologie propositionnelle = (p = ¢) = ((pAr) = (¢Ar)), on obtient
o* (¢, ¢") EVz1..Za-(V1A.  AYA. . APR) = (P1A. AP — @A Athy,) Cest
a dire 0*(p,¢") = 0% (¥, Y[ —¢']).

e ) =1 V...V, on procede de méme, en utilisant la tautologie = (p=>¢)=
((pvr)=(qVr)). |

e 1) = t; = 13, on utilise la tautologie = (p = ¢) = ((r = p) = (r = ¢q)) si
¢ C 9y, et la tautologie = (p=>¢)=((¢=r)=>(p=>r)) si ¢ C ¥, (en partant
de ’hypothese de récurrence o=*(¢’, @) k= ot (¥1[e — '], ¥1)).

e Yy = Vy,.y,.¢', solent z,..z, les variables libres de v, et z;..z; les vari-
ables libres de ¢', on a {z1..zx} = {z1..za} U {y1..yp}. Par hypothese
de récurrence o*(p,¢’) E ot (¥, ¥'[p « ¢']), cette derniere formule étant

Vzy.2k.9" = [ —¢']. Donc :

o’ (e, ‘P,) = Vzl--znyluyp-'/”é ¢l[‘p‘_‘pI]
E Vz1.2,.(3p1--9p-¥") = (Vy1-.9p-¥ [0 — ¢])
E Vz.2..(Vy1--9p-¥") = (Vy1..9p- ¥ [0 — ¢])

(a partir de la tautologie = Vz.P(z) => 3z.P(z)). La derniere formule est
o* (¥, plp ).

e Y = Jy,..y,.¢¥', on obtient également par hypothese de récurrence que :
o’ (¢, ¢') | V1.0 (Fy1-4p-9") = (Vo199 [0 — ©])

et on obtient o*(p,¢') = Vz1..2n-(Fy1--¥p- V) = (Fy1.-p-¥' [0 — ¥']).
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o Y = ¢ & i, soient 1 € {1,2} tel que ¢ C ¢, et s’ = pol(p,¥;), on a
par hypothése de récurrence o' (g, ¢') = ot (i, ¥i[p «— ¢']), mais également
o*(¢'s¢) k= ot (Wil — '], %), or 0%, ¢') k= 0% (0, ') A* (¢, ), donc :

(p,¢") E 0¥ (i tile =N AdH(¥ilp ¢, )
E V2.2, 9 ¥ip — ¢
A partir de la tautologie |= (p< q)= ((p&r)= (¢ r)), on conclut

(0, ¢') |E V21209 = Yl —¢]

La récurrence est établie, et donc Vi, p, ¢’ tels que ¢ C ¢ et FV(p) = FV(¢'),
soit n = dy(y), d’aprés ce qui précede on a a”°'(v¥)(p, ¢') k= ot (Y, Y[p—¢]) -

1.2 Expansion de formules

Nous nous posons maintenant le probleme de l’ezpansion des formules du premier
ordre, c’est a dire de la facon dont on peut étendre le langage utilisé pour exprimer
une formule, dans le but de transformer celle-ci. Notre but est de préserver la
satisfaisabilité ou la validité entre une formule et ses expansions. Ceci nous améne

a la définition suivante :

Définition. Soient £, L’ deux langages du premier ordre, tels que £ C £’ (L’ est
une expansion de L), ¢ une L-formule et ¢’ une L'-formule ayant mémes variables
libres. On dit que ¢’ est une ezpansion conservative de ¢ si et seulement si pour
tout £-modele M, il existe une expansion M’ de M a L’ telle que M’ = (¢, ¢').
(i.e. ¢ et ¢’ ont exactement la méme valuation dans M’). &

Nous rappelons, suivant [CK73], que dans une expansion M’ de M a L', les
symboles interprétés dans M (i.e. les éléments de L), conservent leur interprétation
dans M’, qui est un £’-modele. C’est donc & partir de ces notions d’expansion sur
des langages et des modeles que nous avons introduit une notion similaire sur des
formules. Un exemple important : on sait que si Jz.¢ a pour variables libres z,..z,,
alors [z « f(z1..z,)] est une expansion conservative de 3z.¢ (ou L' — L = {f}).
Le théoreme suivant montre comment ’expansion conservative permet de préserver

la satisfaisabilité :

Théoréme 1.2 Soient v une L-formule, avec ¢ T ¢ et ¢’ une ezxpansion con-
servative de o, ¥ est satisfaisable si et seulement si Y[ — P'|ATPNe¥) (Y ) est

satisfaisable.
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Preuve. Soit s = pol(p, ).

Si Y[p — ¢'|Ac*(¢', ) est satisfaisable, soient M’ un L'-modéle et v tels que
M, v = Ylp — ¢ |Ao*(¢',¢). On a donc M',v |= o*(¢',9), et en appliquant le
théoréme 1.1, M',v |= o*(¥[p — ¢, ¥). Mais M, v |= [p —¢'], donc M',v = 9,
et ¢ est satisfaisable.

Réciproquement, si ¢ est satisfaisable, soient M un L-modéle et v tels que
M, v |= 1. Comme ¢’ est une expansion conservative de ¢, il existe une expansion
M’ de M & L' telle que M’ |= 0°(p,¢’), et on a M',v |= 3. Comme ¢ et ¢’ ont
exactement la méme valuation dans M/, elles peuvent étre remplacées 'une par
autre, donc M’,v |= ¥[p « ¢’]. Mais on a 0%p,¢') E o*(¢',¢), donc M’ =
a*(¢', ), et donc Y[p — ¢ |Ao*(¢, @) est satisfaisable. -

Il est facile d’en déduire un résultat dual :

Corollaire 1.3 Soient ¢ une L-formule, avec ¢ C 1 et ¢’ une expansion conser-

vative de @, v est valide si et seulement si aPMe¥)(p, ") = Y[ — '] est valide.

Preuve. Soit s = pol(p, ), ¥ est valide si et seulement si -1 est insatisfaisable, donc
d’apres le théoreme 1.2, si et seulement si ~9[p — @ |Ac~*(¢’, ) est insatisfaisable,
donc si et seulement si ~(=t[p —¢']Ac*(¢', p)) est valide. Or :

E ~(=¥lp—@1Ao7(¢',¢)) & Ylp—¢V-07(¢',¢)
& 07, @)= Ylp—¢]
& o'(p, ¢ )= Yl

De ’exemple exposé ci-dessus, nous constatons que la skolemisation est un cas
particulierement simple du fait que |= o*(p[z — f(z;..2,)], 3z.¢), de sorte que 'on
peut se débarrasser de ce conjoint, c’est a dire que le théoreme 1.2 prouve que si
(3z.¢) C ¢ avec pol(3z.p,%) = +1, alors ¢ est satisfaisable si et seulement si
Y[3z.¢ — [z — f(z1..2,)]] est satisfaisable, ce qui constitue un résultat bien connu.
Dualement, o[z « f(z;..7,)] est une expansion conservative de Vz.p (si ¢’ est une
expansion conservative de ¢, alors -y’ est évidemment une expansion conservative
de —), et comme = o0~ (p[z — f(21..24)],Vz.), on déduit du théoreme 1.2 que
si (Vz.p) C ¢ avec pol(Vz.p,9) = —1, alors ¢ est satisfaisable si et seulement si
Y[Vz.p — [z — f(z;..2,)]] est satisfaisable.
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1.3 Le renommage

Nous nous intéressons maintenant & une expansion particuliere dont ’intérét n’est
pas de simplifier le terme o, mais de simplifier I’expansion elle-méme : P étant un
nouveau symbole de prédicat (£’ — £ = {P}), il est facile de voir que P(z;..7,) est
une expansion conservative de toute £-formule ¢ dont les variables libres sont z;..zn.
Nous en déduisons, d’aprés le théoreme 1.2, que si ¢ C 1 alors 1 est satisfaisable
si et seulement si Y[p — P(z1..2,)]AoP*@¥)(P(z;..2,), ) est satisfaisable. Cette
transformation constitue la base méme du renommage. Elle a été introduite en 1920
par Skolem, dans la preuve du résultat concernant I’existence d’une forme normale
de Skolem (voir [Sko67]). On sait aujourd’hui prouver ce résultat sans I’aide du
renommage, par exemple en utilisant le théoreme 1.2 et en invoquant les résultats
connus concernant les formes prénexes.

Dans la suite, nous nous intéresserons a des renommages multiples — de plusieurs
sous-formules simultanément — et il nous faut pour éviter toute confusion distinguer

les symboles de prédicats utilisés dans les expansions de sous-formules différentes.

Définition. A chaque occurrence d’une sous-formule ¢ d’une L-formule % on
associe un symbole de prédicat unigue noté SkPY (prédicat de Skolem), tel que
Ska ¢ L. Si 9’ est un conjoint de 3 tel que ¢ C ', on identifie S'ka' a SkPY
— pour des raisons techniques qui apparaitront dans la preuve du corollaire 1.4.

Si FV(¢) = {z1..z.}, on note SkLY le littéral> SkPY(z,..z,) (littéral de
Skolem). &

La problématique des renommages multiples nous oblige a considérer des en-
sembles de sous-formules, ainsi que les substitutions de ces sous-formules par les
littéraux de Skolem correspondants. Les trés fréquentes utilisations que nous en

ferons nous imposent d’en trouver une formulation simple :

Définition. On appelle renommage d’une formule ¥ tout sous multi-ensemble
R de SF*(1). On note Infgr(p) 'ensemble max{y’ € R/¢' C ¢} (ensemble des
éléments maximaux au sens de ’ordre C ; on obtient un renommage de ¢ inclus
dans R). Dualement, si {¢' € R/ C ¢'} # 0, on note Supr(yp) I’élément minimal®
de cet ensemble.

2Pour éviter toute ambiguité, on peut supposer que I’ensemble des variables est totalement ordonné, et
que 71 < ... < ZIn.
3(SF(¢¥),C) est un sup-demi-treillis complet.
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Soit R un renommage d’une formule 1, ¥[R] désigne la formule

Pl — SkLY)veinsn(v)
O

Cette derniére définition ne prend son sens qu’au regard de la suivante, qui ex-
plicite la transformation que permet d’effectuer ce que nous avons appelé un renom-
mage. On peut cependant déja constater que nous n’autorisons pas le renommage
de la formule 1 elle-méme, et ce pour des raisons d’élégance de notation. Cette res-
triction n’est absolument pas génante, et nous verrons dans les chapitres suivants

qu’il serait inutile de renommer .
Définition. Soient 3 une formule, ¢ T ¥, on note Defy(yp) la formule
oPle¥)(SkLY, ). Soit R un renommage de %, on note Rnm(R, ) la formule?*

Y[RIA A\ Defy(¢[R])

¥ER
O

On vérifie aisément que cette définition correspond, lorsque R est un singleton, a
la formulation qui est donnée ci-dessus du théoréme 1.2 avec ’expansion considérée

(expansion par littéral de skolem). On en déduit le

Corollaire 1.4 Soient ¢ une formule et R un renommage de ¢, Rnm(R,v) est

satisfaisable si et seulement si ¢ est satisfaisable.

Preuve. Si R = @, c’est évident car Rnm(@,v) = . Sinon, montrons que Vo €

R, = Rnm(R,¢) < Rnm({¢}, Rnm(R — {¢},)). En effet:

Rnm({¢}, Rnm(R — {¢},¥))
= Rnm({p},¥[R—{p}IN A Defy(£[R - {#}])

¢ER-{v}

= (W[RIAN A Defy(€[R]))ADefram(r-{v})(P[R — {#}])
¢€R—{v}

= (W[RIAN A Defy(¢[R]))ADefy(p[R])

¢ER-{v}

car pol(p,¥) = pol(p, Rnm(R—{¢},¥)), Infr(p) = Infr_(,)(¢) et ¥[R—{p}] est
un conjoint de Rnm(R—{¢},v). Cette derniére formule est évidemment équivalente

a Rnm(R, ).

4L’ordre des définitions dans la conjonction n’importe pas ; on peut convenir de les ranger dans I’ordre

préfixé des sous-formules de ¢.

15



D’autre part, puisque SkLY est une expansion conservative de ¢, d’apres le
théoréme 1.2, Vo’ 3 ¢, ' est satisfaisable si et seulement si Rnm(p,1)’) 'est, donc
Rnm(R, ) est satisfaisable si et seulement si Rnm(R — {¢},¢) l'est. R étant
fini, on obtient par induction que Rnm(R,) est satisfaisable si et seulement si

Rnm(0,¢) = ¢ lest.

Ce théoreme autorise I’utilisation de cette transformation dans les méthodes de
preuve qui procedent par réfutation, et en particulier la résolution. De méme que la
skolemisation, elle ne préserve pas 1’équivalence. Contrairement a elle, elle n’est pas
indispensable a la mise sous forme clausale. C’est cependant dans cette perspective

qu’elle prend tout son intéret!
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Chapitre 2

La transformation clausale

L’espoir luit comme un caillou dans un creux.

Verlaine

2.1 Deéfinition des transformations

Dans la mise sous forme clausale, nous utilisons tout d’abord une linéarisation
(élimination des équivalences) dépendante de la polarité (voir [HLO*80]). En effet,
nous constatons que la linéarisation classique n’est pas adaptée a la mise sous forme

clausale dans le cas des équivalences de polarité négative :

E~(PeQ) & ~(P=QAQ=P)
& (PA-Q)V(QA-P)
& (PVQ)A(PV-P)A(-QVQ)A(~QV~P)
& (PVQ)A(-PV-Q)

On voit que ce procédé conduit a l'apparition de clauses tautologiques, donc
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inutiles. Or, lorsque P et Q) sont des formules relativement complexes, ces tautolo-
gies ne sont pas détectables par les méthodes de simplification classiques. C’est en
particulier vrai si ces formules contiennent des quantificateurs, puisque ceux-ci sont
skolemisés. Il n’y a plus alors de simplification possible puisque la négation de la
skolemisée d’une formule ¢ n’est pas équivalente & la skolemisée de —p.

Il convient donc d’effectuer cette simplification avant la skolemisation, c’est a
dire directement pendant la linéarisation. Il suffit en effet de remplacer P & @Q
par (PAQ)V(-~PA-Q) lorsque cette équivalence a une polarité négative. Pour les
équivalences de pola.rité positive, on conserve bien entendu la linéarisation classique.
Enfin, on applique cette régle dans un parcours descendant, de fagon a ne rencontrer
que des équivalences de polarité positive ou négative. Ceci donne la définition

inductive suivante :
e si p est atomique, lin(p,s) = .
® si p = ) &y, alors

(lin(e1, —1) = lin(pa, +1)) A(lin(p2, —1) = lin(p1, +1)) si s = +1

lin(p,8) =
i) { (tin(gr, —1)Alin(ipz, ~1))V (=lin(ips, +1) A=lin(pz, +1)) si s = ~1

e sinon, lin(yp, s) est la formule ¢ dans laquelle chaque sous-formule directe ¢’

de ¢ est remplacée par lin(¢’, s.pol(¢’,¢)).

lin(p, +1) constitue la linéarisation dépendante de la polarité, orientée vers la mise
sous forme clausale. Nous la noterons linéaire. lin(p,—1) est une linéarisation
orientée vers la mise sous forme normale disjonctive.

Les transformations qui suivent la linéarisation sont, dans ’ordre, la skolemisa-
tion, la mise sous forme prénexe, et la mise sous forme normale conjonctive. Les
regles de skolemisation sont décrites au chapitre 1, et sont appliquées en descendant
dans la formule. Nous noterons Skim cette transformation. Elle permet d’éliminer
les quantificateurs existentiels de polarité positive et les quantificateurs universels
de polarité négative. L’impossibilité d’éliminer les quantificateurs de polarité nulle
justifie I’étape précédente permettant d’obtenir une formule linéaire, c’est a dire
dépourvue d’équivalence.

La mise sous forme normale prénexe peut étre tres simplement définie par le
systéme de réécriture ci-dessous (bien que non confluent, ce systéeme convient parce
qu’il termine, et que nous n’utiliserons que des propriétés vérifiées par toutes les

formes normales).
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“VZy.Zp.p — I21..2p.m0p
=3z1..Zp.p — VI1..Zp.00
(Vz1..2p.01) => 02 = 321..2p.(1 = ¢2)
(3zy..2p.01) => 2 = VZ1..25.(01 = 02)
1= (Q21..2p.02) = QZ1..2,.(01=> 2)

PIA A1 A(QT1..Zp.0i) Apit1 A AP = QZ1..Zp. (1A .. Apn)
P1V. Vi1 V(QT1..2p.0i) Vpis1 V.. Vo = Qz1..25.(p1V..Vion)
VZ1..2p. VY1 Ym0 = VT1..ZpY1..Ym ¢
3zy..25.3Y1. Ym- @ — 3T1..ZpY1-Ym-@

ol Q € {V,3}, et les ¢; (resp. z;) dénotent évidemment des formules (resp. des
variables!). Nous noterons cette transformation préneze. On peut également définir
la mise sous forme normale conjonctive par un systéme de réécriture, cette fois-ci

convergent :

o — @
P1=> P2 = 7p1Vip,
“(@1AApn) = ~p1V..V =g,
“(P1V..Ven) = ~p1A. A=,
P1AAPA(Nizy @5 Apira A Apn = 1A QAP A APLAPiL1 A Ay
e1V.. VoV (Vi @) Vi VVion = o1V.oi VL V.Vl Vi V.. Ve,
1V VoV (AP @5 Vpint V. Ver = Al (01 V.. Vo ViVpin V.. V)

Cette derniére transformation est notée fnc. Nous pouvons donc définir la trans-

formation sous forme clausale :
clausale = fnco préneze o Sklm o linéaire

cette transformation permet de transformer toute formule de la logique du premier
ordre en une formule sous forme clausale, c’est a dire de la forme Vz,..z,. AL, C;,
ou les C; sont des clauses, c’est a dire de la forme V7., L}, ot les L} sont des
littérauz, c’est a dire des formules atomiques ou des négations de formules atomiques.
Cette transformation préserve la satisfaisabilité, et peut donc étre utilisée dans une
méthode procédant par réfutation. Nous allons dans la suite montrer qu’elle est
exponentielle en taille, tout en développant un ensemble d’outils qui nous seront

utiles par la suite.

Tl n’y a pas ici de probleme de capture de variables, du fait de la restriction que nous avons adoptée
page 8.
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2.2 Complexités en taille

2.2.1 Linéarisation

Nous commengons par une étude de la premiere transformation : linéaire. La
longueur de la formule linéarisée dépend essentiellement de la disposition des

équivalences dans la formule initiale.

Définition. Le nombre d’équivalence de v, noté Ny(1), est le nombre d’éléments

du multi-ensemble {¢1 & p2/p1 < @2 E ¥}
On appelle profondeur en équivalence, et on note Dg, la fonction inductivement

définie sur les formules par :
e si 1 est atomique, alors Dg(3) = 0.
e si 1) n’est pas une équivalence, et ses sous-formules directes sont ;..1,, alors
De(t) = max{De(¢:)/i € {1..n}}.
o si Y = 1)) &1y, alors De(vp) = 1 + max(De(v1), Des(¥2))-
&

Ces deux définitions permettent de donner une borne relativement fine pour la

forme linéaire :
Théoréme 2.1 V¢, [linéaire()| < (|| + 2Nex(19)) 2P
Preuve. Par induction structurelle sur ¥ :
e si 1 est atomique, linéaire(y)) = ¢, Du(¥) = 0 et Ne(vp) = 0 ; I'inégalité est
donc évidente.
esipp=-9Y',ona
1 + |linéaire(y’)|
14 (|¢'] + 2Nes(¥"))2P=¥) par hypothese d’induction
(14 [/] + 2Na(9")2°4) = ([$] + 2Na(9))27)

[linéaire(y)|

<
<

o sit)=Qz,..2,.¢0',0u Q € {V,3},0on a
[linéaire(y))] = 1+ n+ |linéaire(y’)]
1+ n+ (J9'| + 2Ne(1'))2P*¥) hypothese d’induction

<
< (L4 n+ 9] 4 2No(9)2P%9) = (|9p] + 2Nes(1h)) 2P+
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e si ¢ = P A. A, (ou Y1 V..V, ou ¥ =1),), alors

[linéaire()] = n—1+) |linéaire(y;)|

=1
S n= 14 (Il + 2Ne(:))27%)
=1
< (n=14+Y il +2) No(th)) 2ax{Datwi) i€{1.n}}
=1 =1

< (|| + 2Ne())2P®

® si 1 = 1, &1y, alors
\linéaire(y)| = 2|linéaire(sh)| + 2|linéaire(sh;)| + 5
(|1] + 2Nes(th1))21HP#) 4 ((ohy| + 2N (1h2))21+P=(¥2) 4 5
(Il + [#2] + 2Ne (1) + 2Nes(th2) + 3)2P4)
(1] + 2Ne()) 2P

IN IN A

L’induction est complete. -

2.2.2 Skolemisation

Nous pouvons maintenant étudier le comportement de la skolemisation sur la
longueur des formules. Par rapport aux autres transformations, la croissance en
taille dépend de facteurs tres différents, ce qui nécessite un ensemble de définitions

relativement spécifiques.

Définition. Soit ¢ une formule, & chaque ¢ C 1 on associe ’ensemble SV, (y)
des variables skolemisables dans 1 en ¢, défini par :

1. SVy(¢) =0.
2. SVy(p) = SVy(3zy..20-) U {z1..2,} si pol(p, ) > 0.
3. SVy(p) = SVy(Vz1..20.90) U {z1..2,} si pol(p,9) < 0.

4. SVy(p) = SVy(¢') si ¢ est une sous-formule directe de ¢', et que les cas

précédents ne s’appliquent pas.

Si ¢ est atomique, nous notons SOy(y) le nombre d’occurrences dans ¢ des variables
de SVy(yp). Sinon, soient ¢;.., les sous-formules directes de ¢, alors SOy(yp) =
%, S0y(p:)- On note SO(v) pour SOy (¥).

=1
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V() = max{|FV(g)|/¢ C %}, dénote donc le nombre maximum de variables
libres dans les sous-formules de .

Enfin, on associe a chaque ¢ C 1 une sous-formule de Skim(3), notée Skimy(y),
de la fagon suivante : si ¢ est atomique, Skimy(¢p) est la formule ¢ dans laquelle les
variables de SV, (¢) ont été instanciées par les termes de Skolem correspondants ;
si ¢ est 3r,..7,.¢' de polarité positive dans 9, ou Vz;..z,.¢' de polarité négative
dans 1, alors Sklmy(p) = Sklmy(¢') ; et dans les autres cas, Sklmy(yp) est la sous-
formule ¢ dans laquelle toutes les sous-formules directes £ de ¢ ont été remplacées

par Sklmy(€). On a donc Sklmy(y) = Skim(y). ©
Ces outils nous permettent de majorer finement la longueur d’une formule
skolemisée :

Théoréme 2.2 Si 1 est une formule linéaire, alors |Skim ()| < |¢|+V (¢)SO(¥).

Preuve. Par induction structurelle sur ¢, nous montrons que Vo C v, |Skimy(p)| <

lel + V()SOy(¢).

e si ¢ est une sous-formule atomique de 3, alors Sklmy(¢) est obtenue a partir
de ¢ en y substituant toutes les occurrences des variables de SV (y) par

des termes de skolem, dont la longueur est majorée par V() + 1, donc

|Sklmy ()] — lpl < (V(#) +1)SOu(¢) — SOu(¢) = V()SOy(p), et ce cas

est terminé.

e si ¢ est une conjonction p; A..Ap, (ou une disjonction, ou une implication),

alors

|Skimy()| = n—1+3|Skimy(p:)|

1=1

< n—=14 |oil+ V(%) D SOy(¢:) hypothese d’induction

=1 =1

< el + V(4)SOu(y)

e si p est une négation —¢’, alors [Skimy(p)| = 1+ |Skimy(¢’)| < 1+ |¢'| +
V(¥)S0u(¢') = lel + V(¥)S50y(p)-
e enfin, si ¢ est une formule quantifiée Qz,..z,.¢’, on distingue deux cas :
1. si zy..z, € SVy(y'), alors |Skimy(p)| = |Skimy(¢')]
2. sinon |Skimy(p)| = n + 1 + |Skimy(¢')|
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Table 2.1: Nombre de clauses

] P(¥)
V1A A =1 P(%i) [T, B(¥:)
h1V.Vi, [Tiz: p(¥3) T B(¥i)
Y1=> 9, B(¥1)p(¥2) p(¥) +B(¢¥2)
162 || p(Y1)B(¥2) + B(¥1)p(¥2) | p(¥1)p(¥2) + B(¥1)B(¥2)
Qz1..Z0. p(¥') p(¥")
-3 p(¢¥") p(¥")
atomique 1 1

dans les deux cas, on a |Skimy(p)] < n+ 1+ |[Skimy(¢)] < n+1+ ||+
V(¥)S04(¢") = || + V(4)SO0y(#)-

L’induction est terminée, et on peut en déduire, pour ¢ = 1, que |Skim(y)| =
|Sklmy(¥)| < || + V(¥)SO(¥) A

La transformation prénere ne pose guére de probléme de complexité en taille :
il est évident qu’on a V4, |préneze(v)| < |9

2.2.3 Nombre de clauses

Nous allons maintenant étudier la mise sous forme clausale en distinguant d’une

part le nombre de clauses, de ’autre la longueur de ces clauses.

Définition. On note p(3) le nombre de clauses de clausale(v), et p(¢) = p(—-v).
&

On peut calculer le nombre de clauses d’une formule sans avoir a calculer la
forme clausale elle-méme, en utilisant le tableau 2.1, ce qui se montre aisément : si
fnc(¥:) = NjL, C;, on a clairement p(1; AY2) = p(¥1) + p(¥2). Dans le cas RV
on applique 1 + n, fois la regle de distributivité (ou 1 4 n; fois) :

ny n2 n n2 ny n2
ActvA i ACVACHS A A CIve:
=1 k=1 1=1 k=1 1=1k=1

On a donc p(¥ Vioz) = nyng = p(¥1)p(t)2). Les autres cas se déduisent de ceux-la.
En général, la transformation sous forme clausale ne se limite pas a clausale :
on a tout intérét a tenter des simplifications. Mais le tableau 2.1 serait alors tres
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Table 2.2: coefficients

vl al b,

P1A.Apy ay bY I, B(5)
P1V..Ve, a¥ ;i p(;) by

P1=> 2,1 =1 by ayp(p2)
P1=> 2,0 =2 a$p(¢1) by
Q132,57 =3 —i || a¥B(p;) + bip(y;) | abp(e;) + bip(w;)

~pi by ay
Qry..T,.0; a¥ by
i =1 1 0

différent. Ne pas effectuer de simplification induit la propriété tres importante que
le nombre de clauses d’une formule ne dépend que du nombre de clauses de ses
sous-formules. C’est bien cette propriété qui est exprimée lorsque nous disons que
le nombre de clauses peut se calculer directement a partir de la formule. On peut

traduire cette propriété par la définition suivante :

Définition. Vi,Ye C 1, on note PY (resp. ?Z) la fonction de IN* x IN*
dans IN* définie par Vi, PY(p(¢), B(#')) = p(¥le — 1) (resp. Py (p(#), B(¢)) =
P(Wlp—¢T)) ©

Il est clair que si cette propriété n’était pas vérifiée, P;f’ ne serait pas
une fonction. Cette définition nous est utile du fait que le renommage con-
siste bien a remplacer une sous-formule par une autre, atomique. Ainsi,
p(Rnm(p,v¥)) = PY(1,1) + p(Defy(p)). Nous utiliserons également 1’équation

’

PY(z,y) = P‘:f’,(Pj'(‘x,y),?v (z,y)) ou ¢ C ¢’ C 9, dont la justification est triviale

(4
et qui justifie la définition de _]_5:: ci-dessus.

Exemple : soit ¢ = (9= ¢1)Aps, on a p(¥) = B(#)p(#1) +p(w2) et B(¥) = (p() +
P(¢1))P(¢3), donc PY(z,y) = p(e1)y + p(¢2) et Py(2,y) = Blp2)z + Blw2)B(1)-

Il reste bien entendu & calculer P¥(z,y), donc en définitive & calculer la fonction
PY elle-méme, & partir de ¥ et . D’aprés le tableau 2.1, il est facile de voir que

PY est un polynome a coefficients entiers, et méme :

Théoréme 2.3 Vi,Vy C 9, 3abc € IN,Vzy € IN*, P¥(z,y) = az+ by + ¢
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Preuve. Par récurrence sur dy(y). Si dy(p) = 0, alors ¢ = ¢, et P¥(z,y) = z, donc
a=1et b=c=0. Supposons la propriété vérifiée si dy(p) = n, et considérons
deux formules ¢ C 4 telles que dy () = n + 1. Soit ¢’ la plus petite sur-formule de
¢ dans 9, on a dy(¢’) = n, donc Jabc € IN,Vzy € W‘,Pg’,(z,y) =az+by+c. On
a donc PY(z,y) = Pz(Pg'(z,y),P:,(a:,y)) = aP¢(z,y) + b?:’(:c,y) + ¢. 11 suffit
donc de prouver que P¢'(z,y) et 7:'(1:,3/) sont des polynémes de degré 1 en z,y.
Or ceci est évident du fait que dans le tableau 2.1, chaque ligne est un polynome de
degré 1 en p(¥;),p(¥:). -

Il faut noter ici que ce théoréme n’est vrai que si ’on applique la linéarisation
dépendante de la polarité. Dans le cas contraire, le degré de ces polynoémes n’est
pas borné — ce qui complique énormément les choses, voir [BdIT89]. Ensuite, on
remarque que les coefficients de z et y dans P¥(z,y) ne dépendent pas de c. Sion
note ay (resp. b¥) le coefficient de z (resp. de y) dans P¥(z,y), ceux-ci peuvent
donc étre calculés a partir de aﬁ, et b:/;,, ou ¢’ est comme dans la preuve ci-dessus
la plus petite sur-formule de ¢ dans 9. Les formules correspondantes sont données

dans le tableau 2.2. On ne donnera que la justification pour ¢ = p; & @yt =1:

PY(z,y) = PYPL(z,y), P, (2,))
= al(B(e2)z + p(w2)y) + bL(p(w2)z + Bw2)y) + ¢
= (a¥B(p2) + bip(p2))z + (alp(p2) + bYB(2))y + ¢

Ces formules nous seront utile d’un point de vue algorithmique, au chapitre 6.
Pour ’heure, nous revenons au tableau 2.1 pour constater le caractére exponentiel
de la mise sous forme normale conjonctive : soit 1, la formule V. ,(P;AQ;), on a
|¥n] = dn—1, et p(1,) = 2", donc | fnc(,)| > 2". La complexité en taille, de méme
qu’en nombre de clauses, de cette transformation est donc au moins exponentielle
dans le pire des cas. On montre d’abord qu’en ce qui concerne le nombre de clauses,-

cette complexité est exactement exponentielle :
Théoréme 2.4 Vi, max(p(y),p(y)) < 2ISFM

Preuve. Par induction structurelle sur 9 :

e si Y est une formule atomique, on a |SF(¥)| = 1, et d’apres le tableau 2.1,
p(¥) = p(¥) = 1, I'inégalité est donc trivialement vérifiée.
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e sip =9 (ousiy)=Qz..2,9),0na:

max(p(y),p(¥)) = max(p(y’),p(¥"))
2ISF¥) par hypothése d’induction

25FWN car |SF(¥')| < |SF(¥)|

INIA

o siYp =9 A.. A, (de mémesi ¢ = ¢ V..Vp, ou ¢ =9 =), 0on a:

p(¢) = ZP(#’.‘) < Z2'SF ol par hypothese d’induction

=1 =1

< JI25FW < 9T ISFWIl < giSFW)I

=1

et de méme p(y) = fI-p'(zp') < 2ISF(¥)

=1

esiy =9, SY,,0na:

max(p(¥), B(¥))

I

max(p(11)p(¥2) + P(v1)p(¥2), p(11)p(¥2) + B(1)P(2))

QISF()HISF(a)l 4 QISFW)HISFWa)l par .
QISF (1) +ISF(¥2)|+1
2ISF()|

ININ A

L’induction est compleéte. -

2.2.4 Longueur des clauses

Quant a la longueur méme de la forme clausale, dont on sait qu’elle est au moins
exponentielle, nous allons en obtenir une borne en majorant la longueur des clauses.

Définition. Soient C;,z = l..n les clauses de fnc(préneze(linéaire(y)))), et
L, j = 1..p; les littéraux de C;, on note k(1) = max, I0L, |Li|, et h(v) = h(—1)
O

h(v) n’est pas exactement la longueur maximale des clauses : on ne compte
pas les disjonctions. Mais comme il n’y a pas plus de symboles de disjonction que
de littéraux, la longueur maximale des clauses est bornée par 2h(1). L’avantage
est que la fonction h est tres facile & calculer a partir de la formule ¥. 1l suffit
pour cela d’appliquer les régles du tableau 2.3, qui s’établissent tres facilement :

si fnc(¥i) = Aj%, C}, on a évidemment h(; At;) = max(h(31), h(12)), et comme
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Table 2.3: Longueur maximale des clauses

v | h(¥) ) |
V1A AYy maxf; h(y;) Sie1 h(¥i)
$1V..Vihy Ti=1 h(¥:) max?’_, h(:)
Y1=> 92 h(¥1) + h(2) max(h(¥1), h(¥2))
Y1452 || max(h(v1) + h(¥2), h(¥1) + h(¥2)) | max(h(v1) + h(2), h(¥1) + h(¥2))
Qzy..zn.¢' h(y’) h(y')
-y h(¢') h(y")
littéral || Jye|

re(rVib2) = ALy AR2y CIVCE, et quion sait que 35 € {1..n1}/h(C}) = h(¢1),3k €
{1..n2}/h(C}) = h(2), on a h(C}VCE) = h(t1) + h(¢2), et bien sir V', k', h(C},V
CZ) < h(C}) + h(CE) < h(31) + h(12), donc k(31 Vip2) = h(1h1) + h(32). On voit
ici 'intérét de ne pas “compter” dans h le nombre de symboles de disjonctions dans
les clauses. :

De méme si nous avions tenu compte de la skolemisation il n’aurait pas été pos-
sible de calculer k(%)) uniquement en fonction des h(%;) (ou k(t;)), car la longueur
apres skolemisation ne dépend plus seulement des longueurs apres skolemisation des
sous-formules, mais également du nombre d’occurrence des variables skolemisées.
Nous nous contentons donc d’une formule prénexe dont la matrice est sous forme
normale conjonctive; le préfixe n’est pas nécessairement universel. On peut alors

borner la fonction h par la longueur de la formule initiale :
Théoréme 2.5 Vi, h(v) < || AR(Y) < [¢°
Preuve. Par induction structurelle sur .

e si 1 est atomique, les inégalités sont triviales d’apres le tableau 2.3.

esiyy=-yY' ona

k() = R(¥') < [¢"| (par hypothése d’induction)
< Wl+1=1Y]
h(y) = h(¥') < [¥']= ¥

o si Y = Qz,..x,.¢, alors

h($') < 19" < |9
h(y') < 19| < 9]
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o siy=tY)A..Atp,,0n a
h(¥) = miaxh(y:) < max|y| < [¢]

Bw) = SR0) <SS <t S Il < 9l +1 = 18

=1 =1 =1

e sip =1, V..Vi),, de méme

h(%) ﬁ;hwo < gw < 9|

R($) = mixR(h) < mibx jif] < 14+ mix ] <1+ 9] = [

e si P = 1py =1, alors

h() = k(1) + h(2) < [95]+ [2] < 14 |91 + 92| = |#]
h(¥) = max(h(¥1), h(¥2)) < 1+ || + [¥2] < |[¥°

o si Y = 1)) &y,
h() = max(h(y1) + h(2), R(¥1) + h(¥2)) < max(|n] + 5], [5] + [2])
< 1+ |th] + 2] = |¥]
R(¥) = max(h(th1) + h(¥2), h(¥1) + h(2)) < max(|¢] 4 [, [95] + |45])
< 24 || + |92l = [¥°]

L’induction est complete. -

2.2.5 La forme clausale

Pour conclure ce chapitre, nous pouvons évaluer la complexité en taille de la trans-

formation clausale :
Théoréme 2.6 Vi), |clausale(y))| est bornée par O((1 + V(¥))|y|2ISFM).

Preuve. Soient ' = linéaire(¢) et ¥” = Skim(y’). On a |clausale(y)| <
2p(¢Y)h(¥") + 1 + V(préneze(y)”)), le dernier terme correspondant a la longueur
du préfixe. Il est facile de voir que h(¥"”) < (1 + V(¥'))h(¥’), car chaque clause
C de fnc(préneze(y")) correspond a une clause C' de fnc(prénere(t’)), dans la-

quelle certaines variables ont pu étre remplacées par des termes de longueur au plus

1+ V(9'), donc A(C) < (1 + V(#'))h(C").
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On a évidemment h(y') = h(y) < |¢| (théoréme 2.5) et V(¥') = V(¥),
on obtient donc en utilisant également le théoréme 2.4 : |clausale(®)| < 2(1 +
V() [$[25FWN + 1 + V(préneze(y")).

Par ailleurs, on a V(préneze(y”)) < |préneze(y”)] < |¢"| < ¥ +
V(#)SO(¥) < (1+ VY| < 1+ V())(I¥l + 2Ne())2%¥) < (1 +
V(%))[$[21+P#¥), car 2Ne(¥) < [¢]. On a évidemment 1 + Du(¥) < |SF()],
et le préfixe est donc également borné en O((1 + V(¥))|¥|2ISFM¥)I)

Dans le cas du calcul propositionnel, cette borne se rameéne & O(|y|2!¥!). En
reprenant I’exemple 1, = V., (PAQ;), ot |¢p,| = 4n—1 et p(1,) = 2", le nombre de
littéraux dans frnc(yn) est p(¥n) Ti, 2 = n2". La complexité en taille de clausale
dans le pire des cas, dans le calcul propositionnel, est donc exactement O(||2¥!).

En logique du premier ordre, cette borne est intéressante dans la mesure ou elle
montre que la longueur des termes n’intervient pas dans le comportement exponen-

tiel de la transformation : c’est le nombre de clauses qui en est responsable.
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Chapitre 3

Forme clausale et renommages

3.1 Introduction

Et sous les arbres pleins d’une gente musique,
Notre entretien était souvent métaphysique.

Verlaine

L’utilisation de la technique du renommage pour la mise sous forme clausale est
apparue dans [Tse68], mais restreinte au calcul propositionnel, la transformation
présentée étant approximativement fnc(Rnm(SF(1),v)). Sa principale propriété
est d’étre linéaire en taille, ce qui constitue une importante amélioration de la trans-
formation fnc, qui est exponentielle en taille, du moins dans le pire des cas. Plus
tard sont apparues des généralisations a la logique du premier ordre, en particulier
dans [Ede84] et [PG86]. La transformation subit cependant deux modifications
importantes.

La premiere concerne la facon dont les définitions sont formulées : dans [Tse68]
et [Ede84], elles le sont exclusivement avec des équivalences. Ce n’est que dans
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[PG86] qu’apparait la simplification consistant a ne conserver qu’une implication
pour les sous-formules de polarité non nulle. Elle est cependant déja mentionnée
dans [Ede84]. La deuxiéme consiste & restreindre le renommage. Dans [Tse68], on
renomme absolument toutes les sous-formules. Dans [Ede84], les formules atomiques
ne sont pas renommées. La restriction s’étend aux négations dans [PG86], dans
lequel la transformation prend le nom de “structure preserving”.

Définition. Nous noterons struct_pres(i) le multi-ensemble SF (1)) soustrait des
formules atomiques et des négations. <

Ces modifications sont incontestablement des améliorations de la transformation
initiale : tout en conservant la complexité en taille, les formes clausales obtenues
sont plus simples, c’est a dire essentiellement plus facile 4 réfuter. Le but n’est
évidemment pas uniquement d’obtenir une forme clausale linéaire (ou quadratique
dans le premier ordre), encore faut-il que celle-ci ne soit pas plus difficile a réfuter
que la forme clausale standard. Or il n’est pas du tout évident que ce soit le cas.

Une premiére raison tient tout simplement au fait que malgré le mau-
vais comportement asymptotique de la transformation standard clausale, il
n’est pas rare que clausale(y)) soit plus concise, plus simple que clausale o
Rnm(struct_pres(y),1). C’est en particulier vrai si 1 est déja une formule clausale,
auquel cas struct_pres(1) contient chaque clause (chaque conjoint) de 1, et la forme
clausale résultante est donc plus longue que .

Mais la raison principale est qu’il n’existe pas de relation (connue) entre la
longueur d’une forme clausale insatisfaisable et celle de sa réfutation : une formule
clausale relativement petite peut étre beaucoup plus difficile a réfuter qu’une autre,
plus longue. Cela dépend également de la stratégie utilisée. Or, dans le cas qui nous
occupe, il est possible d’établir une comparaison qui ne souffre aucune exception :
si une stratégie d’'ordonnancement privilégiant les littéraux de Skolem est utilisée
pour réfuter clausale o Rnm(R, 1), alors la réfutation est plus longue que celle de
clausale(1)) avec la méme stratégie.

Un tel résultat n’est absolument pas difficile a obtenir : il suffit de constater
qu’une telle stratégie, travaillant & éliminer les littéraux de Skolem, va produire
toutes les clauses de clausale(). Dans le cas du renommage struct_pres, ces
littéraux permettaient d’éviter toute application de la loi de distributivité (cause
du comportement exponentiel de clausale). En résolvant d’abord sur les littéraux
de Skolem, c’est la résolution qui produit, clause par clause, ce qu’aurait produit

lapplication de la loi de distributivité s’il n’y avait pas eu renommage.
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Ceci ne constitue évidemment pas une raison suffisante pour invalider le renom-
mage ; nous en concluons simplement qu’il convient de résoudre le plus tard possible
sur les littéraux de Skolem. C’est ce qui est fait dans [PG86], grace a la “lock-
resolution”, avec des indices tels que les littéraux de Skolem sont résolus d’autant
plus tard qu’ils correspondent & des sous-formules plus grandes.

Ce faisant, il n’est plus de certitude quant aux difficultés relatives de réfutation.
Si le comportement linéaire de la transformation structure preserving est certaine-
ment intéressant, du moins intuitivement, on aurait bien du mal & en démontrer
I'intérét d’une fagon générale. De méme que toute stratégie de résolution connue.

C’est en définitive sur des expérimentations que repose ’évidence d’un tel intérét.

Les expérimentations présentées dans [PG86] montrent que le renommage
struct_pres permet parfois de réduire considérablement la durée de réfutation, mais
également qu’il peut I’accroitre, ce qui montre que ce renommage est perfectible,
et que ’excellente complexité en taille de cette transformation ne constitue pas un
critéere déterminant d’un “bon” renommage. Il semble cependant que la concision
de la forme clausale soit un facteur trés important d’efficacité des réfutations, et
qu’il est donc essentiel d’éviter le comportement exponentiel de la transformation
clausale. Ce critére étant vérifié par le renommage struct_pres, il ne permet pas
d’en expliquer les échecs. Ceux-ci semblent plus justement imputables a la confusion
qui est faite entre les formules dont la forme clausale est effectivement exponentielle
et les autres ; il n’est certainement pas pertinent de renommer une formule dont
la forme clausale est déja concise. En particulier, les formules clausales elle-méme
ne doivent pas étre renommeées, et toute mise sous forme clausale (ou sous une
forme quelconque) doit étre projective, ce qui n’est pas le cas de la transformation

structure preserving.

D’un point de vue plus général (et plus proche des préoccupations de
'Intelligence Artificielle), il nous semble qu’une bonne transformation par renom-
mage doit elle-méme étre projective. Nous aimerions en effet atteindre, par renom-
mage, une formulation simple (quoique cela puisse signifier) d’un probléme, et donc
disposer d’une transformation projective vers la classe des formules simples. Dans
notre cas, cette notion de simplicité est, au minimum, relative a la complexité
de clausale ; la restriction de clausale a la classe des formules simples doit étre
polynomiale.

L’algorithme de renommage lui-méme doit évidemment répondre a des critéres
d’efficacité . Si nous n’en imposions pas, la réponse aux problemes précédents serait
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triviale, et débile ; il suffirait en effet de calculer tous les renommages possibles et
de réfuter toutes les formules clausales obtenues pour connaitre la plus courte. Ce
n’est donc que sous une condition d’efficacité que les questions précédentes prennent
un sens. Nous réclamerons donc d’un bon renommage qu'’il soit calculable en temps
polyndémial de la taille de la formule.

3.2 Le renommage struct_pres

Nous avons déja, en introduction, défini le renommage struct_pres et énoncé la
propriété qui en fait 'intérét, & savoir que ce renommage permet d’obtenir une
transformation sous forme clausale dont la complexité en taille est linéaire dans
le calcul propositionnel, quadratique dans la logique du premier ordre. On peut
trouver une preuve de ce résultat dans [PG86], quoique fort succincte, et basée sur
le fait que le champ des quantificateurs existentiels est renommé, suggérant donc que
le renommage de ces sous-formules est nécessaire pour obtenir une telle complexité,
ce qui est faux (il suffit en effet d’utiliser le point 3 du lemme 3.1 ci-dessous).
Mais s’il nous faut ici redémontrer ce résultat, ce n’est pas uniquement pour
en améliorer la preuve, c’est également parce que notre formalisme est différent ;
nous avons en effet adopté une syntaxe autorisant I’emploi des conjonctions et dis-
jonctions avec un nombre quelconque d’arguments, alors que dans [PG86], celui-ci
est fixé a deux ; en conséquence, le nombre de littéraux par clause y est borné par
une constante, ce qui n’est pas vrai pour clausale( Rnm(struct_pres(i),1)). Notre
formalisme étant donc plus général (également par les quantificateurs, ce qui est
moins important ici), il nous faut étendre cette preuve, et nous en profitons pour en

donner une formulation compléte, ce qui nécessite quelques résultats préliminaires :

Lemme 3.1 Pour toute formule Y et tout renommage R de ¢, on a :

. V(Rnm(R,4)) = V(¥)

- SVy(p) = 0= S0y(p) = SO(¢)

. SO(Rnm(R,¢)) < SO(¥)

- NSF(Y[R)| + Zper |SF(e[R])| = |[SF($)| + |R]
- Y[R+ Zeer Rl < [#] + (1 + V(¥))|R]

. |Rnm(R,¥)| < [$]+ (5 + 3V (¥))IR|

L o ~

S O A
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Preuve.

1. trivial : on ne modifie pas les variables libres de 1 par renommage, et les
nouvelles sous-formules ont les mémes variables libres que les sous-formules

renominées.

2. évident : pour toute sous-formule atomique ¢ de 3, on a SV, (¢) = SV, (¢)
d’apres la définition, donc SO,(€) = SOy(£). On obtient donc par induction

S0y(#) = 50,(¢)-

3. se montre facilement & partir de Yo C 9, SO(Rnm(p,v)) < SO(¥), qui
s’établit comme suit : on a SO(Rnm(p,v)) = SO(Y[p]) + SO(Defy(p)).
Pour chaque sous-formule atomique ¢ de 9 telle que ¢ Z ¢, on a SOy)(§) =
SOy(€), et on peut donc éliminer ces termes de chaque coté de I'inégalité
4 démontrer. On obtient alors I'inégalité SOy, j(SkLY) + SO(Defy(yp)) <
SOy(¢), qui reste & montrer.

Pour toute sous-formule atomique ¢ T Defy(yp), soit £ = SkLY, et
SOpes, ) (€) = 0, soit £ T ¢, et on a SVp.s,(,)(€) = SVy(£) — SVy(p), car
les variables libres de ¢ sont quantifiées universellement dans Defy(yp), et n’y
sont donc pas skolemisables. On en déduit que SOp.y,(,)(§) = SOy(£) — ne,
ol ng¢ est le nombre d’occurrences dans ¢ des variables de SV (p). Donc

SO(Defy(y)) = ;C: (504(€) — n¢) = SOy() — {; ng
3 ato:n:'pque 13 ato;n‘:lue

11 reste donc a prouver que SOy,(SkLY) < Y ng
€Co
£ atomique

ce qui est évident puisqu’il n’y a dans SkLY qu'une seule occurrence de cha-
cune des variables de SV, () qui apparait effectivement dans ¢ (i.e. qui est

libre dans ¢).

4. se montre facilement & partir de Vo C 9, |SF(¥[p])| +|SF ()| = 1+ |SF(¥)],
ce qui est évident puisqu’en renommant ¢, on rajoute la sous-formule SkLY.

5. se montre a partir de Vo C 9, [¥[¢]| + |¢]| < [¥|+ 1+ V(¥), ce qui est évident,
car |SkLY| <1+ V().

35



6. |Ram(R,¢)| = I¢[R]I+IRI+§|Def¢(‘P[R])I
({3

< ¥R+ X lelR]l+ D (3+2V(¥)) + |R|

¥ER $ER
9]+ (1 + V(¥))IR| + (3 + 2V (4))|R| + |R|

<
< [#l+ (G +3V(¥))IR|
_l

Théoréme 3.2 V3, |clausale(Rnm(struct_pres(y),v¥))| est bornée par O((1 +
V(¥))I¥1), et p(Rnm(struct_pres(),4)) est borné par O(|SF(3)]).

Preuve. On pose R = struct_pres(v). Pour mettre Rnm(R, ) sous forme clausale,
il suffit de mettre chaque définition Defy(p[R]),¢ € R ainsi que 1[R] sous forme
clausale, puis de mettre le résultat sous forme prénexe et de concaténer les conjonc-

tions. Ces deux derniéres opérations font décroitre la longueur, et on a donc :

|clausale(Rnm(R,¥))| < |clausale(y[R])| + Y |clausale(Def,(¢[R]))|

vER
ainsi que p(Rnm(R, ¥)) = p(¢[R]) + = er P(Defy([R])). Nous allons donc borner
chaque |clausale(Defy(¢[R]))| et p(Def,(¢[R])), en fonction de la nature de .
Ces bornes seront (trivialement) valables pour |clausale(v)[R])| et p(¥[R]). Nous
constatons auparavant que |Defy(¢[R])| < 3 + 2V () + |¢[R]|, inégalité que nous
utiliserons dans tous les cas de figure. Nous examinons en détail le cas pol(p, 1) = 1,
Defy(p[R]) étant donc de la forme Vz,..z,.SkLY = ¢[R).

® si ¢ est une conjonction, alors p[R] = @1A..Apm, avec Vi € {1..m},p(p;) = 1.
On a donc clausale(Defy(¢[R])) = Vz1..zn. AT, ~SELYV frc(p;). Sachant
que calculer fnc(yp;) consiste simplement & appliquer un certain nombre de
fois la loi de la double négation, on a |fnc(p;)| < ||, et on a donc :

|clausale(Defy(¢[R])| < |Defy(p[R])|+2m -1+ (m—1)(1+ V())
< 1+ V() + |e[R]| + (3+ V(¥)ISF(¢[R])]
Quant au nombre de clauses, on a ici p(Defy(¢[R])) = m < |SF(¢[R))|.

e si o est une disjonction, alors @[R] = ¢;V..Vpm, avec Vi € {1..m},p(p;) = 1.
On a donc clausale(Defy(¢[R])) = V1.2, SkLWfnc(p1)V.Vfnc(pm). Ona
toujours |fnc(¢;)| < |gil, donc |clausale(Defy(p[R]))| < 1+ |Defy(y[R])| <
4+ 2V(¥) + |¢[R]|. De plus p(Defy(¢[R])) = 1.
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e si ¢ est une implication, ¢[R] = 1 = @2 avec B(yp1) = p(p2) = 1, et on a
clausale(Defy([R])) = clausale(Defy(—p1Vip2)), donc d’apres ce qui précede
|clausale(De fy(p[R]))| < 4 +2V(¥) + |~¢1Vepa| < 5+ 2V () + |¢[R]|. On a
p(Defy(¢[R])) = 1.

e si ¢ est une équivalence, p[R] = 1 & g, alors clausale(Defy(¢[R])) =

Vz1..Zn. [~SELLV frc(—e1)V fre(pa)] A[~SELYV fre(p1) V frne(—p2)]. Donc
|De fy(p[R])| < 10 + 3V () + 2|p[R]| et p(Defy(¢[R])) = 2 < |SF(¢[R])|.

e si  est une universelle, on a ¢[R] = Vyi..ym-¢' avec p(¢’) = L
Donc clausale(Defy(p[R])) = Vz1.2ny1..ym-—SkLY V fnc(¢’), et donc
|clausale(De fy(¢[R]))| < |Defy(e[R])| < 3+ 2V () + |¢[R].

e si ¢ est une existentiell, on a @[R] = 3Fyi..ym-¢’ avec p(¢’) =
1. Donc clausale(Defy(p[R])) = Vri.zn.~SkLY V Sklmypy(frc(y’)).
D’aprés le théoréeme 2.2, on a |[Skimgyg(fnc(¢’))] < |fne(e)| +
V(o[R)SOum(frel¢')) < [¢lR] + V(#)SO(Defu(@lR]). On en déduit

|clausale(Defy(@[R]))| < 1+ |Defy(e[RI)| - lplR]| + |Skimym(frc(¢))]
< 1+ |Defy(p[R])| + V($)SO(Defy([R]))
<

4+ 2V () + |o[R]| + V(¥)SO(De fy(#[R]))
Nous examinons succinctement le cas pol(p, 1) = —1, tres similaire au précédent.
On a Defy(p[R]) = Vz1..zn.¢[R] = SKLY.

e si ¢ est une conjonction, on a |Defy(p[R])| < 3+ 2V (¥)+ |¢o[R]|+ |SF(¢[R])|
et p(Defy(p[R])) = 1.

e si ¢ est une disjonction, on a |Defy(¢[R])] < 1 + V(¥) + |p[R]| + (3 +
V(¥))ISF(#[R])| et p(Defy(¢[R])) < |SF(e[R])I.

e si ¢ est une implication, on a |Defy(p[R])] < 6 + 3V(¥) + |¢[R]| et
p(Defy(#IR]) = 2.

e si ¢ est une équivalence, on a |Defy(p[R])] < 8 + 3V(¥) + 2|¢[R]| et
p(Defy(#[R])) = 2.

e si ¢ est une universelle, on a |Defy(¢[R])] < 4 + 2V(¥) + |¢[R]| +
V(¥)SO(Defy(¢[R])) et p(Defy(¢[R])) = 1.
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e si ¢ est une existentielle, on a |Defy(¢[R])| < 3 + 2V(¥) + |¢[R]| et
p(Defy(p[R])) =1

Enfin, le cas pol(yp, 1) = 0 se ramene dans une certaine mesure aux deux précédents,
en constatant que la mise sous forme clausale de Defy(yp[R]) correspond a la
mise sous forme clausale de deux définitions, I’'une positive et 1’autre négative.
Si Defy(p[R]) = Vz1..20.SkLY & ¢[R], il est clair que |clausale(Defy(p[R]))| <
|clausale(Vzy..2,.SkLY => [R])| + 1 + |clausale(Vz,..zn.0[R] = SELY)|, et il suffit
donc d’ajouter les bornes obtenues dans les deux cas précédents (de méme pour le
nombre de clauses). Dans le cas des formules quantifiées, il convient de constater
que :

) SO(Vzy..z,.SkLY = ¢[R]) < SO(Defy(¢[R]))
SO(Vzy..zn.@[R]= SkLY) < SO(Defy(p[R]))

En définitive, et en tenant compte du fait que 1 < |SF(¢[R])| < |¢[R]|, on ob-
tient pour |clausale(Def,(¢[R]))| une borne en O(|¢[R]|+ V (¥)SO(De fy(»[R]))+
V(¥)|SF(¢[R])]). On obtient donc de méme pour |clausale()[R])| une borne
en O(|¢[R]| + V(¥)SO(¥[R]) + V(¥)|¢[R]|). On a également une borne pour
p(Defu(#[R])) en O(ISF(¢[R])]), et pour p(y[R]) en O(|SF(¢[R])))-

D’apreés le lemme 3.1, on a :

[¥[R]| + ZR le[R]| < ||+ (1 + V(¥))IR| < ]+ (1 + V(¥))ISF(¥)|
Y€
De méme, on a |SF(Y[R])|+ Zoer |SF(¢[R])| = |SF(4)| + |R| < 2|SF(¢)|. Enfin,

on a:

SO(Rnm(R,9¥)) = SORumrw)(¥[R])+ ERSOan(R.'p)(Def-/;(SO[R]))
€

= SO(W[R) + ¥ SO(Defy(¢[R])) (lemme 3.1.2)

vER
< SO(¥) (théoreme 3.1.3)

donc |clausale(Rnm(R,v))| est borné en O(|| + V(¥)|SF(¥)|+ V(¥)SO(¥)). En
bornant |SF(¢)| et SO(¥) par |¢|, on obtient la borne souhaitée'. On obtient
également, d’apres ce qui précede, la borne pour p(Rnm(R,v)). -

1Celle-ci est cependant plus fine ; elle montre que la longueur de la formule, pour ce qui est des symboles
constants, n’intervient que linéairement dans la longueur de la forme clausale structure preserving.
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3.3 Les renommages R;,;

3.3.1 Définition et propriétés

Le principe de renommage que nous adoptons ici est fondé sur une généralisation
des restrictions du renommage appliquées dans [PG86]. On constate en effet que
renommer une formule atomique ou une négation (pour autant que toutes les autres
sous-formules soient renommées) résulte en un accroissement du nombre de clauses,
ce qui suggere de renommer de fagon & minimiser le nombre de clauses. D’apres les
résultats du chapitre 2, il suffit de s’intéresser au nombre de clauses pour éviter le
comportement exponentiel de la transformation clausale. Il est tout aussi évident
qu’on obtient ainsi un renommage projectif, appliquant sur I’ensemble des formules
telles que tout renommage fait croitre le nombre de clauses. Enfin, il est évident
d’apres le chapitre 2 qu’il est trés facile de calculer effectivement le nombre de
clauses d’une formule, et nous obtiendrons au chapitre 6 un algorithme tres efficace

pour calculer ces renommages.

Définition. On appelle bénéfice en nombre de clauses d’'un renommage R de 9,
et on note B(R, ) = p(¢) — p(Rnm(R,¥)). Yo C ¢, B(p, ¥) dénote B({}, %), et
B(p, $[R]) dénote B(p[R], $[R]) si ¢[R] C ¢[R], et B(SkLY, $[R]) si ¢ € Infr(y).
O

D’un point de vue algorithmique, nous verrons que les sous-formules de 1 seront
renommeées les unes apres les autres, et non pas simultanément. Nous devrions
donc étudier les suites (sans répétitions) plutot que les ensembles de sous-formules,
et restreindre notre étude aux suites (¢;..¢,) telles que chaque renommage d’une

sous-formule fait décroitre le nombre de clauses :

Définition. Une suite (¢;..¢pn) de sous-formules de 1, sans répétition, est dite
p-décroissante si et seulement si Vi € {1..n}, B(p;, Rnm({¢1..0i_1},%)) > 0. On
appelle renommages p-décroissants les renommages R correspondants, c’est a dire

tels qu’il existe une suite p-décroissante (¢..¢,) telle que R = {p..pn}. <

Nous ne calculerons donc effectivement que des renommages p-décroissants, qui
sont bien entendu des renommages a bénéfice positif. La réciproque est fausse : il
existe des renommages a bénéfice positif qui ne sont pas p-décroissants ; il suffit
qu’ils contiennent par exemple une formule atomique. On peut donc se demander
si cette restriction n’est pas génante, et si les meilleurs renommages, ceux qui mi-

nimisent le nombre de clauses, ne sont pas parmi ces renommages inaccessibles. Le
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théoréme suivant, qui exprime une propriété de monotonie, et que nous nommerons
le théoréme fondamental de monotonie (tfm en abrégé), permet de répondre a cette

question :

Théoréme 3.3 Soient ¢ une formule, R et R' deuz renommages tels que R C R/,
alors Vo C ¢, B(p, Rnm(R,¥)) > B(p, Rnm(R',¥)).

Preuve. On montre d’abord que V' C 9, B(p,%) > B(p, Rnm(¢’,%)). On a

B(p,¥) = PY(p(v),B(e)) — PY(1,1) — p(Defy(v)). 1l nous faut pour calculer
B(y, Rnm(¢',4)) distinguer trois cas :

l.si ¢ et ¢ sont disjointes, B(yp,Rnm(¢',¢)) = B(e,¥[¢]) =
Pg’[“"](p(cp),'p'(cp))—Pg’["'](l, 1)—p(Def,(¢)), mais les coefficients du polynome
P}I'] sont inférieurs & ceux de PY (car p(y[¢']) < p(¥)), donc B(p, $[¢1]) <
B(p,%) (puisque p(), (), p(¢'), B(¢') = 1, et les coefficients de P¥[¥] sont
positifs).

2. si ¢ C ¢ Blp, Ram(¢/,¥)) = Blg, Defu(#) = P& (p(),3(e)) -
PRIt )(l, 1) — p(Defy(p)). Mais les coeflicients de PP+ sont inférieurs
a ceux de PY, car PY(z,y) = PP (2,9), 7 (2,9)) et PP (z,y) =
ch‘f“’(" ) (P (z,y), P, (z,y)), et les coefficients de P‘gd *©“)sont évidemment
inférieurs & ceux de Pf,. Donc B(yp, Defy(¢')) < B(p, ).

3. si ¢' C ¢: on a B(p,¥) + B(¢', Rnm(p,¥)) = B(¢',¥) + B(p, Rnm(¢',¥)),
donc B(yp, Rnm(¢',v)) < B(p,¥) si et seulement si B(y¢', Rnm(p,9)) <
B(¢',¢), ce qui a été démontré au cas précédent, en inversant ¢ et ¢'.

Soit {¢1..¢n} = R' — R, on a donc Vi € {l..n — 1}, B(p, Rnm(R U {¢1..0:},9¥)) >
B(p, Rnm(piy1, Rnm(R U {¢1..¢i},¥))) = B(p, Rnm(R U {¢1..0i+1},%)). On en
déduit que B(p, Rnm(R,%)) > B(p, Rnm(R U {¢1..¢x},¥)) = B(p, Rnm(R',¢)).
_{

Nous pouvons en déduire qu’il convient de ne s’intéresser qu’aux renommages

p-décroissants :

Théoréme 3.4 Soient 1) une formule et R un renommage non p-décroissant de
1, il eriste un renommage R' C R, p-décroissant tel que p(Rnm(R',v)) <

p(Rnm(R,¢)).
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Preuve. Soit {¢1..pn} = R, et i € {1..n} tel que B(y;, Rnm({p1..0i-1},¥)) <0,
alors d’apres le théoréeme fondamental B(p;, Rnm(R — {¢:i},%¥)) < 0, et donc
p(Rnm(R — {¢i},¥)) < p(Rnm(pi, Rnm(R — {¢:},¥))) = p(Rnm(R,¥)). On
a donc construit un renommage R' C R,R # R tel que p(Rnm(R',¢)) <
p(Rnm(R, ¥)).

Or (SF (), C) est un ordre bien fondé (car SF(3) est fini). On peut donc en
déduire par induction ncetherienne qu’il existe un renommage R’ p-décroissant tel

que p(Rnm(R',v)) < p(Rnm(R, ¢)).

Par ailleurs, nous nous intéressons évidemment aux renommages p-décroissants
mazimauz, c’est a dire tels qu’il ne soit pas possible de faire décroitre le nombre de

clauses en y rajoutant des sous-formules.

Définition. Un renommage R de v est complet dans 1 si et seulement
si Vo C 9¥,B(p, Rnm(R,v¥)) < 0. R est optimal dans 1 si et seulement si
VR',p(Rnm(R,v)) < p(Rnm(R',)). Nous appelons renommage R;,s tout renom-
mage p-décroissant et complet dans 1 (ce sont les éléments maximaux de I’ensemble

des renommages p-décroissants dans (SF(¢),C)). ©

L’emploi du terme R;,; dans cette définition se justifie par le fait que ces renom-

mages s’obtiennent par la procédure suivante :

Rins(¢) = debut
 R:=0;
tant_que 3¢ C ¢, B(p, Rnm(R,v)) > 0 faire R := RU {¢} ;
retour(R)
fin

Cette procédure permet effectivement d’obtenir tous les renommages R;,, selon
la stratégie de choix de la sous-formule ¢ dans le test (qui n’est pas spécifiée ici ;
il s’agit donc d’une procédure non-déterministe). Il est également facile de voir
qu’on n’obtient que ces renommages : R;.s(1) est évidemment un renommage p-:v
décroissant, et il est complet car la procédure ne s’arréte que s'il ne reste aucune
sous-formule de bénéfice positif.

Enfin, on voit dans cette procédure pourquoi les renommages doivent étre ef-
fectués en séquence : les bénéfices dépendent des renommages déja effectués. Sil’on
ne tenait pas compte de ceux-ci, on pourrait faire croitre le nombre de clauses.

Une autre conséquence importante du théoreme fondamental de monotonie con-

cerne les renommages complets :
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Théoréme 8.5 Vi, soient R et R' des renommages de ¢ tels que R est complet
dans ¥ et R C R, alors p(Rnm(R,v)) < p(Rnm(R',v)).

Preuve. Soient {¢;..pn} = R' — R et ¢/ = Rnm(R, ), comme R est complet dans
¥, on a Vi € {l..n}, B(yi,¥') < 0, donc B(yp;, Rnm({¢1..pi-1},9¥')) < 0 d’apres
le tfm, et donc p(Rnm(py..pi—1,¥")) < p(Rnm({p1..¢i},¥’)). On en déduit par
récurrence que p(Ram(R, $)) = p(¥) < p(Rrm({p1.pa}, ")) = p(Ram(R',$)).
_'

Ceci montre que ’on peut obtenir des renommages optimaux avec la procédure
Rins. Nous verrons au chapitre 6 qu’elle peut se calculer tres efficacement, pour

autant que la stratégie adoptée soit simple.

Or le renommage obtenu, ainsi que le nombre de clauses, dépendent de cette
stratégie. Le probleme se pose donc de savoir quelle est la meilleure stratégie, tout
en restant raisonnable : il est exclu d’essayer tous les renommages Rins possibles.

Ce sera le sujet du chapitre 4.

Cependant, il est auparavant possible d’énoncer des propriétés indépendantes
de la stratégie, c’est a dire vérifiées par tous les renommages R;,s. Si on ne peut
obtenir 'optimalité avec une stratégie quelconque, on peut cependant établir des
comparaisons avec certains renommages. En particulier, il est évident que 'on
obtient avec R;,s moins de clauses qu’avec le renommage vide, c’est a dire qu’avec
la transformation clausale. Nous allons également montrer qu’on obtient moins de
clauses qu’avec le renommage struct_pres, ce qui apparait comme conséquence du

théoréme 3.5.

Cependant, on n’a pas nécessairement R,.s(v¥) C struct_pres(y), car Rins(¢)
peut contenir des négations, alors que struct_pres(y) ne contient que les formules

niées, si celles ci ne sont pas elle-méme des négations. Plus précisément :

Définition. La fonction SN (Sans Négation), est définie inductivement par
SN(~¢) = SN(p) et SN(p) = ¢ si ¢ n’est pas une négation. &

struct_pres(¢) contient donc les sous-formules SN(p) non atomiques. Nous
montrons dans le lemme suivant que R;,¢(1) ne contient qu’une sous-formule parmi

une chaine de négations ~—..—p.

Lemme 3.6 V,Vp, o' C ¢ telles que SN(p) = SN(¢'), on a :
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1. p(sle]) = p(¥[#'])

2. p(Defy(p)) = p(Defy(¢)

3. p(Rnm(ep, $)) = p(Rnm(¢', )

4 ¢ #¢'=>¢0 & Rins(Y)VY' € Ring(¥)
Preuve. On remarque d’abord que puisque SN(p) = SN(¢'), on a ¢ C ¢’ ou
¢' Cop.

1. on peut supposer que ¢ C ¢/, et donc p(B[p]) = PL(p(¢/l¢]), B(¢'[¢]) =

PY(1,1) = p([¢']).

2. si pol(p, ) pol(¢',¥), alors p(p) = p(¢') et Blp) = B(¢’), donc
p(Defy(p)) = p(Defy(#')). Sinon, on peut supposer que pol(yp,1p) =
1, pol(¢', ) = —1, et on a p(Defy(p)) = p(¢) = (¢’) = p(Defy(¥')).

3. p(Rnm(p,¥)) = p(¥ly])+p(Defy(p))
= p(¥l¢]) + p(Defy(¢')) = p(Rnm(¢',9))

4. si p # ¢', supposons que ¢ € Rins(v¥) et ¢’ € Rins(1), soit (41..¢05) une suite
p-décroissante telle que {¢1..on} = Rins(1), on a donc 3i,5/¢ = p;A¢’ = ;.
On peut supposer que i < j, et on a alors B(yp;, Rnm({p1..¢;_1},%)) <
B(¢', Rnm(yp,v)) d’apres le tfm. On a deux possibilités :

(a) si ¢ C ¢, alors B(¢', Rnm(p, ) = B(¢',¥[¢]) = p(¥[¢]) — p(¥[¢']) —
p(Defy(¢')) < 0 car p([¢]) = p([¢']).

(b) si ¢’ T ¢, alors B(¢', Rnm(p,¥)) = B(¢', Defy(p)) = p(Defy(p)) —
p(Defy(p)[¢']) — p(Defy(#')) < 0 car p(Defy(p)) = p(Defu(¢')).

on a donc B(p;, Rnm({p1..¢;-1},%)) < 0, ce qui est impossible.

I est alors possible de prouver le résultat annoncé :
Théoréme 3.7 Vi, p(Rnm(Rins(v¥),v)) < p(Rnm(struct_pres(v),v))

Preuve. Soit R = struct_pres(y) — {SN(§)/-€ € Rins(¥)} U {~¢/~¢ € Rins(¥)},
montrons que R;,s(v¥) C R.
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Vo € Rins(v), si ¢ est une négation, alors ¢ € R par construction, sinon ¢ €
struct_pres(), car Rins(3) ne contient pas de formule atomique (dont le bénéfice
est toujours négatif). Si I-€ € Rins(y) tel que SN(£) = ¢, on a =¢ # ¢ et
SN(=¢) = ¢ = SN(p), ce qui est impossible d’apres le lemme 3.6.4, puisqu’on a
% € Rins(¢) et =€ € Ring(). Donc @ & {SN(£)/~¢ € Rins(4)}, et donc ¢ € R.

La restriction de SN a R — struct_pres(y) applique dans struct_pres(y)) — R :
Vo € R — struct_pres(1), on a par construction ¢ € {—=¢/-¢ € Rins(¢)}, donc ¢ €
Ring(¥) et SN(p) € R, alors que SN(p) € struct_pres(z). Cette fonction est en fait
bijective : elle est injective d’apreés le lemme 3.6.4, car Vo, ¢’ € R — struct_pres(y)
tels que ¢ # ¢, comme @, ¢’ € Rins(1), on a SN(p) # SN(¢'). Elle est également
surjective : Vo € struct_pres(y) — R, par construction ¢ € {SN(£)/—€ € Rins(¥)},
donc 3-¢ € Rins(v) tel que p = SN(£) = SN(=€), et on a =¢ € R—struct_pres(y).

Soient {p;..0n} = R — struct_pres(v) et ¥’ = Rnm(R N struct_pres(v), %), on
a donc

p(Rnm(R, %)) = p(Rnm(R — struct_pres(y),¢"))

et p(Rnm(struct_pres(v),v)) = p(Rnm(struct_pres(y) — R,v'))
= p(Rnm({SN(p1)..SN(pn)},¥))

Or d’apreés le lemme 3.6.3, on a Vi € {1..n},
p(Bnm({p1.0ia},¥)) = p(Rnm({SN(p1)..SN(pi-1)},¥))
= p(Bnm({p1.0:},¥')) = p(Rnm({SN(¢1)..SN(¢:)},¢)

Par récurrence, on obtient donc p(Rnm(R,v¥)) = p(Rnm(struct_pres(y),)).
Par ailleurs, R;,;(v) est complet dans v, donc d’apres le théoreme 3.5,

p(Rnm(Rins(¢),¥)) < p(Rnm(R,¥)).

3.3.2 Complexité

Le théoréme 3.7 n’a pas pour seul intérét d’établir I'un des avantages théoriques des
renommages R;,; sur struct_pres ; il permet également d’en déduire la complexité

en nombre de clauses :
Corollaire 3.8 p(Rnm(Rins(v),%)) est borné en O(|SF(¥)]).
Preuve. Conséquence triviale des théoremes 3.2 et 3.7.

Il est alors évident que les renommages Ri,; permettent d’éviter le comportement

exponentiel de la transformation clausale, répondant ainsi a ’impératif de concision
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que nous nous sommes fixé. Le théoréme 3.7 suggére méme que les renommages R, s
améliorent la concision par rapport au renommage struct_pres. Or ceci est faux,
comme on peut s’en rendre compte tres facilement au vu de I’exemple suivant :
considérons la suite de formule (F,)pen ot F,, = (P A...AP,)V@1V...VQy. On a
p(F,) = n, et aucune sous-formule n’a un bénéfice positif : n est le nombre optimal

de clauses. Mais la forme clausale est :
fre(Fy) = (PVQ1V...VQu)A(PVQ1V.. .VQu)A. . .A(PaV@Q1V...VQ,)

dont la longueur est en O(n?). Ceci prouve qu’indépendamment de la stratégie, la
complexité en taille dans le pire des cas est au moins O(|1|?) dans le calcul proposi-
tionnel. Nous allons montrer que cet exemple constitue effectivement le pire des cas
en bornant la complexité en taille de la transformation clausale(Rnm(Rins(¥), %))
par O((1 + V(¥)|¥||SF(¥)|), ce qui ne découle pas trivialement des résultats du
chapitre 2 parce qu’il nous faut ici tenir compte du fait que la skolemisation a lieu
apres la linéarisation, transformation qui est exponentielle dans le pire des cas, ce

qui peut rendre la skolemisation exponentielle :

Lemme 3.9 Vi, SO(linéaire(yp)) < SO(1)2P=(¥)

Preuve. Toute sous-formule atomique ¢ de linéaire(1) est une sous-formule de v, et
on a SVingaire(w)(¥) C SVy(p), car SV, (p) contient toutes les variables quantifiées
au dessus de ¢ par un quantificateur de polarité nulle, alors que SViinsaire(y) () n’en
contient que certaines (selon la polarité du quantificateur), et donc SOincaire(y)(?) <
SOy(p). Par ailleurs, chaque sous-formule atomique de 1 apparait au plus 2P=(¥)

fois dans linéaire(y), donc

SO(linéaire(¥))) = Y SOlntairew)(9) < Y SOy(p)2P+¥) = 5O(y)2P=¥)
@ C linéasre(y) ¢Cy
@ atomique @ atomique

Or la linéarisation ne peut évidemment pas étre exponentielle sur les for-
mules Rnm(Rins(4), %), sinon le nombre de clauses serait exponentiel, et nous en

déduisons que :
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Lemme 3.10 3c € IN/Vy, Do(Rnm(Rins (%), %)) < c

Preuve. Supposons que Vn € IN,3,, Do(Rnm(Rins(¥n),¥n)) = n, alors
P(Rnm(Ring(¥n), ¥n)) 2 p(¥7), ot ¥, = An & (An1 & ..(A1 & Ap)..), puisque
cette formule atteint évidemment le minimum du nombre de clauses des formules
dont la profondeur en équivalences est n. Or p(v.) = B(¥L) = p(Vi_,) + P(¥h_1),
et p(¥g) = p(¥5) = 1 = 2°, donc p(¢,) = 2". On a donc exhibé une suite (Yn)nen
telle que Vn € IN, p(Rnm(Rins(¥n),¥n)) = 2™, ce qui est en contradiction avec le
corollaire 3.8. -

Ce lemme se généralise trivialement & toutes les procédures de renommage qui
permettent d’éviter le comportement exponentiel de clausale. Nous pouvons alors
évaluer la complexité en taille de la mise sous forme clausale de ces formules, et ceci

indépendamment de la stratégie utilisée dans R;n; :

Théoréme 3.11
Vi, |clausale(Rnm(Rins($), )| est bornée par O((1 + V() [$]ISF($)]).

Preuve. Soient ¥’ = Rnm(Rins(¥),v) et ¢ = préneze(Skim(linéaire(’))), on
a [fne(@")] < 2p(¥")h(#") + 1+ V(¥"). On sait que p(") = p(s") est borné
en O(|SF(®¥)]), et h(¥") < [¥",V(¥") < [¢"|, donc |fnc(¢”)| est bornée en
O(ISF(#)[l4"]). On a :

[¥"| |Skim(linéaire(y’))|
[linéaire(y')| + V (linéaire(y’))SO(linéaire(y'’))
(19| + 2N (1"))2P=¥) 1+ V (4")SO(")2P¥)

[+ (5 + 3V(#))ISF(¥)| + 2Nes(¥') + V() SO(4)]2°

IANIN N IA

(en utilisant le lemme 3.1) et on a Ng(Rnm(Rins(¥),%¥)) = No(¥) + |[{¢ €
Rins()/pol(p, ) = 0}| < 2|SF(¥)|- Donc :

[ < [l¥]+ (T4 3V(@)ISF(¥)l + V(¥)SO(¥))2°

avec SO(¢¥) < |¥] et |SF(¥)| < ||, on voit que [¢”| est bornée? par O((1 +
V(¥))|¥]), et donc |fnc(¥")| est bornée en O((1 + V(¥))|¥||SF(¥)]). -

2De méme que pour la transformation structure-preserving, la borne pour |¢”| est plus fine que O((1 +
V(¥))|¥|), et montre que les symboles constants dans ¥ ne peuvent intervenir que linéairement dans

fnc(v”).
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Chapitre 4

Les renommages descendants

Entend comme brame,
Pres des acacias,

En avril la rame
Viride du pois.

Rimbaud

4.1 Stratégies de renommage

Parmi les renommages p-décroissants on peut distinguer ceux qui sont obtenus par la
procédure R;,; a partir de certaines stratégies de choix des sous-formules & soumet-
tre au test de décroissance du nombre de clauses. Nous nous intéressons bien en-
tendu & des stratégies simples, c’est a dire capable de conduire & des algorithmes
efficaces. Or le calcul du bénéfice d’une sous-formule nécessite non seulement celui
du nombre de clauses de cette sous-formule, mais également le calcul des coefficients

du polynéme. Si on veut ne parcourir qu’une fois la formule pour y effectuer ces
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tests, il est nécessaire de disposer du nombre de clauses en attribut a chaque sous-
formule, et de mettre a jour ces attributs & chaque renommage effectué. Ces mises
a jour ne peuvent se faire efficacement qu’en adoptant une stratégie (ou parcours)
en profondeur d’abord.

Ce choix étant fixé, il reste deux possibilités: les stratégies ascendantes et descen-

dantes. Les propriétés qui nous intéressent sont bien entendu celles qui permettent
une comparaison de leur nombre de clauses respectifs. Or, il est relativement facile
de trouver des exemples de formules pour lesquelles les stratégies descendantes sont
meilleures que les stratégies ascendantes :
Exemple 1 Considérons la formule ) = ¢V, avec ¢ = AA(BV,), et p(p1) > 2,
P(p2) 2 2. On a a¥, = p(y1), donc B(p2,v) > 0. Mais p(p[p2]) = 2, donc de méme
B(p,¥[pa]) > 0, et un renommage ascendant contient donc ¢ et ¢,. Par contre,
on a B(p,®) > 0, mais B(pz, Defy(¢)) < 0, donc un renommage descendant ne
renomme pas 2, et donne moins de clauses.

Il est par contre plus difficile d’en trouver ol ’inverse est vrai :

Exemple 2 Considérons la formule ¢ = ¢ & (AAB) avec ¢ = ¢'V(A’AB’). On a
B(p, ) = p(¢') — 2 et B(¢', Defy(p)) = p(¢') — 3. Si donc p(¢’) et p(¢’) sont suffi-
samment grands, nous obtenons par une stratégie descendante un renommage con-
tenant p et ¢’. Cependant, B(p[¢'], %[¢"]) = —1, et donc B(¢',¢) > B({p,¢'},v),
et une stratégie ascendante nous donne un renommage contenant ¢’ mais pas ¢,
meilleur que celui obtenu par stratégie descendante.

Nous en déduisons que :

Proposition 4.1 La classe des stratégies descendantes et celle des stratégies ascen-

dantes ne sont pas comparables en nombre de clauses, et ne sont donc pas optimales.

Cependant, la facilité avec laquelle on trouve des exemples de formules qui
vont a I’avantage des stratégies descendantes suggére que cette derniere doit étre
meilleure sur une classe importante de formules, et la présence d’une équivalence
dans I’exemple 2 qu’il convient de s’intéresser aux formules linéaires. Nous allons
dans la suite démontrer une propriété bien plus forte qu’une simple comparaison
entre les stratégies ascendantes et descendantes, & savoir que ces derniéres permet-
tent d’obtenir, dans le cas linéaire, le nombre optimal de clauses parmi tous les
renommages possibles.

Dans un premier temps, nous établirons cette propriété non pas sur les renom-
mages obtenus par stratégies descendantes, mais sur ce que nous appellerons les

renommages descendants, dont la définition est plus simple. C’est au cours de
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’étude algorithmique, au chapitre 6, oli I’on définira une stratégie descendante par-
ticuliere, que nous établirons la correspondance entre ces deux notions. Travailler
directement sur des renommages présente cet avantage de permettre de faire ab-
straction de I’ordre dans lequel sont produites les sous-formules au cours du calcul
de Rins(1). Cette abstraction nécessite la notion d’indépendance suivante :

Définition.  Un renommage R de ¢ C ¢ est libre dans v si et seulement si
V(pi)iers B = {1..0n} = Vi € {1..n}, B(pi, Rnm(py..0i_1, %)) > 0.

Un renommage est donc libre 8’il peut étre obtenu par la procédure Ri,; dans
n’importe quel ordre (selon la stratégie employée). En utilisant le théoréme fonda-
mental de monotonie, on peut immédiatement en donner une caractérisation beau-

coup plus simple :

Théoréme 4.2 Un renommage R de ¢ est libre dans v si et seulement si Vo' €
R, B(¢', Rnm(R — {¢'},4)) 2 0.

Preuve. Cette condition est évidemment nécessaire : il suffit de considérer une suite
(i), telle que @, = ¢. Elle est également suffisante : Vi € {1..n}, on a par tfm
B(pi, Rnm(p1..¢i-1,%)) 2 B(pi, Ram(R — {¢:},4)) 2 0.

C’est évidemment une condition trés forte sur les renommages ; en particulier, elle
est nécessaire a I’optimalité :
Corollaire 4.3 Tout renommage optimal de ¥ est libre dans .

Preuve. Si R n’est pas libre, 3p € R/B(p, Rnm(R—{y}, %)) < 0, donc p(Rnm(R—
{e}, %)) < p(Rnm(R,v)), et R n’est pas optimal. -

Quant a la réciproque, il est tres difficile de savoir si elle est vraie ou non ; existe-
t-il des renommages libres non optimaux? On peut raisonnablement conjecturer
qu’il n’en existe pas, du moins dans le cas des formules linéaires, ce qui fournirait
un test simple d’optimalité, mais pas directement une méthode pour construire
des renommages optimaux. Nous allons donc nous restreindre & une classe plus.

“constructive” de renommages libres :

Définition. Un renommage R de ¢ est descendant dans 1 si et seulement si R
est libre dans ¢ et Vo' C o, si Supr(y’) existe, alors B(y', Defy(Supr(¢’)[R —
SF(¢")])) < 0 sinon B(¢',9[R — SF(¢')]) < 0 (que nous appelons condition de

saturation). O

On voit dans P’expression de cette condition de saturation ’intérét de faire ab-
straction de l'ordre : on suppose ici que tous les renommages disjoints de ¢’ ont eu
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lieu avant les renommages en ¢’, ce qui ne sera effectivement le cas, dans un calcul
Rins (%), que pour un nombre restreint de sous-formules. Cette simplification est
essentielle pour la suite, et il nous faudra montrer au chapitre 6 que le renommage
obtenu avec un parcours descendant est libre.

Nous pouvons déja énoncer une propriété élémentaire des renommages descen-

dants :

Théoréme 4.4 Soient ¢ C 1 et R un renommage de ¢ descendant dans 1, alors
¢ € R& B(p,¥) 20

Preuve. Si ¢ € R, Supr(yp) n’existe pas, et on a B(p,[R—SF(p)]) = B(p,¥) <0
d’apres la condition de saturation (avec ¢’ = ).

Si ¢ € R, on a d’aprés le théoreme fondamental de monotonie B(yp,¥) >
B(p, Rnm(R — {¢},v)) > 0 car R est libre dans 3. -

4.2 Invariance des renommages descendants

Nous nous limitons dans la suite, et jusqu’a la fin de ce chapitre, aux formules
linéaires sous forme normale négative, c’est a dire sans implication et telles que
les négations n’apparaissent que devant des formules atomiques. Cette derniere
restriction est destinée a simplifier les preuves de certains résultats, car cela évite de
considérer tous les cas possibles de polarités, qui méneraient a d’inutiles répétitions.
On peut également considérer que les polyndmes PY ne dépendent plus que d’une
variable, ce qui allege les notations. De plus, nous utiliserons systématiquement
le fait qu'on a alors Vo' € ¢ C w,P‘gnm(“’"ﬁ) = Pgd"’(w) = P},
particulier B(¢’, Defy(¢)) = B(¢',¢), d’ol une simplification de la condition de

ce qui donne en

saturation.

Enfin, on peut remarquer qu’il n’est pas absolument nécessaire d’établir ces
résultats pour toutes les formules linéaires, puisque il suffit d’effectuer une mise
sous forme normale négative avant le renommage, ce qui ne pose pas de problemes
puisque cette transformation a une complexité linéaire en taille et en temps. Il faut
cependant rappeler que les résultats que nous obtiendrons seront valides pour toutes
les formules linéaires.

Avant de nous attaquer & ’optimalité, il nous faut d’abord démontrer une pro-

priété d’invariance, a savoir que de tous les renommages descendants on obtient le
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méme nombre de clauses. Nous en déduirons ainsi ’optimalité de tous les renom-
mages descendants, ce qui nous permettra de choisir une stratégie descendante sim-
ple, et d’obtenir a la fois ’efficacité, la facilité de programmation et la possibilité
de prouver sans trop de difficulté que cette stratégie permet bien de calculer un
renommage descendant.

La preuve de cette propriété d’invariance n’est cependant pas directe, et il nous
faut établir certains faits concernant les renommages descendants, avant d’y par-
venir. En particulier, le théoréme suivant nous permettra d’utiliser I’induction struc-

turelle sur les formules :

Théoréme 4.5 Soient ¢ C 3, R un renommage de ¢ descendant dans v, ¢' C ¢,
R = RN SF*(¢'),et ' = Supr(¢’)[R — R'] si Supr(y¢’) eziste, ' = Y[R — R
sinon, alors R’ est un renommage de ¢’ descendant dans 1)'.

Preuve. On montre d’abord que R’ est libre dans o' : V& € R/, soit e =
B(¢, Rnm(R' — {£},¢")), on distingue deux cas.

1. si{ € Infri(¢'), alors 3¢’ € R' /€ € Infr(€') (car € € R'). Donc
e = B[R - {¢£}])
B(§,E[R—{¢}]) card'C¢
B({, Rnm(R — {¢},¥))  car{ € Infr(€') = Infr(£)
>0 car R est libre dans v

I

I

2. si§ € Infri(¢’), alors e = B(€,¥'[R' — {€}]) (car ¢’ € R'). Donc, si Supr(¢’)
existe, on a
e = B(( Supr(¢')[R - R|[R - {¢}])
= B(§ Supr(¢)[R-{€}]) car{€RCR
= B({, Rnm(R—{{},¥))  car Supr(€) = Supr(¥')
Sinon, on a de méme e = B({,¥[R — {¢}]) = B(&, Rnm(R — {£},v)) (caf

Supgr(é) n’existe pas non plus). Dans les deux cas, du fait que R est libre
dans ¢, on a e > 0.

I1 faut ensuite établir la condition de saturation : V¢ C ¢’, si Supg/(£) existe, alors

Supr({) = Supp/(£), donc

B(¢, Supr/(§)[R' — SF(€)]) = B(E Supr(§)[R—SF(£)])  car Supr(é) C ¢’
< 0 car R est descendant dans 1
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Sinon, soit e = B(¢,¥'[R' — SF(£)]), si Supr(€) existe, alors Supgr(£¢) = Supr(y’)

et on a

e = B(¢ Supr(§)[R - R[R - SF(¢)))
= B(¢ Supr(§)[R— SF(¢)])) car (R—R)NSF(§) =0
< 0 car R est descendant dans 1

Sinon, on a 3’ = ¥[R — R'], et on proceéde de méme, en remplacant Supgr(¢) par ¥.
_'

Il nous faut également établir des propriétés particulieres concernant les conjonc-
tions et les disjonctions. Quant aux conjonctions, I’invariance n’est pas tres difficile
a obtenir ; elle provient du fait que le bénéfice d’une sous-formule ne dépend pas de

ses conjoints, ce que nous exprimons de la fagon suivante :

Lemme 4.6 Soient ¢ C 9, avec ¢ = p1A.. App, k € {1..n}, ¢’ € SF(pk) et p}..¢,
des formules quelconques, on note ¢' = Y[p; — ilizk, alors B(¢',¢) = B(¢',9’).

Preuve. Soient a = a, a’ = alf, b, V' tels que Pg’ = Az.ax + bet Py = Az.a'z + ¥V,
c = TixP(pi) et ¢ = Yz p(¥)), on a P;fi = Az.a(a'z+ b +c)+bet P;f,' =
Az.a(a'z + b + &) + b, donc B(y',9) = (aa’ — D)(p(¢) — 1) — 1 = B(', /).

A partir de ce lemme on peut établir un résultat analogue au théoréme 4.5, mais

plus simple car limité aux conjonctions :

Lemme 4.7 Soient ¢ C 9, avec ¢ = p1A...Apy, k € {l..n}, R un renommage de
¢ descendant dans v, alors R' = RN SF (k) est descendant dans 1.

Preuve. R' est libre dans ¢ : V¢’ € R,

B(¢', Rnm(R' — {¢'},9)) = B(¢,Ram(R - {¢'},¢))  d’apres tfm
>0 car R est libre dans 1

Montrons que la condition de saturation est vérifiée : Vo' C ¢y, si Suppi/(¢’) existe,

alors

B(¢', Supr(¢')[R — SF(¢)))
= B(¢', Supr(¢’)[R— SF(¢')])  car Supr(¢’) = Supp(¢') € R
< 0 car R est descendant dans 3
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Sinon

B(¢',y[R — SF(¥)])
= B(¢,¢¥[R—-SF(¢')])  d’aprésle lemme 4.6, car (R— R)NSF(y¢') =0

< 0 car R est descendant dans 1

4

Par contre, il est indifférent d’instancier 1) en des sous-formules disjointes, pour
autant que ces sous-formules soient réunies par une conjonction. Cette indépendance
vaut pour les bénéfices, comme il est exprimé au lemme 4.6, et donc également pour

les renommages descendants :

Lemme 4.8 Soient ¢ T 9 avec p = p1A.. Apy, k € {1..n}, R un renommage de ¢y
descendant dans 1, et R' C Uizx SF(pi), alors R est descendant dans o' = ¢[R').

Preuve. Soient ¢! = ;[R'], on a ¢’ = [p; — ¢l]ixx, donc d’apres le lemme 4.6 on
aVy¢' € R, :

B(¢', Rnm(R - {¢'}, "))
= B(¢', Rnm(R - {¢'},9))
car Rnm(R — {'}, $[RY]) = Ram(R — {¢'}, ¥)[R]
>0 car R est libre dans 1

De plus, Vo' C ¢k, si Supr(y’) existe, la condition de saturation est la méme pour

Y’ et pour ¥, donc est acquise pour 7', et sinon

B(¢",\¥'[R—SF(¢')]) = B(¢,¥[R—-SF(¢)])  toujours d’aprés le lemme 4.6
< 0 car R est descendant dans v

_‘

En ce qui concerne les disjonctions, il n’y a pas de notion équivalente d’indépendance’
des bénéfices, et 'invariance sera plus difficile & obtenir. Il nous faut pour cela
considérer la fagon dont sont effectués les renommages dans une disjonction, ce qui
se décrit, du moins pour les disjonctions qui n’apparaissent pas trop profondément

dans la formule (d’oti la condition sur aY), comme suit :

Lemme 4.9 Soient ¢ = ¢ V...V, C o tel que ag = 1, R un renommage de
¢ descendant dans v, et S = {i/p(¢;) > 1}, il eziste un élément k de S tel que
ek € R, et Vie S —{k},p: € R.
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Preuve. On suppose d’abord que Vk € S, € R, donc Vi € S

B(pi, Rnm(R — {¢i}, %))
= B(pi, Y[R - {p:i}])
car a¥ = 1, donc B(p,9) < 0, donc ¢ ¢ R (théoréme 4.4)
= p(¥[R - {¢:}]) — p(¥[R]) — p(¥:i[R])
= p(¢[R —{v:}]) — P(¢[R]) — p(¢i[R])  cara) =1
= p(wilR]) — 1 - p(viR])
< 0

ce qui est impossible car R est libre dans ¢¥. Donc 3k € S/pr € R. Supposons
maintenant que 3 € S — {k}/p; € R, on a alors
B(pi,$[R— SF(¢)]) = ple[R— SF(p:)]) — p(e[R U {0:}]) — p(¥:)
> pex)p(pi) — pler) — ple:)
>0 car p(px) > 1 et p(pi) > 1

ce qui est en contradiction avec la condition de saturation. On en déduit que

Vie §—{k}/pi€ R. 4

D’aprés ce lemme, il est clair que ’hypothese faite sur a, vérifiée a la racine, va se
propager en descendant dans la formule, autant dans les conjonctions que dans les
disjonctions. On pourra donc I’utiliser de fagon plus suivie, en particulier grace au

lemme suivant.

Lemme 4.10 Soient ¢ C ¢ avec a¥ = 1, R un renommage de ¢ descendant dans

¥, alors R est descendant dans ¢, et B(R,¢) = B(R, ).

Preuve. On montre d’abord que R est libre dans ¢ : V' € R, soit e =
B(¢', Anm(R — {¢'},¢)), si ¢' & Infr(p) alors I € R/y' € Infr(§) et
e = B(¢',{[R - {¢'}]) = B(¢', Rnm(R — {¢'},%)) 2 0, sinon

e = B¢, p[R-{¢'}])

= p(e[R - {¥'}]) — p(¢[R]) — p(¢'[R])
p(¥[R—{¢'}]) = p(¥[R]) — p(¢'[R])  caray =1
B(¢',y[R - {#'}])
B(¢', Rnm(R — {¢'},9))
> 0 car R est libre dans ¢
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On établit ensuite la condition de saturation : V' C ¢, si Supr(y’) existe, la
condition est la méme pour ¢ et pour ¥, et sinon

p(p[R - SF(¢")]) — p(p[R U {¢'}]) — p(¥)
= p($[R— SF(¥")]) — p(¥[RU {¢'}]) — p(¢¥)
= B(¢',¢¥[R- SF(¢")])

B(¢',p[R - SF(¢)

<0
Enfin, on a
B(R,¢) = p(p)— p(Rnm(R,¢))
= p(e) — p(¢[R]) - s"'Xe:ﬁ1r)(<f>'[l'?])
= p(¥) - p(¥[R]) — 3 p(¢'[R)])
= B(R.¥) -
4

Nous pouvons maintenant démontrer I'invariance du nombre de clauses des

renommages descendants.

Théoréme 4.11 Soient ¢ C 1, R et R' deuz renommages de ¢ descendants dans
¥, on a p(Rnm(R,)) = p(Rnm(R',¥)).

Preuve. On procede par induction structurelle sur ¢, en montrant que 1’égalité est
vérifiée quelque soient 1 (sur-formule de ¢), R et R'.

Si ¢ est un littéral, on a R = R’ = @, donc p(Rnm(R,v)) = p(Rnm(R',¢)) =
p(¥).

Sinon, soient ¥ J ¢, R et R’ deux renommages de ¢ descendants dans 1, on
suppose d’abord que B(yp,%) < 0, et on a donc par le théoréeme 4.4, ¢ € R et
¢ € R'. On a trois cas possibles :

1. o = 1AL Ap,.

Soient Ry = RN SF(pk) et R, = R' N SF(px) pour k € {l..n}. D’apres le
lemme 4.7, Ry et R} sont descendants dans 1. Soit

k-1 n
i=URu U R

i=1 1=k+1
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on a R} C Uizx SF(yp:), donc d’aprés le lemme 4.8, R, et R} sont descen-
dants dans [R}]. Par hypothése d’induction, on a p(Rnm(Ri,¥[R}])) =
p(Rnm(R;,¥[R}])), c’est a dire

k-1 n
PY(Y_ p(pilR]) + Y plwilRi])) + e

=1 =k

k n
= PYQp(pilRD + X plpilRi]) + i

=1 1=k+1

ot i = Y p(¢[Re]) et ri = Y p(E[RL)).

¢€R, ¢ER]
Or on a p(Rnm(R,v)) = PY(T, p(¢i[Ri])) + i, ri, on peut donc montrer
par récurrence sur k que Vk € {l..n + 1},
k-1 n k-1 n
p(Rnm(R, %)) = PY(3_ p(wilRI) + 3 p(@il Ri)) + 3o ri+ 3
=1 i=k =1 i=k
En particulier pour k = n + 1, on a p(Rnm(R,v)) = PJ(T, p(vi[Rl])) +
i=17i = p(BRnm(R', ).

.o =p1V... Vo,

Si p(p) =1, 0n a Vo' C ¢,B(¢',¥) < 0, donc R = R = 0, d’ott 'égalité.
Sinon, comme B(p, %) < 0, on a a¥ = 1. Soit donc S = {i/p(¢;) > 1}, d’apres
le lemme 4.9, 3k, k' € S tels que pr & R,ppr € R et Vi€ S,p; € Rsit # k
et p; € R si1# k.

Vi € S, soient R, = RN SF*(p;) et R, = RN SF*(p;). Sii € S — {k, ¥},
d’apres le théoreme 4.5, R; et R. sont descendants dans Supgr(;)[R — R] =
Supp/(p:)[R' — R}] = ¢i (car ¢; € RN R'), et donc par hypothése d’induction
on a p(Rnm(Ry,¢:)) = p(Rnm(R;, ¢i)).

Par ailleurs, pour : € S — {k}, on a

p(Rnm(Ri, i) = p(@ilR]) + 3 p(Def,, (E[Ri]))

§ER;

= > p(Defy(¢[Ri]))

€€ERU{wi}

et on a évidemment R = Ri U Uies—x)(R:i U {®i}), donc on peut en déduire
(de méme pour R’') que :

{ p(Rnm(R,¥)) = p(Rnm(Rx, Y[R — Ri])) + Ties—xy P(Rnm(Ri, ¢i))
p(Rnm(R',4)) = p(Rnm(R,, ¥[R' — Ry.])) + Ties— @y P(Rnm(R], ¢:))
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On obtient donc, d’apres ’hypothése d’induction exprimée ci-dessus pour ¢ €
S — {k, ¥}, I'égalité
p(Rnm(R,¥)) — p(Rnm(R',¢)) =
p(Rnm(Rx, ¥R — R4])) + p(Rnm(Ru, i) — p(Rnm(Ry, Y[R — Ry]))
—p(Rnm(Ry, ¢x))

En notant ¢’ = [pilics— (x4, puisque Y[R — Ri] = ¢'[pw] et Y[R — Ry] =
¥'[k], on obtient

p(Rnm(R,)) — p(Rnm(R',¢)) =
p(Rnm(Ry,¢'[pw])) — p(Rnm (R, ¢k)) —
[p(Rnm(Ry., ¥'[x])) — p(Rnm(Ri, o))

Cependant, il existe b tel que Pf,:["”"] = P;f’; rl = PY = Az.z + b, tandis que
d’apres le théoreme 4.5, Ry, (resp. R},) est descendant dans ¢[R—Rx] = ¢'[¢w]
(resp. dans ’[px]), donc d’apreés le lemme 4.10, Ry (resp. R},) est descendant
dans ¢ (resp. @w), et B(Ri,¥'lpw]) = B(Ri, ) (resp. B(Ry,¥'[px]) =
B(Rj.,¢x)), C’est a dire

{ p(¥'[pw]) — p(Ram(Ri, ¥'[ox])) = p(x) — p(Bnm(Ri, @x))
p(¥'[ex]) — p(Rnm (R}, ¥'[¢k])) = p(pw) — p(Rnm(R}y, o))

Or p(¥'[¢w]) = p(¢r)+b et p(¥'[xr]) = p(wr)+b, donc p(Rnm(Ry, ¢¥'[pw])) =
p(Rnm(Ryx, ¢i))+bet p(Rnm(R},, ¥'[¢k])) = p(Rnm(Rj,, pxr))+b. On obtient
donc

p(Rnm(R,v)) — p(Rnm(R',¥)) = p(Rnm(Rk,¢x)) — p(Rnm(R},¢x)) —
[p(Rnm (R, 1)) — p(Rnm(Ry, pr))]

D’apres le théoreme 4.5, R} (resp. Rys) est descendant dans Supp/(pi)[R —

"] = @& (resp. dans @), donc par hypothese d’induction, p(Rnm(Rk, ¢x)) =
p(Rnm(R}, ¢x)) (resp. p(Rnm(R},,px)) = p(Rnm(Re,pxr))). On en déduit
que p(Rnm(R, ) = p(Rnm(R',¥)).

. ¢ = Qx1..2,.¢', ot Q € {V,3}. Si p(p) = 1, voir le cas précédent, sinon, on
a de méme a¥ = 1, donc az, = 1. De plus, R = RN SF(¢') (resp. R =

R'NSF(¢')), donc d’apres le théoreme 4.5, R (resp. R') est un renommage de
¢’ descendant dans 1. Par hypothése d’induction, on a donc p(Rnm(R,v)) =

p(Rnm(R',v)).
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On suppose maintenant que B(p,3) > 0, alors d’apres le théoréme 4.4 ¢ €
RN R, donc d’aprés le théoreme 4.5, R — {¢} et R’ — {¢} sont des renom-
mages de ¢ descendants dans ¢ (Supr(p) = Supr(p) = ¢). On a B(p,¢) < 0,
donc d’apres ce qui précéde, p(Rnm(R — {¢},¢)) = p(Rnm(R' — {¢},¢)). Or
p(Rnm(R,¥)) = p(¥le]) + p(Rnm(R — {¢},¢)), et de méme pour R', donc
p(Rnm(R,v¢)) = p(Rnm(R',v)). L’induction est complete, et donc 1’égalité est

vraie quelque soit ¢. -
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