N
N

N

Estimation et détection d’un signal contaminé par un

HAL

open science

bruit autorégressif
Abdessamad Ezzahar

» To cite this version:

Abdessamad Ezzahar. Estimation et détection d’un signal contaminé par un bruit autorégressif.
Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1991. Frangais. NNT: .

00339831

HAL Id: tel-00339831
https://theses.hal.science/tel-00339831
Submitted on 19 Nov 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

tel-


https://theses.hal.science/tel-00339831
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

présentée par

EZZAHAR Abdessamad

pour obtenir le titre de
Docteur de I'Université Joseph Fourier-Grenoble I
(arrété ministériel du 5 Juillet 1984)
"Mathématiques Appliquées"

ESTIMATION ET DETECTION
D'UN SIGNAL CONTAMINE PAR UN BRUIT
AUTOREGRESSIF

Theése soutenue le 31 Octobre 1991 devant la commission d'examen

D.T PHAM Président
F. BRODEAU
B. GAREL Examinateurs

G. JOURDAIN
A.LE BRETON

These préparée au sein du laboratoire LMC, Institut IMAG






Ce travail a été réalisé au sein de I'Equibe de Statistique et Modélisation Stochastique du
laboratoire LM.C., Institut IM.AG.

Mes remerciements les plus sincéres sont adressés @ Messieurs A. LE BRET: ON, Professeur
a I'Université Joseph Fourier Grenoble I, et D.T. PHAM, Directeur de Recherche au CNRS.
Je leur suis particuliérement redevable de leur long et efficace soutien lors de I'élaboration de ce
travail.

J'adresse mes plus vifs remerciements @ Messieurs F. BRODEAU , Professeur a l'université
des Sciences Sociales de Grenoble, et B. GAREL, Professeur a I'lnstitut National Polytechnique
de Toulouse, pour avoir accepté d'étre rapporteurs sur ce travail et pour leur participation au

Jury.

Je remercie vivement Madame G. JOURDAIN, Professeur a l'lnstitut National Polytechnique
de Grenoble, de m'avoir accueilli au Centre d'Etude des Phénomeénes Aléatoires et Géophysiques
de Grenoble, lors de mon stage de DEA, et d'avoir accepié de prendre part au jury de cette thése.

J'ai eu la chance d’avoir une formidable famille et des amis qui ont su me soutenir dans les
moments difficiles. Que tous soient assurés de ma gratitude.

Mes remerciement vont enfin @ toute I'équipe du L.M.C. et au service de reprographie de
UInstitur IM.A.G.






TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION . p. 01
CHAPITRE I Estimation et détection en traitement du signal ......... p. 05
§1. Le modele "signal + bruit" p. 06
§2. Estimation paramétrique . p. 08
2.1. Estimation des paramétres du bruit p. 08
2.2. Estimation des paramétres de régression p. 09
2.3. Estimation simultanée p. 10
§3. Détection binaire p. 12
3.1. Les régles de décision p. 13
3.2. Le point de vue de Neyman p. 14
3.3. Détection d'un signal de forme connue

dans un bruit gaussien ...... . p. 15

CHAPITRE II Estimation paramétrique partielle
dans un modéle "signal + bruit AR(1)" .o, p. 24
§1. Le modeéle "signal + bruit AR(1) " p. 26
§2. Estimation des paramétres d'un bruit AR(1) p. 28
2.1. Estimation de maximum de vraisemblance exact ................ p. 28
2.2. Estimation de moindres carrés p. 30
2.3. Convergence presque siire des estimateurs p. 31
2.4. Normalité asymptotique des estimateurs . p. 38
2.5. Remarques p. 40







§3. Estimation des parametres du signal p. 42
3.1. Cas ou le coefficient autorégressif du bruit est connu ........... p. 42
3.2. Cas ou le coefficient autorégressif du bruit est inconnu ....... p. 52

CHAPITRE III Estimation paramétrique simultanée

dans un modéle "signal + bruit AR(1)" ........... ceeeneneP. 60
§1. Estimation par maximum de vraisemblance p. 62
L1. Maximisation de la fonction de vraisemblance .................... p. 62
1.2. Existence, unicité et convergence p.s. de
I'estimateur de maximum de vraisemblance p. 64
1.3. Vitesse de convergence et normalité asymptotique
de I'estimateur de maximum de vraisemblance .................... p. 70
§2. Estimation de moindres carrés p. 8k

2.1. Convergence et vitesse de convergence presque siire
de l'estimateur des moindres carrés p. 81
2.2. Normalité asymptotique de I'estimateur

des moindres carrés p. 86

§3. Estimation de maximum de vraisemblance approchée ..................... p. 95
3.1. Convergence et vitesse de convergence presque siire
de I'estimateur de maximum de vraisemblance approchée ..p. 95
3.2. Normalité asymptotique de I'estimateur de maximum

de vraisemblance approchée p. 97
CHAPITRE 1V Détection dans un bruit AR(1) p. 100
§1. Détection d'un signal connu p. 102
L.1. Cas d'un bruit AR(1) de parameétres connus p. 102

1.2. Cas d'un bruit AR(1) de paramétre autorégressif connu ....p. 103
1.3. Cas d'un bruit AR(1) de variance d'innovation connue ....... p. 103



1.4.

2.1
2.2.
2.3.
24.

ANNEXE Etude Expérimentale

II. Les résultats

1.1
I1.2

Cas d'un bruit AR(1) de paramétres inconnus ................... p. 107

§2. Détection d'un signal contenant des paramétres inconnus .............. p. 110
Cas d'un bruit AR(1) de paramétres connus p. 110

Cas d'un bruit AR(1) de paramétre autorégressif connu wep. 112

Cas d'un bruit AR(1) de variance d'innovation connue cesceesp. 114

Cas d'un bruit AR(1) de paramétres inconnus p. 117

p. 119

I. Cadre de I'expérimentation p. 120
I.1 Modele de base p. 120

1.2 Plan d'expérimentation p. 120

p. 120

Estimation p. 120

Détection p. 121

Tables des résultats de simulation p. 122

BIBLIOGRAPHIE

h-

127



INTRODUCTION



Détecter un signal dans un bruit consiste 2 reconnaitre la présence d'un signal
utile dans un enregistrement perturbé. L'existence du bruit parasite rend impossible
cette reconnaissance sans risque d'erreur. Clest pourquoi les problemes liés a la
détection d'un signal dans un bruit reldvent des problématiques de la décision
statistique : estimation et tests d'hypotheses. Lorsque la loi de probabilité du bruit est
bien spécifiée les problemes de détection restent tres classiques ( cf. par exemple
HELSTROM (1967), VAN TREES (1968), WONG (1971), ...). Pourtant cette
condition est trés rarement satisfaite dans la pratique. On a alors recours 2 des
procédés, dits "adaptatifs", qui consistent  utiliser les structures optimales lorsque la
loi du bruit est connue, en remplagant dans ces structures la loi par son estimation (cf.
par exemple MERMOZ (1971),.....). Ces méthodes, bien que naturelles et donnant des
résultats honorables dans nombre de situations expérimentales restent assez

empiriques, leur valeur théorique n'étant pas clairement élucidée.

Le but de notre travail est d'aborder ces questions dans le contexte de la théorie
statistique de I'estimation et des tests d’hypothéses. Le cas d'un signal arbitraire et d'un
bruit général 2 temps discret dont les variables successives ont une corrélation
inconnue ne permet sans doute pas des développements 2 visée d'applications. Pour
obtenir des résultats relativement exploitables, on peut envisager de modéliser
paramétriquement le signal et de représenter la dépendance des variables du bruit par
des modeles linéaires (ARMA) de séries chronologiques. On est alors placé dans le
cadre des modeles dits modeles linéaires de régression dans les séries chronologiques.
De nombreux articles ont été consacrés dans la littérature a I'analyse statistique de ce
type de modeles. Du point de vue de I'estimation des paramétres on peut citer

notamment les travaux de HILDRETH (1969), KHOLEVO (1969),
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DOROGOVCEV(1973), PHAM (1975) et MALLER (1989). En ce qui concerne les
problemes de tests d'hypothéses, outre PHAM (1975) et MALLER (1989) déja
mentionnés, citons par exemple DURBIN et WATSON (1950), SWENSEN (1985) et
GAREL (1989). Ici nous nous plagons délibérément dans le cas le plus simple des
processus autorégressifs d'ordre 1 (AR(1)) pour lesquels les résultats sont trés
explicites. Nous nous efforgons d'étudier aussi complétement que possible les
propriétés d'estimateurs quant 2 leurs vitesses de convergence presque siire et leurs
lois limites ainsi que les puissances asymptotiques de tests. Il convient de noter que
nous faisons I'hypothese restrictive de normalité du bruit. Toutefois bon nombre des
résultats asymptotiques que nous obtenons restent valables sans cette hypothese dés
lors que les variables intervenant possédent des moments d'ordre suffisamment élevé.
Il devrait aussi étre possible de les étendre a des modeles A erreurs ARMA non
forcément gaussiennes. Ce type de questions a déja attiré I'attention d'auteurs tels que
PESARAN (1973), HARVEY et PHILLIPS (1979), MAGEE, ULLAH et
SRIVASTAVA (1987).

Dans le premier Chapitre nous fixons d'abord un cadre assez général d'étude des
probleémes d'estimation et de détection dans un modéle "signal + bruit". On traite aussi
quelques exemples classiques notamment pour la détection d'un signal déterministe
connu 4 un facteur pres, dans un bruit de loi gaussienne de structure du second ordre

connue au moins 2 un facteur pres.

Dans le Chapitre II nous considérons un modéle “signal + bruit" ol le signal est
une combinaison lin€aire de suites déterministes données et le bruit est un processus
AR(1) stationnaire. Il s'agit donc d'un modéle particulier de régression linéaire

déterministe avec erreurs corrélées. Nous examinons des problémes d'estimation



paramétrique partielle (estimation des parametres du bruit lorsque le signal est
complétement connu, estimation des seuls parametres du signal lorsque le coefficient
autorégressif du bruit est connu ou non) du point de vue de la construction des

estimateurs et de leurs propriétés, notamment de leur convergence presque siire.

Au Chapitre III, on considire le méme modéle de régression linéaire multiple
déterministe dans lequel le processus d'erreurs est AR(1) stationnaire mais cette fois
de structure inconnue. On examine le probleéme de I'estimation simultanée du
parametre de régression et des parametres de structure du processus d'erreurs. Dans
une premire partie nous nous intéressons de maniére précise A la maximisation de la
fonction de vraisemblance et a I'existence d'un unique estimateur de maximum de
vraisemblance dont nous examinons les propriétés asymptotiques. Dans une deuxiéme
partie nous étudions une procédure d'estimation fondée sur une premiére étape de
moindres carrés pour l'estimation du parametre de régression. On propose enfin une
troisi¢éme procédure qui fournit des estimateurs facilement calculables. Les propriétés

asymptotiques de ces diverses méthodes d'estimation sont étudiées en détail.

Dans le Chapitre IV nous nous intéressons a différents problémes de détection
dans le cadre du modele "signal + bruit AR(1)". On propose des procédures de
détection associées aux diverses méthodes d'estimation étudiées dans les chapitres
précédents. Les risques liés A ces procédures sont bien analysés soit, dans les cas les

plus simples, pour un nombre d'observations fixé, soit du point de vue asymptotique.

Dans une Annexe nous présentons les résultats d'une étude expérimentale par
simulation des performances des méthodes d'estimation et de détection envisagées.



Chapitre 1

ESTIMATION ET DETECTION
EN TRAITEMENT DU SIGNAL



-6-

Nous fixons ici le cadre d'étude dont reldvent les différentes situations et
problématiques envisagées dans notre travail .

Une fois précisé le modele " signal + bruit " de base, nous décrivons
successivement les problémes d'estimation paramétrique et de détection binaire d'un
signal et nous examinons quelques exemples classiques.

§1. Le modele "signal +bruit"

Nous supposons qu'un signal déterministe peut étre ou ne pas étre présent lors des
mesures y = (y; ; t =1, 2,...) effectuées sur un écouteur bruité. De fagon précise, on
suppose que

- si 'nypotheése 3o : " bruit seul " est vraie, 2 tout instant t on observe

(1.0)  yr=uy
ollu=(u;t=1,2,.)estun processus al€atoire centré "bruit de mesure” dont la loi est
éventuellement incomplétement connue,

-si I'hypothese 3 1: " signal présent " est vraie , & tout instant t on observe

(l.l) Yt = st +ug
oll's =(st; t =1, 2,..) est un signal déterministe dépendant éventuellement d'un
parameétre inconnu.

Dans la suite nous notons (Y, 8) (soit (R, B(R) ) soit (R9, B (R) selon que le
signal est scalaire ou vectoriel ) 'espace mesurable dans lequel s (et donc aussi yg et uy)
prend ses valeurs. Selon le contexte, yt désigne I'élément courant d'une copie de 'Y ou
la t°M€ application coordonnée sur (YON* BEN*) o4 encore (YT, 82T) pour un
T entier supérieur ou égal A 1. Enfin N(m,v) est la loi normale de moyenne m de
variance v, N (resp. N ']) est la fonction de répartition (resp. inverse) d'une loi

normale.

Nous supposons que la loi de u = (ug; t=1, 2,..) est connue (dans la suite,
gaussienne centrée) 2 un paramétre A prés dans un ensemble A (en pratique soit la loi de

“u est completement connue, et alors A est un singleton, soit A est un sous-ensemble
d'un espace de type R! paramétrant un ensemble de structures du second ordre). Nous



écrivons P, (resp. P,T) pour la loi de u (resp. yr = (uy,...,ur)) sur (YON* BON*)

(resp. (YT, B8T)) lorsque la vraie valeur du paramétre est A.

Nous supposons aussi que le signal s = (s;; t =1, 2,...) est connu A un paramétre 7y
prés dans un ensemble I (en pratique soit le signal s est complétement connu et alors I”
est un singleton, soit I" est un sous ensemble d'un espace de type RX, ensemble des
valeurs possibles d'un paramétre de régression). Nous notons s(y) = (st (y); t =1, 2,...)
le signal lorsque la vraie valeur du parameétre est 7y .

Evidemment nous supposerons que pourtouty €I" on n'a pas s¢(y) = 0, t =1, 2,...

Alors adjoignant a I un élément Yo et posant st(yo) =0, t = 1,2 ,..., I'état de la nature
définissant les conditions dans lesquelles les mesures yt, t =1, 2,... sont effectuées est

compleétement spécifié par un couple (v A)dansTox Aoa Ty T'u {y o’. Pour (y, A) €
I'o x A nous désignons par Hy, a I'hypothése : "les observations yt sont de la forme
(1.1) avec st = s¢ (y) et A est la vraie valeur du péramétre définissant la loi du bruit u ".

Bien siir, compte tenu de la convention faite ci-dessus, sous Hy, » "les observations y;

sont de la forme (1.0) et A est la vraie valeur du parametre définissant la loi du bruit u".
En définitive on a

gf(): \" H’)bl et g’f]: \" Hy,l'
Ae A (AN eTlxA

. T
Sous H,, . laloi P, (resp. PM) dey=(yt; t=1,2,..) (resp. yr = (Y1,.--, ¥T)) €St

la loi image de P, (resp. PI) par I'application u — (sy(y) + ug;t=1,2,.) (resp. Ut —

(st(Y) +ug; t=1, T)). En particulier sous Hyaona Py, =Py

En d'autres termes la structure statistique associée  I'observation ¥r = (Y1,-., yT) €5t
de la forme

(1.3)  (YT.RT, (P} ;yelg e A).



§2. Estimation paramétrique
Nous distinguons les trois situations classiques en traitement du signal.
2.1. Estimation des paramétres du bruit

On suppose ici que l'observateur est assuré de ce que le signal observé y est une
“référence bruit " i.e. que I'hypothese 3o est vraie.
La structure statistique associée 2 l'observation ¥r = (Y1,..» Y1) = (uy,...,uT) est

(YT, 8T, [P e A))
et on s'intéresse au probléme d'estimation du parameétre A.
Notons que bien siir lorsque l'observation est faite sous I'hypothese H, » pour une

valeur ¥ connue on se ramene au probléme précédent par centrage des observations.
Exemple 2.1. Estimation de la variance d'un bruit blanc

Supposons que u est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
identiquement distribuées ( i.i.d.) selon une loi Q42 centrée admettant une variance
62> 0. Nous dirons alors que u est un bruit blanc (scalaire). Si Q, est donnée et Q52

est la loi image de Q, par I'application z — ¢ z de R dans R, la loi de l'observation ¥T

*
est connue au parametre 62 pres dans R, au sens que la structure statistique associée

est
®T
(Y7, 87, [QFF, o">0)),
Alors une estimation naturelle de 62 fournie par la méthode des moments (mais aussi

par la méthode du maximum de vraisemblance si on suppose par exemple Q
gaussienne centrée réduite i.e. Q =N (0, 1)) est donnée par

2.1 ~
(2.1 or=13 y2
t=1

. . . . 3 . A2
On sait que (2.1) définit un estimateur sans biais ( i.e. pour tout 62 > 0, Es2 ( OoT ) =
o? ol E 42 désigne I'espérance mathématique relativement 2 P42) et, en vertu de la loi

forte des grands nombres pour les variables aléatoires i.i.d. presque siirement



. im o2 = a2 . . .
convergent ( i.e. pour tout 62 > () P52 {Tle or=0 } = 1). On sait aussi que si Q.
—>+o0

=N(0, 1), relativement 2 P52, 1aloi de —1;- 8%- est une loi X% du chi deux 2 T degrés de
o

liberté.
2.2. Estimation des parameétres de régression

On suppose ici que I'observateur est assuré de ce que I'hypothese I | est vraie et

que de plus la loi P, du bruit est complétement spécifiée (i.e. A est un singleton,

¢éventuellement parce que le parametre A a préalablement été bien estimé a partir d'une
référence bruit (cf. §.2.1)). La structure statistique associée a I'observation est

(Y7, BT [PT  ye 1)
ol Py est la loi image de P, par l'application u — (s, ( Y)+u ;t=12..). On

s'intéresse au probléme d'estimation du parameétre Y .

Exemple 2.2. Estimation de I'amplitude d'un signal bruité
par un bruit blanc de loi connue

Supposons que u est un bruit blanc de loi connue. Supposons que I' = R/(0} et
pourye I’
(2.2) s(y)=Ys;t=1,2,.

T

N . 2
ous=(st;t=1,2,..)estun signal donné tel que E 5 >0.
t=1
Alors une estimation naturelle de Famplitude Y du signal observé (fournie par la
méthode des moments mais aussi par la méthode du maximum de vraisemblance si on

Suppose par exemple que le bruit blanc est gaussien ) est donnée par
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On sait que (2.3 ) défini un estimateur sans biais (i.c. pourtoutye T, E, ( ;‘r) =19) et,
en vertu de la loi des grands nombres pour les martingales (cf. DACUNHA-CASTELLE

T
et DUFLO (1983) Chap.II ), presque sirement convergent si Lim z sf = 400, En
T—+oo t =1

effet d'apres (1.1), (2.2) et (23)ona
T

D, () +uy)s,

t=1

T
2 s
t=1

T

Y, s

=]
=Y+ —
Y T

> s

=1

T

ou [Z St Uit 2 1)est une martingale de carré intégrable de processus croissant
t=1

T

associé {2 o? s?;tZl}.
t=1

T -1

On sait aussi que si la loi u, est N(0, 62) alors la loi de yr est N(y, o’ ( z sf ) )
t=1

2.3. Estimation simultanée

On suppose ici que I'observation est faite dans des conditions telles que y et A sont

inconnus dans I et A respectivement.
On s'intéresse alors au probléme d'estimation du parametre (y,A) dans la structure
statistique

(YT, BeT, P',::,‘;‘Yel‘, Ae A)



Exemple 2.3. Estimation simultanée de l'amplitude d'un
signal et de la variance d'un bruit blanc

On suppose ici que u est un bruit blanc de loi connue au parametre de variance
62> 0 pres (cf. Exemple 2.1) et que de plus le signal est de la forme (2.2) (cf.
Exemple 2.2), y étant inconnu. Alors une estimation naturelle de (y» 02) (fournie par la
méthode des moments mais aussi par la méthode du maximum de vraisemblance si on
Suppose par exemple que le bruit est gaussien) est donnée par ('}r, 51?) ol &l‘ est

défini comme en (2.3) et

T
(2.4) 0r2=# 2 (yi-¥rs ).
t=1

A

Bien siir yr est un estimateur sans biais ¢t convergent presque sdrement si

+ oo

. =2
Z sf =+ oo. Pour ce qui estde OT ona
t=1

~2 T-1
E 2(o1 )=—— o2
v.,0 (o1 ) -
~2
etdonc OT est un estimateur sans biais de 2. De plus, d'aprés (1.1), (2.3) et
T-1

(2.4), on peut écrire

T
~2__1_ I 2 (tg S‘Ul)z
Giely .S
L=l T s?
t =]
ou, d'apres la loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires indépendantes,

T
Lim lz uf =02 p.s..
T—’MT(_—_I

Ainsi ot est un estimateur de 62 presque siirement convergent si
presq
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T
Z Sty

(2.5) Lim t=! =0p.s.

T o 4o T 172
(TY s?)
t =1

T

Or, comme Z Stu;t2 l} est une martingale de carré intégrable de processus
t=1

T
croissant associé { 02 Z sf pt2 1} , utilisant NEVEU (1972), Proposition VII-2-4,

+ 00

on peut voir que si Z sf = + oo et s'il existe une fonction croissante f : R .~ R +
t=1

telle que

- du +oo ) T \ 172
(40 5(), s7)=0((TY s?) )
f., (1+f(u))? E, ' .% '

+oo +oo

alors (2.5) est satisfaite. C'est par exemple le cas si z 5:2 = + oo et Z st2 =0(T")
t=1 t=1

+eo

T
pourun a )0, ou si Z sf = 400 etLog(Z sf)=0('l‘°),pourunl3( 1.

t=1 t=1
§3. Détection binaire

Le probleme de détection, du moins dans la version simplifiée envisagée ici,
consiste 2 décider au vu de l'observation ¥t = (¥1,...,y7) si oui ou non le signal est
présent (sous-entendu pour t =1,...,T).

En d'autre termes le probléme de détection est celui de tester I'hypothése 3o contre
I'hypothese H | au vu de ¥t dans la structure statistique (1.3).
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3.1. Les régles de décision

Une régle de décision -un récepteur - répondant au probléme de détection est un test
stochastique @ : YT — [0, 1] qui 2 toute observation ¥1 € YTassocic la probabilité

®(yt) avec laquelle doit étre prise, au vu de yr , la décision de rejeter I'hypothese 3 o:
"bruit seul" ("y =1yp ") ie. accepter 3 1:"signal présent” ("y # o "). Il sera parfois
commode de considérer un test ® comme la probabilité de transition sur
Y'xP( 0, 1)), définie par

Dyr,.) = Dyr) 81() + (1 - Dlyr) 8g(.).

Si @ est un test déterministe i.e. 3 valeurs dans{ 0, 1), auquel cas @ = ﬂ[q; =1 ],

@ est alors identifié A O(yr) = &p(h)(.).

On appelle “fausse alarme" le fait de décider qu'un signal est présent, alors que seul
le bruit est présent i.e., dans le langage de la théorie des tests, une erreur de premiére
espece liée au rejet de I'hypotheése o alors qu'elle est vraie. De méme on appelle "non
détection” le fait de décider qu'un signal est absent alors qu'en réalité il y a un signal
i.e. une erreur de seconde espece liée A l'acceptation de I'hypothese 3o alors qu'elle est

fausse.

Alors les "isgmg_c_fa_umm” attachés A ® sont évalués par E.m AP, Ae A de
méme les "[is.qu.c_d_gng_n_dﬁm;ﬁg_n" sont donnés par EY. A(1-®),yeT, AeA. Ici E.,' A

désigne I'espérance relative 2 la loi P, ). Dans le langage de la théorie des tests
l'application (y, 1) = Bo (¥, A) = E, A(D) est appelée fonction puissance du test .

Notons que bien siir si & est un test déterministe i.e. 2 valeurs dans ‘ 0,1 , auquel cas

¢=ﬂ[¢=|],on a

Epa@® =P, 5 ([®=1]) Eya@) =P, ; (®=0]),yeT, Aen

et les risques sont des probabilités de fausse alarme ou de non détection, le domaine Re

D=1 ] étant appelé région critique du test ®.
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3.2. Le point de vue de Neyman

Plagons-nous dans le cas ol une fausse alarme a des conséquences plus ficheuses
qu'une non-détection (dans le cas contraire il convient dans la discussion qui suit
d'échanger les roles de Hoet H 1). Selon le point de vue de Neyman on est alors

amené 3 envisager de choisir le test ® dans une classe donnée ¥ de tests, de manidre
telle que :

- d'une part, pour un seuil o fixé (axe ]0, 1[), on ait

(3.1)  aep = sup Epa(@)< «
Ae A

i.c. un risque maximum de fausse alarme pour @ (appelé niveau de signification)

inférieur A a,
- d'autre part pour tout autre test e ¥ vérifiant (3.1) on ait

(3.2)  E,x@®)2E, @), yeT, he A

i.e. des risques de non détection plus forts pour ® que pour @ .

Si @ est un test vérifiant (3.1) et (3.2) pour tout autre test d - i.e. si ® est optimal
au sens précédent dans la classe ¥ =T de tous les tests - on dit que @ est uniformément

le plus puissant (U.P.P.) au seuil c.
Un test ® est dit sans biais si pourtout Yyel', Ae Aona

EY- A (@) 20e.

Si @ est un test sans biais optimal dans la classe W=¥ de tous les tests sans biais, on

dit que @ est uniformément le plus puissant parmi les tests sans biais (U.P.P.S.B.) au

seuil a..

Un test est dit libre si pour tout (A, l') €A’ona
Ey A(®) = Em a (D), auquel cas Em AP =ag, A €A.



Si ® est un test libre optimal dans la classe W= de tous les tests libres, on dit que @

est uniformément le plus puissant parmi les tests libres (U.P.P.L.) au seuil o .

3.3. Détection d'un signal de forme connue dans un bruit
gaussien

Dans ce paragraphe le bruit est supposé gaussien i.e. pour tout T 2 1, ur =

(w,...,ur) est un vecteur aléatoire gaussien.
3.3.1. Cas d'un signal connu

Nous considérons d'abord la situation de base o le probléme de détection concerne
un signal s = (s, t = 1, 2,...) completement connu. On peut donc prendre I'= (1), yp =

Oetpoury e I‘o={0, 1 ’, s(Y)=ys,t=1,2,..
a. Cas d'un bruit de structure de covariance connue

Commengons par examiner le cas ol u est un bruit blanc de variance v connue. Le
probleme de détection envisagé est celui du test de I'hypothese simple 3o=Hy, :

"y =0" contre I'hypothése simple 3| = H 1,v : "Y =1"dans la structure statistique

(RT® RT),| Nr(ysr, v o) ye (0.1)),
Oll §1 = (S1,-., s7)* et {7 est la matrice identité T T.

On souhaite définir un récepteur @y, tel que le risque de fausse alarme ait une valeur

a donnée dans ] 0, 1] et le risque de non détection soit le plus faible possible i.e. un test
U.P.P. au seuil a .
Par application du lemme de Neyman-Pearson (cf. e.g. BARRA (1970), Chap V)

on obtient que le test déterministe ® de région critique

R = ‘Y.T: &}¥T>C}
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est U.P.P. 2 son niveau de signification oy . Comme sous ¥ o1la variable aléatoire

T

. 3 . .
$tYt estde loi gaussienne centrée de variance v z st2 ,ona
t=1

T
ap =Po y(R)=1-Nc/v) s?)!2)

t=1
ou N désigne la fonction de répartition de la loi N(O, 1).

T T
De méme, puisque sous H | la variable aléatoire s; yr estde loi N(Y, s,2 Y z sf),

t =1 t =1

ona

Notant N " la fonction réciproque de N et choisissant, dans ce qui précéde, ¢ = Cq OU

T 172 .
Ca=(vY, s N'1-a),
t=1

on définit un récepteur ®, optimal (U.P.P.) au niveau « de probabilité de fausse
alarme, par la région critique

La probabilité de non détection correspondante vaut
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T
L-Bo.=NN"'(1-0)- (3 syv)12),

t=1

T
Notons que le récepteur ®y ne dépendant que du quotient ( Z s2/v ) appelé " rapport
t=1
signal sur bruit ",

Exemple 3.1. Dans le cas particulier ot s, = s, # 0, t 2 2, le probléme qui
vient d'étre étudié se réduit au probléme classique de "test de I'hypothése "m = 0"

contre I'hypothése "m = s," pour une variable aléatoire de loi N(m , v) lorsque la

T
. , o . — 1 .
variance v est connue, au vu d'un échantillon”. Alors, si yT = T Z y: on est conduit &
1

Rp, = ‘XT :(sgns1)¥r>(v/ D2 N (o)

Bo. =1-NWN'(1 -a) - (T/V)12|sy|).

Considérons maintenant le cas ol yr est un vecteur gaussien centré de matrice de
covariance At inversible connue. Alors le probleme de détection est celui de
I'hypothese simple 30 = Ho, i "y =0" contre I'hypothese simple 3 | = Hja oy

. . 12
= 1" dans la structure statistique (RT B(RT), { N7 (v.s7, Ar): ¥e{0,1}}). Si AT, est

. 172 12"t .. - 112 . .
une matrice telle que At = At (At ) , la statistique Ay yr est exhaustive et induit la

structure statistique image (RT, B (RT), { Nt (YAt 12 st 1) ve (O,I],). On est

- 12 - 12
alors ramené au probleéme étudié précédement en substituant At ! St 5T, A ! yra
yr et faisant v = 1. Cela conduit  des tests U.P.P. 2 leur niveau de signification définis

par des régions critiques

LI
R=\yr:srAr yr>cf.
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Appliquant les résultats ci-dessus, on définit un récepteur @, optimal au niveau o de
probabilité de fausse alarme, par la région critique

s -1

A
_ir_Ll_Tl_XN”(l-a) .

-1 ~
(S; At s1)?

R(Da: Yr:

La probabilité de non détection correspondante vaut
1

1-Bo, = NN'(1-0) - (5 AT 51)2).

Nous appliquerons cela au cas d'un bruit autorégressif AR(1) de paramétres connus
au Chapitre IV§.1.1.

b. Cas d'un bruit de structure de covariance connue a un
facteur preés

Examinons d'abord le cas o u est un bruit blanc de variance inconnue. Le

probléme de détection est celui du test de I'hypothese multiple o= V Hy :"y=

v>0

0" contre I'hypothese multiple 3 1= V H; y:"y=1" dans la structure statistique
v>0

(IRT,B(IRT),{ Nr(vyst. vl ye {0,1}}, v > 0).

Ecrivant la fonction de vraisemblance il est facile de voir que la statistique
(VT » WT ) ou
T

T
Yi§ Z y?
=] .
T T
2 st 2 st

est exhaustive. De plus, posant y, =y, - Y s¢ . on obtient
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..
{1
—

Vp=Y+V; wp=

M-

..
1
—

Considérons maintenant une matrice orthogonale C de premiére ligne

T _
(/Y sH2;t=1,T) et posons yr =Cy,.Alorsona

u=l

T
v = (2 sy
t=1

et
T ) ,
wr= Q D'F¥-V,
=1
T ) )
=(Q, ) [grer- 98]
=1 :
soit
T T )
wr= (), s} Yt
t=1 t=2

Bien siir, sous Py v, yrestde loi Ny ( or.vip) et par suite les statistiques vy et wp

T T
sont indépendantes de lois respectives N(Y,V ( Z s?) 1Tyet j(m, 2v( 2 8,2) 1),

t=1 t=1

T
. 2 C
Ainsi, au changement de paramétre 6° = v (2 s2) "1 pres, la structure statistique induite
t=1
par la statistique (v, wr) est la méme que celle induite par la statistique
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- 1 T 1 T -
OrSP= Gy, 72 O - YD)
1 1

a partir de la structure statistique (RT, B(RT), { Nr(y,v); ve {0,1),v> O}).
Soit @ le test de région critique

R= ‘yr:v’TTT %>c).

Comme sous 3o la variable al€atoire YT -1 T suit la loi de Student 3 T-1
Ywr
degrés de liberté, si . est la fonction de répartition de cette loi, on a

agp =P, (R) = 1-Tr(c),
et @ est un test libre.
Procédant comme dans BARRA ( 1970 ), Chapitre V, on montre alors que le test ® est
U.P.P.L. pour le probléme posé.
Notant ‘c-,:_‘, la fonction réciproque deTt.; et choisissant, dans ce qui précéde, ¢ = ¢,
ol

Ca=Tih(1-a),
on définit un récepteur ®, optimal (U.P.P.L.) au niveau « de probabilité de fausse
alarme, par la région critique

( T
VT -1 z St Yt
- . t=1 -1 A
R¢q =1¥r: T T T T > t']‘.](l o) !.
(2D yD-Q sy?
1=1 t=1 t=1

Les probabilités de non détection correspondantes valent

Tyl DWW o (3 2wy

1-B a(l,v)=Prob[ /2:,
® VT -1 t=1

oll V et W sont des variables aléatoires indépendantes de loi respectives N(0, 1) et du
Chi deux a T-1 degrés de liberté.
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Exemple 3.2. Dans le cas particulier o s, =s; # 0, t 2 2, le test défini ci-

dcssus se réduit au test classique de Student de I'hypothése "m = 0" contre I'hypothese
=5} "pour la moyenne d'une variable aléatoire de loi N(m, v) lorsque la variance v

est inconnue, au vu d'un échantillon. Alors

Ry, = ‘xr :(sgns) )ﬂ%j[ >Trh(l - a),

-1
t'r-l(l -Q) W
1- 1, v =Prob[ -V2(T/ 2|l
Bo.(1, V) T (T/ V)25
Considérons maintenant le cas ol ur est un vecteur gaussien centré de matrice de

covariance VAT ol At est une matrice inversible donnée et v> 0 est un paramétre

. . - 12 - 112
Inconnu. Remplagant dans ce qui précede st et Yr par Ay st et At yr

respectivement, on définit un récepteur @y, optimal (U.P.P.L.) au niveau o de

probabilité de fausse alarme, par la région critique

‘ VT—TS]‘AT Yt

‘ [(STI\T ST)(.YTAT yr)- (§1~AT ¥T) ] "

Ry, = > €rhd - a)‘.

Les probabilités de non détection correspondantes valent

-1
1- oyl -v)=Prob[tT"“,T’_°,‘_”W-vzc&;A+‘ st/

Nous appliquerons cela au cas d'un bruit autorégressif AR(1) de parametre
autorégressif connu et de variance inconnue au chapitre IV §1.2.

3.3.2. Cas d'un signal d'amplitude inconnue

Nous considérons maintenant la situation ot le probleme de détection concerne un
signal de forme connue, disons définie par un signal de base s = (s, t =1, 2,...), mais

d'amplitude inconnue au sens que pour ye I' = R\{ 0 Jona

s(Y)=vys .t=1,2, ..
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Ici biensirI'o =R ety =0.

Les probleémes a envisager concernent désormais le test de I'hypothese 3o:"y = 0"
contre I'hypothese 3 1:"y = 0".
Nous indiquons rapidement les tests optimaux qui ne sont autres que des versions
bilatéres des tests décrits au §3.3.1 dont on garde les notations. Pour les preuves on

peut utiliser les considérations du §3.3.1 et raisonner de maniére analogue 2
BARRA(1970), ChV.

a. Cas d'un bruit de structure de covariance connue

Le récepteur &, défini par la région critique

« -1
el
Ry, =’W:M>N ’(1-2)
a . -l l. 2
‘ sy At s7)?

est UP.P.S.B. au niveau a de probabilité de fausse alarme.
Les probabilités de non détection correspondantes valent

1-Boty) = NN (1 -%)-y(ﬁ/\«? Lspom

NN ‘%* Y(sh AT 7)1,

b. Cas d'un bruit de structure de covariance connue a un
facteur prés

Le récepteur @y défini par la région critique

VT-T IS';‘A-T] !TI

> t'l:.ll (1-w2)
(st SO AT y1) - 5h AT y7)

R(D‘. R 2] 172

est U.P.P.S.B. libre au niveau « de probabilité de fausse alarme.
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Les probabilités de non détection correspondantes valent

., -1 1
"|34>u(Y,V)=Prob”V+(§’I¥)l/zys tT-l(l-'O/Z)VW ,

ou Vet W sont telles qu'au §3.3.1.b. ci-dessus.



Chapitre 1I

ESTIMATION PARAMETRIQUE PARTIELLE
DANS UN MODELE "SIGNAL + BRUIT AR(1)"
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Dans ce chapitre nous considérons un modele "signal + bruit" ol le signal est une
combinaison linéaire de suites déterministes données et le bruit est un processus
autorégressif du premier ordre stationnaire gaussien AR(1). Il s'agit donc d'un modéle
particulier de régression linéaire déterministe avec erreurs corrélées. Nous examinons les
problemes d'estimation paramétrique partielle suivants:

-estimation des parametres du bruit lorsque le signal est complétement connu,

-estimation des seuls parametres du signal lorsque les parametres du bruit sont
connus ou non.

Le premier probléme se ramene bien siir A celui de I'estimation des parametres d'un
processus AR(1). Dans une note HASZA (1980) fournit des formules explicites pour les
estimateurs du maximum de vraisemblance exact de ce modele. Nous étudions de maniére
précise les propriétés asymptotiques de ces estimateurs ainsi que celles des estimateurs de
moindres carrés, notamment du point de vue des vitesses de convergence presque siire.

Le deuxi¢me probleéme est un probléme particulier d'estimation en régression linéaire
déterministe avec erreur corrélées. LAI, ROBBINS et WEI (1979) ont étudié la
convergence presque siire de I'estimateur des moindres carrés dans un modele sous des
hypothéses trés générales pour le processus d'erreurs (voir aussi LE BRETON et
MUSIELA (1987a), (1989)). Ici nous exploitons I'hypothése AR(1) pour la construction
d'estimateurs dont nous étudions complétement le comportement asymptotique.
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§1. Le modele "signal + bruit AR()"

On observe un processus réel y =(y1, t=1, 2,...) régi par le modele

(1.1) e=%"z+u ;t21,
ol

Zy= (Z115--, Zik)*; t 2 1 ) est un suite de valeurs connues d'un régresseur
déterministe A valeurs dans Rk,

¥ = (Y1, Tk)* est un parametre, éventuellement inconnu, dans Rk,

.(ug; t 2 1) est un processus "bruit " AR(1) i.e. autorégressif d'ordre 1 stationnaire
réel.

On suppose que

(1.2) Ul =P U+ vy t 21,
ol
-p est un paramétre réel , | pl < 1, éventuellement inconnu,
les variables aléatoires uy, vs, ..., Vi, ... sont indépendantes gaussiennes centrées et

. 2 _
Eut=v/(1-p2) ; Evi=v, t 22,
le parametre v pouvant étre inconnu.

Dans la suite de ce travail nous utiliserons souvent les caractéristiques suivantes
d'un processus AR(1) tel qu'il vient d'étre défini en (1.2).

Notons yr = (uy,...,ur)* , yr = (v1,...,vT)* et i’r = (71,...,71~ )* ol
(1.3)  wr=v12yp=vI12M(p)ur

avec

" (1-p2)1/2 0 0 i

P 1 - :

e .
i 0 P P
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Alors, d'apres les hypotheses, yr est un vecteur aléatoire gaussien centrée de matrice de
covariance ﬂ'r. La matrice de covariance de ur est la matrice de Toeplitz VAT(p) ot AT(p)

= (1-p2)-1 p|t il s, e (1,....,T))) et, compte tenu de (1.3), on a

AT(p) = B;'(p),
ou
1 p 0 0o |
-p l+p? . :
(1.5) Br@)=MpMp=| o .. .. . g
: ' . 1+p%2  -p
| 0 0 -p 1

Notons que d'apreés (1.4) et (1.5) on a

det B1(p) = [det MT(p))2 = 1- p2.

En définitive le vecteur aléatoire yr est gaussien centré de matrice de covariance vB-'r'(p)

et donc de densité

12
(1-p%)

(1.6)  fr(v,p;ur )=
2™

expl Ly Br(p)ur )
2v

ou BT(p) est donnée par (1.5). Notons que nous utilisons les mémes symbdles pour les
variables aléatoires et les arguments des densités associées.

Plus loin, lorsque T est fix€, nous supprimons l'indice T dans yr, MT(p), .... Lorsqu'il
s'agit d'études asymptotiques pour T tendant vers l'infini nous ne faisons pas toujours

apparaitre cet indice; les convergences ( presque siire (p.s.), en loi,...) sont sous-
entendues relativement 2 la loi de probabilité sur I'espace de base définie par les vraies
valeurs des parametres toujours notées p, v, §. On note r, v et g des valeurs arbitraires de

ces parametres.
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§2. Estimation des paramétres d'un bruit AR(1)

Nous supposons ici que le paramétre de régression ¥ est connu et nous nous
intéressons 2 l'estimation des parametres p et v du processus "bruit". Bien siir on se
rameéne au probléme de I'estimation des parametres p et v au vu de I'observation du

processus ug =y - 3* z;, t 2 1 qui est une "référence bruit" AR(1).
2.1. Estimation de maximum de vraisemblance exact

En vertu de (1.6) la fonction de Log-vraisemblance associée 2 I'observation U= ur
s'écrit

(2.1)  Logfr(v, r;u)=-§Log 2n-§Logv+-;:Log(l -r2)-2—]v-n‘B(r)n,

ou B(r) = By(r). Compte tenu de (1.5) et (2.1), pour estimer le parametre (p, v) par maximum
de vraisemblance, il convient donc de maximiser, par rapport A (r,v) € ]-1, +1 [Xx]O, +eo[, pour

u € RT fixé, la fonction

(2.2) L(v,r; u)---—Logv+ Log(1 - r2)-—[(l -r2)u + Z (ug- rugy)?).
t=2
Pour tout r € J-1, +1[ fix§, la fonctxon v = L (v, r; u) est maximum pour

V=vr(r) = % u’ B(r) y soit

T
(2.3) VT(T)=% (-2 w2+ Y (- ruup?,
t=2

la valeur du maximum étant, A une constante pres,

(2.4) L, u)= ~—Logv1(r)+ Log(1 - r2).

Il convient donc de maximiser 1, par rapport 4 r dans ]-1, +1[. D'apres (2.4) si L a

un extremumenre€] -1, +1[ on a nécessairement

(2.5) v %(1 - R)wr(r) = 0,
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ol si @ est une fonction (deux fois) dérivable, (p (;;; ) désigne sa dérivée (seconde).

En vertu de (2.3) et (2.5) on est amené 2 s'intéresser aux solutions de I'équation
cubique g(r) =0
ol

(2.6) g =a3B3+ar2+ajr+ag

T-1

: u2 lT 2
30=Zututl t"-fz u, .,
t=2 t=1 ‘=1

(2.7)

T T
T-2 T-1
az=-——z [ PRV T a3=——2 uf.
T t=2 T t=2

On peut alors montrer (cf. aussi HASZA (1980)).

Lcmm_d_ Pour T 2 3, avec probabilité 1, la fonction r — L (r ; u) définie par (2.4) sur
I-1, +1[ admet un maximum unique en pr €] -1, +1[ donné par

(2.8) —Za 3/(a3-3 aja3) "*Cos6 - I-aza3

(2.9) 6= ﬁ-ArcCos{-é—(Z 03-9010203 +27aoai)(ag_3ala3)-3/2, +43E_ ,

ao, aj, a2, et a3 étant définis par (2.7).

Preuve. Remarquons qu'avec probabilité 1 on a, pour g définie par (2.6)-(2.7):

T
1
g+ =-2 (urung)? <0,
Tt=2
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g-1) = +—Z (uituyg)? > 0,
l 2

Lim g(r) = 40o ; Lim g(r) = -0,

T—)oo I——oo

Par suite g a exactement une racine dans chacun des intervalles]-eo, -1[, -1, +1[ et J+1,
+oof et L admet un extremum unique dans J-1, +1[. Or on peut voir que le signe de la
dérivée de L est le signe de g ; donc L est croissante au voisinage de - 1 et décroissante au

. ~

voisinage de + 1 et finalement L admet un maximum unique sur ]-1, +1[ en la racine pde

~

g(r) = 0 appartenant a cet intervalle. On peut vérifier que p peut s'écrire sous la forme
(2.8)-(2.9). ¢

En définitive on peut énoncer

Lroposition 1. Pour T > 3, avec probabilité 1, la fonction de Log-vraisemblance définie
par (2.2) sur ]-1, +1{x] 0, +oof admet un maximum umque en(pr v,-)e] 1, +1[x]0, + oof
on pr est donnée par (2.7)-(2.8)-(2.9) et V[ V[( Pr ) oR vi(-) est donnée par (2.3).

Remarquons que dans LE BRETON (1989) on trouve un analogue de cette proposition
dans le cas d'un processus AR(1) A valeurs complexes.

2.2. Estimation de moindres carrés

La méthode des moindres carrés pour I'estimation de (p,v) consiste A estimer

T
d'abord p par minimisation (sur R) de la quantité %Z (ug - r ug.1)2 puis 2 estimer v
=2

par la valeur du minimum de cette quantité. On peut voir que de maniére équivalente cela
revient 3 maximiser la fonction de Log-vraisemblance approchée

- T1 1 «
(2.10) L, U= - - LogV-EE (ug-rug)?,
t=2

obtenue 2 partir de (2.2) en négligeant les termes "liés aux conditions initiales".
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L'estimateur des moindres carrés (pr, vr) de (p, v) est alors donné par

T-1

~ T
pr=_2 wu.)/(Y v?),
t=2

t=1

(2.11)
vr = vr(pT),
ou
~ 1 T
(2.12) Vr(f)=ﬁz (ug- rugey)2
=2

Dans ce qui suit nous précisons notamment l'ordre de I'approximation de I'estimateur
de maximum de vraisemblance par I'estimateur des moindres carrés.

2.3. Convergence presque siire des estimateurs

Etudions d'abord le comportement de vi(.) (cf.(2.3)) et de ses dérivées.

On note ¢,9,¢ les dérivees d'ordre successif de ¢ .

Lemme 2 . Soit v(-) défini par (2.3) i.e. wi(r) = % u;BT(r) ur ond By(r) est donné par

(1.5). Alors pour toutr €]-1, +1[ ona presque sdrement

(2.13) Lim vifr) = v {1+ (1-p2)1 (r- p))),
(2.14) TLim vi(r)=2v(l-p2)1(r-p),

(2.15) TLim vi(r) =2 v(l1-p2)l.

Preuve . D'apres (1.3)-(1.5) et (2.3) on a

vi(p) = % ur My(p) M1(p) ur
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=i <

~.~
TYT=

1
~J| <

T
29

1
ol les variables aléatoires ¥2, t 2 1 sont indépendantes de méme loi du Chi deux a 1
degré de liberté. Alors, d'apres la loi forte des grands nombres, puisque E V,z =1,ona

(2.16) Lim w{p)=v ps..

T —+o0

D'apres (1.2) et (2.3) on a

, T
v(p) = %[' 2p uf’ 2 uei(u- pupy)l
t=2

(2.17)  =-2pu? +my,

ol

T
(2.18) M]‘=2 U(-]V[;TZZ

t=2
Notons que (M, T 2 2) est une martingale de processus croissant (Mr, T 22) o

T
(2.19)  Myr=vY o,;T22.
2

Comme le processus (uy, t 2 1) est AR(1) gaussien centré stationnaire, il est ergodique et
donc

T
(2.20)  Lim 23w, = Lim 2 Mr=v2/1 -p?) pss.
T —+o0 2 T oo

Appliquant la loi forte pour les martingales (cf. e.g. DACUNHA-CASTELLE et DUFLO

(1983), Ch.II) on voit que T-'MT = % My tend presque siirement vers zéro. Par

M

suite on a

(2.21) Lim \.»;(p)=0p.s..

T —oe
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D'apres (1.2) et (2.3) on a

T
.o 2
(2.22)  w(p) =f§ ul ).
Alors, appliquant (2.20) on obtient que

(2.23)  Lim vi(p) =2 v/l - p2) ps..

T —4oo

Utilisant le fait que vr{(.) est quadratique, pour toute valeurr € -1, +1[ on peut écrire

vI() = vi(p) + vi(p) (r - p),

(2.24)

VI() = Vi(p) + Vi(p) (r - p) + 1/2 viip) (r - p)2.

A partir de (2.16), (2.21), (2.23) et (2.24) on obtient immédiatement les assertions du
lemme. &

Nous pouvons maintenant démontrer :

Proposition 2 . Les estimateurs ( ﬁr , Qr) et (Er, '\Ir), définis par (2.7)-(2.8)-(2.9) et
(2.11)-(2.12) respectivement, sont presque sirement convergents. Plus précisément,
pour tout 3 < 112 on a presque strement

TB(pr-p)=o(l) ; TB(vrv)=o(l),
(2.25)
TB(pr-p)=o(1) ; TB(vr-v)=ol).

En outre on a presque slrement

(2.26) T(pr -pp)=0(1); T(vr-v)=0(l)
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Preuve . Rappelons que pr est la solution, appartenant a]-1, +1[, de I'équation (2.5)
ou, de maniére équivalente, de I'équation

hp(r) = % rvi() + 172 (1 - ©2) vi(r) = 0.

Notons qu'en fait h(r) = - g(r)/T od g est définie par (2.6)-(2.7). L'étude faite dans la
preuve du lemme 1 montre que pour -1 <r, <r*<1ona I'équivalence

(2.27) r. <;T<r"‘¢$ h1(rs ) < 0 < h(r*).

Comme h1(-) est cubique, pour toute valeur r on peut écrire

ht(r) = hr(p)+ hr(p)(r- p) + 1/2 hr(p)(r -p)2 + 1/(3!) hr (p)(r - P)3,

oil p est la vraie valeur du paramétre et
. 1 T-1 ° ‘ M o
hr (p) = Fvrp) - 5 P vr(p) + 172 (1 -p) vi(p),

br(p) = 42 vie) + 25 p o)) 5 () = L )

D'apres (2.13)-(2.15) on a presque sirement

Lim h1(p)=0 ; Lim hy(p)=v,

T oo T —4oe

Lim hr(p) =-4pv(1-p2y! i Lim hr(p) = - 6v(1 - p2),

T —+4ee T —+4oo

Ainsiona p.s.

Lim hp()=v (r- p) —— I- rz
T oo ]p

Cela montre que pour -1 <r, <r*<1lona I'équivalence
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(2.28) r<p<r*e Lim hr(rs) <0< Lim hp(r*).

T 400 T oo
Soit alors € > 0. D'apres (2.28) il existe un To tel que pour T 2 T on ait

hr(p -€) <0 < hp(p +¢).

~ -~

Par suite, utilisant (2.27), on voit que p "€ <pt <p + & Cela entraine que pT converge
presque siirement vers p.

Comme
VT = vi(p) = VI(P)+ VI(p) (p - p) + 1/2 vi(p) (p - )2,

on déduit immédiatement de la convergence de pr et de (2.13)-(2.15) que VT converge
presque siirement vers v.
D'apres (2.11) et (1.2) on peut écrire

(2.29) ST-p=v(]“\:_;,

ol M est la martingale définie par (2.18) de processus croissant (M) donné par (2.19).
Alors, compte tenu de (2.20), la loi forte des grands nombres pour les martingales assure

~

que pr est un estimateur convergent presque siirement,
Ecrivant

VT = VI(PT) = Vi) Vi(p) (O - P) + 1/2 vifp) (pr - p)2,

ou, d'apres (2.12) et ( 1.2)

2
T-1)v

T . .
VviP)=—3 v vi(p)=-— M1 ; w(p)= M,
T-1% T-1

il vient



=~ 1
2.30 -V=——NT-V—ob |
( ) VTVT_ITV(T-I[;

oi (N, T 2 2) est la martingale définie par
T
(2.31) Nr=Y (2-v).
2
Le processus croissant (N) de la martingale N est donné par
(2.32) (Ny=2v2(T-1);T22

Utilisant (2.20) et (2.32) et appliquant la loi forte des grands nombres aux martingales M

et N dans (2.30), on voit que vr est un estimateur convergent presque siirement. En fait,

plus précisément on a, pour a > 1/2, Mr =o0(1) et Nr = o(1) presque siirement. On
(Mip (N

déduit alors facilement de (2.29) et (2.30) que pourtout B <1/2ona

(2.33) Tﬂ(;r-p)=o(l)p.s.; T‘B(;r-v)=o(l)p.s..

Examinons maintenant I'écart entre les estimateurs de maximum de vraisemblance et ceux
de moindres carrés.

Exploitant le fait que () est quadratique, pour toute valeur r on peut écrire

Vi) = vi(er) + vir)(r - p).

2(Mr
v(T-1)

Alors, comme vi(pt) = 0 et vi{(pr) = , il vient

En particulier pour r = pt on obtient
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l—b ~
(2.34) PT PT v %J vir(pT).

~ A

Evalons maintenant wi(p1). Comme pT est solution de (2.5) on a

(2.35) V!‘(P )__2PTVT(pT)
T(1- pl‘)

D'apres (2.3) et (2.12) on a aussi

- -
(2.36) w(p)=;T—]vr(p)- pzu%,

d'ou

~ . 2
(2.37)  vr) =T vypys =2 42
T-1 T-1

Utilisant (2.35) et (2.37) on obtient

~2
1-pr

~ ~

(2.38) w(pﬂ-;—lf» [2 "T“’“}

Alors, puisque d'une part PT converge presque srement vers P (et donc aussi vrler)

converge presque sirement vers v) et d'autre part, d'apres (2.20), % tend presque

A%

(1-p°)

slirement vers ’ (2.34) et (2.38) montrent que

(2.39) T@PT-PT)=0(1) presque siirement.

Finalement, utilisant (2.36), on peut écrire

~ o~

vT vr <Ivr(p) - Vr(PT)]+[Vr(PT) vitom)]
= vi(PT) (P1- pT) + 122w P ) (pr - pr2+ L [vr (B + 1- ) uf]
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ce qui, compte tenu des propriétés déja évoquées, montre que

(2.40) T(vr-vp=0Q) presque sirement.
En définitive (2.33), (2.39) et (2.40) assurent bien que (2.25) et (2.26) sont vérifiées. @
Notons que différents auteurs (cf. e.g. YAMAMOTO et KUNITOMO (1984), LE

BRETON et PHAM (1989)) se sont intéressés au biais et biais asymptotique des
estimateurs.

2.4. Normalité asymptotique des estimateurs

Nous pouvons démontrer que les estimateurs sont asymptotiquement gaussiens.

Eroposition 3. Les suites (T!2 (pr, vr); T 2 1) et (T2 (pr, Vp); T 2 1), définies
par (2.7)-(2.8)-(2.9) et (2.11 )-(2.12) respectivement, convergent en loi vers une loi

2v2

. 1-p? 0
gaussienne centrée de matrice de covariance 0 .

~

Preuve, En vertu de (2.26) il suffit de démontrer le résultat pour l'estimateur (pr,

~

V7). Les martingales M et N et leur processus croissant (M)et(N) étant définis tels
qu'en (2.18)-(2.19) et (2.31)-(2.32), d'apres (2.29) et (2.30) nous pouvons écrire

(T-1)

V(M)T 0 (Mr - 0 |

0 N AR VST
P

D'apes (2.20) et le fait que Mr\:r =o(1) p.s., il est clair que le résultat annoncé sera

(T-1n12|PT=P| _ (T -1)-12
vr-v

34

-acquis si on montre que la suite (T'1/2(x_: ) ; T 2 1) converge en loi vers une loi
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¥z
1-p2
gaussienne centrée de matrice de covariance o2
0 2v

Soit Z la martingale bidimensionnelle(%} Notons que, comme E(v, (vlz-v)) =0, la

variation quadratique croisée (M, N) est nulle i.e. les martingales M et N sont

orthogonales et le processus croissant (Z )de Z est la matrice diagonale ((’:)4) (l(\)‘)) .

D'apres (2.20) et (2.32) il est clair que

!!22 0

(2.41) Lim (T-1)1{Zy = =I'(p,Vv) ps..
T o400

2v2

Un calcul facile montre qu'on a aussi

(T-1)v?
2
1-p
0  2T-l)v

et donc

(2.42)  Lim (T-1)'E 2y = T'p, v}

T —too

Soit | = (a, b)* un vecteur quelconque non nul de R2 et considérons la martingale y = 1*Z
de processus croissant (Y) = 1* (2) 1.

D'apreés (2.41)-(2.42) on a presque sirement
(2.43) Lim (T-1)(Y)r = Lim (T-l)"E(Y)r=l*I‘(p, v) L.
T e T —+oo

De plus, compte tenu de ce que Euf= Ct¢ < o et Evé= C¥¢ < oo et E [v2-v* = Cte < oo
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pour AY = Y- Yy, l'espérance EIAY.IA est bornée pour t 2 1. Alors la condition de
Lindeberg

T 4o

T
Lim L3 E (a2 [|ay,[2vre ] =0.
1

est satisfaite pour tout € > 0.

Appliquant le théoréme de limite centrale pour les martingales (cf.e.g. DACUNHA-
CASTELLE et DUFLO (1983), Ch.II) on obtient alors que la suite 2 Yr; T21)
converge en loi vers une loi gaussienne centrée réduite. En conséquence, compte tenu de
(2.43), la suite(T-12 YT; T2 1) converge en loi vers une loi gaussienne centrée de

variance I*I'(p, v) | ou I'(p, v) est définie dans (2.41). Ce qui précede étant vrai pour

tout 1, la suite (T-172 ‘m) ;T 2 1} converge en loi vers une loi gaussienne centrée de

covariance I'(p, v) d'oli le résultat.&

2.5. Remarques

Dans le cas ot la variance v de I'innovation est connue, l'estimateur de maximum de

v
vraisemblance P T du paramétre p est fourni par maximisation de

T
Log(1-12) - (1 - ) w+ ¥ (- ru?.
2v t=2

On est alors amené 2 s'intéresser aux solutions de I'équation cubique k(r) = 0
ol

T T-1 T-1 T1
k0 = ) B wu)2-F w2+ vy r+ (S uuy).
2 2 2 2

Icionap.s.
T-1
k(+D=-v<0; k(-1)=2Y uZ+v>0
2

Lim k(r) = +oo : Lim k(r) = -0 ,

T +oo —-00



v
Raisonnant comme dans la preuve du lemmel on obtient que P T est l'unique solution de

k(r) = 0 qui appartient 2 ]-1, +1[.

v
Par des preuves semblables a celles des paragraphes précédents on peut montrer que P 1

est convergent presque siirement, plus précisément que pour tout B < 1/2ona

P r-p)=o(l)ps,

€t en outre
T@Pr-Pp =0(1)ps..

v
Compte tenu de la proposition 3 cela entraine que la suite (TV2(P1-p); T2 1) est

asymptotiquement gaussienne centrée de variance 1 - p2.

Dans le cas ou le parametre autorégressif p est connu, I'estimateur de maximum de

vraisemblance (' T de v est bien siir \v/ T = vr(p) ot vi(.) est défini par (2.3). Comme il a
été vu dans la preuve du lemme 2 on a alors

T
.
1

ol les variables aléatoires v;, t 2 1 sont indépendantes gaussiennes centrées réduites.

-l <

v
vT=

.Y . . L T
Ainsi v T est un estimateur presque sirement convergent et de plus la loi de v T est ‘x(-z-,

2v LoV . - .
—T—). En particulier v T est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique.

v
Evidemment la suite (T!2(v 1 - v); T 2 1) est asymptotiquement gaussienne centrée de
variance 2v2.
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§3. Estimation des paramétres du signal
3.1. Cas ou le coefficient autorégressif du bruit est connu

On suppose ici que dans le modele (1.1) le parametre autorégressif p est connu et le
parametre de régression § est inconnu dans Rk le paramétre de variance v étant
éventuellement inconnu.

a. Estimation de maximum de vraisemblance
L'observation yr = (yy, ..., yT)* s'écrit

(3.1) Yr=2r l+ur,

ol Zr est la matrice Txk dont la teme ligne est z:. D'aprés (1.6), la fonction de Log-

vraisemblance associée 3 y = ¥t s'écrit

Log fr(v,p; ¥ -Z g)

=T T 1 .02y L (v. * .
=-5 Log2n 5 LogV+2LOg(l P -5, (¥-Zp*B(y-Zg),

olZ=ZretB =BT(p). Pour estimer (3, v) par maximum de vraisemblance, il convient

donc de minimiser, par rapport 2 (g, v) e R¥x ]o, +eo[, pour y fixé, la fonction
(3.2) $r1@viy)=TLogv
1 2 . 2 d . 2
[P - 8" )+ X [y p yi) - £° (2 p 2)] 2]
2

Pour tout g fixé, la fonction v — '.'f(g, V; ¥ ) est minimum pour v = vr (g) ou

Vi@ =1 (- Zg*B(y-Zg
(3.3)

1 T
= f[(l- p?) (y1- ')+ [(ye- p yoa) - g'(z- p z.1)] ]
2
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la valeur du minimum étant, 2 une constante prés
£ (8 ¥) =T Log v(g).

I convient donc de minimiser ;r(g) par rapport 2 g. Cela fournit, sous réserve que la

matrice Z;. B1(p) Zr soit inversible, I'estimateur

(3.4)  I=Z B ZD) ZoBy(p) y
pour ¥ et l'estimateur

(3.5)  vr=vi(1),

pour v , ol vr () est défini par (3.3).

b. Propriétés des estimateurs

Commengons par les propriétés 2 nombre d'observations T fixé.
En vertu de (3.1), (3.4) et de (1.3) et (1.5) on peut écrire

(3.6) Y=Y+ ZBip) ZD N Z M (Pr s

ol ¥1 = (V1,...,v1)*= MT(p) ur, les variables aléatoires vi, t 2 1 étant indépendantes de
loi gaussienne centrée de variance v. Bien siir (3.6) montre que Yt est un estimateur sans

biais de Y; ;T est en fait de loi gaussienne de matrice de covariance v (Z;- B:(p) Z1)-1.

Comme vt (.) est donnée par (3.3), compte tenu de (3.5) et (3.6) on peut écrire

. 2 - . 1 — . -
T Y7 B+(p) ur - f(’l'r - D*ZB1(p) ur + T (31 - V*Z; B+(p) Z1)(¥1 - )

| I . * 0 at
=1 Yr [ 1- MiZ(Z; Br(p) Zr)1Z My | wr .



Remarquons que la matrice Pr=MrZt (Z; Br(p) zr)~lz‘, M.; est symétrique et

idempotente; elle définit en fait l'opérateur de projection orthogonale sur le sous espace
VT engendré par les colonnes de M1Zr.
De méme (I - Pr) qui apparait dans (3.7) définit l'opérateur de projection orthogonale sur

l'orthogonal V# de V1. Comme dimVyt = k (puisqu'on suppose que Z; Br(p) Zt

inversible), utilisant les résultats concernant les vecteurs gaussiens (cf.e.g. MONFORT

(1982), Ch.11I) (3.7) montre que vy est de loi 1(T & —‘1) En particulier Evy = lT5 Vet

un estimateur sans biais de v est alors donné par
s _Tk
VT =—FVvr.
De plus comme (Z‘r Br(p) zT)-lz‘, M;(I - Pr) = 0, les variables aléatoires (I-Pr)yret

(Z,. Br(p) ZT1)- IZT MrvT sont indépendantes et donc, d'apreés (3.6) et (3.7), les

estimateurs ‘(T et vr (resp. vr) sont indépendants. Notons aussi qu'on peut montrer que

l'estimateur (‘xT, v1~) est un estimateur sans biais de dispersion minimum (cf. e.g.
MONFORT (1982), Ch.XXIV).

Examinons maintenant la convergence des estimateurs.

Notons (C(r)) la condition :

(C(r) : Lim (27 Br(r) Z1)'! = 0.

T —teo
Compte tenu de ce que E((;T - 'UGT -PH =v (Z; B(p) Zt)1, si la condition C(p) est

satisfaite, alors Y1 est un estimateur convergent en moyenne quadratique. Notons que la
condition (C(r)) est équivalente 2

Lim Xmax (Z; Br(t) Z)'") = 0 ou Lim Amin(Z} Br(r) Z) =+eo

T —rtee T —+4oo
ol Amin(A) (resp. Amax (A)) désigne la plus petite (resp. grande) valeur propre de la
matrice symétrique A.
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En fait on peut montrer

Lemme 3: Sila condition (C( p)) est satisfaite alors l'estimateur 91 défini par (3.4 ) est
presque siirement convergent.

Signalons qu'au §3.2.c. ci-aprés nous préciserons la vitesse de convergence de i
vers

Preuve, Lamatrice Z; M} (p) est la matrice Txk de terme général

(1-p) 2z sit=letj=T, Kk
Zyj- P 21, sit= ,Tctj=l,k,
ou 1, k est I'ensemble des entiers(1, 2,..., k).

Alors la j°™me composante du vecteur Z,‘r M‘r (p) vt s'écrit

2,112 T
(1-p) “zijvi + 3, (zpzey, Vi -
2
Le processus (Z; M; (P) y1; T21) est donc une martingale gaussienne 2 valeurs dans

R¥; son processus croissant est (v Z;- BT(p)Zr; T2 1).
Alors, appliquant les résultats LE BRETON et MUSIELA (1987b) on obtient

immédiatement I'assertion annoncée compte tenu de la représentation de y7 - 7 fournie
par (3.6).¢

2
Comme vT est de loi ‘x(—— —1) ona E(vr v)2= 2— et donc v-r est un estimateur

convergent en moyenne quadratique.

Ecrivant, d'aprés (3.7)

1 . .
Tk [¥r¥r -¥rPryr,

*
VT=

ou Pr est le projecteur défini ci-dessus, par une démonstration analogue a celle du
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théoreme 5 dans MONFORT (1982), on peut montrer que V; est aussi presque siirement
convergent.

— *
Examinons maintenant la loi asymptotique de I'estimateur (Y1, vr). Les variables
- . .
aléatoires Yt et vt étant indépendantes I'étude se réduit aux lois marginales asymptotiques.

Bien siir la suite (YT (v;- -V); T2 1) est asymptotiquement gaussienne centrée de variance
2v2,

Pour tout T, comme 77 - § est de loi gaussienne centrée de matrice de covariance

v (Z; Br(p) Z1)-!, 1a loi de v -1/2 (Z;~ Br(p) Zt)12 (;T - ¥) est gaussienne centrée de

matrice de covariance ﬂk.

Envisageons maintenant des hypotheses raisonnables, ne concernant que les régresseurs,
sous lesquelles nous préciserons completement le comportement asymptotique de l'estimateur

—

Ir.

Ecrivons Br(p), définie par (1.5), sous la forme
(3.8)  Br(p)=(1+p)ly - p2r- pKy,

ol Jt est la matrice TT dont tous les termes sont nuls sauf J1(1, 1) = JI(T, T) =1 et Kt
est la matrice TxT symétrique telle que Kij=8,j1, 1 Si<j<T. Alors

Zy Br(p) Zr = (1 + p?) Zy Zr - p2 (21 +27i2T}))
T T
(3.9) - p{z z,z:_] + E zt-lz:).
t=2 t=2

Définissons dr; pour j = T, k par

T
(3.10) de:( z z?l )1/2
t=1

i.e. d-zrj est le j°M¢ terme diagonal de la matrice Z; Zr; notons Dr la matrice kxk diagonale

dont les termes diagonaux sont les drpj=1,k
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Introduisons I'hypotheése
(A1) :Pourj=1, kona
Lim dTi max |z;| = 0,

T —4oo 1<tsT

et, pour T e IN, I'hypothese

T
(A2(1)) : la suite (D’T1 [ 2 z.z:_t:l D'r] ; T 2 1) de matrices kxk converge vers une
t=t+]

limite (finie) G(7).
Nous pouvons alors énoncer

Lemme 4. Supposons que les condition (Al) et (Ay( 7)), T=0,1 sont satisfaites. Alors
pour toute valeur r € [-1, +1] la suite de matrices '(D'T' Z‘r Br(r) Zr D‘T' s T 21) converge

vers
(3.11)  H(r)=(1+r2)G(0)-r(G(l) + G*(1)).

Preuve, D'aprés(3.9) on a
D} Z; Br(® Zr DY = (1 +12) Dy} Z; 27 Dy

-12 (4, d}} [21i 21 +2Ti 275]))
T T

-1y (X 22, D7+ DY, 21z, Dy
t=2 t=2

La condition (A1) assure que le second terme du second membre tend vers zéro. la
condition (A2(0)) (resp. (Ax(1))) assure que le premier (resp. troisieme) terme tend vers

(1 +12) G(0) (resp.-r (G(1) + G*(1)).¢

Notons que la matrice H(r) définie par (3.11) est symétrique et au moins semi-définie
positive.
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Dans la suite on note, pour r # 0, (D(r)) la condition

(D(r)) : (A1) A A2(0) A Ax(1) A "1a matrice H(r) définie par (3.11) est réguliere".
et, pour r = 0, (D(0)) la condition

(D(0)) : (A1) A Ax(0) A "la matrice G(0) est réguliere".

On note aussi (A3) la condition

(A3) : Lim drm = +o0

T oo

ol dtm =Min dr;.
Tm = ek O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant concernant le comportement

asymptotique de I'estimateur §r.

Broposition 4. Supposons que les conditions (D(p)) et (A3) sont satisfaites. Alors

l'estimateur ¥y " est convergent presque sirement et de plus la suite {Dr (7 . ., T2
1} est asymptotiquement gaussienne centrée de matrice de covariance v H'( p).

Preuve, En vertu de I'hypothése (D(p)) on a
(3.12)  Lim DY (Z;Br(p) Zp)' Dy = Hl(p),
T —++oo

ce qui assure la convergence en loi annoncée. En outre, compte tenu de (A3), (3.12)

montre que la condition (C(p)) du lemme 3 est satisfaite. En conséquence Yt converge

presque siirement .&

Examinons des exemples de régresseurs ol les conditions envisagées ci-dessus
peuvent étre satisfaites.
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Exemples 3.1

Dans le modele de régression (1.1) du §1, nous avons envisagé les hypothéses (A1),
(A,(1)) et (A3) concernant le régresseur (z;;t21).

A titre d'application, on peut considérer les modeles de régression suivants:

(@) : Modéle quasi-ergodique

T
On dit que la suite (z; ; t 2 0) est quasi-ergodique si les limites,—ll,- 2 iz (1,j)e(l, .
t=1

existent et sont strictement positives pour i = jett=0.
Dans ce cas les hypothéses (A,(1)) et (A3) sont satisfaites et de plus (A1) est satisfaite si par

exemple les régresseurs sont bornés.

Considérons un cas particulier:

Cas du Modle sinusoidal

Ici

T
Y= Z | ';J! sin (w;t) + ‘;jzcos (0;0] +ug; t21.
=1

La suite des régresseurs (z,=(z}, 29, t21) est la suite de vecteurs dans R
z'" = (sin (@1),.., sin @) ; 2 =(cos() - COSY)” ol les @ sont connus,

O<mj<Met wizw;

Compte tenu de ce qui vient d'étre dit pour montrer que (A1), (A,(7)) et (A3) sont satisfaites
il suffit de vérifier que les limites des quantités:

L3 sin(;0) sin(o; ¢ - 1),

tatd

1 i cos(w; t) cos(w; (t - 1)),

t=T4

15 sin(ei 0 cos(a; (t- 1))

1=T+]

existent pour i # j et sont strictement positives pouri = j, T = 0. Nous faisons le calcul
pour le premier cas, les autres pouvant étre conduits de la méme fagon.

+ kJ
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Pouri#jona

t=Te t=T4]

Lim 1 i' sin@;t) Sn(@;(¢-1)= costw;) Lim )':| sin(@;i1) sin(e;t)
-sin@;1) Lim L 5 sin(eit) costwj

Or, pouri # j,

T T
Lim % 2 sin(@;)sin(w;t) = Lim <L )" [cost@;-0;)1)- cost@;+;)1)] = 0

t=te] T—too 2T tutel

et de méme
T
Lim L ¥ sin(;t)cos;t) = 0.
T—too 1 txta

On adonc

Lim 1 i‘, sin(w; t) sin(; ¢t - 1)) =0 pouri #j,1eN.
T—4o00 Tl-\"l

Pouri=j,t=0ona

im 13 sin2:t) = L. Lim ¥ ) =1
TI:I::.T«% sin“(w; t) 2 -rlir:.,Zng: cos(2w; t) 2

Plus généralement sit#0on a
Lim L 3 sin(;t) sin(;(t - 1) =

cos (w; 1)
T—o0 T tntel )

(b) : Modé¢le polyndémial

Ici

T
ye= 3 3th +u ;21

t=1

. : ; k
La suite des régresseurs (2, ; t 21) est la suite de vecteurs 2=, (2 ., ti.., k) de R* .

Montrons que (A1) est satisfaite.



Pourj=1.kona

T
-1 I ﬁ'm J
7 i L2l = Q2 o)™ may |

T
<Q ¥y
t=1
qui tend vers 0, quand T tend vers +oo, car le développement

Y =L 3 B gmyy

1sist THL 0S5,

T
ou les By, sont les nombres de Bemnoulli, montre que la quantité z t2 estun polyndme
t=1
en T2i*! _ Ainsi (A1) est vérifée.

Examinons maintenant les conditions A (7).

Pour tout (i, j) € (1,..., k}%0n a

T . . T H
2 ti(t-1)d i . i+s
t=1+l - Pr)s 1=1+l

T T _ s s!(-s)! T T _
(2t21)1/2(2t2j)1/2 §= (Et21)l/2(zl2j)l/2
1=1 t=1 t=1 =1
dont tous les termes autres que le terme d'indice j tendent vers zéro, quand T tend vers

T
+eo. Utilisant comme ci-dessus les développements des sommes du type Z t" on obtient
t

alors que
T
Lim t=1+] —_ 2 V_i.-j-

T T T i+j
T ORLNIONE I J
t=1 t=1
La condition (A3) est évidemment vérifiée.

Bien siir dans le modele " mixte ":
k ok
yt=2 pfis +z [ 1} sin (w;t) + 1j2cos (wj0)] + uy; t 21,
j=l j=1

les hypotheses sont satisfaites.
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3.2. Cas ou le coefficient autorégressif du bruit est inconnu

On suppose ici que dans le modele (1.1) le paramétre autorégressif p est inconnu, le
parametre de variance v étant &ventuellement aussi inconnu. On s'intéresse A I'estimation
du seul parametre de régression 1

a. Estimation de moindres carrés

La méthode des moindres carrés consiste a estimer ¥ par minimisation de la quantité

T
Y (yi- £°2)%. Cela conduit 2 I'estimateur
1=2

(3.13) =z zZn'Zyr,
sous réserve que la matrice Z;. Z soit inversible.
D'aprés (3.1) et (3.13) on a

3.14)  pr=1+ZZ)"'Zp

Cela montre que Yt est un estimateur sans biais de ¥ qui est en fait gaussien de matrice
de covariance

(3.15)  Cov(in) =v(Z; 21)" Z; B (p) Zr (2, ).

b. Comportement asymptotique de l'estimateur des moindres
carrés

D'aprés (3.15) on a
~ . . - * -1 * .
Amax (Cov (7)) = v'jup1 5 (ZrZr)' Zr By (p) Z1 (27 Zr) ' x
<V Amax (B(p)) IHS’u_pl x' (Z;- Zy)! Z;- Zr (Z;- Zr) g

=V Amax By (9)) Amax (Z} Z1)").
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-1 . . .
Or B (p) est la matrice de covariance d'un vecteur de T variables consécutives d'un

processus AR(1) stationnaire de parametre autorégressif p et de variance d'innovation
unité. Donc

By (p) =(( f e * (- 9f,(A) dh));

o fp (A) est la densité spectrale d'un tel processus i.e. fp (A) = (2n| 1 -pel J"2)" dont il
est facile de voir qu'elle est majorée par (21 (1-|p| )2 Alorson a pourx e RT

+n

2

. -l
X BT (P).’i = fp(l)dl

T
Z xtc““
1

-n

2
dA

<@-[p)? L
2n

T
2 x,e”“
1

+n
-R

=(1-|p|)2|x?.

Cela montre que A max (B; ](p)) <(1-|p| )'2. Par suite, si la condition (C(0)) (i.e. (C()

~

. . . - . . ' .
pour r = ( soit donc Lim (Zy Zt) - 0) est satisfaite, alors l'estimateur T est
T —400

convergent en moyenne quadratique.
En fait on peut montrer

Lemme 5. Si la condition (C(0)) est satisfaite, alors l'estimateur ?T donné par (3.13) est
convergent presque siirement.

”~

Signalons qu'au §.3.2.c ci-aprés nous précisons la vitesse de convergence de 1
vers .

Preuve. En vertu du théoréme 1 de LAI et al (1979) il suffit de démontrer que pour toute

N
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suite déterministe (cy; t 2 1) telle qucz c(2< oo la sén'cz Ciu, est presque sirement
t=1 t=1

convergente. Or cette dernidre assertion est vraie pour p =0ie uy=v,t>1

t

puisqu‘alors la suite { Z Csus ; t 2 1) est une martingale de carré intégrable de processus
s=1

t oo

croissant {vz Cy s t2 1}, et cette martingale converge presque siirement si Z Cg <oo .
s=1 s=1

Pour p # 0 dans)-1, +1[ on peut écrire

t-1
w=pt {u+ Y pivey ), 122,

s=1

d'o

(3.16) chul -{Zc,p"]u|+ ECuP‘ 1{2 PEvsi} .

D'apres la condition Z ct2 <oooOna
t=1

(Elar 23 1055 )<

t=1

et le premier terme du membre de dronte de (3.16) converge presque siirement. Montrons
qu'il en est de méme du deuxizme terme. I peut s'écrire

(3.17) thp Au[Zp vsr1)

s=1

avec

2(s-1)

' . . <2 A
Il est facile de vérifier que la série Z c, A—l est convergente. Comme nous avons vu
2 t-1
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que (v, t 2 1) vérifie I'assertion souhaitée pour (uy, t 2 1), par application du lemme 2 de
LAI et al (1979), on obtient que la suite définie par (3.17) converge presque siirement
vers une limite finie. Cela acheve la démonstration. @

Nous sommes alors en mesure de démontrer

Proposition 5. Si les conditions (D(0)) et (A3) sont satisfaites alors l'estimateur ?1
défini par (3.13) est convergent presque sdrement. Si en outre les conditions (Ax(t)), T2 2

sont satisfaites alors la suite (Dr ( ?1 - ¥); T2 1) est asymptotiquement gaussienne de
matrice de covariance v G1(0) K(p) G-1(0) on

(3.18)  K(p)= Lim Di' Z; B;'(p) Zr D;.
T —+oo
Preuve. En vertu de (A3), la condition (D(0)) garantit que la condition (C(0)) du lemme

5 est vérifiée et donc YT converge p.s..

La famille de conditions (A,(t)), T 2 0 assure la convergence faible de la suite de mesures

T T
{ Dy (; zieity (,z zge-iksyk D'T‘ﬂm +nl(k)d(?&); T21 } vers une mesure f(d(A)).
Considérons f, telle qu'au début de ce paragraphe. Alors on a

By (p) =(( f et} (- 9f () dA))

d'ou

+n T T
DY ZiBy (MZrDy = | DT zeihoY 2! DT M) .
1 1

La fonction f p étant continue bornée on a donc
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Lim D' Z; By (p) Zr Dy = f £,0) u(dh),
T oo -n

et la limite K(p) annoncée dans (3.18) existe.

D'apreés (3.15) on a

Dr Cov (1r) Dr=v D1 (Z; 20" Dr ;! 2} By (p) 2r Iy Dy (2, Z4)" Dry.
Alors, en vertu de (D(0)) et de (3.18) il vient

Lim Dr Cov (¥r) Dr = v G4(0) K(p) G (0)

T —4oo

d'ol la convergence en loi annoncée. ®

Notons que dans les exemples 3.1 ci-dessus la famille des conditions (A2(t)), 120
est satisfaite.

Dans le chapitre suivant §2 nous envisagerons des procédures d'estimation simultanée
de tous les parametres p, v, 7 fondées sur une premiere ¢tape d'estimation par moindres

carrés du paramétre Y.

c. Etude d'autres estimateurs

Remarquons que I'estimateur ¥t de maximum de vraisemblance pour p connu défini

Ca)

par (3.4) et I'estimateur des moindres carrés Yt défini par (3.13) qui viennent d'éwre
étudiés sont des éléments particuliers de la famille{ gr(r); re ]-1, +1[} définie par

(3.19)  gr() = Z; B(v) Z1)! Z} B1() yr-

En fait ;T = gT(p) et Y1 = g1(0).
Dans la suite on note gr{r) = (glr(r),..., g-',‘»(r))* et At (r) =((AiTj(r))) la matrice kxk

(3.20) A =@} Brin zp)",
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Nous pouvons alors compléter les lemmes 4 et 5 par

Lemme 6. Si la condition (C(r)) i.e. Lim Aq(r) = 0 est satisfaite, alors l'estimateur
T —+eo

81(r) de ¥ défini par (3.19) est convergent presque sQrement. Plus précisément, pour tout
d>00na

+6 1/2)
) ps.

(3.21)  gjr)- 3= o“ M )| Log A (ry |

Preuve. Remarquons d'abord que gr(r) apparait comme l'estimateur de moindres carrés
ordinaires dans le modele

Mr(r) yr = Mr(r) Z1¥ + M(r) ur.

Alors, en vertu de théoréeme 1 de LAI et al (1979) pour assurer 1'égalité (3.21), et donc
aussi la convergence presque siirement de gr(r) vers 1, il suffit de démontrer que si
(uy(r), t 2 1) est défini par

(3.22) uw@=01-)2yu ; u@=u-ru.,t22,

alors pour toute suite déterministe (cg; t 2 1) telle que 2 cf < oo, la série 2 ciuy(r) est
t=1 1

convergente presque siirement. D'aprés la preuve du lemme 5 cette propriété est vraie pour
r=0i.e. u(r) = u. Au vu de (3.22) il est alors clair qu'elle est aussi vérifiée pourr # 0.6

Sous les hypotheses (D(r)) et (A(3)) la condition (C(r)) est satisfaite et de plus

Lim df; AT () =H}! ().
T oo

Alors (3.21) assure que pour tout 1| > 1/2
ona

| g (- Y=o ({d'T'J(Log de)n” p.s.

et donc aussi
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IDT(ST (r) - ‘!) |= o ((Log dm)ﬂ, p.s.

dTM = max de
1<j<k

Dans le chapitre suivant nous serons amenés a considérer une situation dans laquelle
I'égalité précédente a lieu uniformément par rapportare[-1, +1].

Proposition 6. Supposons que la condition (A3) et la condition (D) suivante sont
satisfaites :

(D) : (Al) A (Az(O)) A1) A" [h;f ] Amin(H(r)) >0,

r

la matrice H(r) étant définie par (3.11). Alors pour toutn > 112 ona

(3.23) Sup  |Dr(gr(r)- 3)| =o((Log drm)") p.s..

rel-1, +1]

Preuve. Compte tenu de (3.1) et de (3.19), on peut écrire

Dr(gr () - 1) = Dr (Z} Br() Zp)! Z Br() ur
_ y1(r) AT(),

v (D) = (D Z; Br(n Zr Dy )11,

et

At (r) = DY Z; Br(r) ur.

Alors, comme d'aprés (D) on a yr (r) = O(1) uniformément par rapport a r, il suffit, pour

démontrer l'assertion de la proposition, d'assurer que AT(r) = o((Log dm)") presque

stirement uniformément par rapport A r. Pour ce faire il suffit, d'apres (3.8), de montrer

0 1 2 i
que pour A = ﬂ-r, Ar=Kret A;= ﬂT -JronaAr=o ((Log dm)“) p.s. pour

Ar=D7'ZyArur, i=0,2
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i i1 ik
Dans ce qui suit on note AT = (8’1- yees ,BIT )*. Pouri=0ona

T
0j -
(Log dpp) ™ I&r’| <2n hj'(T)l Dz
t=1

ou
hj(t)= d.;(Log d. )"
On a aussi
dz.
2 d-&, N
- _ j "Ml
hj2() B =—U i ¢ —ds

N ’
2 2 |21 21,
d; J(Log dtj) a2, s (Log s)

©o

et donc, comme 21 > 1, z hJT2 (t)zfj <oo. Alors, d'apres la preuve du lemme 5, la série
1

oo

Z hjl (t)zfj est convergente presque siirement. Appliquant le lemme de Kronecker
1

(cf.e.g. DACUNHA-CASTELLE et DUFLO (1983) p.73), dans la mesure ol d'apreés (A3)

ona Lim hj(T) =+ee, on obtient que (Log d-m)_nﬁoTj =o(1) p.s..

T =400

Pouri =2 (resp. 1) on a

, T-1
(Log dr) ™ [87] <20 T, 2gu,
t=2

T T
- 1j _
(resp. (Log dm) T‘|25T’| SR (| Y zguer |+ Y zenju)
t=2 t=2

et raisonnant comme pour 8(1)~j on obtient que (Log dm)_"Sig = o(1) presque slirement pour
i=1.2.¢

Signalons que dans les exemples 3.1 ci-dessus la condition (D) est satisfaite.






Chapitre III

ESTIMATION PARAMETRIQUE SIMULTANEE
DANS UN MODELE "SIGNAL + BRUIT AR(1)"
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Dans ce chapitre nous considérons le modele "signal +bruit AR(1)" tel qu'il est décrit
au § 1 du chapitre précédent. Nous nous intéressons A I'estimation simultanée du
parametre de régression et des parametres de structure du processus d'erreurs.

Plusieurs travaux antérieurs consacrés 2 ce type d'étude traitent d'estimation par
maximum de vraisemblance. L'accent est mis sur les propriétés de convergence en
probabilité et de normalité asymptotique des estimateurs sous des hypotheses plus ou
moins restrictives concernant les régresseurs. Citons par exemple HILDRETH (1969).
La question de I'existence et de I'unicité de I'estimateur de maximum de vraisemblance
est peu abordée. Toutefois MALLER (1989) I'examine dans un cas particulier de
régresseur bidimentionnel.

D'autres travaux proposent des procédures itératives pour le calcul d'estimateurs
mais leurs propriétés asymptotiques sont incompletement étudiées. Citons COCHRANE
et ORCUTT (1949), OBERHOFER et KMENTA (1974), ...

Ici nous mettons I'accent sur I'existence et I'unicité de I'estimateur de maximum de
vraisemblance et sur la convergence presque siire des estimateurs fournis par les
différentes procédures d'estimation que nous envisageons.

Dans la premiére partie du chapitre nous nous intéressons de maniére précise a la
maximisation de la fonction de vraisemblance et a I'existence d'un unique estimateur de
maximum de vraisemblance dont nous examinons les propriétés asymptotiques. Dans la
deuxieme partie nous étudions une procédure d'estimation fondée sur une premiére étape
de moindres carrés pour I'estimation du paramétre de régression. Dans la derniére partie
du chapitre nous construisons une troisieme procédure qui fournit des estimateurs
facilement calculables dont nous montrons qu'ils poss¢dent les mémes propriétés
asymptotiques que ceux de maximum de vraisemblance.
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§ 1. Estimation par maximum de vraisemblance
1.1. Maximisation de la fonction de vraisemblance

L'observation yr = (y, ..., yr)* s'écrit encore
¥r =7y +yr,

et, d'apres I'expression de la densité de ur donnée en (1.6) du chapitre II, la fonction de
Log-vraisemblance associée a Y = yr s'écrit

(1.1) Lt r.v: 9 =7 Log2n- 7 Logv + 1 Log(1 -2
-yl y-Zg* B (y-Zg).
Pour estimer les parametres par maximum de vraisemblance il s'agit donc de maximiser,
par rapport A (g, r, v) € Rkx]-1, +1[x]0, +oo[ pour y fixé, la quantité L(g, r, v; y) donnée
par (1.1).
Pour tout (r, v) fixé dans ]-1, +1[x]0, +oo[, sous réserve que Z* B(r) Z est

inversible (ce que nous supposons dans la suite), la fonction g — L(g, 1, v; y) est
maximum en g = g(r) o

(1.2) gN=(Z*B(2)y1Z*B(ny,

la valeur du maximum étant, 2 une constante pres, égale A

(1.3) Ter v;1)=-§LOgv+.;.mgu -12)
- (2v)yl(y - Z g(r))* B(r) (x - Z g(r)).

Il convient désormais de maximiser T, par rapport  (r, v). D'apres (1.3), pour tout r fixé

dans -1, +1[, la fonction v — T (r, v; y) est maximum pour v = v(r) o
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(1.4) v =1 (- Zg@)* B (- Z go)

la valeur du maximum étant, i une constante pres, égale a

(1.5) Ta;y =-§Logv (r)+%Log(l -12),

Il reste donc A maximiser f, par rapport a r dans ]-1, +1[. D'aprés (1.4) on a

(1.6) v =2(-Zgw)r BO-Zg) + 22 g@)* B (v Z g0,
ou, d'apres (1.2)

é(r) =(Z* B(r) 2)-1 Z* l'?.(r) Y - (Z*B(r) Z)'1 (z* ﬁ(r) Z)(Z*B(r) Z)y1Z*B(r) y,

soit
(1.7)  g®=@@*B® 21 Z* B (x - Z g(v)).

De (1.6) et (1.7) on déduit facilement que
(1.8) ¥ =1@-Zga)* BO) (x- Zg).

Alors, d'apres (1.5) on a

(1.9) %f, Gyy=-[2v@) 1-)) {21 v(r) + T (1- 12) v(n)},

ol v(r) et v(r) sont donnés par (1.4) et (1.8) respectivement.

. A . . R
Par suite, L a un extremumenr e I-1, +1[ si et seulement si on a k(r) = 0 ou k(.) est

définie par



(1.10) k() =2rv(r) + T (1-12) ¥(r).

Nous pouvons démontrer

Lemme 1, L'équation k(r) = 0 on k(.) est définie par (1.10) admet presque sQrement

A
une solution dans l'intervalle ]-1, +1 [. Si cette solution est unique et vaut p » la fonction

de log-vraisemblance L définie par (1.1) atteint un maximum unique sur le domaine des

A AA A A A A
paramétres Rkx]-1, +1[x]0, +eo[ en ¥, p-voR¥=glp)et v=v(p), g(.) et v(.) étant

définies par (1.2) et (14) respectivement.

Preuve . Remarquons d'abord que k(-1) = -2v(-1) et k(+1) = 2v(+1) et donc, v(r) étant
par construction positif,

k(-)<0 et k(+1) >0 p.s..

Alors I'équation k(r) = 0 admet p.s. au moins une solution appartenant a I'intervalle ]-1, +1[

A . . .
etL(.; Y) atteint p.s. au moins un extremum dans cet intervalle. Compte tenu de (1.9) le

signe de la dérivée de f, (r; y) est I'opposé du signe de k(.) et donc ﬁ (r ; y) est croissante

au voisinage de -1 et décroissante au voisinage de +1. Ainsi si k(r) = 0 a une seule solution

dans ]-1, +1[ celle-ci correspond A un maximum (alors unique) de f, (r; ¥). ¢

1.2. Existence, unicité et convergence p.s. de l'estimateur de
maximum de vraisemblance

L'équation (1.10) peut étre écrite sous la forme K1(r) = 0 ot
(1.11) Ky = % vi(r) + % (1-12) Vy(r),

avec, d'aprés (1 4) et (1 §),



1 N A
vT(r) = T ur (r)B(r) ur(r),
(1.12)
. 1A S A
v1(r)= T ur(r) B(r) ur(r),

et

(1.13) % = yr- Zr groo),
gr(r) étant défini par (1.2). Rappelons la représentation

BT =At -rAt+2A7  ;  Bo()=-Ab+2rA2,
ol
Al=fp;al=f L T

SO = O

Alors (1.11)-(1.12) conduisent a

(L1410 =- 52 00 8 + 32 0110 2 + [a210) + a0t - gy,

ou

(1.15) g1 = % WAL e, i=02.

Définissons

(1.16)  qir=xu; Abur, i=0,2.

Nous pouvons alors démontrer
Lemme 2 . Supposons que les hypothéses (D) et (A3) sont satisfaites.
Alors pour tout A > 1, si qirr)etqir,i=0,2 sont définis respectivement par (1.15) et
(1.16) on a

(1.17)  Sup |qir(r) - 4iT| = o(T(Logdry)?) p.s.

rel-1, +1]

et
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(1.18)  Sup |4i7(0)] = o(T" (Logdrm)) ps..

re (-1, +1]

Preuve . D'apres (1.13) on a

ﬁT(r) =ur - Z1 (gr(r) -Y)

d'ou, par (1.15) et (1.16)

W0~ air = F 37 A} Zr 610 D+ L (er0) -0 2 AL Znter) )

= - FDr(er() - DI*A} + L (Dr(er) - 11Dy Z) AL 21! (Drcercs - 1)

ot les A;-, i=0, 2 sont tels que dans la preuve de la proposition I1.6. Utilisant le résultat
de cette proposition, les éléments de sa preuve concernant I'étude des A'T et le fait que

d'aprés (D) le terme D’rl Z; A,‘r Z—rD-'r1 converge, on obtient alors immédiatement

I'assertion (1.17). Un raisonnement analogue permet de montrer que (1.18) est vraie. &
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer
Lemme 3 . Supposons que les hypothéses (D) et (A3) sont satisfaites et que de plus
il existe un € > 0 tel que la condition
(E) : TI(Logdn)!+€=0y1),

est satisfaite. Alors, avec probabilité 1, il existe Ty > 0 tel que pour tour T > T, I'équation
N
K7(r) = 0, o0t K7(.) est définie par (1.11), admet une solution unique Pr dans
A
lintervalle ]-1, +1[ en outre la Jamille (pr ;T >1) Converge presque srement vers p et

A
la famille { Or yT21), o0 Or = vi(PT ), vy étant définie par (1.4), converge p.s. vers v.
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Preuve . En vertu de (1.16), appliquant le lemme I1.2 en faisant r = 0 dans I1.(2.13)-
(2.14)-(2.15) on obtient que p-s.

(1.19) Lim qor= 5 qi, . 5
T—+eo (1-p7) Tt (1-p") Tt (1-p7)

Alors, compte tenu de (E), I'assertion (1.17) du lemme 2 fournit, a partir de (1.14) et
(1.19), que

(1.20) sup |K1~(r)-K,,(r)|=o(l)p.s.

re[-1, +1]
ou

Vv

a-p

K.0O= (-2 - p).

De méme, 2 partir de (1.18) on peut voir que

(1.21) sup IKT(r)-K,.,(r)|=o(l) p.s.,

re[-1, +1]

ol . -

Ka@®=—Y—[-3r2+2pr+l].
(1-p?)

L'étude de K ., (.) et de sa dérivée K .. (.) montre que pour § > 0 et | > O suffisamment

petitsona K () e Fyy od Fry estlensemble des fonctions contindment dérivables

sur [-1, +1] telles que

fr)<0,-1+{<r<p-m;f(r)>0,p+n sr<1-{.
et
f(r)<0,-lSrs-1+§;f(r)>0,p-'r] Sr<p+m;f(<0,1-¢ sr<l.

Alors, d'apres (1.20) et ( 1.21),

Prob( U N [Kr()e Fenl )=1
Te21 T2T,
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Pour obtenir les deux premitres assertions du Lemme il suffit de montrer que sur
I'événement A concerné ci-dessus il existe un To tel que p.s. pour tout T2 Ty, on a

(1.22) Kr(r) <0,-1<r<-1+¢ K@) >0,1-§ <r<1.

Dans la mesure ot K1(-1)< 0 p-s. et KT(+1) > 0 p.s., (1.22) est évidemment vraie
puisque pourr e [-1,-1 +{]ona

K1() =K1(-1) + (r + 1) K1() avecT € [-1, 1]
etpourre [1-(,1]ona

K1(r) = K1(1) + (r - 1) K1(r) avecr € [r, 1].

A A
Examinons maintenant la convergence de vt = v( PT).

Compte tenu de (1.12) et de la décomposition de BT(r), on a
VT = qo,r (1) -1 Q1T (1) + 12 g7 (1),

les q;.t (.) étant donnés par (1.15). Alors, d'apreés (1.17) et (1.18) et (E) on a

(1.23) ?up ]lvr(r)-Vr(r)l=0(1)p.s.
re (-1, +1

N

ou

vI(r) = Qr-TqT+r2qyr,
les q; T étant donnés par (1.16). Mais, en vertu de ( 1.19), pour

v

(1-p%)

(1-2rp +13)

V. (r) =
ona

(1.24) sup |91() - vo,(r)|= o(1) p.s..

re[-1, +1]
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A
De plus, comme PT converge p.s. vers p on a

(1.25)  Lim v,,(ST>=v,,(p)=Vp.s..

T—+o0

A A
En définitive (1.23)-(1.24) et (1.25) assurent bien que vt = vy(P T) converge p.s.

vers v. 6.

Nous pouvons maintenant énoncer

Lroposition 1 . Supposons que les hypothéses (D) et (A3) sont satisfaites et que de
plus il existe un € > 0 tel que la condition

(E*) : (df, ATy (Logdry)!+€ = O(1).

Alors, avec une probabilité qui tend vers 1, pour T suffisamment grand la fonction de
Log-vraisemblance L définie par (1.1) atteint un maximum unique sur le domaine

Rkx)-1, +1[x]0, +oof en f\r Br .0 on fr= gripr), Or = vi(fr ), 81(.) et vy(.) érant
définies par (1.2) et (1.4) respectivement et Oy étant l'unique solution dans |-1, +1[ de
I'équation K1(r) = 0 on K1( .) est définie par (1.11). En outre l'estimateur ( ?T ﬁr , or )

est p.s. convergent.

Preuve . Dans la mesure od la condition (E*) assure en particulier que (E) est satisfaite,
la premiére partie de I'énoncé résulte immédiatement des assertions des lemmes 1 et 3. De

A A A
méme le Lemme 3 assure que (PT, VT) est p-s. convergent. Il reste & montrer que Yy est

p.s. convergent.

A
Comme % T gT(PT) et, qu'en vertu de I1.(3.23), on a



-10-

1+¢
sup_g1(n) - 1l oRECM 5,
re[-l.+l] dTm

. . A N
il est clair que Y converge p.s. vers Y dans la mesure o (E*) assure que

(Log(drym)! +€

2
m

=0(1).¢

1.3. Vitesse de convergence et normalité asymptotique de
I'estimateur de maximum de vraisemblance

Nous nous intéressons d'abord aux dérivées partielles premieres et secondes de la fonction

de Log-vraisemblance L définie par (1.1). Soit L{ = (grad{Lr, ai Lr, %br )*.

p
Ona
gradgLt =v-1Z*B(r) (y- Z g)
iLT =—T . Qv)y!(y- Z gm)* B(r) (x-Zg)
or (1-13)
Q=T +Y 2 -z gy B(r) (y - Z g(r))
Sy v g g
soit L = TKT| o
Kt Jr
o 3’
2 or2 b ordv b 9 9
It = (( L) Jr= s Kr=(gradg(— L), gradg(— L))
8i08g; 5 3 or v
—Lr —1Lg
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avec

Ir=-v1Z*B(r)Z

2

a_br= a+r) -@vyly-Zg*B(r) (y- Zg)
or? (1-12)?

a2

— L= -v3(x Zg)*B(r)(y-Zg)

av? 2v

3 o*

— 1 =2 L _—— Zgm)* B@®) (y - Z g(r))
drov ovor T (X & ros

gr adg(g- Lp =v1Z*B(n) (x-Zg
r
gradg(-— L) =-v2Z*B(r) (y-Z g)

Le comportement asymptotique de L(Tl) . psVv)et er)(’x P, V) est décrit dans le

Lemme 4 , Sous les hypothéses (Al )((A2(7)), T= 0,1), (A3) et (E), définissant la
matrice (k +2)X (k+2) 5Tpar

T
- 0 ‘fTﬂz '

pour 8= (y*,p, v)*, onap.s.

vIH(p) 0 0
(1.26) Lim bi' Lo bi'=-neg=-| (a-p2)" o
0 0 (2v?) -1

o H(p) est la matrice définie parll(3.11).

En outre la famille ( DT L;I ) (6),T21)est asymptotiquement gaussienne centrée
de matrice de covariance I (6) donnée par (1.26).
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Preuve .Ona
Br 11057 =-v1Dy! 2} Brp) zr '

d'oll, d'aprés le lemme I1.4, D} IT(6)D;' — - v-1H(p) pss..
Ona

2
T @)= 1R oy @,
or? (1-py’°

2
d'oll, d'apres I1.(2.15), T-1 :—2br ) - -(1- p2)‘1p.s..
r

Ona

2
T-1 E_.
d

5 Lr (8) = 2v2y 1 - (Iv3) 1y Br(p) ur,
\"

2
d'ou , d'apres I1.(2.13), T-! :—ZLT 8) > -(2v2)lps..
\%

Ona

2

Lr (8) = 2Tv2)- lur B (P)Q’r ,
arav

2
d'ou, d'apres I1.(2.14), T"a—br (0) > 0 p.s..
orov
Ona

14¢ |1/2 . -
T-12 D-rl gl'adg(g‘ L1(8)) =[(I‘o¢d’;Ml_J vl (LongM)-(lﬂi)/Z D:rl ZT BT(p) ut
r

d'ou, en vertu de (A3), (E) et de la preuve de la proposition I1.6,

T-12 D'r' gradg(ai Lr(8))-> 0 p.s..
r
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De méme T-12 D gradg(a—a— L1(8))- 0 pss..
v

Cela acheéve la démonstration de (1.26).

Montrons maintenant la derniére assertion de 1'énoncé.

On peut écrire

X1 vi1Zy Br(p) ur
1 1 e e E
LPe) = X}=| -ev'uBr @ ur-pQ-p?)!
X3 Qv? )'lnfr Br @ur-@v)' T

En fait

X1 =V'ZrMyp) yr

et donc (cf. la preuve du lemme I1.3) (X.lr, T 2 1) est une martingale (gaussienne) de

processus croissant

(X% =v'ZrBrp) Zr T2 1.
De méme on peut écrire

T
x2 = v"[p a-p»" Vi-v)+) u,.lvt]
2

et donc (X-f- » T 2 1) est une martingale de processus croissant

T
(x2r =v-2[2vp2(1—p)'2 vi-v)+v Y u?. ,].
2

Enfin on peut écrire

3 _ 2.1 . -1 2,1 < 2
Xp=@v) ypvr-@v)' T = @v?)' Y o2 v)
t=1

etdonc (X-?- » T2 1) est une martingale de processus croissant

(X3 =v)'T .
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Ainsi (L(rl)(e) ,T 2 1) est une martingale dans [Rk+2,

Compte tenu de ce que E(vl(vf =V)) = 0 et Eu; = 0 on peut voir que les variations

quadratiques croisées sont

T
(XI: xz)r = V"Z(Zt..'PZt-l..)Ut-l ,
2

(XL, X% =0 ; (x2x% =v'lp(1-p2)-l.

Alors, raisonnant comme dans I'étude de fjrl L?)(O)f)'}] faite ci-dessus, on obtient que le

processus croissant (L(')(G))r de L1)(B) est tel que

(1.27) TLim by <l_.(’)(9))|-f5'1~l =T(8) p.s.

ou I'(8) est définie dans (1.26).

D'apres ce qui précéde nous pouvons écrire L1(@) comme martingale transformée

T
v
de la martingale bidimensionnelle S = ( E ( ) ' ) ;T2 O) relativement 2 la filtration
1 lvi-v

-

(Fr=0(vs, s <t), t2 1), sous la forme

T
Lr(0) = Y, %148, T2 1,
1

ol les matrices (k+2)x2 ¥, peuvent étre identifiées dans les représentations ci-dessus des

X."r. Alors, étant donné 1 un vecteur dans Rk+2, on peut écrire

T
*B7 L) = Y a*By'8,. pas,
1
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o, puisque Dr est déterministe, la famille = l'ﬁ}lt; -1AS, 1<t<T,T21)est une

suite triangulaire relativement aux filtrations (("'F;r =F;1<t< T, T21).

Montrons d'abord que la famille (¥, est asymptotiquement négligeable au sens que

pour tout @ >0 on a

T
(1.28) Lim 3 P%r,./20/FT1)=0 en probabilit,
T—4oo 1

Pour ce faire, notant 1 =(l;,..., Ik+2)*, HTj le jme terme diagonal de la matrice diagonale Dy

V8 = ((Z{m)) etS = (S:, Sf)*, il suffit de montrer quepourtoutj=1,k+2 etm=1, 2 on

a,pourunf >0,

T .
Lim Y EQE™|® /F, )= 0 en probabilité,
T+ 1
pour
=137 B asm
Or

(S o =183 e P as)®

et donc, comme E ,AS{"I P E l AS',"I b < e pour tout B > 0 il suffit de vérifier qu'il existe
B >0 tel que

T .
(1.29)  Lim ¥y |8™|® =0 en probabilite.
T+ 1

Mais, on peut voir que pourm =T, 2

o

¢ Cte (z]H z, aDsi=1k ,t22,

k+1,
tT..’.l-lin s thl“l-l' ’ t221

k+2,m
€

{Cte;t>1.
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T 172
Alors, pourj =1,k , comme H—rj =drj= (Z zf'j) » Choisissant B =3 on a
1

T

~- .' 3 -

& 290 e dr ! Max2,,1)
1

d'od (1.29) en vertu de (A1).

De méme, comme am,,- =T-1/2 choisissant p=3 on a

~.3 L\ l k+1,m|3 :sz 3
At |80 ™ ¢ Cte T >l
1 1

T
a'f?mz,zﬁzmlaé Cte T-12
1

d'od (1.29) pour j=k + 1,k + 2 car E|u; 1|3 =E|u|? <o .

Puisque E (81,,/F 1) =1'D{'¢, E(AS,/F 1) =0 p.s. on a bien siir

(1.30) Lim E(¥1.,/F,1) =0 en probabilité.
T—4oe

D'autre part on a

T T'
Y EGT/F)=1"D; : > tf-lE(As,As})tt.l} B 1
1 1

=1 fj]:' (L(l)(e))r ﬁr“ 1
et donc, d'apres (1.27),

(1.31) Lim E (8%.1/F 1) =1 T(8) I en probabilité.

En définitive, compte tenu de ( 1.28), (1.30) et (1.31), appliquant le théoréme de la limite
centrale pour les suites triangulaires (cf. DACUNHA-CASTELLE et DUFLO (1983),

théoréme 2.8.42), on obtient que la suite (1* ﬁ,ﬁl L?’(O); T 2 1) est asymptotiquement

gaussienne centrée de variance I* I'(6) 1 . Cela étant vrai pour 1 € Rk+2, J'assertion du
lemme est démontée. ®
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Nous pouvons maintenant démontrer

Lroposition 2 . Supposons que les hypothéses (D), (A3) et (E*) sont satisfaites.
Alors si 6 = ( ?1, Br, ";1‘) est l'estimateur de maximum de vraisemblance de 0, la suite

(Dr (6r-6);T21)est asymptotiquement gaussienne centrée de matrice de covariance

F’I(O) ol I'(0) est donnée par (1.26). De plus la suite (2 [L(6r) - L1(6)]; T > 1) est
asymptotiquement de loi du Khi deux a (k+2) degrés de liberté.

Preuve . Ecrivons
(1.32) B L{®) =By’ L@ + By (L? ,@r) B; By 6 - 6r)

ou ET(i) =81 + i(B1) (1 -0) avec ;(B7) e [0, 1]. D'apres la Proposition 1 on a

Lim P([L(T”(GT) =0]) =1,et Lim ET(i)= 0 p.s..' Une démonstration analogue a celle

T—teo T—+o0

de la premiére partie du Lemme 4 permet de s'assurer qu'alors on a aussi

Lim Br' LP(8,) B! =-T(0) p.s.,
T4

oll par convention L}Z)(ET) = ((L(rZ). ﬁ(ET(i))).

Ainsi, compte tenu de la derniére assertion du Lemme 4 et du fait que, d'apres (D), la

matrice I'(0) est réguliere, au vu de (1.32) on obtient la premiere assertion de I'énoncé.

Ecrivons maintenant, en conservant les notations ci-dessus,

L1(®) - L1(®r) = L (61) (@ - 67 )+ (8 - 67 )* L(8,) (6 - O)

D'apres la discussion ci-dessus on a alors p.s.

Lim {2 [L1(®7) - L1(8)] - (8 - 61 )* Dy I'(8) Dy (6 - 0r)) =o0.
T—+oo
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Ainsi comme Dr ® - 9T ) converge en loi vers la loi Nk+200, T™ (9)) la derniere
assertion de I'énoncé est acquise.

Nous précisons enfin la vitesse de convergence p.s. de I'estimateur de maximum de
vraisemblance

Lgmammn_i Supposons que les hypothéses (D), (A3) et (E *) sont satisfaites. Alors
si 01- ( T, pT, Vr) est l'estimateur de maximum de vraisemblance de 0 on a

(Logdry) "+ d (Y- 4) = 0ps.;j=T &
et,pour B< e/2(1 + ¢),

TB(pr-p)=o(l)ps. ; TB(Vr-v) = ol) ps..

Preuve . De maniére analogue 2 (1.32) écrivons, en convenant encore que L-(rz)(eT) désigne
la matrice (( L(Tz,’ij(er(i))),

(1.33)  Re'Dy'L{@) = Ry'Br'L @) + Ry By LO@pB; Refk, By (6 - 6r)

ol ﬁr est la matrice (k+2)x(k+2) diagonale définie par

- Rt 0
RT=( 0 T“ﬂ) i Rr=(Logdrm) 1 +921, : a > 0.
2

On a, avec les notations de la preuve du Lemme 4,

Ry'Dy'gradglr®)= v (Logdrmy @ * 92 D{IZ" By(p) uy

T - (@ + 1/2) =TWY) dL1(6) =—T-(@+12) x2
or

T (r+ 172) ()LT(O) =-T" (a+172) X%
v
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D'apres la preuve de la Proposition II.6 et le fait que T-! ( Xi )r tend vers une limite
strictement positive, i =2, 3, on a donc

(1.34)  Lim R;'Bf'L6) = 0 pss..
To+oo

Pour les blocs diagonaux de ﬁf’ﬁfll,f-z)(e)ﬁflﬁr on a, d'apres (1.26),

Ry Dy I(OD;'Rr = Dy I(®)D}' > - v H(p) p.s.

a-pd" o

0 2-1 | Ps.
(2vY)

<l a1l i
T3 31(0) T* = = Jr(0)

Examinons maintenant les blocs non diagonaux de ﬁf'ﬁfll.?)(e)ﬁflﬁT - Ils contiennent

des vecteurs du type

T~ 12 (Logdpy) - (4e¥2 ) grads(aL;r“” )

et

T-<“+'ﬂ>a»gm)ﬂ+mbﬁgmds@x

Les premiers tendent vers zéro p-s. lorsque a < 1/2; quant aux seconds, puisque

(1+e)2 l4g| 2+ 12
(Logdrm) = [(Logdm) J x (Logdrm) - @ (1+8)_jis tendent vers zéros p.s.
T(@ + 172) T

lorsque a (1 + &) > 1/2.
Dans ces conditions on a donc

ﬁflﬁflL(rz)(O)ﬁr'lﬁT - -T(6) p.s.
ou I'(6) est donnée par (1.26). Une démonstration analogue permet de voir que comme

6; — 0 p.s. on a aussi
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(1.35)  R;'D;'LP@pB; Ry — - 1) ps..

Alors, d'apres ( 1.34)-(1.35), le fait que P([Lg.l)(Br) =

0]) — 1 et l'inversibilité de '),
I'égalité (1.33) assure que

Ry'Dr (87-0)= 0 p.s..
On obtient ainsi les assertions de la Proposition.#

Remarque. 11 convient de noter qu'en fait les résultats des propositions 2 et 3 restent
valables si on substitue I'hypothese (D(p)) a I'hypothese (D).
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§2. Estimation de moindres carrés

En pratique I'estimateur de maximum de vraisemblance exact est difficilement
calculable et on peut souhaiter disposer de procédures plus explicites d'estimation des
paramétres 7, p et v. Nous avons d€ja annoncé au §I1.3.2.b. qu'il semble raisonnable

d'envisager la procédure consistant 2 estimer d'abord 1 par moindres carrés i.e. par

2.1)  Tr=21zZp' Zhyr,

(dont on sait, par le Lemme ILS, qu'il s'agit, sous (D(0)) et (A3), d'un estimateur
presque stirement convergent) puis 2 estimer p et v, comme on le ferait si Y était connu

égal A 'ir » par moindres carrés, a savoir (cf.11.§.2.2) par

_ T — — T-1 —
(2.2) pr= {Z - ¥ z0) (ea- Yt zt-])}/{z (yi- ¥r 21)2},
t=2

t=1

et

~ T ~ ~ ~ %
2.3 == (- 2) - Pr - Fr 20.))2.

T-l t=2
Lestimateur §_= (3 T,B’ ¢V P*de8 =(¥% p, v)* défini par (2.1-(2.3) est dans

la suite appelé "estimateur des moindres carrés”,

2.1. Convergence et vitesse de convergence presque sire de
I'estimateur des moindres carrés,

Comme ':f T défini par (2.1) est en fait donné par

~

(2.4) 4 = 81(0),
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od gr(.) est fourni par (3.19), d'apres les considerations du 11§3.2.c., nous savons que,
si les conditions (D(0)) et (A3) sont vérifiées, alors, pourtout 1> 1/2, 0on a

~Jd

(2.5) 1, -1j=o{(d'7} (Logdrs)") pis..

Vu (2.4), avec les notations du §1.2 ci-dessus (cf. (1.13) et (1.15)), nous pouvons écrire

Tl ~ A* A _
Gi-¥rz0? =u Ou - @r-F7 zn)?
t=1

=Tqo1(0) - (yr-Jr 2y)2

et
T ~% A* A ~8 5
Y Gt zP=u 08 0)- Gi-9r 2:)
t=2 T .
=Tqo,1(0) + (y1-y1 21)2.
De méme on a

T
~ ~* 1A* A
Z 0¥z Gurir an =50 0 ALd HO)
t=2 :
T
=5 ,1(0).
Par suite, compte tenu de (2.2)et(2.3)ona

(2.2)! B’ = ql.T(O) —
2{qar ©)- T (yr- ¥r 212

et

~ 2 ~e
(2.3)" =T 145 1) 9010) - (1-7r 22)?

2 ~ ~
-P1 Or-Jref-T P 1491,1(0)).

Nous pouvons alors démontrer
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Lroposition 4 . Supposons que les conditions (D(0)), (A3) et (E) sont satisfaites.

Alors l'estimateur des moindres carrés Ordéfini par (2.1), (2.2) et (2.3) est presque
slrement convergent. Plus précisément on a

(2.6) (Logdry) ! + 12 dp Vs - 4) = o(l) ps. ;j = T K

etpour B< 1/2

(Logdrm)"B1+&) TB (pr - p) = o(1) p.s.
(2.7)
(Logdrm) B+ TB (vr - v) = o(1) p.s.

Preuve . D'apreés (2.5) on sait déja que 3 est convergent p.s. et plus précisement que
que ¥ T

(2.6) vraie. Une démonstration analogue a celle du Lemme 2 ci-dessus, fondée sur (2.5)
montre que, pour q;,T, i = 1, 2 défini par (1.16) on a

(2.8)  |qi1(0) - giv| = o(T "N (Logdyp)(1+€)) ps.,i=0,1.
et donc, puisque (E) est satisfaite,

(2.9)  19ir(© - qit| = o(1) ps., i = O,1.

On a aussi pourt=1ou T

~% k Nj
(2.10)  T1o-Frap?<2T(?+Y 21 - 1)2)
j=1

et donc

(2.11)  Tlyqrz)? - 0 ps.t=louT.
T+

En effet pour t =1 cela résulte immédiatement de ce que ':f T —7 p-s.. Il en est de méme

pour t = T dans la mesure od T-! u% — 0p.s. et, d'apres (2.5) et le fait que 2,2rj = o(d?rj) ,

~J
(2.12)  TH - 42 = oT1 (Logdrag)(1 +9)
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Appliquant alors (2.9), (2.11) et ( 1.19) dans (2.2)' et (2.3)', on obtient facilement que

~
ety _ convergent p.s. Vvers p et v respectivement.
T T 4 pe

En fait, d'apres (2.2)', (2.8), (2.10) et (2.12), on peut écrire

=QiTter

~
p
T 2q01+ €oT

oll €y = O(T-! u%) +o(T-l(Logdrm)(1+®)) ps. 1,7 =o(T-!(Logdrm)(14®)) p.s.

et, d'apres (1.16),

T )T
PZ "il"' fz U1V
2 2

=N

2 T
q1,T =f E U Uy =
2

T

2

= (2007 +e01]- 22 p ey +23 wav,
2

Alors

(2.13) w(B'T-p>=

T
‘ 2qoT + 8()’1".l -2pT (1-B) u%-l-TB(E].T - PEo.1)+ 2T (l—B)Z IJHV;}
2

ou le premier facteur converge p.s. vers (2v/(1 - p2))-1, Comme z t2(-B) ¢ oo,
1

d'apres la preuve du Lemme I1.5 on a T~ P u,z. = 0 p.s.. Comme pour la martingale
T T

M1 = z u.1v, T2 2) on a (Ml - V/(1 - p2) p.s., on a aussi T~ (H”Z uvy = 0
2 T 2

P-s.. Ainsi (2.13) montre que TB (B'T-p) = o(1) + o(T- (IB) (Logdmp)(1+e) p.s.

d'od (2.7) pour ST .
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De méme, d'apres (2.3), (2.8), (2.10), (2.12) et (2.7) pour ; T’ on peut écrire

Vo=U+p)gor-paiT+eEsT
ol

€3,7 = O(T-! u}) + o(T-B Logdrny) B(1+9)) p.s.

et, d'apres (1.16),

1 » 1
1+p)qoT-pqiT= ;!:lTBT(P)HT - ; Pz(uf + “%)

1 1 2.2
=—¥¥7 - — p (u] + up)
T T- T 1 T

Ainsi

T
~ 1 2
VT'V=T;(V('V)+34,T

ou

€4, = O(T-1 u}) + o(T-B Logdrpy) B(1+0)) p.s.
Cela permet encore de conclure a (2.7) pour '\\f T dans la mesure oil, comme pour la martingale

T T
(NT= 2 (vf -V) ;T21)ona (iT)I -2V p.s.,on aaussi T a- B)z (Vf -v)-0 ps.é
N 1
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2.2. Normalité asymptotique de I'estimateur des moindres
carrés

Notons d'abord que 6‘r = (?;' T,B' T,'\}' T)* est solution du systéme d'équations Ir(g, r, v)

=0oulr=(Iir, lor, l31)* avec

hr(grv) =Z;~(¥1'~ng)

(2.14) Lot (8 1, v) =- (¥r-Zr ©)* Br(t) (yr-Zrg) -2r(y; - g*z1)2

L1 rVv)=-(T-1) v+ (yr- Zr g) * B1(r) r-Zrg)
- (1-12) (yg - g*z1)2

Désignons par 15}’ la matrice (k+2)x(k+2)

/gradgl}
9
(2.15) l.(r])= ng
0 .
—1
ov T )

Le comportement asymptotique de 1T(0) et L‘,"(e) est décrit dans:

Lemme 5. Sous les hypothéses (D(0)), (A3) et (E), définissant 51 comme dans
I'énoncé du Lemme 4, pour 0 = ( ™. p.V)*onap.s.

G(0) 0
(2.16) lim br' i) By'= - 0 2v(1-p2)-! 0
0 0 1

S
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Si en outre les conditions (Ax(t), T2 2) sont satisfaites alors la famille (Dy ! l(T“( 6).T2
1) est asymptotiquement gaussienne centrée de matrice de covariance

vK(p) 0
(2.17) re) = 0 4v2(1-pn! 0
0 0 2v2

ou K(p) est la matrice donnée par I1.(3.18).

Preuve . On a,

D7 gradgly 1(0) Dy =-D{Z1Z;Dy

qui , d'apres le Lemme I1.4, converge vers - G(0).

Ona

0 .. .
T! > l,7(8) = - T urBr(p)ur - 2T (y; - ¥ z1)?
r

qui, d'apres 11.(2.15), converge p.s. vers 2v (1 - p2)-1.

Ona
T! i I3r(0)=-T1(T- 1)--1
v
Ona
10
T —11(0)=0
ov
et

P .. .
T! = 37(0) =T luBr(p)ur + 2pT! (y; - § z1)?
T

qui, d'apres I1.(2.14), converge presque siirement vers z€ro.

On a aussi

. 12
T2Dy gradg lo1(6) = [‘—Li’g“,’rL"] (Log(drw)~(1+©)/2 D ZiB1(p) ur + o(1)
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qui, en vertu de (A3), (E) et de la preuve de la Proposition I1.6, converge p.s. vers z€ro.

On montre de méme que

T2D{ gradgls1®) - 0 pss.

’I‘VID',!—E2 1;,7®) -0 ps.
or
et

T"”D#% 1;,70) =0 ps..

Cela acheéve la démonstration de (2.16). Montrons maintenant la derniére assertion de
I'énoncé. On a

YL Zyur

(®) =| Y |= -wBr(P)ur - 2p (y; - 212
3 . .
Y1/ \uBreur - (T-1v - (1- p?) (3 - § 22

Comme ut = v12 M}l(p) vr, et, avec les notations de la preuve du Lemme 4,
Yr=2vX3+0() ; Yi=2v"X3+0(1)
pour montrer le résultat il suffit d'assurer que pour

Zr M7 () vr
NOE X%

3
XT

. TS I . .
on a convergence en loi de la suite | Dr1v(8); T2 1) vers la loi gaussienne centrée de
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matrice de covariance

VK(p) 0 0

o a-p»t o
-1

0 o (2

Pour ce faire nous suivons la démarche utilisée dans la preuve du Lemme 4 en utilisant

des notations analogues. Pour le Rk+2 nous écrivons

T ~
@)= &, T21.
1

ou les variables &1, ,1 St<T, T21, peuvent €tre identifiées en utilisant notamment le
fait que

t-1
ME@). yr=u=p" [+ 3 ooy, |
1-p2 s=1

En faiton a

~ k+2

Era= z lj dTJ Z Tth

o, pourj= 1, k

v 172 T
—_— 21j+2 Zsjpt-s sit=1,m=1
1_p2 s=2

> zgp' Csit22,m=1

=3
I
—— e
=3

Osit21,m=2,

et, pourje€ {k+1, k+2}, m e (1, 2}, ‘njrm = &’,T , les !';{T étant tels que dans la preuve
du Lemme 4, a savoir
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Osit=1,m=1
o™ = viug sit22,m=1
pvid-p ) sim=21=1
0sm=222
et
k+2, m Osim=1,t>1
nr,e =

(2] sim=2, 121,

I est clair que 1a famille Et., 1 StST, T2 1) est une suite triangulaire. Pour montrer

que (&1, est asymptotiquement négligeable il suffit de montrer quepourj= 1,k+2 etm
= 1,2 onapourunf >0

T
(2.18) Lim Y E (ln‘T':' I y Froa ) = 0 en probabilité.
To+0

Pourj=k +1,k +2 celaa déja été vu dans la preuve du Lemme 4 .

C'est aussi acquis pour j = T, k et m =2 puisque 'rﬁ% =0.Pourj= I,k et m=1o0na

E(w® %) = 518 &P |n [P E [as!]®, 121

et donc, comme E, AS,II P— E|v\|® < pourtout B>0, il suffit de vérifier qu'il existe
un B >0 tel que

T T B
(2.19) T@ﬁd&f%(g lzsjllplt-s) =0.
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Or, appliquant I'inégalité de Holder, on a pour > |

T T
Z |Zsj||p|"s=z ( (s+ 1-1)'(3")/B|zsj]}{(s+ 1-()(3-1)/Blp|n-s}
s=1 s=t

T 3 [T B |B-D/B
< { Y s+ l-t)'(B'l)lzsjlﬂ} {Z s+1-1)|p| p_l(l )
s=t s=t

T ‘IIB
SC‘{ Y (s+1-t)'(5“)|zsj|B/ .
s=1

Alors pour B 22

T /(T B T T ‘ ‘
dfjﬂg(f_: |zs,~||p|"‘) <Ce dfjﬂ{ >y (s+1-t)"(p‘1)|zsjlﬂt

t=2s=t

[N

T s
- dr'f{ ) { %, (s+1-0 B0 llzsjl"}
(2.20) 2515 [

T
sC® )‘BZI |25/ B
5=

< Cle

o7 (Maxlz) |

d'ou (2.19) pour B > 2 en vertu de (Al).

Puisque E(&m/ "F.-l) =0 p.s. on a bien siir

(2.21) Lim E (&r../ F,.,) = 0 en probabilite.
T+

D'autre part on a
T ~2 =~ T * ~-
ZE(gT.t/"-Ft-l):l‘D.l‘l ZTITtE(AStASt)nTt Drll
. 1 1

ou
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jm * v 0
nr.= () et E (45, As}) =( 2).
0 2v

T
Le calcul montre que notant ZT =E e E(A& AS,') Nre,0na
1

(ZF:51-T%)=vZ B0y
2}]@], k+1 =(X2)T; Z’lf‘+2’ k+2 =(X3)T.

Quant aux blocs non diagonaux de ZT ils contiennent des termes de la forme

. T | T
2H=vY niinkl+2v2Y il pourj 1.
t=1

t=1
Pourj=k +1,1=k + 2l s'agit de la variation croisée ( X2, x3 )1-

Pourj=k+1,1=1,k ona

T T
2P =VIY w8zt
t=2 s=t

etpourj=k+2,1=T1, k onaz-ll(:"z’l = 0.

En définitive on a

. vZ.B:(p) Zy 0 0

~2 ~ ~
D ECGTy F )=1"D; 0 (x?)r 0 Byl
l 0 0 (X%T

k
+ 2l 2 T -1 (X 2, x3 )T +2 Iy Z 1, T-172 d’l:t:Z'l;‘+l' u
u=l
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D'apres la preuve du Lemme 4 et I1.(3.18) le premier terme du second membre tend p.s.

vVKp) 0 0

vers 1° 0 (1.‘)2)'l 0 1 et le second tend p.s. vers zéro. Nous allons

0 0 ew'
montrer que le dernier terme tend en probabilité vers zéro. Pour ce faire il suffit de
montrer que pourj=1, k ona

T T 2
(2.22)  Lim E|T 247} Y u 1 (Y zjpt5)| =0.
Torteo t=2 s=1
T
Or posant ar,= Y, s p'*, on a
s=t

2 T
. -2
=T de 2 ot oy Cov(ug.g,upg)

Lt =

E

T
T2 d'r} Z U 10y
t=2

la derniere inégalité s'obtenant par application de l'inégalité de Schwarz. Mais, d'apres

T 400
(2.21) pour B =2, dTJ2 Z a%-'l est borné. Ainsi, la série Z p'Jl étant convergente,

t=2 j:—oo

l'assertion (2.22) est bien vérifiée.

En définitive on a
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T - v K(p) 0 0
(2.23) Lim Y E (87,/F,.)=1" 0 (-p2)1 g L
T—+oe 1 -1
0 0 2v2)

Alors, compte tenu de (2.18), (2.21) et (2.23), on peut appliquer le théoréme de la limite
centrale pour les suites triangulaires (cf. DACUNHA-CASTELLE et DUFLO (1983),

théoréme 2.8.42) qui assure que la suite ‘l‘ ﬁr'l i (e); TZI} est asymptotiquement
gaussienne centrée de variance égale au second membre de (2.23). Cela étant vrai pour
tout 1 € R¥*2, I'assertion du Lemme est démontrée.®

Nous pouvons maintenant démontrer

Proposition 5 . Supposons que les hypothéses (D(0)), (A3), (A2(1), T 22) et (E) sont

satisfaites. Alors si gr est l'estimateur des moindres carrés de défini par (2.1), (2.2), et

(2.3), la suite (51( 6r-6), T=>1)est asymptotiquement gaussienne centrée de matrice
de covariance donnée par

B vG (0)K(p) G \(0) 0 0
(2.24) ne)-= 0 1-p? 0
0 0 2v?

Preuve . On procede de manidre analogue 2 la preuve de la Proposition 2 en écrivant
~ 1 ~ .1 RN | -3 F e
Br' @ =B;' (1076 B;'Br @. - 0)
avec
Or(i) = 6, + @i(g,)(® - 6, ) ai(e)e[0, 1].
On vérifie, comme dans la preuve du Lemme 5 que, compte tenu de ce que 9;—99

p.s., la convergence p.s. de 5{1 ((1{.}%(9}‘(»)))5;' vers le second membre de (2.16) est

valide. Appliquant alors la derniére assertion du Lemme § et utilisant le fait que, par
(D(0)), le second membre de (2.16) est une matrice régulitre, on obtient immédiatement
le résultat annoncé. &



-95-
§3. Estimation de maximum de vraisemblance approchée

Dans ce paragraphe nous proposons une troisiéme procédure d'estimation des
parametres ¥, p et v. Elle consiste d'abord 2 estimer ¥, comme on le ferait si p était connu

égal a son estimateur des moindres carrés presque siirement convergent (cf. §2.(2.2)), par
maximum de vraisemblance i.e. par

(3.1) ’IT=[Z}BT(ET)Zr]'IZFBT(ET)YT :

puis a estimer p et v, comme on le ferait siy €tait connu égal a '§1~ , par moindres
carrés, a savoir (cf.I1.§.2.2) par

v T Ve Ve . T-1 Ve 2
(3.2) PT= { Z (Ye- I 21 - ¥r Zt-l)}/{z (- ¥1 Zt)} )
t=2

= t=1

et
(B.3) Vr=ge 3 - Fra)-palva- Boa)
t=2

v .
L'estimateur 6r =( "l'T , ;v)r , :’1‘ )* de 6 = (¥, p, v)* défini par (3.1)-(3.3) est
dans la suite appelé "estimateur de maximum de vraisemblance approchée".

3.1. Convergence et vitesse de convergence presque sire de
I'estimateur de maximum de vraisemblance approchée

Comme Xx-r défini par (3.1) est en fait donné par

(3.49) Ir = g (pr),

ou gr(.) est fourni par (3.19), d'apres les considérations du I1§3.2.c, nous savons que si
les conditions (D) et (A3) sont vérifiées, alors pour toutn >1/2on a
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vj
(3-5) a7 -3 = o(ds! (Logdyj)") p.s.

Vu (3.4), avec les notations du §1.2 ci-dessus (cf. (1.13) et (1.15), nous pouvons écrire
u Ve 2 AR~ L~ Ve
2 (- ¥r 20 = BB Br(pr) - (yr 15 202
t=1

=T qo,1(p1) - (yr - Yt; zr)?
et

LS Va AR~ e~ Ve
2 - 3120% = 8P Br(pr) - (3, - Y1 21)?
t=2

=T qo.1(pT) - (y1 - "i} z)2.

De méme on a

L Va * AR, ~ ~ ,~
z (Y- Y1 2z) (ye - ‘vxT Zy1) =%UT( pT) AT Br(pr)
t=2

=§ql.T(6T) )

Par suite, compte tenu de 3.2)et(3.3)ona

3.2)' 6T= _ q1.T(PT) -
Z{QO.T( P -T (yr- Y7 zT)2}

et
3.3) {,’T = 'T‘IT (T (1*‘$‘S'r2 ) qor(PT) -(y1 - y‘; z1)?

v2 Ve 2 v ~
PT (YT - Y1 2D* -T prq)11(pT)).
Par une preuve analogue a celle de la proposition 4 du §2.1, nous pouvons démontrer

Proposition 6, Supposons que les conditions (D), (A3) et (E) sont satisfaites. Alors
v

I'estimateur de maximum de vraisemblance approchée Or défini par (3.1 )-(3.2) et
(3.3) est presque slrement convergent. Plus précisément on a



(3.6) (Logdr;)y (*€)2 gp;( zvrj-z,-)= o()p.s; j=T,k
et pour tout B < 1/2
(Logdry) B (1+€) Tﬂ(I;T -P) =o(l)p.s;
(Logdr)P 0+ T8 (v _v) =0 (1) p.s..

3.2. Normalité asymptotique de I'estimateur de maximum de
vraisemblance approchée

Supposons les conditions (D), (A3) et (E) sont satisfaites.

Notons d'abord qu'a partir de (3.1), (3.2)' et (3.3)' on peut écrire
37 DrGr-» =[D{ Z;Br(p) Zr D} +Ro1]” [D3} Z3Bro) uy +Ry 1),
(38) TR (pr-p)=
T
(2q0.7+R3,7) " (-2pT12 uf + TV2Ry 1-p Ry 2T 12 Y uy v ),

t=2

v T
(39) T2(vp-v) =% (T12Y v2-v)+Rar),
t=1

avec
Ro.1=-(pT - p)DF Z1{ A+ (P + p)AZ) ZyDe},

R1,1=-(p1 - P)DF Z3{ A+ + p)AZ}ur,

Ry, 7 =T @17 - P)*{ -2D'T‘z}A!.uT+<D%Z}A%zTD}>(i>r(§T -}

Ry, 1=T! r(ir - D)*(-4D7 23 Aur+ A DR ZEAZD DR 9))- 2Ty Y2
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Ra1=T2 (- (pr- p)wtAlur+(p2- POUTARIT-2(D1(T - 1)) DY Br(p)ur+2R, 1
+Or(r - Y)*{ (O} Z3Br(p)ZrD) +Ro, 1) (D1l - D-(1-pBy1-T21)2).

En vertu de la convergence presque siire de ST vers p, celle des termes D,-’Z;A!,-ZTD} et
le fait que D}Z}Ar‘lm- = O(1) en moyenne quadratique on a RoT=0(1) p.s. et RiT=0(1)
en probabilité. On a aussi, D( %’r' ¥) =0(1) en probabilité,vue la convergence en loi de

la suite(Dr(YxT- ¥) ; T21)d'apres la Proposition 4ChII§3.b. D'autre part, il est facile de
vérifier que R3,T = o(1) en probabilité et 2pT-12 4TIZ Ry 1 - p R3.T) = o(1) en

probabilité. Enfin puisque {T-1/2 u{-Afrm ; T2 1)est bornée en moyenne quadratique on a
R4,T = 0o(1) en probabilité.

Nous sommes en mesure de montrer

Proposition 7, Supposons que les hypotheéses (D), (A3) et (E) sont satisfaites. Alors si
\4

Or est l'estimateur de maximum de vraisemblance approchée de 0 défini par (3.1), (3.2)

v
et (3.3), la suite {5r( Or-0),;,T2>1) est asymptotiquement gaussienne centrée de
matrice de covariance I' (6 yl,onrr (6 ) est donnée par (1 .20).

Preuve, D'apres (3.7)-(3.9) on peut écrire

(3.10) Dr®r- 6) = QrDi'St + R,

ol Qrest la TxT matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont

Q'lrl =[D—f-l Z,]‘:BT(D)ZT D’i‘l +R0,T] -1 : (g.z = (2qo.T+T'lR3,T) . > (3'3 =-I'-_T1-’

T T
ST=(ZBr(PND*2Y u1v,,Y (v2-v) )+
t=2 t=1

et {RT; T 2 1)est une suite de vecteurs aléatoires dont les composantes sont faciles 2
identifier A partir de (3.7)-(3.9) et convergent en probabilité vers 0, quand T tend vers
I'infini.

La demiére assertion de 1'énoncé du Lemme 4 assure que la famille { 13f1 ST;T21) est
asymptotiquement gaussienne centrée de matrice de covariance
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v VH(p) 0 0
re) = 0 4vi(1-p3»! o
0 0 2v2

D'autre part on a

Lim (D7’ Z1 Br()Zr Di! + Ro 117! = VH'\(p)

et
Lim (2 qor+T!R31) = (2v/(1-p2))! p.s..
T—+oo

On en déduit immédiatement, a partir de (3.10), I'assertion de la proposition.






Chapitre IV

DETECTION DANS UN BRUIT AR(1)
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Le probleme de détection d'un signal contaminé par un bruit est plus au moins
classique selon que la loi du bruit est bien spécifiée ou non. Pour le premier cas citons par
exemple HELSTROM (1968), VAN TREES (1971), WONG (1971), PICINBONO
(1987),... . Dans le deuxiéme cas des procédures “adaptatives" ont été envisagées (cf. par
exemple MERMOZ (1971),....) mais leur valeur théorique n'est pas bien maitrisée.

Dans ce Chapitre nous considérons le probléme de détection d'un signal combinaison
linéaire, a coefficients éventuellement inconnus, de suites déterministes données,
susceptible d'étre présent lors des mesures effectuées sur un écouteur bruité par un
processus d'erreurs AR(1). Nous nous plagons dans le cadre du formalisme décrit dans les
chapitres I et II. Nous nous efforgons ici de bien analyser les risques associés a des
procédures de détection qui sont naturelles compte tenu des discussions menées au
Chapitre I ou des résultats concernant I'estimation obtenus dans les Chapitres II et III.
Nous examinons le probléme selon que les paramétres du bruit sont connus, particllement
inconnus ou complétement inconnus. Dans la premiére partie nous traitons le cas d'un
signal complétement connu. Dans la deuxiéme partie nous traitons le cas ou les
parametres du signal sont inconnus.
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§1. Détection d'un signal connu

On considere ici le cas o le si gnal s = (s, t= 1, 2, ...) susceptible d'étre présent est
complétement connu, par exemple de la forme s;= §* z, t=1,2,.. 00 z = (z¢, t=

. . k
1,2,...) est un signal vectoriel donné 2 valeurs dans R" et § un parametre connu dans

R¥. Le probleme de détection est donc celui du test de I'nypothese 3y "y = u" contre
Thypothése ) "y = 5 4y,

1.1. Cas d'un bruit AR(1) de parameétres connus

Rappelons que, d'apres I'équation (1.5) du chapitre II, on peut écrire l'inverse de la
matrice de covariance du bruit ur= (uy, ...,ur)" sousla forme

(L.1)  v!Br(p) = v'2Myp)(v!/2 My(p))

ou Mt(p) est donnée par

1-p212 q.. 0

(1.2)  mp)=| ¢ b

0.0 -p 1

Alors, appliquant les considérations du §3.3.1.a du Chapitre I, on définit un récepteur
@y optimal (U.P.P.) au niveau o de probabilité de fausse alarme par la région critique

12 M10) 510" (MT() ¥7)
IMT() 1|

(1.3)  Re,={yr:v >Nl1-w},

ol | x| désigne la norme euclidienne d'un vecteur.
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La probabilité de non détection correspondante vaut

(1.4)  1-Bg, = N(N'(1-0) -v12|Myp) s1)).

1.2. Cas d'un bruit AR(1) de parameétre autorégressif connu

On suppose ici que seul le parametre p du bruit est connu. On est alors placé dans
la situation ou la structure de covariance du bruit est connue au facteur prés v. Alors
appliquant (1.1) et les considérations du §3.3.1.b du Chapitre I, on définit un récepteur
optimal (U.P.P.L.) au niveau a de probabilité de fausse alarme, par la région critique

VI-T (Mi(p) s1)" (Mi(p) ¥1)

, > Tri(l- o).
[IMr(p) s |2 | Mr(p) yr |2- { (Mr(p) 51)* (Mr(p) yp) } 2]*2

(1.5) Re,= {yr:

Les probabilités de non détection correspondantes valent

T (1- ) YW V> |MT@) s

VT-T vi/2

(1.6)  1-Bg,(v)=Prob[

ol V et W sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives N(0, 1) et x%-_l
du chi deux a T-1 degrés de liberté.
1.3. Cas d'un bruit AR(1) de variance d'innovation connue

On suppose ici que seul le parametre v du bruit est connu. Compte tenu des

considérations du §1.1. ou p est aussi connu, il semble naturel d'envisager un récepteur
@ défini par une région critique de la forme

(1.7 Ror={yr:v12Vipp >N'(1-o)
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ou V(r) est donné par

_V'2(Mr() s1) * (Mr() yr)
Vi = TIMTI;‘) stl T

(1.8)
sTBr() yr ’
(stBr() g9 /2

et pT est un estimateur de p qui converge au moins en probabilité dans les conditions
asymptotiques envisagées ci-apres (cf. Ch.II et III).
Pour i=0, T, sous I'nypothése 3; on peut écrire

Va) = st B1(p) ur

R
(57 Br(p) s1) 172

+i(s}Br(p) st

Laloide v!2Vy(p) est évidemment N(iv12 (s-} Br(p) .ST) 2y .

Plus généralement, si pour A > 0 Hr 2est I'hypotheése
Y= A S + U, t= 1, .oy T",
sous I 3 ona

1.9) vir=, f;B;;”’ ‘*)T,,2+l(s;BT<p> s) 112
: §t BT 8T

etlaloide V' Vr(p)est N v172 (gt Br(r) s7) 172, 1).

Nous nous proposons d'étudier les niveaux asymptotiques de probabilité de fausse
alarme et de non détection attachés au test @r défini par (1.7)-(1.8) ainsi que la
puissance asymptotique de ce test pour une suite d'hypotheses alternatives (Hra; T2
1}, contigues 2 3, .

Introduisons la condition

(L) Lim dr=+o; Lim dT'maxhl =0; Lim df? Z&s,, =g()e]-1,+I[
T—3400 T 3400 T—4o0 1=2
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T 12
ou dr= (Z s?) . On pose h(p)=1+ p2 - 2pg(1). Notons qu'en vertu de ce que |g(1)| <
1

1 onah(p)>0.
Démontrons d'abord

Lemme 1 . Supposons que la condition (L) est satisfaite. Alors, sous I'hypothése ¥Hr
on peut écrire

(1.10)  Vi(p)-Vilpr) = (1+ Ady)er
ok { er ; T 2 1} est une suite de variables aléatoires qui tend vers 0 au sens de la
convergence en probabilité.
Preuve . Utilisant (1.8)-(1.9) et le fait que

Br@) =lr-rA} +12 A2
(cf. Ch.ITI§1.2) et donc

Br(p) = Br(@) - (pT-p) AT+ (p}- p?) A},
on obtient facilement que sous Hr ) on peut écrire

V1) - V1(pr) =

[1-(- 8,12 ] (57 Br(p) s1) %57 Brp) ur + (1- 8,112 8y 1

(1.11)

+X GrBr(p) s 2 [ 1- (1- §;,p)*12 ]

avec

81.m= (PT-P)(sT Br(p)st) [ st Ak st - (T - p) 5% A2 57]
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et
82. 1= (pT-p)( 57 Brp)sty 2 5% Atur-(pr+p) st A2y .

D'aprés (L), par une preuve analogue 2 celle du Lemme I1.4, on peut voir que
di? T Br(p)st converge quand T 400 vers h(p) = (1 + p2) - 2p g(1) > 0. De méme
les quantitésd;? s}ALsT ;i=T,2 convergent quand T 4o et les quantitésd;! s} Al ur,
i=1,2 sont bornées en moyenne quadratique. En définitive on obtient que &; T=0(1)

etdy 1= o(1) en probabilité, d'oi le résultat du Lemme d'apres (1.11).¢6

Nous pouvons alors étudier le niveau asymptotique du test ®r . Faisant A = 0 dans
(1.10), il est clair que si (L) est satisfaite alors, sous I'hypothése 3,, v1/2 VHpD a
pour loi asymptotique la loi de v-1/2 Vi(p) i.e. N(O, 1). Par suite les probabilités de
fausse alarme attachées au test ®r défini par (1.7) tendent vers o quand T 4o .

Montrons maintenant que si (L) est satisfaite, alors le test ®r est convergent i.e.

que quand T —4c0 les probabilités de non détection attachées A dr tendent vers zéro,
En fait, il suffit de montrer que sous 3, on a pour ve R

Lim Prob ([VT(pT) <v ] )=0.
T—+40c0

Or, faisant A = 1 dans (1.10), on a

d7 V1o = 47 [V1) - (5 Bripysn)”?] + 3 [(55 Brio) 7)1 - (1+dy)eq)

ou le premier terme du second membre tend en probabilité vers 0, le dernier terme

tendant en probabilité vers h1/2(p) > 0. Alors (d7 Vi(pp); T21) converge en
probabilité vers h1/2(p) > 0 et donc

Lim Prob ([Vrpr)<v])
T— 400

= Lim Prob([d{ Vi< di ] )=0.
T—+o00
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Considérons enfin la suite d’hypotheses aliernatives ‘“T,m' T21 , contigues A
¥ et étudions la puissance asymptotique de ®r le long de cette suite. 11 s'agit d'étudier
la limite quand T —; 400 de la quantité

1 - Br =Prob ([v-”ZVT(pT) < N! (l-a)] )

ou Prob désigne ici la probabilité évaluée sous Hr 4;' ie. pour Vt(p1) donné par

(1.9) avec A = d7 . Utilisant le Lemme 1 on obtient immédiatement que V1(p) -V{(p7)
tend vers z€ro en probabilité. De plus la loi asymptotique de Vr(p) donnée par (1.9)

avec A =d 1! est gaussienne N( hm(p) » V). Par suite on a

Lim (1-Br)=N(N"(1-a)-v V2p12) ).
T—+00

1.4 Cas d'un bruit AR(1) de parameétres inconnus

On suppose ici que les parametres p et v du bruit sont tous les deux inconnus.
Compte tenu des considérations du §1.2 ou seul p est connu, il est naturel d'envisager

un récepteur ®r défini par une région critique de la forme

R¢r={¥T3xT(PT)>~N-1 (1-a) }

oi Xp@=-—2 V1O » Vp{r) et Wr(r ) sont donnés respectivement par (1.8)
(Wr(r))'2
et

(1.12)  wr(r)=y7 Br(r)yr-(s% Br(r) 59 (s% Br(r) yp)?

et pp est encore un estimateur de P qui converge dans les conditions asymptotiques
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envisagées.
Avec des notations identiques 2 celles du §1.3, on peut voir par des considérations

analogues 2 celles du Ch.I §3.3.b., que sous I'hypothese 3t 5 les variables aléatoires
V1(p) et W(p) sont indépendantes et que de plus V(p ) est de loi gaussienne

N (s Br(p) st 2, vyetrv Wr(p) de loi du X%, .

YT-1 hd 1/2
Alors la variable aléatoire — ( Vr(p)- A ( st Br(p) §T) )

| (Wr(p) )12
et a pour loi asymptotique la loi N(0,1). Notons que [ v (T -1)]‘]WT(p) converge en

probabilité vers 1 et que tT-l(a) tend versN (a).

est de loi de student €.,

Nous montrons d'abord

Lemme 2 . Supposons que la condition (L) est satisfaite. Alors sous | ‘hypothése .7(7, 2
ona

(T-D' W) - Watpp)l =( 1+ Ady +32 &)

ol { ;T 21} est une suite de variables aléatoires qui converge en probabilité vers

zéro.

Preuve . En réutilisant les notations et considérations de la preuve du Lemme 1.§1.3, on

obtient que sous ¥ 3 on peut écrire
W(p) - Weplpp) =
(1-811)" 1( 53 Bro) 57) " 4 Brpy un)- 8712 + 83,1
( $1B1(p) 51) (5} Br(p) un)?

(1.13)
-2M( stB1(p) s1) " ( 5% Br(p) st )" $tBr(p) wr)- 12 ( s} Br(p) 51)
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avec 8;7=o0o(1) et 1= o(1) en probabilité et

&Br=(pr-p) u%[A‘T+(p~r+p) A%]m.

En vertu de la convergence presque siire de pr vers p et du fait que la suite de variables
aléatoires | T-12 UTAkur;T21) est bornée en moyenne quadratique on a
d3r=0(l)en probabilité. Le résultat du Lemme est alors acquis d'apres (1.13).&

Raisonnant comme au §1.3. et exploitant les lemmes 1 et 2 on obtient encore que si la
condition (L) est satisfaite alors les risques de fausse alarme et de non détection attachés
au test P tendent respectivement vers o et 0.

De méme, dans I'asymptotique de la suite d'hypothéses ( Hr g;:';T21 } on obtient que
pour

-1
1 - Br=Prob ‘[ Xtpr) < N7 (1 -Ot)] )
ol Prob désigne la probabilité évaluée sous T 4;', on a encore

Lim (1-Br)= NN (1-0)-v 12p12(p) ).
T— 400



-110-

§2. Détection d'un signal contenant des parametres inconnus

Ici on suppose que le signal susceptible d'étre présent est de la forme
=%"z,t=1,2,... ol z est un signal vectoriel donné 2 valeurs dans R et ¥ un
parametre inconnu dans R¥. Le probleéme de détection est donc celui du test de

I'hypothese ¥y : "§ = 0" contre I hypothese 3, : "7 = 0",

2.1. Cas d'un bruit AR(1) de paramétres connus
Rappelons (cf. §3.1.b du Chapitre IT) que

(2.1)  ¥r=(21B1(0) Z1)! Z} Brp) yr

€st un estimateur sans biais de dispersion minimum de ¥ qui est de loi gaussienne de
matrice de covariance W(ZyB{(p)Zp)! . La statistique v /2 (Z; B(p) Zp)1/2 . It est
ainsi de loi gaussienne de moyenne v!/2 (Z1 B1(p) Zp'2 4 et de matrice de

covariance il .

I1 est alors naturel de considérer un test déterministe ® de région critique R de la
forme

R={yr:|(Z;Brip) 20) " % *>¢).
Comme sous 3, v! , (Z1 Br(p) Zy)!/2 71-| 2 est de loi x2 ona
ag =1- Ky(civ),
ot Ky désigne la fonction de répartition de Ia loj X2 .
De méme puisque sous 3, la variable aléatoire v-1/2 (Z1 B1(p) Z7)\/2 (Yr-7) estde

loi N ( Q,ﬂk Jona
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Bo(d) =Nu(0.0) (veR |y + v-'/z(z‘rBT@ Zr}2 4|* > ev).
En d'autre termes (cf. BARRA (1970) Ch. Vi) on a
Bo (D =1-Ke (v 23 Brp) Zr 3; oiv)
oun Ky(v; ) désigne la fonction de répartition de loi du Chi deux décentrée, de

parametre de décentrage v, A k degrés de liberté.

Notant 'J({(l la fonction réciproque de Ky et choisissant, dans ce qui précede ¢ = cg ol
-1
ca=VXi(- o),

on définit un récepteur dy au niveau a de probabilité de fausse alarme, par la région
critique

Ro, = {¥1: Y1 B1() Zr @1 B1ip) Z1y! Z1 Br(p) yr>v i (1- o)) -

Les probabilités de non détection correspondantes valent

I- Boo(¥ =N(0.y) (v e R":|y + vI2(Z} Brp) Zp)2 3| %< K (1- ).

=¥, (v T2 B Zr 1 K (1-a)).

Cas particulier . Lorsque k = 1 puisque K, '(1- o) = (N'(1- a/2))? 1e test Py a

pour région critique

| (Mr(p) yn)" (M(p) z1) | 12
Ry, = {yr: >VI2ZN(1- 2) )
Lo | Mr(p) z1] 2

et les probabilités de non détection s'écrivent

- Boo(P) = NN (1- 0/2) - V12 § [ Mr@)z]) -N(-N\(1- 0/2) - v172 4 [Mr@)z1| ).
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Ce récepteur coincide bien siir avec celui que l'on obtient par application des
considérations du §3.3.2.a du chapitre I avec

At = v M1(p) M10) ; 5=z,

I1 s'agit en fait d'une version bilatére du test défini au §1.1. ci-dessus.

2.2. Cas d'un bruit AR(1) de parameétre autorégressif connu

On suppose ici que seul le parametre p du bruit est connu. Nous avons vu au §3.1.b

que les estimateurs 71‘ et v-‘r de ¥ et v définis respectivement par (2.1) et

vr= T_ll{ (- Zr 30" B1) (yr - Z7 )

sont indépendants, de lois respectives Ny (Y, v(Zy Br() Z1)!) et 'X(%k , %jyk-).

On considere alors le test libre @ de région critique

R o {yT:,(Z}BT(P)‘ZT)ln?TI ve).
VT

Sous 3y, comme la variable aléatoire v-1 l(Z]‘. B(p) Z7) /2 71",2 est de loi X# et la

variable aléatoire v'! (T- k) v} est de loi X%‘-k » compte tenu de l'indépendance, la
variable aléatoire

1 1@ 3Br @) Zpy2 32
k v;,

suit la loi Fk;r- k de Fisher-Snedecor 2 k et T-k degrés de liberté.
On a alors
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ag = 1- Fy, 1.k(c/k),

ol Fy, 1.k désigne la fonction de répartition de la loi Fer-x.

De méme, puisque sous H, les variables aléatoires y-1/2 (Zt Br(p)Zp'? (%r- %)

et v1(T-k) v-} sont indépendantes de lois respectives Ng( Q, ﬂk ) et X%‘.k , On peut
écrire

X+v12 (Z'*I' Br(p) ZT)IIZ 1 lz ._C

Ba(3, v) = Prob [ L =1,

ol X et Y sont deux variables indépendantes de loi Ni( Q,ﬂk ) et x%* respectivement.

-1 . . . .
Notons Fy 1. la fonction réciproque de F 1.y et choisissant, dans ce qui précede ¢

= Cq Ol
-1
ca =kFy, 1.k (1- @),
on définit un récepteur @y libre au niveau o de probabilité de fausse alarme, par la

région critique

_ [ . YT B1(P) Zr @y Br(p) Zy)! Z1 Br(p) yr
Rcba - {¥T : — % —_ >
(1 -Zr ¥1)" B1(P) (YT - ZT Y1)

T Ftdl- 0} .

Les probabilités de non détection associées valent

12 (7% 172 2
l-B¢(1,V)=Prob[lx+v (ZTB;(”)ZT) 1| S - Fror(l- 0]
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Cas particulier . Lorsque k = 1, puisque F; g (- o)= (T71(1- a/2))?, le test B,

a pour région critique

| (Mr(p) $1)* (Mr(p) yn)| | p-l
> 'C-r_ 1(1- 0 /2)
[ Mr(p) St/ Mr(p) yr[- { (Mr(p) S1)* (Mi(p) w }]'? VT

Ro.= {yr:

et les probabilités de non détection sont données par
-1
1- Boo(¥,V) = Prob[ | V+ v-1/2 ¥IM1Q) z1] | < tT-l-VW]

ol V et W sont deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives N(0, 1) et

X12*-1 .
Ce récepteur coincide avec celui que I'on obtient par application des €léments du
§3.3.2.b du chapitre I avec

AT=Mi(p) M1Q) ; 5, =z,

I1 s'agit d'une version bilatére du test défini au §1.2. ci-dessus.

2.3. Cas d'un bruit AR(1) de variance d'innovation connue

On suppose ici que seul le parametre v du bruit est connu. Compte tenu des
considérations du §2.1, ot p est aussi connu, il est naturel d'envisager un récepteur Or
défini par une région critique de la forme

(2.2) Ry ={yr:Arlpn)> v (1-0)

ou At (r) est donné par

[ ) . [ ] 2
23 Ao =17 8070 "2 25 Br) o
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et pr est un estimateur de p qui converge au moins en probabilité dans les conditions
asymptotiques envisagées ci-apres (cf. Ch.II et III).

Notons Hr, { I'hypothese "y, = §* z, +u,; t= T, T". Alors sous ¥, ; ona

AT®=uiBT®Zr (Z1Br®) Zr) ' Z4Br @ ur
(2.4)

+2urBT@®Zr 3+ ¥ Z; "Br®) 21 3.

Bien siir (cf. §2.1) sous 3(13.‘ , vl A 1(p) suit la loi du chi deux décentrée, de
paramétre de décentmge v §* Zy Br(p) Zt 7, a k degrés de liberté.

Dans la suite nous faisons appel a la condition (&£) : "(D) A (A3)", ot (D) et (A3)
ont €té définies au Chapitre II, qui généralise au cas vectoriel la condition L).
Nous pouvons alors énoncer

Lemme 3 . Supposons que la condition (&) est satisfaite. Alors sous I'hypothése
Hr, ; ona

(2.5)  Ar(p)-Ar(pr)=er+n7 Dry+3*Dr5rDry

on(er;T21)(resp.(nr;T21 ), (X1 T 2 1)) est une suite (resp. de vecteurs,
matrices) aléatoires qui convergent vers zéro en probabilité.

Preuve . Utilisant (2.4) on obtient facilement que sous H 4 ©on peut écrire

Ar(p)- A PT)=l (z% Br(p)Zq)'? 2y Br(p)ur |2

2.6 I -4 (23 Br(p)zg) ™ 28 Br(p)ur-wsr)

+2(pr-p)ur ArZr DY Dr §-(p}-p?) ¥'DrD}2p AL Z1 DD 7

avec

@1,7= (P1-p) Dr Dt Zp ( AL+ (pr+p) AD) Z1 D} (D2} Br(p) ZrD)! D]
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et
©2.7=(pr-p) D2 (D23 Br(p) ZrDE) V2 D2 Z4( AL+ (pr+ p) AD ur

D'apres (£), D ZrB1(p )ZrDi! converge quand T— + e vers H (p) définie dans le
Lemme I1.4 et H(p) est régulidre. De méme les quantités Dy Z;A-}ZrDT’, i=1.2

convergent quand T— + oo et les quantités D} ZrAbyr;i=T..2 sont bornées en
moyenne quadratique. En définitive on obtient que o, T=0(1) p.s. et w2, 7=0(1) en
probabilité, d'ot le résultat du Lemme d'apres (2.6). &

Faisant § = 0 dans (2.5) on voit que si (£) est satisfaite, alors sous Ho viAr(pr)a
pour loi asymptotique la loi de v-! A t(p) 2 savoir la loi xlf. Par suite les probabilités

de fausse alarme attachées au test ®r défini par (2.2) tendent vers o quand T— + oo ,

Etudions maintenant les risques asymptotiques de non détection. Pour ce faire
plagons-nous dans une suite d'hypotheses alternatives { Hr, i T> l} ol

{313 T> 1} est une suite de vecteurs telle que Lim Dll ¥r=1 ol 1l est un vecteur de
T + oo

le. Alors, d'apres le Lemme 3 , At(p)- At(pr) tend vers zéro en probabilité. De plus,
dans la mesure ou '

vy Z1Br(p)zr g
=v' 1 Dr(Df ZrB1(p)zr DY) Dry

tend alors vers v-'I*H(p)] ou H(p) est donnée par 11.(3.11), la loi asymptotique de

V' A1(p) est une loi du chi deux décentrée, avec parametre de décentrage v-! I* Hp)1,

a k degrés de liberté. Par suite les risques asymptotiques de non détection sont donnés
par

:K.k(V'l I* Hp)1 ;1](.{1 (l-a),.
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2.4. Cas d'un bruit AR(1) de parameétres inconnus

On suppose ici que les parametres p et v du bruit sont tous les deux inconnus.
Compte tenu des considérations du §2.2 ou seul p est connu, il est naturel d'envisager
un récepteur @y défini par une région critique de la forme

2.7) R, ={ yp: 210D g
&=\ YT VT(pT)> ( “)l

oi At(r) et V(r) sont donnés respectivement par (2.3) et

(2.8) Vi@ =(T- k! (yr-Z7T31()° Br @) (yr- Z 7 3r(0)

€t p est encore un estimateur de p qui converge dans les conditions asymptotiques
envisagées.

Avec des notations identiques a celles du §2.3, on peut voir par des considérations
analogues a celles des paragraphes §2.1 et §2.2, que sous I'hypothese T,y les
variables aléatoires A1(p) et V1(p) sont indépendantes et que de plus v'! A(p) suit la loi
du chi deux décentrée, de paramétre de décentrage v-! 1* Zp Br(p) Zt ¥, a k degrés de

liberté et V(p) est de loi YT - k)/2, 2vV/(T - k)). Alors la variable aléatoire l-l(—ér(p)
P)

suit la loi Fk T-k de Fisher-Snedecor 2 k et T - k degrés de liberté et la variable

At(p)
Vi(p;
~ Notons que v! Ay converge en probabilité vers 1.

. . . . 2
aléatoire a pour loi asymptotique la loi du Xk .

Par des techniques analogues 2 celles de la preuve du Lemme 3, on peut montrer a
partir de (2.8)
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Lemme 4 . Supposons que la condition (&£) est satisfaite. Alors sous I'hypothése Hr,
Ar(pr) - Ar(p) vérifie une égalité analogue a (2.5) du Lemme 3.

Raisonnant comme au §2.3 et exploitant les Lemmes 3 et 4 on obtient encore que si
la condition (&£) est satisfaite, alors les probabilités de fausse alarme attachées au test

@r défini par (2.7) tendent vers o quandT— +eo ,
De méme, dans l'asymptotique de la suite d’hypotheses {QfT. s T> 1) telle qu'au

§2.3, on obtient que les risques asymptotiques de non détection attachés au test ®r
défini par (2.7)-(2.8) sont donnés par

K (vir vy K (1-a).






-119-

ANNEXE
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Dans cette partie annexe nous présentons les résultats d'une étude expérimentale
par simulation des performances des méthodes d'estimation par moindres carrés
(cf.(2.1)-(2.3 ) chap.III page 80) et par maximum de vraisemblance approché (cf (3.1)-
(3.3) chap. III page 94), et de la procédure de détection définie en (2.7) chap.1V
page116 (cas od on suppose la structure du bruit inconnue).

I. Cadre de I'expérimentation

I.1 Modéle de base

Cette étude expérimentale est basée sur le modele particulier suivant :
yt="T1cos (Nt/3) + Y2 sin (Nt /3) +ug ; t > 0,

ou (ut ; t > 0) est un processus "bruit" AR(1) i.e. autorégressif d'ordre 1 stationnaire
réel de parametre d'autorégression p et de variance d'innovation V.

I.2 Plan d'expérimentation

Pour ce modele, on considere plusieurs situations expérimentales caractérisées par des
valeurs différentes des paramétres Y1, ¥2, p et v. On choisit p = 0.1 ou 0.8, v = 0.1 ou

0.5, et des valeurs de Y1 et Y2 telles que le rapport signal sur bruit varie dans un
domaine de valeurs raisonnable. La valeur (asymptotique) de ce rapport est ici :
(ﬁ+‘x§)( 1-p?)/v. Pour chaque jeu de valeurs des paramétres on simule 1000 répétitions
d'une séquence d'observations de taille T=50 ou 100 du processus y = (yy, t = 1, 2, )
issu du modele.

II. Les résultats
I1.1 Estimation

Pour chaque jeu de valeurs des parametres et pour T = 50 ou 100 nous calculons la
moyenne empirique et la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne empirique des
estimateurs obtenus pour ¥, §2, P etV au cours des 1000 répétitions par la méthode

- des moindres carrés (cf.(2.1)-(2.3) Chap. III) et la méthode de maximum de
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vraisemblance approchée (cf.(3.1)-(3.3) Chap. III). Les résultats sont présentés dans
les TABLES 12V, colonnes 2 3 5.

On note une grande cohérence des qualités des estimations des paramétres fournies
par la méthode des moindres carrés et par celle de maximum de vraisemblance
approché. On peut toutefois signaler un I€ger avantage de la méthode de maximum de
vraisemblance approché en ce qui concerne la dispersion des estimateurs des paramétres
%1 et Y2 du signal, l'inverse étant vrai pour le biais.

I1.2 Détection

Pour chaque jeu de valeurs des parametres et pour T = 50 ou 100 nous calculons
pour chacune des 1000 répétitions la valeur de la statistique définissant le test (2.7) du
chapitre IV a partir des estimations de maximum de vraisemblance approché des
parameétres Y1, ¥2, p et v. On compare cette valeur & la valeur critique correspondant au
seuil asymptotique o = 0.1, i.e. la valeur 4.61 obtenue dans la table de la loi du chi-
deux a deux degrés de liberté (cf. §2.4 Chap. IV).

Selon qu'il n'y a pas de signal (i.e.¥1=7Y2= 0) ou qu'un signal est présent (en fait
Y1=Y2# 0 ou Y1=-Y2# 0) on calcule :

-les fréquences empiriques de fausse alarme au cours des 1000 répétitions)(cf.
TABLES I et II1, Colonnes 6)

-ou les fréquences empiriques de non détection au cours des 1000 répétitions (cf.
TABLES II, IV et V, Colonnes 6; les colonnes 7 de ces tableaux fournissent la valeur
du rapport signal sur bruit).

On peut faire les remarques suivantes :

En I'absence de signal on obtient une fréquence de fausse alarme trés proche du
seuil asymptotique théorique o = 0.1; cela valide l'utilisation de la loi asymptotique du
chi deux a deux degrés de liberté pour le calcul du seuil pour une taille d'échantillon
assez faible.

En présence d'un signal nous constatons évidemment que la fréquence de non
détection est d'autant plus faible que le rapport signal sur bruit est important.
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TABLE 1

Estimation de moindres carrés, de
maximum de vraisemblance approchée
et Détection

Nombre de répétitions = 1000
Longueur de la série observée = 50
Le seuil = 0.1

Moyenne ‘| Racine Ermreur Fréquence

Empirique quadratique quadratique Empirique
Moindres camrés moyenne moyenne de fausse

Moindres maximum

-.0002 0614 -.0003 .0608 .096
p =0.1 0749 1512 .0753 1515
v =0.1 .0937 0209 0937 0209
Y1=0 0002 1544 0006 1549
12=0 -.0011 .1470 -.0020 .1463 133
p=0.1 .0766 1466 .0785 1468
v = (.5 .4696 1043 4694 1044
T1=0 -.0001 0732 -.0006 0704
12=0 .0012 .0695 .0029 .0658 .109

.0023 .1678 .0011 .1601 123
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TABLE 11

Estimation de moindres carrés, de
maximum de vraisemblance approchée
et Détection

Nombre de répétitions = 1000
Longueur de la série observée = 50
Le seuil = 0.1

Racine Erreur Racine Erreur

quadratique quadratique
moyenne moyenne
Moindres maximum

vraisemblance

12=15 .1458 .0683 .1387 .0688 .098 4.65

2=.15 .1507 0710 .1465 0697 .138 1.8

12=.15 .1478 .1425 .1392 .1405 .645 .99

12=.15 .1480 .1626 .1437 .1553 .662 .36
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TABLE III

Estimation de moindres carrés, de
maximum de vraisemblance approchée
et Détection

Nombre de répétitions = 1000
Longueur de la série observée = 100

Le seuil = 0.1
Modele Moyenne Racine Erreur Moyenne Racine Erreur Fréquence
Empirique quadratique Empirique quadratique Empirique
Moindres carrés | moyenne Maximum moyenne de fausse
Moindres Vraisemblance maximum alarme
camrés approché vraisemblance
I R approché
Y1=0 0011 .0459 .0011 .0460
T2=0 -.0007 0467 -0008 0465 114
o =0.1 .0859 .0996 .0858 .0997
v =0.1 0969 | 0138 .0969 0138
Y1=0 .0000 .1068 -.0001 .1067
Y2=0 -.0040 .1052 -.0036 .1036 .105
e =0.1 .0920 1042 0919 .1043
v =05 4864 .0709 4864 .0709
Y1=0 0014 .0504 .0013 .0489
Y2=0 .0003 .0481 .0002 .0479 106
p=0.8 7867 0621 7868 0622
v =0.1 .0988 0142 .0988 0142
11=0 .0031 1127 .0031 .1094
Y2=0 .0006 .1076 .0003 .1072 .106
p=0.8 7867 0621 7868 0622
v =0.5 4940 | o711 4941 0712
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TABLE 1V

Estimation de moindres carrés, de
maximum de vraisemblance approchée
et Détection

Nombre de répétitions = 1000
Longueur de la série observée = 100

Le seuil =0.1
Modele Moyenne Racine Erreur Moyenne Racine Erreur | Fréquence Rapport

quadratique Empirique quadratique

moyenne Maximum moyenne
Moindres raisemblance Vmaximum

vraisemblance

12=15 .1482 .0471 .1441 0466 .005 4.65

12 =15 .1496 .0727 .1447 .0692 137 1.8

2=15 .1519 1015 .1473 .1009 463 .99

Y2=.15 .1454 .1057 .1452 .1080 510 .36




TABLE V

Estimation de moindres carrés, de
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maximum de vraisemblance approchée

et Détection

Nombre de répétitions = 1000
Longueur de la série observée = 100

Le seuil = 0.1
Moyenne Moyenne Racine Erreur | Fréquence
Empirique quadratique Empirique quadratique | Empirique |  Signal
Moindres carrés | moyenne Maximum moyenne de non sur
Moindres Vraisemblance maximum détection Bruit
camés approché vraisemblance
approché
Y1= .2 -.1931 1141 -.1939 .1102
12 = .2022 1056 .2010 .1049 .267 0.115
e =0.8 .7844 0666 .7845 0666
v =0.5 .4960 0711 .4960 0712
T =1 .1006 .0474 .1004 .0474
Y2=-1 -.0989 .0470 -.0978 .0468 .144 1.98
p=0.1 .0898 1041 .0898 1041
v =0.1 .0971 .0143 .0971 .0143
Y1 =-1 -.0974 .0471 -.0976 .0470
12 =1 .1014 .0474 .1006 .0469 137 1.98
e =(.1 .0951 1040 .0951 1041
v =(.1 .0967 0143 .0967 .0143
11 =15 .1493 0464 .1492 .0465
Y2=-15 -.1505 .0468 -.1493 .0463 0.007 4.65
e =0.1 .0830 1069 .0830 .1070
v =(.] ()‘921 % .0974 0144
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Résumé

L'estimation et la détection d'un signal a partir d'un enregistrement
bruité reléve des problématiques de la décision statistique : estimation de
paramétres et test d'hypothéses.

Nous considérons un modéle "signal plus bruit” particulier ou le signal
est une combinaison linéaire de suites déterministes données et est
contaminé par un bruit additif autorégressif d’ordre un stationnaire.

Nous étudions d’abord des problémes d'estimation partielle. On analyse
les propriétés asymptotiques d'estimateurs de maximum de vraisemblance
ou de moindres carrés pour les paramétres du bruit lorsque le signal est
complétement connu ou pour les paramétres du signal lorsque l'un des
paramétres du bruit est connu. '

Puis nous examinons le probléme de l'estimation simultanée des
paramétres du signal et du bruit. On montre l'existence et l'unicité de
I'estimateur de maximum de vraisemblance dont on étudie le comportement
asymptotique. De méme on considére une méthode d’estimation fondée sur
une premiére étape de moindres carrés pour l'estimation des paramétres du
signal, et une procédure de maximum de vraisemblance approché.

On construit ensuite des tests pour la détection du signal a partir des
méthodes d’estimation envisagées précédemment. Les risques associés a ces
tests sont analysés de maniére précise.

Enfin une étude expérimentale par simulation des performances des
diverses méthodes d’estimation et de détection est menée.

Mots clés

Régression linéaire - Processus autorégressif - Estimation - Maximum
de vraisemblance - Moindres carrés - Convergence presque sire -
Normalité asymptotique - Détection.
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