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Introduction

Le manuscrit comporte trois parties distinctes, la premiere concerne mes travaux de thése
et ceux en lien avec celle-ci sur la simulation numérique d’écoulements de fluides. La deuxieme
partie est le travail de recherche mené depuis mon installation dans I’équipe ”Equations
aux Dérivées Partielles et Théorie du Controle” de 'TRMA. Elle porte sur les équations de
I’électromagnétisme et leur couplage avec les équations cinétiques de Vlasov dans le cadre de
simulations numériques en physique des plasmas. La derniere partie évoque rapidement des
travaux qui ont donné lieu a des publications mais qui ne rentrent pas complétement dans un
des deux cadres abordés précédemment.
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Chapitre 1

Introduction

Dans la premiere partie de ce manuscrit, on s’intéresse au probleme de la simulation
numérique d’écoulements de fluides incompressibles régis par les équations de Navier-Stokes.
Plus particulierement, on va considérer le probleme de Stokes qui traduit I’écoulement d’un
fluide incompressible & nombre de Reynolds petit, c’est-a-dire un écoulement & basse vitesse
ou 'écoulement d’un fluide tres visqueux, deux cas qui permettent de négliger les termes non
linéaires de convection apparaissant dans les équations de Navier-Stokes (voir [LL71]).

Mathématiquement, il est important de savoir résoudre le probleme de Stokes car dans cer-
tains algorithmes de résolution de ’équation de Navier-Stokes, chaque pas de temps nécessite
la résolution de ce probleme de Stokes ([GR86]).

Il existe plusieurs formulations du probleme de Stokes qui présentent chacune leurs avan-
tages et leurs inconvénients a la fois pour la théorie et pour la résolution numérique. La
premiere est dite en variables primales et fait intervenir le vecteur vitesse, noté u, et
la variable scalaire de pression, notée p, variables les plus naturelles pour caractériser un
fluide. La premiere équation traduit le mouvement du fluide soumis a un champ de forces
appliquées f :

—vAu+ Vp =f.

Le parametre (positif) v est appelé viscosité cinématique et est caractéristique du fluide
considéré, f le champ de forces est souvent réduit a la seule gravité qui s’exerce sur le fluide.
La deuxieme équation qui traduit le caractere incompressible du fluide s’écrit :

div u=0.

Cette formulation sera désignée dans ce manuscrit soit par le terme de formulation primale
soit par celui de formulation (u,p).

La deuxieme formulation du probleme de Stokes fait intervenir le tourbillon, défini comme
étant le rotationnel de la vitesse et noté w, et la fonction courant, notée v, dont le rota-
tionnel est justement la vitesse. Dans toute la suite on y fera référence comme la formulation
en fonction courant-tourbillon ou en abrégé formulation (1, w) du probléme de Stokes.

La derniere formulation, plus récente car étudiée par Francois Dubois en 1992 [Dub92] est une
formulation mélant variables primales et tourbillon, donc tourbillon-vitesse-pression, on
lappellera formulation (w, u, p). Cette nouvelle formulation est le sujet d’étude de cette partie
de manuscrit mais il a été nécessaire pour bien la comprendre de revenir sur la formulation

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fic. 1.1 — Discrétisation HAWAY sur un maillage cartésien.

classique (¢, w), qui présente, comme on le verra, de forts liens avec la formulation (w,u,p)
et dont la malitrise est nécessaire pour appréhender la nouvelle formulation.

Nous allons donc dans cette premiere partie de manuscrit essayer de dresser un bilan quasi
exhaustif de tout ce que 'on sait sur les formulations (¢, w) et (w,u,p).

1.1 Motivation physique et mathématique

Une méthode éprouvée pour résoudre les équations completes de Navier-Stokes sur des
maillages quadrangulaires quasi réguliers est la méthode que nous avons surnommée HAWAY
(connue sous le nom de méthode Marker And Cell -MAC- de Harlow and Welch [HW65]
en mécanique des fluides, ou de grille C d’Arakawa en météorologie [Ara66] ou encore de
maillages décalés pour les équations de Maxwell [Yee66]). En particulier, cette méthode HA-
WAY est maintenant une méthode basique pour simuler des mouvements réalistes de fluides
dans la communauté d’informatique graphique, voir par exemple [GHDO3]. Elle est aussi uti-
lisée dans nombre de codes industriels (Flow3d de Harper, Hirt et Sicilian [HHS83], Phoenics
de Patankar et Spalding [PS72], Fluent [S.A], StarCD [Ltd] etc). La composante horizontale
de la vitesse est discrétisée a I'aide de ses flux au travers des cotés verticaux de la maille, la
composante verticale par ses flux au travers des cotés horizontaux de la maille et la pression
est constante par maille (cf fig.1.1). Le tourbillon est alors naturellement défini aux sommets
de la grille & partir des flux de vitesse normale tournant autour de chaque sommet (fig. 1.3).
Pour I'analyse de cette méthode voir [Nic91], [Gir76], [GLI6]. L’idée est ici d’étendre cette
méthode aux maillages triangulaires non structurés. Pour cela, F. Dubois a introduit en 1992
une formulation a trois champs (tourbillon, vitesse et pression) qui utilise exactement les
mémes degrés de liberté que la méthode HAWAY (voir Fig. 1.1 et 1.2).

L’avantage majeur de la formulation en (u,p) est sa facilité d’implémentation pour des
géométries quelconques. Elle demande néanmoins de prendre en compte de fagon rigoureuse
la condition inf-sup qui pour étre vérifiée nécessite que les espaces de discrétisation pour la
vitesse d’'une part et pour la pression d’autre part soient compatibles et donc correctement
choisis ([GR86] et références incluses). Par contre I'inconvénient est que la vitesse dans ce cas
n’est pas a divergence exactement nulle.

La formulation (¢, w) est justement une réponse a cet inconvénient. La vitesse est ici cherchée
sous la forme du rotationnel de la fonction courant u = rot v, donc forcément a divergence
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Fi1Gc. 1.2 — Degrés de liberté sur un maillage triangulaire.

F1G. 1.3 — Discrétisation du tourbillon.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

nulle apres discrétisation. La difficulté est ici la prise en compte des conditions limites. De
plus la fonction courant n’est pas toujours définie méme en deux dimensions, par exemple
dans les problemes de puits et source. Le probleme de l'existence de la fonction courant
est encore plus difficile en trois dimensions ([DP86], [DD86], [Rou84]). De plus, alors que la
formulation (u,p) ne fait intervenir que quatre champs, la formulation (¢, w) revient & en
calculer au minimum six (trois pour le tourbillon et trois pour la fonction courant). Enfin,
dans la formulation (1,w), la pression est obtenue par un post-traitement du tourbillon, ce
qui rajoute deux problemes :

(i) sile tourbillon est mal calculé, 'erreur se répercutera sur le calcul de la pression,

(i) les conditions limites & imposer sur la pression ne sont pas naturelles.
La formulation tourbillon-vitesse-pression est alors un outil mathématique pour généraliser
la méthode MAC a des grilles complexes triangulaires. Elle est valable en trois dimensions,
permet d’obtenir une divergence de la vitesse exactement nulle et les conditions limites qui
en découlent sont naturelles et tres générales.

Dans un premier temps, on s’intéresse a la formulation fonction courant-tourbillon. En ef-
fet, cette forme du probleme de Stokes bidimensionnel pourtant utilisé numériquement depuis
longtemps possede un défaut bien connu important, a savoir qu’il est mathématiquement mal
posé (au sens ou il ne possede pas forcément une solution unique et continuement dépendante
des données) lorsque 1'on cherche le tourbillon dans I'espace de Sobolev H! car son gradient
n’est alors pas controlé. Ces résultats et les conséquences numériques que cela occasionne
(résultats numériques non satisfaisants sur des maillages non structurés) sont rappelés dans
le deuxieme chapitre de ce manuscrit. Dans le troisieme chapitre, on rappelle qu’il existe une
formulation bien posée du probléme de Stokes en fonction courant-tourbillon et on introduit
la méthode numérique associée a cette formulation qui permet d’obtenir enfin des résultats
numériques tres satisfaisants sur des maillages non structurés. On résout ainsi l'instabilité de la
formulation fonction courant-tourbillon et on améliore les précédents résultats de convergence
connus de cette formulation. En particulier, on démontre alors que le tourbillon converge en
moyenne quadratique avec une erreur d’ordre au moins un (contre un-demi avant) par rapport
au pas du maillage.

Dans un deuxieme temps, on s’intéresse a la formulation tourbillon-vitesse-pression du
probleme de Stokes. On rappelle son obtention et les premiers résultats connus de cette for-
mulation. Par exemple, alors que les résultats numériques obtenus sur des maillages réguliers
sont satisfaisants, ceux sur des maillages non structurés ne le sont pas. Il s’est avéré lors de
I’étude théorique que ce probleme est un probleme de stabilité, équivalent a celui rencontré
dans la formulation fonction courant-tourbillon. En fait, le tourbillon n’est pas cherché dans
le bon espace, il est cherché plus régulier qu’il ne peut I’étre. On montre alors théoriquement
et numériquement que la formulation tourbillon-vitesse-pression est une généralisation de la
formulation fonction courant-tourbillon permettant la prise en compte de conditions limites
plus générales. Les résultats obtenus dans le troisieme chapitre de ce manuscrit au sujet de la
formulation fonction courant-tourbillon sont ensuite exploités dans le cinquieme chapitre pour
obtenir des résultats théoriques et numériques tres satisfaisants de la formulation tourbillon-
vitesse-pression bidimensionnelle sur des maillages non structurés. Le sixieme chapitre permet
de redéfinir une formulation tourbillon-vitesse-pression tri-dimensionnelle bien posée dans un
nouvel espace pour le tourbillon. On démontre aussi théoriquement que ce nouvel espace est
bien celui introduit en 2D, ce qui est confirmé par les résultats numériques précédemment
cités.
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1.2 Espaces fonctionnels et notations

On note 2 un ouvert borné connexe de R? suffisamment régulier. Sa frontiere 9 est alors
réguliere et est notée I', la normale extérieure a cette frontiere n, le vecteur tangent t, la
base (n,t) étant directe. D(2) est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables, de

dans R, & support compact. L?(Q) est I'espace des fonctions de carré intégrable. On note
ou

81‘@'
1 < p < oo, W™P(Q) est constitué des fonctions v € LP(Q2) dont les dérivées partielles

la dérivée partielle de u par rapport a x;. Pour tout entier m > 0 et tout réel p tel que

Qv

85137;

(au sens des distributions), avec |a| < m, appartiennent a LP(Q2). En particulier,

HY(Q)=wh?(Q) = {go e L*(Q), Vie {1,2} , gf, € L2(Q)},

et H?(Q) = W2%(Q) = {gp € HY(Q) , Vie {1,2} , gf € Hl(Q)}.
(2

On note || o ||, , (respectivement |e|. ;) les normes (respectivement les semi-normes) dans les
espaces de Sobolev H7(Q)) = W72(Q), j = 1,2. L'espace H}(2) (respectivement HZ((2)) est
la fermeture de D((2) dans la norme || o ||, , (respectivement || o ||, ). On réfere a Adams
[AdaT75] pour la théorie sur les espaces de Sobolev.
Dans toute la suite, on notera (e, o) les produits scalaires, < e, > les produits de dualité sur le
domaine et < e,¢ > ceux au bord du domaine. On définit formellement les deux rotationnels
en dimension deux :

— le rotationnel vecteur, noté rot, qui s’applique sur les fonctions scalaires :

Oow

rot w = %2)2

"

— le rotationnel scalaire, noté rot, qui s’applique sur les vecteurs :

Oug ouq Uy
rot u = — — — pour tout u = .
o0x1 0x9 U2

On définit ensuite 'espace fonctionnel suivant :

H(div,Q) = {v € (L*(Q))* / divv € L*(Q) }

qui est un espace de Hilbert pour la norme || v ||, o= \/H V2, + I divv 2.
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Les travaux présentés dans cette partie correspondent & mon travail de these (1996-1999) et
aux articles connexes suivants. Les premiers chapitres n’abordent que les problemes bidimen-
sionnels, le 3D n’est traité qu’au dernier chapitre.

e S. Salmon,

Développement numérique de la formulation tourbillon-vitesse-pression pour le probleme de
Stokes,

These de I’Université Paris VI,1999.

e [DSS02] F. Dubois, M. Salaiin, S. Salmon,
Discrete harmonics for stream function-vorticity Stokes problem,
Numerische Mathematik, Volume 92 Issue 4 (2002), pp 711-742.

e [DSS03a] F. Dubois, M. Salaiin, S. Salmon,
First vorticity-velocity-pressure numerical scheme for the Stokes problem,
Computer methods in applied mechanics and engineering, Volume 192 (2003), pp 4877-4907.

e [DSS03b] F. Dubois, M. Salaiin, S. Salmon,
Vorticity-velocity-pressure and stream function-vorticity formulations for the Stokes problem,
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, Volume 82 (2003), pp 1395-1451.

¢[ASS04] T. Abboud, M. Salaiin, S. Salmon,

Coupling harmonic functions-finite elements for solving stream function-vorticity Stokes pro-
blem.

Numerical Methods for Partial Differential Equations, Volume 20 (2004), Issue 5, pp 765 - 788.

e [SSO7b] M. Salaiin, S. Salmon,

Numerical stabilization of the Stokes problem in vorticity-velocity-pressure formulation,
Computer methods in applied mechanics and engineering, Volume 196 (2007), Issues 9-12, pp
1767-1786.

e [SS07a] M.Salaiin, S. Salmon,
Numerical analysis of the well-posed vorticity-velocity-pressure formulation of the bidimen-
sional Stokes problem, soumis a SINUM, 2007.



Chapitre 2

Formulation classique en (¢, w)

On présente ici la formulation classique en fonction courant-tourbillon (encore appelée en
abrégé formulation (¢, w)) du probleme de Stokes. On rappelle des résultats bien connus : la
formulation elle-méme et son obtention, le probleme d’existence et d’unicité de solution et les
résultats de convergence afin de bien montrer les difficultés.

Dans toute la suite, on note  un ouvert borné de R? suffisamment régulier. Dés que ce
sera nécessaire, on ajoutera des hypotheses sur ) et on précisera sa régularité. On note n
la normale unitaire extérieure a cette frontiére (qui existe car la frontiere du domaine est
suffissamment réguliere).

2.1 Obtention de la formulation

On se place donc dans Q ouvert borné de R? simplement connexe et de frontiere I' = 9
(elle est alors connexe). Soit (u,p) la vitesse et la pression d'un fluide incompressible de
viscosité cinématique notée v. Le probleme de Stokes stationnaire en variables primales, qui
caractérise ce fluide, avec une condition limite homogene sur la vitesse et un second membre
f dans (L?(£2))? s’écrit alors :

—vAu+Vp = f dans Q
divu = 0 dans Q (2.1)
u = 0 sur T.

Comme u est a divergence nulle et nul sur le bord du domaine que 1’on a supposé connexe,
on sait qu’il peut s’écrire comme le rotationnel d’une fonction courant notée ¢ qui appartient
a H}(Q) [GR86] soit :

u = rot ¢ dans (.

La condition limite u = 0 sur I se traduit alors sur la fonction courant par les conditions
limites suivantes :

Y =0sur T, (2.2)
oy
I Osur I (2.3)

N.B. : L’existence de la fonction courant est intrinsequement liée aux hypotheses faites
sur le domaine et sa frontiere. Par exemple, si la frontiere a plusieurs composantes connexes
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16 CHAPITRE 2. FORMULATION CLASSIQUE EN (¢, w)

sur lesquelles le flux de vitesse normale n’est pas a moyenne nulle sur chacune des compo-
santes, la vitesse (pourtant a divergence nulle) ne peut étre représentée sous la forme d’un
rotationnel (voir [FT78] et un exemple en figure 2.1).

FiGc. 2.1 — Un champ de vitesse a divergence nulle tel que /

undx =1 et / undx = —1
Fl F2

pour lequel il n’existe pas de fonction courant.

On introduit ensuite la vorticité (ou tourbillon) :
w =rot u dans (),

d’ott w = rot rot ¢y = —At. Comme —Au = rot rot u — V(div) u = rot w car u est a
divergence nulle, I’équation du mouvement s’écrit donc v rot w + Vp = f. On en prend alors
le rotationnel, ce qui fait disparaitre la pression et donne :

— vAw =rot f. (2.4)

—AY =w. (2.5)

Le probleme de Stokes stationnaire s’écrit donc tres simplement comme deux problemes de
Laplacien couplés, a fonction inconnue scalaire, d’ou sa grande popularité. Le deuxieme avan-
tage de cette formulation fonction courant-tourbillon est d’assurer parfaitement la condition
d’incompressibilité : la vitesse étant cherchée sous la forme d’un rotationnel, sa divergence est
exactement nulle.

On note cependant que le probleme de laplacien sur le tourbillon ne comporte aucune condi-
tion limite alors que celui sur la fonction courant est sur-déterminé. On reparlera un peu plus
loin de cette difficulté inhérente a cette formulation.

On obtient la formulation variationnelle en fonction courant-tourbillon classique en mul-
tipliant I'équation (2.4) par une fonction scalaire ¢ € H}(Q2) et la deuxieme (2.5) par une
fonction i € H(Q), et en intégrant par parties, ce qui donne :
chercher un couple 1 € H}(Q) et w € H(Q) solution de

Vo € HY(Q) , v(Vw,Vy) =< rot f, ¢ >_,= (f,rot ), (2.6)
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Ve HY(Q) , (Y, Vi) = (w, p). (2.7)

Les intégrations par parties prennent en compte les conditions limites sur ).

2.2 Meéthode d’éléments finis

I1 est alors naturel de discrétiser le probleme (2.6)-(2.7) par une méthode d’éléments finis
linéaires et continus. Pour cela, on suppose que le domaine €2 est polygonal, ce qui permet de
le recouvrir entierement & I’aide d’un maillage 7 composée de triangles non dégénérés (cette
hypothese permet de ne pas avoir a traiter 'erreur de géométrie lors de I’étude de convergence
de la méthode). Dans toute la suite, on notera £, I'ensemble des triangles de la triangulation

7.

De plus, comme pour toute étude d’erreur de méthode d’éléments finis, on supposera que
le maillage appartient a une famille réguliere de triangulations [Cia87].
L’ensemble H ; désigne l'espace des fonctions continues sur €, polynomiales de degré 1 dans
chaque triangle de T et H! = H! N H{(Q) :

Hl ={peC’Q), VK €&, , ¢, €P(K)}, (2.8)

ou P! est I’espace des polynomes de degré total inférieur ou égal & 1.

La discrétisation du probléme (2.6)-(2.7) consiste alors & trouver ¢, € H) _ et w, € HJ tels
que :

VQOEHOII v(Vw,, V) = (f,rot ¢) (2.9)
Vue HY (Vi Vi) = (g p). (2.10)

Cette formulation (2.9)-(2.10) a beaucoup été étudiée et ce depuis longtemps (Ciarlet-Raviart
[CR74], Glowinski-Pironneau [GP79], Girault-Raviart [GR86] entre autres) mais elle présente
malgré sa simplicité apparente un certain nombre de difficultés.

2.3 Non stabilité

Tout d’abord, il est facile de voir que (2.6)-(2.7) est mal posé (voir par exemple [GR86]).
On peut vérifier que toute solution du probleme (2.6)-(2.7) est solution du probleme de Stokes
mais I'inverse n’est pas vrai. Car méme si f € (L%(Q))?, le tourbillon n’a aucune raison d’étre
dans H'(92), il est en général moins régulier. En effet, le probleme de Stokes peut étre vu
comme un probleme biharmonique pour la fonction courant :

(AY, Ap) = (f,rot ) Yu € H(S). (2.11)

Ce probleme est bien posé dans HZ(f2) (voir [Cia87] par exemple) et comme w = —Au, le
tourbillon ne peut pas étre plus régulier que de carré sommable.

La deuxieme difficulté de la formulation fonction courant-tourbillon a déja été soulevée
a savoir le manque de conditions limites sur le tourbillon et la sur-détermination pour la
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fonction courant. La conséquence est alors que si 'on cherche a démontrer une stabilité du
schéma, on ne peut pas controler ’énergie du tourbillon. En effet, pour cela il faudrait pouvoir
prendre ¢ = w dans la premiére équation (2.6) mais ce n’est pas possible car w ne vérifie pas
les conditions limites adéquates. Le rotationnel de w n’est donc pas borné dans (L?(2))?.

Pour conclure, il n’y a pas toujours existence d’une solution a ce probleme de Stokes en
formulation (¢, w) et il n’est donc pas équivalent au probléme de Stokes en variables primales
puisque lui par contre est bien posé. Précisons néanmoins que si une solution existe, elle est
unique.

Ces difficultés inhérentes a cette formulation se retrouvent alors dans les résultats numériques.
Alors que ceux-ci sont satisfaisants sur des maillages réguliers (pour plus de détails sur les
résultats numériques, voir [Sal99]), ils ne le sont pas sur des maillages non structurés. En effet,
comme nous allons le voir sur un cas test analytique, les valeurs du tourbillon sur le bord non
seulement ne sont pas celles attendues mais explosent avec le raffinement du maillage.

On s’intéresse en particulier au cas test analytique de Bercovier-Engelman [BE79]. Sur
le carré unité, on cherche (¢, w) solution du probleme de Stokes avec une condition limite

homogene sur le bord I' et un second membre f(z,y) = < fiz,y) > défini par :

f2($7y)
filz,y) = 256 (2*(z — 1)*(12y — 6) + y(y — 1)(2y — 1)(122% — 122 + 2))
+ (y—0.5)
fQ(xay) = _fl(yax)
Alors la solution cherchée est la suivante :
blr,y) = —128(3(y — 1P (2 — 1)%),
w(z,y) = 256(y*(y — 1)2(622 — 62 + 1) + 2% (z — 1)*(6y* — 6y + 1)).

On travaille sur un maillage de référence non structuré généré par le mailleur de I'Inria
"EMC2” (logiciel Modulef [BGH*88]) présenté en figure 2.2.

On présente en Figure 2.3, les valeurs du tourbillon au bord du domaine exactes et cal-
culées. Remarquons que la valeur extréme exacte atteinte sur ce bord est 16.00 et que la
valeur calculée la dépasse largement pour atteindre 27.08. Cette erreur en norme L°° sur le
tourbillon est alors beaucoup trop importante et le probleme n’est pas résolu par le raffine-
ment du maillage. En effet, la zone des problémes au bord diminue bien avec le raffinement
du maillage mais la valeur extréme en elle-méme continue d’exploser.

La théorie prévoit une convergence de l'erreur en h, sur la semi-norme H! de la fonc-
tion courant, donc sur la vitesse en norme L?, et en th/ 2 pour la norme L? du tourbillon
([Sch78], [GR86]). Sur la courbe de convergence obtenue sur des maillages non structurés et
non emboités (Figure 2.4), on observe une convergence en h1T+’7,17 positif pour la norme L?
de la fonction courant et en h;/ 2=¢ ¢ positif pour la norme L? du tourbillon. Sur la norme L?
de la fonction courant, on aurait pu s’attendre a mieux, sachant que la théorie prévoit O(h., )
pour la semi-norme H' que le domaine et la solution sont réguliers, on aurait pu gagner
un cran grace a4 un argument du type Aubin-Nitsche [Aub67, Nit68] mais les problémes en
fonction courant et tourbillon étant couplés, on voit qu’on ne peut obtenir mieux. De plus,
comme attendu par la théorie, on voit que le rotationnel (ou gradient en 2D) en norme L? du
tourbillon n’est pas borné.
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Fia. 2.2 — Maillage non structuré de référence.

19



20 CHAPITRE 2. FORMULATION CLASSIQUE EN (¢, w)

Tourbillon au bord

Valeur du tourbillon

e - - e Tourbillon calcule .
Tourbillon exact interpole i
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Sommets sur le bord de la triangulation

F1G. 2.3 — Valeur du tourbillon sur le bord du domaine.

@—@ Tourbillon pente = 0.45
-3 |I—lRotationnel du tourbillon
10 Vitesse pente = 0.99
A—A Pression pente = 0.45
Fonction courant pente = 1.28

Erreur relative en norme L2

-1

10

Pas du maillage = 1/sqrt(nelt)

Fia. 2.4 — Ordre de convergence - maillages non structurés - cas test de Bercovier-Engelman.



Chapitre 3

Formulation bien posée en (¢, w)

3.1 Le nouvel espace des tourbillons

Il existe cependant une formulation bien posée du probleme de Stokes. Pour cela, il faut
utiliser pour l'espace des tourbillons, I’espace M (2) suivant, introduit par Ruas [Rua9l] et
Bernardi-Girault-Maday [BGM92] :

M(Q)={p e L*(Q),Ape H(Q)}. (3.1)

En effet, nous avons vu dans le chapitre précédent que le tourbillon ne pouvait pas toujours
étre dans H'(Q) mais d’apres 1'équation (2.4), il suffit qu'il soit effectivement & laplacien dans
H~'. On affaiblit donc ici la régularité demandée au tourbillon.

La nouvelle formulation variationnelle est désormais obtenue en testant 1’équation (2.4)
contre des fonctions ¢ € H}(Q) et la deuxieme (2.5) avec des fonctions ¢ de M(Q). 1l faut
intégrer deux fois par parties le terme < A, > || pour prendre en compte les conditions
limites (2.2) et (2.3). '

Le couple (,w) appartenant a H}(Q) x M (Q) est tel que

{ (W, o)+ <Ap,p >, = 0 Vo € M(Q)

< —Aw >, — (f,rot &) VEe HHQ). (3:2)

Dans la suite, afin d’étre auto-consistant, on rappelle les arguments de Bernardi-Girault-
Maday [BGM92| qui font de ce probleme (3.2) une formulation bien posée du probleme de
Stokes en (1,w) et en particulier les propriétés de ’espace M (£2) nécessaires pour cela, dont
on trouvera les démonstrations dans Iarticle [DSS02].

3.1.1 Propriétés de I’espace M ()

0,9 1,Q°

L’espace M (2) est un espace de Hilbert pour la norme || ¢ ||,,= \/|| o2, + | Ap |2

Il est non vide car on peut démontrer que I'espace H'(Q) s’y injecte contintiment. De plus,
pour toute fonction ¢ € M(Q) N H} (), sa norme M est égale & sa norme H'.
On introduit H(£2), le noyau de la forme bilinéaire < A.,. >_, |,

H(Q) = {p e M(Q),<Ap,£> ,,=0 VEe HY ()},

21
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et on démontre que H(2) n’est autre que l'espace des fonctions harmoniques.

La clé de toute cette étude réside dans la proposition suivante de décomposition des
fonctions de 'espace M (£2) en une fonction réguliere nulle au bord et une fonction harmonique
qui porte la trace sur le bord de toute la fonction.

Proposition 3.1.1 Décomposition de M (S).
M(Q) = Hy () & H(Q).
On décompose les fonctions de M (€2) comme explicité dans la proposition (3.1.1) et on
réécrit le probleme (3.2) avec w = w® + w? et la fonction test ¢ = ¢ ou p = ™ ot W et °

appartiennent & H) (Q) et w?, o™ & lespace H(Q) :

¥ e HN(Q), W’ € HI(Q), w? € H(Q),

(@ @) + (W @)+ <A’ > = 0 Vel € HX(Q)
(W, 0%) + (W™, ™)+ < AR >, = 0 Vet € H(Q)
<A E> < —AwRE> = (frot &) VEE HY(Q).

Comme les fonctions de H(2) sont harmoniques, il reste :

Y € HY(Q), w¥ € HL(Q), w? € H(Q),

(woaSOO) + (WANPO)_‘_ < A@va > qa =0 VSOO € Hol(Q)
(@2 %) + (W2, 9%) =0 Vo € H(Q)
< =AW E>_ = (f,rot &) V¢e Hy(Q).

Il est alors évident que le probleme précédent peut étre résolu de la facon suivante :

(¢) Trouver w® € H} () tel que
(AW’ &), = (Vu’,V¢) = (f,rot ¢) V€ € Hy(Q).
(b) Trouver w™ € H(Q) tel que
W% = —%e®) Yt eH(Q).
(a) Trouver v € H} () tel que
<—A<PO>U)>71,1 = (V¢’ VQOO) = (wo + WA> 900) v(pO € H&(Q)

La maniere d’étudier et de découpler ces problemes a été introduite par Glowinski, Pironneau
[GP79], voir aussi Achdou, Glowinski, Pironneau [AGP92] et Ruas [Rua95]. La formulation
bien posée du probleme de Stokes en fonction courant-tourbillon s’écrit alors :

( Trouver w® € H}(Q) tel que
(Vw0 VE) = (f,rot &) Ve € HY(Q).
Trouver w® € H(Q) tel que
(wA7 SO) = _(w()? SO) Vo € H(Q)
Trouver 1 € H}(Q) tel que
(V$,Vx) = (W +wh x) VYx € Hj(9).

(3.3)

En étudiant chacun de ces problemes séparément, on démontre par des arguments clas-
siques la proposition suivante :
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Proposition 3.1.2 FEzistence et unicité d’une solution au probléme (3.2).
Si £ € (L*(2))?, le probléme (3.2) a une unique solution (,w) € HL(Q) x M(Q) qui dépend
continiment de la donnée f :

FC>0, [wlly + VY llgo< Ol g - (3-4)

Le probleme de Stokes en formulation (¢, w) est donc bien posé sous cette forme.

3.2 Discrétisation du nouvel espace des tourbillons

Au vu des résultats non satisfaisants de la formulation fonction courant-tourbillon sur des
maillages non structurés, on cherche a les améliorer. On vient de voir qu’il existe une for-
mulation fonction courant-tourbillon bien posée théoriquement. De notre point de vue c’est
donc cette formulation qu’il faut utiliser afin de construire une bonne méthode numérique. La
encore, on va s’intéresser a une méthode d’éléments finis qui nous permettra de prendre en
compte des maillages non structurés triangulaires. La difficulté réside ici dans la discrétisation
de l'espace des tourbillons M (£2) bien moins classique que celle de I'espace H'(£)). Mais
celui-ci présente le grand avantage de pouvoir étre décomposé (voir la proposition 3.1.1) et
c’est évidemment la clé qui permet d’obtenir une méthode numérique satisfaisante : il suffira
d’avoir le méme genre de décomposition au niveau discret. On va commencer par démontrer
théoriquement que la méthode numérique qui consiste a chercher le tourbillon dans M () va
effectivement donner de bons résultats, puis on introduira les méthodes proprement dites qui
ont été implémentées. Dans un premier temps nous avons utilisé une méthode cotiteuse en
temps de calcul basée sur un raffinement homothétique d’un maillage donné pour approcher
I’espace des tourbillons et en particulier approcher les fonctions harmoniques qui le com-
posent, avant de développer avec Toufic Abboud une méthode couplant méthode d’éléments
finis et méthode intégrale pour calculer de ”vraies” fonctions harmoniques.

On rappelle que le domaine ) est supposé polygonal, ce qui permet de le recouvrir

entierement par des triangles, on appellera 7 ce maillage et on suppose qu’il appartient a
une famille réguliere de triangulations comme défini précédemment. On rappelle que &, est
I’ensemble des triangles de 7.
En s’appuyant sur la décomposition de M (Q2) (proposition 3.1.1), on introduit un espace
de dimension finie M, inclus dans M (Q2), ou H 01,7 C HE(Q) et est défini dans le chapitre
précédent et dans un premier temps, on suppose que l'on peut trouver H, _ C H(2) un
espace de fonctions harmoniques de dimension finie. On précisera cet espaée H,. par la
suite.

Définition 3.2.1 Discrétisation de M(S2).
On pose :

M,=H,, &H, - (3.5)
La formulation variationnelle discrete du probleme de Stokes (3.3) devient alors :

Trouver ¢, € H' | w, = wg + w? eM, = Holj SH, . (3.6)

0,7 ’
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(Vul,VE) = (f,rot &) VEeH) (3.7)
W) = —(W o) YeeH,
VY., Vx) = (wg + W?aX) Vxe HOI’T-

Proposition 3.2.2 Eristence et unicité d’une solution au probléme (3.6)-(3.9).

Si £ € (L*(Q))?, le probleme (3.6)-(3.9) a une unique solution (i, ,w,) € H&}T X M, qui
dépend continument de la donnée f. Il existe une constante C strictement positive, indépendante
du maillage telle que :

lwrlly + 1V lloe < Cllfllyq- (3.10)

3.3 Résultat de convergence

On peut alors démontrer la proposition suivante avec IL,, I'opérateur d’interpolation de
Lagrange classique et ¢, un opérateur d’interpolation dans H, _ :

Proposition 3.3.1 L’erreur est majorée par l’erreur d’interpolation.

Soient (¢, w) la solution de la formulation continue en fonction courant-tourbillon (3.3) et
(Y, ,wy) la solution du probléme discret associé (3.6)-(3.9). Alors il existe une constante
C > 0 indépendante de T telle que :

A A
lw = wally + 11 =7l < C (lo® =Ty + lw® = ¢rw?l,y + 1 = Tl q)-

Il est clair maintenant que si on discrétise classiquement la fonction courant et la partie
réguliere w® par des polynomes de degré 1 par morceaux, on aura une erreur en O(h) sur
|w® =TI, 0O, et [y —I1, 4|, , (on rappelle que la norme M et la norme H' sont équivalentes
sur H&) Donc si on est capable d’approcher au moins aussi bien, i.e. en O(h), la partie
harmonique du tourbillon, on aura une méthode numérique convergente meilleure que la
formulation classique qui ne converge qu’en O(\/E) pour le tourbillon. Tout le travail repose
maintenant sur I’approximation numérique de I’espace des fonctions harmoniques, espace que
nous avons appelé H, _ et sur les résultats d’interpolation que 'on peut y démontrer.

3.3.1 Meéthode préliminaire

On s’intéresse a un espace de fonctions, dites harmoniques discrétes mais qui ne sont pas

harmoniques, et dont on montre qu’il approche bien H. . Cet espace permet de construire
une méthode numérique préliminaire qui confirme que' discrétiser la forme bien posée du
probleme de Stokes remédie aux problemes numériques que nous avons rencontrés sur les
maillages non structurés.
Cette premiere méthode que nous avons envisagée pour discrétiser le nouvel espace des tour-
billons demande de raffiner homothétiquement le maillage jusqu’a 4 fois. La méthode est
complétement développée dans ma these [Sal99] et Iarticle qui a suivi (Dubois, Salaiin, Salmon
[DSS02]). La méthode intégrale, développée dans la section suivante, qui utilise de ”vraies”
fonctions harmoniques et non plus des approximations est beaucoup plus intéressante, a la
fois en termes de résultat de convergence et en termes de cout de calcul, ¢’est pourquoi on ne
rappelle ici que le résultat final de cette premiere méthode.
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F1a. 3.1 — Division d’un triangle de 7.

Fonctions harmoniques discretes

On définit l'espace 'z des traces des fonctions de H. ; sur le bord du maillage. La dimension
de I'7 est exactement égale au nombre de sommets du maillage 7 sur le bord I'.

I, — A:0Q2=T— R, X continu sur I'
7=\ A lindaire sur chaque aréte du maillage

Soit 7 € U, un maillage donné. Alors, on définit récursivement la famille de maillages 7,
(k € IN) comme suit :

(i) Zo="T;
(ii) Tg+1 C Tk est obtenu & partir de 7 en divisant chaque triangle en quatre (voir Figure
3.1).

Définition 3.3.2 Harmoniques discrétes.
On définit lespace H, , des fonctions harmoniques discretes par :

HT,k = {SO (- qu,k75|)\ S F’T "YSO - )\ on F7 (VQO,Vé.) = O vé‘ € HOl,Tk} ’

et l'opérateur de relevement Z; d’ordre k par :

Zp: Ty 2 A— Z1(\) € Hyp o

(VZir(A), VE) 0 V¢eH,
vZr(A) = X onT

L’espace H, , est de dimension finie et dim H, = dim I' .. Les valeurs nodales sur 7, N I"
sont obtenues par interpolation linéaire des valeurs aux sommets du maillage initial 7o = 7.
Les valeurs internes de la fonction Z;(\) sont obtenues par résolution d’'un laplacien dans
I’espace H (} 5, Avec comme valeurs au bord, celles obtenues par ’étape précédente.

Définition 3.3.3 Formulation en harmoniques discretes du probleme de Stokes.
Pour tout maillage T € U, et tout entier k > 0, on pose :

1.k __ 1
HT - Ho,T@HT,k
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La formulation en harmoniques discrétes du probléme de Stokes consiste a :

Trouver wg’k € HolT tel que (ng’k, V¢ = (f,rot &) VE € H&T
Trouver w?f € HTk tel que (w?f, X) = —(wg’k, X) Vx €H,,
Trouver 1, € Holj tel que (V. ,,VE) = (wg’k + wﬁ’k’“, ) VEe H&}T )

Remarque 3.3.4 1l est clair que on,k ne dépend pas de k. Cette formulation coincide avec

(8.3) quand k = 400, et avec (2.6)-(2.7) quand k = 0.

Résultat de convergence

On a alors démontré le résultat de convergence suivant :

Théoreme 3.3.5 Résultat de convergence.
Le probléme (5.3.8) a une unique solution (¢, ,w, ) € HolT X H}rk Si (Y,w), appartiennent
a (H*(Q) N HE(Q)) x H?(Y), solution du probléme continu (3.1.1), on a :

Vo €]0,1[,3C =C(0) > 0,¥VT € Uy, IKQ,T), sik > K(1,7)

—0
H W = wT,k ”M + ” 1/} - wT,k ”19 < C hi— (H w HQQ + H 1/} HQQ)

Ce résultat est non optimal car nous ne pouvons pas montrer une convergence en O(h) pour
la partie harmonique du tourbillon mais seulement O(h'~?) avec les fonctions harmoniques
discretes. Notez aussi, I'existence d’'un K i.e. d’'un nombre de raffinements du maillage pour
obtenir la convergence. Ce nombre K n’a pu étre évalué que numériquement.

Résultats numériques

On s’intéresse a nouveau au cas test de Bercovier-Engelman [BE79]. Comme K dépend
du maillage (voir Théoreme 3.3.5), on a travaillé avec 3 maillages différents toujours obtenus
par EMC2. On rappelle que des maillages structurés donnent de bons résultats sans stabiliser
(voir [DSS98], [GR86]). L’étape la plus longue dans cette méthode est bien sir la deuxieme
équation ou nous devons calculer les fonctions harmoniques discrétes (autant que d’arétes du
bord de la triangulation initiale) sur les maillages raffinés.

On rappelle que le tourbilllon atteint son extremum (+16.00) au milieu de chaque aréte du
carré. On a vu que sans utiliser de fonction harmonique, cette valeur explosait sur le bord du
domaine. La Figure 3.2 donne les valeurs du tourbillon le long du bord du domaine calculées
sur les différents raffinements d’un maillage. On observe que raffiner 4 fois semble suffisant
pour obtenir des résultats satisfaisants.

On rappelle que le probleme (2.9)-(2.10) n’est pas stable et que l'ordre de convergence
est en h;/ 2 pour la norme L? du tourbillon et th_a pour la norme H' de la fonction courant
(voir Figure 3.5). Ici, on obtient l'ordre 1 de convergence (voir Théoreme 3.3.5). Noter que
numériquement, les résultats donnés Figure 3.3 sont meilleurs que ceux attendus : presque
(’)(hi) pour la norme L? du tourbillon et de la fonction courant.
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3.3.2 Meéthode intégrale

La méthode précédente permet d’affirmer que la solution aux problemes numériques ren-
contrés sur des maillages non structurés est bien d’approcher correctement les fonctions har-
moniques qui interviennent dans 'espace des tourbillons. On veut ici calculer vraiment ces
fonctions harmoniques et les intégrer au schéma numérique et pour ce faire, on se tourne donc
vers les méthodes intégrales.

On définit I'espace vectoriel C, engendré par les fonctions caractéristiques des arétes qui
forment la trace du maillage 7 sur le bord I' du domaine, ensemble d’arétes que 1’on note

A(T,T) -
C, = Vect{¢; = Ir,,T'; € A(T,T")}, (3.11)
ou IIr, est la fonction caractéristique définie de I' dans R par :

1 sizely

Ir, (@) = {0 if 2 g T

La dimension de C, est égale au nombre d’arétes du maillage sur le bord du domaine.

Puis, on appelle S le potentiel de simple couche et on I'applique aux fonctions de C,, :

S§:C;3q¢ — pi€H (3.12)

— 1
ou ¢;(zr) = Sqi(x) = / G(z,y)qi(y)dyy, Vo e Q, et G(x,y) = %logu‘ — y| est le noyau de
r
Green.
On a appellé H _ I'espace discret engendré par les fonctions ¢; = Sg;, pour tout ¢; € C.
L’espace H,  est de dimension finie et sa dimension est égale a la dimension de C.. Cette

discrétisation est conforme car H, _ est contenu dans H(§2) C M(Q2). Par construction, les
fonctions de H .  sont harmoniques. On notera S = S I'opérateur de simple couche S sur le

bord et on introduit yp;(x) = Sq; = / G(x,y) dvyy pour tout z du bord I' et ¢; = I, dans
I

C,.
La formulation variationnelle discrete du probleme de Stokes (3.3) devient ici :

Yy €H, ,wr =0l +wteM, =H &H,

0,7 ’

(Vul,VE) = (f,rot &) VEeH)
W2 9) = —(Wp) VeeH,
(Vi Vx) = (W2 +wd ) VxeH!,.
Opérateur d’interpolation dans H,

Pour définir I'opérateur d’interpolation dans H ., on commence par définir un opérateur
de projection L? sur I’espace des fonctions constantes par morceaux C, défini en (3.11) :

pc : LQ(I“) - C’T

p — p.p tel que /F(pc,o—,o).qd’y:O VgelC,.
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On peut maintenant définir 'opérateur d’interpolation de H(S2), espace de fonctions har-
moniques dans H, . On note Il : H 2Q) — H ; I'opérateur d’interpolation classique de
Lagrange associé au maillage 7.

Définition 3.3.6 Opérateurs d’interpolation.
L’opérateur d’interpolation ¢, : H(Q) N H2(Q) — H, . est défini par
ngTgoA = ( ou ( est tel que :

C() = Spo(S71¢™) = /F Gl 9)pe (S~19™) () dy Vo € T

On peut alors définir l'opérateur d’interpolation P, de M (Q)NH?(Q) dans Mz = HolT SH,
par les relations :

P MOQ)NH* ()3 9=¢"+¢° +—Pro=1,¢" + 6,0 € M,.

Avec cet espace ‘H,  pour approcher I'espace de fonctions harmoniques et I'opérateur
d’interpolation tel qu’il est défini, on peut démontrer les résultats de convergence optimaux
de la méthode suivants :

Théoréme 3.3.7 Premier résultat de convergence.
Si T appartient a une famille réguliére de triangulations U, (o0 > 0) et h, est suffisamment
petit, le probléme discret (3.6)-(3.9) a une unique solution (¢, ,w,) € H&T X M., , associé

au probleme de Stokes (2.9)-(2.10). Si ¢ € H?*(Q) N HH(Q) et w = ¥ + w? est tel que
w € H%(Q) et w® € H?(Q), alors :

3C(0) >0, VT € Uy,
lw—wrlly + Y =0rllg < COh (10,0 + lwllyg + [¥0)-

Remarque 3.3.8 e Si de plus € est supposé convexe, on a :

3 C(0) >0, VT €U,,
”w - wT”M + ”w - wq’”mz < O(U)hT(Hw”z,n + ‘¢|2,sz)’

Le théoréme 3.3.7 est important car il montre qu’utiliser un espace de fonctions har-
moniques le long du bord donne une erreur d’ordre O(h,) quand w € H?*(QQ), ce qui
améliore les résultats déja connus et sont équivalents a ceuzr prouvés dans [DSS02].

o S5i ) est supposé convexe et sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 3.53.7 et
si de plus w € HY2(Q), alors :

3 C(o) >0, VT €U,, (3.13)
o —wrlloe + 19 =vrllog < CORE(wl5 00 + 19],0)- (3.14)
La derniere partie du théoréme précédent nous dit que si la solution est plus réguliére,

la convergence sera d’ordre 2. C’est ce qui est illustré dans les exemples numériques ot
les solutions analytiques considérées sont trés régulieres.
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‘ ® Integral method
L ¥ |m - - m Classical method

i | i Analytical solution

=
[oe] »
T T T T T 1T T T T T T T T T T T T T 17T T T 17T

oOrRrNWhUION

FiG. 3.4 — Comparaison : tourbillon sur le bord - Test de Bercovier-Engelman.

Résultats numériques

On teste cette nouvelle méthode sur le cas test habituel de Bercovier-Engelman [BET79]),
d’autres résultats numériques sont disponibles dans le papier [ASS04].

Remarque 3.3.9 Toutes les intégrales pour assembler la matrice de masse dans I’ équation
(8.8) ont €té calculées avec une formule de Gauss a 7 points et les résultats sont en parfait
accord avec la théorie. Le cout de cette intégration peut étre réduit en utilisant moins de points
loin du bord. La encore, bien que [’erreur due a l'intégration numérique n’ait pas €té prise
en compte dans l’estimation d’erreur, il semble que cette derniére soit dominée par les autres
erreurs et les résultats n’en sont pas pollués.

La Figure 3.4 donne les valeurs du tourbillon sur le bord du domaine obtenues par la
méthode classique et par la méthode de cette section sur le méme maillage. En utilisant
I’espace des fonctions constantes par aréte et comme les solutions sont régulieres, on obtient
comme attendu par le théoréme 3.13, Pordre 2 de convergence pour les normes L? du tourbillon
et de la fonction courant, voir Figure 3.5.
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Relative error in L2—-norm

1
10 @— @ Vorticity (classical method) slope coefficient = 0.41
0 'W— ¥ Stream function (classical method) slope = 1.34
10 l—ll Vorticity (integral method) slope = 1.97
-1
10
-2
10
-3
10
-2
10

Mesh size= 1/sqrt(nelt)

Fic. 3.5 — Ordres de convergence - Test de Bercovier-Engelman.
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Chapitre 4

Une premiere formulation en (w, u, p)

On présente ici la formulation en tourbillon-vitesse-pression du probléme de Stokes (encore
appelée en abrégé formulation (w,u,p)) qui a été introduite par Frangois Dubois [Dub92]. On
rappelle les résultats utiles pour la suite obtenus en 2D pendant ma these [Sal99] puis ceux
contenus dans les articles qui ont suivi : [DSS03a], [DSS03b], [SS07b], [SS07al.

Dans toute la suite, on note  un ouvert borné connexe de R? suffisamment régulier. Deés
que ce sera nécessaire, on ajoutera des hypotheses sur {2 et on précisera sa régularité. On note
n la normale unitaire extérieure a cette frontiere (qui existe car la frontiere du domaine est
suffisamment réguliere) et t le vecteur tangent a cette frontiere choisi de sorte que (n,t) soit
direct.

4.1 Obtention de la formulation

On considere le probleme de Stokes bidimensionnel dans le domaine §2 en variables pri-
males :

(4.1)

—vAu+Vp = f dans Q
div u = 0 dans €

ol u est la vitesse du fluide, p sa pression, v > 0 la viscosité cinématique et f un champ
de forces donné. Suivant [Dub92], on écrit ce probléme avec pour variables le tourbillon, la
vitesse et la pression. Dans les équations précédentes, on introduit le tourbillon w qui est égal
au rotationnel de u c’est-a-dire w = rot u. Comme pour la formulation (¢,w), en utilisant la
formule classique et le fait que la vitesse est a divergence nulle : rot rot u— V(div u) = —Au,
la premiere équation de (4.1) s’écrit v rot w+ Vp = f, ce qui conduit aux équations suivantes :

w—rotu = 0 dans Q (4.2)
vrotw+Vp = f dans (4.3)
divu = 0 dans . (4.4)

On suppose que le bord du domaine I' peut étre décomposé en deux partitions indépendantes,
a savoir :

I =T,Ul, avec I,NT,=0 ; (4.5)

33
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I' = TyuUTl; avec IyNTy=0 . (4.6)

Sur chacun de ces morceaux du bord, on suppose que différents types de conditions limites
sont donnés : la vitesse normale gy sur I',,, la pression Ily sur I',, le tourbillon 6y sur I'g et
la vitesse tangentielle oy sur I';. Les conditions limites tres générales du probleme de Stokes
s’écrivent alors :

u-n=gy sur I, (4.7)
p=1y sur T, (4.8)
w=1~0y sur Ty (4.9)

u-t=o09 sur I'y , (4.10)

ou on rappelle que u-n et u-t sont respectivement la composante normale et tangentielle de
la vitesse.

N.B. Les conditions (4.7) et (4.9) sont des conditions de Dirichlet, ici essentielles car elles
seront directement imposées dans ’espace de recherche des champs considérés alors que les
conditions (4.8) et (4.10) sont des conditions naturelles de Neumann, obtenues naturel-
lement lors de 'obtention de la formulation, d’ou leur nom.

On se restreint désormais aux conditions de Dirichlet homogenes

u-n = gyg = 0 onI‘m 5
w = 60 = 0 only ,

et on introduit les espaces dans lesquels on cherche les champs inconnus. Pour la vitesse, on
a:
X={veHiv,Q) /v-n = Osur I',} , (4.11)

ou I';,, est la partie du bord ou la composante normale de la vitesse v - n est donnée.
Pour le tourbillon, on pose :

W={peH(Q) /vp = 0onTy} . (4.12)
Finalement, pour la pression, I’espace dépend de la mesure de I',, :

[ L) simes(I,) #0
Y= { LE()  simes(T,) =0 (4.13)

En effet, s’il n’y a pas de condition limite en pression, la pression est alors définie a une
constante additive pres. On notera ’espace pour la pression L%O)(Q) pour ne pas avoir a rap-
peller cette alternative a chaque fois.

Pour obtenir la formulation variationnelle, multiplions I’équation (4.2) par une fonction
test ¢ de W et intégrons formellement par parties :

(w, 90) - (I‘Ot u, SO) = (wa 90) - (I‘Ot 90711)_ <ut,yp >r
soit, en tenant compte de la condition limite (4.10)

(w, ) — (rot p,u) = < 09,79 >r .
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Puis, multiplions I'équation (4.3) par v dans X. Comme formellement
(Vp,v) = —(p,div v)+ < p,v.n >p
il vient, en tenant compte de la condition limite (4.8)
v(rot w,v) — (p,div v) = (f,v)— < Iy, v.n >p .
Multiplions enfin I’équation (4.4) par ¢ dans Y :
(div u,q) = 0.

On obtient finalement la formulation tourbillon-vitesse-pression du probleme de Stokes :

Trouver (w,u, p) dans W x X x Y tels que :

(waw)_(rOt (,0,11) = <00,7¢ >r VoeW (414)
v(rot w,v) — (p,div v) = (f,v)—<Ilp,v-n>. VvelX '
(div u,q) =0 VgeY

Remarque 4.1.1 Les objets u.t|r, (trace tangentielle de la vitesse) et p|r, (trace de la pres-
sion) ne sont a priori pas définis dans les espaces respectifs H(div,Q) et L?(€2).

Cette formulation permet, comme on peut le constater facilement, de prendre en compte
toute une famille de conditions limites tres générales et donc plus physique que la formulation
(1, w), qui ne prend en compte que la condition limite de vitesse nulle au bord. De plus, bien
qu’elle implique une inconnue supplémentaire par rapport a la formulation primale, on va voir
dans la suite que la formulation (w,u, p) permet, contrairement a la formulation (u, p) d’avoir
la condition d’incompressibilité exactement vérifiée en discret.

4.2 Probleme discret et résultats numériques

On commence, pour étudier cette formulation, par la discrétiser par une méthode d’éléments
finis (on rappelle qu’un des objectifs est de travailler sur des maillages non structurés d’ou le
choix naturel de cette méthode) et par regarder les résultats numériques obtenus en 2D. Pour
cela, on suppose encore une fois que le domaine €2 est au minimum polygonal, qu’il est donc
entierement recouvert par une triangulation réguliere 7 composée de triangles non dégénérés
dont on note £, 'ensemble des triangles, A, 'ensemble des arétes des triangles de £, et h,
leur diametre maximum.

4.2.1 Espaces discrets

On introduit ici les espaces de dimension finie, W, X et Y, qui sont respectivement
contenus dans W, X et Y car on cherche a obtenir une méthode d’éléments finis conforme.
e Pour le tourbillon, on choisit des fonctions continues linéaires par morceaux :

P ={pcH'(Q) /¢, ePY(K), VK €&} . (4.15)
Puis, en incluant la condition limite, on pose pour W.. le sous-espace suivant de W' :

W,={pe€ PT1 /v = 0onTy} . (4.16)
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Tourbillon

Flux de vitesse normale

Flux de vitesse normale

Tourbillon

Tourbillon Flux de vitesse normale

F1a. 4.1 — Degrés de liberté pour la formulation (w,u,p)

e La vitesse est donnée par ses flux au travers des arétes des triangles, a 'aide de I’élément
fini de Raviart-Thomas, conforme dans H(div) de plus bas degré [RT77] :

. a x
RTY = {v € H(div,Q) / v|,, = < b|‘: > + ¢ ( ) > , VK € 57} : (4.17)
Maintenant, introduisons I’espace discret pour la vitesse, en y incluant la condition limite :
X, ={veRT)/v-n =0onl,} . (4.18)
e Finalement, la pression est choisie constante par morceaux. En posant :
PY = {qel*Q)/q, P (K),VKe& } (4.19)
on définit :
Y, = {q € PT0 / / gdz = 0 simes(I'y)) = O} . (4.20)
Q
Remarque 4.2.1 o Awvec ce choix d’espaces discrets, les degrés de liberté sont bien ceux

annoncés dans l'introduction et cette formulation peut donc bien étre vue comme une
extension de la méthode MAC auz maillages triangulaires non structurés (voir Figure

4.1).

e Une méthode d’éléments finis non conforme n’a pas du tout été envisagée.

4.2.2 Formulation variationnelle discréete

Le probleme discret devient alors : trouver (w,,u,,p,) dans W, x X x Y, tels que

(wy, @) — (rot ,u,) = < 00,79 >p VoeW,
(rot w,,v) — (py,divv) = (f,v)— <Ilp,v.-n>. VveX, (4.21)
(div u,,q) =0 Vgey,

Comme précisé un peu plus haut, un des avantages de cette formulation est qu’elle permet
d’assurer exactement la condition d’incompressibilité. En effet, on montre tres facilement que
si la vitesse discrete u, est cherchée dans 'espace X, telle que

(divu,,q)=0 VgqgeY,, (4.22)

alors en fait div u, est exactement nulle (voir [Sal99] - chapitre 2 ou [DSS03al).
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4.2.3 Conditions inf-sup discretes

Le probleme de Stokes en variables primales (u, p) est un probléme mixte dont I’étude de-
mande la vérification d’une condition inf-sup ou condition de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(voir [LU68], [Bab71], [Bre74]) qui lie la vitesse et la pression. Le probleme de Stokes en
(w, u,p) est un probléme mixte & trois champs, et non plus seulement deux. Il demande donc
la vérification de deux conditions inf-sup, une condition en vitesse-pression et une condition
liant tourbillon et vitesse.

e La premiere condition inf-sup discrete en vitesse-pression est tres classique dans le cas d’une
vitesse cherchée nulle sur tout le bord (voir [RT77]). Or, nous avons besoin ici d’une vitesse
cherchée nulle seulement sur une partie du bord notée I',,, c’est pourquoi nous avons besoin
d’en adapter la preuve que I'on trouvera dans [DSS03a].

Proposition 4.2.2 Condition inf-sup en vitesse-pression.

On rappelle la partition du bord I' = 1", U I',. On suppose que ) est polygonal et borné,
et que le maillage T appartient o une famille réquliére de triangulations. Alors, il existe une
constante strictement positive a, indépendante de h, telle que :

inf  sup (g7, div v,) >a . (4.23)

ar€¥r v,oex, | Vr ||div,sz|| qr ||o,Q N

Il est & noter que ’hypothese €2 polygonal est importante car elle donne la régularité nécessaire
au probleme de laplacien (voir [Gri85], [Mat89] et les références incluses) qui intervient dans
la démonstration.

e Pour la deuxieme condition inf-sup, on va avoir besoin encore d’une condition sur le domaine
pour avoir existence d’un potentiel scalaire et surtout d’une condition sur les deux partitions
du bord. En effet, on veut pouvoir montrer que tout champ de vitesse v de X a divergence
nulle (i.e. qui appartient a 'espace que l'on notera V), peut s’écrire comme le rotationnel
d’un champ scalaire de W, :

Vw,eV,={ue X, ; divu=0},v, =rot ¢,, ¢, € W_.

Pour cela, il faut que la partie ot ’on impose le tourbillon I'y soit contenue dans la partie
ou 'on impose la vitesse normale I',,,. Physiquement, cette condition n’est pas tres restrictive
car I'y est souvent vide!

Proposition 4.2.3 Condition inf-sup en tourbillon-vitesse.
On suppose que 2 est simplement connexe. On rappelle les deux partitions du bord :

r=r1r,url, =Ty Ul
Enfin, on suppose que I',, est de mesure positive et que 'y est contenue dans 'y, :
Ty C Ty
Alors, il existe une constante strictement positive b, indépendante de h, telle que :

(vproter) oy (4.24)

inf  sup
Vr€Vr o eW, | vy ||div,Q|| Pr ||1,sz
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L’existence et 'unicité d’une solution discrete & la formulation variationnelle discreéte
(4.21) découlent alors directement de ces deux conditions inf-sup.

Proposition 4.2.4 Rappellons les deux partitions du bord :
r =Ir,url, =Ty uUly
Supposons que Iy, est de mesure strictement positive et que I'y est inclus dans Ty, :
Ty C Ty

Supposons de plus que 0 est polygonal, borné, simplement connexe et que le maillage T
appartient o une famille réguliere de triangulations.
Alors, le probléme discret qui consiste a trouver (w, , u, , p,) dans W, x X x Y, tel que :

(Wr,p) = (rot p,u ) = <0079 >r VeeW,
(rot w,,v) — (p;,divv) = (f,v)—<Ipv-n>. VvelX,
(div u,,q) = 0 Vgey,

a une unique solution.

4.2.4 Résultat de convergence

Pour étudier la convergence de la méthode, il faut d’abord étudier la stabilité du probleme

discret qui est le point clé de I’étude de cette formulation (w,u,p). En effet, on ne pourra
démontrer cette stabilité en 2D et avec le tourbillon dans ce sous-espace W de H', que dans
le cas tres particulier ou I'y, = I'y.
Cette hypothese intervient dans la démonstration de la stabilité (voir [DSS03a]) lorsque 1'on
a besoin de remplacer une vitesse par le rotationnel d’une fonction dans le méme espace que
celui ot vit le tourbillon (faire v, = rot 6,,0, € W_, qui est le contraire de ce que l'on
faisait pour la condition inf-sup). Il faut que rot 6, - n = 0 sur I',,, pour que rot 6, appar-
tienne a X, or 0 est nul sur I'y, donc il faut avoir I',,, C I'yp, et comme pour la condition
inf-sup il faut I'y C I, il faut donc que ces parties soient égales. La encore, exactement
comme pour la formulation (i,w), ce sont les conditions limites sur le tourbillon qui nous
empéche de le faire facilement. C’est cette analogie qui nous a amené a regarder de plus pres
la formulation (¢, w), dont on pensait que tout avait été dit. Nous allons donc devoir faire
pour la formulation (w,u,p) ce que nous avons fait pour la formulation (¢, w). En particulier,
nous allons démontrer dans la section suivante que les deux formulations sont équivalentes
(formellement et méme rigoureusement) aussi bien dans le continu que dans le discret. Donc,
le probleme vient du fait que le tourbillon n’est pas cherché dans le bon espace, il est cherché
plus régulier qu’il n’est, il va donc falloir affaiblir la régularité demandée au tourbillon. C’est
ce que 'on fera dans le chapitre suivant.

Une fois la stabilité démontrée, on peut montrer un résultat de convergence, en utilisant
des résultats classiques d’interpolation dans les espaces choisis (voir encore [DSS03a]) :

Théoreme 4.2.5 Convergence de la formulation variationnelle discreéte.
o Rappelons les deux partitions du bord :

r =T, UTl, = Ty UT;
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Supposons que 'y, est de mesure strictement positive et que I'y est égal a Iy, :
T =T,

Supposons de plus que € est polygonal, borné, simplement conmexe et que le maillage T
appartient a une famille réguliere de triangulations.

o Soit (w,u,p) la solution dans W x X XY du probléme continu (4.14) et (w,,u,,p,) dans
Vespace W, x X, x Y_, la solution du probléme discret (4.21). On suppose que la solution
est telle que : w € H%*(Q), u € (HYQ))?, avecdivu € HY(Q), etp € H'(Q). Alors, il
existe une constante C' strictement positive et indépendante du maillage telle que :

[w = wrllig + lu = v lliwe + 12— Prllog
< Chy (|w|2,9 + ||u||19 + diquLQ + |p|1,9)

Pour conclure cette section, on vient de voir que la stabilité est le point essentiel qui donne
la convergence de la méthode. Remarquons ensuite que dans ce théoreme, les hypotheses sur
la régularité de la solution et sur le domaine sont classiques a toute méthode d’éléments
finis. Par contre, I’hypotheése I'y = I, sur la partition de la frontiere qui restreint le type
de conditions limites envisageables ne nous satisfait pas compleétement. D’une part, nous
avions annoncé qu’'un des gros avantages de la formulation (w,u,p) est la prise en compte de
conditions limites tres générales et d’autre part imposer le tourbillon n’est pas complétement
naturel physiquement. Néanmoins, ce résultat est intéressant car il permet de travailler et
d’obtenir des résultats numériques sur cette formulation (voir section suivante et les travaux
[BC06, ABCO07], [ABC06, AAB™07]).

4.2.5 Résultats numériques
Conditions de Dirichlet sur le tourbillon

Commencons par vérifier que dans le cas I'y = I, ot le probleme est stable théoriquement,
les résultats numériques sont ceux attendus.
Prenons & nouveau le cas de Bercovier et Engelman [BE79] et modifions-le afin de rentrer
dans le cadre théorique voulu. On reformule alors les conditions limites de la fagon suivante :

w = 256(y*(y — 1)2(62% — 62 + 1) + 2%(x — 1)?(6y*> — 6y + 1)) sur I,
u-n=0surl.

Alors dans ce cas, on a bien I'y et I',,, égales. La figure 4.2 montre que le schéma est stable sur
un maillage de triangles comme annoncé dans le Théoreme 4.2.5, et que la convergence est
bien en accord avec la théorie : d’ordre 1 pour le rotationnel du tourbillon et pour la vitesse et
plus de 1 pour la pression (mieux qu’attendu, super-convergence sur la pression inexpliquée
jusqu’a maintenant). L’ordre 2 observé pour la norme L? du tourbillon est une conséquence
classique du lemme d’Aubin-Nitsche dans un domaine € convexe (voir par exemple Ciarlet
[Cia78]). D’autres résultats numériques peuvent étre trouvés dans l'article [DSS03a).
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| @—@ Vorticity slope coeff. = 1.98
" I— Curl of the vorticity, slope = 0.99
9— Velocity slope coeff. = 0.99

| &—A Pressure slope coeff. = 1.64

-1

Relative error in L2—norm
'—\
o

10
Mesh size = 1/sqrt(nelt)

Fi1G. 4.2 — Ordre de convergence sur le test modifié de Bercovier-Engelman - Maillage non
structuré - Cas I',,, = I'y.

Conditions de Dirichlet sur la vitesse

Numériquement, le probleme de non-stabilité de la formulation tourbillon-vitesse-pression va
se traduire par des résultats numériques mauvais dans le cas de conditions limites générales.
Comme les formulations sont équivalentes dans le discret (voir section suivante), les résultats
vont méme étre exactement les mémes que pour la formulation (¢, w), & savoir bons sur des
maillages réguliers mais des valeurs du tourbillon (et ici incidemment de la pression) sur le
bord qui explosent, méme en raffinant le maillage. On regarde le cas test original de Bercovier-
Engelman [BET79] avec des conditions limites homogenes sur la vitesse sur tout le bord du
domaine v = 0 sur I'. Comme I', = Iy = T, on sait qu’il existe une unique solution
(voir la Proposition 4.2.4) mais la stabilité du schéma n’est pas établie dans ce cas (voir
Théoreme 4.2.5). Néanmoins, on peut voir ([Sal99] ou [DSS03a]) qu'’il y a convergence sur les
maillages réguliers (des maillages en croix) et que les résultats sont tres satisfaisants. Méme
le rotationnel du tourbillon, qui n’est pas borné théoriquement, converge avec un ordre égal a
1. La convergence de la pression est méme meilleure qu’attendue, ce qui peut probablement
étre attribué a la super-convergence observée sur les maillages carrés (voir [GR86]).

Sur les maillages non structurés (voir un exemple en figure 2.2), les résultats ne sont pas
satisfaisants pour le tourbillon et la pression : ils explosent tous les deux au bord du domaine
(le maximum est & 27.8 au lieu de 16 ). De plus, lerreur sur la pression est & un niveau
extrémement important : plus de 200% en erreur relative pour la norme L? (voir la Figure
4.5 ). Par exemple, la pression varie entre —7.67 et 6.44 au lieu de —0.25 et 0.25 dans le cas
de Bercovier-Engelman. On observe aussi que ’ordre de convergence est approximativement
en O(/h;) pour le tourbillon et pour la pression et O(h, ) pour la vitesse (Figure 4.5).
Bien que le probleme ne soit pas stable théoriquement, des résultats de convergence sont
obtenus sur des maillages emboités obtenus en divisant chaque triangle en quatre triangles
homothétiques. En effet, on observe alors une convergence d’ordre 1 pour la norme L? de la
pression et du tourbillon. Néanmoins, I’erreur sur le rotationnel du tourbillon n’est pas bornée
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et les extrema des deux champs augmentent avec le nombre de raffinement du maillage (pour
tous ces résultats, voir I'article [DSS03al).

Pour améliorer les résultats numériques, nous avons aussi construit des champs de vitesse
qui permettent de faire v, = rot 6,,0, € W, dans un sens faible (& savoir en moyenne
sur le triangle). Les résultats numériques sont bien meilleurs : I'ordre de convergence sur la
vitesse reste le méme mais celui sur la norme quadratique du tourbillon varie de 0.41 a 1.36
et de 0.40 a 0.65 pour la pression. De facon tres surprenante, le rotationnel du tourbillon, qui
est non borné théoriquement, converge avec une pente proche de 1, voir Figure 4.3. De plus,
les valeurs numériques du tourbillon et de la pression qui explosent au bord redeviennent
raisonnables avec ce schéma stabilisé : la valeur maximum du tourbillon est de 15.97, et la

pression varie de —0.18 a 0.19. L’erreur sur la pression sur le maillage le plus fin est proche
de 10%.

Bercovier—-Engelman (1) test case

-2

10

@—@ Vorticity - slope coefficient = 1.36 =g -
10_3 Il—l Curl of vorticity — slope coefficient = 0.99
©—& Velocity - slope coefficient = 0.98

A—A Pressure - slope coefficient = 0.65

Relative error in L2—norm

10

10 10
Mesh size = 1/sqgrt(nelt)

FiG. 4.3 — Ordre de convergence avec stabilisation numérique - Test de Bercovier-Engelman.

Théoriquement pourtant, la convergence n’est pas améliorée (voir larticle [SS07b] pour
la description et les résultats de cette méthode, essentiellement numérique).

4.3 Equivalence avec la formulation (¢, w)

L’équivalence entre la formulation (1, w) et (w, u, p) ne nous est pas apparue tout de suite.
En effet, chronologiquement, nous avons commencé pendant mon stage de DEA par discrétiser
la formulation (w,u,p) par la méthode d’éléments finis, exposée dans la section précédente,
utilisant les espaces naturels de discrétisation de H'({2) = W pour le tourbillon (polynémes
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-0.23 0.2 -7.67

Fi1G. 4.4 — Isovaleurs de pression - Test de Bercovier-Engelman sur un maillage non structuré
- Extrema attendus : -0.25 & 0.25 sur le bord (gauche) - Extrema calculés : -7.6 &4 6.4 ! (droite)

PY) et de H(div;Q)) = X pour la vitesse (éléments de Raviart-Thomas de plus bas degré
[RT77]). Comme nous venons de le voir, les résultats numériques trés bons sur les maillages
structurés, se sont avérés mauvais sur des maillages non structurés. Tout I'objectif de la these
était alors de comprendre ce comportement et si possible de rectifier les résultats. C’est alors
que nous avons démontré que sous certaines hypotheses sur les conditions limites, le probleme
en (w,u,p) est bien posé et stable mais que dans le cas de conditions limites générales le
probléeme peut avoir une unique solution mais ne sera pas stable, exactement comme ['est le
probléme en formulation (¢, w). Done, nous avons cherché un lien entre les deux formulations
et avons méme montré qu’elles étaient équivalentes (formellement et en discret dans ma these
et complétement rigoureusement dans l'article [DSS03b]). Ensuite, nous avons cherché (et
trouvé) un moyen d’améliorer les résultats sur la formulation (¢, w) plus facile a appréhender,
c’est I'objet du troisieme chapitre de ce manuscrit qui reprend les résultats publiés dans les
articles [DSS02] et [ASS04]. Enfin, nous avons appliqué cette méthode dont on a démontré
Pefficacité pour le (1), w) a la formulation (w,u, p) : les résultats théoriques sont exposés dans
l'article [DSS03b] et la méthode numérique en 2D associée I'est dans I'article [SS07a].

e Dans toute cette section, on suppose que €2 est simplement connexe et que la vitesse u
est cherchée identiquement nulle sur tout le bord I' (la formulation (¢, w) ne permettant que
cette condition limite). Avec les notations introduites dans (4.7-4.10), cette condition limite
correspond dans la formulation (w,u,p) a :

I‘m:F gOEO )
r, =T 50 =0

Le champ de vitesse inconnu u appartient alors a l'espace X = Hy(div;2) introduit

6.4
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| |l— Curl of the vorticity
10 F|— Velocity slope = 0.99
|| A— Pressure slope = 0.40

Relative error in L2—norm
|_\
o
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2

10
Mesh size = 1/sgrt(nelt)

Fi1G. 4.5 — Ordre de convergence - Maillages non structurés - Test de Bercovier-Engelman.

dans la relation (4.11) et satisfait aussi la condition d’incompressibilité (4.4). Alors, § étant
simplement connexe, il existe une fonction courant i qui appartient a ’espace H&(Q) telle
que u est le rotationnel de 1 (voir par exemple Girault et Raviart [GR86]) :

u=rot 1 . (4.25)

Alors, les équations (4.2) et (4.3) s’écrivent :

w4+ Ay = 0 dans Q (4.26)
—Aw = rotf dans Q . (4.27)
Avec la représentation (4.25), les conditions limites pour la fonction courant sont :
0
P = 0 et 8_176 =0 sur' . (4.28)

Ces équations sont bien les équations du probleme de Stokes en fonction courant-tourbillon
dont on a discuté dans les premiers chapitres de ce manuscrit. On vient de montrer formelle-
ment que les problemes de Stokes en (w,u,p) et en (¢, w) sont équivalents. La démonstration
rigoureuse est faite dans [DSS03b].

e Observons aussi que dans les deux schémas discrets, le tourbillon est une fonction poly-
nomiale de degré un, continue par morceaux et que la vitesse est constante par triangle. En
effet, dans la formulation tourbillon-vitesse-pression, la vitesse est un vecteur a divergence
exactement nulle de ’élément de Raviart-Thomas donc est constante par triangle. Et dans la
formulation fonction courant-tourbillon, la fonction courant étant polynomiale par morceaux
de degré 1, son rotationnel est aussi constant par triangle. Sur la Figure 4.6, on remarque
que les deux codes donnent, sur le méme maillage, le méme résultat a la précision machine
pres. On retrouve aussi bien str, le méme ordre de convergence sur la norme quadratique
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du tourbillon et de la vitesse, soit O(y/h,) pour le tourbillon (voir la Figure 4.5), comme
attendue dans un domaine convexe par [GR86] et [Sch78], qui est le cas considéré ici. De plus,
la norme quadratique du rotationnel du tourbillon a un comportement divergent. Seule la
vitesse est correcte et converge en norme quadratique en (’)(th_E), € > 0 dans les deux cas.

I T I

oo Computed vorticity (omega—-u—p
[4- - ElComputed vorticity (psi—-omega) i
Exact interpolated solution i

20.0 - It

10.0

0.0

20.0 40.0 60.0

Vertices on the boundary

F1a. 4.6 — Valeurs du tourbillon sur le bord - Test de Bercovier-Engelman sur un maillage
non structuré.
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@ —@ Vorticity (stream function-vorticity’
€&—@ Velocity (stream function-vorticity)
| +—F ] Vorticity (w-u—p)
- (5>—€) Velocity (w-u-p)

-1 -2

Relative error in L2—norm
H
o

Mesh size = 1/sqrt(nelt)

FiGc. 4.7 — Comparaison entre les ordres de convergence - Maillages non structurés - Test de
Bercovier et Engelman.

4.4 Existence et unicité d’une solution au probleme continu
en (w,u,p)

On s’intéresse ici au caractere bien posé du probleme de Stokes en (w,u,p) continu i.e. a
Pexistence, I'unicité et la stabilité (au sens continuité des solutions par rapport aux données)
d’une solution. Plus précisément, on démontre dans [DSS03b]| le probléme abstrait suivant :

Théoreme 4.4.1 Formulation variationnelle mizte triple.

Préliminaires

Soient W, X and Y trois espaces de Hilbert de produits scalaires respectifs (e,e),, . (o)
et (e,0),, et de normes respectives || o ||, || o |5 €t || o |l,. On suppose qu’il existe deux
applications continues R: W — X' et D : X — Y'. On définit l’espace polaire de KerD :

(KerD)? = {g €X', (E0)y =0,V ve KerD} , (4.29)
et le sous-espace V de W :
vV o= {cpEW, (ch,v)XuX:O,VUEKerD} :
= {peW, Rpe (KeD)’} . (4.30)

On introduit 'injection canonique i : KerD — X, un opérateur continu J : W — W' et r
l’isomorphisme de Riesz de Y' dans Y. De plus on introduit D' : Y — X' et R’ : X — W'
opérateurs duauxr de D et R respectivement :

(D'¢,2)y, o = ((,Da),,, , VY VoeX |

(R',0) sy = (0 RO) (s YnEX , Ve W.
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Hypotheses
Supposons que :
q,Dv),. .,
oﬂa>0,infsupm2a ; (4.31)
ey v
440 0 xl il
v, R '
o 3b > 0, inf sup%Zb ; (4.32)
o oy 1Y I e
o J est elliptique sur V'
Je >0, (Jo, )y = € ||g0||3v forall peV . (4.33)

Conclusion
Alors, pour tout o = (A, u,v) dans W' x X' x Y’ le probléme : trouver £ = (w,u,p) dans
W x X XY tels que pour tout n = (¢,v,q) in W x X XY :

<Jw7 90>W/,W - <R,’LL, SO>W’,W = <)\7 SD>W/,W VQD ew
(Rw,v) ) = (D'D,v) s (,v) 0 YveEX
(Du,q),, = (q),,, Y9eY,

a une unique solution (w(o),u(o),p(o)) € W x X XY qui dépend continuement des données
o=\ p,v) ie. il existe C > 0 telle que, pour tout c € W' x X' x Y’ :

[w(@) llw + [l u(@) lx + o) |, < C [ (4.34)

W/ x X'xy’

Le probleme de Stokes en (w, u, p) s’écrit alors comme ce probléme abstrait en prenant pour
W lespace H}(Q;Ty) = {gp € HY(Q); v =0 sur Fg}, pour X lespace Hy(div, ;) =
{ve H(div,Q); v-n=0sur I',,,}, pour Y Pespace L%O)(Q) et pour opérateurs le rotationnel

pour R, la divergence pour D et le produit scalaire L? pour J.

Dans ma these, on obtenait que le probleme de Stokes est bien posé (donc qu'’il existe une
et une seule solution qui dépend continiiment des données) sous les hypotheses (H1) et (H2)
suivantes :

1. (H1) la partition du bord est unique I';, = I'y donc I'), =T,

2. (H2) il n’y a pas de singularité i.e. il n’existe pas de vecteurs de (L?(£2))? qui soient &
la fois a divergence et rotationnels nuls sur ) et dont la trace normale est nulle sur I,
et la trace tangentielle nulle sur I',,.

Ces conditions apparaissent dans la démonstration de I'hypothese (4.33) et dans la condi-
tion inf-sup en tourbillon vitesse (4.32) car elles permettent d’assurer que toute fonction a
divergence nulle de I'espace des vitesses s’écrit comme le rotationnel d’un champ de ’espace
des tourbillons. Autrement dit que le noyau de la divergence dans l'espace X des vitesses est
I'image par le rotationnel de W ; c’est d’ailleurs sous cette forme qu’était écrit le probleme
abstrait dans ma thése et non pas sous celle présentée ici qui provient de larticle [DSS03b]
et qui va permettre d’étendre le cadre bien posé dans le chapitre suivant.

Plus précisément encore, la démonstration de la condition inf-sup en tourbillon-vitesse
fait appel & la décomposition de Helmholtz d’un champ de vecteurs de (L?(2))" en sa par-
tie a divergence nulle (sous la forme d’un rotationnel), sa partie & rotationnel nul (sous la
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forme d’un gradient) et des singularités qui sont a la fois & divergence et a rotationnel nuls.
L’espace ou vivent les singularités est bien connu lorsque I'un des potentiels est cherché a
trace nulle sur toute la frontiere. Gérer les conditions limites mélées et donc connaitre cet
espace de singularités dans ce cas est plus difficile. Il faut donc souvent se ramener, soit
aux conditions imposées sur toute la frontiere, soit supposer que le domaine est suffisamment
régulier pour que cet espace soit, soit réduit a zéro, soit de dimension finie et donc maitrisable.

Dans le cadre de la these et donc de l'article [DSS03a], supposer (H1) et (H2) permet
d’avoir que tout champ de vecteurs a divergence nulle de X = Hy(div, ;') (donc a trace
normale nulle sur T',;,) s’écrit comme le rotationnel d’un champ de W = H}(Q; Ty = T',;,) soit

VveX, v=roty, ¢eW.

En effet, le gradient disparait a cause de la divergence nulle et on a supposé qu’il n’existait
pas de singularités. L’hypothese I'), = 'y permet d’affirmer que le potentiel scalaire ¢ est
bien dans I'espace W car sa trace est bien nulle sur I'y =T',,.

On va pouvoir étendre le cadre bien posé sous d’autres hypotheses en changeant ’espace
W des tourbillons, voir pour cela le chapitre suivant. Mais 'on peut déja voir que 'on a
étendu avec la formulation (w,u,p) le cadre de la formulation (¢, w) puisque celle-ci n’est
valable que dans le cas I';;, = I'; = I'. On permet donc ici de n’imposer que la vitesse normale
et ce, que sur un bout de la frontiere.

Remarque 4.4.2 — Nous avons retrouvé dans le discret la condition sur la partition de
la frontiére car elle est nécessaire dans un sens (I'g C I'y,) pour démontrer la condition
inf-sup discrete tourbillon-vitesse et dans 'autre pour la stabilité du probleme.

— Notez bien que la condition inf-sup continue en pression-viltesse se démontre sans hy-
potheses particuliéres (comme la discréte d’ailleurs) et ce pour des conditions limites
tres générales. Comme elle n’était utilisée que dans le cas de conditions de nullité de la
vitesse normale sur tout le bord du domaine, on a refait la démonstration pour prendre
en compte des conditions limites sur la vitesse mormale que sur un bout du bord du
domaine 'y, C T' (la démonstration est faite dans [Sal99] en 2D, mais la dimension
n’intervient pas dans la démonstration).
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Chapitre 5

Formulation bien posée en (w, u,p)

5.1 Le nouvel espace des tourbillons

On vient de voir, que tel qu’elle a été introduite plus haut, avec le tourbillon cherché dans
un sous-espace de H(rot) (= H'(Q) en 2d), la formulation (w,u,p) présente exactement le
méme défaut que la formulation (¢, w) (voir Chapitre 1). Donc, il va falloir s’inspirer de ce qui a
été fait dans le chapitre 3 pour obtenir une formulation bien posée en (w,u,p) : en particulier
trouver le bon espace dans lequel chercher le tourbillon. On rappelle que le tourbillon est
cherché plus régulier qu’il n’est, il faut donc affaiblir la régularité. Si 'on regarde la deuxieme
équation du probleme de Stokes et en particulier le terme (rot w,v), il suffit qu’en fait le
rotationnel du tourbillon soit dans le dual de 'espace des vitesses (suggestion de M. Amara
[Ama97]). La principale difficulté que nous avons rencontrée en introduisant un tel espace est
d’en vérifier les propriétés. Or nous n’avons pas pu démontrer facilement que cet espace est
un espace de Hilbert lorsque l'espace des vitesses est différent de Hy(div, ) (en fait on utilise
explicitement la densité de (D(Q))Y, N = 2,3 dans Hy(div, Q).

On se restreint donc aux conditions limites suivantes pour la formulation (w,u,p) :

I =TyUT; avec TyNIy =0

yw = 0 sur I'yp en 2d,

wxmn=0sur I'y en 3d.

u-t=ogsur I'y en 2d,

nxXuxXn=oysur I'; en 3d.
Fp =T e T'y =0 . (5.1)
Ainsi 'espace des vitesses devient
X ={veH(div,Q) , v-n,. =0} = Hy(div,Q) , (5.2)

et celui des pressions :
Y = L3(Q) . (5.3)

L’espace W des tourbillons au lieu d’étre un sous-espace de H(rot) (= H'(€2) en 2d) devient
un nouvel espace fonctionnel H(rot, divx, ).

49
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e Nous avons déja introduit l'espace Hy(div, 2) des vitesses. Commengons par rappeler com-
ment gérer 'espace dual (Hp(div,2))’. Comme (Hg(div,))" est un sous-espace de (D'(Q2))",
si I'on consideére une forme linéaire 7' de (D'(Q2))", T appartient & 'espace (Ho(div,)) si et
seulement si 7' est continue pour la topologie H(div), i.e. s’il existe une constante C' > 0
telle que :

' 1/2
vo e (D), [(T,0) | SC (10 1B, + 1 div|2,) .

(D" (@) N ,(D(
e Pour ¢ € (L?(Q2))*N=3, 1a distribution rot ¢ est bien définie pour (D’(Q2))V et est donnée

par :
N

(1O £,0) 10 0 oy = (£rT0E )y, V0 € (D()
On se restreint alors aux champs ¢ € (L2(2))2V =3 tels que la distribution rot ¢ est continue
pour la norme H(div). Ce qui donne un sens mathématique au produit de dualité (rot w,v)
quand v est un vecteur de l'espace Hy(div,2).

Définition 5.1.1 Espace fonctionnel pour le tourbillon.
On appelle H(rot,divx,) [espace :

(5.4)

{ e (L2Q)N,3C > 0, Ywe (DOQ)V, }
H(rot,divk, Q) =

) 1/2
(g 1ot v),| < C (v |2, + [l div v |2,,)

e On note (e, o) le produit de dualité entre Hy(div, ) et son dual. Alors, la norme d’un

divs,div

élément de (Ho(div,Q))" est définie comme suit :

. <<7U> ivs,div
(Ho(div, )3 ¢l Cllayeo=  sup S mpes (5.5)
v € Ho(div, Q) IV laive
Proposition et définition 5.1.2 Opérateur rotationnel faible.
e Pour toute fonction ¢ dans H(rot,divx,Q), Uapplication R.p définie par :
(D(Q))N SV <R*907v>div*,div = (QO,I‘Ot 2))0, (56)

est continue de l'espace (D(Q))N dans R pour la topologie H(div,).
e Alors, pour ¢ € H(rot,divx, ), lapplication R.p peut étre uniquement étendue par conti-
nuité a l’espace Hy(div,Q) et Uapplication :

R, : H(rot,div¥, Q) > ¢ — R.p € (Ho(div,Q))

est bien définie.
e L’application :

. 9 9 1/2
H{(rot, div+, ) 3 ¢ | @ o= (10 124 + | R 12, ) (5.7)

0,2 divs,Q

est une norme sur l’espace H(rot,divx, ). De plus, pour cette norme et pour le produit
scalaire associé, H (rot,divk, Q) est un espace de Hilbert.
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Remarque 5.1.3 Notez bien que c’est ce point qui nous oblige a restreindre les possibilités de
conditions limites en vitesse normale a toute la frontiere. En particulier, notez que [’on peut
définir (Rup,v) 41, a1 POUT une fonction v dans Ho(div,$2), mais que l'on ne sait pas définir
(Ra0,0) g1y aiy POUT une fonction v quelconque dans H(div,2). Nous n’avons pas encore eu le
temps de nous pencher sur les conséquences de l’hypothese Ty, £ T.

e On trouvera les démonstrations des propriétés suivantes de l’espace H (rot,divk, ) dans
[DSS03b]. On commence par montrer que cet espace H (rot,divx, ) n’est pas vide car il
contient H (rot,(2) et que R, est 'extension naturelle de 'opérateur bien connu de rotation-
nel puisqu’ils coincident sur les fonctions régulieres. Donc, dans toute la suite on utilisera la
notation rot ¢, ¢ € H(rot,divk, Q) plutot que Ry¢.

L’espace H (rot,(2) est dense dans H (rot, divx,(2) pour la norme | e[|, .. . et on peut
définir une extension de la trace tangentielle, elle-méme naturellement définie dans H (rot, ),
pour les fonctions de H (rot, divx, Q). Soit I'y une partie arbitraire du bord I', et n la normale
extérieure a I', on définit ’espace des fonctions vectorielles tangentielles au bord qui sont non
nulles sur I'y par :

THY? () = {7, €€ (H'(Q)Y , 4&-n = Oon T, 7€ x n =0 on I}

Remarquons qu'un élément ¢ de (H'(Q))V tel que : £€-n = 0 sur I, appartient aussi & I’espace
Hy(div, Q). Comme les traces coincident sur les fonctions régulieres, dans toute la suite, on

—

notera ., X par ¢ X nj. , pour tout ¢ dans H (rot, div, £2).

e On peut maintenant définir ’espace ot 'on cherche le tourbillon : ce sont les fonctions de
H (rot,div+, Q) dont la trace tangentielle est nulle sur la partie I'y de I". On pose :

/
W = {90 € H(rot,div+, Q) , ¢ x ny,, =0 dans (TH%%D;)) } . (5.8)

Cette définition permet d’introduire I'opérateur rotationnel suivant R : W — X’ pour les
fonctions de W. Ainsi, I'expression (Ryp,v) ,  est bien définie pour tout ¢ € W, v € X.
La norme dans W est naturellement définie comme suit :

|| SO ||?ot,div*,ﬂ = || SD ||§,Q + || RSD ||c21iv*,ﬂ

2
<RSO,'U> ivs,div
= lleli, + sup R

v E Ho(div, Q) H v ||div,Q

5.2 Forme abstraite du probleme de Stokes

Le but de cette section est d’appliquer le théoréme abstrait (Théoreme 4.4.1) au probleme
de Stokes. Comme la vitesse est donnée dans l'espace X = Hy(div,(2), son rotationnel ne
peut étre défini qu’au sens des distributions. Donc 'équation w = rot u doit étre vérifiée en
un sens faible.

D’abord, donnons un sens a rot u pour u dans Hy(div, Q) par dualité. Pour cela, définissons R :
W C H(rot,divk, Q) — X’ & l'aide de l'opérateur de rotationnel, introduit précédemment,
de H(rot,divx, Q) dans (Hp(div,Q)) = X'. Alors Popérateur dual R : X — W' donne
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un sens a rot v dans W’ pour v € X. Ensuite introduisons un opérateur de masse abstrait
J: W — W’ et Iéquation w = rot u devient, dans une version générale faible, dans W' :

Jw=Ru dans W', ue X, weW.

e On introduit maintenant 'opérateur de divergence D de sorte que <Dv,q>y, , soit bien
défini pour tout v e X et g €Y.

e Avec les notations introduites précédemment, le probleme de Stokes (4.2-4.10) s’écrit :

trouverw e W, ue X, peY telsque:
Jw=Ru dans W'

Rw—D'p=f dans X' ,

Du=0 dansY’.

(5.9)

La formulation variationnelle du probléme est obtenue en faisant agir la premiere équation
de (5.9) sur une fonction ¢ € W, la seconde sur v € X et la derniére sur ¢ € Y. Ce qui donne :

trouver (w,u,p) € W x X x Y tels que , pour tout (\, p,v) € W x X' xY":

<']w7 g0>W’,W - (R/'LL, SO>W/,W = <)‘7 SO>W/,W ’ v wE w
<RW7U>X/TX - <D,p7U>X/’X = <M>U>X/7X ) VveX
<Du7 q>Y’,Y = <U7 q>y/7y ) v q 6 Y

Le probleme (5.9) découle du précédent en prenant :

AN=0, p=f, v=0

5.3 Caractere bien posé du probleme continu en 2D

Commencons par comparer les espaces de tourbillon pour la formulation tourbillon-vitesse-
pression et la formulation fonction courant-tourbillon dans des domaines bi-dimensionnels i.e.

les espaces W = {go € H(rot,divx, Q) , VP, = 0}, H(rot,divk, Q) et
M(Q) ={p e L*Q), Apc H D)}

Lemme 5.3.1 L’espace H(rot,divx,2) (et donc W) est inclus dans M () et, pour tout ¢
dans H(rot,divx,Q), on a :

Vx € Hy(Q) , (=Ap,x)_,, = (rot p,rot x), . - (5.10)
De plus, l'inclusion est continue :
Vo € H(rot, dive, Q) , o [l < 1€ hotaiven - (5.11)

Proposition 5.3.2 Comparaison des espaces de tourbillon.
Soit Q un ouvert borné connexe et simplement connexe de R? dont le bord T' est supposé de
classe C1. Alors, lespace H (rot,divx, Q), défini en (5.4), est égal a lespace M () défini en
(8.1) et les normes dans ces deux espaces sont équivalentes.
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Remarque 5.3.3 e L’intérét d’avoir écrit que les espaces sont égaur en deux proposi-
tions et mon pas en une seule, est que l’on peut voir que l'inclusion dans un sens est
toujours vérifiée et que l'autre sens demande une régularité sur le domaine.

e FEncore une fois, ce qui est caché derriere cette hypothése de régularité sur le domaine
est le fait de pouvoir utiliser la décomposition de Helmholtz en faisant disparaitre toutes
les singularités (voir pour cela le chapitre suivant).

e On a déja introduit 1'espace H(f2) des fonctions harmoniques de L?(€2). Alors I'espace qui
apparait dans le théoreme abstrait est caractérisé par :

Lemme 5.3.4 Soit Q un ouvert borné conneze et simplement connexe de R? dont le bord T
est supposé de classe CbY. Alors, l’espace V est inclus dans H(SY). De plus, si Ty = T' (ie
Ty =10), les espaces V' et H(Q) sont égauz.

e Une conséquence importante de ce résultat est d’obtenir un autre cas que celui déja présenté
dans ma these ou le probleme de Stokes en tourbillon-vitesse-pression est bien posé (attention
néanmoins, il faut changer I'espace des tourbillons).

Théoreme 5.3.5 Caractére bien posé du probleme de Stokes en 2D.
e Soit Q un ouvert borné connexe et simplement connexe de R? dont le bord T' est supposé de
classe C11. Soit (T'y,Ty) une partition de T'. On considére les espaces fonctionnels suivants :

W= {go € H(rot, div+, Q) , 7o), = o}, X = Ho(div,Q), Y = L3(Q),
et les opérateurs agissant sur ces espaces :

R:W —X:D:X—Y ;J.W-—W,

ot la fonctionnelle J est le produit scalaire L*() :

(Jw, @)y = (Wi 0)y Vo EW.

On note r 1isomorphisme de Riesz de Y’ dans Y .
e Alors, pour tout £ dans (L*(Q2))?, le probleme :

trouver (w,u,p) € W x X XY tels que :

(JW, SO>W/’W - <R,'U,, Q0>W’,W =0 5 v (NS w
(Rw,v>X,’X - <D/p’v>X’,X = (f,'U)O , YVove X
(Du.q),, = 0, Vgey

est bien posé et est exactement le probléme de Stokes :

w—rotu = 0 dans €,
rot w+Vp = f dans (Q,
divu = 0 dans €,

u-n = 0 surl,

u-t = 0 sur Iy,

w = 0 surly.
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5.4 Convergence du probleme discret 2D

Le dernier théoreme permet de voir que théoriquement en prenant pour espace des tour-
billons, ’espace que 1’on a appelé H (rot, divx, §2), le probléme en (w, u, p) est bien posé. Toute
la difficulté numériquement est donc de discrétiser ce nouvel espace. Or, on vient aussi de voir
(Proposition 5.3.2) que cet espace un peu exotique n’est autre (dans le cas de domaine régulier)
que Pespace M (€2) que nous savons discrétiser (voir pour cela le Chapitre 2). Vérifions donc
numériquement que dans ce cadre, les résultats numériques sont bien ceux attendus.

On se place donc dans le cas du théoreme précédent :

'y = 0donc Iy, = T.

u-n=0 sur I' . (5.12)
Par souci de clarté de I’exposé, on va de plus supposer que I'y = 0 et donc queI'; = T°
u-t=0 sur I' . (5.13)

Cette derniere hypothese n’est absolument pas nécessaire, les preuves qui suivent sont vraies
avec une condition de Dirichlet sur un morceau I'y # ) de " pour le tourbillon.

e Supposons que I'on cherche le tourbillon dans 'espace M(Q) = {¢ € L*(Q?) / Ap € H1(Q)},
la vitesse dans l'espace X = Hp(div,(2) et la pression dans Y = L3(Q). La formulation varia-
tionnelle du probleme de Stokes en (w, u, p) est la suivante

Trouver (w,u, p) in M x X xY tels que

(w7¢)_<r0t 907U>X’,X = 0 YoeM (5 14)
(rot w,v )x/ x — (p,div v) = (f,v) VveX '
(div u, q) = 0 VgeY.

A partir de maintenant et dans toute la suite, on notera encore (rot ¢, v) pour le produit
de dualité entre X’ et X.
Comme dans le chapitre précédent, les vitesses sont approchées a l'aide de I’élément de
Raviart-Thomas

XT:{UERTTO/U.n = Osw '} |

et la pression a ’aide de fonctions constantes par morceaux :

Y, = {qEPﬁ//ﬁquzO}

Et comme dans le chapitre 3, 'espace des tourbillons M (2) est approché par :
1
M, = HO,T S Hy o

avec H,  l'espace discret engendré par les fonctions ¢; = Sg;, pour tout ¢; € C, ou on
rappelle que C, est I'espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des arétes
(voir Définition 3.11) et S le potentiel de simple couche (voir 3.12). Alors, le probleme discret
consiste a trouver (w, , u, , p,) dans M, x X xY_ tel que

(Wrspr) — (rot o, u,) =0 Vo, €M,
(rot w,,v,)— (p,,dive,) = (f,v,) Vv, eX, (5.15)
(div u,,q,) =0 Vg, €Y,
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5.4.1 Conditions inf-sup discretes

e On rappelle que la condition inf-sup en vitesse-pression est toujours vérifiée pour les espaces
de discrétisation choisis et pour € polygonal (voir Proposition 4.23) :

d@i
inf  sup (g7 , div v) >a

€Y7 v, ex, | Vr ”div,sz” dr ”o,sz B

e Pour la condition inf-sup en tourbillon-vitesse, '’espace des tourbillons étant changé, nous
devons la re-démontrer.

Proposition 5.4.1 Condition inf-sup tourbillon-vitesse discrete.
On suppose que €2 est un domaine polygonal convexe. Alors, il existe une constante b stricte-
ment positive, indépendante de h, telle que

t
inf  sup (v, rot o) >b . (5.16)
Vr€Vr o €M, | Vr Hdiv,QH Pr HM

Remarque 5.4.2 Notez bien que si l'on avait suposé que 'y était non wvide, la condition
inf-sup serait encore valide : en effet, elle demande a ce que I'y soit inclus dans 'y, or ici
r,=rI.

Pour existence et 'unicité d’une solution & la formulation variationnelle discrete (5.15), la
démonstration est exactement la méme que celle de la Proposition 4.2.4. Seule la démonstration
de la stabilité du probleme auxiliaire, qui est le point clé qui ne passe que sous certaines condi-
tions trés restrictives lorsque 1’on cherche le tourbillon dans un sous-espace de H'(£2), est un
peu différente. En effet, on a changé ’espace des tourbillons pour que justement cette fois, il
y ait stabilité.

5.4.2 Convergence en 2D

Il ne reste donc plus qu’a démontrer la convergence en utilisant les erreurs d’interpolation
déja étudiées dans le chapitre 3.

Théoreme 5.4.3 Convergence de la formulation variationnelle discréte 2D.

On suppose que ) est un domaine polygonal convexe, que le maillage T appartient a une
famille réguliére de triangulations et que h., est suffisamment petit. Supposons aussi que la
partie du bord ou on impose la vitesse normale est égale a tout I.

Soit (w,u,p) la solution dans M x X xY du probléme continu (5.14) et (w,,u,,p,) dans
M, x X, xY,, la solution du probléme discret (5.15). On suppose que la solution est telle
queu € (HYN))?, avec divu € HYQ),p € HYQ) et w € H?(Q). Alors, il existe une
constante C' strictement positive, indépendante du maillage telle que

Hw - Wy ”M + H u — u; Hdiv,ﬂ + Hp - Pr ”o,sz

< Chy (lwle + llullg + Idivulg + [Ipl..)
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¢ Donnons un commentaire sur ce résultat. Si le tourbillon w appartient & H°/2(€2), on a alolrs
que

A A 2
||w _wTHO,Q S ChT ||w||5/2752

Donc, comme €2 est supposé convexe et toujours sous les hypotheéses du théoréeme précédent,
par 'argument classique d’ Aubin-Nitsche ([Aub67], [Nit68]), on obtient la régularité sur le
probleme adjoint et on peut attendre mieux & savoir

2
[w = wrlloe < Chy [

(5.17)

5/2,Q

5.4.3 Résultats numériques

Sur le méme cas test que celui précédemment introduit ([BE79]), on vérifie que les résultats
sont ceux attendus. On rappelle que la premiere méthode utilisait des fonctions linéaires par
morceaux dans tout le domaine pour approcher le tourbillon. Le nouveau schéma remplace
les fonctions linéaires par morceaux sur le bord par des fonctions harmoniques calculées par
méthode intégrale. Le nombre de fonctions harmoniques est égal au nombre de sommets du
maillage sur le bord du domaine. La figure 5.1 donne les valeurs du tourbillon sur le bord
du domaine obtenues par ’ancien schéma et par le nouveau sur le méme maillage. Comme
pour le cas test considéré ici, le domaine est convexe et la solution tres réguliere, il n’est pas
étonnant d’obtenir une convergence d’ordre 2 pour la norme L? du tourbillon comme annoncé
dans les théoremes 5.4.3 et (5.17), voir Figure 5.3. On observe aussi un ordre de convergence
pour la pression en O(h..) avec le nouveau schéma (voir encore la Figure 5.3) comme attendu
par le théoreme 5.4.3.

Remarque 5.4.4 Les intégrales pour assembler la matrice de masse dans la premicre équation
de (5.15) sont calculées a l'aide d’une formule de quadrature de Gauss a 13 points . La encore,
nous n’avons pas €tudié 'erreur due a lintégration numérique, mais elle est doit encore étre
au moins du méme ordre que l'erreur d’interpolation et ne dégrade donc pas les résultats.
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28 :

® With harmonic functions
= - - & Classical method
| | i Analytical solution

[
[oe] »
T T T T T 1T T T T T T T T T T T T T 17T T T 17T

ORrNWhUION

FiG. 5.1 — Comparaison : tourbillon le long du bord - Test de Bercovier-Engelman.

-| @@ Vorticity slope coefficient = 0.4
-2 [ |m=— Curl of the vorticity

10 il Velocity slope coefficient = 0.99
-| A=—a Pressure slope coefficient = 0.38

Relative error in L2—norm
=Y
o

10 10

Mesh size = 1/sqrt(nelt)

Fic. 5.2 — Courbes de convergence sans les fonctions harmoniques - Test de Bercovier-
Engelman.
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- orticity slope coefficient = 1.
-3 ||l Curl of the vorticity slope = 0.9

10 £ Velocity slope coefficient = 0.99

-| A= Pressure slope coefficient = 1.3

4 e

Relative error in L2—norm
=Y
o

Mesh size = 1/sqrt(nelt)

Fic. 5.3 — Courbes de convergence avec les fonctions harmoniques - Test de Bercovier-
Engelman.



Chapitre 6

Extension au 3D et conclusion

On rappelle que 'on a introduit la formulation tourbillon-vitesse-pression pour étendre
aux maillages non structurés la méthode MAC, méthode éprouvée depuis des années pour la
simulation en mécanique des fluides. Notons aussi que la méthode MAC est une méthode aussi
bien valide en 2D qu’en 3D. La question naturelle est donc : qu’en est-il de notre formulation
tourbillon-vitesse-pression 7

La réponse est mitigée. La formulation est bel et bien valide en 3D mais les problemes
numériques rencontrés en 2D nous ont permis de voir qu’il fallait pour que la formulation soit
un probléme bien posé mathématiquement (et donc donne de bons résultats numériques) cher-
cher le tourbillon dans un espace de fonctions peu régulieres que nous avons noté H (rot, divs, £2).
Ce qui nous sauve en 2D est que cet espace s’apparente & l'espace M () des fonctions de
carré intégrable & laplacien dans H () et donc possede une structure “simple” (au sens :
qui s’approche facilement numériquement) puisqu’il se décompose en H{(€2) plus des fonc-
tions harmoniques. Peut-on en dire autant de l'espace H (rot,divk, Q) en 3D ? Existe-t-il de
la méme facon une décomposition ”simple” de cet espace en fonctions que I'on saurait appro-
cher numériquement ? A I’heure actuelle, nous ne savons pas répondre a cette question et ne
pouvons donc pas envisager du numérique sur cette formulation en 3D.

Dans la suite de ce chapitre, on résume les points clés qui permettent de montrer que le
probléme en 3D est mathématiquement bien posé dans l'espace H (rot,divs, Q). On rappelle
que l'on a réécrit la formulation variationnelle en tourbillon-vitesse-pression du probleme de
Stokes sous la forme d’un théoréme abstrait (Théoreme 4.4.1). Les trois hypotheéses pour que
ce probleme soit bien posé sont : une hypothese d’ellipticité et deux conditions inf-sup. La
condition inf-sup en pression-vitesse ne pose pas de probleme. Par contre la condition inf-sup
en tourbillon-vitesse est difficile car elle utilise la décomposition des champs de vecteurs de
(L2(Q))N,N = 2 ou 3 avec des conditions limites mélées, on évoque les problemes que cela
pose dans la section suivante.

L’autre difficulté réside dans Dellipticité et est étudiée dans la section encore suivante. Le
produit scalaire L? qui correspond au probleme de Stokes avec pour condition limite une
condition sur la trace tangentielle du tourbillon et la composante tangentielle de la vitesse n’est
hélas pas elliptique comme demandé en général. Pour avoir cette ellipticité, il est nécessaire
d’utiliser pour écrire la premiere équation du probleme de Stokes, a savoir que le tourbillon est
le rotationnel de la vitesse, une forme linéaire qui donne une condition limite sur le tourbillon

99
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dont la signification physique n’est pas comprise a ce jour.

6.1 Représentation de champs de vecteurs

Tout ce paragraphe rappelle des théoremes sur la représentation de champs de vecteurs
dont on a besoin pour démontrer la deuxieme condition inf-sup qui lie tourbillon et vitesse.
On trouvera les démonstrations de ces théoremes dans différentes références, les premiers sont
donnés pour des conditions homogenes sur tout le bord, on suppose alors une régularité Lip-
schitz ou C1! (voir [ABDGYS8] et [BDGS85]). La seconde référence [Dub02], qui est celle dont
on a besoin ici, est la représentation de champs de vecteurs avec conditions limites mélées et
ce théoreme demande une hypothese forte : la frontiere I' de Q est de classe C2. Pour avoir
un intérét pratique plus intéressant, cette hypothese demanderait a étre affaiblie dans le futur.

Donc, supposons que le bord I' de € est de classe C? (quand cette hypothese forte pourra
étre affaiblie, ce sera précisé dans le texte). On suppose que I' est décomposée en deux parties
I'y et I's qui forment une partition :

I'=T,Uly avec 1Ny =10
On introduit les espaces fonctionnels :

Hy(T1,T9) = {p € (HY Q)N 73 | ypen =0sur I'y , v x n =0 sur I

1/2

e (L2, dive=0, rot =0
MO(Q;T,Ty) = # € (L) Vl% Ny ? /
pony. = 0 dans (Hy)"(I'1)™)", ¢ x nyp, = 0 dans (T'Hy, (I'2))

1 N o B
Ml(Q;I‘l,F2):{ pe(H ()Y, dive=0, rot ¢ =0 } 7

ypen =0 sur I'y , vo xn=0sur I'y

On note HILLF2 le projecteur orthogonal de (L2(€2))™ sur M1(Q;T,T5) et H(l)“l,rg le projecteur
de (L2(Q)N sur MO(Q;T(,Ty).

Lemme 6.1.1 On suppose que I' est de classe C2. Alors, pour tout p € H&(Q;Fl,F2), on a :

) 1/2
lelho < € (1T 0 12, + Il div @ 2, + | Tot ¢ |2,

0,Q 0,0 0,0

La preuve est donnée dans [BDG85] quand I'y = T" ou I'; = 0, et dans [Dub02] dans un cas
plus général. Alors, on a les deux théorémes suivants :

Théoréme 6.1.2 L’espace M°(Q;T'1,Ty) est de dimension finie.

Soit 0 un ouvert borné connexe de bord Lipschitz. Si on peut choisir des coupures ¥, j =
1,..., M réguliéres de sorte que l'intérieur de §2, obtenue en retirant ces coupures de §) est
simplement connexe, alors l'espace MO (€;T'1,T's) est de dimension finie.

La preuve est donnée dans [FG97].
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Théoréeme 6.1.3 Représentation de champs de vecteurs.

Supposons que §) vérifie les hypothéses du Lemme 6.1.1 et soit (I'1,T's) une partition du bord
. Soit u € (L*(Q))N un champ de vecteur. Alors il existe deuz potentiels o et 1) satisfaisant
la condition :

€ HY} (O T)
Y€ HY(T,T)

et tels que u posséde la décomposition orthogonale swivante dans l'espace (L?(Q))N :
u =V +rot ¢+ H%Q,Fl u

De plus, si on impose les conditions supplémentaires suivantes au potentiel vecteur v quand
N=3:
divey=0 dans Q , TIIp =0

ils sont uniquement et continuement définis :

3C >0, llelhe< Cllulle » 1¥lhe< C llullg

De ce théoréme, dont la preuve peut étre trouvée dans [FG97] et [Dub02], on déduit le lemme
suivant :

Lemme 6.1.4 Représentation de [’espace KerD.
e Si on suppose que T est de classe C2, alors toute fonction de KerD peut étre orthogonalement
décomposée comme suit :
v=rot x +(
avec x € HJ(;0,T) et ¢ = H%w ve MO, ().
Quand ) est connexe et simplement connexe de bord C1', toute fonction de KerD s’écrit

v=rot x , avecx € H}(Q;0,T)

Preuve
e Comme v appartient & X donc & (L?(€2))", on peut appliquer le Théoréme 6.1.3 avec T'y = ()
et FQ =1I:

v=Ve+rotyY+( |,

oll , v, ¢ sont uniquement définis dans les espaces :

€ HY(X%0) ={p e H'(Q), (p,1), =0} ,
Y e Hy(;0,T)
(=M},v € MYQT,0)

e Comme la décomposition est orthogonale, le scalaire ¢ est défini comme la solution varia-
tionnelle de :

{ ¢ € Hy(2;0)
(Vo,Vn), = (v,Vn), , Vne H(Q;0)

A T'aide de la formule de Green, on obtient, pour tout n dans H2(€2;0) :

0.V, =—  (diven),  + (ven,)

=0 comme v € KerD

—1/2@),m/2@)



62 CHAPITRE 6. EXTENSION AU 3D ET CONCLUSION

De plus, (ven, 17>H est aussi nul : v est dans X, donc ven,,, appartient a H_1/2(I‘)

_I/Q(F),HI/Q(F)
et est nul sur tout le bord I'. Donc ¢ vérifie :

¢ € Hj(Q;0)
(Vo,Vn), =0 , Vne Hy(Q0)

ce qui signifie que V¢ est aussi nul. Finalement, la décomposition du vecteur v dans X NKerD
est réduite & : v =rot x + (, avec x € H}(Q;0,T) et ¢ = H(ll’@ ve MO, ().

e Quand ) est connexe et simplement connexe de bord CY', M%(Q;T,0) est réduit & zéro
(voir par exemple [ABDG98]) et la décomposition de v devient : v =rot y, x € H}(;0,T).
|

Lemme 6.1.5 Condition inf-sup tourbillon-vitesse (4.32).
On suppose qu’il existe une partie analytique I'y de I' telle que :

mes (I'p) #0 et Iy C Ty

Alors, il existe une constante strictement positive b telle que :

R907'U /
inf sup ﬂ > b
vel;eéD eew v llxllollw

e#0

Preuve
La preuve se fait par contradiction. On suppose qu’il existe une suite (vg)reny d’éléments de
Ker D telle que, pour tout entier k, on ait : || vg ||, o=l vk loo=1, €t :

v RS w ) <R907Uk>X/TX < || ¥ ||W : (61)

x| =

e L’idée de la preuve est de décomposer vy, qui appartient & (L2(2))N NKer D pour tout k € N
en utilisant le Théoreme 6.1.3 et le lemme 6.1.4 avec 'y = 1"y et I's =T’y : v = rot Y + &k,
wm%é%mﬂﬂwa@:@ﬂﬂeM%M@m.

e On commence par démontrer que rot v, tend vers zero dans (L2(Q))V. Puis que la suite
(éx)ken dans Iespace MO(Q;Ty,Ty) de dimension finie tend vers un ¢ dont on démontre en
utilisant ’hypotheése d’analyticité qu’il est nul. Tous les détails sur cette preuve sont dans
larticle [DSS03a)] |

Lemme 6.1.6 Condition inf-sup tourbillon-vitesse (4.32) quand Q est un ouvert connexe et
simplement conneze de RN .

On suppose que Q ouvert connexe et simplement conneze de RN dont la frontiére T est de
classe CY1. Alors, il existe une constante strictement positive b telle que :

Ry, v),
inf sup e >X’X > )

P el o llxll e llw
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Preuve

Dans le cas particulier d’un connexe et simplement connexe de RY dont la frontiére I' est de
classe C'!, on peut utiliser la deuxieme partie du Lemme 6.1.4 : il existe y € H&(Q; 0,T) tel que
v =rot x et vérifiant [|x|,, < Co [|v|l,- Comme x appartient & H (rot, divs, Q)NH (Q;0,T)
alors R x est égal a rot y dans (Hy(div,2))". Donc, pour tout v dans Ker D, on a :

sup <R80,U>X/7X - (rot x,v), | v Hig - | v ”39
vew vl = Nollxlixlhw  Tvlxlxlw  Tolloall x llw
70

> v llo0

C H X ||1,sz
1
> T~
- CCy
qui est la condition inf-sup cherchée. [ |

On voit dans les deux cas que toute la difficulté est bien de se débarrasser des singularités
qui apparaissent dans la représentation des champs de vecteurs quand les conditions limites
sont mélées. Numériquement, ces difficultés se traduisent par les mauvais résultats obtenus
sur des maillages non structurés car les singularités ne peuvent pas étre bien représentées par
des fonctions polynomiales. Le schéma numérique doit d’une facon ou d’une autre prendre en
compte ces singularités. C’est bien ce que nous avons montré puisqu’en rajoutant les fonctions
harmoniques dans le schéma, on obtient ainsi de bons résultats numériques.

6.2 Le probleme de Dlellipticité

Le deuxieme probleme que 1'on rencontre est Iellipticité de la forme linéaire qui apparait
dans la premieére équation du probleme de Stokes. Cette équation s’écrit en effet :

Ju=Ru nW  uweX, weW

Plusieurs choix possibles de I'opérateur de masse J sont possibles.

e Le premier est le produit scalaire L? qui redonne bien, quand on linterpréte la premiere
équation du probléeme de Stokes w = rot u et la condition limite classique sur la trace tan-
gentielle du tourbillon w x n = 0 sur I'y. Le probleme est que cet opérateur n’ est en général
pas elliptique sur V' comme demandé (4.33).

e Introduisons maintenant un nouvel opérateur le ”co-rot” p : W — X qui va nous permettre
d’aisément manipuler le rotationnel de fonctions de W comme des fonctions de Hy(div,€2),
dont la trace normale est nulle sur le bord. La propriété remarquable de cet opérateur p est
que div(py) est bien défini pour ¢ € W mais n’est pas nul en général !

Soit o dans W. Par définition, Ry appartient & X’. Comme X est un espace de Hilbert, en
appliquant le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet (voir par exemple [Bre93]) a Ry,
pour tout ¢ € W, il existe un unique py € X tel que pour tout v € X :

(Rosv) v = (P9, )y, = (0, 0)o + (div pip,div v), . (6.2)
De plus, pour tout ¢ dans W, on a: || Re ||, = p® |4y .0

2 _ 2 2
” ¥ HW - H ¥ ”O,Q + ” pp ”div,ﬂ

2 _ 2 2 : 2
lel2 = Tel2, +loel2, + I div oo |2, -
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Définition 6.2.1 Opérateur de projection de Leray et opérateur K.
Considérons v € X = Hy(div,Q) et sa décomposition orthogonale :

v=uv + vy € Ker D@ (Ker D)+
Alors, on définit les deux opérateurs suivants :

L: X3v—Lv=vy€Ker D |
K:X 30+ Kv=uv; € (Ker D)*

Remarquez que L est lopérateur de projection de Leray (voir Leray [Ler3j]).

La deuxieme possibilité pour l'opérateur J est alors de prendre
(Jw, @) s = (10, Q) = (Wr@Iw
ou on rappelle que :
(W, olw = (w,9), + (Lpw, Lpp), + (Kpw, Kpp), + (div Kpw, div Kpp), .

La encore, cet opérateur n’ est en général pas elliptique sur V.

e En un sens, 'opérateur "minimum” qui nous donne ellipticité sur V' sans autre condition

sur le domaine €2 est I'opérateur suivant : (Jw, ), = = (Jow, ¢) avec :

w’',w
(Jaw, )0 = (W, 0)y + (K pw, Kpp), + (div Kpw,div Kpp),

Le terme supplémentaire (K pw, Kpp), + (div K pw,div K pp), est en fait un terme de bord (il
disparait pour des fonctions régulieres) et il est associé a une condition limite non classique
(qui apparait mathématiquement mais n’est pas contenue dans le modeéle) comme montré
dans la proposition suivante [DSS03a] :

Proposition 6.2.2 Une nouvelle condition limite pour le probléme de Stokes.

Sous les hypothéses soit du Lemme 6.1.5, soit du lemme 6.1.6, la solution (w,u,p) € WxXxY
du probleme (5.10) est telle que la vitesse u appartient a H(rot, ). De plus, la solution vérifie
formellement les conditions limites suivantes de

e non pénétrabilité, uen = 0 sur I,

e tourbillon tangentiel imposé sur une partie I'y du bord w x n =0 on Iy,

e et une nouvelle condition qui couple vitesse tangentielle et tourbillon :

u x ny, =rotr yx on I, (6.3)

ot x est associé au tourbillon w par la relation :

0 6.4
X 0 sur' | (64)

{AX = div (pw) dans Q
on

dans laquelle pw est le représentant de Riesz de Rw dans Uespace X et rotr vx = v(Vx) X n,
est le rotationnel surfacique (voir [CB68]).
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Nous avons mis beaucoup de temps a comprendre comment se traduisait cette hypothese
d’ellipticité pour le numérique mais nous pensons maintenant qu’elle est liée a une décomposition
du nouvel espace de tourbillon W. En effet, pour pouvoir I’approcher numériquement, il faut
pouvoir le décomposer en des fonctions régulieres plus des fonctions singulieres (ces fonctions
singuliéres jouant le role des fonctions harmoniques du 2D). Ces derniéres ne sont alors rien
d’autre en 3D que les fonctions telles que la divergence de leur ”co-rotationnel” est nulle et
donc celles pour lesquelles Dellipticité de la forme linéaire est évidente (tout comme en 2D,
la norme M des fonctions harmoniques se réduit & la norme L2, et permet alors de montrer
Pellipticité de la forme linéaire). Il faut donc pour le numérique de cette formulation pouvoir
identifier ces fonctions a co-rotationnel a divergence nulle.

6.3 Conclusion

Pour conclure, récapitulons les cas étudiés dans ce manuscrit. On rappelle les partitions
de la frontiere du domaine pour imposer les conditions limites :

T :muf_p avec I‘mﬂFPZVJ ;
I' = TouTl; avec IyNILy=0
u-n=0 sur I'y,
p=1IIy sur T,
wxn=0 sur Iy

nxuxn=aoy sur I'y ,

6.3.1 En 2d

La formulation tourbillon-vitesse-pression du probléme de Stokes bidimensionnel donne
de bons résultats numériques dans les cas suivants :

e Sur des maillages structurés, dans tous les cas de conditions limites !

e Sur des maillages non structurés, si le tourbillon et la vitesse normale sont imposés sur
une méme partie de la frontiere du domaine (I'y = I';,) et si le domaine est suffisamment
régulier pour qu’il n’y ait pas de singularité (M°(€2;T,,,T,) = 0), convexe par exemple.

e Sur des maillages non structurés, si la vitesse normale est imposée sur tout le bord et
que le tourbillon est discrétisé a ’aide de fonctions harmoniques sur le bord du domaine.

e Probablement (non testé ici), sur des maillages non structurés, avec un tourbillon imposé
sur une partie I'y C I' de la frontiere. Pour cela, on utiliserait des fonctions harmoniques
que sur le complémentaire de I'y. Il faudrait réfléchir aux éventuels probléemes théoriques
que cela pourrait poser.

Citons ici les travaux qui ont été menés depuis par C. Bernardi et ses co-auteurs ([BC06,
ABCO07]) dans lesquels est démontré d’une autre fagon le caractére bien posé de la formulation
tourbillon-vitesse-pression du probléme de Stokes en 2D (comme en 3D) dans le cas ou les
conditions limites sont telles que le tourbillon et la vitesse normale sont imposés sur tout le
bord du domaine (I'y = T'y, =T'). On y trouvera d’ailleurs des extensions du caractére bien
posé dans le cas mutiplement connexe de la frontiere du domaine et pour le probleme de
Navier-Stokes [ABC06, AABT07].
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6.3.2 En 3d

Comme précisé plus haut, le numérique est actuellement hors de portée car le probleme
n’est bien posé que lorsque 'on cherche le tourbillon dans I’espace H (rot, divk, Q) que 'on ne
sait pas discrétiser. Néanmoins les résultats sont les suivants : la formulation variationnelle
en tourbillon-vitesse-pression est bien posé

1. si le domaine est connexe, simplement connexe, de frontiere Ch! et la vitesse normale
imposée sur tout le bord i.e. I';, =T

2. ou si le domaine est seulement connexe mais de frontiere de classe C2, la vitesse normale
imposée sur tout le bord i.e. I';, = I et §’il existe une partie de mesure non nulle I'y
de I'y (partie du bord ol on impose la vitesse tangentielle) analytique. Ce qui signifie
que toute la vitesse est connue sur une partie du bord analytique.

Mais dans ces deux cas, les conditions limites que ’on doit considérer sont les suivantes :
®

u-n=0 sur T

wxn=0 sur Iy

u X n =rotryy sur I'y |

ou y est une fonction scalaire liée au tourbillon par la relation :

{AX = div (pw) dans Q

g—z = 0 sur' |
dans laquelle pw est le représentant de Riesz de Rw dans l'espace X = Hy(div, Q) (Rw
étant 1’extension du rotationnel pour les fonctions de H(rot,divk,(2)). Notez bien que
si le tourbillon appartenait a l'espace H (rot, {2), pw s’apparenterait a rot w et on aurait
donc que y serait nul, soit la condition limite classique de vitesse tangentielle! A I’heure
actuelle, nous ne savons pas interpréter physiquement cette condition limite.

En d’autres termes, la formulation variationnelle en tourbillon-vitesse-pression bien
posée en 3D n’est pas exactement le probleme de Stokes avec les conditions limites
classiques.
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Chapitre 7

Introduction

Dans la seconde partie de ce manuscrit, on s’intéresse au probleme de la simulation
numérique des équations cinétiques, type équation de Vlasov d’une part, des équations de
I’électromagnétisme d’autre part et surtout au couplage de ces deux problemes. En effet,
dans le cadre du projet INRTA CALVI (CALcul scientifique et VIsualisation) bilocalisé
entre Nancy et Strasbourg et créé par Eric Sonnendriicker en 2003, le travail porte sur le
développement et ’analyse de méthodes de simulation numérique de problemes de physique
des plasmas ou de faisceaux de particules chargées, a savoir le modele de Vlasov-Maxwell et
sa version simplifiée le modele deVlasov-Poisson.

Une des applications en physique des plasmas est I’étude de la stabilité et de 1’équilibre
des plasmas, en particulier pour la fusion contrélée que I'on cherche a réaliser pour fournir
de I'énergie dans le cadre de projets civils tel ITER (International Thermonuclear Experi-
mental Reactor) au CEA-Cadarache ou militaires tel le Laser MégaJoule (LMJ) au CESTA
a Bordeaux. On peut aussi s’intéresser, par exemple pour ’endommagement de matériels
spatiaux soumis a des faisceaux de particules chargés, a ’étude des plasmas et des faisceaux
de particules présents dans I’espace. Un autre application est la construction et I’étude des
accélérateurs de particules.

On rappelle qu’un plasma, souvent appelé quatrieme état de la matiere, est en fait un gaz
ionisé globalement neutre, constitué de particules neutres et chargées qui réagissent a la fois
entre elles et a la présence d’un champ électromagnétique. Hors équilibre thermodynamique
qui est atteint grace aux collisions entre particules, le comportement d’un plasma ne peut pas
toujours étre assimilé a celui d’un fluide.

Les plasmas et les faisceaux de particules chargées sont modélisés par une fonction statis-
tique dite fonction de distribution qui représente la probabilité de présence de particules en un
point de I'espace des phases. Cette fonction est alors solution de I’équation de Vlasov qui fait
intervenir un champ électromagnétique créé par les particules chargées, lui-méme solution des
équations de Maxwell. Sous certaines hypotheses, le modele peut étre réduit au probleme de
I’équation de Vlasov couplée a une équation de Poisson. Dans I’étude de méthodes numériques
pour résoudre ces problemes de type Vlasov-Poisson ou Vlasov-Maxwell, deux axes de re-
cherche peuvent étre dégagés. D’abord la résolution de ’équation de Vlasov en elle-méme est
un défi, car elle possede la particularité d’étre posée dans ’espace des phases, et donc en 3D
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posée dans RS. Ensuite son couplage avec les équations de Maxwell oblige alors & privilégier
certaines méthodes de résolution pour ces dernieres. Nous allons nous consacrer dans cette
partie du manuscrit & ces deux grands axes de recherche : la résolution de ’équation de Vlasov
et la résolution des équations de Maxwell.

Premierement, pour résoudre I’équation de Vlasov, on peut dégager deux grandes méthodes
que l'on va étudier par la suite : la méthode particulaire dite PIC (pour Particle In Cell) et la
résolution directe. Chacune des deux méthodes présentent des avantages et des inconvénients.

La premiere méthode est la méthode PIC qui consiste a suivre la trajectoire de grands en-
sembles de particules -des macro-particules- qui décrivent le plasma dans I'espace des phases.
Pour cela on se donne une distribution initiale 7.e. une collection de N macro-particules de
position et vitesse aléatoires que l'on fait évoluer de fagon déterministe suivant ’équation
de Vlasov. L’avantage de cette méthode, qui en fait la méthode encore préférée a ’heure
actuelle, est qu’elle est indépendante de la dimension du domaine et donc en particulier tres
compétitive en dimension 3. Son principal défaut est que la distribution initiale étant aléatoire,
c’est une méthode bruitée et qui converge donc tres lentement en fonction du nombre de
macro-particules. Enfin, la plupart des (macro-)particules se regroupent évidemment dans les
endroits ou la probabilité de trouver des particules est grande, ce qui rend difficile d’obtenir
le bon comportement dans les régions a faible densité, comme les queues de distribution ou
halos, ou pourtant des phénomenes physiques importants ont lieu.

La deuxieme méthode, introduite tres tot dans les années 70 pour résoudre des problemes
1D (=2D de 'espace des phases) a vite été abandonnée au profit des méthodes particulaires
des que I'on est passé en dimensions supérieures, puisqu’elle demande un maillage de ’espace
des phases et donc un nombre de points qui explosent lorsque 'on monte en dimension. Mais
depuis quelques années, grace a ’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs, la
simulation de I’évolution des plasmas et des faisceaux de particules basée sur une résolution
directe de I’équation de Vlasov sur un maillage de ’espace des phases redevient une alterna-
tive aux méthodes particulaires habituellement employées. De plus, la force de ces simulations
directes réside dans le fait qu’elles ne sont pas bruitées (contrairement aux méthodes PIC) et
que I'approximation est de méme résolution sur tout I’espace des phases, en particulier dans
les régions a faible densité de particules. L’inconvénient principal est que beaucoup de ces
(déja tres) nombreux points sont inutiles car la fonction de distribution des particules y est
nulle, ce qui rend ces méthodes directes cotiteuses en temps de calcul. C’est particulierement
vrai pour la simulation des faisceaux de particules ou le faisceau bouge rapidement dans
I’espace des phases. Pour pallier cet inconvénient, on peut penser a deux méthodes soit un
maillage adaptatif, ce qui permet de diminuer le nombre de points en n’en mettant que la ou
ils sont nécessaires (voir les travaux [GHPS04] par exemple) soit celle dont on va parler ici,
a savoir un maillage mobile qui suit la forme de la fonction de distribution et permet de ne
mailler que la partie de 'espace des phases sur laquelle celle-ci est a priori non nulle.

Apres une introduction des systemes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell, on étudie dans
le chapitre 9 une méthode directe sur un maillage de I’espace des phases introduite par [CK76]
et Sonnendriicker et al. [SRBG99], la méthode semi-lagrangienne dont on cherche & diminuer
le cotit en travaillant sur un maillage mobile. Les premiers résultats en 1D (= 2D dans l'espace
des phases) obtenus par E. Sonnendriicker et E. Oudet ont été publiés dans [SFFT04] . En
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2006, avec N. Crouseilles, nous avons utilisé avec succes cette méthode de maillage mobile en
1D afin de simuler un probleme d’interaction laser-plasma. Nous avons travaillé sur un code
semi-lagrangien écrit par A. Ghizzo (Laboratoire de Physique des Milieux Ionisés et Appli-
cations, Nancy) qui étudie 'interaction entre un laser et un plasma. Pour cette simulation
directe sur maillage de I'espace des phases, il est nécessaire de mailler une grille importante
afin de prendre en compte les instabilités qui vont se produire et de la mailler finement sinon
les instabilités attendues ne se déclenchent pas. Donc lors d’'une grande partie du temps de
simulation, tant que les instabilités n’ont pas démarré, beaucoup de points de la grille sont
inutiles car la fonction de distribution y est nulle. Nous introduisons donc un maillage mobile
de l'espace des phases qui suit parfaitement le développement de ces instabilités et permet
de réduire drastiquement le temps de calcul (de 8h30 a 2h30). Ces résultats tres prometteurs
laissaient envisager un passage bénéfique aux dimensions supérieures. Donc, toujours avec
N. Crouseilles, nous avons appliqué le méme genre d’algorithme au code de calcul LOSS qui
résout les équations de Vlasov-Poisson en 2D (= 4D dans l'espace des phases) a laide de
splines locaux [CLS07]. On aboutit alors aux premiers résultats d’'une méthode de maillage
mobile en 4D. Nous ne détaillerons pas ici la méthode de LOSS (dont on trouvera tous les
détails dans [CLS07]) mais seulement 'adaptation de la méthode au maillage mobile. La
méthode a ensuite encore été optimisée en couplant méthode de parallélisation du domaine
des positions et maillage mobile dans le domaine des vitesses. On rappellera rapidement la
méthode de maillage mobile et ces deux résultats dans le chapitre 9 de ce manuscrit.

Dans le chapitre 10, on se consacre a la résolution numérique des équations de Maxwell par
la méthode des éléments finis conformes. En effet, on souhaite avoir des solveurs de Maxwell
efficaces et tres précis et ce, pour des géométries complexes. Donc nous allons avoir besoin de
méthodes d’ordre élevé et de maillages non structurés, d’ou le choix des méthodes d’éléments
finis, avec lesquelles on peut facilement monter en ordre et gérer les maillages non structurés
(par opposition aux méthodes de type différences finis comme le solveur de Yee [Yee66] par
exemple). En fait, nous avons d’abord regardé le méme type de solveur pour les équations
de l'acoustique dans le cadre du projet franco-allemand DFG-CNRS ”Noise Generation in
Turbulent Flows” que nous menons en collaboration avec I'équipe de 'TAG de Stuttgart.
L’objectif est ici de coupler les équations de 'acoustique et les équations de fluide afin de
trouver la source et d’évaluer le bruit produit par les écoulements de fluides turbulents. Les
caractéristiques voulues du solveur d’acoustique dont nous étions chargés sont donc les mémes,
a savoir tres précis et en maillages non structurés, d’ou le choix de méthodes d’éléments finis.
Nous avons ensuite utilisé notre expérience pour les solveurs de Maxwell, cette fois dans le
cadre d'un projet ANR (ANR-06-CIS6-013-01) dénommé HOUPIC (High Order finite ele-
ment Partice-In-Cell solvers on Unstructured grids) dont I'objectif est de coupler un solveur
Maxwell 3D éléments finis d’arétes d’ordre élevé a un code PIC pour résoudre ’équation de
Vlasov en trois dimensions d’espace (= 6D de l'espace des phases). Le point commun, et
le gros défaut, des solveurs éléments finis de Maxwell et d’acoustique lorsqu’on résout ces
équations dans le domaine temporel est d’avoir une matrice de masse a inverser a chaque pas
de temps, d’ou un cout élevé. Un moyen simple de le diminuer est d’avoir des matrices de
masse diagonales, d’otu la technique dite de condensation de masse, introduite par G. Cohen et
P. Joly [Coh01, EJ97] qui rend ces matrices diagonales en choisissant correctement les degrés
de liberté de la méthode.

Dans le cadre du couplage entre un solveur Maxwell et un solveur PIC, deux points
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sont importants. Premierement, les éléments finis utilisés pour le solveur Maxwell ne doivent
absolument pas créer de modes numériques (dits “spurious modes”) non physiques car ceux-
ci seront grandement amplifiés par le bruit numérique inhérent aux simulations PIC. D’ou
le choix de méthode conforme et donc le choix d’éléments d’arétes qui sont les éléments
conformes dans l’espace naturel du champ électrique H(rot) et qui ont été introduits par
Nédélec [Néd80]. Le probleme de condensation de masse de ce genre d’éléments est délicat sur
des maillages triangulaires ou tétrahédriques donc non structurés, mais relativement facile sur
les maillages structurés. Nous choisissons donc de travailler sur des maillages hybrides ou une
grosse partie du domaine est maillée de facon structurée, ce qui permet d’utiliser la conden-
sation de masse. Evidemment, toutes les contraintes de conformité vont guider notre choix
des éléments d’arétes. Ensuite, nous travaillons non seulement sur des méthodes d’ordre élevé
en espace mais aussi en temps et nous introduisons alors des schémas en temps d’ordre élevé.
Nous comparons des schémas symplectiques qui par définition conservent 1’énergie présente
dans le probleme et des schémas basés sur un développement de Taylor [DMO05b, DMO05a],
schémas qui doivent dans certains cas étre stabilisés. Nous avons mené une importante étude
numérique afin d’obtenir les solveurs Maxwell les plus efficaces et les plus précis possibles.
Pour cela, nous comparons les erreurs de dissipation et de dispersion des différents schémas en
espace et en temps et mesurons leur efficacité, i.e. le temps de calcul et la finesse du maillage
nécessaires a ’obtention d’une solution avec une erreur donnée.

Le deuxieme point important a considérer lors du couplage d’un solveur Maxwell et d’un sol-
veur PIC est I’équation de conservation de la charge qui doit étre vérifiée au niveau numérique
a chaque pas de temps afin de garantir que les solutions sont bien les solutions physiques des
équations de Maxwell. Cette équation de conservation de la charge implique les densités de
courant et de charge, obtenues a partir de la fonction de distribution solution de I’équation
de Vlasov, et qui rentrent comme données du probleme de Maxwell. Ce qui implique que le
courant obtenu a partir de ’évolution de I’équation de Vlasov doit étre calculé d’'une fagon
bien particuliere. Les derniers résultats de cette recherche encore en cours seront détaillés
dans le chapitre 10.
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Chapitre 8

Les équations de Vlasov-Poisson et
Vlasov-Maxwell

8.1 Les équations de Maxwell

Pour caractériser la force gravitationnelle s’exercant sur un corps, on associe a ce corps
une masse; de maniere similaire, pour traduire 1’état d’électrisation d’un corps on lui as-
socie une charge électrique. L’électromagnétisme est 1’étude des phénomenes électriques et
magnétiques provoqués par le mouvement de corps chargés électriquement. Les équations de
I’électromagnétisme sont appelées équations de Maxwell.

La charge élémentaire est notée e et vaut 1,602.107 Y A.s (Ampere.seconde ou Coulomb =
C). L’électron a une charge électrique g égale & —e et le proton & +e. Les atomes non ionisés
sont neutres (¢ = 0).

Tout corps chargé électriquement modifie les caractéristiques physiques de I'espace 1’envi-
ronnant (on dit « toute charge électrique crée un champ électrique ») d’ou la création de
forces d’attraction ou de répulsion s’exercant sur deux charges électriques voisines. Ces charges
sont alors mises en mouvement par ces forces. Or tout mouvement de charge électrique (qu’on
appelle courant) crée un champ magnétique.

Remarque 8.1.1 De la méme facon qu’aucune force gravitationnelle ne s’exerce sur un corps
de masse nulle, aucune force électrique ne s’exerce sur un corps neutre.

Dans la suite, nous allons donc considérer quatre champs (donc 4 vecteurs) :

el

: champ électrique.
: champ de déplacement ou d’induction électrique.
: champ magnétique.

eelja:{iwl}

: champ d’induction magnétique (souvent appelé par abus de langage champ magnétique
dans la suite).

Les champs B[A.s/mQ] et ﬁ[A/m] sont des champs de calcul, ﬁ[V/m] et ﬁ[V.s/mQ] =
[T'(Tesla)] sont les champs mesurables donc physiques et les seuls qui vont apparaitre dans la
suite.
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8.1.1 En 3D
—_ = = =
E, D, H,B: (t,7) € R x R? — R3,

oD
8§ — = —
B +rot E = 0 (8.2)
—
divD = p (8.3)
—
divB = 0 (8.4)

L’équation (8.1) est appelée équation d’Ampere! ou parfois équation d’Ampere-Maxwell, elle
signifie qu'une variation du champ électrique crée un champ magnétique. L’équation (8.2)
est appelée équation de Faraday? et traduit le fait qu'une variation du champ magnétique
crée un champ électrique. L’équation (8.3) est la loi de Gauss® et signifie qu'une charge
électrique crée un champ électrique, c’est-a-dire qu’il existe des monopdles électriques (dits
charges électriques). Enfin, ’équation (8.4), appelée loi de Gauss magnétique traduit le fait
qu’il n’existe pas de charge magnétique monopolaire.

_
Le champ J : (t,z) € R x R? — R? est appelé densité de courant, il est non nul dés qu’il
y a déplacement de charges électriques (autrement dit dés qu’il y a courant électrique).

La densité de charge électrostatique notée p : (¢,z) € R x R? — R résulte de la présence
de charges électriques.

Pour fermer ce systeéme, il faut ajouter des lois de comportement qui décrivent la
nature du milieu dans lequel les phénomenes ont lieu. Ces lois de comportement nécessitent
des hypotheses sur ce milieu :

1 . . . H _> H _> .
1. 1\_/[>1heu parfait : la loi reliant D et E et H et B est locale en espace et en temps i.e.

— — —
D(t,z) ne dépend que de E (t,x) et B(t,x) ne dépend que de H(t, x).

— — — —
2. Milieu isotrope : la loi reliant D et E et H et B est indépendante de la direction.
3. En premiere approximation, ces lois sont linéaires.

Sous ces trois hypotheses, les lois de comportement du milieu s’écrivent alors :

D(t,z) = e(2)E(t,z) (8.5)
B(t,z) = p(z)H(t,z) (8.6)

La fonction e(x) est appelée permittivité électrique ou diélectrique, p(x) la perméabilité
magnétique.
Sil’on suppose que le milieu est de plus homogeéne, la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique sont constants. Par exemple, le vide est un milieu homogene :

e(z) =0, nl(x) = po.

! André Marie Ampere, francais 1775-1836
2Michael Faraday, anglais 1791-1867
3Carl Friedrich Gauss, allemand 1777-1855
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La vitesse de la lumiére dans le vide est donnée par ¢f = et vaut 3.10%m/s, gg est

€00
alors égal & (367.10%)71 = 8,85.10712C/V.m et pg & 47.107"V.s/A.m.

Remarque 8.1.2 Un milieu quelconque est souvent caractérisé relativement au vide :
5($) = 505r($)7 /L(l‘) = /LOHT(*I‘)'

On définit alors l'indice du milieu :

n(z) = %ﬂff"): = @ @),

d’ou en posant e(z)u(z)c*(x) = 1, la vitesse de la lumiére dans le milieu est donnée par

Co
c(x) = .
(z) @)
D’ou l'on déduit que plus 'indice du milieu est élevé, plus les ondes électromagnétiques s’y

propagent lentement.

Les équations de Maxwell qui nous intéressent ici, s’écrivent alors dans le vide :

OE 7
— =
E — CgI'Ot B = —a (87)
8§ — = —
= rot £ = 0 (8.8)
- P
div B = — (8.9)
€0
BN
divB = 0 (8.10)

Les équations de Maxwell étant des équations d’évolution, il est évident qu’elles doivent étre
complétées par des conditions intitiales du type :

E(0,2) = Eo(z), B(0,z) = Bo(z).

— —
Les hypotheses sur Ey et B seront données ultérieurement.
De plus, si les équations de Maxwell sont posées dans un domaine borné, il faudra y adjoindre
des conditions limites ou conditions de bord.

Les équations de Maxwell avec lesquelles on va travailler par la suite doivent donc se lire dans
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le vide :
8Ex_c2(aBz_@) e
ot 0ty 0z €0
@_62@&_832) y
ot 0 5z Ox 0
0B, 2(%_8&6) A
o " or oy £0
OB, OE, OFE,
o oy ) — 0
(8.11)
OB, 0E, OE,
o o ") = O
OB, OE, OE,
o T ) T 0
oE, OE, OE,  p
or + oy + 9z &

0B, 0B, 0B,
ox Yy 0z

Remarque 8.1.3 On remarque que l'on est en présence de 12 inconnues scalaires (4 in-

—_ = = —
connues vectorielles D, E, H, B) et de 14 équations (2 équations vectorielles, 2 équations
scalaires et 2 relations constitutives du miliew). Il y a donc 2 équations redondantes. En effet,
prenons formellement la divergence de (8.2), on obtient :

N
odiv B
ot

— =
+ div rot £ =0,
=0

donc si cette équation est vérifie a linstant initial, elle sera vérifiée en tout temps. Donc
(8.4) est redondante. Il en sera de méme pour (8.3), nous y reviendrons plus tard.

8.1.2 En 2D

Meéme si I'extension au 3D est en cours, on va se concentrer dans la suite de ce ma-
nuscrit aux équations bi-dimensionnelles, et donc a celles qui sont rappelées dans cette sec-
tion. Le « systeme des ondes transverses électriques »correspond a la situation ou le champ
électromagnétique est invariant par translation dans une direction (par exemple z). On peut
penser au cas ou le champ est créé (au travers de p et 7) par des particules chargées qui ne
se déplacent que dans des plans paralleles & (z,y). Comme chaque particule (7';(t), ;) est
soumise a une force de Lorentz

Fit)=q(E@t, T+ B(t, Ti) x T4,
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on voit que E et B x v'; doivent appartenir au plan (z,y). Donc

_ _ Ey(t,x,y)
E(t,z,y,2) = E(t,z,y) = | Ey(t,z,y)
0
— 8?7, . 7 . =4 2 : )
et comme v'; = T est aussi dans ce plan, on en déduit que B est dirigé suivant 'axe z.
D’ou
— — 0
B(t,z,y,z) = B(t,z,y) = 0
B.(t,2,y)

On en déduit la forme suivante pour les équations de Maxwell (8.11) (toujours dans le vide
pour simplifier), appelées alors « Equations de Maxwell 2D »(ou « mode Tranverse

Electrique », car le champ F est alors transverse a la direction d’invariance z) :

OF, 2 0B, e
oF Oaa .
9oy 290 _
0B, n (8Ey B aEm) _ 0
ot ox oy
Ok, OB, _ p
ox dy €0

en rappelant que les fonctions ne dépendent a présent plus que de (¢, z,y), (d’ou la disparition
o : B.
de la derniére équation —= = 0)
z

On peut aussi trouver le mode Tranverse Magnétique ot les roles de E et B sont inversés :

8EZ_C2(@_8B:C) L
T G %
z z 8.13
7% oy 0 (8.13)
0B, 0L, .
ot ox

8.1.3 Existence de solutions aux équations de Maxwell

Théoréme 8.1.4 Si (EO, ﬁo) € Hy(rot, Q)x H (rot, Q) et vérifient div (E:ET(;) = p etdiv ]?0> =
—

0, et si J € CL0,T;(L*(Q)%), p € CH0,T;L*(Q)) et que Iéquation de conservation de la

charge est vérifiée

%eriszo

alors le probléeme (8.11) admet une unique solution forte
= B 1 2 d 0 1 2 d 0
(B, B) € (0, T; (LA(Q))) N C°(0, T; Ho(rot, Q) x C(0,T; (LA(2))%) N C°(0, T; H (xot, )

Preuve
La preuve peut se faire a 'aide du théoreme de Hille-Yosida [Bre93]. On la trouvera in extenso
dans par exemple dans le polycopié [CPS08].
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8.2 Du systeme de Vlasov-Maxwell au systéeme de Vlasov-
Poisson
Considérons une particule chargée de charge g et de masse m. Posons t —— x(t) et

t — ¥ (t) la trajectoire et la vitesse de cette particule. Alors, 'expression de la charge et de
la densité de courant est respectivement donnée par :

p(x,t) = qo(x — x(t)), ou d(xp) est la masse de Dirac en x,

T (2,t) = g7 (£)d(z — z(2)).

Cette particule crée un champ électromagnétique (i.e un champ électrique et un champ
magnétique) qui lui-méme agit sur la particule en la mettant en mouvement suivant la force
de Lorentz* suivante : . . .

F(z,t) = q(E(x,t) + V(1) A B(z,t1)).

Considérons maintenant N particules chargées de charge ¢;, trajectoire x;(t), vitesse vj(t)
alors 'expression de la charge et de la densité de courant est respectivement donnée par :

N
plr.t) = 3 qid(x — (1)),
=1
. N
T(z,t) = qvi(t)d(a — x;(t))
=1

Mais ne pouvant décrire le mouvement et les interactions de chacune de ces N particules,
on considere maintenant le cas d’un ensemble de particules chargées de charge ¢, trajectoire
x(t), vitesse ¥ (t) décrit par une fonction de distribution i.e. par une probabilité de présence
f(z,v,t) (f(x,v,t)dzdv représente la probabilité de trouver des particules dans un élément
de volume dzdv au temps t et au point (x,v) de l'espace des phases). Alors cette fonction f,
si 'on néglige les collisions entre particules, est solution de ’équation de Vlasov suivante :

of  — 9 2, = .5 -
Fn + V.V, f+ E(E + vV AB)).V,f=0, (8.14)

— —
avec E et B solutions des équations de Maxwell dans le vide :

OF T 1
—
— —crotB = - =_-— flz,v, )V dv
ot €0 €0 JRd
8§ — —
W + rot E = 0
.= p 1
divE = —=— flx,v,t)dv
R €0 €0 JRd
divB = 0

Ce systeme non linéaire est appelé systeme de Vlasov-Maxwell non relativiste. Nous
étudierons la résolution de ce probleme dans le cadre du projet HOUPIC dans le chapitre

4Lorentz, néerlandais 1853-1928
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10.

Quant au cas relativiste, il est donné par I’équation de Vlasov suivante :

9
8—{+7.vxf+q(ﬁ’+7A§)).vpf:o

ot p € R? est 'impulsion, qui est reliée & la vitesse par :

1 P \2
p = myv avec Y = —————— = 1—1—(—). (8.15)

Dans la suite, nous travaillerons dans le chapitre 9 avec ce modele relativiste pour le maillage
mobile.

A partir de ce modele relativement compliqué, on peut construire une hiérarchie de
modeles simplifiés. D’abord, si on suppose que le pr_())blém_e> de Maxwell est quasi-stationnaire,
c’est-a-dire si I’échelle de variation des champs E et B est trés petite devant les temps
considérés, le probleme se réduit au systéme Vlasov-Poisson-Ampere (il suffit d’annuler les
dérivées en temps dans les équations de Maxwell).

Si de plus, on est en présence de particules dont la vitesse est petite devant celle de
la lumiere (ions lourds par exemple) alors la densité de courant est petite, donc le champ
magnétique B est petit et le terme V' A B dans la force de Lorentz est négligeable devant le
champ électrique E. En supposant 0;- = 0 dans (8.2) et (8.3), il reste :

ot E o= 0
—
div (eE) = p.

Comme le champ électrique est a rotationnel nul, dans un domaine suffisamment régulier

(voir pour cela la premiere partie de ce manuscrit!), il dérive d’un potentiel, voir par exemple
—

[GR&6]. Soit donc ¢, potentiel électrostatique tel que E = —V¢. Alors ¢ est solution de :

—div (eV¢) =p
Dans le cas d’un milieu homogene, le probleme devient un probleme de Poisson :

—Ap="

€

D’ou le systeme de Vlasov-Poisson, dont nous étudierons la résolution par une méthode directe
avec maillage mobile dans le chapitre 9 .

8.3 Conservation de la charge

On appelle équation de conservation de la charge, la relation liant la densité de charge au
courant :

% +div T =0. (8.16)
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Notons alors que la loi de Gauss (8.3) est conséquence de I'équation de conservation de la
charge et de ’équation d’Ampere (8.1). En effet, en prenant formellement la divergence de
I’équation (8.1), on obtient :

-
iv D
ddiv — div ot H - —div j),
ot —=0
et en utilisant I’équation (8.16),
N
d(div D — p)
= Py,
ot

donc si la loi de Gauss est vérifiée au temps initial, elle I’est en tout temps. C’est donc une
équation redondante (c¢f remarque 8.1.3).

Remarque 8.3.1 e Cetle remarque sera trés importante numériquement puisqu’elle nous
permettra de ne résoudre que les 2 équations (8.1) et (8.2) au lieu des 4!

e Dans le cadre du systéme de Vlasov-Maxwell, I’équation de conservation de la charge est
contenue dans l'équation de Viasov. En effet, en utilisant le fait que :

divy (Vf) = fdivy (V) +Vaf. ¥ et div, (Ff) = fdiv, (F)+V,f.F,
=0 =0
on obtient que
of

S divg (V) + div, (Ff) =0,

—
soit en supposant que E,V et f sont suffisamment réguliéres et s’annulent & linfini et en
mtégrant ’équation de Viasov pour tout v :

/ g—l—divz (Vf)dV =0,
R4 8t

qui redonne l’'équation de conservation de la charge par définition de la densité de charge et
de courant.

8.3.1 Propriétés géométriques des équations de Maxwell
Définition 8.3.2 On dit que la suite d’opérateurs A;, i =1,n+1

A A An
0— Vi 5V 25 Va... 2%V, — 0

forme une suite exacte si
KerA; 1 = ImA; dans V;

Les espaces intervenant en électromagnétisme forment une suite exacte. En effet,

Proposition 8.3.3 On a en 2D

rot

0 — HY(Q)/R - H(rot, Q) 2% L2(Q)

et
0 —s H(rot, Q) 2% H(div,Q) 2% £2(Q)

et en 3D . _
0 — HY(Q)/R - H(rot, Q) 2% H(div, Q) L% L2(Q)
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Remarque 8.3.4 On a vu précédemment que les contraintes en divergence sont vérifiées si
elles le sont au temps initial et si la conservation de la charge est vérifiée. Cetle propriété
découle en fait de la propriété de suite exacte des opérateurs intervenant dans les équations
de Mazwell. Ce qui implique que numériqguement on pourra me résoudre que les équations
d’Ampére et de Faraday que si cette propriété de suite exacte est vérifiée au niveau discret.
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Chapitre 9

Maillage mobile pour le probléeme
de Vlasov

9.1 Principe de la méthode

9.1.1 Meéthode semi-lagrangienne

On cherche ici a résoudre ’équation de Vlasov relativiste

%+7.vxf+q(ﬁ+7A§)).vpf:o (9.1)
1 D \2
p=myv avec y = ————— =/ 1 + (%> ouvy=1. (9.2)

1= ()
L’inconnue est la fonction de distribution f qui dépend de (2 x d)+1 variables en dimension d,
a savoir les positions (z, d variables), 'impulsion (p, d variables) et le temps. Depuis quelques
années avec l'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs, il devient envisageable
de résoudre cette équation sur un maillage de I’espace des phases pour d égal a 2. La dimen-
sion d = 3 est un objectif encore difficile a atteindre non seulement en termes de temps de
calcul mais aussi en termes de mémoire et de capacité de stockage.
La méthode semi-lagrangienne, introduite par [CK76, SRBG99], consiste a calculer une ap-
proximation de la solution de I’équation de Vlasov f sur un maillage de I'espace des phases
en utilisant la propriété que la fonction f est conservée le long des caractéristiques. En effet,
pour tous temps s et ¢, on a

ft,z,v) = f(s, X (s;t,z,v), V(s;t,x,v)),

ou (X (s;t,z,v),V(s;t,xz,v)) sont les caractéristiques de ’équation de Vlasov et sont solutions
du systeme d’équations différentielles ordinaires

(dX

E = V,

% — F(s,X(s), P(s)), (9.3)
X(t) = =,

Vi) = v,
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ou F est le terme de force dans ’équation (9.1).

La méthode numérique consiste alors & calculer f"*! (i.e. Papproximation de f au temps
") sur les points d'une grille (z;,v;), 1 <i < N, 1 < j < N, de l'espace des phases, en
connaissant f” sur ces mémes points.

Pour commencer, on se donne un maillage uniforme de I’espace des phases (z;,v;), 1 <14 <
N,, 1 < j < N,. L’approximation de f au temps t" étant connue, 'objectif est de calculer
1 aux points de la grille (x;, vj). La méthode comporte deux étapes.

1. Une étape d’advection : la remontée de la caractéristique.
Pour tout (,7), calculer le pied de la caractéristique finissant en (z;,v;) ie
une approximation de (X(tn;Xi, Vj, tnt1), V(tn;Xi, Vi, tng1)), en résolvant en arriere le
systeme (9.3).

2. Une étape d’interpolation : Comme
S (@i, 05) = (Xt %0, V5, tngt), V(s X, V5, tg),

F7H peut étre calculée en interpolant f” qui est connue aux points de la grille
(X(tn;Xis Vi tns1), V(s Xis Vi, tai1))-

Remarque 9.1.1 Quelques remarques sur la méthode

1. L’étape d’advection est résolue avec une méthode d’ordre 2 au moins (typiquement un
schéma saute-mouton ot on décale en temps les positions et les vitesses ou impulsions
dans le cas relativiste).

2. Procédure de time splitting : [’étape d’advection peut dans certains cas étre simplifiée.
En effet, si on sépare les phases d’advection en espace et en vitesse, les caractéristiques
sont alors connues explicitement. Néanmoins cette procédure n’est pas utilisable a chaque
fois, et en particulier elle ne ’est pas dans le cas relativiste ou le facteur de Lorentz
v couple les variables x et p. Pour plus de détails a ce sujet, on référe au rapport de
recherche [CGSO7].

3. Le pied de la caractéristique a une probabilité tres faible d’étre exactement un point de la
grille, d’ou la nécessité de l’interpolation. L’interpolation doit étre d’ordre suffisamment
élevé afin de limiter la diffusion numérique qui est le terme d’erreur le plus important
dans cette méthode. Dans la pratique, une interpolation avec des splines cubiques est
suffisante.

4. Tous les détails sur la méthode semi-lagrangienne sont dans les références [CK76, FS03,

SRBGY9].

9.1.2 Maillage mobile

Dans I’algorithme précédent, rien n’oblige en fait a ce que le maillage soit le méme a
chaque pas de temps d’ou 'idée de le changer et de 'adapter a la fonction de distribution
[SFF*04]. On fait alors en sorte que les points du maillage coincident autant que faire se peut
avec des points ou la fonction de distribution est non nulle afin de minimiser le cott de la
méthode aussi bien en termes de temps de calcul (ne pas faire d’opérations avec une fonction
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de distribution nulle) qu’en terme de mémoire (ne garder que des points utiles). Pour cela,
on définit & chaque pas de temps une boite sur le maillage physique de ’espace des phases et
on modifie en conséquence 'algorithme. A chaque pas de temps, on a un C!'-difféomorphisme
¢ de la boite sur la grille physique de ’espace des phases :

Boite (grille logique) V2L grille physique
(X7 V) = Sot(X*ﬂ V*)

La propriété de conservation de f le long des caractéristiques devient alors

x5Vt = fle(x",v),1)
= f(xv, )
= f(X(s;x,v,t),V(s;x,V,5))
= fles(X*(s;x,v,t), V*(s;%x,v,1)),8)
= [ff(X*(s;x,v,t),V*(s;x,v,1)), ).

d’ou le nouvel algorithme.

Soient f™ et ¢;, étant connues, calculer 1 :

Etape 1 Calculer les positions dans ’espace des phases des points de la grille logique ou 'on
va calculer fmt! . (X"H,V?H) = Q1,41 (X7, V)

Etape 2 Calculer le pied (X}, V7) de la caractéristique finissant a (x;
Etape 3 Ramener (X7, V") sur 1a grille logique

n+1 n-i—l)
j .

(X", V™) = o (X, V).

Etape 4 Interpoler f*" :
P ) = FK VT

Seules les étapes 1 et 3 sont nouvelles! De plus, elles sont tres faciles a rajouter a tout al-
gorithme semi-lagrangien comme on va le voir dans les sections suivantes, ce qui rend cette
méthode facilement implémentable.

N.B La grille logique est choisie uniforme pour simplifier I'interpolation.

Quant au choix de la boite, il va dépendre du probleme considéré. Dans le cas d = 1
et pour des faisceaux qui bougent beaucoup dans l’espace des phases, la boite au temps
t"t1 est calculée & partir de l'enveloppe RMS du faisceau au temps t*. Cette technique
est alors particulierement adaptée puisqu’elle permet de beaucoup diminuer le nombre de
points nécessaire au calcul, le faisceau étant a la fois tres localisé et bougeant beaucoup donc
nécessitant un maillage tres différent a chaque pas de temps. Pour plus de détails sur cette
étude, on réfere & [SFFT04].

9.2 Application a un probleme d’interaction laser-plasma

Dans cette section, on veut appliquer la méthode de maillage mobile & un modele unidi-
mensionnel Vlasov-Maxwell relativiste qui décrit une interaction laser-plasma. L’équation de

Vlasov s’écrit ici :
of p Of <E _mc28a >8f

_+__+ 2y Ox ) Op

5+ s Bs 0, (9.4)
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ot v = /1+ (p2/m2c?) + a2 est le facteur de Lorentz et a(t,z) = eA(t,z)/mc amplitude
normalisée du potentiel vecteur A = (0, A,, A.), m la masse électronique, c la vitesse de
la lumiere et e la charge électronique. Cette équation est bien str couplée aux équations
de Maxwell. Dans ce régime completement relativiste, la théorie des perturbations ne suffit
pas a prendre en compte les non-linéarités qui ont ici un taux de croissance tres important
d’ou l'intérét d’une approche eulérienne pour ce genre de probléme (pour une étude sur le
numérique voir [HGB103, GBBT96, GBST90]).

Au début de cette simulation d’une interaction laser-plasma, on impose un équilibre global
(une Maxwellienne) qui reste stable tres longtemps avant qu’une instabilité ne se déclenche et
se développe alors tres rapidement. Dans une telle situation, ’équilibre ne nécessite pas une
description précise mais si la grille n’est pas assez fine, les instabilités ne démarrent pas. De
plus, les instabilités se développant de plus en plus, le domaine de calcul doit étre tres large.
Finalement, on est en présence d’ un large domaine maillé tres finement et donc d’un cotit en
terme de temps de calcul treés important. Le concept de maillage mobile s’aveére bien adapté
a ce genre de situation : on va construire une grille dynamique de ’espace des phases qui va
s’adapter a la forme de la fonction de distribution a chaque pas de temps.

Le domaine en espace reste fixé a [0, L, |, par contre le domaine en impulsion

[pmin(t)ypma:c (t)]7 (t 2 O)

est modifié a chaque pas de temps en fonction d’un critére qui porte sur la fonction de
distribution. Comme dans [GBB96], le domaine initial en impulsion est choisi symétrique
(Pmin(t = 0) = —Pmaz(t = 0)) avec ppqar = 2.5 et le nombre de points dans cette direction est
fix¢ approximativement a IV, ~ 700. Le critere est le suivant :

on définit soit la projection de la fonction de distribution

Ly

F(t = 0,]9) = 0 f(t = ny)p) dz, pe€ [pmin(t = 0)7pmam(t = 0)]7

et un seuil ¢,
Tant que F(t = 0, pmaz(t = 0)) < &,

pmam(t = 0) = Pmax (t = 0) - 2AP-

De cette fagon on préserve la résolution initiale en impulsion (i.e. le Ap initial), mais la va-
leur maximale de 'impulsion est diminuée de sorte que nous gardons seulement les valeurs de
F(t =0,p) qui sont significatives.

Par exemple, des expériences numériques nous ont permis de montrer que ’algorithme précédent
avec un choix de ¢ = 10719 conduit & pe.(t = 0) = 0.5 au lieu de ppa(t = 0) = 2.5,
soit 5 fois moins de points qu’initialement. La fonction de distribution initiale est alors
échantillonnée avec la méme résolution, puisqu’on a utilisé le méme Ap mais sur un domaine
beaucoup plus petit. La masse totale reste tres similaire a celle calculée sur le grand domaine
[—2.5,2.5]. Toutes les quantités macroscopiques sont alors calculées sur le domaine plus petit ;
par exemple, la densité est donnée par

Pmax (tZO)

plt=0,2) = / £(t = 0,2, p)dp.
P
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Bien sur d’autres criteres que celui-la peuvent étre envisagés mais pour cette simulation, il
s’est avéré particulierement efficace.

La simulation commence donc avec un nouveau domaine en impulsion

[_pmin(t = 0)7pmax(t = 0)]

qui est adapté a la fonction de distribution au temps ¢t = 0. La méme procédure est ensuite
appliquée au début de chaque pas de temps t" = nAt pour prédire le domaine d’impulsion
adapté a la fonction de distribution du prochain pas de temps. Pour cela, on considere la
projection sur le domaine d’impulsion au temps t"

Ly

F(t=1t"p) = ft=1t"z,p)dx.
0

Le critere a t = t™ devient alors
Si F(t = t", pmas(t = 7)) > €,
alors praz (t = ") = praa(t = ") + 2Ap,
Flt=1"2, Epmaa(t = ")) =0, f(t=1",2,Epmao(t = ") F Ap) =0,
sinon ppqq(t = t"“) = Pmaz(t =t").

Au début de chaque pas de temps, un nouveau domaine est donc prédit qui sera capable de
prendre en compte les nouvelles structures de la fonction de distribution qui se développent
d’un pas de temps au suivant. Les algorithmes pour résoudre ’équation de Vlasov sont donc
résolus sur ce nouveau domaine.

Quand « rien ne se passe », le domaine en impulsion reste inchangé (cas « sinon »), mais
quand le test est positif (cas « si »), on rajoute une cellule de chaque c6té du domaine pour
préserver la symétrie. Avec ce choix, le pas d’impulsion Ap reste le méme tout au long de la
simulation et la fonction de distribution est toujours échantillonnée sur la méme grille sous-
jacente donc il n’y a pas d’interpolation supplémentaire. On impose, en plus que les valeurs de
la fonction de distribution soient nulles sur les nouvelles cellules £pyaz (1", Dimaz (") — Ap
et —Pmaz (") + Ap. Ces valeurs sont ensuite mises & jour pendant la résolution de I’équation
de Vlasov.

Dans cet exemple, la taille du domaine en impulsion reste constante et égale a [—0.5,0.5],
au lieu de [—2.5,2.5], pendant la majeure partie de la simulation ; puis quand 'instabilité se
développe, le domaine augmente pour suivre les nouvelles structures créées jusqu’a atteindre
a la fin de la simulation, une valeur trés proche de la valeur constante proposée par [GBB196]
(approximativement égale a 2.5). Dans un certain sens, cette observation valide le choix de
notre critere. Le résultat le plus important est le gain en temps de calcul. En effet, le code
original écrit par A. Ghizzo tournait en 15h15mn (pour 10000 pas de temps, dt = 0,01), les
mémes résultats sont ici obtenus avec une grille mobile en 2h25mn soit plus de 6 fois plus
vite. On trouvera tous les détails dans le rapport [CGSO07].

Sur les figures précédentes, on peut voir la différence de taille du domaine sans et avec le
maillage mobile (encore appelé la boite dans les légendes des figures). Sur les figures suivantes,
on voit que rajouter la boite ne modifie en rien les parametres physiques importants de la
simulation.
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F1G. 9.1 — Initialisation de la simulation - Equilibre Maxwellien ( ¢t = 0s).

Fia. 9.2 — Instabilité développée.
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Fi1G. 9.3 — Fonction de distribution ¢ = 100s et ¢ = 800s sans la boite.

Fi1G. 9.4 — Fonction de distribution ¢ = 100s et ¢t = 800s avec la boite.
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Fia. 9.5 — Comparaison des principaux parametres physiques avec et sans la boite.

9.3 Application a LOSS

Au vu de ces tres bons résultats 1D, nous avons voulu étendre ces résultats au 2D, en
particulier pour la propagation de faisceaux de particules intenses. Le modele étudié ici est le
modele paraxial 2D, qui peut étre obtenu a partir du modele complet 3D de Vlasov-Maxwell.
La encore, l'objectif est de réduire le cout des méthodes sur maillage qui est excessif car
nombre de points sont inutiles, la fonction de distribution des particules étant nulle en ces
points. En effet, le faisceau bouge beaucoup et rapidement dans I’espace des phases. Le concept
de maillage mobile, qui suit la fonction de distribution a chaque pas de temps semble donc
encore une fois étre une bonne solution. D’autant que nous avons vu a la section précédente,
que cette méthode est facile a implémenter dans toute méthode semi-lagrangienne.

Donc, en suivant les idées développées dans la section précédente, on va calculer a chaque
pas de temps un maillage inclus dans le maillage initial. Ce sous-maillage doit étre adapté a
la forme de la fonction de distribution. Nous allons pour cela considérer que le mouvement
globel du faisceau est essentiellement di aux forces externes et donc I’évolution du faisceau
peut étre approché par 'ellipse solution de ’équation d’enveloppe, voir [FS06]. Cette ellipse
est déterminée par des quantités dites RMS du faisceau qui sont des moments de la fonction
de distribution. Les parametres de l’ellipse sont les suivants. L’angle 6 par rapport a l'axe
(Ozx) est donné par

2(zxa’)

tan § = 7(3;% =22y

le grand axe de 'ellipse est lui donné par

a= \/2(<a:2> cos? 0 + (x/2) sin? 0 + 2(xz’) cos O sin ),

et le petit par

b= \/2((a:2> sin? 0 + (2/2) cos? 6 — 2(xa’) cos Osin 6),
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Les quantités entre crochets sont quant a elles définies par

/ &, 2') f (. ') dada!

(&(x,2"))
/f(m,x')da:dm'

Au début de chaque pas de temps t”, un nouveau maillage G™T1 est construit en utilisant
les parametres de 'ellipse correspondante qui contient la fonction de distribution du faisceau.
Cette boite de calcul au temps t"*! est déterminée en utilisant les parametres a, b et 6 & partir
des quantités RMS du faisceau au temps t". Voici 'algorithme :

1. Calculer le maillage G"*! de ’espace des phases & partir des valeurs RMS de f". Etendre
f™ & zéro sur GMHLG™.

2. Trouver le pied de la caractéristique finissant en (a:?“, v;-”rl) e Gntl . (Xn, V") e G™.

3. Calculer f(t", X", V") par interpolation pour obtenir f7+1!.

Cet algorithme a été implementé dans le code LOSS (LOcal Spline Simulator), code 2D

(=4D de l'espace des phases) qui résout les équations de Vlasov-Poisson. Plus précisément,
le code LOSS est basé sur la méthode semi-lagrangienne en arriere, introduite plus haut avec
pour particularité d’utiliser dans I’étape d’interpolation des fonctions splines localisées (d’ou
son nom) et non des splines globales. On rappelle que 1'on est en 4D et que le maillage utilise
alors beaucoup de points et donc de temps de calcul et de mémoire. Afin de pouvoir passer des
cas tests réalistes, il est nécessaire de paralléliser ce code, cette parallélisation se fait avec une
méthode de décomposition de domaines, i.e. grace a l'utilisation de plusieurs processeurs
qui travaillent chacun sur un morceau du domaine et qui s’échangent les données avec du code
source MPI (Message Passing Interface). On découpe donc le domaine en vitesse en sous-
domaines et on distribue chacun de ces sous-domaines a un processeur. L’avantage des splines
locales et la raison de leur utilisation est que chaque processeur résout l’équation de Vlasov
sur son sous-domaine en utilisant des données locales, donc présentes dans ce sous-domaine
dont il a la charge. Bien str, certaines données, sur les bords du sous-domaine en particulier,
doivent étre échangées entre les processeurs et on utilise pour cela des communications MPI
entre les processeurs. Dans un premier temps, pour tester la faisabilité de la méthode, nous
avons modifié ce code en remplacant la parallélisation qui était faite sur le domaine en vitesse
par le maillage mobile sur le domaine en vitesse.
Comme annoncé plus haut, apres avoir testé la faisabilité de notre méthode de maillage
mobile sur 'algorithme LOSS, nous 'avons implémenté dans un code LOSSx. Le principe est
le méme, mais le découpage en sous-domaines se fait dans I'espace des positions (z,y) et le
maillage mobile est rajouté dans ’espace des vitesses (v, v,). Ce nouveau code LOSSx nous
a permis de passer des cas beaucoup plus gros (en termes de nombre de points) que le code
LOSS original. De plus, dans le code LOSSx le pas de temps est beaucoup moins contraint
car les déplacements sont beaucoup plus faibles dans ’espace des positions. Dans I’espace des
vitesses, les déplacements étant plus importants, le pas de temps était choisi de sorte que
les particules ne puissent se mouvoir de plus d’une maille, ce qui aurait augmenté d’autant
les communications entre processeurs. Donc au final, LOSSx est aussi plus rapide que LOSS
pour ce probleme. Ce travail est encore en cours de développement, nous ne présentons qu’un
premier cas test, d’autres sont en cours.
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Dans les figures présentées ensuite, on peut voir sur la droite la taille du domaine qui
évolue en vitesse (donc en ordonnée) sur un cas test faisceau gaussien. D’autres cas tests sont

a réaliser
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F1G. 9.6 — Faisceau de particules dans le domaine (x, v,) a l'itération 0 (gauche) et 25 (droite)
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F1G. 9.7 — Faisceau de particules dans le domaine (y,v,) a I'itération 0 (gauche) et 25 (droite)
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Chapitre 10

Résolution du probleme de
Vlasov-Maxwell

10.1 Solveur PIC

Pour résoudre numériquement le systeme de Vlasov-Maxwell, 1'algorithme de base est le
suivant :

1. Résoudre I’équation de Vlasov par notre méthode favorite (soit directe, soit particulaire).
2. Calculer la densité de charge et de courant.

3. Résoudre les équations de Maxwell (encore avec notre méthode favorite : différences
finies, éléments finis, ...) avec pour second membre la densité de charge et de courant
calculées précédemment.

4. En déduire le nouveau champ électromagnétique et retour en 1.

Contrairement au chapitre précédent, dans cette partie, on choisit une méthode particulaire
pour résoudre l'équation de Vlasov. On redonne les grandes lignes de la méthode et pour
plus de détails on renvoie au livre [BL91|. Rappelons le principe de cette méthode : suivre
la trajectoire d’'un grand nombre de macro-particules représentant le plasma dans ’espace
des phases. Pour cela, on se donne une collection N de macro-particules de positions x%, de
vitesse 1)2 et de poids p, i.e. une somme de mesures de Dirac :

N
FR(ev) = ped(x —x)d(v — v})

k=0

Alors, on peut démontrer [CR84] que approximation particulaire fj de f, solution de I’équation
de Vlasov avec donnée initiale f}? est donnée pour tout temps ¢t > 0 par :

N
Fhe6v ) = prd(x = x(1)5(v — vi(1))
k=0

95



96 CHAPITRE 10. RESOLUTION DU PROBLEME DE VLASOV-MAXWELL

ou les positions et vitesses (xx(t),vi(t)) sont solutions des équations caractéristiques de
I’équation de Vlasov

( % = vi(t)
Xk(O) = Xg
) (10.1)
% = %(E(l‘k(t),t) + v X B(xk( )7t))
vi(0) = vp

N.B. Dans la pratique, E(z(t),t) et B(zk(t),t) sont remplacés par (Eg(t) et Bg(t)) des
approximations du champ électromagnétique agissant sur la particule k.

10.1.1 L’algorithme PIC

L’algorithme d’un solveur PIC de Vlasov-Maxwell est alors le suivant.

e Etape d’initialisation : définir fSL, E° B et un maillage pour le solveur de Maxwell.
e Boucle principale : (xx(t,), Vi (tn)) noté (x,vy)
1. interpoler, aux positions des particules a partir des points de la grille adjacents, le
champ électromagnétique — (E7, B})
2. résoudre les caractéristiques (10.1) (avec un schéma saute-mouton par exemple) :

(xp Vi) — (L vE)

3. calculer I'approximation particulaire de la densité de charge et de courant :

N N
P(X,tn) = > ped(x — %), I(x,tn) = ¢ ) prvid(x — x})
k=0 k=0
4. « déposer »sur le maillage ces densités
5. résoudre les équations de Maxwell sur le maillage avec pour second membre les

densités calculées a I'étape 4 précédente.

Arrét quand ¢, = Thnal
Revenons un peu sur chacune des étapes. La premiere étape d’initialisation est importante :
les positions et les vitesses des macro-particules au temps initial doivent étre distribuées selon
une distribution donnée f°. S’il est possible de le faire de facon analytique, le mieux est
d’inverser la fonction cumulative

Fv) = /Oy o

- /fodx.

Dans le cas contraire, on utilise un algorithme d’acceptation-rejet [Dev86]. Dans tous les cas,
Ierreur de la méthode est liée au bruit introduit lors de cette étape aléatoire d’initialisation
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d’olt une vitesse de convergence tres lente qui est alors de 1/ V/N ot N est le nombre de
macro-particules.

Pour ce qui est du mouvement des particules, on utilise un schéma saute-mouton classique
afin d’obtenir un schéma d’ordre 2 :

—X —1/2
k S /

dt -k

Vk q n n n
= = vy X B
m( kT Vi k)

La difficulté est ici le décalage voulu pour I'ordre du schéma entre les positions et les vitesses
(les positions sont calculées au temps entiers et les vitesses aux demi-temps) mais dans la
deuxieme équation, nous avons encore besoin d’une vitesse au temps entier vi!. Ce probleme
est résolu a l'aide de la méthode dite de Boris suivante (14 encore pour les détails, voir [BL91]) :

v = VZ_1/2 + %Ez‘
V** - V* q *k * n
Y oV - Ty 41v)xB
dz—l/Q Zm( q ) '

Pour finir, évoquons le probléeme des opérateurs d’assignement « particules & maillage » (opérateurs
de déposition) et « maillage a particules » (opérateurs d’interpolation). Les densités de charge
et de courant particulaires sont données par les mesures suivantes :

N N
P tn) = a3 prd(x = x3), I, tn) = a3 prvid(x — X)),
k=0 k=0

Afin de donner un sens & ces densités sur les noeuds d’un maillage (pour résoudre les équations
de Maxwell par la suite), on régularise ces données a l'aide de fonctions régulieres que 1'on
appelle facteurs de forme S (ce sont des splines en général)

N N

P tn) = @Y prS(x = x3), I(x,tn) = ¢ pevieS(x — X}).
k=0 =0

L’opération « maillage a particules », qui consiste a évaluer les champs électromagnétiques
calculés sur le maillage aux positions des macro-particules, doit alors étre faite en utilisant
les mémes fonctions de forme, sous peine d’obtenir des forces non physiques. Un exemple
d’opérateur (les B-splines) que l'on retrouvera dans la suite est le suivant :

des particules (a:ﬁ,yg)fgvzl aux points du maillage (z;,v;),1 <i < ng,,1 < j < n,, on définit

N
(p)ij =D aS" (xi — 2}, 5 — yi)
k=1

S\ (@, y) = Sk, (2)Sh, (v) et S(z) = { La—L) sifel<n

0 sinon



98 CHAPITRE 10. RESOLUTION DU PROBLEME DE VLASOV-MAXWELL

Remarque 10.1.1 S7*(z) = (S) * S 1) (z) avec

st x| < h/2

=

Sh(x) =

0 sinon

L’opérateur d’interpolation « maillage & particules »est défini de la méme facon.

10.2 Discrétisation éléments finis des équations de Maxwell

Dans cette section, on s’intéresse aux équations de Maxwell posées dans un ouvert borné
Q) de R? suffisamment régulier, de frontiere 9 suffisamment réguliere. Mathématiquement,
pour avoir une chance que les équations de Maxwell soient bien posées dans un ouvert, il est
nécessaire d’ajouter des conditions limites ou conditions de bord. On ne va considérer ici pour
simplifier que la condition de conducteur parfait suivante.

e Condition de conducteur parfait

On suppose que le domaine (Q est entouré d’un conducteur parfait, 7.e. d’'un milieu dans lequel
le champ électrique est nul. Les conditions de transmission bien connues en électromagnétisme
assurent alors que la composante tangentielle du champ électrique est continue de part et
d’autre de Uinterface, ce qui implique que :

= A =
E A n,, =0.

Cette condition est une condition réfléchissante.

On rappelle que dans le cadre du projet HOUPIC (http ://www-math.u-strasbg.fr /houpic),
notre objectif est d’obtenir des solveurs PIC (3D) pour simuler des problemes réalistes comme
la vulnérabilité d’engins spatiaux aux flux de particules ou I'injecteur dans le projet d’accélérateur
de notre partenaire suisse PSI (Paul Scherrer Institute). Les différentes géométries a considérer
sont alors des géométries complexes qui demandent des maillages non structurés. De plus,
nous voulons des méthodes précises et donc monter en ordre. Les méthodes de différences
finies, comme la méthode de Yee [Yee66], tres robustes et facilement implémentables at-
teignent leur limite sur des maillages non structurés et lorsque l'on veut monter en ordre.
Les méthodes d’éléments finis, continues ou discontinues (méthodes de Galerkin discontinues
[HW02, PFC05, CFP05, FLLP05, SBvdV07]. ) permettent de répondre a ces deux attentes.
Notons qu’il est aussi possible de développer des méthodes de volumes finis d’ordre élevé sur
des maillages non structurés [GS97].

10.2.1 Formulation variationnelle

Dans toute la suite, on ne considérera que le mode TE (Transverse Electrique) qui a été
introduit plus haut :

OE

_VXB = — 10.2
0B
- E = 10.
5 TV X 0, (10.3)

V-E = p, (10.4)
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Pour obtenir la formulation variationnelle qui conduit a la méthode d’éléments finis conforme,
on multiplie les deux équations par des fonctions tests et on integre sur tout le domaine.
Comme le champ électrique est naturellement dans Hy(curl, ) (voir le théoreme d’existence),
on multiplie la premiere équation (10.2) par une fonction ¥ € Hy(curl,Q2) et on choisit de
Iintégrer par parties en tenant compte de la condition de bord. On obtient alors :

trouver (E, B) € Hy(rot, Q) x L?(Q) tels que

d
¥ E P dX — / (Vx)dX = —/ J-dX Vi € Hy(rot,Q),  (10.5)
Q
%/ By dX+/(V xE)pdX = 0 Vpe L2(Q). (10.6)
Q Q
Remarque 10.2.1 e On aurait trés bien pu choisir d’intégrer par partie la deuxieme

équation 10.3, on aurait alors obtenu le probleme suivant :
trowver (E, B) € Hy(div, Q) x HY(Q) tels que

d
dt

—/ngdXJr/E-(VX@) dX = 0 Voe HYQ). (10.8)

E. P dX — /VXB) YdX = —/J-q/)dX Yoy € H(div, ), (10.7)
Q

Noter bien qu’alors les espaces sont trés différents pour les deux champs. Cette derniére
formulation est trés spécifique au 2D, c’est pourquoi nous me l’avons pas considérée
ausst systématiquement que la premiére. De plus, la conservation de la charge qui est le
point dur du couplage Mazwell-PIC est plus délicat a traiter avec celle-ci. On trouvera
plus de détails a ce sujet dans larticle a paraitre [CPJSS08].

e Noter aussi que l'on peut décider de discrétiser les équations de Mazwell avec des
éléments finis nodaux, i.e. des éléments conformes H' et non H(rot) mais dans ce
cas, il faut prendre en compte, en particulier pour le numérique, certaines singularités
(des fonctions harmoniques) qui apparaissent dans les domaines non convexes (voir par
exemple [AJ01, AJLS03]). Ces problémes de singularités sont les mémes que ceuz que
nous avons déja rencontrés en premiere partie de ce manuscrit.

10.2.2 Choix des espaces d’éléments finis

Comme le champ électrique vit naturellement dans I’espace H (rot, 2) et que 1’on cherche a
construire une méthode d’éléments finis conforme, on a besoin d’utiliser les éléments conformes
H(rot), introduits par Nédélec [Néd80], encore appelés éléments d’aréte. Comme il existe au
moins deux familles d’éléments d’aréte ([Néd80], [Néd86]), les deux points suivants vont guider
notre choix d’espaces.

Le premier point, développé juste apres, est le probleme de la condensation de masse. En
effet, écrivons le probleme d’éléments finis sous forme matricielle. Soient {%); };—1.. y une base
de W C Hy(rot, Q) et {¢r }p—1..1s une base de V' C L?(2). Le probleme (10.5)-(10.6) s’écrit :
trouver (E,B) € W x V tels que

jt/E ¥ dX — | B(V x ;) dX :—/J-q,bz-dX, Vi=1...N,
Q

d (10.9)
—/ngkdX+ (V x E)gp dX =0, Vk=1...M.
Q Q

dt
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Quand E et B sont décomposés sur les bases respectives de W et V', on obtient le systeme
semi-discrétisé suivant :

{ MyE - KB 7 (10.10)

M,B+'KE =0
avec

(My)1<ij<n = /Qipj “p; dX, (My)i1<ij<m = /Q%‘QO]' X,

(K)1<i<N1<j<Mm = /QQOj(V X ;) dX.

Et on voit bien ici, que la discrétisation en temps va obliger a inverser la matrice de masse
a chaque pas de temps, d’olt un cotut relativement élevé de ce type de méthode. Pour circon-
venir ce probleme, 'idée est d’utiliser une matrice de masse diagonale ou une approximation
diagonale de la matrice de masse, ce que I'on appelle la technique de condensation de masse
[CohO1].

Remarque 10.2.2 On verra dans la suite que la deuriéme matrice de masse, a savoir M, va
disparaitre grace au choir des espaces. On aura donc une expression explicite pour le champ
magnétique B, et non plus un autre systéme linéaire a inverser a chaque pas de temps.

Le deuxieme point qui guide notre choix d’espace est le probleme de conservation de la
charge. On a vu précédemment que ’équation de conservation de la charge est redondante
avec I'équation de Gauss a condition que celle-ci soit vérifiée a I'instant initial. On a vu aussi
que cette propriété découle de la suite exacte que forment les espaces entrant en jeu dans le
systeme de Maxwell. Si cette propriété de suite exacte est alors vérifiée au niveau discret, il
sera inutile de résoudre explicitement ’équation de Gauss, seules celles d’Ampere et Faraday
seront nécessaires. En effet, si les espaces sont tels que

\Y V%
1 2

H (Q) — H(rot,Q) — L*(Q) (10.11)
U U U
X — w — V

alors comme pour ¢ € H}(Q), V¢ € Hy(rot, ), on peut prendre V¢ comme fonction test

dans la formulation variationnelle de I’équation d’Ampere. Alors avec I’équation de continuité

et en intégrant par parties, on obtient :

d d
— E-V(;ﬁdX:%/quﬁ, Vo € Hj(Q)

dt Jo
qui n’est autre que la forme faible de la dérivée en temps de la loi de Gauss (10.4). Elle sera
donc automatiquement vérifiée en tout temps pourvu qu’elle le soit au temps initial.
Pour atteindre ces deux objectifs, condensation de masse et suite exacte, le choix des
espaces est alors le suivant sur des maillages rectangulaires d’abord :

X = {geHl(Q) | £|K1 EQk’(KZ) , Vi= 17---7T}7

Qr—1.6(K; .
W = {1 € H(rot,Q) | g, € ( @Z,f_fgxi >  Vi=1,...,r}
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A Tk -
1F vk
[ » x
A
K
T ...
X0 rxo Tx]] I;l _ xk Txk
My
yl .[y =
yl
r
0 |- yo y0 -
X0 x1 TyO xk
] I
0 1
Fic. 10.1 —

Qump =<2y’ J0<i<m,0<j<n>,

V={peL*9) | gr, € Q1(K;), Vi=1,...,r}

L’espace W est connu comme la premiere famille d’éléments d’aréte de Nédélec. Pour rappel,
pour étre H (rot)—conforme, il faut que les traces tangentielles des fonctions considérées soient
continues de part et d’autre des arétes partagées par deux éléments. On montre alors, voir
[Jun07], que la propriété de suite exacte est bien vérifiée au niveau discret puisque

VXCW, Vx(VX)={0}, VxWcCV.

Les degrés de liberté de W que l'on va considérer ne sont pas ceux introduits par Nédélec

mais les suivants. Commencons par définir y; = E,W =0,...,k et I'y, le segment horizontal
passant par y; et inclus dans K élément de la triangulation, 7, le vecteur tangent unitaire
associé et de maniere similaire x;, I'y, et T, (voir Figure 10.1).

Alors les degrés de liberté sont donnés par :

E=xzouy -
a¢'(p) :/ In(E)p-T¢, dT,  i=0,...,k VpeP= < Qg 1.4(K) >
Z Te, m=0,....k—1 Qu-1(K)

oil L, est le mi®™€ polynome de Legendre normalisé sur [0, 1].
Ce choix est guidé en premier lieu par la condensation de masse. En effet, notre choix de

fonctions, qui sont des produits de polynoémes de Legendre et de Lagrange dans une variable
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et le fait d’avoir choisi les points de Gauss-Lobatto comme degrés de liberté, amenent natu-
rellement a la condensation de masse. En effet, dans ce cas les fonctions de base sont données
par
) .z . .
v = <L5i E)lm (&) < 553’ >> ou £ =z si £ =y et inversement.
@ fI

On obtient alors :

[upwyax = [ (za@mo () (Lpmmnm () ax

1 1
= o | Le(Le,(€) ¢ [ 1010 d€

1
= 5§n5mn/ Lfi (g)Lfg (5) dé. = widij(s{némny
0
ot les {w;}i=o,... 1 sont les poids associés a la formule de quadrature de Gauss adéquate.

Remarque 10.2.3 e Le choix des points de Gauss-Lobatto comme degrés de liberté ne
permet pas seulement la condensation de masse mais aussi la diminution du condition-
nement de la matrice de masse et de la constante de Lebesgue intervenant dans l’erreur
de la méthode, pour tous les détails on se référe a larticle [JSS0S].

e [l faut se rendre compte que cette condensation de masse ne fonctionne que sur des
maillages réguliers. Sur un maillage quelconque, les fonctions de base n’auront plus cette
propriété d’étre des produits de fonctions de Lagrange et Legendre évaluées chacune en
x ou eny. En effet, la transformation qui transporte I’élément de référence [0,1] sur
un €élément quelconque est alors une transformation bilinéaire qui va coupler les deux
directions x et y.

Sur les maillages triangulaires, on définit les espaces vérifiant la propriété de suite exacte
de la fagon suivante :

X={€H"(Q) | §n €Pu(Ti) +Pp1(T))ay , Vi=1,...,1},

W:{’lPEH(I’Ot,Q) | ’lnb|Tl Epz—l(ﬂ)+@k—l(Tz)< y > ,Vizl,...,r},

V={pel*Q) | op € Ppi(Ty), Vi=1,...,1},

ol P;_1 est I'espace des polynomes de degré exactement égal & k — 1. Encore une fois, pour
I’espace conforme H (rot), on a choisi la premiere famille d’éléments de Nédélec dont on change
pour des raisons de conformité sur les maillages hybrides les degrés de liberté comme suit.

Soit P = Pz_l(f) +P_1(T) < —ya: ) Pespace de dimension k(k+2) sur ’élément triangulaire

de référence. On définit d’abord les 3k premieres formes linéaires sur P par

i . —1,....3
;' (p) = /F mpomidl, (10.12)
puis les k(k 4+ 2) — 3k = k(k — 1) suivantes
2 1= 17 2
;" (p) = pi(Xm), -1k > (10.13)
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F1c. 10.2 — Exemple de maillage hybride d’un disque.

ou p;, i = 1,2 est la premiere et la deuxieme composante du champ de vecteurs p = z ! >
2

et {Xm}m_l (k—1nr un ensemble de points intérieurs au triangle choisi tel que {o;(f) :=
=1,..., =Lk

f(XZ')}Z._1 (k—1yk S0it P _o-unisolvant.
=1,..., =Lk

Remarque 10.2.4 Encore une fois, le choix de la localisation des points de X; intérieurs
au triangle n’est pas fait au hasard. Pour les degrés élevés, un mauvais choix amene des
oscillations importantes et donc une mauvaise approximation. En particulier, les points de
Lagrange dans le triangle sont un meilleur choix que les moments sur le triangle, qui sont les
degrés de liberté proposés originellement. Pour plus de détails on référe a nouveau a [JSS08].

Faisons un petit bilan : sur les maillages rectangulaires, le choix des fonctions de base donne
naturellement une matrice de masse diagonale. Sur les maillages triangulaires, des schémas
de condensation de masse ont été introduits par Cohen et ses co-auteurs [Coh01, PFCO05]
mais ils doivent pour cela ajouter des degrés de liberté non tangentiels sur les arétes, ce
qui empéche d’avoir la suite exacte pour les espaces considérés. C’est pourquoi, nous avons
choisi de travailler sur des maillages hybrides ot une grande partie du domaine est maillé en
rectangles et les bords en triangles (voir Figure 10.2). La partie rectangulaire, conduisant a
une matrice de masse diagonale, reste compétitive en terme de couts et nous avons limité a
une petite partie du domaine, I'inversion de la matrice de masse chere. Le choix des degrés de
liberté qui coincident sur les arétes partagées par un triangle et un rectangle permet d’affirmer
que les espaces choisis sont H (rot)—conformes. De plus, comme la suite d’espaces discrets est
exacte sur les rectangles et sur les triangles, elle le reste sur le maillage hybride.

On a pu montrer que jusqu’a ’ordre 5, ordre des méthodes est bien celui attendu, c¢’est-a-
dire une convergence en h**! pour la norme L? des champs pour des polynémes de degré k, et
que la condensation de masse n’influe pas sur cet ordre de convergence. De plus, nous avons
clairement montré la supériorité des méthodes d’ordre élevé qui permettent d’obtenir des
erreurs proches du zéro machine avec des maillages relativement grossiers et donc un temps
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de calcul réduit d’autant. Les tests effectués sur des maillages hybrides montrent bien 'intérét
en terme de temps de calcul d’avoir sur la partie rectangulaire du maillage une matrice de
masse diagonale. Tous les résultats numériques sont présentés dans la these de S. Jund [Jun07]
et résumés dans larticle [JSS08].

10.2.3 Discrétisations en temps

Toujours dans ’objectif d’obtenir des méthodes tres précises, nous avons cherché a ce que
les schémas en temps soient eux aussi d’ordre élevé afin de ne pas diminuer 'ordre général
de la méthode. Pour cela, nous avons testé un certain nombre de méthodes dont les schémas
symplectiques [PJC90, Pip06, RWRO04, Yos90] et des schémas obtenus par développement
de Taylor [HEOCS87, DM05b, DMO05a]. Ces derniers présentent le défaut d’étre instables &
certains ordres (1, 2, 5 et 6) pour des problemes comme le notre. Nous avons alors développé
une technique de stabilisation pour ces ordres problématiques.

Pour les méthodes symplectiques, il est relativement facile de trouver dans la littérature les
coefficients nécessaires a 'implémentation pour les 4 premiers ordres du schéma. Par contre,
pour des ordres plus élevés, Yoshida propose de composer les méthodes d’ordre pair 2m avec
elle-méme pour obtenir une méthode d’ordre 2m + 2, [Yos90].

Toutes ces méthodes sont détaillées et comparées dans la thése de S. Jund [Jun07]. Les
résultats d’efficacité des différentes méthodes sont les suivants : pour les méthodes d’ordre 1, 2
ou 3 les schémas symplectiques sont bien moins chers comparés aux méthodes de développement
de Taylor. Par contre, a partir de 'ordre 4, comme les schémas symplectiques sont obtenus par
composition entre eux, ils deviennent beaucoup plus chers. Noter que ’avantage des schémas
symplectiques est de conserver au niveau numérique ’énergie du probleme (d’ou leur nom)
mais nous avons pu montrer que les schémas type Taylor d’ordre supérieur a 3 présentent des
erreurs de dispersion et de dissipation proches du zéro machine, ce qui les rend plus efficaces
a partir de cet ordre 3 en terme de temps de calcul que les schémas symplectiques.

10.3 Le probleme de conservation de la charge

Reprenons 'algorithme de couplage Vlasov-Maxwell et rappelons qu’a I'étape 3, il faut
calculer approximation particulaire de la densité de charge et de courant afin de résoudre
les équations de Maxwell sur le maillage avec pour second membre ces densités calculées a
I’étape précédente et redéposées sur le maillage.

On donne ici le schéma compléetement discrétisé

1 1 1
A /Q(EZJrl —E})-p— 02/Q B;LHQrot p= _50—1/§2J2+2 - Y € Wj, C H(rot,2)10.14)

1 ntl nol
Kt/Q(BhJr2 - B, 2)1/1—1—/Q¢rot E;y = 0 VszVhCLQ(Q) (10.15)

On rappelle que la densité de charge et de courant sont données par

Nt

N

41 41

,OZ(X, tn) =4q E ka(X - XZ)? JZ 2(X7 tn) =4q § kaZ 25(}( - XZ)?
k=0 k=0
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ou S est une fonction de forme (que I'on peut prendre égale & la mesure de Dirac ¢ dans le
cas non régularisé).

On a vu plus haut que ne résoudre que les deux équations d’Ampere et de Faraday n’est

équivalent a la résolution des équations de Maxwell que si la conservation de la charge est
vérifiée. Dans le cas contraire, on pourrait avoir des modes non physiques (qui proviennent de
densités de courant et de charge incompatibles) comme solutions numériques et le couplage
avec le code PIC pour I’équation de Vlasov pourrait amplifier ces modes.
Dans le couplage solveur PIC et solveur Yee pour Maxwell, pour pallier ce probleme, les phy-
siciens ont pris ’habitude de résoudre de temps en temps I'équation de Poisson, apres avoir
résolu les équations de Faraday et Ampere, afin d’obtenir un champ électrique qui vérifie
bien div E = p et corriger ce champ en conséquence. D’autres travaux ont été menés qui
permettent de définir au mieux la densité de courant de sorte que I’équation de conservation
de la charge soit vérifiée, voir pour une revue la these de R. Barthelmé [Bar05].

Pour ce qui est d’un solveur éléments finis, on a vu que le choix des espaces discrets
permet de ne pas résoudre ’équation de Gauss (qui est directement résolue avec 1’équation
d’Ampere). Il ne reste plus qu’a définir la densité de courant de fagon consistante avec celle
de la densité de charge afin de vérifier I'’équation de conservation de la charge. Pour ce faire,
il faut prendre

tn+1

N 1
) ZZka(x—xZ), "+2 Zpkv”+ —/ S(x —xx(t))dt  (10.16)
k=1 tn

En effet, on a (au moins) formellement pour tout ¢ fonction d'un espace conforme H! :

)
n+1 n ftt d : .
(Ph —pp)o= ) [E . ph(t)qzb] dt. Puis, pour toute fonction de forme suffisamment

reguhere S, avec une formule de Green, on obtient :
d .
E/QS(' —xi(t)) ¢ = —/Q [vi(t) - VS(- — xx(1)] ¢ = —/Q [div(vi(t)S(- = xx(1))) ] ¢
= /ka(t)S(' —xx(t)) - Vo.

En sommant sur les particules, on a
1 tn+1 tn4+1
/(p’ﬁ — i) = Zpk /S — x4t }dt / [/Jh(t)-qu}dt. (10.17)
k<N d ln Q

Donc, en calculant le courant comme en (10.16), on voit qu’on aura bien la conservation de
la charge discrete suivante :

/(pgﬂ pg)qb—At/QJ”*? Vo=0 V¢oeX,CH) et neN. (10.18)

Tous les détails sont données dans [CPJSS08].
On se restreint ici au cas sans régularisation (S = 0), et le courant est alors donné par le
second membre suivant :

n+i n+i 1 n+i tnt1
g [ = S Y [T el i= 1N (o)
Q _ tn
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avec X (t) == x + (t — tn)vzﬂ/2 sur [tn,tn+1] et ¢; fonction de base de Wy, C H (rot, ).

Remarque 10.3.1 On trouvera dans l’article [CPJSS08] ou dans la thése [Jun07], la démon-
stration qu’avec les fonctions de plus bas degré, notre solveur éléments finis de Mazwell n’est
autre que le solveur de Yee, et que le courant obtenu par la formule 10.16 redonne le cou-
rant calculé par Villasenor-Buneman. On montre rapidement ici que les résultats numériques
obtenus sont effectivement bien les mémes avec un solveur Yee ou un solveur éléments finis
pour Mazwell et un calcul du courant par la formule de Villasenor-Buneman ou (10.16) sur
un cas test d’amortissement Landau :

-RES/ex 0000 —— RES/ex 0100 ——
“gnuplol_ex0000.dal’ ‘gnupioy exo100 dar

\

—
=

Al

015
01

i
il
\
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01
015
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\\

=

=

\
\.

\!

F1G. 10.3 — Champ électrique Ex : t = 0 (gauche), t = 0.97 (droite)

-RES/ex 0400 —— RES/ex 0500 ——
“gnuplol_ex0400.dal’ ‘gnupioy exos00 Bar

Fic. 10.4 — Champ électrique Ex : t = 3.91 (gauche), t = 4.89 (droite)

0.0

—— Yee scheme
Finite element scheme|

Fi1a. 10.5 — Amortissement de I’énergie du mode principal du champ électrique.
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L’implémentation explicite du calcul du courant par la formule (10.16) a été faite en 2D
pour lordre 1 et 2 et en 3D pour l'ordre 1,2 et 3 sur des maillages structurés (concretement
des rectangles et des parallélépipedes). Le calcul est fait analytiquement soit par un logiciel
de calcul formel (Maple), soit par une formule de quadrature adéquate (i.e. qui tient compte
du degré de la fonction de base), voir pour tous les détails 'article [CPJSS08]. Les premiers
résultats numériques sont satisfaisants mais d’autres cas tests plus poussés sont en cours afin
en particulier de mettre en évidence 'intérét de monter en ordre sur le solveur de Maxwell.
Il reste aussi a réfléchir sur la nécessité de la régularisation ou non (prendre S différent de ¢).

10.4 Conclusion et perspectives

Toute cette partie est consacré a un travail encore en cours, il reste donc beaucoup de
points a explorer dont les plus importants sont les suivants.

Sur les méthodes de résolution directe de I’équation de Vlasov avec maillage mobile, les
résultats préliminaires sont tres intéressants, il reste néanmoins a mener une étude systématique
pour pouvoir affirmer que cette méthode permet de passer des cas réalistes en 4D de 'espace
des phases. Nous cherchons aussi & appliquer la méthode originelle développée dans [SFFT04],
un peu plus sophistiquée et qui permet non seulement a la boite de grossir et diminuer en
suivant le faisceau mais aussi de tourner avec celui-ci et d’avoir une forme elliptique (et donc
encore de diminuer le nombre de points nécessaires a sa discrétisation).

Sur le solveur Maxwell, un des axes de recherche actuel est la condensation de masse des
éléments d’aréte sur des maillages non structurés puisque nous avons pu montrer l'intérét
d’utiliser cette technique en terme de cout et temps de calcul. L’autre travail consiste a
développer un solveur Maxwell éléments finis d’aréte 3D sur des maillages hybrides. En effet,
pour cela les degrés de liberté partagés par des arétes d’éléments structurés et non structurés
doivent étre tels que leurs traces tangentielles sont continues sur Paréte partagée (afin de res-
ter H(rot)—conforme). Nous pensons donc pour l'instant devoir rajouter autour du maillage
structuré une couche d’éléments pyramidaux qui devaient permettre ce passage continu de
I'un a lautre.

Pour ce qui est du couplage solveur PIC-solveur Maxwell, une des grandes questions encore
en suspens est la nécessité ou non de régulariser le courant. Est-il encore dans ce cas facile
de calculer un courant & la fois régularisé et qui vérifierait correctement la conservation de
la charge ? Et surtout, est-ce que cela apporte quelque chose a la précision des résultats ou
non ?
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Programme de recherche

Pour la simulation numérique d’écoulements de fluide, un des points qu’il reste a faire
est 'application de la méthode couplée éléments finis-méthode intégrale pour la formulation
(1, w) bidimensionnelle pour le probleme non linéaire de Navier-Stokes. Tres efficace pour le
probleme de Stokes, cette méthode devrait permettre d’obtenir de meilleurs résultats en 2D
sur des maillages non structurés et ce tres rapidement. On rappelle que l'intérét de cette for-
mulation est qu’elle ne demande en 2D que le calcul de 2 inconnues scalaires, d’ou sa rapidité.
J’envisage ensuite une collaboration avec Nicolas Passat, informaticien au LSIIT et des neuro-
biologistes des Hopitaux civils sur la simulation d’écoulement sanguin dans le réseau veineux et
artériel cérébral. Nous avons commencé a travailler et pensons a mettre en place un cadre a ce
projet prochainement en y intégrant en particulier P. Helluy, le professeur arrivé dernierement
dans I’équipe de 'TRMA dont les thémes de recherche sont la mécanique des fluides.

Le dernier point a regarder est le probleme de décomposition de champs de vecteurs avec
conditions limites mélées car c’est de la que viennent la plupart des problémes rencontrés
aussi bien en mécanique des fluides que pour les équations de Maxwell.

Sur la simulation numérique de problemes de physique des plasmas et faisceaux de particules
chargées, la recherche est encore en cours. D’autres travaux sur le maillage mobile et la
résolution directe sont prévus, les résultats obtenus a ’heure actuelle ne sont que préliminaires.
Nous devons tester la robustesse de I'algorithme en changeant de cas test pour l'interaction
laser-plasma par exemple. Pour ce qui est du code LOSSx, nous devons encore le tester sur de
nombreux cas pour mesurer 'efficacité de I’algorithme et montrer que I'on peut ainsi passer
des cas réalistes qui n’étaient pas envisageables en simulation directe jusqu’ici.

Pour le projet ANR HOUPIC qui n’est pas terminé, nous développons actuellement le 3D
et travaillons a la parallélisation du code, ce qui demande des structures de données bien
adaptées, afin de passer les cas tests envisagés, a savoir 'endommagement d’engins spatiaux
soumis a des flux de particules chargées.
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Conditions de transmission
discretes optimales pour une
méthode de décomposition de
domaine

Ces travaux réalisés a ’ONERA portent sur une approche compl étement algébrique d’une
méthode de décomposition de domaine appliquée ici a I’équation de Helmholtz. La méthode
a deux multiplicateurs de Lagrange, la méthode FETI (pour Finite Element Tearing and
Interconnecting) a un ou deux champs, implique un opérateur augmenté sur 'interface entre
les sous-domaines. Cet opérateur (complétement global), qui simule I’absence de frontiere, est
en général optimisé en discrétisant des approximations de 'opérateur transparent continu.
Hors au niveau discret, on peut prouver que 'opérateur augmenté optimal n’est autre que
le complément de Schur. Comme ce complément de Schur n’est pas calculable facilement
en pratique (il demande d’assembler des matrices globales), on s’est alors intéressé a des
approximations purement algébriques de ce complément de Schur (factorisation incompléte
ou méthodes d’inverse creuse approchée) pour approcher au mieux l'opérateur augmenté sur
I'interface. Ce qui présente ’avantage d’étre applicable a tous les problemes et facilement
implémentable dans toute m’ethode de décomposition de domaine.

Les résultats tres satisfaisants obtenus avec cette technique pour le probleme de Helmholtz
sont détaillés dans la publication suivante.

F. Magoules, F-X. Roux, S. Salmon,

Optimal discrete transmission conditions for a non-overlapping domain decomposition me-
thod for the Helmholtz equation,

SIAM Journal on Scientific Computing, Volume 25 (2004), Issue 5, pp 1497-1515.
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Simulations d’écoulement sanguin
dans des anévrismes

Ces travaux réalisés a 'INRIA Rocquencourt au sein d’une Action de Recherche Coopérative
(VITESV pour VIsualisation Tridimensionnelle et Exploration du Systeme Vasculaire) concernent
la coordination de différentes équipes de recherche pour obtenir un outil de simulation numérique
de I'écoulement sanguin, basé sur la reconstruction de la géométrie tridimensionnelle des vais-
seaux sanguins a partir de I'imagerie médicale. Notre objectif a court terle était ’étude de
la faisabilité d’une chaine quasi automatique allant des images médicales aux simulations
numériques de ’écoulement sanguin dans les arteres maillées du patient considéré. Une im-
portante partie du travail portait sur le passage “images médicales” a “maillage de calcul”
éléments finis. Cette partie du travail fait 1'objet d’une publication dans le journal Me-
dical Image Analysis ([3]). Les résultats d’'un écoulement instationnaire (Navier-Stokes in-
compressible) dans une géométrie tridimensionnelle reconstruite a partir d’images médicales
d’anévrismes cérébral et iliaque ont été présentés [1] et publiés dans [2]. Ces premiers résultats
ont montré la faisabilité de la chaine et représentaient les premiers pas de ce qui a donné lieu
par la suite & la création d’un projet INRIA (REO) dont I'objectif est, entre autres, de simu-
ler les écoulements de bio-fluides et leur interaction avec les structures les contenant (sang et
vaisseaux sanguins d’une part, air et arbre bronchique d’autre part).

[1] S. Salmon et al.,

From medical images to computational meshes,

Conference on Modelling and Simulation for Computer-aided Medicine and Surgery MS4CMS’02
ESAIM : Proceedings Volume 12 (2002) pp 1-7.

Numerical simulations of blood flows in arteries for interventional medicines,

Conference on Modelling and Simulation for Computer-aided Medicine and Surgery MS4CMS’02
ESAIM : Proceedings Volume 12 (2002) pp 140-145.

[2] J-F. Gerbeau, S. Salmon, M. Thiriet,

Medical image-based computational model of pulsatile flow in saccular aneurisms,
Modelisation Mathématique et Analyse Numérique (M2AN), Volume 37 Issue 4 (2003), pp.
663-679.

[3] J-D. Boissonnat, R. Chaine, P. Frey, G. Malandain, S. Salmon, E. Saltel et M. Thiriet,

From arteriographies to computational flow in saccular aneurisms : the INRIA experience.
Medical Image Analysis, Volume 9 (2005), Issue 2, pp 133-143.
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Tomographie du petit animal

Ce travail de these de V. Israél-Jost, mené en collaboration avec le service de Biophysique
et Médecine Nucléaire de I’hopital de Hautepierre a pour objectif 'amélioration de I'imagerie
scintigraphique du petit animal. Cette forme d’imagerie est une imagerie fonctionnelle (et
non anatomique) qui permet de juger du bon fonctionnement ou de la bonne perfusion d’un
organe.

Pour 'homme, la gamma-caméra utilisée en TEMP (Tomographie & Emission Mono-
Photonique) qui tourne autour du patient et imprime les images sur le récepteur présente
un collimateur parallele. Mais pour le petit animal (rat, souris), la résolution du dispositif est
de l'ordre de grandeur des organes étudiés et il est alors impossible de reconstruire des images
raisonnables. Pour obtenir des images correctes, il faut utiliser un collimateur conique afin
de grossir I'image sur le récepteur, par simple homothétie. Pour reconstruire les images en
3D a partir des projections 2D, il existe des méthodes analytiques (a partir de la définiktion
de la transformée de Radon) et des méthodes algébriques. Ici, ces dernieres ont été préférées
car elles permettent de prendre facilement en compte des parametres physiques et des effets
géométriques dus a la particularité du collimateur. Ces méthodes, dites EAR pour Efficient
Algebraic Reconstruction, ont donc été adaptées a ce collimateur conique et optimisées afin
de réduire le temps de reconstruction et la mémoire utilisée. Les résultats font 'objet d’une
publication dans un journal d’imagerie médicale et le logiciel développé est utilisé quotidien-
nement dans le service de Hautepierre ou il I'a été.

V. Israél-Jost, P. Choquet, S. Salmon, C. Blondet, E. Sonnendriicker, A. Constantinesco.
Pinhole SPECT imaging : Compact Projection/Backprojection Operator for Efficient Alge-

braic Reconstruction.
IEEFE Transactions on Medical Imaging, Volume 25 (2006), Issue 2, pp 158 - 167.
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