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INTRODUCTION






Lors du siécle dernier, E.S. FEDOROV introduit le terme de zonoédre dans le domaine
de la cristallographie. Certains cristaux se générant par expansions successives dans différentes
directions, les formes ainsi créées sont des polyédres convexes qui sont la somme de
Minkowski de plusieurs segments de droites. E.S. FEDOROV s'intéressait plus
particuliérement aux formes géométriques - zonogdres -qui pavait I'espace.

Jusqu'aux environs de 1970, les zonogdres, et plus généralement les zonotopes, ont
uniquement fait I'objet de nombreuses études du point de vue géométrique et topologique.
H.S.M. COXETER, puis G.C. SHEPARD et P. McMULLEN ont étudiés ces objets et ont
établi divers théorémes concernant le pavage de I'espace .

Depuis une vingtaine d'année, les zonotopes commencent 2 apparaitre dans d'autres
domaines appliqués. Pour information, on peut citer :

- En automatique, les états atteignables sont représentés par un zonoide [HER69].

- En économie, les productions possibles d'un groupe d'entreprise sont modélisés par un
zonotope [HILS81].

- En architecture, dans son article "Polyhedral Habitat", J. BARACS utilise les zonoedres
comme module de base dans l'occupation de I'espace.

Le sujet qui nous intéresse concerne les produits chimiques, plus particuliérement les
produits pétroliers. Le concept de convexe de mélange qui a été développé par P. VALENTIN
propose une mod¢lisation géométrique de la séparation par des zonotopes : en chimie, via des
lois linéaires de mélange, 'ensemble des mélanges faisables a partir d'un nombre fini de
produits distincts est représenté par un zonotope (convexes de mélange).

Dans une raffinerie, certains produits issus du raffinage du pétrole brut servent comme -
base a la fabrication d'autres produits. Un des problémes de la fabrication des produits finis est
la gestion des stocks de produits de base. Pendant longtemps, cette fabrication s'est faite de
maniére empirique.

Certaines méthodes mathématiques sont peu a peu appliquées a ce probléme. En
particulier, I'introduction des lois linéaires de mélange a mené€ i considérer des modgles tels que
les zonotopes.

Les travaux effectués et présentés ci-aprés sont essentiellement basés sur la Géométrie
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Algorithmique en dimension trois. D'une part, la spécificité des zonogdres permet d'obtenir des
algorithmes optimaux pour les représenter, d'autre part, dans le cas concret de la fabrication des
mélanges les outils développés s'avérent étre rapides et robustes. Le but final est le
développement d'un logiciel géométrique et graphique destiné aux techniciens de fabrication en
raffinerie afin d'apporter une aide dans la gestion des stocks pétroliers et plus généralement en
chimie.

La partie Géométrie Algorithmique développée dans le premier chapitre revient sur les
définitions et propriétés des zonotopes et zonoédres. Le concept de diagrammes projectifs,
représentations topologiques des zonoédres, permet d'obtenir un algorithme de construction
simple a mettre en ceuvre mais ne présentant pas un caractére optimal (temps d'exécution). En
effet les zonoedres étant une classe particuliére de poly&dres, les relations d'adjacence entre
€léments (sommets, arétes et faces) formant le bord doivent étre prises en compte dans la
perspective de la conception d'algorithmes optimaux.

Le deuxieme diagramme projectif méne naturellement a établir un lien dual entre la
construction d'un zonoedre et le partitionnement du plan par des droites. Or ce dernier
probleme est résolu par des algorithmes optimaux en temps.

L'utilisation d'une structure de données B-Rep, plus précisément de type Aréte-Ailée
permet l'obtention d'un algorithme optimal pour la représentation de zonoédres. Un comparatif
est fait entre cet algorithme optimal et un autre sous-optimal afin de montrer les avantages et
inconvénients de chacun.

L'application a la fabrication des mélanges pétroliers est abordé dans le deuxiéme
chapitre. Le modele vectoriel basé sur l'utilisation de lois linéaires de mélange est exposé. Ce
modele implique que I'ensemble des mélanges faisables  partir d'un nombre fini de produit de
base est représenté géométriquement par un zonotope. Le probléme de la gestion des mélanges
est de gérer au mieux le stock de produits de base afin de pouvoir réaliser plusieurs mélanges.
Un critére d'optimalité pour résoudre le probleme de faisabilité d'un mélange, basé sur le
volume du convexe résidu, est rappelé et méne a une méthode d'optimisation classique. Nous
proposons une méthode simplifiée dans deux cas de figure particuliers.

Cependant ces méthodes classiques d'optimisation présentent l'inconvénient de travailler
non pas directement sur l'espace de représentation des mélanges mais sur l'espace des
décompositions d'un mélange et de ne donner qu'une seule solution au probléme de faisabilité
d'un mélange.

Notre but dans ce chapitre est de montrer que des outils de Géométrie Algorithmique
permettent d'apporter de maniére simple et rapide d'autres solutions a ce probléme.

L'algorithme d'intersection plan-polyédre convexe, basé sur une structure de type Aréte-

e trenrds 1ot oy



ii.

Ailée, fournit plusieurs méthodes de manipulation et visualisation rapides et robustes et,
particulierement bien adaptées au cas concret oui le nombre de vecteurs de base est faible
(inférieur a la dizaine).

La méthode de la corde, qui s'inspire du caractére géométrique de la décomposition
optimale des mélanges binaires, fournit, dans la majorité des cas, un éventail de solution au
probleme de décomposition de mélange.

L'application des zonoédres dans la fabrication des mélanges pétroliers a conduit au
développement d'un logiciel géométrique et graphiqﬁe. Bas€ sur les structures de données et
algorithmes décrits dans les deux premiers chapitres, il fournit & I'utilisateur des outils de
manipulation et de visualisation interactifs apportant une aide 2 la décision dans la fabrication
des mélanges pétroliers. Afin de bien montrer l'intérét des algorithmes développés, différentes
situations réelles sont présentées en précisant la méthode algorithmique employée dans chaque
cas.

La théorie des zonoides appliquée a la séparation en chimie permet la modélisation des
convexes de mélange dans le cas de processus continu, via le concept de famille différentielle.
Cependant le caractére continu de ces objets ne facilite pas leur manipulation du point de vue
algorithmique.

Dans le cadre plus large des équations aux dérivées partielles, les zonoides peuvent servir
comme outils géométriques dans I'étude des solutions.

L'approximation des zonoides par des zonotopes permet d'utiliser les algorithmes propres
aux zonotopes dans le cas de zonoides, notamment pour les visualiser. Une étude expérimentale
montre que l'erreur d'approximation d'un zonoide défini par une famille différentielle par un
zonoedre est plus faible que dans le cas général.

Quelques fonctions de base sont étudiées afin d'illustrer cette méthode d'approximation.

La propriété de sélectivité totalement réguliére permet 1'écriture d'un al gorithme résolvant
le probléme de faisabilité pour un processus continu, de maniére approchée avec une complexité
lin€aire par rapport au nombre de vecteurs de base du zonoedre approximant le zonoide
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CHAPITRE I

ZONOEDRES : REPRESENTATION ET
CONSTRUCTION






I-1 Définitions - Propriétés
* Cas général

Dans ce paragraphe, nous allons donner un certain nombre de définitions et propositions
sur les zonotopes et zonogdres, et établir un certain nombre de propriétés qui serviront pour la
suite.

Préliminaire : Dans tout ce qui suit R™ est I'espace euclidien de dimension n muni du
produit scalaire classique <.,.> et de la norme euclidienne IL.Il. S'il n'y a pas d'ambiguité, nous

utiliserons la notation N; pour le vecteur ON. i- Le segment reliant deux points A et B de R" sera
noté [A,B].

B Définition I-1-1 : Soient A et B deux ensembles de R™, la somme de Minkowski ou
somme vectorielle de A et B, est définie par I'ensemble A + B = { Xxty;xe Aetye B}

B Définition 1-1-2 [GRU67]: Un zonotope est la somme vectorielle de segments de
droites fermés; c'est un polytope convexe de R™ i symétrie centrale ainsi que toutes ses faces de
dimension inférieure .

Remarque : le nom zonotope vient de zone car le zonotope présente sur sa frontiére un
ensemble de zones, chacune d'elles étant associée a un vecteur de base (cf. figure I-1) et formée
de faces de dimension n-1 ayant deux 4 deux en commun une aréte de méme longueur et méme
direction que ce vecteur de base. Une zone est un ensemble 2 symétrie centrale de faces de
dimension n-1 "entourant" le zonotope (cf. figure I-1).

De la définition précédente, nous en déduisons un corollaire sur I'écriture de zonotopes a
partir de vecteurs de R™.

B Corollaire I-1-3 : Soient Ny Np p points de R™ . Alors I'ensemble

P
Z,=Z[Ny, Np,..., N;] = (M = g AN, 0A<1,i=1ap) = Y [ON]

1=1
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(somme de Minkowski des segments [O,N;] ) est un zonotope dont le centre de symétrie

est le point %iNi.

i=1

Nous utiliserons parfois 1'ensemble G, défini par

P P
Co =CINy, Na,..., Npl={ M = ZEi.Ni, -1<g<l,i=1 ap} = Z[—Ni, N;]
i=1 i=1
qui est un zonotope dont le centre de symétrie est l'origine .

p p
Il est aisé de montrer que G, =2.Z,- Y'N; et Z,=L(C, + XN
i=1

i=1

AN\

' Zone associée
au vecteur
ci-dessous

' 7

Vecteurg de base

-

Figure I-1 - Zonoédre avec zone associée a un vecteur

B Définition I-14 : L'ensemble {Nl,Nz,...,Np} sera par la suite appelé ensemble des
vecteurs de base ou base de vecteurs.

B Lemmel-1-5:SiONjet ON;, sont des vecteurs colinéaires et de méme sens alors :

[-NI’NI] + ['N29N2] = ['N]‘N2,N1+N2]
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Ainsi, si parmi les vecteurs de base deux vecteurs sont colinéaires, il suffit de les
remplacer par un vecteur de méme direction et de norme égale 2 la somme des normes des deux
vecteurs pour obtenir le méme zonotope C.

* La preuve de ce lemme est évidente. O

B Lemme I-1-6 : Le zonotope Z{-N;,N2,N3,.. -Np} est égal au zonotope
Z{N,,N,, N3,...,Np} translaté de -N; .

* preuve : si X € Z{-N,Ny, N3,...,Np},
p p

X= ')\,I.Nl'f'z )"i‘Ni = 'N1+(1-?\,1).N1+ z)"lNl (XI,...,XP € [0,1])
i=2 i=2

[1-0sii=1)

0,1 O
\ A; sinon ‘G[ :

=-N; + i 7L;.Ni avec A=
i=1

B Lemme I-1.7 : Pour tout zonotope Z de R™, il existe p vecteurs {N;, N»,..., Ny} de R™
et un point T de R™ tels que Z =T + C[N;, N»,..., Nyl

* La preuve de ce lemme est évidente en prenant T comme centre de symétrie du zonotope

Z. a

Ces trois lemmes vont nous permettre pour toute la suite de nous placer dans un cas

particulier de disposition des vecteurs O N; précisée dans la proposition ci-dessous.

B Corollaire I-1-8 : Soit Z un zonotope de R™, alors il existe p vecteurs Ny,...,N,, deux a
deux non colinéaires, T un pomt et W un vecteur de R™ tels que : :
a)Z=T+Cp=T+2[-Ni,Ni] ;

i=1
b) <N;,u> >0 pour toutide 12 p.

Par la suite, nous supposerons (sauf cas contraire explicité) que les vecteurs N; sont tels
qu'il existe p vecteur de R™ tel que <N;, u> > 0 pour tout i de 1 2 p.



Ce corollaire permet de donner une autre interprétation des zonotopes

B Corollaire I-1.9 : Tout zonotope Z de R™ est lI'image par une fonction affine de
[0,1]P, cube unité de IRP.
* preuve : D'apres le corollaire précédent, tout zonotope Z s'écrit
P . P p
Tt Y- DL = T Y 0N avee T, =T, - LY N;.
i=1 i=1 i=1

D'apres le corollaire I-1-3, Z = @([0,1]P) avec ¢ fonction affine définie par:
P

¢ :RP— R™, (Ay,...A) =T, + ¥, A.N;. O
i=1

B Proposition 1-1-10 [McM71]: Un point S du zonotope Z, est un sommet si et

seulement s'il existe | vecteur de R™ tel que S = 2 N;.
N;m>>0

les deux points particuliers du zonotope Z, que sont l'origine

No
B Définition I-1.11 : Nous appelons péles du zonotope
¥
>

O et le point S, sommet des p vecteurs N; Sy = i N;). O est
i=1

l'origine du zonotope et S;, est appelé sommet distal.

Ainsi C,, s'écrit a partir de Z, et S sous la forme suivante :
Cp=2Z,-5,

W

Figure I-2 -Vecteurs du méme coté d'un plan

Remarque : si n=2 ou si les vecteurs de base sont tous inclus dans un méme sous-espace
de dimension deux, nous parlerons de zonogone par analogie avec les polygones; de méme,
si n=3 ou si les vecteurs de base sont tous inclus dans un méme sous espace de dimension trois,
nous parlerons de zonoédre par analogie avec les poly&dres.
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* Quelques propriétés pour n=3 - Les zonoédres

Les zonoédres auxquels nous allons plus particuliérement nous intéresser par la suite
correspondent au cas n=3. Leurs propriétés en font une classe de polyedres remarquables.

Déja, en 1885, E.S. FEDOROV, lors de travaux en cristallographie, énumére des
polyedres remarquables tous construits a partir d'un segment et d'un ensemble de translations et
les nomme zonogdres.

B Définition I-1-12 [FED53] : Un zonoédre est un polyedre a symétrie centrale ainsi que
toutes ses faces.

Notations : Comme pour les polyédres, sont appelés sommets, arétes et faces les
différents éléments de la frontiére du zonoédre qui sont des zonotopes de dimension respective
0,1et2.

W Corollaire I-1-13 [McM71]: De la proposition I-1-10, nous déduisons : soient F; une
face de Z, et F; la face symétrique a Fj et 1 le vecteur normal a ces deux faces, orienté vers
l'extérieur de F,. Alors :

Fi= X2 Nj+ X [ON] et F,= 3 N+ Y, [ON] .
N .m>0 Ni.m=0 N m<0 N =0

B Proposition I-1-14: Soit IT = {IT},I1,,...,IIg } I'ensemble des différents plans définis a
partir de deux vecteurs de l'ensemble {N 1>----Np}. Soit V; le nombre de vecteurs de base

appartenant au plan IT;. Alors nous avons les relations suivantes :
a) R, nombre de plans différents, est inférieur a C% =p.(p-1)/2.
b) nF, nombre de faces du zonoédre Z,, est égal a 2.R et inférieur p.(p-1) .

R
¢) nA, nombre d'arétes du zonoédre Z, estégala 2.2 V; etinférieur a 2p.(p-1).

i=1
d) nS, nombre de sommets du zonoédre Zp, est inférieur a p.(p-1)+2 .

* preuve :
a) le nombre de vecteurs de base étant p, le nombre de doublets possibles (N;,N)) est égal
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a C3 d'oti le résultat;
b) d'apres le corollaire I-1-13, & chaque plan IT; correspondent deux faces, d'ol nF=2.R ;
¢) le nombre d'arétes formant le contour d'une face correspondante au plan IT; est égal 2

2.V;. Soit fy le nombre de doublets de faces dont le contour est formé de 2k arétes. La formule

de FEDOROVY [FED53] donne le résultat suivant :

R

i=

P P
V=2 if<2Y iG-1).5 = 2p.p-1) ;
1 i=2 i=2

P
p.(p-1) =Y, i.(i-1).f; ornA=2.
i=2

d) La formule d’EULER donne la relation suivante entre le nombre de faces (nF), arétes
(nA) et sommets (nS) pour les polyedres convexes :

nA +2=nF +nS

Prenons le cas ot il n'existe pas trois vecteurs coplanaires. Dans ce cas le nombre R est
€gal a p.(p-1) donc le zono&dre correspondant est compos€ de p.(p-1) faces qui sont toutes des
parallélogrammes (puisque générées 2 partir de deux vecteurs seulement), bornées par quatre
arétes. Chaque aréte délimitant deux faces le nombre d'arétes est donc 4.p(p-1) /2 soit 2p.(p-1).

La formule dEULER implique que le nombre de sommets est alors p-(p-1)+2.

Ce nombre de sommets est le maximum que I'on puisse obtenir. En effet, le fait de rendre
coplanaires des vecteurs de base diminue le nombre de faces, arétes et sommets du zonoedre :
prenons le cas ou il existe, parmi la base de vecteurs, un triplet unique de vecteur {N,, N »Ni}
coplanaires. Dans ce cas R est égal a p.(p-1)/2-2 donc il y a p.(p-1)-6 faces tétragonales et deux
faces hexagonales correspondant aux trois vecteurs coplanaires. Le nombre d'arétes est donc
(4.(p.(p-1)-6)+6.2)/2 soit 2p.(p-1)-6 et le nombre de sommets est p.(p-1), tous deux inférieurs
aux bornes données. O

Cette proposition montre que les nombres de faces, arétes et sommets d'un zonoedre
formé de p vecteurs de base sont majorés par des valeurs (respectivement p.(p-1), 2p.(p-1) et

p.(p-1+2) de l'ordre de p2.

Cet ordre (O(pz)) sera la borne d'optimalité a atteindre pour différents algorithmes
concernant les zonoédres.

Remarque : Nous avons vu que ces bornes étaient atteintes dans le cas ot il n'existe pas
trois vecteurs coplanaires parmi la base de vecteurs.
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A T'opposé, si tous les vecteurs N; sont coplanaires, le zonogdre est alors un zonogone et
les nombres de faces, arétes et sommets sont respectivement 22pet2p.

B Proposition I-1-15 : Le zonoddre Zy41 =Z[Ny,...,Np,Np ] est égal 2 l'enveloppe
convexe des deux ensembles Zp et Zp+Np+1 ( conv(Zp,Zp+Np+1) ).

+1
* preuve : soit M € Z,,,, alors M = i A;.N; . Posons M' = iki.Ni M e Z, et
i=1 i=1
M'+Np,, € Zy+Np .
Or M=( 1-XP+1).M'+?\.p+l.(M'+Np+1) qui est bien élément de conv(Zp,Zp+Np+l).

P p
Réciproquement si M & conv(Z,Z;+Np,;), M = 0, 4;.N; +(1-6).(). 1i.N; 4N, )

1=1 1=1

= (i O.Xi.Ni +(1-9)‘ui‘Ni )+(1-6).Np+1) (S Zp+1' ) d

i=1

* Zonoédre vu comme polyédre convexe

Un zonoedre étant un polyédre convexe, nous pouvons utiliser des algorithmes propres
aux polyedres convexes afin de construire un zonoédre.

B Construction par enveloppe convexe : Une méthode possible pour construire un
zonoedre est de le considérer comme enveloppe convexe de certains points de R3,

La définition des zonotopes nous dit que Z, est I'enveloppe convexe des points S y donnée
par:
Sy= 2 N; pour tout J c {1,2,...,p}

ie]

Le nombre des différents ensembles J étant 2P et I'enveloppe convexe de m points de IR3
pouvant €tre déterminée au mieux en O(m.log m) [PRES85], cette méthode a une complexité de
l'ordre de O(p.2P). Ce résultat est loin du résultat optimal en O(p2) espéré et cet algorithme
n'aurait aucun intérét pratique.

Ceci montre I'intérét de prendre en compte les spécificités des zonotopes afin d'établir des
algorithmes rapides.
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I-2 Diagrammes projectifs - Un premier algorithme
* Diagrammes projectifs

Les diagrammes projectifs ont été introduits par COXETER afin d'établir une
classification des zonogdres. Ce sont une particularisation aux zonoedres des diagrammes de
Gale, diagrammes contenant l'information topologique d'un polyédre convexe. Ceux-ci
permettent de décrire par un méme diagramme une classe de polyedres topologiquement
équivalents.

Plusieurs propriétés concernant les zonoédres peuvent s'interpréter géométriquement 2
l'aide de ces diagrammes.

B Définition I-2-1 : On appelle premier diagramme projectif (P.D.P.) associé i un
ensemble de points {Ny,...,Np} de R3, Ie diagramme dans le plan construit de la maniére
suivante:

- nous supposons que tous les N; sont tels qu'il existe i € R3 tel que <N;,u> >0
quelque soiti ;

- soit I, le plan de R défini par I, ={xe R3,<x,u>=1}

- pour chaque N; , on calcule M; I'intersection de la demi-droite R*.N; avec IL,;

- toutes les droites (lignes) possibles passant par deux points M,; sont tracées.

Un exemple de premier diagramme projectif est donné dans la figure I-3.

Interprétations des plans d'appui : Considérons les deux plans d'appui H; et IT; a un
zonoedre Z; ayant pour normale commune 7). Soit Ay 1a droite intersection du plan I1,, support
du P.D.P. avec le plan Nt Le type d'intersection (face, aréte ou sommet) des plans H:] et H11
avec Z,, correspond au nombre de points M, appartenant 2 la droite Ay

- si aucun point M; ne se trouve sur la droite A, alors l'intersection est réduite a un
sommet.

- si un seul point M; se trouve sur la droite A, alors I'intersection est réduite a une aréte.

- si au moins deux points M; se trouvent sur la droite A, alors l'intersection est une face.

Y o) PO | by S I I S L
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De ceci, nous déduisons deux corollaires concernant I'écriture des sommets et faces d'un
zonoedre et qui nous seront utiles par la suite.

B Corollaire I-2-2 : Si nous partitionnons, en deux sous-ensembles E; et E,, l'ensemble

des points M; par une droite A ne contenant aucun de ces points alors les deux points z N; et
Mie El

Z N; sont deux sommets de Zp Réciproquement, si S = ZNi est un sommet de Zp alors
M;eE, iel

les deux ensembles E; = conv{M;, ieI} et E; = conv{ M;, ieI} sont disjoints.

* preuve : la droite A est intersection du plan [T du P.D.P. avec un plan I1,, de normale

passant par l'origine. Le point D, N, (resp. ., N;)sécritaussi Y, N; (resp. 9, N,)
M;eE, M;eE, N.n>0 N.(-m)>0
et est donc un sommet du zonoédre Zp

Si S = z N, est un sommet de Z, il existe un vecteur M tel que S = Z N; .

iel Nim>0
L'intersection du plan [T du P.D.P. avec le plan I1;, de normale n passant par l'origine est une
droite qui partitionne I'ensemble des points M; en deux sous-ensembles E; et E,, les points de

E, correspondant aux vecteurs N; vérifiant < N;n> =0. O

B Corollaire I-2-3 : A ckaque ligne L du P.D.P. correspondent deux faces Fi et F; du
zonoedre Z,,. Soient M; et M; deux points appartenant i L, alors le plan défini par les deux
vecteurs (ﬁf, et O_’NJ est parallele aux deux faces F et F,. Soient E; I'ensemble des points My
se trouvant d'un coté de L et soit E; 'ensemble des points My, se trouvant de I'autre coté de L.
Alors :

Fi= 3 N+ [ON] et F= Y N+ Y [ONi].

Me E; MelL Me E; MelL

B Corollaire -24 :
a) Si k lignes du P.D.P. passent par le point M; alors la zone associée au vecteur N; est

formée de 2k faces et contient 2k arétes colinéaires au vecteur O_.N,
b) Si une ligne du P.D.P. contient m points M;, les deux faces qui lui correspondent

Y o) "R ) by RS U Y T
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appartiennent toutes deux aux m mémes zones et sont toutes deux des Zonogones avec 2m arétes
sur leur contour.

* preuve : elle est évidente d'apres la construction du P.D.P. . O

Le deuxi¢me diagramme projectif présenté ci-dessous est une autre maniére de décrire les
zonoedres. 11 posséde un lien dual avec le P.D.P. .

Rappels sur les ensembles polaires : Soit A un ensemble de R2, son ensemble
polaire ou dual noté A*, est défini par :

A*={ye R% <xy><1; Vxe A}

Si A est un réduit a un point différent de l'origine, A* est un demi-plan fermé.
Si A est une droite ne passant pas par l'origine, A* est une demi-droite passant par
I'origine.

B Définition I-2-5 : On définit le deuxiéme diagramme projectif (D.D.P.) associé a
un ensemble de vecteurs {Nj,.. ..Np} de R3, comme le diagramme dans le plan, dual du P.D.P.
Ce D.D.P. est formé de lignes, chacune correspondant & un point N;. Les points d'intersections
entre les lignes du D.D.P. correspondent aux lignes du P.D.P. .

La construction d'un D.D.P. se fait par dualité : par une transformation affine, on place le
P.D.P. dans le plan R? de maniére qu‘aucune de ses lignes ne passe par l'origine. Alors chaque
ligne L} formant le D.D.P. est la droite frontiére du demi-plan M;, ensemble polaire du
singleton {M;}; de méme chaque point M} intersection d'au moins deux lignes L;, et L;, du
D.D.P. est le point extrémité de la demi-droite L;, ensemble polaire de la ligne L; du P.D.P.
passant par les deux points M;; et Mj,.

Y o) "y B SRR SN N S
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Premier diagramme projectif Deuxiéme diagramme projectif

Figure |-3 - Deux diagrammes projectifs associés

Remarque : Pour illustrer I'aspect topologique de l'information contenue dans un
diagramme projectif, citons I'exemple des cing types de zono&dres décrits par E.S. FEDOROV.
Ces zonoedres ont en effet la propriété de paver sans recouvrement l'espace tout entier par
translations d'un méme zonoedre. H.S.M. COXETER montre que cette propri€té est vraie pour
un zonoedre si et seulement si le P.D.P. présente la propriét€ suivante : chaque point a au plus
trois lignes concourantes et chaque ligne contient au plus trois points [COX62]. Nous pouvons
remarquer que dans ce cas le D.D.P. posséde la méme propriété.

Cette propriété a une généralisation dans le cas des zonotopes (n quelconque). Elle a été
démontrée dans un premier temps par G.C. SHEPARD pour les cas n=3 et n=4 [SHE74b]-puis-
dans le cas n quelconque par P. McMULLEN [McM75]

En annexe, on trouvera la description de ces cing types de zonoeédres avec leurs
diagrammes projectifs associés.

Y . Y N L D )
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* Détermination d'un zonogone

Avant de considérer le cas des zonoédres, faisons un rappel sur la construction d'un
zonogone dans R A partir d'un ensemble de vecteurs de R2. En particulier, cela nous servira
ensuite pour traiter les cas dégénérés dans R3 lorsqu'au moins trois vecteurs de base sont
coplanaires.

Nous nous plagons dans le cas de vecteurs non deux 2 deux colinéaires et se trouvant tous

dans un demi-plan ouvert (i.e. qu'il existe p tels que <N;,u> > 0 pour tout i). Pour simplifier,
1
i

N2

1

nous supposons que les vecteurs N; ont toutes leur ordonnée (Ni2) strictement positive.

La détermination des différents sommets du zonogone Z,, se fait de la maniére suivante :

- les vecteurs N; sont triés suivant I'angle ON;Ox fait avec l'axe Ox (I'angle est
strictement compris entre 0 et 7).

—_— —

- les vecteurs N; triés (i.e ON;Ox < ON;Ox & i<j), les 2p sommets du zonogone sont
donnés par les relations suivantes :

So=0; St Sp
S;=N;;
S, =N; +N,;

Sp1

Sp1 = Np+Nop+. . 4Ny 5
Sp = N1+N2+...+Np_1+Np 5
Sp+1 = N2+ N3 +"'+Np-l+Np ;

Saﬂ
S2p2 = Np.1+Np ;5 S
SZp-l = Np
Sp=0 So= 52 S

Figure |-4 -Base de vecteurs triés et zonogone associé

B Proposition I-2-6 [SLA86] : la méthode de construction de zonogone exposée ci-dessus a
une complexité€ en temps de I'ordre de p.log p et cette méthode est optimale.

e 1 by S I N S L
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L'ordre total que l'on peut mettre sur des vecteurs de R2 font des zonogones une classe
particuliére parmi les zonotopes : certaines propriétés sur les zonogones ne se retrouvent pas dés
que l'on passe en dimension supérieure (n>3).

* Un algorithme de détermination des faces d'un zonoédre

Une manicre de représenter un zonoédre est de déterminer I'ensemble de ces faces, voire
une moiti€ seulement, I'autre moitié se déduisant par symétrie. La méthode décrite ci-dessous
s'inspire directement du corollaire I-2-3.

A chaque ligne L; du P.D.P. correspondant deux faces F} et Fiz, ces deux faces étant des
zonogones construits a partir des mémes vecteurs de base N;, et translatés respectivement de Sil

et S2.

Les vecteurs N;,_correspondent aux points M;,_ se trouvant sur la droite L;, le point Sil
(respectivement Si2) étant la somme des vecteurs correspondant aux points M,; se trouvant dans

le demi-plan ouvert E,1 (respectivement Eiz) (cf. figure I-5).

Figure I-5 -
Une ligne L; du P.D.P. avec les points

M, et les demi plans E,, et E,

Ces quelques rappels faits concernant zonogones et zono&dres, notre souci va étre de
mettre en ceuvre une structure de données et des algorithmes de construction et de manipulation
particuliérement adaptés aux zonoédres.

L'algorithme de visualisation, utilisé notamment pour toutes les figures représentant des

Y oY S by J. I Y T .
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zonoedres, est l'algorithme classique pour visualiser des polyedres convexes :

- le type de projection utilisée est la projection orthographique, i.e. que l'observateur est
suppos€ se trouver a I'infini avec une direction de vue vers le polyedre donnée par un vecteur d;

- & chaque face F du poly&dre est associée un vecteur normal Vg orienté vers l'extérieur de
la face F; v

- seules les faces vérifiant <vg,d> < 0 sont visualisées, 'ordre dans lesquelles elles le
sont étant indifférent.

Nous donnons ci-dessous le principe de l'algorithme de construction par faces en nous
plagant dans le cas le pire, c'est i dire quand le nombre de faces est maximal, mais aussi le plus
simple i traiter car chaque ligne du P.D.P. ne contient que deux points M;.

Algorithme :

pour chaque couple (i,j) tel que 1<i<j<p :
calculer le vecteur nij = N; A N;j
calculer les points S} = Z Ny et S?= 2 Ny
(Ni,nij)> 0 (Ni,nij) <0
la face Fj (resp. Ff) est le zonogone Z(N;N) translaté de Sj (resp. S.

Complexité : pour chaque couple i,j, le temps de calcul des deux points S1 et 82 est
linéaire en p. Cet algorithme a donc globalement une complexité en temps de l'ordre de O(p3)

Pour chaque doublet de faces(F.: ij U), il suffit de conserver les indices i et j ainsi que les
points S1 et 52

Globalcment, le nombre d'indices et le nombre de points & mémoriser est au plus
2p.(p-1) . Donc la place mémoire utile est de l'ordre de o(p?).

Cet algorithme n'est pas optimal en temps d'exécution mais l'est par contre en placc
mémoire utile.

I-3 - Vers un algorithme optimal - Représentation par une
structure de bords

Dans la méthode présentée dans le paragraphe précédent, le temps d'exécution de

l'algorithme n'est pas optimal. Cela vient du fait que certaines informations topologiques du
zonogdres ne sont pas utilisées : dans la méthode présentée ci-dessus, les lignes du P.D.P. sont
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traitées indépendamment les unes des autres; en particulier, il n'est pas tenu compte des relations
d'adjacence entre les différents éléments composant le diagramme projectif.

Nous allons rappeler dans un premier temps que le probleme de détermination des
diagrammes projectifs est équivalent au probléme de partitionnement du plan par des
droites.

Nous montrons ensuite le lien dual qui existe entre ce dernier probléme et celui de
construction d'un zonoédre.

En introduisant une structure de données de type représentation par bords qui fait
intervenir certaines relations d'adjacence, nous proposons un algorithme optimal en temps de
construction de zonogdre.

Nous montrerons enfin la dualité entre cet algorithme et l'algorithme optimal de
partitionnement du plan par des droites.

* Lien avec le partitionnement de la sphére par des plans

Nous allons montrer dans ce paragraphe que le graphe d'adjacence des faces d'un
zonoedre G, est équivalent au graphe d'adjacence des sommets dans le partitionnement de la
sphere unité de R3 par p plans de R passant par I'origine.

B Proposition I-3-1 [BER87]: Soit P un polyedre convexe fermé dont l'origine appartient a
son intérieur (O € int(P) ), avec les sommets S; et dont chaque face Fj est incluse dans le plan

I];=(x e R3, <x, v;> =1}

Alors I'ensemble polaire de P, noté P* polyédre dual, est un polyedre convexe fermé
dont l'origine appartient & son intérieur et dont les faces (F'i) et les sommets (S;) vérifient les
propriétés suivantes :

- Chaque sommet S; est 'extrémité de la demi-droite l'[; et vérifie O_S; =v;.
- Chaque face Fl est incluse dans le plan H'i frontie¢re du demi-espace S:, défini par :
]'['i={ye R3, <v,y> =1} avec v, = (—)_S: .

Considérons le zonoédre C, et son dual C},. Soit F une face de G, de vecteur normal vg,
supposée formée des q premiers vecteurs N; (2<q<p-1) et vérifiant donc < N;,vg> =0 pour i=1
aq.

Donc le sommet S' de C;, dual de la face F, vérifie <S',N;>=0 pour i=1 2 q; S' se trouve

Phmam | by R U Y
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a l'intersection des q plans orthogonaux aux vecteurs N,
Ainsi tous les sommets de Cj, duaux des faces appartenant a la zone associée au vecteur

N;, se trouvent dans le plan N1 .

De méme, soit S un sommet de C,. il existe n € R3 tel que S=2.§-Sp avec S= z N;
(Nim)20
Se Z,), F la face de C;, duale de S se trouve dans l'intersection des demi-espaces :

Hr ={xe |R3,<x,Ni> 20}
et est limité par les plans N;* pour N; vérifiant <N,1> > 0.

Sans modifier la topologie de C;',, on peut ramener les sommets de S' de C; de maniére
qu'ils soient sur la sphére unité en étant toujours intersections des mémes plans.

La figure I-6 montre la correspondance entre faces du zonoedre et sommets 3
l'intersection des plans sur la sphere.

Figure I-6 - Zonoédre et partitionnement correspondant de la sphére unité

* Lien avec le partitionnement du plan par n droites (non paralléles)
Considérons le partitionnement de la spheére unité S2 par p plans différents N;*. Il est

facile de voir que si on intersecte le plan Hu ={xe R3,<x,u>=1} avec les p plans N;%, on
obtient un plan partitionné par p droites non deux a deux paralléles.
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Donc par dualité, le probléme de construction d'un zonoedre est équivalent 4 un
partitionnement du plan par des droites.

En fait, cette propriété se généralise en dimension quelconque 2 savoir que le probléme du
partitionnement de S™! par p hyperplans de dimension n-1 passant par l'origine ou
partitionnement de R™! par p hyperplans (non deux a deux paralleles) de dimension n-2 est
équivalent a celui de la construction d'un zonotope a partir de p vecteurs de R™.[EDE87].

Pour revenir au notre probléme précis (n=3), le partitionnement du plan par p droites a fait
T'objet d'études diverses et aboutit 4 des algorithmes optimaux en O(p?).

Ce résultat vient du fait que I'ajout d'une nouvelle droite dans un partitionnement existant
peut se faire en temps proportionnel au nombre de droites.

B Proposition I-3-2 (Zone theorem) [CHAS83][EDES6] : Soit le partitionnement du plan
par p droites. Ce partitionnement est composé d'au plus p(p+1)/2+1 cellules (ouvertes ou

fermées) délimitées par des arétes. Le nombre d'arétes des cellules intersectées par une nouvelle
droite est majoré par 8.p.

Cette proposition implique qu'avec une structure de données adéquate, la détermination
des différents éléments (cellules, arétes et sommets) d'un partitionnement de plan par une
nouvelle droite peut étre faite en temps proportionnel au nombre de droites existantes.

L'algorithme développé ci-dessous est la version duale de la détermination de
l'arrangement de p droites (non deux i deux paralleles) et construit donc directement le
zonoegdre. En effet, cette méthode :

- évite le passage entre objets primaux et duaux : la construction d'un zonoedre en utilisant
un algorithme de partitionnement de plan par des droites obligerait par la suite a dupliquer la
structure de données pour en créer une représentant le zonoédre dual puis 2 utiliser un "
algorithme de calcul de polyedre dual.

- illustre le fait que les zonogdres se créent par expansions successives suivant différentes
directions.

Nous faisons une présentation de la structure de données utilisée qui est de type Aréte-
Ailée, cette structure ayant été utilisée lors de la programmation de 'algorithme décrit ensuite.

”~r -
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* Une structure par bords de type Aréte-Ailée

Les objets de type polyédriques se prétent bien a I'utilisation de structure de données
de représentation par bord ou B-Rep. Celles-ci vont intervenir en temps qu'éléments de
base les différents composantes (faces, arétes et sommets) formant le bord du poly&dre.

L'information topologique est contenue dans la donnée de différents relations d'adjacence
entre él€éments. Cette information doit &tre assez complete afin de permettre la construction
entiere du polyédre sans ambiguité.

L'information géométrique est totalement contenue dans la donnée des coordonnées des
sommets.

En combinant tous ou une partie des neuf relations d'adjacence possibles, on obtient
environ cinq cent structures de données différentes. Celles-ci ont étudiées comparativement du
point de vue algorithmique et place mémoire utilisée [WOOS85], [WEIS85]. De cette étude, il
ressort que les structures de données présentant le meilleur compromis sont les structures de
type Aréte-Ailée.

Ce type de structure fait intervenir les cinq relations d'adjacence suivantes :

- sommet - aréte
- aréte - sommet
- aréte - ar€te
- face - aréte
- aréte - face

Figure |-7 - Structure de type Aréte-Ailée et liens d'adjacence mis en jeu

La structure que nous allons utiliser par la suite sera appelée structure Quatre Liens
aréte-aréte (Four Edge-Edge Links) ou structure QUA.L.A. (F.E.E.L.
structure).
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Figure I-8 - Structure F.E.E.L.

Les liens intervenant entre différents éléments sont les suivants

- pour chaque sommet, un lien vers une aréte incidente;

- pour chaque face, un lien vers une aréte adjacente du contour;

- pour chaque aréte, les deux liens vers les deux sommets (initial et final), les deux liens
vers les deux faces adjacentes et quatre liens vers les quatre arétes adjacentes ayant en commun
avec celle-ci un sommet et une face.

La figure suivante montre un exemple de structure de données générée pour le tétragdre.

Cette structure de données est assez semblable avec la structure de données
D.C.E.L. (Doubly-Connected Edge List) décrite dans [PRE85] : la structure F.E.E.L.
est cependant plus compléte - tous les liens existants dans la structure D.C.E.L. se retrouve
dans cette structure - donc plus coiiteuse en mémoire, mais par contre permet un parcours -
autour des faces et sommets plus aisé, cet aspect étant particulierement utile dans I'algorithme
décrit ci-dessous.
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Aréte a_st as2| afg a_fd agl| adl | ag2 | ade
A 1 3 | v B C D F
B 1 2 i | C A E D
c 1 4 v I A B F E
D 3 2 | 1] A F B E
E 2 4 I I B D C F
F 3 4 1 Y D A E (o}
Sommet | s_a
1 1 A
2 B
3 A
4 F
Face f a
Y — s
11 B
A | B I C 11 E
v F
2
D E
11
—
3 F 4
\Y

Graphe planaire d'adjacence
des sommets pour le tétraédre

Figure I-9 - Tétraédre avec la structure correspondante
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» L'algorithme.

L'algorithme proposé permet la construction d'un zonogdre en temps optimal (O(p?)) a
partir de p vecteurs de R vérifiant les hypoth&ses suivantes :

a) il existe p € IR3 tel que <N;,u> >0 pourtoutide 12 p

b) il n'existe pas deux vecteurs colinéaires

¢) les vecteurs ne sont pas tous coplanaires (sinon le zonoddre associé est en fait un
zonogone). Nous supposons donc que les trois vecteurs N;.N, et N5 forment une base de R3,

L'idée de l'algorithme vient la proposition I-1.15 : pour construire le zonoédre Z,, on
ajoute les vecteurs de la base les uns apres les autres, i.e. on construit directement le zonoedre
parallélépipede Z,=[0,N,] + [0,N3] + [0,N3] puis Z4 = conv(Z3, Z3+N,) enveloppe convexe de
Z3 et de Z; translaté de N, jusqu'a Z,=conv(Z, |, Z, ;+Np). Le fait que Z; et Z;+N;,  aient la
méme structure topologique, le calcul d'enveloppe convexe sera a chaque pas simple et rapide.

B Définition I-3-3 : Soit Z; =Z[N;, N,..., N;] un zonoédre et soit N;,, un vecteur de R3,
on définit la prézone de Z,; par rapport a N;.; comme I'ensemble des points de la frontiére de
Z,, points d'appui de plans contenant le vecteur N i1

A chaque pas, seront effectuées deux étapes :

1) déterminer la prézone de Z; par rapport a N;,;. Cette prézone est un ensemble de
sommets, faces et arétes de Z; a partir de laquelle la zone de Z;,, associ€e au vecteur N, sera
générée.

2) créer de nouveaux €léments (faces, arétes et sommets) formant la zone de Z;,, associée
au vecteur N,,,.

A chaque pas, le calcul d'enveloppe convexe va correspondre du point de vue topologique
uniquement a la création de nouveaux éléments, les éléments existants de Z, se retrouvant
comme €léments de Z; ;.

W Proposition I-34 : Soit F une face de Z, de normale extérieure 1. Alors si :

a) N.N;;;>0, F+N;,, est une face de Z;,; nous dirons dans ce cas que la face F est
translatée.
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b) N.N;,;<0, F est une face de Z;,;; nous dirons dans ce cas que la face F est non
translatée.

¢) N.N;,;=0, conv(F,F+N;,,) est une face de Z,; nous dirons dans ce cas que la face est
prézonale.

d) soit A une aréte de Z;, dont les deux faces adjacentes de normale extérieure n;etn,
vérifient N;.N;,;>0 pour l'une, et N,.N;,;<0 pour l'autre, alors la somme de Minkowski de
l'ar€te A et du segment [0 N;,,] est une face de Z,,,. De méme que précédemment, nous dirons
que l'aréte est prézonale.

* preuve :

a) et b) se déduisent immédiatement du corollaire I-1-13; en effet, si N.N;;1>0 alors

FtNij= 2 Nj+ Y [ONJ+N,; = 3, N;+ 2 [ON;] qui est une face
N;n>0, 1<j<i N;n=0 N;m>0, 1<j<i+l N;n=0

de Z;,,. De méme si M.N;,;<0 alors F = 2 N; + 2 [O.N;]
Nim>0, 1Sj<i Njm=0

= 2 N; + Z [O,N;] qui est une face de Z,,,.
N;n>0, 1<5j<i+l N;n=0

¢) se déduit du corollaire I-1-13 et de la proposition I-1-15;
d) se déduit des relations a) et b), d'apres la définition de l'aréte A. O

Remarque : Construire Z;,, a partir de Z; revient a prendre la structure de Z;, 1a couper
suivant la prézone par rapport 4 N, ,, translater de N;.; la partie "au-dessus" de la prézone et
raccorder les deux parties par des faces (cas b) et d) de la proposition précédente).
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- - - - -

Vecteur Ni,1

Figure I-10 - Passage de Z, aZ,,

Algorithme : Nous allons décrire I'algorithme qui permet de calculer la structure de
données de Z,,, a partir de celle de Z, et du vecteur L\

Lors de cette phase, la structure de données contient les informations topologiques
décrites précédemment, ainsi que les informations géométriques suivantes :

- chaque aréte est orientée dans la méme direction que le vecteur de base N; auquel elle
correspond et lui est associée l'indice i de ce vecteur N;.

- le sommet SO correspondant a I'origine O est connu ;

- pour chaque face F, son vecteur normal extérieur vg est connu.

Seules les coordonnées des sommets de Z; ne seront pas calculées a chaque pas.
Cependant, les informations (géométriques et topologiques) contenues dans la structure de
données sont suffisantes pour permettre de calculer les coordonnées des sommets de Z,, une
fois ce dernier complétement construit.

Nous donnons ci-dessous quelques définitions et propositions afin de faciliter la
compréhension de la méthode décrite par la suite.

B Proposition I-3-5 : Soit Z, un zonogdre construit 2 partir de p vecteurs de base et N; un
vecteur de cette base. Alors la zone associée i ce vecteur contient au plus 2(p-1) faces .
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* preuve : Il y a au plus (p-1) plans l'[j généré par le vecteur N; et un autre vecteur Ny de
la base. A chaque plan [T; étant associées deux faces, le résultat est vérifié. O

B Proposition I-3-6 : Soit une zone d'un zonoddre Z, formée de 2q faces. Soit a; le nombre

d'arétes formant le contour de la i-eme face de cette zone. Alors on a la relation suivante :
2q
Y, a,<8.(p-1)

i=1
* preuve : Comme pour la proposition I-1-14, la borne est atteinte lorsqu'il n'y a pas trois

vecteurs coplanaires parmi la base de vecteurs. Dans ce cas, chaque zone est formée de 2(p-1)

2q
faces ayant chacune 4 cotés d'ot z a; = 8.(p-1). O

i=1

B Proposition I-3-7 : Chaque zone de Z; contient au moins une face ou une aréte de la
prézone de Z; par rapport a N, ;.

* preuve : Soit une des faces de cette zone est prézonale, sinon la zone, du fait de la
symétrie et étant connexe et composée pour moitié de faces translatées et pour moiti€ de faces
non translatées, il existe nécessairement une aréte séparant une face translatée et une face non
translatée, donc une aréte prézonale. ) O

B Corollaire I-3-8 : Soit Z; le zonoedre construit A partir des i premiers vecteurs de base.
Alors la prézone de Z; par rapport 2 N;,; contient au plus 2(p-1) faces ou arétes et autant de
sommets.

* preuve : elle est immédiate d'aprés les points c) et d) de la proposition 1-3-4 et de la
proposition précédente. B

L'algorithme se déroule en trois étapes :

Etape 1 : Recherche d'un sommet et d'un élément (face ou aréte) appartenant tous deux @
la prézone de Z; par rapport a N i+l

Nous allons nous déplacer sur le contour des faces appartenant a une méme zone jusqu'a

rencontrer une aréte ou une face prézonale ainsi qu'un sommet de la prézone adjacent a cet
élément.
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L'algorithme se présente ainsi : soit F une face de Z; et A une aréte de son contour, soit k

I'indice du vecteur correspondant 2 A (la recherche de 1'é1ément prézonal se fera sur la zone
associée a N)

répéter

si A ou F est prézonale I'élément recherché est trouvé

sinon parcourir les arétes du contour de F jusqu'a trouver l'autre aréte A'

correspondant a N,. Soit F' l'autre face de A'. F' et A’ deviennent resp. F et A.
jusqu'a ce qu'un élément prézonal soit trouvé

Figure I-11 - Parcours d'une zone pour la recherche d'un élément de la prézone

Si I'€lément prézonal trouvé est une aréte, nous prenons comme sommet S de la prézone
un des sommets de A.

Sinon une face F a été trouvée comme élément de la prézone : il faut donc rechercher sur

le contour de F un sommet qui appartienne 2 la prézone. Pour faire ceci, nous utilisons la
méthode suivante :
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Chercher sur le contour de F deux arétes A1
et A2 ayant un sommet en commun et dont les
deux autres faces (respectivement F1 et F2) sont
pour l'une translatée pour I'autre non translatée.

Figure I-12-  Recherche d'un sommet de la
prézone dans le cas d'une face prézonale
Etape 2 : Détermination de la liste des éléments composant cette prézone
A ce stade-13, nous connaissons deux éléments consécutifs de Ia prézone. A partir de ces
deux premiers éléments, nous allons rechercher I'ensemble formant la prézone de Z; par rapport

a Njyp.

Chaque phase de cette étape consiste a trouver les deux éléments (un sommet et une face
ou ar€te) suivant les deux derniers éléments trouvés.

Chaque phase se divise de nouveau en deux pas:
1) trouver 'autre sommet S' de la prézone adjacent a la face ou aréte.
Dans le cas d'une aréte A, il suffit de prendre I'autre sommet extrémité de A
Dans le cas d'une face F, parcourir le contour de F pour trouver le sommet S’
symétrique de S par rappor & F : pour cela, compter les deux 2q arétes formant le contour

de F et s'arréter au g-i#me sommet rencontré & partirde S.

2) connaissant ce nouveau sommet, chercher l'autre élément prézonal (A’ ou F') qui lui est
adjacent.

Connaissant S’ et I'tlément précédent A ou F, on effectue un parcours alterné
d'arétes et de faces autour de S' & partir de A ou F jusqu'a trouver une aréte A' ou une
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face F' prézonale.
Alors S' devient S et A'(ou resp. F') devient A (ou resp. F).

Cette €tape s'arréte lorsqu'on retrouve le premier sommet trouvé lors I'étape 1.

Etape 3 : Création des nouveaux éléments formant la zone de Z,,, associée a N,_;.

Nous connaissons a ce stade une liste de tous €léments de la prézone composée
alternativement de sommets et de faces ou arétes.

Cette étape va consister 2 créer les éléments formant la zone de Z,,, associée au vecteur
Ni1.

Chaque €lément de la prézone va générer un élément de la zone de la manicre suivante :

- chaque sommet S de la prézone donne une aréte correspondant au vecteur N, ;.

- chaque aréte A de la prézone donne une face tétragonale pour la nouvelle zone .

- chaque face F de prézone avec 2q cotés donne une face de la nouvelle zone avec 2(q+1)
cotés.

Cette étape se découpe en deux sous-étapes.

La premiére consiste & créer, a partir de
chaque aréte A de la prézone, une face F dont le

contour est uniquement composée de deux —A
arétes colinéaires A et A'.

La figure ci-contre montre le passage de
l'aréte A ala face F.

Figure I-13 - Création de faces a partir des arétes de la prézone
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La seconde phase consiste & générer les faces de nouvelle zone 2 partir des faces des la

prézone.

L'opération consiste a créer a partir
de chaque sommet de la prézone, une
nouvelle aréte correspondant au vecteur
N;.1. Chaque sommet de la prézone ayant
alors deux faces prézonales adjacentes,
apres création de cette nouvelle aréte,
celles-ci ont deux arétes supplémentaires
et forment les faces de la zone associée a
Ni;1.

C'est lors de cette phase que sont
calculées les vecteurs normaux extérieurs
aux nouvelles faces créées (ce calcul se
fait en général en prenant le produit
vectoriel de deux vecteurs correspondant
a deux arétes consécutives du contour
d'une face).

O

®

%

®

Figure I-14 - Formation des faces de la zone

A ce stade, la zone associée au vecteur N;,, est construite, la structure de données

représente alors le zonoedre Z,, ;.

I-4 - Résultats expérimentaux

Afin de confirmer le résultat de complexité (on trouvera en annexe A-1 une description de

la dualité entre cet algorithme et celui du partitionnement du plan par des droites, montrant le

caractére optimal en place mémoire et en temps), nous allons comparer les deux méthodes

présentées en considérant la place mémoire utilisée et le temps d'exécution des deux algorithmes

décrits dans ce chapitre.

La méthode 1 est la méthode décrite dans le paragraphe I-2 et la méthode 2 est la méthode
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décrite dans le paragraphe I-3.

Les tests ont été faits en considérant les deux bases de vecteurs suivantes :

2im.
cos(—)
2? 2i-Vp+1
Bl = { sin(%") i variant de 12 p) et B2 = { 2j-1/1§+1 i etj variant de 1 2 vp)

1

(pour la base B3, p est le carré d'un entier).
En annexe, on trouvera les P.D.P. et zonoédres correspondants 2 B}, et B%4.

Dans un premier temps, comparons les temps des deux algorithmes dans le pire cas

(aucun triplet de vecteurs de base coplanaires) : les résultats portent sur la base B}, pour p variant

de 20 a 200.

p Méthode 1 Méthode 2

20 0,52 1,58

. 30 1,65 3,63

Comparatif des temps d'exécution 50 7,38 10,35
des deux algorithmes 60 12,70 15,05

pour une méme base de vecteurs 70 20,08 20,67
80 29,93 27,20

100 58,28 43,18

120 100,58 63,18
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Temps
120 -

100

- Méthode 1
- Méthode 2

80 -

60 4
40 4

20 -4

p

gz : —
0 20 40 60 80 100

T
120 140

Figure I-16 - Graphe comparatif des deux méthodes

L'ajustement linéaire du graphe Log Temps = f(Log p) donne les résultats suivants : pour
la méthode 1, le temps est de l'ordre de p293 alors que pour la méthode 2, il est de l'ordre de
2,06
p=Ye.
Ces deux résultats sont trés proches des deux résultats théoriques, soit O(p?) pour la
méthode 1 et O(p?) pour la méthode 2.

Enfin pour les deux algorithmes, nous montrons ci-dessous que le cas le plus cofiteux,
aussi bien en temps qu'en place mémoire, est obtenu quand il n'existe pas trois vecteurs
coplanaires dans la base de vecteurs (par ex. BL).

Il n'existe pas trois vecteurs de coplanaires dans B}, alors que la base B% présente de
nombreux cas de coplanarité entre plusieurs vecteurs de base.

Nous pouvons remarquer, aussi bien pour la méthode 1 que pour la méthode 2, que le
Temps
Nombre de faces

rapport est plus faible dans le cas de la base B que dans le cas de la base B3 .
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Base B1 Base B2

Temps Temps Nb faces Temps Temps Nb faces

P Méthode 1 | Méthode 2 | zonoédre ||Méthode 1 | Méthode 2| zonoédre
4 0,28 1,00 240 0,20 0,63 62
5 0,98 2,50 600 0,57 1,43 140
6 2,78 5,27 1260 1,65 3,02 306
7 6,93 9,93 2352 3,83 5,32 536
8 15,37 17,18 4032 8,62 9,13 938
9 31,07 27,92 6480 17,07 14,57 1492
10 58,28 43,18 9900 32,40 22,40 2306

Figure I-17 - Comparatif suivant la configuration des vecteurs de base

Ceci se comprend aisément du fait que les dégénérescences dues 2 plusieurs vecteurs de
base coplanaires sont plus difficiles 2 traiter :

- dans la méthode 1, il faut trier les points M;, se trouvant sur une méme ligne du
diagramme projectif.

- dans la méthode 2, la présence de faces prézonales (étape 1) implique un traitement
supplémentaire afin de trouver un sommet prézonal.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que les zonogdres, du fait de leurs particularités,
permettent d'obtenir des algorithmes optimaux (au sens ot leur complexité est de 'ordre du
nombre d'éléments traités, ici le nombre de composantes (artes, faces et sommets) formant le
bord du zonoédre, soit le carré du nombre de vecteurs de base) ce qui n'est pas le cas en général
pour des polyedres convexes quelconques (par exemple, l'algorithme optimal d'enveloppe
convexe de p points a une complexité en temps de l'ordre de p.log p).

Cependant, comme souvent en Algorithmique, les algorithmes sous-optimaux sont en
général plus faciles & mettre en ceuvre, nécessitent moins de place mémoire et, pour un petit
nombre de données, sont souvent plus rapides que les algorithmes optimaux.

Le tableau I-21 confirme ceci : les temps d'exécution de la méthode 1 sont plus rapides
pour les petites valeurs de p; de méme I'expérimentation montre que la place mémoire utilisée
par la méthode 1 est quatre fois inférieure a celle nécessaire pour la méthode 2.
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II-1 Un modéle géométrique de la fabrication d'un mélange

Considérons un systtme composé de p produits P;, chacun étant représenté par n

spécifications s;. Ainsi le produit P; est représenté par le n-uplet (si,sb, ... si,).

B Définition 1I-1-1 : on appelle Q;, l'espace de représentation de la spécification Sj-
Par la suite, Q; sera en général R ou un intervalle de R. Q = Q xQy x ... x Q, sera appelé

espace des phases.

W Définition II-1-2 : Le n-uplet B; = (si,si,...,si) € Q est appelé donnée brute du
produit P;. Chaque valeur réelle s} est appelée j-iéme composante brute du produit P;.

W Définition II-1-3 : 1a fonction f de Q 2 valeurs dans une partie de R™ est dite une
Sfonction additive si :

- f admet une fonction réciproque 1,

- Pour tous produits P et P, pour tous réels positifs a et b, Ie n-uplet B représentant le
mélange d'une fraction a du produit P; avec une fraction b du mélange P, est donné par la
formule :

B = f'1(0.f(B;)+B.f(B,)) <=> f(B) = a.f(B))+B.f(By) V o, e R,, VB;,B, e Q

On dit que f définit une loi linéaire de mélange.

Exemple : Un produit pétrolier, précisément un gazole, est caractérisé par quatre
spécifications : sa masse (m), sa masse volumique (d), son pourcentage en masse de soufre (s)
et sa température de point de trouble (t).

L'espace des phases est R, x Ry x R: x I, ot est un intervalle de température. La
fonction f qui définit pour ces spécifications une loi linéaire de mélange est la fonction qui
transforme les données brutes (m,d,s,t) en données additives (m,v,gs,qt) =
(masse,volume,quantité de soufre,"quantité de trouble") de la maniére suivante :

. . . * * * * * * *
f est une fonction additive de R, x R, x R, x I dans R, xR, xR, x R,.

b N ™ o L.*1°aL M es



38

f(m,d,s,t) = (m , % » m.s , m.fI(t)) , le terme fI(t) est appelé indice de mélange
associé au point de trouble; c'est un modele théorique utilisé en raffinerie qui définit une loi de
mélange linéaire pour la température de point de trouble. Ces lois de mélange ont fait récemment

I'objet d'études et de modélisations 2 partir de splines [ODE90].

B Définition II-1-4 : On appelle donnée additive associée au produit P; le vecteur N; de
R™ égal & f(B;). Chaque valeur NJ; est appelée j-ieme composante additive du produit P;.

Ce modele vectoriel utilisé pour la représentation des mélanges peut se résumer par le
parallele suivant dans le cas des produits pétroliers:

Produit P; avec n spécifications Vecteur N; de R™ a composantes additives
Exemple
masse = 10000
10000
m. volum. = 0.885 T/m3 11299.4
% Soufre = 0.2 2000
144.791
Pt. de trouble = -5°C
Opération de mélange Somme vectorielle
Ensemble des mélanges faisables Ensemble Z,de R™ : zonotope
P
a partir de p produits de bases Z={ M=2 AN;, 0=A<1 }
i=1
Trois spécifications : zonoedre : polyédre convexe A symétrie
masse + 2 autres spécifications centrale ainsi que ses faces
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Figure II-1 - Cinq bacs et le zonoédre correspondant aux mélanges falsables

II-2 Un critére pertinent d'optimalité pour la production
* Le probléme du marchand de peinture

Afin d'introduire le concept de volume résiduel et volume optimal, nous allons considérer
un exemple simple et réaliste de fabrication de mélange.

Considérons un marchand de peinture ne vendant que de la peinture grise, c'est a dire
exclusivement faite a partir des deux composantes blanche et noire. Son stock est composé de
trois récipients ou bacs de peinture : de la peinture blanche, noire ou gris moyen (égales
proportions de blanc et de noir). Son fournisseur ne le livrant qu'une fois par semaine, il doit
gérer au mieux son stock existant afin de pouvoir répondre aux diverses demandes des clients.

Nous voyons que chaque bac de peinture peut étre représenté au moyen d'un vecteur de
IR2, I'abscisse représentant la masse de peinture noire et 'ordonnée la masse de peinture blanche
composant la peinture contenue dans chaque bac. L'ensemble des peintures faisables est donc
représenté par un zonogone formé de trois vecteurs de base : N; pour le bac de peir_lture:
blanche, N, pour le bac de peinture grise, N3 pour le bac de peinture noire.

A un instant donné, il dispose du stock suivant : 100 kg de peinture blanche, 100 kg de
peinture grise et 100 kg de peinture noire. Le modgle vectoriel introduit dans le paragraphe
précédent permet de représenter ces données. Les produits sont représentés de la maniére
suivante :
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1
- la masse de produit est égale i la norme LIy CIINIl; = INY + IN?| avec N =( N ) ) du
N2
vecteur correspondant;
- la teinte de gris d'un produit est donnée par I'angle entre le vecteur correspondant et

I'axe Ox (axe du noir) : plus un produit est clair, plus I'angle est important.

La figure suivante représente les vecteurs de base ainsi que le convexe de mélange
correspondant.

Blanc

Figure II-2 - Les trois vecteurs de base et le convexe de mélange Z

Un client arrive et lui demande 100 kg de peinture gris clair (composé 2 75 % de blanc et
25 % de noir). La demande peut étre alors réalisée de différentes manidres 3 partir des trois
bases. Pour le marchand, il doit choisir la maniére de faire qu'il lui permettra par la suite, avec
ce qui restera dans son stock, de satisfaire 1'éventail de demandes le plus large possible.

Envisageons les deux maniéres suivantes :
1) Le marchand utilise 75 kg de peinture blanche et 25 de peinture noire pour fabriquer les
100 kg de peinture demandés. Il lui restera ensuite 25 kg de peinture blanche, 75 kg de peinture

noire et 100 kg de peinture grise. Représentons alors ce stock résiduel par les trois vecteurs
correspondants ainsi que le convexe de mélange correspondant :
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Blanc

P4

S .

Figure II-3 -Les trois vecteurs de base et le convexe de mélange Z1

2) le marchand utilise 50 kg de peinture grise et 50 kg de peinture blanche. Il lui restera
ensuite 50 kg de peinture blanche, 50 kg de peinture grise et 100 kg de peinture noire.
Procédons comme précédemment :

Blanc

Noir

- -

Figure I-4 -Les trois vecteurs de base et le convexe de mélange 22

En plagant les trois zonogones Z, Z1 et Z2 dans le méme graphique, nous observons que
le zonogone Z, est inclus dans le zonogone Z,, donc si le marchand choisit la deuxieme
maniere, il aura plus de facilités pour répondre ensuite aux diverses demandes que s'il opte pour
la premiére maniére. Le vecteur M représente la demande du client.
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Figure II-5 -Les trois convexes de mélange

* Faisabilité, optimisation et programmation mathématique

B Définition 11-2-1 : Un vecteur ou mélange M est dit faisable A partir des p vecteurs de
base {N,N,,.. ..Np} si et seulement s'il existe p réels A, tous compris entre 0 et 1 tel que :

P
M=) AN;.
i=1

B Définition I1-2-2 : Soient {NI,NZ,...,NP} une base de vecteurs et M un mélange faisable
a partir de cette base. Soit A=(A;,A,,. .-»Ap) une décomposition de ce mélange. Nous appelons
base résiduelle les vecteurs {(1-7\.1).N1,(1~7»2).N2,...,(l-lp).Np} et convexe de

mélange résiduel ou résidu le zonotope ZA associé A cette base résiduelle.

Formulation : La généralisation du probléme du marchand de peinture est dii & GIRARD
[GIRS86] et se formalise ainsi :

Soient {N,Ny,...,N,} une base de vecteurs de R™ et M un mélange faisable de R™. La
décomposition optimale Aqpy €st solution du probléme :
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Max Volume(Z2
Ae R (Zp)

P

®{ Y uN=M

i=1

0<Ai<1 pouri=1ap

Le volume est associ€ i la mesure usuelle de Lebesgue sur R™.

B Définition II-2-3 : Soient {N{,N,,. ...Np} une base de vecteurs et M un mélange faisable
a partir de cette base. Nous appellerons domaine de faisabilité de M, 1'ensemble de RP
suivant :

P
Uy=(Ae [0,1,M= Y AN}

i=1

B Proposition 1I-2-4 : L'ensemble Uy est un polytope borné fermé de RP inclus dans un
hyper-plan de dimension p-n. Il est vide si M n'est pas faisable.

* preuve : Soit F l'application linéaire de RP dans R™ qui a (A 1,hp,...54,) fait

P
correspondre le point z Ai.N; . Si M est un point de R™, I'ensemble F1({M}) est un hyper-
i=1

plan de R" de dimension p-n.
De plus l'intersection d'un hyper-plan de RP avec le cube unité [0,1]P est un polytope
fermé bomé. O

B Proposition I11-2-5 [GIR86] : La fonction A—)‘\/n Volume(Z'[}) est concave sur I'ensemble
Upm, donc la fonction A—-)Volume(Zf,‘) admet un maximum global sur Uy -

Le probleme (P) est un probléme classique d'optimisation concave sur un domaine
défini par des contraintes linéaires. Nous pouvons utiliser par exemple des méthodes de
résolution de type Gradient Conjugué.

Dans le paragraphe suivant, nous traitons deux cas particuliers du probléme (P) de

maniére plus géométrique.
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II-3 Particularités géométriques des cas p-n = 1 ou 2

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme de faisabilité d'un mélange a n
spécifications avec une base de p produits dans le cas ol p-n égal 1 ou 2. L'intéret de ces deux
cas est qu'ils permettent d'une part, de visualiser la fonction Volume(ZQ) sur I'ensemble Uy,
notamment au voisinage de I'optimum, et d'autre part, de mettre en ceuvre des méthodes
d'optimisation adapteés 2 ces cas et plus simples qu'une méthode générale.

Le probléme général d'optimisation (volume du convexe résidu maximal) qui est résolu
dans RP équivaut 2 un probléme d'optimisation dans RP™, (dans le cas p-n=1 (resp. p-n=2), le
probléme général se raméne i un probléme d'optimisation convexe dans R (resp. R2)).

Soient Ny,.. .,Np p vecteurs de R™ représentant les p produits de base, soit M un vecteur
de R™ représentant le mélange; le probleme est de maximiser le volume du convexe résidu.

Hypotheses :
* D est strictement supérieur A n ;
* Soient N,,...,N, € R™ tels que {Nj,...,N_ } soit une base de R ;
« il existe un vecteur W de R™ tel que <N,.u> >0, V i=12a P

Notations : On notera
» N la matrice carrée de dimension n formée des n premiers vecteurs de la base :
N=(N; N,... N));

« P la matrice n x p-n formée des p-n demniers vecteurs de la base :

P=(N,,; Npoo... NO);

M
. . | vecteur de R™;
An
)\rn+l
«L={ : [ vecteurde RP™;

*A= I: vecteur de [RP.
L P
*Unm= {A=(Ay,...0 ) € [0,11P; Y A, N; = M}, le domaine de faisabilité de M;

i=1

A O CaicabhilitL ' im svm Ll e e o a . _a% s ae
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P
*Z=Z(Ny,....,N)={R € R", R=Z A;.N;, 0<A;<1 } le convexe de mélange.

i=1

* soit A=(7Ll,...,7Lp) € [0,1]°, Z(A) = Z((1-A,). Nl,...,(l-lp). N;) convexe
résidu.

V: UM — R
A ¥ Volume(Z(A))=V(A) ;

vy 2 (14 (AAg). ... (1-4). Ny Ny N |
P

1<il<...<ing
= 2 (ITaw)Ar @
Ic{1,...,p} kel
card(l)=n

ou AI est la valeur absolue du déterminant de la matrice carrée n x n formée des n
vecteurs Ny pour k appartenant i 1.
Le probléme (P) s'écrit alors :
Trouver A e Uy tel que V(A)=Max V(A). @)
AeUy
p — —
D AN;=M & N.L+P.L=M < L=N-1(M-P.Q)

i=1

donc les A,,..., A, s'expriment en fonction des A,,...., A, sous la forme

0 1 p-n
pP-n ) al al (ll
A =a?+2 oAy NIM=|:|et -NIP=
=
! ad al ... ofT
(par convention, on posera o, = L S? =] pour 1<i<p-n et 0<j<p-n)
? 0 0 siizg - -~

donc V(A) est un polyndme a p-n variables (A, ;,. .-»Ap) et de degré n dont on cherche le
maximum sur I'ensemble :

pn
Um={Le Rrn; 0sA<1,Vie {n+l,...p};0< a?+z a’i.kmj <l,Vie {1,...n})
j=1

o are O Caienabilis L o o x oo L] o & % as
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De la proposition I-2-3, nous en déduisons le corollaire suivant :

B Corollaire II-3-1 : La fonction de Uy dans R, qui & A fait correspondre 'Vn V(A) est
concave sur Uy.

» Cas p-n=1

Dans le cas p-n=1, Uy est un intervalle fermé (éventuellement vide si M n'est pas
faisable) inclus dans [0,1], la fonction volume sur UM est un polynéme d'une seule variable (en
A,) de degré inférieur ou égal an :

VA)=FQp)=ag+a; A, +.. +a, A", avec A; =afd+al A, pour i=1 2 p-1.

L'expression de V(A) sous la forme (1) donne dans le cas p-n=1:
P

P
V(kp)=2 H (l-oz?- Jllp )].Ai , avec Ai valeur absolue du déterminant de la
i=1  J=L g
matrice formée des n vecteurs autres que N;.

Dans ce cas, la résolution du probléme (Z) devient
Max F().p), Xp € [a,b] (D),
qui est en fait trouver le maximum d'un polynéme sur un intervalle donné.
Résolution du probléme (Z1) :
1) Détermination de Up=[a,b]

- On calcule N-1:M et -N-1-P pour obtenir les expressions de A1,..., A, en fonction de

A =a?+a}.)\p & A, =(A-afy o!
Aie [0,1] =24, € [B;, v
si of <0 B; =(1-ody af ety; =/ o}
si >0y, =(1-ody o et B; =0/ !
en posant [B;,v;] =[0,1]ona:

)
Um=N [B;, Y], et soient a=Max B; et b=Min ;

i=1

A O CaieabhilitL A% im som ol o o a2 s ae
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Si a>b, Uy=0 et le mélange n'est pas faisable et le probléme (ZI) n'a pas de solution.

2)Si Uy=d , le probleme (Z1) revient 2 maximiser une fonction sur un intervalle

[a,b]. La fonction YV étant concave sur U, la fonction F admet un maximum global sur [a,b] :
le maximum de F sur [a,b] se détermine de maniére exacte si I'équation F()\.p)=0 le permet (par
exemple pour n<5), sinon I'emploi d'une méthode approchée est nécessaire. La méthode de Ia
Section Dorée est une méthode sire et rapide et beaucoup plus simple & mettre en ceuvre sur ce
cas particulier.

Dans le cas de l'utilisation d'une méthode de Section Dorée, le calcul de F(?\.p) se fait de la
maniére suivante :

- on aura au préalable calcul€ les p réels Ai, i=1 a p, ceux-ci ne dépendant pas de Ay

P
- 80it A, on calcule les valeurs y; =1-A; =1-a?-ail.7\.p et H=H K

1=1
P
1) si tous les p; sont différents de 0, alors FA,) = 1. 2 Hi-Ai .
H -

i=1

ii) s'il existe k tel que 1, =0 alors F(%):Ak.l'! W .

izk

dans les deux cas, pour une valeur de kp donnée, le calcul de F(?\.p) se fait en O(p.log %)

ou € est l'erreur tolérée dans la méthode de la Section Dorée.
Exemple :

1 0 3 0 1
n=3,p=4, N9 1 | N, q 1} N; 1 bJNg5 1 b MH 1 |
0 1 0 3 1
Les expressions de A,A, et A5 en fonction de A4 sont :
A =3.A4 % Ay=1-3.4, et x3=;— g

Les valeurs des Ak sont : A1=6, A2=6,A3 =2,A4 =2.
D'ou I'expression du volume V(A3) = 4.5 + 18.A3 - 36. A32. On peut remarquer dans ce

cas que le polyndme n'est pas de degré 3 mais de degré 2 seulement.
Les contraintes A; € [0,1] donne Uy =%,;- .

Y ol Y | B oy B L S T & JR T Y T
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V)

L M -
0.16666 0.33333 A3
0pt.=0.25000

Figure I-6 -Tracé de la fonction V sur le domaine de faisabilité Uy

On en déduit que V atteint son maximum sur Upy pour A4 =4l .

D'ou la décomposition optimale de M est : 7»1:29:13:7&4:% .
*Casp-n=2

Dans le cas p-n=2, Uy est un polygone fermé (éventuellement vide si M n'est pas
faisable) inclus dans [0,1]2, la fonction volume sur Uy est un polyndme de deux variables (en
Ap1 €t A;) de degré inférieur ou égal an :

VA=F, 0= Y, aj:Ap.1 A, , avec ), =a?+ai1.7Lp,1+ai2.7Lp pour i=1 i p-2.

0<i,j<n
i+j<n

L'expression de V(A) sous la forme (1) donne dans le cas p-n=2:

vaay =Y [ II

1<i<j<p k::fk#j

déterminant de la matrice formée des n vecteurs autres que N;etN..

(l-aﬁ-all(.lp_l-a]%.kp)].Aij , avec Aij valeur absolue du
P

Dans ce cas, la résolution du probléeme (Z) devient

_harm Il  Eatcahilitd A% irm rve Ll o d e as s 2e



49

(Z2)

Max F(A, 1,Ap), Ay 1,hp) € UM

qui est équivalent a trouver le maximum d'un polyndme 2 deux variables de degré n sur

un polygone fermé borné.

Résolution du probléme (Z2) :
1) Détermination de Uy

- On calcule N-1-M et -N-1-P pour obtenir les expressions de Als..., A, en fonction de

Apy eth,

A =af+al A, +olA, = Uy ={Ap1.Ap) € [0,112, 0afd+al A, +af A <1) =

[0,112

P
M N{ (lp,lp-l),a?+ail.lp-1+ai2.7tp >0} .
i=1
P
m {(lp9xp-l)’l'a?'ai1 'lp-l'aiz-)\/p 2 0}

i=1

A partir de cette derniére écriture, le polygone Uy est déterminé sous forme d'une liste

ordonnée des sommets S, Syt Sq se trouvant sur son contour :
on notera Um #(Sy, Sy,..., Sg) (avec g<4+2.p)

Quatre cas de figures peuvent se produire :
a) Si Uy est vide (pas de sommet), le mélange M n'est pas faisable.
b) Si Um # (S)), alors Uy =(S, ).
c) Si Upm # (S,,S) alors Uy =[S,,S,].
d) Si g3, alors Uy est un polygone convexe dans le plan.

Dans le cas a), il n'y a pas de solution.
Dans le cas b), la solution est unique donc optimale.

P Shmm I ™ L 12l M es e e
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Dans le cas c), Uy étant réduit 2 un segment de droite, le maximum de la fonction V peut
étre calculé par une méthode analogue au cas p-n=1 (par ex. Section Dorée).

Dans le cas d), il faut trouver le max d'une fonction définie sur un polygone fermé borné.
La méthode utilisée pour calculer le maximum d'une fonction concave sur un domaine
polygonal borné est une méthode de type Section Dorée.

Méthode Section Dorée dans IR? :

On considere la fonction G(y)=Max F(x,y), (x,y) € Up.

Rechercher le maximum de F sur Uy équivaut a rechercher le maximum de G sur [a,b] ou
[a,b] est la projection de Uy sur l'axe Oy du plan. Le calcul de G pour un y donné se fait en
calculant le maximum de la fonction Fy(x)=F(x,y) pour x € [c,f] olt

[(c,y),(B.y)]= Um N {(x,y), x € R}.

Le calcul de F(A;, 1,A,) se fait de la maniére suivante :

- on aura au préalable calcul€ les p.(p-1)/2 réels Aij’ 1<i<j<p, ceux-ci ne dépendant pas
de A,.qeth,.
‘ P
- soit (A;_1,A,), on calcule les valeurs p; =1-); = l—a?-aillp_l-aiz.kp et I'I=H K,

i=1

1) si tous les p; sont différents de 0, alors F()\.p_l,Xp)=l . z Hi-uj'Aij .

1<i<j<n

if) s'il existe k tel que py =0 alors FA, 1 A= >, [ [T Ay
1<i<p  1<j<p
izk  j#, jzk

dans les deux cas, pour un couple (Xp_l,lp) donné, le calcul de F(Xp_l,kp) se fait en
O(p2.log %). -

1 0 1 0 1 2
Exemple : n=3,p=5,N15 1 || No=| 1 | N3={ 1 L N, o , Ns={ 0 | MH 2 |.
0 1 1 1 0 2

- les expressions de A,,A, et A; en fonction de A, et A5 sont :
M=Ag, Ay =As, A3 =2-A4-As;

- les valeurs des Aij sont :

o MRAarn O CaicablilitL M rom rvm Ll e o s . at e ae



51

Arz=1,A13=1,A14=0, A15=1, Agz=1, Aps=1, Aps=0, As4=1, Ass=1, Ays=1;

- I'expression de V(A) comme polynéme en Aget Asest:
V(A)=FAgA5)=2. A4+ 252042404 A2 As242. 04 As24+2.A42 A5 ;

- les contraintes 0< A; <1 donnent le domaine de faisabilité Uum sous la forme du
polygone suivant :

Um # {(1,1),(1,0),(0,1)}

Y |

0.49998

Ao

0.50001

Figure 1I-7 - Domaine de faisabilité et courbes de niveau de la fonction F

Le calcul de I'optimum de F sur Uy donne X=(l

1:11
2’2’1’ )’

1
2°2

On remarque sur cet exemple que la racine carrée de la fonction F est bien concave sur le
domaine alors que la fonction F ne I'est pas.

e N Y P N 1 S T Y 7 T e T
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F(x.y)

; 20N
7 BT ATAVAVAS: NN
’ "‘VIA-‘; ‘e“ \\“ >N
A TN

~
~/

Figure 11-8 - Tracés des fonctions F et YF

Remarque : dans ces deux cas, l'ensemble de faisabilité du mélange est construit
explicitement. On peut alors envisager une méthode permettant de choisir un point dans Uy et

calculer ainsi une décompostion du vecteur M. L'avantage de ceci serait de pouvoir choisir

parmi une infinité de solutions, une autre solution que celle donnée par une méthode
d'optimisation afin de prendre en compte d'autres contraintes.

II-4 Coupes et intersections

Comme nous le verrons par la suite, notamment dans la présentation du logiciel MBAC
dans le chapitre III, nous aurons besoin d'outils rapides afin de pouvoir déterminer si un

mélange est faisable et si oui, déterminer certaines décompositions, si possible le plus proche
d'un critére optimal fixé.

Nous aurons aussi besoin par la suite de déterminer des ensembles de mélanges faisables.
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Ces opérations du point de vue géométrique consiste a rechercher I'appartenance d'un
point dans un zono¢dre ou 2 déterminer l'intersection d'une droite ou d'un plan avec un
zonogdre. Toutes ces opérations peuvent étre réalisées A partir d'intersections de plans avec des
poly&dres ou polygones convexes dans IR3.

Nous montrerons dans ce paragraphe que certains algorithmes sont particuliérement bien
adapt€s a la structure particuliére des zono&dres et permettent d'obtenir des méthodes rapides.

Pour commencer, nous faisons quelques rappels sur des algorithmes de base concernant
les polyedres convexes.

e Intersection plan | polyédre convexe

Dans un premier temps, nous faisons un rappel sur l'algorithme d'intersection entre un
plan IT et polygdre convexe C, basé sur une structure de représentation par bords. Ce type
d'algorithme est basé sur le suivi d'intersection. La méthode consiste dans un premier temps a
rechercher un point de dC N 1. Pour cela, on cherche, 2 partir d'un sommet quelconque de C et
par un parcours sur des arétes adjacentes de se rapprocher le plus possible de [T jusqu'a trouver
une aréte intersectée par le plan [].

Une fois cette aréte trouvée, par un suivi sur les faces intersectées, on détermine

enticrement les arétes formant le polygone intersection. La complexité de cet algorithme est, au
pire, linéaire par rapport au nombre de sommets du polyedre C.

L'algorithme correspondant est rappelé en annexe.

e Intersection droite | polyédre

L'intersection d'un poly&dre convexe et d'une droite est une application de l'intersection
plan / polyeédre convexe. Pour rappel, il suffit de définir la droite comme intersection de deux
plans perpendiculaires [T, et IT,, calculer C; le polygone intersection de C et I1; puis calculer

C, segment intersection de C, et [T, (C, et C, peuvent étre éventuellement vides).

L'algorithme correspondant est rappelé en annexe.

PSbhamam N e o Lo*8%2a 2 20 723
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* Appartenance d’un point dans un polyédre convexe

Deux méthodes sont couramment utilisées pour résoudre ce probléme :

Méthode 1 : Supposons un polyédre convexe connu comme intersection de demi-espaces
fermés (ceci est le cas lorsque C est représenté par une structure de type Aréte-Ailée).
L'appartenance au polyédre équivaut  l'appartenance a chaque demi-espace. L'algorithme
permettant de déterminer l'appartenance 2 un poly&dre convexe est donc linéaire par rapport au
nombre de faces d'un polyédre convexe (ou au nombre de sommets car il y a équivalence entre
nombre de faces, d'ar€tes et de sommets d'un polyédre convexe) .

Méthode 2 : Cette méthode est une application de l'algorithme d'intersection plan-
polyedre : un M point est I'intersection de trois plans T}, I, et IT; perpendiculaires entre eux.
On calcule C; polygone, intersection de C et I1; puis C, intersection de C, et [T, enfin Cs
intersection de C, et [5; si C; est non vide le point M appartient au polyédre convexe.

* Intersection plan | zonoédre

B Proposition 1I-4-1 : Si le plan [T contient le centre de symétrie du zonogdre Z,, alors
l'intersection Z,N IT est un zonogone dans RR3,

* preuve : toute intersection entre zonoédre et plan est un polygone convexe. Si de plus, le
plan passe par le centre de symétrie, le polygone intersection est & symétrie centrale donc est un
zonogone. O

* Appartenance d'un point @ un zonoédre

La méthode correspondant aux polyedres convexes peut étre envisagée. Ccpendant la
spécificit€ du zonoédre nous améne A considérer une méthode plus rapide, basée sur
l'intersection par une droite, cette méthode permettant, de surcroit, d'obtenir une décomposition
du mélange sur la base de vecteurs.

Considérons le zonoédre Z, et la demi-droite Ay issue de l'origine O et passant par M.
Alors suivant l'intersection Iy entre Z,, et Ay, nous pouvons déduire certains résultats sur M :
soit I'intersection est réduite a O alors le mélange n'est pas faisable, soit I'intersection Iy est un
segment [O M'].
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B Définition I1-4-2 : Si M appartient au segment [O,M'] le mélange M sera dit faisable
(en totalité) sinon il sera dit partiellement faisable.

Le point M' se trouvant sur BZP, une décomposition A peut étre trouvée facilement (dans
certains cas cette décomposition est unique) (cf. corollaire I-1-12). Si le point M est totalement
faisable M=o.M' avec o € ]0,1] donc une décomposition possible pour M est donnée par o A.

* Coupes paralléles

Une application de 1'algorithme d'intersection polyedre-plan est la visualisation de
zonoedres par l'intermédiaire de coupes paralléles par une série de plans paralléles entre eux.

Afin de montrer la rapidité de I'algorithme utilisant une structure de type Aréte-Ailée, nous
allons faire un comparatif avec deux autres méthodes permettant la détermination de coupes
paralleles d'un zonoedre.

La premitre méthode, due & B. LACOLLE, repose sur le principe de dualité :
I'intersection d'un polytope avec un plan de dimension deux est €quivalent a l'enveloppe
convexe de points de R2. L'algorithme est présenté en détail dans [LAC90 - pages 188 2 193].

La deuxieme méthode, développée par N. ODEH, calcule l'intersection d'un zonoddre et
d'un plan par des résolutions successives d'un probléme d'optimisation par Lagrangien.
L'algorithme est présenté en détail dans [ODE90 - pages 132 a 158].

Le tableau ci-dessous propose un comparatif des trois méthodes, en considérant le temps
d'exécution des algorithmes d'une part et, la place mémoire utilisée d'autre part.

La base de vecteurs utilisée est la base B}, utilisée dans le paragraphe I-4, les plans de
coupes étant [1, = {x=a}

Les valeurs p et ni sont respectivement le nombre de vecteurs de base formant le zonoédre-
et le nombre d'intersections calculées. Le temps t1 représente le temps de construction de la
structure de données nécessaire a l'algorithme d'intersection. La place mémoire indiquée (m) est
la place occupée par cette structure de données, elle n'inclut pas le stockage des différentes
intersections calculées par la suite. Le temps t2 représente le temps de calcul des ni intersections.

Ce comparatif montre que la rapidité du calcul des intersections dépend de la structure de

données utilisée.
Bien qu'il soit le plus cofiteux en place mémoire, I'algorithme basé sur la structure de type
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Aréte-Ailée s'avére étre beaucoup plus rapide dans le calcul d'intersection et plus robuste

numériquement que les deux autres

56

Algorithme Algorithme Algorithme
Structure Aréte-Ailée par dualité par optimisation
P ni m t1 2 m t1 t2 m t1 t2
10 10 8900 0,18 0,35 5464 0,17 0,88 1304 0,03 4,43
25 0,93 2,35 10,82
50 1,92 4,77 22,75
100 3,82 9,62 49,03
25 10 || 58300 1,27 0,98 26064 1,58 550 6104 0,13 49,18
25 2,92 13,86 117,5
50 5,28 28,52 240,7
100 10,63 60,43 504,0
50 10 || 256500 5,13 2,08 147064 10,52 23,20 || 22104 0,53 3035
25 5,98 57,13 775,2
50 11,70 118,7 1591
100 23,70 241,0 3328

Figure 1I-9 - Comparatif des trois méthodes d'intersection

Figure 1I-10 - Visualisation de zonoédres par coupes paralléles
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II-5 Des mélanges binaires 2 la méthode de la corde pour les
zonoeédres

Nous avons vu dans le paragraphe II-3 que le probléme de détermination de la

décomposition optimale d'un mélange sur une base de vecteurs revient & un probléme classique
d'optimisation convexe.

Cependant si cette méthode présente I'avantage d'étre robuste et rapide pour des valeurs
de n et p peu élevées, elle présente I'inconvénient suivant : dans la pratique (en raffinerie), on a
souvent besoin d'avoir plusieurs solutions afin de prendre en compte des contraintes
supplémentaires difficiles a inclure dans la méthode d'optimisation : les techniciens chargés de la
fabrication tiennent compte de ces contraintes supplémentaires de maniére heuristique grice 2
leur expérience.

L'idée a ét€ de développer une méthode géométrique qui puisse fournir plusieurs
solutions en restant proche du critére d'optimalité.

» Mélanges binaires

B D¢éfinition II-5-1 : On appelle mélange binaire, un mélange caractérisé par deux
parameétres, i.e. 'espace des phases est représenté par IR% ou une partie de R2.

B Proposition II-5-2 : Soit le cas général n quelconque et soit M un mélange faisable. Alors
tout convexe résiduel Z’;} est inclus dans I'ensemble Z,N Z,-M.

* preuve :
a) Z5 est inclus dans Z, par définition.
P

b) Soit R un point de Z} ; R s'écrit z 6;.(1-A;).N; avec 6; € [0,1] pouride 12 p
i=1

P
R+M =3 (8;:(1-A)+A).N; or 0<6,.(1-A)+A<(1-h)+A;=1
i=1

donc R+M e Zp <=>R e Z,-M. O
B Proposition I1-5-3 [SLAS6] : Soient Nj....,Np p vecteurs de R?, Z, le zonogdre associé

et M un vecteur . Alors le mélange M est faisable si et seulement si 'ensemble Z,NZ, Mest
non vide et contient I'origine. De plus, cet ensemble est le plus grand convexe résidu possible et
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correspond donc a la décomposition optimale de M (solution du probléme (P)).

Nous verrons par un exemple plus loin que cette propriété n'est plus vraie en dimension
supérieure.

B Corollaire 11-5-4 [SLAS6][LAC91]: La décomposition optimale d'un mélange binaire
peut €tre trouvée en O(log p) si les vecteurs N; sont préalablement triés. De maniére

géométrique, la décomposition optimale s 'interpréte ainsi :

si M est faisable, on peut placer un vecteur M; M, équipollent 2 OM de maniére  ce que

M, et M, soient sur le bord du zonogone Z, (Ml M; en dit en position de corde). M, et M,
s'écrivent alors :

M, =(1-4).N;+ 3 NeetMy =A.N; + 3 N,
k<i k<j

d'ou I'écriture optimale de M sous la forme :

M= ?"i‘Ni + z Nk + )\'J'NJ
i<k<j

Remarque : On peut aussi placer un vecteur M3 My équipollent a M; M; en position de
corde avec :

Mjs = (I-4).Nj + 3 Ny et My = A, N; + 2, N
k>j k>i

donnant la méme décomposition optimale pour le mélange M.
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Figure 1I-11 - Décomposition optimale d'un mélange binaire
sur le bord du zonogone

La figure ci-dessus montre les deux vecteurs équipollents 3 M en position de corde. Les
points M, et M; correspondent a l'intersection entre 0Z, et 0Z,-M.

* Méthode de la corde

Préliminaire : Pour n=2, le fait que Z, N Z,-M soit le plus grand convexe de mélange
résidu induit une décomposition optimale "géométrique" (décomposition obtenue en mettant en
position de corde un vecteur équipollent au mélange M).

Or des que I'on passe en dimension supérieure, la propriété sur Z, N Z,-M n'est plus
vraie et ne permet plus de déterminer géométriquement la décomposition optimale (au sens du
volume du convexe résidu). Il est en effet difficile, voire impossible, de donner une condition
portant sur les vecteurs de base et le mélange M pour que Z, N Z,-M soit un convexe de
mélange ou pour qu'il existe un plus grand convexe de mélange résidu inclus dans Z,N Z-M
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et contenant tous les autres convexes résidus.

L'exemple suivant montre que Z, N Z;-M n'est pas un zonoddre et qu'aucun convexe de
mélange résidu n'est contenu dans aucun autre.
1 0
1 M0
1 2

-1 -1 1
Exemple : Nﬁ(-]} No=| 1 ), N3={-1} N,=
1 1 1

L'ensemble Z,N Z,-M est un octatdre qui n'est pas un zonoédre (voir figure I1-12).

Figure 11-12 -Exemple de Z, N Z,-M non zonoédre

OO

A=0.5 A=0.7 A=0.9

Figure 11-13 - Différents convexes résidus zj
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M se décompose sur les vecteurs de base uniquement sous la forme suivante
M = A.(N;+N,)+(1-1).(N,+N3) avec A € [0,1]
et il n'existe pas de relation d'inclusion entre deux convexes de mélange résidus Z3 et

Z‘,}’.(A=(7»,1-?\.,1-k,7\.) avec A € [0,1]) : la figure II-13 présente pour différentes valeurs de A
les convexes de mélange résidus correspondants.

De maniére intuitive, il faut utiliser en priorité les vecteurs de base les plus proches (au
sens vectoriel) du vecteur M pour avoir ensuite, avec la base de vecteurs résiduelle, la plus
grande souplesse pour fabriquer les mélanges futurs (en théorie de la séparation, on dira que
I'état de séparation du systtme formé par la base résiduelle doit étre le plus grand possible).
Ainsi, dans le cas des mélanges binaires, la méthode de la corde donnant la solution optimale en
utilisant les vecteurs de base les plus proches du vecteur M, on peut espérer que la méme
méthode appliquée au cas n=3 donnera des décompositions utilisant des vecteurs de base assez
proches de M et conservant ainsi une plus grande capacité pour faire des mélanges par la suite.

Nous supposons dans cette partie que le zonoedre Z, associé aux p vecteurs
{N,N,,.. .,Np} a été construit sous la forme de la structure de données F.E.E.L. (cf. § I-3).

Le principe pour déterminer une décomposition d'un mélange faisable M est le méme que
pour le cas n=2 :

- un vecteur M; M, équipollent 3 OM est placé en position de corde, i.e. de maniére a ce
que M, et M, soient sur le bord du zonoedre Z,

- on cherche M, (resp. M,) sous la forme 2 N; + z A;N; avec A; €[0,1] pour j €

iel; jeh
J,.(resp. Z N; + z A;Njavec A; e [0,1] pour j € Jy).
ielp jeJ2
- une décomposition de M est obtenue par la décomposition de M, otée de celle de M,.

Trois remarques doivent étre cependant faites :

1) alors que le cas n=2 ne donne qu'une seule décomposition (optimale de plus), le cas
n=3 peut donner une infinit€ de décomposition pour M puisque le vecteur mz peut étre
positionné en position de corde d'une infinité de maniére.

2) parmi les décompositions de M certaines peuvent étre incohérentes, i.e. donner des
valeurs de A; strictement négatives (cf. exemple 3 ci-dessous).

3) afin d'éviter les cas dégénérés, nous supposons qu'il n'existe pas trois vecteurs de
base coplanaires et que le mélange M n'est pas la somme partielle de deux vecteurs de base,
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c'est & dire que M ne peut pas s'écrire sous la forme ki.Ni+7Lj.Nj. Si cette hypothése est
restrictive, elle correspond cependant au cas réel.

Rappel : Soit F une face du zonoédre Z,. Soit M le vecteur normal a la face F et orienté
vers l'extérieur de celle-ci. Alors F s'écrit sous la forme suivante :
F= Y [ONJ+ 2, N, =Zg+Sg,
Nin=0 Nin>0
i.e. F est un zonogone Zg. translaté d'un certain vecteur Sg.
Donc tout point S de la face F s'écrit sous la forme :

S= z AN + 2 N; .

Nn=0 Nn>0
Nous pouvons remarquer que Zg étant un zonogone, les valeurs A; peuvent étre

déterminées de maniére optimale.

De plus s'il n'existe pas trois vecteurs coplanaires dans la base de vecteurs alors tout point
S de 0Z s'écrit :
S= Y, N;+AN, +A.N;. (cf. corollaire I-1.13).
{N.n)>0

B Corollaire 11-5-5 : Soit M € Z,, il existe S et S, € dZ, (frontiére ou bord de Z) tels
que S,=S,+M.

» la preuve de ce corollaire est évidente. O

Soient S; € F, de normale n, : S, = 2 N; + z AN; et
Nm >0 Nm=0
S, € Fyde normalen,: S, = Z N; + Z ALN; .
N,'.T]z >0 Nj.‘l’]; =0
D
Donc M'—'Sz-sl': z NJ + 2 )\’j‘N_] - z Ni - 2 )"i‘Ni = z}.k.Nk .
N.T]2>O N.T]z=0 N,T]l >0 N,T]l =0 k=1

Les valeurs de A, obtenues peuvent étre négatives mais il existe toujours un point S, de

0Z, tel que $;+M=S, € 0Z, donnant une décomposition de M sur les vecteurs de base

appartenant a Uy,.
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n Proposmon II-5-6 : L'ensemble B est & symétrie centrale, son centre de symétrie est le

pomt—{ZN M) = —(s -M).

*preuve : Soit Te B.> Te 0Z,(1)etTe 0Z,-M (2)

(1) & S;-T € 0Z, par symétrie de Z, = S;M-Te Z,M

2)e=T+Me azp par définition de B & S;-M-Te BZP par symétrie de Z,

donc S,;-M-Te B. O

De cette proposition, nous en déduisons qu'il suffit de ne rechercher que la moitié de B,
l'autre se déduisant par symétrie.

L'algorithme présenté ci-dessous détermine I'ensemble B des points S de GZP tels S+M
appartienne aussi a azp Le principe est de rechercher un premier point de B puis par adjacences
successives la moitié de I'ensemble B. Ensuite par symétrie, I'autre moitié est déterminée.

Nous supposons que O est I'origine de Z,

B Proposition II-5-7 : L'ensemble B des points T € azp vérifiant T+M € E)Zp forment une
suite de segments de droite [T;,T;,4] ,0<i<2q autour de Z,

* preuve : Soient M un mélange faisable et 'ensemble Z = Z, N Z,-M. Cet ensemble est
un polyedre convexe non vide. Considérons les points de la fronti¢re de Z qui appartiennent 2
0Z, et 9Z,-M. Ces points sont dans le cas général un ensemble de faces et d'arétes du bord de
Z. Mais I'hypothése faite sur M et les vecteurs de base N; implique qu'aucune face de Z, ne
contient un vecteur équipollent 3 M. Donc l'intersection entre 0Z, et 0Zp-M ne peut se faire
qu'entre faces non coplanaires entre elles et donc elle est uniquement composée d'arétes. Ceci
montre que B est une suite de segments de droite. Du fait de la symétrie centrale, le nombre de
segments formant B est pair. O

Les figures II-14 et I11-16,11-17 et I1-18 représentent un zonoedre sous forme fil de fer en
trait fin (seules les arétes vues sont représentées), I'ensemble B et son translaté B+M en trait
gras (les parties en pointillé représentent les parties cachées de ces deux ensembles) ainsi qu'un
vecteur M' en position de corde et équipollent & M (trait fin pointill¢).
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'l
B+M
4
A
hJ
h
N
B 1
1
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. 1M
\ I
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¢ ~
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~
~§

Figure 1l-14 -Ensembles B et B+M

De la proposition précédente, nous en déduisons le résultat suivant :

B Corollaire I1-5-8 : Soit A, et A;41 les décompositions de M associées respectivement 2 T;
et T;,;. Alors a tout point T de B appartenant au segment [T;,Tiy1], T=0.Ti+(1- ). T, et la
décomposition A associée a T est égale 2 oA +(1-a).Ay, -

Les points T; sont tels que T; ou T;+M appartiennent a une aréte de Z,

La premigre étape de I'algorithme consiste A rechercher un point T, appartenant & une aréte
A0 de Z, tel que Ty+M appartienne  une face Fyde Z,
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F2

Figure 1I-15 - Détermination de T,,, a partir de T,

Considérons un plan [T comprenant le point M et les deux poles O et S, du zonogdre Z,
L'intersection de Z, et du plan [] est un zonogone Zy dans R3 (cf. proposition II-4-1). Nous
sommes alors ramenés a un probléme dans R2, i.e. trouver la décomposition d'un mélange sur
une base de vecteurs coplanaires.

Soient les points S et S, appartenant tous deux 2 la frontiére de Zyj et tels que S;+M=S,,.

Alors S, (resp. S,) appartient 3 une face F de normale extérieure v, (resp. F, de normale
extérieure v,) de Z, |

On recherche alors Ty sous la forme S;+a.U od U est un vecteur orthogonal a vy et v,.
(cf. figure II-15)

La seconde étape de 1'algorithme consiste, par adjacences successives, a déterminer-
certains points T; de B, avec T; ou T;+M ayant la propriété de se trouver sur une aréte de Z,:

Rechercher une aréte A, contenant un point T, telle que To+tM € 9Z,,.
Soit F, une face adjacente a A, et F, la face contenant To+M
Soit T=T,,
répéter
soit v, et v, les vecteurs normaux respectivement & F, et Fa:

b= N ™ L12Z 2 s
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soit U le vecteur égal 3 Y1AY2 .
Iviavall

déterminer d, maximum (resp. d, maximum) tel que T+d,.U (resp. T+M+d,.U)
appartienne a F, (resp. a F,).

si d,<d, alors
soit A l'aréte du contour de F, sur laquelle se trouve T+d,.U;
remplacer F, par l'autre face de A;
remplacer T par T+d,.U;

sinon
soit A 'aréte du contour de F, sur laquelle se trouve T+M+d,.U;
remplacer F, par l'autre face de A;
remplacer T par T+d,.U;

jusqu'a ce que T=S,,-M-T0

Remarque : lorsque le vecteur U est colinéaire 4 un vecteur de base, les décompositions
associées aux points T; et T;,, sont les mémes ainsi que pour tout point du segment [T;,T;,,].
Dans le premier exemple ci-dessous, tous les segments de B sont colinéaires A un vecteur de
base. Ceci explique l'unicité de la décomposition pour cet exemple.

Les exemples suivants montrent que cet algorithme peut dans certains cas donner la

décomposition optimale A, dans d'autres cas ne pas la donner et aussi donner des
décompositions avec des valeurs négatives. On notera Ug l'ensemble des décompositions
données par la méthode de la corde.

Y o) "V | B R Sy B LI S | Y J P T I



67

Exemple 1 :

Soient les quatre vecteurs de base suivants ;

3 1 1 1
N1= 1,N2= 4,N3= 0 N4= 1.
0 5 1 4 1
Le point M =| 2 |appartient 2 Z, et on trouve par la résolution du probleme (Z1) que
_ 2
T'opti L1 1y
optimum A est (5,5,5,1)

La détermination de B donne I'unique décomposition A = X Ug={ j_\} ).

e

Figure 11-16 - Exemple 1
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Exemple 2 :
Soient les vecteurs de base suivants :

1 2 1 0
Ny=[1}Na={0}N3={0}Ny=|1}Ns=
0 » 1

0
2.
2 2 1
Le point M=| 2 |appartient 3 Zs et on trouve par résolution du probléme (Z2) que A =
2

1’71°71°71°71"

Figure II-17 -Exemple 2

L'ensemble correspondant des différentes décompositions de M est :
U B~ { 9.A1+(1-6).A2,9.A2+(1-9).A3,6.A3+(1-6).A4,9.A4+(1-9).A5 ,VO e [0,1]}
=As=(0,1,0,1,),A, =11 211 =(1,0122 =31121).
avec A] AS (O 1’0 l;) AZ ( 6 3’ s2)’ A3 ( ao, ,3,3)CtA4 (5,5’1’5’1)
Dans cet exemple, A n'appartient pas Ug.

SN N Py N L BN | Y &



69

Exemple 3 :

Soient les vecteurs de base suivants :

20 20 10 1 2
N1 =110} Na=|20}) N3={20} Ny=[ 2 | Ns=| 1 |.
0 5 10 0 5 5
Le point M ={ 25 | appartient & Zs et on trouve par résolution du probléme (Z2) que
- 1
=23123
A (30’ 1 ’30’090)0

Figure 11-18 - Exemple 3

L'ensemble des différentes décompositions est :
Ug={6.A;+(1-6).A,,,, V0 € [0,1], Vi=1 4 5} avec
Ay=Ag=(23,12300)=A Ay=(

8 31301, A= G135 40,

30’ ’30 15°5°30° 7’150 5’
=(371.14 1.4 (1338
A4 (150’1a15a la S)CtAS 3095’15’ 190)

Pour exemple, la position de M sur la figure ci-dessus correspond 2 la décomposition Aj.”
Cet exemple montre que les valeurs de décomposition obtenues par cette méthode peuvent

étre négatives en donnant par ailleurs la décomposition optimale A.
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Conclusion

La méthode d'optimisation basée sur le volume du convexe résidu a été la premiére a étre
mise en ceuvre. Cependant, lors d'une utilisation réelle, deux inconvénients sont apparus : une
seule solution était donnée et souvent ne permettait pas de prendre en compte d'autres
contraintes; le critére d'optimalité, impliquant que n'importe quel mélange peut &tre demandé par
la suite, ne correspondait pas exactement  la réalité; en effet, souvent les mélanges ont des
spécifications dont les valeurs restent dans une fourchette donnée.

Ceci nous a mener 2 étudier des outils géométriques en 3-D permettant de travailler
directement sur le convexe initial de mélange.

Les outils basés sur l'algorithme d'intersection permettent différentes opérations de
manipulation et de visualisation.

La méthode de la corde développée pour n=3 s'inspire de la propriété de la décomposition
optimale dans le cas des mélanges binaires. C'est une méthode approchée visant a fournir de
bonnes maniéres de réaliser un mélange donner. Les différents exemples trait€s montrent que
tous les cas de figure sont possibles (solution optimale appartenant ou non a Ug, une seule ou
une infinit€ de solutions, possibilité d'avoir des décompositions non faisables).

Sil'optimum n'est pas nécessairement atteint par cette méthode, il apparait en pratique que
cette méthode fournit un éventail assez large de solutions dont certaines sont compatibles avec
d'autres contraintes que la méthode d'optimisation ne prend pas en compte.
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A LA FABRICATION DE MELANGES
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Note préliminaire : ce chapitre présente le logiciel MBAC, logiciel géométrique et
graphique d'aide a la fabrication de mélanges pétroliers. Une note technique de ce logiciel est
diffusée au sein du groupe ELF, reprenant en détail les grandes lignes du travail exposé ci-
dessous.

III-1 Présentation du logiciel MBAC

Parall¢lement aux études théoriques entreprises il y a environ cinq ans avec le laboratoire
L.M.C. de Grenoble, un logiciel a été développé, sur une idée de P. VALENTIN, au sein du
C.R.E.S. (Centre de Recherches ELF - Solaize) afin d'apporter une aide dans la fabrication des
mélanges pétroliers.

Les premiers prototypes ont été congus autour d'une méthode classique d'optimisation sur
le volume du convexe résidu (cf. § II-2), les aspects géométrique et graphique étant peu utilisés
(seule une représentation des convexes de mélanges en dimension deux était possible).

En méme temps que les travaux théoriques effectués pendant cette thése et présentés dans
les chapitres LII et IV, j'ai développé un logiciel géométrique et graphique basé sur les
zonoedres : ceci permet d'une part d'apporter d'autres outils mathématiques dans la fabrication
de mélanges (aspect géométrie algorithmiques) et d'offrir des outils de représentation en
dimension trois (aspect graphique).

Ce logiciel est utilisé comme prototype dans les unités de fabrication des raffineries ELF
en France. Il sera inséré par la suite dans un logiciel destiné a étre utilisé en raffinerie en temps
qu'aide a la fabrication de mélanges pétroliers (fuel, fuel domestique, essence, ...) et
comprenant d'autres outils mathématiques.

Pour cela, il est nécessaire d'avoir des outils géométriques et graphiques rapides
(interactivit€ avec l'utilisateur). En pratique, le nombre de produits de base n'excédant pas la
dizaine (n<10), la structure de données par bords (D.C.E.L. ou F.E.E.L.) a été adoptée. En
effet, pour un faible nombre de vecteurs, la place mémoire utilisée est peu importante; de plus,
celle-ci permet d'effectuer les algorithmes de manipulation et visualisation rapidement (en
pratique, les temps d'exécution sont inférieurs 2 la seconde).

Il a été demandé de développer le logiciel sur Macintosh pour des raisons d'ergonomie en
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particulier. Le programme source représente environ 10000 lignes de code dont 7000 lignes
environ pour l'interface utilisateur.

Partie
Algorithmique
& Géométrie

Partie
Interface
Utilisateur

Partie

Périphériques
Entrée/Sortie

Figure Ill-1 -Le logiciel MBAC

La figure III-1 présente I'organigramme général de fonctionnement du logiciel avec les
interactions entre les différentes parties :

* Le noyau, i.e. la partie Géométrie Algorithmique, est formé d'outils permettant la
construction, manipulation et représentation des zonoedres, ainsi que des fonctions de transfert
(ou fonctions additives cf. définition II-1-3) permettant de transformer les données réelles en

vecteurs de base et inversement; cette partie est indépendante de I'ordinateur utilisé.

* La partie Interface Utilisateur permet 2 celui-ci d'une part de manipuler les données
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réelles et d'autre part d'intervenir sur le graphique afin d'en modifier les paramétres ou de
manipuler directement les zonoédres.

* La partie Périphériques permet les opérations usuelles d'entrée/sortie pour les données
utilisées dans le logiciel.

Les fleches indiquent les liens entre les différents modules.

III-2 Les données numériques réelles (A)

L'entrée des données et leur manipulation se fait par l'intermédiaire d'un module donnant
aux deux tableaux les fonctionnalités d'un mini-tableur. L'un présente les bacs de base a partir
desquels sont fabriqués les mélanges pétroliers, dans I'autre se trouve le ou les mélanges 2 faire
(dans le cas de plusieurs mélanges, on suppose qu'ils sont fabriqués les uns apres les autres 2
partir des mémes bacs de base). Les données présentes & l'écran sont les caractéristiques
physiques des produits pétroliers.

L'utilisateur par un ensemble de menus peut rajouter, enlever des bacs ou/et
spécifications, sauvegarder, charger ou imprimer ces différentes données.

Ensemble de bacs

— -
364 [ 365 | 961 | 281 ] 374 | 962 | e0s | oo6 b°
[ 13218 | 12913 | 0477 | 10709 | 304 | 11700 | 24554 | 71254 IO
M 10.8430 |0.8440 | 0.8530 | 0.888C [ 0.7630 | 0.8110 | 0.8060 | © 8420
PT <0 106 | 10 | so | 0o |-200]-20] 10
SO 10100 | 0.140 | 0.640 | 1.620 | 0.300 | 6.170 | 0.180 | 0.300
PE_] 780 | 750 | 940 | 1420 ] 00 | 490 | 490 | 62.0
Soéci f K3 I

Suite de mélanges EEE==T

364 365 361 281 374 362 805 806 In°
1 1000 0 2343 1037 [ 0 2618 0 IO
&
CCT ]| B

Figure Ill-2 -Les données réelles

Les convexes de mélange étant des zonoedres (n=3), l'utilisateur doit prendre en compte
trois spécifications parmi lesquelles la masse doit étre présente pour des raisons de cohérence
(en effet les fonctions de transfert font toutes intervenir la masse du produit).

En général, dans la fabrication de produits pétroliers finis, mise 2 part la masse de
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produits a fabriquer, seules deux spécifications sont réellement prises en compte : dans MBAC,
les mélanges a fabriquer sont des gazoles dont les deux principales contraintes portent sur la
température de point de trouble (température en dessous de laquelle le produit se fige) qui doit
érela plus basse possible (surtout en hiver), et le pourcentage de soufre qui doit étre inférieur a
un taux maximal fixé par la norme : en général, les trois spécifications dans MBAC choisies
sont la masse, le pourcentage de soufre et la température de point de trouble.

Avant de construire le convexe de mélange associé a la base de bacs, les cas
d'incohérence de données ou de vecteurs colinéaires sont indiqués a l'utilisateur qui peut
éventuellement modifier ses données.

III-3 Le noyau mathématique (B)

Il est composé de deux parties :

* Les fonctions de transfert

Elles permettent le lien entre données réelles et modele vectoriel et définissent des
fonctions additives qui peuvent varier d'une raffinerie a l'autre et méme d'une saison i l'autre
d'ou l'intérét de les traiter dans un module séparé. Dans le cas de gazoles, les vecteurs de base
{N;}, calculés par ces fonctions de transfert, ont la propriété d'étre & composantes positives et
non nuls. Ainsi le zonogdre construit posséde l'origine O comme pdle et se trouve dans le

premier cadrant.
1
De plus ces vecteurs N; vérifient la propriété <Ni( 1 > >0pourtoutide 14ap.
1

* La partie géométrique

Une fois que la base de vecteurs est cohérente, le zonoedre correspondant aux bacs de
base est construit grice a 1'algorithme décrit dans le § I-3. Le nombre de bacs étant peut élevé (n
inférieur a 10), le temps de construction du zonoedre est quasi instantané (inférieur 2 la
seconde).
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Du fait de la propriété particuliére des zonogdres, la structure de données ainsi construire
permet en fait de représenter tout zono&dre correspondant 2 une base de vecteurs de la forme
{(1-A)).N,)}, i.e. une base de vecteurs correspondant a un ensemble de résidu de bacs apres la

P
fabrication d'un mélange M de la forme z A N;.

i=1

Ainsi une suite de convexes résidus
apres fabrications successives de mélanges
est visualisée en utilisant la méme structure
de données pour chaque convexe de
mélange, seule la longueur des vecteurs de
base varie.

Figure 1lI-3 -Convexe de mélange
initial et convexes résidus

Les outils géométriques permettent a l'utilisateur, a partir d'un convexe de mélange
donné, de réaliser différentes opérations de maniére interactive. Ces outils sont basés
principalement sur des algorithmes d'intersections entre polyedre et plan ou droite (décrits dans
le paragraphe II-4) :

- faisabilité partielle ou totale d'un mélange : pour cela, on cherche dans un premier temps
I'intersection du zono&dre et de la droite passant par l'origine O et le point M de R3.
correspondant aux trois spécifications du mélange.

Si cette intersection est réduite A un point, i.e. l'origine, le mélange n'est pas faisable
méme en partie. Par contre, si l'intersection est un segment de droite [O,M], le mélange est
faisable, soit en totalité si M appartient a ce segment, soit en partie seulement; dans ce dernier
cas, la masse maximale de produit faisable est donnée par la coordonnée de M' correspondante a
la masse.

- décomposition d'un mélange faisable : I'algorithme implanté est celui de la méthode de la
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corde (décrite dans le paragraphe II-5) qui fournit en général plusieurs décompositions pour un
méme mélange.

L'algorithme détermine les m points A; (i=1 a2 m) qui donne l'ensemble de
décompositions pour le mélange M, Ug = {6.A, ; + (1-6).A;, i=1 am, 6 € [0,1]} sous la
forme d'une liste chainée avec Ag=A,,, seules les décompositions faisables (A; a valeurs
positives) étant retenues. L'utilisateur n'aura plus qu'a parcourir cette liste, pour chaque
intervalle [A; ,A;], différentes valeurs de 6 lui seront proposées d'out une multitude de
décompositions.

- ensemble des mélanges faisable en fixant une spécification : I'intersection du convexe de
mélanges avec un plan particulier donne un ensemble de mélanges faisables : par exemple, un
plan perpendiculaire a 'axe représentant la masse donne l'ensemble des mélanges avec une
masse fixée, son intersection avec le convexe de mélange donne l'ensemble des mélanges
faisables avec cette masse.

III-4 L'interface graphique

Cette partie permet a I'utilisateur de visualiser et manipuler les convexes de mélanges,
pour éventuellement effectuer des opérations géométriques de maniére interactive.

La partie visualisation intégre les outils classiques de visualisation en 3-D; cependant deux
restrictions ont ét€ choisies par commodité : le convexe de mélange initial est ramené dans un
cube unité; la projection orthographique est utilisée (pas d'effet de perspective fuyante).

Ces outils sont les suivants

- représentation de l'objet en fil de fer, par ombrage ou par projection (silhouette) (cf
figure I1I-4);

Figure ll-4 -Diverses représentations d'un méme convexe de mélange
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- couleur ou noir & blanc;
- possibilité d'agrandissement et de réduction;

- représentation avec axes, cube englobant ou sans rien (cf figure III-5);

Figure IlI-5 -Axes, cube englobant, sans rien

- positionnement du zonogdre dans l'espace via un dialogue ou rotation en temps réel (cf
figure I1I-6);

Figure 11-6 -Vue d'un méme convexe par rotations successives

- possibilité d'avoir sur une méme vue les trois projections sur les trois plans de base (cf
figure I11-7);

v

Figure lll-7 -Vue suivant les trois plans de base
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- possibilité€ d'avoir a I'écran plusieurs vues d'un méme convexe (multi-fenétrage);

- possibilité d'avoir sur une méme vue un convexe de mélange avec certains convexes
résidus (cf. figure III-3).

Les opérations de manipulation implantées 2 partir des outils géométriques sont :

* Repérage d’'un bac sur le zonoédre

Afin de mieux appréhender la structure du zonogdre, l'agencement des faces par rapport
aux vecteurs de base, il est possible de repérer le bac correspondant 2 une aréte du zonogdre.
Pour cela, il suffit a I'utilisateur de cliquer sur une aréte du zonogdre, le numéro de bac
apparaissant alors en haut  gauche (cf figure III-8).

Bac n® 281 | Vue 1

Figure 11l-8 -Repérage d'un bac sur le convexe de mélange

* Ensemble de produits de méme espéce

Avant de s'intéresser un produit particulier, l'utilisateur peut visualiser un ensemble de
produits ayant une méme spécification. Cette opération utilise l'algorithme d'intersection
polyédre-plan décrit dans la partie géométrique. Dans le cas des gazoles ot sont pris en compte
la masse, le pourcentage de soufre et la température du point de trouble, l'utilisateur aura le
choix d'une de ces trois espéces.

Une fois I'espéce choisie, l'utilisateur peut utiliser I'une des deux méthodes suivantes :
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a) il fixe une ou plusieurs valeurs pour l'espéce considérée, le module géométrique calcule
les plans correspondants ainsi que les différentes intersections avec le zonoedre, le tout étant
affiché sur la méme vue.

b) de maniére directe, I'utilisateur fait varier la position du plan correspondant 3 une
valeur fixée de I'espéce choisie, lintersection éventuelle avec le convexe de mélange
apparaissant en méme temps sur celui-ci.

Soufre

masse = 40000 T

+,
]
R %

>
e
&
O

R e
S e
;’*3132‘» 252508

&

>

¥,

A
2335

X

Y,
*

&
R
0K
*,

X

Trouble

H ”
x84
xt‘?
e
-

D

Masse

Figure 11I-9 -Ensemble des mélanges faisables (hachuré)
avec une masse fixée a 40000 tonnes
* Faisabilité d'un mélange
Une fois le convexe de mélange déterminé, plusieurs méthodes, basées sur le méme
algorithme d'intersection polyédre - droite, sont proposées a I'utilisateur pour déterminer la

faisabilité d'un mélange :

a) en utilisant les trois projections, l'utilisateur a la possibilité de positionner un point dans
l'espace (cf. figure III-10).
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b) l'utilisateur entre les valeurs du mélange désiré, le module géométrique détermine alors
le point M de R3 correspondant et calcule l'intersection [O,M'] du zonoedre avec la demi-droite
issue de l'origine et passant par M. Cette demi-droite représente tous les produits ayant méme
composition que le mélange demandé. Le résultat est donné graphiquement d'ou une
interprétation immédiate (faisabilité totale ou partielle, non faisabilité); en cas de faisabilité, la
masse maximale faisable peut étre déterminée (cf. figure ITI-11).

Figure Il-10 -Mélange faisable avec les spécifications suivantes :
% soufre : 0.296, température de trouble : -4.7 °C, masse : 40995 Tonnes
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\-

Figure 1ll-11 -Demi-droite des mélanges de mémes espéces

c) l'utilisateur peut directement par I'utilisation de la souris sur la vue en trois dimensions
du zonoedre faire varier la position d'un point dans l'espace, le module géométrique déterminant
a chaque changement de position, le mélange correspondant ainsi que le segment des produits
faisables de méme composition.

MA - 33890 1A 72282
S0:0.258 90:0. 300
PT:-5.3 PT:~10.6

Figure l1l-12 -Mélanges faisables
(totalement & gauche ou en partie a droite)
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» Méthode de la corde

Une fois déterminée la faisabilité d'un mélange, I'utilisateur peut utiliser la méthode de la
corde lui fournissant généralement une multitude de décomposition pour un méme mélange.

Dans un premier temps, le logiciel détermine I'ensemble B (cf. algorithme § II-5) sous
forme d'une liste de segments, seules les décompositions faisables (A; positifs) sont retenues.

Les ensembles B et B+M sont ensuite affichés sur le convexe de mélange ainsi qu'un
vecteur en position de corde. L'utilisateur peut interactivement modifier la position de ce vecteur
le long des deux ensembles B et B+M. A chaque nouvelle position, la décomposition
correspondante est affichée i 1'écran.

PT Vecteur en
position de corde

Méthode de 1a corde
< N Bac & Bac & Uol Mel
27 17.25 8 2.39 8
<« 113 0.00 8 0.00 &
63 62.68 8 30.93 8
66 0.39 8 0.13 8
79 85.29 8§ 43.73 8
26 100.00 ® 22.81 &
75 0.00 8 0.00 8
Figure 11I-13 -Méthode de la corde
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Dans I'exemple ci-dessus, la décomposition indique qu'il faut, pour fabriquer le mélange
demandé, utiliser 17,25% du bac 27 (soit 2,39% en volume dans le mélange), 62,68% du bac
63, 0,39% du bac 66, 85,29% du bac 79 et la totalité du bac 26, les deux autres bacs (113 et
75) n'étant pas utilisés.

» Compléments

Ces différentes fonctionnalités peuvent étre combinées afin d'obtenir des informations
complémentaires.

L'exemple suivant montre comment, par différentes opérations géométriques sur le
convexe des mélanges, on peut obtenir des fourchettes sur les spécifications des mélanges
faisables.

La figure suivante montre l'ensemble des produits faisables avec une masse de 40000
tonnes. Ainsi le pourcentage de soufre de mélanges faisables avec une masse de 40000 tonnes
se situe entre 0,145 et 0,417 et la température de point de trouble entre -22,7°Cet 6,9 °C.

Cet exemple a été obtenu en combinant les méthodes représentées par les figures I11-9 et
IT1-10.

~.§§,’&‘§§§§ o | A Soufre
Ty e d
B it s |
B, e i
- |— = 1 0417 %
|
|
- - - e < 0145%
' R x:"
|
- } :
Trouble 6,9°C 22,7 °C

Figure 11l-14 -Bornes de faisabilité pour le soufre et le trouble
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Sur une méme vue, peuvent se trouver plusieurs intersections calculées grice aux
opérations précédentes. Des outils pour la manipulation de ces différents objets (segments de
droites et polygones) ont été développés afin d'apport un confort supplémentaire a l'utilisateur :

- sélection d'un objet avec renseignement sur ses paramétres;

- modification de la disposition des objets les uns par rapport aux autres;

- suppression d'un objet.

Conclusion

Le logiciel présenté ci-dessus représente un travail non négligeable. Ce produit reste
cependant un prototype en temps que module graphique d'un logiciel plus important d'aide 2 la
fabrication. Il posséde des outils graphique puissants et perfomants grice une interface
conviviale et ergonomique. Un tel produit étant sans €équivalent dans le monde (en temps que
logiciel commercial), un utilisateur néophyte devra acquérir une certaine pratique afin de pouvoir
pleinement tirer parti des outils déja présents dans le logiciel. Ainsi, d'autres fonctionnalités ont
€té envisagées par la suite afin d'exploiter au mieux les outils algorithmiques développés et de le
rendre plus facile d'utilisation. Pour finir, bien que développé au départ dans le cadre de la
fabrication des mélanges pétroliers, ce logiciel peut étre transpos€ a d'autres problémes de
mélanges (chimie ou autre) caractérisés par trois especes et obéissant a des lois de mélanges
linéaires.
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IV-1 Rappels sur les zonoides

Dans ce paragraphe, nous allons faire un rappel sur les différentes définitions des
zonoides ainsi que sur certaines propriétés utilisées par la suite.

Soient E=R™ I'espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire habituel <.,.>

associ€ a la norme euclidienne IL.Il = ILll,, X I'ensemble des convexes de E, ¥ I'ensemble de ces
convexes qui sont a symétrie centrale. Soient B™ 1a boule unité (associée a la norme ILIl,) de E et
S™1 = 9B"la sphere unité.

B Définition IV-1-1 : Soient K et L deux €léments de X; la métrique de Haussdorf d
est définie par :

d(K,L)=min (e>0 / KcL+€e.B" et LcK+¢.B").
La topologie sur K est induite par la métrique de Haussdorf.

B Définition IV-1-2 : La fermeture (au sens de la métrique de Haussdorf) de l'ensemble des
zonotopes de E est un ensemble de convexes de E appelés zonoides.

B Définition IV-1-3 : Soit K c E, on définit Hy, la fonction support de K, comme suit :
Hg (u)=max (<x,u>, VxeK),ue E

B Proposition IV-1-4 [WEI76] : Soit Z un zonotope, somme de Minkowski de p segments
de droite S; = [-x;,x;]. La fonction support du zonotope Z est la somme des fonctions supports

des intervalles S; et est donné par :

P P
Hz(u)=z I<x;,u>l = z I<y;,u>l.p; avec y;e S™letp,>0.
i=1 i=1
* preuve : elle est immédiate.

B Proposition IV-1-5 : Soit K un zonoide, alors il existe une mesure de Borel positive p
sur S™! telle que la fonction support de K est définie par :

HK(u)zj I<x,u>l.p(dx), Vu € E.
Sn-l
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D'autres définitions des zonoides sont données. On peut noter par exemple [WEI76a] qui
montre la correspondance entre zonoides et distributions ou encore [GOO77] qui définit les
zonoides a partir de certaines propriétés sur les volumes mixtes.

B Définition IV-1-6 : On dira que deux zonoides Z, et Z, sont semblables s'il existe une
fonction affine ¢ de R™ dans R™ telle que Z, = ¢(Z,).

Remarque : On peut montrer qu'il existe des convexes compacts symétriques qui ne sont

n
pas des zonoides (par exemple l'ensemble {x € E / 2 Ix;l <1} avec n=3 n'est pas un zonoide)
i=1

[BOL69].

* Approximation par des zonotopes

Différentes publications ont été faites sur l'approximaﬁon de zonoides par des zonogdres,
notamment concernant les calculs de volumes et 'approximation des boules unités de R™ par
des zonotopes .

J. BOURGAIN - J. LINDENSTRAUSS - V. MILMAN [BLMS89] donnent différents
résultats ainsi que leurs démonstrations sur le nombre minimal de vecteurs de base formant le
zonotope pour que celui-ci approxime (au sens de la métrique de Haussdorf) ces boules unités 2
un € pres. Le principal résultat est le suivant :

B Proposition IV-1-7 [BLM89] : Soit B" la boule unité de R™ associée 3 la norme
euclidienne classique. Alors le nombre N(B",g) de vecteurs de base minimal nécessaire pour
créer un zonotope Z tel que B™ ¢ Z c (1+€).B" vérifie :

N(B"¢) <c(n).2.n pour n>2 et €<1/2

Cependant ce résultat n'est pas optimal : par exemple pour n = 2, il est facile de montrer
que N(B2,¢) = €12 quand € tend vers l'infini .
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B Proposition IV-1-8 [LIN75] : Soit K un zonoide défini par la mesure positive p sur S™1

(HK(u)=I I<x,u>l.p(dx), Vu € E). Soit £>0 donné et d=¢/p(S™1). Soit ®;,...,0, une
sn-l

partition de la sphére unité S™! tel que L/fax ( Max Iv-wl) <3 (avec Iv-wl distance euclidienne

i=l yweaq
entre v et w).

I
Alors le zonogdre C, = { 2 0;.y;-p(®;), VO, € [-1,1] } avec y; € o, approxime K 2 €
i=1 '
pres (au sens de la métrique de Haussdorf). Ceci montre que tout zonoide est limite d'une suite

de zonotopes.

IV-2 Zonoides définis par une famille différentielle

* Problématique de la fabrication des mélanges dans le cas d'un processus
continu

Apres avoir introduit le concept de convexe de mélange pour un processus discret (p bacs
distincts), l'extension a un processus représenté par une mesure continue (ou diffuse) a été
développé par P. VALENTIN dans le cas de la séparation. On parlera par la suite de processus
continu (ou diffus).

B Définition IV-2-1 : Soit [0,At] un intervalle de R + On appelle systtme continu ou
diffus a n composantes un dispositif fabriquant un produit P dont les n caractéristiques varient
au cours du temps.

En chimie, le principe de séparation peut étre vu comme un processus diffus. La
séparation par distillation consiste 2 placer une quantit€ d'un certain produit dans le bouilleur
d'une colonne a distiller au temps t=0. Cette charge va évoluer au cours du temps, le principe
de la distillation est de récupérer en haut de cette colonne et pendant un laps de temps donné, le
produit de la distillation que nous appelons P.

A ces n spécifications sont associées une fonction additive f, i.e. Ie mélange M, obtenu en
prenant la totalité du produit P entre les instants 0 et t est représenté par le vecteur N(t) de R™,
image par la fonction f des n quantités caractérisant le mélange M (cf. définition II-1-3).

Alors le mélange infinitésimal produit par P entre les instants t et t+dt est représenté par la
forme différentielle vectorielle dN(t) = F(t).dt .

La fonction F(t) représente le débit ou flux des especes du produit P 4 I'instant t.
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Remarque : t peut aussi étre une variable d'espace. Dans ce cas, la fonction F représente
une concentration d'espéce.

Soient 0=ty<t;<...<tp ;<t,=At une partition de l'intervalle [0,At]. Considérons un
dispositif qui ne prend qu'une fraction constante A; du produit P entre les instants tpett. Le
mélange ainsi produit en ajoutant les p fractions successives est représenté par le vecteur M
suivant :

P P
M=3 LNG-NG)) = Y, LN
i=1

i=1
Le convexe des mélanges associé a la partition (tg, t1, ..., tou1, ) est le zonotope Z(F) =

Z(Nl 3o °9Np) = Z(N(tl)'N(tO),' . °’N(tp)‘N(t-p-l))'

p
Faisons tendre p vers l'infini de telle maniére que la valeur Malx (t;-t;_1) tende vers 0. La
1=

suite des zonotopes ZP(F) va alors tendre vers le zonoide suivant :
Z= {M=II A(t).dN(t), V A fonction intégrable a valeurs dans [0,1]}

B Définition IV-2-2 : Par analogie au processus discret (zonotopes), la fonction A associée
au mélange M est appelée décomposition diffuse du mélange M.

Ce modele utilisé dans la théorie de la séparation nous améne 3 considérer une classe
particuliere de zonoides.

» Famille différentielle

Soient E=R™, I=[0,At] intervalle de R, F fonction de C%LE), fonction continue de I
dans E, A= LY(1,[0,1]), ensemble des fonctions intégrables de I a valeurs dans [0,1]

B Définition IV-2-3 : A une fonction F est associé I'ensemble suivant :

Z(F) = Z{F®.dt), 1 = (M=[, AOF@).dt L e A).
Alors Z(F) est un zonoide associé a la famille différentielle {F(1).dt}, . .

B Corollaire IV-2+4 : Soit F une fonction intégrable de I dans IR, alors le zonoide Z(F) est
la limite d'une suite de zonotopes ZP(F) définis par :

_harn N/ . ZAannirdoac ot oo o od o



93

4
Zy(F) =Z{ f F(9dt,1<i<p} avec O=tg<t;<...<ty <t;=At.
iy
P
avec lim Max (t-ti.1) =0

P too 1=

* preuve : elle se déduit immédiatement de la proposition IV-1-8. O

* Zonoides et équations aux dérivées partielles

Les processus (discrets ou continus) de mélange conservant des grandeurs additives, P.
VALENTIN a montré que, plus généralement, les zonoides peuvent étre utilisés comme outil
géométrique dans I'étude des solutions d'équations aux dérivées partielles de la physique faisant
intervenir des grandeurs conservatives : I'état de séparation d'un systeme physico-chimique
isolé et soumis a un loi d'évolution au cours du temps peut €tre représenté par un zonoide
[VAL90].

Ainsi, différents résultats sur 'évolution d'un tel systéme peuvent s'interpréter de maniére
géométrique a I'aide de zonoides associés [VAL91b].

Pour illustrer bri¢vement ceci, considérons le cas de I'équation de diffusion de la chaleur
dans une barre isolée de longueur L :

ou % _
ot ox?2
u(x,0) =ug(x) 20 u:IxRB, >R, I=[0,L))
du _du _
g(O,t) = a—x(L,t) =0

Dans ce cas précis, les grandeurs conservatives prises en compte sont la masse et la
quantité de chaleur ou énergie.

Considérons maintenant la famille différentielle {F(x).dx}e1 = {dx,u(x,t)dx } . . Alors
le zonoide Z(F,) représente I'état de séparation (entre I'énergie et la masse) du systeme a
I'instant t et correspond a la distribution de température dans la barre 2 I'instant t.
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On peut montrer que tous les zonoides Z(F,) ont mémes poles a savoir l'origine O et le

sommet S =I Fy(x).dx, que I'état de séparation du systéme décroit au cours du temps, i.e. que

le zonoide Z(F,,) est inclus dans Z(Fy) si et seulement si t2 est supérieur  t1 et que le zonoide
asymptotique Z(F..) est réduit au segment [O,S] et correspond a une distribution de température

uniforme sur la barre.
S

Z(F9 Z(Fy Z(Fy

Figure IV-17- Solution u a différents instants et zonoides associés

Dans le cas de zonoides en dimension deux, on peut aussi noter le lien avec le ré-
arrangement de fonctions (cf [BANSO]).

* Plans tangents a un zonoide et zone

Soit v € S™1 nous notons F, la fonction réelle définie par F, (t)=<F(t),v>.

Soient les ensembles A,={te I, F,(t) >0 } et B,=I\ A, et soit le point S\,=I F(t).dt.
A
B Proposition II-2-5 : Le demi-espace H,= {X € R", <X-S,,v> <0 } contient Z(F)etle

plan [[,={X € R™, <X-S,,v> = 0} est tangent a Z(F) en S,-
Le point S,, est un point de 9Z(F).

* preuve :

Soit M € Z(F). <M-S,,v> = < I A(t).F(t).dt -I F(t).dtv > =
A
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I A(t).Fy(t).dt -I Fy(t).dt =L (I-A)(®).Fy(t).dt -I Fy().dt <0.
A A

Nous avons donc : Z(F) ¢ M H, , 9Z={S,,v e ™1} O

ve

B Définition IV-2-6 : Soitt e I, par analogie au zonotopes, nous appelons ¢-zone ou
zone associée a t, I'ensemble des points S, de 9Z(F) avec v vérifiant <F (t),v>=0.

| Propositibn 1V-2-7 : Soit Z(F) le zonoide défini par la famille différentielle
{F(t).dt}, . [0,ag- D'apres le corollaire IV-2-4, on a lim Z,(F) = Z(F), limite (au sens de la

pee

métrique de Haussdorf) de zonoédres { ZP(F)}p e N- Le volume d'un zonoédre Z, etant donné
par:

V(Z,) = L' z I Ni,ANj,A...AN;, l,
M iz iasp

en faisant tendre p vers 'infini, on obtient la relation suivante :

V@) =L[[...[ Fa)a .. AR dt,...dt, .
n! I 1

* Intersection zonoide - plan

Comme nous 1'avons vu dans le paragraphe II-4, l'intersection d'un zonoddre et d'un
plan peut étre déterminée de différentes maniéres. Il n'en est plus de méme si on cherche 2
exprimer par une relation explicite l'intersection d'un zonoide (méme définie par une famille-
différentielle) et d'un plan JT défini par {x e R3/<x> =0 } .

On peut cependant dans certains cas expliciter I'intersection entre la surface d'un zonoide
et un plan.

1
Exemple : Considérons le zonoide Z(F) avec F(t):( cos t )ct le plan :

x sint
Iy = { ( y }x=a} avec o compris entre 0 et 27.
z
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L'intersection du zonoide Z(F) avec le plan [],, est le cercle C, d'équation :
[ X=0

ly2+zz=2-2.cos o

L'approximation d'un zonoide par un zonoédre va permettre de résoudre ce probléme de
maniere approchée dans le cas général.

* Appartenance d'un point dans un zonoide

Soit M € R™; nous cherchons 2 savoir si M e Z(F), i.e. s'il existe A défini sur I et 2

valeurs dans [0,1] tel que M= I A(t).F(t).dt.

P
Etant donné p € IN, on peut chercher A sous la forme A = 2 Aidfg,.] avec
i=1
A; € [0,1] pouride 1ap, o1 1, est la fonction indicatrice de I'ensemble A.

On est alors ramené a savoir si M appartient au zonoédre Z,(F) défini précédemment, les
inconnues étant les A;.

Dans le cas n=3, l'appartenance de M e Z,(F) est le probléme de l'appartenance d'un
point dans un zonogdre; les méthodes présentées dans le chapitre II peuvent étre appliquées.

IV-3 Zonoides dans R3

Nous nous intéressons aux cas des zonoides dans IR3 définis par une famille différenticlle
{F(t).dt}, [0,y telle que F est continue par morceaux et admet une primitive C; par morceaux

v

que I'on notera N (i.e. Vu,v € I, N(v)-N(u)=J F(t).dt ) et telle que N(0)=0.

u
B Définition IV-3-1 : Par analogie au premier diagramme projectif associé 4 un ensemble de

p vecteurs {N;}, nous définissons le diagramme projectif continu (D.P.C.) associé 3
un zonoide Z(F) définie par une famille différentielle {F(t).dt}, . [0.A1"

Comme dans le cas des zono&dres, nous supposons qu'il existe un vecteur p € R3 tel que
<F(t),u>> 0 pour tout t de [0,At]. Considérons le plan [T défini par :

e N7 by SR N P S S
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IM={xe R3, <x,u>=1}.
Alors le diagramme projectif continu associé a la fonction F est l'ensemble des points

M@®)=F() / <F(t),u>
t=0 t=At

Figure IV-2- Exemple de diagramme
projectif continu

 Approximation par un zonoédre

Tout zonoide peut étre approché de différentes maniéres par une suite de zonotopes.
cependant le concept de processus continu implique une maniére "intuitive" parmi d'autres
d'approcher Z(F).

Ly
Soient les p vecteurs N; définis par N; =I F(t)dt avec a=ty<t;<...<tp ;<t,=b et soit
t

P
Z(F) le zonoedre défini par la base des p vecteurs {N;}: Z(F) =M= z AN 0<A; <1}

i=1
B Proposition IV-3-2 : Tout zonoédre ZP(F) est inclus dans le zonoide Z(F)

P
* preuve : M=I A(t).F(t).dtavec A = Z li'llti. 4] qui appartient & A. O
i=1

B Proposition IV-3-3 : Si F vérifie la propriété de sélectivité totalement réguliére (cf.
définition IV-3-4) alors tout sommet de Z(F) est un point de 9Z(F).

VoY N TY 2 - ey a w2
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* preuve : Soit v;; € R3 tel que <F(t), V;j> >0 siet seulement sit € Itut[ (par ex. vy =
F(t) AF(t))

4 j k& i
Donc le point S;; = | F(t).dte 90Z. Or S.. = F(t).dt = N, = N
ij ij k k
b k=i+1 Jy , k=i+1 Nw,vij)> 0

donc S;; est un sommet du zonoédre Z(F) (cf. proposition I-1-9). Les p? doublets (i,j) €
[1,p]? donnent p.(p-1) points différents Sij qui sont en fait tous les sommets de Z(F) (car un
zonogdre construit & partir de p vecteurs de base a au plus p(p-1) sommets ). O

* Calcul de volume approché

Le volume d'un zonoide peut étre impossible 2 déterminer dans le cas général. Calculer le
volume d'un zonoédre approximant le zonoide peut étre utile dans certains cas.

Deux méthodes peuvent étre envisagées pour calculer le volume d'un zonoddre Zy

a) utiliser la formule générale concernant les zonotopes [LIN75] :
Vzp=L 3 [NaNaNy.
1<i,jk<p
Cette méthode n'est cependant pas optimale en temps puisqu'elle est en O(p3) .

b) calculer le volume du polyédre convexe Z, par la méthode de tétraédrisation,
application de la formule de Green-Riemann aux polygdres :

- Soit P un poly&dre borné par un ensemble de faces Fy, k € K. Pour chaque face F, on
connait son aire Ay, sa normale extérieure ny et un sommet S, sur son contour. Alors le volume
du polyedre P est donné par la formule suivante :

V(P)=%2 A0Sk ) .
ke K

La détermination des différentes faces peut se faire au moyen d'une structure de
représentation par bord (cf. Chapitre I) et de complexité optimale en temps , i.e. en O(p?) .
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Le tableau suivant donne un comparatif des deux méthodes :
5 "
- la fonction choisie est F(t)=| ¢; |pourte [0,1]etN; = f F(t)dt avec t;= Ii’ . Les
L

612 .
différents temps de calcul sont donnés par tc et les volumes trouvés sont donnés par V. Le

volume exact du zonoide Z(F) est 1 .

Méthode (a) Méthode (b)
p tc \Y tc \"
10 0,02 0,9504000 0,43 0,9504000
20 0,23 0,9875250 1,86 0,9875250
50 3,60 0,9960052 14,15 0,9960057
100 33,13 0,9995001 74,07 0,9994984
200 262,52 0,9998750 328,42 0,9998729

Figure IV-3- Comparatif des méthodes de calcul de volume

Voyons maintenant de maniére expérimentale la relation entre le nombre de vecteurs du
zonoedre approximant et I'erreur relative faite sur le calcul du volume.

Pour chacun des cinq cas suivants, on détermine pour différentes valeurs de p, la valeur
€, qui mesure I'écart de volume relatif entre le zonoide Z(F) et son zonoedre approximant Z(F)

o _VZE) - VZ,F)

P V(Z(F))
() F® = (5,663, te [0, =ifp, V(ZE) =1
(2) F@®=(1,cost,sint), te [0,2x], t, = 2in/p, V(Z(E) = 42

3) Fy= (cxp(-t),cxp(-2t)/\/2,exp(—3t)/3),

ol t, = -Log(a/3 & - “ 1555
te [0t = -Log(y/4- 3 - 1), V&)= 165
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— (AP, te L1 t = 2i/p - _313
@ FO=Q0tr),te [[1,1],t=2ip- 1, V(Z(F)) = 3360
5) F® = (564649, te [0,1], ti=,\/§ : V(ZF) =1

4
Considérons 1'expression Cp—Max (s;-8;.1) avec s; I I F'(t) Il.dt, abscisse curviligne
to

du graphe de F en t;. Nous allons montrer que ep est li€ a {,. Pour cela les intervalles [t; ;,t;] ont
€té choisis de maniére 2 ce que I'expression Cp soit de I'ordre de % pour les exemples (1),(2),(3)

et (4) et de l'ordre de %p pour I'exemple (5).

€p(expriméen%) .
P (1) ) 3 (4) ®)
20 1,25 1,64 1,47 2,21 8,57
40 0,31 0,41 0,37 0,55 3,43
60 0,14 0,18 0,16 0,25 1,98
80 0,078 0,10 0,092 0,14 1,33
100 0,050 0,066 0,059 0,089 0,973
120 0,035 0,046 0,041 0,062 0,754
140 0,025 0,034 0,030 0,045 0,607
160 0,020 0,026 0,023 0,035 0,503
180 0,015 0,020 0,018 0,027 0,425
200 0,0125 0,0164 0,0147 0,022 0,362

Figure IV-4 Erreur relative sur le calcul de volume

Pour les quatre premiers exemples, I'erreur e, est de l'ordre de p2 soit Cf,, alors que pour
le dernier €, est de l'ordre de p 138 Ceci montre bien lI'importance de la valeur de C dans le
choix des t; afin d'approximer au mieux par un zonoédre un zonoide défini par une famille
différentielle.

11 faut donc que Qp soit de I'ordre de 1/p (ce qui est le mieux que I'on puisse obtenir) pour
approximer un zonoide Z(F) par un zonogdre Z(F) avec le volume le plus proche.

Comparons maintenant ce résultat (t:p en O(p2)) avec celui de la proposition IV-1-7; cette
dernire dit qu'il existe p (p de l'ordre de £2) vecteurs de R3 tels que le zonoddre Z, associé
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vérifie :

3.
B3 Zp c (1+£).B3 = 4% < (1+£)3 -1=0() = 0(p-0.5)
V(B?)

Ce résultat est évidemment plus faible que celui trouvé expérimentalement, car les
zonoides définis par une famille différentielle forment un sous-ensemble particulier parmi
I'ensemble des zonoides.

Nous pouvons ensuite poser le probléme suivant : pour un p donné, existe-t-il une
partition optimale de [0,At] en p intervalles [t.1,;] tel que le volume de Z,(F) soit maximal (et
donc le plus proche de celui de Z(F)) ?

* Sélectivité totalement réguliére

B Définition IV-3-4 : La fonction F présente la condition de sélectivité totalement
réguliére lorsque la fonction F vérifie la condition suivante :

F(t1) A F(t3) A F(12)>0 pour t3 € ]t1,t2[

V1,12, 0<t1<t2<At alors .
F(t1) A F(t3) A F(t2)<0 pour t3 ¢ [t1,t2]

On dira aussi que F est S.T.R..

Figure IV-5 - Diagramme projectif
continu d'une fonction F
S.T.R.

F(a) F(b)

A N/ by RN PR S U P
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B Proposition IV-3-5 : si Vt1,12, a<t1<t2<b vérifiant :

F(t1) A F(t3) A F(12)>0 pour t3 € ]t1,t2[
F(t1) A F(t3) A F(12)<0 pour t3 ¢ [t1,t2]
alors I'équation de la surface S du zonoide peut étre donnée sous la forme paramétrique
suivante :

S={ N(UZ)'N(UI), aSu1<uZSb } U { SF-N(U2)+N(UI), aSu1<u2Sb }

* preuve : Soit t1,t2 tel que a<tl<t2<b. Soient v=F(t1) A F(t2) et F,=<F,v>. Alors
t2
I'ensemble A,=[t1,t2] et S,= J F(t).dt = N(t2)-N(t1) est un point de la surface (cf. proposition
t1
II-3-5).
En prenant u=-v on trouve comme autre point de la surface Su= SE-N()+N(t;) = Sg-S,.
O

B Corollaire IV-3-6 [KARG68]: si F est de classe C, alors la proposition IV-3-5 s'exprime
ainsi :
F(t) AFt) AF'(t)>0, Vte I

Le terme F A F' A F" est appelé Wronskien ou déterminant Wronskien de F.
Dans ce cas, le graphe du diagramme projectif continu qui lui est associé ne présente pas
de changement de courbure (cf. figure IV-5).

Exemple : considérons deux fonctions réelles u et s respectivement C, et C, avec u' et s"
1
de signe constant sur I. Alors la fonction F(t) =( u(t) J vérifie la condition de S.T.R. .
s(u(t))
En effet, F(t) A F(t) A F'(t) = s"(t).[u'()]? qui est de signe constant sur I.

Pour un zonoide défini par une fonction S.T.R., I'expression du volume se simplifie :

Y o) "V S | VAR, SNSRI S S U N
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B Corollaire IV-3-7 [VAL91]: Soit F une fonction S.T.R., de primitive N vérifiant
N(0)=0, et Z(F) le zonoide associ€ a la famille différenticlle {F().dD} ¢ [0,ag- Alors le volume
du zonoedre Z(F) est donné par la formule suivante :

At
V(Z(F)) = N(At) A F(t) AN(t) dt
0
1
Exemple : Soit F()q cost |, I=[0,2n] ; F(t) est S.T.R. :
sin t

en effet F(t) A F'(t) A F'(t) = 1 quelque soit t ;

t
La fonction F admet une primitive N(t) sint |; les poles du zonoides Z(F) sont

1-cos t
2%

l'origine O etle point Sg= | F(t).dt=| ¢
0

L'ensemble {N(t2)-N(t1),a<t1<t2<b} U {SE-N(12)+N(t1),a<t1<t2<b} est la surface
frontiere de Z(F). Du fait de la périodicité des fonctions sin et cos, on peut réécrire 1'équation de
la surface sous la forme :

v
cos u - cos(u+v) | avec O<u,v<2r.
sin(u+v)-sin u

Figure IV-6 -Représentation du
zonolide par facettisation

NL - .- vz . T
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e Etudes de fonctions de base

Dans ce paragraphe, nous étudions quelques fonctions de base, en particulier pour
montrer I'utilisation des zonoédres pour visualiser des zonoides.

Ol u2+B, u+y,
ion 1 : 2 =u-a ient :
Fonction 1 : H(u) Oy.u +|3y.u+yy ,u € [a,b]. En prenant t boa on obtient :

o,.u2+f,.u+y,

ax.t24by. t+cy
H(u) = Fo(t) =| a,.t%+by.t+c, [= AF(t) avec

a,.t2+b,.t+c,
ay by cx !
A=|aybycy|et F)=|  |pourte [0,1]
a; b, c, 2

Nous supposerons par la suite que A est de rang 3, i.e. inversible (si A est de rang 2, le
zonoide obtenu se trouve dans un plan, et si A est de rang 1 le zonoide obtenu se trouve sur une
droite c'est a dire qu'il est égal 2 un segment de droite).

Ainsi par l'opérateur linéaire A, I'étude de Z(H) revient 2 étudier le cas particulier Z(F) car
Z(H) et Z(F) sont semblables.

F vérifie F(t) A F((t) A F'(t) = 2. La fonction vérifie la condition de sélectivité totalement
réguliére.
Soit Z(F) le zonoide défini par F. On a les relations suivantes :

t

V(Z(F))=ﬁ et N()

2
2
e
3

L'expression paramétrique de la fronti¢re de Z(F) est donnée par

P e V7 Ly N P
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0Z(F)=9Z, UIZ. , OZ = Sg- OZ,

u-t 1
avec 9Z, = { u23122_ , 0<t<us1 } et Sg = N(1)-N(0) = %
w B 1
3 3 3

Remarque : le changement de variable (t,u)=(v.w,v) donne

V-V.W
0Z, = { %(vl’-vzwz) , (v,w) € [0,12}.

%(v3 - v3w3)
On remarque que dZ, est une partie de surface algébrique (paramétrique polynomiale).

B Corollaire IV-3-8 : Si F est une fonction polynomiale de degré n dans R3 vérifiant la
condition de sélectivité totalement réguliére, de primitive N, t décrivant l'intervalle [0,1], alors la
fronti¢re du zonoide Z(F) est formé de deux parties de surfaces algébriques 0Z, et 0Z.
symétriques l'un par rapport a l'autre. dZ, s'écrit sous la forme suivante :

0Z, = { N(v)-N(v.w) , (v,w) € [0,1]2} et 9Z_ = N(1)-N(0) - 0Z,

Dans le cas général du zonoide Z(H), les résultats suivants
V(Z(H))=Idet(A)l.V(Z(F)) et 0Z(H)=A.0Z(F)

Les deux figures suivantes représentent les zonoides Z(F) et Z(H) pour :
1
H()5 2.t |pourte [-1,1]

3.t2
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Figure IV-8 - Représentation du zonoide Z(H)

exp(-o.t)
Fonction2 : F(t) = exp(-B.t) | avecaB,y>0ette R, .

exp(-y.t)
Cette fonction est un des modeles mathématiques utilisés dans les processus de distillation
(équation de FENSKE).

1 -
( Lil-exp(-at)

F est de classe C* et admet comme primitive N(t)5 é[l' exp(-B.1)]

‘}Y{l'cxp(-Y-t)] }
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exp(-o.t)  -o.exp(-a.t) oZ.exp(-o.t)
FOAFOAF'O=| exp(p) -Bexp(Bo) Bexp(p.n
exp(-Y.t)  -Yexp(-Y.) YR.exp(-Y.t)
1 -a o
=expl-o-B-y.d] 1 B B>
1 v ¥

Cette expression ne change donc pas de signe sur R,. La frontiere de Z(F) est donc

donnée par I'expression suivante :

0Z(F)=0Z, UIZ. = {N(12)-N(t1),0st1<t2} U {SE-N(t2)+N(t1),0<t1<t2} avec

(1

o

< ™=

)

En faisant le changement de variable exp(-tl) = 1-u.v et exp(-t2) = 1-u, on obtient comme

expression de dZ, I'ensemble suivant :
L1 1-0.v)%(1-u)
(a[( u.v)*(1-u)?]

( é[(l-u.v)ﬂ-(l-u)ﬂ]

%[(Lu.v)v-(l-u)v] )

» (V) € [0,1]2 )

Remarque : pour des valeurs de o,B et y positives entiéres, le zonoide peut aussi €tre

défini par une fonction polynomiale S.T.R..
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Figure IV-9 - Représentation par
coupes paraliéles du zonoide pour
0=0.2, B=1 et y=5

Figure IV-10 -Représentation du zonoide facettisée pour o=0.2, B=1 et y=5

1
Fonction 3 : F(t) =| 2 pour t € [-1,1]. F est de classe C™ et admet comme

4¢3
t

primitive N(t)| {2 | Le volume de Z(F) est égal a %.

t
1 0 0
FOOAF@®) AF'(t)=| 2 2 0 | =48t.
43 1212 24t

Cette expression change de signe lorsque t change de signe. Nous ne sommes plus dans
le cas de la sélectivité totalement réguliére. L'expression de 9Z ne peut plus étre donnée comme
pour les cas précédents comme l'union de deux surfaces réguliéres.
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Soit v e S™1. Considérons le diagramme projectif obtenu pour [T={x=1}. L'intersection

du plan v! avec le diagramme projectif nous donne les valeurs de t pour lesquelles F,(t) est
positif.

Soit M =j F(t).dtavec A,={te LF, ()20 } (M € 9Z(F) ).
A
Le diagramme projectif dans le plan {x=1} a pour équation z=y3/2.

L'intersection de cette courbe et d'un plan v = {a.z+b.y+c.x=0} donne I'équation
suivante : %.t3+b.t+c=0

les trois racines t1,t2,t3 vérifient donc t1+t2+t3=0 (coefficient en t2). Les valeurs de t1 et
t2 étant prises entre -1 et 1, I'expression de M dépend donc de -t1-t2.

M s'écrit sous l'une des formes suivantes :

* M=N(t2)-N(t1) pour -1<t1<t2<1<-t2-t1

* M=N(t2)-N(t1) pour -t2-t1<-1<t1<2<1

* M=N(t2)-N(t1)+N(1)-N(-t2-t1) pour -1<t1<t2<-12-t1<1 et -1<t1+t2<1
En prenant les points symétriques, on obtient les expressions suivantes :

* M=§-[N(t2)-N(t1)] pour -1<t1<t2<1<-12-t1

* M=§-[N(t2)-N(t1)] pour -t2-t1<-1<t1<12<1

e M=S-[N(t2)-N(t1)+N(1)-N(-t2-t1)] pour -1<t1<t2<-12-t1<1 et -1<t1+t2<1

Sur la figure suivante, on retrouve le découpage de la surface de Z(F) en six parties
correspondant aux différentes écritures des points M énoncées précédemment.
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Figure IV-11 - Représentation facettisée du zonoide Z(F)

Fonction 4 [VAL91a]: Le modele présenté ci-dessous est un des modeles linéaires utilisés en
chromatographie. La chromatographie consiste a injecter au bas d'une colonne 2 I'instant t=0
une quantit€ donnée d'un produit contenant deux composés différents. Puis a différentes
hauteurs de la colonne, on étudie les concentrations des deux produits en fonction du temps.

Les courbes décrivant les concentrations des deux compos€s en fonction du temps et de la
hauteur de la colonne ou ont été faites les mesures s'appelle un chromatogramme.

Un des modeles linéaires pour représeriter le produit P & un temps t et une hauteur z
(proportionnelle a un entier N) de la colonne est le modéle gaussien. La fonction F(N,t) =
(FL(N,t), F(N,1),F3(N,1)) ot F! et F2 représentent les concentrations (2 l'instant t et 2 la hauteur
N) des deux composés dans le produit P et F3 la concentration totale du produit P :

FI(N,1) = ¢, YN p(-lN H__tr) 1) =C. YN exnl L t__z__t)z)prs 1) =C
N = €, expl- 1 {: FA(N,1) L ex 2N(t (ND) = G,

ol t; (resp. tp) est un temps dépendant du premier (resp. second) composé, et t=(t;+t,)/2.

A chaque valeur de N, on associe le zonoide correspondant a la famille différentielle
{FIN,H};i e 1= (Fn()}, < 1 Ol Iest un intervalle centré en t.

On peut alors remarquer que la fonction Fy vérifie la condition de sélectivité totalement

réguliére si et seulement si NSN@(éZ% - Ceci vient du fait que plus la hauteur est élevée, plus
to+ty

les courbes représentatives des deux composés sont écartées I'une de l'autre.
La figure ci-dessous montre pour deux valeurs de N, l'une supérieure et l'autre inférieure
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a N, les courbes de concentration en fonction du temps, les diagrammes projectifs continus et
les zonoides associés. On remarque que pour le zonoide correspondant au cas N=400 présente

une surface plus réguliére que celui correspondant 3 N=1000. Cela est di 2 la perte de la
condition de sélectivité totalement réguliére lorsque N est supérieure a N_..

N=400 N=1000

Courbe des concentrations

Diagramme
projectif
continu

Zonoide
associé

Figure IV-12 - Comparatif entre une fonction S.T.R. et une fonction non S.T.R.
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IV-4 Faisabilité approchée d'un mélange dans le cas de la
sélectivité totalement réguliére

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probléme suivant : soit un processus
continu défini par une famille différentielle {F(t).dt} avec F fonction de [0,At] & valeurs dans IR3
vérifiant la condition de sélectivité totalement réguliére et soit M un mélange. Ce mélange est-il

faisable et si oui donner une décomposition du mélange, i.e. trouver une fonction A de [0,At] &
valeurs dans [0,1] tel que :

At
M= I A(t).F(t).dt

0

Résoudre directement le probleéme précédent dans le cas général est souvent impossible.
La méthode présentée ci-dessous consiste A considérer non pas le zonoide lui-méme mais un
zonoedre I'approximant. La disposition particuliére des vecteurs de base formant ce zonogdre
permet d'élaborer un algorithme de faisabilité d'un mélange avec une complexité en temps et en
place mémoire utile linéaire par rapport au nombre de vecteurs de base du zonogdre. En
particulier, cette méthode ne nécessite aucune structure de données particuliere, le zonogdre
n'étant pas explicitement construit.

* Du zonoide au zonoédre approximant

Hypothéses : Afin de rester dans un cadre concret, nous supposons pour la suite que F
est une fonction continue sur [0,At] de primitive N et qu'il existe pe R3 tel que <F(t),u> >0
pour tout t.

Soit p € IN; considérons 0=ty <t; < ... < -1 < t, = At et soient les p vecteurs N; =

| FR
J F(t)dt. et Z(F) le zonogdre associ€ a ces p vecteurs.
4

Nous savons que ZP(F) est inclus dans Z(F) ainsi si le mélange est faisable dans Zp(F), il

le sera aussi dans Z(F). De plus, lorsque I\I'I:alx (t;.t;.;) est équivalent a 1/p alors nous avons
montré expérimentalement que [V(Z(F)) - V(Zp(F))] / V(Z(F)), c'est a dire I'erreur relative sur
les volumes, est de I'ordre de O(p2). Ainsi la probabilité de déterminer la non-faisabilité de M
sur les vecteurs de base de Z,(F) alors que ce mélange appartient & Z(F) sera trés faible pour des
valeurs de p assez grandes.
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La méthode décrite ci-dessous consiste 2 travailler sur Z(F) approximation de Z(F) a p2
pres (au sens du volume) pour déterminer d'une part l'appartenance (faisabilit€) de M a Z(F)et

P
si cela est le cas, chercher M sous la forme 2 A;.N;.
i=1

B Définition IV-4-1 : Nous dirons qu'un zonoédre Z, est régulier si ces p vecteurs de
base N; vérifient les hypothéses suivantes :

-ilexiste p € IR3 tel que <N,u> >0

- quelque soit le triplet (i,j,k) tel que 1<i<j<k<p, N; A N; AN >0

M3
o )
° o M2
M, ;
° " ° Figure 1V-13 -
______ - Premier diagramme projectif
L
{ M,
® [ )
[
Mp1

De manié€re géométrique, ces conditions s'interprétent de la maniére suivante : dans le
premier diagramme projectif, tous les M; sont sommets de leur enveloppe convexe et sont
ordonnés autour d'un point M' intérieur a cette enveloppe convexe.

* Méthode de décomposition d’'un mélange sur un zonoédre régulier
De la proposition II-4-1, nous en déduisons le corollaire suivant :

P
W Corollaire IV4-2 : Soient O l'origine et S = z N; et soit [T un plan contenant O, S et M
i=1
Alors l'ensemble Z,N IT est un zonogone dans R3 (qQue nous noterons par la suite

Z=ZINLN,, L NG

B Proposition IV4-3 : Si Z, est un zonogdre régulier alors la détermination du zonogone

e mme N7 L N T
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Zq =Z,N IT peut étre faite en un temps de l'ordre de O(p).

B Corollaire IV-4-4 : La faisabilité d'un mélange M ainsi qu'une éventuelle décomposition
sur les vecteurs de base peuvent étre faites en un temps de 1'ordre de O(p).

* preuve du corollaire IV-4-4 : Dans un premier temps, nous calculons le zonogone Zl =
Z, N I1 avec IT contenant les trois points O, S et M.

Connaissant alors un zonogone avec ses vecteurs de base ordonnés, 'appartenance et la
décomposition d'un mélange sur les vecteurs de base peuvent étre trouvées en O(p) (la
décomposition seule (en supposant connue l'appartenance) peut €tre déterminée en O(log p)
(cf. corollaire II-5-4). O

Algorithme : La méthode de calcul des différents vecteurs formant le zonogone zq est une
méthode de suivi d'intersection classique. Mais du fait de la répartition particuliére des vecteurs
de base, cette méthode : ‘

- évite de construire explicitement une structure de données représentant le zonoédre Z;

- permet de trouver aisément les faces adjacentes 2 une face F du zonogdre.

La répartition des vecteurs de base fait qu'il n'existe pas trois vecteurs de base
coplanaires. Donc toutes les faces du zonogdre sont des parallélogrammes dont les expressions
sont les suivantes :

pour tout couple de vecteurs de base N 1»Nj ,1<j, correspondent deux faces

Fij = Z Nk+[O’Ni] + [O,NJ] et FU =S- F‘J = Z Nk+z Nk+[O’Ni] + [O’NJ]'
i<k<j k<i k>j

Convention :
- 811>] alors Fl.l = Fji’
- soit i un indice : si i vaut p alors i+1 vaudra 1, de méme si i vaut 1, alors i-1
vaudra p. -

De plus, nous pouvons montrer facilement que les faces adjacentes a F;; sont les quatre
faces :

-Fi1p Fuajp Fja etFyy osiig-;

- Fiti Faw FigetFp gy siisj-1;

Dans un premier temps, la méthode recherche une premiére face intersectée par [] en
I'occurrence une face F,; issue de l'origine O.
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Ensuite connaissant une face F;; intersectée par le plan [T, la face suivante intersectée est

FijjouF ;.

Détermination de la premiére face intersectée :
Soit u une normale au plan IT.

La premiére face F;,, vérifiera <N,u> <0et <N, u> 0.
On pose B=0, S=0, m=l, n=l+1, g=0

Détermination de la face suivant F,,, :

Chercher le point S' vérifiant <S,u> = 0 sous l'une des formes suivantes :
1)S'=B+N,+AN,;
2)S'=B+AN_ +N,.

avec A € [0,1].

Figure IV-14 - Détermination de la face suivante intersectée par I1

Dans le cas (1) : B prend la valeur B+N,, et m prend la valeur m-1
Dans le cas (2) : B prend la valeur B+N, et n prend la valeur n+1

A N T AanalAdan ot womom o X od o



116

Si §' différent de S alors q prend la valeur de g+1 et ﬁq =S'-S
S prend la valeur de S'

Afin de déterminer une décomposition de M sur les p vecteurs de base Nj, il faut

conserver pour chaque vecteur N; les deux valeurs Ay, et A}, ainsi que les deux indices mi et ni
tels que Nj = Am.N; + An. N .

La recherche de la premiére face intersectée par 7 se fait en temps linéaire a p, de méme le
nombre de vecteurs N; (non nuls) ainsi calculés est au plus de p-1; le calcul d'un vecteur Ni se

faisant en temps constant, la détermination de Zl comme intersection de Z, et [ se fait en temps
et en place mémoire proportionnellement 2 p.

Remarque : en reliant sur le premier diagramme projectif les points M,; et M;, on
obtient la figure suivante :

[ ]
® ' o
\
n [y !
|‘\ \ ]
) I \ 1
'R [ \ \ ! Mm1
n 1Y \ ! ®
Mn’q '|‘ ] \ \ \ ] " .
- oir Yol ' . m Figure IV-15 -
(I} 1 151
IR N ' ! ,_;. Cheminement de
- = TS T A e e e '
| T T \ N \ : oy I'algorithme de
qu ‘ ] ' 1 \ \ \ . [ 1 me —_
R \ v ; r détermination de Z,
1 vV \ [}
1 Y ‘\ » ‘\ Yo :
1 “ || \‘ * \‘ : 'l .
° Vi \ ‘ot é
vy \ LAY ] MI’Q
\| \ (SN
Yy [y \“wi
3 \ v
Y

Une fois calculés les q vecteurs N;, le probléme revient 3 déterminer d'une part

l'appartenance d'un point M dans un zonogone (associé a la base {N;} de vecteurs coplanaires)
puis éventuellement une décomposition de M.

Déterminer si un point M appartient a un zonogone associ€ 2 q vecteurs de base ordonnées

peut €tre fait en O(q), de méme trouver une décomposition de M sur ces mémes vecteurs de base
peut aussi €tre fait en O(q) (et méme en O(log q) cf. corollaire II-5-4)
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Tout vecteurﬁj étant associ€ a deux vecteurs N;, une décomposition de M sur les p
vecteurs N; peut €tre faite en temps proportionnel 4 p. Ceci prouve la proposition IV-4-3.  [J

Remarque : si m; ; +1=m;=m;= 541 -1 (resp. g +1=n;=n;= 5,1 -1) alors :
y SR Y R (resp. A +...+ A = 1)

De cette remarque, nous pouvons en déduire I'expression de M, donnée par la méthode
décrite précédemment, en fonction des p vecteurs N ; lors celui-ci est faisable :

. M= N1+N2+...+Ni_1+li.Ni +
a) xj.Nj+Nj+1+...+Nk_1+7uk.Nk +
ALNp#N L +.. Ny +N,

b) M = A’i'Ni+Ni+l+°"+Nj-l+xj'Nj +
AN+ N+ 4N +ALN

Des deux expressions précédentes, nous en déduisons le corollaire suivant en faisant
tendre p vers l'infini et la suite de zonoedres Z(F) vers Z(F) :

B Corollaire IV-6-5 : Soit M un point appartenant & un zonoide défini par une famille
différentielle vérifiant la propriété de sélectivité totalement régulicre. Alors il existe t1, t2, t3 et t4

avec 0<t1<t2<t3<t4<At tels que M s'écrive sous l'une des deux formes suivantes :

t t3 At
a) M =I F(t).dt + I F(t).dt + I F(t).dt
0 2

s

t2 4
b) M= I F(t).dt +I F(t).dt

1 3

Remarque : Dans ce cas particulier, la structure du bord du zonoedre, notamment la
disposition des faces, est implicitement connue; connaissant, par l'algorithme précédent, une

décomposition d'un mélange M, on pourrait envisager un algorithme rapide basé sur la méthode
de la corde fournissant plusieurs décompositions pour un méme mélange.
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* Résultats expérimentaux

Afin de corroborer le résultat théorique sur la complexité en 0(p) et de montrer la rapidité
de cette méthode, un comparatif est fait en prenant un méme cas de figure et en le traitant :

(1) d'une part en considérant le

zonoedre comme quelconque, i.c.
Méthode (1) ] Méthode (2) en construisant d'abord la structure
p Temps p Temps de bord du zonoeédre (structure
F.E.E.L.) puis en déterminant une
10 0,45 200 0,29 o
20 1,08 400 0,56 décomposition par la méthode la
30 4,63 600 0,84
' d corde,
40 8,15 800 1,12
50 13,32 1000 1,40 (2) d'autre part en tenant compte de
60 19,38 1200 1,68 la sélectivité totalement réguliére,
70 26,63 1400 1,97 . . , .
80 35,13 1600 2,25 1.e. en utilisant 1'algorithme décrit
90 44,92 1800 2,53 récédement
100 55,75 2000 2,80 P

Figure IV-16 - Comparatif entre la méthode générale et la méthode adaptée aux
zonoedres réguliers

Un ajustement linéaire du graphe de Log Temps en fonction de Log p montre pour la
méthode (1) que le temps est de I'ordre de p?® alors que pour la méthode (2) il est de I'ordre
de p®% ce qui confirme les résultats théoriques.

De méme, les expériences faites montrent que la place mémoire (en octets) utilisée par la
méthode (1) est de I'ordre de 100.p? alors qu'elle n'est que de 75.p pour la méthode (2).

Conclusion

Dans le cas de zonoide défini par une famille différentielle, leur approximation par un
zonoedre est intéressant du point du vue géométrique. L'expérience montre que le nombre de
vecteurs nécessaire afin d'avoir une bonne "approximation" visuelle de zonoides définie par une
famille différentielle est de I'ordre de 50. Un logiciel de visualisation de zonoédres et
d'approximation de zonoides a été développé et permet de traiter jusqu'a 200 vecteurs de base.
Les représentations graphiques contenues dans 'annexe ont été réalisées gréce a ce logiciel.
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A-1 Paralléle entre construction d'un zonoédre et arrangement
de droites dans le plan.

Ce paragraphe présente le lien dual qu'il existe entre l'algorithme de construction d'un
zonoedre & partir de p vecteurs (non deux i deux colinéaires) et 'arrangement de p droites (non
deux a deux paralléles) dans le plan. Nous montrons en particulier, grace au théoréme de la
zone que la construction de Z;,, a partir de Z; se calcule en temps linéaire par rapport 2 i.

Soit Z; un zonogdre construit A partir de Soit un partitionnement I'; du plan par i droites
i vecteurs de base et soit N;,; un vecteur non deux a deux paralléles et soit A;,; une
supplémentaire. droite supplémentaire.
e - L4
"""" L |z
o] e
e —-— _'
...... -/ "
2 )
1
1
' ]
;/

Figure A-1 - Les deux problémes duaux
Etape 1

Rechercher le premier élément de la prézone ~ Rechercher I'élément d'une droite de T inter-
en parcourant une zone de Z; sectée par A,
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Le nombre maximum d'arétes parcourues sur la zone est au plus 4.i (immédiat d'apres la
proposition I-3.6, au plus la moitié de la zone étant parcourue). Cette étape s'effectue donc en
O().

Etape 2

Rechercher les €léments (faces et arétes) de Rechercher les éléments (sommets et arétes) de
la prézone de Z; par rapport a N, [ intersectée par A,

La proposition I-3.2 implique que cette opération est aussi linéaire par rapport 2 i.
Etape 3 - Phase 1

Dupliquer chaque aréte de la prézone en Diviser chaque aréte intersectée par A,,; en
créant des pseudo-faces a deux cotés deux.

Figure A-3 - Etape 3 - Phase 1

Etape 3 - Phase 2
Créer une aréte en scindant chaque sommet Relier les sommets existants et appartenant
p
de la prézone en deux AN,
’’’’’ , ’
...... -yge=" P
I', "'
I' "'
4 PR
- ------,"’ y : 1"
] ' ,'
Y4 N [} Pl
4 ) rd
1’
------ T-4 o

Figure A-4 - Etape 3 - Phase 2
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Le nombre d'éléments de la prézone étant linéaire en i et pour chacun de ces éléments le
p

nombre d'opérations (mise a jour de la structure de données) étant indépendante du nombre
d'éléments et bornée, cette troisi¢me étape est aussi linéaire en i.

Donc globalement le passage de Z; 4 Z,,, se fait en O(i), d'ott un algorithme de
construction de Z, a partir de p vecteurs de base en O(p?).
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A-2 Algorithmes d'intersection

Dans ce paragraphe sont présentés les deux algorithmes d'intersection entre polyedre /
plan et polyédre / droite.

* Intersection d'un polyédre et d’'un plan

Soient P un polygdre et le plan [T = {xeR3/ f(x)=<x-x9,n> =0 }. L'intersection P N []
est un polygone de R? représenté sous la forme d'une liste chainée de points de R3,

L'algorithme d'intersection présenté ci-dessous se déroule en deux étapes :

Etape 1 : On recherche un premier point du polygone intersection en partant d'un sommet
de P et en se rapprochant par adjacences successives le plus possible du plan [T.

Soit S un sommet de P, soient A;=(8,S;) les arétes adjacentes 2 S. On note d=f(S) et
di=f(Si) :

si d=0, le sommet S appartient 4 [T, et si tous les di sont du méme signe et non nuls alors
PN II={S}

sinon, si tous les di ont le méme signe que d et lui sont supérieurs en valeur absolue, alors
S est le point de P le plus proche de [T, c'est a dire, on ne peut plus se rapprocher de [T a partir
de S et donc l'intersection recherchée est vide.

Si l'intersection est vide ou réduite 2 un seul point, I'étape suivante n'est pas faite puisque
I'intersection est trouvée.

Etape 2 : La méthode utilisée pour déterminer la succession des points formant le
polygone intersection est un suivi d'intersection en partant du point trouvé dans 1'étape 1 ct en
tournant autour du polyedre. On considérera les trois cas de figures suivants : '

1 - soit on se trouve sur une aréte A1 dont les deux sommets se trouvent de part et d'autre
du plan [T et on connait F1 I'une de ses deux faces adjacentes;

2 - soit on se trouve sur un sommet S appartenant au plan [] et on connait un de ses arétes
adjacentes que 1'on nommera Al;

3 - on se trouve sur une aréte Al dont les deux sommets S et S2 sont dans le plan [T.



135

F1 Al
o (RS A m-
Casn° 1 Casn°2 Casn°3

Figure A-5 - Les trois cas de figures possibles

Cas n° 1 : soit F2 l'autre face de A1, on tourne autour de F2 jusqu'a trouver :

- soit une aréte A2 du contour de F2 traversant le plan I : on reste dans le cas n° 1 en
prenant F1=F2 et A1=A2;

- soit un sommet S du contour de F2 appartenant au plan [T : on passe au cas n° 2 en
prenant comme aréte A1 l'aréte suivant S dans le contour de F2.

Cas n° 2 : on tourne autour de S 2 partir de A1 jusqu'a trouver :

- soit une aréte Al adjacente a S et dont l'autre sommet S1 appartient aussi au plan [], on
passe au cas n° 3 en prenant S=S1;

- soit deux arétes successives A2 et A3, A2 se trouvant du méme coté du plan que Al:on
considere F2 la face commune a A2 et A3, F1 l'autre face de A3 : on se repositionne sur le cas
n° 1 en prenant A1=A3.

Cas n° 3 : ayant un sommet S appartenant au plan ][] et une aréte appartenant au contour
d'une face intersectée par ce plan, on retourne au cas n° 2.

INTERSECTION_PLAN_POLYEDRE (P:polyedre; [I:plan; var inter:polygone}

F1,F2:face

S,S1,S2:point

A,A0,Al,A2:arete
fin_inter,trouve,arret:booleen
premier_elt,premier_cas,cas:entier;

minA,ps,ps0,psl,pA,w,w0:reel
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{ ETAPE] }

debut

inter « @

soit S un sommet de P

arret « faux : trouve « faux

repeter
ps + f(S)
8l |psi<e alors debut trouve « vrai : premier elt + SOM fin
sinon
debut
A0 + s.ptr_aretel : Al « A0 : A « AQ
soit s2 l'autre sommet de AO
minA « f(S2)
pour_toute aréte A adjacente & S faire
debut
soit S2 1l'autre sommet de Al
PA « f(S2)
sl pPS*pA<pS*minA alors debut minA « PA : Al « A fin
fin
si (minA*ps<0) et (|minA|2e) alors
{ l'aréte Al est coupée par le plan [] }
debut trouve « vrai : premier elt « RAE fin
sinon si (minA*ps>0) et (IminA|2|ps|) alors
{ on ne peut plus se rapprocher du plan [] : 1'intersection est vide }
arret « vrai
sinon
debut
soit S2 l'autre sommet de Al : S « S2
fin
fin
Jusqu'a arret ou trouve
sl arret alors Sortir (INTERSECTION PLAN POLYEDRE) { intersection vide )}

sl premier elt=ARE alors
debut cas « 1 : F1 « Al.ptr fg fin
sinon :
debut
trouve < faux
A0 « S.ptr_aretel
soit S2 l'autre sommet de AQ
WO « f(S2) : w e w0
pour_toute aréte A adjacente 4 S et non(trouve) faire
debut
8i |wl<e alors { 1'aréte est dans le plan [] }
debut cas « 3 : Al « A : trouve + vrai fin
sinon si w*w0 < 0 alors
{ on a deux arétes successives séparées par le plan [] }
debut trouve ¢« vrai : Al « A : cas « 2 fin
fin
sl non(trouve) alors
debut { intersection réduite a un point }
Ajouter (S.coord, inter)
Sortir (INTERSECTION_P LAN_POLYEDRE)
fin
fin

{ ETAPE2 )}

Y. PP
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premier_cas ¢+ cas : premier S « S : premier F « F1l : premier A « Al
repeter
cas 1:
debut
soit SI = Al n]]
si SI n'est pas sommet de Al alors Ajouter(SI, inter)
soit F2 l'autre face de Al et S le sommet suivant Al sur le contour de F2
pSO « £f(S)
arret < faux
repeter
soient S et A2 le sommet etl'aréte suivant Al sur le contour de F2
pS « f(s)
8l |psi<e alors
debut arret « vrai : cas « 2 :'Al « A2 fin
sinon si ps*ps0<0 alors
debut arret « vrai : cas « 1 fin
sinon Al « A2
Jusqu'a arret
fin (cas 1)
cas 2 :
debut
Ajouter (S, inter)
soit S2 1'autre sommet de Al
psO « f(S2) : arret « faux
repeter
soient A2 et D2 l'aréte et la face adjacentes & S et Al
soit S2 l'autre sommet de A2
ps + f(S2)
sl |psi<e alors
debut arret — vral :cas + 3 :S « S2 : Al « A2 fin
sinon si ps*ps0<0 alors
debut arret « vrai : F1 l'autre face de A2 : Al « A2 fin
sinon Al « A2
Jusqu'a arret
fin (cas 2)
cas 3 :
debut
soit A2 l'aréte suivant Al autour de S
soit S2 l'autre sommet de A2
psO0 « f(s52)
sl |psO| alors
debut Ajouter(S,inter) : Al « A2 : S « S2 : cas « 3 fin

sinon

debut Al « A2 : cas « 2 fin
fin (cas 3)
8l cas=premier cas alors

debut

cas =1 : fin_inter « (premier A=Al) et (premier F=F1)
cas =2 : fin_inter « (premier A=Al) et (premier_s=S)
fin
sinon fin_inter « faux
Jusqu'a fin inter
fin -

La procédure Ajouter (S,P) ajoute le point S dans la liste des sommets du polygone P.
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* Intersection d’'un polyédre et d'une droite

Soit P un polyedre et soit une droite A, on désire calculer P N A. La droite A est donnée
par deux de ses points D1 et D2. On utilise l'algorithme précédent en définissant la droite
comme intersection de deux plans orthogonaux [Ty et [l : PN A= (P N Impnily.
L'intersection d'un plan et d'un polygone est donnée par l'algorithme suivant :

INTERSECTION_PLAN_POL¥GONE (P:polygone; [l:plan; var inter : polygone)

premier point : booleen
S,51,S2 : point
psl,ps2 : reel

debut
Soit SO un point du polygone P
S « SO0 : inter « @
premier point « vrai
repeter
si premier point alors
debut premier point « faux : S1 « S : psl & f(Sl) fin
sinon
debut S1 + S2 : psl « ps2 fin
S2 « PointSuivant(S,P)
ps2 « f(S2)
8i |ps2i<e alors { le point S2 est dant le plan [T }
Ajouter(S2, inter)
sinon s8i psl*ps2<0 alors { 1'aréte S1-S2 traverse le plan [] }
debut
soit S l'intersection de l'aréte (S1-52) et [1
Ajouter (S, inter)
fin
S < PointSuivant (S, P)
Jusqu'a s=s0
fin

La procédure PointSuivant(S,P) recherche le point suivant S dans la liste de points du
polygone P.

L'algorithme d'intersection d'une droite et d'un polyédre se présente de la maniére
suivante : '

INTERSECTION_DROITE_POLYEDRE (P:polyedre; A :droite; var inter)

interl : polygone
V,nl,n2:point

IL.,IL : plan
debut
V « D1-D2

soit nl vecteur orthogonal & V

- Annmnave
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soit [I1 = { <x-D1,n1> = 0 }
INTERSECTION PLAN_POLYEDRE(P,[];, interl)
sl interl = @ alors
inter = @
sinon
debut
n2 « nl AV
Ib = { <x-D1,n2> = 0 )
INTERSECTION_PLAN_POLYGONE (interl,[I,, inter)
fin
fin
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A-3 Les zonoédres qui pavent l'espace

Les cinq figures suivantes présentent les formes différentes que peut prendre un zonogdre
afin de paver l'espace tout entier sans recouvrement par translations successives du méme objet.
Chaque figure représente le zonogdre avec les deux diagrammes projectifs correspondants, ainsi
qu'un assemblage de plusieurs zonoddres afin d'illustrer cette propriété de pavage.

On remarque que les faces de ces zono&dres ont quatre ou six ctés et que chaque zone est
composée de quatre ou six faces. ‘

Cela correspond au fait que chaque point M; du P.D.P. se trouve 2 l'intersection de deux
ou trois lignes L; et que chaque ligne L; du P.D.P. contient seulement deux ou trois points M;.

De méme, chaque ligne L'i du D.D.P. contient seulement deux ou trois points M} et
chaque point MJ du D.D.P. se trouve a I'intersection de deux ou trois lignes.
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P.D.P. D. D. P.

Figure A-6 - Parallélépipede

A o o o e



142

P.D.P. D.D.P.

Figure A-7 - Prisme hexagonal

A mmAave
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P.D.P. D.D.P.

Figure A-8 - Rhombo-dodécaedre
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P.D.P. D.D.P.

Figure A-9 - Dodécaédre allongé
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P.D.P. D. D.P.

Figure A-10 - Octaédre tronqué
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A-4 La beauté des zonoédres

Les figures noir et blanc suivantes (figure A-11 a A-18) présentent des zonoddres
construits & partir de bases de vecteurs particuliéres. Chaque figure représente un méme
zonoedre vu sous différents angles ainsi que la base de vecteurs correspondante. La
configuration particuliére des vecteurs de base permet d'obtenir des agencements remarquables
entre les faces. Les deux premiers exemples représentent les zonogdres décrits dans le
paragraphe I-4.

Les deux planches couleur présentent différents zonoedres et approximations de zonoides
a partir de zonoédres.

La figure C-1 montre différentes approximations ZP(F) du zonoide Z(F) avec F(t) =
(1,cos t,sin t) et t € [0,27], les valeurs de p étant 6, 12, 25 et 50.

La figure C-2 représente Zp(F) avec F(t)=(1,2t,4t3), t € [-1,1] et p=60.

Les figures C-3 et C-4 représentent une méme approximation Z,(F) vue sous deux angles
différents, F étant le modele de diffusion décrit pages 106 a 108 (équation de FENSKE).

Les figures C-5 a C-8, C-11 et C-12 sont des représentations de zonoédres décrits dans
I'annexe A-7 :

C-5 : zonoédre construit & partir de la base de vecteurs BZ,

C-6 : zonoedre construit a partir de la base de vecteurs B}OO

C-7 : zonogdre associé a la base décrite en figure A-15

C-8 : zonogdre associ€ a la base décrite en figure A-18

C-11 et C-12 : zonoédre associé  la base décrite en figure A-17

Les figures C-9 et C-10 illustrent la particularit¢ des zonoides définis par une famille
différentielle, c'est-a-dire pour une méme valeur de p. il est plus facile d'approximer par un
zonoedre Z,, un zonoide Z(F) qu'un zonoide défini par une mesure quelconque sur la sphére S2.
En effet, la figure C-9 est une approximation du zonoide Z(F) avec F=(1,cos tsint)ett e
[0,27] et présente une surface lisse alors que la figure C-10 est une approximation d'une boule -
zonoide défini par une mesure uniforme sur la sphére S2 - et présente une surface plus
chaotique; dans les deux cas, le nombre de vecteurs de base est égal a 150.

Cependant, le second modele est le mieux adapt€ afin de présenter la Terre qui peut étre
vue comme un zonoide. ..
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Figure A-15
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Résumé

Dans la fabrication de produits pétroliers en raffinerie, les lois linéaires de mélanges
permettent de représenter les ensembles de mélanges faisables par des zonotopes. La faisabilité
d'un mélange est un probléme important qui est résolu par des méthodes d'optimisation

~ convexe. Le but du travail présenté est de montrer que, dans le cas de la dimension trois, la

Géométrie Algorithmique apporte d'autres solutions (de nature différente - aspect visuel) a ce
probléme.

La spécificité des zonoedres et I'utilisation d'une structure de données de type Aréte-Ailée
permettent la mise en ceuvre d'algorithmes de géométrie optimaux pour les représenter, puis des
algorithmes de manipulation et visualisation rapides et robustes destinés a €tre utilisés de
maniére concréte. Le logiciel développé 2 partir de ces outils apporte une aide efficace dans la
mise en ceuvre de la fabrication des gazoles. .

Dans le cadre plus vaste de la séparation, I'état de séparation d'un systtme physico-
chimique est représenté par un zonoide. Les zono¢dres fournissent une approche géométrique
pour I'étude de tels objets.

Abstract

In oil refining, in particular in the fabrication of finished products, the linear models of
mixture lead to represent the sets of feasible mixture by zonotops. The feasibility of mixture is
an important problem which is solved by methods of convex optimization. Our aim is to show
that Computational Geometry provides other solutions for this problem in the case of 3-D.

The specifity of zonohedra and the use of a Winged-Edge Data Structure allow the
implementation of optimal geometrical algorithms of representation, then quick and efficient
algorithms of handling and display, designed for a concrete use. The software, which is
developed from these algorithmic tools for the gasoil production, provides a efficient assistance
in the decision of fabrication.

In the more general frame of separation engineering, zonoids allow to represent the
separation state of physico-chemical system. Using zonohedra is a geometrical approach for the
study of zonoids.

Mots-clés : zonoedres, structures de données Aréte-Ailée, géométrie algorithmique,
optimisation, mélanges, séparation, zonoides .
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