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Titre : Contribution 2 I'analyse de la méthode des tableaux

Résumé : L'intérét de la méthode des tableaux réside dans le fait que, contrairement aux
méthodes usuelles de démonstration automatique par résolution, elle n'exige aucun prétraitement
des formules.

Initialement créée pour des formules fermées, cette méthode a été généralisée par M.Fitting pour
permettre l'utilisation de variables libres et d'algorithmes d'unification. Ceci 1'a conduit & une
reformulation des régles d'élimination des quantificateurs universels (gamma-régle) et des
quantificateurs existentiels (delta-régle). La delta-reégle décrite par M.Fitting apparait 2 mon avis
insuffisamment prouvée. Aussi j'ai entrepris de 'analyser en présentant la méthode des tableaux
comme un algorithme de construction de listes de buts a satisfaire. |

Gréce a cette nouvelle présentation, j'ai pu :

(1) établir que la delta-regle de Fitting est en fait une skolémisation pour un quantificateur
existentiel (resp. universel) ayant une occurrence positive (resp. négative) dans la liste des buts
considérée comme une disjonction de conjonctions.

(2) améliorer la delta-régle de Fitting afin que le nouveau symbole de fonction ajouté par la régle ait
le moins possible d'arguments.

(3) décrire concisément et précisément des classes d'algorithmes de démonstration automatique
pour la méthode des tableaux avec ou sans variables libres.

Mots-clés : logique du premier ordre, démonstration automatique, méthode des tableaux






Title : A contribution to the analysis of a tableaux based decision method

Abstract : The interest of the tableaux based decision method stems from the fact that formulas
need not to be put into some particular form, contrary to the usual methods of automatic
demonstration by resolution. This method has been first formulated for closed formulas and has
been extended by M.Fitting for formulas with free variables and for the application of unification
algorithms. To this aim, he reformulated the rules for elimination of universal quantifiers
(gamma-rule) and of existential quantifiers (delta-rule). The delta-rule given by M.Fitting turned
out to be insufficiently proven. The subject of this thesis is the analysis of this rule by means of a
presentation of the tableaux based decision method as an algorithm of construction of list of goals
to be satisfied.

Due to this original presentation, it has been possible

(1) to establish that the delta-rule of M.Fitting is in fact a skolemisation for an existential (resp.
universal) quantifier with a positive (resp. negative) occurrence in the goal list considered here as a
disjunction of conjunctions.

(2) to improve the delta-rule of M.Fitting such that the new function symbol added by the rule has
the minimal number of arguments.

(3) to describe concisely classes of algorithms of automatic demonstration by tableaux based
methods for formulas with or without free variables.

Keywords : first-order logic, automated theorem proving, tableaux method






Je tiens a remercier tous les membres du jury,

Monsieur Pierre-Claude Scholl, Professeur a I'Université Joseph Fourier, pour 'honneur
qu'il me fait en présidant le jury de cette theése et pour tous les efforts qu'il a réalisés en tant que
directeur de 'U.F.R. LM.A. afin de m'aménager du temps libre pour que je puisse me consacrer a
la recherche,

Monsieur Pierre Siegel, Professeur & 1'Université de Provence, qui a bien voulu juger ce
travail,

Monsieur Joseph Sifakis, Directeur de Recherches au C.N.R.S., qui a accepté la tiche de
rapporteur et qui m'a témoigné de sa confiance et de ses encouragements,

Monsieur Pierre Berlioux, Maitre de conférences a 1'LN.P.G., qui a relu avec patience
plusieurs versions de cette thése, qui a contribué par ses discussions et ses critiques a clarifier mes
idées et qui, grice a sa collaboration depuis de nombreuses années, a soutenu mon intérét pour la
logique et I'a transformé en un réel enthousiasme,

Monsieur Laurent Trilling, Professeur a I'Université Joseph Fourier, pour la confiance qu'il a
montrée dans l'aboutissement de ce travail et pour toute 1'aide qu'il a m'a consacrée avec une
générosité qui m'a profondément touchée.

Je tiens également a remercier,
Anne Rasse et Philippe Bizard, qui ont relu des parties de cette thése, m'ont beaucoup aidé
matériellement pendant la préparation de ce texte et qui ont su m'encourager, quand j'étais prét a

tout abandonner. Sans eux, je n'aurais pas pu terminer a temps ce travail.

Je remercie enfin mes filles Florence et Clara et ma femme Silvia, pour toute I'affection qu'elles

m'ont offerte dans les moments difficiles de la rédaction de cet ouvrage.






Table des matiéres

Introduction

Chapitre 1 : Méthode des tableaux sans variables libres

1.1 Sens des formules

1.2 Principe de Smullyan

1.3 Un systéeme formel pour les tableaux sans variables libres

1.4 Démonstration automatique avec les tableaux sans variables libres
1.4.1 Systeme formel adapté a la démonstration automatique
1.4.2 démonstrateur automatique

Chapitre 2 : Transformation de formules (skolémisation par étape)

2.1 Principe de la transformation

2.2 Occurrences dans une formule et signe des occurrences

2.3 Skolémisation en une occurrence

Chapitre 3 : Méthode des tableaux avec variables libres
3.1 Les régles de la méthode
3.2 Les regles dérivées

3.2.1 Les regles simples

3.2.1 Les regles composées

3.3 Complétude de la méthode

Conclusion

Bibliographie

10
10
11
16
16
17
29

29

29

33
34
36
36

36

38
45

47






Introduction

Intérét de la méthode

La logique du premier ordre est enseignée avec trois types de systémes formels :

(1) les systemes a la Hilbert qui n'utilisent qu'une ou deux régles de déduction (le modus ponens et
la généralisation),

(2) les systemes de Gentzen (calcul des séquents et déduction naturelle) ou il y a deux regles de
déduction par connective,

(3) la méthode des tableaux ou il y a aussi deux regles de déduction par connective, qui présente
l'avantage sur le calcul des séquents d'éviter des copies de formules.

I1 est beaucoup plus facile de faire des preuves avec les systemes de Gentzen ou la méthode des
tableaux qu'avec un systtme a la Hilbert. Aussi dans I'enseignement de la logique, il serait
préferable d'utiliser les systtmes de Gentzen ou la méthode des tableaux.

La démonstration automatique en logique du premier ordre, est souvent fondée sur la méthode de
résolution, qui peut étre vue comme un quatrieme type de syst¢me formel, avec une seule regle
indiquant comment obtenir un résolvant de deux clauses. Cette méthode présente certains
inconvénients : une preuve obtenue par la méthode de résolution est peu compréhensible et cette
méthode exige un prétraitement des formules qui les rend peu lisibles.

Au contraire, la méthode des tableaux n'exige aucun prétraitement des formules a prouver. Aussi -
est-elle particulierement intéressante comme base d'algorithmes de démonstration automatique (de
préférence aux algorithmes de démonstration automatique fondés sur la méthode de résolution)
dans les trois cas suivants :

(1) pour réaliser des démonstrateurs semi-automatiques (interactifs), I'absence de prétraitement des
formules permettant une interaction plus naturelle entre un démonstrateur et un utilisateur,

(2) quand on veut obtenir d'un démonstrateur non pas la réponse «cette formule est prouvée» mais
une preuve compréhensible de la formule prouvée, :

(3) pour permettre une extension de la méthode aux logiques modales pour lesquelles certains
prétraitements sont impossibles.

Historique

La méthode des tableaux sémantiques a été introduite par [E.W.Beth 59] et [K.J.J.Hintikka 55] .
Nous utilisons la présentation précise qui en faite par [P.B.Andrews 86] ol un tableau est en fait
un arbre de formules, dans lequel tout sommet ayant deux successeurs correspond & une
disjonction et toute branche de l'arbre a une conjonction de formules. Cette méthode est un systéme
formel de déduction correct et complet, beaucoup plus naturel que les « systémes a la Hilbert »,
donc plus adapté a I'enseignement de la logique. Par contre l'utilisation de cette méthode comme



base d'un algorithme de démonstration automatique est moins évidente, parce qu'il est difficile
d'indiquer quand une formule n'est plus nécessaire (dans une stratégie compléte ) pour la suite de

la démonstration. Prenons un exemple.
Pour prouver la validité de la formule Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) on procéde par

réfutation, en supposant que l'on peut satisfaire =(Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) ).
On construit alors I'arbre ci-dessous :

(&) ~(Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) )

(1) Vx(p(x) A q(x)) de (€)
(11) =(Vxp(x) A Vxq(x) ) de (€)
(111) =Vxp(x) de(11)
(1111) —p(a) de (111), a constante
(11111) p(a) A q(a) de (1)
(111111) p(a) de(11111)
(1111111) q(d)  de(11111)
branche fermée par p(a), —p(a)
(112) =Vxq(x) de(11)
(1121) —q(a) de (112), a constante
(11211) p(a) A q(a) de (1)
(112111) p(a) de(11211)
(1121111) q(a)  de(11211)

branche fermée par q(a), —q(a)

On note que la formule Vx(p(x) A q(x)) a été instanciée une fois sur chaque branche, dans des
sommets qui ne sont pas des successeurs immédiats du sommet (1). Pour garder un aspect local 2
chaque étape élémentaire de la preuve, nous préférons une présentation trés proche du calcul des
séquents, qui fait correspondre un sommet a chaque application de régle.

Présentation de la méthode des tableaux sans variables avec regles locales.
Reprenons l'exemple précédent. Dans l'arbre ci-dessous, chaque sommet correspond a
l'application d'une régle. On peut noter que la formule Vx(p(x) A q(x)) apparait au sommet (111) et
qu'elle est recopié€e avec son instance p(a) A q(a) au sommet (1111).



() ~(Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) )
(1) Vx(p(x) A q(x)), =(Vxp(x) A Vxq(x) )
(11) Vx(p(x) A q(x)), =Vxp(x)
(111) Vx(p(x) A q(x)), —p(a)
(1111) Vx(p(x) A q(x)), p(a) A q(a), —p(a)
(11111) Vx(p(x) A q(x)), p(a), q(a), —p(a)
feuille fermée
(12) Vx(p(x) A q(x)), =Vxq(x)
(121) Vx(p(x) A q(x)), —q(a)
(1211) Vx(p(x) A q(x)), p(a) A q(a), —q(a)
(12111) Vx(p(x) A q(x)), p(a), q(a), —q(a)

feuille fermée

Appelons but une liste de formules. Les régles définissent comment réaliser un but en réalisant un
ou deux sous-buts. Ces reégles sont données au paragraphe 1.4.2.1. On peut voir sur I'exemple que
les régles sont écrites de telle sorte qu'un but est insatisfaisable si et seulement si tous ses
sous-buts sont insatisfaisables.

La preuve de Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) est terminée, quand tous les buts obtenus sont
insatisfaisables. La formule — (Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) ) est alors insatisfaisable,
donc Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) est valide.

Dérivation et arbre de dérivation
J'ai essayé€ de séparer clairement les régles logiques utilisées par un démonstrateur automatique et le
contr6le qu'il faut exercer sur I'application de ces regles pour obtenir un démonstrateur complet.

Pour toute formule fermée A, les algorithmes de démonstration automatique du chapitre 1
construisent une dérivation commengant par —A en utilisant les régles données au paragraphe
1.4.2.1.

Par exemple pour la formule Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x), il est possible qu'une exécution
d'un tel algorithme produise la dérivation :

[[=(Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) )]°]

[[Vx(P(x) A q(x)), =(Vxp(x) A Vxq(x) ) 1°]

[[ Vx(p(x) A q(x)), =¥xp(x) 19, [ Vx(p(x) A q(x)), =V¥xq(x) 10 ]
[[ Vx(p(x) A q(x)), =p(cy) 11, [ Vx(p(x) A q(x)), =Vxq(x) 10]



[[ Vx(p(x) A q(x)), =p(cy) 1, [ Vx(p(x) A q(x)), =q(c; ) 11 ]

[[ Vx(p(x) A q(x)), p(c) A q(e1), =p(cy) 1L, [ Vx(p(x) A q(x)), =q(cq) ]! ]

([ Vx(p(x) A q(x)), p(cp) A glcp), =pler) 1, [ Vx(P(x) A q(x)), p(e1) A q(cy), —=q(cy) 11 ]
[[ Vx(p(x) A q(x)), p(cy), q(e1), =p(cy) 1L, [ Vx(p(x) A q(x)), p(cq) A q(cy), —q(cy) 11 ]
[[ Vx(p(x) A q(x)), p(cy), q(c), =p(cy) 1L, [ Vx(p(X) A q(x)), p(cq) A q(cy), —q(cy) 11 ]
[[ Vx(p(x) A q(x)), p(c1), q(e1), =p(ey) 1, [ Vx(p(x) A q(x)), p(cy), q(c), —qlcy) 11 ]

A une dérivation, on associe un arbre de dérivation de la méme maniére que I'on peut associer un
arbre de dérivation a une dérivation dans une grammaire hors-contexte.
A la dérivation ci-dessus correspond 1'arbre

(®) [ ~(Vx(p(x) A q(x)) = Vxp(x) A Vxq(x) ) 10
(1) [ Vx(p(x) A q(x)), =(Vxp(x) A Vxq(x) ) 0
(11) [ Vx(p(x) A q(x)), =V¥xp(x) |0
(111) [ Vx(p(x) A q(x)), =p(cy) ]!
(1111) [ Vx(p(x) A q(x)), p(cy) A q(cy), =p(cy) 1!
(11111) [ Vx(p(x) A q(x)), p(cy), q(cy), —=p(cy) 11
feuille fermée
(12) [ Vx(p(x) A q(x)), =V'xq(x) ]0
(121) [ Vx(p(x) A q(x)), =q(cy) 1!
(1211) [ Vx(p(x) A q(x)), p(c) A q(cy), —q(cy) 11 ]
(12111) [ Vx(p(9) A 40, pley), qlep), =a(ep) 1!

feuille fermée

Un algorithme de démonstration automatique est complet si pour toute formule fermée A, si A est
valide il se termine en annongant que A est valide et si A n'est pas valide il se termine en annongant
que A n'est pas valide ou il ne termine pas.

Une dérivation qui ne se termine pas est équitable si, dans toute branche infinie b de l'arbre qui est
associ€ a la dérivation, il n'y a pas de sommet comportant une formule et sa négation et si toutes
les formules de la branche b ont été dérivées. Nous avons montré qu'un algorithme est complet, si
toutes ses dérivations infinies sont équitables.

Extraction d'un modele
Nous avons €tudi€ completement le cas ot un algorithme de démonstration automatique se termine



en annongant que A n'est pas valide, pour montrer comme il était possible d'extraire un modele de
—A de la derniére étape de la dérivation commencée par —A.
Nous présentons l'arbre de dérivation pour un tel exemple.

(&) [ ~(Vx(p(x) v q(x)) = Vxp(x) ) 1°
(1) [ Vx(p(x) v q(x)), =Vxp(x) 10
(11) [ Vx(p(x) v q(x)), =p(cy) 1!
(111) [ Vx(p(x) v q(x)), p( 1) Vv q(cy), =p(cy) 1!
(1111) [ V1x(p(x) v q(x)), p(cy), —p(cy) 1!
branche fermée

(1112) [ V1x(p(x) v q(x)), q(c), —p(ep) 1!

liste terminale

Le sommet ( 1112) est non dérivable (d'aprés les régles 1.4.2.1). Il définit le mod¢le suivant de la
formule —~(Vx(p(x) v q(x)) = Vxp(x) ) :

domaine c;

base  q(cp), —p(cy)

Skolémisation
La skolémisation d'une formule est une transformation souvent décrite, mais presque toujours mal
expliquée parce qu'elle est présentée comme une transformation qui change une formule A en une
formule universelle B qui a un modéle si et seulement si A a un modele.
Plutdt que de décrire la transformation compléte, j'ai décrit seulement comment on peut enlever
une occurrence positive (resp. négative) d'un quantificateur existentiel (resp. universel) et j'ai pris
modele sur la transformation étoile de [P.B.Andrews 86] pour obtenir des fonctions de Skolem
ayant le nombre minimal d'arguments.
Prenons un exemple :

Vx[p(x) A Jys(y) A =Vy(q(x,y) vIxr(x,y)) ]
Puisqu'il n'y a pas de variable libre dans Jys(y), on change Jys(y) en s(a), ou a est une constante
et on obtient :

Vx[p(x) A s(a) A =Vy(qx,y) vIxr(x,y)) ]
Puisque x est une variable libre de =Vy(q(x, y) Vv VX 1(x, y) ), on substitue f(x) & y dans la
formule (q(x, y) v Vx r(x, y)) , on renomme la variable liée de Vx r(x, y) au cours de la
substitution et on obtient :

Vx[p(x) A s(a) A =(q(x, f(x)) v Iz 1(z, £(x)) ) ].



Méthode des tableaux avec variables libres

I1 est possible d'étendre la méthode des tableaux sans variables libres, pour des formules
comportant des symboles fonctionnels. Il suffit de disposer d'un algorithme pour énumérer les
termes du domaine de Herbrand (appelons t; le i-€me terme énuméré par cet algorithme) et de
prévoir pour le quantificateur universel la régle consistant & remplacer la formule VxA par les deux
formules Vi, 1xA, A[x:=t;,1], l'indice du quantificateur permettant de contrdler que l'on instancie
une et une seule fois toute formule universelle sur tout le domaine de Herbrand. 1l est clair que cette
méthode de démonstration automatique est déraisonnable, et la méthode des tableaux avec
variables libres a été introduite par [M.Fitting 88] pour éviter cette énumération systématique du
domaine de Herbrand grace a I'emploi d'algorithmes d'unification.

Cette méthode est exposée par Fitting avec les régles non locales traditionnelles et mon premier
travail a ét€ de changer cette présentation. Appelons but une liste de formules et tableau une liste de
buts, les régles sont décrites comme un moyen de dériver un tableau d'un autre tableau. A un but
on associe la conjonction de ses formules et a un tableau on associe la disjonction des formules

associées a ses buts.

Avec cette nouvelle facon de voir la méthode des tableaux, il devient facile, contrairement a
[M.Fitting 90] de prouver la correction de la delta-régle et aussi de l'améliorer : cette réegle
est simplement 1'élimination (skolémisation) d'un quantificateur existentiel (resp. universel)

d'occurrence positive (resp. négative) de la formule associée a un tableau.

Mes algorithmes de démonstration automatique construisent des dérivations, c'est-a-dire des suites
de tableaux. Comme dans la méthode des tableaux sans variables, j'associe un arbre de dérivation a
une dérivation. Une dérivation qui ne se termine pas est équitable si toute branche b de I'arbre qui
est associ€ a la dérivation est complete (c'est-a-dire b est infinie ou I'extrémite de b est étiquetée par
une liste de formules non dérivables). J'ai montré qu'un algorithme est complet si toutes ses
dérivations sont équitables.



Chapitre 1
Méthode des tableaux sans variables libres

Dans ce chapitre, nous analysons la méthode bien connue des tableaux sans variables libres avec
une présentation nouvelle.

Un tableau est pour nous une liste de buts a satisfaire (un but étant une liste de formules) et les
regles permettent de remplacer un de ces buts par un ou deux nouveaux buts.

Pour établir la validité d'une formule A, nous partons du but —A a satisfaire et nous arrétons la
construction des buts quand nous arrivons a une liste de buts manifestement insatisfaisables
(chaque but comportant une formule et sa négation).

Au début de ce chapitre (cf 1.1, 1.2, 1.3) nous présentons un systeme formel, procédant par
réfutation, dont nous prouvons la cohérence et la complétude. Ce systeme peut tre vu comme un
calcul des séquents, avec des séquents de conséquents vides et d'ailleurs toute réfutation dans ce
systeme peut €tre traduite sans difficulté en une preuve dans le calcul des séquents.

Ce systeme formel comporte deux reégles structurelles : la régle d'échange et la régle de contraction
mais aucune regle d'affaiblissement. Nous prouvons que la régle d'affaiblissement est une regle
dérivée du systeme.

Dans le paragraphe 1.4.1, nous remplagons la régle de contraction et la régle d'introduction du V,
par une régle (CV) regroupant une contraction(C) et une introduction du V.

La complétude de ce nouveau systéme résulte de la complétude (prouvée) des algorithmes de
démonstration que nous présentons. Je suis persuadé que cette preuve de complétude ne peut €tre,
contrairement a celle du systéme avec regle de contraction, que de nature constructive : il faut
montrer comment contrdler 1'emploi de cette nouvelle regle.

Dans le paragraphe 1.4, nous présentons des classes d'algorithmes de démonstration automatique
corrects et complets (cf 1.4.2.8) plutdét qu'un algorithme particulier. Nous séparons le plus
clairement possible les regles logiques (cf 1.4.2.1) utilisées par un algorithme et le contréle qu'il
faut exercer sur I'enchainement de régles pour que 1'algorithme soit complet.

Un algorithme est complet s'il construit des dérivations équitables. Pour décrire ce que nous
entendons par dérivation équitable, nous associons a une dérivation (la liste de listes de buts
construite par l'algorithme) un arbre de dérivation dont la construction est anologue a celle de



l'arbre de dérivation associé & une dérivation dans une grammaire hors-contexte.

L'arbre de dérivation peut étre infini, et I'ensemble des dérivations équitables est défini par une
condition portant sur les branches infinies de cet arbre (cf 1.4.2.13).

Nous donnons deux moyens effectifs de produire des dérivations équitables (ces moyens sont
décrits en 1.4.2.10 et prouvés corrects en 1.4.2.19).

Lorsqu'un démonstrateur automatique a pour donnée une formule fermée A non valide, il est
capable s'il s'arréte de produire un modele de —A. Nous avons décrit de fagon précise (cf
1.4.2.18) comment exhiber ce modéle a partir de 1'état final du démonstrateur.

Ce travail est né de l'insatisfaction ressentie 4 la lecture du livre de [J.Gallier 86] ou la séparation
entre régles et contrdle des régles n'est pas faite, et du livre de [M.Fitting 90] oli manque la rigueur
dans les preuves.

Avant d'écrire ce chapitre, j'ai écrit un prototype de démonstrateur automatique, qui m'a servi pour
vérifier que les formules dont je demandais aux étudiants de prouver la validité, étaient bien
valides, et pour trouver (quand le démonstrateur avait la bonne idée de se terminer pour la donnée
A non valide) un modéle de la formule —A.

J'estime qu'apres 1'étude de ce chapitre, il est possible de réaliser sans difficultés (par un étudiant
en informatique du niveau DEA) des maquettes de démonstrateurs utiles pour l'enseignement de la
logique avec les caractéristiques suivantes :

(1) parametrage du contrdle des régles, tout en obtenant des algorithmes complets

(2) pour une donnée A qui est une formule valide, le démonstrateur fournit une réfutation de —A
dans le systéme formel 1.3, éventuellement traduit cette réfutation en une preuve de A dans le calcul
des séquents, ou dans le calcul de la déduction naturelle [G.Gentzen 55]

(3) pour une donnée A qui n'est pas valide, le démonstrateur fournit, s'il se termine, un modéle de
la formule —A.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les seules opérations A, —, V pour simplifier les
démonstrations et €viter les notations peu intuitives de [M.Fitting 90]. Mais il est clair que pour
rendre les démonstrateurs efficaces, il faut ajouter des régles pour toutes les opérations logiques
usuelles ( &, v, =, 3 ) ainsi que des régles dérivées (cf 3.2).

Dans la méthode des tableaux sans variables libres, les buts sont indépendants les uns des
autres et le parall¢le que nous avons fait ci-dessus avec les grammaires hors-contexte peut nous
inspirer aussi dans la programmation d'un démonstrateur récursif trés simple dont le schéma est
décrit en pseudo-Pascal par la fonction insatisfaisable qui a pour spécification :

insatisfaisable (X) = vrai si et seulement si le but X est insatisfaisable



insatisfaisable (X) = faux si X est satisfaisable et si le calcul de la fonction se termine

fonction insatisfaisable (X : but) : boolean ;
varY,Z :but;
debut
si X est fermée alors insatisfaisable := vrai
sinon si X est terminale alors satisfaisable := faux
sinon
debut
si X produit Y (par une des régles —, A, CV, V)
alors insatisfaisable := insatisfaisable (Y)
sinon si X produit Y et Z (par la régle —A) alors
si insatisfaisable(Y) alors insatisfaisable := insatisfaisable (Z)
fin
fin



1.1 Sens des formules

Nous utilisons généralement les notations de [R.Lalement 90] avec quelques divergences mineures.
Nous ferons de brefs rappels de ces notations et nous renvoyons a l'ouvrage cité pour tout
complément.

Notation 1.1.1 (dénotation d'une formule logique)

Rappelons ce que nous entendons par le sens d'une formule logique.

Soit X une signature, c'est a dire un ensemble Z¢ de symboles de fonctions et un ensemble X, de
symboles de relations.

Soit R une Z-algebre (autrement dit une interprétation des symboles de fonctions et relations) de
domaine A.

Soit X un ensemble de variables.

Tx[X] est I'ensemble des Z-termes dont les variables sont éléments de X et dont les symboles de
fonctions sont éléments de Zy.

Ly[X] est I'ensemble des Z-formules logiques dont les variables sont éléments de X et dont les
symboles de fonctions et de prédicats sont éléments de X.

Soit t un terme. R(t) est une application de AX dans A qui est le sens du terme t.

Soit o une formule. R (o) est une application de AX dans {0,1} qui est le sens de la formule o.
Soit ¢ une application de X dans A. ¢ est appelée une valuation dans le cas général et une
substitution quand A = Ty[X].

La valeur du terme t dans l'alggbre & et pour la valuation G est notée R (1) : cette valeur est
élément de A.

La valeur de la formule o dans l'algebre & et pour la valuation G est notée R(0)o : cette valeur est
€lément de {0, 1}.

L'algébre R est un modele de la formule ¢ si pour toute valuation 6, on a R(o)o = 1.

Nous considérons des systémes formels pour les formules dont les connectives sont A et — et le
quantificateur V. Toutes les autres connectives et le quantificateur 3 sont considérés comme étant
définis a partir de A, -, V.

Dans la suite, il ne sera plus fait mention de I'ensemble X des variables, que 1'on suppose une fois
pour toute comme étant un ensemble infini dénombrable.
1.2 Le principe de Smullyan

Nous présentons un résultat de logique, le principe de Smullyan, qui généralise les méthodes
utilisées dans les preuves de complétude de la logique du premier ordre.
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Propriété de cohérence

Soit Z une signature et I" une propriété des ensembles de Z-formules fermées, c'est-a-dire un

ensemble d'ensembles de Z-formules fermées.

I" est un propriété de cohérence (pour X) si I est fermée pour les sous-ensembles, c'est-a-dire
siSeTetTE SalorsTe T’

et si pour tout S € I’ les conditions suivantes sont vérifiées par les formules A et B

(a) il n'y a pas de formule atomique Atelque Ae Set—~A e S

(b) si——A e Salors SU {A} el

(c)siAABe SalorsSU{A,B}e I’

dsi—~(AAB)e SalorsSU{—-A}eTouSuU{-B}eT

(e) si VXA € S alors pour tout terme fermét, S U {A[x:=t]} e T’

(f) si =VxA € S alors pour toute constante c, qui ne figure pas dans S, S U {—A[x:=c]} e T

Le principe de Smullyan :

Soit X une signature, et C un ensemble disjoint de 1'ensemble des symboles de X et de méme
cardinalité que 1'ensemble des Z-formules.

Soit ZC la signature obtenue en ajoutant 2 la signature I, les symboles de C pris comme
constantes.

Soit I" une propriété de cohérence pour la signature XC.

Si S est un ensemble de formules fermées, ne comportant pas les nouvelles constantes et si S € I’
alors S a un modele dont le domaine est 'ensemble des XC-termes fermés.

preuve : cf [P.B.Andrews 86]

1.3 Un systeme formel pour les tableaux sans variables libres.

Nous décrivons un systeme formel, trés analogue au systeme des tableaux présenté par [M.Fitting
90], qui permet de dériver une liste de formules fermées a partir d'un ensemble de listes de
formules fermées.

Nous désignons les formules par les lettres A, B, C et les listes de formules par les lettres X, Y, Z.
A une liste de formules Aj, Ap, ...A; on associe la formule AjA AjA .. Aj, et 2 la liste vide on
associe la formule faux. Dans la suite, nous confondons une liste de formules et la formule qui est
associée a la liste.

Les axiomes sont les listes de formules de la forme :
A, —-A X
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Remarquons que les axiomes sont insatisfaisables, ce qui est normal, car le syst¢éme procéde par
réfutation.
Les regles logiques permettent de dériver une liste de formules fermées a partir d'une ou deux listes

de formules fermées :
A X A,B, X -A,X —-B, X
(= —_— (=A)
——A, X AAB, X -(A AB), X
Alx:=t], X —-Alx:=c], X
(V) testun terme fermé (V) c est une constante qui ne doit pas
VxA, X —VxA, X figurer dans VxA, X

Les regles structurelles permettent d'échanger deux formules et de fusionner deux formules

identiques.
X,A,B,Y ALA X
(échange) (contraction)
X,B,A Y A X

On remarque qu'il n'y a pas de régle d'affaiblissement. Le lemme 1.3.2 montre que cette régle
n'est pas indispensable dans ce syst¢me formel.

Soit I" un ensemble de listes de formules et X une liste de formules.

X est réfutable a partir des hypothéses I', ce qu'on note I' |- X, s'il y a une liste de listes de
formules Yy, ... Y, telle que X = Y, et dans laquelle toute liste Y; de formules est un axiome, un
liste €lément de I ou une liste obtenue par application d'une régle a des listes Yjouj<i

Lorsque I = @, on dit que X est réfutable et on note cette situation par |- X.

Définition 1.3.1
Soient S et T deux listes de formules. S est contenu dans T (S € T) si toute formule de la liste S
est une formule de la liste T.

Lemme 1.3.2
Supposons que la signature utilisée comporte une infinité dénombrable de constantes.
Si |- S etsilaliste S est contenue dans la liste T alors |- T.
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preuve :
Supposons que S est réfutable et que S est contenu dans T.

11 existe une liste X, obtenue griace a des régles de contraction et d'‘échange appliquées a S, qui
comporte toutes les formules de S sans répétition.

Puisque S est réfutable, alors X est réfutable.

Puisque X est contenue dans T et que X est sans répétitions, il y a une liste U permutation de T et
une liste V tels que:

U=X,V

Puisque T est obtenue par des régles d'échanges a partir de U, nous avons :

MUET

Pour obtenir a partir de la réfutation de X, une réfutation de U (donc de T), il ne suffit pas d'ajouter
V a droite de toutes les listes de formules de la réfutation de X. En effet cette transformation ne
préserve pas les conditions d'application de larégle (V).

Soit Xy, ...X, la réfutation de X, montrons que :
(2) il y a une réfutation de X dans laquelle les constantes ¢ introduites par la régle (—V) ne sont pas
des constantes de V.

Appelons renommage des constantes, une application (non necessairement bijective) de I'ensemble
des constantes dans lui-méme.

Un renommage est étendu aux formules fermées et aux listes de formules fermées.

Le domaine d'un renommage s est I'ensemble des constantes c telles que s(c) # c.

Pour tout entier i (i = 1), s; est un renommage des constantes.

Le renommage s; est l'identité sur I'ensemble des constantes.

Par récurrence on montre que :

(3) si(X1), ... 5i(Xj) est une réfutation de Xj, le domaine de s; est inclus dans I'ensemble des
constantes de X1, ...Xj_; et les constantes choisies a chaque application de la regle (—V)
dans la réfutation s;(X1), ... 5;{(X;) ne sont pas des constantes de V.

La propriété (3) est vraie pour i = 1. Prouvons la pour i+1.
Si X, est obtenu par une quelconque des regles sauf (—V), on pose
Si+1 = sj et il est clair alors que la propriét€ (3) est vérifiée pour i+1.
Si X1 = VXA, Y et que Xjy; a €t€ obtenu & partir de X; = —A[x:=c], Y avec j <i,
puisque par hypothése de récurrence, s; ne modifie pas les constantes de Xy (ou k 2 1), et
puisque A et Y apparaissent dans Xj, , nous avons : si(Xj) = Alx:=5i(0)], Y.
Si la constante s;(c) ne figure ni dans V, ni dans X, ; alors on pose
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Si+1 = S; et il est clair alors que la propriété (3) est vérifiée pour i+1.

Si la constante s;(c) figure dans V ou dans X, ;, on choisit une nouvelle constante d, qui ne
figure ni dans V ni dans s;(Xy), ... s;(X}) ni dans Xj, 1 et I'on pose s;,; = sj[c:=d].
Puisque c figure dans Xjavec j <iet pas dans X;,; (vu la condition d'application de la
regle (—V), le domaine de s;, est inclus dans I'ensemble des constantes de Xj,...X; .
Puisque d ne figure pas ni dans s;(X1), ... 5{(Xj), alors s;,1(X1), ... 5i+1(X;) est une
réfutation.

Puisque si,1(X;) =— A[x:=d], Y et que s;;1(Xj41) = Xjy1 = VxXA,Y il en résulte que
8i+1(X1)s ... 8i4+1(Xj+1) est une réfutation de X;, ;.
A cause du choix de la constante d, on peut aussi affirmer que les constantes ¢ choisies a
chaque application de la régle (—V) dans la réfutation s;,1(Xy), ... 5;41(Xj+1) ne sont pas
des constantes de V.

Ce qui termine la preuve par récurrence de la propriété (3).

La propriété (2) est une conséquence immédiate de la propriété (3).

D'apres la propriété (2), il y a une réfutation Y;,...Y, de X dans laquelle les constantes c
introduites par la régle (—V) ne sont pas des constantes de V.

Posons U; = Y;, V, il est clair que Uy, ...U,, est une réfutation de X,V = U.

Par suite U est réfutable et puisque d'aprés (1) U |~ T nous avons |- T.

On note que dés I'énoncé du théoréme ci-dessous, on a identifié une liste de formules et la formule
associée a la liste. Si I'on tient a éviter cette identification, il faudrait dire :
la formule associée a X est insatisfaisable si et seulement si X est réfutable.

Théoreme 1.3.3 (complétude du systéme formel)
Soit X une liste de formules fermées.
X est insatisfaisable si et seulement si X est réfutable.

preuve : _
(1) Si X est réfutable alors X est insatisfaisable

(1.1) Si une liste de formules en bas d'une regle est satisfaisable, il en est de méme pour la liste en
haut de la régle (pour les régles ——, A, V, =V, échange, contraction) et pour 1'une des deux
listes en haut de la régle —A.

Prenons I'exemple de la régle dont le tableau du bas est —=VxA, X.

Supposons que 1'algébre $t et la valuation s satisfont toutes les formules de la liste —VxA, X.

Il y a un élément a du domaine de R tel que R(—A)s[x:=a] = 1.

Soit &' l'algebre identique & R, sauf pour la constante ¢ qui a dans R' la valeur a.
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Puisque c ne figure ni dans la formule A, ni dans Y, nous avons :
pour toute formule B de la liste Y, R'(B)s = R(B)s = 1
R'(=A[x:=c])s = R'(=A)s[x:=a] = R(—A)s[x:=a] = 1

Par suite R' satisfait ~A[x:=c], Y.

Les axiomes étant insatisfaisables, on déduit de facilement de (1.1) que si X est réfutable alors X
est insatisfaisable.

(2) Si X est insatisfaisable alors X est réfutable.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que la signature X des formules de la liste X est
finie. .
Soit C un ensemble infini dénombrable disjoint de I'ensemble des symboles de X.
Soit ZC la signature obtenue en ajoutant i la signature X, les symboles de C pris comme
constantes.
Soit I" 1a classe d'ensembles de formules définie par :
I" = {S | aucune liste de formules de S n'est réfutable}

Pour prouver (2), il suffit de montrer que I est une propriété de cohérence (cf 1.2) pour XC.

En effet supposons que X n'est pas réfutable.

L'ensemble des formules de X est élément de I'. En effet, si une liste de formules de X était
réfutable, d'apres le lemme 1.3.2, X serait réfutable.

D'apres le principe de Smullyan (cf 1.2), il en résulte que X a un mod¢le, donc que X est
satisfaisable.

Montrons que I est une propriété de cohérence.
Du lemme 1.3.2, il résulte que I est fermée pour les sous ensembles.
La condition (a) est triviale.
Vérifions la condition (b).
Supposons que ——A € SetSe 'maisque SU {A} ¢ T.
Il y a une sous-liste X de S U {A} qui est réfutable. :
Soit A,Y une liste sans répétition composée des mémes formules que A,X (donc les
formules de la liste Y sont éléments de S).
D'apres le lemme 1.3.2 la liste A,Y est réfutable donc 1a liste ——A, Yest réfutable grace a
la regle (——).
C'est impossible puisque —=——A,Y est une liste de formule de S.
Vérifions la condition (c)
Supposonsque AABe SetSe I'maisque SU {A,B} ¢ T
Il y a une sous-liste X de S U {A, B} qui est réfutable.
Soit A, B,Y une liste sans répétition composée des mémes formules que A, B, X (donc les
formules de la liste Y sont éléments de S).
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D'apres le lemme 1.3.2 la liste A, B,Y est réfutable donc la liste A A B, Y est réfutable grice a
laregle (A).
C'est impossible puisque A A B,Y est une liste de formules de S.

Vérifions la condition (d)
Supposons que -(AAB)e SetSe I'maisque SU{—-A}eTet SU{-B}e T
I1y a une sous-liste X de S U {—A} qui est réfutable et une sous-liste Y de S U {—B} qui est
réfutable.
Soit —A, X' une liste sans répétition composée des mémes formules que —A, X (donc les
formules de la liste X' sont éléments de S).
Soit —B, Y' une liste sans répétition composée des mémes formules que —B, Y (donc les
formules de la liste Y' sont éléments de S).
D'apres le lemme 1.3.2 chacune des listes —A, X', Y' et =B, X', Y' est réfutable donc la
liste =(A A B), X', Y' est réfutable grace a la régle (—A).
C'est impossible puisque —(A A B), X', Y' est une liste de formules de S.

On peut vérifier de facon analogue les conditions () et (f).

1.4 Démonstration automatique avec les tableaux sans variables libres
1.4.1 Systeme formel adapté a la démonstration automatique

Lorsqu'on fait une démonstration (automatique ou non), on part généralement de la formule a
prouver et on trouve la preuve de la formule avec des régles ainsi formulées :

pour prouver A, il suffit de prouver les sous-buts B et ... B,
C'est ainsi que sont par exemple rédigées les tactiques de MacLogic [R.Dyckhoff 90] ou les régles
du systeme Nuprl [R.L.Constable 86].
Cette manicre de voir correspond a une lecture de bas en haut des régles précédentes (cf 1.3) ot au
lieu de prouver, on cherche des réfutations :

pour réfuter —(A A B), X il suffit de réfuter —A, X et =B, X.

On voit immédiatement qu'en retournant les régles, la régle de contraction pose un probléeme
puisqu'elle « réduit » la réfutation de A, X a cellede A, A, X..
Aussi, la régle de contraction et la régle (V) sont remplacées par la régle dérivée obtenue par
application d'une contraction et d'une régle (V).

Alx:=t], VxA, X
(CV) ot t est un terme fermé

VxA, X
Le systeme formel obtenu avec ce remplacement est aussi complet [J.Gallier 86].

1.4.2 Démonstrateur automatique
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Les formules que nous traitons sont des formules fermées, sans symboles fonctionnels (sauf des
constantes).

Cette restriction a deux raisons :

(1) sans algorithme d'unification, il est impossible d'obtenir un démonstrateur efficace admettant
des symboles fonctionnels (le chapitre 3 remédie a ce probleme)

(2) a cause de l'absence de symboles fonctionnels, quand un démonstrateur se termine avec pour
donnée une formule fermée A non valide, il est possible de produire un modele fini de —A.

Les constantes sont toutes éléments de la liste c; (ot i€ N - {0}).

Les formules universelles peuvent étre accompagnées d'un indice entier :

VoxA oun e N - {0} signifie qu'on a déja appliqué n fois la régle (CV) présentée ci-dessus en
créant les instances A[x:=c{], ...A[x:=cp].

Les listes de formules sont accompagnées d'un exposant entier : X?oun e N.

Le démonstrateur est présenté sous forme de reégles appliquées a des listes de listes de formules
désignées par les lettres I', A, IT, .
Les listes de formules sont comme précédemment (cf 1.3) interprétées comme des conjonctions.

Définition 1.4.2.1
Soienti,k € N.
I" produit A dans les cas suivants :

(=—) T =11, [X, =AY, ¥ A=TL[X, A, Y]}, ¥
——A est la formule dérivée par la régle et A est 1a formule produite par la regle

(A F=I[X,AAB, Y, ¥ A=T1L [X, A, B, YIL,¥
A A B est la formule dérivée par la régle, A et B sont les formules produites par la regle

(=A) T'=IL[X, (A AB), Y], ¥ A =TI, [X, —A, Y1, [X, =B, Y]i, ¥
—(A A B) est la formule dérivée par la régle, —A et —B sont les formules produites par
laregle

(V) T =11, [X, -VxA, YI, ¥ A =TI, [X, —A[x:=ciy 1], YIi*1, ¥
—VxA est la formule dérivée par la régle, —A[x:=c;,1] est la formule produite par la regle

(CV) Si la formule universelle n'est pas indicée
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I'=11, [X, VxA, Y]O, ¥ A=T1, [X, VixA, Alx:=c;], Y], ¥
VXA est la formule dérivée par la régle, V1xA, A[x:=c;] sont les formules produites par

laregle
aveci>0
=11, [X, VxA, YI, ¥ A =TI, [X,VixA, Alx:=c{], YIi, ¥
VXA est la formule dérivée par la régle, VxA, A[x:=c,] sont les formules produites par
laregle
Si la formule universelle est déja indicée et si k < i
=11, [X, VixA, YIi, ¥ A =TI, [X, Vi XA, Alxi=cp ], YIL ¥

VxA est la formule dérivée par la regle, Vy,1xA, A[x:=cy, ;] sont les formules produites
par laregle

SoitZ=[X, A, Y]i une liste de formules et A une formule. La formule A n'est pas dérivable (pour
la liste Z) si la formule A est un littéral ou une formule universelle d'indice i.

Définition 1.4.2.3
Une liste de formules est fermée si elle comprend une formule et sa négation.
Une liste de listes de formules est fermée si toutes ses listes de formules sont fermées.

Définition 1.4.2.4
Soit A une formule fermée sans symboles de fonctions et comportant les seules constantes c;, «.Ck
ouk=0.
Un dérivation de A est une suite I', I';, ... de listes de listes de formules telle que
Fo=[[-AlX]
pour toutie N, I'; produit T,

Nous vérifions immédiatement qu'une dérivation de A, n'est autre qu'une réfutaion de —A dans le
systeme formel 1.3 '

Lemme 1.4.2.5

Soit A une formule fermée sans symboles de fonctions, non indicée et comportant les seules
constantes cy, ...cx ou k 2 0.

S'il y a une dérivation I'y, 'y, ... de A telle qu'il existe i avec I'; fermée, alors —A est réfutable
dans le systeme 1.3 et A est valide.

preuve :
Par récurrence sur i on prouve que si la liste de formules Xk est élément de T toutes les constantes
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apparaissant dans les formules de XX sont dans 1'ensemble de constantes ¢y, ...Ck.
Par suite lorsqu'on applique la régle de dérivation

(=V) T =11, [X, =VxA, YIK, ¥ Tip1 =10, [X, sA[x:=Cy41], YIKHL, ¥
la constante cy, n'apparait pas dans la liste de formules [~VxA, X]k.

Puisque les regles (1.4.2.1) sont (2 une permutation preés des listes de formules) les régles du
systéeme formel 1.3 et que la contrainte de la régle (—V) est respectée, il en résulte que si
l'algorithme s'arréte avec I'y fermée (c'est a dire une liste d'axiomes du systeéme formel 1.3),ily a

une réfutation de la formule —A dans le systéme formel 1.3.
D'apres le théoréme 1.3.3, il en résulte que —A est insatisfaisable, donc que A est valide.
Exemple 1.4.2.6

Soit A la formule =(Vx( P(x) A Q(xX) ) A = (VXP(Xx) A VxQ(x) )).
Nous présentons une dérivation de A.

[[= —(Vx( P(x) A Qx)) A= (VxP(x) A VxQ(x))) 1]

[[ (Yx(P() A Q(x)) A= (VXP(x) A VxQ(x))) 1]

[[ VX(P(x) A Q(x) ), = (VxP(x) A VxQ(x)) 1]

[[ Vx( P(x) A Q(x) ), =VxP(x)]0, [ Vx(P(x) A Q(x) ), =VxQ(x)]°]

([ Vx(P(x) A Qx) ), =P(cy) L, [ Vx(P(x) A Q(x) ), =7xQG)]

[[ V1x(P&) A Q(x) ), Pcy) A Qey), =P(ep) 1, [ VX(P(x) A Q(x) ), =VxQ(x)17]

[[ V1x(P(x) A Q(x) ), P(cy) » Q(cy), —P(cy) 11, [ VX(P(x) A Q(x) ), =VxQ(x)1]

nous arrétons ici avec la premiére liste de formules fermées, car il est évident qu'il est est possible

de la méme maniére de fermer la deuxieme liste.
Par conséquent la formule A est valide.

Définition 1.4.2.7

Une liste de formules est terminale si elle n'est pas fermée et si elle ne comprend que des formules
non dérivables.

Une liste de listes de formules est terminale si au moins une de ses listes de formules est terminale.
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Avant d'écrire des algorithmes de démonstration automatique, nous précisons les spécifications
auxquelles ces algorithmes doivent obéir. -
Nous avons repris & notre compte la terminologie de [G.S.Boolos, R.C.Jeffrey 74] p124.

Définition 1.4.2.8

Soit P un algorithme de démonstration automatique pour la logique du premier ordre.

L'algorithme P est correct si, pour toute formule fermée A, il vérifie :

lorsqu'il se termine en déclarant que A est valide, alors A est effectivement valide.

L'algorithme P est complet si, pour toute formule fermée A, il vérifie :

lorsque A valide, il se termine en déclarant que A est valide et lorsque A n'est pas valide, il se
termine en déclarant que A n'est pas valide ou il ne se termine pas.

Plutdt que de définir un algorithme de démonstration automatique, nous présentons une classe
d'algorithmes. Tout algorithme de cette classe construit une dérivation équitable.
Informellement une dérivation équitable est une dérivation dans laquelle, toute formule élément
d'une liste non fermée est dérivée.

Classe d'algorithmes 1.4.2.9

Soit A une formule fermée sans symboles de fonctions, non indicée et comportant les seules
constantes Cq, ...cx oi k = 0.

On construit une dérivation équitable Iy, I'y, ... de la formule A et on s'arréte deés que la liste T
est fermée ou terminale.

Si lors de 1'arrét I’ est fermée, on indique que A est valide (on peut alors fournir une réfutation de
—A dans le systeéme 1.3) sinon lors de l'arrét on indique que A n'est pas valide (on peut alors
fournir un modéle satisfaisant —A).

Remarquons immédiatement que tout algorithme de cette classe est correct. En effet si un
algorithme de cette classe se termine en indiquant que A est valide alors il y une dérivation de A qui
termine par une liste I" fermée de liste de formules.

Donc d'apres le lemme 1.4.2.5, A est effectivement valide.

Avant de définir formellement ce qu'est une dérivation équitable, nous donnons un moyen de
construire une dérivation équitable, pour montrer au lecteur qu'il est facile de fabriquer une telle
dérivation (mé€me si la définition de 1'équitabilité n'est pas tout & fait simple) et pour essayer de le
convaincre qu'il existe bien un algorithme dans la classe d'algorithmes ci-dessus.
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Construction d'une dérivation équitable 1.4.2.10
On suppose que 1'on peut marquer les formules.
Soit A une formule fermée sans symboles de fonctions, non indicée et comportant les seules
constantes Cy, ...cx ou k = 0.
Soit Iy, ...I'; 1a partie déja construite d'une dérivation de A. Supposons que I'j n'est ni fermée ni
terminale. La liste I';4 1 est construite en quatre étapes successives :
(1) Choisir dans I'j une liste Z non fermée de formules.
Puisque I'; n'est pas fermée, un tel choix est possible.
(2) Si toutes les formules de Z sont marquées ou ne sont pas dérivables alors enlever les
marques.
(3) Choisir dans la liste Z une formule A qui est dérivable et non marquée.
Puisque I'; n'est pas terminale, Z comprend une formule dérivable, donc apres 1'étape (2)
il y a dans Z une formule dérivable et non marquée et le choix de A est possible.
(4) Appliquer la regle de dérivation (cf 1.4.2.1) correspondant a A, et marquer les formules
produites par la regle.

Remarque : Ce n'est évidemment pas la seule maniére de produire de produire une dérivation
équitable. Nous en indiquons immédiatement une autre, marquer seulement la formule universelle
produite dans le cas de l'application de la regle (CV) c'est-a-dire remplacer I'étape (4) par
(4") Appliquer la régle de dérivation (cf 1.4.2.1) correspondant a A, et marquer la formule
universelle produite quand cette régle est la régle (CV).

Définition 1.4.2.11 (arbre de dérivation)

Un domaine d'arbre est un sous ensemble D de (N-{0})* fermé pour les préfixes et tel que
siu.(i+l)e D etsii>0alorsu.ie D.

Un arbre de dérivation est une application d'un domaine d'arbre dans 1'ensemble des listes de
formules.

Soit T un arbre de dérivation et u un élément de son domaine : u est appelé un sommet de 1'arbre et
T(u) est I'étiquette du sommet u.

Soit A une formule fermée sans symboles de fonctions, non indicée et comportant les seules
constantes Cy, ...cg ouk 2 0.
A une dérivation de A, on associe un arbre qui montre la structure de la dérivation.

Soit I'y, I'y, ... une dérivation de A. On associe une suite d'arbres T; a cette dérivation, cette
association étant définie par récurrence sur i.

AT = [[-AJK] on associe l'arbre T ayant un seul sommet d'étiquette [~AJX.

Supposons que T; est un arbre associé a la dérivation I'g, ...I'; et que la liste des étiquettes des
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feuilles de T; est I';.

Si I'j;1 est obtenu en remplagant dans I'j la k-iéme liste de T par la liste Y, alors 1'arbre Tj, ; est
obtenu en ajoutant a la k-i€me feuille u de Tj, le successeur ul avec 'étiquette Y.

SiTj4; est obtenu en remplagant dans I la k-iéme liste de I par les listes Y et Z, alors l'arbre T;,
est obtenu en ajoutant a la k-ieme feuille u de Tj, les deux successeurs ul et u2 avec les étiquettes
respectives Y et Z.

A la dérivation finie I, ... I';, on associe 1'arbre T = T;,.
A la dérivation infinie I'g, I'y, ... on associe I'arbre T=U{ T;lie N }

Exemple 1.4.2.12
A la dérivation présentée a 'exemple 1.4.2.6 correspond l'arbre ci-dessous dont la structure est
indiquée par la disposition et le nom des sommets.

® [~ =(Vx(P(X) A QX)) A= (VXP(x) A VxQ(x)) )]0
(D) [YX(Px) A QX)) A= (VXP(x) A VxQ(x)) ) 1
(11) [ Vx(P(x) A Q(x) ), = (VXP(x) A VxQ(x) ) 1
(111) [ VX(P(x) A Q(x) ), =VxP(x) 10
(1111) [ Vx(P(x) A Q(x) ), =P(cy) ]!
(11111) [ V1x(P(x) A Q%) ), P(c1) A Q(cy), ~P(ey) 1*
(112) [ Vx(P(x) A Q(x) ), =¥xQ(x) ]°

A T'aide de la définition d'un arbre de dérivation, il nous est possible de définir une dérivation
équitable.

Définition 1.4.2.13 (dérivation équitable)

Soit T un arbre de dérivation.

Une branche est un chemin issu de la racine de 1'arbre, soit ayant pour extrémité une feuille, soit
infini.

L'ensemble des formules d'une branche est I'ensemble des formules qui sont éléments des listes
étiquettes des sommets de la branche.

Une formule est sur une branche si elle est €lément de I'ensemble des formules de la branche.

Une dérivation est équitable lorsque I'arbre T qui lui est associ€ vérifie les propriétés suivantes :
(1) Aucun sommet d'une branche infinie n'est étiquetée par une étiquette fermée
(2) L'ensemble H des formules de toute branche b infinie vérifie les conditions suivantes pour
toutes formules A et B et toute variable x :

(@) si——A e HalorsAe H

i)



(b)siAABe Halors Ae HetBe H

(c)sin(AAB)e Halors—-Ae€ Hou—-Be H

(e) si =VxA € H alors il existe un entieri tel que 0 <iet-A[x:=c;] € H
(f) si VxA e H alors pour tout entieri tel que 0 <i ona A[x:=c;] e H

Nous voyons dans la suite que I'ensemble des formules d'une branche infinie d'un arbre associé a
une dérivation équitable est un ensemble d'Hintikka, donc a un mod¢le.

Définition 1.4.2.14 (ensemble d'Hintikka)
Soit Z une signature. Un ensemble H de X-formules fermées est un ensemble d'Hintikka
(relativement & la signature ), si H vérifie les propriétés (1) et (2) suivantes :
(1) Il n'existe pas de formule atomique A telleque A€ Het—A € H.
(2) pour toutes les formules A et B et toute variable x :
(@ si——A e HalorsAe H
(b)siAABe Halors Ae HetBe H
(c)si=(AAB)e HalorsmAe Hou—-Be H
(d) si =VxA € H alors il existe un Z-terme fermé t tel que —A[x:=t] € H
(e) si VxA e H alors pour tout Z-terme fermé t, on a A[x:=t] € H

Lemme 1.4.2.15 (lemme d'Hintikka)

Soit Z une signature comportant au moins une constante (il y a donc au moins un terme fermé).
Tout ensemble H de formules qui est un ensemble d'Hintikka pour cette signature a un modéle de
Herbrand, c'est-a dire un modele dont le domaine est l'ensemble des Z-termes fermés et dont la
base est 'ensemble des formules atomiques €léments de H.

preuve : cf [M.Fitting 90] p 112.

Lemme 1.4.2.16

Soit T un arbre de dérivation et b une branche finie dont le dernier sommet est étiqueté par la liste
terminale de formules XP. L'ensemble des formules de la branche b a un modéle ayant pour
domaine cy, ...c, (si n > 0) et c; (si n = 0) et pour base I'ensemble des formules atomiques de Xn.

preuve :
Soit H I'ensemble des formules de la branche b.
(1) L'ensemble des constantes apparaissant dans H est cq, ...c.
En effet dans la preuve du lemme 1.4.2.5 nous avons déja remarqué que :
(a) les seules constantes apparaissant dans les formules de X" sont ¢y, ...Cj, .
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11 est facile de vérifier que :
(b) si u est sommet d'une branche et v son successeur sur la branche et si les étiquettes
respectives de u et v sont XJ et XK alors j < k.
Des propriétés (a) et (b), il resulte que les seules constantes apparaissant dans les formules de la
branche b sont ¢y, ...Cp.

(2) L'ensemble H vérifie pour toute formule A que si —A € H alors A € H.
Supposons que ——A € H.

Puisque ——A figure sur la branche b, sans étre €lément de la liste X, c'est =—A a €té dérivée sur
cette branche donc A € H.

(3) L'ensemble H vérifie pour toutes formules A et B
siAABe Halors Ac HetBe H
si -(A AB)e Halors ~-Ae€ Hou-B € H

La preuve de (3) est analogue a celle de (2).

(4) L'ensemble H vérifie pour toute formule A et toute variable x

si ~VxA € H alors il existe un entier i tel que 0 <i <net -A[xi=¢;]le H
Supposons que —VxA € H.
Puisque —V'xA figure sur la branche b, sans étre élément de la liste XD, c'est —=VxA a été dérivée
sur cette branche donc —A[x:=¢;] € H. D'aprés (1) nous avons 0 <i<n.

(5) L'ensemble H vérifie pour toute formule A et toute variable x

si VXA € H alors pour tout entier i tel que 0 <i <n, ona A[x:=¢;Je H
Supposons que VxA € H.
11 est clair que VxA est €lément de la liste X1, car, si une formule universelle est €lément de
l'étiquette d'un sommet, elle est élément de toutes les étiquettes des descendants de ce sommet donc
de XM et d'autre part la liste XM étant terminale, toute formule universelle qui apparait dans X est
d'indice n.
Soit Yy, ...Y}, la suite des €tiquettes de la branche b avec Y, = X
Par récurrence sur k, on prouve facilement que si Vg xA est élément de Yy alors A[x:=cy], ...
A[x:=cq] sont des formules éléments des listes Y1, ... Y.
De ce que VxA est élément de la liste Yp, on en déduit que A[x:=c;], ... A[x:=Cy] sont des
formules €léments des listes Yy, ... Y, donc de I'ensemble H.

(6) Il n'y a pas dans H une formule atomique et sa négation.

Supposons le contraire. Il y a une formule atomique A telle que A et —A sont éléments de H.
Puisque les litteraux ne sont pas dérivées, A et —A sont €léments de la liste X™.

C'est impossible, puisque la liste X est terminale donc non fermée.
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Supposons que n > 0.

Les propriétés (1), ...(6) prouvent que H est un ensemble d'Hintikka pour une signature dont les
symboles de fonction sont les constantes ¢y, ...Cp,.

Donc d'apres le lemme d'Hintikka, H a un modé¢le ayant pour domaine ¢y, ...c, et pour base
I'ensemble des formules atomiques de H.

Puisque les formules atomiques ne sont pas dérivées, I'ensemble des formules atomiques de H est
I'ensemble des formules de X™.

Supposons que n = 0.

I1 est évident que sur la branche, il ne peut y avoir de formules quantifi€es. Par suite, I'ensemble H
vérifie trivialement les propriétés (4) et (5).

Donc 1'énoncé du lemme est encore vérifi€ pour n = 0.

Lemme 1.4.2.17
Soit T un arbre associ€ a une dérivation infinie et équitable. Pour toute branche infinie de I'arbre T,
I'ensemble H des formules de la branche a un mod¢le de domaine {c; i e N -{0}}.

preuve :
Soit b une branche infinie de 'arbre T et H 1'ensemble des formules de la branche b.

Soit X la signature des formules de H. Les seuls symboles de fonction de X sont les constantes c;
ouie N - {0}. Donc tout Z-terme fermé est une de ces constantes.

Par suite pour vérifier que H est un ensemble d'Hintikka, il suffit de prouver qu'il n'y a pas dans H
une formule atomique et sa négation.

Supposons au contraire qu'il y a une formule atomique A telle que A € Het A € H.

Il existe alors deux sommets u et v de la branche b tels que A soit dans la liste étiquette du sommet u
et que —A soit dans la liste étiquette du sommet v.

Soit w le sommet tel que si u est descendant de v alors w = u sinon w = v.

Puisque —A et A sont des littéraux donc des formules non dérivables de la branche b, il est
immédiat de vérifier que A et —A sont dans la liste étiquette du sommet w et par suite que la branche
b ne vérifie pas la condition (1) de la définition 1.4.2.13, donc que contrairement aux hypotheses T
n'est pas associ€ a une dérivation équitable.

Par suite H est un ensemble d'Hintikka, donc posséde un modeéle de domaine {c;lie N - {0}}.

Soit P un algorithme de la classe d'algorithmes 1.4.2.9.

Nous montrons maintenant deux propriétés :

(1) L'algorithme P est correct et complet

(2) Lorsque la formule A n'est pas valide et lorsque P se termine, il est possible de construire un
modele de —A.
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Lemme 1.4.2.18

Tout algorithme de la classe 1.4.2.9 est correct et complet.

Si un algorithme de cette classe se termine en ayant construit une dérivation de A dont la derniére
€étape I est terminale et si XM est une liste terminale de formules élément de I, alors —A a un modéle
qui a pour domaine cy, ...c, (si n > 0) et c; (si n = 0) et pour base 1'ensemble des formules
atomiques de X1.

preuve :
Soit P un algorithme de cette classe.

Nous avons déja vérifi€ que 'algorithme P est correct.

Pour montrer que P est complet, il suffit de montrer que si 'algorithme P construit une dérivation
qui ne se termine pas par une liste fermée de liste de formules, alors la formule A n'est pas valide.

Supposons donc que 1'algorithme P construit une dérivation qui ne se termine pas par une liste
fermée de liste de formules.
Soit T l'arbre associ€ a la dérivation équitable (de la formule A) construite par 1'algorithme P.

Supposons que l'algorithme P se termine.

L'arbre T est alors fini.

Soit I" 1a derniére liste de listes de formules de la dérivation de A.

Puisque I'algorithme P se termine et que I n'est pas fermée, il y a une liste terminale élément de I".
Puisque I' est la liste des étiquettes des feuilles de T, il y a une feuille u de T qui est étiquetée par
une liste XM terminale.

Soit B 1a branche d'extremité u et H 1'ensemble des formules de cette branche.

D'apres le lemme 1.4.2.16, I'ensemble H posséde un modéle qui a pour domaine ¢y, ...c,
(sin>0) etc; (si n=0) et pour base l'ensemble des formules atomiques de X,

Puisque —A fait partie de toute branche, il en resulte que —A est satisfaisable dans ce modele, donc
A n'est pas valide.

Supposons que l'algorithme P ne se termine pas.

L'arbre T est infini donc posséde une branche B infinie.

Soit H I'ensemble des formules de cette branche. D'apres le lemme 1.4.2.17, I'ensemble H posseéde
un modele dont le domaine est {c; lie N - {0}).

Puisque —A fait partie de toute branche, il en resulte que —A est satisfaisable, donc A n'est pas
valide.

Pour donner au lecteur une idée sur la maniére de construire une dérivation équitable, nous avions
affirmé sans preuve, que la construction 1.4.2.10 permettait d'obtenir une dérivation équitable.
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Nous terminons ce paragraphe en montrant la justesse de cette construction.

Lemme 1.4.2.19 :
Toute dérivation construite par la construction 1.4.2.10 est équitable.

preuve :
Soit I'g, Iy, ... une dérivation infinie construite comme il est indiqué en 1.4.2.10.

Soit T I'arbre associ€é a cette dérivation. Soit b une branche infinie de 1'arbre T et H 'ensemble des
formules de cette branche.

(1) Aucun sommet de la branche b n'est étiqueté par une étiquette fermée.

En effet, supposons au contraire que le sommet u de la branche b est étiqueté par une liste fermée.
D'apres la construction 1.4.2.10, ce sommet n'a pas de successeur donc il ne peut pas €tre sur une
branche infinie.

(2) S'il y a une formule A telle que —A € H alors A € H.

Supposons que la formule A vérifie —A € H.

Soit X, X1, ... la suite des étiquettes des sommets de la branche b. Puisque ——A € H, il existe un
entier i tel que ——A est €lément de la liste X;. Nous prouvons en deux €étapes que A € H.

(21) N existe j tel que la formule —A n'est pas marquée dans la liste X;.
Si — A n'est pas marquée dans X, on prend j =1i.
Supposons que ——A est marquée dans X; et soit k le nombre de formules dérivables et
non marquées de X, alors dans Xj, toutes les formules dérivables (parmi lesquelles il y
a ——A) sont marquées et donc dans Xj, .1, la formule ——A n'est pas marquée.

(22) I existe k tel que A soit élément de la liste X, et par suite A € H.
Supposons que ——A n'est pas marquée dans la liste X; et soit k le nombre de formules
dérivables et non marquées de X;, alors dans X, toutes les formules sont marquées ou
non dérivables. Par suite A est une formule marquée de la liste X,y

(3) pour toutes formules A et B et toute variable x

si AABe Halors Ac HetBe H

si (A AB)e Halors -A € Hou-B e H

si =VxA e H alors il existe une constante c; telle que —A[x:= ¢;]€ H
La preuve est analogue a celle de (2).

(4) Si VXA € H alors pour tout i € N -{0}, on a A[x:= ¢;] € H.
Par une preuve analogue a celle de (2), on vérifie que :
Si VxA € Halors VixA € Het A[x:i=c;] e H
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et que pour toutie N -{0}
Si VixA € Halors Vi, 1xA € Het A[x:=c;;;]€ H
La propriété (4) en résulte immédiatement.

Les propriétés (1), (2), (3), (4) nous prouvent que la dérivation est équitable.
Remarque: La preuve de 1'équitabilité de l'autre marquage suggéré (cf 1.4.2.10 avec le
remplacement de 1'étape (4) par I'étape (4')) est presque identique 2 la preuve ci-dessus parce

I'ensemble des formules que 1'on peut produire sur une branche d'un arbre de dérivation sans
utiliser la régle (CV) est un ensemble fini.
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Chapitre 2
Transformation de formules (skolémisation par étapes)

La skolémisation d'une formule est le plus souvent décrite comme une transformation, qui change
une formule A en une formule universelle B qui a un modgle si et seulement si A a un modéle.
Cette transformation globale peut étre décomposée en une suite d'opérations élémentaires,
consistant a éliminer un quantificateur existentiel d'occurence positive (resp universel d'occurrence
négative). Plutdt que de décrire la transformation globale de fagcon compliquée (comme le font
presque tous les auteurs consultés), j'ai décidé d'étudier ces opérations élémentaires.

Pour obtenir la meilleure transformation possible, j'ai pris modele sur la transformation étoile de
[P.B.Andrews 86].

Nous prouvons essentiellement (en vue d'application au chapitre 3) que 1'on peut éliminer une
occurrence positive (resp. négative) d'un quantificateur existentiel (resp. universel) en préservant
I'existence d'un modele.

Nous utilisons les définitions de [R.Lalement 90], en particulier sa définition de la substitution avec
renommage des variables liées, ainsi que ses notations avec une seule exception, le sens de la
formule o dans 1'algébre R est notée R (ar) au lieu de ovﬂ.

Nous avons déja rappel€ ces notations en 1.1.1.

2.1 Le principe de la transformation

Lemme 2.1.1:
Soit Ixa une formule ayant pour variables libres yj, ...y, (ot n = 0). Soit f un symbole qui ne
figure pas dans la formule 3xa.

M E ax=1(y1, ...yp) ] = Ixa
(2) Soit R une algebre. 1l existe une algébre ' ne différant de R que dans l'interprétation du
symbole f et vérifiant R ( Ixar) = R'( af x:=£( yq, ...yp) 1)

preuve : R.Lalement 90, p167.

2.2 Occurrences dans une formule et signe des occurrences

Nous utilisons la notion d'occurrence positive et négative d'une formule de [R.Lalement 90] pour
généraliser le lemme 2.2.1.
Rappelons brievement la notion d'occurrence et de signe d'une occurrence.
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Occurrences
On considére les formules comme des termes sur une signature formée notamment des connectives
logiques et des Vx, 3x.
Prenons un exemple.
L'ensemble des occurrences des sous-formules de la formule
¢ = Vx(A(x) = Jy B(x,y))
est O(0) = {e, 1, 11, 12, 121}.
Soit u une occurrence d'une sous-formule de la formule ¢ : ¢(u) est le symbole d'occurrence u, ¢/u
est la sous formule d'occurrence u.
Soit o une formule, ¢p[a],, est la formule obtenue en remplagant la sous-formule de ¢ d'occurrence
u par la formule .
Clest ainsi que :
o(&) = Vx, /e = ¢, ¢(1) = =, ¢/1 = (A(x) = Jy B(x,y)), ¢(11) = A, ¢/11 = A(x)
¢(12) =Jy, ¢/12 =3y B(x,y)
¢[C(x) A D®)]11 = Vx(( Cx) AD(x) ) = Jy B(x,y))

Signe d'une occurrence
Une occurrence d'une formule est positive (resp. négative) si elle est dans la portée d'un nombre
pair (resp. impair) de négations (explicitement ou implicitement dans le membre gauche d'une
implication).
Plus précisément le signe des occurrences de ¢ est défini par une application sg : O(¢) — {1,-1}:
sg(e)=1
si ¢ / u = —a alors sg(ul) = - sg(u)
si¢/u=(a A B)ou (v pP)alors sg(ul) = sg(u2) = sg(u)
si¢/u= (o = B) alors sg(ul) = - sg(u) et sg(u2) = sg(u)
si ¢ /u = Vxo ou Ixa alors sg(ul) = sg(u)
Une occurrence u est positive (resp. négative) si sg(u) = 1 (resp. -1).

2.3 Skolémisation en une occurrence

Lemme 2.3.1 :
Soit 3xP une formule ayant pour variables libres yj, ...y, (o n = 0).
Soit o une formule et u une occurrence d'une sous-formule de o.
Soit f un symbole qui ne figure pas dans la formule o[3xB], .
(1) Si I'occurrence u est positive alors = af B[ x:=f(yq, ..yp) 11y = a[3xB],
et si I'occurrence u est négative alors = o[3xB], = of B[ x:=f(y, -.yn) 1 1y
(2) Soit R une algebre. 11 existe une algébre R' ne différant de R que dans l'interprétation du
symbole f et vérifiant R( a[IxB], ) = R'Caf B[ x:=f( y1, ...yp) 1 Tn )-
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preuve : par récurrence sur l'ensemble des sous-formules de la formule ., en utilisant le lemme
2.1.1.

Lemme 2.3.2 :
Soit 3xP une formule ayant pour variables libres y;, ys, ...y, (ot n = 0).
Soit a une formule et u une occurrence d'une sous-formule de o.
Soit f un symbole qui ne figure pas dans la formule o[3xB],, .
Si u est une occurrence positive alors
o[3xB], a un modele si et seulement si af B[ x:= f( yq, ...yy) ] 1y @ un modele.
Si u est une occurrence négative alors
o[3xP], est valide si et seulement si o B[ x:= f( yy, ...yp) 1 1, est valide

preuve : conséquence immédiate du lemme 2.3.1.

Lemme 2.3.3 :
Soit Vxp une formule ayant pour variables libres yy, y7, ...yp (0 n 2 0).
Soit o une formule et u une occurrence d'une sous-formule de .
Soit f un symbole qui ne figure pas dans la formule a[Vx],, .
Si u est une occurrence positive alors
a[VxB], est valide si et seulement si af B[x:=f( y1, ¥2, ...yp)] ], st valide.
Si u est une occurrence négative alors
o[VxB], a un modele si et seulement si af B[x:=f( yy, ¥, ...yn)] I, @ un modele.

preuve : conséquence du lemme 2.3.2 en utilisant I'équivalence entre Vx et —~3x—f.
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Chapitre 3
Méthode des tableaux avec variables libres

La méthode des tableaux usuelle décrite par [J.Gallier 86] ou [P.B.Andrews 86] n'utilise pas
l'algorithme d'unification. Aussi elle ne permet pas d'écrire des procédures de démonstration
automatique «raisonnables» dés que 1'on utilise des symboles de fonction. En m'aidant du livre de
[M Fitting 90], je présente une variante de la méthode des tableaux qui emploie un algorithme
d'unification.

Pour sa méthode, M.Fitting propose une regle d'élimination des quantificateurs existentiels (la
delta-régle) qui me semblait insuffisamment prouvée dans [M.Fitting 90]. Pour comprendre cette
regle, j'ai exprimé 1'état d'un tableau comme étant une liste de buts. A chaque but on associe une
conjonction de ses formules et au tableau lui-méme on associe une disjonction des formules
associées aux buts.

Avec cette présentation, la delta-régle apparait comme étant I'élimination d'un quantificateur
existentiel (resp. universel) dans une occurrence positive (resp. négative) de la formule qui est
associée au tableau (cf chapitre 2). Cela nous permet de prouver la correction d'une nouvelle
delta-regle et de remarquer que la régle de Fitting ajoute une fonction de Skolem qui peut avoir des
arguments inutiles. Nous expliquons cette remarque par un exemple :

La skolémisation de la formule A = Vx(P(x) v 3yQ(y)) peut donner

soit la formule B = Vx(P(x) v Q(a)) ol a est une constante

soit la formule C = Vx(P(x) v Q(f(x)))

La formule A a un modele si et seulement si B a un modele si et seulement si C a un modele,

mais la transformation de A en B (qui est décrite au chapitre 2) est celle que j'utilise, tandis que

la transformation de A en C est celle implicitement utilisée par M.Fitting.

Comme au chapitre 1, nous présentons une classe d'algorithmes corrects et complets en séparant
les régles logiques et le controle de I'enchainement des régles.

Contrairement au chapitre 1, les buts d'un tableau ne sont pas indépendants les uns des autres.
Si une variable libre apparait dans deux buts différents, elle doit avoir la méme valeur dans les deux
buts.

Soit T un arbre de dérivation associé i une dérivation équitable. Une branche de T est complete,
si elle est infinie ou s'il est impossible d'appliquer une regle a 1'étiquette de l'extrémité de la
branche.

Pour obtenir un algorithme complet avec la méthode des tableaux sans variables libres, il faut
veiller A ce que, dans le cas ol l'algorithme a pour donnée une formule A fermée non valide, il
«construise» au moins une branche compléte. Par contre dans le méme cas, avec les algorithmes de
ce chapitre, il faut veiller a ce que toutes les branches soient completes.
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3.1 Les regles de la méthode

Dans la suite nous désignons les formules par les lettres A, B, C, les listes de formules par les
lettres X, Y, Z, les listes de listes de formules par les lettres I, A, IT, W.

A une liste de formules, on associe la conjonction des formules de la liste, la formule faux étant
associée a la liste vide. A une liste de listes de formules, on associe la disjonction des formules
associées aux listes de formules. Dans la suite nous confondons une liste de listes de formules et la
formule qui est associée a la liste de listes de formules.

Une substitution est une application des variables dans les termes.
Une substitution est fermée si I'image de chaque variable est un terme sans variables.
Toute substitution s'étend naturellement aux termes, formules, listes de formules, listes de listes de
formules.
Dans l'extension aux formules, nous supposons que les substitutions sont effectuées avec
renommage des variables liées.
Rappelons le principe de ce renommage.
Supposons que 1'ensemble des variables soit totalement ordonné. Soit s une substitution, Ixa une
formule de variables libres yjy, ...y, (n = 0).

s( Ixa) = 3z s(a')

z est la plus petite variable qui ne figure pas dans les termes s( y}), -..s( y)

o' est obtenue en remplagant dans o toutes les occurrences libres de x par z

Définition 3.1.1
I'" produit A dans les cas suivants :

('_'_‘) I'= H9 [Xs _'_-'A’Y]a ¥ - A= H’ [X, A’ Y], b 4
(N I'=IL[X,AAB,Y],¥ A=T1I[X,A B, Y],¥
(—‘A)r = H’ [X7_'(A A B)3 Y]’ ¥ A= Ha [X’ —1A9 Y]) [Xa _'B, Y], ¥

v) I'=11, [X, VXA, Y], ¥ A =11, [X,VXA, Alx :=y], Y], ¥
y est une variable

(=V) I'=IL [X, -VxA, Y], ¥ A =11 [X, =Alx = f(yy,...y) 1, YL, ¥
¥1.---¥n €St une liste de toutes les variables libres de —VxA et f est un nouveau symbole qui ne
figure pas dans les formules de I'.

Cette régle remplace la d-régle de [M.Fitting90], pour laquelle y,,...y, est la liste de toutes les
variables libres de [X, =VXA, Y].
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Pour toutes les regles ci-dessus, la formule auquelle on applique la régle, est dérivée par la régle et
les formules obtenues a partir de la formule dérivée sont produites par la régle.
Notons que les seules formules non dérivables sont les litteraux.

(substitution) A =s(I") s est une substitution.

(élimination des contradictions)
Dans I, il y a une occurrence d'une liste X de formules, qui comporte une formule et sa négation
et A est obtenu en supprimant cette occurrence.

Lemme 3.1.2 (correction des regles)
SiI" a un modele et si I" produit A alors A a un modele.

preuve :
Pour les quatre régles (——, A, A, V) et pour I'€limination des contradictions, il est clair que I" est
équivalent a A.

La régle —V est en fait I'élimination dans I', considérée comme une disjonction de conjonctions,
d'une occurrence négative d'un quantificateur universel, donc, d'aprés le lemme 2.3.3, I"a un
modele si et seulement si A a un modele.

Pour la régle de substitution, tout modele de I'" est un modéle de A.

Définition 3.1.3

Une dérivation de I" en A est une suite I'; (telle que 0 <i <n et 0 < n) vérifiant
I'p=T,pouride Oan-1,T;produit I, T =A.

I" se dérive en A si et seulement si il y a une dérivation de I en A.

Nous notons le fait que I" se dériveen AparI' |- A

Lemme 3.1.4 (correction des dérivations)

SiI a un modéle et si I" se dérive en A alors A a un modéle.

preuve : conséquence immédiate du lemme 3.1.2.

Lemme 3.1.5 (correction de la méthode)
Soit A une formule fermée. Si [[—A]] se dérive en [[]] alors la formule A est valide.
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preuve :

Puisque A est une formule fermée, si elle n'était pas valide, —A aurait un modele.

si —A avait un modele, d'aprés le lemme 3.1.4, faux (la formule associée a la liste de liste de
formules [[]]) aurait un modéle. Donc —A n'a pas de modele et par suite A est valide.

3.2 Les regles dérivées

Nous ajoutons aux régles précédentes des regles dérivées telles que si I" produit A par une regle
dérivée alors I se dérive en A par les regles non dérivées.
Les régles dérivées permettent de raccourcir les dérivations.

A cause de la diminution de la longueur des preuves, un démonstrateur automatique utilisant des
régles dérivées peut étre beaucoup plus rapide.

Un avantage essentiel de la méthode des tableaux est cette possibilité d'ajouter facilement de
nouvelles régles (cf F.Oppacher and E.Suen 88).

3.2.1 Les régles simples

En utilisant les définitions des connectives v, 3, =, < a partir des connectives —, A, V on obtient
facilement des regles dérivées pour les connectives v, 3, =, & .

Dans les exemples de la suite, nous employons ces régles dérivées.

(V)

Puisque A v B = —=(—A A —B),

IT, [X, A v B, Y], ¥sedériveenIl, [X, A, Y], [X, B, Y], ¥ grace a la dérivation
IL, [X, =(—A A —-B), Y], ¥

II, [X, —A, Y], [X,—B, Y], ¥

IL [X, A, Y], [X,—B, Y],¥

IL[X,A, Y], [X,B,Y],¥

=v)
Puisque —( A v B) =—A A —B),
I1, [X, =( A v B), Y], ¥ se dérive en I1, [X, -A,—B, Y], ¥

(=)
Puisque (A = B) = —=(A A —=B),
I1, [X, (A = B), Y], ¥ se dérive en I, [X, —A, Y], [X, B, Y], ¥

(==)
Puisque — (A = B) = (A A —B),
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I, [X, - (A = B), Y], ¥ se dérive en I, [X, A, =B, Y], ¥

(&)

Puisque (A & B) =—(A A =B) A =(B A —A),

I, [X, (A © B), Y], ¥sedériveenIl, [X, A, B, Y], [X, —A, -B, Y], ¥ grice 4 la
dérivation

I, [X, ~(A A =B) A =(B A —A), Y], ¥

I1, [X, =(A A —B) ,~(B A —A), Y], ¥

I, [X, =A, =(B A —A), Y], [X, —B,~(B A —-A), Y], ¥

I, [X, —A, =(B A -A), Y], [X, B,—~(B A —A), Y], ¥

1, [X, —A, -B, Y], [X, =A, =—A, Y], [X, B,~(B A =A), Y], ¥
par élimination de la contradiction nous obtenons

I1, [X, —A, -B, Y], [X, B,~(B A —A), Y], ¥

I, [X, —A, -B, Y], [X,B,—-B, Y], [X,B,—A, Y], ¥

par élimination de la contradiction nous obtenons

I, [X,-A,-B, YL, [X,B,—A, Y], ¥

I, [X,A,B, Y], [X,-A,—B, Y], ¥

(—)
Puisque —~( A & B) = —(—(A A =B) A =(B A =A)),
I, [X, —(A & B), Y], ¥ se dérive en IL[X, A, =B, Y], [X, —A, B, Y], ¥

@

Puisque 3xA = =Vx—A,

I, [X, 3xA, Y], ¥ se dérive en I1, [X, Alx:=f(y;,...yp)]s Y1, ¥

¥1---¥y, €st une liste de toutes les variables libres de 3xA et f est un nouveau symbole qui ne
figure pas dans les formules de IT, [X, 3xA, Y], ¥.

Cette régle est aussi un exemple de d-régle modifiée.

(=3

Puisque —3xA = Vx—A,

I, [X, =3xA, Y], ¥ se dérive en I, [X, =3xA, —A[x :=y], Y], ¥
ol y est une variable

Exemple 3.2.1.1
Montrons que Vx(P(x) = Q) & (3xP(x) = Q) est valide.
Dans la dérivation, 'occurrence de la formule dérivée figure en caracteres gras.

(D) [[=(Vx(Px) = Q) < (FxPx) = Q) )] ]

37



par larégle =<

@ [ [Vx(P(x) = Q,~ GxP(x) = Q)] , [-Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle ==

3) [ [Vx(P(x) = Q), IxP(x), —Q] , [-Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle 3, a étant une constante

@ [ [Vx(P(x) = Q), P(a), —Q], [-Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle V, y étant une variable

) [[Vx(P(x) = Q), P(y) = Q, P(a), =Q], [-Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par laregle = :

(6) [ [Vx(P(x) = Q), =P(y), P(a), —Ql, [Vx(P(x) = Q), Q, P(a), Q]
[=Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle de substitution, en remplacant y par a

() [ [Vx(P(x) = Q), =P(a), P(a), —Ql, [Vx(P(x) = Q), Q, P(a), —-Q],
[-Vx(Px) = Q), IxP(x) = Q] ]

par deux applications de la régle de contradiction

®) [ [=Vx(P(x) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle —V, a étant une constante

® [ [=(P@@) = Q), IxP(x) = Q] ]

par la régle —=

(10) [ [P(a), -Q, 3xP(x) = Q] ]

par laregle =

(11) [ [P(a), =Q, =3xP(x)], [ P(a), -Q, Q] ]

par la régle de contradiction

(12) [ [P(a), =Q, ~IxP(x)] ]

par la régle —3, y étant une variable libre

(13) [ [P(a), =Q, —3xP(x), —~P(y)] ]

par la régle de substitution, en remplacant y par a

(14) [ [ P(a), =Q, ~IxP(x), —P(a)] ]

par la régle de contradiction

(15) faux

3.2.1 reégles composées

Les régles composées utilisent plusieurs formules. Nous en donnons deux exemples.
IL[X,A Y, A=B,Z],¥sedériveenl], [X, A, Y, B,Z],¥ (modus ponens)

I, [X,-A,Y, B= A, Z],¥ sedérive enIl, [X, -A, Y, =B, Z], ¥ (modus tollens)

3.3 Complétude de la méthode

Pour éviter d'ennuyeuses complications, nous n'utilisons dans ce paragraphe que les régles non
y
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dérivées.

Définition 3.3.1
La liste de liste de formules I” est contradictoire si et seulement si il y a une substitution s telle que
toutes les listes de formules de s(I") comportent une formule atomique et sa négation.

Exemple
[[P(x), —=P(f(y)), Q(a, g(2))], [R(y), —R(a)]] est contradictoire.

Le test « I" est contradictoire » peut étre effectué en utilisant 1'algorithme d'unification de Herbrand.

Une classe d'algorithmes 3.3.2
Soit A une formule fermée.
On construit une dérivation équitable I'; (ou i € N) telle que
To = [[-Al]
pour tout i, I'; produit I, par une régle logique (——, A, =, V, V)
et on arréte cette construction dés que I est contradictoire ou que I'j n'est plus dérivable par une
regle logique.
Si lors de l'arrét I'; est contradictoire, on indique que A est valide sinon on indique que A n'est pas
valide.

11 est clair que tout algorithme de cette classe est correct (au sens défini en 1.4.2.8). En effet s'il
termine en vérifiant la condition « I'j est contradictoire », il y a une dérivation de [[—A]] en [[]],
donc d'apres le lemme 3.1.5 la formule A est valide.

Informellement une dérivation équitable est une dérivation, dans laquelle aucune formule dérivable
(autrement dit qui n'est pas un littéral) n'est définitivement oubliée.

Pour préciser cette notion, nous associons a une dérivation (finie ou infinie) obtenue grice aux
regles logiques (——, A, —A, V, V) un arbre de dérivation défini exactement comme en 1.4.2.11.
L'ensemble des dérivations équitables est défini par une condition portant sur les branches infinies
de cet arbre.

Exemple

Aux six premiéres €tapes de la dérivation de [[~(Vx(P(x) = Q) & (IxP(x) = Q) )]] figurant
dans l'exemple 3.2.1.1, on associe l'arbre suivant dont la structure est indiquée par la disposition
et la numérotation des sommets :
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®) [=(Vx(P(x) = Q) < GxP(x) = Q) )]
(D) [Vx(P(x) = Q),— @xP(x) = Q)]
(11) [Vx(P(x) = Q), 3xP(x), =Q]
(111) [Vx(P(x) = Q), P(a), =Q]
(1111) [Vx(P(x) = Q), P(y) = Q, P(a), ~Q]

(11111) [Vx(P(x) = Q), =P(y), P(a), =Q]
(11112) [Vx(P(x) = Q), Q, P(a), =Q ]

@) [=Vx(Px) = Q), IxP(x) = Q]

Définition 3.3.3 (dérivation équitable)
Une dérivation est équitable si lorsque I'arbre T qui est associ€é i la dérivation est infini, il vérifie
que :
pour toute branche b, I'ensemble E des formules de la branche b est tel que pour toutes formules A
et B et toute variable x :

(@ sim—A e EalorsAe E

(b)siAABe EalorsAe EetBe E

(c)si=(AAB)e Ealors—-Ae€ Eou—Be E

(d) si —VxA € E alors il y a un terme t tel que —=A[x:=t] € E

(f) si VxA € E alors il y a une infinité de variables y telles que A[x:=y] € E

Notons qu'avec cette définition, si une branche est finie dans un arbre infini construit
€quitablement, alors il ne peut pas y avoir de formules universelles sur la branche.

Avant de prouver que tout algorithme de la classe 3.3.2 est complet, il faut déja montrer qu'il y a
un algorithme dans cette classe, autrement dit qu'il est possible de construire une dérivation
équitable.

Construction d'une dérivation équitable 3.3.4

On suppose que I'on peut marquer les formules.

Soit I'g, ... Ij 1a partie déja construite d'une dérivation. Supposons que I'; comporte au moins une
formule qui n'est pas un littéral.

I'j;1 est construite en quatre étapes successives :

(1) Si toutes les formules de I'; sont marquées ou sont des litteraux, alors on enléve les marques.
(2) On choisit dans I une liste X de formules comportant au moins une formule non littérale et non
marquée.

(3) On choisit dans la liste X une formule A qui est non littérale et non marquée.

(4) On applique la régle correspondant & A. Si A est la formule VxB alors A est remplacée par
VxB, B[x:=y] , la formule VxB est marquée et y doit étre une variable nouvelle, c'est-a-dire qui
n'est pas libre dans Iy, ... T;.
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On peut prouver (de fagon analogue 2 la preuve du lemme 1.2.4.19) que cet algorithme construit
une dérivation équitable.

I1 y a bien d'autres maniéres de construire des dérivations équitables, donc plusieurs réalisations
d'algorithmes corrects et complets avec des comportements trés différents.

Lemme 3.3.5
Soit T un arbre de dérivation et b une branche finie dont le dernier sommet est étiqueté par une liste
de litteraux. L'ensemble E des formules de la branche b a la propriété suivante :
Il n'y a pas de formules universelles (c'est-a-dire de la forme VxA) dans E et pour toutes formules
A et B et toute variable x :

(@ si—Ae€ Ealors A€ E

(b)siAABe EalorsAe EetBe E

(c)si=(AAB)e Ealors—mAe€ Eou—-Be E

(d) si =VxA € E alors il y a une constante c telle que —A[x:=c] € E

preuve :
Nous prouvons d'abord qu'il n'y a pas de formules universelles dans E.

Supposons le contraire. Une formule universelle présente sur une branche est élément de la liste du
dernier sommet de la branche. Par suite la liste étiquette du dernier sommet de la branche b
comporterait une formule qui n'est pas un littéral. Ce qui est contraire a I'hypothése.

Vérifions la condition d (la vérification des autres conditions est analogue et plus simple).

Puisque —VxA € E la formule a été dérivée sur la branche, et puisqu'il n'y a de formules
universelles sur la branche, il n'y a pas de variables libres dans les formules de E, donc il existe
une constante ¢ telle que ~A[x:=c] € E.

Lemme 3.3.6
Tout algorithme de la classe d'algorithmes 3.3.2 est complet.

preuve :
Soit P un algorithme de cette classe.

Pour montrer que P est complet, il suffit de montrer que si l'algorithme construit une dérivation qui
ne se termine pas par une liste contradictoire alors la formule A n'est pas valide.

Supposons donc que l'algorithme P construit une dérivation qui ne se termine pas par une liste

contradictoire.
Soit T l'arbre associ€ a la dérivation équitable (de la formule A) construite par l'algorithme P.
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Supposons que l'algorithme P se termine.

L'arbre T est alors fini.

Soit I 1a derniére étape de la dérivation de A. Puisque I n'est pas contradictoire et que 1'algorithme
s'est terminé, d'apres le test d'arrét, I" ne comprend que des litteraux.

Soit X la signature utilisée au cours de la dérivation. Si X ne comporte pas de constantes, on lui en
ajoute une pour que l'ensemble des Z-termes fermées ne soit pas vide.

(1) i1 y a une branche de T qui ne comprend pas une formule atomique et sa négation.

Supposons le contraire. Puisque les litteraux d'une branche se retrouvent dans 1'‘étiquette de
l'extremité de la branche, il en résulte que I" qui est la suite des étiquettes des feuilles de T serait
fermée donc que I” serait contradictoire contrairement aux hypothéses.

11 existe donc une branche b de T qui ne comprend pas de formule atomique et sa négation.
Soit E I'ensemble des formules de cette branche. D'apres le lemme 3.3.5, E est un ensemble
d'Hintikka (cf définition en 1.4.2.14) donc E a un modgle.

Puisque —A fait partie de toute branche, il en résulte que —A est satisfaisable donc A n'est pas
valide.

Supposons que I'algorithme P ne se termine pas.

L'arbre T est infini et 1'algorithme a construit une dérivation Iy, I'j, ... équitable qui ne termine
pas. Soit Ty, Ty, ...la suite infinie d'arbres ou Tj est associé a la dérivation Iy, ... T;.

Puisque l'algorithme ne se termine pas :

(1) pour tout i, I'; n'est pas contradictoire.
Nous montrons que sous ces hypothéses, la formule —A est satisfaisable.

Soit X la signature utilisée au cours de la dérivation.

Si X ne comporte pas de constantes, on lui en ajoute une pour que I'ensemble D des Z-termes
fermés ne soit pas vide.

Puisque la signature X est finie ou dénombrable, 1'ensemble D est dénombrable : il existe donc une
énumération t; ot i € N des termes fermés de D.

Soit V I'ensemble des variables libres de la dérivation.

D'apres la condition (f) vérifi€e par tout arbre infini associé & une dérivation équitable, il y a sur
chaque branche et pour chaque formule VxA de la branche une infinité de variables y telle que
Al[x:=y] figure aussi sur la branche. La condition (f) peut donc étre traduite par :
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(2) il existe une fonction surjective f de V dans N telle que pour toute branche , toute formule VxA
de la branche et touti € N, il existe une variable y telle que y € £-1(i) et A[x:=y] figure aussi
sur la branche.

On définit une substitution s : V — D par
pour touty € V, s(y) = tg(y)

Soit s(T) I'arbre obtenu en appliquant la substitution s a chaque formule de T.
Nous prouvons tout d'abord que :

(3) il y a une branche de l'arbre s(T) qui ne comporte pas une formule atomique et sa négation.

Supposons au contraire que toute branche de s(T) comporte une formule atomique et sa négation.
Puisque toute branche de s(T) comporte une formule atomique et sa négation, il existe un arbre
s(T;) pour lequel toute branche comporte une formule atomique et sa négation.

Si un littéral figure dans T; , il figure aussi dans les feuilles de T; , puisqu'un littéral n'est pas
dérivé.

Il en est évidemment de méme pour 1'arbre s(T;). Par suite chaque étiquette d'une feuille de s(T;)
comporte une formule atomique et sa négation et par conséquent s(I';) qui est la liste des étiquettes
des feuilles de s(T;) est telle que chaque liste de formules de s(I';) contient une formule atomique et
sa négation.

Par conséquent I'; est contradictoire, ce qui est contraire a la propriété (1).

I1 existe donc une branche b de l'arbre s(T) qui ne comprend pas une formule atomique et sa
négation.

Nous montrons que l'ensemble F des formules de cette branche est un ensemble d'Hintikka
(définition en 1.4.2.14).

Soit E, I'ensemble des formules de cette méme branche b dans 1'arbre T.
(a) si =B € F alors il existe C € E tel que —B = s(C).
Par définition des substitutions il existe D tel que C = —D et B = s(D).
La dérivation étant équitable,onaD € Eetdonc B € F.
De méme on prouve que
(b)siBACe FalorsBe FetCe F
©)si~(BAC)e FalorsBe FetCe F
(d) si —VxB € Falorsily aun terme t € D tel que —B[x:=t] € F
Prouvons que
(f) si VxB e F alors pour tout terme t € D on a B[x:=t] € F
Si VxB € F alors il existe C € E tel que VxB = s(C).
Par définition des substitutions il existe D tel que C = VxD et B = s'(D) ou s'et s sont
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identiques sauf pour x ou s'(x) = x. _

La dérivation étant équitable, d'aprés (2) pour touti e N il y a une variable y € £-1(i) telle que
D[x:=y] e E

Par définition de s, s(y) =t; et par suite s(D[x:=y]) = B[x:=t{]

Donc pour toutte Dona B[x:=t] € F.

D'apres les conditions (a)-(f) et le fait que dans F il n'y a pas une formule et sa négation, F est un
ensemble d'Hintikka, donc possede un modéle de domaine D.

Puisque —A est une formule fermée, on a —=A = s(—A).

Par suite puisque —A est sur toute branche, —A € F donc a un modéle dénombrable, donc est
satisfaisable (c.q.f.d.).

Remarque

La preuve de la correction de 1'algorithme nous fournit (péniblement il est vrai) deux résultats
supplémentaires :

(1) les regles de 3.1 sont completes : car si A est valide, 1'algorithme s'arréte en ayant construit une
dérivation terminée par un I contradictoire, ce qui constitue une preuve avec les régles du premier
paragraphe

(2) si A a un modele, alors A a un modéle dénombrable.



Conclusion

Bilan

Ce travail est né d'une intention pédagogique:

- clarifier la présentation par [J.Gallier 86] d'algorithmes de démonstration automatique ou il était
difficile de séparer le systéme formel utilisé et le contrdle sur les régles, nécessaire pour rendre
complet ces algorithmes,

- expliquer la méthode des tableaux avec variables libres exposée par [M.Fitting 90].

J'ai accompli cette tiche de formalisation avec les resultats suivants :

(1) preuve de la correction et de la complétude du systéme formel a la base de la méthode des
tableaux,

(2) présentation des régles de la méthode des tableaux sans variables sous la forme de dérivation de
sous-buts 2 partir d'un but avec l'interprétation simple qu'un but est insatisfaisable si et seulement
si tous ses sous-buts sont insatisfaisables,

(3) séparation dans les algorithmes de démonstration automatique entre les régles et le controle des
regles,

(4) analyse des regles utilisées par [M.Fitting 90] dans la méthode des tableaux avec variables
libres qui a permis de montrer la correction de la delta-régle et de 'améliorer.

Au dela des résultats techniques de cette thése, j'ai voulu contribuer au débat sur la méthodologie
des démonstrateurs automatiques.

Perspectives
11 est clair que ce travail est un prélude 2 d'autres réalisations, dans le domaine de I'enseignement et
de la recherche.

(1) Pour faciliter l'enseignement de la logique, il est intéressant de programmer des démonstrateurs
semi-automatiques produisant des preuves lisibles (dans le calcul des séquents ou la déduction
naturelle) des formules valides et quand c'est possible, des modeles de la négation des formules
non valides. '

(2) 11 faut étendre les résultats obtenus aux démonstrateurs automatiques en logique modale, car la
méthode des tableaux se préte sans difficultés a cette extension.

(3) La difficulté de la recherche en démonstration automatique est qu'elle méle la logique (les
regles), les algorithmes (le contrdle des regles) et les structures de données (la représentation des
formules). Dans la méthode des matrices [L.A.Wallen 90] les trois aspects sont mélangés, je me
propose d'analyser ce mélange pour comparer cette méthode et la méthode trés voisine des tableaux
avec variables libres.
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Titre : Contribution 2 l'analyse de la méthode des tableaux

Résumé : L'intérét de la méthode des tableaux réside dans le fait que, contrairement aux
méthodes usuelles de démonstration automatique par résolution, elle n'exige aucun prétraitement
des formules.

Initialement créée pour des formules fermées, cette méthode a ét€ généralisée par M.Fitting pour
permettre l'utilisation de variables libres et d'algorithmes d'unification. Ceci 1'a conduit & une
reformulation des régles d'élimination des quantificateurs universels (gamma-régle) et des
quantificateurs existentiels (delta-régle). La delta-regle décrite par M.Fitting apparait 2 mon avis
insuffisamment prouvée. Aussi j'ai entrepris de l'analyser en présentant la méthode des tableaux
comme un algorithme de construction de listes de buts a satisfaire.

Grice a cette nouvelle présentation, j'ai pu :

(1) établir que la delta-regle de Fitting est en fait une skolémisation pour un quantificateur
existentiel (resp. universel) ayant une occurrence positive (resp. négative) dans la liste des buts
considérée comme une disjonction de conjonctions.

(2) améliorer la delta-régle de Fitting afin que le nouveau symbole de fonction ajouté par la regle ait
le moins possible d'arguments.

(3) décrire concisément et précisément des classes d'algorithmes de démonstration automatique
pour la méthode des tableaux avec ou sans variables libres.

Mots-clés : logique du premier ordre, démonstration automatique, méthode des tableaux
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