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PRELIMINAIRELe travail presenté dans 
ette thèse a été fait pour et à l'o

asion d'un 
ontrat ave
 le CRT plasma-laser et dans le 
adre de la 
réation du p�le Européen de télévision numérique de Dreux. La thèsea été �nan
ée par 
e 
ontrat qui met en jeu plusieurs partenaires dont le laboratoire GREMI, etplus parti
ulièrement P. Brault, ave
 lequel mes travaux ont fait l'objet à la fois de 
on
ertationset de dis
ussions. Les re
her
hes menées au MAPMO ont eu pour vo
ation à modéliser et simuler(souvent dans des géometries plus simples) les problèmes de physique traités au GREMI de façonexpérimentales.À l'origine de 
e travail vient un problème te
hnique (et de 
oût) pour l'amélioration des é
rans àtube 
athodique et plus pré
isement du masque qui est une grille dont les trous permettent de diri-ger le fais
eau éle
tronique vers photophores situés sur la dalle de verre : l'é
ran. L'apport d'énergiedes éle
trons qui se déposent sur le masque entraîne son é
hau�ement et du 
oup sa déformationnuisant à la qualité de l'image. Une réponse a été proposée par Pas
al Brault qui 
onsiste à déposerdes 
ou
hes min
es de matériaux 
hoisis, entre autres, pour leurs propriétes thermiques.Cette thèse présente deux parties. La première 
onsiste à modéliser l'é
hau�ement du masque soumisau balayage éle
tronique et véri�er si les solutions proposées permettent de réduire les gradientsthermiques. La se
onde partie s'intéresse au dép�t des 
ou
hes sur le masque qui ont été faitesau GREMI par pro
édé plasma. L'objet de 
ette partie a été d'étudier et imaginer des modèlesdont les solutions permettent de retrouver des stru
tures de dép�ts similaires à 
elles obtenuesexpérimentalement.

9
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Première partie
ETUDE DU COMPORTEMENTTHERMIQUE D'UN MATERIAUMULTICOUCHES LACUNAIRES

11





Dans la première partie de 
ette thèse nous nous intéressons au problème de propagation de la
haleur dans un masque de téléviseur perforé et tester des matériaux multi
ou
hes pour amélio-rer les propriétés thermiques des masque. Le but de 
ette partie est don
 de résoudre l'équation dela 
haleur dans un milieu 
ontenant la présen
e des trous et des 
ou
hes �nes de di�érents matériaux.Un téléviseur à tube 
athodique 
omprend les éléments prin
ipaux suivants :- le 
anon triple à éle
trons : à 
haque fais
eau est asso
ié une 
ouleur (rouge, vert, bleu),- les bobines permettant de 
ommander la déviation du fais
eau,- l'é
ran et son revêtement de photophores (bande alternativement rouge verte et bleu),- et en�n le masque qui est l'objet de la présente étude.Le masque est une grille dont la fon
tion est d'assurer la bonne dé�nition de l'image à l'é
ran. Cettegrille est 
omposée d'un grand ensemble de trous répartis régulièrement de formes re
tangulaire ou
ir
ulaire dont 
ha
un est asso
ié à un photophore parti
ulier de l'é
ran. Le nombre de trous donnele nombre de pixels de l'image reçue sur l'é
ran. L'exa
te adéquation entre un trou du masque et laposition de son photophore asso
ié est un fa
teur 
ru
ial pour une bonne qualité des images. Ainsilors de la 
onstru
tion d'un téléviseur, le dép�t des bandes de photophores se fait en fon
tion dumasque attribué à l'é
ran.En fon
tionnement, les zones du masque soumises au �ux d'éle
trons reçoivent 80% de la puissan
edu fais
eau, les seuls 20% restant servant à ex
iter les photophores. Aussi le masque est soumis à unfort é
hau�ement. Comme il est pla
é dans une ampoule sous vide, les seuls e�ets permettant sonrefroidissement sont les e�ets de radiations. Pour des images �xes et présentant un fort 
ontraste(
omme 
'est le 
as des télétextes ou des sous-titres en noir sur fond blan
), des gradients de tem-pérature apparaissent qui provoquent une déformation élastique du masque. Ces dernières brisentla 
orrespondan
e entre les trous de la zone déformée ave
 les photophores asso
iés, entraînant unedétérioration de l'image. Cet e�et de défo
alisation du fais
eau est appelé �Domming�.Des études ont été menées pour réduire le Domming (ref. Philips [9℄). En passant en revue les diversparamètres qui 
ausent la déformation du masque, il a été proposé� soit d'augmenter la rétrodi�usion des éle
trons sur le masque, grâ
e à un revêtement dontle 
oe�
ient de rétrodi�usion est important,� soit d'adopter des matériaux dont le 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique est grand desorte à limiter les gradients de température,� soit de 
hoisir des matériaux dont le 
oe�
ient d'expansion thermique est faible, réduisantla déformation induite par le gradient de température.13



L'Invar, s'il ne satisfait pas simultanément les trois 
ritères, est 
ependant un bon 
andidat. Il a étémalheureusement jugé 
oûteux et une autre alternative a été proposées par P. Brault.Celle-
i 
onsiste à fabriquer le masque dans un matériaux moins 
oûteux (même s'il ne répond pasexa
tement aux 
ritères en faisant un bon masque) mais en lui apportant un revêtement 
omposé deplusieurs 
ou
hes min
es. P. Brault a pré
onisé dans un premier temps un empilement de Tungstène-Cuivre-Tungstène. Le premier matériau a un bon 
oe�
ient de rétrodi�usion des éle
trons, 
e quilimite l'é
hau�ement du masque �les éle
trons renvoyés ne parti
ipant pas à son é
hau�ement� lese
ond a un bon 
oe�
ient de di�usion thermique 
e qui amène une rédu
tion des gradients detempérature. Un autre e�et est attendu du bon 
oe�
ient de rétrodi�usion des éle
trons de la partdu tungstène : bon nombre des éle
trons du fais
eau déposés dans le 
uivre vont avoir tendan
e,par ré�exions multiples sur les deux 
ou
hes de tungstène qui délimite 
elle de 
uivre, à y rester ets'y propager. Ce dernier e�et qui doit en
ore permettre de réduire les gradients thermiques n'estpas étudié i
i.La présen
e de trous dans le masque modi�e les pro
essus de di�usion de la 
haleur et partantles 
oe�
ients de di�usion thermique des matériaux. La première partie de 
ette étude 
onsiste àdonner une formulation prenant en 
ompte la présen
e des trous.Dans la deuxième partie, nous menons une étude préliminaire pour laquelle la masque est 
onsidéré
omme une feuille in�niment �ne. Son épaisseur n'est alors pas prise en 
ompte. Dans 
ette partie,la réponse transitoire du matériau à une solli
itation de type 
réneau est étudiée. Celle-
i 
orres-pond à des 
as tests permettant de séle
tionner les masques satisfaisant son 
ahier des 
harges. Lesrésultats des simulations numériques sont 
omparées ave
 les résultats expérimentaux réalisés parla so
iété Philips.Dans la troisième partie, nous menons une étude numérique de la propagation de la 
haleur dansun matériau 
omposé d'un empilement des 
ou
hes �nes de di�érents matériaux, initialement envi-sagé pour un modèle à symétrie 
ir
ulaire. Ces résultats sont 
omparés ave
 
eux obtenus ave
 unmatériau mono
ou
he.
14



Chapitre 1COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UNMATÉRIAU À TROUSLa présen
e des trous dans le masque modi�e la propagation de la 
haleur. Il est possible de prendreen 
ompte 
es trous via des 
onditions aux limites de l'équation de la 
haleur. Cependant, 
ela
onduit ensuite à des modèles numériques di�
iles à implémenter et de plus à de longs temps de
al
uls. Une première alternative est de résoudre numériquement le système sur une 
ellule représen-tative. Le résultat moyenné permet de déduire des valeurs e�e
tives utilisées pour des simulationsétablies sur des domaines plus larges. Cette appro
he a été réalisée par S. Avril [2℄.Nous proposons i
i de déterminer mathématiquement des grandeurs de 
ondu
tivité thermiques ef-fe
tives qui ensuite seront utilisées dans un modèle moyenné. La présen
e de deux é
helles de gran-deurs distin
tes 
onduit à utiliser les te
hniques d'homogénéisation [3℄. La séparation des é
hellespetites (données i
i par les dimensions 
ara
téristiques d'un trou) et des é
helles plus grandes (di-mensions du masque) est quanti�é par un paramètre ε d'autant plus petit que la séparation desé
helles est grande. Il est ainsi possible de séparer la solution suivant 
es deux é
helles en 
om-mençant par la plus petite. Les 
oe�
ients (i
i le 
oe�
ient de di�usion) moyenné sur la 
ellulede base est ensuite utilisé pour dé
rire le 
omportement du masque à large é
helle sans pour 
elaexpli
itement prendre en 
ompte les trous.1.1 Étude mathématique d'homogénéisationNous 
onsidérerons le problème numérique du 
al
ul du 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique ef-fe
tif (i.e homogénéisé). L'équation de la 
haleur, l'équation elliptique, ave
 opérateur sous "formedivergen
e" s'é
rit :
ρC∂tu −∇.(K∇u) = f, (1.1)où ρ est la densité du matériau, C sa 
apa
ité thermique, K sa 
ondu
tivité thermique, f un termesour
e d'énergie.Les trous modi�ent essentiellement le 
omportement thermique dans les dire
tions perpendi
ulairesà leur axe. Comme de plus le masque est (ou sera) 
omposés de 
ou
hes de di�érents matériauxparallèles entre elles perpendi
ulaire à l'axe des trous, on restreint le problème à un problème à 215



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSdimensions ~r = (x, y). Suivant l'axe z, qui s'enfon
e dans la profondeur du masque, le 
oe�
ientde di�usion est soit 0 (dans le trou), soit 
elui du matériau, sans autre modi�
ation. Il n'est besoinque de regarder selon le plan (x, y) qui est 
elui du masque.On supposera pour 
ela que le masque est plan, per
é de façon régulière de trous de se
tion 
onstante.Ces trous peuvent-être 
ir
ulaires ou re
tangulaires. On appellera 
ellule un mor
eau du masqueper
é d'un seul de 
es trous (
f �gure 1.1). On suppose que les e�ets dû à un trou sont lo
aux etn'entraînent pas de modi�
ation sur de grandes distan
es (
omparées aux dimensions du trou).

Fig. 1.1. Illustration de la 
ellule, élément de base du masque.On introduit formellement un paramètre ǫ qui traduit la petitesse des e�ets thermiques à faibleé
helle, et on 
her
he une solution sous la forme du développement asymptotique suivant ε. A�nd'alléger les expressions, on é
rira ~r = x et on introduira la notation ~r/ε = y.
uε(x) = u0(x,

x

ε
) + ε.u1(x,

x

ε
) + ε2.u2(x,

x

ε
) + ... (1.2)On introduit alors deux variables l'une x, qui prend en 
ompte les e�ets à large é
helle et l'autre

x/ε = y prend en 
ompte les e�ets à faible distan
e.I
i ui(x, y) est Y-périodique en y, ∀ i et Kε est uniformément elliptique de la même forme :
Kε(x) = K(x,

x

ε
),telle que K(x, y) soit périodique en y appartenant à une 
ellule. Pour simpli�er on pourra supposerque K(x, y) est indépendant de x et de la forme :

K(y) = K1.1y∈T + K0.1y/∈T,16



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSoù T représente le trou dans une 
ellule ave
 K1 ≪ K0. I
i K0 est le 
oe�
ient de 
ondu
tivitéthermique dans la matière et K1 = 0 est 
elui dans le vide 1).La dérivée d'une fon
tion de type double é
helle, i.e vi(x) = u(x, x
ε ) s'é
rit 
omme suit :

∂xvi(x) = ∂xvi(x) +
1

ε
∂yv

i(x).Ave
 
es hypothèse l'équation (1.1) s'é
rit :
ρC∂tu

ε(x) − ∇x(K(
x

ε
).∇xuε(x)) = f.En inje
tant le développement (1.2) dans 
ette l'équation on obtient :

ρC∂tu
ε(x) − (∇xKε)[∇xu0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu2 + ε∇yu

2 + ...]−

− Kε.∇x[∇xu
0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu2 + ε∇yu

2 + ...] = f.

ρC∂tu
ε(x) − 1

ε
(∇yK)[∇xu0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu

2 + ε∇yu
2 + ...] − K[∇2

xxu
0+

+
2

ε
∇2

xyu
0 +

1

ε2
∇2

yyu
0 + ε∇2

xxu1 + 2∇2
xyu

1 +
1

ε
∇2

yyu
1 + ε2∇2

xxu2 + 2ε∇2
xyu

2 + ∇2
yyu

2 + ...] = f.Puis on regroupe et identi�e les termes de même degré de ε :
− 1

ε2
[(∇yK)(∇yu

0) + K∇2
yyu

0] − 1

ε
[(∇yK).∇xu0 + (∇yK).∇yu

1 + K(∇2
yyu

1 + 2∇2
xyu

0)]−

− [−ρC∂tu
0(x) + (∇yK)(∇xu1 + ∇yu

2) + K(∇2
xxu

0 + 2∇2
xyu

1 + ∇2
yyu

2) + ...] = f.Les termes en ε−2 peuvent s'é
rire sous la forme :
∇y(K(y)∇yu

0(x, y)) = 0




∀x ∈ R2

y ∈ cellule + condition périodiqueI
i x est un paramètre, don
 pour tout x, 
'est une équation elliptique en y. Ça implique que :
∫

∇y.(K∇yu
0)u0 = 0.Par intégration par parties (notant que les termes au bords de l'intégration s'annulent) on obtient :1Pour la partie numérique on va donner au K1 une valeur presque nulle17



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS
∫

(∇yu
0)T K(∇yu

0) = 0.Comme K est uniformément elliptique, on a :
0 ≤

∫
α|∇yu

0|2 ≤
∫

(∇yu
0)T K(∇yu

0) = 0 avec α > 0

⇒ |∇yu
0| = 0.Par 
onséquent, on trouve que u0 ne dépend pas de y et on peut éliminer les termes en ∇yu

0.On identi�e alors les termes en ε−1 en tenant 
ompte du fait que u0 ne dépend pas de y :
(∇yK).∇xu0 + (∇yK).∇yu

1 + K∇2
yyu

1 + K2∇2
xyu

0 = 0

−∇y.(K∇yu
1) = (∇yK).(∇xu0).C'est une équation elliptique dont le se
ond membre est linéaire en ∇xu0, on peut alors la résoudrepar linéarité et obtenir le premier ordre u1 en dé
omposant ∇xu0 sur une base {~ej} et en 
al
ulantdes solutions de 
ette base. On a :

∇xu0 =
∑

j

∂xju
0 .~ej .Alors on obtient l'équation suivante :

−∇y(K∇yu
1) =

∑

j

∂xju
0[(∇yK)(~ej)].On note χj la solution sur une 
ellule ave
 
ondition périodique des problèmes auxiliaires suivants :

−∇y(K∇yχj) = (∇yK) (~ej), j = 1, 2. (1.3)Alors par linéarité on obtient :
u1 =

∑

j

∂xju
0 .χj ,et on peut réé
rire 
ette relation sous la forme suivante :

u1 = χ.∇xu0.

18



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSEn�n, nous allons 
onsidérer les termes en ε0 :
ρC∂tu

0(x) − (∇yK)(∇xu1 + ∇yu
2) − K(∇2

xxu
0 + 2∇2

xyu
1 + ∇2

yyu
2) = f

⇐⇒ ρC∂tu
0(x) − [(∇yK)∇xu1 + K∇2

xyu
1] − K(∇2

xyu
1 + ∇2

xxu
0) − [(∇yK)∇yu

2 + K∇2
yyu

2] = f

⇐⇒ ρC∂tu
0 − [∇y(K∇xu

1) + ∇y(K∇yu
2) + K(∇2

xxu
0 + ∇2

xyu
1)] = f.En remplaçant u1 par sa formule 
i-dessus et notant que u0 ne dépend pas de y (mais u1 dépendde y 
ar χ dépend de y), on obtient :

K(∇2
xyu

1 + ∇2
xxu0) = K[∇x(∇y(χ.∇xu0) ) + ∇2

xxu0]

= K[∇x(∇y χ.∇xu
0 ) + ∇2

xxu
0] (car ∇2

xyu
0 = 0)

= ∇x[(K∇yχ.∇xu0) + (K∇xu0)] (
ar K ne dépend pas de y)

= ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0).Alors,
ρC∂tu

0 − [∇y(K∇xu1) + ∇y(K∇yu
2) + ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0)] = f.En prenant la moyenne sur une 
ellule périodique, les termes ∇y(K∇xu1) et ∇y(K∇yu

2) vontdisparaître grâ
e aux la 
onditions périodiques et et il vient :
ρC∂tu

0 − ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0) = f . (1.4)Remarque 1.1. Les équations sont du même type ave
 λρCu au lieu de ρC∂tu (le terme ∂tu disparaît dansle 
as stationnaire) . Don
 pour résoudre le problème homogénéisé il nous faut :1. Cal
uler χ (i.e résoudre le problème auxiliaire (1.3) sur une 
ellule)2. Cal
uler u0 (i.e résoudre le problème ma
ros
opique (1.4)). Les trous (mi
ros
opiques) ont un e�et déterminant sur la solution (ma
ros
opique) puisquele 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique K est modi�é par le terme χ qui est du même ordrede grandeur.
19



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS1.2 Étude numérique du problème auxiliaire/mi
ros
opiqueDans 
ette se
tion nous allons utiliser le logi
iel FreeFem++ pour générer la solution χ du problèmemi
ros
opique a�n de 
al
uler la matri
e de 
ondu
tivité e�e
tive du problème ma
ros
opique :
K̂ =

1

SC

∫

C
K(y)(Id + ∇y.χ)dy,où SC est la surfa
e de 
ellule.FreeFem++ [5℄ est un logi
iel qui permet de résoudre les équations aux dérivées partielles ave
des 
onditions aux bords (des 
onditions de type périodique et Neumann pour nos problèmes) enutilisant la méthode des éléments �nis. Dans notre 
as le trou est 
ir
ulaire et on a deux appro
hesdu problème auxiliaire.

• Pour la première appro
he, on donne au 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique deux valeurs,
elle du matériau en dehors des trous et 0 dans les trous. On 
onsidère don
 la fon
tion
Kε(x) 
omme suit :

Kε(x) =





K1 en dehors du trou,
K2 dans le trou.Et l'on résout le problème ma
ros
opique ave
 des 
onditions périodiques aux bords de la
ellule.

• Pour la deuxième appro
he, la fon
tion Kε(x) n'est dé�nie qu'en dehors du trou, elle vaut
K1 et on impose la 
ondition de Neumann au bord du trou (et les 
onditions périodiquesaux bords de la 
ellule)

∇yχ.ν = ν au bord du trou.Les résultats obtenus pour une 
ellule 
arré de longueur unité per
é par un trou 
entré de rayon 0.5pour les deux appro
hes sont reportés �gures 1.2. Les 
ourbes d'isovaleurs de χ sont identiques endehors du trou validant l'équivalen
e des deux appro
hes.Après avoir obtenu la solution χ, on peut 
al
uler la matri
e de 
ondu
tivité e�e
tive K̂ . Elle estde la forme :
K̂ =


 K̃ 0

0 K̃


 = K̃.Id,20



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS
IsoValue
-0.0899782
-0.0729385
-0.0558989
-0.0388592
-0.0218196
-0.00477996
0.0122597
0.0292993
0.046339
0.0633786
0.0804183
0.0974579
0.114498
0.131537
0.148577
0.165616
0.182656
0.199696
0.216735
0.233775

IsoValue
-0.755203
-0.738994
-0.722785
-0.706576
-0.690368
-0.674159
-0.65795
-0.641742
-0.625533
-0.609324
-0.593115
-0.576907
-0.560698
-0.544489
-0.528281
-0.512072
-0.495863
-0.479654
-0.463446
-0.447237

Fig. 1.2. Courbes d'isovaleurs de χ1 pour un 
ellule 
omportant un trou 
entral. À gau
he Kprend 2 valeurs, dont 0 dans le trou, à droite la présen
e du trou est donnée par les 
onditions auxlimites (Neumann).où K̃ est une 
onstante. Si on fait bouger le trou dans la 
ellule, la matri
e K̂ ne 
hange pas.Notons que 
ette matri
e est bien symétrique grâ
e à la symétrie géométrique de trou. En e�et, sion rempla
e un trou 
ir
ulaire par un trou re
tangulaire, alors la matri
e K̂ n'est plus de la forme
K̃.Id, elle sera é
rite :

K̂ =


 a 0

0 b


 K̂ =


 b 0

0 a



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����

les deux valeurs a, b de diagonal de la matri
e K̃.Id sont permutés, ça 
orrespondant ave
 la rota-tion du trou dans la 
ellule. En�n, pour valider les 
al
uls numériques de la matri
e de 
ondu
tivitée�e
tive on va essayer de résoudre le problème auxiliaire pour le 
as où la 
ellule a la stru
ture21



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSé
hiquier, elle est 
onstituée de 4 
arrés élémentaires 
omme suit :
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
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K
1

K2

Dans 
e 
as le 
oe�
ient homogénéisé est égale à la moyenne géométrique de K1 et K2 :
K̃ =

√
K1K2,(voir l'arti
le [1℄). Les résultats numériques que nous obtenons sont :

K1 K2 K̃1 1 11 4 1.998781 9 3.05014 16 7.995524 25 10.0402Revenons maintenant au 
as le trou est de forme 
ir
ulaire, la valeur K̃ en fon
tion du rayon r estdonné �gure 1.3. Pour r = 0, le 
oe�
ient de 
ondu
tivité est 
elui du matériau plein (normaliséi
i à 1), pour r = 0.5, les disques de 2 
ellules 
ontiguës se tou
hent, le 
oe�
ient de 
ondu
tivitéest nul, 
omme on peut s'y attendre. Entre 
es deux valeurs, le 
oe�
ient de 
ondu
tivité varie defaçon monotone. Dans le 
as du masque de téléviseur, le rayon r du trou varie entre 0.2 et 0.4.
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CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

K

Fig. 1.3. Valeur du 
oe�
ient de 
ondu
tivité moyen K̃ en fon
tion du rayon r du trou per
é dansune 
ellule 
arré de longueur unité.
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Chapitre 2PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2DLa te
hnique d'homogénéisation de la se
tion pré
édente permet de prendre en 
ompte la di�usionde la température sur la taille de la 
ellule en supposant, 
e qui est le 
as, que la stru
ture estpériodique. En prenant en 
ompte les 
oe�
ients de di�usion e�e
tif déduit de 
ette étude, il restedon
 à étudier la propagation de la 
haleur à l'é
helle du masque.2.1 Équation de la 
haleur, des
ription des termesL'équation à résoudre est 
elle qui régit la di�usion de la 
haleur à savoir
∂ρE(~r, t)

∂t
− ~∇.κ(~r, t)~∇T (~r, t) = g(~r, t), (2.1)où ρE(~r, t) est une densité volumique d'énergie, κ(~r, t) la 
ondu
tivité thermique, i
i prise 
ommeune matri
e diagonale pour tenir 
ompte de l'hétérogénéïté des matériaux, g(~r, t) la sour
e de 
ha-leur, i
i le fais
eau éle
tronique qui dépose son énergie sur l'une des surfa
es du masque et 
e surune profondeur qui dépend du matériau mais qui i
i sera faible 
omparée à l'épaisseur du masque(typiquement le 1/100 de l'épaisseur du masque).Il faut adjoindre à l'équation (2.1) les 
onditions aux limites :

~∇~nT (~r, t) = εσ(T 4(~r, t) − T 4
ext), (2.2)qui indique que la perte d'énergie sur les bords est due à des phénomènes de radiation.2.1.1 Dép�t de la 
haleurLe fais
eau balaye le masque ave
 une fréquen
e de f0 = 100Hz. Chaque pixel est don
 visité tousles 1/100 se
onde. Aussi, en supposant que le temps ∆t de l'é
lairement d'un pixel est instantané,

g(~r, t) = ∆tg0δ(t − t0(~r)), (2.3)où g0 est le �ux d'énergie reçue par le pixel. En é
rivant l'énergie ∆E déposée par le fais
eau pendantle temps ∆t sur un pixel de surfa
e ∆S et sur une profondeur δ, on a
∆E = W∆t = U∆Q, (2.4)25



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Doù ∆Q est la quantité de 
harges déposée pendant le temps ∆t et U la di�éren
e de potentiel souslaquelle les 
harges sont a

élérées. Aussi la puissan
e W s'é
rit (dans la limite ∆t → 0) :
W = UI. (2.5)La puissan
e par unité de volume est alors

g0 =
UI

∆Sδ
. (2.6)Chaque pixel est é
lairé tous les 1/100 se
onde, temps qui est grand par rapport aux 
onstantesde temps thermiques des matériaux mis en jeu (typiquement la 
entaine de se
onde (voir partiesuivante et [10℄)). Ainsi l'ex
itation est lissée par le masque et l'on peut 
onsidérer que 
haque pixelreçoit en moyenne une puissan
e volumique donnée par

< g >=
UI

∆Sδ
f0 ∆t, (2.7)
ompte-tenu de

∆S

∆t
= f0 S, (2.8)on a �nalement l'ex
itation moyenne suivante :

< g >=
UI

Sδ
. (2.9)Le dép�t d'énergie est 
onsidéré don
 
omme permanent (ou stationnaire) sur l'ensemble de la sur-fa
e é
lairée (soumise au �ux d'éle
trons), le balayage n'est pas pris en 
ompte. Cette ex
itationmoyenne fait intervenir la surfa
e totale du masque et non la surfa
e é
lairée. Cela est dû au faitqu'une portion du masque est explorée tous les périodes T .Dans un premier temps, seule la re
her
he de solution stationnaire est menée. L'étude de la réponsetemporelle d'un masque initialement froid à une ex
itation de type é
helon est donnée dans undeuxième temps.2.2 Le problème plan stationnaireDans 
ette partie nous avons fait une simpli�
ation du problème stationnaire tridimensionnel enun problème stationnaire bidimensionnel en intégrant l'équation de la 
haleur suivant l'axe z ave


z ∈ [0, α], où α est l'épaisseur du masque. On obtient :
26



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D



−K∆T = g − CT 4 + 1

ασεαT 4
α + 1

ασε0T
4
0 ,

∂T
∂n = 0 au bord du masque, (2.10)où C = 1

ασ(ε0 + εα), g = < g > .g(x, y) i
i g(x, y) est le pro�l de dép�t d'énergie quidépend de l'image a�
hée sur l'é
ran à valeur dans [0,1℄ et T0, Tα représentent respe
tivement lestempératures extérieures du 
�té du 
anon à éle
trons et du 
�té de l'é
ran. Le masque est 
onsidéré
omme un plan dont la 
ondu
tivité est 
elle du Fer. Nous résoudrons 
e problème stationnaire 2Da�n de déterminer numériquement le paramètre ε et retrouver les résultats trouvés par Philips quieux ont estimé un même paramètre par une étude de fa
teur de forme du masque tenant 
omptede son environnement.2.2.1 Méthode itérativeNotons que le problème plan (2.10) n'est pas linéaire. A�n de le traiter numériquement, nousproposons le s
héma itératif suivant :1. Initialement on 
hoisit une température T 0 = T0 où T0 est la température extérieure.2. À l'itération k, T k est 
onnu. On 
her
he T k+ 1

2 
omme solution du problème linéarisé :
−K∆T k+ 1

2 = g +
1

α
σεαT 4

α +
1

α
σε0T

4
0 − C[4(T k)3.T k+ 1

2 − 3(T k)4].3. On pose
T k+1 = θT k+ 1

2 + (1 − θ)T k ave
 θ < 1.4. Si T k → T , T est la solution de (2.10), sinon on revient à la deuxième étape.2.2.2 AdimensionnementOn introduit les variables sans dimensions suivantes :. T̂ = T/T1, où T/T1 est une température de référen
e,. x̂ = x/L, L la taille du masque simulé, de même ŷ = y/L,. K̂ = K
Kfer

,. ĝ = <g>L2

T1Kfer
g(x, y),
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CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D. Ĉ =
L2σT 3

1
(ε0 + εα)

αKfer
,. Ĉ1 = L2σ

αKferT1
(εαT 4

α + ε0T
4
0 ).L'équation adimensionnée s'é
rit :
− K̂∆T̂ = ĝ − ĈT̂ 4 + Ĉ1.2.2.3 Résultats numériquesLe tableau 7.1 reprend les données numériques utilisées pour le problème plan. Ces données sontpour la plupart issues d'un rapport Philips [9℄ :notation des
ription valeur

U Tension d'a

élération 30000V

I Courant du fais
eau 4mA

L Taille du masque 50 cm

α Épaisseur du masque 200µm

KFe Coe�
ient de 
ondu
tivité thermique du Fer 55W.m−1K−1

σ Constante de Stefan-Boltzman 5.71 10−8 W.K−4.m−2

ε0 Émissivité 
�té du 
hamp magnétique 0.7

εα Émissivité 
�té de l'é
ran 0.7

T0 Température 
�té du 
hamp 308◦K

Tα Température 
�té de l'é
ran 298◦KTab. 2.1. Données numériques pour le problème plan.Les solutions numériques du problème stationnaire sont 
her
hées dans le 
as où l'énergie est dépo-sée sur une zone 
arrée de dimension 10 cm∗10 cm située près d'un bord du masque (le 
arré a pour
entre (x, y) = (2
3 ∗L, 1

2 ∗L)). Cette situation 
orrespond à l'un des 
as tests utilisé par Philips 
arpermettant de mettre en éviden
e le Domming. En e�et, l'énergie est déposée sur une zone où la
ourbure du masque est importante, aussi la déformation, proportionnelle à 
ette 
ourbure, en seraa

entuée. Notons i
i que le problème est plan et que, par 
onséquent, la 
ourbure du masque n'apas été prise en 
ompte. Cela n'aurait d'ailleurs que peu de 
onséquen
es sur les pro�ls thermiquesre
her
hés.Nous 
onsidérons un masque 
omportant des trous 
ir
ulaires de rayon r ≃ 0.3 lC où lC est la tailled'une 
ellule. Ave
 
ette valeur, la valeur de 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique e�e
tif 
al
ulédans la partie d'homogénéisation est K̂eff ≃ 0.5K. Le résultat obtenu est donné par la �gure 2.2.28



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
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Fig. 2.1. La partie ha
hurée représente la zone de dép�t d'énergie pour le 
as test 
onsidéré.
IsoValue
30.8604
32.3332
33.806
35.2788
36.7516
38.2245
39.6973
41.1701
42.6429
44.1157
45.5885
47.0614
48.5342
50.007
51.4798
52.9526
54.4255
55.8983
57.3711
58.8439

Fig. 2.2. Solution stationnaire ave
 K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.7, 
ourbes d'isovaleurs de latempérature du masque.La valeur maximale de la température de Tmax = 59◦C est plus petite que 
elle trouvée par Philips.Pour l'augmenter, nous avons 2 paramètres à notre disposition, soit nous diminuons la 
ondu
tivitéthermique du matériau, soit nous diminuons la perte d'énergie par radiation en diminuant ε. Le
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique est une donnée 2qui dépend du matériau lui-même et non de2Il est à noter que nous adoptons la valeur d'un matériau massif. La valeur pour des 
ou
hes min
es n'est pas29



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Dsa forme ni de son environnement. Pour obtenir la même valeur maximale de la température que
elle donnée par Philips (environ de de 70◦C à 80◦C), nous avons pris ε = 0.4 au lieu de ε = 0.7
omme dans le tableau des données numériques pré
édent. Le résultat obtenu est donné par la �gure2.3. Notons que la 
ondition de bords ∂T
∂~n = 0 impose que les lignes d'isotempérature leurs soientperpendi
ulaires. Les 
ourbes d'isovaleurs de la �gure 2.3 respe
tent 
ette 
ondition indiquant quela grille est su�samment �ne. Ce sera par la suite l'un des 
ritères du 
hoix de la grille.

IsoValue
31.1723
33.2676
35.3629
37.4583
39.5536
41.6489
43.7442
45.8395
47.9348
50.0301
52.1254
54.2207
56.3161
58.4114
60.5067
62.602
64.6973
66.7926
68.8879
70.9832

Fig. 2.3. Solution du problème bidimensionnel stationnaire ave
 K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.4.Si, de plus, nous prenons en 
ompte la rétrodi�usion des éle
trons par l'Invar (la valeur du 
oef-�
ient de rétrodi�usion β vaut 0.45, donnée Philips [9℄), l'apport d'énergie sur le masque est plusfaible, aussi il faudra baisser la perte d'énergie et don
 diminuer ε pour 
onserver une valeur de latempérature maximale autour de 70◦. Les 
al
uls numériques donnent une température maximalede 71◦C pour ε réglée à 0.14 (
f. �gure 2.4). Notons que 
ette valeur est pro
he d'une donnée Philips(≃ 0.16). Ce 
oe�
ient tient 
ompte de l'environnement du masque qui, soumis au rayonnement,rayonne à son tour et renvoie au masque une partie d'énergie. Aussi le pro
essus d'éva
uation de
onnue et il est possible qu'elle soit plus faible que 
elle du matériau massif [℄30



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Dl'énergie est moins e�
a
e que si le masque était isolé (sans retour de rayonnement possible).
IsoValue
31.2521
33.3414
35.4306
37.5199
39.6091
41.6984
43.7876
45.8769
47.9661
50.0554
52.1446
54.2339
56.3231
58.4124
60.5016
62.5909
64.6801
66.7694
68.8586
70.9479

Fig. 2.4. Solution du problème bidimensionnel stationnaire ave
 K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.14.2.3 Problème plan non stationnaireDans 
ette partie nous étudions le problème non stationnaire 2D :




ρC ∂T
∂t − K∆T = f(T ) où f(T ) = g − C1T

4 + 1
ασεαT 4

α + 1
ασε0T

4
0 ,

∂T
∂n = 0 au bord du masque, (2.11)où ρ et C sont respe
tivement la densité volumique et la 
haleur massique du matériau 
onstituantle masque, C1 = 1

ασ(ε0 + εα).Pour résoudre 
e problème nous avons 
hoisi le s
héma impli
ite suivant :1. On appelle T 0 la température du masque en t = 0.
31



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D2. On 
hoisit un pas de temps ∆t et on pose tn = n∆t, on a alors
∂T

∂t
=

T n+1 − T n

δt
,où T n et T n+1 sont les températures aux temps tn et tn+1 ave
 tn+1 = tn + ∆t.3. On 
onnait T n, alors T n+1 est la solution du problème de dis
rétisé :

ρC
T n+1 − T n

∆t
− K∆T n+1 = f(T n+1),

∂T n+1

∂n
= 0 au bord du masque.Les variables sont adimensionnées 
omme pour le problème stationnaire, 
ependant pour 
e problèmed'évolution, il faut aussi adimensionner le temps :

∆t̂ =
∆t.Kfer

ρCL2
.On prend un pas de temps ∆t = 10 s, l'énergie est déposée de la même façon que pour le 
as pro-blème stationnaire. Les �gures 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 présentent l'évolution de la température du masqueaux temps t = 100s , t = 200s , t = 400s et t = 600s respe
tivement.

IsoValue
28.3449
29.9144
31.4839
33.0533
34.6228
36.1923
37.7617
39.3312
40.9007
42.4701
44.0396
45.6091
47.1786
48.748
50.3175
51.887
53.4564
55.0259
56.5954
58.1648

Fig. 2.5. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 100 s.

IsoValue
29.8289
31.7832
33.7376
35.6919
37.6462
39.6005
41.5548
43.5092
45.4635
47.4178
49.3721
51.3264
53.2808
55.2351
57.1894
59.1437
61.0981
63.0524
65.0067
66.961

Fig. 2.6. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 200 s.32



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
IsoValue
30.8611
32.9439
35.0267
37.1094
39.1922
41.275
43.3578
45.4405
47.5233
49.6061
51.6889
53.7716
55.8544
57.9372
60.02
62.1027
64.1855
66.2683
68.3511
70.4338

Fig. 2.7. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 400 s.

IsoValue
31.1065
33.1998
35.2931
37.3864
39.4797
41.573
43.6663
45.7596
47.8529
49.9462
52.0395
54.1328
56.2261
58.3194
60.4127
62.506
64.5993
66.6926
68.7859
70.8792

Fig. 2.8. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 600 s.Il est aussi possible de suivre l'évolution de la température en fon
tion du temps en 
haque pointdu masque. La �gure 2.9 donne l'évolution temporelle de la température en 5 points du masque.

0 500 1000 1500 2000
t(s)

20

30

40

50

60

70

80

T
(°

C
)

x=0.67, y=0.1
x=0.67, y=0.3
x=0.67, y=0.4
x=0.67, y=0.45
x=0.67, y=0.5

Fig. 2.9. Évolution temporelle de la température en 5 points (x, y) du masque. (0, 0) est le pointen bas à gau
he, (1, 1) repère le point en haut à droite du masque33



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2DLes 
ourbes de la �gure 2.9 font penser à 
elle obtenue par un système modélisé simplement par une
apa
ité thermique et une résistan
e thermique et soumis à une brusque variation de température.La montée en température est alors donnée par :
T (t) = (T∞ − T0) (1 − exp(− t

τ
)) + T0, (2.12)où T0 est la température en t = 0, et τ la 
onstante de temps 
ara
téristique du matériau (donnéepar le produit résistan
e×
apa
ité). La �gure 2.10 illustre la façon de 
al
uler les valeurs du tempsde montée en température τ pour un point (x, y) sur le masque.

0 500 1000 1500 2000
t(s)

24

26

28

30

32

T
(°

C
)

x=0.67, y=0.1

Fig. 2.10. Le temps 
ara
téristique τ est 
al
ulé par le point d'interse
tion de deux tangentes àla 
ourbe.De fait, si on ajuste la valeur de τ qui s'a

orde le mieux ave
 
ette formule, on obtient les 
ourbesde la �gure 2.11. Les valeurs de τ adoptées pour la �gure 2.11 sont : τ = 159 s pour le point
(x, y) = (0.67, 0.1), τ = 101 s pour le point (0.67, 0.4), τ = 85 s pour le point (0.67, 0.5). Les 
ourbesbleues pointillées sont les 
ourbes re
al
ulées ave
 la formule (2.12). Les valeurs du temps de montée
τ trouvées en di�érents points sont tout-à-fait 
ompatible ave
 
elle expérimentalement obtenue parPhilips qui est de l'ordre de τ ≃ 100 s.Le temps moyen de montée en température trouvé par les 
al
uls numériques, de l'ordre de la
entaine se
onde est largement plus grande que le temps de balayage du fais
eau d'éle
trons qui est34



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D

0 500 1000 1500 2000
t(s)

20

30

40

50

60

70

80

T
(°

C
)

x=0.67, y=0.1
x=0.67, y=0.4
x=0.67, y=0.5

Fig. 2.11. Évolution temporelle de la température en 3 points (x, y) du masque donné par le modèlenumérique en trait tireté. En trait plein, représentation de T (t) donné par l'équation (2.12), ave

τ = 159 s pour le point (x, y) = (0.67, 0.1), τ = 101 s pour le point (0.67, 0.4) et τ = 85 s pour lepoint (0.67, 0.5).de 1/100 se
onde. Par 
onséquent un pixel ne réagit que lentement par rapport au temps passé parle fais
eau à l'é
lairer. Cela justi�e que le balayage du fais
eau n'a été pris en 
ompte que via unemoyenne sur une période. Don
, désormais nous nous limitons à l'étude des problèmes stationnaires.
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Chapitre 3LE PROBLÈME CYLINDRIQUEA�n de simpli�er la géométrie, il est possible, maintenant que l'e�et des trous est pris en 
hargepar un 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique e�e
tif, de passer d'un problème à 3 dimensions à unproblème 
ylindrique à symétrie angulaire. La portion de masque prise en 
ompte sera alors undisque �n de rayon R et d'épaisseur z = α. Dans 
ette géométrie, l'équation (2.1) s'é
rit :
−1

r

∂

∂r
r Kr(z)

∂T (r, z)

∂r
− ∂

∂z
Kz(z)

∂T (r, z)

∂z
=< g > h(z). (3.1)Les 
oe�
ients de 
ondu
tivité thermique Kr et Kz ne dépendent que de la profondeur z, ainsi quele dép�t d'énergie (h(z) = 1 pour 0 ≤ z ≤ δ et h(z) = 0 sinon)3.1 AdimensionnementOn introduit les variables sans dimensions suivantes :. T̂ = T/T0, où T/T0 est une température de référen
e,. r̂ = r/R, R rayon du masque simulé, de même ẑ = z/R,. ẑ = z/R,. κ̂∗ = κ∗/κFe, ave
 les valeurs numériques des 
ondu
tivités du 
uivre, du tungstène et dufer, on a :. κ̂cu = 5,. κ̂W = 2,. < ĝ >= <g>R2

T0κfer
,. σ̂∗ =

ε∗σRT 3
0

κfer
.Les équations adimensionnées s'é
rivent :
−1

r̂

∂

∂r̂
r̂ K̂r(ẑ)

∂T̂ (r̂, ẑ)

∂r̂
− ∂

∂ẑ
K̂z(ẑ)

∂T̂ (r̂, ẑ)

∂ẑ
=< ĝ > h(ẑ), (3.2)et

±K̂z(ẑ)
∂T̂ (r̂, ẑ)

∂ẑ
|z=0,α = σ̂ (T̂ 4 − T̂ 4

ei). (3.3)
37



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUE3.2 Redimensionnement (Problème des 
ou
hes min
es)L'un des problèmes numériques soulevés par 
ette étude est la grande diversité des é
helles delongueur mises en jeu. Les dép�ts de 
uivre et tungstène sont de l'ordre de la 
entaine de nanomètretandis que le substrat en fer a une épaisseur d'environ 200µm. Le rapport est d'environ 100. Ladimension du masque est aussi de l'ordre de 500 fois supérieure à son épaisseur (200µm à 
ompareraux 10 
m des é
hantillons). Les trous ont aussi des dimensions 1000 fois plus petites que le masque,mais leur in�uen
e a été prise en 
ompte par l'homogénéisation introduite dans le 
hapitre 1. Il n'estpas possible, sinon souhaitable, de simuler ave
 autant de pré
ision le fer et les 
ou
hes de tungstèneet 
uivre. On redimensionne don
 l'é
helle ẑ (pour le fer) en introduisant la nouvelle variable (onomet dorénavant les posti
hes )̂
z̄ = α z.On 
hoisit de rendre l'équation de �ux invariante par 
ette transformation, ainsi

−Kz
dT

dz
= J,devient

−α Kz
dT

dz̄
= J̄ ,qui reste invariante lorsque l'on introduit le 
oe�
ient de 
ondu
tivité redimensionné

K̄z = α Kz.L'équation de la 
haleur devient alors
1

r

∂

∂r
r Kr(z̄)

∂T (r, z̄)

∂r
+

∂

∂z̄
K̄z(z̄)

∂T (r̄, z)

∂z̄
=< g > h(z̄). (3.4)On introduit un 
oe�
ient de 
ondu
tivité radial redimensionné

K̄r =
Kr

α
,ainsi que la nouvelle sour
e

< ḡ >=
< g >

α
.L'équation obtenue est alors invariante. Notons que 
ette transformation 
onserve le �ux (l'équationde perte d'énergie par radiation sera alors elle aussi 
onservée sans autre modi�
ation), mais aussi
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CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUEla puissan
e totale :
Q =

∫ δ

0

∫

r
< g > 2πrdrdz =

∫ δ̄

0

∫

r
< ḡ > 2πrdrdz̄ = Q̄.Cette appro
he sera utilisée pour multiplier l'épaisseur des 
ou
hes et du substrat par un fa
teurd'environ 50. Ce 
oe�
ient est une limite supérieure, 
ar alors on reporte la disparité des é
hellesde longueur sur 
elle des 
oe�
ients de 
ondu
tivité thermique. En e�et les 
oe�
ients radiaux sontmultipliés par le fa
teur d'é
helle, les axiaux, eux, sont divisés.3.3 S
héma numérique FREEFEMFreeFem++ [5℄ est un logi
iel qui permet de résoudre les équations aux dérivées partielles ave
des 
onditions aux bords (des 
ondition de type périodiques et Neumann pour nos problèmes) enutilisant la méthode des éléments �nis [4℄.3.3.1 Données numériquesLes données adoptées dans les simulations, reportées dans le tableau 3.1 sont pour la plupart issuesd'un rapport Philips Eindoven [9℄. Les valeurs servant à la normalisation sont reportées dans letableau 3.2. variable notation valeurTension d'a

élération U 2500 V
ourant du fais
eau I 90 µArayon du masque R = R0 2 
mépaisseur du substrat h 200 µmépaisseur des totale des 
ou
hes δ 1 µmépaisseur des 
ou
hes de tungstènes δW 0.4 µmépaisseur de la 
ou
he de 
uivre δCu 0.2 µm
ondu
tivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Km
ondu
tivité du 
uivre κCu 275 W/◦Km
ondu
tivité du tungstène κW 110 W/◦Km
oe�
ient de radiation du fer εFe 0.7
oe�
ient de radiation du tungstène εW 0.7
onstante de Stefan σ 5.71 10−8 W/◦K4m2Tab. 3.1. Données numériques.En adoptant les valeurs des tableaux 3.1 et 3.2, on obtient :. ḡ = 1.7, 33dans les simulations numériques, pour obtenir des température réalistes, on prendra le double de 
ette valeur. Ilfaut noter que le pro
essus de dép�t de 
haleur est i
i dé
rit de fa�on grossière (en tout ou rien), la valeur numériquedéduite peut, dans 
es 
onditions, être un peu ajustée. 39



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUEvariable notation valeurrayon du masque R0 2 
m
ondu
tivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Kmtempérature de référen
e T0 596 ◦KTab. 3.2. Valeurs servant à la normalisation.. σ̄ = 0.003,. épaisseur du masque ᾱ = 0.01,. épaisseur des 
ou
hes δ̄ = 0.0001.3.3.2 Résultats numériquesDans la présente étude, nous voulons évaluer les modi�
ations des e�ets thermiques dues au dép�tde 
ou
hes min
es sur un substrat de fer. Pour les mettre en éviden
e, seuls les e�ets purementthermiques seront pris en 
ompte (di�usion et radiation), les autres e�ets et notamment 
elui derétrodi�usion n'est pas introduit. Il n'est besoin que de signaler que 
e dernier e�et aura tendan
eà diminuer le dép�t de 
haleur et don
 à diminuer le domming. Ce dernier e�et étant plus impor-tant ave
 le matériau multi
ou
he, la 
ou
he super�
ielle de Tungstène ayant été 
hoisie pour 
ettepropriété.L'e�et des trous est pris en 
ompte en prenant un 
oe�
ient e�e
tif radial deux fois plus petit que
elui du matériau plein. Cela 
orrespond à un rapport rayon d'un trou/dimension d'une 
ellule de0.3 (voir �gure 1.3).Les �gures 3.1 et 3.2 montrent un résultat typique des 
ourbes d'isotempérature. Pour la représen-tation graphique, l'épaisseur à été multiplié par un 
oe�
ient 50 
e qui fait que les lignes sont trèsétirées et semblant quasi-verti
ale. Il existe en fait un gradient dans l'épaisseur du matériaux, maisil est très faible.En supposant une fa
e à température �xée, l'intégration (numérique) de l'équation (3.3) donne unevariation de 10−4 ◦C. Le fer est assez bon 
ondu
teur et la plaque est �ne. L'appro
he faîte parPhilips [9℄ pour un pré
édent 
al
ul de domming, tirait parti de 
ette remarque pour envisager un
al
ul 2D selon la surfa
e de la plaque. I
i, 
omme nous voulons voir l'e�et des 
ou
hes, il n'etaitpas possible de s'a�ran
hir de la variable z.Ces deux �gures montrent que le gradient de température est prin
ipalement dans la dire
tion ra-diale. L'e�et des 
ou
hes pour la �gure 3.2 (délimité par le premier trait en bas) n'est pas très visible.40



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUE

Fig. 3.1. Cas d'un masque en fer é
lairé en son 
entre par un disque de rayon 0.2R0 ave
 lavaleur g0 = 3.2 et par 0.8 ∗ g0 partout ailleurs

Fig. 3.2. Même dép�t d'énergie que pour la �gure 3.1 mais pour un masque possédant trois 
ou
hes(W-CU-W)
41



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUELes �gures 3.3 et 3.4 suivantes donnent des 
oupes radiales de la température pour z = .005, soitau milieu de la 
ou
he de 
uivre.

Fig. 3.3. Pro�l de température pour unmasque en fer (
ourbe en pointillé) et ave
 re-vêtement (
ourbe 
ontinue). Le dép�t d'énergieest 
elui des �gures 3.1 et 3.2 Fig. 3.4. Idem que pour la �gure 3.3 maisle dép�t d'énergie n'est fait que sur le disque
entral de rayon 0.2R0.Pour 
ha
une de 
es 
ourbes l'e�et des 
ou
hes n'est pas �agrant. Il y a un e�et systématique derédu
tion à la fois de la température et du gradient radial, mais il est très faible. D'autres 
oupesfaites à di�érentes profondeurs donnent des résultats similaires.

Fig. 3.5. Idem que pour la �gure 3.3. A gau
he le dép�t d'énergie de valeur g0 est fait dans une
ouronne 
omprise entre 0.2R0 et 0.2
√

2R0 (rien ailleurs), a droite le dép�t d'énergie de valeur g0est fait dans une 
ouronne 
omprise entre 0.2R0 et 0.2
√

2R0 et 0.8 g0 ailleurs.42



Chapitre 4RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DESDIFFÉRENCES FINIESDans la partie pré
édente nous avons résolu le problème à symétrie 
ylindrique (SC) redimensionnépar la méthode des éléments �nis. L'épaisseur du masque est multiplié ave
 un fa
teur 50, 
ependantl'épaisseur total des 
ou
hes reste en
ore extrêmement �ne par rapport à ses dimensions latérales.L'e�et thermique de la présen
e des 
ou
hes de di�érents matériaux n'est pas �agrant, il né
essitede bien mailler le volume dans lequel les 
ou
hes sont déposées suivant la dire
tion de la variable
z. Dans 
ette se
tion, nous essayons de résoudre le problème (4.1) par la méthode des di�éren
es�nies en utilisant un maillage adapté au 
as qui nous 
on
erne (multi-
ou
hes �nes) et de 
omparerave
 les résultats obtenus par la méthode des éléments �nis.





−1
r

∂
∂r r Kr(z)∂T (r,z)

∂r − ∂
∂z Kz(z)∂T (r,z)

∂z = g(r, z),

∂T (r,z)
∂r |r=0,R = 0,

Kz(z)∂T (r,z)
∂z |z=0 = σ(T 4 − T 4

e1),

Kz(z)∂T (r,z)
∂z |z=h = −σ(T 4 − T 4

e2).

(4.1)
4.1 MaillageNous voulons trouver la solution T du problème 
ylindrique (4.1) ave
 des 
onditions aux limitesdans un domaine re
tangulaire Ω = [0, R]x[0, α]. Nous 
hoisirons évidemment les dire
tions or-thogonales ~r, ~z. Nous dis
rétisons l'intervalle [0, R] à l'aide de N1 points intermédiaires tels que
0 = r0 < r1 < r2, ..., < rN1

< rN1+1 = R et l'intervalle [0, α] à l'aide de N2 points intermédiairestels que 0 = z0 < z1 < z2, ..., < zN2
< zN2+1 = α. Nous traçons alors un réseau de droites r = riparallèles à l'axe de z, ainsi qu'un réseau de droites z = zi parallèles à l'axe de r. Les interse
tionsde deux réseaux à l'intérieur du domaine Ω sont les points Mi,j de 
oordonnées (ri, zj). Ces points
onstituent un maillage de Ω. La �gure 4.1 montre le maillage 
orrespondant sur le domaine Ω etla numérotation des index i, j des points de grilles r , z respe
tivement.Au lieu de 
her
her la solution T dans Ω véri�ant l'équation 
ylindrique (3.1) et des 
onditionsaux limites, nous 
her
hons les valeurs appro
hées de la solution T aux seuls points Mi,j dumaillage. Pour 
ela, nous dis
rétisons 
ette équation grâ
e à la méthode des di�éren
es �nies enfaisant intervenir les valeurs de T aux points du maillage.
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M

M

i,j+1

M
Mi+1,j

Mi,j−1

i−1,j

i,j

z

z

z

j+1

j

j−1

z

r

R0 r r ri+1i−1 i

h

Fig. 4.1. Maillage utilisé pour la méthode des di�éren
es �nies4.2 Dis
rétisation de l'équation 
ylindrique et des 
onditions aux limites endi�éren
e �nie 
entréeLes distan
es entre les points {ri}i=0,N1+1 et {zj}j=0,N2+1 étant supposées petites par rapportaux dimensions de Ω, i.e par rapport à l'é
helle de variation de T, on peut estimer que T variepeut lorsqu'on passe de Mi,j aux points voisins, et qu'on peut appro
her les dérivées de T pardes 
ombinaisons des valeurs de 
ette fon
tion aux points du maillage (méthode appelée di�éren
es�nies). Notons :
T (ri, zj) = Ti,j,

Kr(zj) = Kj
r ,

Kz(zj) = Kj
z ,

g(ri, zj) = gi,j .Nous avons les formules suivantes pour un maillage quel
onque :
∂Ti+ 1

2
,j

∂r
=

Ti+1,j − Ti,j

ri+1 − ri
idem pour ∂Ti,j+ 1

2

∂z
.

∂

∂r
Kj

r

∂Ti,j

∂r
= Kj

r

∂rTi+ 1

2
,j − ∂rTi− 1

2
,j

ri+1−ri−1

2

=
2

ri+1 − ri−1
Kj

r (
Ti+1,j − Ti,j

ri+1 − ri
− Ti,j − Ti−1,j

ri − ri−1
).
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∂

∂z
Kj

z

∂Ti,j

∂z
=

K
j+ 1

2
z ∂zTi,j+ 1

2

− K
j− 1

2
z ∂zTi,j− 1

2

zj+1−zj−1

2

=
2

zj+1 − zj−1
(K

j+ 1

2
z

Ti,j+1 − Ti,j

zj+1 − zj
− K

j− 1

2
z

Ti,j − Ti,j−1

zj − zj−1
).A l'aide de 
es formules, nous é
rivons une équation appro
he de l'équation (3.1) aux points Mi,jà l'intérieur du domaine Ω :

− 1

ri

Ti+1,j − Ti−1,j

ri+1 − ri−1
− 2

ri+1 − ri−1
Kj

r (
Ti+1,j − Ti,j

ri+1 − ri
− Ti,j − Ti−1,j

ri − ri−1
)

− 2

zj+1 − zj−1
(K

j+ 1

2
z

Ti,j+1 − Ti,j

zj+1 − zj
− K

j− 1

2
z

Ti,j − Ti,j−1

zj − zj−1
) = gi,j . (4.2)Pour i = 1, i = N1, j = 1, j = N2, 
e s
héma (4.2) fait intervenir des 
onditions aux limites quel'on peut appro
her 
omme suit :





T1,j−T0,j

r1−r0
=

TN1+1,j−TN1,j

rN1+1−rN1

= 0, (1)

K
1

2
z

Ti,1−Ti,0

z1−z0
= σ(T 4

i,1 − T 4
e1), (2)et K

N2+ 1

2
z

Ti,N2+1−Ti,N2

zN2+1−zN2

= −σ(T 4
i,N2

− T 4
e2). (3)

(4.3)
(1) indique une 
ondition de �ux nul.(2) et (3) imposent un �ux proportionnel à la température à la puissan
e 4 donnée par la 
onditionde perte d'énergie par radiation.En 
on
lusion, l'approximation du problème (4.1) 
onsiste à 
her
her les valeurs in
onnues, Ti,j aux
N1.N2 points intérieurs Mi,j satisfaisant les équations (4.2) et (4.3) é
rites en 
es mêmes points. Ils'agit don
 de résoudre un système linéaire de N1.N2 équations à N1.N2 in
onnues. Pour résoudre
e système nous allons d'abord l'é
rire sous forme matri
ielle :

AT = B, (4.4)où T est une matri
e-
olonne de dimension N = N1.N2 où nous rangeons les in
onnues Ti,j auxpoints intérieurs au domaine re
tangulaire Ω. Nous numérotons les points Mi,j par ordre de i
roissant et pour 
haque i par ordre de j 
roissant 
omme sur la �gure 4.2.45
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1

2

3 7

8

9

15

16

22

23

4

5

6

12

10

11

14

13 17

18

19

20 24

z

r

N

N
1

2

= 6

= 4

21Fig. 4.2. Numérotation les points Mi,jAinsi le points Mi,j a le numéro k = (i − 1)N2 + j. Le ve
teur T 
orrespondant est don
 :

T =




T1,1

T1,2...
T1,N2

T2,1...
T2,N2......
TN1,1...
TN1,N2


Ave
 
ette numérotation la matri
e A du système linéaire prend la forme suivante :
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                                      2 2

  N

N +1

   N

 2

    2

 1

 2

   1      2                     N     N +1                                                                 N

          a       b      c                              d

               
 e                             a       b       c                              d

c
 N−1

                                                             e                               a       bN                                                   N             N

  2   2          2   2

 2

  b       c                             d1            1                                                  1

3             3          3                                                    3

     N−N                    e                              a      b       c                               dN−N      N−N      N−N                                               N−N   2

2  2N  +1                                          N +1       N +1      N +1                                            N +1 2

  a      b       c                              d2           2             2                                                    2

2

Au point numéroté k = (i − 1)N2 + j les valeurs ak, bk, ck, dk, ek traduisent respe
tivementles 
oe�
ients des termes en Ti,j−1, Ti,j, Ti,j+1, Ti+1,j, Ti−1,j dans l'équation (4.2). De façonpré
ise, nous avons :
ak = − 2K

j− 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj − zj−1)
,

bk =
2Kj

r

(ri+1 − ri−1)(ri+1 − ri)
+

2Kj
r

(ri+1 − ri−1)(ri − ri−1)

+
2K

j+ 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj+1 − zj)
+

2K
j− 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj − zj−1)
,

ck = − 2K
j+ 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj+1 − zj)
,

dk = − 2Kj
r

(ri+1 − ri−1)(ri+1 − ri)
− Kj

r

ri(ri+1 − ri−1)
,47
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ek = − 2Kj

r

(ri+1 − ri−1)(ri − ri−1)
+

Kj
r

ri(ri+1 − ri−1)
.Notons que tous 
es termes doivent tenir 
ompte des 
onditions aux limites (4.3) pour les 
as i = 1,

i = N1, j = 1, j = N2, et que l'on peut faire passer les données de 
es 
onditions au se
ond membrede l'équation. En�n B est une matri
e-
olonne faisant intervenir la fon
tion de dép�t d'énergie get des données aux limites.Remarque 4.1 Les 
onditions aux limites en z = 0 et z = α font apparaître des termes nonlinéaire T 4
i,1, T 4

i,N2
que l'on peut linéariser de même façon que dans le problème plan (voir partie2.2.1).4.3 S
héma numérique4.3.1 L'algorithme BiCGStabIl existe de nombreuses méthodes pour résoudre un système linéaire Ax = B . Comme dans notre
as la matri
e A est pentadiagonale, 
reuse, mais non symétrique nous 
hoisirons l'algorithme de"Stabilized BiConjugate Gradient (BiCGStab)" (Ref. [6℄) pour résoudre le système (4.4). La mé-thode de BiCGStab permet de résoudre 
e système pour une matri
e A régulière quel
onque.1. On initialise en 
hoisissant x0 et r0 = B − Ax0

r̂0 = r0

ρ0 = α = ω0 = 1

v0 = p0 = 02. Pour i=1,2,... ρi = r̂t
0ri−1

β = (ρi/ρi−1)(α/ωi−1)

ρi = ri−1 + β(pi−1 − ωi−1vi−1)

vi = Api

α = ρi/r̂
t
0vi

s = ri−1 − αvi

t = As

ωi = tts/ttt

xi = xi−1 + ωis + αpi

ri = s − ωitLe test d'arrêt des itérations porte sur ‖r‖Nous pouvons maintenant passer à la partie de programmation en C++ pour résoudre notre l'équa-tion (4.4) ave
 l'algorithme BiCGStab. 48



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES4.3.2 Validation du programme CA�n de valider notre 
ode C++ pour résoudre le problème à symétrie 
ylindrique (4.1) nous faisonsdes 
al
uls sur un 
as test parti
ulier de 
e problème où nous pouvons donner exa
tement sa solutionanalytique. Pour un tel 
as test nous prenons par exemple R = h = 1, les fon
tions de 
oe�
ientsde 
ondu
tivité thermique Kr(z), Kz(z) sont 
onstantes et la fon
tion de dép�t d'énergie g nedépend que de variable z et elle est dé�nie 
omme suit :
g(z) =





g0 pour α < z < 1 − α,

0 sinon.Les températures extérieures sont égales et :
Te1 = Te1 = T0.La solution du problème (4.1) dans 
e 
as est symétrique et elle ne dépend pas de r. Résoudre leproblème 
ylindrique 2D revient à résoudre un problème 1D :




−Kz

∂2T
∂z2 = g,

Kz
∂T
∂z |z=0,1 = ±σ(T 4 − T 4

0 ).
(4.5)Ainsi nous pouvons résoudre le problème (4.1) sur 
et exemple ave
 deux méthodes (éléments �nis2D programmé ave
 FreeFem++, di�éren
es �nies 2D programmé en C++, et 1D programméave
 S
ilab (pour le problème 1D (4.5)), puis nous 
omparons les résultats trouvés par 
es pro-grammes ave
 la solution exa
te de (4.5).A�n de simpli�er des 
al
uls dans le programme C++ pour 
e 
as test nous avons fait un maillagerégulier à pas 
onstants ∆r = 1

N1
, ∆z = 1

N2
, i.e les points ri, zj sont équidistants tels que

ri = i∆r pour i = 1, N1, et zj = j∆z pour j = 1,N2. Ave
 
e maillage notre l'équationdis
rète (4.2) peut s'é
rire sous une forme habituelle :
− 1

ri
Kr

Ti+1,j − Ti−1,j

∆r
− Kr

Ti+1,j − 2Ti,j + Ti−1,j

∆r2
− Kz

Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

∆z2
= gi,j.Nous prenons les valeurs σ = 0.02, g0 = 0.03, Kz = 1, α = 0.4 pour notre exemple et noustrouvons les résultats reportés �gure 4.3.Nous 
onstatons que les trois programmes donnent le même résultat que la solution analytique.De plus, sur 
e 
as test, nous trouvons que le programme C++ nous permet de gagner environ unfa
teur 6 par rapport aux temps de 
al
ul du programme FreeFem++ pour une même taille du49
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Fig. 4.3. Solution T (z) du problème (4.5)maillage (i.e nombre de mailles du maillage). Nous pouvons don
 valider notre programme C++pour résoudre le problème 
ylindrique et passer à la suite.Remarque 4.2 Les solutions T (z) 
al
ulées par deux programmes FreeFem++, C++ montréesdans la �gure 4.3 sont des 
oupes en un point r = r0 quel
onque de solutions 2D T (r, z) trouvés par
es programmes, 
omme T (r, z) ne dépend que de z alors tous 
es 
oupes en r sont évidemmentidentiques. C'est la même 
hose pour des autres 
oupes en dire
tion de z et elles sont évidemmentdroites4.3.3 Maillage adaptéRevenons maintenant dans notre 
as d'étude où le masque est 
ouvert d'un revêtement 
omposédes 
ou
hes min
es de di�érents matériaux. Ces 
ou
hes ont une épaisseur totale très petite parrapport à l'épaisseur total du masque, alors a�n de résoudre notre problème SC sans faire tropd'e�orts numériques pour prendre en 
ompte l'e�et thermique des 
ou
hes, nous devons faire unmaillage "adapté" à la position des 
ou
hes et ainsi au terme de la fon
tion de dép�t d'énergie g ,i.e un maillage qui est plus �n dans la zone de 
ou
hes et de dép�t d'énergie que les autres zonesdu masque (�gure 4.4).Dans un premier temps a�n de tester l'e�
a
ité de la te
hnique de maillage adapté nous faisons un
as test simple pour le problème SC dans le domaine Ω = [0, 1] ∗ [0, 1] 
omportant une 
ou
he de50
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�����
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�����
�����
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�����
�����

z

r0 1

1

0.2

0.1

z

r0 1

1

Fig. 4.4. Maillage adapté au problème (4.1) pour le s
héma numérique des di�éren
es �niesl'épaisseur 0.1 déposé sur un substrat de Fer de 
ondu
tivité thermique K̂Fe = 1 . Le 
oe�
ient de
ondu
tivité thermique de 
ette 
ou
he est 
elui de Cuivre K̂Cu = 5 et l'énergie est envoyée dansla 
ou
he et sur un disque de rayon 0.2.Pour 
e 
as test d'abord nous allons résoudre le problème SC ave
 le 
ode C++ sur un maillagebien �n et régulier partout de taille 300*300 mailles (300 points suivant la dire
tion de rayon r, et300 points suivant l'axe z), nous prenons la solution 
al
ulé ave
 
e maillage 
omme la solution deréféren
e. Après nous 
her
hons aussi la solution du problème SC ave
 un maillage adapté à 
e 
astest de taille 50*50 et puis ave
 un maillage à pas 
onstante de même taille que le maillage adapté.Les résultats trouvés sont montrés dans les �gures 4.5 et 4.6.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

1

1.2

1.4

1.6

1.8

T

coupe radiale en z=0.05

solution de reference
maillage adapte
maillage regulier

Fig. 4.5. Pro�l de température du 
as test ob-tenus ave
 trois di�érents maillages 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

T

coupe verticale en r=0.1

solution de reference
maillage adapte
maillage regulier

Fig. 4.6. Idem que pour la �gure 4.5, la 
oupeest faite en dire
tion verti
ale51
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ourbes dans deux �gures 4.5, 4.6 montrent que pour un même 
oût de 
al
ul numérique lasolution obtenue par le maillage adapté appro
hée mieux à la solution de référen
e que 
elle-
i dumaillage régulier. Grâ
e à 
ette méthode de maillage adapté maintenant nous pouvons essayer detraiter les 
onditions réalistes sur la taille des 
ou
hes déposées dans le problème SC.4.3.4 Solution du problème SC dans le 
as multi
ou
he pro
he les 
onditions réalistesEn réalité, l'épaisseur total du masque est de l'ordre de 200µm, et l'épaisseur total des 
ou
hesdéposées sur le substrat Fer est de l'ordre 1µm, le rayon du masque est environ 5
m. Ave
 
es
onditions nous avons un fa
teur 50000 entre la taille latérale du masque et l'épaisseur de 
ou
hesdéposées et ça exige beau
oup d'e�orts numériques si nous voulons mailler dans le volume de 
ou
hespour 
al
uler la solution du problème SC. A�n de tester l'importan
e des performan
es thermiquesde 
ou
hes déposées nous pouvons 
ommen
er par le 
al
ul de la solution du problème SC pourun 
as test où le masque possède une seule 
ou
he de revêtement de Cuivre sur le substrat Fer,qui est déposée pour avoir un e�et de rédu
tion des gradients de température, ave
 les dimensions(adimensionnées) présentées dans la �gure 4.7.

���������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������
�������������������������

�������������������������
�������������������������
�������������������������

���������������������������������������������������������������
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

z

r1

1/10000

1/100

K = 1

K = 5

0.2

dépot de la chaleurFig. 4.7. La taille adimensionnées pro
he les 
onditions réalistes du masquePour trouver la solution de 
e problème, nous utilisons évidemment le maillage adapté à la 
ou
heCu déposée et à la zone de dép�t de la 
haleur. Comme nous voulons mailler dans la 
ou
he Cu,il y a don
 un grand é
art entre la taille des mailles dans la zone de 
ou
hes et de dép�t d'énergieave
 la tailles des mailles dans autres zones du masque. Cet é
art peut provoquer une di�
ultépour la 
onvergen
e de la méthode BiCGStab. A�n d'améliorer la 
onvergen
e nous allons utiliser52



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESla méthode d'interpolation.1. On 
al
ule la solution T sur un maillage de départ "grossier".2. On ra�ne 
e maillage grossier en r et en z en adaptant à la position de 
ou
hes et dép�td'énergie. Puis, on projette la solution trouvée sur le maillage ra�né ave
 la méthoded'interpolation

M i,j

+1M i,j

M

M i+1,j+1

i+1,j

M i,j
M i−1,j M i+1,j

M i,j−1

M i,j+1

Maillage "grosier"

Maillage raffiné

Ti,j = 〈Ti,j + Ti+1,j + Ti,j+1 + Ti+1,j+1〉 ,ou bien
Ti−1,j = 〈Ti,j + Ti,j+1〉 (Ti,j−1, Ti,j+1, Ti+1,j sont 
al
ulés de même façon).3. On utilise 
ette solution T 
omme donnée initiale de la méthode BiCGStab sur le maillagera�né.En�n, à l'aide de deux méthodes de maillage adapté et d'interpolation nous obtenons la solutiondu problème SC ave
 des 
onditions sur la dimension des 
ou
hes déposées reportées dans la �gure4.7, 
ette solution illustrée dans la �gure 4.8 est 
omparée ave
 la solution du problème SC pourles deux 
as dont le masque est mono
ou
he, premier 
as K̂ = K̂Fe = 1 partout et deuxième
as K̂ = K̂Cu = 5 partout, ave
 les mêmes 
onditions et sur le même maillage. Les donnéesnumériques adoptés pour 
es simulations sont reportés dans le tableau 4.153



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESvariable notation valeurTension d'a

élération U 30000 V
ourant du fais
eau I 4 mArayon du masque R = R0 2 
mépaisseur du substrat h 200 µmépaisseur de la 
ou
he de 
uivre δCu 1 µm
ondu
tivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Km
ondu
tivité du 
uivre κCu 275 W/◦Km
oe�
ient de radiation ε 0.4
onstante de Stefan σ 5.71 10−8 W/◦K4m2Tab. 4.1. Données numériques.

Fig. 4.8. Solution du problème (4.1) pour le 
as d'un masque possédant un revêtement du 
uivre,le dép�t est fait sur un disque au 
entre du masque de rayon 0.2R0La �gure 4.9 illustre des 
oupes radiales de solutions numériques faites au milieu de la profondeurde la 
ou
he 
uivre. En 
omparant des 
ourbes présentées dans 
ette �gure nous 
onstatons qu'ave

es 
onditions de dimensions, la 
ou
he Cu n'a pas un e�et thermique important sur la di�usionlatérale de la 
haleur dans le masque et elle ne diminue pas beau
oup le gradient de températurepar rapport au 
as le masque du Fer et sans 
ou
hes. Ce gradient de température reste en
ore assezgrand en 
omparaison ave
 
elui du 
as le masque Cuivre et sans 
ou
hes. En 
on
lusion, ave
 
es
onditions de dimension, la performan
e thermique des 
ou
hes n'est pas su�sante pour améliorerles propriétés thermiques du masque. 54
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2 couches: K=5 pour z<=0.0001, K=1 dans le reste

Fig. 4.9. Pro�l de température pour trois 
as test : soit un masque en fer, soit un masque en
uivre, soit un masque 
omposé de deux 
ou
hes Cu-Fe ave
 les dimensions reportées dans la �gure4.7. Le dép�t est 
elui de �gure 4.8
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Chapitre 5RÉSISTANCE THERMIQUELes études menées jusqu'à présent 
on
ernant des masques dont les di�érentes 
ou
hes sont en
onta
t thermique parfait. En réalité, il y a une rupture de la stru
ture 
ristalline lors du passaged'une 
ou
he à une autre, ou une présen
e d'impuretés ou en
ore l'imbri
ation des mailles 
ristallinesd'une 
ou
he à une autre,... qui 
hangent les propriétés thermiques des matériaux 
on
ernés. Onsuppose qu'il existe une lame d'air entre deux 
ou
hes en "
onta
t", les surfa
es en 
onta
t n'ontdon
 pas la même température.
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δ

T

T

couche 2

couche 1

S

S1

2
2

1Il y a alors deux types de transferts de 
haleur entre deux 
ou
hes de 
onta
t : un �ux net d'énergieémis par le rayonnement entre deux surfa
es gris S1 et S2 supposées parallèles et un �ux thermiquede 
ondu
tion passant de 
ou
he 1 à la 
ou
he 2 (T1 > T2 ). La première question posée est que lerayonnement est-il e�
a
e pour transmettre de l'énergie entre deux 
ou
hes ?5.1 Bilan de �ux d'énergie é
hangé par le rayonnement entre deux 
ou
hes dedi�érents matériauxDans 
ette se
tion nous nous intéressons au problème qui 
onsiste à déterminer le �ux net Φ é
hangépar le rayonnement de S1 à S2. Dans 
e 
as simple on est 
ertain que le �ux émis par 
haque planvient frapper l'autre. La surfa
e S1 émet un �ux Φ1 et 
e �ux vient frapper S2, qui absorbe unepartie ε2Φ1 et ré�é
hit (1 − ε2)Φ1 (loi de Kir
h
ho�). Le s
héma 
i-après amor
e les répartitionsde Φ1.
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1
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1
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1

1

1

1

1
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(1−ε )   (1−ε )1 2(1−ε )   (1−ε )1ε 1

2
n−1φ1

I
i, ε1 et ε2 sont e�e
tivement émissivités de S1 et S2. On voit que les �ux absorbés su

essifs,tant pour S1 que pour S2, sont en progression géométrique de raison (1 − ε1)(1 − ε2). Le bilanpour S1 est don
 :
• S1 perd Φ1.

• S1 absorbe
∞∑

n=1

ε1(1 − ε1)
n−1(1 − ε2)

nΦ1 = ε1(1 − ε2)Φ1

∞∑

n=0

(1 − ε1)
n(1 − ε2)

n

=
ε1(1 − ε2)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1.

• S2 absorbe
∞∑

n=1

ε2(1 − ε1)
n−1(1 − ε2)

n−1Φ1 =
ε2

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1.Il faut également e�e
tuer le même 
al
ul relativement au �ux Φ2 émis par S2 :

• S2 perd Φ2.

• S2 absorbe
ε2(1 − ε1)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2.

• S1 absorbe
ε1

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2.58



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEIl est maintenant possible de faire le bilan 
omplet de S1, on trouve que S1 perd (et don
 S2reçoit) un �ux net Φ égal à :
Φ = Φ1 − ε1(1 − ε2)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1 − ε1

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2 =

ε2Φ1 − ε1Φ2

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
.Dans 
e 
as, Φ1 et Φ2 peuvent s'exprimer en fon
tion de température par la loi de Stefan :

Φ1 = ε1σS1T
4
1 et Φ2 = ε2σS2T

4
2 . Comme les aires des surfa
e en regard ont même valeur S :

Φ = εeffσS(T 4
1 − T 4

2 ),ave

εeff =

1
1
ε1

+ 1
ε2

− 1
.La densité de �ux d'énergie transfert par rayonnement de S1 à S2 est don
 φR = εeffσ(T 4

1 − T 4
2 )et elle est à 
omparer ave
 la densité de �ux d'énergie par di�usion φD = K

δ (T1 − T2).

φR

φD
=

εeffσδ(T 4
1 − T 4

2 )

K(T1 − T2)
.Posons u = T1

T2

φR

φD
=

εeffσδ

K

(u4 − 1)

(u − 1)
T 3

2

∼ εeffσδ

K
T 3

2 u3

∼ εeffσδ

K
T 3

1 .On prend par exemple. δ = 2nm. εeff = 0.7. σ = 5.71 10−8 W.K−4.m−2. K = 173W.K−1.m−1 (= Ktungsten). T1 = 350Kalors on obtient
φR

φD
≃ 2.10−11 don
 φR ≪ φD,
elui implique qu'on ne peut pas 
ompter sur la radiation pour faire un é
hange d'énergie entrematériaux. 59



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUE5.2 Étude numérique de la résistan
e thermiqueComme il y a une dis
ontinuité de température à la surfa
e de 
onta
t de deux 
ou
hes, on asso-
ie maintenant à 
et é
art de température une résistan
e thermique de 
onta
t Rth, elle prend en
ompte et intègre la modi�
ation de la 
ondu
tivité thermique sur l'épaisseur (faible) de 
onta
tentre les 2 matériaux. On introduit l'existen
e de 
ette résistan
e de 
onta
t dans le s
héma numé-rique en 
onsidérant le �ux d'énergie en 
onta
t entre eux.
T

r

T1

T2

K1 2K

φ

r0

1 2Fig. 5.1. Le �ux d'énergie en 
onta
t entre deux 
ou
hes di�érentesLa �gure 5.1 montre deux 
ou
hes di�érentes ave
 la 
ondu
tivité thermique K1 pour la 
ou
he 1et K2 pour la 
ou
he 2. Les 
ou
hes sont en 
onta
t en r0 du fait de la présen
e de la résistan
ethermique de 
onta
t. La température subit une dis
ontinuité à 
ette interfa
e (température T1 pourla 
ou
he 1 et température T2 pour la 
ou
he 2, nous supposons T1 > T2). On peut imaginer quemi
ros
opiquement, on introduit une 
ou
he �ne d'épaisseur ε dont la 
ondu
tivité traduit l'imbri-
ation des deux matériaux. Il serait alors possible de 
al
uler la solution de l'évaluation de la 
haleur
omme dans l'étude pré
édente. Pour ne pas alourdir l'e�ort numérique on fait appel pour traiter
ette interfa
e à une loi de Fourier (formellement ε → 0) et on fait apparaître une dis
ontinuité dela température.La densité du �ux d'énergie sortant de la 
ou
he 1 par la surfa
e r0 est égal à : φ1 = −K1
∂T1

∂z |r=r0
.La densité du �ux d'énergie entrant dans la 
ou
he 2 par la surfa
e r0 est égal à : φ2 = −K2

∂T2

∂z |r=r0
.Ces deux �ux sont égaux et ils sont 
al
ulés par φ1 = φ2 = φ = 1

Rth
(T1 − T2), i
i Rth apparaît
omme la résistan
e thermique de 
onta
t en entre les deux 
ou
hes, 
'est une résistan
e thermique60



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEpar unité de surfa
e exprimée en m2.K.W−1.Les solutions numériques que nous avons obtenu dans la partie 4.3.4 ne 
omptent pas en
ore l'exis-ten
e de la résistan
e thermique de 
onta
t entre les 
ou
hes du masque. A�n de véri�er l'in�uen
ethermique de 
ette résistan
e nous allons faire un s
héma numérique pour le problème SC prenanten 
ompte la résistan
e Rth. Nous avons d'abord e�e
tué des simulations pour un 
as test simple duproblème 
ylindrique ave
 la présen
e du Rth pour voir si 
ette présen
e peut améliorer la di�usionlatérale de la 
haleur dans les 
ou
hes du masque. On introduit le paramètre sans dimension Rth :. R̂th = Rth.KF e
R0

.Le �ux d'énergie adimensionné pris en 
onta
t entres des 
ou
hes s'é
rit alors :
K̂∗

∂T̂∗
∂ẑ

=
1

R̂th

(T̂1 − T̂2).Les premières simulations sont prises pour un 
as test où le système est 
onstitué de deux 
ou
hesdi�érentes ave
 les 
ondu
tivités thermiques K̂1 = K̂2 = 1. Ce système est de dimensions R̂ = ĥ = 1,l'épaisseur de dép�t d'énergie est δ̂ = 0.1, l'énergie est déposée sur un disque de rayon rd = 0.2, etles épaisseurs des 
ou
hes sont ĥ1 = ĥ2 = 0.5. Nous avons pris di�érentes valeurs pour la résistan
ethermique R̂th et puis nous 
omparons 
es résultats ave
 
elui pour lequel le 
onta
t thermique estparfait. Les résultats obtenus sont donnés �gures 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, pour respe
tivement un 
onta
tthermique parfait (R̂th = 0), R̂th = 0.01, R̂th = 0.1, R̂th = 1.
IsoValue
50.7335
50.7975
50.8615
50.9255
50.9895
51.0535
51.1175
51.1815
51.2455
51.3095
51.3735
51.4375
51.5015
51.5655
51.6295
51.6935
51.7575
51.8215
51.8855
51.9495
52.0135
52.0775
52.1415
52.2055
52.2695
52.3335
52.3975
52.4615
52.5255
52.5895
52.6535
52.7175
52.7815
52.8455
52.9095
52.9735
53.0375
53.1015
53.1655
53.2295

Fig. 5.2. Solution du 
as test sans résistan
ethermique

IsoValue
50.7133
50.7756
50.838
50.9003
50.9626
51.0249
51.0873
51.1496
51.2119
51.2742
51.3366
51.3989
51.4612
51.5236
51.5859
51.6482
51.7105
51.7729
51.8352
51.8975
51.9599
52.0222
52.0845
52.1468
52.2092
52.2715
52.3338
52.3961
52.4585
52.5208
52.5831
52.6455
52.7078
52.7701
52.8324
52.8948
52.9571
53.0194
53.0817
53.2064

Fig. 5.3. Solution du 
as test où R̂th = 0.01
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CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUE
IsoValue
50.6495
50.7337
50.818
50.9022
50.9865
51.0707
51.155
51.2392
51.3235
51.4077
51.492
51.5762
51.6605
51.7447
51.829
51.9132
51.9974
52.0817
52.1659
52.2502
52.3344
52.4187
52.5029
52.5872
52.6714
52.7557
52.8399
52.9242
53.0084
53.1769

Fig. 5.4. Solution du 
as test où R̂th = 0.1

IsoValue
50.5361
50.5514
50.5667
50.582
50.5973
50.6126
50.6279
50.6432
50.6585
50.6738
50.6891
50.7044
50.7197
50.735
50.7503
50.7656
50.7809
50.7962
50.8115
50.8421
50.9495
51.0716
51.1936
51.3157
51.4377
51.5598
51.6818
51.8039
51.9259
52.048
52.1701
52.2921
52.4142
52.5362
52.6583
52.7803
52.9024
53.0244
53.1465
53.3906

Fig. 5.5. Solution du 
as test où R̂th = 1
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Fig. 5.7. Idem que pour la �gure 5.6 maisles 
oupes sont faites en dire
tion verti
ale en
r̂ = 0.1Les 
oupes radiales et verti
ales des simulations numériques présentés les �gures 5.6, 5.7 montrentque, ave
 une résistan
e thermique assez petite (par exemple R̂th = 0.01), la di�érente de tempé-rature entre les deux 
ou
hes est-elle aussi assez petite, lorsque la valeur R̂th → 0 alors le résultatobtenu devient de plus en plus pro
he du résultats du 
as où le problème ne 
ontient pas la résistan
ethermique. En revan
he, dans le 
as où R̂th est assez grand, le �ux d'énergie traversant la surfa
eentre deux 
ou
hes est presque nul, la dis
ontinuité de température est alors très importante. Latempérature de la 
ou
he sur laquelle se fait le dép�t d'énergie est devenue plus grande et 
elle del'autre 
ou
he a beau
oup baissé et présente un gradient d'autant plus faible qu'elle est mieux isolée62



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEthermiquement de l'autre 
ou
he. De plus, les gradients de température dans la 
ou
he où l'énergieest déposée ne diminue pas quand la valeur de R̂th augmente. Les résultats sont obtenus i
i surun empilement des matériaux épais (les dimensions en profondeur sont de l'ordre de la dimensionradiale). Cependant ils montrent que la prise en 
ompte du mauvais 
onta
t thermique entre maté-riaux augmente la température de l'un (
elui qui reçoit le �ux d'énergie) et diminue la températurede l'autre sans pour 
ela diminuer les gradients de température selon la dimension radiale. Ce phé-nomène doit rester valable dans le 
as des 
ou
hes min
es. On ne peut don
 pas 
ompter sur ellepour augmenter la di�usion thermique radial. Cela est en fait assez raisonnable puisque la di�usiondépend de K qui lui ne 
hange pas.
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CONCLUSIONLes performan
es thermiques d'un matériau la
unaire 
onstitué d'un empilement de plusieurs 
ou
hesde matériaux di�érents ont été étudié. Cette étude est motivée a�n de trouver des solutions pourlimiter l'e�et de �domming� du à l'apparition de forts gradients de température à la surfa
e dumasque ; 
es gradients produisant une déformation mé
anique élastique lo
ale du masque qui dimi-nue la qualité de ��ltrage� des fais
eaux éle
tronique. Il en résulte une dégradation des images àl'é
ran. Cet e�et est d'autant plus sensible que l'image a�
hée est �xe sur un temps long et présentede forts gradients (par exemple pour les textes é
rits qui sont �xes et né
essitent de forts 
ontrastes).On peut noter que le masque étant situé dans un tube à vide, le seul mé
anisme de refroidissementest dû à la radiation. Cet e�et important a été pris en 
ompte.Le masque est une sorte de grille, plaque extrêmement �ne (ses dimensions latérales sont 10000 foisplus grande que sa dimension transversale) et per
és de milliers de trous quasi identiques répartisrégulièrement. La présen
e des trous modi�e de façon importante la propagation de la 
haleur dansle masque. En supposant que l'é
helle de gradient de température est large 
omparée à la dimensiond'un trou, un 
al
ul d'homogénéisation a été mené. On en a déduit alors un 
oe�
ient de 
ondu
ti-vité thermique e�e
tif. Pour un masque de téléviseur, on montre que la présen
e des trous diminued'environ 30% le 
oe�
ient de 
ondu
tivité du matériau.Dans une se
onde étape, on étudie le problème d'évolution bidimensionnel, obtenu en intégrantsur l'épaisseur du masque, qui montre que les temps de montée de la température en ses di�érentspoints est en a

ord ave
 les mesures expérimentales. Cela permet de valider l'appro
he par homo-généisation et de donner un outil numérique permettant de prédire l'e�et de domming.Une étude de l'in�uen
e de la présen
e de 
ou
hes sur la propagation latérale de la 
haleur est pré-sentée dans la troisième partie. Nous avons mené 
e 
al
ul en deux temps. Dans un premier temps,un modèle axisymétrique est pris en 
ompte, le masque est supposé 
ylindrique et présentant unesymétrie angulaire. L'étude numérique d'un empilement de quatre matériaux de 
ondu
tivité prisesdans un rapport 2,5,2,1 et d'épaisseur respe
tives 1,1,1,3, montre, par 
omparaison ave
 un matériausimple de 
ondu
tivité 1, que la 
ondu
tivité radiale est améliorée de façon sensible, 
ependant quedes gradients de température demeurent importants. Il faut noter que les rapports d'épaisseur des
ou
hes sont loin d'être 
elles du masque, 
es dernières seront beau
oup plus faibles (dans un rap-port 2/100, 1/100, 2/100). Ainsi les e�ets d'amélioration de la 
ondu
tivité radiale et transversale65



CONCLUSIONde notre étude sont-ils très surévalués.Une étude portant sur un modèle 
ylindrique à deux dimensions (r, z) a été menée. Les dimensionstraitées sont 
elles qui se situent selon le plan du masque. La 
ondu
tivité du matériau à 
ou
hesest dominée par 
elle du support en Fer. On peut penser, dans 
es 
onditions, que l'e�et des 
ou
hesest assez faible.Des simulations réalisées à l'aide de méthodes aux di�éren
es �nies, dont le maillage est adapté auxdisparités entre épaisseurs des 
ou
hes et dimensions latérales du masque donnent des résultats ena

ord ave
 
eux donnés par les méthodes d'éléments �nis.Un paramètre important pour 
es problèmes est 
elui de la résistan
e thermique qui existe entreles di�érentes 
ou
hes. Sa valeur dépend non seulement des matériaux en 
onta
t, mais aussi estsensible à l'existen
e des 
ou
hes [11℄. Il n'existe pas de donnée 
on
ernant sa valeur pour les empile-ments qui nous 
on
erne et elle n'a pas été prise en 
ompte dans les résultats donnés i
i. Cependantdes études sur 
e paramètre montrent que ses e�ets sont d'augmenter les températures régnantdans les 
ou
hes, de diminuer 
elle du substrat, d'augmenter les gradients de température dans les
ou
hes et de diminuer 
elles dans le substrat. Une 
omparaison entre les températures en surfa
ed'un masque re
ouvert et d'un masque non traité, permettra de savoir si 
es e�ets de résistan
ethermiques entre 
ou
hes sont ou non important.Il faut noter 
ependant que le terme de sour
e est traité de façon grossière et qu'une étude plus �nedevra permettre de 
omprendre 
omment l'énergie des fais
eaux éle
troniques se dépose dans 
etempilement de matériaux.D'autre part, l'e�et de propagation des éle
trons dans la 
ou
he de 
uivre par ré�exions su

essivessur les 
ou
hes de tungstène n'a pas été prise en 
ompte. Cet e�et, non en
ore modélisé, devraitpermettre aussi d'améliorer la di�usion longitudinale de la 
haleur.
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Chapitre 6INTRODUCTIONLa fabri
ation arti�
ielle des �lms min
es de matériels par le dép�t de 
ou
hes d'atomes vaporiséssur un substrat s'est développée très rapidement pendant les années ré
entes ave
 plusieurs te
h-niques 
omme l'épitaxie par jet molé
ulaire, la déposition 
himique en phase vapeur, et
... Cettete
hnologie de 
roissan
e de surfa
e a motivé le développement de la re
her
he des modèles théo-riques a�n de dé
rire la 
roissan
e dynamique des interfa
es et obtenir des informations quant-à lastru
ture de la surfa
e, ainsi que sur ses propriétés statistiques. Dans notre 
adre d'étude nous nousintéressons à étudier l'évolution du pro
essus de dép�t de 
ou
hes min
es de matériaux, qui est uneappli
ation importante des pro
édés plasma. L'épaisseur et la stru
ture des 
ou
hes dépendent desparamètres du plasma (température, pression, densité) ainsi que des di�érents matériaux mis enjeu (substrat, revêtement) via leurs énergies de liaisons notamment. La stru
ture de 
es 
ou
hesmin
es, l'importan
e de leur rugosité 
onditionnent en partie leur tenue mé
anique, 
'est pourquoiil est important de pouvoir les mesurer, mais aussi de les prédire. L'objet de 
ette étude est dedonner des outils de modélisation permettant de quali�er la stru
ture des 
ou
hes suivant les pa-ramètres du plasma, ainsi que des matériaux mis en jeu dans le réa
teur. Expérimentalement desdép�ts, de 
uivre notamment, réalisés par P. Brault [13℄ au GREMI, montrent la formation d'unestru
ture 
olonnaire. Il est don
 important que les modèles mis en oeuvre permettent de retrouver
es stru
tures si singulières. Ces stru
tures font apparaître évidemment des gradients importants.Les outils numériques qui vont être mis en jeu pour suivre l'interfa
e devront être 
apable de garder
ette stru
ture.Deux types de modèles peuvent-être utilisés, soit des modèles 
ontinus pour lesquels les solutionssont données par la résolutions d'équations aux dérivées partielles sto
hastiques, soit des modèlesprobabilistes basés sur des méthodes de Monte Carlo (MC).
• Les modèles 
ontinus sont basés sur des équations aux dérivées partielles sto
hastiques dontles solutions fournissent la hauteur h(x, t) du dép�t au temps t, repéré par sa position xselon un plan de référen
e perpendi
ulaire à sa 
roissan
e. Parmi 
es modèles, l'un des plussimples est le modèle d'Edward-Wilkinson (EW) [32℄ pour lequel le dép�t est régit parun terme de sour
e (dû au �ux des atomes in
idents), auquel s'ajoute un terme aléatoire(qui prend en 
ompte les �u
tuations lo
ales du dép�t) et en�n un terme qui modélise larelaxation des atomes à la surfa
e, dû à la tension de surfa
e (
e terme s'apparente à unterme de di�usion). Le modèle de Kardar, Parisi et Zhang (KPZ) [28℄ ajoute au modèle(EW) un terme non-linéaire qu'implique une 
roissan
e du dép�t selon sa normale lo
ale.71



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONDans le modèle de Kuramoto-Shivashinski, on introduit un terme prenant en 
ompte le dé-pla
ement des atomes à la surfa
e (adsorption et désorption) qui se traduit par l'apparitiond'un terme en ∇4h. D'autres modèles introduisent des e�ets d'ombrage [29, 41℄. Cependant,à notre 
onnaissan
e, au
un de 
es modèles n'est 
apable de reproduire des stru
tures detype �
olonne�, 
omme 
elles observées par P. Brault. Il faut sortir du 
adre des EDP pourobtenir des modèles permettant de 
réer une interfa
e présentant des stru
tures 
olonnaires,voire donnant des surfa
e réentrantes (impossible à dé
rire ave
 une fon
tion h(x, t)) [6℄.
• Les modèles dis
rets, basés sur des méthodes de type Monte Carlo, dé
oupent la surfa
een autant de sites sur lesquels se déposent ou se dépla
ent des �atomes� selon des règlesprobabilistes. L'agrégation limitée par la di�usion (DLA) [48℄ est un premier modèle pourlequel les parti
ules lan
ées une à une (loin du site d'agrégation) se dépla
ent aléatoirementsur un réseau et stoppe leur progression dès que l'une des 
ases voisines est déjà o

upée.Ces règles donnent naissan
e à des stru
tures dentritiques semblables à 
elle observées au-tour des éle
trodes de batteries à éle
trolite. Dans le modèle d'Eden [17℄, les parti
uless'agrègent autour d'un site de nu
léation. Les sites de dép�t possibles sont 
eux qui ont aumoins un site voisin o

upé. Les deux pré
édents modèles sont la
unaires, au sens où à la�n de la simulation, il reste beau
oup de sites vides entourés de sites o

upés. Les modèlesdits, Solid-On-Solid model (SOS) [15℄, sont des modèles pour lesquels 
ette possibilité estinterdite. Comme ils dé
rivent le pro
essus de dép�t dont relève 
ette étude, 
e sont euxauxquels nous allons nous intéresser.Les deux types de modèles (probabilistes et 
ontinus) sont tous les deux plut�t phénoménologiques,les di�érents termes sont introduits de façon ad ho
 et ne sont généralement pas sous tendus pardes modèles mi
ros
opiques. Les modèles dis
rets sont bien adaptés aux simulations numériquesdu type MC ave
 une des
ription simpli�ée des prin
ipes généraux du mé
anisme de 
roissan
e àl'é
helle élémentaire. Par ailleurs, ave
 des appro
hes aux grandes é
helles, les équations 
ontinuespeuvent représenter 
ha
une une 
lasse d'universalité de 
roissan
e. L'un des prin
ipaux obje
tifsde la partie théorique de la 
roissan
e de l'interfa
e est de 
onstruire des équations 
ontinues dontles propriétés dynamiques sont équivalentes à 
elles-
i des modèles atomiques dis
rets, permettantainsi d'établir des 
onnexions entre les modèles 
ontinus et dis
rets. L'analyse des situations par-ti
ulières de la 
roissan
e ainsi que le 
omportement asymptotique des solutions numériques desmodèles dis
rets permet de 
onstruire les expressions 
ara
térisant leurs mé
anismes d'évolutionpour les équations 
ontinues. Un modèle dis
ret est probablement dé
rit par une équation 
ontinueet ré
iproquement, une équation 
ontinue peut aussi être asso
iée ave
 de di�érents modèles dis
rets.72



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONLes modèles probabilistes peuvent engendrer de fortes dis
ontinuités, qui doivent né
essairementapparaissent si l'on veut reproduire des stru
tures 
olonnaires. C'est pourquoi on se fo
alisera, dans
ette étude, sur 
e type de modèles et plus pré
isément sur les modèles faisant apparaître des e�etsd'ombrage [41℄. Nous souhaitons également établir des 
orrespondan
es entre les modèles dis
retset 
ontinus étudiés qui présentent les mêmes propriétés, parti
ulièrement l'apparition des stru
turesdu type 
olonnaire.Depuis son apparition en 1986 [28℄, l'équation KPZ a attiré de nombreux travaux qui sont basés surdes résultats numériques et leur interprétation [1℄[2℄[3℄[9℄[39℄[33℄. La question du 
ara
tère bien poséde 
ette EDP sto
hastique était déjà abordée dans le livre de J. Krug et H. Spohn [31℄. L'analysemathématique des équations aux dérivées partielles sto
hastiques ou déterministes liées à KPZ aégalement motivé de nombreuses études pour donner un 
adre rigoureux aux études de l'évolutiondynamique des interfa
es. Cependant, elle n'est pas l'objet de 
e travail de thèse, mais nous don-nons maintenant, dans l'ordre 
hronologique, quelques éléments de bibliographie sur 
es sujets. Onpourra notamment se référer à [11℄ qui montre le lien entre les modèles parti
uliers de type SOS([26℄[40℄[15℄[34℄[35℄) et l'équation KPZ. Dans [11℄, Bertini et Gia
omin ont aussi prouvé que l'équa-tion KPZ peut être 
onsidérée 
omme la limite des �u
tuations renormalisées pour des pro
essusd'ex
lusion asymétriques. Il existe également les travaux antérieurs sur les pro
essus d'ex
lusion asy-métriques et l'équation de Burgers [30℄[36℄. Quelques résultats ré
ents de l'analyse mathématique del'EDP sto
hastique dans 
ette dire
tion ont été présentés par B. Toth et W. Werner [46℄. En e�et,la transformation de Cole-Hopf [24℄ permet de transformer l'équation de Burgers en une équationde di�usion sto
hastique et est souvent utilisée dans [4℄[49℄[38℄. Il existe des liens entre l'équationKPZ ave
 des domaines a priori dé
onne
tés, 
omme par exemple la physique des polymères, la
onne
tion entre les modèles 
ontinus de polymères en environnement aléatoire et l'équation KPZa été donnée par Comets et Yoshida [14℄.Le formalisme probabiliste né
essaire pour donner un 
adre rigoureux à 
e type d'analyse est assezpointu et a été présenté par A. Debuss
he lors de son 
ours à Orléans en Mars 2006 et on pourra
onsulter les notes du 
ours réalisé en 2004 ave
 A. de Bouard [12℄. En fait, le terme de bruit sans
orrélation génère des irrégularités de l'interfa
e qui entrent en 
ompétition ave
 les termes di�é-rentiels né
essitant de la régularité. Ces di�
ultés ont 
onduit de nombreux auteurs à s'intéresser àune version déterministe de l'équation KPZ et à ses généralisations. On pourra 
iter [23℄[20℄[21℄[22℄et les référen
es qu'elle 
ontiennent. Il existe aussi des liens entre l'équation KPZ déterministe etles équations d'Hamilton-Ja
obi et de Burgers visqueux [47℄[10℄[27℄. Notons que de tels modèles(déterministes) dé
rivent l'évolution de l'interfa
e lorsque la sour
e de dép�t aléatoire 
esse.73



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONAprès 
ette introdu
tion, l'étude portera sur les modèles à 1+1 dimension, tout d'abord par uneappro
he probabiliste (se
tion 7.1), puis à l'aide de modèles basés sur des équations aux dérivéespartielles (se
tion 7.2). Pour 
ha
une de ses se
tions, nous partirons du modèle le plus simple pouraller au modèle ave
 ombrage qui, nous le verrons, permet de retrouver les stru
tures 
olonnaires.L'étude préliminaire permet entre autre de tester nos algorithmes pas à pas (grâ
e à l'introdu
tionprogressive de nouveaux termes).6.1 Notations et 
ara
térisation de la 
roissan
e et de la rugosité des interfa
esDans 
ette étude, nous 
onsidérons des modèles de 
roissan
e dis
retisés pour lesquels la surfa
ede dép�t est représentée par un réseau de sites d'absorption notés xi, i = 1, . . . , Ld où d est ladimension du problème (d = 1 ou 2) et L le nombre de sites. Pour d = 1, on ne 
onsidère qu'un seulaxe sur lequel se fait le dép�t, pour d = 2, il se fait sur un réseau 
arré. Dans les deux 
as, le dép�t
roît perpendi
ulairement à la ligne ou plan de référen
e. On parle alors de modèle d = 1 + 1 ou
d = 2 + 1, la dimension supplémentaire étant 
elle selon laquelle se fait le dép�t. Nous appellerons
h(x, t) ave
 x ∈ Rd la hauteur de la surfa
e selon la position x, au temps t par rapport à un substratinitialement plat.Le dép�t est 
ara
térisé par la hauteur moyenne 〈h(t)〉 de sa surfa
e à l'instant t, dé�nie par :

〈h(t)〉 =
1

Ld

Ld∑

i=1

h(xi, t). (6.1)La rugosité W (L, t) de l'interfa
e est 
ara
térisée par l'amplitude de �u
tuation de sa hauteur parrapport à sa moyenne et mesure la moyenne de la ra
ine de l'é
art quadratique de h(x, t) (é
arttype de la hauteur) :
W (L, t) =


 1

Ld

Ld∑

i=1

[h(xi, t) − 〈h(t)〉]2



1

2

. (6.2)Expérimentalement, il a été observé sur divers types de dép�t que la fon
tion W (L, t) véri�e unerelation universelle (6.3), aussi appelée loi d'é
helle, qui relie entre W, L et t [32℄ :
W (L, t) ∼ Lαf(

t

Lz
), (6.3)où f est une fon
tion satisfaisant les propriétés suivantes :





limx→∞ f(x) = C = 
onstante,
f(x) ∼ xβ pour x assez petit. (6.4)La loi d'é
helle (6.3) et les propriétés (6.4) de la fon
tion f dé
rivent le 
omportement suivant de74



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONla rugosité W (L, t) :
• Pour des temps intermédiaires 0 < t < τ, W 
roît ave
 le temps 
omme une loi depuissan
e :

W ∼ tβ. (6.5)Il n'y a plus de dépendan
e en L, dès que z = α/β.
• Pour des temps longs t > τ, W atteint une saturation à une valeur qui dépend de la taille

L de la surfa
e :
W ≡ Wsat = CLα.

• La transition entre le premier et le se
ond régime est donnée par le temps τ tel que
W (L, τ) ∼ τβ ∼ Lα soit τ ∼ L

α
β ∼ Lz.La 
roissan
e de la surfa
e est don
 
ara
térisée par deux des trois exposants α, β, et z reliés par

z = α/β.Pour le type de stru
tures que nous re
her
hons (de type 
olonnaire), nous proposons d'adopterd'autres grandeurs 
ara
téristiques. La première est la histogramme f(h) des hauteurs qui donne,à un instant donné, le nombre (ou la proportion) de 
ellules dont la hauteur est 
omprise dansl'intervalle [h, h + ∆h]. Si la hauteur h �u
tue autour d'une valeur moyenne, 
ette distribution est
onstante dans la gamme de hauteurs 
ouvertes (la distribution est une fenêtre re
tangulaire). Sila stru
ture 
omporte des 
olonnes de même hauteur, la histogramme des hauteurs fait apparaîtredeux pi
s qui 
orrespondent aux plateaux et au 
reux des 
olonnes. La grandeur relative de 
es deuxpi
s indiquent si la stru
ture est plut�t de type larges 
olonnes séparées par des 
anyons étroits oule 
ontraire (pi
s étroits séparées par de larges plaines). La �gure 6.1 illustre la façon dont la dis-tribution f(h) est 
onstruite. Cela ne donne rien quant-au nombre de 
olonnes. Cette informationest apportée en 
omptant le nombre de stru
tures au dessus et en dessous de la valeur moyenne.L'évolution temporelle des hauteurs maximale et minimale permet d'avoir une information, 
ertesmoins pré
ise (
ar très globale) à un instant donné, sur le type de stru
tures qui se forment (
olonnesou �u
tuations plus ou moins grande autour de la moyenne). On dé�nit aussi dans la partie 7.1.3.1la notion de la taille moyenne de 
olonnes.
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CHAPITRE 6. INTRODUCTION

h(x)

xf(h)

h

Fig. 6.1. Histogramme f(h) des hauteurs (à gau
he) réalisé à partir de la hauteur de l'interfa
e
h(x) (à droite).
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Chapitre 7ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Dans 
ette partie nous étudions des modèles dis
rets et les équations 
ontinues 
orrespondantes enune dimension, soit l'étude d'une fon
tion à 1 dimension (dép�t h) à partir d'un substrat lui mêmede dimension 1 : d = 1 + 1.7.1 Modèles dis
rets7.1.1 Modèle de dép�t aléatoire (MC1D-d)Le pro
essus de 
roissan
e par dép�t le plus simple, est le pro
essus de dép�t aléatoire, illustré �gure7.1. Dans 
e pro
essus la surfa
e du dép�t reçoit un �ux F de parti
ules (nombre de parti
ules parsite par se
onde) 
onstant qui sera normalisé à 1. Cela revient à dire que, en moyenne, on déposesur la surfa
e une mono
ou
he d'atomes par unité de temps. L'algorithme est très simple, on 
hoisitune des L 
ases au hasard (selon une loi uniforme), 
ette 
ase voit sa hauteur augmenter de 1. Letemps t de la simulation est augmenté du temps ti obtenu via une loi de Poisson :
p = R exp(−Rt),où p(t)dt est la probabilité de dép�t entre t et t+dt. Le temps moyen de dép�t est don
 1

R . On 
hoisiti
i une fréquen
e R des évènements de type �dép�t� tel que R = L, ainsi, en moyenne, pendantune unité de temps, on a L dép�ts et l'on dépose une 
ou
he d'atomes. On réitère le pro
essus en
hoisissant de nouveau un site de dép�t.
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
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F

Fig. 7.1. Mé
anisme du dép�t aléatoire.Pour 
e modèle la rugosité W (L, t) évolue 
omme t
1

2 (�gure 7.2) et elle ne sature jamais. On netrouve don
 pas totalement les lois d'é
helle présentées pré
édemment. Cela est attendu, puisque
haque site est indépendant des autres, il n'y a don
 pas d'e�et dû à la taille �nie du système. Deplus, pendant une unité de temps, tous les sites sont, en moyenne, visités une fois. Pendant une unitéde temps, un site donné sera visité (et il y aura dép�t) ou non visité (et sa hauteur reste in
han-77



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 1 . Algorithme du pro
essus de dép�t aléatoire.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfa
e ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Choix aléatoire d'une 
ase i (entre 1 et L) ave
 une distribution uniforme.
• Dép�t d'un atome sur 
ette 
ase, i.e h(i, t) = h(i, t) + 1.
• Cal
uler le pas de temps MC ti par la distribution des événements Poisson ave
 le taux
R = L, t = t + ti.�n tantque
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Fig. 7.2. Modèle MC1D-d : la �gure de gau
he présente en é
helle log-log la rugosité del'interfa
e W en fon
tion du temps t, moyennée sur un ensemble de 50 expérien
es, la �gure dedroite montre la hauteur de la surfa
e simulée 
omportant 1024 
ases à l'instant t = 100, pour uneexpérien
e.gée). Le dép�t est de type pile ou fa
e, pour lequel on sait que l'é
art entre le nombre de "piles" etle nombre de "fa
es" varie 
omme √N où N est le nombre de tirages. Comme N ∼ t, on a W ∼ t1/2.Il est 
lair que l'on ne peut pas se 
ontenter d'un tel modèle qui ne 
orrespond pas aux dép�tsexpérimentaux et qu'il faut lui ajouter d'autres termes.7.1.2 Modèles de dép�t aléatoire ave
 relaxation7.1.2.1 Introdu
tionDans 
e modèle, une fois déposé, un atome va 
her
her un site d'énergie favorable avant de se �xerde façon permanente. Cette di�usion de surfa
e peut-être modélisée de plusieurs manières. La plus78



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.simple est 
elle de la re
her
he du minimum lo
al de la hauteur de l'interfa
e. L'atome déposédes
end ensuite vers la position la plus basse possible. Ce pro
essus lisse la surfa
e et donne des ré-sultats qui s'a

ordent ave
 la loi d'é
helle donnée par l'équation (6.3) pour laquelle α ≈ 0.48±0.01,
β ≈ 0.24 ± 0.01.Dans le 
as du modèle RSOS (Restri
ted Solid On Solid), 
'est le dép�t lui-même qui est 
ontraint.Un atome ne peut se déposer que si la di�éren
e de hauteur ave
 les sites voisins est inférieur à 1.On pourrait généraliser 
ela ave
 des hauteurs maximales admises de 2, 3 et
. . ., voire en regardant
ette di�éren
e sur plusieurs sites autour du site pressenti pour le dép�t. La version la plus simplevéri�e la loi d'é
helle donnée par l'équation (6.3) pour laquelle α ∼ 0.5, β ∼ 0.3.Une autre appro
he, plus réaliste d'un point de vue physique, est détaillée dans le paragraphe sui-vant. Cette appro
he 
onsiste à imposer aux atomes, une fois déposés, de fran
hir des barrièresénergétiques pour passer d'un site à un autre. L'algorithme 
her
hera à dépla
er les atomes vers lessites d'énergie minimum.7.1.2.2 Modèle de dép�t aléatoire ave
 relaxation reliée à l'énergie d'a
tivation ther-mique (MC1D-d+R)Dans 
e modèle, la relaxation des atomes dépend de la température de la surfa
e simulée et del'énergie de liaison atomique. Dans le modèle dit �Mole
ular Beam Epitaxy� (MBE), la relaxationde surfa
e est basée sur l'énergie d'a
tivation qui suit la loi d'Arrhenius (7.1) [44, 37℄.L'évolution repose sur deux phénomènes :1. Soit un dép�t aléatoire ave
 le taux Rd = 1 (Rd s'apparente au �ux F de parti
ules), i.eune parti
ule est déposé en moyenne par site et par unité de temps.2. Soit un dépla
ement des atomes déposés sur la surfa
e vers les sites voisins ave
 les 
ondi-tions périodiques aux bords tels que la hauteur de la destination ne soit pas plus grandeque la hauteur initiale. La probabilité d'a

eptation du dépla
ement est régit par une loid'Arrhenius. Elle est 
ara
térisée par le rapport entre l'énergie d'a
tivation Ei,j , énergieque doit payer la parti
ule i pour le dépla
ement de type j (un type de dépla
ement j estdé�ni par la dire
tion du mouvement et le nombre de liaisons à briser pour libérer l'atomeà dépla
er) et la température de surfa
e T :

Ri,j = R0 exp
−Ei,j

kB T
. (7.1)
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R0, fa
teur pré-exponentiel, dépend également de la température T

R0 = 2
kB T

h
,où kB = 1.38 10−23J/K est la 
onstante de Boltzmann et h = 6.62 10−34J/s est la 
onstantede Plan
k. Ave
 
es valeurs, on a R0 = 4.16 1010T . Ei,j est l'énergie de l'atome i 
andidatau dépla
ement de type j. Dans 
e modèle, on suppose que 
ette énergie, qui dépend dunombre des voisins de i, est dé�nie i
i par :

Ei,j = E0 + ni Eb + nd Ed. (7.2)Dans la formule (7.2), E0 est l'énergie d'a
tivation d'un atome libre, Eb est l'énergie né-
essaire pour briser une liaison ave
 un voisin et ni est le nombre de liaisons que l'atome ipossède dans sa position initiale. Plus grand est le nombre de ses voisins, plus le terme Ei estgrand et moins la probabilité de dépla
ement sera grande. Ed est l'énergie d'a
tivation pourun atome qui veut des
endre à une destination plus basse que sa position initiale (nd = 0 sil'atome dépla
e vers un site située à la même hauteur que la position initiale, nd = 1 sinon).
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Fig. 7.3. Dép�t aléatoire ave
 relaxation thermique.Le nombre de liaisons ni s'établit 
omme suit (voir �gure 7.3) :1. ni = 1 
orrespond au 
as où la parti
ule i a un lien ave
 sa voisine située juste endessous,2. Pour ni = 2, à la liaison du type pré
édent s'ajoute 
elle due à une voisine située à sadroite où à sa gau
he.3. Pour ni = 3, la parti
ule a le même type de liaison que dans le 
as ni = 1. En plus,elle a deux voisines situées à sa droite et aussi à sa gau
he.Pour les modèles SOS, une parti
ule a né
essairement une parti
ule située en dessous (lesla
unes ne sont pas a

eptées) et, pour des problèmes à une dimension, seules les parti
ules80



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.ayant 1 ou 2 liaisons seront sus
eptibles de se dépla
er. Ainsi, 
e pro
essus a tendan
e àaugmenter le nombre de voisins d'une parti
ule donnée et, par 
onséquent à lisser les aspé-rités. L'événement j sera e�e
tué ave
 une probabilité qui dépend de son taux d'exé
ution.Ce taux est 
al
ulé en faisant la somme totale des fréquen
es de réalisations Ri,j de tousles dépla
ements de types j possibles 
on
ernant toutes les parti
ules i.
Rj =

∑

i

NiRi,j,où Ni le nombre total d'atomes 
andidats aux dépla
ements de type j. L'algorithme est alors lesuivant. A 
haque essai, tous les évènements possibles sont listés et le taux total Rt est 
al
ulé :
Rt = Rtd +

∑

j

Rj ,où Rtd = RdL est le taux total de déposition et Rj le taux d'a

eptation d'un évènement de type
j. On 
hoisit alors au hasard l'un des évènements possibles selon sa fréquen
e d'apparition : on tireun nombre ε au hasard dans [0, 1[ selon une distribution uniforme :

• Si ε ≤ RdL/Rt, on opère un dép�t, dans 
e 
as, il reste à 
hoisir au hasard l'une des L
ases puis à in
rémenter de 1 la 
ase 
hoisie.
• Si ε > RdL/Rt, on 
hoisit au hasard le type de saut, puis une parti
ule parmi toutes lesparti
ules 
andidates. On réalise le saut 
hoisi, pour la parti
ule 
hoisie.En�n, tout 
omme pour les dép�ts aléatoires, on 
al
ule le temps t grâ
e à une loi de Poissondonnant la probabilité p de n'avoir au
un évènement pendant 
e temps t [19℄ :

p = Rt exp(−Rtt).Ainsi, on in
rémente le temps t de − 1

Rt
ln(ε) après 
haque événement, où ε est un nombre aléatoire
hoisi uniformément entre 0 et 1.Remarque 7.1 Dans notre 
as, nous ne prendrons pas en 
ompte le terme de 
oût supplémentaireque demande un atome 
andidat à un dépla
ement vers une 
ase plus basse. Ainsi Ed = 0 et il y aquatre di�érents types de dépla
ement (une parti
ule i se dépla
e d'une 
ase : à droite(respe
tivementà gau
he) ave
 une ou deux liaisons à briser, éventuellement vers le bas si les 
ases de droite ou degau
he sont vides).
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 2 . Algorithme du pro
essus de dép�t aléatoire ave
 la relaxation thermique.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfa
e ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Cal
uler le taux total des événements possibles
Rt = RdL +

Nj∑

j

Rj, Nj est le nombre de types de dépla
ement.
• Choix aléatoire d'un nombre x entre 0 et 1 ave
 une distribution uniforme.si x ≤ RdL

Rt
alorsE�e
tuer un dép�t aléatoire :. Choix aléatoire d'un site i. Dép�t d'un atome sur 
e site, i.e h(i, t) = h(i, t) + 1.sinonE�e
tuer un dépla
ement :. Choix aléatoire d'un nombre y entre 0 et 1 suivant une distribution uniforme.. si ∑k−1
1 Rj < y

∑Nj

1 Rj ≤ ∑k
1 Rj (1 ≤ k ≤ Nj) alors. Choix aléatoire d'un atome i qui peut e�e
tuer le type de dépla
ement k.. E�e
tuer le dépla
ement k pour l'atome 
hoisit i.�n si�n si

• Cal
uler le pas de temps MC ti par la distribution des événements Poisson ave
 le taux
R = Rt, t = t + ti.�n tantque7.1.2.3 Résultats du modèle de dép�t aléatoire ave
 relaxation thermiqueLes �gures 7.4, 7.5 et 7.6 donnent l'évolution temporelle de la rugosité (moyenné sur 128 ou 500simulations) pour trois valeurs de température (400, 500 et 600K) et di�érentes longueurs L dusystème. Pour toutes les simulations nous avons pris E0 = 1 eV et EB = 0.3 eV.Pour de faibles valeurs de température (400K, �gure 7.4), la rugosité 
roît 
omme t1/2 et ne pré-sente pas de saturation, 
omme pour le 
as du dép�t aléatoire seul. Cela est expliqué par le fait qu'àbasse température, le taux de dépla
ement d'un atome est très petit par rapport au taux de dép�td'atomes. Par exemple Ri,j ∼ 7.10−4 pour un atome ayant un seul lien à briser et Ri,j ∼ 10−7 pourun atome qui a deux voisins. Ainsi l'e�et de di�usion est négligeable par rapport au dép�t aléatoire(de valeur R = 1), et la probabilité d'e�e
tuer un dépla
ement est presque nulle.82
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Fig. 7.4. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fon
tion du temps t selon une é
helle log-logave
 T = 400K et L = 8, 256, 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 500 expérien
espour L = 8 et de 128 expérien
es pour L = 256, 1024.
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Fig. 7.5. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fon
tion du temps t selon une é
helle log-logave
 T = 500K et L = 8, 16, 32, 64, 128, 256, 1024 (moyennés sur 500 expérien
es pour L = 8,16, 32, 64, 128 et 128 expérien
es pour L = 256, 1024).A une température intermédiaire, T = 500K le taux Ri,j prend les valeurs approximatives 1.6 et
10−3 pour n = 1 et n = 2 respe
tivement. Le dépla
ement des atomes alors devient plus impor-tante, essentiellement pour des atomes ne possédant qu'un seul voisin. La loi d'é
helle W ∼ tβ estsatisfaite, ave
 β di�érent de 1

2 pour les temps intermédiaires (τ > t > 1) alors que la saturationintervient à des temps d'autant plus longs que le système est grand (la saturation de surfa
e n'est83
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Fig. 7.6. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fon
tion du temps t selon une é
helle log-logave
 T = 600K et L = 32, 64, 128, 256, 1024 (résultats moyennés sur 500 expérien
es pour L = 32,64, 128 et 128 expérien
es pour L = 256, 1024).observée pour le temps maximum de 
al
ul (t = 105) que pour L ≤ 64).En revan
he, pour T = 600K, on observe les 3 phases d'évolution de W , 
elle en t1/2, puis tβ eten�n la saturation. À 
ette température le taux de dépla
ement est beau
oup plus grand que dansles autres 
as (Ri,j ∼ 307 pour n = 1 et Ri,j ∼ 1 pour n = 2). Le temps 
ara
téristique de dépla
e-ment d'un atome est plus faible et le pro
essus de lissage est plus rapide. Ce
i peut être observé en
omparant deux 
ourbes à T = 500K et T = 600K pour système de longueur L = 32. Pour 600K,le système atteint la saturation plus rapidement et la valeur Wsat est plus petite qu'à 500K.Notons que dans tous les 
as tests, pour les temps très petits (t ≪ 1) la rugosité n'est due qu'au seulpro
essus de dép�t aléatoire, puisque, pour 
es temps, l'e�et de di�usion est faible 
ar la surfa
e estinitialement plane.La �gure 7.7 montre la hauteur du dép�t prise au même instant pour les 3 valeurs de température.Comme attendu, plus la valeur de la température est grande, plus la surfa
e déposée est lissée. À
400K, l'interfa
e se 
onfond ave
 
elle donnée par un dép�t aléatoire, la di�usion n'étant pas no-table. À 500K, l'interfa
e est un plus lisse mais elle reste en
ore rugueuse, par ailleurs à 600K, elleest presque plate par rapport aux deux autres 
as, la valeur importante de la température déplaçante�
a
ement les atomes isolés.Ainsi, le 
omportement des interfa
es dépend e�e
tivement de la température, et il en va de même84
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Fig. 7.7. Modèle MC1D-d+R : Hauteur h de l'interfa
e pour un système de longueur L = 128
ases à l'instant t = 1000, pour trois di�érentes températures : T = 400K, 500K et 600K.des exposants α, β. Leur dépendan
e, en fon
tion de la température est donnée �gure 7.9 et 7.8.
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Fig. 7.8. Modèle MC1D-d+R : Exposant α en fon
tion de la température T . La valeur e�e
tivede α est obtenue par la pente de la droite de régression linéaire de log Wsat sur log L. A T = 480K,les simulations sont faites pour un ensemble des surfa
es de taille L = 8, 12, 16, pour les autrestempératures le 
al
ul de α est fait sur un ensemble des systèmes de taille L = 16, 32, 64.85
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Fig. 7.9. Modèle MC1D-d+R : Exposant β en fon
tion de la température T 
al
ulé pourdes systèmes de tailles L = 256, 512, 1024. Ces résultats sont moyennés sur un ensemble de 128expérien
es.Pour T = 400K, le 
oe�
ient β = 0.5 et don
 W ∼ t
1

2 . Aussi la di�usion n'a pas de r�le et la rugositéévolue 
omme le modèle à dép�t aléatoire seul. A partir de la température 
ritique T0 ≈ 420K(donnée par l'interse
tion de la droite obtenue par régression linéaire de β(T ) et l'horizontale à
β = 0.5) la di�usion diminue la rugosité W . Nous avons don
 W ∼ tβ(T ) et, si T augmente, lesvaleurs e�e
tives de α et β diminuent, 
e qui est la tradu
tion du lissage de dép�t par la di�usion.Dans la limite T → ∞ toutes les irrégularités de l'interfa
e doivent disparaître et β, α tendent vers0.7.1.3 Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrageDans les modèles étudiés pré
édemment, les atomes sont envoyés vers le substrat selon la dire
-tion perpendi
ulaire à la surfa
e plane initiale. La 
roissan
e de l'interfa
e n'est alors 
ara
tériséeque par ses propriétés lo
ales. Cette appro
he est insu�sante pour dé
rire de façon 
omplète lestraje
toires des atomes in
idents. Aussi pour obtenir une meilleure des
ription, l'angle d'in
iden
ene sera pas nul mais 
ompris entre ±θmax. Tout 
omme pré
édemment, l'atome in
ident se déposelorsqu'il atteint la surfa
e. Mais i
i, l'atome peut être stoppé dans sa traje
toire par un �an
 etl'atome glissera alors à sa verti
ale, jusqu'à ren
ontrer la surfa
e pour respe
ter la 
ontrainte dumodèle SOS. Ce nouvel e�et est appelé e�et d'ombrage (
f. �gure 7.10). Dans un premier temps, a�nde bien 
omprendre l'in�uen
e de 
e nouvel e�et, on étudie le modèle de 
roissan
e aléatoire ave
ombrage mais sans la relaxation. Un autre modèle de 
roissan
e aléatoire ave
 ombrage in
luantune relaxation thermique est étudié dans un se
ond temps (voir se
tion 7.1.3.2).86
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θ

θmax
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θ
θmax

Fig. 7.10. Mé
anisme de dép�t aléatoire ave
 ombrage : l'angle d'in
iden
e de la parti
ule est prisau hasard ave
 une distribution uniforme entre −θmax et θmax. Les parti
ules ont une traje
toirebalistique jusqu'à 
e qu'elle ren
ontre l'interfa
e (parti
ule 1). Si la parti
ule ren
ontre, dans satraje
toire, le �an
 d'une 
olonne, elle est déposée selon la verti
ale (parti
ule 2), respe
tant ainsila 
ontrainte du modèle RSOS.7.1.3.1 Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage sans relaxation (MC1D-d+O)La sour
e d'atomes de même taille L que la surfa
e de dép�t est pla
ée à distan
e d du substrat. On
hoisit aléatoirement une position de départ d'un atome de la sour
e, de même son angle d'in
iden
e
θ est pris au hasard dans une distribution uniforme entre ±θmax. On prendra d = 108. Cette distan
eest à 
omparer ave
 1, la taille normali±ee d'un atome. Cette distan
e est environ 
elle entre lesubstrat et la 
ible d'un réa
teur plasma. Notons que, dès que h ≪ d, alors sa valeur exa
te n'in�uepas sur la stru
ture du dép�t. Notons que pour l'algorithme, il su�t de prendre la hauteur H àlaquelle part la parti
ule telle que H = hmax, puisque 
elle-
i est balistique entre la sour
e et saposition de dép�t.
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j

j
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trajectoire examinéTi,θFig. 7.11. Mé
anisme de dép�t ave
 l'e�et non-lo
al de l'ombrage87



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 3 . Algorithme du pro
essus de dép�t aléatoire ave
 ombrage.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfa
e ;
θmax : angle in
ident maximal ;
d : distan
e entre la sour
e et le substrat ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Choix aléatoire d'une position de départ i (entre 1 et L) et un angle in
ident θ (entre −θmaxet θmax) ave
 une distribution uniforme.si θmax < 0 alors
ε = −1;sinon
ε = 1;�n si

• Examiner l'ensemble de 
ases d'adsorption j de traje
toire Ti,θ 
al
ulé par hmax, θmax, et d(
f. �gure 7.11). A la position j :si (
dj
1 > h(j, t)

) et (
dj
2 > h(j, t)

) alorspasser à la 
ase suivante : j → j + εsinonsi dj
1 < h(j, t) alorsDéposer un atome à la position j − ε ;sinonDéposer un atome à la position j ;�n si�n si

• Cal
uler la hauteur maximale hmax de la surfa
e et le pas de temps MC ti par la distributiondes événements Poisson ave
 le taux R = L, t = t + ti.�n tantqueLes �gures 7.12 et 7.13 donnent la hauteur du dép�t à des instants di�érents pour deux valeursde θmax (30◦ et 60◦). Pour 
es deux valeurs, la stru
ture du dép�t est radi
alement di�érente de
elle obtenue jusqu'à présent. Des 
olonnes apparaissent d'autant plus larges que θmax est grand
roissent, séparées par des 
anyons, eux-mêmes plus ou moins étroits. L'aspe
t de 
es stru
tures
olonnaires semble dépendre fortement à la fois du temps et de θmax, 
e que 
on�rment les 
ourbes7.14 qui donnent la largeur moyenne des 
olonnes en fon
tion du temps pour les deux valeurs de
θmax 
hoisies pré
édemment. Cette largeur moyenne est obtenue en 
omptant le nombre des sitesd'adsorption dont leurs hauteurs sont au dessus de la hauteur moyenne et moyenné sur le nombrede 
olonnes, i.e le nombre de stru
tures au dessus la hauteur moyenne.La �gure 7.14 représente l'évolution temporelle de la largeur moyenne des 
olonnes lc pour θmax =88
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Fig. 7.12. Modèle MC1D-d+O : Hauteur de l'interfa
e pour un système de taille L = 1024aux di�érents instants t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 30◦.
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Fig. 7.13. Modèle MC1D-d+O : Hauteur de l'interfa
e pour un système de taille L = 1024aux di�érents instants t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 60◦.
30◦ et 60◦. Elles indiquent que lc se 
omporte 
omme une loi de puissan
e :

lc(t) = tp, (7.3)loi pour laquelle l'exposant p dépend de l'angle θmax. Les résultats numériques montrent qu'il varieentre 0.34 et 0.57 pour θmax prenant les valeurs 
omprises entre 2◦ et 80◦. La �gure 7.15 donne les89
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Fig. 7.14. Modèle MC1D-d+O : Largeur moyenne lc des 
olonnes en fon
tion du temps t,en é
helle log-log, pour θmax = 30◦ et 60◦ et pour L = 1024. Les résultats sont moyennés sur unensemble de 100 expérien
es.valeurs prises par l'exposant p en fon
tion de θmax (en radian) et on observe une variation linéaire de
p(θmax) pour 0.1(rad) < θmax < 1.4(rad). On notera que l'e�et de l'ombrage est négligeable lorsque
θmax < 2◦, 
'est-à dire lorsque l'on se rappro
he du dép�t normal à la surfa
e initiale. Ces résultats
ontrastent ave
 
eux de Yao et Guo [50℄, pour qui l'exposant p n'est pas ou peu en fon
tion de
θmax. Guo et al ont fait leurs 
al
uls pour θmax = 30◦, 40◦, 50◦, 60◦ et 70◦ et ils ont trouvé que pvarie entre 0.55 et 0.58. Notre appro
he systématique permet de mettre à jour la dépendan
e de pave
 θmax.
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Fig. 7.15. Modèle MC1D-d+O : Valeurs de l'exposant p en fon
tion de θmax (en radian) ave

L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérien
es.90



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.La fon
tion de distribution de la hauteur d'interfa
e f(h) pour le 
as θmax = 30◦ et à t = 5000est donnée �gure 7.16. Elle montre la présen
e de la stru
ture 
olonnaire ave
 un pi
 autour de lahauteur maximale de l'interfa
e qui 
orrespond aux plateaux des 
olonnes. Si la hauteur à laquelle
ulmine l'ensemble des plateaux est bien marquée, les 
reux des 
anyons sont quant-à eux distribuésuniformément entre 1000 et 5500.
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Fig. 7.16. Modèle MC1D-d+O : Fon
tion de distribution f(h) pour les 
as θmax = 30◦ et àl'instant t = 5000Une autre façon de 
ara
tériser les 
olonnes est d'observer l'évolution de la hauteur maximale hmaxet de la hauteur minimale hmin en fon
tion du temps. Les �gures 7.17a et 7.17b donnent 
e résultatpour θmax = 30◦ et θmax = 60◦ respe
tivement. Lorsque θmax augmente, l'angle solide sous lequelsont vus les trous diminue (les 
olonnes ombrent davantage les trous) limitant l'a

ès des atomesà 
es derniers. Cela favorise les 
olonnes au détriment des trous. On observe �gures 7.17a et 7.17bune évolution temporelle linéaire de hmax(t) et hmin(t) :
hmax(t) ∼ at hmin(t) ∼ bt.Les valeurs des 
oe�
ients a et b, pente des droites des �gures 7.17a et 7.17b, dépendent de l'angle

θmax 
omme l'indiquent les �gures 7.18a et 7.18b. Comme l'exposant p de largeur des 
olonnes, le
oe�
ient a évolue aussi linéairement en fon
tion de θmax et nous avons trouvé a(θmax) ≈ 1.02 +

0.3θmax. Quant-au 
oe�
ient b, nous avons b(θmax) ≈ 0.033(0.2 + θmax)−2.1. Lorsque θmax → 0,l'ombrage est nul, le dép�t redevient un simple dép�t à �ux 
onstant (sur toute la surfa
e, au termealéatoire près). La surfa
e 
roît de façon linéaire (h = t). C'est bien le résultat trouvé dans la limiteoù θmax → 0 puisqu'alors a ≈ b ≈ 1 et don
 hmax ≈ hmin ≈ t. Quand θmax augmente, l'ombrage est91



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.

0 5000 10000 15000 20000
t

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

hm
ax

θ=30°
θ=60°

0 5000 10000 15000 20000
t

0

1000

2000

3000

4000

5000

hm
in

θ=30°
θ=60°

(a) (b)Fig. 7.17. Modèle MC1D-d+O : Hauteurs maximale hmax (�gure a) et minimale hmin (�gureb) de l'interfa
e en fon
tion de temps pour un système de taille L = 1024 et θmax = 30◦, 60◦. Cesrésultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérien
es.plus fort 
e qui permet aux 
olonnes de grandir plus vite (a augmente) et aux trous d'être moinsalimenté (b diminue).
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(a) (b)Fig. 7.18. Modèle MC1D-d+O : Valeurs des 
oe�
ients a (�gure (a)) et b (�gure (b)) enfon
tion de θmax (en radian).Dans 
e modèle de 
roissan
e, nous avons un �ux d'atomes in
idents 
onstant et don
 une hauteurmoyenne proportionne à t (< h(t) >∼ t). D'autre part, 
omme la surfa
e obtenue par le mé
anismede dép�t ave
 ombrage se forme selon une stru
ture 
olonnaire et que le dép�t se fait prin
ipalement(voire quasi-ex
lusivement) sur les plateaux des 
olonnes, nous pouvons alors appro
her la hauteurmoyenne de l'interfa
e de la façon suivante :
< h(t) >∼ 1

L
nc lc hmax,92



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.où nc est le nombre moyen des 
olonnes. Cette relation implique que nc ∼ t−p 
ar nous avons
lc hmax ∼ t1+p et < h(t) >∼ t. La �gure 7.19 présente la 
ourbe nc(t), en é
helle log-log, pour lesdeux 
as θmax = 30◦ et 60◦. Elle prouve bien que nc se 
omporte 
omme une loi de puissan
e et les
al
uls donnent nc ∼ t−0.43 pour θmax = 30◦ et nc ∼ t−0.49 pour θmax = 60◦, 
e sont exa
tementles valeurs de p 
orrespondantes données dans la �gure 7.15.
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nc

theta_max=30°
theta_max=60°

Fig. 7.19. Modèle MC1D-d+O : Nombre moyen des 
olonnes en fon
tion de temps t, en é
hellelog-log, pour θmax = 30◦, 60◦ et pour L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de100 expérien
es.Les 
ara
téristiques importantes du dép�t sont données par la rugosité de l'interfa
e et ses loisd'é
helle. Une première remarque est que l'apparition de la stru
ture des 
olonnes renfor
e progres-sivement les irrégularités de la surfa
e. Cela empê
he la saturation de la rugosité 
ontrairement auxpré
édents modèles. Les 
ourbes de la �gure 7.20 donnent l'évolution de W pour di�érentes valeursde θmax.Pour θmax 6= 0, on observe deux régimes di�érents :. Au début du dép�t la surfa
e est plate, la rugosité est don
 nulle. Pour des temps t petits(t < tc), la rugosité est la même que 
elle donnée par un dép�t aléatoire, W ∼ t1/2, etl'ombrage n'a pas d'e�et.. Pour t > tc, i
i tc est le moment où les 
olonnes apparaissent, on observe que la rugosité
roit linéairement W ∼ t. Le temps 
ara
téristique tc de transition entre les deux régimesdépend de θmax. Il est d'autant plus grand que θmax est petit et dans la limite θmax → 0,on est évidement dans le 
as dép�t sans l'ombrage et tc → ∞. La �gure 7.21 donne tc en93
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Fig. 7.20. Modèle MC1D-d+O : Rugosité W en temps t moyennée sur un ensemble de 100expérien
es. Les paramètres sont θmax = 15◦, 30◦, 60◦ et L = 1024.fon
tion de θmax en é
helle log-log et donne :
tc ∼ θ−1.4

max . (7.4)
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theta_maxFig. 7.21. Modèle MC1D-d+O : Temps tc en fon
tion de θmax (en radian) pour L = 102494
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Fig. 7.22. Modèle MC1D-d+O : Rugosité W fon
tion du temps t, moyennée sur un ensemblede 300, 100 et 50 expérien
es respe
tivement pour L = 512, 1024, 2048 pour θmax = 30◦.La �gure 7.22 donne la rugosité W en fon
tion du temps t mais i
i l'angle θmax est �xé à 30◦alors que le système prend les dimensions L = 512, 1024 et 1048. Les trois 
ourbes se superposentparfaitement indiquant qu'il n'y a pas d'e�et dû à la taille �nie du système et que la relation (7.4)est 
orre
te pour tout L su�samment grand pour faire apparaître 1 à 2 
olonnes.Ainsi, en résumé, le nouvel e�et apporté par l'ombrage, nous permet de trouver une stru
ture
olonnaire. Cette nouvelle stru
ture est 
ara
térisée 
omme indiqué tableau 7.1.Tab. 7.1. Cara
téristique des 
olonnes fon
tion de l'angle maximum d'in
iden
e θmax.Cara
térisation des 
olonneslargeur lc lc ∼ tp(θmax) ave
 p(θmax) = 0.16 θmax + 0.34nombre nc nc ∼ t−p(θmax)hauteur max hmax hmax ∼ a(θmax)t ave
 a(θmax) = 0.3 θmax + 1.02hauteur min hmin hmin ∼ b(θmax) ave
 b(θmax) ≈ 0.033(0.2 + θmax)−2.1Cara
térisation de la rugosité de l'interfa
e
W ∼ t0.5 pour t < tc ave
 tc ∼ θ−1.4

max

W ∼ t pour t > tc

95



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.1.3.2 Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage in
luant une relaxation thermique(MC1D-d+O+R)Le modèle, donné i
i, 
omprend en plus du dép�t ave
 ombrage du pro
essus pré
édent, une relaxa-tion thermique 
omme présentée dans la se
tion 7.1.2.2. L'algorithme est basé sur l'algorithme 2 dumodèle de dép�t aléatoire ave
 relaxation thermique sauf que l'étape de dép�t utilise l'algorithme 3(ombrage). Pour mettre en éviden
e l'e�et de la di�usion introduite i
i, les résultats des simulationsnumériques obtenus pour 
e modèle sont 
omparés ave
 
eux du modèle ave
 ombrage (mais sansrelaxation) donné se
tion 7.1.3.1.Les simulations sont faites dans le 
as où la température de la surfa
e est T = 500K. Le pro�l deshauteurs h de l'interfa
e pour deux valeurs de θmax = 30◦ et 60◦ sont donnés �gures 7.23 et 7.24respe
tivement. Pour 
ette valeur de température, la stru
ture 
olonnaire persiste malgré l'e�et delissage dû au pro
essus de relaxation. La 
omparaison entre les deux �gures 7.12 et 7.23 ou 7.13 et7.24 indique que la relaxation permet de diminuer la hauteur maximale des 
olonnes et de remplirdes trous. De plus, ave
 la relaxation, les 
olonnes sont moins larges, le nombre des 
olonnes estplus grand (voir �gure 7.25), les trous ont des largeurs presque identiques.
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Fig. 7.23. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur de l'interfa
e de taille L = 1024 aux instants
t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 30◦ et T = 500K.Rappelons que, pour le modèle de dép�t ave
 ombrage sans relaxation, la largeur moyenne des 
o-lonnes (7.3) est reliée à l'angle θmax par une loi de puissan
e dont l'exposant p prend respe
tivementles valeurs 0.42 et 0.49 pour les angles θmax = 30◦ et 60◦ respe
tivement. Ave
 la relaxation, onobtient en
ore une loi de puissan
e mais les valeurs de p sont de 0.33 et 0.39, la température étant96



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.

0 500 1000
i

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

h

t=1000
t=5000
t=10000
t=15000
t=20000

hauteur du dépôt à l’instant t

angle theta_max=60° et T=500°K

Fig. 7.24. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur de l'interfa
e de taille L = 1024 aux instants
t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 60◦ et T = 500K.
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Fig. 7.25. Modèle MC1D-d+O+R : Nombre moyen de 
olonnes en fon
tion du temps t pour
θmax = 60◦, L = 1024. La 
ourbe rouge 
orrespond au 
as où il y a une di�usion à T = 500K, la
ourbe noir 
orrespond au 
as sans relaxation. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100expérien
es.�xée à T = 500K.À température �xée, pour les 
as où l'in�uen
e de l'ombrage est plus forte que la di�usion, lespropriétés prin
ipales de la surfa
e, 
omme la largeur moyenne des 
olonnes, le nombre moyen de97



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
olonnes, les hauteurs maximale hmax, minimale hmin, ne dépendent que de l'angle θmax 
ommedans le 
as sans di�usion, au moins pour des temps longs. Cependant, l'évolution temporelle de larugosité W porte la marque de la présen
e de 
ette relaxation pour des temps intermédiaires.
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Fig. 7.26. Modèle MC1D-d+O+R : Rugosité W en fon
tion du temps t, moyennée sur unensemble 100 expérien
es pour un système de taille L = 1024 
ases. Les paramètres sont θmax = 15◦,
30◦, 60◦ et T = 500K.Comme pour les modèles pré
édents, W (L, t) ∼ t

1

2 pour des temps 
ourts. Pour des temps inter-médiaires 1 < t < tc, W évolue 
omme une loi de puissan
e tβ ave
 β 6= 1
2 et β < 1. L'exposant βprend la même valeur que 
elle obtenue dans le 
as du modèle de dép�t aléatoire sans ombrage maisave
 di�usion thermique à la même température T . Dans le 
as où l'ombrage est plus fort que ladi�usion, pour des 1 < t < tc on peut observer l'in�uen
e de la di�usion des atomes sur l'évolutionde la rugosité W, mais pour des temps plus long l'ombrage domine la di�usion et fait apparaîtrede grandes 
olonnes. Le temps tc est déterminé par θmax. Notons qu'à T = 500K l'e�et d'ombrageest négligeable pour θmax < 5◦. Par ailleurs dans le 
as sans di�usion, il n'est négligeable que si

θmax < 2◦. Pour des temps longs t > tc, W se 
omporte 
omme t et n'atteint jamais la saturation
omme dans le 
as sans relaxation.Étant donné un angle θmax, on renfor
e la di�usion de surfa
e en augmentant la température demanière à 
e que la stru
ture des 
olonnes ne disparaît pas, le pro
essus de lissage va permettre deréduire plus en
ore la hauteur maximale des 
olonnes et de diminuer aussi la profondeur des trous(voir �gures 7.27 et 7.28). Les �gures 7.27 et 7.28 montrent que l'augmentation de la températurepermet de gommer progressivement la présen
e de l'ombrage en remplissant les gros trous et di-98



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.minuant l'é
art entre la hauteur maximale et minimale de la surfa
e par la di�usion des atomes.Cependant, si la température n'est pas assez haute la stru
ture des 
olonnes ne disparaître 
omplè-tement et les 
olonnes 
ontinuent d'augmenter ave
 le temps.
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Fig. 7.27. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur h pour des systèmes de taille L = 1024 à l'instant
t = 20000, pour θmax = 30◦, pour le modèle de dép�t ave
 ombrage sans di�usion, et pour le mêmemodèle de dép�t ave
 ombrage et relaxation donnés par les températures T = 500K, 540K, 560K.
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Fig. 7.28. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur h pour des systèmes de taille L = 1024 à l'instant
t = 20000, pour θmax = 60◦, pour le modèle de dép�t ave
 ombrage sans di�usion, et pour le mêmemodèle de dép�t ave
 ombrage et relaxation donnés par les températures T = 500K, 540K, 560K.99



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.La �gure 7.29 donne la largeur moyenne lc des 
olonnes pour un angle maximum �xé et plusieursvaleurs de température de relaxation en é
helle log-log. Il est 
lair que la largeur des 
olonnes lcévolue en
ore 
omme une loi de puissan
e tp. L'e�et de la relaxation étant de réduire 
ette largeuret don
 de diminuer la valeur de p par rapport au modèle sans di�usion. Néanmoins, la �gure 7.29,indique que p reste assez stable quand la température ne 
hange pas fortement. Pour θmax = 60◦,on obtient p ≈ 0.39 à T = 500K, p ≈ 0.37 à T = 520K et p ≈ 0.36 à T = 540K (les valeurs de p sontassez pro
hes). Pour θmax = 30◦, on obtient p ≈ 0.32 ± 0.01 pour les trois températures T = 500K,
520K et 540K.
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Fig. 7.29. Modèle MC1D-d+O+R : Largeur moyenne des 
olonnes en fon
tions de temps pour
θmax = 60◦ et un système de taille L = 1024. La 
ourbe rouge 
orrespond au 
as sans relaxation, lesautres 
ourbes 
orrespondent au 
as in
luant la relaxation donnée par les températures T = 500K,
520K, 540K. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérien
es.Les simulations numériques nous montrent qu'à partir d'une température su�samment haute, lastru
ture 
olonnaire disparaît, 
ela signi�e que la rugosité va atteindre la saturation en temps long(voir �gure 7.30). Appelons T0 
ette température limite. Celle-là n'est pas la même pour des angles
θmax di�érents, elle baisse quand on réduit θmax. Il existe ainsi une 
ompétition entre l'ombragequi pousse à la formation de 
olonnes et la relaxation thermique qui a tendan
e à lisser toutes lesaspérités. Le 
omportement de l'interfa
e est déterminé par l'ensemble des valeurs (θmax, T0). Pourun 
ouple (θmax, T ) situé en dessous la droite de température limite T0 (
f. �gure 7.31), la surfa
eforme une stru
ture 
olonnaire, la rugosité W évolue 
omme t en temps long et elle ne dépendque de l'angle θmax. Ré
iproquement si (θmax, T ) se trouve au dessus de la droite T0, la stru
ture
olonnaire disparaît et l'interfa
e se 
omporte 
omme 
elle du pro
essus de 
roissan
e sans ombragemais ave
 la relaxation thermique, 
'est à dire W est proportionnel à tβ en temps intermédiairespuis se sature en temps longs. Les paramètres 
ritiques sont dé�nis par la température T et la taille100
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L. La �gure 7.31 donne la température 
ritique T0 en fon
tion de θmax qui marque la limite entreles deux 
omportements.
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Fig. 7.30. Modèle MC1D-d+O+R : Rugosité W en fon
tion du temps t, moyennée sur unensemble 100 expérien
es et un système de taille L = 1024 
ases pour le 
as θmax = 30◦ sans ouave
 di�usion thermique à di�érentes température : T = 500K,T = 600K. À T = 600K la stru
ture
olonnaire disparaît et la rugosité de l'interfa
e se 
omporte 
omme dans le 
as de dép�t aléatoiresans ombrage mais ave
 di�usion thermique, elle peut atteindre la saturation en temps long.
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Fig. 7.31. Modèle MC1D-d+O+R : Température limite T0 en fon
tion de θmax.101



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2 Modèles 
ontinusLe modèle 
ontinu le plus simple est 
elui qui dé
rit le pro
essus de dép�t aléatoire sans relaxation
∂h(x, t)

∂t
= F (x, t) + η(x, t), (7.5)le terme F (x, t) exprime le �ux d'atomes, 
omme présenté dans le modèle MC, au point x à l'instant

t. On supposera que tous les points de la surfa
e sont équivalents du point de vue de la sour
e et que
elle-
i a déjà atteint un régime stationnaire. Aussi on prendra plus simplement un �ux 
onstant entemps et en espa
e F (x, t) = F . η est un bruit de moyenne nulle, sans 
orrélations ni spatiales nitemporelles. Il exprime la partie sto
hastique du mé
anisme de dép�t et l'indépendan
e d'évolutionentre les sites de l'interfa
e :
〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = 2Daδ(x − x′)δ(t − t′). (7.6)La résolution numérique de l'équation (7.5) donne aussi une fon
tion W qui évolue 
omme t

1

2 . Ilest évident que l'on doit ajouter d'autres termes à 
ette équation pour dé
rire des pro
essus de
roissan
e de l'interfa
e plus 
omplets.7.2.1 Equation d'Edwards-Wilkinson (EW1D)Pour dé
rire le mé
anisme de dép�t ave
 relaxation de surfa
e, on ajoute un terme de di�usion ∇2hdans l'équation (7.5) et on obtient l'équation d'Edwards-Wilkinson (EW) :
∂h(x, t)

∂t
= F (x, t) + ν∇2h(x, t) + η(x, t),où ν est le 
oe�
ient de di�usion de surfa
e.On remarque que le �ux de dép�t F est 
onstant et uniforme, il n'in�uen
e pas le 
omportementasymptotique de la rugosité d'interfa
e W . L'équation EW peut don
 s'é
rire simplement sous 
etteforme :

∂h̃(x, t)

∂t
= ν∇2h̃(x, t) + η(x, t), (7.7)ave
 h̃ = h − h où h = Ft et elle ne 
hangera pas les propriétés statistiques de la 
roissan
e dumodèle étudié. Il en est de même pour l'équation KPZ (7.17), aussi pour 
es deux modèles on sepla
era dans un référentiel qui se dépla
e ave
 la hauteur moyenne h et on omettra le posti
he ∼ à

h̃ sans ambiguïté.
102



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.1.1 Lois d'é
helle de l'équation EW.Nous 
al
ulons maintenant les exposants de 
roissan
e par des arguments d'é
helle. Les lois d'é
hellesupposent que :
W ∼ tβ, Wsat ∼ Lα, τ ∼ Lz.On 
her
he alors des relations entre h (ou W ) et x (ou L), entre h et t, et entre t et x (L).On e�e
tue un 
hangement d'é
helle de paramètre b (b > 0) suivant :





t = bγt,

h = bµh,

x = bχx,

ν = bθν,

D = bδD,

η = bφη.

(7.8)
En remplaçant les équations (7.8) dans l'équation (7.7) on obtient :

bµ−γ ∂h

∂t
= bµ+θ−2χν

∂2h

∂x2 + bφη. (7.9)On souhaite que l'interfa
e obtenue par 
e 
hangement d'é
helle ait le même 
omportement que
elui donné par l'équation origine. Ce
i signi�e que l'équation (7.7) doit être invariante lors de latransformation (7.8), 
'est-à-dire l'équation (7.9) ne dépend pas de la valeur b. On en déduit que :
µ − γ = µ + θ − 2χ = φ. (7.10)Les propriétés du bruit, données par l'équation (7.6), doivent aussi être invariantes par la transfor-mation (7.8). On obtient la relation :

φ =
δ − χ − γ

2
. (7.11)Le système (7.10), (7.11) s'é
rit :





γ + θ − 2χ = 0,

2µ + θ − χ − δ = 0,

2φ + 3χ − θ − δ = 0.

(7.12)De (7.8) et (7.12) on déduit 103



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.




νt
x2 = νt

x2 ,

νh2

Dx = νh
2

Dx
,

x3η2

Dν = x3η2

Dν
.

(7.13)On obtient ainsi :
h ∼ x

1

2 , t ∼ x2, h ∼ t
1

4 .En dimension 1, les valeurs des exposants de lois d'é
helle de l'équation EW sont don
 :
β =

1

4
, α =

1

2
, z = 2, (7.14)qui véri�ent la relation z = α/β. Les relations (7.13) permettent d'obtenir les variables sans dimen-sions :





x̂ = x
L ,

t̂ = νt
L2 ,

ĥ =
√

ν
LDh,

η̂ = L3/2
√

νD
η.

(7.15)
Ave
 
es nouvelles variables l'équation (7.7) devient :

∂ĥ

∂t̂
= ∇2ĥ + η̂. (7.16)Ce
i signi�e que, pour une surfa
e de taille L �xée, le 
omportement de ĥ (ou Ŵ ) ne dépend d'au
unparamètre, y 
ompris de ν. Dans 
e modèle, a�n de dé
rire l'évolution de la hauteur h au 
ours dutemps, pour une interfa
e de taille L, il su�t d'e�e
tuer une seule simulation numérique ave
 unevaleur donnée du 
oe�
ient ν. Nous allons le véri�er dans la partie suivante.7.2.1.2 Résolutions numériques de l'équation EW.Nous utilisons la méthode de di�éren
es �nies impli
ite de type �splitting� pour résoudre l'équationEW ave
 des 
onditions de bords périodiques :

• Initialement à t = 0, la surfa
e est vide, i.e h(x, 0) = 0.
• Choisir un pas de temps ∆t. A l'étape n, tn = n∆t, hn

i = h(xi, tn) est 
onnu, i
i i =

1, L et n = 0, N ave
 N = T
∆t , T est le temps simulé.

104
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• Étape de dép�t, 
al
uler :

h
n+ 1

2

i = hn
i +

√
2D∆t

∆x
ξn
ioù ξn

i est une variable aléatoire indépendante de moyenne nulle suivant une distributionuniforme entre -1 et 1 (on 
hoisit loi uniforme 
e qui ne 
hange pas les résultats et 
orrespondaux 
hoix faits par d'autres auteurs [33℄.
• Étape de di�usion, 
al
uler hn+1

i qui véri�e
hn+1

i − h
n+ 1

2

i

∆t
= ν

hn+1
i+1 − 2hn+1

i + hn+1
i−1

∆x2Généralement ∆x est �xé à 1Ave
 
ette méthode nous obtenons les résultats numériques présentés �gures 7.32, 7.33. Elles donnentrespe
tivement la rugosité W (t) pour des systèmes de longueurs L di�érentes et la valeur de sa sa-turation en fon
tion de L, paramétrée selon ν.

 0.1

 1

 10

 0.1  1  10  100  1000

W

t

Fonction <W(L,t)>

nu=1, L=32
nu=1, L=64

nu=1, L=128
nu=1, L=1024

Fig. 7.32. EW1D : Rugosité W (L, t) pour le modèle EW, en é
helle log-log, ν = 1 et L = 32,64, 128 et 1024. Pour les petits systèmes (32, 64, 128) les résultats sont moyennés sur un ensemblede 300 expérien
es, et pour L = 1024, W est moyenné sur un ensemble de 50 expérien
es.Nous observons, �gure 7.32, que la rugosité W (t) obéit aux lois d'é
helle prévues et que la saturationdépend de la taille du système : plus la taille est petite, plus nous pouvons voir rapidement l'e�etde la saturation. Les 
ourbes de la �gure 7.33 représentent la valeur Wsat en fon
tion de la tailledu système pour trois valeurs du paramètre ν. Toutes les 
ourbes présentées dans la �gure 7.33 (ené
helle log-log) sont des droites, la valeur de 
ette pente nous donnera la valeur de l'exposant α dela loi d'é
helle (6.3). Toutes les droites sont de même pente, la valeur de α est don
 indépendante du105
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oe�
ient de di�usion ν. Elle est 
al
ulée par la régression linéaire et nous obtenons α ≈ 0.5±0.01.

 1

 100

W
sa

t

L

nu=1
nu=2
nu=4

Fig. 7.33. EW1D : Wsat en fon
tion de taille L en é
helle log-log (
al
ulée pour L=32, 64 et128) et pour trois valeurs du 
oe�
ient ν (1, 2 et 4).Après la période de di�usion, pour laquelle W ∼ t1/2, et avant la saturation, les 
ourbes W (t) fon
-tion de t montrent l'apparition d'une autre loi d'é
helle. Cette loi d'é
helle est piloté par l'exposant
β. Nous donnons �gure 7.34 l'évolution de la rugosité W fon
tion du temps donné par le modèleEW pour L = 1024 et pour plusieurs valeurs de ν. Les 
ourbes dans la �gure 7.34 prouvent que le
oe�
ient ν n'a�e
te pas la valeur de l'exposant β. Son r�le est d'exprimer le pro
essus de di�usionde l'interfa
e : l'e�et de lissage du pro
essus de di�usion est autant plus rapide que ν est grand. Ene�et, lorsque ν est petit, nous 
onstatons qu'au début de simulation W évolue 
omme la 
roissan
ealéatoire sans di�usion (β = 1

2 ) mais qu'ensuite, pour les temps plus grand, nous pouvons voir 
ete�et de lissage illustré par le 
hangement de la pente de 
ourbe log W sur log t. Plus ν est grandplus la di�usion intervient rapidement. Nous obtenons β = 0.25 ± 0.003. Les valeurs des exposants
α, β que nous avons trouvés i
i sont très pro
hes de 
elles 
al
ulées dans le pro
essus de dép�taléatoire ave
 relaxation vers le minimum lo
al [32℄. Nous pouvons don
 
onsidérer que l'équationEW représente bien le modèle dis
ret de dép�t aléatoire in
luant la relaxation�minimum lo
al�.Le dernier résultat de 
ette partie 
onsiste à valider l'équation adimensionnée (7.16) en indiquantque pour un système de taille L donnée on obtient bien la même évolution de ĥ (ou Ŵ ) en fon
tionde t̂. Cela est montré par le fait que les deux 
ourbes Ŵ (t̂) ave
 deux di�érentes valeurs de ν sontsuperposées dans la �gure 7.35. 106
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t

Fonction <W(L,t)>

nu=0.01, L=1024
nu=0.1, L=1024
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Fig. 7.34. EW1D : Fon
tion W (L, t) en é
helle log-log : 
al
ulée pour ν = 0.01 ,0.1, 1 et
L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 50 expérien
es.
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. nu=1
nu=2

Fig. 7.35. EW1D : Log-log plot de Ŵ en fon
tion de t̂ pour L = 1024.7.2.2 Equation Kardar-Parisi-Zhang (KPZ1D).En 1986, Kardar, Parisi, Zhang ont proposé un modèle prenant en 
ompte que le dép�t 
roît selonla normale lo
ale à la surfa
e. Ils proposent alors l'équation non linéaire qui porte leur nom (KPZ) :
∂h(x, t)

∂t
= ν∇2h(x, t) +

λ

2
(∇h(x, t))2 + η(x, t). (7.17)Le mé
anisme de dép�t est illustré �gure 7.36 : une �parti
ule� de rayon Fδt qui tombe sur la107



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.surfa
e, fait 
roître 
elle-la d'une hauteur δh ave
 :
δh = Fδt

√
1 + (∇h)2.Dans le 
as où la variation de la hauteur h est petite, le terme non linéaire √

1 + (∇h)2 peut êtreapproximé par un terme du type 1 + (∇h)2

2 , on obtient alors l'expression suivante :
δh = Fδt

[
1 +

(∇h)2

2

]
.Dans l'équation KPZ le 
oe�
ient λ > 0 présente le �ux de dép�t à la normale lo
ale de l'interfa
e.

x

h(x,t)

Fδt

hδ

|tδFh|

Fig. 7.36. Des
ription du mé
anisme de dép�t perpendi
ulaire à la surfa
e lo
ale donnant lieu auterme non-linéaire de l'équation KPZ.7.2.2.1 Lois d'é
helle de l'équation KPZL'introdu
tion du terme non-linéaire dans l'équation de KPZ ne permet pas d'obtenir, par late
hnique d'invarian
e par 
hangement d'é
helle, utilisée pré
édemment pour l'équation d'EW, lesbonnes valeurs des exposants α et β. Il faut faire appel à des méthodes plus 
ompliquées et parmieux, les méthodes de renormalisation sont les plus utilisées. Comme 
e n'est pas le sujet prin
ipalde 
e travail, nous ne présentons pas en détails des 
al
uls donnés par renormalisation. Nous nous
ontentons de renvoyer à la référen
e [32℄, [8℄.7.2.2.2 Résolutions numériques de l'équation KPZPour résoudre numériquement l'équation KPZ ave
 des 
onditions au bords périodiques, nous uti-lisons le s
héma numérique aux di�éren
es �nies expli
ite suivant :
hn+1

i = hn
i +

∆t

∆x2

[
ν(hn

i+1 − 2hn
i + hn

i−1) +
λ

8
(hn

i+1 − hn
i−1)

2

]
+

√
2D∆t

∆x
ξn
i , (7.18)où ∆t et ∆x sont respe
tivement les pas de dis
rétisation temporel et spatial, xi est le i-ième pointdu maillage d'interfa
e et hn

i = h(xi, t
n). ξn

i est un nombre aléatoire tiré entre -1 et 1 dans unedistribution uniforme. Le but de 
e 
al
ul est de retrouver les exposants des lois d'é
helle de larugosité W pour di�érentes valeurs des 
oe�
ients λ et ν. Nour prendrons ∆x = 1 et ∆t = 0.001108



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.su�samment petit a�n d'assurer la stabilité du s
héma numérique (7.18).Dans l'équation KPZ, le terme λ a pour e�et de renfor
er la pente lo
ale de l'interfa
e, don
d'augmenter la rugosité W . Au 
ontraire, le terme de di�usion piloté par le 
oe�
ient ν a poure�et de lisser l'interfa
e. La �gure 7.37 présente W en fon
tion du temps, en é
helle log-log, d'unesurfa
e de taille L = 1024 et ν = 1, ave
 trois di�érentes valeurs du 
oe�
ient λ = 1, 3, 9. Ces
ourbes prouvent que pour une valeur �xée de di�usion ν, la rugosité est d'autant plus forte que λest grand. Contrairement à λ, le 
oe�
ient ν a pour l'e�et de réduire les irrégularités de l'interfa
eet don
 de diminuer W . Cet e�et est montré par les 
ourbes de W (t) dans la �gure 7.38 pour unsystème de taille L = 1024, λ = 1 et ν = 1, 3 et 9. La rugosité W diminue lorsque ν augmente.

1 10 100
t

1

5

W

λ=1
λ=3
λ=9

Fig. 7.37. KPZ1D : Rugosité W de l'interfa
e en fon
tion du temps pour le modèle KPZ donnépour λ = 1, 3 et 9. Les autres paramètres sont ν = 1 et L = 1024. Les résultats sont moyennés surun ensemble de 50 expérien
es.Lorsque l'on examine les 
ourbes log(W ) en log(t) des �gures 7.37 et 7.38 obtenues en prenant dedi�érentes valeurs de λ et ν, on observe qu'elles n'ont pas exa
tement la même pente. Cela signi�eque la valeur e�e
tive de l'exposant β varie en fon
tion de λ et ν. La 
ourbe de la �gure 7.39 présentela dépendan
e de l'exposant e�e
tif β de la rugosité W en fon
tion du rapport λ
ν . Nous trouvonsque, dans la limite λ

ν → 0, l'exposant β tend vers la valeur e�e
tive de l'équation EW : β → 0.25.Le 
as trivial où β prend la valeur 0.25 est le 
as où le terme non-linéaire λ = 0, l'équation KPZ(7.17) se réduit à l'équation EW (7.7). Si le rapport λ
ν est su�samment grand, alors l'e�et du termenon-linéaire domine la di�usion et nous obtenons β ≃ 0.33. Cette valeur e�e
tive de β a été trouvée109
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0.1 1 10 100 1000
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0.2
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W

ν=1
ν=3
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Fig. 7.38. KPZ1D : Idem que pour la �gure 7.37 mais pour trois valeurs de ν = 1, 3, 9 et λ = 1.par une analyse de renormalisation [28℄.
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λ/ν
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Fig. 7.39. KPZ1D : Valeur e�e
tive de l'exposant β du modèle KPZ en fon
tion du rapport λ
ν110



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Pour des temps plus longs que 
eux des �gures 7.37 et 7.38, la rugosité sature tout 
omme pourle modèle EW. Cette saturation est due à la taille �nie du système. La valeur Wsat atteinte parla rugosité dans sa phase de saturation est reportée �gure 7.40 en fon
tion de la taille L et pourplusieurs valeurs de λ et ν. La valeur de Wsat dépend plus fortement de ν que de λ, 
ependant lespentes des trois droites sont les mêmes et donne la valeur e�e
tive de l'exposant α de l'équationKPZ. Nous trouvons α ≃ 0.49 ± 0.01 quelque soit la valeur de λ et ν. Le temps τ où la rugosité del'interfa
e 
ommen
e à saturer véri�e également la loi d'é
helle τ ∼ Lz et les résultats numériquesobtenus assurent que z = α
β .

25 125
L

1

W
sa

t

λ=1, ν=1
λ=3, ν=1
λ=1, ν=3

Fig. 7.40. KPZ1D : Valeur de la saturation Wsat de la rugosité en fon
tion de la taille L dusystème. Pour un 
ouple de valeurs λ, ν donné, nous mesurons Wsat pour trois systèmes de taille
L = 32, 64, 128. Ces résultats sont moyennés sur un ensemble de 300 expérien
es7.2.3 Modèle 
ontinu in
luant l'e�et non-lo
al de l'ombrageUn modèle de dép�t Monte Carlo in
luant l'e�et non-lo
al d'ombrage a été étudié se
tion 7.1.3.L'interfa
e fournie par 
e modèle montre au 
ours du temps une stru
ture 
olonnaire qui ne peutpas être reproduite ave
 des équations 
ontinues 
omme 
elle d'Edward-Wilkinson ou de KPZ. Anotre 
onnaissan
e, au
un modèle, basé sur une EDP n'est 
apable de reproduire de telles stru
tures.Nous souhaitons don
 trouver une EDP permettant de trouver des stru
tures 
olonnaires. Rappe-lons que 
et obje
tif est di
té par les observations d'expérien
es de dép�t par pro
édés plasma quisont de 
e type et que nous voulons modéliser [13℄.111



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Dans 
e but, des e�ets d'ombrage ont été introduits dans les équation EW et KPZ. Une façonsimple de dé
rire l'ombrage, proposé par Karunasiri, Bruinsma, et Rudni
k [29℄ est basée sur l'idéede 
al
uler le taux lo
al de dép�t des atomes à 
haque position de l'interfa
e selon l'angle d'ouverture
Ω vu de 
ette position.

x

h(x,t)

Ω

x

h

(x,{h})

yy +−Fig. 7.41. Angle d'ouverture Ω(x, {h}) pour la valeur h(x). Il dépend de l'ensemble de h de lasurfa
e.Dans un premier temps, nous 
onsidérons le modèle 
ontinu proposé par Jian Hua Yao, ChristopherRoland, et Hong Guo [50℄ qui est l'équation KPZ (7.17) modi�ée en introduisant le terme de l'angled'ouverture Ω :
∂h(x, t)

∂t
= ν∇2h(x, t) +

λ

2
(∇h(x, t))2 + R Ω(x, {h(x, t)}) + η(x, t), (7.19)où R est le �ux des atomes in
idents multiplié par l'angle solide Ω(x, {h}) qui est l'angle sous lequella surfa
e au point x voit la sour
e (
f �gure 7.41). Le problème de 
e terme est qu'il est non lo
al, savaleur dépend de l'ensemble des valeurs de l'interfa
e. Cela présente des di�
ultés à la fois d'ordremathématiques (natures de solution...) et aussi d'ordre numérique (un tel terme ralenti beau
ouples programmes. Nous avons mis en oeuvre des solutions pour essayer de les 
al
uler de façon plusrapide). En 1 dimension, l'angle Ω est dé�ni par :

Ω(x, {h}) def
= π − Ω1(x, {h}) − Ω2(x, {h}), (7.20)où

Ω1(x, {h}) =





sup
y>x

[
arctan

(
h(y) − h(x)

y − x

)] si ∃y > x tel que f(y) > f(x),

0 sinon. (7.21)
Ω2(x, {h}) =





sup
y<x

[
arctan

(
h(y) − h(x)

x − y

)] si ∃y < x tel que f(y) > f(x).

0 sinon. (7.22)112



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.3.1 Modèle de dép�t ave
 ombrage seul (EDP1D+Ω)A�n de mettre en éviden
e l'importan
e de l'e�et d'ombrage, nous examinons d'abord l'équationsimpli�ée (7.19) ne 
ontenant que le terme de dép�t in
luant l'angle solide Ω(x, {h}) et en omettantdon
 les autres termes (di�usion et dép�t non-linéaire).
∂h

∂t
= R Ω(x, {h}) + η(x, t). (7.23)La solution de (7.23) est 
al
ulée numériquement en utilisant la méthode des di�éren
es �nies ave
un s
héma numérique expli
ite en prenant les valeurs ∆x = 1 et ∆t = 0.05 respe
tivement pourla dis
rétisation en espa
e et en temps. Le �ux de dép�t des parti
ules R = 1. L'angle d'ouverture

Ω sera normalisé de la façon suivante : à un instant t �xé, nous 
al
ulons l'angle d'ouverture Ω en
haque position x (ave
 
ondition périodique) et il est alors divisé par la valeur moyenne < Ω > (t)a�n d'assurer que le �ux de dép�t moyen soit R et que l'on dépose en moyenne une mono
ou
hed'atomes par unité de temps.La �gure 7.42 nous montre le pro�l de la fon
tion h(x, t) obtenu pour une surfa
e de taille L = 1024aux instants t = 100, 300 et 500. Rappelons que le modèle MC donne dans 
e 
as (dép�t ave
ombrage) une stru
ture 
olonnaire bien marquée (
f �gures 7.12 et 7.13). Nous n'observons pas de
olonnes i
i mais seulement une série de pi
s étroits de hauteurs di�érentes. Au fur et à mesure quele temps augmente, 
ette di�éren
e de hauteur s'a

entue et �nalement un seul pi
 domine qui vaombrer dé�nitivement le reste de la surfa
e. Ce dernier e�et est du à la taille �nie du système. Par
omparaison entre les résultats des modèles MC et EDP, il est 
lair que les deux ombrages n'ontpas les mêmes e�ets (
olonnes pour le modèle MC et pi
s pour le modèle 
ontinu). Il 
onvient don
de s'interroger sur 
ette di�éren
e de 
omportement.En fait, la façon dont est vue la sour
e est di�érentes pour les deux modèles. Pour le modèle 
ontinu,la sour
e est vue de l'interfa
e et un point de 
ette interfa
e situé à une distan
e x reçoit le �uxde parti
ules situé dans l'angle solide vu de 
e point (voir �gure 7.43a). Pour le modèle dis
ret, unpoint de l'interfa
e est alimenté non seulement par les parti
ules qui arrivent dans l'angle solide vude l'interfa
e (voir �gure 7.43b), mais aussi, pour les points qui se trouvent à l'aplomb d'une 
olonnedes parti
ules qui heurte le �an
 de 
ette 
olonne et qui vont l'alimenter (voir �gure 7.43
). Numé-riquement, la di�éren
e entre les deux pro
essus est 
laire, pour le modèle 
ontinu, seul 
ompte lepoint d'arrivée du �ux, pour le modèle Monte Carlo, toute la traje
toire est 
al
ulée, de la sour
eau point de dép�t des atomes.Le type de dép�t par les �an
s permet de réduire la distan
e entre les 
olonnes et transforme lasurfa
e en stru
ture 
olonnaire. Il est possible de véri�er 
ette hypothèse en introduisant un nouveaumodèle dis
ret. Nous reprenons le modèle de dép�t Monte Carlo de la se
tion 7.1.3 pour lequel les113
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Fig. 7.42. EDP1D+Ω : Hauteur h(x, t) pour un système de taille L = 1024 aux instants t =
100(a), t = 300(b), t = 500(
).
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Fig. 7.43. Mé
anisme de d'alimentation de l'interfa
e : Selon l'angle d'ouverture pour le modèle
ontinu (a) et pour le modèle Monte Carlo, par les atomes dont l'angle d'in
iden
e permet d'atteindreun point donné (b) et par les atomes heurtant le �an
 d'une 
olonne et alimentant le point à sonaplomb (b).seuls ingrédients sont le dép�t, l'angle d'in
iden
e et l'ombrage (pas de di�usion), mais lorsqu'unatome heurte le �an
 d'une 
olonne, il est éliminé. Cela signi�e que si la parti
ule 
hoisie au départ114



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.tou
he un �an
 sur sa traje
toire déterminée par son angle in
ident θ, alors le dép�t de 
ette parti-
ule sera refusé. Ce nouveau modèle Monte Carlo de dép�t ave
 ombrage et l'e�et de �an
 interditnous donne une 
on�guration de la hauteur h(x, t) de l'interfa
e (�gure 7.44) très similaire à 
elleobtenue grâ
e au modèle 
ontinu (�gure 7.42). Il n'y a au
une raison physique d'interdire le dép�tà partir des �ans des 
olonnes seulement d'obtenir un pro
essus dis
ret qui imitent le 
ontinu. Ilreste que le dép�t à partir des �ans est e�e
tivement responsable de l'apparition des 
olonnes dansles modèles Monte Carlo et qu'il faut essayer de le modéliser dans les modèles 
ontinus.

0 500 1000
x

0

1000

2000

3000

4000

5000

h(
x,

t)

(a)

0 500 1000
x

0

10000

20000

30000

40000

h(
x,

t)

(b)

0 500 1000
x

0

20000

40000

60000

80000

h(
x,

t)

(c)

Fig. 7.44. Hauteur h(x, t) pour un système de taille L = 1024 du nouveau modèle dis
ret ave
ombrage et de �an
 interdit aux instants t = 100(a), t = 300(b), t = 500(
).Notons que dans les limites Ω → 1 pour le modèle 
ontinu (7.23) et θmax → 0 pour le modèle dis
retnous retrouvons le pro
essus de dép�t aléatoire présenté dans la partie 7.1.1.115



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.3.2 Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage et di�usion (EW1D+Ω)A�n d'avoir une étude aussi exhaustive que possible, nous regardons maintenant les solutions nu-mériques du modèle 
ontinu ave
 le terme de l'angle d'ouverture in
luant la di�usion et sans leterme de di�usion, i.e le modèle EW modi�é en in
luant l'ombrage par l'intermédiaire de l'angled'ouverture (7.24). L'équation étudiée est don
 la suivante :
∂h

∂t
= ν ∇2h + R Ω(x, {h}) + η(x, t), (7.24)en utilisant un s
héma aux di�éren
es �nies expli
ite :

hn+1
i = hn

i + Ωn
i ∆t R +

ν ∆t

∆x2
(hn

i+1 − 2hn
i + hn

i−1)

√
2D ∆t

∆x
ξi. (7.25)Nous 
omparons les résultats obtenus ave
 
eux du modèle Monte Carlo 
omportant l'ombrage, ledép�t sur les �an
s interdits 
omme présenté 
i-dessus et prenant en 
ompte la relaxation thermique(�gure 7.45).
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(a) (b)Fig. 7.45. Interfa
e h(x, t) à di�érents instants t pour le modèle 
ontinu EW1D+Ω (�gue a) et lemodèle Monte Carlo de dép�t �an
 interdit (�gure b). Les paramètres sont L = 1024, ν = 0.1 pourle modèle 
ontinu (7.24) et T = 600K pour le modèle dis
ret (ave
 ombrage et dép�t sur les �an
sinterdit).Dans le 
as du modèle 
ontinu (7.24) et pour une di�usion de surfa
e qui reste faible, 
on
rètement
ν = 0.1, on observe que l'interfa
e est lissée par rapport au 
as sans di�usion (�gure 7.42) : despi
s, 
omme dans le 
as sans di�usion, émergent. Cependant, ils présentent un pro�l plus ou moinsgaussiens. En revan
he, si l'on observe aussi des pi
s dans le nouveau modèle dis
ret, leur forme esttrès di�érente. On obtient i
i des 
olonnes très étroites dont la largeur n'évolue pas ave
 le temps.116



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Le pro
essus de relaxation thermique qui permet de lisser la surfa
e et d'élargir les pi
s dans le
as 
ontinu n'est pas à l'oeuvre i
i. Cette di�éren
e entre les deux modèles est due au fait que ledépla
ement latéral des parti
ules dans les modèles MC ne 
orrespond pas vraiment à un pro
essusde di�usion modélisé par le lapla
ien dans les équations 
ontinues.Il est possible de mettre en éviden
e 
ette di�éren
e de 
omportement entre les 2 modèles grâ
e au
as test pour lequel le dép�t est supprimé ave
 la 
ondition initiale parti
ulière suivante : un pi
 dematière est mis au milieu de la surfa
e. Pour le modèle 
ontinu, 
ela revient à résoudre l'équationde di�usion :




∂h
∂t = ν∇2h,

h(x, 0) = δ(x − x0),
(7.26)dont la solution est la gaussienne

h(x, t) =
1√
2π

1

σ
exp

(
−(x − x0)

2

2σ2

)
,pour laquelle l'é
art-type σ dépend de la valeur du 
oe�
ient de di�usion ν selon σ2 = 2νt. Dans le
as du modèle Monte Carlo, nous déposons initialement une 
olonne de 1000 atomes au 
entre dela boite, puis nous laissons l'algorithme dé
ider de leur dépla
ement donné par une température de

T = 600K. Les résultats numériques obtenus par l'un et l'autre modèle sont donné �gures 7.46(a)pour le 
as 
ontinu et 7.46(b) pour le 
as dis
ret. La �gure 7.46(a) montre l'émergen
e d'un pro�lgaussien, 
e qui n'est pas le 
as de la �gure 7.46(b) pour lequel le dép�t prend une forme de pla-teau ave
 des bords qui s'étalent davantage au 
ours du temps. De fait le pro
essus de relaxationthermique du modèle Monte Carlo n'est pas une di�usion. A t = 0, seul l'atome situé en haut de la
olonne peut se dépla
er. Puis, à sa suite, et au 
ours du temps, les atomes qui n'ont pas de voisinau dessus d'eux (et qui en plus, si 
'est le 
as, ont au moins une 
ase libre à leur droite ou à leurgau
he). Cela explique la formation de plateau dans lesquels seuls les atomes sur les 2 bords ontdes 
han
es de se dépla
er. Pour obtenir des solutions similaires, il aurait fallu permettre à tousles atomes de se dépla
er à droite ou à gau
he à tous les pas de temps, quel que soit le nombre deleurs voisins (même s'ils étaient 
ouverts par d'autres atomes). Bien sûr, si l'interfa
e est initiale-ment plate de hauteur h0, un dépla
ement de l'ensemble des atomes ne modi�era pas, en moyenne,la hauteur h0 (et dans le modèle 
ontinu, il n'y aurait au
un 
hangement). Aussi d'un 
ertainpoint de vue, la 
ondition initiale très piquée 
hoisie exa
erbe la di�éren
e entre les 2 modèles, ellen'est pas aussi importante pour des dép�ts habituels. Ainsi 
ela ne remet pas en 
ause l'équivalen
edes modèles entre EW et modèle MC de dép�t ave
 relaxation via les paramètres d'é
helle α, β et z.
117
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(b)Fig. 7.46. Pro�ls de l'interfa
e à di�érents instants obtenus par la di�usion de l'équation 
ontinueEW (a) et la relaxation thermique MC (b). La 
ondition initiale est h(x, t = 0) = δx − x0 pour
t = 10, 100, 400.Remarque 7.2 La di�usion de surfa
e est, à stri
tement parler, pris en 
ompte par un termeen ∇4h. Cependant, 
e terme lissera davantage le pi
 initial, plus que ne l'aurait fait le terme dedi�usion en ∇2h.7.2.3.3 Modèle KPZ ave
 ombrage (KPZ1D+Ω)Pour terminer 
e tour d'horizon, nous présentons brièvement �gure 7.47 un résultat typique du mo-dèle KPZ in
luant l'e�et d'ombrage. La résolution numérique du modèle 
ontinu (7.19) est obtenupar un s
héma numérique aux di�éren
es �nies expli
ites, similaire au s
héma donné en (7.25), i
ipour les valeurs λ = 0.05, ν = 0.1 et ∆t = 0.05. Nous revenons à la 
ondition initiale habituelle
h(x, t = 0) = 0.Le terme non linéaire λ

2 (∇h)2 dé
rit la 
roissan
e selon la normale lo
ale de l'interfa
e. Dans le
as où 
elle-
i reste faible, 
e terme ne fait pas apparître de stru
ture 
olonnaire satisfaisante (
fse
tion pré
édente, pour laquelle λ = 0 et où se forment de petites 
olonnes de pro�ls plus ou moinsgaussiens séparées par de larges vallées). La 
roissan
e latérale, modélisée par le terme non linéaire,
onduit au développement de grosses 
olonnes triangulaires qui s'élargissent ave
 le temps (
f �gure7.47).Manifestement, la nature de l'interfa
e donnée �gure 7.47 ne 
orrespond pas à 
elle obtenue parles modèles dis
rets (
f. �gure 7.23, 7.24). En e�et, en 
onsidérant la fon
tion de distribution f(h)donnée �gure 7.48 à l'instant t = 5000, nous trouvons que la distribution de la hauteur f(h) est118
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Fig. 7.47. KPZ1D+Ω : Interfa
e h(x, t) obtenue par la résolution numérique de l'équation (7.19)ave
 ombrage aux instant t = 100, 300, 500, 700 et 1000. Les paramètres sont L = 1024, ν = 0.1,
λ = 0.05, ∆x = 1, ∆t = 0.05, R = 1.plut�t uniforme et ne fait pas apparaître des dira
s traduisant la présen
e de plateaux.
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Fig. 7.48. KPZ1D+Ω : Fon
tion de distribution de la hauteur de l'interfa
e de l'équation (7.19)à l'instant t = 5000. Les paramètres sont 
eux de la �gure 7.47.
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.4 Nouveau modèle 
ontinu (EDP1D+g(Ω))Nous avons observé que la formation de hautes 
olonnes dans les modèles de Monte Carlo est duenon seulement à l'e�et d'ombrage, mais aussi au dép�t de parti
ules qui heurtent le �an
 des 
o-lonnes et viennent se déposer à la verti
ale de 
es �ans. Si on enlève 
e dernier e�et, seuls despi
s étroits prennent naissan
e. Cet e�et n'est pas présent dans tous les modèles 
ontinus proposéspré
édemment et au
un de 
es modèles n'est 
apable de donner des interfa
es à stru
ture 
olonnaire.Ainsi, la 
omparaison entre l'un et l'autre modèle suggère d'introduire dans le modèle 
ontinuun terme de dépla
ement qui dépend de la hauteur des zones hautes et des zones basses. Noussuggérons de modéliser 
e dépla
ement par un terme de di�usion d'autant plus fort que l'on setrouve en haut d'une 
olonne. Une solution 
onsisterait à prendre ν en fon
tion de la valeur absoluedu gradient de h (ν = ν(∇|h|)). Cependant on peut aussi remarquer que le haut des 
olonnes (unefois fermé) reçoit l'essentiel de l'é
lairement, en 
ontraste ave
 les zones en bas des 
olonnes. Aussi,nous proposons de faire dépendre le terme de di�usion de l'angle Ω. Comme nous 
her
hons desstru
tures 
olonnaires où la variation de la hauteur h peut-être grande, nous gardons alors le termede dép�t en √
1 + |∇(h)|2 sans introduire l'approximation de faible pente proposée dans le modèleKPZ. Nous sommes alors 
onduits à proposer le modèle suivant :

∂h

∂t
= g(Ω(x, {h})) (R

√
1 + |∇(h)|2 + ν∇2h + η), (7.27)

g(Ω(x, {h})) est une fon
tion donnée de l'angle solide Ω, les autres termes ν, η sont identiques à
eux présentés dans l'équation (7.19). Il est évident que 
ette fon
tion g doit permettre d'augmenterla 
roissan
e et la di�usion aux endroits peu ombrés, prin
ipalement dans la partie de l'interfa
e quise trouvent en haut des 
olonnes, et par 
ontraste la diminuer dans les parties ombrées, i.e. dansles trous.7.2.4.1 Résolutions numériquesPour résoudre numériquement l'équation (7.27), nous allons utiliser le même s
héma expli
ite quepour (7.25) :
hn+1

i = hn
i + g(Ωn

i )

[
∆t R

√
1 + (

hn
i+1 − hn

i−1

2∆x
)2 (7.28)

+
ν ∆t

∆x2
(hn

i+1 − 2hn
i + hn

i−1) +

√
2D ∆t

∆x
ξi

]
,où ξi est une variable aléatoire tiré dans une distribution uniforme entre -1 et 1. Dans un premiertemps, nous avons pris 
omme fon
tion g la plus simple : g(Ω) = Ω. Ce 
hoix ne nous donne pas120



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.l'interfa
e désirée 
ar, ave
 
ette fon
tion, dép�t et di�usion restent en
ore su�samment forts pouraugmenter la hauteur de l'interfa
e dans les zones ombrées et nous n'obtenons pas des 
olonnes(�gure 7.49).
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Fig. 7.49. Hauteur de l'interfa
e obtenu pour le modèle 
ontinu (7.27) dans le 
as g(Ω) = Ω et
R = 1, ν = 1, aux instants t = 100, 300 et 500.A�n de diminuer la di�usion et le dép�t dans les zones ombrées et la renfor
er dans les zones quine le sont pas, nous proposons la fon
tion g suivante g(Ω) = Ω2. Les résultats de simulations nu-mériques ave
 les valeurs R = 1, ν = 1 sont illustrés �gure 7.50 et l'apparition des 
olonnes à �an
sremarquablement raides est observée sur des temps longs.Cet aspe
t 
olonnaire retrouvé est dû à la 
ompétition entre l'e�et de l'ombrage, qui favorise l'émer-gen
e de pi
s, 
omme nous l'avons vu dans l'étude de la se
tion 7.2.3.1 et la di�usion non-isotrope,qui lisse fortement le haut des plateaux et favorise leur 
roissan
e latérale. Ces e�ets 
ombinés as-surent un régime 
olonnaire au moins jusqu'à la �n de la simulation. En e�et, la �gure 7.50 montreque la plupart des 
olonnes 
onstruites au début de la simulation (aux alentours de t = 100) per-durent (
f �gure 7.51). La �gure 7.52, montre la fon
tion de distribution de la hauteur de l'interfa
eà l'instant t = 4000. Elle montre un fort pi
 pour h ∼ 5000 tradu
tion de la présen
e de stru
tureshautes séparées par de zones très basse. Cette �gure ne dit rien sur le nombre de 
olonnes. Il restequ'elle est semblable à 
elle obtenue dans les modèles dis
rets (voir la �gure 7.16 de la partie 7.1.3.1).Lorsque l'on examine l'évolution de la rugosité W en temps (�gure 7.53), on observe l'existen
e dedi�érents régimes. Le premier régime pour t < 1 
orrespond au pro
essus de dép�t aléatoire sans121
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Fig. 7.50. Évolution de l'interfa
e aux instants t = 500, 1000, 2000, 4000 pour le modèle 
ontinu7.27 ave
 g(Ω) = Ω2.
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Fig. 7.51. Le nombre de 
olonnes en fon
tion du temps pour le modèle 
ontinu 7.27 ave
 g(Ω) =
Ω2.l'e�et d'ombrage et dé
rit la �u
tuation de la surfa
e ave
 une rugosité W qui évolue 
omme t1/2. Ledeuxième régime dure jusqu'au temps t ∼ 100, l'e�et de di�usion permet de réduire la rugosité desurfa
e et W 
roît 
omme t0.4. En temps plus long, l'instabilité de l'interfa
e due à l'e�et d'ombrageentraîne l'apparition des 
olonnes, la rugosité augmente très rapidement. Finalement, à partir detemps t > 1000, la stru
ture 
olonnaire est maintenue, et les 
olonnes 
ontinuent à se développer,122
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Fig. 7.52. Fon
tion de distribution f(h) de la hauteur de l'interfa
e donnée �gure 7.50 à t = 4000.nous obtenons alors W ∼ t 
omme dans les modèles dis
rets.
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Fig. 7.53. Rugosité W (t) de l'interfa
e dans le 
as où g(Ω) = Ω2, R = 1, et ν = 1.Une 
roissan
e 
olonnaire ave
 une proportion 
onstante de plateaux (indépendemment de leur ré-partition géométrique) est 
ara
térisée par une variation linéaire de la rugosité. En e�et, 
e résultats'interprète grâ
e au modèle phénoménologique suivant :Appelons α la proportion de la longueur L du système o

upé par les plateaux (quelques soit leurnombre, leur largeur et leur répartition) et 1 − α la proportion du système o

upé par des trous.123



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Supposons que le dép�t s'e�e
tue prin
ipalement sur les plateaux et entre t et (t + ∆t), il vient (
f�gure 7.54) :
α∆h + h∆α = R∆t,d'où en passant à la limite :

d(hα) = Rdt.Cela implique que
αh = Rt,ou 




h =
Rt

α
pour les plateaux

h = 0 pour les trous, (7.29)qui donne bien une hauteur moyenne h = Rt.
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αFig. 7.54. Cal
ul de la rugosité W pour une surfa
e de dép�t présentant une stru
ture 
olonnaire.Alors, la rugosité W de la surfa
e est donnée par :

W 2 = 1
L

∫ L
0 (h − h)2

= α
(

Rt
α − Rt

)2
+ (1 − α)(0 − Rt)2

= αR2t2
(

1 − α
α

)2
+ (1 − α)R2t2

= R2t2
(

1 − α
α

)
.

(7.30)Remarquons que α → 1 
orrespond à la 
roissan
e des 
olonnes ave
 une proportion de plateaux quiaugmente en temps. Supposons, par exemple, que α ≈ 1 − Cta ave
 a < 1 et C 
onstante positive.124



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Nous avons :
W 2 = R2t2

Cta

1 − Cta
.Ainsi, en temps longs W 2 ∼ t2+a, et 
ela indique que si a < 0 la rugosité W est sous-linéaire.L'évolution linéaire en temps t de W n'est obtenue que dans le 
as a = 0, i.e α est 
onstante, et elle
orrespond aux résultats de nos 
al
uls numériques dans le 
as des modèles dis
rets où nous avonstrouvé

α ∼ nclc ≈ constante,(voir tableau 7.1 de la partie 7.1.3.1).7.2.4.2 Remarque sur le 
al
ul numérique de l'ombrageLa partie du programme qui né
essite le plus de temps de 
al
ul est 
elui qui 
on
erne l'ombrage.De même que pour les modèles probabilistes, il faut lui porter un e�ort parti
ulier sous peine devoir 
roître les temps de 
al
uls. On peut noter que si à une dimension 
ela n'est pas trop grave,
ela va devenir tout à fait 
ru
ial en 2+1 dimensions.A priori, pour 
al
uler l'angle solide vu de la position x, il faut balayer les toutes les autres positions(soient N points). Comme il faut e�e
tuer 
e 
al
ul pour 
ha
une des N positions, 
ela donne unalgorithme en N2 (pour d = 1+1). Ce 
al
ul se répète à 
haque pas de temps. Un moyen e�
a
e deréduire le temps de 
al
ul est de mettre en mémoire les positions x1 et x2 qui déterminent l'anglesolide au point x (voir �gure 7.55). En admettant qu'entre 2 pas de temps su

essif l'interfa
e n'apas beau
oup évoluée, nous avons 
al
ulé le nouvel angle solide en x en exploitant l'interfa
e de x−
1
ases à x+

2 
ases (x−
1 < x1 et x+

2 > x1). Pour une simulation telle que L = 1024 et ∆x = 1, onréduit le temps de 
al
ul d'un fa
teur 6 sans modi�er la stru
ture (si 
e n'est dans des détails situésdans le bas des 
olonnes, 
f �gure 7.56).
x

h(x,t)

Ω(x,t)

x xx1 2Fig. 7.55. Algorithme du 
al
ul de l'angle d'ouverture Ω(x, {h}) en une position x.
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Fig. 7.56. Hauteurs de l'interfa
e pour un système de longueur L = 1024 à l'instant t = 10000obtenues par deux méthodes de 
al
ul de l'angle solide Ω(x, {h}) : l'une est donné par le 
al
ul de
Ω sur toute la longueur du système (
ourbe noire) et l'autre est donnée par le 
al
ul Ω entre x1− et
x2+ (
ourbe rouge).7.2.4.3 Analyse de stabilité par une perturbation en ondes planesA�n de véri�er l'instabilité de l'équation (7.27) pour laquelle le bruit est absent (η = 0), une analyselinéaire de stabilité ave
 une perturbation en ondes planes est e�e
tuée pour le 
as g(Ω) = Ω2. Pour
ette partie, nous quittons le mondes des EDP sto
hastique pour ne garder que la partie déterministede (7.27). Étant donné une interfa
e plate et perturbée par un pro�l sinusoïdal selon x :

h(x, 0) = h0 cos(
2π

l
x), (7.31)dans la limite h0 ≪ l, l'angle d'ouverture de l'interfa
e s'é
rit sous la forme :

Ω = Ω + Ω0
2π

l
cos(

2π

l
x),où Ω est la valeur moyenne de l'angle solide Ω sur l'ensemble de l'interfa
e et Ω0 = δh0 ave
 δ ≃ 0.72.Posons

h̃(x, t) = h(t) + h0 exp(−i(ωt − kx)), (7.32)alors
Ω̃(x, t) = Ω(t) + Ω0k exp(−i(ωt − kx)), (7.33)126



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.ave
 k = 2π
l . En intégrant (7.32) et (7.33) dans l'équation (7.27) dans laquelle le terme de bruit estnul, un développement au premier ordre donne :

∂h

∂t
− iωh0 exp(−i(ωt − kx)) =

(
Ω

2
(t)) + 2ΩΩ0k exp(−i(ωt − kx))

) (
R − νk2h0 exp(−i(ωt − kx))

)(7.34)d'où à l'ordre 0 nous avons :
∂h

∂t
= RΩ

2
(t),et à l'ordre 1 :

−iωh0 exp(−i(ωt − kx)) = 2ΩΩ0kR exp(−i(ωt − kx)) − νΩ
2
k2h0 exp(−i(ωt − kx)).On en déduit la relation suivante :

−iω = 2ΩδkR − νΩ
2
k2. (7.35)Ave
 ω = ωR + iωI , l'équation (7.35) implique que l'ombrage donne une interfa
e instable si

k < k∗ =
2δR

νΩ
,soit une longueur d'onde instable si

l > l∗ =
2π

k∗
.Ainsi, dans le 
as g(Ω) = Ω2, et pour les simulation présentées auparavant (pour lesquelles on partd'une surfa
e plate), 
'est le bruit η qui 
onduit le système (7.27) vers un fort régime non-linéaire.Le résultat que nous avons trouvé i
i peut être véri�é par les simulations numériques. Nous pre-nons h0 = 1 pour une surfa
e initiale du dép�t à t = 0 sous la forme (7.31) et R = 1, η = 0. Ensupposant Ω ≃ π, la valeur limite de l'instabilité est k∗ ≃ 0.46, soit l∗ ≃ 13.6. Nous avons e�e
tuédes simulations numériques pour deux systèmes de longueurs di�érentes l = 13 < l∗ et l = 15 > l∗.Les résultats obtenus par 
es deux simulations sont donnés �gure 7.57. Ils montrent qu'e�e
tive-ment l'instabilité a lieu si le système est plus grand que l∗ et que, dans le 
as 
ontraire, il reste stable.En 
onséquen
e de 
ette analyse d'instabilité, l'aspe
t 
olonnaire du modèle (7.27) n'est obtenuequ'à partir d'un système de dép�t de taille L su�samment grande, i.e L > l∗, 
e qui est 
on�rméepar les 
ourbes du pro�l de l'interfa
e pour 
e modèle à un instant �xé t = 500, illustrées dans la�gure 7.58, ave
 deux di�érentes valeurs de taille : L = 13, 15 au 
as où la surfa
e initiale est plateet le bruit η non nul. Alors, si le système est assez large, l'instabilité démarre et 
onduit le modèle127
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(a) (b)Fig. 7.57. Hauteur h(x, t) pour un système de longueur L = 150 (�gure a) et L = 150 (�gure b)(∆x = 1) pour le modèle (7.27) à di�érents temps pour ν = 1,R = 1, η = 0, h0 = 1 et les longueursd'ondes respe
tivement l = 15 et l = 13.vers un régime non-linéaire qui don
 permet de 
onstruire la stru
ture des 
olonnes.
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Fig. 7.58. Interfa
e du modèle 
ontinu (7.27) à l'instant t = 500 pour des systèmes de longueur
L = 13 et 15 ave
 ν = 1, R = 1. La surfa
e initiale est plate et le bruit aléatoire est non nul.Remarque 7.3 Dans nos simulations numériques l'angle d'ouverture Ω est renormalisé par samoyenne sur la surfa
e, 
ette renormalisation ne 
hange pas la valeur e�e
tive de k∗.Remarque 7.4 Pour le 
as f(Ω) = Ω on trouve k < δR

νΩ
= k∗

2 , don
 la gamme de longueur d'ondeinstable est moins large et la 
roissan
e de l'instabilité est moins rapide.128
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 le nouveau modèle 
ontinu que nous avons proposé, une stru
ture 
olonnaire a e�e
ti-vement été trouvée. D'autres simulations numériques du modèle (7.27) dans le 
as où on utilise lesapproximations du terme non-linéaire √
1 + |∇(h)|2 :

√
1 + |∇(h)|2 ∼ 1 +

1

2
|∇(h)|2 pour |∇(h)| petit,et

√
1 + |∇(h)|2 ∼ |∇(h)| pour |∇(h)| grand,ont été réalisé. Elles ne donnent pas de 
olonnes, indiquant que le terme origine de dép�t non-linéaireen √

1 + |∇(h)|2 est indispensable pour 
onstruire l'aspe
t 
olonnaire de surfa
e.7.2.5 Une première analyse des propriétés du nouveau modèle 
ontinu ave
 ombrageDans la partie 7.2.4, nous avons proposé un nouveau modèle 
ontinu dont le nouvel ingrédient est lafon
tion g(Ω) qui est en fa
teur ave
 le terme de dép�t non linéaire ainsi que le terme de di�usion.Les simulations numériques ont été faites pour les deux 
as g(Ω) = Ω et Ω2, les résultats du 
as
g(Ω) = Ω2 présentent une stru
ture 
olonnaire très pro
he à 
elle obtenue par des modèles dis
rets.Une fois que la résolution numérique est réalisée, il 
onvient de s'interroger sur le problème del'existen
e de solutions de l'équation (7.27) et de leurs propriétés. Nous nous intéressons d'abord auproblème d'analyse mathématique des propriétés de l'équation (7.27) dans le 
as g(Ω) = Ω2. Celapermettrait d'étudier ensuite l'existen
e de solutions de 
ette équation. Dans un premier temps,nous 
onsidérons l'équation (7.27) dans le 
as déterministe :





∂h

∂t
(t, x) =

Ω2(h, t, x)

< Ω2(h, t) >

(
∆h(t, x) +

√
1+ | ∇h(t, x) |2

)
x ∈ IR, t > 0

h(0, x) = h0(x) x ∈ IR.

(7.36)où h0 est une donnée initiale, h et h0 sont périodiques de période L et < Ω2(h, t) > est la moyennede l'angle d'ouverture Ω (voir la dé�nition 7.20 de l'angle Ω dans la partie 7.2.3) dé�nie par :
< Ω2(h, t) >=

1

L

∫ L

0
Ω2(h, t, x) dx. (7.37)Notons que pour 
e modèle 
ontinu, l'angle d'ouverture Ω joue un r�le 
ru
ial dans l'évolution del'interfa
e. Il est don
 important d'étudier 
e terme et nous obtenons une première estimation del'angle Ω présentée 
i-dessus.7.2.5.1 Propriété de 
ontinuité de l'angle d'ouvertureLemme 7.5 Soient f et g deux fon
tions réelles dé�nies sur un ensemble D. Alors on a :129
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∣∣∣∣max
x∈D

f(x) − max
x∈D

g(x)

∣∣∣∣ ≤ max
x∈D

|(f − g)(x)|.Preuve : On a pour tout x ∈ D :
f(x) − g(x) ≤| f(x) − g(x) |≤ max

x∈D
| f(x) − g(x) |,d'où

f(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | +g(x)

≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | + max
x∈D

g(x),et don

max
x∈D

f(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | + max
x∈D

g(x),soit
max
x∈D

f(x) − max
x∈D

g(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | .En é
hangeant les r�les de f et g, on obtient le lemme.Proposition 7.6 Soient h1 et h2 deux fon
tions de W 1,∞(R). Alors pour tout x ∈ R, on a :
|Ω(h1, x) − Ω(h2, x)| ≤ 2‖(h1 − h2)

′‖∞.Preuve : Soient don
 h1 et h2 deux fon
tions de W 1,∞(R) (W 1,∞(R) ⊂ C0(R)) et x0 un réel �xé.
|Ω(h1, x0) − Ω(h2, x0)| = |π − Ω1(h1, x0) − Ω2(h1, x0) − π + Ω1(h2, x0) + Ω2(h2, x0)|

≤ |Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| + |Ω2(h1, x0) − Ω2(h2, x0)|.
(7.38)Nous allons alors estimer 
ha
un des termes du se
ond membre. Supposons tout d'abord que

Ω1(h1, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)] et Ω1(h2, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)],alors, la fon
tion arctan étant stri
tement 
roissante :
|Ω1(h1, x0)−Ω1(h2, x0)| =

∣∣∣∣arctan
[

sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)]
− arctan

[
sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)]∣∣∣∣ .D'autre part, puisque | arctan a − arctan b| ≤ |a − b|, on obtient :130
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|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| ≤

∣∣∣∣ sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)
− sup

x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)∣∣∣∣ .Nous pouvons alors utiliser le lemme 7.5 pour en déduire :
|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| ≤

∣∣∣∣ sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0
− h2(x) − h2(x0)

x − x0

)∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣ sup
x>x0

(
(h1 − h2)(x) − (h1 − h2)(x0)

x − x0

)∣∣∣∣
≤ ‖(h1 − h2)

′‖∞

.

Supposons maintenant Ω1(h1, x0) = 0 et Ω1(h2, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)], nous sommesalors dans le 
as où h1(x) < h1(x0) pour tout x > x0, 
'est-à-dire :
h1(x) − h1(x0)

x − x0
< 0,il en dé
oule alors :

|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| = Ω1(h2, x0)

≤ sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)

≤ sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0
− h1(x) − h1(x0)

x − x0

)

≤
∣∣∣∣ sup
x>x0

(
(h1 − h2)(x) − (h1 − h2)(x0)

x − x0

)∣∣∣∣
≤ ‖(h1 − h2)

′‖∞.

.

Les autres 
as étant analogues, 
e
i a
hève la preuve de 
ette proposition.7.2.5.2 Absen
e du prin
ipe du maximumL'obje
tif i
i est de s'intéresser au problème d'existen
e de solutions de l'équation (7.36). Sans leterme d'ombrage, les méthodes 
lassiques d'étude des équations elliptiques et paraboliques abou-tissent à l'existen
e de solutions. Ces méthodes reposent souvent sur le prin
ipe du maximum, parexemple méthode des sur-sous solutions ou solutions de vis
osité [7℄. Dans le 
as de l'équation (7.36),la présen
e du terme d'ombrage entraîne que 
e prin
ipe n'est pas satisfait, tout au moins dans une
lasse restreinte de fon
tions. C'est l'objet de la proposition suivante :Proposition 7.7 Soient h0
1 et h0

2 deux fon
tions réelles dé�nies par h0
1(x) = 0 et h0

2(x) = (x − 1)4pour tout x ∈ [0, 2] et prolongées par périodi
ité de période 2 à R entier. On a don
 h0
1 ≤ h0

2. Soit131
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h1 la fon
tion dé�nie par h1(t, x) = t pour (t, x) ∈ R+ ×R. On suppose qu'il existe une fon
tion h2dé�nie sur un ouvert ]0, T [×R solution de (7.36) de donnée initiale h0

2 telle que
∥∥∥∥

∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

→ 0 quand t → 0, (7.39)
∥∥∥∥
∂2h2

∂x2
(t, .) − ∂2h0

2

∂x2

∥∥∥∥
∞

→ 0 quand t → 0, (7.40)alors il existe un temps t0 et un réel η > 0 tels que h1 > h2 sur {t0} × (1 − η, 1 + η).Preuve : On a trivialement : ∂h0
2

∂x (x) = 4(x − 1)3 et ∂2h0
2

∂x2 (x) = 12(x − 1)2 pour x ∈]0, 2[. Puisque
∂h2

∂x
(t, x) → ∂h0

2

∂x
(x) et ∂2h2

∂x2
(t, x) → ∂2h0

2

∂x2
(x),quand t → 0 uniformément pour x ∈]0, 2[, on obtient :

lim
t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
∆h2(t, x) +

√
1+ | ∇h2(t, x) |2

]
= lim

t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)6

]
,pour x ∈]0, 2[. D'autre part, pour t > 0 :

∥∥∥∥
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h0

2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h0
2) >

+
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h0
2) >

− Ω2(h0
2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

≤ ‖Ω2(h2, t, .)‖∞
| < Ω2(h0

2) > − < Ω2(h2, t) > |
< Ω2(h2, t) >< Ω2(h0

2) >
+

1

< Ω2(h0
2) >

‖Ω2(h2, t, .) − Ω2(h0
2, .)‖∞.(7.41)Remarquons que la fon
tion Ω(u0

2, .) est dé
roissante de [0, 1] sur [π2 , π] puis 
roissante de [1, 2] sur
[π2 , π] don
 < Ω2(h0

2) > est une 
onstante stri
tement 
omprise entre (π
2 )2 et π2. Par dé�nition :

‖Ω2(h2, t, .)‖∞ ≤ π2 et en�n :
| < Ω2(h0

2) > − < Ω2(h2, t) > |

=
1

2

∫ 2

0
[Ω2(u0

2, x) − Ω2(h2, t, x)]dx

≤ 1

2

∫ 2

0
‖Ω2(h2, t, .) − Ω2(h0

2, .)‖∞dx

≤ 2π2‖Ω(h2, t, .) − Ω(h0
2, .)‖∞≤ 4π2

∥∥∥∥
∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

,d'après la proposition 7.6. L'hypothèse (7.39) entraîne alors que < Ω2(h2, t) > tend vers la 
onstante
< Ω2(h0

2) > quand t tend vers 0 et l'inégalité (7.41) devient alors :132
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∥∥∥∥

Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h0

2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

≤ C

∥∥∥∥
∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

,
e qui permet de 
on
lure, d'après (7.39) que
lim
t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
∆h2(t, x) +

√
1+ | ∇h2(t, x) |2

]
=

Ω2(h0
2, x)

< Ω2(h0
2) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)6

]
,pour x ∈]0, 2[. Il en résulte alors que

lim
t→0

∂h2

∂t
(t, x) =

Ω2(h0
2, x)

< Ω2(h0
2) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)3

]
,uniformément pour x au voisinage de 1. Or Ω2(h0

2, 1) = (π/2)2 et < Ω2(h0
2) >> (π/2)2 d'après lesvariations de Ω(h0

2, .) déjà observées, don

lim
t→0

∂h2

∂t
(t, x) < 1,uniformément pour x au voisinage de 1. On en déduit alors qu'il existe un temps t0 et un réel η telsque

∂h2

∂t
(t, x) < 1 =

∂h1

∂t
(t, x),pour tout t ∈ (0, 2t0) et x ∈ (1 − η, 1 + η), d'où le résultat.
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Chapitre 8ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Dans 
e 
hapitre, nous allons étudier en deux dimensions (d = 2 + 1) les modèles de 
roissan
eabordés pré
édemment en dimension 1 et nous 
omparerons les résultats ave
 
eux obtenus en 1D.La première partie de 
e 
hapitre 
onsiste en l'étude des modèles dis
rets. L'étude des modèles
ontinus sera présentée dans une deuxième partie. Tout 
omme pour la partie 1D, les modèles irontdes plus simples jusqu'aux modèles ave
 ombrage pour aboutir à l'étude 2D du modèle ave
 ombrageet di�usion non-isotrope similaire à 
elui que nous avons proposé en 1D. Les premiers modèles dontnous donnons les résultats ont déjà été étudiés [15℄ [37℄ [50℄. Ils permettent à la fois de rendre 
etteétude plus 
omplète et de valider nos 
odes (au moins sur 
es modèles). Nous adopterons égalementdes 
onditions aux bords périodiques pour les modèles 2D.8.1 Modèles dis
rets8.1.1 Modèle de dép�t aléatoire in
luant la relaxation thermique (MC2D-d+R)Pour le modèle de dép�t en 2D, les mé
anismes de 
roissan
e du dép�t sont les mêmes qu'en 1D. Ce-pendant, l'algorithme doit tenir 
ompte de la géométrie bi-dimensionnelle qui autorise de nouvelles
on�gurations qu'il 
onvient de prendre en 
ompte pour établir la liste des dépla
ements possiblesdes parti
ules à la surfa
e du dép�t. La �gure 8.1 donne la liste des 
on�gurations possibles danslaquelle se trouve un atome en fon
tion de la position de son ou ses voisins. En 1D seuls les atomesqui ont au maximum deux liaisons à briser, i.e ni ≤ 2 peuvent dépla
er (voir se
tion 7.1.2.2). En 2Dnous pourrons e�e
tuer le dépla
ement pour les atomes dont leur nombre de voisins ni ≤ 4 (liaisonave
 le substrat in
luse). Tout 
omme en une dimension, nous ne ferons pas de di�éren
es entre lesdépla
ements laissant l'atome à la même hauteur et 
eux lui permettant d'a

éder à des zones plusbasses. La �gure 8.1 illustre les di�érents types de dépla
ement et leur fréquen
es.Rappelons que le taux total des événements dans 
e pro
essus est dé�ni par :
Rt = RdN +

∑

j

Rj ,où N = L2 est le nombre total de sites d'adsorption de la surfa
e, et Rj est le taux d'exé
ution dudépla
ement de type j. Un type de dépla
ement j est dé�ni suivant la dire
tion du mouvement etle nombre de liaisons à briser pour dépla
er. En 2D il y a en total 16 types de dépla
ement possibles.135
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Fig. 8.1. Con�gurations des atomes 
andidats à se dépla
er en 1D (à gau
he) vues de pro�l et2D (à droite) vues de dessus. L'atome 
andidat au dépla
ement est en blan
, ses voisins 
omportentune 
roix. Les dépla
ements autorisés sont symbolisés par une �è
hes. ni est le nombre de liaisonsentre l'atome et ses voisins, substrat in
lus. En 1D sont autorisées à se dépla
er les parti
ules ayant2 liaisons au maximum. En 2D, l'atome i dont le nombre de voisins ni ≤ 4 est sus
eptible de sedépla
er.Partant d'une surfa
e initialement plate, la �gure 8.2 donne l'allure typique d'un dép�t pour unesurfa
e de taille L × L = 256 × 256 prise à di�érents instants, pour une température T = 500K.Nous remarquons que l'e�et de la relaxation permet de réduire les irrégularités de l'interfa
e et
onduire le système vers une situation stable.Comme en 1D, l'interfa
e est 
ara
térisée par sa rugosité dont l'évolution temporelle est donnée�gure 8.3 pour di�érentes simulations dont les paramètres est la température 
omprise entre 400K136
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.2. Modèle MC2D-d+R : Pro�l h de l'interfa
e pour un système de taille 256 × 256 et
T = 500K pris aux instants t = 100 (a), t = 500 (b), t = 1000 (
), t = 5000 (d)et 640K. Nous 
onstatons que, 
omme dans le 
as 1D, le 
omportement de la rugosité W dépend àla fois de la température T et de la taille L×L du système. Pour une température assez faible, parexemple T = 400K, l'e�et de lissage du pro
essus de relaxation n'est pas remarquable, la rugositése 
omporte toujours 
omme t

1

2 et la saturation ne sera probablement jamais atteinte. En e�et pour
T = 400K, R1 ≈ 10−4 qui est négligeable devant Rd = 1. A partir d'une température pro
he de137
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420K, on peut observer l'in�uen
e de la relaxation sur l'évolution de la surfa
e : dans un premiertemps, t ≪ 1, on observe que le régime de dép�t aléatoire sans 
orrélation l'emporte sur la relaxation(dans 
e régime W ∼ t

1

2 ), pour les temps plus long, la di�usion a�e
te la pente la rugosité et nousobtenons W ∼ tβ ave
 β < 0.5. Plus la température est grande plus la valeur de l'exposant β estfaible. Le 
al
ul de la pente des 
ourbes W (t) (voir �gure 8.3) nous donne les valeurs e�e
tives de β.Elles sont reportées la �gure 8.4. Néanmoins, si la température devient su�samment forte (i
i vers620K), la rugosité os
ille due à une 
roissan
e 
ou
he par 
ou
he. La relaxation importante pour
es valeurs de température, lisse davantage les aspérités introduites par le dép�t. En e�et, 
omme letaux de dépla
ement dans 
e 
as est largement plus grand que 
elui pour e�e
tuer un dép�t, alorsune fois un atome se dépose sur la surfa
e il va 
her
her à des
endre vers une position plus basse età dépla
er vers une position plus stable (i.e une position dont le nombre de voisins est plus grand).La rugosité sature dès que la première 
ou
he d'atomes sera déposée. La 
ourbe de la �gure 8.4 esten a

ord ave
 
elle de la �gure 2 obtenue par Meng et Weinberg [37℄, 
ependant nos valeurs del'exposant β sont plus faibles que 
eux donné par Meng et Weinberg 
ar leurs 
al
uls in
luent unfa
teur 1/4 dans l'expression Rt = Rtd + 1
4

∑
j Rj .

0.01 1 100 10000
t

0.1

1

10

100

W

Fig. 8.3. Modèle MC2D-d+R : Rugosité W de l'interfa
e en fon
tion du temps pour di�é-rentes températures T (K) et pour une surfa
e 
omportant L × L sites ave
 L = 256. Les 
ourbes
orrespondent, de haut en bas, à T = 400, 420, 460, 500, 520, 540, 560, 580, 600, 620 et 640K.Elles sont moyennées sur un ensemble de 5 expérien
es. La pente β est 
al
ulée pour t 
ompris entre10 et 1000. 138
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400 440 480 520 560 600
T(°K)

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

β

Fig. 8.4. Modèle MC2D-d+R : Exposant β en fon
tion de la température T 
al
ulé parrégression linéaire à partir des pentes des 
ourbes log W fon
tion de log t présentées �gure 8.3.En 
omparant les valeurs e�e
tives βeff donnée �gure 8.4 ave
 
elle du 
as 1D (voir �gure 7.9), no-tées β̃eff , nous trouvons que, pour une température donnée, nous avons βeff < β̃eff . Par exemple,à T = 420K, en 1D la relaxation reste toujours négligeable devant le dép�t aléatoire et on a β̃effpro
he de 0.5. En revan
he, en 2D nous obtenons βeff ≈ 0.44 : l'e�et lissage de la relaxation estprésent. L'e�et de la relaxation en 2D est don
 plus forte qu'en 1D. En e�et, 
omme indiqué �gure8.1, le nombre de 
on�gurations permettant un dépla
ement et don
 le rapport entre le taux dedépla
ement et 
elui de dép�t est plus élevé en 2D qu'en 1D. Ainsi, le taux d'exé
ution d'un dépla-
ement, à une température �xée, pour les atomes qui ont le même nombre de liaisons en 2D est plusgrand que dans le 
as 1D. Cela est illustré par la �gure 8.5 qui montre la hauteur h de l'interfa
epour un système 1D de taille L = 256 et une 
oupe de la hauteur h de l'interfa
e (donnée �gure 8.2)pour un système 2D de taille 256×256 prises à l'instant t = 1000 ave
 T = 500K. Comme attendu,la surfa
e obtenue en 2D pour laquelle nous avons βeff ≈ 0.23 est plus lisse que 
elle obtenue en1D pour laquelle β̃eff ≈ 0.375.Pour terminer 
ette étude, nous regardons la dépendan
e de la saturation Wsat de la rugosité Wen fon
tion la température T et de la taille L × L du système. Cela permet de trouver les valeurse�e
tives de l'exposant α pour la loi d'é
helle Wsat ∼ Lα. Pour 
ela, pour une température �xée etun système de taille donnée, nous 
al
ulons la 
roissan
e du dép�t et sa rugosité W jusqu'à un temps
t su�samment long pour qu'elle puisse atteindre la saturation Wsat. Les simulations portent sur dessystèmes de L = 8, 16 et 32. Malgré une taille de dép�t modeste (L = 32) et les températures faibles(
omme T = 460K), l'e�ort de 
al
ul est important 
ar il faut d'une part mener les 
al
uls sur des139
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0 50 100 150 200 250
x

950

1000

1050

h(
x,

t)

h(x,t) en 1D
Coupe h(x,t) en 2D

Fig. 8.5. Modèle MC2D-d+R : Comparaison entre la hauteur h de l'interfa
e en 1D d'unsystème de taille L = 256 et une 
oupe en position y de la hauteur h en 2D (donnée �gure 8.2)d'une surfa
e de taille L × L = 256 × 256 prise au même temps t = 1000, pour une température
T = 500K.temps longs pour observer la saturation (t = 106) et d'autre part moyenner sur 100 expérien
espour lisser les �u
tuations (d'autant plus grandes que L est petit). De plus, la saturation Wsat estmoyennée dans le temps (pour t 
ompris entre t = 5 × 105 à 106).

8 16 32
L

1

10

100

W
sa

t

Fig. 8.6. Modèle MC2D-d+R : Valeur de la saturation Wsat de la rugosité W en fon
tionde L à di�érentes températures T (K). Les 
ourbes 
orrespondent, de haut en bas, à 460, 480, 500,520, 540, 560, 580, 600K. Elles sont moyennées respe
tivement sur un ensemble de 150, 100, 50expérien
es pour L = 8, 16, 32 respe
tivement. 140



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.La �gure 8.6 donne log Wsat en fon
tion de log L pour di�érentes températures T . Les pentes de
es 
ourbes permettent d'obtenir les valeurs αeff en fon
tion de T reportés �gure 8.7. Pour 
esvaleurs de température, αeff varie entre 0.32 et 0.73. En général, 
es valeurs sont près de deux foisplus faibles que 
elles obtenues en 1D qui varient entre 0.73 et 1.5. Pour une même valeur de β,par exemple β ≈ 0.3 (ave
 T = 460K en 2D et T = 560K en 1D), les valeurs de l'exposant α sontdi�érentes : α ≈ 0.72 en 2D et α ≈ 1.01 en 1D.

480 520 560 600
T(°K)

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

α

Fig. 8.7. Modèle MC2D-d+R : Exposant α en fon
tion de la température T .8.1.2 Modèle de dép�t aléatoire in
luant l'ombrageNous étudions maintenant deux modèles de 
roissan
e in
luant e�et non-lo
al de l'ombrage, lepremier ne 
ontient que le dép�t, le se
ond, plus 
omplet, in
lue aussi la di�usion thermique. L'al-gorithme reprend, pour la relaxation, 
elui utilisé pour le modèle pré
édent et pour le dép�t, l'al-gorithme ave
 ombrage utilisé en 1D (voir l'algorithme 3). Pour les modèles 2D, les parti
ules sontenvoyées vers le substrat selon les dire
tions déterminées par un 
ouple d'angles (θ, ϕ) (voir �gure8.8), où l'angle ϕ est 
hoisi aléatoirement suivant une distribution uniforme entre 0 et 2π et l'angle
θ est pris au hasard dans une distribution dé�nie par sin θ

1−cos θmax
où θmax est l'angle maximal. Celaassure que le �ux est 
onstant à travers la 
alotte sphérique déterminé par θmax.

141
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ϕ

θmax

θd

dϕ

θ

dS

Fig. 8.8. MC2D-d+O : La traje
toire d'un atome envoyé à la surfa
e est dé�nie par un 
oupled'angle (θ, ϕ).8.1.2.1 Modèle de dép�t aléatoire in
luant l'ombrage sans di�usion (MC2D-d+O)Pour 
e modèle, nous faisons les simulations sur un système de taille 256×256 pour plusieurs valeursde θmax (1◦ ≤ θmax ≤ 70◦). Pour θmax = 1◦, l'e�et d'ombrage apparaît que pour t supérieur à 2500.Les images de la surfa
e du dép�t, vue de dessus, pour θmax = 30◦ et 60◦, prises à di�érents instants,sont données �gures 8.9 et 8.10 respe
tivement. Les �gures 8.11 et 8.12, quant-à elles, présententle pro�l des hauteurs h de l'interfa
e 
orrespondante pour 
es deux valeurs. Comme attendu, nousobservons l'apparition d'une stru
ture 
olonnaire et observons que la taille des 
olonnes 
roît au
ours du temps et qu'elle dépend de l'angle maximal θmax.La présen
e de la stru
ture 
olonnaire se 
ara
térise, sur la fon
tion de distribution de la hauteur del'interfa
e donnée �gures 8.13, par un pi
 pour les hauteurs max. Les �gures sont similaires à 
ellesobtenues en 1D (voir se
tion 7.1.3.1) et donnent les pi
s 
orrespondant à la hauteur maximale desplateaux des 
olonnes. La hauteur maximale est autour de 6000 pour le 
as θmax = 30◦ et 7000 pourle 
as θmax = 60◦, 
e qui indique que l'évolution en temps de la hauteur maximale hmax dépendaussi de θmax (voir la �gure 8.14). Nous 
onstatons que hmax évolue linéairement en temps t :
hmax(t) ∼ a t,et que la valeur du 
oe�
ient a dépend également de θmax 
omme dans le 
as 1D. La 
ourbe de lavaleur a en fon
tion θmax est reportée �gure 8.15. Nous avons, tout 
omme en 1D (
f �gure 7.18)142
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.9. Modèle MC2D-d+O : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système de taille
256 × 256 et θmax = 30◦, prise aux instants t = 1000 (a), t = 3000 (b), t = 5000 (
), t = 7000 (d).une évolution linéaire de a en fon
tion θmax pour 0.1(rad)< θmax<1.4(rad) :

a(θmax) ≈ 1.05 + 0.44 θmax,
ependant les valeurs ne sont pas exa
tement les mêmes qu'en 1D (ref se
tion 7.1.3.1). Par exemple,143
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.10. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.9 mais pour un angle d'in
iden
emaximal de θmax = 60◦.pour θmax = 60◦, nous avons a ≃ 1.3 en 1D alors que a ≃ 1.5 en 2D. Contrairement au modèle 1D,nous n'avons pas une évolution temporelle linéaire de hmin(t). Nous observons qu'en temps petitla hauteur minimale de la surfa
e augmente très peu, puis à partir d'un temps su�samment long
hmax sature à une valeur d'autant plus faible que l'angle θmax est grand. Ces sites qui se trouvent144
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.11. Modèle MC2D-d+O : Pro�l h de l'interfa
e, pour un système de taille 256 × 256et θmax = 30◦, pris aux instants t = 1000 (a), t = 3000 (b), t = 5000 (
), t = 7000 (d). Lareprésentation en perspe
tive des résultats donnes �gure 8.9dans les endroits dont la hauteur est minimale, ne peuvent plus re
evoir les atomes provenant de lasour
e. Ils sont bien fermés et ombrés par les autres 
olonnes situées autour d'eux. La probabilitéde dép�t est presque nulle. Déposer une parti
ule sur l'un de 
es sites, dépend du 
hoix 
onvenabled'un 
ouple (θ, ϕ). En 1D, 
ela ne dépend que du 
hoix d'une seule valeur et nous avons bien vuque hmin augmente linéairement en temps. 145
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.12. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.11 mais pour un angle d'in
iden
emaximal θmax = 60◦.L'évolution temporelle de la rugosité d'interfa
e W est donnée �gure 8.16 en é
helle log-log. Commeen 1D, il existe deux régimes : le premier, pour des temps petits, se 
omporte 
omme √
t (marquede la phase de dép�t aléatoire habituelle) ; l'autre, après t = tc, évolue linéairement en fon
tion dutemps t. Ce temps 
ritique de 
hangement tc indique le moment où l'e�et de l'ombrage 
ommen
e à146
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Fig. 8.13. Modèle MC2D-d+O : Fon
tion de distribution f(h) à l'instant t = 5000 pour lesdeux 
as, θmax = 30◦ (a) et θmax = 60◦ (b).a�e
ter la stru
ture du dép�t et fait apparaître les 
olonnes. La �gure 8.17 qui donne tc en fon
tionde θmax, montre qu'il obéit à la loi de puissan
e
tc ∼ θ−1.3

max .Rappelons que, pour le modèle 1D, nous avons trouvé tc ∼ θ−1.4
max . Ces temps sont similaires, la147
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Fig. 8.14. Modèle MC2D-d+O : Hauteurs maximale hmax (a) et minimale hmin (b) de l'inter-fa
e en fon
tion du temps t pour un système 
ontenant 256×256 sites d'adsorption pour θmax = 30◦et θmax = 60◦. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 5 expérien
es.dimension joue don
 peu sur la dépendan
e de tc vis à vis de θmax.148
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
theta_max
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1.8

a

Fig. 8.15. Modèle MC2D-d+O : Valeur du 
oe�
ient a de la fon
tion hmax = at en fon
tionde l'angle θmax (en radian).
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Fig. 8.16. Modèle MC2D-d+O : Rugosité W en fon
tion du temps t, en é
helle log-log, pourune surfa
e de dép�t de taille 256 × 256, ave
 θmax = 10◦, 20◦, 30◦, 60◦, 70◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérien
es.
149
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0.01 0.1 1
theta_max

10

100

1000

tc

Fig. 8.17. Modèle MC2D-d+O : Instant de transition tc en fon
tion de θmax (en radian).Regardons maintenant 
omment évolue la taille moyenne Sc des 
olonnes au 
ours du temps t.Pour 
al
uler la valeur de Sc d'une surfa
e donnée, il faut que l'on trouve le nombre de 
olonnesque 
omporte 
ette surfa
e, puis le nombre de sites appartenant aux 
olonnes. A�n d'e�e
tuer 
es
al
uls, nous avons utilisé l'algorithme de Hoshen et Kopelman [25℄ qui se fait en 3 étapes :
• La première 
onsiste à déterminer si un site fait parti d'une 
olonne ou pas. La surfa
e estbalayée ligne par ligne, de haut en bas par exemple. On examine 
haque site, si sa hauteurest supérieure à la hauteur moyenne de la surfa
e alors il fait parti d'une 
olonne et il estmis à -1, sinon il fait parti d'un trou et est labellisé "0".
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Fig. 8.18. Modèle MC2D-d+O : Déterminer les sites appartenant aux 
olonnes.150
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• La se
onde étape 
onsiste à regrouper par 
olonne les sites marqués "-1" : sera regrouperles sites "-1" ayant un 
�té en 
ommun et en tenant 
ompte des 
onditions aux bords. One�e
tue le balayage ligne par ligne, la première 
ase "-1" ren
ontrée sera partie de la 
olonne1 et son label est mis à 1. Si la 
ase suivante est à "-1", elle est mise également à 1 (
asappartenant à la même 
olonne), sinon on 
ontinue le balayage jusqu'à ren
ontrer une 
asenon nulle. Un site suivant, s'il n'est pas 
onne
té à un site déjà numéroté, se voit attribué lenuméro suivant, sinon il se voit attribué le numéro de la 
ase ave
 laquelle il est 
ontiguë etainsi de suite. Si un 
on�it de label apparaît (pour une 
ase qui possède 2 voisins de labelsdi�érents) alors un tableau intermédiaire permet de mémoriser la 
orrespondan
e entre leslabels.

0 1
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0

1 1

0 0 03

0

0

0 6

2

5

5

5Fig. 8.19. Modèle MC2D-d+O : Numérotation des 
olonnes pour une surfa
e en 2D : appar-tiennent à une même 
olonne les 
ellules qui ont au moins un 
oté en 
ommun.
• Un examen de 
e tableau de 
orrespondan
e permet au �nal de relabelliser les 
ases. Lenombre de labels di�érents utilisés pour numéroter les sites donne le nombre de 
olonnes(voir �gure 8.20).
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1Fig. 8.20. Modèle MC2D-d+O : L'étape �nale du 
al
ul du nombre de 
olonnes en 2D. Les
onditions périodiques sont prises en 
ompte (
f 
olonne 5).La �gure 8.21 donne la surfa
e moyenne Sc(t) o

upée par une 
olonne, en é
helle log-log, pour
θmax = 30◦, 45◦ et 60◦. Nous observons que la Sc(t) obéit à une loi de puissan
e :151
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Sc(t) ∼ tp1, (8.1)pour laquelle l'exposant p1 dépend de θmax. La dépendan
e de 
et exposant p1 ave
 θmax est donné�gure 8.22.
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Fig. 8.21. Modèle MC2D-d+O : Taille moyenne des 
olonnes Sc(t) tra
ée en é
helle log-log pour un système 
omportant 256 × 256 sites et ave
 θmax = 30◦, 45◦, 60◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérien
es.
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Fig. 8.22. Modèle MC2D-d+O : Valeur de l'exposant p1 en fon
tion de θmax (en radian). Les
al
uls sont faits sur un système de taille 256 × 256.152



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.A�n de 
ompléter l'analyse de la stru
ture d'interfa
e de 
e modèle de 
roissan
e ave
 ombrage,nous présentons deux 
oupes de l'interfa
e h(x, y) (à y = 125) �gures 8.23 et 8.24 à di�érentsinstants t pour les valeurs θmax = 30◦ et 60◦ respe
tivement. Ces 
ourbes donnent le même type demorphologie de la surfa
e du dép�t que 
elle obtenue par nos simulations numériques en 1D.
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Fig. 8.23. Modèle MC2D-d+O : Coupes en position y = 125 de la hauteur d'interfa
e en 2D(�gure 8.9) aux di�érents instants t = 1000, 3000, 5000, 7000 et 10000 pour θmax = 30◦.

0 40 80 120 160 200 240 280
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

x

h(x,t)

Fig. 8.24. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.23 mais l'angle in
ident maximalest θmax = 60◦. 153



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Le 
al
ul de la largeur moyenne lc des 
olonnes sur l'ensemble de toutes les 
oupes (selon Ox etselon Oy soient 2L 
oupes) établi au 
ours du temps indique que lc se 
omporte 
omme une loi depuissan
e
lc ∼ tp,pour laquelle nous obtenons p1 = 2 ∗ p où p1 est l'exposant de la loi de puissan
e Sc ∼ tp1 donnéeéquation (8.1) 
i-dessus. Par exemple, ave
 θmax = 30◦, nous avons trouvé p1 ≃ 0.79 et p ≃ 0.39. Cela
on�rme la relation Sc ∼ l2c entre la taille moyenne des 
olonnes et la largeur moyenne des 
oupesdes 
olonnes. Nous trouvons également que le nombre moyen des 
olonnes nc, pour les 
oupes enposition x, se 
omporte 
omme t−p (
f �gure 8.25) et 
ela implique que le nombre moyen de 
olonnesur l'ensemble de la surfa
e Nc se 
omporte 
omme t−p1 ∼ t−2p. Cependant nous 
onstatons que lavaleur p trouvées en 2D est di�érente de 
elle obtenue en 1D (�gure 8.26).
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Fig. 8.25. Modèle MC2D-d+O : Nombre moyen de 
olonnes nc, pour toutes les 
oupes selon
Ox et Oy (2L 
oupes), en fon
tion de temps t pour un système de taille 256×256 et ave
 θmax = 30◦,
60◦.Tous les résultats que nous avons présentés dans 
ette partie sont fait pour des systèmes de taille
256 × 256 pour des temps allant jusqu'à t = 10000 né
essitant des temps de simulations déjà assezlong (de l'ordre de 3 jours sur des ma
hines pentiums à 1.8GHz). Néanmoins, a�n de véri�er que lataille du système de dép�t est su�samment grande pour que des e�ets de taille �nie n'in�uen
e pasles propriétés de la stru
ture de surfa
e (
omme par exemple la taille moyenne de 
olonnes), nousavons fait des simulations ave
 un système de taille 512 × 512. Nous 
onstatons que les 
ara
téri-154
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Fig. 8.26. Modèle MC2D-d+O : Comparaison de la valeur d'exposant p pour la loi donnantla largeur des 
olonnes lc ∼ tp entre 1D et 2D.sations de la stru
ture ainsi que de la rugosité d'interfa
e trouvées sont les mêmes qu'ave
 la taille
256× 256 (voir les �gures 8.27, 8.28,). Nous restons don
 sur la taille 256× 256 pour les simulationsdes modèles suivants.
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Fig. 8.27. Modèle MC2D-d+O : Rugosité W en fon
tion du temps t, en é
helle log-log,moyennée sur un ensemble de 5 expérien
es pour des systèmes de taille 256× 256 et 512× 512 ave

θmax = 70◦. 155
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Fig. 8.28. Modèle MC2D-d+O : Taille moyenne des 
olonnes Sc(t) en é
helle log-log pourdes systèmes de taille 256 × 256 et 512 × 512 pour θmax = 70◦. Les résultats sont moyennés sur unensemble de 5 expérien
es.Ré
apitulatif : pour le modèle de dép�t seul ave
 ombrage en 2D, nous obtenons des 
ara
térisationsde la 
roissan
e et de la rugosité d'interfa
e suivantes :. Cara
térisation des 
olonnes en fon
tion de θmax :
Sc ∼ tp1(θmax) ave
 p1(θmax) ≈ 0.53 + 0.4θmax.

Sc ∼ l2c ∼ t2p.

Nc ∼ t−p1(θmax) ∼ t−2p.

hmax ∼ a(θmax)t ave
 a(θmax) ≈ 1.05 + 0.44θmax.. Cara
térisation de la rugosité de l'interfa
e :
W ∼ t0.5 pour t < tc,

W ∼ t pour t > tc,ave
 tc ∼ θ−1.3
max

156



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.8.1.2.2 Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage in
luant une di�usion thermique(MC2D-d+O+R) :Dans 
ette partie, nous présentons les résultats des simulations numériques pour le modèle de 
rois-san
e ave
 ombrage in
luant une di�usion thermique en 2D. Les 
al
uls sont faits pour un systèmede taille 256 × 256, pour plusieurs valeurs de l'angle in
ident maximal θmax 
ompris entre 18◦ et
60◦, et pour une température T variant entre 440K et 610K.Comme nous avons vu dans la partie 1D (se
tion 7.1.3.2), il existe une 
ompétition entre la re-laxation et l'ombrage. Pour les faibles températures, par exemple dans 
e modèle T < 460K, l'e�etdu lissage apporté par la relaxation est négligeable devant l'ombrage, la di�éren
e entre la surfa
eobtenue par le pro
essus de 
roissan
e ave
 ombrage in
luant une di�usion et 
elle du pro
essus ave
ombrage seul n'est pas signi�
atif. L'allure de la rugosité dans 
es deux 
as est presque identique.Pour des températures plus élevées, i.e pour des températures où l'ombrage �nit par dominer larelaxation, l'interfa
e prend une stru
ture 
olonnaire. Pour des temps intermédiaires, la rugositéd'interfa
e W se 
omporte 
omme W ∼ tβ où l'exposant β prend la même valeur que 
elle obtenuedans le 
as du pro
essus ave
 relaxation thermique mais sans ombrage à la même température (
f�gure 8.4). Néanmoins, en temps plus long, les 
olonnes apparaissent et W se 
omporte toujours
omme t. Aux températures plus hautes qu'une température limite T0, qui dépend de l'angle θmax,la relaxation l'emporte sur l'ombrage et la surfa
e évolue exa
tement 
omme dans le 
as du pro
es-sus de 
roissan
e sans ombrage, ave
 relaxation thermique.Les �gures 8.29 et 8.30 donnent respe
tivement l'image de la surfa
e vue de dessus et en perspe
tivede l'interfa
e prises à l'instant t = 1000 pour θmax = 60◦ pour di�érentes températures T = 440,480, 520, 560K. Nous voyons que la surfa
e obtenue à T = 440K ainsi que sa rugosité sont trèspro
hes de 
elles obtenues dans le 
as sans di�usion (voir �gure 8.32). Lorsque la température aug-mente, la di�usion devient plus forte et a�e
te la stru
ture 
olonnaire de la surfa
e. Elle réduitprogressivement les aspérités de l'interfa
e ainsi que les hauteurs maximales des plateaux des 
o-lonnes et la profondeur des trous. Il est évident qu'ave
 la relaxation, les sites qui se trouvent dansles trous vont re
evoir plus le dép�t des atomes et don
 la hauteur minimale de l'interfa
e sera plusgrande que dans le 
as sans di�usion. Plus la relaxation est forte, plus 
ette hauteur minimale seragrande. Cependant les 
ourbes de la hauteur minimale de l'interfa
e en fon
tion du temps t pour
θmax = 60◦ et T = 440, 480, 520K, données dans la �gure 8.31, nous montrent qu'à partir un tempssu�samment grand, quand le haut des 
olonnes est bien fermé, la hauteur hmin reste stable et lesatomes n'arrivent plus à déposer au fond des trous. Nous n'obtenons des évolutions temporelleslinéaires de hmin(t) que dans le 
as où la température T est pro
he de T0. Notons que si T > T0nous n'obtenons plus les 
olonnes et alors hmax ≈ hmin ≈ t.157
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.29. Modèle MC2D-d+O+R : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système de taille
256 × 256 et θmax = 60◦, prise à instant t = 1000 ave
 T = 440K (a), T = 480K (b), T = 520K(
), T = 560K (d).Nous observons, �gure 8.32 qui donne la rugosité en fon
tion de temps pour di�érentes valeurs de
T que, pour une valeur donnée de l'angle θmax, l'e�et du lissage induit par la relaxation retardel'apparition des 
olonnes. Le temps tc de 
hangement de régime entre W ∼ tβ et W ∼ t augmente158
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.30. Modèle MC2D-d+O+R : Pro�l de la hauteur h de l'interfa
e, pour un systèmede taille 256 × 256 et θmax = 60◦ ,pris à l'instant t = 1000 ave
 T = 440K (a), T = 480K (b),
T = 520K (
), T = 560K (d).quand la température T 
roît. Si la température T est plus forte que la limite T0, par exemplepour θmax = 60◦ et T = 610K, la stru
ture 
olonnaire disparaît et W sature en temps long.Ré
iproquement, si l'on �xe la température T et que l'on fait varier l'angle θmax, 
e temps tcdépend de θmax et diminue quand θmax diminue (
f �gure 8.33). La stru
ture de la surfa
e de dép�tdépend don
 également de l'angle θmax et 
ette dépendan
e peut être observée �gure 8.34 qui donne159
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Fig. 8.31. Modèle MC2D-d+O+R : Hauteurs hmin de l'interfa
e en fon
tion du temps t, pourun système de taille 256 × 256 et pour T = 440 k, 480K, 520K ave
 θmax = 60◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérien
es.la surfa
e vue de dessus prise à l'instant t = 5000 pour T = 520K et pour θmax = 20◦, 30◦, 45◦ et
60◦.
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Fig. 8.32. Modèle MC2D-d+O+R : Rugosité W en fon
tion du temps t, en é
helle log-log,pour une surfa
e de dép�t de taille 256× 256 ave
 θmax = 60◦, pour les températures T = 440, 480,520, 560, 610K. 160



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

0.01 1 100 10000
t

0.01

1

100

10000

W

θ=20°
θ=30°
θ=45°
θ=60°

Fig. 8.33. Modèle MC2D-d+O+R : Rugosité W en temps t, en é
helle log-log, pour unesurfa
e de dép�t de taille 256 × 256, à T = 520K, pour θmax = 20◦, 30◦, 45◦ et 60◦.Regardons maintenant l'évolution de la taille moyenne Sc(t) des 
olonnes au 
ours du temps qui estdé�nie 
omme l2c (t). On 
hoisit de 
al
uler lc pour des questions de rapidité de 
al
ul. La �gure 8.35donne l'évolution temporelle lc(t), en é
helle log-log, pour θmax = 60◦ et T = 440 , 480, 520, 560K.Ces 
ourbes sont linéaires marquant une dépendan
e de lc ∼ tp et assez peu di�érentes, indiquantune relative indépendan
e de lc ave
 la température. L'exposant p, 
orrespondant à 
et angle, prendles valeurs 0.44 ± 0.01 à T = 440K, 0.39 ± 0.01 pour T = 480K, 0.31 ± 0.01 pour T = 520K, et
0.21 ± 0.01 pour T = 560K. En fait, pour T < 460K les valeurs de p sont très pro
hes du 
assans relaxation. A partir de 460K, p diminue rapidemment quand T tend vers T0. Dans le 
as oùl'on �xe la température T et l'on fait varier l'angle θmax, par exemple ave
 T = 520K, on obtient
p ≈ 0.25 ± 0.01 pour θmax = 45◦, et p ≈ 0.22 ± 0.01 pour θmax = 30◦.Le dernier résultat présenté �gure 8.36 donne la valeur de la température T0, qui donne la tempé-rature 
ritique en fon
tion de θmax : pour un point au dessus de 
ette limite, W évolue 
omme taprès t = tc et le système atteint une stru
ture de type 
olonnaire, 
ependant que pour un pointsitué en dessous, W ∼ tβ pour les temps intermédiaires puis se sature en temps long et le systèmeatteint le régime donné par le pro
essus de dép�t ave
 di�usion mais sans ombrage.
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.34. Modèle MC2D-d+O+R : Surfa
e du dép�t vue de dessus pour un système de taille
256 × 256 et T = 520K prise à instant t = 5000 ave
 θmax = 20◦ (a), θmax = 30◦ (b), θmax = 45◦(
) et θmax = 60◦ (d).
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T=560KFig. 8.35. Modèle MC2D-d+O+R : Évolution de lc au 
ours du temps t, en é
helle log-log,pour un système de taille 256 × 256, ave
 θmax = 60◦ et pour T = 440, 480, 520, 560K.
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Fig. 8.36. Modèle MC2D-d+O+R : Température limite T0 en fon
tion de θmax.
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.8.2 Modèle 
ontinu (EDP2D+g(Ω))Dans 
ette partie, seul le nouveau modèle 
ontinu 7.27, permettant de retrouver la stru
ture 
o-lonnaire de la surfa
e du dép�t en 1D, que nous avons proposé dans la partie 7.2.4, sera étudié. Le
al
ul de l'angle d'ouverture Ω(r, {h}), où r = (x, y) en d = 2 + 1 dimensions, est plus 
ompliquéqu'en d = 1+ 1 dimensions. Pour 
al
uler 
et angle, nous allons utiliser le même te
hnique que Yaoet Guo ont présenté dans [51℄. Nous avons une surfa
e de dép�t dis
rétisée en L×L points, l'angled'ouverture Ωi,j en un point M(xi, yj) sera 
al
ulé en utilisant l'algorithme suivant :. On 
oupe l'angle d'azimut Φ en N tran
hes Φk = k 2π
N .. Pour 
haque 
oupe de la surfa
e dé�nie par le point M(xi, yj) et Φk, on 
al
ule l'angled'ouverture θk

i,j et puis on 
al
ule Ωk
i,j = 2π

∫ θk
i,j

0 sin θ′dθ′.. L'angle d'ouverture Ωi,j du point M(xi, yj) est donné par Ωi,j = 1
N

∑N
k=1 Ωk

i,j.

φ

k

kM

Mi,j

i,j

k

Ω
i,j
k θ

i,j
k

Fig. 8.37. Cal
ul de l'angle d'ouverture Ω(r, {h}) en 2D.8.2.1 Résolution numérique du modèle 
ontinu EDP2D+g(Ω)Pour la résolution numérique du modèle 
ontinu 7.27 en 2D, nous utilisons le même s
héma expli-
ite qu'en 1D (7.29). A 
haque point de la surfa
e et pour 
haque 
oupe en 
e point, nous allonsadopter l'algorithme du 
al
ul de l'angle d'ouverture en 1D (voir la se
tion 7.2.4.2). Cela permet deréduire e�
a
ement le temps de 
al
ul. Cependant, 
et algorithme appliqué en 2D exige toujoursun e�ort numérique important 
ar à 
haque pas de temps il faut e�e
tuer le 
al
ul pour L×L points.Dans un premier temps, nous prenons la fon
tion g(Ω) = Ω2. Les paramètres utilisés pour les simu-164



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.lations numériques sont L = 128, ∆x = ∆y = 1, ∆t = 0.01, R = 1 et N = 48. Notons qu'à 
haquepas de temps, l'angle d'ouverture Ω sera renormalisé par sa valeur moyenne.

(a) (b)Fig. 8.38. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 128 × 128 ave
 ν = 0.5, prise aux instants t = 10 (a), t = 30 (b).

(a) (b)Fig. 8.39. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Pro�l h de l'interfa
e, pour un système de taille
128 × 128 et ν = 0.5, pris aux instants t = 10 (a), t = 30 (b). La représentation en perspe
tive desrésultats donnes �gure 8.38Les �gures 8.38, 8.40 et 8.39, 8.41 présentent respe
tivement l'image de la surfa
e prise à di�érents165
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.40. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 128× 128 ave
 ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 300 (b), t = 500 (
), t = 700 (d).instants et le pro�l h de l'interfa
e 
orrespondante. Nous remarquons qu'à partir de temps t = 100,la surfa
e du dép�t 
ommen
er à se former en stru
ture d'un plateau perforé ave
 plusieurs trous.Au début, l'interfa
e est plut�t rugueuse et en temps t plus long, le haut de l'interfa
e devient plusplate grâ
e à l'e�et du lissage de la di�usion. Nous 
onstatons aussi qu'au fur et à mesure que le166
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(a) (b)

(
) (d)Fig. 8.41. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Pro�l h de l'interfa
e, pour un système de taille
128 × 128 et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 300 (b), t = 500 (
), t = 700 (d). Lareprésentation en perspe
tive des résultats donnes �gure 8.40temps augmente, l'e�et de l'ombrage empê
he le dép�t des atomes dans les trous. Plus le temps test grand, plus les trous deviennent profonds par rapport à la hauteur du plateau. Cela peut êtreobservé dans la �gure 8.40 : les zones noires, 
orrespondant aux trous, deviennent de plus en plusfon
ées en 
omparaison ave
 les zones blan
hes (elles 
orrespondent au plateau). Cette stru
turede la surfa
e, obtenue par le modèle 
ontinu 7.27 pour le 
as g(Ω) = Ω2, n'est pas équivalente à167
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elle donnée par le modèle Monte Carlo. Rappelons qu'ave
 les modèles dis
rets, la surfa
e 
ontientplusieurs 
olonnes séparées par les trous et la taille de 
es 
olonnes évolue au 
ours du temps. Au
ontraire, dans le 
as 
ontinu nous n'obtenons pas de 
olonnes. Ou en
ore, toutes les 
olonnes dela surfa
e sont 
onne
tées et forme une stru
ture 
omportant qu'un seul plateau per
é d'un grandnombre de trous. Pourtant la fon
tion de distribution de la hauteur f(h) reste bien similaire au 
asdis
ret, mais 
ela n'est pas su�sant pour 
ara
tériser la stru
ture 
olonnaire.
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Fig. 8.42. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Fon
tion de distribution f(h) à l'instant t = 700,pour ν = 0.5 (a) et L = 128 .Dans la �gure 8.43, nous donnons des 
oupes selon y = 60 de la hauteur de l'interfa
e (présentéedans la �gure 8.41) d'un système de taille L × L = 128 × 128. Elle montrent le même type destru
ture de dép�t que 
elle obtenue dans le 
as 
ontinu 1D ave
 g(Ω) = Ω2 (voir �gure 7.50), etpermet de valider notre algorithme de 
al
ul de l'angle ouverture Ω en 2D.Regardons maintenant l'évolution de la rugosité de l'interfa
e W au 
ours du temps t, reportée la�gure 8.44, pour deux di�érentes valeurs du 
oe�
ient ν = 0.5 et 1. Pour ν = 0.5, 
omme dans le
as 1D, on observe l'existen
e de di�érents régimes :. Pour t < 1, W se 
omporte 
omme dans le 
as dép�t aléatoire sans di�usion et sansombrage : W ∼ t1/2, les e�ets de l'ombrage et de la di�usion restent faibles (voir �gure8.45).. En temps intermédiaires 1 < t < 10, l'e�et de la di�usion est remarquable et nous avons168
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Fig. 8.43. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Coupes selon position y = 60 de la hauteur d'interfa
een 2D (�gure 8.41) aux di�érents instants t = 100, 300, 500, 700 ave
 L = 128 et ν = 0.5.
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Fig. 8.44. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 Rugosité W (t) de l'interfa
e dans le 
as où L = 128,
R = 1 ave
 deux valeurs de ν = 0.5, 1.

W ∼ 0.25 (voir �gure 8.46).. La dépendan
e linéaire de W en temps t, W ∼ t, est observée pour les temps t > 100.169



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Elle indique la présen
e de stru
ture de type plateau dont la di�éren
e de hauteur entre leszones hautes et basses augmente ave
 temps.
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Fig. 8.45. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Coupes selon position y = 60 de la hauteur d'interfa
een 2D aux di�érents instants t = 0.2, 0.4, 0.6 ave
 L = 128 et ν = 0.5.
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Fig. 8.46. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Idem que la �gure 8.45 mais pour t = 2, 4, 6.Pour les grandes valeurs de ν, par exemple dans 
e 
as ν = 1, la relaxation de la surfa
e est forte170



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.et permet de lisser rapidement toutes les irrégularités. La rugosité W sature dès que t > 10 et elleest similaire au 
as dis
ret ave
 ombrage et relaxation thermique dans le 
as où la température estsu�samment élevée.Si, en 1D le nouveau modèle 
ontinu 7.27 ave
 g(Ω) = Ω2 permet de reproduire une stru
ture
olonnaire ressemblant à 
elle 
onstruite par des modèles Monte Carlo, à deux dimensions, lessurfa
es obtenues par les modèles 
ontinu et dis
ret sont radi
alement di�érentes. Outre le 
hoixdes paramètres, une première question se pose sur le 
hoix de la fon
tion g(Ω). Il est en e�etpossible que la loi de puissan
e 
hoisie dépende de la dimension du système. Il est possible de levéri�er en prenant d'autres fon
tions g. Dans le paragraphe suivant, nous présenterons quelquesrésultats numériques pour les deux 
as g(Ω) = Ω et g(Ω) = Ω3 pour les mêmes valeurs des autresparamètres ν et D.

(a) (b)Fig. 8.47. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 96 × 96 ave
 ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 200 (b).Nous donnons respe
tivement les résultats numériques pour g(Ω) = Ω et g(Ω) = Ω3 �gures 8.47,8.48 et 8.49, 8.50 pour D = 1 et ν = 0.5. Tout 
omme dans le 
as g(Ω) = Ω2, la stru
ture dessurfa
es obtenues ne présente pas de 
olonne. Pour g(Ω) = Ω, l'e�et de lissage dû à la di�usion estsu�samment fort, 
omme en 1D, pour alimenter les 
reux de la surfa
e et empê
her la 
onstru
tiondes 
olonnes (voir �gure 8.51). Par ailleurs, pour g(Ω) = Ω3, la di�usion lisse davantage les irrégu-larités sur le haut de l'interfa
e et l'e�et de l'ombrage a fortement limité le dép�t dans les trous. Lestrous sont bien fermés et restent stables (
f �gure 8.52). La surfa
e obtenue représente une stru
ture171



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)Fig. 8.48. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Pro�l h de l'interfa
e, pour un système de taille 96×96et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 200 (b). La représentation en perspe
tive des résultatsdonnes �gure 8.47

(a) (b)Fig. 8.49. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Surfa
e du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 96 × 96 ave
 ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 200 (b).d'un plateau per
é d'un grand nombre de trous ressemblant à 
elle donnée par g(Ω) = Ω2. Nousobservons que, dans 
e 
as, les trous ont une extension plus limité que pour g(Ω) = Ω2.
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)Fig. 8.50. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Pro�l h de l'interfa
e, pour un système de taille
96 × 96 et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 200 (b). La représentation en perspe
tive desrésultats donnes �gure 8.49
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Fig. 8.51. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Coupe selon position y = 50 de la hauteur d'interfa
een 2D à l'instant t = 200, ave
 L = 96 et ν = 0.5.173
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Fig. 8.52. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Coupes selon position y = 50 de la hauteur d'interfa
een 2D aux di�érents instants t = 100, 200, ave
 L = 96 et ν = 0.5.
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CONCLUSIONDans 
ette deuxième partie, nous avons étudié l'évolution dynamique de la 
roissan
e de dép�tpour des modèles à la fois dis
rets (mise en oeuvre par des simulations de Monte Carlo) et 
ontinus(dé
rit par une EDP), en une et deux dimensions. La modélisation et l'étude numérique des modèlesdis
rets du type SOS ont été détaillé. Nous avons repris quelques modèles dis
rets qui ont déjà étéintroduits et étudiés par d'autres auteurs 
omme, par exemple, le modèle de dép�t aléatoire ave
une relaxation thermique [37℄[44℄ et le modèle de dép�t RSOS ou modèle de dép�t aléatoire ave
relaxation vers le minimum lo
al [32℄. L'étude de 
es modèles nous a permis, d'une part, de véri�ernos algorithmes pour 
es modèles a�n de les modi�er et les utiliser pour des modèles plus 
omplets(voir le modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage et relaxation thermique) et d'autre part de mettreen éviden
e les liens ave
 des modèles 
ontinus.Pour les modèles dis
rets, plusieurs 
as tests ont été e�e
tués a�n de mieux 
omprendre des mé-
anismes de 
roissan
e de l'interfa
e, 
omme par exemple l'e�et de la relaxation thermique et oude l'ombrage. Nous avons aussi imaginé plusieurs expérien
es que seul autorise l'ordinateur pourmettre en éviden
e des di�éren
es de 
omportement entre les deux types de simulations. Ainsi, enpartant d'un dép�t très piqué, nous avons montré que le pro
essus de relaxation du modèle de MCn'amène pas à sa �thermalisation�. Ou en
ore, en retirant du �ux in
ident les parti
ules qui tombentsur le �an de l'interfa
e, dans le 
as ave
 ombrage, nous avons montré que 
es parti
ules jouaientun grand r�le dans l'apparition de 
olonnes, suggérant une di�usion non-isotrope (par la mise enfa
teur du terme d'ombrage dans notre modèle présenté se
tion 7.2.4).Une stru
ture 
olonnaire a été trouvée ave
 les modèles dis
rets ave
 ombrage et 
ette stru
tureest 
ara
térisée par di�érentes grandeurs. La rugosité de l'interfa
e, présentant 
ette stru
ture siparti
ulière, se 
omporte de façon 
ara
téristique : elle évolue linéairement en temps t et ne présentepas de saturation 
ausée la plupart du temps par des e�ets de taille �nie du système. Dans le 
asdes modèles dis
rets ave
 ombrage, notre étude systématique des solutions pour di�érentes valeursdes paramètres (température, l'angle d'in
iden
e maximal,..) a permis de donner un 
ritère pourévaluer si la relaxation est prépondérante sur l'ombrage ou le 
ontraire, et don
 que la stru
turesera rugueuse ou 
olonnaire. En�n, une étude numérique en deux dimensions des modèles dis
retsa donné des informations plus 
omplètes sur le 
omportement de la surfa
e. La morphologie desinterfa
es obtenue est en a

ord ave
 
elle trouvée en 1D, i.e on obtient en 2D des stru
tures detype 
olonnaire pour les mêmes modèles qu'en 1D.
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CONCLUSIONPour les modèles 
ontinus, plusieurs simulations numériques des modèles 
lassiques, 
omme EW etKPZ, ainsi que les modèles in
luant l'e�et non lo
al de l'ombrage, ont été e�e
tuées. Les résultatsdu modèle KPZ montrent la dépendan
e du paramètre d'é
helle β en fon
tion de λ
ν . En e�et, l'ex-posant β → 0.25 quand λ

ν → 0 (β = 0.25 
orrespond au modèle EW) et β ≈ 0.33 ± 0.01 quand
λ
ν est su�samment grand. Une étude de renormalisation présentée dans [32℄ donne 
ette valeure�e
tive de β = 1/3. Après avoir repris l'étude des modèles 
ontinus, en mettant en éviden
e ler�le des di�érents termes (di�usion, dép�t selon la normale, ombrage), notre étude a prin
ipalementporté sur des modèle 
omportant un ombrage. En e�et, dans la littérature, les modèles, basés surdes équations aux dérivées partielles, 
omportant 
et ombrage, sont les seuls à mettre en éviden
esune stru
ture, sinon 
olonnaire, au moins présentant de fortes variations de la hauteur de l'inter-fa
e. Une étude systématique du r�le de 
ha
un des termes du modèle ave
 ombrage, proposé parHua Yao et al [50℄ et leur 
omparaison ave
 les e�ets introduits dans les modèles MC a montréla di�éren
e entre le mé
anisme d'alimentation de l'interfa
e selon l'angle d'ouverture. Elle nousa 
onduit à proposer un nouveau modèle 
ontinu ave
 ombrage permettant de 
réer une surfa
epour laquelle des 
olonnes émergent. En 1D, la stru
ture 
olonnaire obtenue par 
e nouveau modèle
ontinu est bien similaire à 
elle 
onstruit par les modèles dis
rets. Cependant, à deux dimensions,nous n'obtenons pas les mêmes résultats que les modèles MC. Une étude numérique supplémentairedans le 
as 2D sera né
essaire pour 
omprendre 
ette di�éren
e entre les 
as 
ontinu et dis
ret.Une première analyse mathématique de notre modèle en 1D a été donnée. L'absen
e du prin
ipemaximum suggère de trouver une autre méthode pour étudier 
e problème. De plus, le fait quel'angle d'ouverture Ω est non lo
al, et dépend de l'ensemble des valeur h(x, t), 
ause des di�
ultéspour son étude mathématique et le problème de l'existen
e de solutions reste ouvert.Notons que dans l'ensemble de 
e travail, nous avons établi quelques 
onnexions entre les modèlesMC et 
ontinus en une dimension. La 
orrespondan
e entre deux types de modèle est reprise dansle tableau 8.1.Les simulations numériques réalisées dans 
ette partie demandent des ressour
es informatiques trèsimportantes. Pour les modèles dis
rets, la relaxation thermique et le dép�t ave
 ombrage exigentde 
al
uler la traje
toire d'un atome à 
haque pas de temps. Cela entraîne un temps de 
al
ulimportant surtout dans le 
as 2D. Dans les modèles ave
 ombrage, on passe d'un temps de 
al
uld'environ 3h, pour une simulation en 1D, à 4 jours en 2D (sur des ma
hines pentiums à 1.8GHz).Pour les modèles 
ontinus, le terme d'angle d'ouverture Ω né
essite un 
al
ul de l'ordre L2 en 1D et
L4 en 2D. Notre algorithme de 
al
ul de l'angle Ω permet de réduire le temps de 
al
ul d'un fa
teurde 6. Cependant, en 2D, le temps de 
al
ul reste en
ore très long. Nous avons don
 restreint nos
al
uls à des systèmes de taille 128*128 et 96*96. De plus, pour obtenir une bonne statistique des176



CONCLUSIONTab. 8.1. Tableau de synthèseModèles 1DModèles dis
rets Modèles 
ontinusModèle de dép�t aléatoire ∂h

∂t
(t, x) = F (x, t) + η(x, t)

W ∼ t0.5 W ∼ t0.5Modèle de dép�t aléatoire in
luant la Equation EWrelaxation "minimum lo
al"
β =≈ 0.24 ± 0.01, α ≈ 0.48 ± 0.01 β ≈ 0.25 ± 0.003 α ≈ 0.5 ± 0.01Modèle de dép�t aléatoire restri
tif RSOS Equation KPZ (au 
as λ

ν
grand)

β =≈ 0.31 ± 0.02, α ≈ 0.5 ± 0.05 β ≈ 0.33 α ≈ 0.49 ± 0.01Modèle de dép�t aléatoire ave
 la relaxationthermique
W ∼ tβ(T ), α ∼ Lα(T )Modèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage
W ∼ t0.5 en temps petits
W ∼ t en temps longsModèle de dép�t aléatoire ave
 ombrage ∂h

∂t
(t, x) = g(Ω(x, {h})) [R

√
1 + |∇(h)|2in
luant la relaxation thermique +ν∇2h + η]

W ∼ t0.5 en temps petits W ∼ t0.5 en temps petits
W ∼ tβ(T ) en temps intermédiaires W ∼ tβ, β < 0.5 en temps intermédiaires
W ∼ t en temps longs W ∼ t en temps longsrésultats présentés, nous avons e�e
tué plusieurs expérien
es pour 
ha
un des 
as tests et 
al
uléune solution moyenne. Ces simulations sont réalisées sur un réseau de type 
ondor, installé par E.Le Guirrie
, qui permet de lan
er plusieurs programmes en même temps sur di�érentes ma
hines(voir http ://www.
s.wis
.edu/
ondor/).
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