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PRELIMINAIRELe travail presenté dans ette thèse a été fait pour et à l'oasion d'un ontrat ave le CRT plasma-laser et dans le adre de la réation du p�le Européen de télévision numérique de Dreux. La thèsea été �nanée par e ontrat qui met en jeu plusieurs partenaires dont le laboratoire GREMI, etplus partiulièrement P. Brault, ave lequel mes travaux ont fait l'objet à la fois de onertationset de disussions. Les reherhes menées au MAPMO ont eu pour voation à modéliser et simuler(souvent dans des géometries plus simples) les problèmes de physique traités au GREMI de façonexpérimentales.À l'origine de e travail vient un problème tehnique (et de oût) pour l'amélioration des érans àtube athodique et plus préisement du masque qui est une grille dont les trous permettent de diri-ger le faiseau életronique vers photophores situés sur la dalle de verre : l'éran. L'apport d'énergiedes életrons qui se déposent sur le masque entraîne son éhau�ement et du oup sa déformationnuisant à la qualité de l'image. Une réponse a été proposée par Pasal Brault qui onsiste à déposerdes ouhes mines de matériaux hoisis, entre autres, pour leurs propriétes thermiques.Cette thèse présente deux parties. La première onsiste à modéliser l'éhau�ement du masque soumisau balayage életronique et véri�er si les solutions proposées permettent de réduire les gradientsthermiques. La seonde partie s'intéresse au dép�t des ouhes sur le masque qui ont été faitesau GREMI par proédé plasma. L'objet de ette partie a été d'étudier et imaginer des modèlesdont les solutions permettent de retrouver des strutures de dép�ts similaires à elles obtenuesexpérimentalement.
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Première partie
ETUDE DU COMPORTEMENTTHERMIQUE D'UN MATERIAUMULTICOUCHES LACUNAIRES
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Dans la première partie de ette thèse nous nous intéressons au problème de propagation de lahaleur dans un masque de téléviseur perforé et tester des matériaux multiouhes pour amélio-rer les propriétés thermiques des masque. Le but de ette partie est don de résoudre l'équation dela haleur dans un milieu ontenant la présene des trous et des ouhes �nes de di�érents matériaux.Un téléviseur à tube athodique omprend les éléments prinipaux suivants :- le anon triple à életrons : à haque faiseau est assoié une ouleur (rouge, vert, bleu),- les bobines permettant de ommander la déviation du faiseau,- l'éran et son revêtement de photophores (bande alternativement rouge verte et bleu),- et en�n le masque qui est l'objet de la présente étude.Le masque est une grille dont la fontion est d'assurer la bonne dé�nition de l'image à l'éran. Cettegrille est omposée d'un grand ensemble de trous répartis régulièrement de formes retangulaire ouirulaire dont haun est assoié à un photophore partiulier de l'éran. Le nombre de trous donnele nombre de pixels de l'image reçue sur l'éran. L'exate adéquation entre un trou du masque et laposition de son photophore assoié est un fateur ruial pour une bonne qualité des images. Ainsilors de la onstrution d'un téléviseur, le dép�t des bandes de photophores se fait en fontion dumasque attribué à l'éran.En fontionnement, les zones du masque soumises au �ux d'életrons reçoivent 80% de la puissanedu faiseau, les seuls 20% restant servant à exiter les photophores. Aussi le masque est soumis à unfort éhau�ement. Comme il est plaé dans une ampoule sous vide, les seuls e�ets permettant sonrefroidissement sont les e�ets de radiations. Pour des images �xes et présentant un fort ontraste(omme 'est le as des télétextes ou des sous-titres en noir sur fond blan), des gradients de tem-pérature apparaissent qui provoquent une déformation élastique du masque. Ces dernières brisentla orrespondane entre les trous de la zone déformée ave les photophores assoiés, entraînant unedétérioration de l'image. Cet e�et de défoalisation du faiseau est appelé �Domming�.Des études ont été menées pour réduire le Domming (ref. Philips [9℄). En passant en revue les diversparamètres qui ausent la déformation du masque, il a été proposé� soit d'augmenter la rétrodi�usion des életrons sur le masque, grâe à un revêtement dontle oe�ient de rétrodi�usion est important,� soit d'adopter des matériaux dont le oe�ient de ondutivité thermique est grand desorte à limiter les gradients de température,� soit de hoisir des matériaux dont le oe�ient d'expansion thermique est faible, réduisantla déformation induite par le gradient de température.13



L'Invar, s'il ne satisfait pas simultanément les trois ritères, est ependant un bon andidat. Il a étémalheureusement jugé oûteux et une autre alternative a été proposées par P. Brault.Celle-i onsiste à fabriquer le masque dans un matériaux moins oûteux (même s'il ne répond pasexatement aux ritères en faisant un bon masque) mais en lui apportant un revêtement omposé deplusieurs ouhes mines. P. Brault a préonisé dans un premier temps un empilement de Tungstène-Cuivre-Tungstène. Le premier matériau a un bon oe�ient de rétrodi�usion des életrons, e quilimite l'éhau�ement du masque �les életrons renvoyés ne partiipant pas à son éhau�ement� leseond a un bon oe�ient de di�usion thermique e qui amène une rédution des gradients detempérature. Un autre e�et est attendu du bon oe�ient de rétrodi�usion des életrons de la partdu tungstène : bon nombre des életrons du faiseau déposés dans le uivre vont avoir tendane,par ré�exions multiples sur les deux ouhes de tungstène qui délimite elle de uivre, à y rester ets'y propager. Ce dernier e�et qui doit enore permettre de réduire les gradients thermiques n'estpas étudié ii.La présene de trous dans le masque modi�e les proessus de di�usion de la haleur et partantles oe�ients de di�usion thermique des matériaux. La première partie de ette étude onsiste àdonner une formulation prenant en ompte la présene des trous.Dans la deuxième partie, nous menons une étude préliminaire pour laquelle la masque est onsidéréomme une feuille in�niment �ne. Son épaisseur n'est alors pas prise en ompte. Dans ette partie,la réponse transitoire du matériau à une solliitation de type réneau est étudiée. Celle-i orres-pond à des as tests permettant de séletionner les masques satisfaisant son ahier des harges. Lesrésultats des simulations numériques sont omparées ave les résultats expérimentaux réalisés parla soiété Philips.Dans la troisième partie, nous menons une étude numérique de la propagation de la haleur dansun matériau omposé d'un empilement des ouhes �nes de di�érents matériaux, initialement envi-sagé pour un modèle à symétrie irulaire. Ces résultats sont omparés ave eux obtenus ave unmatériau monoouhe.
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Chapitre 1COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UNMATÉRIAU À TROUSLa présene des trous dans le masque modi�e la propagation de la haleur. Il est possible de prendreen ompte es trous via des onditions aux limites de l'équation de la haleur. Cependant, elaonduit ensuite à des modèles numériques di�iles à implémenter et de plus à de longs temps dealuls. Une première alternative est de résoudre numériquement le système sur une ellule représen-tative. Le résultat moyenné permet de déduire des valeurs e�etives utilisées pour des simulationsétablies sur des domaines plus larges. Cette approhe a été réalisée par S. Avril [2℄.Nous proposons ii de déterminer mathématiquement des grandeurs de ondutivité thermiques ef-fetives qui ensuite seront utilisées dans un modèle moyenné. La présene de deux éhelles de gran-deurs distintes onduit à utiliser les tehniques d'homogénéisation [3℄. La séparation des éhellespetites (données ii par les dimensions aratéristiques d'un trou) et des éhelles plus grandes (di-mensions du masque) est quanti�é par un paramètre ε d'autant plus petit que la séparation deséhelles est grande. Il est ainsi possible de séparer la solution suivant es deux éhelles en om-mençant par la plus petite. Les oe�ients (ii le oe�ient de di�usion) moyenné sur la ellulede base est ensuite utilisé pour dérire le omportement du masque à large éhelle sans pour elaexpliitement prendre en ompte les trous.1.1 Étude mathématique d'homogénéisationNous onsidérerons le problème numérique du alul du oe�ient de ondutivité thermique ef-fetif (i.e homogénéisé). L'équation de la haleur, l'équation elliptique, ave opérateur sous "formedivergene" s'érit :
ρC∂tu −∇.(K∇u) = f, (1.1)où ρ est la densité du matériau, C sa apaité thermique, K sa ondutivité thermique, f un termesoure d'énergie.Les trous modi�ent essentiellement le omportement thermique dans les diretions perpendiulairesà leur axe. Comme de plus le masque est (ou sera) omposés de ouhes de di�érents matériauxparallèles entre elles perpendiulaire à l'axe des trous, on restreint le problème à un problème à 215



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSdimensions ~r = (x, y). Suivant l'axe z, qui s'enfone dans la profondeur du masque, le oe�ientde di�usion est soit 0 (dans le trou), soit elui du matériau, sans autre modi�ation. Il n'est besoinque de regarder selon le plan (x, y) qui est elui du masque.On supposera pour ela que le masque est plan, peré de façon régulière de trous de setion onstante.Ces trous peuvent-être irulaires ou retangulaires. On appellera ellule un moreau du masqueperé d'un seul de es trous (f �gure 1.1). On suppose que les e�ets dû à un trou sont loaux etn'entraînent pas de modi�ation sur de grandes distanes (omparées aux dimensions du trou).

Fig. 1.1. Illustration de la ellule, élément de base du masque.On introduit formellement un paramètre ǫ qui traduit la petitesse des e�ets thermiques à faibleéhelle, et on herhe une solution sous la forme du développement asymptotique suivant ε. A�nd'alléger les expressions, on érira ~r = x et on introduira la notation ~r/ε = y.
uε(x) = u0(x,

x

ε
) + ε.u1(x,

x

ε
) + ε2.u2(x,

x

ε
) + ... (1.2)On introduit alors deux variables l'une x, qui prend en ompte les e�ets à large éhelle et l'autre

x/ε = y prend en ompte les e�ets à faible distane.Ii ui(x, y) est Y-périodique en y, ∀ i et Kε est uniformément elliptique de la même forme :
Kε(x) = K(x,

x

ε
),telle que K(x, y) soit périodique en y appartenant à une ellule. Pour simpli�er on pourra supposerque K(x, y) est indépendant de x et de la forme :

K(y) = K1.1y∈T + K0.1y/∈T,16



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSoù T représente le trou dans une ellule ave K1 ≪ K0. Ii K0 est le oe�ient de ondutivitéthermique dans la matière et K1 = 0 est elui dans le vide 1).La dérivée d'une fontion de type double éhelle, i.e vi(x) = u(x, x
ε ) s'érit omme suit :

∂xvi(x) = ∂xvi(x) +
1

ε
∂yv

i(x).Ave es hypothèse l'équation (1.1) s'érit :
ρC∂tu

ε(x) − ∇x(K(
x

ε
).∇xuε(x)) = f.En injetant le développement (1.2) dans ette l'équation on obtient :

ρC∂tu
ε(x) − (∇xKε)[∇xu0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu2 + ε∇yu

2 + ...]−

− Kε.∇x[∇xu
0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu2 + ε∇yu

2 + ...] = f.

ρC∂tu
ε(x) − 1

ε
(∇yK)[∇xu0 +

1

ε
∇yu

0 + ε∇xu1 + ∇yu
1 + ε2∇xu

2 + ε∇yu
2 + ...] − K[∇2

xxu
0+

+
2

ε
∇2

xyu
0 +

1

ε2
∇2

yyu
0 + ε∇2

xxu1 + 2∇2
xyu

1 +
1

ε
∇2

yyu
1 + ε2∇2

xxu2 + 2ε∇2
xyu

2 + ∇2
yyu

2 + ...] = f.Puis on regroupe et identi�e les termes de même degré de ε :
− 1

ε2
[(∇yK)(∇yu

0) + K∇2
yyu

0] − 1

ε
[(∇yK).∇xu0 + (∇yK).∇yu

1 + K(∇2
yyu

1 + 2∇2
xyu

0)]−

− [−ρC∂tu
0(x) + (∇yK)(∇xu1 + ∇yu

2) + K(∇2
xxu

0 + 2∇2
xyu

1 + ∇2
yyu

2) + ...] = f.Les termes en ε−2 peuvent s'érire sous la forme :
∇y(K(y)∇yu

0(x, y)) = 0




∀x ∈ R2

y ∈ cellule + condition périodiqueIi x est un paramètre, don pour tout x, 'est une équation elliptique en y. Ça implique que :
∫

∇y.(K∇yu
0)u0 = 0.Par intégration par parties (notant que les termes au bords de l'intégration s'annulent) on obtient :1Pour la partie numérique on va donner au K1 une valeur presque nulle17



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS
∫

(∇yu
0)T K(∇yu

0) = 0.Comme K est uniformément elliptique, on a :
0 ≤

∫
α|∇yu

0|2 ≤
∫

(∇yu
0)T K(∇yu

0) = 0 avec α > 0

⇒ |∇yu
0| = 0.Par onséquent, on trouve que u0 ne dépend pas de y et on peut éliminer les termes en ∇yu

0.On identi�e alors les termes en ε−1 en tenant ompte du fait que u0 ne dépend pas de y :
(∇yK).∇xu0 + (∇yK).∇yu

1 + K∇2
yyu

1 + K2∇2
xyu

0 = 0

−∇y.(K∇yu
1) = (∇yK).(∇xu0).C'est une équation elliptique dont le seond membre est linéaire en ∇xu0, on peut alors la résoudrepar linéarité et obtenir le premier ordre u1 en déomposant ∇xu0 sur une base {~ej} et en alulantdes solutions de ette base. On a :

∇xu0 =
∑

j

∂xju
0 .~ej .Alors on obtient l'équation suivante :

−∇y(K∇yu
1) =

∑

j

∂xju
0[(∇yK)(~ej)].On note χj la solution sur une ellule ave ondition périodique des problèmes auxiliaires suivants :

−∇y(K∇yχj) = (∇yK) (~ej), j = 1, 2. (1.3)Alors par linéarité on obtient :
u1 =

∑

j

∂xju
0 .χj ,et on peut réérire ette relation sous la forme suivante :

u1 = χ.∇xu0.

18



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSEn�n, nous allons onsidérer les termes en ε0 :
ρC∂tu

0(x) − (∇yK)(∇xu1 + ∇yu
2) − K(∇2

xxu
0 + 2∇2

xyu
1 + ∇2

yyu
2) = f

⇐⇒ ρC∂tu
0(x) − [(∇yK)∇xu1 + K∇2

xyu
1] − K(∇2

xyu
1 + ∇2

xxu
0) − [(∇yK)∇yu

2 + K∇2
yyu

2] = f

⇐⇒ ρC∂tu
0 − [∇y(K∇xu

1) + ∇y(K∇yu
2) + K(∇2

xxu
0 + ∇2

xyu
1)] = f.En remplaçant u1 par sa formule i-dessus et notant que u0 ne dépend pas de y (mais u1 dépendde y ar χ dépend de y), on obtient :

K(∇2
xyu

1 + ∇2
xxu0) = K[∇x(∇y(χ.∇xu0) ) + ∇2

xxu0]

= K[∇x(∇y χ.∇xu
0 ) + ∇2

xxu
0] (car ∇2

xyu
0 = 0)

= ∇x[(K∇yχ.∇xu0) + (K∇xu0)] (ar K ne dépend pas de y)

= ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0).Alors,
ρC∂tu

0 − [∇y(K∇xu1) + ∇y(K∇yu
2) + ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0)] = f.En prenant la moyenne sur une ellule périodique, les termes ∇y(K∇xu1) et ∇y(K∇yu

2) vontdisparaître grâe aux la onditions périodiques et et il vient :
ρC∂tu

0 − ∇x(K(Id + ∇y.χ).∇xu0) = f . (1.4)Remarque 1.1. Les équations sont du même type ave λρCu au lieu de ρC∂tu (le terme ∂tu disparaît dansle as stationnaire) . Don pour résoudre le problème homogénéisé il nous faut :1. Caluler χ (i.e résoudre le problème auxiliaire (1.3) sur une ellule)2. Caluler u0 (i.e résoudre le problème marosopique (1.4)). Les trous (mirosopiques) ont un e�et déterminant sur la solution (marosopique) puisquele oe�ient de ondutivité thermique K est modi�é par le terme χ qui est du même ordrede grandeur.
19



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS1.2 Étude numérique du problème auxiliaire/mirosopiqueDans ette setion nous allons utiliser le logiiel FreeFem++ pour générer la solution χ du problèmemirosopique a�n de aluler la matrie de ondutivité e�etive du problème marosopique :
K̂ =

1

SC

∫

C
K(y)(Id + ∇y.χ)dy,où SC est la surfae de ellule.FreeFem++ [5℄ est un logiiel qui permet de résoudre les équations aux dérivées partielles avedes onditions aux bords (des onditions de type périodique et Neumann pour nos problèmes) enutilisant la méthode des éléments �nis. Dans notre as le trou est irulaire et on a deux approhesdu problème auxiliaire.

• Pour la première approhe, on donne au oe�ient de ondutivité thermique deux valeurs,elle du matériau en dehors des trous et 0 dans les trous. On onsidère don la fontion
Kε(x) omme suit :

Kε(x) =





K1 en dehors du trou,
K2 dans le trou.Et l'on résout le problème marosopique ave des onditions périodiques aux bords de laellule.

• Pour la deuxième approhe, la fontion Kε(x) n'est dé�nie qu'en dehors du trou, elle vaut
K1 et on impose la ondition de Neumann au bord du trou (et les onditions périodiquesaux bords de la ellule)

∇yχ.ν = ν au bord du trou.Les résultats obtenus pour une ellule arré de longueur unité peré par un trou entré de rayon 0.5pour les deux approhes sont reportés �gures 1.2. Les ourbes d'isovaleurs de χ sont identiques endehors du trou validant l'équivalene des deux approhes.Après avoir obtenu la solution χ, on peut aluler la matrie de ondutivité e�etive K̂ . Elle estde la forme :
K̂ =


 K̃ 0

0 K̃


 = K̃.Id,20



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS
IsoValue
-0.0899782
-0.0729385
-0.0558989
-0.0388592
-0.0218196
-0.00477996
0.0122597
0.0292993
0.046339
0.0633786
0.0804183
0.0974579
0.114498
0.131537
0.148577
0.165616
0.182656
0.199696
0.216735
0.233775

IsoValue
-0.755203
-0.738994
-0.722785
-0.706576
-0.690368
-0.674159
-0.65795
-0.641742
-0.625533
-0.609324
-0.593115
-0.576907
-0.560698
-0.544489
-0.528281
-0.512072
-0.495863
-0.479654
-0.463446
-0.447237

Fig. 1.2. Courbes d'isovaleurs de χ1 pour un ellule omportant un trou entral. À gauhe Kprend 2 valeurs, dont 0 dans le trou, à droite la présene du trou est donnée par les onditions auxlimites (Neumann).où K̃ est une onstante. Si on fait bouger le trou dans la ellule, la matrie K̂ ne hange pas.Notons que ette matrie est bien symétrique grâe à la symétrie géométrique de trou. En e�et, sion remplae un trou irulaire par un trou retangulaire, alors la matrie K̂ n'est plus de la forme
K̃.Id, elle sera érite :

K̂ =


 a 0

0 b


 K̂ =


 b 0

0 a
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les deux valeurs a, b de diagonal de la matrie K̃.Id sont permutés, ça orrespondant ave la rota-tion du trou dans la ellule. En�n, pour valider les aluls numériques de la matrie de ondutivitée�etive on va essayer de résoudre le problème auxiliaire pour le as où la ellule a la struture21



CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUSéhiquier, elle est onstituée de 4 arrés élémentaires omme suit :
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Dans e as le oe�ient homogénéisé est égale à la moyenne géométrique de K1 et K2 :
K̃ =

√
K1K2,(voir l'artile [1℄). Les résultats numériques que nous obtenons sont :

K1 K2 K̃1 1 11 4 1.998781 9 3.05014 16 7.995524 25 10.0402Revenons maintenant au as le trou est de forme irulaire, la valeur K̃ en fontion du rayon r estdonné �gure 1.3. Pour r = 0, le oe�ient de ondutivité est elui du matériau plein (normaliséii à 1), pour r = 0.5, les disques de 2 ellules ontiguës se touhent, le oe�ient de ondutivitéest nul, omme on peut s'y attendre. Entre es deux valeurs, le oe�ient de ondutivité varie defaçon monotone. Dans le as du masque de téléviseur, le rayon r du trou varie entre 0.2 et 0.4.
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CHAPITRE 1. COÉFFICIENT DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE EFFECTIF POUR UN MATÉRIAU À TROUS

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

K

Fig. 1.3. Valeur du oe�ient de ondutivité moyen K̃ en fontion du rayon r du trou peré dansune ellule arré de longueur unité.
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Chapitre 2PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2DLa tehnique d'homogénéisation de la setion préédente permet de prendre en ompte la di�usionde la température sur la taille de la ellule en supposant, e qui est le as, que la struture estpériodique. En prenant en ompte les oe�ients de di�usion e�etif déduit de ette étude, il restedon à étudier la propagation de la haleur à l'éhelle du masque.2.1 Équation de la haleur, desription des termesL'équation à résoudre est elle qui régit la di�usion de la haleur à savoir
∂ρE(~r, t)

∂t
− ~∇.κ(~r, t)~∇T (~r, t) = g(~r, t), (2.1)où ρE(~r, t) est une densité volumique d'énergie, κ(~r, t) la ondutivité thermique, ii prise ommeune matrie diagonale pour tenir ompte de l'hétérogénéïté des matériaux, g(~r, t) la soure de ha-leur, ii le faiseau életronique qui dépose son énergie sur l'une des surfaes du masque et e surune profondeur qui dépend du matériau mais qui ii sera faible omparée à l'épaisseur du masque(typiquement le 1/100 de l'épaisseur du masque).Il faut adjoindre à l'équation (2.1) les onditions aux limites :

~∇~nT (~r, t) = εσ(T 4(~r, t) − T 4
ext), (2.2)qui indique que la perte d'énergie sur les bords est due à des phénomènes de radiation.2.1.1 Dép�t de la haleurLe faiseau balaye le masque ave une fréquene de f0 = 100Hz. Chaque pixel est don visité tousles 1/100 seonde. Aussi, en supposant que le temps ∆t de l'élairement d'un pixel est instantané,

g(~r, t) = ∆tg0δ(t − t0(~r)), (2.3)où g0 est le �ux d'énergie reçue par le pixel. En érivant l'énergie ∆E déposée par le faiseau pendantle temps ∆t sur un pixel de surfae ∆S et sur une profondeur δ, on a
∆E = W∆t = U∆Q, (2.4)25



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Doù ∆Q est la quantité de harges déposée pendant le temps ∆t et U la di�érene de potentiel souslaquelle les harges sont aélérées. Aussi la puissane W s'érit (dans la limite ∆t → 0) :
W = UI. (2.5)La puissane par unité de volume est alors

g0 =
UI

∆Sδ
. (2.6)Chaque pixel est élairé tous les 1/100 seonde, temps qui est grand par rapport aux onstantesde temps thermiques des matériaux mis en jeu (typiquement la entaine de seonde (voir partiesuivante et [10℄)). Ainsi l'exitation est lissée par le masque et l'on peut onsidérer que haque pixelreçoit en moyenne une puissane volumique donnée par

< g >=
UI

∆Sδ
f0 ∆t, (2.7)ompte-tenu de

∆S

∆t
= f0 S, (2.8)on a �nalement l'exitation moyenne suivante :

< g >=
UI

Sδ
. (2.9)Le dép�t d'énergie est onsidéré don omme permanent (ou stationnaire) sur l'ensemble de la sur-fae élairée (soumise au �ux d'életrons), le balayage n'est pas pris en ompte. Cette exitationmoyenne fait intervenir la surfae totale du masque et non la surfae élairée. Cela est dû au faitqu'une portion du masque est explorée tous les périodes T .Dans un premier temps, seule la reherhe de solution stationnaire est menée. L'étude de la réponsetemporelle d'un masque initialement froid à une exitation de type éhelon est donnée dans undeuxième temps.2.2 Le problème plan stationnaireDans ette partie nous avons fait une simpli�ation du problème stationnaire tridimensionnel enun problème stationnaire bidimensionnel en intégrant l'équation de la haleur suivant l'axe z ave

z ∈ [0, α], où α est l'épaisseur du masque. On obtient :
26
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−K∆T = g − CT 4 + 1

ασεαT 4
α + 1

ασε0T
4
0 ,

∂T
∂n = 0 au bord du masque, (2.10)où C = 1

ασ(ε0 + εα), g = < g > .g(x, y) ii g(x, y) est le pro�l de dép�t d'énergie quidépend de l'image a�hée sur l'éran à valeur dans [0,1℄ et T0, Tα représentent respetivement lestempératures extérieures du �té du anon à életrons et du �té de l'éran. Le masque est onsidéréomme un plan dont la ondutivité est elle du Fer. Nous résoudrons e problème stationnaire 2Da�n de déterminer numériquement le paramètre ε et retrouver les résultats trouvés par Philips quieux ont estimé un même paramètre par une étude de fateur de forme du masque tenant omptede son environnement.2.2.1 Méthode itérativeNotons que le problème plan (2.10) n'est pas linéaire. A�n de le traiter numériquement, nousproposons le shéma itératif suivant :1. Initialement on hoisit une température T 0 = T0 où T0 est la température extérieure.2. À l'itération k, T k est onnu. On herhe T k+ 1

2 omme solution du problème linéarisé :
−K∆T k+ 1

2 = g +
1

α
σεαT 4

α +
1

α
σε0T

4
0 − C[4(T k)3.T k+ 1

2 − 3(T k)4].3. On pose
T k+1 = θT k+ 1

2 + (1 − θ)T k ave θ < 1.4. Si T k → T , T est la solution de (2.10), sinon on revient à la deuxième étape.2.2.2 AdimensionnementOn introduit les variables sans dimensions suivantes :. T̂ = T/T1, où T/T1 est une température de référene,. x̂ = x/L, L la taille du masque simulé, de même ŷ = y/L,. K̂ = K
Kfer

,. ĝ = <g>L2

T1Kfer
g(x, y),

27



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D. Ĉ =
L2σT 3

1
(ε0 + εα)

αKfer
,. Ĉ1 = L2σ

αKferT1
(εαT 4

α + ε0T
4
0 ).L'équation adimensionnée s'érit :
− K̂∆T̂ = ĝ − ĈT̂ 4 + Ĉ1.2.2.3 Résultats numériquesLe tableau 7.1 reprend les données numériques utilisées pour le problème plan. Ces données sontpour la plupart issues d'un rapport Philips [9℄ :notation desription valeur

U Tension d'aélération 30000V

I Courant du faiseau 4mA

L Taille du masque 50 cm

α Épaisseur du masque 200µm

KFe Coe�ient de ondutivité thermique du Fer 55W.m−1K−1

σ Constante de Stefan-Boltzman 5.71 10−8 W.K−4.m−2

ε0 Émissivité �té du hamp magnétique 0.7

εα Émissivité �té de l'éran 0.7

T0 Température �té du hamp 308◦K

Tα Température �té de l'éran 298◦KTab. 2.1. Données numériques pour le problème plan.Les solutions numériques du problème stationnaire sont herhées dans le as où l'énergie est dépo-sée sur une zone arrée de dimension 10 cm∗10 cm située près d'un bord du masque (le arré a pourentre (x, y) = (2
3 ∗L, 1

2 ∗L)). Cette situation orrespond à l'un des as tests utilisé par Philips arpermettant de mettre en évidene le Domming. En e�et, l'énergie est déposée sur une zone où laourbure du masque est importante, aussi la déformation, proportionnelle à ette ourbure, en seraaentuée. Notons ii que le problème est plan et que, par onséquent, la ourbure du masque n'apas été prise en ompte. Cela n'aurait d'ailleurs que peu de onséquenes sur les pro�ls thermiquesreherhés.Nous onsidérons un masque omportant des trous irulaires de rayon r ≃ 0.3 lC où lC est la tailled'une ellule. Ave ette valeur, la valeur de oe�ient de ondutivité thermique e�etif alulédans la partie d'homogénéisation est K̂eff ≃ 0.5K. Le résultat obtenu est donné par la �gure 2.2.28



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
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Fig. 2.1. La partie hahurée représente la zone de dép�t d'énergie pour le as test onsidéré.
IsoValue
30.8604
32.3332
33.806
35.2788
36.7516
38.2245
39.6973
41.1701
42.6429
44.1157
45.5885
47.0614
48.5342
50.007
51.4798
52.9526
54.4255
55.8983
57.3711
58.8439

Fig. 2.2. Solution stationnaire ave K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.7, ourbes d'isovaleurs de latempérature du masque.La valeur maximale de la température de Tmax = 59◦C est plus petite que elle trouvée par Philips.Pour l'augmenter, nous avons 2 paramètres à notre disposition, soit nous diminuons la ondutivitéthermique du matériau, soit nous diminuons la perte d'énergie par radiation en diminuant ε. Leoe�ient de ondutivité thermique est une donnée 2qui dépend du matériau lui-même et non de2Il est à noter que nous adoptons la valeur d'un matériau massif. La valeur pour des ouhes mines n'est pas29



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Dsa forme ni de son environnement. Pour obtenir la même valeur maximale de la température queelle donnée par Philips (environ de de 70◦C à 80◦C), nous avons pris ε = 0.4 au lieu de ε = 0.7omme dans le tableau des données numériques préédent. Le résultat obtenu est donné par la �gure2.3. Notons que la ondition de bords ∂T
∂~n = 0 impose que les lignes d'isotempérature leurs soientperpendiulaires. Les ourbes d'isovaleurs de la �gure 2.3 respetent ette ondition indiquant quela grille est su�samment �ne. Ce sera par la suite l'un des ritères du hoix de la grille.

IsoValue
31.1723
33.2676
35.3629
37.4583
39.5536
41.6489
43.7442
45.8395
47.9348
50.0301
52.1254
54.2207
56.3161
58.4114
60.5067
62.602
64.6973
66.7926
68.8879
70.9832

Fig. 2.3. Solution du problème bidimensionnel stationnaire ave K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.4.Si, de plus, nous prenons en ompte la rétrodi�usion des életrons par l'Invar (la valeur du oef-�ient de rétrodi�usion β vaut 0.45, donnée Philips [9℄), l'apport d'énergie sur le masque est plusfaible, aussi il faudra baisser la perte d'énergie et don diminuer ε pour onserver une valeur de latempérature maximale autour de 70◦. Les aluls numériques donnent une température maximalede 71◦C pour ε réglée à 0.14 (f. �gure 2.4). Notons que ette valeur est prohe d'une donnée Philips(≃ 0.16). Ce oe�ient tient ompte de l'environnement du masque qui, soumis au rayonnement,rayonne à son tour et renvoie au masque une partie d'énergie. Aussi le proessus d'évauation deonnue et il est possible qu'elle soit plus faible que elle du matériau massif [℄30



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2Dl'énergie est moins e�ae que si le masque était isolé (sans retour de rayonnement possible).
IsoValue
31.2521
33.3414
35.4306
37.5199
39.6091
41.6984
43.7876
45.8769
47.9661
50.0554
52.1446
54.2339
56.3231
58.4124
60.5016
62.5909
64.6801
66.7694
68.8586
70.9479

Fig. 2.4. Solution du problème bidimensionnel stationnaire ave K̂eff ≃ 0.5 ∗ K̂Fe et ε = 0.14.2.3 Problème plan non stationnaireDans ette partie nous étudions le problème non stationnaire 2D :




ρC ∂T
∂t − K∆T = f(T ) où f(T ) = g − C1T

4 + 1
ασεαT 4

α + 1
ασε0T

4
0 ,

∂T
∂n = 0 au bord du masque, (2.11)où ρ et C sont respetivement la densité volumique et la haleur massique du matériau onstituantle masque, C1 = 1

ασ(ε0 + εα).Pour résoudre e problème nous avons hoisi le shéma impliite suivant :1. On appelle T 0 la température du masque en t = 0.
31



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D2. On hoisit un pas de temps ∆t et on pose tn = n∆t, on a alors
∂T

∂t
=

T n+1 − T n

δt
,où T n et T n+1 sont les températures aux temps tn et tn+1 ave tn+1 = tn + ∆t.3. On onnait T n, alors T n+1 est la solution du problème de disrétisé :

ρC
T n+1 − T n

∆t
− K∆T n+1 = f(T n+1),

∂T n+1

∂n
= 0 au bord du masque.Les variables sont adimensionnées omme pour le problème stationnaire, ependant pour e problèmed'évolution, il faut aussi adimensionner le temps :

∆t̂ =
∆t.Kfer

ρCL2
.On prend un pas de temps ∆t = 10 s, l'énergie est déposée de la même façon que pour le as pro-blème stationnaire. Les �gures 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 présentent l'évolution de la température du masqueaux temps t = 100s , t = 200s , t = 400s et t = 600s respetivement.

IsoValue
28.3449
29.9144
31.4839
33.0533
34.6228
36.1923
37.7617
39.3312
40.9007
42.4701
44.0396
45.6091
47.1786
48.748
50.3175
51.887
53.4564
55.0259
56.5954
58.1648

Fig. 2.5. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 100 s.

IsoValue
29.8289
31.7832
33.7376
35.6919
37.6462
39.6005
41.5548
43.5092
45.4635
47.4178
49.3721
51.3264
53.2808
55.2351
57.1894
59.1437
61.0981
63.0524
65.0067
66.961

Fig. 2.6. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 200 s.32



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
IsoValue
30.8611
32.9439
35.0267
37.1094
39.1922
41.275
43.3578
45.4405
47.5233
49.6061
51.6889
53.7716
55.8544
57.9372
60.02
62.1027
64.1855
66.2683
68.3511
70.4338

Fig. 2.7. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 400 s.

IsoValue
31.1065
33.1998
35.2931
37.3864
39.4797
41.573
43.6663
45.7596
47.8529
49.9462
52.0395
54.1328
56.2261
58.3194
60.4127
62.506
64.5993
66.6926
68.7859
70.8792

Fig. 2.8. Courbes d'isovaleur de la tempéra-ture à t = 600 s.Il est aussi possible de suivre l'évolution de la température en fontion du temps en haque pointdu masque. La �gure 2.9 donne l'évolution temporelle de la température en 5 points du masque.
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x=0.67, y=0.5

Fig. 2.9. Évolution temporelle de la température en 5 points (x, y) du masque. (0, 0) est le pointen bas à gauhe, (1, 1) repère le point en haut à droite du masque33



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2DLes ourbes de la �gure 2.9 font penser à elle obtenue par un système modélisé simplement par uneapaité thermique et une résistane thermique et soumis à une brusque variation de température.La montée en température est alors donnée par :
T (t) = (T∞ − T0) (1 − exp(− t

τ
)) + T0, (2.12)où T0 est la température en t = 0, et τ la onstante de temps aratéristique du matériau (donnéepar le produit résistane×apaité). La �gure 2.10 illustre la façon de aluler les valeurs du tempsde montée en température τ pour un point (x, y) sur le masque.
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Fig. 2.10. Le temps aratéristique τ est alulé par le point d'intersetion de deux tangentes àla ourbe.De fait, si on ajuste la valeur de τ qui s'aorde le mieux ave ette formule, on obtient les ourbesde la �gure 2.11. Les valeurs de τ adoptées pour la �gure 2.11 sont : τ = 159 s pour le point
(x, y) = (0.67, 0.1), τ = 101 s pour le point (0.67, 0.4), τ = 85 s pour le point (0.67, 0.5). Les ourbesbleues pointillées sont les ourbes realulées ave la formule (2.12). Les valeurs du temps de montée
τ trouvées en di�érents points sont tout-à-fait ompatible ave elle expérimentalement obtenue parPhilips qui est de l'ordre de τ ≃ 100 s.Le temps moyen de montée en température trouvé par les aluls numériques, de l'ordre de laentaine seonde est largement plus grande que le temps de balayage du faiseau d'életrons qui est34



CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
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Fig. 2.11. Évolution temporelle de la température en 3 points (x, y) du masque donné par le modèlenumérique en trait tireté. En trait plein, représentation de T (t) donné par l'équation (2.12), ave
τ = 159 s pour le point (x, y) = (0.67, 0.1), τ = 101 s pour le point (0.67, 0.4) et τ = 85 s pour lepoint (0.67, 0.5).de 1/100 seonde. Par onséquent un pixel ne réagit que lentement par rapport au temps passé parle faiseau à l'élairer. Cela justi�e que le balayage du faiseau n'a été pris en ompte que via unemoyenne sur une période. Don, désormais nous nous limitons à l'étude des problèmes stationnaires.
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CHAPITRE 2. PROBLÈME HOMOGÉNÉISÉ�MACROSCOPIQUE 2D
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Chapitre 3LE PROBLÈME CYLINDRIQUEA�n de simpli�er la géométrie, il est possible, maintenant que l'e�et des trous est pris en hargepar un oe�ient de ondutivité thermique e�etif, de passer d'un problème à 3 dimensions à unproblème ylindrique à symétrie angulaire. La portion de masque prise en ompte sera alors undisque �n de rayon R et d'épaisseur z = α. Dans ette géométrie, l'équation (2.1) s'érit :
−1

r

∂

∂r
r Kr(z)

∂T (r, z)

∂r
− ∂

∂z
Kz(z)

∂T (r, z)

∂z
=< g > h(z). (3.1)Les oe�ients de ondutivité thermique Kr et Kz ne dépendent que de la profondeur z, ainsi quele dép�t d'énergie (h(z) = 1 pour 0 ≤ z ≤ δ et h(z) = 0 sinon)3.1 AdimensionnementOn introduit les variables sans dimensions suivantes :. T̂ = T/T0, où T/T0 est une température de référene,. r̂ = r/R, R rayon du masque simulé, de même ẑ = z/R,. ẑ = z/R,. κ̂∗ = κ∗/κFe, ave les valeurs numériques des ondutivités du uivre, du tungstène et dufer, on a :. κ̂cu = 5,. κ̂W = 2,. < ĝ >= <g>R2

T0κfer
,. σ̂∗ =

ε∗σRT 3
0

κfer
.Les équations adimensionnées s'érivent :
−1

r̂

∂

∂r̂
r̂ K̂r(ẑ)

∂T̂ (r̂, ẑ)

∂r̂
− ∂

∂ẑ
K̂z(ẑ)

∂T̂ (r̂, ẑ)

∂ẑ
=< ĝ > h(ẑ), (3.2)et

±K̂z(ẑ)
∂T̂ (r̂, ẑ)

∂ẑ
|z=0,α = σ̂ (T̂ 4 − T̂ 4

ei). (3.3)
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CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUE3.2 Redimensionnement (Problème des ouhes mines)L'un des problèmes numériques soulevés par ette étude est la grande diversité des éhelles delongueur mises en jeu. Les dép�ts de uivre et tungstène sont de l'ordre de la entaine de nanomètretandis que le substrat en fer a une épaisseur d'environ 200µm. Le rapport est d'environ 100. Ladimension du masque est aussi de l'ordre de 500 fois supérieure à son épaisseur (200µm à ompareraux 10 m des éhantillons). Les trous ont aussi des dimensions 1000 fois plus petites que le masque,mais leur in�uene a été prise en ompte par l'homogénéisation introduite dans le hapitre 1. Il n'estpas possible, sinon souhaitable, de simuler ave autant de préision le fer et les ouhes de tungstèneet uivre. On redimensionne don l'éhelle ẑ (pour le fer) en introduisant la nouvelle variable (onomet dorénavant les postihes )̂
z̄ = α z.On hoisit de rendre l'équation de �ux invariante par ette transformation, ainsi

−Kz
dT

dz
= J,devient

−α Kz
dT

dz̄
= J̄ ,qui reste invariante lorsque l'on introduit le oe�ient de ondutivité redimensionné

K̄z = α Kz.L'équation de la haleur devient alors
1

r

∂

∂r
r Kr(z̄)

∂T (r, z̄)

∂r
+

∂

∂z̄
K̄z(z̄)

∂T (r̄, z)

∂z̄
=< g > h(z̄). (3.4)On introduit un oe�ient de ondutivité radial redimensionné

K̄r =
Kr

α
,ainsi que la nouvelle soure

< ḡ >=
< g >

α
.L'équation obtenue est alors invariante. Notons que ette transformation onserve le �ux (l'équationde perte d'énergie par radiation sera alors elle aussi onservée sans autre modi�ation), mais aussi
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CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUEla puissane totale :
Q =

∫ δ

0

∫

r
< g > 2πrdrdz =

∫ δ̄

0

∫

r
< ḡ > 2πrdrdz̄ = Q̄.Cette approhe sera utilisée pour multiplier l'épaisseur des ouhes et du substrat par un fateurd'environ 50. Ce oe�ient est une limite supérieure, ar alors on reporte la disparité des éhellesde longueur sur elle des oe�ients de ondutivité thermique. En e�et les oe�ients radiaux sontmultipliés par le fateur d'éhelle, les axiaux, eux, sont divisés.3.3 Shéma numérique FREEFEMFreeFem++ [5℄ est un logiiel qui permet de résoudre les équations aux dérivées partielles avedes onditions aux bords (des ondition de type périodiques et Neumann pour nos problèmes) enutilisant la méthode des éléments �nis [4℄.3.3.1 Données numériquesLes données adoptées dans les simulations, reportées dans le tableau 3.1 sont pour la plupart issuesd'un rapport Philips Eindoven [9℄. Les valeurs servant à la normalisation sont reportées dans letableau 3.2. variable notation valeurTension d'aélération U 2500 Vourant du faiseau I 90 µArayon du masque R = R0 2 mépaisseur du substrat h 200 µmépaisseur des totale des ouhes δ 1 µmépaisseur des ouhes de tungstènes δW 0.4 µmépaisseur de la ouhe de uivre δCu 0.2 µmondutivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Kmondutivité du uivre κCu 275 W/◦Kmondutivité du tungstène κW 110 W/◦Kmoe�ient de radiation du fer εFe 0.7oe�ient de radiation du tungstène εW 0.7onstante de Stefan σ 5.71 10−8 W/◦K4m2Tab. 3.1. Données numériques.En adoptant les valeurs des tableaux 3.1 et 3.2, on obtient :. ḡ = 1.7, 33dans les simulations numériques, pour obtenir des température réalistes, on prendra le double de ette valeur. Ilfaut noter que le proessus de dép�t de haleur est ii dérit de fa�on grossière (en tout ou rien), la valeur numériquedéduite peut, dans es onditions, être un peu ajustée. 39



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUEvariable notation valeurrayon du masque R0 2 mondutivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Kmtempérature de référene T0 596 ◦KTab. 3.2. Valeurs servant à la normalisation.. σ̄ = 0.003,. épaisseur du masque ᾱ = 0.01,. épaisseur des ouhes δ̄ = 0.0001.3.3.2 Résultats numériquesDans la présente étude, nous voulons évaluer les modi�ations des e�ets thermiques dues au dép�tde ouhes mines sur un substrat de fer. Pour les mettre en évidene, seuls les e�ets purementthermiques seront pris en ompte (di�usion et radiation), les autres e�ets et notamment elui derétrodi�usion n'est pas introduit. Il n'est besoin que de signaler que e dernier e�et aura tendaneà diminuer le dép�t de haleur et don à diminuer le domming. Ce dernier e�et étant plus impor-tant ave le matériau multiouhe, la ouhe super�ielle de Tungstène ayant été hoisie pour ettepropriété.L'e�et des trous est pris en ompte en prenant un oe�ient e�etif radial deux fois plus petit queelui du matériau plein. Cela orrespond à un rapport rayon d'un trou/dimension d'une ellule de0.3 (voir �gure 1.3).Les �gures 3.1 et 3.2 montrent un résultat typique des ourbes d'isotempérature. Pour la représen-tation graphique, l'épaisseur à été multiplié par un oe�ient 50 e qui fait que les lignes sont trèsétirées et semblant quasi-vertiale. Il existe en fait un gradient dans l'épaisseur du matériaux, maisil est très faible.En supposant une fae à température �xée, l'intégration (numérique) de l'équation (3.3) donne unevariation de 10−4 ◦C. Le fer est assez bon onduteur et la plaque est �ne. L'approhe faîte parPhilips [9℄ pour un préédent alul de domming, tirait parti de ette remarque pour envisager unalul 2D selon la surfae de la plaque. Ii, omme nous voulons voir l'e�et des ouhes, il n'etaitpas possible de s'a�ranhir de la variable z.Ces deux �gures montrent que le gradient de température est prinipalement dans la diretion ra-diale. L'e�et des ouhes pour la �gure 3.2 (délimité par le premier trait en bas) n'est pas très visible.40



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUE

Fig. 3.1. Cas d'un masque en fer élairé en son entre par un disque de rayon 0.2R0 ave lavaleur g0 = 3.2 et par 0.8 ∗ g0 partout ailleurs

Fig. 3.2. Même dép�t d'énergie que pour la �gure 3.1 mais pour un masque possédant trois ouhes(W-CU-W)
41



CHAPITRE 3. LE PROBLÈME CYLINDRIQUELes �gures 3.3 et 3.4 suivantes donnent des oupes radiales de la température pour z = .005, soitau milieu de la ouhe de uivre.

Fig. 3.3. Pro�l de température pour unmasque en fer (ourbe en pointillé) et ave re-vêtement (ourbe ontinue). Le dép�t d'énergieest elui des �gures 3.1 et 3.2 Fig. 3.4. Idem que pour la �gure 3.3 maisle dép�t d'énergie n'est fait que sur le disqueentral de rayon 0.2R0.Pour haune de es ourbes l'e�et des ouhes n'est pas �agrant. Il y a un e�et systématique derédution à la fois de la température et du gradient radial, mais il est très faible. D'autres oupesfaites à di�érentes profondeurs donnent des résultats similaires.

Fig. 3.5. Idem que pour la �gure 3.3. A gauhe le dép�t d'énergie de valeur g0 est fait dans uneouronne omprise entre 0.2R0 et 0.2
√

2R0 (rien ailleurs), a droite le dép�t d'énergie de valeur g0est fait dans une ouronne omprise entre 0.2R0 et 0.2
√

2R0 et 0.8 g0 ailleurs.42



Chapitre 4RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DESDIFFÉRENCES FINIESDans la partie préédente nous avons résolu le problème à symétrie ylindrique (SC) redimensionnépar la méthode des éléments �nis. L'épaisseur du masque est multiplié ave un fateur 50, ependantl'épaisseur total des ouhes reste enore extrêmement �ne par rapport à ses dimensions latérales.L'e�et thermique de la présene des ouhes de di�érents matériaux n'est pas �agrant, il néessitede bien mailler le volume dans lequel les ouhes sont déposées suivant la diretion de la variable
z. Dans ette setion, nous essayons de résoudre le problème (4.1) par la méthode des di�érenes�nies en utilisant un maillage adapté au as qui nous onerne (multi-ouhes �nes) et de omparerave les résultats obtenus par la méthode des éléments �nis.





−1
r

∂
∂r r Kr(z)∂T (r,z)

∂r − ∂
∂z Kz(z)∂T (r,z)

∂z = g(r, z),

∂T (r,z)
∂r |r=0,R = 0,

Kz(z)∂T (r,z)
∂z |z=0 = σ(T 4 − T 4

e1),

Kz(z)∂T (r,z)
∂z |z=h = −σ(T 4 − T 4

e2).

(4.1)
4.1 MaillageNous voulons trouver la solution T du problème ylindrique (4.1) ave des onditions aux limitesdans un domaine retangulaire Ω = [0, R]x[0, α]. Nous hoisirons évidemment les diretions or-thogonales ~r, ~z. Nous disrétisons l'intervalle [0, R] à l'aide de N1 points intermédiaires tels que
0 = r0 < r1 < r2, ..., < rN1

< rN1+1 = R et l'intervalle [0, α] à l'aide de N2 points intermédiairestels que 0 = z0 < z1 < z2, ..., < zN2
< zN2+1 = α. Nous traçons alors un réseau de droites r = riparallèles à l'axe de z, ainsi qu'un réseau de droites z = zi parallèles à l'axe de r. Les intersetionsde deux réseaux à l'intérieur du domaine Ω sont les points Mi,j de oordonnées (ri, zj). Ces pointsonstituent un maillage de Ω. La �gure 4.1 montre le maillage orrespondant sur le domaine Ω etla numérotation des index i, j des points de grilles r , z respetivement.Au lieu de herher la solution T dans Ω véri�ant l'équation ylindrique (3.1) et des onditionsaux limites, nous herhons les valeurs approhées de la solution T aux seuls points Mi,j dumaillage. Pour ela, nous disrétisons ette équation grâe à la méthode des di�érenes �nies enfaisant intervenir les valeurs de T aux points du maillage.
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CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES
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Fig. 4.1. Maillage utilisé pour la méthode des di�érenes �nies4.2 Disrétisation de l'équation ylindrique et des onditions aux limites endi�érene �nie entréeLes distanes entre les points {ri}i=0,N1+1 et {zj}j=0,N2+1 étant supposées petites par rapportaux dimensions de Ω, i.e par rapport à l'éhelle de variation de T, on peut estimer que T variepeut lorsqu'on passe de Mi,j aux points voisins, et qu'on peut approher les dérivées de T pardes ombinaisons des valeurs de ette fontion aux points du maillage (méthode appelée di�érenes�nies). Notons :
T (ri, zj) = Ti,j,

Kr(zj) = Kj
r ,

Kz(zj) = Kj
z ,

g(ri, zj) = gi,j .Nous avons les formules suivantes pour un maillage quelonque :
∂Ti+ 1

2
,j

∂r
=

Ti+1,j − Ti,j

ri+1 − ri
idem pour ∂Ti,j+ 1

2

∂z
.

∂

∂r
Kj

r

∂Ti,j

∂r
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∂rTi+ 1

2
,j − ∂rTi− 1

2
,j

ri+1−ri−1

2

=
2
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Kj

r (
Ti+1,j − Ti,j
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ri − ri−1
).
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CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES
∂
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zj+1 − zj
− K

j− 1

2
z

Ti,j − Ti,j−1

zj − zj−1
).A l'aide de es formules, nous érivons une équation approhe de l'équation (3.1) aux points Mi,jà l'intérieur du domaine Ω :
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− K

j− 1

2
z

Ti,j − Ti,j−1

zj − zj−1
) = gi,j . (4.2)Pour i = 1, i = N1, j = 1, j = N2, e shéma (4.2) fait intervenir des onditions aux limites quel'on peut approher omme suit :





T1,j−T0,j

r1−r0
=

TN1+1,j−TN1,j

rN1+1−rN1

= 0, (1)

K
1

2
z

Ti,1−Ti,0

z1−z0
= σ(T 4

i,1 − T 4
e1), (2)et K

N2+ 1

2
z

Ti,N2+1−Ti,N2

zN2+1−zN2

= −σ(T 4
i,N2

− T 4
e2). (3)

(4.3)
(1) indique une ondition de �ux nul.(2) et (3) imposent un �ux proportionnel à la température à la puissane 4 donnée par la onditionde perte d'énergie par radiation.En onlusion, l'approximation du problème (4.1) onsiste à herher les valeurs inonnues, Ti,j aux
N1.N2 points intérieurs Mi,j satisfaisant les équations (4.2) et (4.3) érites en es mêmes points. Ils'agit don de résoudre un système linéaire de N1.N2 équations à N1.N2 inonnues. Pour résoudree système nous allons d'abord l'érire sous forme matriielle :

AT = B, (4.4)où T est une matrie-olonne de dimension N = N1.N2 où nous rangeons les inonnues Ti,j auxpoints intérieurs au domaine retangulaire Ω. Nous numérotons les points Mi,j par ordre de iroissant et pour haque i par ordre de j roissant omme sur la �gure 4.2.45
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z

r

N

N
1

2
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21Fig. 4.2. Numérotation les points Mi,jAinsi le points Mi,j a le numéro k = (i − 1)N2 + j. Le veteur T orrespondant est don :

T =




T1,1

T1,2...
T1,N2

T2,1...
T2,N2......
TN1,1...
TN1,N2


Ave ette numérotation la matrie A du système linéaire prend la forme suivante :
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                                      2 2

  N

N +1

   N

 2

    2

 1

 2

   1      2                     N     N +1                                                                 N

          a       b      c                              d

               
 e                             a       b       c                              d

c
 N−1

                                                             e                               a       bN                                                   N             N

  2   2          2   2

 2

  b       c                             d1            1                                                  1

3             3          3                                                    3

     N−N                    e                              a      b       c                               dN−N      N−N      N−N                                               N−N   2

2  2N  +1                                          N +1       N +1      N +1                                            N +1 2

  a      b       c                              d2           2             2                                                    2

2

Au point numéroté k = (i − 1)N2 + j les valeurs ak, bk, ck, dk, ek traduisent respetivementles oe�ients des termes en Ti,j−1, Ti,j, Ti,j+1, Ti+1,j, Ti−1,j dans l'équation (4.2). De façonpréise, nous avons :
ak = − 2K

j− 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj − zj−1)
,

bk =
2Kj

r

(ri+1 − ri−1)(ri+1 − ri)
+

2Kj
r

(ri+1 − ri−1)(ri − ri−1)

+
2K

j+ 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj+1 − zj)
+

2K
j− 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj − zj−1)
,

ck = − 2K
j+ 1

2
z

(zj+1 − zj−1)(zj+1 − zj)
,

dk = − 2Kj
r

(ri+1 − ri−1)(ri+1 − ri)
− Kj

r

ri(ri+1 − ri−1)
,47
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ek = − 2Kj

r

(ri+1 − ri−1)(ri − ri−1)
+

Kj
r

ri(ri+1 − ri−1)
.Notons que tous es termes doivent tenir ompte des onditions aux limites (4.3) pour les as i = 1,

i = N1, j = 1, j = N2, et que l'on peut faire passer les données de es onditions au seond membrede l'équation. En�n B est une matrie-olonne faisant intervenir la fontion de dép�t d'énergie get des données aux limites.Remarque 4.1 Les onditions aux limites en z = 0 et z = α font apparaître des termes nonlinéaire T 4
i,1, T 4

i,N2
que l'on peut linéariser de même façon que dans le problème plan (voir partie2.2.1).4.3 Shéma numérique4.3.1 L'algorithme BiCGStabIl existe de nombreuses méthodes pour résoudre un système linéaire Ax = B . Comme dans notreas la matrie A est pentadiagonale, reuse, mais non symétrique nous hoisirons l'algorithme de"Stabilized BiConjugate Gradient (BiCGStab)" (Ref. [6℄) pour résoudre le système (4.4). La mé-thode de BiCGStab permet de résoudre e système pour une matrie A régulière quelonque.1. On initialise en hoisissant x0 et r0 = B − Ax0

r̂0 = r0

ρ0 = α = ω0 = 1

v0 = p0 = 02. Pour i=1,2,... ρi = r̂t
0ri−1

β = (ρi/ρi−1)(α/ωi−1)

ρi = ri−1 + β(pi−1 − ωi−1vi−1)

vi = Api

α = ρi/r̂
t
0vi

s = ri−1 − αvi

t = As

ωi = tts/ttt

xi = xi−1 + ωis + αpi

ri = s − ωitLe test d'arrêt des itérations porte sur ‖r‖Nous pouvons maintenant passer à la partie de programmation en C++ pour résoudre notre l'équa-tion (4.4) ave l'algorithme BiCGStab. 48



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES4.3.2 Validation du programme CA�n de valider notre ode C++ pour résoudre le problème à symétrie ylindrique (4.1) nous faisonsdes aluls sur un as test partiulier de e problème où nous pouvons donner exatement sa solutionanalytique. Pour un tel as test nous prenons par exemple R = h = 1, les fontions de oe�ientsde ondutivité thermique Kr(z), Kz(z) sont onstantes et la fontion de dép�t d'énergie g nedépend que de variable z et elle est dé�nie omme suit :
g(z) =





g0 pour α < z < 1 − α,

0 sinon.Les températures extérieures sont égales et :
Te1 = Te1 = T0.La solution du problème (4.1) dans e as est symétrique et elle ne dépend pas de r. Résoudre leproblème ylindrique 2D revient à résoudre un problème 1D :




−Kz

∂2T
∂z2 = g,

Kz
∂T
∂z |z=0,1 = ±σ(T 4 − T 4

0 ).
(4.5)Ainsi nous pouvons résoudre le problème (4.1) sur et exemple ave deux méthodes (éléments �nis2D programmé ave FreeFem++, di�érenes �nies 2D programmé en C++, et 1D programméave Silab (pour le problème 1D (4.5)), puis nous omparons les résultats trouvés par es pro-grammes ave la solution exate de (4.5).A�n de simpli�er des aluls dans le programme C++ pour e as test nous avons fait un maillagerégulier à pas onstants ∆r = 1

N1
, ∆z = 1

N2
, i.e les points ri, zj sont équidistants tels que

ri = i∆r pour i = 1, N1, et zj = j∆z pour j = 1,N2. Ave e maillage notre l'équationdisrète (4.2) peut s'érire sous une forme habituelle :
− 1

ri
Kr

Ti+1,j − Ti−1,j

∆r
− Kr

Ti+1,j − 2Ti,j + Ti−1,j

∆r2
− Kz

Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

∆z2
= gi,j.Nous prenons les valeurs σ = 0.02, g0 = 0.03, Kz = 1, α = 0.4 pour notre exemple et noustrouvons les résultats reportés �gure 4.3.Nous onstatons que les trois programmes donnent le même résultat que la solution analytique.De plus, sur e as test, nous trouvons que le programme C++ nous permet de gagner environ unfateur 6 par rapport aux temps de alul du programme FreeFem++ pour une même taille du49
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Fig. 4.3. Solution T (z) du problème (4.5)maillage (i.e nombre de mailles du maillage). Nous pouvons don valider notre programme C++pour résoudre le problème ylindrique et passer à la suite.Remarque 4.2 Les solutions T (z) alulées par deux programmes FreeFem++, C++ montréesdans la �gure 4.3 sont des oupes en un point r = r0 quelonque de solutions 2D T (r, z) trouvés pares programmes, omme T (r, z) ne dépend que de z alors tous es oupes en r sont évidemmentidentiques. C'est la même hose pour des autres oupes en diretion de z et elles sont évidemmentdroites4.3.3 Maillage adaptéRevenons maintenant dans notre as d'étude où le masque est ouvert d'un revêtement omposédes ouhes mines de di�érents matériaux. Ces ouhes ont une épaisseur totale très petite parrapport à l'épaisseur total du masque, alors a�n de résoudre notre problème SC sans faire tropd'e�orts numériques pour prendre en ompte l'e�et thermique des ouhes, nous devons faire unmaillage "adapté" à la position des ouhes et ainsi au terme de la fontion de dép�t d'énergie g ,i.e un maillage qui est plus �n dans la zone de ouhes et de dép�t d'énergie que les autres zonesdu masque (�gure 4.4).Dans un premier temps a�n de tester l'e�aité de la tehnique de maillage adapté nous faisons unas test simple pour le problème SC dans le domaine Ω = [0, 1] ∗ [0, 1] omportant une ouhe de50
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Fig. 4.4. Maillage adapté au problème (4.1) pour le shéma numérique des di�érenes �niesl'épaisseur 0.1 déposé sur un substrat de Fer de ondutivité thermique K̂Fe = 1 . Le oe�ient deondutivité thermique de ette ouhe est elui de Cuivre K̂Cu = 5 et l'énergie est envoyée dansla ouhe et sur un disque de rayon 0.2.Pour e as test d'abord nous allons résoudre le problème SC ave le ode C++ sur un maillagebien �n et régulier partout de taille 300*300 mailles (300 points suivant la diretion de rayon r, et300 points suivant l'axe z), nous prenons la solution alulé ave e maillage omme la solution deréférene. Après nous herhons aussi la solution du problème SC ave un maillage adapté à e astest de taille 50*50 et puis ave un maillage à pas onstante de même taille que le maillage adapté.Les résultats trouvés sont montrés dans les �gures 4.5 et 4.6.
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Fig. 4.6. Idem que pour la �gure 4.5, la oupeest faite en diretion vertiale51



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESLes ourbes dans deux �gures 4.5, 4.6 montrent que pour un même oût de alul numérique lasolution obtenue par le maillage adapté approhée mieux à la solution de référene que elle-i dumaillage régulier. Grâe à ette méthode de maillage adapté maintenant nous pouvons essayer detraiter les onditions réalistes sur la taille des ouhes déposées dans le problème SC.4.3.4 Solution du problème SC dans le as multiouhe prohe les onditions réalistesEn réalité, l'épaisseur total du masque est de l'ordre de 200µm, et l'épaisseur total des ouhesdéposées sur le substrat Fer est de l'ordre 1µm, le rayon du masque est environ 5m. Ave esonditions nous avons un fateur 50000 entre la taille latérale du masque et l'épaisseur de ouhesdéposées et ça exige beauoup d'e�orts numériques si nous voulons mailler dans le volume de ouhespour aluler la solution du problème SC. A�n de tester l'importane des performanes thermiquesde ouhes déposées nous pouvons ommener par le alul de la solution du problème SC pourun as test où le masque possède une seule ouhe de revêtement de Cuivre sur le substrat Fer,qui est déposée pour avoir un e�et de rédution des gradients de température, ave les dimensions(adimensionnées) présentées dans la �gure 4.7.
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dépot de la chaleurFig. 4.7. La taille adimensionnées prohe les onditions réalistes du masquePour trouver la solution de e problème, nous utilisons évidemment le maillage adapté à la ouheCu déposée et à la zone de dép�t de la haleur. Comme nous voulons mailler dans la ouhe Cu,il y a don un grand éart entre la taille des mailles dans la zone de ouhes et de dép�t d'énergieave la tailles des mailles dans autres zones du masque. Cet éart peut provoquer une di�ultépour la onvergene de la méthode BiCGStab. A�n d'améliorer la onvergene nous allons utiliser52



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESla méthode d'interpolation.1. On alule la solution T sur un maillage de départ "grossier".2. On ra�ne e maillage grossier en r et en z en adaptant à la position de ouhes et dép�td'énergie. Puis, on projette la solution trouvée sur le maillage ra�né ave la méthoded'interpolation

M i,j

+1M i,j

M

M i+1,j+1

i+1,j

M i,j
M i−1,j M i+1,j

M i,j−1

M i,j+1

Maillage "grosier"

Maillage raffiné

Ti,j = 〈Ti,j + Ti+1,j + Ti,j+1 + Ti+1,j+1〉 ,ou bien
Ti−1,j = 〈Ti,j + Ti,j+1〉 (Ti,j−1, Ti,j+1, Ti+1,j sont alulés de même façon).3. On utilise ette solution T omme donnée initiale de la méthode BiCGStab sur le maillagera�né.En�n, à l'aide de deux méthodes de maillage adapté et d'interpolation nous obtenons la solutiondu problème SC ave des onditions sur la dimension des ouhes déposées reportées dans la �gure4.7, ette solution illustrée dans la �gure 4.8 est omparée ave la solution du problème SC pourles deux as dont le masque est monoouhe, premier as K̂ = K̂Fe = 1 partout et deuxièmeas K̂ = K̂Cu = 5 partout, ave les mêmes onditions et sur le même maillage. Les donnéesnumériques adoptés pour es simulations sont reportés dans le tableau 4.153



CHAPITRE 4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME CYLINDRIQUE PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIESvariable notation valeurTension d'aélération U 30000 Vourant du faiseau I 4 mArayon du masque R = R0 2 mépaisseur du substrat h 200 µmépaisseur de la ouhe de uivre δCu 1 µmondutivité du fer κFe = κ0 55 W/◦Kmondutivité du uivre κCu 275 W/◦Kmoe�ient de radiation ε 0.4onstante de Stefan σ 5.71 10−8 W/◦K4m2Tab. 4.1. Données numériques.

Fig. 4.8. Solution du problème (4.1) pour le as d'un masque possédant un revêtement du uivre,le dép�t est fait sur un disque au entre du masque de rayon 0.2R0La �gure 4.9 illustre des oupes radiales de solutions numériques faites au milieu de la profondeurde la ouhe uivre. En omparant des ourbes présentées dans ette �gure nous onstatons qu'avees onditions de dimensions, la ouhe Cu n'a pas un e�et thermique important sur la di�usionlatérale de la haleur dans le masque et elle ne diminue pas beauoup le gradient de températurepar rapport au as le masque du Fer et sans ouhes. Ce gradient de température reste enore assezgrand en omparaison ave elui du as le masque Cuivre et sans ouhes. En onlusion, ave esonditions de dimension, la performane thermique des ouhes n'est pas su�sante pour améliorerles propriétés thermiques du masque. 54
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Fig. 4.9. Pro�l de température pour trois as test : soit un masque en fer, soit un masque enuivre, soit un masque omposé de deux ouhes Cu-Fe ave les dimensions reportées dans la �gure4.7. Le dép�t est elui de �gure 4.8
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Chapitre 5RÉSISTANCE THERMIQUELes études menées jusqu'à présent onernant des masques dont les di�érentes ouhes sont enontat thermique parfait. En réalité, il y a une rupture de la struture ristalline lors du passaged'une ouhe à une autre, ou une présene d'impuretés ou enore l'imbriation des mailles ristallinesd'une ouhe à une autre,... qui hangent les propriétés thermiques des matériaux onernés. Onsuppose qu'il existe une lame d'air entre deux ouhes en "ontat", les surfaes en ontat n'ontdon pas la même température.
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1Il y a alors deux types de transferts de haleur entre deux ouhes de ontat : un �ux net d'énergieémis par le rayonnement entre deux surfaes gris S1 et S2 supposées parallèles et un �ux thermiquede ondution passant de ouhe 1 à la ouhe 2 (T1 > T2 ). La première question posée est que lerayonnement est-il e�ae pour transmettre de l'énergie entre deux ouhes ?5.1 Bilan de �ux d'énergie éhangé par le rayonnement entre deux ouhes dedi�érents matériauxDans ette setion nous nous intéressons au problème qui onsiste à déterminer le �ux net Φ éhangépar le rayonnement de S1 à S2. Dans e as simple on est ertain que le �ux émis par haque planvient frapper l'autre. La surfae S1 émet un �ux Φ1 et e �ux vient frapper S2, qui absorbe unepartie ε2Φ1 et ré�éhit (1 − ε2)Φ1 (loi de Kirhho�). Le shéma i-après amore les répartitionsde Φ1.
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ε (1−ε ) 2 φ1

(1−ε )(1−ε )1 2ε2

(1−ε )(1−ε ) φ2
1 21 2(1−ε )(1−ε )1ε

2φ

ε2(1−ε )   (1−ε )
n−1

φ

n−1 φ

1

φn−1 n
2

n

φ)2ε(1−

ε2φφ

(1−ε )(1−ε )1 2 φ

(1−ε ) (1−ε )1
n

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
nφ12

(1−ε )   (1−ε )1 2(1−ε )   (1−ε )1ε 1

2
n−1φ1

Ii, ε1 et ε2 sont e�etivement émissivités de S1 et S2. On voit que les �ux absorbés suessifs,tant pour S1 que pour S2, sont en progression géométrique de raison (1 − ε1)(1 − ε2). Le bilanpour S1 est don :
• S1 perd Φ1.

• S1 absorbe
∞∑

n=1

ε1(1 − ε1)
n−1(1 − ε2)

nΦ1 = ε1(1 − ε2)Φ1

∞∑

n=0

(1 − ε1)
n(1 − ε2)

n

=
ε1(1 − ε2)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1.

• S2 absorbe
∞∑

n=1

ε2(1 − ε1)
n−1(1 − ε2)

n−1Φ1 =
ε2

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1.Il faut également e�etuer le même alul relativement au �ux Φ2 émis par S2 :

• S2 perd Φ2.

• S2 absorbe
ε2(1 − ε1)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2.

• S1 absorbe
ε1

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2.58



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEIl est maintenant possible de faire le bilan omplet de S1, on trouve que S1 perd (et don S2reçoit) un �ux net Φ égal à :
Φ = Φ1 − ε1(1 − ε2)

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ1 − ε1

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
Φ2 =

ε2Φ1 − ε1Φ2

1 − (1 − ε1)(1 − ε2)
.Dans e as, Φ1 et Φ2 peuvent s'exprimer en fontion de température par la loi de Stefan :

Φ1 = ε1σS1T
4
1 et Φ2 = ε2σS2T

4
2 . Comme les aires des surfae en regard ont même valeur S :

Φ = εeffσS(T 4
1 − T 4

2 ),ave
εeff =

1
1
ε1

+ 1
ε2

− 1
.La densité de �ux d'énergie transfert par rayonnement de S1 à S2 est don φR = εeffσ(T 4

1 − T 4
2 )et elle est à omparer ave la densité de �ux d'énergie par di�usion φD = K

δ (T1 − T2).

φR

φD
=

εeffσδ(T 4
1 − T 4

2 )

K(T1 − T2)
.Posons u = T1

T2

φR

φD
=

εeffσδ

K

(u4 − 1)

(u − 1)
T 3

2

∼ εeffσδ

K
T 3

2 u3

∼ εeffσδ

K
T 3

1 .On prend par exemple. δ = 2nm. εeff = 0.7. σ = 5.71 10−8 W.K−4.m−2. K = 173W.K−1.m−1 (= Ktungsten). T1 = 350Kalors on obtient
φR

φD
≃ 2.10−11 don φR ≪ φD,elui implique qu'on ne peut pas ompter sur la radiation pour faire un éhange d'énergie entrematériaux. 59



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUE5.2 Étude numérique de la résistane thermiqueComme il y a une disontinuité de température à la surfae de ontat de deux ouhes, on asso-ie maintenant à et éart de température une résistane thermique de ontat Rth, elle prend enompte et intègre la modi�ation de la ondutivité thermique sur l'épaisseur (faible) de ontatentre les 2 matériaux. On introduit l'existene de ette résistane de ontat dans le shéma numé-rique en onsidérant le �ux d'énergie en ontat entre eux.
T

r

T1

T2

K1 2K

φ

r0

1 2Fig. 5.1. Le �ux d'énergie en ontat entre deux ouhes di�érentesLa �gure 5.1 montre deux ouhes di�érentes ave la ondutivité thermique K1 pour la ouhe 1et K2 pour la ouhe 2. Les ouhes sont en ontat en r0 du fait de la présene de la résistanethermique de ontat. La température subit une disontinuité à ette interfae (température T1 pourla ouhe 1 et température T2 pour la ouhe 2, nous supposons T1 > T2). On peut imaginer quemirosopiquement, on introduit une ouhe �ne d'épaisseur ε dont la ondutivité traduit l'imbri-ation des deux matériaux. Il serait alors possible de aluler la solution de l'évaluation de la haleuromme dans l'étude préédente. Pour ne pas alourdir l'e�ort numérique on fait appel pour traiterette interfae à une loi de Fourier (formellement ε → 0) et on fait apparaître une disontinuité dela température.La densité du �ux d'énergie sortant de la ouhe 1 par la surfae r0 est égal à : φ1 = −K1
∂T1

∂z |r=r0
.La densité du �ux d'énergie entrant dans la ouhe 2 par la surfae r0 est égal à : φ2 = −K2

∂T2

∂z |r=r0
.Ces deux �ux sont égaux et ils sont alulés par φ1 = φ2 = φ = 1

Rth
(T1 − T2), ii Rth apparaîtomme la résistane thermique de ontat en entre les deux ouhes, 'est une résistane thermique60



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEpar unité de surfae exprimée en m2.K.W−1.Les solutions numériques que nous avons obtenu dans la partie 4.3.4 ne omptent pas enore l'exis-tene de la résistane thermique de ontat entre les ouhes du masque. A�n de véri�er l'in�uenethermique de ette résistane nous allons faire un shéma numérique pour le problème SC prenanten ompte la résistane Rth. Nous avons d'abord e�etué des simulations pour un as test simple duproblème ylindrique ave la présene du Rth pour voir si ette présene peut améliorer la di�usionlatérale de la haleur dans les ouhes du masque. On introduit le paramètre sans dimension Rth :. R̂th = Rth.KF e
R0

.Le �ux d'énergie adimensionné pris en ontat entres des ouhes s'érit alors :
K̂∗

∂T̂∗
∂ẑ

=
1

R̂th

(T̂1 − T̂2).Les premières simulations sont prises pour un as test où le système est onstitué de deux ouhesdi�érentes ave les ondutivités thermiques K̂1 = K̂2 = 1. Ce système est de dimensions R̂ = ĥ = 1,l'épaisseur de dép�t d'énergie est δ̂ = 0.1, l'énergie est déposée sur un disque de rayon rd = 0.2, etles épaisseurs des ouhes sont ĥ1 = ĥ2 = 0.5. Nous avons pris di�érentes valeurs pour la résistanethermique R̂th et puis nous omparons es résultats ave elui pour lequel le ontat thermique estparfait. Les résultats obtenus sont donnés �gures 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, pour respetivement un ontatthermique parfait (R̂th = 0), R̂th = 0.01, R̂th = 0.1, R̂th = 1.
IsoValue
50.7335
50.7975
50.8615
50.9255
50.9895
51.0535
51.1175
51.1815
51.2455
51.3095
51.3735
51.4375
51.5015
51.5655
51.6295
51.6935
51.7575
51.8215
51.8855
51.9495
52.0135
52.0775
52.1415
52.2055
52.2695
52.3335
52.3975
52.4615
52.5255
52.5895
52.6535
52.7175
52.7815
52.8455
52.9095
52.9735
53.0375
53.1015
53.1655
53.2295

Fig. 5.2. Solution du as test sans résistanethermique

IsoValue
50.7133
50.7756
50.838
50.9003
50.9626
51.0249
51.0873
51.1496
51.2119
51.2742
51.3366
51.3989
51.4612
51.5236
51.5859
51.6482
51.7105
51.7729
51.8352
51.8975
51.9599
52.0222
52.0845
52.1468
52.2092
52.2715
52.3338
52.3961
52.4585
52.5208
52.5831
52.6455
52.7078
52.7701
52.8324
52.8948
52.9571
53.0194
53.0817
53.2064

Fig. 5.3. Solution du as test où R̂th = 0.01
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CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUE
IsoValue
50.6495
50.7337
50.818
50.9022
50.9865
51.0707
51.155
51.2392
51.3235
51.4077
51.492
51.5762
51.6605
51.7447
51.829
51.9132
51.9974
52.0817
52.1659
52.2502
52.3344
52.4187
52.5029
52.5872
52.6714
52.7557
52.8399
52.9242
53.0084
53.1769

Fig. 5.4. Solution du as test où R̂th = 0.1

IsoValue
50.5361
50.5514
50.5667
50.582
50.5973
50.6126
50.6279
50.6432
50.6585
50.6738
50.6891
50.7044
50.7197
50.735
50.7503
50.7656
50.7809
50.7962
50.8115
50.8421
50.9495
51.0716
51.1936
51.3157
51.4377
51.5598
51.6818
51.8039
51.9259
52.048
52.1701
52.2921
52.4142
52.5362
52.6583
52.7803
52.9024
53.0244
53.1465
53.3906

Fig. 5.5. Solution du as test où R̂th = 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

50

51

52

53

54

55

T
(°

C
)

Coupes horizontales

Probleme sans resistance thermique
R=0.01
R=0.1
R=1
R=10

Fig. 5.6. Coupes radiales ave ẑ = 0.5 pourles solutions numériques illustrées dans �gures5.2, 5.3, 5.4, 5.5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Fig. 5.7. Idem que pour la �gure 5.6 maisles oupes sont faites en diretion vertiale en
r̂ = 0.1Les oupes radiales et vertiales des simulations numériques présentés les �gures 5.6, 5.7 montrentque, ave une résistane thermique assez petite (par exemple R̂th = 0.01), la di�érente de tempé-rature entre les deux ouhes est-elle aussi assez petite, lorsque la valeur R̂th → 0 alors le résultatobtenu devient de plus en plus prohe du résultats du as où le problème ne ontient pas la résistanethermique. En revanhe, dans le as où R̂th est assez grand, le �ux d'énergie traversant la surfaeentre deux ouhes est presque nul, la disontinuité de température est alors très importante. Latempérature de la ouhe sur laquelle se fait le dép�t d'énergie est devenue plus grande et elle del'autre ouhe a beauoup baissé et présente un gradient d'autant plus faible qu'elle est mieux isolée62



CHAPITRE 5. RÉSISTANCE THERMIQUEthermiquement de l'autre ouhe. De plus, les gradients de température dans la ouhe où l'énergieest déposée ne diminue pas quand la valeur de R̂th augmente. Les résultats sont obtenus ii surun empilement des matériaux épais (les dimensions en profondeur sont de l'ordre de la dimensionradiale). Cependant ils montrent que la prise en ompte du mauvais ontat thermique entre maté-riaux augmente la température de l'un (elui qui reçoit le �ux d'énergie) et diminue la températurede l'autre sans pour ela diminuer les gradients de température selon la dimension radiale. Ce phé-nomène doit rester valable dans le as des ouhes mines. On ne peut don pas ompter sur ellepour augmenter la di�usion thermique radial. Cela est en fait assez raisonnable puisque la di�usiondépend de K qui lui ne hange pas.
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CONCLUSIONLes performanes thermiques d'un matériau launaire onstitué d'un empilement de plusieurs ouhesde matériaux di�érents ont été étudié. Cette étude est motivée a�n de trouver des solutions pourlimiter l'e�et de �domming� du à l'apparition de forts gradients de température à la surfae dumasque ; es gradients produisant une déformation méanique élastique loale du masque qui dimi-nue la qualité de ��ltrage� des faiseaux életronique. Il en résulte une dégradation des images àl'éran. Cet e�et est d'autant plus sensible que l'image a�hée est �xe sur un temps long et présentede forts gradients (par exemple pour les textes érits qui sont �xes et néessitent de forts ontrastes).On peut noter que le masque étant situé dans un tube à vide, le seul méanisme de refroidissementest dû à la radiation. Cet e�et important a été pris en ompte.Le masque est une sorte de grille, plaque extrêmement �ne (ses dimensions latérales sont 10000 foisplus grande que sa dimension transversale) et perés de milliers de trous quasi identiques répartisrégulièrement. La présene des trous modi�e de façon importante la propagation de la haleur dansle masque. En supposant que l'éhelle de gradient de température est large omparée à la dimensiond'un trou, un alul d'homogénéisation a été mené. On en a déduit alors un oe�ient de onduti-vité thermique e�etif. Pour un masque de téléviseur, on montre que la présene des trous diminued'environ 30% le oe�ient de ondutivité du matériau.Dans une seonde étape, on étudie le problème d'évolution bidimensionnel, obtenu en intégrantsur l'épaisseur du masque, qui montre que les temps de montée de la température en ses di�érentspoints est en aord ave les mesures expérimentales. Cela permet de valider l'approhe par homo-généisation et de donner un outil numérique permettant de prédire l'e�et de domming.Une étude de l'in�uene de la présene de ouhes sur la propagation latérale de la haleur est pré-sentée dans la troisième partie. Nous avons mené e alul en deux temps. Dans un premier temps,un modèle axisymétrique est pris en ompte, le masque est supposé ylindrique et présentant unesymétrie angulaire. L'étude numérique d'un empilement de quatre matériaux de ondutivité prisesdans un rapport 2,5,2,1 et d'épaisseur respetives 1,1,1,3, montre, par omparaison ave un matériausimple de ondutivité 1, que la ondutivité radiale est améliorée de façon sensible, ependant quedes gradients de température demeurent importants. Il faut noter que les rapports d'épaisseur desouhes sont loin d'être elles du masque, es dernières seront beauoup plus faibles (dans un rap-port 2/100, 1/100, 2/100). Ainsi les e�ets d'amélioration de la ondutivité radiale et transversale65



CONCLUSIONde notre étude sont-ils très surévalués.Une étude portant sur un modèle ylindrique à deux dimensions (r, z) a été menée. Les dimensionstraitées sont elles qui se situent selon le plan du masque. La ondutivité du matériau à ouhesest dominée par elle du support en Fer. On peut penser, dans es onditions, que l'e�et des ouhesest assez faible.Des simulations réalisées à l'aide de méthodes aux di�érenes �nies, dont le maillage est adapté auxdisparités entre épaisseurs des ouhes et dimensions latérales du masque donnent des résultats enaord ave eux donnés par les méthodes d'éléments �nis.Un paramètre important pour es problèmes est elui de la résistane thermique qui existe entreles di�érentes ouhes. Sa valeur dépend non seulement des matériaux en ontat, mais aussi estsensible à l'existene des ouhes [11℄. Il n'existe pas de donnée onernant sa valeur pour les empile-ments qui nous onerne et elle n'a pas été prise en ompte dans les résultats donnés ii. Cependantdes études sur e paramètre montrent que ses e�ets sont d'augmenter les températures régnantdans les ouhes, de diminuer elle du substrat, d'augmenter les gradients de température dans lesouhes et de diminuer elles dans le substrat. Une omparaison entre les températures en surfaed'un masque reouvert et d'un masque non traité, permettra de savoir si es e�ets de résistanethermiques entre ouhes sont ou non important.Il faut noter ependant que le terme de soure est traité de façon grossière et qu'une étude plus �nedevra permettre de omprendre omment l'énergie des faiseaux életroniques se dépose dans etempilement de matériaux.D'autre part, l'e�et de propagation des életrons dans la ouhe de uivre par ré�exions suessivessur les ouhes de tungstène n'a pas été prise en ompte. Cet e�et, non enore modélisé, devraitpermettre aussi d'améliorer la di�usion longitudinale de la haleur.
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Chapitre 6INTRODUCTIONLa fabriation arti�ielle des �lms mines de matériels par le dép�t de ouhes d'atomes vaporiséssur un substrat s'est développée très rapidement pendant les années réentes ave plusieurs teh-niques omme l'épitaxie par jet moléulaire, la déposition himique en phase vapeur, et... Cettetehnologie de roissane de surfae a motivé le développement de la reherhe des modèles théo-riques a�n de dérire la roissane dynamique des interfaes et obtenir des informations quant-à lastruture de la surfae, ainsi que sur ses propriétés statistiques. Dans notre adre d'étude nous nousintéressons à étudier l'évolution du proessus de dép�t de ouhes mines de matériaux, qui est uneappliation importante des proédés plasma. L'épaisseur et la struture des ouhes dépendent desparamètres du plasma (température, pression, densité) ainsi que des di�érents matériaux mis enjeu (substrat, revêtement) via leurs énergies de liaisons notamment. La struture de es ouhesmines, l'importane de leur rugosité onditionnent en partie leur tenue méanique, 'est pourquoiil est important de pouvoir les mesurer, mais aussi de les prédire. L'objet de ette étude est dedonner des outils de modélisation permettant de quali�er la struture des ouhes suivant les pa-ramètres du plasma, ainsi que des matériaux mis en jeu dans le réateur. Expérimentalement desdép�ts, de uivre notamment, réalisés par P. Brault [13℄ au GREMI, montrent la formation d'unestruture olonnaire. Il est don important que les modèles mis en oeuvre permettent de retrouveres strutures si singulières. Ces strutures font apparaître évidemment des gradients importants.Les outils numériques qui vont être mis en jeu pour suivre l'interfae devront être apable de garderette struture.Deux types de modèles peuvent-être utilisés, soit des modèles ontinus pour lesquels les solutionssont données par la résolutions d'équations aux dérivées partielles stohastiques, soit des modèlesprobabilistes basés sur des méthodes de Monte Carlo (MC).
• Les modèles ontinus sont basés sur des équations aux dérivées partielles stohastiques dontles solutions fournissent la hauteur h(x, t) du dép�t au temps t, repéré par sa position xselon un plan de référene perpendiulaire à sa roissane. Parmi es modèles, l'un des plussimples est le modèle d'Edward-Wilkinson (EW) [32℄ pour lequel le dép�t est régit parun terme de soure (dû au �ux des atomes inidents), auquel s'ajoute un terme aléatoire(qui prend en ompte les �utuations loales du dép�t) et en�n un terme qui modélise larelaxation des atomes à la surfae, dû à la tension de surfae (e terme s'apparente à unterme de di�usion). Le modèle de Kardar, Parisi et Zhang (KPZ) [28℄ ajoute au modèle(EW) un terme non-linéaire qu'implique une roissane du dép�t selon sa normale loale.71



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONDans le modèle de Kuramoto-Shivashinski, on introduit un terme prenant en ompte le dé-plaement des atomes à la surfae (adsorption et désorption) qui se traduit par l'apparitiond'un terme en ∇4h. D'autres modèles introduisent des e�ets d'ombrage [29, 41℄. Cependant,à notre onnaissane, auun de es modèles n'est apable de reproduire des strutures detype �olonne�, omme elles observées par P. Brault. Il faut sortir du adre des EDP pourobtenir des modèles permettant de réer une interfae présentant des strutures olonnaires,voire donnant des surfae réentrantes (impossible à dérire ave une fontion h(x, t)) [6℄.
• Les modèles disrets, basés sur des méthodes de type Monte Carlo, déoupent la surfaeen autant de sites sur lesquels se déposent ou se déplaent des �atomes� selon des règlesprobabilistes. L'agrégation limitée par la di�usion (DLA) [48℄ est un premier modèle pourlequel les partiules lanées une à une (loin du site d'agrégation) se déplaent aléatoirementsur un réseau et stoppe leur progression dès que l'une des ases voisines est déjà oupée.Ces règles donnent naissane à des strutures dentritiques semblables à elle observées au-tour des életrodes de batteries à életrolite. Dans le modèle d'Eden [17℄, les partiuless'agrègent autour d'un site de nuléation. Les sites de dép�t possibles sont eux qui ont aumoins un site voisin oupé. Les deux préédents modèles sont launaires, au sens où à la�n de la simulation, il reste beauoup de sites vides entourés de sites oupés. Les modèlesdits, Solid-On-Solid model (SOS) [15℄, sont des modèles pour lesquels ette possibilité estinterdite. Comme ils dérivent le proessus de dép�t dont relève ette étude, e sont euxauxquels nous allons nous intéresser.Les deux types de modèles (probabilistes et ontinus) sont tous les deux plut�t phénoménologiques,les di�érents termes sont introduits de façon ad ho et ne sont généralement pas sous tendus pardes modèles mirosopiques. Les modèles disrets sont bien adaptés aux simulations numériquesdu type MC ave une desription simpli�ée des prinipes généraux du méanisme de roissane àl'éhelle élémentaire. Par ailleurs, ave des approhes aux grandes éhelles, les équations ontinuespeuvent représenter haune une lasse d'universalité de roissane. L'un des prinipaux objetifsde la partie théorique de la roissane de l'interfae est de onstruire des équations ontinues dontles propriétés dynamiques sont équivalentes à elles-i des modèles atomiques disrets, permettantainsi d'établir des onnexions entre les modèles ontinus et disrets. L'analyse des situations par-tiulières de la roissane ainsi que le omportement asymptotique des solutions numériques desmodèles disrets permet de onstruire les expressions aratérisant leurs méanismes d'évolutionpour les équations ontinues. Un modèle disret est probablement dérit par une équation ontinueet réiproquement, une équation ontinue peut aussi être assoiée ave de di�érents modèles disrets.72



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONLes modèles probabilistes peuvent engendrer de fortes disontinuités, qui doivent néessairementapparaissent si l'on veut reproduire des strutures olonnaires. C'est pourquoi on se foalisera, dansette étude, sur e type de modèles et plus préisément sur les modèles faisant apparaître des e�etsd'ombrage [41℄. Nous souhaitons également établir des orrespondanes entre les modèles disretset ontinus étudiés qui présentent les mêmes propriétés, partiulièrement l'apparition des struturesdu type olonnaire.Depuis son apparition en 1986 [28℄, l'équation KPZ a attiré de nombreux travaux qui sont basés surdes résultats numériques et leur interprétation [1℄[2℄[3℄[9℄[39℄[33℄. La question du aratère bien poséde ette EDP stohastique était déjà abordée dans le livre de J. Krug et H. Spohn [31℄. L'analysemathématique des équations aux dérivées partielles stohastiques ou déterministes liées à KPZ aégalement motivé de nombreuses études pour donner un adre rigoureux aux études de l'évolutiondynamique des interfaes. Cependant, elle n'est pas l'objet de e travail de thèse, mais nous don-nons maintenant, dans l'ordre hronologique, quelques éléments de bibliographie sur es sujets. Onpourra notamment se référer à [11℄ qui montre le lien entre les modèles partiuliers de type SOS([26℄[40℄[15℄[34℄[35℄) et l'équation KPZ. Dans [11℄, Bertini et Giaomin ont aussi prouvé que l'équa-tion KPZ peut être onsidérée omme la limite des �utuations renormalisées pour des proessusd'exlusion asymétriques. Il existe également les travaux antérieurs sur les proessus d'exlusion asy-métriques et l'équation de Burgers [30℄[36℄. Quelques résultats réents de l'analyse mathématique del'EDP stohastique dans ette diretion ont été présentés par B. Toth et W. Werner [46℄. En e�et,la transformation de Cole-Hopf [24℄ permet de transformer l'équation de Burgers en une équationde di�usion stohastique et est souvent utilisée dans [4℄[49℄[38℄. Il existe des liens entre l'équationKPZ ave des domaines a priori déonnetés, omme par exemple la physique des polymères, laonnetion entre les modèles ontinus de polymères en environnement aléatoire et l'équation KPZa été donnée par Comets et Yoshida [14℄.Le formalisme probabiliste néessaire pour donner un adre rigoureux à e type d'analyse est assezpointu et a été présenté par A. Debusshe lors de son ours à Orléans en Mars 2006 et on pourraonsulter les notes du ours réalisé en 2004 ave A. de Bouard [12℄. En fait, le terme de bruit sansorrélation génère des irrégularités de l'interfae qui entrent en ompétition ave les termes di�é-rentiels néessitant de la régularité. Ces di�ultés ont onduit de nombreux auteurs à s'intéresser àune version déterministe de l'équation KPZ et à ses généralisations. On pourra iter [23℄[20℄[21℄[22℄et les référenes qu'elle ontiennent. Il existe aussi des liens entre l'équation KPZ déterministe etles équations d'Hamilton-Jaobi et de Burgers visqueux [47℄[10℄[27℄. Notons que de tels modèles(déterministes) dérivent l'évolution de l'interfae lorsque la soure de dép�t aléatoire esse.73



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONAprès ette introdution, l'étude portera sur les modèles à 1+1 dimension, tout d'abord par uneapprohe probabiliste (setion 7.1), puis à l'aide de modèles basés sur des équations aux dérivéespartielles (setion 7.2). Pour haune de ses setions, nous partirons du modèle le plus simple pouraller au modèle ave ombrage qui, nous le verrons, permet de retrouver les strutures olonnaires.L'étude préliminaire permet entre autre de tester nos algorithmes pas à pas (grâe à l'introdutionprogressive de nouveaux termes).6.1 Notations et aratérisation de la roissane et de la rugosité des interfaesDans ette étude, nous onsidérons des modèles de roissane disretisés pour lesquels la surfaede dép�t est représentée par un réseau de sites d'absorption notés xi, i = 1, . . . , Ld où d est ladimension du problème (d = 1 ou 2) et L le nombre de sites. Pour d = 1, on ne onsidère qu'un seulaxe sur lequel se fait le dép�t, pour d = 2, il se fait sur un réseau arré. Dans les deux as, le dép�troît perpendiulairement à la ligne ou plan de référene. On parle alors de modèle d = 1 + 1 ou
d = 2 + 1, la dimension supplémentaire étant elle selon laquelle se fait le dép�t. Nous appellerons
h(x, t) ave x ∈ Rd la hauteur de la surfae selon la position x, au temps t par rapport à un substratinitialement plat.Le dép�t est aratérisé par la hauteur moyenne 〈h(t)〉 de sa surfae à l'instant t, dé�nie par :

〈h(t)〉 =
1

Ld

Ld∑

i=1

h(xi, t). (6.1)La rugosité W (L, t) de l'interfae est aratérisée par l'amplitude de �utuation de sa hauteur parrapport à sa moyenne et mesure la moyenne de la raine de l'éart quadratique de h(x, t) (éarttype de la hauteur) :
W (L, t) =


 1

Ld

Ld∑

i=1

[h(xi, t) − 〈h(t)〉]2



1

2

. (6.2)Expérimentalement, il a été observé sur divers types de dép�t que la fontion W (L, t) véri�e unerelation universelle (6.3), aussi appelée loi d'éhelle, qui relie entre W, L et t [32℄ :
W (L, t) ∼ Lαf(

t

Lz
), (6.3)où f est une fontion satisfaisant les propriétés suivantes :





limx→∞ f(x) = C = onstante,
f(x) ∼ xβ pour x assez petit. (6.4)La loi d'éhelle (6.3) et les propriétés (6.4) de la fontion f dérivent le omportement suivant de74



CHAPITRE 6. INTRODUCTIONla rugosité W (L, t) :
• Pour des temps intermédiaires 0 < t < τ, W roît ave le temps omme une loi depuissane :

W ∼ tβ. (6.5)Il n'y a plus de dépendane en L, dès que z = α/β.
• Pour des temps longs t > τ, W atteint une saturation à une valeur qui dépend de la taille

L de la surfae :
W ≡ Wsat = CLα.

• La transition entre le premier et le seond régime est donnée par le temps τ tel que
W (L, τ) ∼ τβ ∼ Lα soit τ ∼ L

α
β ∼ Lz.La roissane de la surfae est don aratérisée par deux des trois exposants α, β, et z reliés par

z = α/β.Pour le type de strutures que nous reherhons (de type olonnaire), nous proposons d'adopterd'autres grandeurs aratéristiques. La première est la histogramme f(h) des hauteurs qui donne,à un instant donné, le nombre (ou la proportion) de ellules dont la hauteur est omprise dansl'intervalle [h, h + ∆h]. Si la hauteur h �utue autour d'une valeur moyenne, ette distribution estonstante dans la gamme de hauteurs ouvertes (la distribution est une fenêtre retangulaire). Sila struture omporte des olonnes de même hauteur, la histogramme des hauteurs fait apparaîtredeux pis qui orrespondent aux plateaux et au reux des olonnes. La grandeur relative de es deuxpis indiquent si la struture est plut�t de type larges olonnes séparées par des anyons étroits oule ontraire (pis étroits séparées par de larges plaines). La �gure 6.1 illustre la façon dont la dis-tribution f(h) est onstruite. Cela ne donne rien quant-au nombre de olonnes. Cette informationest apportée en omptant le nombre de strutures au dessus et en dessous de la valeur moyenne.L'évolution temporelle des hauteurs maximale et minimale permet d'avoir une information, ertesmoins préise (ar très globale) à un instant donné, sur le type de strutures qui se forment (olonnesou �utuations plus ou moins grande autour de la moyenne). On dé�nit aussi dans la partie 7.1.3.1la notion de la taille moyenne de olonnes.
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CHAPITRE 6. INTRODUCTION

h(x)

xf(h)

h

Fig. 6.1. Histogramme f(h) des hauteurs (à gauhe) réalisé à partir de la hauteur de l'interfae
h(x) (à droite).
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Chapitre 7ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Dans ette partie nous étudions des modèles disrets et les équations ontinues orrespondantes enune dimension, soit l'étude d'une fontion à 1 dimension (dép�t h) à partir d'un substrat lui mêmede dimension 1 : d = 1 + 1.7.1 Modèles disrets7.1.1 Modèle de dép�t aléatoire (MC1D-d)Le proessus de roissane par dép�t le plus simple, est le proessus de dép�t aléatoire, illustré �gure7.1. Dans e proessus la surfae du dép�t reçoit un �ux F de partiules (nombre de partiules parsite par seonde) onstant qui sera normalisé à 1. Cela revient à dire que, en moyenne, on déposesur la surfae une monoouhe d'atomes par unité de temps. L'algorithme est très simple, on hoisitune des L ases au hasard (selon une loi uniforme), ette ase voit sa hauteur augmenter de 1. Letemps t de la simulation est augmenté du temps ti obtenu via une loi de Poisson :
p = R exp(−Rt),où p(t)dt est la probabilité de dép�t entre t et t+dt. Le temps moyen de dép�t est don 1

R . On hoisitii une fréquene R des évènements de type �dép�t� tel que R = L, ainsi, en moyenne, pendantune unité de temps, on a L dép�ts et l'on dépose une ouhe d'atomes. On réitère le proessus enhoisissant de nouveau un site de dép�t.
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Fig. 7.1. Méanisme du dép�t aléatoire.Pour e modèle la rugosité W (L, t) évolue omme t
1

2 (�gure 7.2) et elle ne sature jamais. On netrouve don pas totalement les lois d'éhelle présentées préédemment. Cela est attendu, puisquehaque site est indépendant des autres, il n'y a don pas d'e�et dû à la taille �nie du système. Deplus, pendant une unité de temps, tous les sites sont, en moyenne, visités une fois. Pendant une unitéde temps, un site donné sera visité (et il y aura dép�t) ou non visité (et sa hauteur reste inhan-77



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 1 . Algorithme du proessus de dép�t aléatoire.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfae ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Choix aléatoire d'une ase i (entre 1 et L) ave une distribution uniforme.
• Dép�t d'un atome sur ette ase, i.e h(i, t) = h(i, t) + 1.
• Caluler le pas de temps MC ti par la distribution des événements Poisson ave le taux
R = L, t = t + ti.�n tantque
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Fig. 7.2. Modèle MC1D-d : la �gure de gauhe présente en éhelle log-log la rugosité del'interfae W en fontion du temps t, moyennée sur un ensemble de 50 expérienes, la �gure dedroite montre la hauteur de la surfae simulée omportant 1024 ases à l'instant t = 100, pour uneexpériene.gée). Le dép�t est de type pile ou fae, pour lequel on sait que l'éart entre le nombre de "piles" etle nombre de "faes" varie omme √N où N est le nombre de tirages. Comme N ∼ t, on a W ∼ t1/2.Il est lair que l'on ne peut pas se ontenter d'un tel modèle qui ne orrespond pas aux dép�tsexpérimentaux et qu'il faut lui ajouter d'autres termes.7.1.2 Modèles de dép�t aléatoire ave relaxation7.1.2.1 IntrodutionDans e modèle, une fois déposé, un atome va herher un site d'énergie favorable avant de se �xerde façon permanente. Cette di�usion de surfae peut-être modélisée de plusieurs manières. La plus78



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.simple est elle de la reherhe du minimum loal de la hauteur de l'interfae. L'atome déposédesend ensuite vers la position la plus basse possible. Ce proessus lisse la surfae et donne des ré-sultats qui s'aordent ave la loi d'éhelle donnée par l'équation (6.3) pour laquelle α ≈ 0.48±0.01,
β ≈ 0.24 ± 0.01.Dans le as du modèle RSOS (Restrited Solid On Solid), 'est le dép�t lui-même qui est ontraint.Un atome ne peut se déposer que si la di�érene de hauteur ave les sites voisins est inférieur à 1.On pourrait généraliser ela ave des hauteurs maximales admises de 2, 3 et. . ., voire en regardantette di�érene sur plusieurs sites autour du site pressenti pour le dép�t. La version la plus simplevéri�e la loi d'éhelle donnée par l'équation (6.3) pour laquelle α ∼ 0.5, β ∼ 0.3.Une autre approhe, plus réaliste d'un point de vue physique, est détaillée dans le paragraphe sui-vant. Cette approhe onsiste à imposer aux atomes, une fois déposés, de franhir des barrièresénergétiques pour passer d'un site à un autre. L'algorithme herhera à déplaer les atomes vers lessites d'énergie minimum.7.1.2.2 Modèle de dép�t aléatoire ave relaxation reliée à l'énergie d'ativation ther-mique (MC1D-d+R)Dans e modèle, la relaxation des atomes dépend de la température de la surfae simulée et del'énergie de liaison atomique. Dans le modèle dit �Moleular Beam Epitaxy� (MBE), la relaxationde surfae est basée sur l'énergie d'ativation qui suit la loi d'Arrhenius (7.1) [44, 37℄.L'évolution repose sur deux phénomènes :1. Soit un dép�t aléatoire ave le taux Rd = 1 (Rd s'apparente au �ux F de partiules), i.eune partiule est déposé en moyenne par site et par unité de temps.2. Soit un déplaement des atomes déposés sur la surfae vers les sites voisins ave les ondi-tions périodiques aux bords tels que la hauteur de la destination ne soit pas plus grandeque la hauteur initiale. La probabilité d'aeptation du déplaement est régit par une loid'Arrhenius. Elle est aratérisée par le rapport entre l'énergie d'ativation Ei,j , énergieque doit payer la partiule i pour le déplaement de type j (un type de déplaement j estdé�ni par la diretion du mouvement et le nombre de liaisons à briser pour libérer l'atomeà déplaer) et la température de surfae T :

Ri,j = R0 exp
−Ei,j

kB T
. (7.1)
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
R0, fateur pré-exponentiel, dépend également de la température T

R0 = 2
kB T

h
,où kB = 1.38 10−23J/K est la onstante de Boltzmann et h = 6.62 10−34J/s est la onstantede Plank. Ave es valeurs, on a R0 = 4.16 1010T . Ei,j est l'énergie de l'atome i andidatau déplaement de type j. Dans e modèle, on suppose que ette énergie, qui dépend dunombre des voisins de i, est dé�nie ii par :

Ei,j = E0 + ni Eb + nd Ed. (7.2)Dans la formule (7.2), E0 est l'énergie d'ativation d'un atome libre, Eb est l'énergie né-essaire pour briser une liaison ave un voisin et ni est le nombre de liaisons que l'atome ipossède dans sa position initiale. Plus grand est le nombre de ses voisins, plus le terme Ei estgrand et moins la probabilité de déplaement sera grande. Ed est l'énergie d'ativation pourun atome qui veut desendre à une destination plus basse que sa position initiale (nd = 0 sil'atome déplae vers un site située à la même hauteur que la position initiale, nd = 1 sinon).
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Fig. 7.3. Dép�t aléatoire ave relaxation thermique.Le nombre de liaisons ni s'établit omme suit (voir �gure 7.3) :1. ni = 1 orrespond au as où la partiule i a un lien ave sa voisine située juste endessous,2. Pour ni = 2, à la liaison du type préédent s'ajoute elle due à une voisine située à sadroite où à sa gauhe.3. Pour ni = 3, la partiule a le même type de liaison que dans le as ni = 1. En plus,elle a deux voisines situées à sa droite et aussi à sa gauhe.Pour les modèles SOS, une partiule a néessairement une partiule située en dessous (leslaunes ne sont pas aeptées) et, pour des problèmes à une dimension, seules les partiules80



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.ayant 1 ou 2 liaisons seront suseptibles de se déplaer. Ainsi, e proessus a tendane àaugmenter le nombre de voisins d'une partiule donnée et, par onséquent à lisser les aspé-rités. L'événement j sera e�etué ave une probabilité qui dépend de son taux d'exéution.Ce taux est alulé en faisant la somme totale des fréquenes de réalisations Ri,j de tousles déplaements de types j possibles onernant toutes les partiules i.
Rj =

∑

i

NiRi,j,où Ni le nombre total d'atomes andidats aux déplaements de type j. L'algorithme est alors lesuivant. A haque essai, tous les évènements possibles sont listés et le taux total Rt est alulé :
Rt = Rtd +

∑

j

Rj ,où Rtd = RdL est le taux total de déposition et Rj le taux d'aeptation d'un évènement de type
j. On hoisit alors au hasard l'un des évènements possibles selon sa fréquene d'apparition : on tireun nombre ε au hasard dans [0, 1[ selon une distribution uniforme :

• Si ε ≤ RdL/Rt, on opère un dép�t, dans e as, il reste à hoisir au hasard l'une des Lases puis à inrémenter de 1 la ase hoisie.
• Si ε > RdL/Rt, on hoisit au hasard le type de saut, puis une partiule parmi toutes lespartiules andidates. On réalise le saut hoisi, pour la partiule hoisie.En�n, tout omme pour les dép�ts aléatoires, on alule le temps t grâe à une loi de Poissondonnant la probabilité p de n'avoir auun évènement pendant e temps t [19℄ :

p = Rt exp(−Rtt).Ainsi, on inrémente le temps t de − 1

Rt
ln(ε) après haque événement, où ε est un nombre aléatoirehoisi uniformément entre 0 et 1.Remarque 7.1 Dans notre as, nous ne prendrons pas en ompte le terme de oût supplémentaireque demande un atome andidat à un déplaement vers une ase plus basse. Ainsi Ed = 0 et il y aquatre di�érents types de déplaement (une partiule i se déplae d'une ase : à droite(respetivementà gauhe) ave une ou deux liaisons à briser, éventuellement vers le bas si les ases de droite ou degauhe sont vides).
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 2 . Algorithme du proessus de dép�t aléatoire ave la relaxation thermique.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfae ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Caluler le taux total des événements possibles
Rt = RdL +

Nj∑

j

Rj, Nj est le nombre de types de déplaement.
• Choix aléatoire d'un nombre x entre 0 et 1 ave une distribution uniforme.si x ≤ RdL

Rt
alorsE�etuer un dép�t aléatoire :. Choix aléatoire d'un site i. Dép�t d'un atome sur e site, i.e h(i, t) = h(i, t) + 1.sinonE�etuer un déplaement :. Choix aléatoire d'un nombre y entre 0 et 1 suivant une distribution uniforme.. si ∑k−1
1 Rj < y

∑Nj

1 Rj ≤ ∑k
1 Rj (1 ≤ k ≤ Nj) alors. Choix aléatoire d'un atome i qui peut e�etuer le type de déplaement k.. E�etuer le déplaement k pour l'atome hoisit i.�n si�n si

• Caluler le pas de temps MC ti par la distribution des événements Poisson ave le taux
R = Rt, t = t + ti.�n tantque7.1.2.3 Résultats du modèle de dép�t aléatoire ave relaxation thermiqueLes �gures 7.4, 7.5 et 7.6 donnent l'évolution temporelle de la rugosité (moyenné sur 128 ou 500simulations) pour trois valeurs de température (400, 500 et 600K) et di�érentes longueurs L dusystème. Pour toutes les simulations nous avons pris E0 = 1 eV et EB = 0.3 eV.Pour de faibles valeurs de température (400K, �gure 7.4), la rugosité roît omme t1/2 et ne pré-sente pas de saturation, omme pour le as du dép�t aléatoire seul. Cela est expliqué par le fait qu'àbasse température, le taux de déplaement d'un atome est très petit par rapport au taux de dép�td'atomes. Par exemple Ri,j ∼ 7.10−4 pour un atome ayant un seul lien à briser et Ri,j ∼ 10−7 pourun atome qui a deux voisins. Ainsi l'e�et de di�usion est négligeable par rapport au dép�t aléatoire(de valeur R = 1), et la probabilité d'e�etuer un déplaement est presque nulle.82



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
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Fig. 7.4. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fontion du temps t selon une éhelle log-logave T = 400K et L = 8, 256, 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 500 expérienespour L = 8 et de 128 expérienes pour L = 256, 1024.
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Fig. 7.5. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fontion du temps t selon une éhelle log-logave T = 500K et L = 8, 16, 32, 64, 128, 256, 1024 (moyennés sur 500 expérienes pour L = 8,16, 32, 64, 128 et 128 expérienes pour L = 256, 1024).A une température intermédiaire, T = 500K le taux Ri,j prend les valeurs approximatives 1.6 et
10−3 pour n = 1 et n = 2 respetivement. Le déplaement des atomes alors devient plus impor-tante, essentiellement pour des atomes ne possédant qu'un seul voisin. La loi d'éhelle W ∼ tβ estsatisfaite, ave β di�érent de 1

2 pour les temps intermédiaires (τ > t > 1) alors que la saturationintervient à des temps d'autant plus longs que le système est grand (la saturation de surfae n'est83



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
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Fig. 7.6. Modèle MC1D-d+R : Rugosité W en fontion du temps t selon une éhelle log-logave T = 600K et L = 32, 64, 128, 256, 1024 (résultats moyennés sur 500 expérienes pour L = 32,64, 128 et 128 expérienes pour L = 256, 1024).observée pour le temps maximum de alul (t = 105) que pour L ≤ 64).En revanhe, pour T = 600K, on observe les 3 phases d'évolution de W , elle en t1/2, puis tβ eten�n la saturation. À ette température le taux de déplaement est beauoup plus grand que dansles autres as (Ri,j ∼ 307 pour n = 1 et Ri,j ∼ 1 pour n = 2). Le temps aratéristique de déplae-ment d'un atome est plus faible et le proessus de lissage est plus rapide. Cei peut être observé enomparant deux ourbes à T = 500K et T = 600K pour système de longueur L = 32. Pour 600K,le système atteint la saturation plus rapidement et la valeur Wsat est plus petite qu'à 500K.Notons que dans tous les as tests, pour les temps très petits (t ≪ 1) la rugosité n'est due qu'au seulproessus de dép�t aléatoire, puisque, pour es temps, l'e�et de di�usion est faible ar la surfae estinitialement plane.La �gure 7.7 montre la hauteur du dép�t prise au même instant pour les 3 valeurs de température.Comme attendu, plus la valeur de la température est grande, plus la surfae déposée est lissée. À
400K, l'interfae se onfond ave elle donnée par un dép�t aléatoire, la di�usion n'étant pas no-table. À 500K, l'interfae est un plus lisse mais elle reste enore rugueuse, par ailleurs à 600K, elleest presque plate par rapport aux deux autres as, la valeur importante de la température déplaçante�aement les atomes isolés.Ainsi, le omportement des interfaes dépend e�etivement de la température, et il en va de même84
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Fig. 7.7. Modèle MC1D-d+R : Hauteur h de l'interfae pour un système de longueur L = 128ases à l'instant t = 1000, pour trois di�érentes températures : T = 400K, 500K et 600K.des exposants α, β. Leur dépendane, en fontion de la température est donnée �gure 7.9 et 7.8.
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Fig. 7.9. Modèle MC1D-d+R : Exposant β en fontion de la température T alulé pourdes systèmes de tailles L = 256, 512, 1024. Ces résultats sont moyennés sur un ensemble de 128expérienes.Pour T = 400K, le oe�ient β = 0.5 et don W ∼ t
1

2 . Aussi la di�usion n'a pas de r�le et la rugositéévolue omme le modèle à dép�t aléatoire seul. A partir de la température ritique T0 ≈ 420K(donnée par l'intersetion de la droite obtenue par régression linéaire de β(T ) et l'horizontale à
β = 0.5) la di�usion diminue la rugosité W . Nous avons don W ∼ tβ(T ) et, si T augmente, lesvaleurs e�etives de α et β diminuent, e qui est la tradution du lissage de dép�t par la di�usion.Dans la limite T → ∞ toutes les irrégularités de l'interfae doivent disparaître et β, α tendent vers0.7.1.3 Modèle de dép�t aléatoire ave ombrageDans les modèles étudiés préédemment, les atomes sont envoyés vers le substrat selon la dire-tion perpendiulaire à la surfae plane initiale. La roissane de l'interfae n'est alors aratériséeque par ses propriétés loales. Cette approhe est insu�sante pour dérire de façon omplète lestrajetoires des atomes inidents. Aussi pour obtenir une meilleure desription, l'angle d'inidenene sera pas nul mais ompris entre ±θmax. Tout omme préédemment, l'atome inident se déposelorsqu'il atteint la surfae. Mais ii, l'atome peut être stoppé dans sa trajetoire par un �an etl'atome glissera alors à sa vertiale, jusqu'à renontrer la surfae pour respeter la ontrainte dumodèle SOS. Ce nouvel e�et est appelé e�et d'ombrage (f. �gure 7.10). Dans un premier temps, a�nde bien omprendre l'in�uene de e nouvel e�et, on étudie le modèle de roissane aléatoire aveombrage mais sans la relaxation. Un autre modèle de roissane aléatoire ave ombrage inluantune relaxation thermique est étudié dans un seond temps (voir setion 7.1.3.2).86
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Fig. 7.10. Méanisme de dép�t aléatoire ave ombrage : l'angle d'inidene de la partiule est prisau hasard ave une distribution uniforme entre −θmax et θmax. Les partiules ont une trajetoirebalistique jusqu'à e qu'elle renontre l'interfae (partiule 1). Si la partiule renontre, dans satrajetoire, le �an d'une olonne, elle est déposée selon la vertiale (partiule 2), respetant ainsila ontrainte du modèle RSOS.7.1.3.1 Modèle de dép�t aléatoire ave ombrage sans relaxation (MC1D-d+O)La soure d'atomes de même taille L que la surfae de dép�t est plaée à distane d du substrat. Onhoisit aléatoirement une position de départ d'un atome de la soure, de même son angle d'inidene
θ est pris au hasard dans une distribution uniforme entre ±θmax. On prendra d = 108. Cette distaneest à omparer ave 1, la taille normali±ee d'un atome. Cette distane est environ elle entre lesubstrat et la ible d'un réateur plasma. Notons que, dès que h ≪ d, alors sa valeur exate n'in�uepas sur la struture du dép�t. Notons que pour l'algorithme, il su�t de prendre la hauteur H àlaquelle part la partiule telle que H = hmax, puisque elle-i est balistique entre la soure et saposition de dép�t.
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Algorithme 3 . Algorithme du proessus de dép�t aléatoire ave ombrage.
T : temps simulé ;
L : taille de la surfae ;
θmax : angle inident maximal ;
d : distane entre la soure et le substrat ;
t = 0;tantque (t ≤ T ) faire

• Choix aléatoire d'une position de départ i (entre 1 et L) et un angle inident θ (entre −θmaxet θmax) ave une distribution uniforme.si θmax < 0 alors
ε = −1;sinon
ε = 1;�n si

• Examiner l'ensemble de ases d'adsorption j de trajetoire Ti,θ alulé par hmax, θmax, et d(f. �gure 7.11). A la position j :si (
dj
1 > h(j, t)

) et (
dj
2 > h(j, t)

) alorspasser à la ase suivante : j → j + εsinonsi dj
1 < h(j, t) alorsDéposer un atome à la position j − ε ;sinonDéposer un atome à la position j ;�n si�n si

• Caluler la hauteur maximale hmax de la surfae et le pas de temps MC ti par la distributiondes événements Poisson ave le taux R = L, t = t + ti.�n tantqueLes �gures 7.12 et 7.13 donnent la hauteur du dép�t à des instants di�érents pour deux valeursde θmax (30◦ et 60◦). Pour es deux valeurs, la struture du dép�t est radialement di�érente deelle obtenue jusqu'à présent. Des olonnes apparaissent d'autant plus larges que θmax est grandroissent, séparées par des anyons, eux-mêmes plus ou moins étroits. L'aspet de es struturesolonnaires semble dépendre fortement à la fois du temps et de θmax, e que on�rment les ourbes7.14 qui donnent la largeur moyenne des olonnes en fontion du temps pour les deux valeurs de
θmax hoisies préédemment. Cette largeur moyenne est obtenue en omptant le nombre des sitesd'adsorption dont leurs hauteurs sont au dessus de la hauteur moyenne et moyenné sur le nombrede olonnes, i.e le nombre de strutures au dessus la hauteur moyenne.La �gure 7.14 représente l'évolution temporelle de la largeur moyenne des olonnes lc pour θmax =88
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Fig. 7.12. Modèle MC1D-d+O : Hauteur de l'interfae pour un système de taille L = 1024aux di�érents instants t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 30◦.
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Fig. 7.13. Modèle MC1D-d+O : Hauteur de l'interfae pour un système de taille L = 1024aux di�érents instants t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 60◦.
30◦ et 60◦. Elles indiquent que lc se omporte omme une loi de puissane :

lc(t) = tp, (7.3)loi pour laquelle l'exposant p dépend de l'angle θmax. Les résultats numériques montrent qu'il varieentre 0.34 et 0.57 pour θmax prenant les valeurs omprises entre 2◦ et 80◦. La �gure 7.15 donne les89
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Fig. 7.14. Modèle MC1D-d+O : Largeur moyenne lc des olonnes en fontion du temps t,en éhelle log-log, pour θmax = 30◦ et 60◦ et pour L = 1024. Les résultats sont moyennés sur unensemble de 100 expérienes.valeurs prises par l'exposant p en fontion de θmax (en radian) et on observe une variation linéaire de
p(θmax) pour 0.1(rad) < θmax < 1.4(rad). On notera que l'e�et de l'ombrage est négligeable lorsque
θmax < 2◦, 'est-à dire lorsque l'on se rapprohe du dép�t normal à la surfae initiale. Ces résultatsontrastent ave eux de Yao et Guo [50℄, pour qui l'exposant p n'est pas ou peu en fontion de
θmax. Guo et al ont fait leurs aluls pour θmax = 30◦, 40◦, 50◦, 60◦ et 70◦ et ils ont trouvé que pvarie entre 0.55 et 0.58. Notre approhe systématique permet de mettre à jour la dépendane de pave θmax.
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Fig. 7.15. Modèle MC1D-d+O : Valeurs de l'exposant p en fontion de θmax (en radian) ave
L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérienes.90



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.La fontion de distribution de la hauteur d'interfae f(h) pour le as θmax = 30◦ et à t = 5000est donnée �gure 7.16. Elle montre la présene de la struture olonnaire ave un pi autour de lahauteur maximale de l'interfae qui orrespond aux plateaux des olonnes. Si la hauteur à laquelleulmine l'ensemble des plateaux est bien marquée, les reux des anyons sont quant-à eux distribuésuniformément entre 1000 et 5500.
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Fig. 7.16. Modèle MC1D-d+O : Fontion de distribution f(h) pour les as θmax = 30◦ et àl'instant t = 5000Une autre façon de aratériser les olonnes est d'observer l'évolution de la hauteur maximale hmaxet de la hauteur minimale hmin en fontion du temps. Les �gures 7.17a et 7.17b donnent e résultatpour θmax = 30◦ et θmax = 60◦ respetivement. Lorsque θmax augmente, l'angle solide sous lequelsont vus les trous diminue (les olonnes ombrent davantage les trous) limitant l'aès des atomesà es derniers. Cela favorise les olonnes au détriment des trous. On observe �gures 7.17a et 7.17bune évolution temporelle linéaire de hmax(t) et hmin(t) :
hmax(t) ∼ at hmin(t) ∼ bt.Les valeurs des oe�ients a et b, pente des droites des �gures 7.17a et 7.17b, dépendent de l'angle

θmax omme l'indiquent les �gures 7.18a et 7.18b. Comme l'exposant p de largeur des olonnes, leoe�ient a évolue aussi linéairement en fontion de θmax et nous avons trouvé a(θmax) ≈ 1.02 +

0.3θmax. Quant-au oe�ient b, nous avons b(θmax) ≈ 0.033(0.2 + θmax)−2.1. Lorsque θmax → 0,l'ombrage est nul, le dép�t redevient un simple dép�t à �ux onstant (sur toute la surfae, au termealéatoire près). La surfae roît de façon linéaire (h = t). C'est bien le résultat trouvé dans la limiteoù θmax → 0 puisqu'alors a ≈ b ≈ 1 et don hmax ≈ hmin ≈ t. Quand θmax augmente, l'ombrage est91
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(a) (b)Fig. 7.17. Modèle MC1D-d+O : Hauteurs maximale hmax (�gure a) et minimale hmin (�gureb) de l'interfae en fontion de temps pour un système de taille L = 1024 et θmax = 30◦, 60◦. Cesrésultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérienes.plus fort e qui permet aux olonnes de grandir plus vite (a augmente) et aux trous d'être moinsalimenté (b diminue).
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(a) (b)Fig. 7.18. Modèle MC1D-d+O : Valeurs des oe�ients a (�gure (a)) et b (�gure (b)) enfontion de θmax (en radian).Dans e modèle de roissane, nous avons un �ux d'atomes inidents onstant et don une hauteurmoyenne proportionne à t (< h(t) >∼ t). D'autre part, omme la surfae obtenue par le méanismede dép�t ave ombrage se forme selon une struture olonnaire et que le dép�t se fait prinipalement(voire quasi-exlusivement) sur les plateaux des olonnes, nous pouvons alors approher la hauteurmoyenne de l'interfae de la façon suivante :
< h(t) >∼ 1

L
nc lc hmax,92



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.où nc est le nombre moyen des olonnes. Cette relation implique que nc ∼ t−p ar nous avons
lc hmax ∼ t1+p et < h(t) >∼ t. La �gure 7.19 présente la ourbe nc(t), en éhelle log-log, pour lesdeux as θmax = 30◦ et 60◦. Elle prouve bien que nc se omporte omme une loi de puissane et lesaluls donnent nc ∼ t−0.43 pour θmax = 30◦ et nc ∼ t−0.49 pour θmax = 60◦, e sont exatementles valeurs de p orrespondantes données dans la �gure 7.15.
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Fig. 7.19. Modèle MC1D-d+O : Nombre moyen des olonnes en fontion de temps t, en éhellelog-log, pour θmax = 30◦, 60◦ et pour L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de100 expérienes.Les aratéristiques importantes du dép�t sont données par la rugosité de l'interfae et ses loisd'éhelle. Une première remarque est que l'apparition de la struture des olonnes renfore progres-sivement les irrégularités de la surfae. Cela empêhe la saturation de la rugosité ontrairement auxpréédents modèles. Les ourbes de la �gure 7.20 donnent l'évolution de W pour di�érentes valeursde θmax.Pour θmax 6= 0, on observe deux régimes di�érents :. Au début du dép�t la surfae est plate, la rugosité est don nulle. Pour des temps t petits(t < tc), la rugosité est la même que elle donnée par un dép�t aléatoire, W ∼ t1/2, etl'ombrage n'a pas d'e�et.. Pour t > tc, ii tc est le moment où les olonnes apparaissent, on observe que la rugositéroit linéairement W ∼ t. Le temps aratéristique tc de transition entre les deux régimesdépend de θmax. Il est d'autant plus grand que θmax est petit et dans la limite θmax → 0,on est évidement dans le as dép�t sans l'ombrage et tc → ∞. La �gure 7.21 donne tc en93
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Fig. 7.20. Modèle MC1D-d+O : Rugosité W en temps t moyennée sur un ensemble de 100expérienes. Les paramètres sont θmax = 15◦, 30◦, 60◦ et L = 1024.fontion de θmax en éhelle log-log et donne :
tc ∼ θ−1.4

max . (7.4)
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Fig. 7.22. Modèle MC1D-d+O : Rugosité W fontion du temps t, moyennée sur un ensemblede 300, 100 et 50 expérienes respetivement pour L = 512, 1024, 2048 pour θmax = 30◦.La �gure 7.22 donne la rugosité W en fontion du temps t mais ii l'angle θmax est �xé à 30◦alors que le système prend les dimensions L = 512, 1024 et 1048. Les trois ourbes se superposentparfaitement indiquant qu'il n'y a pas d'e�et dû à la taille �nie du système et que la relation (7.4)est orrete pour tout L su�samment grand pour faire apparaître 1 à 2 olonnes.Ainsi, en résumé, le nouvel e�et apporté par l'ombrage, nous permet de trouver une strutureolonnaire. Cette nouvelle struture est aratérisée omme indiqué tableau 7.1.Tab. 7.1. Caratéristique des olonnes fontion de l'angle maximum d'inidene θmax.Caratérisation des olonneslargeur lc lc ∼ tp(θmax) ave p(θmax) = 0.16 θmax + 0.34nombre nc nc ∼ t−p(θmax)hauteur max hmax hmax ∼ a(θmax)t ave a(θmax) = 0.3 θmax + 1.02hauteur min hmin hmin ∼ b(θmax) ave b(θmax) ≈ 0.033(0.2 + θmax)−2.1Caratérisation de la rugosité de l'interfae
W ∼ t0.5 pour t < tc ave tc ∼ θ−1.4

max

W ∼ t pour t > tc
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.1.3.2 Modèle de dép�t aléatoire ave ombrage inluant une relaxation thermique(MC1D-d+O+R)Le modèle, donné ii, omprend en plus du dép�t ave ombrage du proessus préédent, une relaxa-tion thermique omme présentée dans la setion 7.1.2.2. L'algorithme est basé sur l'algorithme 2 dumodèle de dép�t aléatoire ave relaxation thermique sauf que l'étape de dép�t utilise l'algorithme 3(ombrage). Pour mettre en évidene l'e�et de la di�usion introduite ii, les résultats des simulationsnumériques obtenus pour e modèle sont omparés ave eux du modèle ave ombrage (mais sansrelaxation) donné setion 7.1.3.1.Les simulations sont faites dans le as où la température de la surfae est T = 500K. Le pro�l deshauteurs h de l'interfae pour deux valeurs de θmax = 30◦ et 60◦ sont donnés �gures 7.23 et 7.24respetivement. Pour ette valeur de température, la struture olonnaire persiste malgré l'e�et delissage dû au proessus de relaxation. La omparaison entre les deux �gures 7.12 et 7.23 ou 7.13 et7.24 indique que la relaxation permet de diminuer la hauteur maximale des olonnes et de remplirdes trous. De plus, ave la relaxation, les olonnes sont moins larges, le nombre des olonnes estplus grand (voir �gure 7.25), les trous ont des largeurs presque identiques.
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Fig. 7.23. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur de l'interfae de taille L = 1024 aux instants
t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 30◦ et T = 500K.Rappelons que, pour le modèle de dép�t ave ombrage sans relaxation, la largeur moyenne des o-lonnes (7.3) est reliée à l'angle θmax par une loi de puissane dont l'exposant p prend respetivementles valeurs 0.42 et 0.49 pour les angles θmax = 30◦ et 60◦ respetivement. Ave la relaxation, onobtient enore une loi de puissane mais les valeurs de p sont de 0.33 et 0.39, la température étant96
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Fig. 7.24. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur de l'interfae de taille L = 1024 aux instants
t = 1000, 5000, 10000, 15000, 20000 pour θmax = 60◦ et T = 500K.
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Fig. 7.25. Modèle MC1D-d+O+R : Nombre moyen de olonnes en fontion du temps t pour
θmax = 60◦, L = 1024. La ourbe rouge orrespond au as où il y a une di�usion à T = 500K, laourbe noir orrespond au as sans relaxation. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100expérienes.�xée à T = 500K.À température �xée, pour les as où l'in�uene de l'ombrage est plus forte que la di�usion, lespropriétés prinipales de la surfae, omme la largeur moyenne des olonnes, le nombre moyen de97



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.olonnes, les hauteurs maximale hmax, minimale hmin, ne dépendent que de l'angle θmax ommedans le as sans di�usion, au moins pour des temps longs. Cependant, l'évolution temporelle de larugosité W porte la marque de la présene de ette relaxation pour des temps intermédiaires.
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Fig. 7.26. Modèle MC1D-d+O+R : Rugosité W en fontion du temps t, moyennée sur unensemble 100 expérienes pour un système de taille L = 1024 ases. Les paramètres sont θmax = 15◦,
30◦, 60◦ et T = 500K.Comme pour les modèles préédents, W (L, t) ∼ t

1

2 pour des temps ourts. Pour des temps inter-médiaires 1 < t < tc, W évolue omme une loi de puissane tβ ave β 6= 1
2 et β < 1. L'exposant βprend la même valeur que elle obtenue dans le as du modèle de dép�t aléatoire sans ombrage maisave di�usion thermique à la même température T . Dans le as où l'ombrage est plus fort que ladi�usion, pour des 1 < t < tc on peut observer l'in�uene de la di�usion des atomes sur l'évolutionde la rugosité W, mais pour des temps plus long l'ombrage domine la di�usion et fait apparaîtrede grandes olonnes. Le temps tc est déterminé par θmax. Notons qu'à T = 500K l'e�et d'ombrageest négligeable pour θmax < 5◦. Par ailleurs dans le as sans di�usion, il n'est négligeable que si

θmax < 2◦. Pour des temps longs t > tc, W se omporte omme t et n'atteint jamais la saturationomme dans le as sans relaxation.Étant donné un angle θmax, on renfore la di�usion de surfae en augmentant la température demanière à e que la struture des olonnes ne disparaît pas, le proessus de lissage va permettre deréduire plus enore la hauteur maximale des olonnes et de diminuer aussi la profondeur des trous(voir �gures 7.27 et 7.28). Les �gures 7.27 et 7.28 montrent que l'augmentation de la températurepermet de gommer progressivement la présene de l'ombrage en remplissant les gros trous et di-98



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.minuant l'éart entre la hauteur maximale et minimale de la surfae par la di�usion des atomes.Cependant, si la température n'est pas assez haute la struture des olonnes ne disparaître omplè-tement et les olonnes ontinuent d'augmenter ave le temps.
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Fig. 7.27. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur h pour des systèmes de taille L = 1024 à l'instant
t = 20000, pour θmax = 30◦, pour le modèle de dép�t ave ombrage sans di�usion, et pour le mêmemodèle de dép�t ave ombrage et relaxation donnés par les températures T = 500K, 540K, 560K.
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Fig. 7.28. Modèle MC1D-d+O+R : Hauteur h pour des systèmes de taille L = 1024 à l'instant
t = 20000, pour θmax = 60◦, pour le modèle de dép�t ave ombrage sans di�usion, et pour le mêmemodèle de dép�t ave ombrage et relaxation donnés par les températures T = 500K, 540K, 560K.99



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.La �gure 7.29 donne la largeur moyenne lc des olonnes pour un angle maximum �xé et plusieursvaleurs de température de relaxation en éhelle log-log. Il est lair que la largeur des olonnes lcévolue enore omme une loi de puissane tp. L'e�et de la relaxation étant de réduire ette largeuret don de diminuer la valeur de p par rapport au modèle sans di�usion. Néanmoins, la �gure 7.29,indique que p reste assez stable quand la température ne hange pas fortement. Pour θmax = 60◦,on obtient p ≈ 0.39 à T = 500K, p ≈ 0.37 à T = 520K et p ≈ 0.36 à T = 540K (les valeurs de p sontassez prohes). Pour θmax = 30◦, on obtient p ≈ 0.32 ± 0.01 pour les trois températures T = 500K,
520K et 540K.
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Fig. 7.29. Modèle MC1D-d+O+R : Largeur moyenne des olonnes en fontions de temps pour
θmax = 60◦ et un système de taille L = 1024. La ourbe rouge orrespond au as sans relaxation, lesautres ourbes orrespondent au as inluant la relaxation donnée par les températures T = 500K,
520K, 540K. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 100 expérienes.Les simulations numériques nous montrent qu'à partir d'une température su�samment haute, lastruture olonnaire disparaît, ela signi�e que la rugosité va atteindre la saturation en temps long(voir �gure 7.30). Appelons T0 ette température limite. Celle-là n'est pas la même pour des angles
θmax di�érents, elle baisse quand on réduit θmax. Il existe ainsi une ompétition entre l'ombragequi pousse à la formation de olonnes et la relaxation thermique qui a tendane à lisser toutes lesaspérités. Le omportement de l'interfae est déterminé par l'ensemble des valeurs (θmax, T0). Pourun ouple (θmax, T ) situé en dessous la droite de température limite T0 (f. �gure 7.31), la surfaeforme une struture olonnaire, la rugosité W évolue omme t en temps long et elle ne dépendque de l'angle θmax. Réiproquement si (θmax, T ) se trouve au dessus de la droite T0, la strutureolonnaire disparaît et l'interfae se omporte omme elle du proessus de roissane sans ombragemais ave la relaxation thermique, 'est à dire W est proportionnel à tβ en temps intermédiairespuis se sature en temps longs. Les paramètres ritiques sont dé�nis par la température T et la taille100



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
L. La �gure 7.31 donne la température ritique T0 en fontion de θmax qui marque la limite entreles deux omportements.
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Fig. 7.30. Modèle MC1D-d+O+R : Rugosité W en fontion du temps t, moyennée sur unensemble 100 expérienes et un système de taille L = 1024 ases pour le as θmax = 30◦ sans ouave di�usion thermique à di�érentes température : T = 500K,T = 600K. À T = 600K la strutureolonnaire disparaît et la rugosité de l'interfae se omporte omme dans le as de dép�t aléatoiresans ombrage mais ave di�usion thermique, elle peut atteindre la saturation en temps long.
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Fig. 7.31. Modèle MC1D-d+O+R : Température limite T0 en fontion de θmax.101



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2 Modèles ontinusLe modèle ontinu le plus simple est elui qui dérit le proessus de dép�t aléatoire sans relaxation
∂h(x, t)

∂t
= F (x, t) + η(x, t), (7.5)le terme F (x, t) exprime le �ux d'atomes, omme présenté dans le modèle MC, au point x à l'instant

t. On supposera que tous les points de la surfae sont équivalents du point de vue de la soure et queelle-i a déjà atteint un régime stationnaire. Aussi on prendra plus simplement un �ux onstant entemps et en espae F (x, t) = F . η est un bruit de moyenne nulle, sans orrélations ni spatiales nitemporelles. Il exprime la partie stohastique du méanisme de dép�t et l'indépendane d'évolutionentre les sites de l'interfae :
〈η(x, t)η(x′, t′)〉 = 2Daδ(x − x′)δ(t − t′). (7.6)La résolution numérique de l'équation (7.5) donne aussi une fontion W qui évolue omme t

1

2 . Ilest évident que l'on doit ajouter d'autres termes à ette équation pour dérire des proessus deroissane de l'interfae plus omplets.7.2.1 Equation d'Edwards-Wilkinson (EW1D)Pour dérire le méanisme de dép�t ave relaxation de surfae, on ajoute un terme de di�usion ∇2hdans l'équation (7.5) et on obtient l'équation d'Edwards-Wilkinson (EW) :
∂h(x, t)

∂t
= F (x, t) + ν∇2h(x, t) + η(x, t),où ν est le oe�ient de di�usion de surfae.On remarque que le �ux de dép�t F est onstant et uniforme, il n'in�uene pas le omportementasymptotique de la rugosité d'interfae W . L'équation EW peut don s'érire simplement sous etteforme :

∂h̃(x, t)

∂t
= ν∇2h̃(x, t) + η(x, t), (7.7)ave h̃ = h − h où h = Ft et elle ne hangera pas les propriétés statistiques de la roissane dumodèle étudié. Il en est de même pour l'équation KPZ (7.17), aussi pour es deux modèles on seplaera dans un référentiel qui se déplae ave la hauteur moyenne h et on omettra le postihe ∼ à

h̃ sans ambiguïté.
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.1.1 Lois d'éhelle de l'équation EW.Nous alulons maintenant les exposants de roissane par des arguments d'éhelle. Les lois d'éhellesupposent que :
W ∼ tβ, Wsat ∼ Lα, τ ∼ Lz.On herhe alors des relations entre h (ou W ) et x (ou L), entre h et t, et entre t et x (L).On e�etue un hangement d'éhelle de paramètre b (b > 0) suivant :





t = bγt,

h = bµh,

x = bχx,

ν = bθν,

D = bδD,

η = bφη.

(7.8)
En remplaçant les équations (7.8) dans l'équation (7.7) on obtient :

bµ−γ ∂h

∂t
= bµ+θ−2χν

∂2h

∂x2 + bφη. (7.9)On souhaite que l'interfae obtenue par e hangement d'éhelle ait le même omportement queelui donné par l'équation origine. Cei signi�e que l'équation (7.7) doit être invariante lors de latransformation (7.8), 'est-à-dire l'équation (7.9) ne dépend pas de la valeur b. On en déduit que :
µ − γ = µ + θ − 2χ = φ. (7.10)Les propriétés du bruit, données par l'équation (7.6), doivent aussi être invariantes par la transfor-mation (7.8). On obtient la relation :

φ =
δ − χ − γ

2
. (7.11)Le système (7.10), (7.11) s'érit :





γ + θ − 2χ = 0,

2µ + θ − χ − δ = 0,

2φ + 3χ − θ − δ = 0.

(7.12)De (7.8) et (7.12) on déduit 103



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.




νt
x2 = νt

x2 ,

νh2

Dx = νh
2

Dx
,

x3η2

Dν = x3η2

Dν
.

(7.13)On obtient ainsi :
h ∼ x

1

2 , t ∼ x2, h ∼ t
1

4 .En dimension 1, les valeurs des exposants de lois d'éhelle de l'équation EW sont don :
β =

1

4
, α =

1

2
, z = 2, (7.14)qui véri�ent la relation z = α/β. Les relations (7.13) permettent d'obtenir les variables sans dimen-sions :





x̂ = x
L ,

t̂ = νt
L2 ,

ĥ =
√

ν
LDh,

η̂ = L3/2
√

νD
η.

(7.15)
Ave es nouvelles variables l'équation (7.7) devient :

∂ĥ

∂t̂
= ∇2ĥ + η̂. (7.16)Cei signi�e que, pour une surfae de taille L �xée, le omportement de ĥ (ou Ŵ ) ne dépend d'auunparamètre, y ompris de ν. Dans e modèle, a�n de dérire l'évolution de la hauteur h au ours dutemps, pour une interfae de taille L, il su�t d'e�etuer une seule simulation numérique ave unevaleur donnée du oe�ient ν. Nous allons le véri�er dans la partie suivante.7.2.1.2 Résolutions numériques de l'équation EW.Nous utilisons la méthode de di�érenes �nies impliite de type �splitting� pour résoudre l'équationEW ave des onditions de bords périodiques :

• Initialement à t = 0, la surfae est vide, i.e h(x, 0) = 0.
• Choisir un pas de temps ∆t. A l'étape n, tn = n∆t, hn

i = h(xi, tn) est onnu, ii i =

1, L et n = 0, N ave N = T
∆t , T est le temps simulé.
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
• Étape de dép�t, aluler :

h
n+ 1

2

i = hn
i +

√
2D∆t

∆x
ξn
ioù ξn

i est une variable aléatoire indépendante de moyenne nulle suivant une distributionuniforme entre -1 et 1 (on hoisit loi uniforme e qui ne hange pas les résultats et orrespondaux hoix faits par d'autres auteurs [33℄.
• Étape de di�usion, aluler hn+1

i qui véri�e
hn+1

i − h
n+ 1

2

i

∆t
= ν

hn+1
i+1 − 2hn+1

i + hn+1
i−1

∆x2Généralement ∆x est �xé à 1Ave ette méthode nous obtenons les résultats numériques présentés �gures 7.32, 7.33. Elles donnentrespetivement la rugosité W (t) pour des systèmes de longueurs L di�érentes et la valeur de sa sa-turation en fontion de L, paramétrée selon ν.
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Fig. 7.32. EW1D : Rugosité W (L, t) pour le modèle EW, en éhelle log-log, ν = 1 et L = 32,64, 128 et 1024. Pour les petits systèmes (32, 64, 128) les résultats sont moyennés sur un ensemblede 300 expérienes, et pour L = 1024, W est moyenné sur un ensemble de 50 expérienes.Nous observons, �gure 7.32, que la rugosité W (t) obéit aux lois d'éhelle prévues et que la saturationdépend de la taille du système : plus la taille est petite, plus nous pouvons voir rapidement l'e�etde la saturation. Les ourbes de la �gure 7.33 représentent la valeur Wsat en fontion de la tailledu système pour trois valeurs du paramètre ν. Toutes les ourbes présentées dans la �gure 7.33 (enéhelle log-log) sont des droites, la valeur de ette pente nous donnera la valeur de l'exposant α dela loi d'éhelle (6.3). Toutes les droites sont de même pente, la valeur de α est don indépendante du105



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.oe�ient de di�usion ν. Elle est alulée par la régression linéaire et nous obtenons α ≈ 0.5±0.01.
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Fig. 7.33. EW1D : Wsat en fontion de taille L en éhelle log-log (alulée pour L=32, 64 et128) et pour trois valeurs du oe�ient ν (1, 2 et 4).Après la période de di�usion, pour laquelle W ∼ t1/2, et avant la saturation, les ourbes W (t) fon-tion de t montrent l'apparition d'une autre loi d'éhelle. Cette loi d'éhelle est piloté par l'exposant
β. Nous donnons �gure 7.34 l'évolution de la rugosité W fontion du temps donné par le modèleEW pour L = 1024 et pour plusieurs valeurs de ν. Les ourbes dans la �gure 7.34 prouvent que leoe�ient ν n'a�ete pas la valeur de l'exposant β. Son r�le est d'exprimer le proessus de di�usionde l'interfae : l'e�et de lissage du proessus de di�usion est autant plus rapide que ν est grand. Ene�et, lorsque ν est petit, nous onstatons qu'au début de simulation W évolue omme la roissanealéatoire sans di�usion (β = 1

2 ) mais qu'ensuite, pour les temps plus grand, nous pouvons voir ete�et de lissage illustré par le hangement de la pente de ourbe log W sur log t. Plus ν est grandplus la di�usion intervient rapidement. Nous obtenons β = 0.25 ± 0.003. Les valeurs des exposants
α, β que nous avons trouvés ii sont très prohes de elles alulées dans le proessus de dép�taléatoire ave relaxation vers le minimum loal [32℄. Nous pouvons don onsidérer que l'équationEW représente bien le modèle disret de dép�t aléatoire inluant la relaxation�minimum loal�.Le dernier résultat de ette partie onsiste à valider l'équation adimensionnée (7.16) en indiquantque pour un système de taille L donnée on obtient bien la même évolution de ĥ (ou Ŵ ) en fontionde t̂. Cela est montré par le fait que les deux ourbes Ŵ (t̂) ave deux di�érentes valeurs de ν sontsuperposées dans la �gure 7.35. 106
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Fig. 7.34. EW1D : Fontion W (L, t) en éhelle log-log : alulée pour ν = 0.01 ,0.1, 1 et
L = 1024. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 50 expérienes.
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Fig. 7.35. EW1D : Log-log plot de Ŵ en fontion de t̂ pour L = 1024.7.2.2 Equation Kardar-Parisi-Zhang (KPZ1D).En 1986, Kardar, Parisi, Zhang ont proposé un modèle prenant en ompte que le dép�t roît selonla normale loale à la surfae. Ils proposent alors l'équation non linéaire qui porte leur nom (KPZ) :
∂h(x, t)

∂t
= ν∇2h(x, t) +

λ

2
(∇h(x, t))2 + η(x, t). (7.17)Le méanisme de dép�t est illustré �gure 7.36 : une �partiule� de rayon Fδt qui tombe sur la107



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.surfae, fait roître elle-la d'une hauteur δh ave :
δh = Fδt

√
1 + (∇h)2.Dans le as où la variation de la hauteur h est petite, le terme non linéaire √

1 + (∇h)2 peut êtreapproximé par un terme du type 1 + (∇h)2

2 , on obtient alors l'expression suivante :
δh = Fδt

[
1 +

(∇h)2

2

]
.Dans l'équation KPZ le oe�ient λ > 0 présente le �ux de dép�t à la normale loale de l'interfae.

x

h(x,t)

Fδt

hδ

|tδFh|

Fig. 7.36. Desription du méanisme de dép�t perpendiulaire à la surfae loale donnant lieu auterme non-linéaire de l'équation KPZ.7.2.2.1 Lois d'éhelle de l'équation KPZL'introdution du terme non-linéaire dans l'équation de KPZ ne permet pas d'obtenir, par latehnique d'invariane par hangement d'éhelle, utilisée préédemment pour l'équation d'EW, lesbonnes valeurs des exposants α et β. Il faut faire appel à des méthodes plus ompliquées et parmieux, les méthodes de renormalisation sont les plus utilisées. Comme e n'est pas le sujet prinipalde e travail, nous ne présentons pas en détails des aluls donnés par renormalisation. Nous nousontentons de renvoyer à la référene [32℄, [8℄.7.2.2.2 Résolutions numériques de l'équation KPZPour résoudre numériquement l'équation KPZ ave des onditions au bords périodiques, nous uti-lisons le shéma numérique aux di�érenes �nies expliite suivant :
hn+1

i = hn
i +

∆t

∆x2

[
ν(hn

i+1 − 2hn
i + hn

i−1) +
λ

8
(hn

i+1 − hn
i−1)

2

]
+

√
2D∆t

∆x
ξn
i , (7.18)où ∆t et ∆x sont respetivement les pas de disrétisation temporel et spatial, xi est le i-ième pointdu maillage d'interfae et hn

i = h(xi, t
n). ξn

i est un nombre aléatoire tiré entre -1 et 1 dans unedistribution uniforme. Le but de e alul est de retrouver les exposants des lois d'éhelle de larugosité W pour di�érentes valeurs des oe�ients λ et ν. Nour prendrons ∆x = 1 et ∆t = 0.001108



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.su�samment petit a�n d'assurer la stabilité du shéma numérique (7.18).Dans l'équation KPZ, le terme λ a pour e�et de renforer la pente loale de l'interfae, dond'augmenter la rugosité W . Au ontraire, le terme de di�usion piloté par le oe�ient ν a poure�et de lisser l'interfae. La �gure 7.37 présente W en fontion du temps, en éhelle log-log, d'unesurfae de taille L = 1024 et ν = 1, ave trois di�érentes valeurs du oe�ient λ = 1, 3, 9. Cesourbes prouvent que pour une valeur �xée de di�usion ν, la rugosité est d'autant plus forte que λest grand. Contrairement à λ, le oe�ient ν a pour l'e�et de réduire les irrégularités de l'interfaeet don de diminuer W . Cet e�et est montré par les ourbes de W (t) dans la �gure 7.38 pour unsystème de taille L = 1024, λ = 1 et ν = 1, 3 et 9. La rugosité W diminue lorsque ν augmente.
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Fig. 7.37. KPZ1D : Rugosité W de l'interfae en fontion du temps pour le modèle KPZ donnépour λ = 1, 3 et 9. Les autres paramètres sont ν = 1 et L = 1024. Les résultats sont moyennés surun ensemble de 50 expérienes.Lorsque l'on examine les ourbes log(W ) en log(t) des �gures 7.37 et 7.38 obtenues en prenant dedi�érentes valeurs de λ et ν, on observe qu'elles n'ont pas exatement la même pente. Cela signi�eque la valeur e�etive de l'exposant β varie en fontion de λ et ν. La ourbe de la �gure 7.39 présentela dépendane de l'exposant e�etif β de la rugosité W en fontion du rapport λ
ν . Nous trouvonsque, dans la limite λ

ν → 0, l'exposant β tend vers la valeur e�etive de l'équation EW : β → 0.25.Le as trivial où β prend la valeur 0.25 est le as où le terme non-linéaire λ = 0, l'équation KPZ(7.17) se réduit à l'équation EW (7.7). Si le rapport λ
ν est su�samment grand, alors l'e�et du termenon-linéaire domine la di�usion et nous obtenons β ≃ 0.33. Cette valeur e�etive de β a été trouvée109



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.

0.1 1 10 100 1000
t

0.2

1

5

W

ν=1
ν=3
ν=9

Fig. 7.38. KPZ1D : Idem que pour la �gure 7.37 mais pour trois valeurs de ν = 1, 3, 9 et λ = 1.par une analyse de renormalisation [28℄.
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Fig. 7.39. KPZ1D : Valeur e�etive de l'exposant β du modèle KPZ en fontion du rapport λ
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Pour des temps plus longs que eux des �gures 7.37 et 7.38, la rugosité sature tout omme pourle modèle EW. Cette saturation est due à la taille �nie du système. La valeur Wsat atteinte parla rugosité dans sa phase de saturation est reportée �gure 7.40 en fontion de la taille L et pourplusieurs valeurs de λ et ν. La valeur de Wsat dépend plus fortement de ν que de λ, ependant lespentes des trois droites sont les mêmes et donne la valeur e�etive de l'exposant α de l'équationKPZ. Nous trouvons α ≃ 0.49 ± 0.01 quelque soit la valeur de λ et ν. Le temps τ où la rugosité del'interfae ommene à saturer véri�e également la loi d'éhelle τ ∼ Lz et les résultats numériquesobtenus assurent que z = α
β .
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Fig. 7.40. KPZ1D : Valeur de la saturation Wsat de la rugosité en fontion de la taille L dusystème. Pour un ouple de valeurs λ, ν donné, nous mesurons Wsat pour trois systèmes de taille
L = 32, 64, 128. Ces résultats sont moyennés sur un ensemble de 300 expérienes7.2.3 Modèle ontinu inluant l'e�et non-loal de l'ombrageUn modèle de dép�t Monte Carlo inluant l'e�et non-loal d'ombrage a été étudié setion 7.1.3.L'interfae fournie par e modèle montre au ours du temps une struture olonnaire qui ne peutpas être reproduite ave des équations ontinues omme elle d'Edward-Wilkinson ou de KPZ. Anotre onnaissane, auun modèle, basé sur une EDP n'est apable de reproduire de telles strutures.Nous souhaitons don trouver une EDP permettant de trouver des strutures olonnaires. Rappe-lons que et objetif est dité par les observations d'expérienes de dép�t par proédés plasma quisont de e type et que nous voulons modéliser [13℄.111



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Dans e but, des e�ets d'ombrage ont été introduits dans les équation EW et KPZ. Une façonsimple de dérire l'ombrage, proposé par Karunasiri, Bruinsma, et Rudnik [29℄ est basée sur l'idéede aluler le taux loal de dép�t des atomes à haque position de l'interfae selon l'angle d'ouverture
Ω vu de ette position.
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yy +−Fig. 7.41. Angle d'ouverture Ω(x, {h}) pour la valeur h(x). Il dépend de l'ensemble de h de lasurfae.Dans un premier temps, nous onsidérons le modèle ontinu proposé par Jian Hua Yao, ChristopherRoland, et Hong Guo [50℄ qui est l'équation KPZ (7.17) modi�ée en introduisant le terme de l'angled'ouverture Ω :
∂h(x, t)

∂t
= ν∇2h(x, t) +

λ

2
(∇h(x, t))2 + R Ω(x, {h(x, t)}) + η(x, t), (7.19)où R est le �ux des atomes inidents multiplié par l'angle solide Ω(x, {h}) qui est l'angle sous lequella surfae au point x voit la soure (f �gure 7.41). Le problème de e terme est qu'il est non loal, savaleur dépend de l'ensemble des valeurs de l'interfae. Cela présente des di�ultés à la fois d'ordremathématiques (natures de solution...) et aussi d'ordre numérique (un tel terme ralenti beauouples programmes. Nous avons mis en oeuvre des solutions pour essayer de les aluler de façon plusrapide). En 1 dimension, l'angle Ω est dé�ni par :

Ω(x, {h}) def
= π − Ω1(x, {h}) − Ω2(x, {h}), (7.20)où

Ω1(x, {h}) =





sup
y>x

[
arctan

(
h(y) − h(x)

y − x

)] si ∃y > x tel que f(y) > f(x),

0 sinon. (7.21)
Ω2(x, {h}) =





sup
y<x

[
arctan

(
h(y) − h(x)

x − y

)] si ∃y < x tel que f(y) > f(x).

0 sinon. (7.22)112



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.3.1 Modèle de dép�t ave ombrage seul (EDP1D+Ω)A�n de mettre en évidene l'importane de l'e�et d'ombrage, nous examinons d'abord l'équationsimpli�ée (7.19) ne ontenant que le terme de dép�t inluant l'angle solide Ω(x, {h}) et en omettantdon les autres termes (di�usion et dép�t non-linéaire).
∂h

∂t
= R Ω(x, {h}) + η(x, t). (7.23)La solution de (7.23) est alulée numériquement en utilisant la méthode des di�érenes �nies aveun shéma numérique expliite en prenant les valeurs ∆x = 1 et ∆t = 0.05 respetivement pourla disrétisation en espae et en temps. Le �ux de dép�t des partiules R = 1. L'angle d'ouverture

Ω sera normalisé de la façon suivante : à un instant t �xé, nous alulons l'angle d'ouverture Ω enhaque position x (ave ondition périodique) et il est alors divisé par la valeur moyenne < Ω > (t)a�n d'assurer que le �ux de dép�t moyen soit R et que l'on dépose en moyenne une monoouhed'atomes par unité de temps.La �gure 7.42 nous montre le pro�l de la fontion h(x, t) obtenu pour une surfae de taille L = 1024aux instants t = 100, 300 et 500. Rappelons que le modèle MC donne dans e as (dép�t aveombrage) une struture olonnaire bien marquée (f �gures 7.12 et 7.13). Nous n'observons pas deolonnes ii mais seulement une série de pis étroits de hauteurs di�érentes. Au fur et à mesure quele temps augmente, ette di�érene de hauteur s'aentue et �nalement un seul pi domine qui vaombrer dé�nitivement le reste de la surfae. Ce dernier e�et est du à la taille �nie du système. Paromparaison entre les résultats des modèles MC et EDP, il est lair que les deux ombrages n'ontpas les mêmes e�ets (olonnes pour le modèle MC et pis pour le modèle ontinu). Il onvient donde s'interroger sur ette di�érene de omportement.En fait, la façon dont est vue la soure est di�érentes pour les deux modèles. Pour le modèle ontinu,la soure est vue de l'interfae et un point de ette interfae situé à une distane x reçoit le �uxde partiules situé dans l'angle solide vu de e point (voir �gure 7.43a). Pour le modèle disret, unpoint de l'interfae est alimenté non seulement par les partiules qui arrivent dans l'angle solide vude l'interfae (voir �gure 7.43b), mais aussi, pour les points qui se trouvent à l'aplomb d'une olonnedes partiules qui heurte le �an de ette olonne et qui vont l'alimenter (voir �gure 7.43). Numé-riquement, la di�érene entre les deux proessus est laire, pour le modèle ontinu, seul ompte lepoint d'arrivée du �ux, pour le modèle Monte Carlo, toute la trajetoire est alulée, de la soureau point de dép�t des atomes.Le type de dép�t par les �ans permet de réduire la distane entre les olonnes et transforme lasurfae en struture olonnaire. Il est possible de véri�er ette hypothèse en introduisant un nouveaumodèle disret. Nous reprenons le modèle de dép�t Monte Carlo de la setion 7.1.3 pour lequel les113



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
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Fig. 7.42. EDP1D+Ω : Hauteur h(x, t) pour un système de taille L = 1024 aux instants t =
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.touhe un �an sur sa trajetoire déterminée par son angle inident θ, alors le dép�t de ette parti-ule sera refusé. Ce nouveau modèle Monte Carlo de dép�t ave ombrage et l'e�et de �an interditnous donne une on�guration de la hauteur h(x, t) de l'interfae (�gure 7.44) très similaire à elleobtenue grâe au modèle ontinu (�gure 7.42). Il n'y a auune raison physique d'interdire le dép�tà partir des �ans des olonnes seulement d'obtenir un proessus disret qui imitent le ontinu. Ilreste que le dép�t à partir des �ans est e�etivement responsable de l'apparition des olonnes dansles modèles Monte Carlo et qu'il faut essayer de le modéliser dans les modèles ontinus.
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Fig. 7.44. Hauteur h(x, t) pour un système de taille L = 1024 du nouveau modèle disret aveombrage et de �an interdit aux instants t = 100(a), t = 300(b), t = 500().Notons que dans les limites Ω → 1 pour le modèle ontinu (7.23) et θmax → 0 pour le modèle disretnous retrouvons le proessus de dép�t aléatoire présenté dans la partie 7.1.1.115



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.3.2 Modèle de dép�t aléatoire ave ombrage et di�usion (EW1D+Ω)A�n d'avoir une étude aussi exhaustive que possible, nous regardons maintenant les solutions nu-mériques du modèle ontinu ave le terme de l'angle d'ouverture inluant la di�usion et sans leterme de di�usion, i.e le modèle EW modi�é en inluant l'ombrage par l'intermédiaire de l'angled'ouverture (7.24). L'équation étudiée est don la suivante :
∂h

∂t
= ν ∇2h + R Ω(x, {h}) + η(x, t), (7.24)en utilisant un shéma aux di�érenes �nies expliite :

hn+1
i = hn

i + Ωn
i ∆t R +

ν ∆t

∆x2
(hn

i+1 − 2hn
i + hn

i−1)

√
2D ∆t

∆x
ξi. (7.25)Nous omparons les résultats obtenus ave eux du modèle Monte Carlo omportant l'ombrage, ledép�t sur les �ans interdits omme présenté i-dessus et prenant en ompte la relaxation thermique(�gure 7.45).
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(a) (b)Fig. 7.45. Interfae h(x, t) à di�érents instants t pour le modèle ontinu EW1D+Ω (�gue a) et lemodèle Monte Carlo de dép�t �an interdit (�gure b). Les paramètres sont L = 1024, ν = 0.1 pourle modèle ontinu (7.24) et T = 600K pour le modèle disret (ave ombrage et dép�t sur les �ansinterdit).Dans le as du modèle ontinu (7.24) et pour une di�usion de surfae qui reste faible, onrètement
ν = 0.1, on observe que l'interfae est lissée par rapport au as sans di�usion (�gure 7.42) : despis, omme dans le as sans di�usion, émergent. Cependant, ils présentent un pro�l plus ou moinsgaussiens. En revanhe, si l'on observe aussi des pis dans le nouveau modèle disret, leur forme esttrès di�érente. On obtient ii des olonnes très étroites dont la largeur n'évolue pas ave le temps.116



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Le proessus de relaxation thermique qui permet de lisser la surfae et d'élargir les pis dans leas ontinu n'est pas à l'oeuvre ii. Cette di�érene entre les deux modèles est due au fait que ledéplaement latéral des partiules dans les modèles MC ne orrespond pas vraiment à un proessusde di�usion modélisé par le laplaien dans les équations ontinues.Il est possible de mettre en évidene ette di�érene de omportement entre les 2 modèles grâe auas test pour lequel le dép�t est supprimé ave la ondition initiale partiulière suivante : un pi dematière est mis au milieu de la surfae. Pour le modèle ontinu, ela revient à résoudre l'équationde di�usion :




∂h
∂t = ν∇2h,

h(x, 0) = δ(x − x0),
(7.26)dont la solution est la gaussienne

h(x, t) =
1√
2π

1

σ
exp

(
−(x − x0)

2

2σ2

)
,pour laquelle l'éart-type σ dépend de la valeur du oe�ient de di�usion ν selon σ2 = 2νt. Dans leas du modèle Monte Carlo, nous déposons initialement une olonne de 1000 atomes au entre dela boite, puis nous laissons l'algorithme déider de leur déplaement donné par une température de

T = 600K. Les résultats numériques obtenus par l'un et l'autre modèle sont donné �gures 7.46(a)pour le as ontinu et 7.46(b) pour le as disret. La �gure 7.46(a) montre l'émergene d'un pro�lgaussien, e qui n'est pas le as de la �gure 7.46(b) pour lequel le dép�t prend une forme de pla-teau ave des bords qui s'étalent davantage au ours du temps. De fait le proessus de relaxationthermique du modèle Monte Carlo n'est pas une di�usion. A t = 0, seul l'atome situé en haut de laolonne peut se déplaer. Puis, à sa suite, et au ours du temps, les atomes qui n'ont pas de voisinau dessus d'eux (et qui en plus, si 'est le as, ont au moins une ase libre à leur droite ou à leurgauhe). Cela explique la formation de plateau dans lesquels seuls les atomes sur les 2 bords ontdes hanes de se déplaer. Pour obtenir des solutions similaires, il aurait fallu permettre à tousles atomes de se déplaer à droite ou à gauhe à tous les pas de temps, quel que soit le nombre deleurs voisins (même s'ils étaient ouverts par d'autres atomes). Bien sûr, si l'interfae est initiale-ment plate de hauteur h0, un déplaement de l'ensemble des atomes ne modi�era pas, en moyenne,la hauteur h0 (et dans le modèle ontinu, il n'y aurait auun hangement). Aussi d'un ertainpoint de vue, la ondition initiale très piquée hoisie exaerbe la di�érene entre les 2 modèles, ellen'est pas aussi importante pour des dép�ts habituels. Ainsi ela ne remet pas en ause l'équivalenedes modèles entre EW et modèle MC de dép�t ave relaxation via les paramètres d'éhelle α, β et z.
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.
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t = 10, 100, 400.Remarque 7.2 La di�usion de surfae est, à stritement parler, pris en ompte par un termeen ∇4h. Cependant, e terme lissera davantage le pi initial, plus que ne l'aurait fait le terme dedi�usion en ∇2h.7.2.3.3 Modèle KPZ ave ombrage (KPZ1D+Ω)Pour terminer e tour d'horizon, nous présentons brièvement �gure 7.47 un résultat typique du mo-dèle KPZ inluant l'e�et d'ombrage. La résolution numérique du modèle ontinu (7.19) est obtenupar un shéma numérique aux di�érenes �nies expliites, similaire au shéma donné en (7.25), iipour les valeurs λ = 0.05, ν = 0.1 et ∆t = 0.05. Nous revenons à la ondition initiale habituelle
h(x, t = 0) = 0.Le terme non linéaire λ

2 (∇h)2 dérit la roissane selon la normale loale de l'interfae. Dans leas où elle-i reste faible, e terme ne fait pas apparître de struture olonnaire satisfaisante (fsetion préédente, pour laquelle λ = 0 et où se forment de petites olonnes de pro�ls plus ou moinsgaussiens séparées par de larges vallées). La roissane latérale, modélisée par le terme non linéaire,onduit au développement de grosses olonnes triangulaires qui s'élargissent ave le temps (f �gure7.47).Manifestement, la nature de l'interfae donnée �gure 7.47 ne orrespond pas à elle obtenue parles modèles disrets (f. �gure 7.23, 7.24). En e�et, en onsidérant la fontion de distribution f(h)donnée �gure 7.48 à l'instant t = 5000, nous trouvons que la distribution de la hauteur f(h) est118



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.

0 500 1000
x

0

1000

2000

3000

4000

h(
x,

t)

t=100
t=300
t=500
t=700
t=1000

Fig. 7.47. KPZ1D+Ω : Interfae h(x, t) obtenue par la résolution numérique de l'équation (7.19)ave ombrage aux instant t = 100, 300, 500, 700 et 1000. Les paramètres sont L = 1024, ν = 0.1,
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CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.7.2.4 Nouveau modèle ontinu (EDP1D+g(Ω))Nous avons observé que la formation de hautes olonnes dans les modèles de Monte Carlo est duenon seulement à l'e�et d'ombrage, mais aussi au dép�t de partiules qui heurtent le �an des o-lonnes et viennent se déposer à la vertiale de es �ans. Si on enlève e dernier e�et, seuls despis étroits prennent naissane. Cet e�et n'est pas présent dans tous les modèles ontinus proposéspréédemment et auun de es modèles n'est apable de donner des interfaes à struture olonnaire.Ainsi, la omparaison entre l'un et l'autre modèle suggère d'introduire dans le modèle ontinuun terme de déplaement qui dépend de la hauteur des zones hautes et des zones basses. Noussuggérons de modéliser e déplaement par un terme de di�usion d'autant plus fort que l'on setrouve en haut d'une olonne. Une solution onsisterait à prendre ν en fontion de la valeur absoluedu gradient de h (ν = ν(∇|h|)). Cependant on peut aussi remarquer que le haut des olonnes (unefois fermé) reçoit l'essentiel de l'élairement, en ontraste ave les zones en bas des olonnes. Aussi,nous proposons de faire dépendre le terme de di�usion de l'angle Ω. Comme nous herhons desstrutures olonnaires où la variation de la hauteur h peut-être grande, nous gardons alors le termede dép�t en √
1 + |∇(h)|2 sans introduire l'approximation de faible pente proposée dans le modèleKPZ. Nous sommes alors onduits à proposer le modèle suivant :

∂h

∂t
= g(Ω(x, {h})) (R

√
1 + |∇(h)|2 + ν∇2h + η), (7.27)

g(Ω(x, {h})) est une fontion donnée de l'angle solide Ω, les autres termes ν, η sont identiques àeux présentés dans l'équation (7.19). Il est évident que ette fontion g doit permettre d'augmenterla roissane et la di�usion aux endroits peu ombrés, prinipalement dans la partie de l'interfae quise trouvent en haut des olonnes, et par ontraste la diminuer dans les parties ombrées, i.e. dansles trous.7.2.4.1 Résolutions numériquesPour résoudre numériquement l'équation (7.27), nous allons utiliser le même shéma expliite quepour (7.25) :
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]
,où ξi est une variable aléatoire tiré dans une distribution uniforme entre -1 et 1. Dans un premiertemps, nous avons pris omme fontion g la plus simple : g(Ω) = Ω. Ce hoix ne nous donne pas120



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.l'interfae désirée ar, ave ette fontion, dép�t et di�usion restent enore su�samment forts pouraugmenter la hauteur de l'interfae dans les zones ombrées et nous n'obtenons pas des olonnes(�gure 7.49).
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Fig. 7.49. Hauteur de l'interfae obtenu pour le modèle ontinu (7.27) dans le as g(Ω) = Ω et
R = 1, ν = 1, aux instants t = 100, 300 et 500.A�n de diminuer la di�usion et le dép�t dans les zones ombrées et la renforer dans les zones quine le sont pas, nous proposons la fontion g suivante g(Ω) = Ω2. Les résultats de simulations nu-mériques ave les valeurs R = 1, ν = 1 sont illustrés �gure 7.50 et l'apparition des olonnes à �ansremarquablement raides est observée sur des temps longs.Cet aspet olonnaire retrouvé est dû à la ompétition entre l'e�et de l'ombrage, qui favorise l'émer-gene de pis, omme nous l'avons vu dans l'étude de la setion 7.2.3.1 et la di�usion non-isotrope,qui lisse fortement le haut des plateaux et favorise leur roissane latérale. Ces e�ets ombinés as-surent un régime olonnaire au moins jusqu'à la �n de la simulation. En e�et, la �gure 7.50 montreque la plupart des olonnes onstruites au début de la simulation (aux alentours de t = 100) per-durent (f �gure 7.51). La �gure 7.52, montre la fontion de distribution de la hauteur de l'interfaeà l'instant t = 4000. Elle montre un fort pi pour h ∼ 5000 tradution de la présene de strutureshautes séparées par de zones très basse. Cette �gure ne dit rien sur le nombre de olonnes. Il restequ'elle est semblable à elle obtenue dans les modèles disrets (voir la �gure 7.16 de la partie 7.1.3.1).Lorsque l'on examine l'évolution de la rugosité W en temps (�gure 7.53), on observe l'existene dedi�érents régimes. Le premier régime pour t < 1 orrespond au proessus de dép�t aléatoire sans121
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Fig. 7.50. Évolution de l'interfae aux instants t = 500, 1000, 2000, 4000 pour le modèle ontinu7.27 ave g(Ω) = Ω2.
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Fig. 7.52. Fontion de distribution f(h) de la hauteur de l'interfae donnée �gure 7.50 à t = 4000.nous obtenons alors W ∼ t omme dans les modèles disrets.
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Fig. 7.53. Rugosité W (t) de l'interfae dans le as où g(Ω) = Ω2, R = 1, et ν = 1.Une roissane olonnaire ave une proportion onstante de plateaux (indépendemment de leur ré-partition géométrique) est aratérisée par une variation linéaire de la rugosité. En e�et, e résultats'interprète grâe au modèle phénoménologique suivant :Appelons α la proportion de la longueur L du système oupé par les plateaux (quelques soit leurnombre, leur largeur et leur répartition) et 1 − α la proportion du système oupé par des trous.123



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Supposons que le dép�t s'e�etue prinipalement sur les plateaux et entre t et (t + ∆t), il vient (f�gure 7.54) :
α∆h + h∆α = R∆t,d'où en passant à la limite :

d(hα) = Rdt.Cela implique que
αh = Rt,ou 




h =
Rt

α
pour les plateaux

h = 0 pour les trous, (7.29)qui donne bien une hauteur moyenne h = Rt.
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αFig. 7.54. Calul de la rugosité W pour une surfae de dép�t présentant une struture olonnaire.Alors, la rugosité W de la surfae est donnée par :

W 2 = 1
L

∫ L
0 (h − h)2

= α
(

Rt
α − Rt

)2
+ (1 − α)(0 − Rt)2

= αR2t2
(

1 − α
α

)2
+ (1 − α)R2t2

= R2t2
(

1 − α
α

)
.

(7.30)Remarquons que α → 1 orrespond à la roissane des olonnes ave une proportion de plateaux quiaugmente en temps. Supposons, par exemple, que α ≈ 1 − Cta ave a < 1 et C onstante positive.124



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Nous avons :
W 2 = R2t2

Cta

1 − Cta
.Ainsi, en temps longs W 2 ∼ t2+a, et ela indique que si a < 0 la rugosité W est sous-linéaire.L'évolution linéaire en temps t de W n'est obtenue que dans le as a = 0, i.e α est onstante, et elleorrespond aux résultats de nos aluls numériques dans le as des modèles disrets où nous avonstrouvé

α ∼ nclc ≈ constante,(voir tableau 7.1 de la partie 7.1.3.1).7.2.4.2 Remarque sur le alul numérique de l'ombrageLa partie du programme qui néessite le plus de temps de alul est elui qui onerne l'ombrage.De même que pour les modèles probabilistes, il faut lui porter un e�ort partiulier sous peine devoir roître les temps de aluls. On peut noter que si à une dimension ela n'est pas trop grave,ela va devenir tout à fait ruial en 2+1 dimensions.A priori, pour aluler l'angle solide vu de la position x, il faut balayer les toutes les autres positions(soient N points). Comme il faut e�etuer e alul pour haune des N positions, ela donne unalgorithme en N2 (pour d = 1+1). Ce alul se répète à haque pas de temps. Un moyen e�ae deréduire le temps de alul est de mettre en mémoire les positions x1 et x2 qui déterminent l'anglesolide au point x (voir �gure 7.55). En admettant qu'entre 2 pas de temps suessif l'interfae n'apas beauoup évoluée, nous avons alulé le nouvel angle solide en x en exploitant l'interfae de x−
1ases à x+

2 ases (x−
1 < x1 et x+

2 > x1). Pour une simulation telle que L = 1024 et ∆x = 1, onréduit le temps de alul d'un fateur 6 sans modi�er la struture (si e n'est dans des détails situésdans le bas des olonnes, f �gure 7.56).
x

h(x,t)

Ω(x,t)

x xx1 2Fig. 7.55. Algorithme du alul de l'angle d'ouverture Ω(x, {h}) en une position x.
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Fig. 7.56. Hauteurs de l'interfae pour un système de longueur L = 1024 à l'instant t = 10000obtenues par deux méthodes de alul de l'angle solide Ω(x, {h}) : l'une est donné par le alul de
Ω sur toute la longueur du système (ourbe noire) et l'autre est donnée par le alul Ω entre x1− et
x2+ (ourbe rouge).7.2.4.3 Analyse de stabilité par une perturbation en ondes planesA�n de véri�er l'instabilité de l'équation (7.27) pour laquelle le bruit est absent (η = 0), une analyselinéaire de stabilité ave une perturbation en ondes planes est e�etuée pour le as g(Ω) = Ω2. Pourette partie, nous quittons le mondes des EDP stohastique pour ne garder que la partie déterministede (7.27). Étant donné une interfae plate et perturbée par un pro�l sinusoïdal selon x :

h(x, 0) = h0 cos(
2π

l
x), (7.31)dans la limite h0 ≪ l, l'angle d'ouverture de l'interfae s'érit sous la forme :

Ω = Ω + Ω0
2π

l
cos(

2π

l
x),où Ω est la valeur moyenne de l'angle solide Ω sur l'ensemble de l'interfae et Ω0 = δh0 ave δ ≃ 0.72.Posons

h̃(x, t) = h(t) + h0 exp(−i(ωt − kx)), (7.32)alors
Ω̃(x, t) = Ω(t) + Ω0k exp(−i(ωt − kx)), (7.33)126



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.ave k = 2π
l . En intégrant (7.32) et (7.33) dans l'équation (7.27) dans laquelle le terme de bruit estnul, un développement au premier ordre donne :

∂h

∂t
− iωh0 exp(−i(ωt − kx)) =

(
Ω

2
(t)) + 2ΩΩ0k exp(−i(ωt − kx))

) (
R − νk2h0 exp(−i(ωt − kx))

)(7.34)d'où à l'ordre 0 nous avons :
∂h

∂t
= RΩ

2
(t),et à l'ordre 1 :

−iωh0 exp(−i(ωt − kx)) = 2ΩΩ0kR exp(−i(ωt − kx)) − νΩ
2
k2h0 exp(−i(ωt − kx)).On en déduit la relation suivante :

−iω = 2ΩδkR − νΩ
2
k2. (7.35)Ave ω = ωR + iωI , l'équation (7.35) implique que l'ombrage donne une interfae instable si

k < k∗ =
2δR

νΩ
,soit une longueur d'onde instable si

l > l∗ =
2π

k∗
.Ainsi, dans le as g(Ω) = Ω2, et pour les simulation présentées auparavant (pour lesquelles on partd'une surfae plate), 'est le bruit η qui onduit le système (7.27) vers un fort régime non-linéaire.Le résultat que nous avons trouvé ii peut être véri�é par les simulations numériques. Nous pre-nons h0 = 1 pour une surfae initiale du dép�t à t = 0 sous la forme (7.31) et R = 1, η = 0. Ensupposant Ω ≃ π, la valeur limite de l'instabilité est k∗ ≃ 0.46, soit l∗ ≃ 13.6. Nous avons e�etuédes simulations numériques pour deux systèmes de longueurs di�érentes l = 13 < l∗ et l = 15 > l∗.Les résultats obtenus par es deux simulations sont donnés �gure 7.57. Ils montrent qu'e�etive-ment l'instabilité a lieu si le système est plus grand que l∗ et que, dans le as ontraire, il reste stable.En onséquene de ette analyse d'instabilité, l'aspet olonnaire du modèle (7.27) n'est obtenuequ'à partir d'un système de dép�t de taille L su�samment grande, i.e L > l∗, e qui est on�rméepar les ourbes du pro�l de l'interfae pour e modèle à un instant �xé t = 500, illustrées dans la�gure 7.58, ave deux di�érentes valeurs de taille : L = 13, 15 au as où la surfae initiale est plateet le bruit η non nul. Alors, si le système est assez large, l'instabilité démarre et onduit le modèle127
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(a) (b)Fig. 7.57. Hauteur h(x, t) pour un système de longueur L = 150 (�gure a) et L = 150 (�gure b)(∆x = 1) pour le modèle (7.27) à di�érents temps pour ν = 1,R = 1, η = 0, h0 = 1 et les longueursd'ondes respetivement l = 15 et l = 13.vers un régime non-linéaire qui don permet de onstruire la struture des olonnes.
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Fig. 7.58. Interfae du modèle ontinu (7.27) à l'instant t = 500 pour des systèmes de longueur
L = 13 et 15 ave ν = 1, R = 1. La surfae initiale est plate et le bruit aléatoire est non nul.Remarque 7.3 Dans nos simulations numériques l'angle d'ouverture Ω est renormalisé par samoyenne sur la surfae, ette renormalisation ne hange pas la valeur e�etive de k∗.Remarque 7.4 Pour le as f(Ω) = Ω on trouve k < δR

νΩ
= k∗

2 , don la gamme de longueur d'ondeinstable est moins large et la roissane de l'instabilité est moins rapide.128



CHAPITRE 7. ÉTUDE DES MODÈLES 1D.Ainsi ave le nouveau modèle ontinu que nous avons proposé, une struture olonnaire a e�eti-vement été trouvée. D'autres simulations numériques du modèle (7.27) dans le as où on utilise lesapproximations du terme non-linéaire √
1 + |∇(h)|2 :

√
1 + |∇(h)|2 ∼ 1 +

1

2
|∇(h)|2 pour |∇(h)| petit,et

√
1 + |∇(h)|2 ∼ |∇(h)| pour |∇(h)| grand,ont été réalisé. Elles ne donnent pas de olonnes, indiquant que le terme origine de dép�t non-linéaireen √

1 + |∇(h)|2 est indispensable pour onstruire l'aspet olonnaire de surfae.7.2.5 Une première analyse des propriétés du nouveau modèle ontinu ave ombrageDans la partie 7.2.4, nous avons proposé un nouveau modèle ontinu dont le nouvel ingrédient est lafontion g(Ω) qui est en fateur ave le terme de dép�t non linéaire ainsi que le terme de di�usion.Les simulations numériques ont été faites pour les deux as g(Ω) = Ω et Ω2, les résultats du as
g(Ω) = Ω2 présentent une struture olonnaire très prohe à elle obtenue par des modèles disrets.Une fois que la résolution numérique est réalisée, il onvient de s'interroger sur le problème del'existene de solutions de l'équation (7.27) et de leurs propriétés. Nous nous intéressons d'abord auproblème d'analyse mathématique des propriétés de l'équation (7.27) dans le as g(Ω) = Ω2. Celapermettrait d'étudier ensuite l'existene de solutions de ette équation. Dans un premier temps,nous onsidérons l'équation (7.27) dans le as déterministe :





∂h

∂t
(t, x) =

Ω2(h, t, x)

< Ω2(h, t) >

(
∆h(t, x) +

√
1+ | ∇h(t, x) |2

)
x ∈ IR, t > 0

h(0, x) = h0(x) x ∈ IR.

(7.36)où h0 est une donnée initiale, h et h0 sont périodiques de période L et < Ω2(h, t) > est la moyennede l'angle d'ouverture Ω (voir la dé�nition 7.20 de l'angle Ω dans la partie 7.2.3) dé�nie par :
< Ω2(h, t) >=

1

L

∫ L

0
Ω2(h, t, x) dx. (7.37)Notons que pour e modèle ontinu, l'angle d'ouverture Ω joue un r�le ruial dans l'évolution del'interfae. Il est don important d'étudier e terme et nous obtenons une première estimation del'angle Ω présentée i-dessus.7.2.5.1 Propriété de ontinuité de l'angle d'ouvertureLemme 7.5 Soient f et g deux fontions réelles dé�nies sur un ensemble D. Alors on a :129
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∣∣∣∣max
x∈D

f(x) − max
x∈D

g(x)

∣∣∣∣ ≤ max
x∈D

|(f − g)(x)|.Preuve : On a pour tout x ∈ D :
f(x) − g(x) ≤| f(x) − g(x) |≤ max

x∈D
| f(x) − g(x) |,d'où

f(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | +g(x)

≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | + max
x∈D

g(x),et don
max
x∈D

f(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | + max
x∈D

g(x),soit
max
x∈D

f(x) − max
x∈D

g(x) ≤ max
x∈D

| f(x) − g(x) | .En éhangeant les r�les de f et g, on obtient le lemme.Proposition 7.6 Soient h1 et h2 deux fontions de W 1,∞(R). Alors pour tout x ∈ R, on a :
|Ω(h1, x) − Ω(h2, x)| ≤ 2‖(h1 − h2)

′‖∞.Preuve : Soient don h1 et h2 deux fontions de W 1,∞(R) (W 1,∞(R) ⊂ C0(R)) et x0 un réel �xé.
|Ω(h1, x0) − Ω(h2, x0)| = |π − Ω1(h1, x0) − Ω2(h1, x0) − π + Ω1(h2, x0) + Ω2(h2, x0)|

≤ |Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| + |Ω2(h1, x0) − Ω2(h2, x0)|.
(7.38)Nous allons alors estimer haun des termes du seond membre. Supposons tout d'abord que

Ω1(h1, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)] et Ω1(h2, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)],alors, la fontion arctan étant stritement roissante :
|Ω1(h1, x0)−Ω1(h2, x0)| =

∣∣∣∣arctan
[

sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)]
− arctan

[
sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)]∣∣∣∣ .D'autre part, puisque | arctan a − arctan b| ≤ |a − b|, on obtient :130
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|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| ≤

∣∣∣∣ sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0

)
− sup

x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)∣∣∣∣ .Nous pouvons alors utiliser le lemme 7.5 pour en déduire :
|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| ≤

∣∣∣∣ sup
x>x0

(
h1(x) − h1(x0)

x − x0
− h2(x) − h2(x0)

x − x0

)∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣ sup
x>x0

(
(h1 − h2)(x) − (h1 − h2)(x0)

x − x0

)∣∣∣∣
≤ ‖(h1 − h2)

′‖∞

.

Supposons maintenant Ω1(h1, x0) = 0 et Ω1(h2, x0) = sup
x>x0

[
arctan

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)], nous sommesalors dans le as où h1(x) < h1(x0) pour tout x > x0, 'est-à-dire :
h1(x) − h1(x0)

x − x0
< 0,il en déoule alors :

|Ω1(h1, x0) − Ω1(h2, x0)| = Ω1(h2, x0)

≤ sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0

)

≤ sup
x>x0

(
h2(x) − h2(x0)

x − x0
− h1(x) − h1(x0)

x − x0

)

≤
∣∣∣∣ sup
x>x0

(
(h1 − h2)(x) − (h1 − h2)(x0)

x − x0

)∣∣∣∣
≤ ‖(h1 − h2)

′‖∞.

.

Les autres as étant analogues, ei ahève la preuve de ette proposition.7.2.5.2 Absene du prinipe du maximumL'objetif ii est de s'intéresser au problème d'existene de solutions de l'équation (7.36). Sans leterme d'ombrage, les méthodes lassiques d'étude des équations elliptiques et paraboliques abou-tissent à l'existene de solutions. Ces méthodes reposent souvent sur le prinipe du maximum, parexemple méthode des sur-sous solutions ou solutions de visosité [7℄. Dans le as de l'équation (7.36),la présene du terme d'ombrage entraîne que e prinipe n'est pas satisfait, tout au moins dans unelasse restreinte de fontions. C'est l'objet de la proposition suivante :Proposition 7.7 Soient h0
1 et h0

2 deux fontions réelles dé�nies par h0
1(x) = 0 et h0

2(x) = (x − 1)4pour tout x ∈ [0, 2] et prolongées par périodiité de période 2 à R entier. On a don h0
1 ≤ h0

2. Soit131
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h1 la fontion dé�nie par h1(t, x) = t pour (t, x) ∈ R+ ×R. On suppose qu'il existe une fontion h2dé�nie sur un ouvert ]0, T [×R solution de (7.36) de donnée initiale h0

2 telle que
∥∥∥∥

∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

→ 0 quand t → 0, (7.39)
∥∥∥∥
∂2h2

∂x2
(t, .) − ∂2h0

2

∂x2

∥∥∥∥
∞

→ 0 quand t → 0, (7.40)alors il existe un temps t0 et un réel η > 0 tels que h1 > h2 sur {t0} × (1 − η, 1 + η).Preuve : On a trivialement : ∂h0
2

∂x (x) = 4(x − 1)3 et ∂2h0
2

∂x2 (x) = 12(x − 1)2 pour x ∈]0, 2[. Puisque
∂h2

∂x
(t, x) → ∂h0

2

∂x
(x) et ∂2h2

∂x2
(t, x) → ∂2h0

2

∂x2
(x),quand t → 0 uniformément pour x ∈]0, 2[, on obtient :

lim
t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
∆h2(t, x) +

√
1+ | ∇h2(t, x) |2

]
= lim

t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)6

]
,pour x ∈]0, 2[. D'autre part, pour t > 0 :

∥∥∥∥
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h0

2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h0
2) >

+
Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h0
2) >

− Ω2(h0
2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

≤ ‖Ω2(h2, t, .)‖∞
| < Ω2(h0

2) > − < Ω2(h2, t) > |
< Ω2(h2, t) >< Ω2(h0

2) >
+

1

< Ω2(h0
2) >

‖Ω2(h2, t, .) − Ω2(h0
2, .)‖∞.(7.41)Remarquons que la fontion Ω(u0

2, .) est déroissante de [0, 1] sur [π2 , π] puis roissante de [1, 2] sur
[π2 , π] don < Ω2(h0

2) > est une onstante stritement omprise entre (π
2 )2 et π2. Par dé�nition :

‖Ω2(h2, t, .)‖∞ ≤ π2 et en�n :
| < Ω2(h0

2) > − < Ω2(h2, t) > |

=
1

2

∫ 2

0
[Ω2(u0

2, x) − Ω2(h2, t, x)]dx

≤ 1

2

∫ 2

0
‖Ω2(h2, t, .) − Ω2(h0

2, .)‖∞dx

≤ 2π2‖Ω(h2, t, .) − Ω(h0
2, .)‖∞≤ 4π2

∥∥∥∥
∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

,d'après la proposition 7.6. L'hypothèse (7.39) entraîne alors que < Ω2(h2, t) > tend vers la onstante
< Ω2(h0

2) > quand t tend vers 0 et l'inégalité (7.41) devient alors :132
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∥∥∥∥

Ω2(h2, t, .)

< Ω2(h2, t) >
− Ω2(h0

2, .)

< Ω2(h0
2) >

∥∥∥∥
∞

≤ C

∥∥∥∥
∂h2

∂x
(t, .) − ∂h0

2

∂x

∥∥∥∥
∞

,e qui permet de onlure, d'après (7.39) que
lim
t→0

Ω2(h2, t, x)

< Ω2(h2, t) >

[
∆h2(t, x) +

√
1+ | ∇h2(t, x) |2

]
=

Ω2(h0
2, x)

< Ω2(h0
2) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)6

]
,pour x ∈]0, 2[. Il en résulte alors que

lim
t→0

∂h2

∂t
(t, x) =

Ω2(h0
2, x)

< Ω2(h0
2) >

[
12(x − 1)2 +

√
1 + 16(x − 1)3

]
,uniformément pour x au voisinage de 1. Or Ω2(h0

2, 1) = (π/2)2 et < Ω2(h0
2) >> (π/2)2 d'après lesvariations de Ω(h0

2, .) déjà observées, don
lim
t→0

∂h2

∂t
(t, x) < 1,uniformément pour x au voisinage de 1. On en déduit alors qu'il existe un temps t0 et un réel η telsque

∂h2

∂t
(t, x) < 1 =

∂h1

∂t
(t, x),pour tout t ∈ (0, 2t0) et x ∈ (1 − η, 1 + η), d'où le résultat.
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Chapitre 8ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Dans e hapitre, nous allons étudier en deux dimensions (d = 2 + 1) les modèles de roissaneabordés préédemment en dimension 1 et nous omparerons les résultats ave eux obtenus en 1D.La première partie de e hapitre onsiste en l'étude des modèles disrets. L'étude des modèlesontinus sera présentée dans une deuxième partie. Tout omme pour la partie 1D, les modèles irontdes plus simples jusqu'aux modèles ave ombrage pour aboutir à l'étude 2D du modèle ave ombrageet di�usion non-isotrope similaire à elui que nous avons proposé en 1D. Les premiers modèles dontnous donnons les résultats ont déjà été étudiés [15℄ [37℄ [50℄. Ils permettent à la fois de rendre etteétude plus omplète et de valider nos odes (au moins sur es modèles). Nous adopterons égalementdes onditions aux bords périodiques pour les modèles 2D.8.1 Modèles disrets8.1.1 Modèle de dép�t aléatoire inluant la relaxation thermique (MC2D-d+R)Pour le modèle de dép�t en 2D, les méanismes de roissane du dép�t sont les mêmes qu'en 1D. Ce-pendant, l'algorithme doit tenir ompte de la géométrie bi-dimensionnelle qui autorise de nouvelleson�gurations qu'il onvient de prendre en ompte pour établir la liste des déplaements possiblesdes partiules à la surfae du dép�t. La �gure 8.1 donne la liste des on�gurations possibles danslaquelle se trouve un atome en fontion de la position de son ou ses voisins. En 1D seuls les atomesqui ont au maximum deux liaisons à briser, i.e ni ≤ 2 peuvent déplaer (voir setion 7.1.2.2). En 2Dnous pourrons e�etuer le déplaement pour les atomes dont leur nombre de voisins ni ≤ 4 (liaisonave le substrat inluse). Tout omme en une dimension, nous ne ferons pas de di�érenes entre lesdéplaements laissant l'atome à la même hauteur et eux lui permettant d'aéder à des zones plusbasses. La �gure 8.1 illustre les di�érents types de déplaement et leur fréquenes.Rappelons que le taux total des événements dans e proessus est dé�ni par :
Rt = RdN +

∑

j

Rj ,où N = L2 est le nombre total de sites d'adsorption de la surfae, et Rj est le taux d'exéution dudéplaement de type j. Un type de déplaement j est dé�ni suivant la diretion du mouvement etle nombre de liaisons à briser pour déplaer. En 2D il y a en total 16 types de déplaement possibles.135
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Fig. 8.1. Con�gurations des atomes andidats à se déplaer en 1D (à gauhe) vues de pro�l et2D (à droite) vues de dessus. L'atome andidat au déplaement est en blan, ses voisins omportentune roix. Les déplaements autorisés sont symbolisés par une �èhes. ni est le nombre de liaisonsentre l'atome et ses voisins, substrat inlus. En 1D sont autorisées à se déplaer les partiules ayant2 liaisons au maximum. En 2D, l'atome i dont le nombre de voisins ni ≤ 4 est suseptible de sedéplaer.Partant d'une surfae initialement plate, la �gure 8.2 donne l'allure typique d'un dép�t pour unesurfae de taille L × L = 256 × 256 prise à di�érents instants, pour une température T = 500K.Nous remarquons que l'e�et de la relaxation permet de réduire les irrégularités de l'interfae etonduire le système vers une situation stable.Comme en 1D, l'interfae est aratérisée par sa rugosité dont l'évolution temporelle est donnée�gure 8.3 pour di�érentes simulations dont les paramètres est la température omprise entre 400K136
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(a) (b)

() (d)Fig. 8.2. Modèle MC2D-d+R : Pro�l h de l'interfae pour un système de taille 256 × 256 et
T = 500K pris aux instants t = 100 (a), t = 500 (b), t = 1000 (), t = 5000 (d)et 640K. Nous onstatons que, omme dans le as 1D, le omportement de la rugosité W dépend àla fois de la température T et de la taille L×L du système. Pour une température assez faible, parexemple T = 400K, l'e�et de lissage du proessus de relaxation n'est pas remarquable, la rugositése omporte toujours omme t

1

2 et la saturation ne sera probablement jamais atteinte. En e�et pour
T = 400K, R1 ≈ 10−4 qui est négligeable devant Rd = 1. A partir d'une température prohe de137



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.
420K, on peut observer l'in�uene de la relaxation sur l'évolution de la surfae : dans un premiertemps, t ≪ 1, on observe que le régime de dép�t aléatoire sans orrélation l'emporte sur la relaxation(dans e régime W ∼ t

1

2 ), pour les temps plus long, la di�usion a�ete la pente la rugosité et nousobtenons W ∼ tβ ave β < 0.5. Plus la température est grande plus la valeur de l'exposant β estfaible. Le alul de la pente des ourbes W (t) (voir �gure 8.3) nous donne les valeurs e�etives de β.Elles sont reportées la �gure 8.4. Néanmoins, si la température devient su�samment forte (ii vers620K), la rugosité osille due à une roissane ouhe par ouhe. La relaxation importante poures valeurs de température, lisse davantage les aspérités introduites par le dép�t. En e�et, omme letaux de déplaement dans e as est largement plus grand que elui pour e�etuer un dép�t, alorsune fois un atome se dépose sur la surfae il va herher à desendre vers une position plus basse età déplaer vers une position plus stable (i.e une position dont le nombre de voisins est plus grand).La rugosité sature dès que la première ouhe d'atomes sera déposée. La ourbe de la �gure 8.4 esten aord ave elle de la �gure 2 obtenue par Meng et Weinberg [37℄, ependant nos valeurs del'exposant β sont plus faibles que eux donné par Meng et Weinberg ar leurs aluls inluent unfateur 1/4 dans l'expression Rt = Rtd + 1
4

∑
j Rj .

0.01 1 100 10000
t

0.1

1

10

100

W

Fig. 8.3. Modèle MC2D-d+R : Rugosité W de l'interfae en fontion du temps pour di�é-rentes températures T (K) et pour une surfae omportant L × L sites ave L = 256. Les ourbesorrespondent, de haut en bas, à T = 400, 420, 460, 500, 520, 540, 560, 580, 600, 620 et 640K.Elles sont moyennées sur un ensemble de 5 expérienes. La pente β est alulée pour t ompris entre10 et 1000. 138
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Fig. 8.4. Modèle MC2D-d+R : Exposant β en fontion de la température T alulé parrégression linéaire à partir des pentes des ourbes log W fontion de log t présentées �gure 8.3.En omparant les valeurs e�etives βeff donnée �gure 8.4 ave elle du as 1D (voir �gure 7.9), no-tées β̃eff , nous trouvons que, pour une température donnée, nous avons βeff < β̃eff . Par exemple,à T = 420K, en 1D la relaxation reste toujours négligeable devant le dép�t aléatoire et on a β̃effprohe de 0.5. En revanhe, en 2D nous obtenons βeff ≈ 0.44 : l'e�et lissage de la relaxation estprésent. L'e�et de la relaxation en 2D est don plus forte qu'en 1D. En e�et, omme indiqué �gure8.1, le nombre de on�gurations permettant un déplaement et don le rapport entre le taux dedéplaement et elui de dép�t est plus élevé en 2D qu'en 1D. Ainsi, le taux d'exéution d'un dépla-ement, à une température �xée, pour les atomes qui ont le même nombre de liaisons en 2D est plusgrand que dans le as 1D. Cela est illustré par la �gure 8.5 qui montre la hauteur h de l'interfaepour un système 1D de taille L = 256 et une oupe de la hauteur h de l'interfae (donnée �gure 8.2)pour un système 2D de taille 256×256 prises à l'instant t = 1000 ave T = 500K. Comme attendu,la surfae obtenue en 2D pour laquelle nous avons βeff ≈ 0.23 est plus lisse que elle obtenue en1D pour laquelle β̃eff ≈ 0.375.Pour terminer ette étude, nous regardons la dépendane de la saturation Wsat de la rugosité Wen fontion la température T et de la taille L × L du système. Cela permet de trouver les valeurse�etives de l'exposant α pour la loi d'éhelle Wsat ∼ Lα. Pour ela, pour une température �xée etun système de taille donnée, nous alulons la roissane du dép�t et sa rugosité W jusqu'à un temps
t su�samment long pour qu'elle puisse atteindre la saturation Wsat. Les simulations portent sur dessystèmes de L = 8, 16 et 32. Malgré une taille de dép�t modeste (L = 32) et les températures faibles(omme T = 460K), l'e�ort de alul est important ar il faut d'une part mener les aluls sur des139
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Fig. 8.5. Modèle MC2D-d+R : Comparaison entre la hauteur h de l'interfae en 1D d'unsystème de taille L = 256 et une oupe en position y de la hauteur h en 2D (donnée �gure 8.2)d'une surfae de taille L × L = 256 × 256 prise au même temps t = 1000, pour une température
T = 500K.temps longs pour observer la saturation (t = 106) et d'autre part moyenner sur 100 expérienespour lisser les �utuations (d'autant plus grandes que L est petit). De plus, la saturation Wsat estmoyennée dans le temps (pour t ompris entre t = 5 × 105 à 106).
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Fig. 8.6. Modèle MC2D-d+R : Valeur de la saturation Wsat de la rugosité W en fontionde L à di�érentes températures T (K). Les ourbes orrespondent, de haut en bas, à 460, 480, 500,520, 540, 560, 580, 600K. Elles sont moyennées respetivement sur un ensemble de 150, 100, 50expérienes pour L = 8, 16, 32 respetivement. 140



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.La �gure 8.6 donne log Wsat en fontion de log L pour di�érentes températures T . Les pentes dees ourbes permettent d'obtenir les valeurs αeff en fontion de T reportés �gure 8.7. Pour esvaleurs de température, αeff varie entre 0.32 et 0.73. En général, es valeurs sont près de deux foisplus faibles que elles obtenues en 1D qui varient entre 0.73 et 1.5. Pour une même valeur de β,par exemple β ≈ 0.3 (ave T = 460K en 2D et T = 560K en 1D), les valeurs de l'exposant α sontdi�érentes : α ≈ 0.72 en 2D et α ≈ 1.01 en 1D.
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Fig. 8.7. Modèle MC2D-d+R : Exposant α en fontion de la température T .8.1.2 Modèle de dép�t aléatoire inluant l'ombrageNous étudions maintenant deux modèles de roissane inluant e�et non-loal de l'ombrage, lepremier ne ontient que le dép�t, le seond, plus omplet, inlue aussi la di�usion thermique. L'al-gorithme reprend, pour la relaxation, elui utilisé pour le modèle préédent et pour le dép�t, l'al-gorithme ave ombrage utilisé en 1D (voir l'algorithme 3). Pour les modèles 2D, les partiules sontenvoyées vers le substrat selon les diretions déterminées par un ouple d'angles (θ, ϕ) (voir �gure8.8), où l'angle ϕ est hoisi aléatoirement suivant une distribution uniforme entre 0 et 2π et l'angle
θ est pris au hasard dans une distribution dé�nie par sin θ

1−cos θmax
où θmax est l'angle maximal. Celaassure que le �ux est onstant à travers la alotte sphérique déterminé par θmax.
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Fig. 8.8. MC2D-d+O : La trajetoire d'un atome envoyé à la surfae est dé�nie par un oupled'angle (θ, ϕ).8.1.2.1 Modèle de dép�t aléatoire inluant l'ombrage sans di�usion (MC2D-d+O)Pour e modèle, nous faisons les simulations sur un système de taille 256×256 pour plusieurs valeursde θmax (1◦ ≤ θmax ≤ 70◦). Pour θmax = 1◦, l'e�et d'ombrage apparaît que pour t supérieur à 2500.Les images de la surfae du dép�t, vue de dessus, pour θmax = 30◦ et 60◦, prises à di�érents instants,sont données �gures 8.9 et 8.10 respetivement. Les �gures 8.11 et 8.12, quant-à elles, présententle pro�l des hauteurs h de l'interfae orrespondante pour es deux valeurs. Comme attendu, nousobservons l'apparition d'une struture olonnaire et observons que la taille des olonnes roît auours du temps et qu'elle dépend de l'angle maximal θmax.La présene de la struture olonnaire se aratérise, sur la fontion de distribution de la hauteur del'interfae donnée �gures 8.13, par un pi pour les hauteurs max. Les �gures sont similaires à ellesobtenues en 1D (voir setion 7.1.3.1) et donnent les pis orrespondant à la hauteur maximale desplateaux des olonnes. La hauteur maximale est autour de 6000 pour le as θmax = 30◦ et 7000 pourle as θmax = 60◦, e qui indique que l'évolution en temps de la hauteur maximale hmax dépendaussi de θmax (voir la �gure 8.14). Nous onstatons que hmax évolue linéairement en temps t :
hmax(t) ∼ a t,et que la valeur du oe�ient a dépend également de θmax omme dans le as 1D. La ourbe de lavaleur a en fontion θmax est reportée �gure 8.15. Nous avons, tout omme en 1D (f �gure 7.18)142



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)

() (d)Fig. 8.9. Modèle MC2D-d+O : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système de taille
256 × 256 et θmax = 30◦, prise aux instants t = 1000 (a), t = 3000 (b), t = 5000 (), t = 7000 (d).une évolution linéaire de a en fontion θmax pour 0.1(rad)< θmax<1.4(rad) :

a(θmax) ≈ 1.05 + 0.44 θmax,ependant les valeurs ne sont pas exatement les mêmes qu'en 1D (ref setion 7.1.3.1). Par exemple,143
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(a) (b)

() (d)Fig. 8.10. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.9 mais pour un angle d'inidenemaximal de θmax = 60◦.pour θmax = 60◦, nous avons a ≃ 1.3 en 1D alors que a ≃ 1.5 en 2D. Contrairement au modèle 1D,nous n'avons pas une évolution temporelle linéaire de hmin(t). Nous observons qu'en temps petitla hauteur minimale de la surfae augmente très peu, puis à partir d'un temps su�samment long
hmax sature à une valeur d'autant plus faible que l'angle θmax est grand. Ces sites qui se trouvent144
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(a) (b)

() (d)Fig. 8.11. Modèle MC2D-d+O : Pro�l h de l'interfae, pour un système de taille 256 × 256et θmax = 30◦, pris aux instants t = 1000 (a), t = 3000 (b), t = 5000 (), t = 7000 (d). Lareprésentation en perspetive des résultats donnes �gure 8.9dans les endroits dont la hauteur est minimale, ne peuvent plus reevoir les atomes provenant de lasoure. Ils sont bien fermés et ombrés par les autres olonnes situées autour d'eux. La probabilitéde dép�t est presque nulle. Déposer une partiule sur l'un de es sites, dépend du hoix onvenabled'un ouple (θ, ϕ). En 1D, ela ne dépend que du hoix d'une seule valeur et nous avons bien vuque hmin augmente linéairement en temps. 145
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(a) (b)

() (d)Fig. 8.12. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.11 mais pour un angle d'inidenemaximal θmax = 60◦.L'évolution temporelle de la rugosité d'interfae W est donnée �gure 8.16 en éhelle log-log. Commeen 1D, il existe deux régimes : le premier, pour des temps petits, se omporte omme √
t (marquede la phase de dép�t aléatoire habituelle) ; l'autre, après t = tc, évolue linéairement en fontion dutemps t. Ce temps ritique de hangement tc indique le moment où l'e�et de l'ombrage ommene à146
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Fig. 8.13. Modèle MC2D-d+O : Fontion de distribution f(h) à l'instant t = 5000 pour lesdeux as, θmax = 30◦ (a) et θmax = 60◦ (b).a�eter la struture du dép�t et fait apparaître les olonnes. La �gure 8.17 qui donne tc en fontionde θmax, montre qu'il obéit à la loi de puissane
tc ∼ θ−1.3

max .Rappelons que, pour le modèle 1D, nous avons trouvé tc ∼ θ−1.4
max . Ces temps sont similaires, la147
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Fig. 8.14. Modèle MC2D-d+O : Hauteurs maximale hmax (a) et minimale hmin (b) de l'inter-fae en fontion du temps t pour un système ontenant 256×256 sites d'adsorption pour θmax = 30◦et θmax = 60◦. Les résultats sont moyennés sur un ensemble de 5 expérienes.dimension joue don peu sur la dépendane de tc vis à vis de θmax.148
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Fig. 8.15. Modèle MC2D-d+O : Valeur du oe�ient a de la fontion hmax = at en fontionde l'angle θmax (en radian).
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Fig. 8.16. Modèle MC2D-d+O : Rugosité W en fontion du temps t, en éhelle log-log, pourune surfae de dép�t de taille 256 × 256, ave θmax = 10◦, 20◦, 30◦, 60◦, 70◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérienes.
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Fig. 8.17. Modèle MC2D-d+O : Instant de transition tc en fontion de θmax (en radian).Regardons maintenant omment évolue la taille moyenne Sc des olonnes au ours du temps t.Pour aluler la valeur de Sc d'une surfae donnée, il faut que l'on trouve le nombre de olonnesque omporte ette surfae, puis le nombre de sites appartenant aux olonnes. A�n d'e�etuer esaluls, nous avons utilisé l'algorithme de Hoshen et Kopelman [25℄ qui se fait en 3 étapes :
• La première onsiste à déterminer si un site fait parti d'une olonne ou pas. La surfae estbalayée ligne par ligne, de haut en bas par exemple. On examine haque site, si sa hauteurest supérieure à la hauteur moyenne de la surfae alors il fait parti d'une olonne et il estmis à -1, sinon il fait parti d'un trou et est labellisé "0".
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Fig. 8.18. Modèle MC2D-d+O : Déterminer les sites appartenant aux olonnes.150
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• La seonde étape onsiste à regrouper par olonne les sites marqués "-1" : sera regrouperles sites "-1" ayant un �té en ommun et en tenant ompte des onditions aux bords. One�etue le balayage ligne par ligne, la première ase "-1" renontrée sera partie de la olonne1 et son label est mis à 1. Si la ase suivante est à "-1", elle est mise également à 1 (asappartenant à la même olonne), sinon on ontinue le balayage jusqu'à renontrer une asenon nulle. Un site suivant, s'il n'est pas onneté à un site déjà numéroté, se voit attribué lenuméro suivant, sinon il se voit attribué le numéro de la ase ave laquelle il est ontiguë etainsi de suite. Si un on�it de label apparaît (pour une ase qui possède 2 voisins de labelsdi�érents) alors un tableau intermédiaire permet de mémoriser la orrespondane entre leslabels.
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.
Sc(t) ∼ tp1, (8.1)pour laquelle l'exposant p1 dépend de θmax. La dépendane de et exposant p1 ave θmax est donné�gure 8.22.
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Fig. 8.21. Modèle MC2D-d+O : Taille moyenne des olonnes Sc(t) traée en éhelle log-log pour un système omportant 256 × 256 sites et ave θmax = 30◦, 45◦, 60◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérienes.
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.A�n de ompléter l'analyse de la struture d'interfae de e modèle de roissane ave ombrage,nous présentons deux oupes de l'interfae h(x, y) (à y = 125) �gures 8.23 et 8.24 à di�érentsinstants t pour les valeurs θmax = 30◦ et 60◦ respetivement. Ces ourbes donnent le même type demorphologie de la surfae du dép�t que elle obtenue par nos simulations numériques en 1D.
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Fig. 8.23. Modèle MC2D-d+O : Coupes en position y = 125 de la hauteur d'interfae en 2D(�gure 8.9) aux di�érents instants t = 1000, 3000, 5000, 7000 et 10000 pour θmax = 30◦.
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Fig. 8.24. Modèle MC2D-d+O : Idem que pour la �gure 8.23 mais l'angle inident maximalest θmax = 60◦. 153



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Le alul de la largeur moyenne lc des olonnes sur l'ensemble de toutes les oupes (selon Ox etselon Oy soient 2L oupes) établi au ours du temps indique que lc se omporte omme une loi depuissane
lc ∼ tp,pour laquelle nous obtenons p1 = 2 ∗ p où p1 est l'exposant de la loi de puissane Sc ∼ tp1 donnéeéquation (8.1) i-dessus. Par exemple, ave θmax = 30◦, nous avons trouvé p1 ≃ 0.79 et p ≃ 0.39. Celaon�rme la relation Sc ∼ l2c entre la taille moyenne des olonnes et la largeur moyenne des oupesdes olonnes. Nous trouvons également que le nombre moyen des olonnes nc, pour les oupes enposition x, se omporte omme t−p (f �gure 8.25) et ela implique que le nombre moyen de olonnesur l'ensemble de la surfae Nc se omporte omme t−p1 ∼ t−2p. Cependant nous onstatons que lavaleur p trouvées en 2D est di�érente de elle obtenue en 1D (�gure 8.26).
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Fig. 8.25. Modèle MC2D-d+O : Nombre moyen de olonnes nc, pour toutes les oupes selon
Ox et Oy (2L oupes), en fontion de temps t pour un système de taille 256×256 et ave θmax = 30◦,
60◦.Tous les résultats que nous avons présentés dans ette partie sont fait pour des systèmes de taille
256 × 256 pour des temps allant jusqu'à t = 10000 néessitant des temps de simulations déjà assezlong (de l'ordre de 3 jours sur des mahines pentiums à 1.8GHz). Néanmoins, a�n de véri�er que lataille du système de dép�t est su�samment grande pour que des e�ets de taille �nie n'in�uene pasles propriétés de la struture de surfae (omme par exemple la taille moyenne de olonnes), nousavons fait des simulations ave un système de taille 512 × 512. Nous onstatons que les aratéri-154



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.
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Fig. 8.26. Modèle MC2D-d+O : Comparaison de la valeur d'exposant p pour la loi donnantla largeur des olonnes lc ∼ tp entre 1D et 2D.sations de la struture ainsi que de la rugosité d'interfae trouvées sont les mêmes qu'ave la taille
256× 256 (voir les �gures 8.27, 8.28,). Nous restons don sur la taille 256× 256 pour les simulationsdes modèles suivants.
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Fig. 8.27. Modèle MC2D-d+O : Rugosité W en fontion du temps t, en éhelle log-log,moyennée sur un ensemble de 5 expérienes pour des systèmes de taille 256× 256 et 512× 512 ave
θmax = 70◦. 155



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.
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Fig. 8.28. Modèle MC2D-d+O : Taille moyenne des olonnes Sc(t) en éhelle log-log pourdes systèmes de taille 256 × 256 et 512 × 512 pour θmax = 70◦. Les résultats sont moyennés sur unensemble de 5 expérienes.Réapitulatif : pour le modèle de dép�t seul ave ombrage en 2D, nous obtenons des aratérisationsde la roissane et de la rugosité d'interfae suivantes :. Caratérisation des olonnes en fontion de θmax :
Sc ∼ tp1(θmax) ave p1(θmax) ≈ 0.53 + 0.4θmax.

Sc ∼ l2c ∼ t2p.

Nc ∼ t−p1(θmax) ∼ t−2p.

hmax ∼ a(θmax)t ave a(θmax) ≈ 1.05 + 0.44θmax.. Caratérisation de la rugosité de l'interfae :
W ∼ t0.5 pour t < tc,

W ∼ t pour t > tc,ave tc ∼ θ−1.3
max
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.8.1.2.2 Modèle de dép�t aléatoire ave ombrage inluant une di�usion thermique(MC2D-d+O+R) :Dans ette partie, nous présentons les résultats des simulations numériques pour le modèle de rois-sane ave ombrage inluant une di�usion thermique en 2D. Les aluls sont faits pour un systèmede taille 256 × 256, pour plusieurs valeurs de l'angle inident maximal θmax ompris entre 18◦ et
60◦, et pour une température T variant entre 440K et 610K.Comme nous avons vu dans la partie 1D (setion 7.1.3.2), il existe une ompétition entre la re-laxation et l'ombrage. Pour les faibles températures, par exemple dans e modèle T < 460K, l'e�etdu lissage apporté par la relaxation est négligeable devant l'ombrage, la di�érene entre la surfaeobtenue par le proessus de roissane ave ombrage inluant une di�usion et elle du proessus aveombrage seul n'est pas signi�atif. L'allure de la rugosité dans es deux as est presque identique.Pour des températures plus élevées, i.e pour des températures où l'ombrage �nit par dominer larelaxation, l'interfae prend une struture olonnaire. Pour des temps intermédiaires, la rugositéd'interfae W se omporte omme W ∼ tβ où l'exposant β prend la même valeur que elle obtenuedans le as du proessus ave relaxation thermique mais sans ombrage à la même température (f�gure 8.4). Néanmoins, en temps plus long, les olonnes apparaissent et W se omporte toujoursomme t. Aux températures plus hautes qu'une température limite T0, qui dépend de l'angle θmax,la relaxation l'emporte sur l'ombrage et la surfae évolue exatement omme dans le as du proes-sus de roissane sans ombrage, ave relaxation thermique.Les �gures 8.29 et 8.30 donnent respetivement l'image de la surfae vue de dessus et en perspetivede l'interfae prises à l'instant t = 1000 pour θmax = 60◦ pour di�érentes températures T = 440,480, 520, 560K. Nous voyons que la surfae obtenue à T = 440K ainsi que sa rugosité sont trèsprohes de elles obtenues dans le as sans di�usion (voir �gure 8.32). Lorsque la température aug-mente, la di�usion devient plus forte et a�ete la struture olonnaire de la surfae. Elle réduitprogressivement les aspérités de l'interfae ainsi que les hauteurs maximales des plateaux des o-lonnes et la profondeur des trous. Il est évident qu'ave la relaxation, les sites qui se trouvent dansles trous vont reevoir plus le dép�t des atomes et don la hauteur minimale de l'interfae sera plusgrande que dans le as sans di�usion. Plus la relaxation est forte, plus ette hauteur minimale seragrande. Cependant les ourbes de la hauteur minimale de l'interfae en fontion du temps t pour
θmax = 60◦ et T = 440, 480, 520K, données dans la �gure 8.31, nous montrent qu'à partir un tempssu�samment grand, quand le haut des olonnes est bien fermé, la hauteur hmin reste stable et lesatomes n'arrivent plus à déposer au fond des trous. Nous n'obtenons des évolutions temporelleslinéaires de hmin(t) que dans le as où la température T est prohe de T0. Notons que si T > T0nous n'obtenons plus les olonnes et alors hmax ≈ hmin ≈ t.157



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)

() (d)Fig. 8.29. Modèle MC2D-d+O+R : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système de taille
256 × 256 et θmax = 60◦, prise à instant t = 1000 ave T = 440K (a), T = 480K (b), T = 520K(), T = 560K (d).Nous observons, �gure 8.32 qui donne la rugosité en fontion de temps pour di�érentes valeurs de
T que, pour une valeur donnée de l'angle θmax, l'e�et du lissage induit par la relaxation retardel'apparition des olonnes. Le temps tc de hangement de régime entre W ∼ tβ et W ∼ t augmente158



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)

() (d)Fig. 8.30. Modèle MC2D-d+O+R : Pro�l de la hauteur h de l'interfae, pour un systèmede taille 256 × 256 et θmax = 60◦ ,pris à l'instant t = 1000 ave T = 440K (a), T = 480K (b),
T = 520K (), T = 560K (d).quand la température T roît. Si la température T est plus forte que la limite T0, par exemplepour θmax = 60◦ et T = 610K, la struture olonnaire disparaît et W sature en temps long.Réiproquement, si l'on �xe la température T et que l'on fait varier l'angle θmax, e temps tcdépend de θmax et diminue quand θmax diminue (f �gure 8.33). La struture de la surfae de dép�tdépend don également de l'angle θmax et ette dépendane peut être observée �gure 8.34 qui donne159
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Fig. 8.31. Modèle MC2D-d+O+R : Hauteurs hmin de l'interfae en fontion du temps t, pourun système de taille 256 × 256 et pour T = 440 k, 480K, 520K ave θmax = 60◦. Les résultats sontmoyennés sur un ensemble de 5 expérienes.la surfae vue de dessus prise à l'instant t = 5000 pour T = 520K et pour θmax = 20◦, 30◦, 45◦ et
60◦.
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Fig. 8.32. Modèle MC2D-d+O+R : Rugosité W en fontion du temps t, en éhelle log-log,pour une surfae de dép�t de taille 256× 256 ave θmax = 60◦, pour les températures T = 440, 480,520, 560, 610K. 160
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Fig. 8.33. Modèle MC2D-d+O+R : Rugosité W en temps t, en éhelle log-log, pour unesurfae de dép�t de taille 256 × 256, à T = 520K, pour θmax = 20◦, 30◦, 45◦ et 60◦.Regardons maintenant l'évolution de la taille moyenne Sc(t) des olonnes au ours du temps qui estdé�nie omme l2c (t). On hoisit de aluler lc pour des questions de rapidité de alul. La �gure 8.35donne l'évolution temporelle lc(t), en éhelle log-log, pour θmax = 60◦ et T = 440 , 480, 520, 560K.Ces ourbes sont linéaires marquant une dépendane de lc ∼ tp et assez peu di�érentes, indiquantune relative indépendane de lc ave la température. L'exposant p, orrespondant à et angle, prendles valeurs 0.44 ± 0.01 à T = 440K, 0.39 ± 0.01 pour T = 480K, 0.31 ± 0.01 pour T = 520K, et
0.21 ± 0.01 pour T = 560K. En fait, pour T < 460K les valeurs de p sont très prohes du assans relaxation. A partir de 460K, p diminue rapidemment quand T tend vers T0. Dans le as oùl'on �xe la température T et l'on fait varier l'angle θmax, par exemple ave T = 520K, on obtient
p ≈ 0.25 ± 0.01 pour θmax = 45◦, et p ≈ 0.22 ± 0.01 pour θmax = 30◦.Le dernier résultat présenté �gure 8.36 donne la valeur de la température T0, qui donne la tempé-rature ritique en fontion de θmax : pour un point au dessus de ette limite, W évolue omme taprès t = tc et le système atteint une struture de type olonnaire, ependant que pour un pointsitué en dessous, W ∼ tβ pour les temps intermédiaires puis se sature en temps long et le systèmeatteint le régime donné par le proessus de dép�t ave di�usion mais sans ombrage.
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(a) (b)

() (d)Fig. 8.34. Modèle MC2D-d+O+R : Surfae du dép�t vue de dessus pour un système de taille
256 × 256 et T = 520K prise à instant t = 5000 ave θmax = 20◦ (a), θmax = 30◦ (b), θmax = 45◦() et θmax = 60◦ (d).
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T=560KFig. 8.35. Modèle MC2D-d+O+R : Évolution de lc au ours du temps t, en éhelle log-log,pour un système de taille 256 × 256, ave θmax = 60◦ et pour T = 440, 480, 520, 560K.
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Fig. 8.36. Modèle MC2D-d+O+R : Température limite T0 en fontion de θmax.
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CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.8.2 Modèle ontinu (EDP2D+g(Ω))Dans ette partie, seul le nouveau modèle ontinu 7.27, permettant de retrouver la struture o-lonnaire de la surfae du dép�t en 1D, que nous avons proposé dans la partie 7.2.4, sera étudié. Lealul de l'angle d'ouverture Ω(r, {h}), où r = (x, y) en d = 2 + 1 dimensions, est plus ompliquéqu'en d = 1+ 1 dimensions. Pour aluler et angle, nous allons utiliser le même tehnique que Yaoet Guo ont présenté dans [51℄. Nous avons une surfae de dép�t disrétisée en L×L points, l'angled'ouverture Ωi,j en un point M(xi, yj) sera alulé en utilisant l'algorithme suivant :. On oupe l'angle d'azimut Φ en N tranhes Φk = k 2π
N .. Pour haque oupe de la surfae dé�nie par le point M(xi, yj) et Φk, on alule l'angled'ouverture θk

i,j et puis on alule Ωk
i,j = 2π

∫ θk
i,j

0 sin θ′dθ′.. L'angle d'ouverture Ωi,j du point M(xi, yj) est donné par Ωi,j = 1
N

∑N
k=1 Ωk
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Fig. 8.37. Calul de l'angle d'ouverture Ω(r, {h}) en 2D.8.2.1 Résolution numérique du modèle ontinu EDP2D+g(Ω)Pour la résolution numérique du modèle ontinu 7.27 en 2D, nous utilisons le même shéma expli-ite qu'en 1D (7.29). A haque point de la surfae et pour haque oupe en e point, nous allonsadopter l'algorithme du alul de l'angle d'ouverture en 1D (voir la setion 7.2.4.2). Cela permet deréduire e�aement le temps de alul. Cependant, et algorithme appliqué en 2D exige toujoursun e�ort numérique important ar à haque pas de temps il faut e�etuer le alul pour L×L points.Dans un premier temps, nous prenons la fontion g(Ω) = Ω2. Les paramètres utilisés pour les simu-164



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.lations numériques sont L = 128, ∆x = ∆y = 1, ∆t = 0.01, R = 1 et N = 48. Notons qu'à haquepas de temps, l'angle d'ouverture Ω sera renormalisé par sa valeur moyenne.

(a) (b)Fig. 8.38. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 128 × 128 ave ν = 0.5, prise aux instants t = 10 (a), t = 30 (b).

(a) (b)Fig. 8.39. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Pro�l h de l'interfae, pour un système de taille
128 × 128 et ν = 0.5, pris aux instants t = 10 (a), t = 30 (b). La représentation en perspetive desrésultats donnes �gure 8.38Les �gures 8.38, 8.40 et 8.39, 8.41 présentent respetivement l'image de la surfae prise à di�érents165



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)

() (d)Fig. 8.40. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 128× 128 ave ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 300 (b), t = 500 (), t = 700 (d).instants et le pro�l h de l'interfae orrespondante. Nous remarquons qu'à partir de temps t = 100,la surfae du dép�t ommener à se former en struture d'un plateau perforé ave plusieurs trous.Au début, l'interfae est plut�t rugueuse et en temps t plus long, le haut de l'interfae devient plusplate grâe à l'e�et du lissage de la di�usion. Nous onstatons aussi qu'au fur et à mesure que le166



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)

() (d)Fig. 8.41. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Pro�l h de l'interfae, pour un système de taille
128 × 128 et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 300 (b), t = 500 (), t = 700 (d). Lareprésentation en perspetive des résultats donnes �gure 8.40temps augmente, l'e�et de l'ombrage empêhe le dép�t des atomes dans les trous. Plus le temps test grand, plus les trous deviennent profonds par rapport à la hauteur du plateau. Cela peut êtreobservé dans la �gure 8.40 : les zones noires, orrespondant aux trous, deviennent de plus en plusfonées en omparaison ave les zones blanhes (elles orrespondent au plateau). Cette struturede la surfae, obtenue par le modèle ontinu 7.27 pour le as g(Ω) = Ω2, n'est pas équivalente à167



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.elle donnée par le modèle Monte Carlo. Rappelons qu'ave les modèles disrets, la surfae ontientplusieurs olonnes séparées par les trous et la taille de es olonnes évolue au ours du temps. Auontraire, dans le as ontinu nous n'obtenons pas de olonnes. Ou enore, toutes les olonnes dela surfae sont onnetées et forme une struture omportant qu'un seul plateau peré d'un grandnombre de trous. Pourtant la fontion de distribution de la hauteur f(h) reste bien similaire au asdisret, mais ela n'est pas su�sant pour aratériser la struture olonnaire.
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Fig. 8.42. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Fontion de distribution f(h) à l'instant t = 700,pour ν = 0.5 (a) et L = 128 .Dans la �gure 8.43, nous donnons des oupes selon y = 60 de la hauteur de l'interfae (présentéedans la �gure 8.41) d'un système de taille L × L = 128 × 128. Elle montrent le même type destruture de dép�t que elle obtenue dans le as ontinu 1D ave g(Ω) = Ω2 (voir �gure 7.50), etpermet de valider notre algorithme de alul de l'angle ouverture Ω en 2D.Regardons maintenant l'évolution de la rugosité de l'interfae W au ours du temps t, reportée la�gure 8.44, pour deux di�érentes valeurs du oe�ient ν = 0.5 et 1. Pour ν = 0.5, omme dans leas 1D, on observe l'existene de di�érents régimes :. Pour t < 1, W se omporte omme dans le as dép�t aléatoire sans di�usion et sansombrage : W ∼ t1/2, les e�ets de l'ombrage et de la di�usion restent faibles (voir �gure8.45).. En temps intermédiaires 1 < t < 10, l'e�et de la di�usion est remarquable et nous avons168
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Fig. 8.43. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Coupes selon position y = 60 de la hauteur d'interfaeen 2D (�gure 8.41) aux di�érents instants t = 100, 300, 500, 700 ave L = 128 et ν = 0.5.
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Fig. 8.44. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 Rugosité W (t) de l'interfae dans le as où L = 128,
R = 1 ave deux valeurs de ν = 0.5, 1.

W ∼ 0.25 (voir �gure 8.46).. La dépendane linéaire de W en temps t, W ∼ t, est observée pour les temps t > 100.169



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.Elle indique la présene de struture de type plateau dont la di�érene de hauteur entre leszones hautes et basses augmente ave temps.
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Fig. 8.45. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Coupes selon position y = 60 de la hauteur d'interfaeen 2D aux di�érents instants t = 0.2, 0.4, 0.6 ave L = 128 et ν = 0.5.
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Fig. 8.46. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω2 : Idem que la �gure 8.45 mais pour t = 2, 4, 6.Pour les grandes valeurs de ν, par exemple dans e as ν = 1, la relaxation de la surfae est forte170



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.et permet de lisser rapidement toutes les irrégularités. La rugosité W sature dès que t > 10 et elleest similaire au as disret ave ombrage et relaxation thermique dans le as où la température estsu�samment élevée.Si, en 1D le nouveau modèle ontinu 7.27 ave g(Ω) = Ω2 permet de reproduire une strutureolonnaire ressemblant à elle onstruite par des modèles Monte Carlo, à deux dimensions, lessurfaes obtenues par les modèles ontinu et disret sont radialement di�érentes. Outre le hoixdes paramètres, une première question se pose sur le hoix de la fontion g(Ω). Il est en e�etpossible que la loi de puissane hoisie dépende de la dimension du système. Il est possible de levéri�er en prenant d'autres fontions g. Dans le paragraphe suivant, nous présenterons quelquesrésultats numériques pour les deux as g(Ω) = Ω et g(Ω) = Ω3 pour les mêmes valeurs des autresparamètres ν et D.

(a) (b)Fig. 8.47. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 96 × 96 ave ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 200 (b).Nous donnons respetivement les résultats numériques pour g(Ω) = Ω et g(Ω) = Ω3 �gures 8.47,8.48 et 8.49, 8.50 pour D = 1 et ν = 0.5. Tout omme dans le as g(Ω) = Ω2, la struture dessurfaes obtenues ne présente pas de olonne. Pour g(Ω) = Ω, l'e�et de lissage dû à la di�usion estsu�samment fort, omme en 1D, pour alimenter les reux de la surfae et empêher la onstrutiondes olonnes (voir �gure 8.51). Par ailleurs, pour g(Ω) = Ω3, la di�usion lisse davantage les irrégu-larités sur le haut de l'interfae et l'e�et de l'ombrage a fortement limité le dép�t dans les trous. Lestrous sont bien fermés et restent stables (f �gure 8.52). La surfae obtenue représente une struture171



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)Fig. 8.48. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Pro�l h de l'interfae, pour un système de taille 96×96et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 200 (b). La représentation en perspetive des résultatsdonnes �gure 8.47

(a) (b)Fig. 8.49. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Surfae du dép�t vue de dessus, pour un système detaille 96 × 96 ave ν = 0.5, prise aux instants t = 100 (a), t = 200 (b).d'un plateau peré d'un grand nombre de trous ressemblant à elle donnée par g(Ω) = Ω2. Nousobservons que, dans e as, les trous ont une extension plus limité que pour g(Ω) = Ω2.
172



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.

(a) (b)Fig. 8.50. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Pro�l h de l'interfae, pour un système de taille
96 × 96 et ν = 0.5, pris aux instants t = 100 (a), t = 200 (b). La représentation en perspetive desrésultats donnes �gure 8.49
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Fig. 8.51. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω : Coupe selon position y = 50 de la hauteur d'interfaeen 2D à l'instant t = 200, ave L = 96 et ν = 0.5.173



CHAPITRE 8. ÉTUDE DES MODÈLES 2D.
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Fig. 8.52. Modèle EDP2D+g(Ω) = Ω3 : Coupes selon position y = 50 de la hauteur d'interfaeen 2D aux di�érents instants t = 100, 200, ave L = 96 et ν = 0.5.
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CONCLUSIONDans ette deuxième partie, nous avons étudié l'évolution dynamique de la roissane de dép�tpour des modèles à la fois disrets (mise en oeuvre par des simulations de Monte Carlo) et ontinus(dérit par une EDP), en une et deux dimensions. La modélisation et l'étude numérique des modèlesdisrets du type SOS ont été détaillé. Nous avons repris quelques modèles disrets qui ont déjà étéintroduits et étudiés par d'autres auteurs omme, par exemple, le modèle de dép�t aléatoire aveune relaxation thermique [37℄[44℄ et le modèle de dép�t RSOS ou modèle de dép�t aléatoire averelaxation vers le minimum loal [32℄. L'étude de es modèles nous a permis, d'une part, de véri�ernos algorithmes pour es modèles a�n de les modi�er et les utiliser pour des modèles plus omplets(voir le modèle de dép�t aléatoire ave ombrage et relaxation thermique) et d'autre part de mettreen évidene les liens ave des modèles ontinus.Pour les modèles disrets, plusieurs as tests ont été e�etués a�n de mieux omprendre des mé-anismes de roissane de l'interfae, omme par exemple l'e�et de la relaxation thermique et oude l'ombrage. Nous avons aussi imaginé plusieurs expérienes que seul autorise l'ordinateur pourmettre en évidene des di�érenes de omportement entre les deux types de simulations. Ainsi, enpartant d'un dép�t très piqué, nous avons montré que le proessus de relaxation du modèle de MCn'amène pas à sa �thermalisation�. Ou enore, en retirant du �ux inident les partiules qui tombentsur le �an de l'interfae, dans le as ave ombrage, nous avons montré que es partiules jouaientun grand r�le dans l'apparition de olonnes, suggérant une di�usion non-isotrope (par la mise enfateur du terme d'ombrage dans notre modèle présenté setion 7.2.4).Une struture olonnaire a été trouvée ave les modèles disrets ave ombrage et ette strutureest aratérisée par di�érentes grandeurs. La rugosité de l'interfae, présentant ette struture sipartiulière, se omporte de façon aratéristique : elle évolue linéairement en temps t et ne présentepas de saturation ausée la plupart du temps par des e�ets de taille �nie du système. Dans le asdes modèles disrets ave ombrage, notre étude systématique des solutions pour di�érentes valeursdes paramètres (température, l'angle d'inidene maximal,..) a permis de donner un ritère pourévaluer si la relaxation est prépondérante sur l'ombrage ou le ontraire, et don que la struturesera rugueuse ou olonnaire. En�n, une étude numérique en deux dimensions des modèles disretsa donné des informations plus omplètes sur le omportement de la surfae. La morphologie desinterfaes obtenue est en aord ave elle trouvée en 1D, i.e on obtient en 2D des strutures detype olonnaire pour les mêmes modèles qu'en 1D.
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CONCLUSIONPour les modèles ontinus, plusieurs simulations numériques des modèles lassiques, omme EW etKPZ, ainsi que les modèles inluant l'e�et non loal de l'ombrage, ont été e�etuées. Les résultatsdu modèle KPZ montrent la dépendane du paramètre d'éhelle β en fontion de λ
ν . En e�et, l'ex-posant β → 0.25 quand λ

ν → 0 (β = 0.25 orrespond au modèle EW) et β ≈ 0.33 ± 0.01 quand
λ
ν est su�samment grand. Une étude de renormalisation présentée dans [32℄ donne ette valeure�etive de β = 1/3. Après avoir repris l'étude des modèles ontinus, en mettant en évidene ler�le des di�érents termes (di�usion, dép�t selon la normale, ombrage), notre étude a prinipalementporté sur des modèle omportant un ombrage. En e�et, dans la littérature, les modèles, basés surdes équations aux dérivées partielles, omportant et ombrage, sont les seuls à mettre en évidenesune struture, sinon olonnaire, au moins présentant de fortes variations de la hauteur de l'inter-fae. Une étude systématique du r�le de haun des termes du modèle ave ombrage, proposé parHua Yao et al [50℄ et leur omparaison ave les e�ets introduits dans les modèles MC a montréla di�érene entre le méanisme d'alimentation de l'interfae selon l'angle d'ouverture. Elle nousa onduit à proposer un nouveau modèle ontinu ave ombrage permettant de réer une surfaepour laquelle des olonnes émergent. En 1D, la struture olonnaire obtenue par e nouveau modèleontinu est bien similaire à elle onstruit par les modèles disrets. Cependant, à deux dimensions,nous n'obtenons pas les mêmes résultats que les modèles MC. Une étude numérique supplémentairedans le as 2D sera néessaire pour omprendre ette di�érene entre les as ontinu et disret.Une première analyse mathématique de notre modèle en 1D a été donnée. L'absene du prinipemaximum suggère de trouver une autre méthode pour étudier e problème. De plus, le fait quel'angle d'ouverture Ω est non loal, et dépend de l'ensemble des valeur h(x, t), ause des di�ultéspour son étude mathématique et le problème de l'existene de solutions reste ouvert.Notons que dans l'ensemble de e travail, nous avons établi quelques onnexions entre les modèlesMC et ontinus en une dimension. La orrespondane entre deux types de modèle est reprise dansle tableau 8.1.Les simulations numériques réalisées dans ette partie demandent des ressoures informatiques trèsimportantes. Pour les modèles disrets, la relaxation thermique et le dép�t ave ombrage exigentde aluler la trajetoire d'un atome à haque pas de temps. Cela entraîne un temps de alulimportant surtout dans le as 2D. Dans les modèles ave ombrage, on passe d'un temps de aluld'environ 3h, pour une simulation en 1D, à 4 jours en 2D (sur des mahines pentiums à 1.8GHz).Pour les modèles ontinus, le terme d'angle d'ouverture Ω néessite un alul de l'ordre L2 en 1D et
L4 en 2D. Notre algorithme de alul de l'angle Ω permet de réduire le temps de alul d'un fateurde 6. Cependant, en 2D, le temps de alul reste enore très long. Nous avons don restreint nosaluls à des systèmes de taille 128*128 et 96*96. De plus, pour obtenir une bonne statistique des176



CONCLUSIONTab. 8.1. Tableau de synthèseModèles 1DModèles disrets Modèles ontinusModèle de dép�t aléatoire ∂h

∂t
(t, x) = F (x, t) + η(x, t)

W ∼ t0.5 W ∼ t0.5Modèle de dép�t aléatoire inluant la Equation EWrelaxation "minimum loal"
β =≈ 0.24 ± 0.01, α ≈ 0.48 ± 0.01 β ≈ 0.25 ± 0.003 α ≈ 0.5 ± 0.01Modèle de dép�t aléatoire restritif RSOS Equation KPZ (au as λ

ν
grand)

β =≈ 0.31 ± 0.02, α ≈ 0.5 ± 0.05 β ≈ 0.33 α ≈ 0.49 ± 0.01Modèle de dép�t aléatoire ave la relaxationthermique
W ∼ tβ(T ), α ∼ Lα(T )Modèle de dép�t aléatoire ave ombrage
W ∼ t0.5 en temps petits
W ∼ t en temps longsModèle de dép�t aléatoire ave ombrage ∂h

∂t
(t, x) = g(Ω(x, {h})) [R

√
1 + |∇(h)|2inluant la relaxation thermique +ν∇2h + η]

W ∼ t0.5 en temps petits W ∼ t0.5 en temps petits
W ∼ tβ(T ) en temps intermédiaires W ∼ tβ, β < 0.5 en temps intermédiaires
W ∼ t en temps longs W ∼ t en temps longsrésultats présentés, nous avons e�etué plusieurs expérienes pour haun des as tests et aluléune solution moyenne. Ces simulations sont réalisées sur un réseau de type ondor, installé par E.Le Guirrie, qui permet de laner plusieurs programmes en même temps sur di�érentes mahines(voir http ://www.s.wis.edu/ondor/).
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