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Introduction

Systémes Temps Réel

Dans le monde industriel, il est systématique de mécaniser le travail humain dans tous les do-
maines ot celui-ci est automatisable: les robots automobiles ou les systémes de pilotage automa-
tique d’avions en témoignent de maniére évidente. Les objectifs de cette mécanisation se situent
a divers niveaux : gain de productivité, baisse des coiits de production, augmentation de la
fiabilité de fonctionnement.

L’avénement de I'informatique n’a fait qu’accentuer cette évolution: les ordinateurs rempla-
cent ou assistent 1'opérateur humain dans des taches de plus en plus complexes. Ce principe
atteint ses limites dans les systémes informatiques dits temps réel, auxquels sont confiées des
taches cruciales: gestion de centrales nucléaires, controle de procédés chimiques, régulation du
trafic dans les moyens de transport, réseaux de télécommunications... Plus que tout autre,
ces systémes doivent impérativement respecter des contraintes de fonctionnement extrémement
séveres. En effet, leur fiabilité & ce niveau met pratiquement toujours en jeu la sauvegarde
d’intéréts économiques considérables, la protection de matériels onéreux et la sécurité de vies hu-
maines. D’autre part, leur caractére “temps réel” traduit le fait qu’ils interagissent souvent avec
un environnement physique, dont le comportement est par nature ininterruptible et irréversible.
Iis doivent de ce fait aussi satisfaire des contraintes temporelles strictes, consistant & pouvoir
réagir “suffisamment rapidement” & tout événement en provenance de leur environnement.

Le domaine d’application des systémes temps réel souléve donc de maniére tres aigué le
probléme de leur fiabilité. Celle-ci englobe & la fois les aspects matériels (fourniture d’électricité,
résistance physique des circuits a la température ou aux chocs, durée de vie des composants), et
les aspects fonctionnels (fonctionnalités effectivement réalisées, temps de réponse). Notre intéreét
se limitera ici & ces derniers.

Généralement, les aspects fonctionnels des systémes temps réel touchent au domaine du logi-
ciel. En pratique, les fonctionnalités de ces systémes sont mises en ceuvre par des programmes,
qui conditionnent par conséquent leur fiabilité. Il est donc impératif d’atteindre avec ces pro-
grammes le plus haut niveau de qualité logicielle [Ger] possible. En pratique, cela consiste 3
définir des méthodes et des outils de développement de logiciel permettant aux programmeurs
de réaliser des programmes sans erreurs (“zéro défauts”). Ces outils et méthodes peuvent étre
regroupés en deux domaines, selon le stade auquel ils interviennent:

e En “amont” de la réalisation des programmes: il s’agit de définir des regles (normes,
méthodologies, conventions) et des outils (langages de programmation, compilateurs, ate-
liers logiciels) dont l'utilisation permet de réaliser des programmes corrects.
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e En “aval” de la réalisation des programmes: il s’agit de définir des méthodes de validation
permettant de contréler que les programmes réalisés mettent bien en ceuvre les fonction-
nalités spécifiées (relecture, simulation, tests).

En ce qui nous concerne, nos efforts se sont uniquement concentrés sur la définition et la concep-
tion d’outils permettant, aussi bien en amont qu’en aval, d’obtenir des programmes respectant
les spécifications pour lesquelles ils ont été réalisés.

Réalisation des systémes

La réalisation d’un systéme nécessite la modélisation de ses fonctionnalités et des interactions
avec son environnement. La programmation consiste alors & traduire ce que doit faire le systéeme
dans la réalité (exprimé en langue naturelle dans un cahier des charges) en comment il doit le
faire sur le modéle qui lui a été associé, le résultat étant un programme (écrit dans un langage
de programmation) . Cette phase est & ’évidence trés délicate, donc source potentielle d’erreurs.
Tl est alors évident que la qualité des programmes réalisés peut étre largement augmentée grace
3 l'utilisation d’un langage adapté & la programmation des systémes, permettant notamment de
minimiser les risques d’erreurs. Un tel langage doit répondre aux critéres suivants:

e Il doit permettre une description naturelle des systémes & réaliser. En particulier, le mode
de description employé doit étre proche de celui utilisé traditionnellement dans le domaine
d’application considéré.

o 1l doit étre assez simple pour minimiser les erreurs d’interprétation des programmes.

o Tl doit étre basé sur des concepts formels, afin de permettre la réalisation d’outils de
développement fiables (compilateurs, vérificateurs).

Vérification des systemes

En aval de la réalisation des systémes, les programmes doivent étre vérifiés afin de controler
qu’ils respectent les spécifications pour lesquelles ils ont été développés. Le principe classique de
la vérification est la simulation: le systéme est exécuté dans son environnement, et I’observation
de son comportement par rapport a ce dernier permet de décider s’il se comporte conformément

a ses spécifications.
Le principe de la simulation consiste donc & confronter trois entités:
e Le systéme, qui est censé mettre en ceuvre les fonctionnalités requises.
e ’environnement, dont le comportement conditionne le comportement du systeme.

e Les spécifications, qui permettent de décider si le systéme se comporte correctement par
rapport & ce qui est attendu.

Une premiére approche de la simulation est purement expérimentale et statistique: le systéme
est exécuté un certain nombre de fois correspondant & des configurations différentes de son
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environnement réel, chaque exécution constituant un test. A chaque test, le comportement du
systéme par rapport & son environnement indique s’il vérifie ses spécifications. Cette approche de
la vérification est pratique car elle est en général facile & mettre en ceuvre: I’environnement existe
déja, donc il suffit d’interfacer le systéme avec celui-ci pour effectuer les tests, dont les résultats
se traduisent directement en termes d’actions effectives sur l’environnement. C’est la raison
pour laquelle ce type de simulation est intensivement utilisé. Cependant, par cette approche,
le seul moyen de garantir la correction des systémes de maniére absolue est d’en effectuer la
simulation exhaustive, c’est & dire de tester que le systéme se comporte correctement dans toutes
les configurations possibles de son environnement. Or, cela est généralement impossible, compte
tenu de la combinatoire explosive des comportements de 1’environnement.

La vérification formelle consiste alors & substituer & la vérification expérimentale une preuve
au sens mathématique du terme, dont le résultat garantit rigoureusement et exactement que
les systémes sont conformes a leurs spécifications. Plusieurs méthodes de preuve ont déja été
développées selon ce principe.

Contexte de 1’étude

Le travail relaté dans cet ouvrage porte sur la définition et la réalisation d’un outil de vérification
formelle de programmes écrits dans le langage LUSTRE. LUSTRE est un langage de programma-
tion spécialement étudié pour la réalisation de systémes temps réel. Il est basé sur des concepts
originaux offrant aux programmeurs un formalisme adapté & leurs besoins pour décrire les fonc-
tionnalités des systémes. Ce langage fait naturellement partie du secteur “amont” des outils de
production de programmes. Compte tenu de la vocation de LUSTRE, il est toutefois indispens-
able de développer des méthodes de vérification formelle situées “en aval” des programmes écrits
dans ce langage. Ce probléme a déja fait 1’ob jet de plusieurs travaux, qui constituent la base du
travail présenté ici.

Parmi les différentes méthodes envisageables pour la vérification formelle de LUSTRE, nous
nous sommes particuliérement intéressés & l'une d’entre elles, dont le principe s’apparente a la
stmulation ezhaustive. Ce choix trouvera une justification naturelle plus tard dans ’ouvrage.
Intuitivement, I'idée de la simulation exhaustive est de simuler un programme pour tous les
comportements réalistes de son environnement. Elle constitue donc I’aboutissement de la sim-
ulation classique, & laquelle elle se compare naturellement. Toutefois, la simulation exhaustive
ne pouvant étre effectuée dans un environnement réel (puisqu’il est impossible d’en générer tous
les comportements possibles), ce dernier doit étre simulé. Cela nécessite donc de disposer d’une
description de 1'environnement, ou plus exactement de son comportement. Cela induit aussi
d’avoir une description des spécifications qui doivent étre respectées (car les résultats de la sim-
ulation ne sont plus directement “visualisables” dans Penvironnement, comme c’était le cas en
simulation classique). La simulation exhaustive reste donc basée sur trois nouvelles entités de la
vérification, qui correspondent & celles évoquées précédemment:

e Le programme, qui définit un ensemble de comportements possibles du systéme, dont
certains sont ezécutables. Ces derniers sont les seuls pouvant effectivement correspondre a
une exécution réaliste du programme.

e La description comportementale de Penvironnement, qui va permettre de car-
actériser les comportements valides du programme: ceux-ci correspondent & des comporte-
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ments réalistes de ’environnement, qui sont les seuls pour lesquels les spécifications doivent
impérativement étre respectées.

e Les spécifications, qui caractérisent les comportements corrects du programme: ce sont
les comportements qui vérifient les spécifications.

Le principe de la simulation exhaustive consiste alors & vérifier que tous les comportements
exécutables et valides du programme sont corrects. L’objet de cette étude est de la mettre en
ceuvre pour la vérification automatique des programmes LUSTRE.

Plan de lecture

La premiére partie de cet ouvrage fait un état de l’art de la vérification formelle en LUSTRE.
Les chapitres 1, 2 et 3 traitent respectivement des trois entités de la vérification: programmes,
spécifications et description comportementale de l’environnement. Le chapitre 1 est un rappel
sur LUSTRE: syntaxe et sémantique formelle. Les chapitre 2 et 3 précisent les formalismes utilisés
pour la spécification des programmes et pour la description de leur environnement. Les choix
effectués & ces niveaux permettent de définir un principe de vérification original des programmes
LUSTRE, qui est explicité dans le chapitre 4. '

Les bases de la vérification formelle en LUSTRE étant données, la seconde partie s’attache &
caractériser formellement la sémantique des spécifications sur un modéle d’ezécution dénotant
tous les comporiements possibles d’un programme. Dans le chapitre 5, le modéle est défini a
partir d’une sémantique opérationnelle du langage. Le chapitre 6 aborde ensuite le principe
de D’évaluation des spécifications, qui est décrit en termes de manipulations formelles sur le
modéle. Les difficultés inhérentes a la vérification de LUSTRE sont aussi soulevées. Enfin, les
chapitres 7 et 8 constituent une étude des différentes méthodes permettant ’évaluation effective
des spécifications sur le modele d’exécution. A Dissue de cette étude, la méthode la mieux adaptée
3 la vérification des programmes LUSTRE est mise en évidence. En complément a la méthode
de vérification, le diagnostic permet de fournir une assistance a la recherche d’erreurs dans les
programmes, lorsque ces derniers ne vérifient pas leurs spécifications. Le chapitre 9 décrit le
principe d’un diagnostic complémentaire de la méthode de vérification choisie.

La troisiéme partie constitue alors I'implémentation de la méthode sélectionnée sous la forme
d’un outil de vérification. Le chapitre 10 décrit ’obtention pratique du modele d’exécution d’un
programme LUSTRE. Ce modéle doit étre représenté et manipulé au sein de 'outil réalisé: “une
technique symbolique - appelée BDD - est introduite dans ce but au chapitre 11. Une premiére
implémentation de la méthode de vérification basée sur les BDDs est ensuite proposée dans
le chapitre 12. La méthode nécessitant de nombreux appels & des opérateurs complexes, une
seconde implémentation optimisant les performances de 'outil est exposée dans le chapitre 13.
Enfin, les résultats des expérimentations réalisées sur les outils développés sont recensés dans le
chapitre 14.

La quatriéme partie propose finalement une autre approche de la vérification réutilisant les
BDDs comme technique de représentation du modele d’exécution, mais se limitant & P’utilisation
d’opérateurs de faible complexité pour le manipuler. Cette approche est développée a partir d’une
interprétation particuli¢re des BDDs, qui est exposée dans le chapitre 15. Elle donne lieu dans
le chapitre 16 & 'implémentation originale d’une méthode de vérification classique, pour laquelle
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plusieurs optimisations sont apportées. En outre, les problémes inhérents & cette méthode sont
potentiellement résolus dans cette implémentation.






Partie I

Contexte de I’Etude






Chapitre 1

Réalisation des systémes en Lustre

LUSTRE [CPHP87,HCRP91a,HCRP91b] est un langage de programmation spécialement étudié
pour la réalisation des systémes réactifs [HP85]. Ces derniers forment une classe particuliére de
systemes temps réel, dont la principale caractéristique est d’interagir continuellement avec leur
environnement. A chaque instant, le systéme regoit en entrée des événements en provenance de
son environnement, auxquels il doit réagir en émettant des événements de sortie vers celui-ci.
Des exemples de tels systémes sont nombreux: distributeurs de billets de banque, processus de
contréle/commande, jeux vidéo, automatismes de contrdle divers. ..

Les caractéristiques des systémes réactifs sont les suivantes:

e Ce sont des systémes paralltles: ils sont en général constitués de plusieurs sous-systémes
s’exécutant en paralltle et communicant entre eux.

o IIs sont soumis & des contraintes temporelles strictes: ces systémes doivent non seulement
étre corrects du point de vue de leur comportement, mais aussi du point de vue de leur
temps de réponse aux événements en provenance de I’environnement.

e IIs sont déterministes: pour chaque événement se produisant dans ’environnement d’un
systéme, la réaction de ce dernier est complétement déterminée.

LUSTRE a été congu pour faciliter au maximum Vintégration de ces caractéristiques dans les
programmes réalisés. Un apercu du langage est donné ci-dessous. '

1.1 Principes du langage

Afin de permettre une description la plus simple et la plus naturelle possible des 'systémes
réactifs, LUSTRE est basé sur deux concepts originaux: 'approche flot de données [Kah74] et
Pinterprétation synchrone [Mil83,Ben89).

L’approche flot de donnée consiste & considérer que toute variable ou expression du langage
dénote une fonction du temps, ce dernier étant considéré comme isomorphe & I’ensemble des
entiers naturels (il est assimilable 4 une suite d’instants). Les opérateurs du langage opérent
alors globalement sur les fonctions dénotées par leurs opérandes.
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L’interprétation synchrone consiste & supposer que toutes les variables et les expressions d'un
programme prennent leur n-iéme valeur au méme instant. En pratique, le comportement d’'un
programme est cyclique, son n-i¢me cycle d’exécution consistant & calculer la n-iéme valeur de
chaque variable ou expression.

Les capacités “temps réel” du langage sont dérivées de cette interprétation synchrone, qui est
utilisée dans plusieurs autres langages: ESTEREL [BG88], SIGNAL [LGLL91], ARGOS [Mar90].
En LUSTRE, le temps est basé sur une notion logique: toute contrainte de temps portant sur le
comportement d’un programme peut s’exprimer par des relations sur ’ordre ou la simultanéité
des événements se produisant dans le programme et son environnement. Ainsi, une contrainte
du type:

“toute occurrence d’une situation dangereuse
doit étre suivie de l’émission d’une alarme dans un délai de deux secondes”

s’exprime en termes d’événements par:

“Aprés toute occurrence de I’événement situation_dangereuse,
une occurrence de l’événement alarme doit se produire
avant la deuziéme prochaine occurrence de I’événement seconde ”

Cet exemple démontre qu’en programmation synchrone, le temps physique n’est pas con-
sidéré comme un événement privilégié (seconde est traité de la méme maniére que
situation.dangereuse ou alarme). Cette caractéristique induit une notion de temps “mul-
tiforme”: ainsi, celui-ci peut aussi bien étre compté en secondes qu’en metres ou en tout autre
unité de mesure, étant donné qu’il n’y a par exemple pas de différence conceptuelle entre les
deux contraintes suivantes:

“le train doit s’arréter au bout de 10 secondes”

et
“le train doit s’arréter au bout de 100 métres”

L’interprétation synchrone est une abstraction issue de ’hypothése consistant & considérer
que le temps de réaction d’un programme est négligeable par rapport au temps de réaction
de son environnement. Les avantages liés & cette abstraction ont été mis en évidence [Ber89c,
BB91]: les langages synchrones ont une sémantique propre, et ils réconcilient les notions de
parallélisme et de déterminisme. En particulier, ils semblent bien adaptés a la programmation
des noyaux réactifs des systémes temps-réel. On peut toutefois se poser la question de savoir
si ’hypothese synchrone est réaliste. En effet, celle-ci consiste & supposer que le systéme réagit
instantanément aux événements qu’il recoit en entrée, donc qu'il fonctionne de maniére infiniment
rapide. En pratique, une telle hypothése sera vérifiée si la vitesse de réaction du systéeme est
supérieure & la vitesse d’évolution de ’environnement, cette derniere étant proportionnelle au
délai minimal nécessaire & un changement d’état significatif de l’environnement. Le respect
de cette hypothése peut facilement étre contrdlé au niveau des programmes LUSTRE ceux-ci
pouvant étre implémentés de maniére particulierement efficace et mesurable, selon une technique
initialement développée pour le langage ESTEREL [BCG88,BCG87]. Cette technique consiste a
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structurer le code objet sous la forme d’un automate. Le code exécuté dans chaque transition
est linéaire (sans boucles), ce qui permet de borner supérieurement son temps d’exécution de
fagon précise pour une machine donnée. De ce fait, la validité de ’hypothése synchrone peut
étre rigoureusement contrélée. Deux versions du compilateur LUSTRE [P1a88,Ray91] utilisent de
maniere effective cette technique de compilation pour la génération de code exécutable associé
aux programmes LUSTRE.

1.2 Syntaxe de Lustre

Nous ne donnons ici qu’une version simplifiée de la syntaxe de LUSTRE, qui est cependant suff-
isante pour écrire la plupart des programmes LUSTRE et pour comprendre les exemples qui sont
traités par la suite. Par ailleurs, I'intégralité de cette syntaxe est fournie dans des ouvrages se
rapportant plus spécifiquement au langage [PH87].

1.2.1 Programmes

Un programme LUSTRE est appelé “nceud” (node en anglais), en référence & I’interprétation
graphique qui peut étre associée au langage, et qui sera décrite dans la section 1.2.5. De maniére
informelle, la structure syntaxique d’un nceud P est la suivante:

node P (<liste de variables d’entrée>)
returns (<liste de variables de sortie>);

var (<Uliste de variables internes>);
let

<liste d’équations>
tel

Un nceud décrit les interactions entre ses variables d’entrée et ses variables de sortie, sous forme
d’un ensemble d’équations. Le style déclaratif du langage autorise la définition des équations
dans un ordre queiconque. Une fois déclaré, un nceud peut étre instancié de fagon fonctionnelle
dans toute expression, comme un nouvel opérateur du langage. De méme que dans les langages
classiques, les régles de typage des paramétres limitent les risques d’erreur A ce niveau.

1.2.2 Equations

Toute variable du programme qui n’est pas une entrée est définie par une unique équation, de la
forme

<identificateur> = <expression>;

ou <identificateur> est un identificateur de variable dénotant une fonction délivrant une valeur &
chaque instant, et ol <ezpression> est une expression du langage. Toute équation X = E stipule
’égalité entre X et E au sens mathématique du terme, c’est a dire qu’a tout instant n, la n-iéme
valeur de X est égale & la n-iéme valeur prise par I’expression E. Cette égalité mathématique
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autorise la définition d’un principe de substitution du langage: toute occurrence d’une variable
dans le programme peut étre substituée par I'expression a laquelle elle correspond dans I’équation
olt elle est définie.

1.2.3 Expressions

Les expressions du langage sont constituées de constantes (qui correspondent a des suites de
valeurs constantes), de variables et d’opérateurs. Tous les opérateurs arithmétiques, booléens et
conditionnels standard sont disponibles. Ceux-ci s’appliquent “point & point” sur leurs opérandes.
Par exemple, & tout instant n, la n-iéme valeur de X+Y est égale & la somme des n-iéme valeurs
de X et de Y. En plus de ces opérateurs, LUSTRE fournit seulement deux opérateurs spécifiques:
'opérateur “précédent”, noté pre, et 'opérateur “suivi de”, noté ->. Ces opérateurs sont définis
formellement de la maniére suivante:

e pre: SiE est une expression dénotant la fonction An.e(n), alors “pre(E)” est une expression
dénotant la fonction

A nal sin=0
i e(n—1) sin>0

ot nil est une valeur indéfinie.

e ->: SiE et F sont deux expressions du méme type dénotant respectivement les fonctions
An.e(n) et An.f(n), alors “E -> F” est une expression dénotant la fonction

Y e(n) sin=0
™\ f(n) sin>0

Dans l’exemple suivant, on définit un nceud d’usage général, qui émet une sortie booléenne
prenant la valeur true & chaque fois que son entrée passe de la valeur false & la valeur true.
En d’autres termes, ce nceud émet en sortie un signal & chaque fois qu'un front montant de son
signal d’entrée est détecté. Par convention, la valeur émise a I'instant initial sera égale & true si
le signal d’entrée a lui méme cette valeur. On obtient donc:

node Edge(X: bool) returns (edge: bool);
let

edge = X -> X and not pre(X);
tel

Remarquons que le langage autorise la surcharge des identificateurs, tant qu’aucune ambiguité
existe entre les objets dénotés de la méme maniére. Une instanciation de ce nceud sous la forme
de Pexpression Edge(not C) délivrera alors la valeur true & chaque fois qu'un front descendant
de C est détecté. La figure 1.1 illustre le fonctionnement du nceud Edge.
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c I L [ L f ]

not ¢ LI 1 ) IR
Edge(C) ___ [ L 1

Edge(not C) ~ | [ 1 1 [

Figure 1.1: Le fonctionnement du nceud Edge

1.2.4 Assertions

En plus des constructions syntaxiques de base décrites précédemment, le langage LUSTRE fournit
un moyen de décrire des hypothéses sur le fonctionnement des programmes et de leur environ-
nement. Ceci est possible grace au mécanisme des assertions, qui a été introduit dans le langage
a la suite de travaux réalisés dans ce domaine pour le langage ESTEREL [BCG87]. A l’origine,
P'unique intérét des assertions était d’enrichir les programmes avec des informations permettant
aux compilateurs ESTEREL ou LUSTRE d’optimiser le code exécutable généré [Ray91].

De fagon trés générale, les assertions permettent au programmeur de définir comme une
hypotheése toute expression booléenne d’un programme, de telle sorte que cette derniére doit étre
considérée comme invariante (et toujours vraie). La syntaxe d’une assertion est la suivante:

assert <exp_bool>;

ol <ezp_bool> est une expression booléenne quelconque. Les assertions ne peuvent étre déclarées
que dans le corps des programmes, ot elles constituent des expressions booléennes sur les variables
de celui-ci. Un programme peut contenir plusieurs assertions. Dans ce cas, la sémantique de n
assertions sur des expressions booléennes Ey,...,E, est équivalente & celle d*une seule assertion
sur l’expression II7. ;E;. Un petit exemple d’utilisation des assertions est traité ci-dessous.

Le programme Interrupteur décrit un interrupteur a deux positions modélisé par les entrées
booléennes allume et eteint, servant & fermer ou & ouvrir un circuit électrique. La circulation
de courant dans le circuit est modélisée par une sortie booléenne courant. '

node Interrupteur(allume, eteint: bool) returns(courant: bool);

let
courant = false -> if allume
then true
else if eteint
then false
else pre(courant);
tel

Une hypothése de bon sens sur le fonctionnement de cet interrupteur consiste alors & indiquer
qu'il ne peut jamais étre allumé et éteint en méme temps. Cela est directement traduisible par
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node BasculeD (D, h: bool) returns (q, g-bar: bool);
let
q = false -> if pre(Edge(h)) then pre(D) else pre(q);
g-bar = not q;
tel;

Figure 1.2: Description en LUSTRE d’une bascule D déclenchable sur front montant

une assertion exprimant que les entrées allume et eteint ne prennent jamais la valeur true au
meéme instant. D’ou on obtient:

assert not(allume and eteint);

Une telle assertion décrit en fait une caractéristique comportementale de ’environnement du
systéme Interrupteur. Elle traduit une hypothése sur la mécanique du dispositif physique con-
stituant I’interrupteur. Un tel exemple est trés intéressant, car il prouve que les assertions peuvent
partiellement étre utilisées comme un moyen de description comportementale de ’environnement
des systémes. Nous reviendrons sur cette possibilité dans le chapitre 3.

1.2.5 Interprétation graphique de Lustre

Les caractéristiques de LUSTRE permettent d’assimiler tout programme écrit dans ce langage
3 un réseau “boites” correspondant aux opérateurs du langage ou aux nceuds définis par le
programmeur, connectés entre eux par des “fils” correspondant aux variables déclarées dans les
programmes. Les données circulant sur les fils sont les suites de valeurs qu’elles prennent. Au
niveau de chaque boite, ’opération entre les valeurs fournies en entrée est effectuée, donnant une
nouvelle valeur émise en sortie. L’interprétation synchrone d’un tel réseau consiste a considérer
comme nul les temps de calcul des opérateurs et de circulation des valeurs sur les fils.

Afin d’illustrer l'interprétation graphique du langage LUSTRE, nous définissons ci-dessous
un nceud décrivant une bascule D déclenchable sur front montant de son horloge. Ce circuit
primaire accepte en entrée deux variables booléennes: D, qui est la valeur & mémoriser, et h qui
est I’horloge. La bascule retourne en sortie deux variables booléennes q et q-bar définies comme
suit:

e La valeur de q_bar est toujours le complément de la valeur de g;
o Initialement, q a la valeur fausse;

o A chaque fois qu’un front montant de h est détecté (c’est-a-dire & chaque fois que h passe
de fauz & vrai), q prend la valeur de D. Autrement, la valeur de q ne change pas. D’autre
part, la bascule est supposée réagir & ses entrées aprés une unité de temps.
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- D D> P = >

not and or if previous followed-by

Figure 1.3: Représentation graphique des opérateurs LUSTRE

La figure 1.2 fournit une description en LUSTRE de la bascule spécifiée ci-dessus. Celle-ci utilise
le nceud Edge défini dans la section 1.2. Le temps de réaction de la bascule est pris en compte
grace aux opérateurs pre apparaissant dans la définition de q.

Un tel programme peut trés bien étre visualisé sous la forme d’un réseau d’opérateurs. En
utilisant les conventions graphiques de la figure 1.3, le réseau obtenu est celui de la figure 1.4.
On peut remarquer sur cet exemple la similitude entre le réseau d’opérateurs et une description
matérielle de la bascule.

1.2.6 Le langage Saga

Le langage SaGA [JLB88], développé par Merlin Gerin/SES (département Systémes et Electron-
ique de Siireté), est utilisé en milieu industriel pour la conception de logiciels implémentant des
systémes nécessitant un haut degré de siireté, notamment dans les domaines du nucléaire civil et
de la défense. SAGA est fondé sur les mémes principes que LUSTRE: c’est un langage de type flot
de données, doté d’une interprétation synchrone. Plus précisément, SAGA emprunte & LUSTRE
sa sémantique et son interprétation graphique. C’est donc un langage graphique ou la encore, les
programmes sont représentés sous forme de boites connectées entre elles par des fils. De ce point
de vue, il est donc trés similaire 3 I'interprétation graphique de LUSTRE donnée par la figure 1.3,
mis & part que I’aspect externe des opérateurs n’est pas le méme.

Cependaant, la grande originalité liée au langage SAGA réside dans le fait qu’il n’est accessible
qu’a travers un atelier logiciel du méme nom, au sein duquel I'utilisation de diagrammes de
type SADT [Ros77] a été adaptée & ’analyse et 4 la conception des programmes d’automatisme
temps réel réalisés & Merlin Gerin/SES. De fait, ’atelier SAGA intégre un certain nombre de
regles et de méthodes inspirées de SADT, ainsi que d’autres fonctionnalités dont les principales
sont briévement décrites ci-dessous: :

e Démarche descendante: La conception d’un programme SAGA est réalisée de maniere
descendante & partir de sa spécification la plus générale. Le programme global & réaliser
est appelé application. Le point de départ de la réalisation d’une application consiste &
définir l'interface avec son environnement. Les entrées et les sorties sont initialement d’un
type totalement inconnu. La suite de la conception va permettre I’affinement progressif de
Papplication en fonctions et sous-fonctions et de ses données d’interface en sous-données,
Jjusqu’a l’obtention d’une description compléte. Il est intéressant de noter que la conception
descendante est guidée par 1’outil, qui interdit d’abandonner la description d’une fonction
tant que celle-ci n’est pas correcte.

e Vérifications contextuelles: Au cours de la conception d’une application, I’atelier SAGA
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Figure 1.4: Le réseau d’opérateurs de la bascule D .

réalise automatiquement un certain nombre de vérifications sur le typage des données,
’absence de valeurs indéfinies et 1’absence d’interblocages au sein de ’application.

e Documentation: L’atelier comprend un outil permettant de mettre en forme 1’ensemble
des informations données par 1’utilisateur lors de la phase de conception des programmes.

e Génération de code: Les applications SAGA peuvent étre traduites automatiquement
sous forme de programmes exécutables.

e Administration: Un outil d’administration permet de gérer ’ensemble des applications
développées au sein de l’atelier, de créer de nouvelles applications et les différentes versions
de ces applications, et de contrdler I’accés aux différentes applications par les utilisateurs.

SAGA peut donc étre vu comme un LUSTRE “graphique”, dont les contraintes d’utilisation im-
posées par l'atelier au sein duquel il est utilisé permettent le développement et la maintien de
systémes réactifs temps réel en milieu industriel. C’est pourquoi on dira que SAGA est un langage
de conception, tandis que LUSTRE est un langage de programmation.

D’autre part, il faut noter que tout programme SAGA peut étre traduit en LUSTRE, et qu'un
traducteur automatique est disponible. Par conséquent, tous les outils et les méthodes développés
pour LUSTRE peuvent étre appliquées & SAGA. En revanche, remarquons que LUSTRE ne peut
étre traduit en SAGA, car son pouvoir d’expression est plus grand.

1.3 Sémantique des traces de Lustre

Dans la section précédente, la signification des principales constructions syntaxiques de LUSTRE
est donnée par leur sémantique intuitive. Dans le cadre de la vérification, il est nécessaire
d’avoir une sémantique formelle du langage, afin de pouvoir définir rigoureusement ce que sont les
comportements exécutables, valides ou corrects d’un programme. Dans ce but, nous introduisons
ici la sémantique des traces de LUSTRE, qui permet une caractérisation des comportements d’un
programme en termes de traces d’ezécution.

De fagon intuitive, tout comportement d’un programme LUSTRE correspond aux suites de
valeurs prises par chacune de ses variables. Ces valeurs définissent & chaque instant un “état” du



§ 1.3 : Sémantique des traces de Lustre - 23

programme, dont toute suite constitue un comportement. Les notions d’état et de comportement
qui viennent d’étre évoquées sont définies formellement ci-dessous.

Définition 1 Soit I ’ensemble des identificateurs de LUSTRE, et V Uensemble des valeurs prises
par ces identificateurs. Toute fonction o de I dans V définit une mémoire du programme.

Tout état d’un programme est caractérisé formellement par une mémoire.
Définition 2 Une trace d’ezécution T est une séquence non vide, finie ou infinie de mémoires.

La sémantique de LUSTRE impose que tout comportement d’un programme est formé de suites
infinies de valeurs de ses variables. Par conséquent, un tel comportement est caractérisé formelle-
ment par une trace d’exécution infinie. On peut alors définir une relation de compatibilité entre
une trace d’exécution infinie ¥ et un programme P, permettant de déterminer si & dénote un
comportement de P. Cette relation permettra donc de caractériser pour tout programme LUSTRE
I’ensemble des traces d’exécution infinies dénotant un comportement de ce programme.

Dans un premier temps, nous définissons la valeur de toute expression LUSTRE par rapport &
une trace d’exécution finie. Ensuite, nous caractérisons la compatibilité d’une trace infinie avec
un programme LUSTRE.

1.3.1 Sémantique des expressions Lustre sur les traces finies

La valeur de toute expression LUSTRE E sur une trace finie & = (60y...,05) est définie par
induction sur la structure de E. Le fait que E a la valeur v sur ¥ sera noté:

YFE|v

Les regles suivantes permettent de définir la valeur de toute expression E sur une trace & quel-
conque:

Valeur d’une constante:
Le symbole k dénotant toute constante du langage,

THk|k

Valeur d’une variable:
Le symbole x dénotant toute variable du langage,

(00y++y0n) F x| on(x)

Valeur de x (E;, ..., En,):
E1,...,E; dénotant des expressions quelconques du langage, et x dénotant tout opérateur
arithmétique, booléen ou conditionnel standard,

YFE|vi, ..., 2FEp | v,
EF*(E1y o..y Em) | *(viyeeeyum)
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Valeur de E; -> Ej:
E; et E; dénotant deux expressions quelconques du langage,

oo E; | v YokEy|v
ooFE -> Ez2|v S.oFE -> Ex| v

Valeur de pre(E):
E dénotant une expression quelconque du langage, et nil dénotant une valeur indéterminée,

THE|v
Z.otpre(E) |v

oo - pre(E) | nil

1.3.2 Compatibilité d’une trace infinie avec un programme

La sémantique des programmes LUSTRE n’est définie que par rapport & des comportements
infinis. En terme de traces d’exécution, la sémantique d’un programme LUSTRE correspond a
I’ensemble des traces d’exécution infinies compatibles avec celui-ci.

Nous définissons donc la compatibilité entre les traces d’exécution infinies et les programmes
LUSTRE. Le fait qu’une trace infinie ¥ est compatible avec un programme P sera noté:

X+P

Une trace infinie dénotera alors un comportement de P si et seulement si tous ses préfixes finis
sont compatibles avec P:

(00y-++10ny...) F P <= Vn2>0,(00,...,00) F P

La compatibilité des traces finies avec P est définie par les régles ci-dessous. Un programme
LUSTRE est ici considéré comme un ensemble d’équations, indépendamment de sa structure
syntaxique. Cette hypothése ne modifie en rien la sémantique du programme, puisque le langage
étant déclaratif, I’ordre des équations est sans importance.

Compatibilité avec les équations:

(¢0y---y0n) FE|v, on(x)=v
(00y.-.y0n)Fx =E

Compatibilité avec la composition:

P, EFP
SF PP

Compatibilité avec les assertions:

Y FA|true
Y | assert A

Par la suite, on appellera trace ezécutable d’un programme toute trace infinie compatible avec
ce programme (car elle en dénote un comportement). De méme, on appellera trace valide d'un
programme toute trace infinie compatible avec les assertions de ce programme.
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Figure 1.6: La section permettant aux rames de changer de voie

1.4 Exemple de réalisation d’un systéme

Afin dillustrer l'utilisation de LUSTRE en tant que langage de programmation des systémes
réactifs, nous décrivons ici un exemple de réalisation d’un dispositif ferroviaire employé sur les
lignes de métro. Celui-ci sera repris par la suite dans les différentes phases de la vérification.

1.4.1 Spécification informelle

De fagon schématique, une ligne de métro est constituée de deux terminus T} et T, reliés entre
eux par l'intermédiaire de deux voies unidirectionnelles, empruntées par les rames de métro. La
voie V12 permet A celles-ci d’effectuer le trajet de T; vers T3, tandis que la voie Va1 leur permet
d’aller de T3 vers T; (voir figure 1.5).

A chaque terminus, les rames pénétrent dans une “section terminale”, qui leur permet de
changer de voie pour repartir dans la direction opposée. Cette section est composée de trois
voies A, B, C et d’un aiguillage S (voir figure 1.6). La voie A étant la voie d’entrée dans la
section et la voie C étant la voie de sortie, les rames allant de A vers C doivent d’abord attendre
que A et B soient connectées par 'aiguillage S, pour transiter ensuite sur B et attendre & nouveau
que B et C soient connectées par S avant de ressortir par C.

Etant donné que plusieurs rames circulent en méme temps sur les voies et que laiguillage
n’est pas un dispositif sir (il peut tomber en panne), deux genres d’accidents sont susceptibles
de se produire dans une section terminale:

® si plusieurs rames sont autorisées a la fréquenter en méme temps, celles-ci risquent d’entrer
en collision.

e si aiguillage n’est pas vérrouillé en position siire au moment ol une rame circule dessus,
cette derniére sera victime d’un déraillement.

Il est donc clair que le contréle d’une section terminale est une tache critique. Tout systéme de



26 Chapitre 1 : Réalisation des systémes en Lustre

4 7 C 1
[ -@ : e ——c———————— -
]
1= 1S r=
8- ' 2 o -]
A saire sBd Afaire nC

N
GOST
| suwrA______ PAAY Y swm )
[ ===
| __serC________ 11 L____comnectBC
: connect_AB |

Figure 1.7: Le systéme GOST et son environnement

Gestion AUtomatique de Section Terminale (dorénavant appelé GOST) doit & la fois commander
aiguillage et gérer la circulation des rames de telle sorte qu’aucun accident ne puisse se produire
dans la section.

Un tel systéme est typiquement un systéme réactif: en réponse a des informations concernant
le positionnement de l’aiguillage et la position des rames dans la section, il doit délivrer des
requétes de positionnement & l’aiguillage et des autorisations de circulation aux rames. Ces

2.2

quatre types d’événements peuvent étre modélisés par les signaux suivants:

e connect_AB et connect_BC sont émis par I’aiguillage pour indiquer si celui-ci connecte A &
B ou B & C. Si aucun de ces signaux n’est actif, 'aiguillage est en position indéterminée et
par conséquent, les rames ne doivent pas étre autorisés & circuler dessus.

e sur_A, sur_B et sur_C sont des signaux émis par trois capteurs placés respectivement sur
les voies A, B et C. IIs sont actifs pendant tout le temps ou une rame circule sur la voie
qu’ils surveillent. Ces capteurs indiquent donc uniquement la présence ou non de rames
sur leurs voies respectives.

e faire AB et faire BC sont des signaux de requéte émis par le systéme pour ordonner a
l’aiguillage de connecter A 4 Bou B a C.

e autoriser_entree et autoriser_sortie sont des signaux d’autorisation de circulation
des rames & l’intérieur de la section. Ils correspondent en pratique  des signaux lumineux
bicolores. Le premier signal doit autoriser les rames & pénétrer dans la section terminale
seulement si elle est vide et si ’aiguillage connecte A & B. Le second doit autoriser les rames
A quitter la voie B seulement si l’aiguillage connecte B & C.

La figure 1.7 donne une vue d’ensemble du systeme GOST et de son environnement.
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1.4.2 Réalisation

Le systéme GOST peut maintenant étre implémenté en LUSTRE. On suppose qu’initialement,
il ’y a pas de rames dans la section terminale. Nous définissons dans un premier temps les
équations exprimant les requétes de positionnement de Paiguillage. Il sera demandé & Paiguillage
de connecter A & B & chaque fois que la section est vide, et de connecter B & C i chaque fois
qu’une rame se trouve en transit sur B. En outre, ces requétes resteront actives tant qu’elles ne
sont pas satisfaites. En LUSTRE, on obtient alors directement les équations suivantes:

faire_AB = section_vide and not connect_AB;
faire BC = transit_sur_B and not connect_BC;

Ici, section_vide doit exprimer qu’aucune rame ne se trouve dans la section, et transit_sur B
doit exprimer que les rames se trouvant dans la section terminale sont en transit sur B, tandis
que A et C sont inoccupées. Les équations définissant ces variables sont alors:

section_vide = not(sur_A or sur_B or sur_C);
transit_sur_b = sur_B and not(sur_A or sur_C);

Il faut maintenant écrire les équations définissant les autorisations de circulation. Comme cela a
été mentionné précédemment, ’entrée dans la section terminale ne sera autorisée que si elle est
vide et si l'aiguillage connecte A & B. Cela se traduit alors par ’équation suivante:

autoriser_entree = section_vide and connect_AB;

D’autre part, les rames ne sont autorisées & quitter la section terminale que si elles sont en transit
sur B et si Paiguillage connecte B & C. On obtient donc:

autoriser_sortie = transit_sur_b and connect_BC;

node GOST(sur_A,sur.B,sur.C, connect_AB,connect_BC: bool)
returns (autoriser_entree,autoriser_sortie sfaire_AB,faire BC: bool);
var section_vide,transit_sur_B: bool;
let
autoriser_entree = section_vide and connect_AB;
autoriser_sortie transit_sur B and comnect_BC;
faire_AB section_vide and not connect_AB;
faire BC = transit_sur B and not connect_BC;
section_vide = not(sur_A or sur_B or sur_C);
transit_sur B = sur B and not(sur.A or sur.C);
tel

Figure 1.8: Un programme LUSTRE implémentant le systeme GOST
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Finalement, le programme LUSTRE complet implémentant le systéme GOST est donné par la
figure 1.8. Cet exemple simple démontre que LUSTRE est bien adapté a la programmation de ce
genre de systémes, car toutes les équations écrites dans le programme GOST sont directement et
naturellement déduites des spécifications informelles du systéme. De plus, la possibilité d’écrire
les équations dans un ordre quelconque autorise une traduction progressive des spécifications:
chaque fonctionnalité du systéme est analysée tour & tour, nécessitant parfois I’introduction de
variables auxiliaires. Il faut remarquer & ce sujet que la définition de telles variables (comme
par exemple section_vide) permettant de nommer des expressions, n’a aucune influence sur la
sémantique du programme. Leur seul but est d’en augmenter la lisibilité.



Chapitre 2

Spécification des programmes Lustre

La seconde entité intervenant dans la vérification formelle des systémes concerne leur description
comportementale. Au plus haut niveau, les spécifications du systéme sont contenues dans un
cahier des charges rédigé en langue naturelle: celui-ci décrit les fonctionnalités que le systeme
doit réaliser. En particulier, il décrit comment ce dernier doit se comporter par rapport & son
environnement. A ce stade, ’objectif que nous nous fixons pour la vérification des systémes est
limité & une preuve de correction partielle des systémes réalisés. En clair, il n’est pas question
d’essayer de vérifier intégralement leur bon fonctionnement, mais simplement de s’assurer qu’ils
respectent certaines contraintes vitales de leur comportement observable. Ainsi, dans un systéme
de pilotage automatique d’avion, une erreur sur ’affichage de la vitesse a de faibles conséquences,
tandis qu’il est impératif de s’assurer que le train d’atterrissage de ’avion sera bien vérrouillé au
moment d’atterrir.

D’autre part, le caractére automatique de la vérification induit naturellement une in-
terprétation automatique des spécifications, ce qui oblige a4 exprimer ces derniéres dans un
formalisme plus strict que la langue naturelle, qui est intrinséquement ambigué. Il est donc
nécessaire de disposer d’un tel formalisme pour spécifier les programmes LUSTRE. Le choix de
celui-ci dépend des deux questions suivantes:

e Quel genre de spécifications a-t-on besoin de vérifier?

e Comment exprimer ces spécifications de facon simple mais suffisamment expressive?

D’importants travaux ont été menés pour trouver un formalisme permettant d’exprimer les
spécifications devant étre respectées par les programmes LUSTRE. Ils fournissent une réponse
aux deux questions ci-dessus, sous la forme d’un langage de spécification. Dans ce chapitre, nous
rappelons les idées et les choix qui ont abouti & sa définition. Nous donnons ensuite la sémantique
formelle des spécifications d’un programme exprimées dans ce langage. Enfin, nous traitons un
exemple de spécification d’un systéme réalisé en LUSTRE.

2.1 Restriction aux propriétés de siireté

Dans notre approche de la vérification, le langage de spécification utilisé doit permettre d’ ex-
primer les fonctionnalités vitales des systémes. Il faut par conséquent savoir ce que sont ces
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fonctionnalités.

Dans le cadre des systémes implémentés en LUSTRE, une étude de cas [Glo89] a été menée
autour d’applications réelles développées par Merlin Gerin en SAGA. Son résultat a abouti sur le
fait que la plupart des propriétés critiques des systémes sont des propriétés de “siireté” au sens de
[BA8S5](safety properties en anglais), qui expriment par exemple le fait qu'une situation ne doit
jamais arriver, ou qu'une certaine condition doit toujours étre vérifiée. Les propriétés de siireté
expriment des invariants des systémes. Elles peuvent étre opposées aux propriétés de “vivacité”
(liveness properties), qui expriment par exemple qu’une situation se produira inévitablement dans
le futur. Ainsi, la proposition “le train finira inévitablement par s’arréter en présence d’un feu
rouge” est une propriété de vivacité, tandis que la proposition “le train s’arrétera toujours en
présence d’un feu rouge” est une propriété de siireté. En I’occurrence, il est bien plus important
de vérifier cette dernieére.

Le résultat de 1’étude de cas évoquée ci-dessus a des conséquences importantes pour la
vérification des programmes LUSTRE. Ainsi, en ce qui concerne le choix ou la définition d’un
langage de spécification, on peut se limiter & un langage permettant d’exprimer seulement des
propriétés de siireté. De plus, la vérification de ce type de propriétés est plus simple a effectuer:

e Les propriétés de siireté peuvent étre vérifiées sur des abstractions de programmes. Intu-
itivement, il est possible de simplifier un programme P en un programme P’ ayant plus
de comportements que P, de telle sorte que si P’ satisfait les spécifications, alors P les
satisfait aussi. Cette technique d’abstraction est d’autant plus réaliste que les propriétés
critiques considérées dépendent rarement de relations numeériques, mais trés souvent de
dépendances logiques entre événements. De ce fait, leur vérification peut trés souvent étre
réalisée sur des abstractions finies des programmes.

e Des méthodes de vérification formelle ont déja été développées pour ce type de propriétés.

Par la suite, on entendra par “spécification” toute propriété de siireté exprimée par rapport a
un programme LUSTRE.

2.2 Lustre pour la spécification

Il s’agit maintenant de trouver un langage permettant d’exprimer de maniére simple et non
ambigué les spécifications de programmes LUSTRE. Des formalismes généraux permettant
d’exprimer les propriétés de siireté des systémes ont déja été proposés: il s’agit essentiellement
des logiques temporelles [Sif82,CES86] et du p-calcul [Koz83]. L’un d’eux a déja été utilisé pour
spécifier les programmes LUSTRE [Rat88]. Toutefois, le travail réalisé dans 1’étude de cas menée
4 Merlin Gerin a permis de définir plusieurs langages spécialement adaptés & la spécification
des programmes LUSTRE [Glo89]. Il se trouve que LUSTRE répond lui-méme parfaitement au
probléme. En effet, LUSTRE peut étre vu comme une logique temporelle exécutable, dans laque-
lle on peut exprimer n'importe quelle propriété de siireté sur un programme [BFH90b]. C’est
pourquoi LUSTRE a été choisi comme langage de spécification des programmes LUSTRE. Ce choix
procure un avantage intéressant du point de vue méthodologique, puisque les programmes et leurs
spécifications sont écrits dans le méme langage, ce qui augmente 1’ergonomie de la vérification.
D’autres avantages liés a cette approche “mono-langage” apparaissent au niveau des méthodes
de vérification formelle mises en ceuvre. Ce dernier point sera évoqué dans le chapitre 4.
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2.3 Sémantique des spécifications sur les traces

Intuitivement, toute propriété de siireté ¢ d’un systéme est un invariant qui doit étre vra: du-
rant toute exécution de celui-ci. Si le systéme est implémenté par un programme LUSTRE, son
exécution est modélisée par I’évolution des variables du programme. ¢ s’exprime alors sous
la forme d’une expression booléenne E, sur ces variables. ¢ est satisfaite par le systéme si et
seulement si E,, est toujours vraie durant toute exécution du programme.

D’un point de vue formel, on peut noter qu’il existe une correspondance évidente entre les
expressions booléennes LUSTRE et les propriétés qu’il est possible d’exprimer sur les traces finies.
Toute expression booléenne peut étre interprétée comme exprimant une propriété sur les traces
finies, et inversement. En reprenant les notations précédentes, une trace finie ¥ satisfait alors
une propriété ¢ si et seulement si 'expression E,, prend la valeur vraie sur ¥:

Lo T HE, |true

Dés lors, une propriété de siireté de la forme ¢ = Oy est satisfaite par une trace infinie ¥ si et
seulement si tout préfixe fini de ¥ satisfait ¢. Une telle trace sera alors dite trace correcte vis
a vis de la propriété 4. 4 est donc satisfaite par un programme P si et seulement si elle est
satisfaite par toute trace infinie de P:

PEOp <= VY(00,...,0n,...) satisfaisant (oy,...,0n,.. )k P,
Vn > 0,(00,...,00) E ¢
< V(o0,...,0%,...) satisfaisant (a9,...,0p,...) F P,
Vn > 0,(09,...,0q) F E, | true
Dans un premier temps, nous considérerons les opérateurs définis comme exprimant des propriétés
sur les traces finies. Chaque opérateur op sera défini formellement en utilisant le cadre de

la logique temporelle standard [LPZ85,MP88]. A chaque opérateur op sera associé un nceud
LUSTRE Op tel que

(90,--+50n) = 0p(p1,. .., 1) <= (00,...,00) F Op(E,,,... »Ep.) | true (2.1)

Nous considérerons ensuite les opérateurs comme définissant des propriétés de siireté sur les
traces infinies. A chaque opérateur op sera associé une implémentation sous la forme d’un neeud
LUSTRE Op tel que : :

(00, yOny.-.) = 0p(%1,. .-, Y1) <> Vn > 0,(00,...,00) F Op(Ey, ,...,Ey, ) | true (2.2)
Les équivalences (2.1) et (2.2) peuvent étre établies & partir de la sémantique des traces du

langage.

2.4 Opérateurs temporels

Pour l'instant, nous ne disposons que des opérateurs standards de LUSTRE pour construire les ex-
pressions booléenne exprimant les propriétés de siireté & vérifier. Il serait intéressant de disposer
d’opérateurs temporels plus généraux pour les exprimer. Nous montrons ici & l’aide de plusieurs
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exemples que de tels opérateurs peuvent étre définis. La sémantique formelle des opérateurs ex-
hibés est donnée par rapport aux traces d’exécution. Leur implémentation sous forme de nceuds
LUSTRE est aussi fournie, ce qui constitue une bonne illustration du langage.

2.4.1 Propriétés sur les traces finies

A tout identificateur de variable booléenne x apparaissant dans un programme, on associe un
prédicat de base noté z, tel que (09,...,0n) =« si et seulement si oy(x) = vrei. Les opérateurs
booléens seront interprétés classiquement:

Y E-e ssi Top
TEeiVe: ssi TkEe1 ou T
TkpiApr ssi TE@1 et ZEe

L’opérateur “After”: Si ¢ est une propriété, “after ¢” est vraie si et seulement si ¢ a été
vraie au moins une fois dans le passé strict. Formellement:

(00s-.-,0n) = after o ssi 34,0 < i < n, satisfaisant (oq,... o) Ee

Cet opérateur est implémenté par un nceud LUSTRE After, prenant en entrée l’expression E,,
et renvoyant Egfer o A partir de cette définition, “after ¢” est fausse sur toute trace constituée
d’une seule mémoire. Elle est vraie sur une trace plus longue .o si et seulement si ou bien elle
est vraie sur le préfixe I, ou si g est vraie sur T.o. On obtient alors le nceud suivant:

node After(phi: bool) returns (after_phi: bool);
let

after_phi = false -> (pre(phi) or pre(after_phi));
tel

L’opérateur “Once...since”: Si ¢ et 3 sont des propriétés, “once @1 since p2” est vraie
si et seulement si ou bien @2 n’a jamais eté vraie, ou si @1 a été vraie au moins une fois depuis
le dernier instant ot g2 était vraie. Cela s’exprime formellement par:

(G0, ...,0n) = once ¢y since g2 ssi ou bien V3,0 < i< n,(00,...,0:) I ¢2
ou 3,0 < i< n, tel que (0g,...,0:) = p2
eth,i<j$n,(crg,...,a_-,')b‘=<p2
etak,iSkSna(Uo,---,Uk)I=<P1

Le nceud! LUSTRE Once_since_ prend en entrée E,. et E,, et retourne Eonce ; since ;- Quand
P P1 P29 #1 P2
p2 est vraie, “once ¢ since p2” a la méme valeur que ¢;. Autrement, elle est vraie:

e Sur toute trace constituée d’une seule mémoire.

1,es noms de nceuds sont déterminés selon la convention suivante: les caractéres “underscore” apparaissent &
Pendroit o1 les noms de paramétres apparaitraient normalement; par exemple, Once_since_(A,B) exprime “Once
A since B”. )
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e Sur une trace T.o si et seulement si ou bien elle est vraje sur le préfixe X, ou si ¢; est vraie
sur X.o.

On obtient le nceud suivant:

node Once_since_(phil,phi2: bool) returns (once_phil_since_phi2: bool);
let
once_phil_since_phi2 =
if phi2 then phi1l
else (true -> (phil or pre(once_phil_since_phi2)));
tel

L’opérateur “Always...since...”: De fagon similaire, on peut définir “always 1 since ps”
comme étant vraie si et seulement si ou bien @3 n’a Jjamais été vraie, ou p; a été continuellement
vraie depuis le dernier instant oil g était vraie:

(005---,00) = always ¢; since o3 ssi ou bien Vi,0 < i< n,(00,...,0:) f= @2
ou 3,0 <:<n, tel que (c0s--.50%) = 92
eth,i<an,(Uo,...,0j)bétpz
eth,iSkSn,(Uo,---,O'k)}=<P1

On obtient le nceud correspondant:

node Always_since_(phil,phi2:bool) returns (always_phil_since_phi2:bool);
let
always phil_since_phi2 =
if Never(phi2) then true
else if phi2 then phiil
else (phiil and pre(always_phil since_phi2));
tel

ol le nceud Never est défini comme suit:
node Never (phi: bool) returns (never: bool);
let !
never = not phi -> (not phi and pre(never));
tel

Ce nceud implémente P’opérateur suivant:

(005...,00) = never ¢ ssi Vi,0< i< n,(00,...,0:) £ o

2.4.2 Propriétés de siireté

On définit maintenant des opérateurs temporels dont la sémantique est définie sur des traces
d’exécution infinies. Ils expriment donc des propriétés de siireté.
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L’opérateur “Once...from...to...”: “once ¢ from g2 to p3” est vraie si et seulement si
1 est vraie au moins une fois dans tout intervalle de temps minimal débutant quand 3 est vraie
et finissant quand @3 est vraie. Formellement, une trace I satisfait “once 1 from @2 to p3” si
et seulement si tout préfixe de T satisfaisant p3 satisfait aussi “once @1 since p2”:

(00y.++sOny--.) = once 1 from ¢z to 3 ssi
Vi >0, (00,...,05) Eps = (00,...,0:) = once 1 since p2

La sortie du programme ci-dessous est toujours égale & true si et seulement si ses parametres
d’entrée représentent des propriétés o1, 92 et p3 qui satisfont “once ¢1 from p2 to @3” :

node Once_from to_(phil,phi2,phi3: bool)
returns (once_phil from phi2_to_phi3: bool);
let
once_phil from phi2 to_phi3 = Implies(phi3, Once_since_(phil,phi2));
tel

Le nceud implémentant I’implication est le suivant:

node Implies(X,Y: bool) returns (X.implies_Y: bool);
let

X_implies.Y = not X or Y;
tel

L’opérateur “Always...from...to...”: De fagon similaire, on peut définir “always 91 from
@2 to 3", qui est vraie si et seulement si ¢; est continuellement vraie dans tout intervalle de
temps minimal débutant quand 9 est vraie et finissant quand @3 est vraie. Par convention, si
(3 n’est jamais vraie apreés que @2 ait été vraie, ) est supposée étre respectée pour toujours. En
d’autres termes, & tout instant, ou bien @3 doit avoir été vraie au moins une fois depuis le dernier
instant ol pg était vraie, ou ¢; doit avoir été continuellement vraie depuis le dernier instant out
2 était vraze:

(00y:--30n,y...) = always p1 from g2 to @3 ssi
Vi >0, oubien (og,...,0;) k= once p3 since 2
ou (o0g,...,0%) = always p1 since @2

La sortie du nceud suivant est toujours true si et seulement si ses parameétres d’entrée représentent
des propriétés o1, @2 et o3 satisfaisant “always 1 from @2 to p3” :

node Always_from to_(phii,phi2,phi3: bool)
returns (always._phil from phi2_to_phi3: bool);
let
always_phil_from phi2_to_phi3 =
Once_since(phi3,phi2) or Always_since(phil,phi2);
tel
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L’opérateur “Not...between...and...”: “pot @1 between @y and p3” est vraie si et seule-
ment si ¢; n’est jamais vraie dans un intervalle de temps minimal débutant quand ¢ est vraie
et finissant quand 3 est vraie:

(00y-++30n,...) |= not ¢; between vy and @3 ssi
Vi20, (d0,...,04) Ep3 = (00,...,0:) = always -, since ®2

Ce qui conduit & définir le programme suivant:

node Not_between_and (phil,phi2,phi3: bool)
returns(not_phil between_phi2_and phi3: bool);
let
not_phil_between_phi2_and phi3 =
Implies(phi3, Always_since_(not phil, phi2));
tel

L’opérateur “Alternating”: Une trace satisfait “alternating o1 p2” si et seulement elle con-
siste en une alternance de périodes ot ¢; est vraie et de périodes ol 2 est vraie, éventuellement
séparées par des périodes oul aucune d’elle n’est vraie. De plus, une période oi1 ¢; est vraie doit
d’abord se produire (cf. Fig. 2.1):

(00y---,0n,...) = alternating 1 o3 ssi 3(Jp)p20s (kp)p20; (Mp)p>0, (np)p>0,
satisfaisant jo =0,
et Vp>0, Ip S kp <my < mp < jpta
et pSi<k, = (00,..30:) | —p1A gy
et kp<i<mp, = (0q,...,0:) £ 1A
et mpy<i<n, = (00p,...,0i) E —p1 A
et np<i<jpt1 = (‘707-'-,‘7:') E —p1Ae2

En d’autres termes, & chaque fois que ¢; devient fausse (c’est-a-dire sur chaque front descen-
dant), elle ne doit plus étre vraie & nouveau avant que @2 devienne vraie puis redevienne fausse,
et inversement. On obtient le programme suivant;:

node Alternating(phil,phi2: bool) returns (alternating: bool);
var phil_forbidden, phi2_forbidden: bool;
let
alternating = not(phil and phil _forbidden) and
not(phi2 and phi2_forbidden);
phil _forbidden = false -> if Edge(not phil) then true
else if Edge(not phi2) then false
else pre(phil_forbidden);
Phi2_forbidden = true -> if Edge(not phi2) then true
else if Edge(not phii) then false
else pre(phi2_forbidden);
tel
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phit [ 1 1 J L
phi2 | I 1
ko mo k1 m1 ko m2
.l 1 L 1 A’l 1 1 1 .I 1 .
Jo no 1 n1 J2
phil forbidden T I I R
phi2_forbidden | J | J L

Figure 2.1: Variables booléennes alternantes

2.5 Exemple de spécification d’un systéme

A titre d’exemple, nous allons exprimer en LUSTRE les spécifications du systéme GOST décrit
dans la section 1.4. Il s’agit donc d’exprimer les propriétés de siireté qui garantissent que le
systéme évitera toujours qu'un accident se produise a l'intérieur de la section.

Le premier risque d’accident concerne la collision des rames. Il faut contrdler qu'une rame
n’est autorisée & pénétrer dans la section qu’a la seule condition que cette derniére soit vide.
Cette propriété s’exprime en LUSTRE par l'invariance d’une variable booléenne non_collision,
définie comme suit:

non_collision = Implies(autoriser_entree, section_vide);

A partir de I’équation définissant autoriser_entree, cette propriété est trivialement vérifiée.
Par conséquent, en supposant que les rames ne pénétrent jamais dans la section par la voie C, il
est dés lors possible de considérer que la section n’est jamais empruntée par plus d'un train a la
fois.

Tl ne reste plus maintenant qu’a contréler que toute rame pénétrant dans la section par la
voie A la quittera toujours par la voie C, et que les déraillements sont impossibles. Cela conduit
donc & vérifier que ’aiguillage est correctement commandé. En premier lieu, il est clair que les
requétes de modification de positionnement de l’aiguillage ne doivent pas étre actives en méme
temps. Cela s’exprime simplement par l'invariance de I’expression LUSTRE suivante:

exclusive_req = not(faire_AB and faire_BC);
D’autre part, l’aiguillage doit continuellement connecter A avec B & partir du moment ol une
rame est autorisée & pénétrer dans la section, et jusqu’a ce qu’elle se trouve en transit sur la voie
B. Cela s’exprime par 1’équation suivante, qui fait appel & 'opérateur temporel Always_from_to:

non_derail _AB = Always_from_to(connect_AB,autoriser_entree,transit_sur_,B);

De fagon similaire, 1’aiguillage doit continuellement connecter B avec C & partir du moment ou
une rame est autorisée & quitter la section, et jusqu’a ce que cette derniére soit & nouveau vide:

non_derail_BC = Always_from_to(connect_BC,autoriser_sortie,section_vide);



-0 : kixemple de spécification d’un systéme -
25: E ple de spécification d’ é 37

On peut remarquer que si la propriété ci-dessus est vérifiée, une rame ne peut pas quitter la
section par la voie A.

Finalement, la spécification globale que le systeme GOST doit vérifier est exprimée par I’équation
LUSTRE suivante:

specification = non_collision and
exclusive_req and
non_derail_AB and
non_derail_BC;






Chapitre 3

Description comportementale de
’environnement

La troisiéme entité s’intégrant dans la vérification formelle concerne la description comportemen-
tale de ’environnement des systémes. Les systémes réactifs en particulier doivent continuellement
réagir 3 leur environnement. Selon la fagon dont ce dernier se comporte, leur comportement sera
différent. Or, I’environnement ne se comporte pas de maniére anarchique: son évolution est
généralement soumise & des contraintes (qui sont souvent physiques).

La simulation exhaustive exclut de pouvoir vérifier un systéme dans son environnement réel.
Par conséquent, ce dernier doit étre modélisé. En particulier, son comportement doit étre simulé,
de telle sorte que la vérification ne s’effectue que par rapport a des conditions réalistes de fonction-
nement du systéme. Toutefois, il n’est pas génant de vérifier le systéme pour des comportements
irréalistes de ’environnement, du moment que la prise en compte de ces derniers n’empéche pas
la vérification d’aboutir. Il n’est donc pas nécessaire de donner une description comportementale
compléte et détaillée de I’environnement, mais simplement de décrire ce qu’il est nécessaire de
connaitre pour permettre de réaliser la vérification.

Il apparait donc nécessaire de disposer d’un formalisme de description comportementale de
Penvironnement des systémes, venant s’intégrer aux programmes et aux spécifications pour ef-
fectuer la vérification. Dans ce chapitre, nous discutons de la méthode employée dans ce but en
LUSTRE.

3.1 Utilisation des assertions

L’environnement d’un programme LUSTRE est modélisé par les valeurs de ses variables d’entrée,
dont I’évolution constitue un comportement. Il est donc possible d’exprimer sous forme
d’expressions LUSTRE sur ces variables certaines propriétés de ce comportement, dont seul
'opérateur humain a connaissance. Ces expressions peuvent alors étre introduites dans les pro-
grammes sous forme d’hypothéses, grace aux assertions qui apportent une solution simple et
immédiate & cette nécessité. De fagon informelle, on peut distinguer plusieurs types d’assertions:

e Les assertions “instantanées”, dont l’expression ne contient pas lopérateur pre. Elles
décrivent des hypothéses sur la simultanéité entre certains événements internes ou externes
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au programme.

o Les assertions “temporelles”, dans lesquelles l'opérateur pre apparait. Elles décrivent
des hypothéses d’ordonnancement entre certains événements internes ou externes au pro-
gramme.

e Les assertions portant spécifiquement sur I’environnement du programme, dans lesquelles
n’apparaissent que des variables d’entrée de celui-ci. Elles décrivent des hypotheéses sur le
comportement intrinséque de I’environnement.

e Les assertions portant sur le programme et son environnement. Dans ce cas, I’expression
contient a la fois des variables d’entrée est des variables de sortie de celui-ci. Elles perme-
ttent de décrire des hypothéses sur les interactions entre le comportement du programme
et celui de son environnement.

e Les assertions portant sur le comportement du programme. Ce sont celles qui font ap-
paraitre des variables internes de celui-ci. Ces assertions sont dangereuses car elles peuvent
restreindre arbitrairement le comportement du programme. En pratique, il faut les utiliser
avec précaution, car elles permettent d’introduire I'indéterminisme dans les programmes.

Remarquons que ces assertions ont la méme sémantique dans les programmes. Un exemple
d’utilisation des assertions est abordé dans la section suivante. Dans celui-ci, divers types
d’assertions sont utilisées parmi ceux qui viennent d’étre recensés.

3.2 Exemple

A titre d’exemple, nous reprenons le systéme GOST décrit dans la section 1.4. Tl est indispensable
d’exprimer sous forme d’assertions LUSTRE les hypothéses qui régissent les interactions entre le
systéme et son environnement. En effet, si celles-ci ne sont pas prises en considération, il est tres
probable que les spécifications ne soient jamais vérifiées. Il est clair que I’environnement n’a pas
un comportement aléatoire. Ainsi, dans la section de métro considérée, les rames sont supposées
s’arréter quand les feux sont au rouge. La validation serait certainement impossible sans tenir
compte d’une telle information. De ce fait, il est nécessaire de pouvoir définir des hypotheéses sur
le comportement de ’environnement.

Nous décrivons ici certaines caractéristiques importantes de l'environnement du systeme
GOST. A propos de laiguillage, les hypothéses suivantes peuvent étre faites:

o L’aiguillage ne peut pas a la fois connecter A avec B et B avec C. Cela se traduit par
I’assertion instantanée suivante:

assert not(connect_AB and connect_BC);

e A partir du moment ot il est dans une position donnée, I’aiguillage ne change pas de position
spontanément, & moins que le systéme émette une commande lui ordonnant d’atteindre la
position opposée & celle couramment occupée:

assert Always_from_to(connect_AB,connect_AB,faire_BC) and
Always_from_to(connect_BC,connect_BC,f aire_AB);
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Cette assertion décrit une interaction entre le programme et son environnement.
A propos des mouvements de rames dans la section, les hypothéses sont les suivantes:
e Initialement, il n’y a pas de rame dans la section.
assert section_vide -> true;

o Les trains respectent les feux de signalisation. Cela peut se traduire par le fait qu’a ’instant
ol une rame entre dans la section, alors le feu de signalisation correspondant était vert a
linstant précédent. On peut faire le méme raisonnement pour une rame sortant de la
section. Remarquons que les expressions ci-dessous font appel au nceud Edge, défini dans
la section 1.2:

assert true -> Implies(Edge(not section_vide), pre autoriser_entree);
assert true -> Implies(Edge(sur_C), pre autoriser_sortie);

¢ Quand un train quitte A, il se retrouve sur B. Quand un train quitte B, il se retrouve
soit sur A, soit sur C. Remarquons que ces hypothéses traduisent les lois physiques qui
empéchent toute rame de disparaitre subitement de la section sur laquelle elle se trouve.

assert Implies(Edge(not sur_A), sur_B);
assert Implies(Edge(not sur_B), sur_A or sur_C);

Ces assertions sont spécifiques au comportement de ’environnement.

3.3 Critiques

Dans le cadre de la vérification, les assertions sont utilisées pour exprimer les hypothéses sur
le comportement intrinséque de ’environnement et sur les interactions entre les programmes
et leur environnement. Toutefois, ces hypothéses ne peuvent étre décrites que sous la forme
d’expressions invariantes. Cela est une contrainte, et il est évident que les assertions ont un pou-
voir d’expression trop faible pour permettre quelquefois d’exprimer tout ce qui serait nécessaire.
Elles ne fournissent donc qu’un moyen de description partiel.

De plus, les assertions sont délicates & utiliser, car elles doivent restreindre les comportements
possibles de ’environnement de fagon suffisante mais pas excessive. En effet, si elles ne sont pas
assez restrictives, les spécifications risquent de ne jamais vérifiées par les programmes (’exemple
précédent en est une parfaite illustration). Toutefois, il n’est pas toujours nécessaire de décrire
complétement le comportement de l’environnement, mais une description partielle de celui-ci
peut suffire pour vérifier les spécifications. A Iinverse, si ces spécifications sont trop restrictives,
certains comportements réalistes de ’environnement seront éliminés. Dans ce cas, la vérification
formelle perd tout son sens, puisqu’il devient possible de vérifier des spécifications qui ne seront
Pas respectées en réalité! Le probléme soulevé ici releve du principe méme de la vérification
formelle: la simulation exhaustive des programmes nécessite la simulation exhaustive de leur en-
vironnement. Or, cette derniére n’est possible qu’a condition de fournir une description adéquate
de la maniére dont il se comporte. Les assertions LUSTRE fournissent une intéressante solution
a ce probléme, mais elles possédent un pouvoir d’expression limité. Les expériences menées pour
la vérification en LUSTRE démontrent & ce sujet que 1’aspect le plus difficile de la vérification
formelle des programme concerne 1’écriture des assertions.






Chapitre 4

Définition d’un principe de
vérification

En LUSTRE, les trois entités mises en jeu dans toute vérification (réalisation, spécifications,
assertions) peuvent étre exprimées dans le méme formalisme de description. Cette particularité
permet de définir un principe de vérification original des programmes LUSTRE, qui est décrit
ci-dessous.

4.1 Programme de vérification

Etant donné un programme LUSTRE P, nous avons vu que les spécifications S et les assertions
A sur P s’expriment sous forme d’expressions LUSTRE sur les variables de P. Il est donc possible
de rassembler sans difficulté P, S et A au sein d’un nouveau programme Py ¢ appelé programme
de vérification, dont les caractéristiques sont les suivantes:

o Les entrées de Pyeps sont identiques & celles de P.

e L’unique sortie de Pyeyr correspond a I’expression des spécifications S de P.

Pvem'f .......... .
-
I
| EEs,-- | "S‘,' """" ! 0
P I R L|Tgerif
! I N ]
' o) lem e meeee
e e ;

Figure 4.1: Le programme de vérification
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Figure 4.2: La comparaison de programmes

e Les hypothéses A sur le comportement de ’environnement sont exprimées sous forme
d’assertions dans Pyeris-

En dénotant respectivement par I les variables d’entrée et par O les variables de sortie et les
variables internes de P, la construction de Pjyers est schématisée par la figure 4.1. Dans cette
figure, chaque bloc correspond & un ensemble d’équations LUSTRE, et les fleches qui les re-
lient matérialisent les dépendances entre variables et expressions. Intuitivement, la vérification
formelle de P pourrait alors consister & simuler ezhaustivement le programme Pyess, afin de
vérifier que sa sortie garde toujours la valeur vraie. Si c’est la cas, alors on peut en déduire que
P vérifie ses spécifications.

4.1.1 Comparaison de programmes

Un cas particulier et néanmoins courant de la vérification consiste & comparer deux programmes
implémentant les mémes spécifications. La vérification consiste alors a contréler que les pro-
grammes ont toujours le méme comportement. Intuitivement, cela revient & les exécuter en
paralléle afin d’observer que leurs sorties sont toujours identiques. Ce genre de vérification
s’applique trés bien aux programmes LUSTRE. En effet, étant donnés deux programmes P et
P' dont on veut comparer les comportements, on peut les intégrer au sein d’un programme de
vérification Py, construit selon le schéma de la figure 4.2. A partir d’un tel programme, on
peut extraire un modeéle d’exécution pour la vérification.

4.1.2 Exemple

Nous reprenons & nouveau comme exemple le systéme GOST traité dans la section 1.4. Pour cet
exemple, nous avons successivement exprimé en LUSTRE:

e Un programme réalisant le systeme GOST.
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e Les spécifications du systéme, qui sont des propriétés de siireté exprimées sous la forme
d’expressions booléennes sur les variables du programme.

e Les hypothéses sur le comportement de Penvironnement, qui forment un ensemble
d’assertions.

Ces trois entités peuvent étre intégrées au sein d’un programme de vérification du systeme GOST:

node GOST_verif(sur_A, sur_B, sur_C, connect_AB, connect_BC: bool)
returns(specification: bool);

var
autoriser_entree,autoriser_sortie: bool;
faire_AB, faire_BC: bool;
non_collision, exclusive_req: bool;
non_derail AB, non_derail_BC: bool;
section_vide, transit_sur_B: bool;

let
section_vide = not(sur_A or sur_B or sur_C);
transit_sur_B = sur_B and not(sur_A or sur_C);

-- ASSERTIONS
assert not(connect_AB and connect_BC);
assert Always_from_to(connect_AB,connect_AB,faire_BC)
and Always_from_to(connect_BC,connect_BC,faire_AB);
assert section_vide ~> true;
assert true ->
Implies(Edge(not section_vide),
pre autoriser_entree);
assert true ->
Implies(Edge(sur_C),
pre autoriser_sortie);
assert Implies(Edge(not sur_A),sur_B);
assert Implies(Edge(not sur_B),
sur_A or sur_C);

-- APPEL DU NOEUD GOST
(autoriser_entree,autoriser_sortie,faire_AB,faire_BC) =
GOST(sur_A,sur_B,sur_C,connect_AB,connect_BC);

-- SPECIFICATIONS
non_collision =
Implies(autoriser_entree,section_vide);
exclusive_req =
not(faire_AB and faire_BC);
non_derail_AB =
Always_from_to(connect_AB,
autoriser_entree,
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transit_sur_B);
non_derail_BC =
Always_from_to(connect_BC,
autoriser_sortie,
section_vide);
specification =
non_ccllision and exclusive_req and
non_derail_AB and non_derail_BC;
tel

Figure 4.1.2: Le programme de vérification du systeme GOST

4.2 Principe d’un outil de vérification

La faculté offerte par LUSTRE de pouvoir intégrer les entités de la vérification au sein d’un
méme programme permet de simplifier considérablement la mise en ceuvre de la vérification. En
effet, vérifier que les spécifications d’un programme forment un invariant de celui-ci revient alors
simplement & contrdler que son unique sortie s’évalue toujours 3 la valeur vrate.

4.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons explicité les trois entités de la vérification en LUSTRE: le pro-
gramme, ses spécifications et la description comportementale de son environnement. De celles-ci,
seule la premiére était fixée au départ. Les deux autres ont du étre définies par rapport & notre
approche de la vérification. Cela a abouti sur un concept “monolangage”, dans lequel LUSTRE est
’unique langage de description des trois entités. Les avantages méthodologiques et ergonomiques
de ce résultat ont été mis en évidence.

D’autre part, la sémantique formelle des trois entités de la vérification a été donnée gréce a
la sémantique des traces de LUSTRE, qui fournit un cadre formel simple et unificateur en terme
de comportements des programmes.

Enfin, un principe de vérification original des programmes LUSTRE a été dégagé. Celui-ci
doit étre mis en ceuvre dans un outil de vérification. Cependant, il est nécessaire de définir au
préalable une procédure de décision permettant d’évaluer formellement si un programme vérifie
ses spécifications. Ce point est abordé dans la partie suivante, dans laquelle un modéle formel
dénotant les comportements d’un programme LUSTRE est défini. Puis différentes méthodes de
vérification des spécifications sur le modeéle sont étudiées.



Partie 11

Caractérisation Formelle






Chapitre 5

Modeéle d’exécution des programmes
Lustre .

La sémantique des traces de LUSTRE permet d’obtenir une interprétation du comportement
des programmes en termes de traces d’exécution. En se basant sur une nouvelle interprétation
de cette sémantique, les traces peuvent étre représentées dans un modéle d’ezécution dénotant
I’ensemble des comportements du programme. Il est possible de caractériser formellement sur
un tel modele les traces exécutables, valides ou correctes d’un programme.

Dans ce chapitre, nous définissons formellement le modele associé & tout programme LUSTRE
et dénotant ’ensemble de ses comportements. Puis nous définissons un certain nombre de nota-
tions et d’opérateurs sur ce modéle, qui permettront ultérieurement de manipuler des ensembles
de traces d’exécution. La sémantique des assertions et des spécifications sera alors caractérisée
formellement en termes de séquences d’ezécution sur ce modsle.

5.1 Systéme de transition associé a un programme Lustre

Le modéle associé & un programme LUSTRE est un systéme de transition, dont les différents
composants sont décrits ci-dessous.

A partir de la sémantique des traces de LUSTRE, on peut définir une relation de transition
notée — entre les traces d’exécution d’un programme. Cette relation dépend du programme 3
partir duquel elle est définie. Etant donné un programme P, sa définition est la suivante:

VZ,Vo, 5550 <> SF Pet S0 P

«“

L’ensemble des traces muni de cette relation définit un systéme de transition dénotant I’ensemble
des comportements de P. Par définition, les traces forment les états de ce systéme. Celles-ci
étant de longueur quelconque, les états du systéme et le systéme lui-méme sont infinis, ce qui
n’est pas exploitable. Par une abstraction, nous allons définir un systéme de transition fini
caractérisant un sur-ensemble des comportements de P. Dans ce but, nous définissons ci-dessous
une sémantique opérationnelle de LUSTRE.
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5.1.1 Sémantique opérationnelle de Lustre

Dans la sémantique des traces de LUSTRE, la valeur des expressions dépend uniquement de
la derniére mémoire constituant la trace, sauf pour ’opérateur pre qui peut faire intervenir
ses mémoires antérieures. Nous allons définir ici une autre sémantique, ol seule la mémoire
précédente est nécessaire pour déduire une nouvelle mémoire compatible avec un programme.
Dans ce but, nous poserons comme hypothése que toutes les occurrences de ’opérateur pre dans
un programme s’appliquent uniquement & des identificateurs, et jamais & des expressions plus
complexes. Cette hypothése n’est absolument pas restrictive du point de vue sémantique, car le
principe de substitution de LUSTRE autorise le remplacement de toute expression du langage par
une variable dont la définition correspond 2 cette expression. La nouvelle sémantique définit alors
comment, & tout instant, une mémoire compatible avec un programme se déduit de la mémoire
du programme & l'instant précédent. Le fait que pour un programme P, la mémoire o' se déduit
de la mémoire o sera noté:

o,0' - P

A D’instant initial, la mémoire précédente est indéfinie. Une mémoire indéfinie est dénotée par le
symbole L.

La valeur de toute expression LUSTRE E sur une mémoire o' sachant que la mémoire
précédente est o est définie par induction sur la structure de E. Le fait que E prend la valeur v
sera alors noté:

o,0' FE|v

Les regles suivantes permettent de définir la valeur de E:

Valeur d’une constante:
Le symbole k dénotant toute constante du langage,

o, 0 Fk |k

Valeur d’une variable:
Le symbole x dénotant tout identificateur du programme,

o0 Fx|o(x)

Valeur de x (E;, ..., En):
Ej,...,En dénotant des expressions quelconques du langage, et x dénotant tout opérateur
arithmétique, booléen ou conditionnel standard,

o,0' FE1|v1, ... , 0,0 FEm | vm
o,0' - % (E1, ...» Em) | *(v1y...y0m)

Valeur de E; -> Ej:
E; et E; dénotant deux expressions quelconques du langage,

1,0/ FE; | v o,0' FEz | vo
1,0/ FE; -> Ex| v o,0' FE; -> Ea | vp
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Valeur de pre(x):
x dénotant tout identificateur du programme, et nil dénotant une valeur indéterminée,

L,0'Fpre(x) [nil 0,0 Fx|o(x)

La premiére régle détermine la valeur de lexpression pre(x) a linstant initial, la seconde la
détermine & n’importe quel autre instant.

Nous définissons maintenant la compatibilité d’une mémoire o avec un programme P sachant
qu’a I'instant précédent la mémoire était o, qui est notée:

o,0'+ P

Les régles définissant cette compatibilité sont les suivantes:

Compatibilité avec les équations:

o,0' FE | v, o(x) =v

o,0/k-x = E
Compatibilité avec la composition:

o, '+ P, 0,0+ Py
o,0' - P; Py

Compatibilité avec les assertions:

o,0' - A | true
o,0' - assert A

5.1.2 Abstraction booléenne

A partirde la sémantique définie précédemment, on peut définir un nouveau systéme de transition
sur les mémoires d*un programme P, dont la relation de transition — est définie comme suit:

Vo,Vo!, 0—0' <= o,0/F P

Le systéme de transition obtenu reste cependant encore infini. Toutefois, on peut se ramener
a un systéme fini par une abstraction booléenne sur les états de celui-ci. Cette abstraction est
issue d’une interprétation abstraite [CC77] des programmes, qui est décrite ci-dessous.

Dans un premier temps, on va partitionner les mémoires des programmes en mémoire
“booléenne” et mémoire “non booléenne”. En reprenant la définition des mémoires donnée dans
la section 1.3, nous allons d’abord partitionner ’ensemble I des identificateurs d’un programme
et ensemble V' des valeurs prises par ces identificateurs de la maniére suivante:

I=B+J

olt B est 'ensemble des identificateurs de type booléen, et J est ’ensemble des identificateurs
d’un autre type.
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V={0,1}+W

oit {0,1} dénote I’ensemble des valeurs booléennes, et oit W est I'ensemble des autres valeurs.

Toute mémoire o est encore une fonction de I dans V, mais elle peut étre maintenant définie
par un nouveau couple de mémoire (7p,07), olt op est une fonction de B dans {0,1} et o
est une fonction de J dans W. opg est la mémoire booléenne du programme tandis que o
est sa mémoire non booléenne. Llinterprétation abstraite consiste alors & définir ’abstraction
booléenne o d’une mémoire comme suit:

Vo,a(c)=0p

Intuitivement, cette interprétation consiste & “projeter” le programme dans le domaine booléen.

Réciproquement, la concrétisation ¥ d’une mémoire booléenne est définie par:

VYop,y(oB)={(eB,0s) [ o5 €[J— W]}

Finalement, on peut définir un systéme de transition sur les mémoires booléennes d’'un pro-

gramme, dont la relation de transition B, est 1a suivante:

Yo, Vo, 0o = 3oseq(op), Ao €y(c) | o0’
1l est alors évident que I’implication ci-dessous est vérifiée:
f B
o—0o' = a(c)>a(o)
Ce systéme est une machine d’états finis car la dimension et le nombre des mémoires booléennes
sont finis (le nombre d’identificateurs booléens contenus dans le programme est fini, donc le

nombre de valeurs différentes des mémoires est fini aussi). Un tel systéme modélise tous les
comportements booléens du programme.

Par la suite, le systéme de transition associé & tout programme LUSTRE sera indifféremment
appelé systéme (de transition), machine (d’états finis) ou modéle (d’exécution).

5.1.3 Séquences d’exécution

Tous les comportements d'un programme P sont définis formellement par une trace d’exécution
compatible avec celui-ci. Or, la relation de transition 5.1 est définie de telle sorte-que:

VE=(00.++10ny.-.), 8 P& 0g—01—...0n— ...
Par conséquent:
B B B
VE =(00y..-y0ny-++); 0001 ...0n—...= a(og)=>a(o1)=...a(on)=-..

La séquence [ (o), - - -, (), . -] forme donc une séquence d’ezécution du systéme de transition
associé au programime.
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5.2 Le modeéle final

Concrétement, & partir du systéme de transition défini précédemment, on peut obtenir pour tout
programme LUSTRE un modéle du type machine d’états finis M = (Q, E, S, ¢jnis, @, 0, 6) défini
ainsi:

e Q est 'ensemble des états, correspondant & la mémoire booléenne du programme.

¢ E est I'ensemble des entrées, correspondant aux entrées booléennes du programme.

e § est ’ensemble des sorties, correspondant aux sorties booléennes du programme.

init est I’état initial, correspondant & 1’état initial des programme.

°

a € [@Q x E] — {0,1} est la fonction d’assertion.

o € [@ x B] — {0,1}/ 5| est la fonction de sortie.

& € [Q x E] — Q est la fonction de transition.

La machine définie ci-dessus se différencie d’une machine d’états finis classique & cause de la
fonction d’assertion qui entre dans sa définition, et qui en restreint les comportements.

Une séquence d’ezécution de M correspond & toute séquence de transitions (g, eo), (g1,€1),
«+s(gnr€n); ... telle que Vi € N, q;.; = 6(q;, €i)-

Afin d’illustrer les calculs effectués ultérieurement sur les modéles de programmes LUSTRE,
des schémas sont insérés dans la suite de I’ouvrage. Le modtle est dans ce cas représenté de
maniere classique par un graphe d’états orienté, dont les nceuds symbolisent les états et les arcs
représentent les transitions.

5.3 Opérateurs sur le modele

Le modéle obtenu permet de décrire I’ensemble des comportements d’un programme en ter-
mes de séquences d’exécution. La vérification d’un programme nécessite alors de générer et
de manipuler ces séquences & 1'aide d’opérateurs sur les ensembles d’états et de transitions du
modeéle. Nous donnons ci-dessous leur définition formelle ainsi que leurs principales propriétés.
Les opérateurs définis ici sont similaires aux opérateurs standard classiquement définis sur les
systémes de transitions, mais qui opérent plutét sur des ensembles d’états.

5.3.1 Opérateurs sur des ensembles d’états

Nous définissons ici deux opérateurs unaires externes ayant pour opérande un ensemble d’états
et pour résultat un ensemble de transitions.

Etant donné un ensemble quelconque X C Q d’états d’un modzéle, les transitions ezécutables
depuis X sont définies par ’opérateur Ezec :

I PQ) — P@xE)
Em'{ X — FEzec(X)=XxE
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Figure 5.1: Opérateurs sur les états du modeéle

L’opérateur Ezec est monotone pour l'inclusion:
VXCQ,VY CQ, XC Y = Ezec(X) C Ezec(Y)

Réciproquement, ’ensemble des transitions accédant & X est défini par I’opérateur Acc:

Acc-{P(Q) — P(QXxE) )
) X — ACC(X)={(97e)€QXE3 6(g,e) € X}

L’opérateur Acc posséde les propriétés suivantes:

VXCQ, VY CQ, XCY = Ace(X) C Acc(Y)
VX CQ, VY CQ, Acc(XUY) = Acc(X) U Ace(Y)
VX CQ, VY CQ, Acc(XNY) = Acc(X) N Ace(Y)

La figure 5.1 schématise les ensembles de transitions caractérisées par les opérateurs Ezec et Acc.

5.3.2 Opérateurs sur des ensembles de transitions

Nous définissons ici deux opérateurs ayant pour opérande un ensemble de transitions, et dont le
résultat est un ensemble d’états.

Etant donné un ensemble quelconque T C Q x E de transitions du modele, on définit
’ensemble Src(T') des états & partir desquels il est possible d’exécuter une transition appartenant
a T. Ces états forment des “sources existentielles” de T*:

5o [ P@xE) — P@
| T — Sm(T)={qu/ae€E1 (%e)eT}
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...........................

Figure 5.3: L’opérateur Src sur les transitions du modgle

La figure 5.3 schématise les états caractérisés par l'opérateur Src.

Par extension, on définit I’ensemble Src (T') des états & partir desquels il est nécessaire d’exécuter
une transition appartenant & T'. Ces états sont des “sources universelles” de T':

E,;,{P(QxE) — P(Q)
) T — Sre(T)={q€Q/Ve€E, (g,e) €T}

La figure 5.3 schématise les états caractérisés par 'opérateur Sre.

5.3.3 Combinaison d’opérateurs

Les opérateurs définis précédemment forment tous des lois externes. Leur combinaison permet
de définir de nouveaux opérateurs, qui sont des lois internes. Nous définissons d’abord deux
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opérateurs unaires sur les ensembles de transitions, puis un opérateur unaire sur les ensembles
d’états.

Etant donné un ensemble quelconque T C Q x E de transitions du modéle, ’ensemble des
transitions précédant T sont toutes les transitions dont I’exécution méne & un état & partir duquel
une transition de T est exécutable. A ce niveau, on distingue les transitions précédant T' ezisten-
tiellement et les transitions précédant T universellement. Cela permet de définir deux nouveaux
opérateurs de précondition Pre et Pre, obtenus par composition des opérateurs précédents:

Pre,{ P(QxE) — P(QxE)
’ T — Pre(T)= Acc(Src(T))

De fagon analogue, on a:

5 [ P@xE) — P(QxE)
Pre.{ T — Pre(T)= Acc(Src(T))

La principale propriété de ces opérateurs est la suivante:
VT € Q x E, Pre(T) = Pre(T)

Nous définissons enfin ’opérateur Post caractérisant les états postérieurs & un ensemble d’états
quelconque X C Q du modéle:

Post°{P(Q) — P(QxE)
’ X — Post(X) = Src(Ezec(X))

On dit aussi que Post(X) est ’ensemble des états accessibles a partir de X.



Chapitre 6

Caractérisation formelle sur le
modele

6.1 Evaluation des assertions

La sémantique des traces permet de caractériser la sémantique des assertions sur les traces
d’exécution des programmes. Les traces infinies compatibles avec les assertions d’un programme
LUSTRE forment un ensemble de traces valides. Ces traces correspondent & certaines séquences
d’exécution du modéle associé au programme, qui forment par extension un ensemble de ségquences
valides. Nous donnons ici une caractérisation formelle de ces séquences.

Etant donné un modéle M = (Q, E, S, ¢;nis, @, 7,8) d'un programme P, la relation o issue
des assertions de P définit I’ensemble des transitions valides de M. On définit alors I’ensemble
Qq des états de M & partir desquels il est possible d’exécuter une transition valide:

Qa={9€Q /3ecE, (g¢) €a}

Cet ensemble est la source existentielle de a: il s’exprime donc & Iaide de Popérateur Src défini
dans la section 5.3 par:

Qq = Src(a)

Considérons alors un état g € Q tel que:
q ¢ Qq

Pour un tel état, on a donc:
Ve € E, (g,e) €@

Aucune transition n’est exécutable depuis g, donc g est un état puits de M. Or M étant
une machine réactive, les états puits de M sont nécessairement inaccessibles. a caractérise
donc implicitement un ensemble d’états inaccessibles dans le modéle. Ces états correspondent
formellement & 1’ensemble:
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Sre (@)

Ces états étant inaccessibles, on en déduit par induction que toute transition menant 4 I'un d’eux
est non valide. Ces transitions correspondent & I’ensemble défini par:

Acc(Sre(@))

Donc, de nouvelles transitions non valides apparaissent dans ’ensemble ci-dessus, ce qui donne
lieu & une redéfinition de l’ensemble des transitions non valides du modéle. En appelant a,
l’ensemble des transitions valides, ’ensemble des transitions non valides est redéfini par:

Ty = @ U Acc(Sre(a))
ou, en utilisant 1’opérateur de précondition Pre défini dans la section 5.3.3:
&, = & U Pre(a@)

La mise en évidence de nouvelles transitions non valides définit implicitement un nouvel ensemble
d’états puits du modele. Par conséquent, le calcul des transitions non valides qui a été effectué a
partir de & doit étre itéré & c,. Ainsi, ’ensemble des transitions non valides peut étre caractérisé
comme la limite de la suite (T:)nen définie ci-dessous:

Rl

Ty =

Cette suite est convergente car ’opérateur U est monotone et parce que I’ensemble Q X E est
fini. Sa limite correspond classiquement au plus petit point fixe de la fonction:

&U Acc(Sre(T))

En adoptant les notations du p-calcul [Koz83], I’ensemble des assertions non valides s’exprime
par:

&, = puT. @ U Pre(T)
Par complémentation, on déduit une caractérisation des transitions valides du modeéle:

a, =vV. an Pre(V)

6.1.1 Interprétation graphique

Les assertions définissent un ensemble de transitions non valides sur le modele. Il est possible
de donner une interprétation de cet ensemble en termes de séquences d’exécution non valides du
modéle.

La sémantique des traces indique que les séquences d’exécution valides sont des séquences

infinies dont chaque transition est valide. Inversement, les séquences d’exécution non valides du
modsle sont donc toutes les séquences contenant une transition non valide (voir figure 6.1).
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Figure 6.1: Séquence d’exécution non valide
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Figure 6.2: Elimination incrémentale des transitions non valides

On peut alors interpréter le point fixe comsistant & calculer les transitions non valides
comme étant I’élimination incrémentale des transitions dont I’exécution conduit inévitablement
a exécuter une transition non valide:

¢ Les premiéres transitions de ce type sont définies & partir de a. On élimine donc toutes les
transitions caractérisées par @.

¢ Ensuite, on élimine incrémentalement les transitions dont 'exécution conduit inévitable-
ment a exécuter une transition éliminée.

Finalement, on obtient les états valides du modele (cf. figure 6.2).

Considérons maintenant un état dont toutes les séquences d’exécution qui le contiennent sont
non valides. Un tel état peut étre schématisé par la figure 6.3. Comme cet état n’est contenu
dans aucune séquence d’exécution valide, il est inaccessible bien que les assertions o sont vérifiées
dans cet état. Les assertions définissent donc implicitement une restriction de I’ensemble des états
accessibles du modeéle.

6.1.2 Causalité des assertions

La sémantique exacte des assertions sur le modele se heurte & Pinterprétation intuitive qui leur
est associée au niveau des programmes. En effet, les transitions valides du modéle forment une
ensemble «,, dont la caractérisation décrite dans la section précédente met en évidence une
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Figure 6.3: Un état non valide

dépendance de celles-ci par rapport a leur “futur”. En effet, toute transition non valide est car-
actérisée inductivement par le fait que son exécution conduit inévitablement & exécuter dans le
futur une transition non valide. Or, du point de vue de LUSTRE, le principe de causalité des pro-
grammes empéche que le comportement d’un programme dépende de son futur. L’interprétation
intuitive des assertions consiste & considérer comme valides les assertions caractérisées par
l’ensemble a. On aboutit donc d’une part & une contradiction avec le principe de causalité
de LUSTRE, et d’autre part 3 une incompatibilité entre I'interprétation intuitive des assertions
et leur sémantique exacte. C’est pourquoi lorsqu’on aboutit & de tels cas de figure, on dit que

les assertions sont non causales. Formellement, les assertions sont causales sur un modéle si et
seulement si

ay, =a

6.1.3 Satisfaisabilité des assertions
Les assertions caractérisent un ensemble d’états inaccessibles. Lorsque 1’état initial du modéle en

fait partie, le programme n’admet alors aucun comportement sous les assertions considérées. On

dit alors que les assertions sont non satisfaisables. Formellement, les assertions sont satisfaisables
sur un modele si et seulement si

Qinit € Pre(aw)

6.2 Evaluation des spécifications
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Figure 6.4: Séquence d’exécution valide mais incorrecte
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Il faut maintenant évaluer les spécifications d’un programme LUSTRE sur son modéle
d’exécution associé. En termes de traces d’exécution, les spécifications sont vérifiées si et seule-
ment si toute trace d’exécution compatible avec le programme est correcte. Or, les traces com-
patibles sont nécessairement valides et exécutables. L’évaluation des spécifications peut alors
donner lieu & deux approches:

o La premiére consiste & caractériser I’ensemble des séquences d’exécution valides et correctes
du modele, pour contréler ensuite que toutes les séquences exécutables en font partie.

¢ La seconde consiste & caractériser toutes les séquences exécutables et valides du modéle,
afin de vérifier qu’elles sont correctes.

Ces deux approches sont étudiées dans cette section. Nous nous intéressons tout d’abord & la
premiére d’entre elles.

Nous allons donc caractériser ’ensemble des séquences & la fois correctes et valides du modéle.
Ces séquences possédent les caractéristiques suivantes:

e Elles sont infinies.
o Toutes leurs transitions sont valides.

o Toutes leurs transitions sont correctes.

Inversement, les séquences d’exécution ne vérifiant pas les caractéristiques ci-dessus sont les
séquences contenant soit une transition non valide, soit une transition incorrecte. Mais, les
séquences d’exécution contenant une transition non valide ne sont pas exécutables. Donc,
I'évaluation des spécifications sur de telles séquences est sans intérét. Par conséquent, il faut
caractériser I’ensemble des séquences d’exécution valides mais incorrectes. Celles-ci correspon-
dent donc & toutes les séquences finies formées de n (n > 0) transitions valides et correctes, suiv-
ies d’une transition valide mais incorrecte. Nous allons caractériser ’ensemble de ces séquences
comme étant la limite d’une suite d’ensembles (T,), € N, ou T, dénote les séquences constituées
d’au plus n transitions valides et correctes, suivies d’une transition valide mais incorrecte.

Etant donné un modéle M = M = (Q, E, S, ¢;nis, @, 0, 8), la relation o définit ’ensemble des
transitions correctes de M. Les transitions valides du modele sont caractérisées quant a elles par
la relation . Au rang n =0, les séquences valides mais incorrectes forment alors un ensemble
de transitions Ty défini par:

To=ayNo
On peut maintenant chercher ’ensemble T; des séquences constituées d’au plus une transition

valide et correcte, suivie d’une transition appartenant 4 Ty. L’ensemble des états 3 partir desquels
il est possible d’exécuter une transition de T est:
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Figure 6.5: Elimination des transitions valides mais incorrectes

Src (To)
Par conséquent, les transitions dont I’exécution peut conduire & un de ces états est:
Acc(Src(Tp)) = Pre(To)

Ces transitions devant étre de plus valides et correctes, elles appartiennent nécessairement a
a, No. Ces transitions forment donc I’ensemble:

a, No N Pre(Ty)

Finalement, I’ensemble T} est défini par:
Ty = Ty U [ay N o N Pre(Tp)]

D’oil, en substituant Ty par sa définition et en simplifiant:
Ty = a, N (7 U Pre(Ty))

T, définit un nouvel ensemble de transitions & partir duquel le calcul qui vient d’étre effectué
doit &tre itéré afin de générer Ty, etc... Finalement, la suite (Tn)nen est définie par:

Tor1 = TnU[ayNoN Pre(Ty)]
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Cette suite est convergente car ’opérateur U est monotone et parce que I’ensemble des transitions
du modéle est fini. Elle correspond classiquement au plus petit point fixe de la fonction:

G(T) = [ay N7 U [, N Pre(T))
soit encore, aprés simplification:
G(T) = a, N[e U Pre(T))

En adoptant les notations du p-calcul, ’ensemble des séquences d’exécution valides mais incor-
rectes est donc défini par:

pT. oy N [F U Pre(T)]

Par complémentation, on obtient alors ’ensemble o, des séquences d’exécution valides et cor-
rectes:

oy = vV. @, U[o N Pre(V)]

On est maintenant en mesure d’exprimer la condition pour que le modéle vérifie les spécifications:
il faut que toutes les transitions exécutables & partir de 1’état initial 9ini¢ appartiennent a o,
soit encore que

Qinit € Sre (o)

6.2.1 Interprétation graphique

Dans la section précédente, les séquences d’exécutions valides et correctes ont été caractérisées
a partir des séquences valides mais incorrectes. Ces dernitres correspondent & la figure
6.4. L’évaluation des spécifications revient & éliminer incrémentalement les transitions dont
I’exécution peut mener & une transition valide mais incorrecte:

¢ En premier lieu, on élimine les transitions qui sont effectivement valides mais incorrectes.

e Ensuite, on élimine les transitions pouvant mener 3 une transition éliminée.

Lorsque toutes ces transitions ont été éliminées, on obtient ’ensemble des transitions constituant
les séquences d’exécution valides et correctes du modele par complémentation de ’ensemble des
transitions éliminées. (voir figure 6.5).
Mais il est possible d’interpréter directement en termes de séquences d’exécution le point fixe
défini par:
oy = vY.@, U [0 N Pre(Y)]

Celui-ci correspond au calcul des termes d’une suite définie par:

Yo = oUw,
Yor1 = Yan[a, U(cN Pre(Y,)))
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Figure 6.6: Séquences d’exécution dénotées par oy

Cette suite caractérise des ensembles de transitions. Pour n = 0, Yj est I’ensemble des transitions
correctes ou non valides. Pour tout n > 0, Y41 est ’ensemble des transitions non valides ou
des transitions conduisant nécessairement & une transition de Y,. Par conséquent, les séquences
d’exécution caractérisées par o, sont non seulement les séquences valides et correctes du modele,
mais aussi les séquences correctes et non valides de celui-ci (voir figure 6.6).

6.2.2 Autre caractérisation

La seconde approche pour évaluer les spécifications sur le modele consiste & caractériser les
séquences exécutables et valides du modele, puis & vérifier que celles-ci sont correctes.

Pour tout ensemble d’états X, nous définissons ’opérateur Accq,(X) calculant ’ensemble
des transitions valides accessibles a partir de X:

Acca,(X) = {(g,¢) €y / g€ X}
ou encore:
Acca,(X) = Ace(X) Nay

Pour tout ensemble de transitions T, nous définissons 1’opérateur Succ(T') calculant ’ensemble
des états accessibles par exécution des transitions de T*

Suce(T)={d' € Q / Ig,e) € T, (g,¢) = ¢'}

Les séquences exécutables du modéle ont comme état de départ 1'état gin;;- Les transitions
valides exécutables & partir de ¢;p;; forment ’ensemble Ty = Acca, ({@init})- L’exécution de ces
transitions aboutit & un nouvel ensemble d’états accessibles, caractérisé par Succ(Tp). Le calcul
de ’ensemble T des transitions valides et exécutables & partir de ces états peut alors étre itéré.
Finalement, ’ensemble des transitions valides exécutables & partir de gp;; est la limite de la suite
définie comme suit:
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]

Ty Acca, ({ginit})
Toy1 = T.u Acca., (S“cc (Tn))

Cette suite converge car I’opérateur U est monotone et I’ensemble des transitions du modéle est
fini. Sa limite s’exprime comme le plus petit point fixe de la fonction:

H(T) = Acca,(Succ(T))
soit, avec les notations du u-calcul:

0y = pT. Acca,({ginit}) U Acca, (Suce(T))

oy caractérise 1’ensemble des séquences valides et exécutables du modale. Vérifier les spéci-
fications revient alors & contréler que o, C o.

6.3 Conclusions

On dispose maintenant d’un modele d’exécution des programmes, et d’une caractérisation
formelle de la sémantique des spécifications et des assertions sur ce modéle. L’étape suivante
consiste & concevoir un outil réalisant de maniére automatique la vérification formelle des pro-
grammes LUSTRE. Il s’agit donc dans un premier temps de définir une méthode d’évaluation des
spécifications et des assertions sur le modele. En outre, la méthode retenue doit étre rigoureuse,
de maniére & pouvoir garantir avec une certitude absolue que les programmes sont corrects vis
a vis de leurs spécifications. Le choix de la méthode doit étre guidé par les deux principales
particularités de la vérification en LUSTRE:

¢ Les comportements des programmes LUSTRE peuvent étre représentés par des modeles qui
sont des machines d’états finis.

e Les spécifications & vérifier sont des propriétés de siireté.

Le premier point incite naturellement & employer des méthodes de vérification basées sur les
modeéles (en anglais model-checking), pour lesquelles les programmes LUSTRE semblent par-
faitement adaptés. Intuitivement, ces méthodes consistent & générer un modéle représentant
I'ensemble des comportements du systéme 3 vérifier, puis & contréler sur ce modéle que le systéme
est conforme A ses spécifications. Plusieurs méthodes ont été développées selon ce principe. Elles
se distinguent les unes des autres par la fagon de générer le modele, et aussi par la maniére
d’effectuer sa vérification, ’objectif étant avant tout de réduire la taille du modele généré, et
d’abaisser le coiit de la vérification. A cet égard, la restriction faite en LUSTRE & la vérification
de propriétés de siireté uniquement doit permettre de simplifier et d’optimiser les méthodes mises
en ceuvre.

L’autre aspect de la réalisation d’un outil de vérification formelle concerne les techniques
utilisées pour la mise en ceuvre les méthodes de vérification sur les modéeles. En effet, le coiit
de ces derniéres peut aussi étre abaissé en utilisant des technigues efficaces de représentation
et de manipulation des modeles. Cet aspect est fondamental car la taille de ces derniers est
potentiellement exponentielle.
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Dans les deux chapitres suivant, nous étudions d’abord le principe des deux principales
méthodes de vérification basées sur les modéles, que nous avons appelées méthode “en avant”
et méthode “en arritre”. Pour chacune d’elle, nous discutons aussi de ’adéquation de deux
techniques de représentation et de manipulation des modeéles envisageables: la technique
“épumérative” et la technique “symbolique”. A D’issue de cette étude, les choix réalisés seront

discutés et justifiés.



Chapitre 7

La méthode “en avant”

Une premitre approche de la vérification des programmes LUSTRE consiste en une application
directe du principe de la simulation exhaustive. A partir du modeéle d’exécution d’un programme
de vérification, on peut vérifier les spécifications en contrélant que la valeur de sa sortie reste
invariante pour toute séquence exécutable et valide du modsle. Ces séquences d’exécution doivent
donc étre générées pour effectuer la vérification.

Dans la méthode en avant, la génération des séquences exécutables d’un modséle s’effectue
selon le principe suivant:

e Au départ, on exécute toutes les transitions valides & partir de ’état initial. Chaque
transition méne & un nouvel état, qui est un successeur de ’état initial, et qui est donc
accessible. :

o Ensuite, tout état accessible est visité une fois (et une seule). Les transitions valides dont il
est la source sont alors exécutées, menant potentiellement & de nouveaux états accessibles.

e Finalement, lorsque tous les états accessibles ont été visités, toutes les séquences exécutables
du modéle ont été simulées, ce qui acheve la génération.

La figure 7.1 illustre sur un exemple les premieres étapes de la simulation exhaustive d’un modéle,
qui débutent la génération des séquences exécutables.

La vérification proprement dite consiste alors & contrdler que les spécifications gardent la
méme valeur sur toutes les séquences d’exécution générées. La méthode en avant se décompose
donc en deux phases:

1. la génération des séquences exécutables du modsle.

2. D’évaluation des spécifications sur ces séquences.

Cette méthode de vérification est dite “en avant” car la génération des séquences d’exécution
s’effectue en explorant les états accessibles du modele partir de son état initial, par exécution
des transitions du modéle.

La méthode de vérification en avant a été largement étudiée dans le domaine des machines
séquentielles, sans doute & cause de I'interprétation intuitive évidente sur laquelle elle est fondée.
Nous étudions ici les différentes approches possibles pour la mise en ceuvre de cette méthode.
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Figure 7.1: Simulation exhaustive du modele

7.1 L’approche classique

L’approche classique de la méthode de vérification en avant consiste & traiter la génération des
séquences d’exécution du modeéle et la vérification de ces séquences de maniére complétement
indépendante. Dans un premier temps, une représentation explicite des séquences d’exécution
est construite sous forme d’un systéme de transitions. Le modéle peut alors étre représenté sous
forme d’un ensemble de triplets (g,e,¢') € @ x E x Q tels que la transition (g,e) meéne a D’état
¢'. Lalgorithme ci-dessous décrit de maniére formelle la génération du modéle. Les notations
d’ensembles adoptées ici sont les suivantes:

e T = Triplets du modéle
e V = états Visités

o A = états Accessibles mais non visités

De plus, nous utilisons les opérateurs Ezec et Post définis dans la section 5.3. Nous rappelons que
Ezec(X) est l'ensemble des transitions exécutables a partir des états de X, tandis que Post(X)
est I’ensemble des états accessibles & partir de X. L’algorithme de génération du modele s’écrit
alors:

debut

T=0

V=0

A= {Qinit}

tantque A # ( faire
debut
V=VUA

T =TU{(g,e,5(g¢)) €QxExQ/ (ge) € Ezec(A)}
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A = Post(A)\V
fin
fin

Dans le cas d'un programme de vérification, une fois que l’ensemble T' représentant le modéle
correspondant & ce programme est généré, la vérification des spécifications s’effectue trés sim-
plement. 11 suffit de vérifier que toutes les transitions exécutables du modsle sont correctes. De
maniere formelle, cette vérification correspond a I’algorithme ci-dessous:

debut
pour chagque (g,e,q') € T faire
si (q9 e) go
alors
retourner (Spécifications Non Satisfaites)
fin
retourner (Spécifications Satisfaites)
fin

Historiquement, I’approche classique a été la premiere mise en ceuvre dans le cadre de la
vérification sur les modeles. Elle a fait I’objet de nombreux travaux [QS82,CES86,GS90], qui
ont permis d’en améliorer grandement les performances. Malheureusement, cette méthode se
heurte & un probléme intrinséque: I’explosion du modéle. En pratique, ce dernier est souvent
trop gros pour pouvoir étre entiérement généré. Ce phénoméne a deux explications. D’une part,
le modéle généré est complet: toutes les informations relatives aux états et aux transitions y sont
explicitement représentées, ce qui en augmente la taille. D’autre part, il n’est pas minimal, c’est-
a-dire qu’il contient en général de nombreux états et transitions équivalents, donc redondants.

Afin de diminuer la taille de la représentation du modéle généré, des techniques de compactage
des informations contenues dans celui-ci ont été développées, mais celles-ci restent limitées au
niveau du gain qu’elles engendrent. On a aussi développé des méthodes de minimisation des
modeles [Fer90], mais celles-ci ne sont exploitables que si le modéle a été complétement généré.
Face a ces problémes, une nouvelle approche de la vérification, dite “a la volée”, a été développée.
Celle-ci est décrite dans la section suivante.

7.2 L’approche “a la volée”

Dans le cadre de la vérification, ’alternative aux problémes de taille du modele rencontrés dans
Papproche classique consiste & réduire au maximum le nombre d’informations nécessaires 3 la
représentation du modele et 4 la vérification des spécifications. Pour se faire, ’'approche envisagée
consiste & effectuer la génération et la vérification du modéle simultanément, d’ol son nom de
vérification “3 la volée” [Hol87,JJ 89,FM91]. Avec cette approche, il est possible de ne conserver
du modeéle généré que les informations indispensables 3 la vérification.

La vérification d’invariants sur un modele s’adapte tout & fait & une approche i la volée. En
effet, plusieurs remarques peuvent étre faites & propos de ’approche classique vue précédemment:

o Les informations sur le modéle sont du type (état de départ,entrée,état d’arrivée), or pour la
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vérification des spécifications, il est suffisant de connaitre les couples (€état de départ,entrée).
I est donc possible de réduire la quantité d’informations mémorisées.

e D’autre part, les informations sur les entrées ne servent qu’a évaluer les spécifications.
Donc, si I’évaluation a lieu en méme temps que la génération, ces informations n’ont pas
besoin d’étre mémorisées.

Finalement, les seules informations & mémoriser durant toute la vérification concernent les états
accessibles du modele. La vérification “a la volée” consiste alors & combiner la génération des
états accessibles du modéle et I’évaluation des spécifications. L’algorithme ci-dessous décrit cette
approche de maniére formelle. Les notations d’ensembles sont les suivantes:

e V = états Visités

e A = états Accessibles mais non visités

debut
V=0
A= {‘Iim't}
tantque A # 0 faire
debut
V=VU4d
si Ezec(A) ¢ o
alors
retourner (Spécifications Non Satisfaites)
A= Acc(A)\V
fin
retourner (Spécifications Satisfaites)
fin

Concrétement, par rapport & la méthode de génération classique, les seules informations con-
servées pendant toute la durée de la vérification concernent les états accessibles du modele, d’on
une réduction évidente de la taille du modéle représenté.

L’approche “a la volée” enregistre de bien meilleures performances que la méthode classique
pour la vérification. C’est donc logiquement qu’elle s’est imposée dans ce domaine. Cependant,
il ne faut pas oublier que celle-ci ne modifie rien quant au modéle généré: celui-ci reste le méme,
seule change la maniére dont il est représenté. C’est pourquoi, I’approche “a la volée” ne saurait
fournir une solution aux problémes d’explosion des modeles.

7.3 Techniques d’implémentation

Les approches de la vérification en avant que nous venons de décrire peuvent étre implémentées
selon différentes techniques. Les algorithmes de génération de modeles décrits précédemment sont
définis en termes d’ensembles et d’opérations sur ces ensembles. Leur mise en ceuvre nécessite par
conséquent de définir des structures de données pour implémenter ces d’objets et leurs opérateurs
associés. A ce niveau, deux grandes approches techniques se distinguent. Celles-ci sont évoquées
ci-dessous.
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7.3.1 Technique énumérative

La technique énumérative est basée sur une interprétation extrémement simple de la notion
d’ensemble, ces derniers étant considérés comme des unions explicites de singletons. L’intérét
de cette technique réside dans la facilité de définir une structure de données pour une telle
représentation. Elle présente de plus 1'avantage de permettre une implémentation simple et
économique des opérateurs ensemblistes, sous la forme d’opérateurs sur des singletons. Ainsi, les
opérateurs Ezec et Post sont redéfinis sur les états du modéle de la maniére suivante:

Ezec: Q — P(Q x E)
| ¢ — Ezec(q)={q} xE

Ezec(g) est Pensemble des transitions exécutables & partir de g. De fagon similaire, Post(g) est
I’ensemble des états successeurs de g:

POSt.{ g — Post(q)={¢d €Q/3e€E, g(q,e)=q'}

L’algorithme de vérification “3 la volée” se réécrit alors de la manitre suivante en technique
énumérative:

e V = états Visités

e A = états Accessibles mais non visités

debut
V=0
A = {qinit}
tantque A # ( faire
debut
soitge A
V=vu{q}
A=A\{q}
si Ezec(q) ¢ o
alors
retourner (Spécifications Non Satisfaites)
A= AU Post(q)\V
fin
retourner (Spécifications Satisfaites)
fin

De méme, I’algorithme formel décrivant I’approche classique peut étre réécrit de la méme maniére
en technique énumérative.

La technique énumérative permet donc une implémentation simple des différentes approches
de la vérification en avant. Cependant, le principal probléme qu’elle souléve reste lié 3 la maniére
dont les ensembles sont représentés: en effet, la taille de leur représentation est nécessairement
proportionnelle & leur dimension. Par conséquent, toute explosion du modéle généré va directe-
ment se traduire par une explosion de sa représentation.
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7.3.2 Technique symbolique

L’alternative aux problémes d’explosion du modéle rencontrés en technique énumérative consiste
3 définir une représentation des ensembles dont la taille est indépendante de celle des ensembles
eux-mémes. En technique énumérative, le probléme vient du fait que la représentation de tout
ensemble consiste en une énumération explicite de ses éléments (d’oi le nom donné a cette
technique). L’idée consiste alors & rendre cette énumération implicite, de maniére & représenter
les ensembles en compréhension plutét qu’en extension. Les techniques permettant ce type de
représentation sont dites symboliques.

Une technique de représentation symbolique des fonctions booléennes a été récemment
développée. Ils s’agit des BDDs, qui seront étudiés ultérieurement. Cette technique peut
étre adaptée & la représentation d’ensembles d’états et de transitions des modéles. Plusieurs
implémentations de la méthode de vérification en avant ont été réalisées & partir de cette tech-
nique. Celle-ci présente en effet de nombreux avantages:

e Compacité de la représentation.
e Représentation d’ensembles quelconques.

o Implémentation efficace des opérateurs ensemblistes.

En utilisant cette représentation, I’implémentation des différentes approches de la méthode de
vérification en avant est directe: elle revient & une traduction des algorithmes formels décrits
précédemment.

7.4 La méthode en avant pour la vérification de Lustre

La vérification des programmes LUSTRE a déja suscité de nombreux travaux. A lorigine, des ten-
tatives [Rat88] ont été entreprises d’utiliser I’outil de validation de protocoles XESAR [RRSVST]
pour vérifier les programmes LUSTRE. Cependant, de nombreuses incompatibilités se sont
révélées entre le domaine d’utilisation de XESAR et les spécificités de LUSTRE:

e Traduction d’un programme synchrone dans le domaine asynchrone.
o Expression des spécifications.

o Prise en compte des assertions.

Ces problémes ont mis en évidence la nécessité de concevoir des outils spécifiques & la vérification
des programmes LUSTRE. A partir de ce constat, des travaux ont d’abord été menés autour de
la spécification des programmes [Glo89). A la suite de ceux-ci, des outils de vérification basés
sur la méthode en avant ont été développés.

7.4.1 Prise en compte des assertions

Par rapport aux différentes approches décrites précédemment pour la vérification des modeles
par la méthode en avant, la vérification des programmes LUSTRE doit en plus prendre en compte
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Figure 7.2: Exécution d’une transition correcte mais non valide

les assertions. Ces derniéres définissent un ensemble (caractérisé dans la section 6.1) de
transitions valides du modéle, dont le calcul ne peut étre effectué par la méthode en avant.

C’est pourquoi la sémantique des assertions ne peut étre complétement prise en compte par
les méthodes de vérification en avant. On se contente de considérer comme valides les transitions
du modéle caractérisée par la fonction d’assertion a. Pratiquement, la prise en compte des
assertions revient alors simplement 3 substituer Popérateur Ezec par I'opérateur Ezecy, comme
suit:

. P(Q) — P(Q@xE)
Ea:eca.{ X — Ezeq(X)=[XxE]Na

L’approximation faite sur les assertions est sans conséquence si celles-ci sont causales. Par contre,
dans le cas inverse, on peut étre confronté 3 deux types de problémes au cours de la vérification
en avant:

e on exécute une transition correcte mais non valide (Voir figure 7.2). Dans ce cas, la
vérification peut se poursuivre normalement, en signalant toutefois que les assertions sont
non causales.

* on exécute une transition incorrecte et non valide (Voir figure 7.3). On se retrouve dans un
cas ol on est obligé de conclure que le programme ne satisfait pas les spécifications, alors
que c’est faux puisque la transition exécutée est en fait non valide.

Cependant, il faut remarquer que dans aucun cas on aboutit 3 la conclusion que les spécifications
sont satisfaites alors qu’en fait elles ne le sont pas.

Les assertions non causales posent donc un probléme impossible & résoudre par les méthodes
de vérification en avant. Dans le cadre de ’approche classique, des systémes de “backtracking”
peuvent étre développés afin d’éliminer du modéle les états dont on s’apercoit qu'ils sont inacces-
sibles aprés les avoir explorés. Par contre, cela est impossible dans les méthodes de vérification
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Figure 7.3: Exécution d’une transition incorrecte et non valide

3 la volée, car pour diminuer la taille de la représentation du modele, on ne garde pas trace des
transitions entre les états explorés.

Malgré le probléme des assertions non causales, des outils de vérification des programmes
LUSTRE implémentant la méthode en avant ont été développés. Nous dressons ci-dessous un bref
état de l’art des réalisations dans ce domaine.

7.4.2 Le compilateur Lustre

En LUSTRE la méthode de génération classique du modéle correspond exactement a la com-
pilation des programmes sous forme d’automates, telle qu’elle est implémentée dans les deux
versions du compilateur LUSTRE [Pla88,Ray91], ou elle est utilisée pour la génération de code
séquentiel. De fait, le premier outil & permettre la vérification formelle des programmes LUSTRE
a été le compilateur du langage. Les programmes de vérification peuvent en effet étre compilés
sous forme d’automates. A partir de 13, le code généré peut étre contrdlé “a la main” afin de
s'assurer que l’unique sortie du programme (qui correspond aux spécifications) reste toujours
vraie. Toutefois, la méthode souffre de problémes rédhibitoires:

o Elle n’est pas automatique!

e Les modztles sont générés selon I’approche classique: les problémes d’explosion du modéle
se retrouvent au niveau du compilateur.

7.4.3 Le vérificateur Lesar

La méthode de vérification énumérative & la volée a été implémentée dans le premier outil
véritablement concu pour la vérification des programmes LUSTRE: LESAR [Glo89]. L'utilisation
de cet outil a permis une premiére approche de la vérification en LUSTRE. En particulier, il
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a révélé les problémes liés 4 la méthode en avant et & la technique énumérative: incapacité de
traiter les assertions non causales et explosion du modele.






Chapitre 8

La méthode “en arriéere”

Le probléme majeur des méthodes de vérification avant avant concerne la taille du modeéle généré.
En effet, ce dernier n’est en général pas minimal, et dans beaucoup de cas pratiques il atteint une
taille explosive qui fait échouer sa génération. Or si le modéle ne peut pas étre complétement
généré, le probléme de la validité des spécifications reste indécidable. La solution consiste alors
4 développer des méthodes de génération de modeles minimaux. Ces méthodes ne consistent
pas & minimiser un modéle non minimal aprés qu’il ait été généré (puisque ce n’est pas toujours
possible!), mais & en effectuer directement la génération. Une telle méthode a développée dans le
groupe SPECTRE. Nous I’avons exploitée dans le cadre de la vérification des programmes LUSTRE.
Dans un premier temps, nous décrivons le principe de cette méthode, puis nous étudions son
application & la vérification.

8.1 Génération du modéele minimal

Nous décrivons de maniére informelle le principe de la génération de modéle minimal appliquée
aux programmes LUSTRE. Une description formelle et générale de la méthode peut étre trouvée
dans [BFH90a,BFH*92].

La méthode s’applique 4 la génération de machines d’états finis. Etant donné qu'il est possible
d’associer & tout programme LUSTRE un modéle de ce type, la méthode s’applique parfaitement
ici. )

L’algorithme de génération d’un modéle minimal d’une machine d’états finis consiste a con-
sidérer a priori que tous les états de la machine sont équivalents, et & ne les distinguer qu’a
partir du moment ot il est prouvé que ce n’est pas le cas. Ce principe garantit la “minimalité”
du modéle généré. On est alors amené & manipuler des classes d’états équivalents. Les criteres
d’équivalence entre états d’une classe sont ceux de la bisimulation [Fer90]. Les états d’une classe
sont équivalents si et seulement si:

e ils sont identiques du point de vue de la valeur des sorties du modéle.

e ils sont identiques du point de vue de 1’équivalence de leurs successeurs.

Une classe d’¢états est dite accessible si et seulement si elle contient 1’état initial du modéle, ou s’il
existe une transition d’une classe accessible vers cette classe. Une classe d’états est dite stable si
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Qinit o = true

Figure 8.1: Le modéle minimal correspondant & un programme de vérification

et seulement si toutes ses sorties et tous ses successeurs ont été calculés.

L’algorithme de génération du modéle minimal fonctionne alors comme suit:

e Au départ, tous les états du modele sont considérés comme équivalents. Ils forment donc
une unique classe accessible mais non stable, puisque les sorties du modele et les successeurs
de la classe doivent étre calculés.

e Ensuite, on calcule pour chaque classe accessible mais non stable les valeurs des sorties et
les successeurs de cette classe. C’est 3 ce moment la que les états de la classe peuvent se
révéler non équivalents. Dans ce cas, on effectue un “raffinage” de la classe, qui consiste
3 la partitionner de maniére binaire. Lorsque ce raffinage est du & une différence sur la
valeur d’une sortie, la classe est partagée en une sous-classe d’états dans lesquels la sortie
prend la méme valeur, et une autre sous-classe complémentaire de la premiére dans la
classe d’origine. Il en est de méme dans le cas ot le raffinage résulte de la non-équivalence
entre états successeurs. Dans ce cas, la classe est partagée en une sous-classe d’états dont
les successeurs sont équivalents, et une autre sous-classe complémentaire de la premiére
dans la classe d’origine. L’opération de raffinage crée & chaque fois de nouvelles classes qui
deviendront éventuellement accessibles dans le futur.

e Finalement, lorsque toutes les classes accessibles deviennent stables, le modéle minimal est
généré.

Toute originalité de 1’algorithme est basée sur le fait que le modele est généré en fonction de
ses sorties. Le raffinage des classes dépend en priorité de celles-ci.

8.2 Application a la vérification de programmes

L’algorithme de génération de modéle minimal peut étre appliqué au cas particulier d’un pro-
gramme de vérification LUSTRE. Dans ce cas, la seule sortie du programme est la spécification
3 vérifier. Si celle-ci est effectivement un invariant du programme, alors toutes les classes ac-
cessibles du modéle sont équivalentes du point de vue de la valeur de la sortie. Par conséquent,
aucun raffinage ne s’effectuera par rapport & celle-ci. Du coup, le modéle minimal associé & un tel
programme est constitué d’un état émettant toujours la méme valeur en sortie et dont I'unique
successeur est lui-méme (voir figure 8.1). On peut alors mesurer I'intérét de cette méthode ou
le modéle généré ne peut pas étre plus petit, alors que la méthode en avant génére des modéles
constitués de dizaines d’états équivalents.

Comment alors interpréter les calculs effectués par I’algorithme de génération de modele
minimal dans ce cas particulier? Nous allons donner ici une interprétation intuitive du fonction-
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Figure 8.2: Partition initiale du modtle d’un programme de vérification
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Figure 8.3: Génération du modéle minimal d’un programme de vérification

nement de I’algorithme. Initialement, la partition des états du modéle est constituée d’une classe
C1 ol la valeur de la sortie du programme est vrate, et d’une classe C, ou la sortie prend tout
autre valeur. Cette partition correspond a la figure 8.2. Si g;,;; n’appartient pas & Ci, alors la
spécification n’est pas vérifiée. Dans le cas contraire, il faut rendre C stable en calculant ses
successeurs. Cela peut conduire & un raffinage de C; en deux sous-classes d’états dont les suc-
cesseurs ne sont pas équivalents. L’état initial est nécessairement contenu dans I’une de ces deux
nouvelles classes, appelée Cy. Or si Cs a des successeurs dans C,, il existe alors une séquence
d’exécution partant de 1’état initial et ou les spécifications ne sont pas vérifiées. Donc, pour que
les spécifications soient un invariant du programme, les successeurs de Cy doivent nécessairement
appartenir & Cs.

Le calcul des successeurs va étre itéré sur Cy, et ainsi de suite jusqu’a ce que la seule classe ac-
cessible (celle qui contient 1’état initial) devienne stable, c’est-a-dire que les états qu’elle contient
soient équivalents du point de vue de leurs successeurs. L’algorithme consiste donc & éliminer pro-
gressivement tout état prédécesseur d’un état ne vérifiant pas les spécifications (voir figure 8.3).
Si g;nis fait partie de ces états, les spécifications ne sont pas vérifiées.

On s’apergoit donc que I’application de 1’algorithme de génération de modéle minimal & un
programme de vérification revient au calcul des états 3 partir desquels il est possible d’atteindre
un état ne vérifiant pas les spécifications, qui forment les prédécesseurs des états de la classe C,.
C’est pourquoi cette méthode est appelée “en arriere”, par opposition & la méthode en avant, o1
les calculs sont basés sur la recherche d’états successeurs.

Finalement, la méthode de vérification en arriére peut étre décomposée en deux phases:
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1. Génération: On élimine tout d’abord les états du modéle qui ne vérifient pas les
spécifications. Puis on élimine au fur et & mesure les états prédécesseurs de tout état
éliminé.

2. Vérification: On contréle que I’état initial du modtle n’a pas été éliminé.

8.3 Techniques d’implémentation

L’algorithme de génération de modéle minimal manipule des classes d’états équivalents et néces-
site la représentation et la mise en ceuvre d’opérateurs sur ces ensembles. Une implémentation
basée sur une approche énumérative - oit les seuls ensembles manipulés sont des singletons - n’est
donc pas adaptée & cette méthode. Seule les techniques symboliques peuvent étre appliquées ici.

L’algorithme de génération de modéle minimal a déja été implémenté dans la derniére version
du compilateur LUSTRE [Ray91], ou il sert pour la génération de code sous forme d’automates.

8.4 Choix effectués

L’étude des méthodes de vérification qui vient d’étre faite doit maintenant permettre de
déterminer celle qui est la mieux adaptée & la vérification des programmes LUSTRE. La méthode
en avant a déja été intensivement étudiée dans le domaine général de la vérification de machines
séquentielles, mais aussi dans le cadre de la vérification des programmes LUSTRE. L’état de l’art
du développement d’outils de vérification basés sur cette méthode est le suivant:

e Approche classique: elle correspond au compilateur LUSTRE V2.

e Approche “3 la volée” par la technique énumérative: elle est implémentée par LESAR, qui
est un outil de vérification de programmes LUSTRE.

e Approche “i la volée” par la technique symbolique: elle n’est pas implémentée pour la
vérification en LUSTRE, mais elle a déja fait ’objet de nombreux travaux similaires [SB90,
Mad90,Cou91]. Cette approche est désormais bien maitrisée et plusieurs outils efficaces
ont été implémentés.

Cependant, on peut formuler trois critiques & I’encontre de la méthode en avant:

o Elle ne permet pas de générer un modéle minimal, d’ot les problémes d’explosion du modéle
auxquels elle est confrontée.

e La génération du modele est uniquement basée sur le critére d’accessibilité des états. Elle
s’effectue donc indépendamment des spécifications & vérifier, ce qui est étonnant pour une
méthode destinée 3 étre implémentée au sein d’un outil de vérification.

e Elle ne permet pas de prendre en compte la sémantique des assertions LUSTRE.

En ce qui concerne la méthode en arriére, ses principales caractéristiques sont les suivantes:
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o Elle est basée sur la génération de modéle minimal, ce qui minimise complétement les
risques d’explosion des modeles rencontrés dans la méthode en avant.

¢ La génération implicite du modele est guidée par les sorties de celui-ci. Dans le cas
d’un programme de vérification, I’unique sortie est équivalente aux spécifications, donc le
modele généré dépend des spécifications a vérifier. Par conséquent, cette méthode privilégie
I'évaluation des spécifications, ce qui semble naturel dans le cadre de la vérification.

o Elle permet de prendre en compte la sémantique des assertions sur les modéles des pro-
grammes LUSTRE.

Il aparait enfin que la méthode en arritre n’a jamais été implémentée dans le cadre de la
vérification. Cela est certainement du au fait qu’elle nécessite Pemploi de techniques symboliques
pour son implémentation. La popularité de ces derniéres étant assez récente, les recherches sur
la mise en ceuvre de la méthode en arriere n’ont encore jamais été entreprises. Compte tenu
de ce constat, et des avantages présumés de cette méthode, nous avons naturellement choisi de
l'implémenter. La partie suivante décrit comment cette implémentation a été réalisée. Mais
auparavant, le chapitre suivant décrit le principe d’une méthode de diagnostic complémentaire
de la méthode de vérification en arriére, et qui en est indissociable. '






Chapitre 9
Diagnostic

La vérification d’un programme consiste & déterminer s’il se comporte conformément 3 ses
spécifications. Nous avons défini des méthodes formelles permettant de contrédler et de garantir
cette conformité au niveau des programmes LUSTRE. Cependant, le résultat de toute vérification
est binaire: si le programme est conforme 3 ses spécifications, son comportement est garanti cor-
rect par rapport a celles-ci, et il n’y a plus rien & faire. Dans le cas contraire, le résultat de la
vérification démontre simplement !’ezistence d’erreurs dans le programme, provoquant sa non
conformité vis & vis de ses spécifications. De telles erreurs doivent évidemment &tre localisées et
corrigées par l'utilisateur.

A ce stade, on peut dresser un paralléle entre la mise au point classique des programmes et leur
mise au point dans le cadre de la vérification formelle. L’approche classique consiste & alterner
Pexécution des programmes dans un environnement de simulation avec une phase de correction
a Paide d’outils de débogage. De facon similaire, la vérification formelle réalise la simulation
exhaustive des programmes. En cas d’échec de celle-ci, un outil d’assistance & la correction
d’erreurs s’avére tout aussi indispensable qu'un outil de débogage dans I’approche classique. En
effet, les programmes vérifiés sont souvent complexes, et les erreurs détectées ont trois origines
possibles: elles peuvent non seulement provenir du programme, mais aussi des spécifications ou
des assertions. A ce stade, seul 'opérateur humain est capable de déterminer leur origine précise.
Toutefois, celui-ci pourrait étre assisté dans sa tache par un outil de diagnostic permettant de
mettre en évidence les raisons pour lesquelles les programmes ne satisfont pas leurs spécifications.

Nous abordons donc ici la définition d’une méthode de diagnostic associée a la vérification
des programmes LUSTRE par la méthode en arrieére, et son implémentation sous forme d’un outil
de diagnostic.

9.1 Principe du diagnostic en Lustre

Au sens premier du terme, le diagnostic élaboré & partir d’un programme ne vérifiant pas ses
spécifications consisterait a indiquer précisément les erreurs 3 Vorigine de ce résultat. Toutefois,
il est clair que ’abstraction nécessaire & la localisation des erreurs ne peut étre obtenu que par
un opérateur humain. L’objectif visé dans le cadre de la définition d’un diagnostic associé a la
vérification formelle est par conséquent bien plus modeste.
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En pratique, la vérification est effectuée sur un modtle du programme, en contrélant que
toutes les séquences exécutables du modéle sont correctes. S’il existe des séquences exécutables
mais incorrectes, celles-ci correspondent alors & des comportements indésirables du programme.
Le diagnostic consiste dans ce cas & construire puis & traduire ces séquences dans le langage source
du programme, afin que l'utilisateur puisse les interpréter comme des comportements incorrects
du programme.

Sur le modeéle d’un programme LUSTRE, une séquence d’exécution est constituée d’un certain
nombre de transitions (état,entrée) encodées sur un ensemble de variables d’état et de variables
d’entrée. Celles-ci correspondent a des expressions dans le programme source. La traduction
d’une séquence d’exécution en LUSTRE consiste alors & donner la valeur de ces expressions pour
chacune des transitions qui la constituent, autrement dit & fournir une trace d’exécution du
programme.

Le diagnostic en LUSTRE nécessite donc deux opérations: il faut tout d’abord élaborer
les séquences exécutables mais incorrectes du modeéle, puis les traduire sous forme de traces
d’exécution incorrectes du programme.

9.2 Elaboration des séquences diagnostiques

De la maniére dont il vient d’étre défini, le diagnostic est un processus complémentaire de la
vérification. En effet, la vérification d’un modeéle consiste & contrdler que toutes les séquences
exécutables de celui-ci sont correctes. Elle échoue donc dés qu’une séquence exécutable mais
incorrecte est détectée, auquel cas celle-ci peut étre exhibée en guise de diagnostic. C’est pourquoi
au niveau de son implémentation, le diagnostic peut couplé avec le processus de vérification, en
apportant quelques modifications & ce dernier. La méthode de diagnostic est donc dépendante
de la méthode de vérification, ce qui implique qu’a chaque méthode de vérification correspond
une méthode de diagnostic qui lui est propre. Nous décrivons ici le diagnostic élaboré pour la
vérification en arriere.

La méthode de vérification en arriére consiste & générer l’ensemble des séquences d’exécution
correctes d’un modele, qui sont caractérisées (voir section 12.4) par le point fixe suivant:

oy = vT. @ U [o N Pre(T))]

Or, celui-ci est le complémentaire du point fixe définissant ’ensemble des séquences d’exécution
incorrectes. En pratique, o, est déterminé itérativement par calcul des termes de la suite (T}, )yen
(voir section 12.4): :

To = ayUco

Dans P’algorithme de vérification, la condition d’arrét au calcul des termes de cette suite corre-
spond soit & sa convergence, qui indique que les spécifications sont vérifiées par le modéle, soit
au fait que 1’état initial du modele est incorrect. Dans ce dernier cas, il existe au moins une
séquence exécutable du modeéle qui est incorrecte. Mais en général, il y en a plusieurs. On peut
alors envisager différentes sortes de diagnostic, en fonction du nombre et du genre des séquences
incorrectes exhibées. Toutefois, notre objectif ici se limitera & montrer comment il est possible
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Ay.O Qy.O Uy.0 Qy.0
L e Y
Qinit

Figure 9.1: Séquence exécutable et valide mais incorrecte

d’en exhiber une. D’autre part, le choix d’une séquence incorrecte peut &tre fonction de différents
critéres que nous n’étudierons pas dans ce qui suit.

Le principe du diagnostic décrit ci-dessous est de construire incrémentalement une séquence
exécutable mais incorrecte de longueur minimale. Une telle séquence est du type de la figure 9.1.
Sa construction consiste, en partant de 1’état initial, & calculer successivement les transitions
qui la composent. Or, celles-ci font toutes partie des transitions éliminées pendant la phase de
vérification, étant donné qu’elles peuvent appartenir & une séquence valide mais incorrecte du
modele (voir section 6.2.1). Par conséquent, elles sont caractérisées par les termes de la suite
(Zn)nen, définie par:

VneN,Z,=T,

Cette suite définit les ensembles de transitions successivement éliminées au cours de la
vérification, & partir desquels une séquence diagnostique va étre générée (voir figure 9.2). Par
conséquent, il suffit de mémoriser les termes 7T), calculés pendant la vérification pour pouvoir
fournir un diagnostic en cas d’échec.

Le diagnostic consiste, 3 partir de I’état initial, en une itération au cours de laquelle & chaque
étape, une transition (g;, e;) est choisie dans I’ensemble Zp—i, selon les relations suivantes:

Q = ginit
Vi<ky9i+1 = 6(qiaei)

On obtient ainsi une séquence exécutable mais incorrecte. L’algorithme informel lié au diagnostic
associée a la méthode de vérification en arriére est le suivant:

debut

9 = Qinit

pour : allant de k a 0 faire
debut
choisir e telle que (g,€) € Z;
afficher (g,¢)
q= g(q ’ e)
fin

fin

Dans cet algorithme, la séquence générée est construite heuristiquement: elle dépend du choix
de I’entrée e réalisé & chaque cycle, qui détermine la transition exécutée. Selon les critéres utilisés
pour effectuer ce choix, il est possible d’exhiber diverses séquences diagnostiques.
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Figure 9.2: Construction d’une séquence diagnostique

9.2.1 Critique du diagnostic présenté

Le diagnostic associé & la méthode en arriére a la propriété d’exhiber une séquence d’exécution
incorrecte de longueur minimale, ce qui présente un avantage pour l’'utilisateur, dont le travail
d’interprétation du programme est réduit au minimum.

Cependant, le diagnostic généré actuellement doit faire face & deux problémes. Tout d’abord
au niveau méthodologique, le langage source dans lequel il est exprimé n’est pas LUSTRE mais le
format intermédiaire EC. En effet, le modele sur lequel s’effectue la vérification des programmes
LUSTRE est déterminé & partir d’une traduction de ceux-ci au format EC. Il est donc impossible
d’élaborer un diagnostic directement dans le langage source.

D’autre part, au niveau de son implémentation, le diagnostic présente un surcoiit pour la
méthode en arriére, car celui-ci nécessite la mémorisation de chaque terme de la suite d’ensembles
calculés pendant la phase de vérification. Dans certains cas, ce surcolit peut étre un obstacle au
bon déroulement de la vérification.

9.2.2 Ebauche d’un véritable outil de diagnostic

Il est possible d’envisager un principe de diagnostic beaucoup plus général que celui décrit
précédemment. Ainsi, le diagnostic présenté consiste & générer selon un choix heuristique fixé
une seule séquence d’exécution ne vérifiant pas les spécifications. L'utilisateur dispose donc de
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la description d’un unique comportement incorrect du programme. Pourtant, il existe en général
plusieurs comportements de ce genre, dont certains sont plus explicites ou plus compréhensibles
que d’autres. La mise en évidence de plusieurs comportements incorrects permet alors une locali-
sation plus aisée des sources d’erreur dans les programmes. Il serait donc intéressant de concevoir
un outil de diagnostic interactif, offrant & 1’utilisateur la possibilité d’obtenir plusieurs séquences
d’exécution incorrectes générées automatiquement par Poutil, ou d’étre assisté par ce dernier
dans la construction “manuelle” de ces séquences. Un tel outil couplé & un outil de vérification
en arriére bénéficierait en outre de toute la puissance du calcul symbolique pour implémenter les
fonctionnalités décrites ci-dessus. '






Partie II1

Implémentation






Chapitre 10

Obtention du modele d’exécution

En pratique, 1’obtention du modéle d’exécution d’un programme LUSTRE requiert plusieurs
phases de traitement, qui sont effectuées par le compilateur du langage. La compilation des
programmes LUSTRE est divisée de maniére tout  fait classique en une phase de vérification sta-
tique suivie d’une phase de génération de code. Certaines vérifications sont standard: Panalyse
syntaxique des programmes et la vérification de types en font partie. D’autres sont plus
spécifiquement liées & 1’aspect “flot de données” du langage (inter-blocages, horloges). A I’issue
de ces vérifications, le programme correct est traduit dans un format intermédiaire appelé EC
(de l’anglais Ezpanded Code). Deux outils permettent la vérification statique des programmes
LUSTRE et leur réécriture au format EC:

¢ L’un est la partie “haute” du compilateur LUSTRE-V2 [P1a88].

o L'autre, récemment développé par F. Rocheteau dans le cadre du projet POLLUX [Roc92],
est un outil indépendant dédié a cette seule tache.

L’obtention du modéle d’exécution associé & un programme s’effectue alors a partir du programme
réécrit au format EC. En pratique, cette tache est réalisée par la partie “haute” du générateur
de code développé par P. Raymond [Ray91]. En effet, & partir du modéle d*un programmie il est
possible de générer du code exécutable synthétisant un automate de contréle. Nous avons donc
réutilisé le module de définition de modéle développé dans cet outil, dont le fonctionnement est
basé sur une phase de “normalisation” du programme et une phase “d’identification” du contrsle.
Ces phases sont brievement décrites ci-dessous.

10.1 Normalisation du programme

La premiére phase menant a I’obtention d’un modéle consiste en une transformation syn-
taxique du programme, dont le but essentiel est de le réécrire & 1’aide d’un nombre limité de
constructions syntaxiques classiques et d’opérateurs simples. A l'issue de la normalisation, on
obtient une représentation interne des programmes. Classiquement, celle-ci est un arbre ab-
strait [ASU86]. En LUSTRE, ce concept peut €tre poussé plus loin, compte tenu du principe de
substitution du langage: toute équation du type x = e autorise la substitution de toute référence
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true—» init
a —»
or =
b —> l if x
e
last not

Figure 10.1: Un réseau d’opérateurs normalisé

3 l'identificateur x par l’expression e dans le programme, et réciproquement. Aprés normalisa-
tion, les programmes peuvent alors &tre représentés de maniére interne sous forme de réseauz
d’opérateurs, éventuellement cycliques. La figure 10.1 donne un exemple de réseau d’opérateurs
normalisé correspondant a I’équation

x = (a or b) and (true -> not pre x)
Dans ce réseau, init et last sont des opérateurs issus de la normalisation des programmes:

e init sert & caractériser 1’état initial du programme. Il implémente ’opérateur ->.

e last sert dans I’exemple traité & implémenter ’opérateur pre.

10.2 Identification du controle

Une fois le programme normalisé et représenté par un réseau d’opérateurs, un modeéle d’exécution
est obtenu par analyse du réseau. L’abstraction booléenne sur ce modéle consiste alors & ne
prendre en considération que les expressions booléennes du réseau, dont font partie toutes les
expressions synthétisant le contréle du programme. A partir de ces expressions, les éléments de
contréle du programme sont identifiés. Ce sont:

e Mémoires booléennes: Elles correspondent a toutes les expressions du type init (ezp)
et last (exp), ol exp est une expression booléenne. Ces mémoires booléennes sont appelées
variables d’état. Dans le réseau de la figure 10.1, init(true) et last(x) sont des variables
d’état.

o Expressions non évaluables: Ce sont toutes les expressions booléennes dont Pévaluation
ne peut étre que dynamique. Il s’agit des entrées booléennes et des comparaisons entre
expressions non booléennes (=, <>, <, >, etc...).

En pratique, I’identification des éléments de contréle est effectuée par un parcours du réseau
d’opérateurs représentant le programme normalisé. A partir de 13, on peut déduire directement
un modele d’exécution du programme.
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10.3 Encodage du modéle

La mémoire booléenne du programme correspond aux états du modéle. Chaque valeur possible de
son contenu coincide avec un état. Tout état peut alors étre symbolisé par le vecteur de valeurs
des variables d’état, de sorte que si n variables d’état ont été identifiées dans le Programme,
celles-ci définissent un ensemble @ constitué des 2" états possibles du modéle. Parmi ces états,
il existe un état initial g;,;, qui est unique car les programmes LUSTRE sont déterministes.

Les expressions booléennes non évaluables du programme correspondent aux wvariables
d’entrée du modéle. Une entrée du modele peut alors étre symbolisée par le vecteur de valeurs
des variables d’entrée, de sorte que si m variables d’entrée ont été identifiées dans le programme,
celles-ci définissent un ensemble E constitué des 2™ entrées possibles du modele.

A partir des variables d’état et des variables d’entrée, toute expression booléenne du pro-
gramme est une fonction booléenne de ces variables. Ainsi, on obtient la représentation des trois
fonctions du modele:

¢ La fonction d’assertion a, qui est une fonction booléenne sur Q x E.

¢ La fonction de sortie o, qui est une fonction booléenne sur Q x E dans le cas d’un programme
de vérification.

e La fonction de transition &, qui est une fonction booléenne vectorielle de Q@ x E dans Q.
A chaque variable d’état du modele est associée une fonction de transition partielle, qui
est une fonction booléenne sur Q x E. Cette fonction correspond 3 I’expression booléenne
se trouvant en parametre des opérateurs init et last. A chaque instant, un état et une
entrée du modéle étant donnés, 1’évaluation de la fonction de transition partielle d’une
variable d’état donne la valeur que celle-ci prendra & l'instant suivant. Par conséquent,
Pévaluation des fonctions de transition partielles donne 1’état successeur de ’état courant
pour une entrée donnée. La fonction de transition du modéle correspond alors au vecteur
des fonctions de transition partielles.

Finalement, le modéle obtenu est donc une machine d’états finis (automate de Mealy),
encodée sur des domaines booléens. Pour un programme de vérification, le modéle
M =(Q,E,S,q;nit,,0,6) est défini comme suit:

e Q ={0,1}" est 'ensemble des états (vecteurs booléens de dimension )
® Ginit € Q est 1’état initial

e E={0,1}™ est 'ensemble des entrées (vecteurs booléens de dimension m)

a:Q x E s {0,1} est la fonction d’assertion
e 0:Q x E > {0,1} est la fonction de sortie

e 5:QxE Q est la fonction de transition

Par rapport & une machine classique, le modele défini ici se distingue par la fonction d’assertion
qui entre dans sa définition.






Chapitre 11

Représentation symbolique du
modele d’exécution

11.1 Représentation des fonctions booléennes

Les choix effectués pour implémenter la vérification formelle des programmes LUSTRE nécessitent
I'emploi d’une technique efficace pour représenter et manipuler symboliquement les fonctions
booléennes. Plus précisément, celle-ci doit permettre une représentation compacte des fonctions
et une mise en ceuvre économique des opérateurs de décision et de calcul booléen impliqués dans
les algorithmes de vérification.

Le probléeme de la représentation des fonctions booléennes est intrinséquement difficile,
puisqu’il est exponentiel par rapport au nombre de variables qui déterminent leur domaine de
définition. Néanmoins, la nécessité de disposer d’une telle forme de représentation a depuis
longtemps suscité d’importants efforts de recherche, donnant naissance & diverses proposi-
tions [Cou91,5t036]. Mais curieusement, ce n’est que récemment qu’une nouvelle forme de
représentation est apparue comme une solution réellement innovatrice et intéressante dans ce
domaine: il s’agit des Binary Decision Diagrams, ou BDDs. La popularité des BDDs s’est
fortement accrue depuis qu’ils ont acquis une trés solide réputation en tant que technique de
représentation et de manipulation des fonctions booléennes, de par leurs performances et leur
souplesse d’utilisation. C’est la raison pour laquelle ils sont maintenant largement utilisés dans de
nombreux domaines, tel que la synthese et la preuve de circuits [CB90,BL90,HS91], la vérification
de protocoles [KLM91,EE91] ou la compilation de programmes [Ray91,HRRO1]. En partic-
ulier, on les retrouve dans I'implémentation de la plupart des outils de vérification symbolique
développés récemment. Constatant les qualités qui leurs sont unanimement reconnues, nous avons
adopté les BDDs pour la représentation des fonctions booléennes dans notre implémentation de
la vérification des programmes LUSTRE. C’est pourquoi nous rappellons ici les principes de base
de cette représentation.

11.1.1 Expansion de Shannon

Les BDDs résultent du théoréme d’ezpansion de Shannon [Sha38] des fonctions booléennes. Etant
donné un ensemble de variables X = {z,... y&n} ol n € N* est quelconque, et une fonction
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booléenne f (z1,...,2,) de {0,1}" dans {0,1}, I'expansion de Shannon de f par rapport & la
variable z; (1 < ¢ < n) est le couple de fonctions (fs,, fz;) défini par:

fao = f(=1,..0,2i-1,0, 2541, -, Zn)
fci = f(a:l,...,:c,--l,l,z,-+1,...,a:,,)

La terminologie associée & cette expansion est la suivante:

e z; est la variable d’ezpansion.
e fz, est le cofacteur de f par rapport & Z; .

e f, est le cofacteur de f par rapport a z;.

Les cofacteurs fz, et f., ne dépendant plus de la variable z;, ce sont donc des fonctions de
{0,1}*! dans {0,1}.

De fagon formelle, nous définissons ’expansion de Shannon des fonctions booléennes de {0,1}"
dans {0, 1} par rapport & une variable  comme étant une fonction A, ., définie comme suit:

A .4 ({01} - {0,1}) — ({0,1}*! — {0,1})?
e f — (foof1)/ f=-zAfoVeAfr

Le théoréme de Shannon ci-dessous assure ’unicité du couple (fo, f1):

Théoreme 1 Etant donnée une fonction booléenne f (21,...,zn) de {0,1}" dans {0,1} et la
variable z; (1 < i < n), il eziste un couple unique de fonctions booléennes (fo, f1) de {0,1}1
dans {0,1} tel que:

f=-ziNfoVa; N f1

On déduit de ce résultat que fo et fi sont nécessairement les cofacteurs de f par rapport a Z; et
par rapport & z;, respectivement.

Finalement, ’expansion de Shannon de toute fonction booléenne f définie sur {z1,..-,2n}
par rapport & n’importe quelle variable z; (1 < i < n) correspond de fagon unique & la réécriture
de f sous la forme:

f==winfz,Vailfe,

L’unicité de I’expansion de Shannon est une propriété fondamentale car elle caractérise de
maniére unique toute fonction booléenne. Ainsi, si deux fonctions f et g de {0, 1}" dans {0,1} ad-
mettent des expansions de Shannon identiques par rapport & une de leurs variables z; 1<i<n),
alors f est égale & g. Les fonctions A, sont donc des bijections de ({0, 1}* — {0,1}) dans

({0,1}*"1 - {0,1})%.
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11.1.2 Expansion compléte

D’aprés le théoréme de Shannon, toute fonction booléenne f de {0,1}" dans {0,1} peut étre
indifféremment expansée selon chacune des n variables Z1y...,%, de son domaine de définition.
Si f est expansée par rapport & z;, les cofacteurs fz;, et fz, peuvent & leur tour étre expansés
par rapport a ’'une des n — 1 variables de leur domaine de définition {215y 22} \ {=i}, et ainsi
de suite jusqu’a ce que le domaine de définition des fonctions & expanser soit vide. En fin de
compte, on obtient une expansion “compléte” de f. II existe plusieurs expansions de ce type,
dont le nombre est donné par le théoréme suivant:

Théoréme 2 Le nombre d’ezpansions de Shannon complétes d’une fonction booléenne f de
{0,1}" dans {0,1} est

n = H::ol (n— i)Zi

Preuve: Par récurrence sur n.

Au rang n = 0, les seules fonctions définissables sont les fonctions constantes 0 et 1, qui peuvent
étre considérées comme complétement expansées.

Au rang n — 1, on suppose que toute fonction de {0,1}"~1 dans {0,1} admet S,_; expansions
completes. Au rang n, toute fonction de {0,1}" dans {0,1} peut étre expansée selon I’une des n
variables de son domaine. Pour chaque variable, les cofacteurs associés admettent alors chacun
Sn-1 expansions possibles, donc il existe en tout S, = n.Sﬁ_l expansions complétes de f.

D’aprés ce résultat, toute fonction booléenne admet au moins une expansion de Shannon
compléte. On peut alors définir une ezpansion canonigue associant & toute fonction booléenne f
une unique expansion compléte de f. Nous étudions ci-dessous comment une telle fonction peut
étre obtenue.

11.1.3 Expansion de Shannon canonique

On considére I’ensemble des fonctions booléennes de {0,1}" dans {0,1}, définies sur les variables
Xn = {21,...,2,} (n € N*). Nous avons vu que toute expansion de Shannon A,.; de ces
fonctions par rapport 4 la variable z; est canonique. Donc si on choisit une unique variable
Tx(n) POUr expanser toutes les fonctions de {0,1}" dans {0,1}, ’expansion compléte de ces
fonctions sera canonique si et seulement si Pexpansion compléte de leurs cofacteurs est elle-
méme canonique. Or ces derniers étant des fonctions de {0,1}"! dans {0,1} définies sur les
variables X,_; = X, \ {2x(n)}, on peut leur appliquer le méme argument de choix d’une variable
d’expansion unique.

Finalement, une expansion canonique compléte des fonctions de {0,1}" dans {0,1} sur
les variables {zj,...,2,} peut étre obtenue en associant pour tout ¢ (1 <7< n) une variable
unique Z,(;) & 'expansion de Shannon des fonctions de {0,1} dans {0, 1} et en définissant une
représentation canonique des constantes booléennes O et 1.

La définition de 7 est celle d’une permutation:

r: ) 10m} — {0,...,n}
: ¢ — 7)) [/ V(,35), i#j = n(@) # n(j)

Toute permutation 7 définit alors un ordre d’ezpansion des variables <x
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fi fz

Figure 11.1: Représentation graphique de I’expansion de Shannon

Vi # j, @i <g ¢j <> 7(4) < n(j)

Par la suite, toute relation d’ordre sur les variables sera simplement notée <. Comme il existe n!
permutations des n premiers entiers, il existe n! ordres d’expansion des variables définissant une
expansion canonique compléte des fonctions booléennes de {0,1}" dans {0,1}. Par conséquent,
celle-ci est canonique modulo I’ordre d’expansion des variables.

11.1.4 Arbre de Shannon

Il est possible d’associer & toute expansion de Shannon d’une fonction booléenne f par rapport
3 une variable ¢ une représentation graphique appelée arbre de Shannon de f. En effet, on peut
associer & cette expansion un arbre & un nceud et deux feuilles, comme indiqué par la figure 11.1.
Le nceud de l’arbre dénote alors la variable z et, par convention, la feuille droite (resp. gauche) de
’arbre est le cofacteur de f par rapport & ¢ (resp. Z). Globalement, cet arbre dénote l’expansion
de Shannon de f par rapport & z, c’est & dire ’expression —z A fz, V z A fz,. De plus, il dénote f
de fagon unique car le couple (fz;, fz;) est unique. Intuitivement, un tel arbre s’interpréte donc
de la maniére suivante: “non z; et fz, ou z; et f;,” ou, plus simplement: “si z; alors f,, sinon
fii”.

En ce qui concerne les fonctions constantes, la représentation qui leur est associée est la valeur
qu’elles délivrent, soit 0 et 1.

La représentation de l’expansion de Shannon sous forme d’arbre de Shannon peut alors étre
itérée aux expansions de Shannon des cofacteurs fz, et f,, de f, et ainsi de suite jusqu’aux
constantes 0 et 1. En fin de compte, la représentation obtenue est un arbre de Shannon complet
dénotant ’expansion compléte de f. Si de plus I’expansion de f est canonique, son arbre de
Shannon Dest aussi. Un exemple d’arbre de Shannon canonique complet d’une fonction booléenne
est donné dans la figure 11.2.

Les arbres de Shannon peuvent aussi étre représentés de maniére textuelle. Nous définissons
ci-dessous une syntaxe contenant les arbres de Shannon des fonctions définies sur {z1,...,2n}. Le
vocabulaire du langage est composé des symboles @1, ..., %, dénotant les variables du domaine,
des constantes 0 et 1 et du symbole A dénotant l'expansion de Shannon. Les régles syntaxiques
sont les suivantes:

< arbre > u= A(< var >,< arbre >,< arbre >)
| 0]1

<var> u= @1 ... | Tn
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Figure 11.2: Arbre de Shannon de “si z; alors (29 V 2 A z3) sinon (zo = (22 = z3))”

Les structures A(...) correspondent aux nceuds de Parbre, tandis que les constantes 0 et 1
correspondent aux feuilles. La syntaxe ci-dessus sera utilisée dans la suite afin de permettre une
manipulation formelle plus aisée des arbres de Shannon.

L’expansion compléte de toute fonction f de {0, 1}" dans {0,1} s’obtient & partir de 2" — 1
expansions de Shannon de cette fonction et de ses cofacteurs successifs. L’arbre de Shannon
représentant ’expansion complete de f est par conséquent constitué de 2" —1 nceuds et 2" feuilles.
Si on assimile sa taille au nombre de nceuds qu’il posséde, cet arbre est de taille ezponentielle. Les
arbres de Shannon ne constituent donc pas une représentation efficace des fonctions booléennes.
Nous allons voir maintenant comment on peut les transformer pour les rendre plus compacts.

11.2 Les BDDs

Les BDDs (de I’anglais Binary Decision Diagrams) sont une structure de données introduite
lorigine par Akers [Ake78] pour la représentation des fonctions booléennes. Ils ont été popu-
larisés par les travaux de Bryant [Bry86], qui a défini des algorithmes efficaces implémentant les
principaux opérateurs booléens de maniére symbolique sur ce type de représentation.

Les BDDs sont basés sur l’expansion de Shannon canonique compléte des fonctions
booléennes. Etant donné un ensemble de variables et un ordre d’expansion sur ces variables,
toute fonction f sur ces variables admet une expansion canonique compléte. De méme, f ad-
met une représentation unique sous forme d’arbre de Shannon complet. Le BDD de f est alors
simplement obtenu par deux opérations de réduction sur cet arbre. Nous détaillons ces deux
opérations ci-dessous.
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Figure 11.3: Arbre réduit de Shannon de “si ; alors (g V z2 A 23) sinon (2o = (22 = z3))”

11.2.1 Elimination des nceuds redondants

Quelquefois, ’expansion de Shannon (fz,, f;) d’une fonction f par rapport & une variable z;
peut étre telle que fz, = fz;, ce qui traduit le fait que f est indépendante de ;. Dans ce cas, on
a fs, = fz;, = f. L’expansion de Shannon de f par rapport & z; est f: elle est donc inutile. Au
niveau de ’arbre de Shannon complet de f, cette expansion correspondra & un nceud du type
A(z;, F,F), ot F est l’arbre de Shannon complet de f. Ce nceud peut donc étre remplacé par
F. Par conséquent, tout nceud du type A(z;, F, F) peut &tre éliminé en appliquant la régle de
réécriture suivante aux arbres de Shannon complets:

A(zi;,F,F) — F

Cette transformation constitue la premiére opération de réduction des arbres de Shannon com-
plets. Son application permet de transformer tout arbre complet en arbre réduit. La figure 11.3
représente 1’arbre réduit obtenu & partir de I’exemple de la figure 11.2.

11.2.2 Partage des sous-arbres isomorphes

Tout arbre réduit de Shannon peut & son tour étre compacté par partage de ses sous-arbres
isomorphes. Cette opération peut étre formalisée de la maniére suivante: étant donné un arbre
réduit de Shannon quelconque, supposons qu’on dispose d’une fonction Indez parcourant I’arbre
en associant a chacun de ses nceuds ou feuilles un indice unique. Lorsque tous les nceuds sont
indicés, le partage des sous-arbres isomorphes s’effectue par application des régles de réécriture
ci-dessous:



§ 11.2 : Les BDDs - 101
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Figure 11.4: BDD de “si z; alors (zo V 22 A 23) sinon (zg = (22 = z3))”

F=F =0, Indez(F) < Indez(F'), F'— F
F=F'=1, Indez(F) < Indez(F'), F'— F
L=L'H=H, Indez(A(z,L,H)) < Indez(A(z, L', H')), A(e,L',H') - A(z,L,H)

L’opérateur “=" utilisé dans les régles désigne le prédicat d’égalité syntaxique entre arbres de
Shannon complets.

A lissue de cette deuxiéme opération de réduction, tout arbre réduit de Shannon est trans-
formé en un graphe orienté acyclique (ou DAG [ASU86]: Directed Acyclic Graph), qui est un
BDD. La figure 11.4 représente le BDD obtenu & partir de 'exemple de la figure 11.3 par partage
des sous-arbres isomorphes. Cependant, pour la clarté de la figure, les feuilles du BDD ne sont
pas partagées. Il en sera de méme pour les figures ultérieures.

Toute fonction booléenne posséde donc une représentation canonique sous forme de BDD,
modulo un ordre fixé d’expansion des variables. De plus, les deux opérations de réduction décrites
précédemment assurent manifestement une réduction de la taille des BDDs par rapport aux arbres
de Shannon complets. Cependant, la question reste de savoir le facteur de cette réduction. La
réponse est donnée par le théoréme [Cou91] suivant:

Théoréme 3 Soit f une fonction quelconque de {0,1}" dans {0,1}. Si|f| dénote la taille du
BDD de f, c’est-d-dire le nombre de neuds qui le constituent, on a alors

|f]=0(2"/n)

Ce résultat démontre que dans le pire cas, la taille du BDD dénotant f peut étre exponentielle.
Les BDDs ne peuvent étre considérés comme une forme compacte de représentation. Néanmoins,
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il s’avére en pratique que moyennant certaines précautions qui seront discutées ultérieurement,
la plupart des fonctions booléennes peuvent étre représentées par des BDDs de taille non expo-
nentielle.

11.2.3 Opérateurs booléens sur les BDDs

La technique de représentation des fonctions booléennes recherchée doit non seulement étre
compacte, mais aussi permettre d’implémenter efficacement le calcul booléen. A ce sujet, les
BDDs répondent de nouveau a ces besoins, puisque les principales opérations booléennes peuvent
étre implémentées sous forme d’opérateurs “symboliques” sur les BDDs. Ces opérateurs sont dits
symboliques car leur résultat est généré par manipulation des représentations syntaziques de leurs
opérandes, sans évaluation de ces derniéres.

Nous donnons ci-dessous la liste des principaux opérateurs booléens qui peuvent étre
implémentés sur les BDDs:

e Opérateurs de base:
Les opérateurs booléens de base: négation, somme, produit sont implémentés sous forme
d’opérateurs sur les BDDs [Bry86], respectivement unaire pour la négation et binaires pour
la somme et le produit. A partir de ces opérateurs, on peut bien sir implémenter tous les
autres opérateurs du calcul booléen: somme exclusive, implication, équivalence, “si alors
sinon”, composition fonctionnelle, etc...

e Quantification par rapport & une variable:
Etant donnée une fonction f(1, ..., 25 ) et z; une variable quelconque de £, la quantification
existentielle et la quantification universelle de f par rapport & z; sont notées respectivement
Jz; f et Vz; f. Leur définition formelle est la suivante:

Jei f = fa Vi
V(C,‘f = fiiAfzg'

Ces opérations s’implémentent facilement sur les BDDs [McG89].

e Quantification par rapport & un ensemble de variables:
Les opérateurs de quantification ci-dessus peuvent étre généralisés & des ensembles de vari-
ables quelconques. Etant donnée une fonction f(1,...,2s) €t X = {Zi;,..sZin} C
{21,---,2n}, la quantification existentielle et la quantification universelle de f par rapport
3 X sont notées respectivement 3X f et VX f. Ces opérations sont définies formellement
comme suit:

3X f =3z, (... i f)---)
VX f =Va,(...(Vai, f)-..)

e Calcul de prédicats:
Le calcul de prédicats unaires tels que le test de satisfaisabilité, le test de tautologie et
’évaluation de fonction, ainsi que le calcul de prédicats binaires tels que le test d’implication
ou le test d’équivalence de deux fonctions peuvent aussi étre implémentés sous forme
d’opérateurs sur les BDDs.
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e Opérateurs particuliers:
D’autres opérateurs booléens trés intéressants peuvent étre implémentés sur les BDDs.
Citons entre autres le calcul du domaine de définition exact d’une fonction, ou la simplifi-
cation de fonctions [Cou91,Ray91], qui seront décrits ultérieurement.

Le gros intérét des BDDs réside en outre dans leur grande souplesse d’utilisation. En effet, il
est facile de définir des opérateurs spécifiques permettant d’effectuer des manipulations “non
standard” sur les fonctions booléennes. Citons & titre d’exemple tout genre de renommage de
variables, ou la mise sous forme de produits d’une fonction, ou encore le calcul des impliquants
premiers d’une fonction.

11.2.4 Exemple d’opérateur

Nous donnons ci-dessous une définition de Vopérateur and (f,g) implémentant la conjonction
booléenne sur deux BDDs f et g. Celui-ci est défini par 'ensemble de régles ci-dessous:

Reégles terminales:
L’une d’elles s’applique a chaque fois qu’un des opérandes est une constante.

and(f,1) = f
and(la g) =g
and(f,0) =0
and(0,g9) =0

Reégles d’inférence:
Elles s’appliquent dans les autres cas.

Soitf=—-:c/\fov.'c/\f1
Soitg=-yAgoVyAg

si ¢ <y, and(f,g) = reduction(—z A and(f;,9) V z A and(f1,9))
si y <z, and(f,g) = reduction (—~y A and(f,g0) Vy A and(f,g1))
si 2 =y, and(f,g) = reduction (~z A and(fo,g0) V& A and(f1,91))

Le fonctionnement effectif de 'opérateur est le suivant: il commence par “descendre” dans les
BDDs f et g par application des régles d’inférence. Lorsqu’on atteint une feuille, une des régles
terminales s’applique, et le résultat de I’opération est généré au fur et & mesure en “remontant”
dans les BDDs de f et g.

Les régles d’inférence intégrent trois principes fondamentaux:

e Elles utilisent une propriété importante de I'expansion de Shannon, dite propriété
d’orthogonalité, qui est la suivante:

Sif=—-:c/\fo\/:c/\f1
etg=-xAgoVaeAg
FAg=-zA(foAgo) Ve A(fiAgi)
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Ainsi, si f et g sont expansées par rapport & la méme variable z, leur produit est obtenu
a partir du produit de leurs cofacteurs respectifs par rapport a .

e Elles préservent ’ordre des variables dans le résultat généré.

e Elles maintiennent la canonicité du résultat généré par appel & une fonction de simplification
et de partage des BDDs. Cette fonction est appelée reduction.

Pratiquement tous les opérateurs implémentés sur les BDDs sont basés sur ces deux principes:
propriété d’orthogonalité et préservation de I’ordre. La plupart des opérateurs booléens vérifient
la propriété d’orthogonalité, c’est pourquoi leur implémentation sous forme d’opérateurs sur les
BDDs est si facile.

11.2.5 Implémentation efficace des opérateurs

La plupart des opérateurs sur les BDDs générent des résultats intermédiaires au cours de leur
exécution. Ainsi, pour opérateur de produit booléen décrit précédemment, chaque application
d’une régle d’inférence géneére un résultat intermédiaire. L’idée & la base de I'implémentation ef-
ficace des opérateurs consiste alors & gérer ces résultats intermédiaires pour pouvoir les réutiliser
ultérieurement, sans avoir besoin de refaire 1'opération correspondante. Ainsi, le coiit des
opérateurs serait abaissé au niveau du temps de calcul. Cependant, la gestion de résultats
intermédiaires est elle-méme cotiteuse, particuliéerement du point de vue de la mémoire puisque
la représentation des résultats doit étre conservée. Cette gestion doit donc s’effectuer selon une
stratégie de compromis entre le coiit effectif des opérateurs et le coiit de gestion des résultats
intermédiaires.

Avant de décrire les différentes stratégies adoptées & ce niveau, essayons de caractériser
les phénoménes induits par 1’exécution d’'un opérateur BDD quelconque. Considérons donc,
pour un ordre des variables fixé, un opérateur op n-aire et les BDDs fi,..., fn,g tels que g =
0p(fi,---5fn). Au début de 'exécution, la mémoire contient nécessairement la représentation
de f1,...,fn. A la fin de P’exécution, la mémoire contient en plus la représentation de g. Au
cours de 1’exécution, la mémoire contient la représentation des fi,..., fn et d’un certain nombre
de résultats intermédiaires générés par I’opérateur. Les stratégies de gestion de ces résultats sont
extrémement diverses, mais elles sont comprises entre les deux stratégies ci-dessous:

e Conservation seulement des résultats intermédiaires indispensables pour la poursuite de
l’opération. Cette stratégie est donc minimale du point de vue des résultats conservés,
donc de la taille My, de la mémoire nécessaire & I’exécution de l'opérateur. Par contre,
tous les résultats qui auraient pu étre réutilisés mais qui ont été détruits vont devoir étre
regénérés a chaque fois, d’oti un temps de calcul mazimal Trax-

e Conservation de tous les résultats intermédiaires générés par l’opérateur. Cette stratégie
est donc mazimale du point de vue des résultats conservés, donc de la taille Mmax de
la mémoire nécessaire & ’exécution de I’opérateur. En revanche, tout résultat généré est
réutilisable autant de fois que nécessaire sans avoir 4 le regénérer, d’olt un temps de calcul

minimal Tiin.
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Si M est la taille de la mémoire disponible au début de ’exécution de P’opérateur, on peut
alors distinguer quatre cas qui vont dicter la stratégie de gestion des résultats intermédiaires &
adopter:

® M < Mpuin: 'exécution est impossible!

® M = Mmin: on est obligé d’adopter la stratégie “minimale”, donc le temps d’exécution T
et égal & Tray.

® Mmin < M < Mpax: la stratégie adoptée ne pourra conserver qu'une partie des résultats
intermédiaires. Donc, certaines opérations seront nécessairement refaites, d’oll un temps
d’exécution T vérifiant Tpin < T < Tonax-

® Mmax < M: on peut adopter la stratégie “maximale” et obtenir un temps d’exécution égal
3 Trmin.

En conséquence, le coiit des opérateurs BDD dépend de la mémoire disponible au moment de leur
exécution et de la stratégie utilisée pour gérer les résultats intermédiaires. Malheureusement, on
ne peut savoir a priori la quantité de mémoire nécessaire & 1’exécution des opérateurs, donc il est
tres difficile de changer de stratégie en fonction de la mémoire disponible. C’est la raison pour
laquelle on adopte toujours la méme stratégie pour chaque opérateur.

En pratique, les résultats intermédiaires des opérateurs sont gérés par des mécanismes de

“mémoires caches”. Un cache est une zone mémoire ol sont conservés un certain nombre de
résultats intermédiaires. Le contenu du cache est renouvelé au fur et & mesure que les résultats
sont générés, les plus récents remplagant les plus anciens. Ce principe s’applique parfaitement
aux BDDs. En effet, le cache de chaque opérateur va fonctionner de telle sorte qu’a chaque
nouvelle exécution d’un opérateur, il va progressivement se remplir des résultats intermédiaires
générés par cet opérateur, qui ont une importante probabilité d’étre réutilisés.
Les principaux paramétres d’un cache concernent le nombre maximum de résultats intermédiaires
conservés, et la stratégie de remplacement de ces résultats. Ces parameétres doivent étre choisis
de facon & offrir le meilleur compromis entre I’accélération des opérateurs et le colit mémoire
occasionnés par leur utilisation. On distingue deux cas: ’

o Opérateurs unaires: si possible, on évite de refaire plusieurs fois les mémes opérations sur
les sous-graphes partagés i I’intérieur du BDD opérande en se servant d’un mécanisme de
marquage du graphe parcouru et d’un cache au niveau de chaque nceud de BDD. On arrive
ainsi & linéariser le coiit de la plupart des opérateurs unaires par rapport a la taille de leur
opérande.

o Opérateurs n-aires: chaque opérateur posséde son propre cache implémenté de maniére
tout & fait classique par une table de hash-code. Chaque entrée de la table mémorise les
opérandes et le résultat de ’opération effectuée. En fonction de la fréquence d’utilisation
de P’opérateur et de la taille et de la stratégie de gestion de la table, on peut atteindre des
taux de collision trés intéressants. Cependant, le taux de collision s’effondre rapidement
a mesure que ’arité de Popérateur considéré augmente. C’est pourquoi en pratique, ces
caches ne sont pas utilisés au dela des opérateurs ternaires.



106 Chapitre 11 : Représentation symbolique du modele d’exécution

11.2.6 Coiit des opérateurs

Nous venons de voir que le cofit de certains opérateurs sur les BDDs n’est pas uniquement lié &
la complexité théorique des algorithmes qui les implémentent, mais qu’il est aussi fonction de la
mémoire disponible & ’exécution. Un bon compromis entre la diminution du temps de calcul et
exploitation de la mémoire disponible consiste & associer aux opérateurs des caches de résultats
intermédiaires. Lorsque chaque opérateur dispose d’un cache adapté (genre, taille et stratégie de
gestion du cache), le coiit des opérateurs s’établit ainsi [Cou91J:

Opération Coiit
f = g (Prédicat d’égalité) 0(1)
f # 0 (Satisfaisabilité) 0o(1)
f =1 (Tautologie) o(1)
f = g (Prédicat d’implication) O(f| x lgl)
Evaluation de f(z1,...,2x) O(n)
-f o(l£1)
fvg O(l£] x lgl)
frg O(l£1 x lgl)
si f alors g sinon h O(|f] x |g| x |R|)
3z f o(fI%)
vz f o(f%)
ax f o(2vVif)
VX f o(2vVf))
Taille de f o7
Domaine de f o(|f1)

En conclusion, le coiit des opérateurs est donc a la fois fonction du temps de calcul et de la
mémoire nécessaire pour générer le résultat. Or, le temps de calcul n’est pas borné tandis que la
mémoire l’est, donc il vaut mieux diminuer le coiit des opérateurs en mémoire plutét qu’en temps
de calcul. C’est pourquoi en pratique, on préférera toujours implémenter des opérateurs lents
mais consommant peu de mémoire plutét que des opérateurs rapides mais risquant de saturer
celle-ci.

11.2.7 Importance de I’ordre

La canonicité des BDDs et le principe des opérateurs symboliques qui leur sont associés
imposent le choix d’un ordre d’expansion unigue, c’est a dire que Pordre des variables dans les
BDDs doit étre le méme pour toute fonction représentée. Nous étudions ici les conséquences de
cette contrainte sur l’utilisation pratique des BDDs.

L’ordre des variables détermine une unique expansion de Shannon canonique associée & chaque
fonction booléenne. Si on change d’ordre, ’expansion de Shannon obtenue va étre différente. Ilen
est de méme au niveau des arbres de Shannon et des BDDs. Suivant I’ordre choisi, la structure
des BDDs représentant les fonctions va étre modifiée, donc leur taille va varier aussi. Cette
derniére remarque constitue une caractéristique fondamentale des BDDs: I’ordre des variables
influence totalement la taille des BDDs. La figure 11.5 illustre ce phénoméne sur un exemple
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Figure 11.5: Influence de I’ordre dans les BDDs

simple, ot la fonction & représenter est f(zy, =2, z3) = (21 A 23) V (21 A z3). Cette figure exhibe
deux représentations possibles de f sous forme de BDDs, utilisant des ordres différents.

Sachant que les fonctions booléennes doivent étre représentées de fagon la plus compacte
possible, le choix de ’ordre des variables devient fondamental, et ce d’autant plus que le coiit de
la plupart des opérateurs BDDs est en général proportionnel & la taille de leurs opérandes (voir
section 11.2.6). Donc l'ordre conditionne aussi les performances des BDDs en termes de temps
d’exécution des opérateurs symboliques.

Par conséquent, l'ordre des variables ne peut étre choisi aléatoirement: il doit permettre
de minimiser le coiit des BDDs en mémoire et en temps de calcul. D’un point de vue tres
pragmatique, le meilleur ordre est celui qui permet une représentation suffisamment compacte
des BDDs pour rester dans les limites de la mémoire disponible, tout en minimisant le temps de
calcul des opérations effectuées. Cependant, ce dernier parametre est impossible & maitriser. Par
conséquent, le critére de choix d’un ordre ne peut étre basé que sur la taille des BDDs générés.
Compte tenu de ’influence de la taille des BDDs sur le coiit des opérateurs, tout ordre déterminé
selon ce critére posséde quand méme de grandes chances de minimiser ce coiit. )

Il faut donc choisir parmi tous les ordres possibles un ordre minimisant la taille des BDDs
générés. Or, le nombre d’ordres possibles sur n variables est n!, donc le choix devient rapidement
tres vaste dés que n augmente. Cela oblige & définir des moyens pour effectuer ce choix, sachant
que:

e On ne peut pas se permettre un choix aléatoire, compte tenu de I'importance de l’ordre.
e Tester tous les ordres est impossible pour des valeurs réalistes de n.

e Le critére de comparaison entre les ordres est la taille des BDDs générés. Le “meilleur”
ordre est celui qui minimise cette taille.
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Figure 11.6: Incompatibilité entre ordres locaux

A ce niveau, le critére de choix d’un ordre est encore assez vague car il y a au moins deux
interprétations possibles de ce que sont “les BDDs & minimiser”:

e La premiére, que nous qualifierons de “locale”, consisterait a considérer la minimisation
d’un seul BDD.

e La seconde, dite “globale”, serait basée sur la minimisation d’un ensemble de BDDs pris
comme une seule entité. Le but ne serait plus de minimiser un BDD particulier mais la
représentation globale correspondant & tous ces BDDs.

L’approche “locale” de l’ordonnancement de variables consiste, étant donnée une fonction
booléenne f, & déterminer un ordre minimisant la taille du BDD de f. A ce niveau, il est
nécessaire de rappeler que certaines fonctions booléennes n’admettent pas de représentation sub-
exponentielle avec les BDDs, et ce quel que soit l'ordre choisi [Bry86]. Ce résultat met en
évidence toute la difficulté de la recherche d’un “bon” ordre: le choix d’un ordre est indispens-
able pour utiliser les BDDs mais il n’existe parfois aucune solution satisfaisante & ce probleme
en pratique! Néanmoins, la taille de tout BDD étant bornée inférieurement, il existe des ordres
qui en minimisent la taille. Ceux-ci sont alors optimauz et ils constituent le meilleur choix
possibles dans I’approche “locale”. Cependant, la recherche d’un ordre optimal est un probléme
NP-difficile [Bry88,Ber89a,Ber89b], a cause de la combinatoire intrinséque du choix. Un algo-
rithme a été proposé [SJF90], déterminant un ordre optimal pour la représentation d'une fonction
booléenne donnée sous forme de BDD, mais celui-ci est d’un coiit prohibitif car de complexité
O(n?3™). C’est pourquoi on lui préfere des méthodes de choix heuristiques. Le résultat obtenu
par ces méthodes est en général moins bon en termes d’optimalité, mais le cofit du choix reste
raisonnable.

L’approche “locale” du choix d’un ordre a été étudiée de fagon intensive et de nombreuses



§ 11.2 : Les BDDs - 109

1 2 T3 3
0 a3 z3 1 =z 0 =z z; 1 =
0 11 00 1 0 11 00 1
f7 g £ g
Ordre: 1, z3, 3 Ordre: z1, 2, a3

Figure 11.7: Représentation globale avec ordres locaux

méthodes heuristiques ont été proposées [MF88,Ber89a.,Ber89b,SM88,N191]. L’expérience montre
qu’aucune d’elles n’est réellement meilleure que les autres [Cou91]. Une méthode peut s’avérer
bien meilleure que les autres dans un cas précis et trés mauvaise dans d’autres circonstances. A
partir de ce constat, une nouvelle technique a été développée [DERY0], rassemblant toutes les
méthodes précédentes au sein d’une seule et méme procédure de choix, dans le but discriminer
les ordres proposés par chacune d’elles et de choisir le meilleur.

Les méthodes locales de choix d’un ordre permettent donc de déterminer un “bon” ordre
pour la représentation d’une fonction booléenne donnée sous forme de BDD. Cependant, l'intérét
évident des BDDs n’est pas de permettre la représentation d’une seule fonction, mais de plusieurs.
Si on adopte une approche locale pour déterminer un ordre, I’ordre ainsi trouvé pourra étre
optimal pour le BDD de la fonction ayant servi au choix, mais trés mauvais pour les BDDs
des autres fonctions. Ainsi, dans 1’exemple illustré par la figure 11.6, si on utilise un ordre
optimal de la fonction f(zy,z2,23) = (-z1 A z3) V (21 A 22) pour la représentation de la fonction
9(z1,22,23) = (~23 Az1) V (23 A z2), le BDD obtenu pour g est deux fois plus gros que si on
Pavait généré & partir d’un ordre optimal de g. Le défaut majeur de ’approche locale est donc
de privilégier de maniére généralement arbitraire la représentation d’une fonction particuliére,
sans tenir compte des autres fonctions devant étre représentées.

Cette critique conduit & envisager une approche “globale” du choix d’un ordre, consistant &
déterminer un ordre “moyen” pour la représentation d’un groupe de fonctions données. L’idée
n’est alors plus de chercher & minimiser la représentation d’une fonction particuliére, mais de
minimiser la représentation globale du groupe de fonctions. Cette idée est illustrée par ’exemple
de la figure 11.7 et de la figure 11.8. En utilisant ’ordre “local” optimal de f ou celui de g, la
représentation globale de f et g est composée de sept nceuds. Par contre, en utilisant un ordre
judicieusement choisi, la représentation globale de f et g tombe & six nceuds (cf. figure 11.8).
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Curieusement, il n’existe pas de travaux sur cette approche, qui semble pourtant plus réaliste
que P’approche locale. Nous avons donc développé une méthode basée sur cette approche, qui
sera décrite ultérieurement.

En conclusion, le choix d’un “bon” ordre est un probléme crucial dans 'utilisation des BDDs.
La recherche d’un tel ordre est toujours difficile, et quelquefois sans solution acceptable! Il existe
plusieurs méthodes pour effectuer cette recherche, mais elles sont toutes basées sur le méme
principe. Or, il semble que d’autres approches restent a explorer dans ce domaine.

11.2.8 Les TDGs

D’autres représentations des fonctions booléennes dérivées des BDDs ont été proposées [SM90,
Bil87]. Nous ne nous intéressons ici qu’a I'une d’entre elles, qui est la seule & apporter une
réelle amélioration par rapport aux BDDs: ce sont les TDGs [Bil87] (de I’anglais Typed Decision

Graphs).

Les TDGs sont issus d’une propriété intéressante de I’expansion de Shannon concernant la
négation des fonctions booléennes. Etant donnée une fonction f et # une variable de f, on a en
effet (orthogonalité de la négation booléenne par rapport & I’expansion de Shannon):

= _'SL‘/\fi V:c/\f,
(=f) =-z A (~fs) Ve A(-fe)

L’expansion de Shannon de la fonction (—f) par rapport & la variable = s’obtient donc & partir de
celle de f par négation des cofacteurs de f. Cette régle s’applique aux cofacteurs de f, et ainsi de
suite jusqu’aux fonctions constantes 0 et 1. Finalement, ’expansion compléte de Shannon de (—f)
est identique & celle de f sauf pour les fonctions constantes 0 et 1, dont I’expansion correspond
3 une négation de leur valeur. Au niveau des arbres de Shannon, ces résultats signifient que
l’arbre de (—f) est identique & celui de f, sauf pour les feuilles 0 et 1, qui sont permutées. Par
conséquent, I’arbre de (—f) ne se distingue de l’arbre de f qu’au niveau de l’interprétation des
feuilles. L’arbre de f muni d’une interprétation “positive” des feuilles dénote la fonction f. Cette
interprétation, notée “+”, est la suivante:

+0=0 +1=1

L’arbre de f muni d’une interprétation “négative” des feuilles dénote la fonction (—f). Cette
interprétation, notée “—”, est la suivante:

-0=1 -1=0

L’idée introduite par Akers consiste alors & transformer les arbres de Shannon en arbres typés de
Shannon en leur ajoutant une indication sur l'interprétation donnée aux feuilles. Ainsi, ’arbre
typé de Shannon d’une fonction f s’obtient en associant le signe + & son arbre de Shannon. De
méme, celui de (—f) s’obtient en associant le signe — & I’arbre de Shannon de f. Un arbre typé
de Shannon est alors un couple (s,T'), oit s € {+,—} et T est un arbre de Shannon.

L’interprétation des arbres typés de Shannon se déduit donc de celle des arbres de Shannon
de la facon suivante, si T' est un arbre de Shannon quelconque:
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Figure 11.8: Représentation globale avec ordre global



112 Chapitre 11 : Représentation symbolique du modéle d’exécution

o

NN
AN AN ANVAN
FAVAVAVAVYAVAYAYAY

Figure 11.9: Arbre typé de Shannon de “si z; alors (zg V 2 A #3) sinon (29 = (22 = 23))”

(+’T) =T
(_aT) = T

Cependant, l'introduction des signes détruit la canonicité des arbres typés de Shanmnon.
L’exemple le plus simple de ce phénomeéne se situe au niveau des fonctions constantes. Ainsi, la
fonction 0 posséde deux représentations sous forme d’arbre typé de Shannon: (+,0) et (—,1).
Afin de rétablir la canonicité dans les arbres typés de Shannon, on définit les régles de typage
des arbres suivantes [JPB88]:

(+,0)
(—:0)
(+7 A(:B, (+’ L)’ (-a H)))
(A=, (= L), (= H)))
(= A=, (+, L), (-, H)))
(—7 A(‘”’ (_’ L)’ ("'» H)))

(-11)
(+,1)
(_’ A(z’ (_’ L)’ (+7 H)))
(= Az, (+, L), (+, H)))
(+,A(=z, (=, L), (+, H)))
(+, Az, (+, L), (+, H)))

Ll Ll

Ces régles garantissent la canonicité des arbres typés de Shannon. Pratiquement, elles
déterminent de maniére unique le signe associé & chaque arbre de Shannon. D’un point de
vue sémantique, elles interdisent, pour toute fonction f et toute variable z, d’associer une in-
terprétation négative au cofacteur f,. Graphiquement, on représente les arbres typés de Shan-
non en ajoutant le signe associé & chaque arbre de Shannon sur Parc qui y conduit. Pour
éviter d’alourdir la représentation, seuls les signes négatifs sont portés sur celle-ci. La figure 11.9
représente l’arbre typé de Shannon correspondant & notre exemple. On peut noter le gain de
deux nceuds par rapport au BDD correspondant.

Les TDGs s’obtiennent & partir des arbres typés de Shannon en appliquant les mémes
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Figure 11.10: TDG de “si z; alors (z V 22 A z3) sinon (z¢ = (23 = 23))”

opérations de réduction permettant d’obtenir les BDDs & partir des arbres de Shannon. La
figure 11.10 illustre le TDG obtenu & partir de I’arbre typé de Shannon de la figure 11.9.

Le gain essentiel des TDGs par rapport aux BDDs se situe tout d’abord au niveau de la
représentation des fonctions booléennes, qui est plus compacte. Ainsi, un ordre des variables étant
donné, le TDG d’une fonction est toujours de taille inférieure & celle de son BDD. Cependant, le
facteur de réduction n’étant lié qu’au gain obtenu sur la représentation des fonctions et de leur
négation, celui-ci ne peut étre supérieur & 2. Les opérateurs sur les TDGs fonctionnent selon le
méme principe que les opérateurs sur les BDDs. Leur coiit est donc tributaire de la taille des
opérandes, mais comme les TDGs sont plus compacts que les BDDs, ils permettent un gain sur le
temps de calcul de ces opérateurs. Le gain le plus spectaculaire concerne la négation booléenne,
qui s’effectue en O(1) pour toute fonction f avec les TDGs tandis qu’elle est en O(|f]) avec les
BDD:s.

Les TDGs sont reconnus pour étre une représentation plus efficace que les BDDs. Ce sont
eux qui ont été effectivement implémentés pour la vérification des programmes LUSTRE, sous la
forme d’une librairie optimisée [KSB90]. Néanmoins, nous continuerons & utiliser les BDDs dans
la suite de I’exposé, car ceux-ci sont plus simples & manipuler formellement (pas de signe).

11.3 Encodage du modéle d’exécution par les BDDs

Nous avons vu qu'il est possible d’associer & tout programme LUSTRE un modéle d’exécution
dénoté par un ensemble de variables d’état et de variables d’entrée et un ensemble de fonctions
booléennes sur ces variables. On peut alors représenter ce modéle par des BDDs, afin d’en
obtenir une représentation compacte et de bénéficier de tous les opérateurs sur les BDDs pour le
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Figure 11.11: Traduction du modéle sous forme de BDDs

manipuler. Nous décrivons ici comment s’effectue la traduction du modéle sous forme de BDDs.

11.3.1 Génération compositionnelle

Nous rappelons que le modele de tout programme est déterminé par le compilateur LUSTRE.
Le modele obtenu est représenté par le compilateur sous forme d’un ensemble de variables (les
éléments de contrdle) et d’un réseau d’opérateurs dénotant un ensemble de fonctions booléennes
sur ces variables, qui correspondent aux fonctions d’assertion, de sortie et de transition. La
traduction du modele sous forme de BDDs nécessite alors la mise en ceuvre de deux taches:

e Le choix d’un ordre sur les variables.

e La traduction du réseau d’opérateurs a ’aide des opérateurs sur les BDDs.

Le choix de l’ordre est un point qui sera discuté ultérieurement. On supposera toutefois qu’un
ordre 7 a été fixé pour pouvoir traduire le réseau d’opérateurs sous forme de BDDs. L’obtention
du BDD de toute fonction dénotée par un réseau d’opérateurs s’effectue alors par un parcours de
ce réseau, au cours duquel le BDD de la fonction est généré de maniére compositionnelle. Tous
les opérateurs booléens LUSTRE se traduisent directement par des opérateurs sur les BDDs, ou
par des combinaisons simples de ces opérateurs. La fonction get_bdd définie ci-dessous réalise la
traduction de tout réseau d’opérateurs sous forme de BDD (I’opérateur ite utilisé dans les régles
implémente I’opération booléenne “si ... alors ... sinon ...” sur les BDDs):
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el €1
#(e2,...,en) Nor(ez,...,ey) Nor(ez,...,e,) 0

Figure 11.12: Représentation graphique de #(e1,...,€n) et Nor(ey,...,e,)

get_bdd(false) 0

get_bdd(true) =1

get_bdd(v;) ite(x(2),1,0)

get_bdd(e;) ite(n(5),1,0)

get_bdd(not e) not(get_bdd(e)

get_bdd(e1l or e2) ite(get.bdd(e1), 1, get_bdd(e2))

get_bdd(el and e2) ite(get_bdd(e1), get_bdd(e2),0)

get_bdd(el = e2) ite( get_bdd(e1), get_bdd(e2), not(get_bdd(e2))
get_bdd(e1 <> e2) ite(get_bdd(e1), not(get_bdd(e2)), get_bdd(e2))
get_bdd(if el then e2 else e3) ite(get-bdd(e1), get_bdd(e2), get_bdd(e3))

I

11.3.2 Cas de ’opérateur #

L’opérateur # est un opérateur LUSTRE booléen n-aire qui n’admet pas de traduction simple sous
forme de combinaison d’opérateurs BDDs. Il a en effet une sémantique particuliére qui peut étre
intuitivement définie de la maniére suivante: étant données n expressions booléennes ey,...,e,,
la valeur de I’expression booléenne #(e;, ... y€n) s’évalue & chaque instant & la valeur true si et
seulement si au plus une expression e; s’évalue & true. Donc, par induction:

e Si e; s’évalue a true, #(e1,... ,€en) s’évalue 3 true si et seulement si €2,...,€, s'évaluent
toutes 4 false.

o Si e; s’évalue a false, la valeur de #(e1,...,en) est égale & celle de #(e2,...,en).

Cette définition inductive peut étre traduite en termes d’opérateurs de la maniére suivante:

Nor - Nor(e) = —e
" | Nor(e1y...,eq) = =e; A Nor(es,...,e,)

- {#(e) = e

#(e1,...,en) = e1A Nor(es,.. -y€n) V mer A#es,...,e,)

Par analogie avec les arbres de Shannon, les expressions #(e1,...,en) et Nor(es,...,e,) peu-
vent €tre représentées sous forme d’arbres, comme indiqué dans la figure 11.12. En itérant cette
représentation, on obtient le réseau d’opérateurs de la figure 11.13. Intuitivement, la sémantique
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Figure 11.13: Réseau correspondant a #(ey,...,en)
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de I'opérateur # associe & chaque nceud du réseau linterprétation “si e; alors ... sinon...”. Le
BDD correspondant & #(e1,...,e,) peut donc étre généré en simulant le parcours de ce réseau
par la fonction get_bdd. II faut remarquer que le réseau obtenu est linéaire par rapport au nombre
d’opérandes de Popérateur #. Cette propriété assure que le BDD de #(e1,...,e,) peut toujours
étre généré en théorie.






Chapitre 12

Implémentation standard

Nous disposons maintenant d’une caractérisation formelle de la vérification des programmes
LUSTRE sur leur modele d’exécution, d’une méthode pour effectuer la vérification et d’une tech-
nique de représentation et de manipulation symbolique du modéle. II reste par conséquent a
réaliser un outil de vérification basé sur ces données.

La technique d’implémentation sélectionnée étant les BDDs, il faut tout d’abord définir un
ordre des variables & 1'intérieur de ces derniers. Il est ensuite nécessaire de disposer de tous les
opérateurs permettant la manipulation du modéle, afin de pouvoir en définitive concevoir des
algorithmes de vérification basés sur les BDDs. Dans ce chapitre, une premiére approche de ces
problémes est fournie.

12.1 Ordonnancement des variables

L’utilisation des BDDs pour implémenter la vérification des programmes LUSTRE nécessite de
choisir un ordre des variables du modéle permettant une représentation compacte de celui-ci.
Dans un premier temps, nous avons utilisé des méthodes préexistantes pour effectuer ce choix.

Nous avons tout d’abord utilisé ’ordre donné par le compilateur LUSTRE lorsqu’il détermine
les variables d’état et les variables d’entrée du modéle associé & un programme. Cet ordre ne
dépend que de la manitre dont a été écrit le programme, donc il peut étre considéré comme
aléatoire. Sa seule particularité consiste dans le fait que toutes les variables d’état précédent
toutes les variables d’entrée dans ’ordre. Les différentes méthodes utilisées ultérieurement pour
déterminer un ordre des variables “astucieux” pourront étre comparées i cet ordre aléatoire
afin d’évaluer leur efficacité. Dans un second temps, nous avons utilisé une méthode proposée
par [NI91]. Celle-ci consiste en fait & construire un ordre, d’oli son nom “d’ordonnancement”
des variables. Nous décrivons ci-dessous le principe de cette méthode.

Nous avons déja évoqué le probléme que représente le choix d’un ordre des variables, ainsi
que les conséquences de ce choix. Plusieurs heuristiques ont été proposées pour Peffectuer, mais
celles-ci ne different les unes des autres que par les critéres utilisés pour le choix d’un ordre.
Autrement, leur principe de base est identique:

e Ce sont des méthodes d’ordonnancement “local”: elles générent un ordre efficace des vari-
ables pour la représentation sous forme de BDD d’une seule fonction booléenne donnée.
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Figure 12.1: Pondération d’un réseau d’opérateurs

o Elles sont basées sur une analyse topologique de la fonction & représenter: ’ordre généré
dépend uniquement de la représentation syntaxique de la fonction.

Devant cette relative uniformité parmi les méthodes existantes, notre choix s’est porté sur une
méthode reconnue pour donner de bons résultats en général, et s’adaptant bien au calcul d’un
ordre & partir de réseaux d’opérateurs booléens, car les fonctions du modéle nous sont fournies
sous cette forme. La méthode proposée par [NI91] répondait convenablement a ces deux criteres,
c’est pourquoi nous 1’avons choisie. En voici une description informelle.

Soit une fonction booléenne décrite par un réseau d’opérateurs booléens combinant un ensem-
ble de variables et les constantes 0 et 1 entre elles. On suppose que le réseau n’est constitué que des
opérateurs -, V, A, ces deux derniers étant binaires. Cette hypothese simplificatrice n’enléve
rien & la généralité de la méthode, car on peut exprimer n’importe quelle fonction booléenne &
partir de ces opérateurs. Les différentes entités du réseau sont connectées entre elles par des fils.
Par la suite, tout fil portant le résultat d’un opérateur est appelé “sortie” de cet opérateur. Tout
fil portant un opérande sera quant & lui appelé “entrée” de ’opérateur. L’ordonnancement est
basé sur la “pondération” des variables du réseau. La pondération s’effectue par un parcours du
réseau au cours duquel on associe une valeur réelle -appelée “poids”- & chaque fil du réseau. Les

régles de pondération sont les suivantes:

e La sortie du réseau porte le poids 1.
e Si un opérateur — porte un poids p sur sa sortie, on propage ce poids p sur son entrée.

e Si la sortie d’un opérateur V ou A porte un poids p, on propage un poids p/2 sur chacune
de ses entrées.

o Tout fil connecté & n fils de poids respectifs pi,...,pn se voit attribuer un poids X, p;.
La figure 12.1 donne un exemple d’application de ces régles. Lorsque la pondération est terminée,

chaque variable du réseau posséde un poids porté par le fil qui lui correspond. Remarquons que
ce poids est compris entre 0 et 1. La variable dont le poids est le plus élevé est considérée comme
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Figure 12.2: Pondération effective d’un réseau

la plus influente sur la sortie du réseau. C’est donc la plus discriminante sur le résultat de la
fonction. Elle est donc placée en téte de 1’ordre. Dans certains cas, plusieurs variables peuvent
avoir le méme poids maximal. Le choix de I’une d’elles comme variable la plus discriminante se
pose alors. Diverses stratégies peuvent étre adoptées, mais en général on se contente d’un choix
aléatoire.

Pour ordonner les autres variables, la méthode va étre itérée en ayant préalablement “coupé”
dans le réseau le fil de la variable la plus influente. La raison de cette opération est intuitivement
la suivante: le réseau initial dénotant une fonction f quelconque, nous appelons z la variable
la plus influente du réseau. L’expansion de Shannon de f par rapport & & donne les cofacteurs
(fo, f1), qui sont deux fonctions indépendantes de z. Or, si on coupe le fil de z dans le réseau, le
nouveau réseau obtenu dénote une fonction indépendante de z, qui correspond en fait & fo V fi.
Par conséquent, en pondérant ce nouveau réseau, on déterminera la variable la plus discriminante
sur foV fi. L’approximation heuristique consiste alors & considérer que cette variable risque
d’étre aussi la plus influente sur fy et sur f; considérées séparément. C’est pourquoi elle sera
placée en seconde position dans ’ordre.

Le procédé de pondération est donc itéré jusqu’a ce que les fils de toutes les variables du
réseau initial aient été coupés. Cela nécessite de prendre en compte les fils coupés & chaque
nouvelle pondération. On appelle “réseau inerte” un réseau dont la sortie n’est influencée par
aucune variable. Les réseaux dont tous les fils de variables ont été coupés et les constantes 0 et
1 sont des réseaux inertes. La pondération de ces réseaux doit associer un poids nul & chaque
variable.

Le mécanisme de pondération est donc amélioré en associant des poids nuls aux parties
inertes des réseaux parcourus. La figure 12.2 reprend I’exemple de la figure 12.1, ou le réseau
correspondant & la variable z; est inerte.

Finalement, la méthode d’ordonnancement topologique que nous venons de décrire est
synthétisée par I’algorithme informel suivant:

tantque le réseau n’est pas inerte faire
debut
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Figure 12.3: Les limites de la pondération topologiques

pondérer les variables connectées au réseau;
choisir la variable la plus discriminante;
placer cette variable dans l’ordre;

couper le fil de cette variable;

fin

Dans cette méthode, 'ordonnancement des variables est entiérement basé sur le mécanisme
de pondération. Par conséquent, la qualité de ’ordonnancement dépend de la précision de ce
mécanisme. Or, celui-ci a des limites qui peuvent facilement étre mises en évidence sur des
exemples simples. Ainsi, sur le premier réseau de la figure 12.3, on s’apercoit que la pondération
ne tient pas compte de la symétrie entre les opérandes. Sur le second réseau, la variable considérée
comme la plus importante n’a en réalité aucune influence sur le résultat de la sortie. Le probléme
de la pondération est qu’elle ne s’effectue que par rapport a la topologie du réseau, sans aucune
prise en compte de sa sémantique. Nous verrons ultérieurement comment on peut remédier
partiellement & cette lacune.

12.2 Opérateurs de précondition

L’étude formelle de 1’évaluation des assertions et des spécifications d’'un programme sur son
modéle d’exécution a révélé la nécessité de définir des opérateurs de précondition (voir section
5.3.3) sur les états du modele. Ces opérateurs doivent par conséquent étre implémentés sur les
BDDs.

Les deux opérateurs de précondition Pre et Pre que nous avons défini sont respectivement
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issus de la composition de 'opérateur Acc avec 'opérateur Src, et de la composition de 'opérateur
Acc avec 'opérateur Src. Les opérateurs Src et Src sont faciles & implémenter sur les BDDs car ils
correspondent a une quantification par rapport aux entrées du modéle. Ce dernier étant encodé
dans le domaine fonctionnel, si on suppose que les transitions sont encodées sur les variables d’état
Z1,...,Tn et sur les variables d’entrée e;,...,ey,, alors tout ensemble de transition T C QxE
est dénoté par sa fonction caractéristique X et on a, en utilisant les opérateurs de quantification
sur les BDDs définis dans la section 11.2.3:
XSTC(T) = 3{e1y...,em} X1
et:

X:S',;:’c (T) = V{el, e ,em} XT

Donc les opérateurs Src et Src sont directement implémentables & 1’aide des opérateurs standards

sur les BDDs.

Il reste & implémenter 1'opérateur Acc s’appliquant & tout ensemble d’états X d’un modele
M =(Q,E, S,ginis,@,0,6), et déterminant les transitions conduisant aux états de X:

Acc(X) = {(g,e) €Q x E, 5(%3) € X}

Le modele étant encodé par des fonctions booléennes, on peut traduire cet opérateur ensembliste
dans le domaine fonctionnel. L'ensemble X étant dénoté par sa fonction caractéristique Xx, on
obtient:

Ace(X) = {(g,¢) € @ x B, Xx(5(q,¢))}
d’ou on déduit la fonction caractéristique de Ace (X):
X fce(X) = Xx(8(g,e€))
Dans le domaine booléen, I’opérateur Acc est donc défini par:

Acc: { ({0,1}* — {0,1}) — ({0,1}**™ - {0,1})
: Xx(zl,...,:c,,) —_ XX(SJ,,-..,&.)

Nous étudions ci-dessous les différentes maniéres d’implémenter Popérateur Acc avec les BDDs.

12.2.1 La méthode de la relation de transition

L’implémentation de I’opérateur Acc peut s’effectuer & partir de la relation de transition du
modéle [SB90,EE91]. Etant donné un modéle M, sa relation de transition de 7 caractérise
I'ensemble des triplets (g, e,g') tels que (g, e) est une transition de g vers ¢'. Formellement, cette
relation s’exprime par la fonction booléenne suivante:

I {QxE‘xQ — {0,1} 3
) (6,6,8') — T(g,e,q') / T(g,e,9') =1 <= &(g,e) =¢'
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Cette relation peut étre compléetement transposée dans le domaine fonctionnel: les états g et q
étant encodés respectivement par les variables 21,...,z, et y1,...,¥Yn, et 'entrée e étant encodée
par les variables %3,...,iny, on obtient:

n
T(21y. ey @ny81y--eyimyYlyee- 1Yn) = /\ (¥r = b(=1y-- sy t15- - yim))
k=1
T s’exprime donc facilement & ’aide des opérateurs booléens de base: négation, somme et produit.
Le calcul de la relation de transition d’un modeéle ne requiert donc pas d’opérateur spécialisé.
Par conséquent, il est trés facile de I'implémenter & ’aide des opérateurs BDD de base.

Une fois obtenue la relation de transition 7 du modeéle, ’opérateurs Acc s’exprime alors
facilement & partir de celle-ci. En effet, les prédecesseurs de X sont tous les états g pour lesquels
il existe un triplet (g,e,g') de T tel que ¢’ € X, ce qui s’exprime simplement par:

ACC(XX(EI,H-vzn)) = a{yla”"yn} Xx(Y15-+-rYn) AT(zl’”',zmily'",iﬂnyl’-°~’yn)

Les seuls opérateurs nécessaires pour implémenter I’opérateur Acc sont donc le produit booléen
et la quantification existentielle sur un ensemble de variables, qui sont des opérateurs de base sur
les BDDs. Par conséquent, & partir de 7le calcul de prédécesseurs d’un ensemble d’états peut
facilement étre implémenté sur les BDDs.

12.2.2 La méthode directe

La seconde fagon d’implémenter l'opérateur Acc consiste en une traduction directe de sa
définition:

Acc(Xx(=1y-ey2n)) = Xx(61,...,6n) =Xx 0ob

Le calcul des prédécesseurs d’un ensemble d’états peut donc étre effectué par composition fonc-
tionnelle entre la fonction caractéristique de cet ensemble et la fonction de transition du modéle.
La composition fonctionnelle est une opération particuliére, qu’il faut alors implémenter sous
forme d’opérateur BDD. '

Définition 3 Ftant donnée une fonction g (z1,...,%y) et un vecteur fonctionnel F=1f1,--r fal,
la composition fonctionnelle de g par f est la fonction

g(wlv"’zn)ofzg(flaﬂ"fn)

Sur des formes de représentation non canoniques, cette opération correspond simplement a
substituer chaque occurrence des variables z; dans g par les fonctions f;. Cependant, la méme
opération effectuée sur des formes canoniques est beaucoup plus complexe, car le résultat de la
substitution doit lui-méme étre mis sous forme canonique. Ainsi, la composition fonctionnelle est
une opération NP-difficile [Cou91] sur les BDDs. Compte tenu de ce résultat théorique inquiétant,
il est indispensable d’implémenter la composition fonctionnelle sur les BDDs de la maniére la
plus efficace possible. Nous présentons dans un premier temps I’implémentation classique de cet
opérateur.

Etant donnée une fonction g (f1,...,fn) et un vecteur fonctionnel f=1[f1s.--fn)s la com-
position fonctionnelle vérifie la propriété d’orthogonalité de I’expansion de Shannon, donc:
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Vi<i<m, g°f= _'fi/\g(fl’”-’oa”-,fn)Vfi/\g(fla-“,]-y"-’fn)

Or d’aprés I’expansion de Shannon de g par rapport & z;, les cofacteurs g;, et g,, sont définis de
la maniére suivante:

9z, =g (¢1,...,0,...,2,)
Gz; =g(21,-”,1,-~a3n)

On en déduit donc que

V1<i<n, gof =fi N gz, (f1yeer Fimts fit1renns fu)

Vi fi AN g (f1yee oy ficty fitdreees fn)

Cette régle donne une définition inductive de la composition fonctionnelle. En effet, elle
s’applique au calcul de gz; o f' et g,, o /7, ot f' = [f1y-++ s fic1, fit1y- -+, fu], et ainsi de suite
jusqu’aux fonctions constantes 0 et 1, pour lesquelles on a:

Vf,g=0 = gof:O
Viig=1 = gof=1

A partir de ces régles, on obtient directement un opérateur de calcul de la composition fonction-
nelle sur les BDDs, appelé compose:

Régles terminales:

compose (0, f) = 0
compose (1, f) = 1

Régle d’inférence:

soit g = —z; Ags, Vz;Ag,, et f = [f15--+s Fal
compose (g, f') = ite (fia compose (gcn f'), compose (giu f’))

L’opérateur ite implémente l'opérateur “if then else” sur les BDDs. C’est lui qui cumule les
deux aspects de la composition fonctionnelle sur les BDDs: substitution des variables z; par
les fonctions f; et canonisation du résultat. Par ailleurs, dans 1’opérateur compose, le vecteur
fonctionnel passé en paramétre n’a pas besoin d’étre modifié au cours des applications successives
de la régle d’inférence. C’est pourquoi on peut définir un opérateur interne compose_int (g) unaire
qui sera appelé par I’opérateur compose pour effectuer la composition fonctionnelle. Ce nouvel
opérateur est défini comme suit:

Reégles terminales:

compose_int(0) = 0
compose_int(1) =1
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Reégle d’inférence:

compose_int(=z; A gz, V i A go;) = ite (f;, compose_int (g, ), compose_int(gz,))

Dans cette définition, f = [f1,..+, fa] correspond au second paramétre de I'opérateur compose.
Cette modification de I’algorithme originel permet une implémentation optimisée de la compo-
sition fonctionnelle. En effet, on peut associer un cache de résultats intermédiaires & I’opérateur
unaire compose_int, ce qui permet de réduire le nombre d’opérations effectuées durant ce calcul.
Ainsi, le nombre d’appels & 'opérateur ite sera égal a la taille du BDD de g. Dans de telles
conditions, la complexité de la composition fonctionnelle est en O(|g|? x IIz_,|fz|) [Cou9l]. La
composition fonctionnelle est donc une opération trés coiiteuse sur les BDDs.

12.2.3 Choix d’une implémentation sur les BDDs

Nous venons de décrire deux méthodes pour implémenter 1’opérateur Acc sur les BDDs, ceci afin
de disposer des opérateurs de précondition Pre et Pre. 11 faut maintenant déterminer laquelle est
la plus appropriée & la vérification. En ce qui concerne la méthode de la relation de transition,
une fois que cette derniére est générée, le calcul de n’importe quelle précondition est aisé, car
il ne nécessite que deux opérations standards sur les BDDs. Mais le gros probleme de cette
méthode réside dans la génération de la relation de transition. En effet, le calcul effectif de cette
relation sur les BDDs est déja trés coiiteux en temps de calcul, puisque sa complexité est en
O(2™ x [IF_; |6k]) [Coudl]. Mais le coiit de la représentation de cette relation est encore plus
problématique. En effet, sa taille est en général explosive [HJT90] dés que le modeéle atteint une
dimension réaliste (nombre de variables d’état supérieur & 30). Cela s’explique au niveau des
BDDs par le fait que la relation de transition nécessite 2n +m variables pour sa représentation,
oit n désigne le nombre de variables d’état et m le nombre de variables d’entrée, alors que toutes
les autres fonctions sont représentées sur au plus n+m variables. Sachant que les BDDs sont une
représentation potentiellement exponentielle par rapport au nombre de variables, la difficulté que
constitue la représentation de la relation de transition s’explique aisément. Plus intuitivement,
le BDD de la relation de transition peut s’interpréter comme la représentation en compréhension
du modele généré par la méthode classique en avant. Or nous avons vu que cette méthode est
souvent impossible & mettre en ceuvre car le modele peut devenir trés gros. Il n’est donc pas
surprenant de constater le méme phénomeéne pour la génération de la relation de transition en
technique symbolique.

Les arguments que nous venons d’évoquer contre la méthode de la relation de transition nous
forcent donc & implémenter les opérateurs de précondition par la méthode directe.

12.3 Evaluation des assertions

Nous disposons & présent d’une représentation symbolique du modéle, et d’'une implémentation
de tous les opérateurs nécessaires & 1’évaluation des assertions et des spécifications sur celui-ci.
Il reste donc 4 définir et & implémenter les algorithmes permettant cette évaluation. Dans cette
section, nous traitons ’évaluation des assertions.
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12.3.1 Principe de P’évaluation

Nous avons vu qu'étant donné un modéle M = (Q, E, S, Qinity @, 0, 8) ol a est la fonction
d’assertion sur M, l’ensemble des transitions valides de M est caractérisé par le point fixe
suivant:

a, =vY. an Acc(Src(Y))

D’autre part, nous avons établis les correspondances suivantes entre le domaine ensembliste et
le domaine fonctionnel booléen:

* a définit une fonction booléenne de Q x E dans {0, 1}.

e Pour tout ensemble d’états X C Q du modsle, dénoté par sa fonction caractéristique Xx,
Acc(X) correspond 4 la fonction Xx o § définie de Q x E dans {0,1}.

De plus, Popérateur ensembliste N correspondant au produit booléen entre fonctions car-
actéristiques, on obtient finalement une définition de point fixe dans le domaine booléen de
Pensemble des transitions valides du modéle:

ay = vy. [a A Src(y) o 8]

ay est la fonction caractéristique de 1’ensemble des transitions valides. Ce point fixe est alors
classiquement la limite de la suite de fonctions définie ci-dessous:

ag @
ant1 = an ASrc(agn)oéd

Le calcul effectif du point fixe revient donc au calcul des termes successifs de cette suite, jusqu’a
convergence:

Q) = o
a; = agASrc(ag)od
ar+1 = ai A Src (ak) 0b

Aurang k, on a a4 = ap = ay.

Le cas ot les assertions sont non satisfaisables peut étre pris en compte au fur et 3 mesure
du calcul des termes de la suite. En effet, nous avons vu qu’il correspond a

Ve € E, (Qim’t,e) € ay
soit, dans le domaine fonctionnel:

[S7e (—0)](Gins)
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ou encore:

—[Sre ()] (ginit)

Compte tenu de la décroissance monotone de la suite calculée (Vi € N, a1 = @;), il est possible
de tester la satisfaisabilité des assertions & chaque calcul d’un nouveau terme. En tenant compte
de toutes ces remarques, on peut maintenant définir un algorithme d’évaluation des assertions.

12.3.2 Algorithme d’évaluation

D’un point de vue global, le calcul du point fixe est implémenté sous la forme d’une boucle
de calcul des termes successifs de la suite définie précédemment, dont la condition d’arrét est
la convergence de la suite, et dans laquelle la satisfaisabilité des assertions est testée a chaque
cycle. Les notations adoptées sont les suivantes:

e a correspond a la fonction d’assertion du modéle.
e a, est la fonction caractéristique des transitions valides.
e a, est la fonction de référence a laquelle on va comparer a, pour déterminer la convergence.

e o, est la fonction caractéristique des états valides.

L’algorithme ci-dessous traduit alors I’évaluation des assertions dans le domaine fonctionnel. 11
est directement implémentable sur les BDDs.

debut

oy =«

a, =1

tantque (o, # a,) faire
debut
al, = Src(ow)
si o, (Qinit)

alors
debut
Qp = Qy
ay =ay Aol o 5
fin
sinon
retourner (Assertions Non Satisfaisables)
fin
si (ap # @)
alors

afficher (WARNING: Assertions Non Causales)
fin
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12.4 Evaluation des spécifications

s

Il reste maintenant & définir et 4 implémenter un algorithme permettant 1’évaluation des
spécifications. Ce probléme est abordé dans les sections suivantes.

12.4.1 Principe de ’évaluation

Nous avons vu qu’étant donné un modéle M = (Q, E, S, Qinit» @, 7, 8), ot o est la fonction exp-
rimant les spécifications sur M, I’ensemble des séquences d’exécution de M devant vérifier o est
caractérisé par le point fixe suivant:

oy =vY. & U[o N Aec(Sre(Y))]

D’autre part, nous avons établi les correspondances suivantes entre le domaine ensembliste et le
domaine fonctionnel booléen:

® a, est ’ensemble des transitions valides du modéle. Sa fonction caractéristique o, est une
fonction booléenne de Q x F dans {0,1}, calculée selon ’algorithme décrit précédemment.

* o définit une fonction booléenne de Q@ x E dans {0,1}.

e Pour tout ensemble d’état X C Q du modele, dénoté par sa fonction caractéristique Xy,
Acc(X) correspond 3 la fonction Xx o § définie de Q x E dans {0,1}.

De plus, les opérateurs ensemblistes U et N se traduisent respectivement par les opérateurs de
somme et de produit booléen entre fonctions caractéristiques. On obtient donc une définition
de point fixe dans le domaine booléen de ’ensemble des transitions du modéle vérifiant les
spécifications:

o0 = vy. [y Vo A Fre(y) o 8]
Ce point fixe s’écrit encore:
0o =Y. [ay = [0 A Sre(y) o 8]
Celui-ci est alors classiquement la limite de la suite de fonctions définie ci-dessous:

Yo = Qp =0
Yn+t1 = YnAlay = [0 A Src (yn) o 5]]

Le calcul effectif du point fixe revient donc au calcul des termes successifs de cette suite, jusqu’a
convergence:

Yo = Qu =0
Y1 = Yooy = [0 A Sre(yp) o 8]

Yer1 = Yk Alay = [0 A Sre(yr) 0 8]
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Au rang k, on a Yr+1 = Yk-

Le test de satisfaction des spécifications par le modele peut étre effectué au fur et & mesure
du calcul des termes de la suite. En effet, nous avons vu que lorsque les spécifications ne sont
pas vérifiées, cela correspond a

Je € E, (‘Iim't,e) ¢ oo

soit, dans le domaine fonctionnel:

[Sre(=o0)](ginit)

ou encore:

~[8re (00)1(ginic)

Compte tenu de la décroissance monotone de la suite calculée (Vi € N,yi+1 = ¥;), il est possible
de tester que les spécifications sont satisfaites & chaque calcul d’un nouveau terme.

En tenant compte de toutes ces remarques, on peut maintenant définir un algorithme
d’évaluation des spécifications, qui est décrit dans la section suivante.

12.4.2 Algorithme d’évaluation

D’un point de vue global, le calcul du point fixe est implémenté sous la forme d’une boucle de
calcul des termes successifs de la suite définie précédemment, dont la condition d’arrét est la
convergence de la suite, et dans laquelle la satisfaction des spécifications est testée a chaque
cycle. Les notations adoptées sont les suivantes:

e a, est la fonction caractéristique des transitions valides.
e o est la fonction de sortie du modele (dénotant les spécifications).
e o, est la fonction caractéristique des transitions vérifiant les spécifications.

e o, est la fonction de référence & laquelle o, va étre comparée pour déterminer la convergence
de la suite.

e o est la fonction caractéristique des états corrects par rapport aux spécifications.

L’algorithme ci-dessous traduit alors I’évaluation des spécifications dans le domaine fonctionnel
booléen. Il est directement implémentable sur les BDDs.

debut

oy = (ay = 0)

or=1

tantque (o, # o,) faire
debut

o' = Sre(oy)
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8i 7, (¢init)

alors
debut
Or =0y
oo =0y Aay, = (0 Ao 06))
fin
sinon

retourner (Spécifications Non Satisfaites)
fin

retourner (Spécifications Satisfaites)

fin






Chapitre 13
Implémentation optimisée

Dans le chapitre précédent, certaines carences de 1'implémentation “naturelle” des algorithmes
de vérification se sont dégagées: ordre inadéquat des variables dans les BDDs, coiit exponentiel
de certains opérateurs. Dans ce chapitre, plusieurs améliorations sont apportées pour abaisser le
coiit de la vérification en mémoire et aussi en temps de calcul. '

13.1 Ordonnancement topologique des variables

L’importance de 'ordre des variables dans les BDDs a déja été plusieurs fois évoqué précé-
demment. On sait que selon cet ordre, la taille des BDDs et le coiit de leurs opérateurs peuvent
varier dans de grandes proportions. Or le choix d’un “bon” ordre est un probléme trés dif-
ficile. L’étude des différentes méthodes proposées dans ce domaine révele qu’elles consistent
toutes & rechercher un ordre “local”, destiné & réduire la représentation d’une seule fonction. Or
D'utilisation effective des BDDs conduit toujours & représenter et manipuler un grand nombre de
fonctions, donc il n’y a aucune raison de privilégier la représentation d’une fonction particuliere
par rapport aux autres. Cette remarque conduit immédiatement & définir une méthode de choix
d’un ordre “global”, déterminé a partir de plusieurs fonctions 3 représenter et non plus a partir
d’une seule. Cette idée est mise en ceuvre dans cette section, sous la forme du calcul d’un or-
dre global par combinaison des ordres locaux obtenus pour chacune des fonctions. La méthode
nécessite donc 'emploi d’une méthode de choix d’un ordre local. Nous avons & nouveau choisi la
méthode d’ordonnancement topologique décrite dans la section 12.1, a laquelle nous apportons
tout d’abord des améliorations. Puis nous présentons la méthode de calcul d’un ordre global,
qui a été spécifiquement développée pour la vérification “en arriére”.

13.1.1 Optimisation de I’ordonnancement local

Dans la méthode d’ordonnancement topologique de la section 12.1, nous avons vu que ’ordre cal-
culé dépend totalement du mécanisme de pondération des variables. Il est donc logique d’espérer
obtenir de meilleurs ordres en optimisant cette phase. C’est pourquoi nous proposons ci-dessous
deux améliorations & ce mécanisme.

La pondération des variables s’effectue par analyse topologique d’un réseau d’opérateurs
booléens dénotant la fonction & représenter. Il est possible dans certains cas de modifier la
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Figure 13.1: Prise en compte de la topologie du réseau

topologie du réseau sans changer la sémantique de la fonction qu’il dénote. La figure 13.1 illustre
une telle possibilité. Dans le réseau initial, la pondération est inexacte, car toutes les variables
ont en fait la méme importance. En modifiant le réseau, on retrouve une pondération équitable.
Ainsi, on peut transformer les opérateurs binaires A et V en opérateurs n-aires grice a leurs
propriétés d’associativité. Cette opération correspond aux régles de réécriture suivantes:

Vxe{V,A}, Ve,e1,...,€n,

*(e, *(€g,---,en)) — *(e,€0,...,€n)
*x(x(€0y---,en)ye) — *(egy...,€n,e€)

D’autre part, en tenant compte des régles liées & la négation booléenne:

Ve,e1,...,€n,
'ﬂV(eo,...,en) —  A(—egy...,en)
-~ A(egy.--yen) — V(—eg,...,7en)

—-—e — €

A la suite de ces deux transformations, on obtient des opérateurs V et A n-aires auxquels on
peut encore appliquer une régle de réduction sur les opérandes:

Vxe{V,A}, Ve,eq,...,€n
*(e,e,€0,...,6n) — *(€,€0,...,€n)

Les optimisations que nous venons de décrire ne concernent que les aspects topologiques du réseau
4 pondérer. On peut aussi tenir compte de sa sémantique. L’idée consiste alors a se servir des
BDDs. En se fixant un ordre arbitraire (par exemple 'ordre naif déterminé par le compilateur),
on peut parcourir le réseau en associant a chaque opérateur le BDD qui lui correspond. Les BDDs
ainsi générés traduisent la sémantique de chaque sous-réseau. En particulier, ils fournissent leur
domaine de définition exact, c’est-a-dire ’ensemble des variables qui ont une réelle influence sur
la sortie du sous-réseau considéré. Connaissant ce domaine, la pondération s’effectuera de fagon
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{=2}

Figure 13.2: Prise en compte de la sémantique du réseau

beaucoup plus fine, car seules les variables de celui-ci seront pondérées. La figure 13.2 illustre
cette optimisation.

s

Enfin, une derni¢re possibilité d’optimisation de 1’ordonnancement topologique consiste a
définir une méthode de choix de la variable la plus discriminante parmi plusieurs variables de
méme poids. En effet, la pondération d’un réseau conduit quelquefois & donner le méme poids
maximal & plusieurs variables. Il serait alors judicieux d’effectuer un traitement supplémentaire
sur ces variables pour déterminer laquelle est la plus discriminante. Toutefois, nous n’avons pas
exploité cette idée ici.

13.1.2 Ordonnancement topologique global

La méthode d’ordonnancement “global” que nous présentons maintenant consiste & calculer un
nouvel ordre des variables & partir d’une combinaison des ordres locaux de plusieurs fonctions
données. L’ordre résultant devant correspondre & une “moyenne” des ordres locaux, il est naturel
d’envisager de combiner linéairement ces derniers. Le probléme se formalise donc ainsi: :
Soit F' = {f1,..., fm} un ensemble de fonctions booléennes sur n variables et Op ={71,...,7m}
I’ensemble des ordres locaux calculés pour ces fonctions. Les m; sont des permutations sur
{1,...,n}. Soit une combinaison linéaire des =;:

n
> i
i=1

ol les p; sont des coefficients réels restant & définir. L’ordre global 7 sur F se calcule a partir de
cette combinaison de la maniere suivante:

Vi<k w() <) = 3 pim(i) < 3 pimilh)

i=1 i=1
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Le poids “global” associé a chaque variable peut s’interpréter comme le barycentre des positions
de la variable dans les ordres locaux, affectées des coefficients p1,...,pn. L’ordre global est
construit en classant les variables selon les valeurs décroissantes de leurs poids globaux.

Les coefficients p; peuvent s’interpréter comme des “coefficients d’importance” de ’ordre de
chaque fonction de F pour la détermination de I’ordre global. Pour une fonction et un coefficient
donnés, suivant 'importance de ce dernier par rapport aux autres, ’ordre global sera plus ou
moins proche de 1’ordre local de la fonction, donc il favorisera plus ou moins la compacité de
la représentation de la fonction. C’est pourquoi les coefficients p; doivent étre proportionnels
3 I'importance “estimée” de chaque fonction dans la représentation globale de F' sous forme de
BDD. Selon les critéres considérés, on peut attribuer aux p; différentes valeurs, entre autres:

o p; = 1etVj#ip; =0 On retombe alors sur un ordre local déterminé & partir de la
fonction f;.

e V1<i<n, p; =1. On suppose alors que toutes les fonctions f; ont méme importance
dans la représentation. Le poids global de chaque variable correspond alors & la moyenne
de ses positions dans les ordres locaux.

e On attribue & chaque p; une valeur spécifique, proportionnelle & I'importance de chaque
fonction f; dans la représentation. Dans ce cas, il faut que ces valeurs soient réalistes.

1l est donc trés simple de combiner des ordres locaux de maniére linéaire. Cela n’est cependant pas
tres astucieux car les ordres traduisent mal I’influence de chaque variable dans les fonctions. En
effet, la position d’une variable dans ’ordre n’est pas du tout proportionnelle & son importance sur
le résultat de la fonction. Plutét que de calculer un ordre global directement & partir des ordres
locaux, 1'idée consiste alors a générer des “pondérations locales” associées & chaque fonction.
Ces pondérations doivent préserver ’ordre des variables, mais les poids associés & chacune d’elles
seraient alors proportionnels & leur importance sur le résultat de la fonction. Nous avons défini
une méthode de calcul d’une pondération “locale” des variables d’une fonction. Celle-ci est basée
sur la pondération des variables décrite dans la section 12.1. Nous ’explicitons ci-dessous.

Etant donnée une fonction f(z1,...,2,) et = un ordre sur les variables de f calculé par
ordonnancement topologique local, on cherche & calculer une pondération “locale” de f, notée
Q. Pour simplifier, on suppose que 7 est 1’identité: Vi, x(i) = i. Nous rappelons que cet ordre a
été obtenu a la suite de n pondérations successives ; d’un réseau d’opérateurs dénotant f. A
lissue de chaque pondération, une variable considérée comme la plus influente est “déconnectée”
du réseau et placée dans I'ordre. Avec les hypothéses que nous avons faites et d’aprés la maniére
dont le réseau est pondéré, la i-me pondération §; fournit un vecteur de poids [w;1,...,w;is] olt
w;j est le poids de la variable j dans la pondération (2;, vérifiant les équations suivantes:

Zw;,’ =1

i=1
Vi (1<i) = wij;=0

n
wii = max wij

La deuxi¢me équation provient du fait que chaque variable introduite dans ’ordre est aussit6t
déconnectée du réseau, donc son poids est nul dans toute pondération ultérieure.
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La troisi¢éme équation traduit le fait que la i-éme variable de 1’ordre est la variable z; (car 'ordre
est I'identité). Son poids est donc maximal lors de la i-éme pondération.

L’ordonnancement local de f(1,...,2,) produit donc n pondérations du type Q;. A partir
de ces pondérations, on va calculer Q = [w1,...,wy] de telle sorte que préserve ’ordre calculé
& partir des (); ainsi que l'importance de chaque variable par rapport @ sa suivante dans ’ordre.
Les §); peuvent étre exprimés en extension sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure:

w11 w12 ... Win
0 w2 ... wan

0 ... 0 wpn
Considérons Q2. Au lieu d’avoir w3 = 0, on va lui attribuer une valeur telle que l'importance

de la variable #; par rapport a la variable z, reste la méme que dans 3, ce qui s’exprime par
I’équation:

D’olt on déduit:

w11
w21 =wz2° ——
w12

Mais dans ce cas on a alors:

n
w11
szj =14+ wgo.—

j=i w12

On définit donc une nouvelle pondération Q) = [Wh1,...,wh,] telle que:

n
Z“’éi =1

i=1

Soit encore:

w24

1+w22.3}§

VlSiSn, w§i=

Ce genre de calcul est itéré pour i < n de maniére & obtenir & chaque fois 0, en fonction de
Q2 et Q1. En fin de compte, la pondération locale § est égale a Q.

Nous définissons ci-dessous le calcul formel de Q; +1 en fonction de Q) et Q;4,.
Rappelons les relations existant sur ! et Q;,;:
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n
Ywin; = 1

Jj=1
Vj, ]Sz = “"i+1j=0

Dans un premier temps, on calcule pour j < 7 des nouveaux coefficients v; remplagant les wit1;
(qui sont nuls) dans ;1. Ceux-ci sont tels que:

Vi>i, 75 = witlj

!

. W,

v ] S ’l:, 7.7 = ,t]
Yi+1 Wij+1

Pour j < i, les coefficients ; sont définis par une relation de récurrence décroissante sur j:

Wl

V1<j<i, v =T+
Wij+1

Finalement, la pondérations €}, est définie par:

Yi
E;::l Y

Nous disposons donc maintenant d’une méthode de calcul d’une pondération “locale” per-
mettant d’associer aux variables des poids proportionnels & 'importance de celles-ci dans les
fonctions. Ces pondérations locales sont plus riches que les ordres au niveau de ce qu’elles
expriment, donc on peut obtenir de meilleurs ordres globaux en les combinant.

V1<j<n, wig;=

Nous avons ensuite étendu le calcul de pondération locale aux fonctions obtenues par compo-
sition fonctionnelle, du type k = g(f1,.-., fn). Nous avons vu que du point de vue topologique,
la composition fonctionnelle de g par [f1,..., fa] consiste en une substitution de chaque occur-
rence des variables z; dans g par les fonctions f;. Par conséquent, on peut faire I’approzimation
consistant & considérer que l'influence de f; sur h est égale & celle de z; sur g. Si 1y est la
pondération locale de g, cette influence est égale & wy;. Par extension, l'influence sur h des
variables apparaissant dans f; est proportionnelle & wg;.€;, ot {); est la pondération locale de
fi. Tl en est de méme pour toutes les f;, donc 'influence des variables zi,...,zn sur h-est
proportionnelle & une combinaison linéaire I' des {2;:

I'= i wgi- S

i=1

et pour chaque variable j, le coefficient +; correspondant est:

n
Y= Z Wg i-Wij
i=1

Définissons alors la matrice M, (Fiyeevs fr) des pondérations locales des fonctions fi,..., fn:
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['wn cer W1j ... Wip

M(f1,...,fn)= Wil -e. Wij ... Wip

Wpl «vv Wnj ... Wnp |

Les calculs des v; correspond alors au calcul matriciel suivant:

_t
T="¢,.... %%
D’olt on peut déduire une pondération locale Q2 pour k en posant:

. ¥i
Vi<i<n, whi=2_nL7
3=113

Nous avons donc défini une méthode pour calculer un ordre global des variables a partir
d’un ensemble de fonctions donné. Evidemment, une telle approche n’a pas d’intérét si elle est
appliquée & un ensemble quelconque de fonctions. Ainsi, si ’ensemble considéré est grand ou si
les fonctions qu’il contient sont complétement indépendantes (c’est le cas par exemple si leurs
domaines de définition sont disjoints), ou encore si celles-ci sont connues pour ne pas avoir de
représentation sub-exponentielle avec les BDDs, ’ordre global calculé ne sera pas bon. Clest
pourquoi la méthode que nous venons de décrire doit étre appliquée & un ensemble de fonctions
bien défini. Nous montrons dans la partie suivante que c’est le cas dans le cadre de la vérification
en arriére.

13.1.3 Application 4 la vérification en arriere

Le modéle encodant tout programme LUSTRE est défini & partir d’un ensemble de fonctions bien
identifiées et caractérisées. Ce sont:

e La fonction d’assertion.
e La fonction de sortie.

e La fonction de transition.

Ces fonctions sont complétement explicitées avant le début de la vérification. On peut donc cal-
culer une pondération locale pour chacune d’elles. Dans un premier temps, un ordre global
des variables peut alors étre directement obtenu & partir d’une combinaison linéaire de ces
pondérations. Appelons Qq,%%,%, (1 < k < n) les pondérations locales correspondant respec-
tivement & la fonction d’assertion, & la fonction de sortie et aux fonctions partielles de la fonction
de transition. Il n’y a @ priori pas de raison de discriminer ces fonctions les unes par rapport
aux autres, donc on calcule une pondération globale & partir de la moyenne des pondérations
locales:

Q=0+ Q0+ Y Q,
k=1
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On déduit un ordre global & partir de Q.

On peut maintenant essayer d’ajouter & ’ensemble de fonctions prises en considération dans
le calcul d’un ordre global les fonctions issues de compositions fonctionnelles, qui sont calculées
au cours de la vérification en arriére. Les expériences réalisées montrent en effet que ces fonctions
correspondent en général a de trés gros BDDs, d’ou I'idée d’essayer de générer un ordre adapté
3 leur représentation. Initialement, on ne dispose pas de représentation de ces fonctions sous
forme de réseaux d’opérateurs, donc on ne peut pas en calculer directement une pondération
locale. Par contre, on sait que celles-ci sont générées au cours de deux calculs de points fixes,
l'un correspondant & 1’évaluation des assertions, ’autre & ’évaluation des spécifications.

Pour 1’évaluation des assertions, ces fonctions forment une suite (f;);en, définie comme suit:

{ fo = Sre(e)
for1 = Sre(fpod)

Pour I’évaluation des spécifications, elles forment une suite de fonctions (g;j);en, définie par:

{ g0 = ’S’Zc(a,, = o)
gp+t1 = Src(gpod)

En faisant abstraction des opérateurs de quantification sur les variables d’entrée, on définit deux
nouvelles suites (f]) et (g}):

{ fo = o
f,’,+1-f,',°5

% =9
9}+1 = 9;°5

Les premiers termes de ces suites sont connus initialement, et leurs pondérations locales respec- .
tives sont Q4 et Q,. Chaque autre terme se déduit du précédent par composition fonctionnelle
de ce dernier avec la fonction de transition. On peut donc employer la méthode d’évaluation de
pondération locale des fonctions issues de compositions fonctionnelles décrites précédemment. Si
on définit la matrice des pondérations locales de la fonction de transition:

Ms=[Q1,...,0]
On peut calculer une pondération locale “estimée” des fonctions f! et gi:

Qf;+1 = Mﬁ-ﬂf,’,

Q; = Q
Q. = tMg.Qg;
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A partir de ces pondérations locales, on peut avoir une idée de I'importance des variables dans
les fonctions qui vont étre générées. Elles peuvent aussi étre utilisées pour le calcul d’un ordre
global des variables, & condition de répondre aux deux questions suivantes:

e Combien de préconditions faut-il considérer? Les suites (fi) et (g;) étant convergentes,
Pensemble des termes générés est fini. Cependant, on ne sait pas a priori & partir de quel
rang la convergence est effective. On est donc obligé de considérer un nombre arbitraire N
de termes.

® Quels poids donner aux pondérations locales des fonctions dans la combinaison linéaire
de celles-ci? La réponse a cette question doit tenir compte de deux aspects. D’une
part, les pondérations obtenues pour ces fonctions sont issues de deux approximations.
La premiére provient directement de la maniére dont sont calculées les pondérations des
fonctions obtenues par composition. La seconde est liée au fait que les opérateurs de quan-
tification sont négligés dans I’expression des fonctions effectivement générées au cours des
calculs de points fixes. L’autre aspect & prendre en compte dans le choix des poids associés
aux pondérations de ces fonctions est lié au fait que la probabilité de générer le n-iéme
terme des suites considérées diminue au fur et 3 mesure que n augmente, du fait de la
convergence.

Les remarques évoquées ci-dessus font que la prise en compte des fonctions obtenues par compo-
sition dans la méthode de vérification en arriére est trés délicate.

En conclusion, nous avons défini dans cette section une nouvelle méthode de calcul d’un ordre
des variables dans les BDDs. Celle-ci sera expérimentée pour la vérification en arriére.

13.2 Simplification de fonctions

Nous avons vu que les performances des BDDs en mémoire et en temps de calcul dépendent
essentiellement de la taille des BDDs manipulés. Or, dés qu’un ordre a été choisi pour les
variables, la taille des BDDs devient un paramétre statique, qui ne peut plus étre modifié en
cours d’exécution. La seule maniére d’agir sur la taille des BDDs consiste alors & les simpli-
fier de maniére dynamigue, en tenant compte de certaines hypothéses ou informations connues
sur le contexte dans lequel ils sont manipulés. Cette approche a donné naissance a une classe
d’opérateurs de simplification. Avant de détailler leur fonctionnement, nous rappelons le cadre
formel par rapport auquel ceux-ci sont définis.

13.2.1 Simplification de fonctions
Dans ce qui suit, la simplification de fonctions se pose dans les termes suivants: étant donnée
une fonction f de {0,1}" dans {0,1} et un domaine non vide D C {0,1}", simplifier f sur D

consiste & définir une fonction h équivalente & f sur ce domaine. Cette définition s’exprime par
la relation:

Vz, z € D = (h(z) = f(z))
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qui indique que h est égale & f sur le domaine D, et peut prendre n’importe quelle valeur en
dehors. On peut tout de suite remarquer que si le domaine de définition de f et D sont disjoints,
aucune simplification de f sur D n’est possible. Par ailleurs, D pouvant étre dénoté par sa
fonction caractéristique Xp, la relation précédente s’écrit encore:

Vz, Xp(z) = (k(z) = f(=))
Par définition, on dira que h est une restriction de f & Xp. Réciproquement, étant donnée une
fonction g # 0, celle-ci dénote un unique domaine Dy C {0,1}", et la restriction de f & g sera
interprétée comme la simplification de f sur le domaine Dy. Dans la suite, on ne parlera plus

que de restriction d’une fonction booléenne par une autre fonction booléenne. On peut établir
des résultats intéressants et importants au sujet de la restriction de fonctions:

Théoréme 4 Etant données trois fonctions f, g # 0 et h de {0,1}" dans {0,1} h est une
restriction de f d g si et seulement si:

(fAg) = h=(~gVf)
Preuve:
=>: h est une restriction de f & g donc Vz, g(z) = (h(z) = f(=)).
Cette relation s’écrit encore:
-gV(RAF)V(-hA-f)=1
ou, aprés complémentation:
gAYV FYA(=RV=f)=0
D’autre part, h vérifie comme toute fonction booléenne la double implication suivante:
O=h=1
On a donc:
gA(RV FYN(=hV =f) = h= =gV (hAf)V (=h A=)
d’ott on déduit les deux équations ci-dessous:

1
1

I

—hV gV (kA Ff)V(=hA=f)

{hv—-gv(—wh/\ﬁf)v(h/\f)

Apreés simplification, ces équations se réécrivent sous la forme:

hV-fVv-g=1
-hVfVv-g=1

soit finalement
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(fAg)=h
h = (fV-g)

<=: Soit h telle que (~g V f) = h = (f A g). Cette double implication se réécrit sous la forme:
(~fV-gVR)A(-RV—-gV f)=1

D’ou, aprés développement et simplification
“gV(RAf)V(mhA-f)=1

et, finalement:

g=(h=f)

Donc h est une restriction de f a g.

D’aprés cette double implication, il est clair qu'il existe en général plusieurs solutions au
probléme de la restriction d’une fonction f par une fonction g.

D’autre part, nous établissons a partir de cette double implication un dernier résultat simple
mais trés utile sur les restrictions. Etant donné deux fonctions f et g # 0, et h une restriction
de f & g, on a I’égalité:

fAg=hAg

Preuve:
Immeédiate sachant que fAg = h = —gV f.

13.2.2 Opérateurs de restriction sur les BDDs

Appliquée aux BDDs, le but de toute restriction de f & g est de réduire la taille du BDD
représentant f sur le domaine caractérisé par g. L’intérét de cette réduction réside essentiellement
dans l’abaissement du cofit des opérateurs qui sont sensibles & la taille de leurs opérandes. Il
existe plusieurs solutions possibles au probléme de la restriction, la meilleure étant celle dont le
BDD est de taille minimale. Cependant, la recherche d’une telle solution ne doit pas étre d’un
colit supérieur au gain qu’elle peut apporter aux autres opérateurs. C’est pourquoi en pratique,
on ne cherche pas une restriction optimale, mais juste une “bonne” restriction. Le choix de
cette derniére s’effectue selon des critéres heuristiques. Plusieurs opérateurs de restriction sur les
BDDs ont été congus, chacun avec des critéres spécifiques de choix d’une solution. Ils fournissent
donc en général des résultats différents les uns des autres. En ce qui nous concerne, le critére
principal est la réduction de la taille des BDDs. Notre choix s’est porté sur celui offrant le meilleur
compromis entre le gain de taille et le temps de calcul nécessaire & 1’obtention du résultat: il
s’agit d’un opérateur appelé “restrict” [Mad90], et noté ft. Cet opérateur fonctionne selon les
régles suivantes:

Reégles terminales:
La valeur ¢ utilisée ci-dessous désigne n’importe quelle fonction.
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I peut est assimilable & une fonction indéterminée.

fro=¢
fri=f
frf=1
Ot g=0
1ftg=1

Reégles d’inférence:

Soit f=—aAfzVaeAfetg=-yAggVyAgy
siz <y, f1g= combiner(z,fz1tg,f- 1 9)
siz=y, f g = combiner(z,f; f gz, f= T 92)
siy<z, fhg=711(9:V9e)

La fonction combiner fonctionne quant & elle de la fagon suivante:

combiner(z, f,¢) = f
combiner(z,$,9) =g
combiner(z, f,g) = xANfVeAg

Nous mentionnons deux autres opérateurs de restriction qui présentent un grand intérét dans
certains cas: ce sont le “constrain” [OC89b,0C89a] (noté 1) et le “minimize” [Ray91] (noté |):

e L'opérateur “constrain” assure que le résultat obtenu a des propriétés particuliéres [Coudl,
HJT90]. Par rapport & l’opérateur T, la seule différence se situe au niveau de la derniére
régle d’inférence, qui est la suivante:

siy <, fTg= combiner(y,fz 19,fy19)

Intuitivement, 'opérateur T autorise 'introduction dans le résultat de variables appartenant
3 g mais n’appartenant pas a f, alors que 1’opérateur {} interdit cette possibilité.

e L'opérateur “minimize” permet quant  lui de fournir des restrictions de taille en général
inférieure aux deux opérateurs précédents, et de réduire le domaine de définition des fonc-
tions restreintes. Il est utilisé pour la génération de code dans le compilateur LUSTRE,
afin de diminuer le nombre de tests a effectuer [Ray91]. Malheureusement, cet opérateur
présente un coiit exponentiel alors que le “restrict” et le “constrain” restent polyndmiaux.

Un exemple d’application de ces opérateurs de restriction est donné dans la figure 13.3. Celui-ci
a été choisi au hasard et n’entend pas prouver que I’un des opérateurs est meilleur que les autres.

Il faut remarquer que, dans certains cas, les opérateurs de restriction présentés ci-dessus
fournissent de mauvais résultats, dans le sens oui le BDD obtenu est plus important en taille
que le BDD d’origine (voir exemple de la figure 13.4). Dans ce cas, le gain apporté par ces
opérateurs est négatif, étant donné qu'on a consommé du temps de calcul sans pour autant
réduire la complexité du BDD considéré. Heureusement, ces cas surviennent rarement de sorte
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] T T2

T3 T2 T2 T2 T3 1
T4 11 0 o4 11 0 4 0

0 1 0 1 0 1

fty flg flg

Figure 13.3: Exemple d’application des opérateurs de restriction
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Figure 13.4: Exemple de mauvaise restriction
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que globalement, le gain fourni par les opérateurs de restriction est largement positif. D’autre
part, on peut aussi se poser la question de savoir & partir de quelle taille de BDD il est intéressant
d’ appliquer les opérateurs de restriction. En effet, il est logique de croire que sur les “petits”
BDDs, le gain est trop faible pour étre intéressant.

13.2.3 Application a la vérification en arriere

Les opérateurs de restriction peuvent tout de suite étre utilisés pour la simplification du modéle
sous les hypothéses fournies par les assertions. En effet, ces derniéres s’expriment sous la forme
d’une fonction booléenne et toutes les autres fonctions du modéle peuvent étre simplifiées sachant
que les assertions sont vraies. Ainsi, & partir de tout modele M= (Q,E,S,qinitr, 0, g), on peut
définir un modele Mg = (@, E, ¢init» @, ca,ba) équivalent 3 M sur le domaine ot les assertions
sont vérifiées. Ce nouveau modele peut étre obtenu de la fagon suivante, en utilisant par exemple
I'opérateur {):

ca=0fa
ga=[51 ﬂa"'w&nﬂa]

Les opérateurs de restriction vont aussi étre utilisés dans plusieurs autres cas qui seront détaillées
ultérieurement.
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13.3 Calcul de plus grand point fixe
Les algorithmes d’évaluation des assertions et des spécifications sont tous les deux basés sur

le calcul de plus grands points fixes de fonctions. Nous allons optimiser ce calcul & ’aide des
opérateurs de simplification de fonctions.

13.3.1 Optimisation des opérations de composition fonctionnelle

De maniére générale, considérons une suite de fonctions booléennes (9i)ien vérifiant les relations:
VieN, gi#0
V(i,k) €N i<k= (g = )

Cette suite est monotone décroissante au sens de Pimplication. On cherche maintenant & calculer
les termes de la suite (h;);cn définie par:

VieN, hi=giof
ot f= [f1-- ., fn] est un vecteur fonctionnel booléen. Les h; peuvent étre calculées directement &
partir de leur définition. Cependant, la composition fonctionnelle est une opération trés coiiteuse.

On va donc utiliser les propriétés de la suite (g;) et les opérateurs de simplification de fonction
vus dans la section précédente pour faire décroitre la complexité du calcul de la suite (hs).

D’aprés la relation vérifiée par la suite (g;);en, on a en particulier:
VieN, giy1 =g
Donc
Vi€EN, git1 =gi+1 N gi
Nous notons “{}” un opérateur de simplification de fonction quelconque. Pour toute fonction f

et toute fonction g # 0, f 1 g est une restriction de f & g, donc d’apreés les résultats établis dans
la section précédente:

9i+1 = gi+1 A gi = (gi+1 1 %) N gi

Compte tenu de la distributivité de la composition fonctionnelle sur le produit booléen:
Vi€ N, giyniof=(gis1hg)ofAgiof

d’oli on déduit une relation de récurrence suivante sur les A;:

Vi€N, hiy1 = (gi+1 1 gi)o f AR
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La relation ci-dessus est une alternative au calcul direct des h;. La question qui se pose alors
consiste & déterminer quelle implémentation du calcul de ces termes est la plus efficace. Na-
turellement, nous abordons ici le probléme sous ’angle des BDDs.

A priori, la méthode de calcul des h; par récurrence parait plus coiiteuse, car elle nécessite
deux opérations supplémentaires pour le calcul de chaque terme: une simplification ({}) et un
produit (A ). En revanche, la composition fonctionnelle effectuée sur (gi+1 Tt gi) va étre moins
complexe que celle effectuée directement sur g;+1, & cause de la simplification apportée par
l’opérateur f}. Si on compare maintenant le coiit des opérateurs impliqués dans les calculs, celui-
ci est polynémial pour la simplification et le produit booléen, tandis qu’il est exponentiel pour
la composition. On a donc largement intérét a favoriser la baisse du coiit de la composition par
rapport aux autres opérations. C’est pourquoi la seconde méthode de calcul de la suite (h;) est
plus intéressante que la méthode directe.

13.3.2 Optimisation des opérations de quantification universelle

L’optimisation décrite ci-dessus pour la composition fonctionnelle est valable pour tout autre
opérateur distributif sur le produit booléen. Néanmoins, cette optimisation n’est intéressante
qu’a condition que l’opérateur considéré ait un coiit élevé sur les BDDs, auquel cas le cout
des opérations supplémentaires est compensé par le gain sur 'opérateur en question. Clest le
cas de la quantification universelle. Etant donnée la suite de fonctions booléennes (g;) définie
précédemment, on définit la suite de fonctions (k;) de la fagon suivante:

VieN, k=YX g

ot X est un ensemble quelconque de variables du domaine de définition de g;, et la notation “yXx”
dénote la quantification universelle sur les variables de X (voir section 11.2.3). La quantification
universelle étant distributive sur le produit booléen,

Vi€N, VX (gi+1 A g) = (VX gi+1) A (VX gi)
d’ott on déduit une relation de récurrence suivante sur les k;:

Vi€eN, kiyi=[VX (gi+1 1 )] A ki

13.3.3 Application & la vérification en arriére

Les résultats établis ci-dessus ont une application directe dans le cadre de la vérification en
arriére, pour ’évaluation des assertions et des spécifications. En effet, nous avons vu que cette
évaluation s’effectue par calcul de plus grand point fixe de fonctions booléennes. En pratique, ce
calcul revient & générer les termes successifs des deux suites A et ¥ définies par:

A ap = a
"1 ant1 = oanASrc(an)od

o o) = Q=0
"\ Ons1 = o = [oa A Sre(on) o8]
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Il a déja été démontré que ces deux suites sont convergentes, donc elles vérifient bien:
V(i,k) € N?, i<k = (ar = o)
V(i,k) € N?, i<k = (0} = 03)
Cette relation peut étre étendue aux termes quantifiés:
V (i k) € N%, i <k = (Src(ar) = Sre(a;))
V (i,k) € N2, i <k = (Src(ox) = Sre(o3))

On définit alors les suites A’ = (o, )pen et &' = (o7 )nen:

I, op = 1

A {a:.+1 = Sre(an)
!

o] o0 =1

ol {m = Sre(on)

Comme cela vient d’étre établi, ces suites sont convergentes. Intéressons-nous maintenant au
calcul des termes des suites A" = (af})nen et " = (0”),cn définies ci-dessous:

A":VneN, ol =a,0b=8rc(al)o0d
£": VneN, aﬁ:a;og'=3’\rz(a;)og

Tant que les termes des suites A’ et X' ne convergent pas vers 0, on peut alors appliquer la
méthode de calcul par récurrence des termes de A" et T":

Vn €N, apyy = (cpyy tap)obAal
VneEN, opii=(0hiy T oh)obAnal

On en déduit une nouvelle définition des suites A et T & partir de A” et X"

A°{ Q = «

"
Ant1 = an/\an+1

o) = ayp=o0
¥ Ao
On+1 o = (onAopyq)

L’évaluation des assertions et des spécifications peut donc étre optimisée en utilisant un
opérateur de simplification booléenne de la maniére décrite ci-dessus.
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13.4 Partitionnement de fonctibns

La taille des BDDs étant le probléme majeur pour leur représentation et leur manipulation, il est
primordial de gérer efficacement I’espace mémoire qu’ils occupent. Or cet espace dépend de deux
paramétres: la taille et le nombre de BDDs représentés. L’utilisation effective des BDDs nécessite
donc de minimiser ces valeurs. En ce qui concerne la taille, celle-ci ne dépend que de 1’ordre fixé
au départ pour les variables. Par conséquent, il est impossible de la contrdler dynamiquement.
En revanche, le nombre de BDDs représentés peut étre partiellement contrélé [HIT90]. En effet,
il est possible de connaitre & chaque instant 'ensemble des BDDs utilisés, ou encore “accessi-
bles”. L’espace mémoire occupé par les BDDs non accessibles est alors récupérable. Dans ce
cas, et pour un ordre des variables fixé, I’espace mémoire effectivement occupé par les BDDs
n’est alors plus fonction que du nombre de BDDs accessibles. Or celui-ci est sujet & de grosses
fluctuations au cours du temps, dues essentiellement aux opérations effectuées sur les BDDs. En
effet, les opérateurs symboliques générent des résultats intermédiaires pendant leur exécution.
Bien qu’utilisés temporairement, ces résultats doivent néanmoins étre conservés durant toute ou
partie des calculs, d’ol1 un accroissement du nombre de BDDs accessibles pendant 1’exécution
des opérateurs symboliques. Cet accroissement peut devenir considérable dans certains cas, et
aboutir & une saturation compléte de I’espace mémoire disponible. Les calculs doivent alors étre
abandonnés, faute d’espace mémoire suffisant.

Evidemment, un tel cas d’échec n’est pas acceptable et doit étre absolument évité. Une
maniére d’y parvenir consiste & ne pas effectuer d’opérations risquant de générer trop de résultats
intermédiaires. Or, le coiit des opérateurs BDDs est proportionnel 2 la taille de leurs opérandes.
Tl en est de méme pour le nombre d’opérations intermédiaires effectuées, donc pour le nombre
de résultats intermédiaires générés. Par conséquent, il faut éviter d’effectuer des opérations dont
les opérandes sont de trop grosse taille. Cela n’est pas toujours possible, mais nous décrivons ici
un moyen d’y arriver dans certains cas.

13.4.1 Couverture de fonctions

On appelle couverture disjonctive d’une fonction booléenne f tout ensemble fini de fonctions
booléennes C, (f) = {f1,..., fn} vérifiant:

f=V#

=1
Vi<i<n, (\ f)#f
i=1,i#j

Intuitivement, la somme booléenne des fonctions de C,(f) est égale a f, et tout sous ensemble
de C,(f) n’est pas une couverture de f. D’autre part, Cy (f) est une couverture ezclusive si elle
vérifie en plus la relation suivante:

V1<i<j<nm, finfi=0

Toute fonction f admet au moins une couverture disjonctive exclusive (elle-méme).
Dualement, on définit la couverture conjonctive exclusive C,(f) de toute fonction f:
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f=A\F

=1
Vi<i<n, ( A f)#f
i=11’¢1
Vi<i<j<n, fiVfi=1

Toute fonction f admet au moins une couverture conjonctive exclusive. De plus, toute couverture
disjonctive exclusive d’une fonction est une couverture conjonctive exclusive de sa négation:

ﬂf=Vﬁ
=1
D’ou:
F=AGE
=1

En posant f; = —-f!:

et:

fivfi=1

Toute fonction booléenne f posséde donc au moins une couverture disjonctive et une couverture
conjonctive exclusives. Dans la suite, on appellera indistinctement “couverture” 1’un ou I’autre
de ces types de couvertures.

13.4.2 Intérét des couvertures de fonctions

L’intérét des couvertures de fonctions se situe au niveau des opérateurs distributifs sur la somme
ou le produit booléen. En effet, pour tout opérateur n-aire x distributif sur la somme, et pour
toute fonction f dont une couverture est Co(f) = Vi=1 fx, on a:

n

V1i<i<n, *(zl’”"mi—l,fawﬂ-l,”"zn)= V *(317-~°7zi—l’fkazi+17"°9zn)
k=1
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De méme, pour tout opérateur * distributif sur le produit, et pour toute fonction f dont une
couverture est C,(f) = Ar=1 fk, on a:

n

Vi1 < 1 < n, *(zl"--,zi—lvf,zi-!-l"'-a‘cn) = A *(319'”,zi—lafk"cc?l,'”’mn)
k=1

On peut donc scinder toute opération x (21,..., f,...,2a) en n opérations * (z1,..., fes-.-,2n)
et n — 1 sommes ou produits booléens. Bien que le nombre d’opérations effectuées soit alors
plus élevé que pour ’opération directe, celles-ci sont d’une complexité moins grande. C’est a ce
niveau que I’utilisation des couvertures de fonctions peut présenter un intérét.

13.4.3 Application aux BDDs

Au niveau des BDDs, le probléme que nous cherchons & résoudre consiste & éviter d’appliquer
les opérateurs symboliques sur des opérandes de trop grande taille. Si les opérateurs considérés
sont distributifs sur la somme ou le produit booléen, on peut alors calculer des couvertures de
leurs opérandes et utiliser les résultats établis ci-dessus. Ainsi, étant donnée une fonction f et
une couverture disjonctive Cy(f) = {f1,...,fn} de f, toute opération (..., f,...) (olt x est un
opérateur distributif sur la somme booléenne) peut alors étre implémentée par un algorithme du

type:

debut

soit C,(f) = {f1,--+, fa};

res = 0;

pour chaque f; € C,(f) faire
res =res V *x(..., fiy..o);

fin ,

1l reste & déterminer sous quelles conditions 1’algorithme ci-dessus aura un coit moindre
que D'opération directe (..., f,...) sur les BDDs. A ce niveau, il est clair que ce coit dépend
complétement de la couverture de f utilisée:

e En mémoire: 1’objectif étant avant tout de réduire le cofit en mémoire de 1’opération a
effectuer en 1’appliquant & des opérandes de taille plus raisonnable, il est obligatoire que
la représentation de chaque fonction f; de la couverture soit de taille inférieure a celle de
f, afin d’abaisser le nombre de résultats intermédiaires générés pendant chaque opération.
Cependant, la représentation de C,(f) va générer un surcoiit, puisque chaque fonction de
la couverture doit étre représentée par un BDD supplémentaire.

e En temps de calcul: le coiit total des appels & x dépendra & la fois de la taille et du nombre
de BDDs représentant la couverture. A cela, il faut ajouter le coiits des appels a ’opérateur
V, qui dépend lui aussi de ces deux parametres.

Finalement, le coiit de l’algorithme dépend & la fois de la taille et du nombre de BDDs
représentant la couverture. On peut alors envisager les cas extrémes suivants:

e Les BDDs de la couverture sont de taille “trés petite”. Le coiit de chaque appel a x
sera alors diminué & la fois en temps et en mémoire. Par contre, le nombre de fonctions
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nécessaires pour former la couverture va étre “trés élevé”. Donc, la taille globale de la
couverture et le nombre d’opérations & effectuer vont augmenter d’autant.

e La couverture n’est formée que par un seul BDD, Qui est donc nécessairement celui de f.
Le coiit de I'algorithme est donc égal & celui de ’opération directe.

En pratique, on n’a pas intérét & ce que les BDDs de la couverture soient trop petits, car ils
deviennent alors trés nombreux, ce qui produit une augmentation du coiit de leur représentation
en mémoire et du nombre d’opérations effectuées. I faut donc trouver un compromis entre la
taille et le nombre de BDDs formant la couverture, ces deux parameétres étant évidemment liés.

A partir des remarques ci-dessus, nous avons défini un opérateur de “partitionnement” sur

les BDDs. Cet opérateur calcule, pour un BDD donné, une couverture répondant aux critéres
évoqués ci-dessus. Naturellement, il existe en général un trés grand nombre de couvertures
d’un méme BDD. Le choix de 1’une d’entre elles ne peut étre qu’heuristique. La méthode de
partitionnement que nous décrivons ci-dessous est basée sur des critéres syntaxiques: elle s’appuie
en effet sur une analyse topologique du BDD a couvrir, c’est-a-dire que la couverture générée
dépend uniquement de la structure du BDD partitionné.
L’heuristique mise en ceuvre consiste simplement générer une couverture d’un BDD dont tous
les éléments sont de taille inférieure & une limite constante. Nous décrivons ci-dessous lalgorithme
générant une couverture disjonctive exclusive d’un BDD f sous forme d’un ensemble de BDD de
taille inférieure & une limite M € N*.

fonction partitioner(f): C,(f)

debut

si|fl<M

alors

G ={rk

sinon
debut
choisir f',p,q telles que | f'| <M et f =pA f'VqA~f';
Cv(f) = partitioner(p A f') U partitioner (gA=f;
fin

fin

Dans cet algorithme, le partitionnement de f dépend exclusivement du choix de la fonction
f'. 1 est facile de prouver l’existence d’une telle fonction. L’existence d’un sous-BDD §f' de f
vérifiant | f'| < M est évidente. En effet, si f = -z A fz V& A fz, on a au niveau de la taille des
arbres: ‘

[f2] < |F]
[fz] < |f|

La taille des sous-arbres de f étant strictement inférieure & celle de l'arbre de f, il existe
nécessairement un sous-arbre de f de taille inférieure 3 M. Soit f' la fonction dénotée par
un de ces sous-arbres. D’aprés les propriétés de l'expansion de Shannon, il existe un couple
(unique) de fonctions (p,q) tel que f = pA f'VgA—f. Les fonctions (A Sf') et (gA—f")
forment trivialement une couverture disjonctive de f. De plus, cette couverture est exclusive:
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(PAFYA(gA-f)=0

L'existence de f' étant prouvée, il faut d’abord trouver un sous-arbre f' de f vérifiant | f'| < M,
puis calculer le couple de fonctions (p A f',g A =f') sur lequel le partitionnement doit &tre itéré.
La recherche de f' s’effectue par un parcours de f:

fonction chercher(f, M): f'

debut
si (f=0) ou (f=1)
alors
fl=1
sinon
si(|f|<M)
alors
Cf=t
sinon
debut

soit f=—zAfzVeAf:

f' = chercher(fz, M — 1)

si(f' = 1)

alors
f' = chercher(fz, M —1)

fin :

fin

La taille limite M est passée en paramétre de la fonction chercher afin de prendre en compte
le nombre m de nceuds visités durant le parcours de f. En effet, tout chemin menant de la
racine de f a celle de f' va étre inclus dans la fonction p associée & f'. Donc la taille du BDD
représentant p peut (ce n’est pas forcé compte tenu des réductions) étre supérieure a m, auquel
cas il faut que la taille de f' soit inférieure & M — m. D’autre part, il faut remarquer que M ne
peut étre inférieure au nombre de variables apparaissant dans les BDDs. Si elle est choisie égale &
ce nombre, tout BDD sera décomposé en somme (ou produit) de monémes. La fonction chercher
choisit f' de telle sorte que ce ne soit pas une fonction constante, car autrement ’expansion de
Shannon par rapport a une telle fonction n’a aucun intérét pour le partitionnement.

La recherche du couple (p, g) associé & f' et tel que f = pA f'V g A~ f' s’obtient trés simple-
ment par parcours du BDD de f. En effet, p est le BDD issu de la réunion de tous les chemins
menant 3 f' dans f, et ¢ est le BDD issu de la réunion des autres chemins, comme indiqué dans
la figure 13.5. L’algorithme de calcul de (p, g) sur les BDDs est le suivant:

fonction partager(f, f'): (p,q)
debut
soit f'=—-zAfiVaAf]
soit f=-yAfgVyAfy
si(f=1)
alors

(p9) = (1,0)
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La fonction p A f' La fonction g A - f'

Figure 13.5: Partitionnement d’'un BDD

sinon
si(z<y)

alors
. (p,g) = (0, f)

sinon
debut
(P, 90) = partager(fg, f')
(P1,41) = partager(fy, f')
(Pa) =(-yAPoVYAPL-YAQVyAg)
fin

fin

La méthode de partitionnement que nous venons de décrire permet de transformer n’importe
quel BDD de taille supérieure & M en une couverture disjonctive exclusive de BDDs tous de
taille inférieure & M. Cette opération est coiiteuse en mémoire puisque tous les BDDs de la
couverture doivent étre représentés, et aussi en temps de calcul. En revanche, I'utilisation du
partitionnement permet d’abaisser les coiits liés & certaines opérations, & condition que la valeur
de M soit bien choisie.

Enfin, remarquons qu'il est possible de définir de trés nombreuses heuristiques de génération
de couvertures & partir des BDDs. Par exemple, dans la méthode qui vient d’étre présentée, la
valeur de la limite M pourrait étre choisie en fonction de la taille du BDD & partitionner ou de
I'opérateur pour lequel une couverture des opérandes doit étre calculée. On peut aussi définir
d’autres critéres que la taille de chaque BDD constituant la couverture. Ainsi, on peut essayer
de trouver des méthodes réduisant la taille globale de la couverture générée, ou des méthodes
basées sur la sémantique des BDDs.

13.5 Composition fonctionnelle restreinte

L’opérateur de composition fonctionnelle sur les BDDs est de loin le plus coliteux parmi ceux
utilisés pour implémenter les algorithmes d’évaluation des assertions et des spécifications. Nous
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définissons ici un nouvel opérateur, dérivé de celui décrit dans la section 12.2, dont le but est
d’abaisser le coiit de la composition fonctionnelle.

13.5.1 Principe

Cet opérateur est basé sur utilisation massive des opérateurs de restriction booléenne, d’otr son
appellation de composition fonctionnelle restreinte. Les opérateurs de simplification booléenne
s’appliquent & des fonctions dont on limite le domaine de définition. Or si on reprend la définition
inductive de ’opérateur de composition fonctionnelle classique, étant donné un vecteur fonction-
nel f = [fiy+++y fn); le calcul de go f=9(f1y-++,fn) seffectue en appliquant la régle suivante:

VISZSH, gof = —‘fi A gii(fl,'~~’fi—1afi+la-'~’fn)
\ fi A gci(fl,'-~,fi—1,fi+1,---3fn)

Nous allons maintenant montrer que pour toute fonction A, on a:

hA(go f)=hAg(fith,..., filth,..., falth)
Pour h = 0, ’égalité est évidente. Supposons maintenant que h # 0. On peut alors écrire:

VISZSTL, h/\(gof) A _‘fi A gi;(.fly°"’fi—1’fi+la°"’fn)
A

= h
vV h fi A gz; (fl?'-'afi—lafi-l'-l?""fn)

Or d’aprés les résultats établis sur la restriction de fonctions, et comme A # 0, on sait que:

AAfi = RA(fitt h)
h A =f; hA((=fi) T R)

Il

De plus:
hA=fi=hA=(fit k)
En effet, d’aprés la double implication sur la restriction:
(RAS) = (fi k)= (-hV fi)
d’otl1, en complémentant:
(=fi NB) = =(fi t h) = (SR V =fi)
et en faisant le produit avec h:
(RA=F) = [RAS(fi 1 h) = (RASS)
Par conséquent:

Vi<i<mn, h/\g(fl,...,f,',.--,fn)=h/\9(f17~-',fz' f ha""fn)
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d’ou:
RAgof=hAg(fitt hyeeesfi M hyeuryfn 1t B)

Ce résultat peut étre appliqué directement & la définition inductive de la composition fonction-
nelle, d’olt une nouvelle définition de celle-ci:

V1i<i<n, gof = =fi A gz, (fih ~fireewsfit B =Fis fir1 D =fireer, fu 1 =F)
Vi fi AN g (A foe fica M fisfirr 0 oo s Fn 1 £i)

De la méme fagon que pour la composition fonctionnelle classique, la régle ci-dessus finira par
étre appliquée aux fonctions constantes 0 et 1, pour lesquelles on a:

Viig=0 = gof=0
Viig=1 = gof=1

L’algorithme implémentant la composition restreinte sur les BDDs est alors défini de la manitre
suivante:

Reégles terminales:
compose_restrict(0, f-) =0
compose_restrict(1, f) = 1

Régles d’inférence:
soit g = —z; Agz, Vai A gz;
§°it f= [flvuafn]
i"= [fl ﬂ fi:“-yfi—l ﬁ fi’fi-l-l ﬂ fi:-”,fn TT ft]
=[fift=fiee s fict B =fis i N =Fiye ooy fu 1 2 fi]

compose_restrict(g, f) = ite (f;, compose_restrict (9z;» k), compose_restrict (g2:,1))

L’implémentation sur les BDDs de cet algorithme a pour effet de diminuer la complexité des
BDDs représentant les f; au fur et & mesure du parcours de g, puisque 'opérateur de restriction
va en réduire la taille. Par conséquent, le coiit de chaque appel & 'opérateur ite va étre diminué
d’autant, d’oli un gain sur la complexité globale de ’opérateur de composition. Ce gain est loin
d’étre négligeable puisqu’on sait que la composition est exponentielle sur les BDDs. Cependant,
il est tout d’abord compensé par le coiit de toutes les opérations de restriction effectuées
chaque pas de I’algorithme. De plus, ce nouvel opérateur présente un autre inconvénient majeur:
contrairement & I’opérateur classique qui peut étre rendu unaire, celui-ci est n-aire, car le vecteur
fonctionnel passé en parameétre change & chaque appel. La figure 13.6 illustre ce probléme. Le
nceud 23 est un nceud partagé dans le BDD auquel est appliqué la composition. Mais en fonction
du “chemin” suivi pour parvenir & ce nceud, la fonction f3 va étre restreinte soit par f1 puis - fo,
soit par —f; puis f2, ce qui ne donne pas le méme résultat. Du méme coup, il ne peut plus y
avoir partage des résultats intermédiaires générés au niveau du nceud, puisqu’ils sont différents.
L’algorithme ne peut donc plus étre linéarisé comme pour la composition fonctionnelle classique.
On pourrait utiliser un cache de résultats intermédiaires pour réduire le nombre d’opérations
effectuées, mais le taux de réutilisation des résultats du cache risquerait d’étre trés faible. En
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Figure 13.6: Variation des parameétres dans la composition restreinte

effet, nous avons déja souligné que la probabilité de réutiliser une opération dépendant de n
parameétres est d’autant plus faible que n est grand. Par conséquent, l’algorithme de composition
fonctionnelle restreinte est ezponentiel. Un tel résultat rend son utilisation a priori complétement
rédhibitoire. Nous allons voir que ce n’est pas forcément le cas.

13.5.2 Application a la vérification

Nous allons montrer que dans le contexte de la vérification, l'utilisation de I’algorithme de com-
position fonctionnelle restreinte est réaliste. Il est clair que cet algorithme ne va étre utilisé
qu’a la seule condition que son coiit soit moins élevé que celui de I’algorithme classique. Les
arguments développés dans cette section mettent en évidence les raisons pour lesquelles le nouvel
algorithme peut s’avérer efficace dans le contexte o1 nous l'utilisons.

Tout d’abord, il faut remarquer que dans le cadre de la vérification en arriére, toutes les
compositions fonctionnelles effectuées sont du type Xo §, ou X est la fonction caractéristique d’un
ensemble d’états quelconque du modéle et ol & est la fonction de transition du modele. Cette
singularité va étre exploitée intensivement pour la mise en ceuvre de la composition fonctionnelle.

A lorigine, I’algorithme de composition fonctionnelle restreinte est congu pour diminuer
potentiellement la complexité du vecteur fonctionnel par rapport auquel s’effectue la composi-
tion, par restriction des fonctions composant ce vecteur entre elles. L’intérét de ’algorithme est
d’abaisser le coiit de la composition, qui est exponentiel, par utilisation d*un opérateur de restric-
tion, dont le coiit est polynémial. Le gain apporté par I’algorithme dépend donc essentiellement
de D’efficacité des opérations de restriction. Or nous avons vu qu'une condition indispensable
pour qu’une restriction soit efficace est que les fonctions mises en jeu soient définies sur des
domaines similaires. Dans le cadre de la vérification en arritre, le vecteur fonctionnel de toutes
les compositions effectuées est la fonction de transition du modele. Les fonctions partielles qui
le composent étant définies sur le méme domaine Q x E, il est trés probable que la restriction de
ces fonctions entre elles soit efficace.
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D’autre part, on peut remarquer que dans le calcul de g (fi,..., fa) par l’algorithme de com-
position fonctionnelle restreinte, toutes les restrictions effectuées entre les fi sont indépendantes
de g. Par conséquent, dans chaque opération de composition restreinte, les restrictions calculées
entre les é; sont les mémes. D’ou idée de mémoriser ces restrictions. En pratique, cela revient &
associer a l'opérateur de composition fonctionnelle restreinte un cache des restrictions calculées
entre les fonctions 6;.

Le cofit du calcul de g (fi,..., fa) par la composition fonctionnelle restreinte peut aussi étre
abaissé en tenant compte du domaine de définition de la fonction g. En effet, les fonctions de
f doivent se substituer aux variables de g- Pour les variables qui n’apparaissent pas dans g, les
fonctions de f correspondantes ne vont pas étre utilisées, donc il ne sert & rien de les simplifier.
Par conséquent, on peut réduire le nombre de restrictions effectuées sur les fonctions composant
f en calculant & chaque fois le domaine de définition des fonctions sur lesquelles la composition
fonctionnelle restreinte va étre effectuée.

Enfin, on a vu que le calcul de g (f3,..., f») par la composition fonctionnelle restreinte sur
les BDDs nécessite en théorie un parcours exponentiel du BDD de g. Cependant, les restrictions
successives des fonctions de f aboutissent dans certains cas aux fonctions constantes 0 ou 1.
Dans ce cas, la régle d’inférence de lopérateur compose_restrict défini précédemment se simplifie.
Nous rappelons tout d’abord cette régle:

soit g = —z; Agz; Vi gy,

soit f'=[f1,..., ful

h=[fif fiseersfima f fis Fir 1 Fiseevs fu 1 £
T=[fi f ~fireoos fimt & s Fir1 T =Firenrr fu 1 = fi]

compose_restrict (g, f) = ite (f;, compose_restrict (gz;» h), compose_restrict (gz,, 1)
Si f; = 0, la simplification est la suivante:

compose_restrict (g, f) = compose_restrict (92,,])
et comme —f; =1, = f donc finalement:

si f; =0, compose_restrict(g, f_) = compose_restrict(gz,, f)
De méme, si f; = 1:

si fi =1, compose_restrict(g, f) = compose_restrict (9z;5 1)

Ces simplifications occasionnent une réduction du parcours du BDD de g en évitant le parcours
de g;, lorsque f; = 0 et celui de gz, lorsque f; = 1.

Finalement, en tenant compte de toutes ces remarques, on peut définir un nouvel algorithme
de composition fonctionnelle restreinte spécifiquement étudié pour les compositions fonctionnelles
effectuées dans la méthode de vérification en arriere:

Reégles terminales:
compose_restrict (0,6) = 0
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compose_restrict(1,6) = 1

Reégles d’inférence:
soit X = —az; A Xz, Vi A X,
si §; = 0 alors compose_restrict(X, 6) = compose_restrict (X3, ,6)
si §; = 1 alors compose_restrict (X, §) = compose_restrict (X,i,5)
soit & et 6" telsque Vk /i<k<n
si zj € domaine(X;,;) alors 6’ = restrict_cache (6 1} 6;)
si 23 € domaine(Xz,) alors 8 = restrict_cache (Sk 1 —6i)
compose_restrict (X, 8) = ite (6;, compose_restrict(Xa,,§'), compose_restrict Xz, ,61))

La fonction domaine calcule le domaine de définition d’un BDD, c’est-a-dire I’ensemble des
variables qui le constituent. Ce calcul n’est pas coiiteux, puisqu’il est effectué par un parcours
linéaire du BDD considéré. Sa définition est la suivante:

Reégles terminales:
domaine (0) =
domaine (1) =

Reégle d’inférence:
soit f=—2AfzVeAf,
domaine (f) = {z} U domaine (f;z) U domaine (fz)

La fonction restrict_cache gére quant 3 elle les restrictions effectuées sur les fonctions §; au cours
des compositions restreintes successives.

En conclusion, le nouvel algorithme que nous avons présenté tente d’abaisser la complexité
de la composition fonctionnelle, mais le gain qu'il apporte est compensé par le fait qu’il n’est
pas linéaire. Cependant, sa mise en ceuvre pratique dans le cadre spécifique de la vérification
en arricre telle qu’elle a été décrite ci-dessus s’est avérée plus efficace que l’algorithme classique
pour une trés large majorité des exemples traités. Les performances des deux algorithmes seront
mesurées et comparées ultérieurement.

Il reste évidemment des cas ol le nouvel algorithme est plus cotiteux que l’algorithme clas-
sique. C’est le cas en particulier lorsque les restrictions effectuées n’apportent pas ou peu de
simplifications sur les fonctions servant a la composition. Le coiit de l’algorithme tend alors &
étre exponentiel. Pour éviter ce genre de probléme, on peut envisager de combiner 'utilisation
des deux algorithmes. Ainsi l’algorithme de composition restreinte pourrait étre utilisé dans le
calcul de g o j? tant que le parcours de g ne dépasse pas un certain facteur “d’expansion” par
rapport 2 la taille de g. Au dela de ce facteur, 1’algorithme classique serait utilisé pour terminer

le calcul.

13.6 Evaluation des assertions

Les optimisations décrites dans les sections précédentes peuvent maintenant étre réunies pour
écriture d’algorithmes optimisés d’évaluation des assertions et des spécifications. Toutefois,
certaines d’entre elles restent invisibles & ce niveau. Ainsi, ’ordonnancement des variables et
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P’opérateur de composition fonctionnelle utilisé restent anonymes dans les algorithmes décrits
ci-aprés. Néanmoins, on pourra juger de ces optimisations de fagon pratique en étudiant les
résultats des expérimentations réalisées.

Quoi qu’il en soit, 'intégration des optimisations liées au partitionnement et au calcul de
point fixe produit un large remaniement des algorithmes d’évaluation classique. Les résultats
de cette prise en compte sont des algorithmes optimisés qui sont décrits ci-dessous. Dans cette
section, nous traitons 1’évaluation des assertions.

L’évaluation des assertions correspond au calcul d’une fonction booléenne o, définie par
PPéquation de point fixe suivante:

oy = vy. [@ A Src(y) o 8]

Orsia= A, q on a:
n
& = vy [(\ &) A Sre(y) o F]
i=1
Les propriétés de points fixes permettent finalement d’écrire:
n
oy = /\(uy. [os A Sre(y) o 8))
i=1

Donc, il est possible de calculer a, & partir d’une couverture conjonctive de . Les couvertures de
fonctions peuvent aussi étre utilisées pour la composition fonctionnelle. Cette opération possede
des propriétés de distributivité sur la somme et le produit booléen:

Vg1,...,90 € ({0,1}" — {0,1}), V f € ({0,1}™ — {0,1})",

y 4 - y 4
(Ve)of=\(gof)
=1

=1
et
P . P
(Ag)of= N(giof)
i=1 i=1

D’autre part, ’évaluation des assertions correspondant & un calcul de plus grand point fixe, on
peut mettre en ceuvre les optimisations proposées dans la section 13.3.3. La combinaison des
optimisations ci-dessus donne un algorithme optimisé. Pour le décrire, nous employons les mémes
notations que celles de I’algorithme standard. Toutefois, certaines variables supplémentaires sont

définies:
e « correspond a la fonction d’assertion du modéle.

® a, est la fonction caractéristique des transitions valides.
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e o, et o, correspondent respectivement au terme courant (d’ou o) et au terme précédent
(d’olt ap) de la suite A définie dans la section 13.3.3.

e o et a;, correspondent respectivement au terme courant et au terme précédent de la suite

A’ définie dans la section 13.3.3.

e a! correspondent au terme courant de la suite A" définie dans la section 13.3.3.

L’algorithme ci-dessous traduit alors I’évaluation des assertions dans le domaine fonctionnel. Il
est directement implémentable sur les BDDs.

debut

a, =1

soit C\(a) = {a1,-..,am}
pour chaque o; € C,(c) faire

debut

ac=a; T ay

ap=1

a.=1

tantque (o, # a.) faire
debut
aj, = ag

al = Src(ac)
si o(@init)
alors
debut
ol =1
soit Cr(at 1 ap) = {a],...,a,}
pour chague o € CA(_‘ozf: f+ o)) faire
al =afNajod

ap = ac
a.=a. Aol
fin
sinon
retourner (Assertions Non Satisfaisables)
fin
Oy = 0y N Qe
fin
si (ay # Q)

alors
afficher (WARNING: Assertions Non Causales)
fin
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13.7 Evaluation des spécifications

L’évaluation des spécifications correspond au calcul d’une fonction booléenne o, définie par
Péquation de point fixe suivante:

oy = vy. [ay, = [0 A Pre(y)]
On peut appliquer & 1’évaluation des spécifications les mémes optimisations que celles utilisées

pour I’évaluation des assertions: calcul de couverture pour les opérations complexes et calcul de
point fixe optimisé. Mais auparavant, on peut simplifier Pexpression du point fixe calculé.

13.7.1 Optimisation du calcul de point fixe

Dans I’algorithme standard d’évaluation des spécifications, le calcul de o, est effectué par
évaluation des termes successifs de la suite:

Ynt1 = yn A (@ = [0 A Pre(yn)])

On peut alors montrer par récurrence que:

V120, yot1 = @y = [0 A Pre(yn)]
Pour n = 0:

y1 = (aw = ) A (o = [0 A Pre(yp))
d’ou, aprés simplifications:

Y1 = ay = [0 A Pre(y)]

Donc ’égalité est vérifiée.

Pour n > 0, on suppose que yp, = @, = [0 A I”Te(yn_l)]. On a alors:
Ynt1= &y = [0 A Pre(ya-1) A Pre(yn)]

Or yn = yn-1, donc d ’aprés les propriétés de ’opérateur Pre:
Pre(yn-1) A Pre(yn) = Pre(yn)

ce qui achéve la démonstration.

Le calcul de o, revient donc a la génération des termes de la suite:

Yo = Qy =0
Yn+l = 0 = [0 A Pre(y,)]

Dés lors, on peut alors montrer que:
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Vn>0, ynt1 =y = [yn A j’?e(yn)]
En effet:
&y = [vn A Pre(yn)] = av = [(@ = [0 A Pre(yn-1)]) A Pre (ya)]
d’out:
@y = [yn A Pre(ya)] = atw = [0 A Pre(yn—1) A Pre(ya)]
et, finalement:
¥n >0, ay = [y A Pre(ya)] = @y = [0 A Pre(yn)]
Le calcul de o, revient donc & la génération des termes de la suite:

Yo = Q=0
Yn+l = OQp => [yn A P"e(yn)]

Ce sont les termes de cette suite qui vont étre calculés dans I’algorithme optimisé qui est présenté
ci-dessous.

13.7.2 Algorithme optimisé

L’évaluation des spécifications correspondant & un calcul de plus grand point fixe, on peut mettre
en ceuvre les optimisations proposées dans la section 13.3.3. La combinaison des optimisations
ci-dessus donne un nouvel algorithme. Pour le décrire, nous employons les mémes notations que
celles de I’algorithme standard. Toutefois, certaines variables supplémentaires sont définies:

e o est la fonction de sortie du modéele, qui correspond aux spécifications & vérifier.
e a, est la fonction caractéristique des transitions valides.

e o, et o, correspondent respectivement au terme courant (d’olt o) et au terme précédent
(d’ot 0,) de la suite T définie dans la section 13.3.3.

o ol et 0';, correspondent respectivement au terme courant et au terme précédent de la suite
%' définie dans la section 13.3.3.

e o correspondent au terme courant de la suite X" définie dans la section 13.3.3.

L’algorithme ci-dessous traduit alors I’évaluation des assertions dans le domaine fonctionnel. 1l
est directement implémentable sur les BDDs.

debut
Oc=0Qy =0
op=1
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ol =1

tantque (o, # o.) faire
debut
op,=o0.

ol = o A Sre(o. 1 op)
si 0¢(qinit)

alors
debut
n o __
op =0
" __
o, =1

soit C\(o¢ 1 0p) = {o,...,0%}
pour chaque o; € C\(0¢, 1t o)) faire
ol =d"Acglod

op=0¢
Oc=ay = (oA (d” op))
fin
sinon
retourner (Spécifications Non Satisfaites)
fin
retourner (Spécifications Satisfaites)

fin

13.7.3 Optimisation en ’absence d’assertions

Le cas particulier ol la vérification s’effectue en I’absence d’assertions est intéressant & traiter, car
il permet une optimisation supplémentaire par rapport & I’algorithme qui vient d’étre présenté. -
En effet, I’absence d’assertions correspond & a = 1. Dans ce cas, ’évaluation des assertions

fournit @, = 1. L’expression du point fixe correspondant & I’évaluation des spécifications se
simplifie alors sous la forme:

v =vy. [o A Pre(y)]

L’optimisation supplémentaire qui peut alors étre faite consiste & calculer le point fixe ci-dessus

sous la forme d’un produit de points fixes. En effet, sioc = A?_la;, on a:

n —
Oy = VY. [/\i=lai A Pre (y)]
et d’apres les propriétés de points fixes:
n —
oo = \"_Ivy. o A Bre (3)]

Donc il est possible de calculer o, & partir d’une couverture conjonctive de o grace & la propriété
ci-dessus. On obtient alors I’algorithme suivant:

debut
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o, =1
soit C,(o) = {01,...,0m}
pour chague o; € C,(o) faire

debut

oc=0; T oy

op=1

ol=1

ol =1

tantque (o, # o) faire
debut
op= ol

ol.=0LA Src(oe 1t op)
si 0y (ginit)

alors
debut
" __ "
op=0¢
ol =1

soit CA(of ft o) = {0}, 00}
pour chaque d; € C, (_.af: ft o3,) faire
of =0 ANojob

Op=0c¢
a'c=o'¢/\(af=’ ft UZ)
fin
sinon
retourner (Spécifications Non Satisfaites)
fin
Oy =0y N0

fin
retourner (Spécifications Satisfaites)

fin



Chapitre 14

Expérimentations

Les algorithmes d’évaluation des assertions et des spécifications d’un programme LUSTRE sur
son modele d’exécution qui sont décrits dans les chapitres 12 et 13 ont été implémentés au sein
d’outils de vérification. Ces outils sont basés sur une librairie efficace de BDDs spécifiquement
congue dans ce but, et contenant tous les opérateurs symboliques nécessaires & la mise en ceuvre
des algorithmes. Ces deux outils sont donc issus d’une traduction directe des algorithmes de
vérification décrits précédemment. L’un met en ceuvre l'implémentation standard & ’aide de tous
les opérateurs décrits dans le chapitre 12. L’autre correspond a I'implémentation optimisée, dans
laquelle toutes les optimisations relatées dans le chapitre 13 ont été intégrées. Nous relatons ici les
résultats des expérimentations! menées sur ces versions “standard” et “optimisée” de la méthode
de vérification en arriére. Ceux-ci proviennent de la vérification de programmes LUSTRE issus
pour la plupart de descriptions de circuits [EJ 90,GT92,HL90]. Les programmes choisis ont été
sélectionnés uniquement en raison de la taille (nombre de variables) de leur modtle d’exécution,
et non pas en fonction de possibles “prédispositions” & étre vérifiés efficacement par la méthode
en arriére.

14.1 Comparaison avec la méthode en avant

Dans un premier temps, les algorithmes développés pour la méthode en arriére ont été comparés
avec P'outil actuel de vérification par la méthode énumérative en avant. Les résultats obtenus
sont regroupés dans la figure 14.1. Pour chaque programme, la colonne “#SV” indique le nombre
de variables d’état et la colonne “#IV” indique le nombre de variables d’entrée. Pour la méthode
énumérative en avant, les indications entre parenthéses correspondent aux cas ou la vérification
n’a pu étre achevée, & cause d’une limitation technique de l'outil utilisé, qui n’est pas capable
de vérifier des machines ayant plus de 50000 états accessibles. Les chiffres entre parenthéses
correspondent donc au cas o cette limite est atteinte. Ils indiquent respectivement le nombre
d’états effectivement vérifiés par l’outil et le temps CPU au bout duquel la vérification est
abandonnée.

Pour la méthode en arriére, son implémentation sur les BDDs nécessite de déterminer un
ordre des variables. Pour les comparaisons avec la méthode en avant, ’ordre choisi est 1’ordre
naif déterminé “aléatoirement” par le compilateur LUSTRE. Les temps entre parenthéses corre-

!Résultats obtenus sur Sun Sparc Station
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Méthode AV enum. AR std. || AR opt.
Programme | #SV | #IV || #états | CPU CPU CPU
arbiter2.ec 34 6 83 2.9 21.1 15.3
arbiter3.ec 30 6 2890 121.0 34.0 47.3
arbiter.ec 38 4 10334 262.2 935.8 142.4

clml.ec 62 16 | (21992) | (945.4) 24.9 14.4
clm5.ec 67 16 | (28326) | (1148.3) || (3160.0) 841.3
clm7.ec 65 16 | (20866) | (832.4) 6.3 8.2
ess3.ec 23 13 || (12778) | (229.8) 0.4 0.8
minmax.ec 37 6 3525 103.8 (307.8) 98.3
seq.ec 30 13 | (14526) | (627.5) 21.5 8.8
ver.ec 47 5 4258 50.8 305.3 42.3
verifl.ec 30 4 39 1.0 4.8 3.6
verif3.ec 35 6 245 10.7 10.8 8.5
verif_n.ec 39 7 312 54.8 622.2 103.1

Figure 14.1: Comparaison avec la méthode en avant

spondent alors aux cas ot la vérification n’a pu étre achevée, faute de mémoire pour les BDDs.
Toutefois, il faut indiquer & ce sujet que tous les tests ont été effectués avec 4M octets de
mémoire pour les BDDs, ce qui est faible. Les temps entre parenthéses indiquent la durée au
bout de laquelle la vérification est abandonnée.

On constate que sauf pour les toutes petites machines, la méthode en arriére est toujours
meilleure que la méthode énumérative en avant. Notons que ce résultat est indépendant des -
limitations techniques imposées & la méthode en avant, car lorsque celle-ci échoue, la méthode
en arriére a déja achevé la vérification avec succés depuis longtemps.

D’autre part, si on compare les résultats des versions standard et optimisée des algorithmes
de vérification en arriére, on constate que lorsque le temps de calcul de 1’algorithme standard
est court (inférieur & 5 s.), celui-ci est plus performant que l’algorithme optimisé. Cela peut
s’expliquer par le fait que les opérations supplémentaires liées aux optimisations dans la version
optimisée sont trop peu nombreuses pour étre rentables. Par contre, dés que le temps de calcul
commence & étre conséquent, la version optimisée est bien meilleure que la version standard.

14.2 Versions standard et optimisée

Nous avons ensuite comparé les versions standard et optimisée des algorithmes de vérification
par la méthode en arri¢re. Pour cela, nous avons effectué deux séries de tests:

e La premiére a été réalisée avec un ordre local des variables.

e La seconde a été réalisée a partir d’un ordre global des variables.

Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous.
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14.2.1 Ordonnancement local

Les deux versions de 1’algorithme en arriére ont été testées avec un ordre local calculé par la
méthode décrite dans la section 12.1, déterminé 3 partir du réseau d’opérateurs représentant les
spécifications & vérifier. Les résultats obtenus sont les suivants:

Méthode AR std. || AR opt.
Programme | #SV | #IV CPU CPU
arbiter2.ec 34 6 4.3 5.5
arbiter3.ec 30 6 3.8 6.1
arbiter.ec 38 4 1371.1 918.1

clml.ec 62 16 7.1 7.0
clm5.ec 67 16 || (5869.0) || (545.6)
clm?7.ec 65 16 34 3.8
ess3.ec 23 13 0.8 0.8
minmax.ec 37 6 303.0 73.9
seq.ec 30 13 9.7 8.8
ver.ec 47 5 32.0 41.6
verifl.ec 30 4 2.1 2.9
verif3.ec 35 6 12.9 6.5
verif_n.ec 39 7 16.6 16.6

On constate & nouveau que lorsque le temps de calcul de la version standard est court, celle-ci
est légérement plus efficace que la version optimisée.

Si on compare maintenant ces temps de calcul avec ceux obtenus pour un ordre naif, les
performances des deux versions sont en général trés nettement améliorées. Cela démontre & quel
point les BDDs sont sensibles & ’ordre fixé au départ. Selon celui-ci, les temps de calcul sont
facilement décuplés et parfois, la vérification ne peut s’achever par manque de mémoire.

Il existe aussi des cas (arbiter.ec, clm5.ec) ou l'ordre local obtenu est moins bon que
Pordre naif, ce qui engendre de mauvais résultats. Cela prouve que I’heuristique mise en ceuvre
pour le calcul d’un ordre local n’est pas infaillible.

14.2.2 Ordonnancement global

Nous avons enfin testé les algorithmes avec un ordonnancement global des variables, déterminé a
partir des spécifications et de la fonction de transition du modele & vérifier. Les résultats obtenus
sont les suivants:
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Méthode AR std. | AR opt.
Programme | #SV | #IV | CPU_| CPU
arbiter2.ec | 34 | 6 | 30.7 5.5
arbiter3.ec 30 6 107.1 16.1
arbiter.ec 38 4 263.0 49.6

clml.ec 62 16 43.6 21.6
clmb.ec 67 | 16 | (7430.3) 457.6
clm?7.ec 65 16 7.5 8.8
essd.ec 23 13 1.1 1.2
minmax.ec | 37 6 (328.1) 26.5
seq.ec 30 13 19.2 8.4
ver.ec 47 5 145.3 39.6
verifl.ec 30 4 4.8 2.9
verif3.ec 35 6 12.7 7.4
verif_n.ec 39 7 213.6 19.8

On constate que par rapport & 'ordonnancement local, les résultats sont assez mitigés. Pour la
version standard, ils sont franchement moins bons qu’auparavant. Par contre, pour la version
optimisée les gains obtenus sur les vérifications “cofiteuses” (arbiter.ec, minmax.ec) sont trés
significatifs, tandis que les résultats sont moins bons pour les vérifications “simples”. On peut
attribuer cela au calcul de ’ordre global, dont le coiit est plus élevé que celui de l’ordre local,
et qui n’est pas compensé lorsque les temps de calcul sont courts. En outre, les cas oi la
version optimisée fonctionne mal correspondent & de mauvaises performances de ’opérateur de
composition fonctionnelle restreinte. Pour résoudre ce probléme, il faudrait envisager de basculer
de cet opérateur vers lopérateur classique dés qu'il devient “trop” exponentiel (voir section
13.5.2).

14.2.3 Conclusions

Le choix d’un ordre non aléatoire dans la méthode en arriére provoque pratiquement toujours
un gain trés substantiel en mémoire et en temps de calcul. De plus, pour les exemples traités, il
existe toujours un ordre permettant & la vérification d’aboutir.

D’autre part, la version optimisée de la méthode est pratiquement toujours nettement plus
performante que la version standard pour les vérifications complexes. En outre, elle est moins
sensible aux problémes de saturation de la mémoire (appel au garbage-collector).

En conclusion, ces expérimentations mettent en évidence I'importance de 'ordre des vari-
ables sur D’efficacité de la vérification. Elles soulévent par conséquent un probléme intéressant
consistant & déterminer quels sont les “bons” ordres pour la vérification, et pourquoi ils sont
bons.



§ 14.3 : Conclusions . 171

14.3 Conclusions

14.3.1 La méthode en arriére

Les expérimentations réalisées prouvent que la méthode de vérification en arriére fonctionne
trés bien, surtout comparée & la méthode énumérative en avant. Le fait que les calculs soient
guidés par les assertions et les spécifications des programmes semble étre un facteur déterminant
pour Defficacité de la méthode. En outre, celle-ci apporte une solution définitive aux problémes
intrinséques liés & la vérification des programmes LUSTRE.

14.3.2 La technique symbolique

Sur le plan de I’implémentation, ’efficacité des méthodes de génération et de vérification de
modéles dépend de deux paramétres:

e Leur coiit en mémoire. Cet aspect touche aux techniques utilisées pour la représentation
du mod¢le en mémoire.

¢ Leur coiit en temps de calcul. Cet aspect touche i la complexité des algorithmes mis en
ceuvre pour générer ou parcourir le modéle.

Les diverses implémentations proposées des méthodes existantes cherchent a minimiser ces fac-
teurs. Cependant, la technique de représentation du modéle reste une priorité, afin de limiter les
problémes d’explosion & la génération.

On peut maintenant dresser un bilan global de l’approche symbolique pour la vérification
des machines séquentielles, en faisant la synthése des différents travaux menés dans ce domaine
concernant I'implémentation de la méthode en avant et de la méthode en arritre.

En premier lieu, il faut noter que pratiquement toutes les méthodes de vérification basées
sur ’approche symbolique emploient la méme technique de représentation: les BDDs. 1l est
indéniable que le succés de ces méthodes est trés largement 1ié aux performances des BDDs, tant
au niveau de la compacité des objets représentés qu’a celui des opérateurs qui permettent de les
manipuler.

D’autre part, ’approche “tout symbolique” de la vérification consiste & utiliser les BDDs a
la fois en tant que technique de représentation et en tant que technique de manipulation des
machines séquentielles. C’est celle qui a été utilisée pour implémenter la vérification en arriére,
ainsi que la vérification en avant. Pourtant, 'objectif initial de l’approche symbolique réside
dans la possibilité de rendre la taille de la représentations des machines indépendante de leur
propre taille.

Les expériences de “vérification symbolique” menées autour de la méthode en avant et de la
méthode en arriére montrent que les BDDs ont des limites:

e La représentation des objets manipulés au cours de la vérification n’est pas toujours suff-
isamment compacte, d’olt une augmentation des cofits en mémoire.

¢ Bien qu’étant pour la plupart d’un coiit raisonnable en temps de calcul, les opérateurs sur les
BDDs générent souvent beaucoup de résultats intermédiaires, qui sont gros consommateurs
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de mémoire. Souvent, il y a suffisamment de mémoire pour représenter le résultat final d’une
’ P

opération entre BDDs, mais celui-ci ne peut &tre obtenu car il n’y a pas assez de mémoire

pour conserver tous les résultats intermédiaires nécessaires a l’achévement des calculs.

Finalement, le probléeme majeur des BDDs réside dans leur coiit en mémoire. La solution consiste
alors & revenir & la raison initiale de leur utilisation, qui concerne la représentation du modele.
Nous avons donc développé une approche hybride, basée sur une interprétation différente des
BDDs, et permettant de définir des opérateurs économiques pour manipuler les modéles.

Dans la partie suivante, nous explicitons la nouvelle interprétation donnée aux BDDs, puis
nous ’appliquons & la vérification énumérative par la méthode en avant.



Partie IV

Autres Approches






Chapitre 15

Autre interprétation des BDDs

Nous avons vu que les BDDs constituent une forme de représentation de fonctions booléennes
quelconques, dont linterprétation premiére correspond & Pexpansion de Shannon compléte des
fonctions selon un ordre fixé des variables encodant leur domaine de définition. Néanmoins,
les BDDs peuvent s’interpréter de fagon plus simple et plus intuitive sous forme de sommes de
monémes. En effet, du point de vue structurel, le BDD d’une fonction est un graphe orienté
acyclique, constitué de nceuds dénotant les variables de la fonction, et d’arcs orientés reliant ces
nceuds entre eux. Tout BDD posséde un unique nceud racine, et deux nceuds feuilles qui sont
les représentations des fonctions constantes 0 et 1. Chaque chemin d’un BDD reliant sa racine &
une feuille s’interpréte alors comme une valuation des variables de la fonction représentée, pour
laquelle la valeur de la feuille en indique le résultat. Les BDDs peuvent donc étre interprétés
comme une forme de représentation symbolique des fonctions booléennes sous forme de somme
de monémes.

On peut alors se baser sur cette nouvelle interprétation pour distinguer deux types de fonc-
tions booléennes: les fonctions s’exprimant sous la forme d’un mondme, et les autres. Cette
distinction nous ameéne & envisager une approche intermédiaire pour la représentation et la ma-
nipulation des fonctions booléennes, dans laquelle doivent étre définis:

e Une forme de représentation des monémes.
e Une forme de représentation des fonctions quelconques.

e Des opérateurs entre mondmes et fonctions quelconques.

I est clair que les BDDs restent le moyen le plus adapté pour la représentation des fonctions
quelconques. Dans la suite, nous ne nous intéressons donc qu’a la représentation des mondmes
et a la définition d’opérateurs entre monémes et fonctions quelconques.

15.1 Représentation de monémes

Nous faisons briévement quelques rappels de définition et de terminologie concernant la notion
de mondmes et leur relation avec les fonctions booléennes quelconques.
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T1 z 0
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: z6 1
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Figure 15.1: Représentation du monéme &1.Z2.Z5.2¢ par un BDD

Définition 4 Ftant donné un n-uplet de variables booléennes X = (z1,...,2n) € {0,1}", un
mondéme est un produit de p (1 < p < n) variables distinctes de X sous forme normale (z) ou
complémentée (—z), p €étant la longueur du monéme.

Un monéme sur X est complet si et seulement si il est de longueur n. Tout monéme non complet
sera dit quelcongue.

Définition 5 Etant donnée une fonction booléenne f : {0,1}" — {0,1} définie sur X, toute
valeur de X est appelée point de f. L’ensemble des points pour lesquels f est vraie forme sa
couverture ¢ 1.

Un monéme quelconque de longueur p couvre 2"~? points de f. Un monéme complet couvre
un seul point de f. Nous étudions maintenant deux formes de représentation des mondmes
quelconques.

15.1.1 Représentation a 1’aide des BDDs

Un monéme est un genre particulier de fonction booléenne, qu’il est donc parfaitement possible
de représenter par un BDD. Ce dernier se réduit alors & un graphe linéaire du type de ’exemple
donné dans la figure 15.1. Tout monéme de longueur p est alors représenté par un BDD constitué
de p nceuds. D’un point de vue “local”, la représentation d’'un mondme est relativement chére
car chaque nceud a une taille assez importante. Il parait donc nécessaire de définir une forme de
représentation spécifique pour les mondmes. Ce point est abordé dans la section suivante.

15.1.2 Représentation a ’aide de vecteurs booléens

Les monémes quelconques peuvent étre représentés de maniére plus compacte qu’avec les BDDs
sous la forme de vecteurs booléens. En effet, dans un monéme quelconque, chaque variable prend
la valeur 0, 1 ou une valeur indéterminée . L’encodage de ces valeurs nécessite seulement 2
bits pour la représentation. Donc un mondme de longueur p peut étre représenté a l’aide d’un
vecteur booléens de longueur 2p. La figure 15.2 donne un exemple de mondme représenté par un
vecteur de bits. Dans ce vecteur, la valeur ¢ est encodée par le couple (0,0).
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Figure 15.2: Représentation du monéme #1.Z2.35.z¢ sous forme de vecteur booléen

15.1.3 Comparaison des représentations

Dans un premier temps, on peut comparer les BDDs et les vecteurs booléens au niveau de la
mémoire nécessaire pour représenter les monémes. La représentation d’un monéme de longueur p
nécessite exactement p nceuds avec les BDDs. A P’implémentation, un nceud de BDD est constitué
d’environ 20 octets, donc la représentation d’un monéme de longueur p nécessite 80p bits. Le
méme mondéme représenté par un vecteur nécessitera seulement 2n bits, indépendamment de
sa longueur (n est la longueur maximale des mondémes). Le gain v obtenu grice aux vecteurs
booléens est alors minimal pour les monémes de longueur 1, et maximal pour les monémes de
longueur n. 11 se situe donc dans la fourchette ci-dessous:

40
— <4< 4
n Sys40

Dans le meilleur des cas, le gain obtenu la représentation des monémes sous forme de vecteurs
booléens est linéaire par rapport aux BDDs. Cependant, il faut remarquer que ce gain s’effondre
dés qu’il s’agit de représenter des ensembles de monémes. En effet, la représentation d’un en-
semble sous forme d’une énumération de vecteurs booléens est linéaire par rapport a sa taille,
alors qu’une représentation efficace & ’aide des BDDs est possible grace au partage des nceuds.

D’un autre point de vue, accés 4 la valeur de toute variable dans un monéme est déterminée
en temps constant sur les vecteurs booléens, tandis qu’elle est linéaire sur les BDDs. De ce point
de vue, les vecteurs booléens présentent un avantage certain par rapport aux BDDs.

Les deux formes de représentation des monémes présentées ci-dessus sont donc complémen-
taires. Les vecteurs booléens s’avérent plus intéressants pour la représentation et la manipulation
individuelle des monémes, tandis que les BDDs sont plus efficaces pour la gestion d’un ensemble
de monémes. Il parait donc intéressant d’utiliser ces deux formes de représentation de maniére
combinée. Cela nécessite de disposer d’un certain nombre d’opérateurs “hybrides” entre BDDs
et vecteurs booléens. Ces opérateurs sont décrits dans la section suivante.

15.2 Opérateurs hybrides

Nous définissons ici un certain nombre d’opérateurs dits “hybrides” car ceux-ci opérent sur deux
formes de représentation simultanément: les BDDs et les vecteurs booléens. On peut remarquer
que tout vecteur booléen est convertible sous forme de BDD, donc on peut disposer aprés conver-
sion de tous les opérateurs déja existants sur les BDDs. Cependant, certains opérateurs peuvent
étre redéfinis avantageusement sous forme d’opérateurs hybrides, dont voici les principaux:
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Figure 15.3: Evaluation d’'un BDD sur un monome
1 0 1
Figure 15.4: Retrait d’'un mondéme dans un BDD

e Conversion: Il s’agit des opérateurs de conversion d’un vecteur booléen vers un BDD
et, réciproquement, d’un BDD représentant un monéme vers un vecteur booléen. Ces
opérateurs sont en O(n), oll n est la longueur maximale des mondmes.

e Evaluation: Cet opérateur permet d’évaluer la valeur d’une fonction représentée par un
BDD sur un mondme représenté par un vecteur. Son coiit est en O(n). La figure 15.3
schématise le principe de ’opérateur d’évaluation.

e Retrait et Ajout: Ils permettent respectivement d’extraire un monéme inclus dans un
BDD, ou d’ajouter un monéme & un BDD. Leur coiit est en O(n). La figure 15.4 et la
figure 15.5 illustrent le principe de ces opérateurs.

[

Restriction: Cet opérateur définit la restriction d’un BDD & un monéme. Dans certaines
conditions qui seront précisées ultérieurement, son coiit est en O(n). ’

1 1

Figure 15.5: Ajout d’un monéme dans un BDD
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L’intérét de ces opérateurs est leur faible coiit & la fois en mémoire et en temps de calcul, du fait
de leur linéarité.






Chapitre 16

La méthode énumérative et les
BDDs

Il existe actuellement deux approches différentes pour implémenter la méthode de vérification en
avant: '

¢ Le “tout énumératif”. Le modele est alors représenté en extension, et il est généré de
maniére énumérative. Dans cette approche, les calculs effectués pour générer le modéele
sont trés simples, mais son inconvénient réside dans le fait que la représentation du modéle
est linéaire par rapport au modéle lui-méme.

e Le “tout symbolique”. Le modele est alors représenté en compréhension, et il est généré de
maniére symbolique. Par cette approche, la représentation du modéle est plus compacte,
mais les opérateurs symboliques utilisés pour sa génération sont d’un coiit trés élevé.

Nous proposons ici une implémentation de la vérification par la méthode en avant, fondée sur une
approche intermédiaire, combinant une représentation compacte du modéle et une génération de
ce dernier basée sur 'utilisation d’opérateurs simples et économiques. Cette approche est basée
sur l'interprétation des BDDs sous forme de sommes de mondmes. Dans un Premier temps, nous
décrivons une implémentation de ’algorithme énumératif dans laquelle la génération du modéle
est basée sur les BDDs. Puis, nous étendons l'utilisation des BDDs & la représentation du modele
généré. :

16.1 Principe de ’approche énumérative

Nous affinons ci-dessous 1’algorithme défini dans la section 7.3.1, qui décrivait la vérification du
modele & la volée. Nous faisons ainsi apparaitre les opérateurs hybrides définis dans la section
15.2 entre fonctions booléennes quelconques et mondmes. Les notations sont les suivantes:

o V désigne I’ensemble des états Visités.

e A désigne I’ensemble des états Accessibles mais non visités.
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L’algorithme est donné ci-dessous:

debut

V=0

A = {ginit}

tantque A # ( faire
debut
soit g€ A
A=A\{q}
V=VU{q}

pour chagque e / (g,€) € a, faire
si (g, e)go

alors
retourner (Spécifications Non Satisfaites)

sinon
debut
g =5(g,e)
siggVetgdgA
alors

A=AU{{}
fin
fin
retourner (Spécifications Satisfaites)

fin

Dans cet algorithme, les seuls objets manipulés sont les états et les entrées du modele. Les
ensembles A et V peuvent étre représentés de maniére extensive par énumération des états qui
leur appartiennent. Or, si le modéle est encodé dans le domaine booléen, les états et les entrées
sont représentés par des mondémes complets sur les variables d’état et les variables d’entrée
de celui-ci. Les fonctions définissant le modele peuvent alors étre traduites par des fonctions
booléennes représentées sous forme de sommes de monémes.

L’algorithme ci-dessus peut donc étre implémenté & partir des monémes. Il suffit pour cela
de traduire les opérateurs nécessaires a son fonctionnement sur ce type de représentation. Or
ces opérateurs sont d’une grandes simplicité: ajout et retrait d’un état dans un ensemble, test
d’appartenance d’un état & un ensemble, évaluation de fonction. -

L’implémentation actuelle de LESAR est basée sur une représentation des mondmes sous
forme de vecteurs booléens. Cette représentation posséde 1’avantage d’étre la plus compacte
mais I’expérience montre qu’elle présente deux inconvénients majeurs:

e La représentation des ensembles est proportionnelle & leur taille, d’oli un risque d’échec de
I’algorithme dii & 1’explosion des modeles.

o Les opérations sur les vecteurs booléens sont peu efficaces.

En plus, cet outil doit faire face & un probléme impossible & résoudre par la méthode en avant:
la prise en compte des assertions.
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Nous proposons ici deux implémentations de la méthode énumérative permettant de solution-
ner ces problémes grace  l'utilisation des BDDs. La premiére est une approche intermédiaire,
dans laquelle seuls les calculs effectués dans I’algorithme sont réalisés & 1’aide des BDDs, tandis
que la représentation du modele reste confiée aux vecteurs booléens. Dans la seconde, les BDDs
sont aussi utilisés pour représenter le modéle. Dans les sections suivantes, nous décrivons ces
deux implémentations et nous mettons en évidence l'intérét d’utiliser les BDDs.

16.2 Génération du modele i ’aide des BDDs

Dans cette premiére implémentation basée sur les BDDs, les fonctions définissant le modele
(fonctions d’assertions, de sortie et de transition) sont représentées par des BDDs, alors que
le modéle reste représenté par des vecteurs booléens. Ainsi, les opérations sur le modéle sont
effectuées a l’aide d’opérateurs sur les BDDs, tandis que les ensembles d’états manipulés sont
exprimés sous la forme d’une énumération de leurs éléments. L’implémentation & 1’aide des BDDs
des calculs de génération du modéle par la méthode énumérative apportent une solution & deux
des problémes rencontrés dans les implémentations classiques, en ce sens qu’ils permettent:

e D’améliorer I’efficacité des opérateurs.

o De prendre en compte des assertions.

Nous détaillons ci-dessous les avantages apportés par les BDDs sur ces deux points.

16.2.1 Implémentation des opérateurs

L'utilisation des BDDs pour la génération permet de diminuer la complexité des calculs en
exploitant leurs propriétés. Le gain obtenu gréce & ces derniers est lié au fait que tous les calculs
s’effectuent dans un état donné. Cela permet de simplifier les fonctions du modéle dans chaque
état traité, grace a 'opérateur hybride de restriction d’un BDD & un monéme donné. On obtient
ainsi directement les fonctions partielles du modéle pour un état ¢. quelconque:

Qg (e) = a(Qae) f dc
O'qc(e) = a'(q, e) f q.
V1i<i<mn, big.(e) = b6i(g,€) Tt g,

De plus, en choisissant I’ordre des variables correctement, les opérations de restriction effectuées
ne nécessitent aucun calcul symbolique, d’olt un cofit extrémement faible, en O(n). En effet, si
toute variable d’état précéde toute variable d’entrée dans I’ordre, la restriction & un état donné dc
d’une fonction f (g,e) sur les états et les entrées du modéle correspond exactement a 1’évaluation
“partielle” de f en g, soit f (g ,e). En termes de BDDs, le BDD de fq. est un sous-BDD de f.
La figure 16.1 illustre le résultat d’une telle restriction.

D’autre part, 'utilisation des BDDs dans les calculs permet de profiter de leurs propriétés
sémantiques. En particulier, ceux-ci possédent la caractéristique remarquable de ne faire in-
tervenir dans la représentation d’une fonction que les variables qui influencent la définition de
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Figure 16.1: Restriction d’une fonction du modéle & un état donné

celle-ci. Autrement dit, toute variable qui n’a aucune influence sur le résultat de la fonction
n’apparait pas dans son BDD, et ce quel que soit l'ordre. Cette caractéristique peut étre ex-
ploitée de maniére trés intéressante pour le calcul des successeurs des états du modele généré.

L’algorithme classique d’évaluation des successeurs d’un état g consiste & générer tous les
vecteurs d’entrée possibles e du modele, et & évaluer pour chacun d’eux ’état successeur ¢' =
&(g,€). Cet algorithme est en O(2™), oit m est le nombre de variables d’entrée du modéle. Une
description schématique de 1’algorithme est donnée ci-dessous. Les objets définis et manipulés
sont les suivants: '

e g est 1’état dont on cherche les successeurs. Il est représenté par un vecteur booléen de
longueur n.

o e dénote une entrée possible du modele, elle aussi représentée par un vecteur booléen.
Initialement, e = [, ..., ¢]-

o 5 =[61,...,8,] est la fonction de transition du modéle, dénotée par un vecteur de fonctions
booléennes.

e i est une variable entiére contrdlant la fonction d’évaluation des successeurs. Initialement,
i=1

fonction cajculer_successeurs(g, e, 1)

debut

sii>n

alors
¢ =68(ge)

sinon
debut
e;=0
calculer_successeurs(g,e,i + 1)
e;=1
calculer_successeurs (g, e,% + 1)
ei=¢
fin

fin
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Le défaut de l’algorithme ci-dessus est d’étre purement exponentiel par rapport aux nombre de
variables d’entrée. En effet, une valeur est attribuée a chaque variable d’entrée du modgle avant
que 1’état successeur ne soit évalué, et indépendamment de savoir si cela est “nécessaire”. En
effet, si la fonction de transition est indépendante d’une variable, attribuer une valeur & cette
derniére est coiiteux et inutile. De 13, il est possible d’imaginer un algorithme d’évaluation des
successeurs dans lequel les variables d’entrée ne sont valuées que s'il est nécessaire de connaitre
leur valeur exacte. Un tel algorithme peut étre schématisé de la fagon suivante (les notations
restant les mémes par rapport a ’algorithme précédent):

fonction calculer_successeurs (g, e,1)
debut
sii>n
alors
_ d=8(ge)
sinon
si 6;(g,e) =0 ou §;(g,e) =1
alors
calculer_successeurs (g,e,i + 1)
sinon
debut
soit j tel que 6; (g,e) dépend de e;
e; =0
calculer_successeurs (g, e, %)
e; =1
calculer_successeurs (g, e, 1)
ej=¢p
fin
fin

Dans cet algorithme, chaque fonction de transition partielle est successivement évaluée, en
attribuant aux variables d’entrée une valeur “3 la demande”, uniquement si cela est nécessaire
pour connaitre la valeur de la fonction & évaluer. Les propriétés sémantiques des BDDs ren-
dent son implémentation réaliste, puisque les variables rencontrées dans les BDDs sont toujours
nécessaires pour la définition des fonctions représentées.

16.2.2 Prise en compte des assertions

Le probléeme de la prise en compte des assertions ne peut étre résolu qu’en calculant leur
sémantique exacte. Or, nous avons donné un algorithme de calcul des assertions, dont
Pimplémentation est réalisée sur les BDDs. La sémantique des assertions est alors donnée par
un BDD dénotant une fonction booléenne. En admettant que les assertions ont été évaluées
préalablement par la méthode symbolique, et qu’elles dénotent une fonction a, représentée par
un BDD, celles-ci peuvent étre aisément prises en compte dans le cadre d’une implémentation
de lalgorithme de vérification énumeérative basée sur les BDDs.

Les assertions forment une fonction o, (g,e) sur les états et les entrées du modéle, qui
spécifient les transitions valides de celui-ci. Pour un état g donné, ces mémes assertions spécifient
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l’ensemble des entrées e valides dans cet état. Une entrée e est valide si et seulement si
ay (g,e) = 1. Les états successeurs ¢' de g sont alors les états pour lesquels il existe une entrée
valide e telle que ¢ = 4 (g,e). La prise en compte des assertions nécessite alors simplement la
définition d’une fonction générant toutes les entrées valides & partir d’un état, et calculant 1’état
successeur pour chacune d’elle. L’algorithme ci-dessous en donne une définition schématique.
Les notations restent les mémes que précédemment. Les régles terminales de cet algorithme sont
les suivantes:

e Si Dentrée générée est valide, on calcule I’état successeur (appel & la fonction cal-
culer_successeurs).

e Si ’entrée générée n’est pas valide, on ne fait rien.

fonction generer_entree_valide(g,e)
debut
si oy (g,e) =1
alors
calculer_successeurs(g,e, 1)
sinon
si ay (g,e) #0
alors
debut
soit j tel que a, (g,€) dépend de e;
ej=0
generer_entree_valide (g, €)
e =1
generer_entree_valide (g, )
ej=¢ '
fin
fin

De méme que pour le calcul des successeurs, les variables d’entrée ne sont valuées “qu’a la
demande”.

16.2.3 Evaluation des spécifications

La derniére étape de la vérification consiste & évaluer les spécifications. Celles-ci constituent
une fonction o (g,e) sur les états et les entrées du modele, donnant les transitions correctes de
celui-ci. Pour un état ¢ donné, elles déterminent I’ensemble des entrées correctes e du modéle. La
vérification consiste alors & contréler que chaque entrée valide (du point de vue des assertions) est
une entrée correcte du modéle, ce qui revient & évaluer les spécifications pour chaque entrée valide.
La fonction ci-dessous définit de fagon schématique 1’algorithme d’évaluation des spécifications.
Les regles terminales sont les suivantes:

e Si Dentrée valide générée est correcte, on calcule I’état successeur (appel a la fonction
calculer_successeurs).
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o Si entrée valide générée est incorrecte, les spécifications ne sont pas satisfaites, donc la
vérification s’acheve.

La fonction ci-dessous est appelée par la fonction generer_entree_valide en lieu et place de la
fonction calculer_successeurs.

fonction evaluer_specifications (g, e)
debut
sio(g,e) =0
alors
retourner (Spécifications Non Satisfaite)
sinon
sio(g,e)=1
alors
calculer_successeurs (g, e)
sinon
debut
soit j tel que o (g,e) dépend de e;
e; =0
evaluer_specifications (g, e)
e;=1
evaluer_specifications (g, e)
ej=¢
fin
fin

Ici encore, les variables d’entrée ne sont valuées “qu’a la demande”. En pratique, la vérification
consiste donc a générer récursivement les entrés valides pour chaque état accessible, puis & évaluer
les spécifications et calculer I’état successeur pour chaque entrée valide.

L’utilisation des BDDs pour implémenter les algorithmes de vérification par la méthode
énumérative permet donc d’optimiser les calculs liés & cette méthode, en évitant de valuer
systématiquement toutes les entrées du modéle pour générer les entrées valides, évaluer les
spécifications et calculer les états successeurs. D’autre part, en adoptant le méme type de
représentation pour la génération du modéle comme pour 1’évaluation des assertions, on peut
prendre en compte ces derniéres et éviter ainsi le probléme des assertions non causales incon-
tournable dans I'implémentation classique. Cependant, les inconvénients liés 3 la représentation
en extension des ensembles d’états par des vecteurs booléens persistent (représentation des en-
sembles linéaire). On peut alors essayer de pousser 1'utilisation des BDDs encore plus loin en
s’en servant pour représenter les ensembles d’états du modele. Cette perspective est développée
ci-dessous.

16.3 Représentation du modeéle a I’aide des BDDs

Le modeéle étant encodé dans le domaine booléen, les états sont dénotés par des monémes com-
plets sur les variables d’état de celui-ci. Tout ensemble d’états correspond alors & une somme de
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Figure 16.2: Représentation implicite de monémes complets dans un BDD

mondmes, qui peut étre représentée par un BDD. Ainsi, les ensembles A et V' des états respec-
tivement accessibles et visités peuvent étre représentés par des BDDs. L’énorme avantage que
procurent les BDDs dans ce cas est de permettre une implémentation de la méthode énumérative
capable de traiter un nombre potentiellement illimité d’états. En effet, nous avons vu que la
taille de la représentation d’un ensemble par un BDD n’est pas proportionnelle 4 sa taille réelle.
A ce niveau, le gain enregistré par rapport aux implémentations classiques est considérable, car
ces derniéres sont toujours limitées techniquement au niveau du nombre d’états pouvant étre
traités.

Mais 1'utilisation des BDDs engendre aussi de nouvelles optimisations au niveau des algo-
rithmes de vérification développés précédemment, qui sont liées & ’exploitation de leurs propriétés
sémantiques. Ces optimisations proviennent du simple fait que dans un BDD, toute somme de
monémes complets est en général représentée implicitement par une somme de mondmes non
complets. Ainsi, dans I’exemple de la figure 16.2, la somme de quatre mondmes complets aboutit
4 un BDD dénotant deux mondémes non complets. Il est alors possible d’exploiter cette propriété
pour définir un nouvel algorithme “pseudo-énumératif”, dans lequel les états ne sont plus traités
un par un, mais par groupes correspondant & des monémes non complets. Il suffit pour cela de
modifier ’algorithme classique au niveau du retrait des états contenus dans ’ensemble A. Si A
est dénoté par son BDD X4, le retrait d’un groupe d’états de A correspond & ’extraction d’un
monoéme dans X4. Cette opération est trés simple & mettre en ceuvre, comme cela a été démontré
dans la section 15.2. De plus, il est possible de choisir le monéme & extraire de X 4. Ainsi, le
mondme sélectionné peut étre celui qui dénote le plus grand nombre d’états contenus dans A,
c’est & dire celui dont la longueur est minimale.

Le traitement simultané d’un ensemble d’états dénoté par un monéme non complet nécessite
la modification des algorithmes de génération des entrées valides, d’évaluation des spécifications
et de calcul des états successeurs définis dans la section précédente. En effet, dans les algorithmes
de la section 16.2, seules les variables d’entrée sont valuées “4 la demande”. Dans les nouveaux
algorithmes & définir, les variables d’état doivent aussi étre valuées a la demande, puisque le
mondme dénotant les états traités n’est en général pas complet. Il faut remarquer que cette
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valuation des variables d’état est correcte car du point de vue sémantique, tous les monémes
complets recouverts par un monéme non complet dans un BDD appartiennent implicitement &
ce BDD.

La représentation de A et de V par des BDDs nécessite aussi d’implémenter Pajout et le test
d’appartenance d’états & ces ensembles, sous la forme d’opérateurs sur les BDDs. La premiére
opération correspond & une somme booléenne entre une fonction et un monéme, tandis que la
seconde correspond & une évaluation de fonction sur un monéme. Ces opérations sont simples et
faciles & implémenter sur les BDDs, & I’aide des opérateurs décrits dans la section 15.2.

Toutefois, une derniére optimisation peut étre apportée aux algorithmes de vérification. Celle-
ci concerne les tests d’appartenance des états accédés lors du calcul des successeurs d’un groupe
d’états. En effet, 'algorithme de calcul des états successeurs d’un état qui a été défini dans la
section 16.2.1 fonctionne en calculant successivement la valeur de la premiére variable d’état,
puis de la seconde, etc.... En disposant d’une représentation de A et V sous forme de BDD, on
peut tester la présence de 1’état généré dans ces ensembles au fur et & mesure que les valeurs des
variables d’état sont déterminées.

La fonction définie ci-dessous schématise 1’algorithme de calcul des états successeurs d’un
ensemble d’états dénoté par un monéme non complet g. Elle intégre les deux modifications
apportées 3 l’algorithme défini dans la section précédente:

o Les tests d’appartenance des états successeurs aux ensembles 4 et V s’effectuent au fur et
a mesure de I’évaluation des variables d’état.

o Les variables d’états du mondme non complet g sont valuées “a la demande”.
Les notations X4 et Xy servent i dénoter les fonctions caractéristiques des ensembles 4 et V.

fonction calculer_successeurs (g, e, 1)
debut
sii>n
alors
4= 8(gse)
sinon
si 6; (g,e) =0 ou §; (g,e) =1
alors
debut
si X4 (81(g€),--,6 (g:€)) #1
et Xy (61(g,€),...,8i(g,€)) #1
alors
calculer_successeurs (g,e,i + 1)
fin
sinon
si 6; (g,e) dépend de g;
alors
debut
q9; = 0
calculer_successeurs (g, e, 1)
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g; =1
calculer_successeurs (g, e,1)
9; =9
fin

sinon
debut
soit k tel que ;(g,e) dépend de e,
e =0
calculer_successeurs (g, e, 1)
er=1
calculer_successeurs (g, e,1)
=9
fin

fin

Les fonctions de génération des entrées valides et d’évaluation des spécifications définies dans
la section précédente sont modifiées de la méme fagon au niveau de la valuation des variables
d’état.

16.4 Conclusions

La méthode qui vient d’étre présentée a été implémentée sous la forme d’un uouvel outil de
vérification. Elle s’avere étre trés économique en mémoire, comme cela était attendu. D’autre
part, I’avantage déterminant lié & cette méthode se situe dans le fait qu’elle n’est théoriquement
pas limitée au niveau du nombre d’états pouvant étre traités. Elle est en outre actuellement en
cours d’expérimentation.

D’autre part, I’interprétation des BDDs sous forme de sommes de monédmes a aussi été utilisée
pour implémenter une méthode de génération de modele “réduit”, dérivée de la méthode de
génération de modele minimal. La différence se situe au niveau du calcul des classes d’états
équivalents: ce calcul est beaucoup plus économique que pour la méthode générant le modele
minimal (en particulier, toute les opérations de composition fonctionnelle se raménent a des pro-
duits de fonctions), mais le modéle obtenu n’est en revanche plus minimal: il est seulement réduit.
Cette méthode a des applications évidentes dans le domaine de la compilation. Néanmoins, elle
pourrait permettre - si elle donne les résultats escomptés - la vérification de spécifications sur un
modéle complet. Cette méthode est actuellement en cours d’expérimentation.

Enfin, il faut remarquer que les résultats des deux approches décrites ci-dessus dépendent
beaucoup de l’ordre fixé pour les variables. La encore, il serait trés intéressant de déterminer
quels sont les bons ordres, et pourquoi ils sont bons.
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Bilan

L’objectif de cette étude était de définir et d’implémenter un outil de vérification formelle de
programmes LUSTRE. Les travaux antérieurs réalisés dans ce domaine ont constitué la base du
travail entrepris. En effet, ceux-ci ont permis de dégager les principes originaux de la vérification
en LUSTRE (spécifications, description comportementale de Penvironnement), mais aussi de met-
tre en évidence les problémes intrinséques & celle-ci (assertions non causales), ainsi que ceux liés
aux méthodes de vérification classiques (explosion du modéle généré).

La premiére partie de I’étude a d’abord porté sur la définition d’une méthode de vérification
formelle des programmes LUSTRE. La possibilité d’obtenir pour tout programme un modéle
d’exécution & partir d’une sémantique formelle du langage nous a naturellement incité i en-
visager une méthode de vérification basée sur les modéles (model checking). Dans un rremier
temps, la sémantique des assertions et des spécifications d’un programme LUSTRE sur son modéle
d’exécution a été définie formellement en termes d’opérateurs sur la structure du modéle. A
partir de ces définitions, il fallait concevoir une méthode permettant I’évaluation effective des
spécifications et des assertions sur le modele. La conception de celle-ci a été guidée par deux
impératifs: d’une part la capacité & mettre en ceuvre les opérations nécessaires sur le modéle;
d’autre part la résolution des problémes rencontrés pour la vérification des programmes LUSTRE
avec les méthodes précédemment développées. Une nouvelle méthode de vérification a donc été
étudiée, basée sur un algorithme original de génération de modéles minimaux. En théorie, cette
méthode permet de résoudre tous les problémes rencontrés jusqu’a présent.

Pour son implémentation, la méthode fait appel aux BDDs, qui sont une technique de
représentation et de manipulation symbolique des fonctions booléennes. Le modéle d’exécution
d’un programme LUSTRE pouvant étre encodé dans le domaine booléen, les BDDs ont été utilisés
pour représenter et manipuler le modéle. Il faut noter & ce sujet que les BDDs constituent le seul
moyen d’implémenter la méthode de vérification proposée. L’utilisation des BDDs nous a poussé
a approfondir I’étude de leur fonctionnement afin d’abaisser la complexité de la vérification. En
particulier, 'ordonnancement des variables, ’optimisation des opérateurs standards, la concep-
tion de nouveaux opérateurs et la combinaison “astucieuse” de ces opérateurs entre eux ont
été largement explorés. Ces travaux ont abouti sur la réalisation d’une bibliothéque de BDDs
optimisée, écrite en C++ [Str91], qui a été spécifiquement développée pour implémenter la
méthode de vérification. Cette bibliothéque inclut de nombreuses fonctionnalités indispensables
au fonctionnement des BDDs: gestion de la canonicité, réutilisation des résultats intermédiaires,
récupération des nceuds inutilisés (garbage collection). Elle est d’ailleurs utilisée au sein du groupe
SPECTRE pour d’autres applications de vérification [JCF,SB92,FM92].
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Les essais de vérification de programmes LUSTRE réalisés sur un jeu de programmes issus
d’applications réelles démontrent I’efficacité de la méthode développée, au moins par rapport a
la méthode énumérative classique. De plus, on constate un gain intéressant en temps de calcul
et en mémoire pour I'implémentation optimisée de la méthode.

D’autre part, 'utilisation intensive des BDDs au sein de l'outil a permis d’en révéler les
qualités et aussi les défauts. Au chapitre des qualités, citons leur facilité et leur souplesse
d’utilisation, ainsi que leur aptitude & réaliser efficacement des opérations complexes sur les
fonctions booléennes. Les problémes de représentation compacte des fonctions s’avérent assez
rares en pratique, ce qui plaide en faveur de leur utilisation. Par contre, nous avons tout d’abord
pu constater ’extréme sensibilité des BDDs & 1'ordre fixé pour les variables dans la méthode
de vérification étudiée. On a aussi pu s’apercevoir que les BDDs sont quelquefois trés coiiteux
en mémoire, particuliérement lors de certaines opérations. Ces constatations nous ont donc
amené & développer une nouvelle approche de la vérification, toujours basée sur les BDDs pour
la représentation du modéle d’exécution, mais utilisant uniquement des opérateurs simplifiés
et économiques en mémoire pour manipuler celui-ci. Cette approche nous a permis d’obtenir
une implémentation originale de la méthode de vérification énumérative en avant, dans laquelle
les problémes rencontrés jusqu’a présent pour la vérification des programmes LUSTRE (prise en
compte des assertions, explosion du modéle) sont potentiellement résolus.

En ce qui concerne 1’aspect utilisation de ’outil de vérification, il est apparu que la vérification
nécessite d’importants efforts pour étre mise en ceuvre de fagon adéquate. Plus précisément,
deux problémes sont apparus au cours des expérimentations réalisées. Le premier concerne
I’environnement, dont il est indispensable de connaitre au moins partiellement une description
du comportement. Or, cette tiche s’avére ardue, et cela pour deux raisons:

e Tout d’abord, la description comportementale de ’environnement est intrinséquement
délicate: si celle-ci est “trop vague” (pas assez restrictive par rapport a la réalité), on
risque de ne jamais réussir & vérifier les spécifications sur le programme, méme si celui-ci
est correct. Au contraire, si elle est trop restrictive (certains comportements possibles sont
arbitrairement exclus), les spécifications vont étre vérifiées pour des conditions ne corre-
spondant & la réalité, ce qui est le pire des cas car on peut prouver comme cela qu’'un
programme faux est correct.

¢ D’autre part, il est généralement impossible d’exprimer n’importe quelle caractéristique du
comportement de l’environnement sous forme d’invariants. Le mécanisme des assertions
semble donc parfois offrir une puissance d’expression limitée par rapport & ce qu’il est
nécessaire d’exprimer.

Le second probléme apparu lors de 'utilisation de l’outil de vérification concerne la détection
des erreurs en cas d’échec de la vérification. A ce niveau, une fonctionnalité de diagnostic
complémentaire de la vérification a été implémentée. Ce diagnostic permet de mettre en évidence
un comportement incorrect du programme vérifié. Cependant, la nécessité de disposer d’un outil
de diagnostic plus puissant s’est faite ressentir.
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Perspectives

En perspective, nous faisons un tour d’horizon des extensions possibles du travail réalisé. Au
niveau de l'outil de vérification des programmes LUSTRE, plusieurs points nécessitent encore
d’étre développés ou approfondis.

Du point de vue technique, des améliorations doivent pouvoir encore étre apportées au niveau
de 'implémentation de la méthode de vérification, essentiellement au niveau des BDDs: recherche
d’ordres de variables performants, gestion optimisée de I’espace mémoire occupé, optimisation
des opérateurs.

En ce qui concerne I'utilisation effective de 1’outil, il est dans ’immédiat indispensable
d’évaluer plus en détail les limites de la nouvelle méthode proposée. Pour cela, il faudrait
absolument comparer les performances de I’outil réalisé aux autres outils de vérification exis-
tants, par rapport & un jeu de tests communs (benchmarks). Dans la méme optique, il serait tres
intéressant de mesurer les capacités effectives de la méthode de vérification sur une application
industrielle de taille réaliste écrite en LUSTRE. Ce dernier point va étre incessamment étudié par
C. Dubois & Merlin Gerin.

A moyen terme, les interfaces des outils réalisés pourraient étre améliorées de maniére 3
rendre leur utilisation plus aisée:

o Interface avec l'outil de vérification: Actuellement, pour des raisons d’interfacage rapide
avec les outils de compilation nécessaires & la génération du modéle d’exécution des pro-
grammes, I'utilisateur doit réaliser “4 la main” un programme de vérification. Cette phase
fastidieuse pourrait étre évitée en développant une interface entre ’outil de vérification et
Putilisateur. Ainsi, pour un programme donné, ce dernier pourrait entrer les spécifications
et les assertions du programme de maniére interactive, puis faire effectuer & sa guise la
vérification de telle ou telle spécification.

o Interface avec l'outil de diagnostic: L'outil de diagnostic actuel souffre de Pimpossibilité
de traduire les séquences diagnostiques directement en LUSTRE. Cela provient du fait que
tout programme de vérification est d’abord expansé et traduit dans le format intermédiaire
EC avant d’étre vérifié. Pour remonter au langage source, il faudrait que le programme
au format EC contienne des informations (pragmas) sur Porigine des instructions qui le
composent. Cette fonctionnalité n’est pas encore réalisée & ’heure actuelle.

Enfin, a long terme, le développement d'un environnement complet de vérification des pro-
grammes LUSTRE s’avére nécessaire. En particulier, deux fonctionnalités de cet environnement
semblent devoir étre approfondies:

o Le développement d’un outil de diagnostic interactif comparable & un classique outil de
débogage de programmes, offrant & l’utilisateur une aide pour rechercher interactivement
les erreurs dans ses programmes. La puissance des BDDs devrait permettre la réalisation
d’un outil réellement efficace.

e La description comportementale de l’environnement des programmes. Cet aspect est
d’ordre plus méthodologique que le précédent. Une étude de cas similaire & celle menée
au niveau des spécifications devrait étre envisagée pour déterminer le genre des propriétés
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qu’il est nécessaire de connaitre & propos du comportement de I’environnement, et com-
ment il est possible de les exprimer. Ce travail pourrait éventuellement conduire 2 la
définition d’un formalisme moins restrictif que les assertions pour décrire le comportement
de l’environnement. A ce sujet, il faut remarquer que le probléme de la description com-
portementale de I’environnement ne semble pas encore avoir été traité de maniére appro-
fondie. Cela s’explique facilement par rapport & la nature des systémes traités jusqu’a
présent. Dans le domaine de la vérification de circuits, I’environnement se comporte
généralement de maniére aléatoire. Quant & la vérification de protocoles, les systémes
forment souvent un groupe de processus communiquant entre eux, sans grandes interac-
tions avec leur environnement.

Au dela de la vérification de programmes LUSTRE, la méthode de vérification qui a été
développée peut étre adaptée plus généralement & la vérification de n’importe quelle machine
d’états finis. De plus, son principe méme en fait une méthode plus puissante que les méthodes
préexistantes, car elle permet I’évaluation de certaines propriétés de vivacité (Le calcul des as-
sertions en LUSTRE correspond & ’évaluation de ce genre de propriété).

En conclusion, la méthode de vérification que nous avons proposée est plus puissante que
les méthodes préexistantes. A ce titre, elle pourrait étre considérée comme meilleure que les
autres. Cependant, ’expérience montre que toutes ces méthodes sont complémentaires les unes
des autres, c’est-a-dire que pour chaque cas traité, il y en a généralement au moins une qui
fonctionne mieux que les autres. C’est pourquoi la méthode proposée ne prétend pas surclasser
les méthodes existantes, mais elle constitue une chance supplémentaire de réussir a vérifier des
systémes dont la complexité est de toute maniére exponentielle!
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