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Résumé

Dans ce travail de thése sont étudiés des problemes mathématiques (théorie et approximation)
issus de la théorie de la dynamique des gaz compressibles et modélisés par les équations d'Euler.
L'approximation numérique de ces problémes physiques a nécessité une étude détaillée de
quelques problémes de conditions aux limites.

Les approximations numériques obtenues sont basées sur la méthode des volumes finis, qui nous
a semblée la mieux adaptée pour la discrétisation des systémes hyperboliques de lois de conservation
en général.

La convergence de la méthode des volumes finis est obtenue pour les problémes de lois de
conservation scalaires avec des conditions aux limites, a l'aide d'un résultat d'unicité dans l'espace des

solutions mesures.

Abstract

We study here some mathematical problems (theory and approximation) stemming from the theory
of the gas dynamics. The mathematical model used to represent these physical phenomena is the
system of Euler conservation laws equations. To obtain numerical approximations of the solutions we
were induced to deal with some boundary value problems.

The results of the numerical simulations are all based on the finite volumes method which seems to
be the most useful wheb treating the conservation laws equations in general.

A convergence result has been obtained for the finite volume method for a boundary value
problem, by using a uniqueness result of measure valued solutions for a scalar conservation law

equation.
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INTRODUCTION

Ce travail est motivé par I'étude de problémes mathématiques (théorie et approximation) issus de la
théorie de la dynamique des gaz compressibles et modélisés par les équations d'Euler :

- L'étude de la propagation dans 'atmosphére, de 'onde de choc (de pression) provoquée par la
détonation d'un mélange de gaz dans un canon : Application au déclenchement préventif
d'avalanches.

- Ecoulement compressible de fiuide parfait en situation transonique instationnaire : cas d'un jet &
travers une bréche dans une des parois de protection de la cuve d'une centrale nucléaire.

Les ondes de choc apparaissant dans ces phénoménes sont en géneral caractéristiques des
systémes hyperboliques de lois de conservation. Les problémes posés sont & la fois de type
théorique (difficulté d'établir des résultats d'existence et d'unicit€) et numérique (conception des
méthodes d'approximation); sur ces deux points de nombreuses questions sont encore ouvertes.

Cette thése comporte trois parties.

-1- La premiére partie est consacrée & la présentation des problémes sur le plan mathématique
et sur le plan physique, et a la modélisation et la résolution de quelques problémes de conditions aux
limites pour le systéme de la dynamique des gaz compressibles.

Dans le premier chapitre est étudiée la solution du probléme de Riemann pour les équations
d'Euler pour les gaz parfaits polytropiques. Les résultats de ce chapitre vont nous servir tout au long
de cette thése, aussi bien pour modéliser des problémes de conditions aux limites au deuxieme
chapitre, que pour établir des méthodes d'approximation au quatriéme chapitre.

Dans le second chapitre sont présentés les problémes physiques décrits précédemment. Dans
le cas de la propagation dans I'atmosphére, de I'onde de choc provoquée par la détonation, on a eu
recours 3 la théorie de la détonation des gaz pour étudier les problémes des conditions aux limites
que l'on a modélisé par des demi-problémes de Riemann.

Le probléme de l'existence et de l'unicité de la solution du probléme de la condition a la limite dans
le cas du jet a travers une bréche dans une des parois de protection du "puit de cuve” a été traité dans
le troisiéme chapitre. L'existence de la solution est prouvée par résolution de problemes de
Riemann, et un critére d'entropie a été utilisé pour choisir la "solution physique" du probléme.

Pour chacune de ces deux modélisations, les résultats de la simulation numérique sont présentés

a la fin des chapitres correspondants.



-2- On s'intéresse dans Ia'deuxiéme partie a l'approximation numérique des probléemes

bidimensionnels.

Dans le chapitre lll, on commence par introduire quelques généralités sur la méthode des
volumes finis, qui nous a semblée la mieux adaptée pour la discrétisation des systémes hyperboliques
de lois de conservation en général. Ensuite, dans le méme chapitre, cette méthode est décrite pour
les équation d'Euler, en utilisant les propriétés importantes d'hyperbdlicité et d'invariance par rotation
de ces équations.

Le quatriéme chapitre est consacré au calcul des flux pour les schémas aux volumes finis. On a
étudié et appliqué essentiellement le solveur approché de Roe qui consiste a linéariser la jacobienne
du systéme de lois de conservation. Quelques résultats théoriques et leurs démonstrations, dus a Vila
[Vil.1], concernant I'obtention de matrices de Roe, sont également présentés dans ce chapitre. Pour
clore ce chapitre, on a présenté un aigorithme original simplifié de calcul de flux & l'aide du solveur de
Roe.

Les résultats numériques du deuxiéme chapitre ont tous été obtenus & l'aide d'un schéma aux
volumes finis précis a l'ordre deux en espace et en temps. Le passage au second ordre en espace sur
la méthode des volumes finis a été effectué par la méthode de "prédiction-correction”, qui consiste a
calculer des gradients par mailles et de les corriger dans le but d'éviter les oscillations dans la solution
approchée. Plusieurs critéres de correction (ou limitation) peuvent étre choisis, I'algorithme que nous
avons adopté consiste en une limitation "globale par maille” (annulation du gradient dés qu'un
extrémum est crée sur l'une des arétes de I'élément). Un autre critére, moins séveére, introduit par
Fezoui [Fez] consiste & limiter les gradients “localement", en définissant un gradient par aréte puis en
n'annulant que les gradients des arétes ou apparait un extrémum.

Pour les schémas monodimensionnels obtenus a I'aide de ce type de limitation, on démontre au
chapitre V, qu'ils sont & variation totale décroissante (TVD), sous une certaine condition de CFL, et

par la suite qu'ils sont convergents.

-3- On aborde dans la troisiéme partie I'étude théorique de la convergence des méthodes
d'approximation pour les lois de conservation scalaires avec des conditions aux limites. Ces résultats
de convergence sont démontrés sans estimations de type TVB (total variation bounded) ou TVD (total
variation decreasing). Les estimations de la variation totale sont remplacées par des estimations
“faibles" faisant intervenir la viscosité numérique des schémas. La convergence est obtenue dans
I'espace des solutions mesures [DP.1]. Grace & un résultat d'unicité des solutions mesures pour les
lois de conservation avec conditions aux limites de Szepessy [Sze], on peut alors déduire la
convergence forte des solutions approchées dans L'.



Nous avons adapté au cas du probléme aux conditions aux limites, une formulation faible, due a
Champier, Gallouét et Herbin [CGH], de la définition des solutions mesures permettant de s'affranchir
de la condition de consistance forte avec les conditions initiales utilisée dans [Sze].

Le chapitre VI est consacré a la convergence de la méthode des différences finies pour les lois
de conservation scalaires & flux non convexe, avec des conditions aux limites. On démontre
également I'estimation faible avec la viscosité numérique, nécessaire a la convergence dans l'espace
des solutions mesures. Cette estimation servira par ailleurs dans le chapitre suivant. Le point clé de ce
chapitre est I'étude de la production locale d'entropie pour le schéma de Godounov dans le cas dun
flux non convexe, qui généralise celle obtenue par Coquel et Le Floch dans [CL].

Dans le chapitre Vil on démontre la convergence de la méthode des volumes finis pour les lois
de conservation scalaires pour un probléme de conditions aux limites. Pour cela on écrit le schéma aux
volumes finis comme combinaison convexe de schémas aux différences finies, ce qui nous permet
d'utiliser les résultats et estimations du chapitre VI. Le résultat de convergence est ensuite étendu a la
version précise au second ordre en espace décrite dans le chapitre IV.

Les deux chapitres de cette partie sont destinés a publication, en collaboration avec A. Chalabi’ et
J.P. Vila™ .

*  Laboratoire d'analyse numérique, Dept. mathématique, Univ. Paul Sabatier, Toulouse.

*= | aboratoire d'analyse numérique, Dept. mathématique, Parc Valrose, Univ. Nice.






CHAPITRE |

PROBLEME DE RIEMANN POUR
LA DYNAMIQUE DES GAZ
COMPRESSIBLES



1. Le probleme de Riemann pour la
dynamique des gaz compressibles

1.1. Equations et propriétés générales

Le gaz est supposé parfait, il est donc caractérisé par la loi d'état suivante :
p=RpT (1.1)

ol p, p et T sont respectivement la densité, pression et température du gaz. |l est polytropique, son
énergie interne spécifique et sa pression sont données par

e=C,T (1.2)
p=keS%p! (1.3)

ol R, k, Cy et y sont des constantes positives, avec: y< 1. S est I'entropie du gaz.

Les équations d'Euler pour la dynamique des gaz s'écrivent

(9 d
=+ 3 (pu) =0

A\

-g;(pU) +§;(puz+p) =0 (1.4)

\%[p("g—q— e)] + gx—[pu(%g+ e) + up] =0

Le probléme de Riemann (voir [Smo]), associé au systeme (1.4) est caractérisé par une donnée
initiale du type
si x<0

Uo(x) = {u . (1.5)

U, si x>0

La solution du probléme (1.4)-(1.5) est constituée, en général, de la succession de trois type
d'ondes. Chacune de ces ondes est associée & un champ défini par une des valeurs propres A1, A2,
A3 de la Jacobienne du systéme (1.4). Les données du probleme sont résumées dans le tableau

suivant, les détails de calcul sont omis.

i=1 i=2 i=3
A u-¢ u u+c
vecteur propre R; (,-c,0) (hs, - C, - hp)t (0.c.0)!
Ri.VA C-P% 0 c+pc,
: . 2 2
Invariants de Riemann {s, U+ c} {u, p} {s, v c}




ol ¢ est la célérité du son dans le gaz, définie par: ¢2 = ylp. Les j-invariants de Riemann sont des
fonctions W(U) de R" dans R", telles que : <W'(U),rj(U)>=0, pour tout U dans R" (voir [Smo]). <,>
. désigne le produit scalaire dans R", et W(U) = grad(W).

L'étude des j-invariants de Riemann montre que le premier et le dernier champ sont des champs
vraiment non linéaires (VNL), i.e.

grad A(U) r(U) 20 pour tout U dans R,  (k=10u3)

Les ondes associées a ces champs sont des ondes de choc ou de détente, tandis que le deuxiéeme
champ A, est un champ linéairement dégénéré (LD), i.e.

grad A(U) n(U) =0 pour tout Udans R", (k=2)

la seule onde que l'on peut associer & ce champs est une onde de type discontinuité de contact.

Nous allons étudier explicitement les ondes de choc, de détente et les discontinuités de contact
qui constituent la solution du probléme de Riemann. En ce qui concerne les courbes de choc, on écrit
les relations de Rankine-Hugoniot et les inégalités d'entropie

o[u]=[Fu)] (1.6.)

o [n)] < [m)] (1.6.b)
ou U et F(U) sont donnés par ,

U=(p.pu.p(5+e)’ (1.7.a)

FU) = (pu, p + o2 pu + pu(S + €)" (1.7.0)

et (n,M0) est une entropie du systeme (1.4) :n'F =1I'. ¢ étant la vitesse du choc. Ces relations peuvent
s'écrire de fagon plus simple en introduisant les variables

v=Uu-o m=pv
On obtient :
[m] = O
[p+mv] = 0 (1.8)

2
m[Y_102+v2] =,,0

Les conditions de choc de Lax (voir [Smo] par exemple),donnent pour le 1-choc, les inégalités

suivantes, qui sont équivalentes a (1.6.b)

o<uy-qg U -C <o <Up,
et pour le 3-choc
y<o<uy+q U +C <O



Si on désigne par lindice 1 I'état d'une particule juste avant qu'elle n'atteigne le choc, et par lindice
2 I'état de cette méme particule juste aprés la traversée du choc, alors on a:
pour un 1-choc I=1 et r=2
et pour un 3-choc =2 et r=1

autrement dit, pour un 1-choc, les particules traversent le choc de gauche a droite (o<u et o<uy).
Tandis que pour un 3-choc, les particules traversent le choc de droite & gauche (o>u; et o>uy). Sion

pose :

p2 ¥l 2
Zz= = = 1.
o1 B=111 w=p (1.9)
on obtient I'expression suivante pour la vitesse de choc ¢ (voir [Smo] pour les détails de calculs)
- 12
G=UrCy [@F’Z)—Z] (1.10)

avec le signe + (resp. -) pour les 3-chocs (resp. 1-chocs).

1.2. Résolution du probléme de Riemann

L'étude des différents champs associés au systéme d'équations (1.4) a montré que les champs A4
et A3 sont des champs vraiment non linéaires correspondants & des ondes de détente ou de choc. Le
champ A est linéairement dégénére, associé a une onde de type discontinuité de contact. D'autre
part, les 2-invariants de Riemann sont la vitesse et la ;'Jression (u,p), ils sont donc préservés le long de
la discontinuité de contact.

Cette remarque fournit un moyen simple de résolution du probléme de Riemann (en deux étapes).
En effet, deux états du gaz séparés par une discontinuité de contact ont la méme vitesse et la méme
pression. lis sont représentés par le méme point dans le plan (u,p). L'idée est alors d'étudier les ondes
de choc et de détente dans le plan (u,p), dans lequel la discontinuité de contact peut étre ignorée.

1.2.1. Courbes de choc dans le plan (u,p)

Désignons par lindice 0 I'état du gaz 4 gauche du choc de vitesse o. La relation de Rankine-

Hugoniot peut s'écrire

e - €0+ 3(p+Po) (T~ %) =0 (1.11)

ou e désigne I'energie interne spécifique, donnée par : e = p t/(y-1), ot on a posé : T = 1/p. On
obtient la relation suivante reliant la vitesse et la pression

Uy-Ug= + ¢0(p1)’ (11 2.a)



avec A
1-n2
d>°(p)=(p-po)‘\/—————(p ::12);: (1.12.b)

Dans (1.12.a), le signe + désigne l'onde de 3-choc, tandis que le signe - indique le 1-choc.

La fonction ®,, vérifie les propriétés suivantes:
i d>; >0
) ©(pq) = D4(Po)

) @fp) > quand pres
M) ©(p) >0 quand p-ses

@ Figure 1.1. (b)

Les figures (1.1) représentent, dans le plan (u,p), l'allure des courbes de chocs. La figure (1.1.a)
représente l'ensemble des états qui peuvent étre reliés a I'état (u;,p,,7)) a droite par une onde de choc

de type S;, i=1 ou 3. Autrement dit, dans ce cas, on dispose de I'état gauche. La figure (1.1.b)
représente I'ensemble des états qui peuvent étre reliés a I'état (u.,p.7,), @ gauche par une onde de
choc de type S;, i=1 ou 3. Autrement dit, dans ce cas, on dispose de I'état droit.

1.2.2. Courbes de détente dans le plan (u,p)

De la méme fagon que pour les ondes de choc, les équations des ondes de détente peuvent étre
obtenues explicitement. On écrit pour cela, qu'un i-invariant de Riemann est constant le long d'une i-
détente (i = 1 ou 3). La fonction "u + 2¢/(y - 1)" (resp. "u - 2¢/(y - 1)") est constante le long d'une 1-
détente (resp. 3-détente).

On obtient la relation suivante reliant la vitesse et la pression

Uy - U = £ ¥o(P1), (1.13.3)



avec
N
¥o(p) =——ua‘L Vo po? (pr 12 - pir %) (1.13.b)

Dans (1.13.a), le signe + désigne la 3-détente, tandis que le signe - indique le 1-détente.

(@ Figure 1.2. (b)

La fonction ¥, vérifie les propriétés suivantes:
) ¥ >0

i) Wo(p1) =—Y¥1(Po)
i) Wo(p) > quand p—re
iv) ‘P;(p)—ao quand p e

Les figures (1.2.a)-(1.2.b) représentent, dans le plan (u,p), l'allure des courbes de détente, suivant
le méme principe que dans la figure 1.1.
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CHAPITRE i

ETUDE DE QUELQUES
PROBLEMES AUX LIMITES POUR
LES EQUATIONS D'EULER
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0. Introduction

Les apblications bhysiques qui ont motivé ce travail relévent toutes du domaine de la dynamique
des gaz compressibles et plus precisemment :

- L'étude de la propagation dans 'atmospheére, de I'onde de choc (de pression) provoquée par la
détonation d'un mélange de gaz dans un canon. (application "pacifiste " au déclenchement préventif
d'avalanche).

- Ecoulement compressible de fluide parfait en situation transonique instationnaire. Cas d'un jet a
travers une bréche dans une des parois de protection de la cuve d'une centrale nucléaire.

Ces phénoménes sont modélisés par les équations d'Euler pour la dynamique des gaz

compressibles.

1. Un systéme de déclenchement
préventif d'avalanches : Le Gazex

Dans le domaine de la protection paravalanche par déclenchement artificiel, existe principalement
deux techniques utilisant des procédés trés différents :

- Le cable transporteur d'explosif (CATEX), connu en France depuis prés de 15 ans. Il permet de
placer quelques kilogrammes d'explosifs au dessus du manteau neigeux d'un couloir avalancheux.

- L'exploseur a gaz (GAZEX), apparu il'y a 3 ans. Son principe de fonctionnement repose sur
I'explosion d'un mélange gazeux détonant, en l'occurrence oxygéne-propane, dans un tube (canon)
orienté vers l'aval. La surpression ainsi créée sur le manteau neigeux provoque le départ de
I'avalanche. Ces deux techniques peuvent paraitre concurrentielles.

Le CEMAGREF de Grenoble a mené, pour le compte de la société SCHIPPERS S.A,, fabriquant
du GAZEX, une étude consistant a évaluer l'efficacité de ce nouveau procédé et & comparer ses
performances avec celles du CATEX. Cette étude comporte essentiellement deux phases :

- Mesures sur le terrain (tirs d'essais) : d'une part des mesures de la surpression créée sur le
manteau neigeux, et des mesures acoustiques pour évaluer l'intensité des ondes sonores produites
par la détonation.

- Etude numérique comportant une modélisation mathématique du phénomeéne physique,
complétée d'une simulation numérique de l'onde de pression qui suit la détonation. Les mesures

effectuées sur le terrain dans ce sens, servent & inttialiser partiellement le modeéle numérique.
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1.1. Le GAZEX

1.1.1. Description

Un tube est installé sur le site, relié par l'intermédiaire de tuyaux & un abri contenant deux cuves
tampons. Des réserves d'oxygéne et de propane permettent d'alimenter les cuves (voir schéma
d'installation). Les pages suivantes montrent le canon, son alimentation, I'abri et les cuves.

1.1.2. Fonctionnement

Un systéme de commande permet par ouverture d'électrovannes, l'injection des gaz des cuves
tampons vers le canon (pour que le mélange oxygéne-propane respecte les proportions
stochiométriques (détonation optimale) : 82% d'oxygeéne et 18% de propane). Deux allumeurs piezo-
électriques permettent de déclencher I'explosion soit au fond, soit au milieu du canon (double effet).

Remarque 1.1.
La puissance du canon est fonction du volume de gaz injecté dans le canon. La sociéte
SCHIPPERS commercialise des modles de canon de capacités variant entre 0.5 m3 et 5mS3.

1.2. Modélisation mathématique

On rappelle que le but de I'étude numérique est de simuler la propagation dans I'atmosphére de
l'onde de pression declenchée par la détonation. Ce phénoméne est modélisé par le systéme
d'équations de la dynamique des gaz polytropiques. Le probléme est tridimensionnel, les équations
d'Euler en trois dimensigns s'écrivent :

—)
dop/ot +div(pU) = 0

A

- - - —
d(pU)/at + div (p U®U) + grad(p) = 0 (1.1)

\aE/Bt + div (E+p)pU = 0

ol ® désigne le produit tensoriel, p est la densité du gaz. U = (u;v,w)T est le vecteur vitesse du gaz. E

et p désignent respectivement I'energie totale et la pression du gaz. Les gaz étudiés seront tous
assimilés a des gaz parfaits de rapport de chaleurs spécifiques y = 1,4 (cette hypotheése sera justifiée
plus loin). Pour fermer le systéme (1.1), on dispose de la relation :

p=tr1[E-FollUf] (1.2)

oir NOIP = @2+ +wa.
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1.2.1. Symétrie du systéme

L'onde de pression qui suit la détonatfon, se propage dans toutes les directions de l'espace, vers
lavant du canon. Le probléme est donc tridimensionnel. Si on se place sous I'hypothése
simplificatrice qui consiste & négliger les effets de reflexion de 'onde sur le manteau neigeux et les
parois rocheuses situées dans les environs immédiats du canon, on peut alors supposer que le
probléme admet une symétrie autour de l'axe du canon.

Le fait de négliger ainsi les effets de reflexion, entraine une légere sous estimation, par la
simulation numérique, de lintensité de I'onde. Le GAZEX est avant tout un systéme de protection
paravalanche, il n'est donc pas génant que la simulation fournisse un résultat légérement en dessous
de son efficacité réelle, surtout si on le sait & priori. Ceci justifie donc I'approximation ci-dessus.

Axe du canon

Figure 1.1. : Axisymétrie du probléeme.

En s'appuyant sur I'hypothése de symétrie axiale, le systéme des équations d'Euler, une fois
réecrit en coordonnées cylindriques (r,8,z) dans le repére d'origine le centre de la bouche du canon,

peut se ramener & un systéeme bidimensionnel, la contribution suivant 6 étant alors nulle.

1.2.2. Equations d'Euler en coordonnées cylindriques

-
. T . . oo
Soit U = (u;,ug,uz) . les composantes du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques. Les

opérateurs divergence et gradient s'écrivent, en coordonnées cylindriques :

Oy oz 130U 1% . 3p. 13p)"
dv(U)=73"+7"3r *roe grad(p z' or' r a8
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En réecrivant le systéme (1.1) en coordonnées cylindriques, aprés élimination des composantes
suivant 6, et en remarquant que : %E = %? - p, on obtient :

P P;'z prur 0
a|puz| 3| puz+p | 13 pradiz | | o
at Pé’r oz U, ror| prur+p pir

uy(E+p) ru(E+p) 0

En multipliant partout par r et en posant : p'= rp, E' = rE et p' = rp, on obtient le systéme suivant :

0 P:-‘z Py
aleuz| o puzep | 3| Pz | [0
uz(E'+p’) u(E'+p) 0

On remarque qu'il s'agit exactement des équations d'Euler bidimensionnelles, avec second
membre, ol on a remplacé les coordonnées (x,y) par (z,r), et oule veéteur des variables conservatives
est donné par : U' = (p', p'u,, p'u, E')' . On peut donc appliquer les mémes schémas numériques que
ceux utilisés pour discrétiser les équations d'Euler en 2D, en particulier les schémas basés sur la
résolution du probléme de Riemann pour les équations d'Euler. La seule modification a ajouter est le
traitement du second membre. Dans ce cas particulier, le traitement du second membre ne présente
pas de difficultés particuliéres, vu que le second membre ne contient que des termes d'ordre zero.

1.3. Modélisation numérique, Probléme des
conditions aux limites

L'hypothése d'axisymétrie nous ramene 4 résoudre un probléme bidimensionnel avec un terme
source. Le domaine Q choisi pour la discrétisation est représenté par la figure 1.2. La longueur de Q
est de 120m (Des estimations empiriques de la zone de surpression & 20 mbar; pression d'un skieur
d'un poids moyen de 70 kg; provoquée par la détonation, I'évaluent a environ une centaine de métres
du canon.

La modélisation numérique nécessite, une fois une méthode de résolution et un schéma
numérique choisis, une analyse spécifique du probléme des conditions aux limites. Dans ce cas
précis, nous avons 4 traiter plusieurs types de conditions aux limites (voir figure 1.2.) :

- Conditions aux limites de type reflexion sur les parois latérales du canon : zone (1).

- Conditions aux limites de type sortie libre : zones (2), (3) et (4).

- Condition a la limite “particuliére” en sortie du canon (pendant la durée de l'explosion).

La qualité des résultats obtenus dépendra fortement de la fagon de calculer la condition a la limite

en sortie du canon, autrement dit :

(x=0, t>t,)
U(x=0, t>t,) = (E(X=0, t>to))
: (x=0, t>t,)
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ou lorigine (x=0) est prise au centre de la "bouche” du tube, et l'origine du temps {, est linstant od le

gaz commence a sortir du tube.

L

Axe du canon = Axe de symétne

Figure 1.2.

En effet, le phénomene étudié est trés bref, la durée dune détonation est de quelques ms, son
intensité est trés forte (pression et vitesse du gaz en sortie de l'ordre de 60 bar et 1100 ms-!
respectivement). il faut donc connaitre de maniére précise les courbes de densité, vitesse et
pression en sortie du canon pendant I'explosion. Il est par ailleurs trés délicat d'obtenir des mesures
précises de ces variables, & cause de la puissance de I'explosion (arrachement des fils des capteurs)
et de I'état accidenté du terrain (instabilité des perches de sustension des capteurs).

Il s'avere donc nécessaire de faire une étude spécifique pour les conditions aux limites en sortie du
canon. Pour cela, on a commencé par assimiller les mélanges gazeux (ox);géne, propane et air) a un
seul gaz de méme rapport de chaleurs spécifiques (y=1.4), cela permet d'éviter d'étudier les
équations de la dynamique des gaz pour un mélange multi-espéces. Cette approximation a une
influence trés faible sur les résultats obtenus, en effet cette constante est en géneral comprise entre
1.25 et 1.3 pour des gaz bralés [Med]. Ensuite, on a étudié le probléme de Riemann "généralise”
dont la donnée initiale a un instant t, est constituée de I'état du gaz a lintérieur du canon d'une part, et
de I'état du gaz a I'extérieur (atmosphére) d'autre part. Pour cela, il a été nécessaire de passer par
I'étude de la théorie de la détonation d'un mélange gazeux dans un tube [Med].

Cette étude par le biais du probleme de Riemann généralisé (cf §1.3.1.-1.3.4.), nous a donné une
idée sur I'évolution dans le temps de la condition a la limite en sortie du tube. Dans le but de vérifier la
validité des approximations qu'il a été nécessaire de faire, nous avons effectué une simulation
numérique de la phase de détonation (voir r_ésultats §.1.3.5).
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1.3.1. Détonation d'un gaz dans un cylindre, avec amorcage au
fond fermé, ouvert a l'autre extrémité

La détonation implique une onde de choc, le calcul des valeurs de pression que ces ondes
produisent, se fait en général, dune part A l'aide des équations de la détonation, et d'autre part alaide

des équations de choc.

Berthelot et Vieille [Med] qui observérent ce phénoméne pour plusieurs mélanges gazeux,
reconnurent que l'onde se propage d'un mouvement uniforme, autrement dit, sa vitesse est
indépendante de la longueur sur laquelle on l'observe. lis la trouverent également indépendante de la
matiére et du diameétre du tube; la vitesse était encore la méme que le tube soit droit ou enroulé sur un
tambour ou qu'il présente des coudes. Enfin, quand on amorce la détonation & une extrémité du tube,
la vitesse observée est la méme quand l'extrémité est close ou quand elle est ouverte & l'air libre. On
peutl donc assimiler le canon & un tube cylindrique ouvert a une extrémité. L'explosion étant amorcée

au fond fermé.

1.3.2. Théorie de Chapman-Jouguet

Jouguet a mis en place en 1906, une théorie appelée théorie hydrodynamique de la détonation.
Sous sa forme la plus simplifiée, le raisonnement considére une onde de choc réduite & un plan, en
supposant que la réaction chimique s'accomplit instantanément a la traversée de ce plan, qui est
véritablement une surface de discontinuité pour la composition chimique.

(F)

A
@ )
B

Figure 1.3.

L'onde de choc & front plan, de célérité notée U, ou U, selon qu'il s'agit de la célérité par rapport au

milieu (1) ou au milieu (2); avance dans I'état (1). La vitesse ¢ du front AB de l'onde de choc, par
rapport a des axes liés a l'observateur pour qui le fluide a les vitesses u, et u, vaut U,+u, ou Uy+U, :

o=U,+u;=U,+u, (1.4)

Les relations de choc de Rankine-Hugoniot s'écrivent :

[Fv)] =0 [Vl =6 (v2V1) (1.5)

avec: V=(p.pu,E)’ F(V) = (pu, pu+p, u(E+p))"
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Sionpose : m = p U, les relations de Rankine-Hugoniot deviennent

[m]=0
[p -2mU] =0 , (1.6)
m L‘;‘_TCZ +U1=0
On en déduit les équations suivantes :
Uy U _p
T, Tp UyUy (1.7.a)
T
— = =2h (1.7.0)
T T2 U
(Py+Po) (1,71,) + 2 (EyE)) =0 (1.7.¢)

ou E, désigne I'énergie interne spécifique du gaz, et 1; son volume spécifique (t; = 1;). Sion note ¢; la
1

célérité du son par rapport au milieu (i), Jouguet proposa de considérer que la détonation stable
est celle qui vérifie :
- U, =¢, (1.8)
ce qui donne :
U=c, +W-u, (1.9)

Cette onde critique, ou onde explosive, est la moins rapide, mais est la seule stable parmi les ondes
de détonation possibles, c'est ce quon appelle onde de "détonation réguliére".

Dans notre cas de figure, le milieu (1) est au repos (u,=0), de sorte que U, est la célérité de l'onde

par rapport & l'observateur, célérité que I'on peut sans inconvénient désigner par U (sans indice); la
vitesse u, est la vitesse matérielle dans le milieu qui vient d'étre traversé par fonde de choc (vitesse

des gaz brulés), vitesse que nous désignerons par W, les équations (1.8) et (1.9) deviennent alors

U=1, P2"P1 (1.10)
T1~T2

W=(x,~c2n/§2—f:;‘ (1.11)
1

ce qui donne, par division membre a membre, les relations suivantes :

W Tt
TRE? (1.12)

WU = p, (1,-1) (1.13)

qui relient la vitesse matérielle W et la vitesse de I'onde U a des grandeurs simples.
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En avant du plan (F) (figure 1.3.), l'explosif n‘ayant pas encore réagit et au repos est caractérisé par
les valeurs p,, p, et T, des grandeures densité, pression et température. De l'autre coté du plan, le gaz

_a subi une réaction chimique irréversible, layant amené_a un état caractérisé par : p,, P et T,.
L'explosion entraine aussi une mise en mouvement du gaz brilé, & des vitesses de 'ordre de 10°
m.s1, & ne pas confonde avec la célérité de l'onde, pouvant atteindre des valeurs de l'ordre de 2500 a
3000 m.s™'. D'autre part, la célérité de 'onde sonore est donnée, en fonction de la densité et de la
pression, par

c,= Y2 P2 (1.14)
ol v,, rapport des chaleurs spécifiques des gaz brilés, est voisin de 1.25 quand la majorité des gaz
brilés sont diatomiques, en général il est compris entre 1.25 et 1.3 [Med].

En combinant les relations (1.7), (1.8) et (1.14), on obtient

P>7P4
L)

(1.15)

r?ro' t@m

Si on considére que le gaz & I'état (1) est & une pression p; = 1 atm, ce qui est le cas ici, p2 dans
I'onde de détonation vaut de 40 & 50 fois py. On peut, d'une maniére approchée, remplacer (pz - P1)
par p, dans (1.15). ll en résulte, d'aprés (1.14), que :

T Yo+1
LA 1.16
2 Y2 (1.16)
ce qui fournit une bonne approximation du rapport

Lo

P 1.8 (1.17)
L'équation (1.12) donne alors I'approximation suivante du rapport %

W

U - 0.44 (1.18)

1.3.3. Propagation de I'onde de choc dans le canon

Le canon est assimilé a un tube ouvert & une extrémité et fermé a l'autre, ou est déclenchée la
détonation. La pression initiale du gaz au repos, est prise égale 4 la pression extérieure p,=1atm. Le

déclenchement ayant eu lieu & l'instant t=0, au fond fermé (F) (figure 1.4.). Alinstant t, l'onde sera en
A. La distance FA étant égale au produit D.t (D = célérité de l'onde). La pression immédiatement en
amont de A est la pression de détonation p, (environ 50 atm).

Au droit de l'onde A, la pression est donc soumise & un saut de pression de 1atm a p, au moment
de passage de l'onde, mais la pression appliquée baisse rapidement. Le profil de pression entre F et A

a la forme représentée par la figure 1.5.
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Entre F et B, le gaz qui se retrouve au repos est a une pression appelée pression statique : pg,, de
valeur & peu prés égale a la moitié de la pression de détonation p,. Le rapport de distance FB et FA

reste constant. et égal 3 0.55 environ, pendant la propagation de la détonation.
B A

os ]
e - - -

Figure 1.4.

Quand l'onde parvient au fond ouver, les gaz situés derriére 'onde s'échappent & l'air, et il se
produit une onde de raréfaction qui remonte en amont et raméne la pression a 1 atm.

Figure 1.5.

1.3.4. Courbes de densité, vitesse et pression en sortie du tube

Soit L la longueur du canon, a linstant : t, = L/D , on se retrouve & l'intérieur du canon, avec la

configuration suivante (voir figures 1.6 & 1.7).
- L'onde a atteint le bout du canon, tout le gaz ayant brilé. Sa densité est, au vu de la relation
(1.17), donnée par : p,=18p,, p, désigne la densité du gaz avant l'explosion

- Tout le gaz situé entre F et B est au repos, a la pression pg,.

- Entre B et A, la vitesse et la pression ont des distributions qu'on peut assimiler a des segments de

droites, avec : enB: v=0 P =Ps,
enA: v=W P =P,
A yicesse
Wl o e e e e e e e e ——— —

B A
Figure 1.6.
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i b
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B A

Figure 1.7.

Question :
Que se passe t-il pour t>t,, t suffisamment voisin de t.?

Au vu des rappels sur la théorie de la détonation, le calcul de la condition a la limite en sortie du
canon, i.e. le calcul de :  U(x=0, t>t;) = (p(x=0, t>t,), u(x=0, t>to), p(x=0, t>t‘,))T , ou l'origine (x=0) est
prise a l'extrémité libre du canon; se raméne donc 4 résoudre le probléme de Riemann
généralisé suivant :

U +3,f(U)=0
U(x) si x<0 (1.19)

U(0.x) = Uslx) = {Ua(x) s xs0

On rappelle qu'un probléme de Riemann généralisé est un probléme de Riemann pour lequel les
valeurs de U a droite et a gauche du choc de la condition initiale Uy(x), ne sont pas constantes et sont
fonctions de x. Ici, U (x) est I'état du gaz 4 l'intérieur du canon & llinstant t, (pour x variant entre (-L) et 0,

oul L est la longueur du canon), et Ug(x) est I'état de I'air 4 l'extérieur du canon :

air .29 kgm™®
Ug) = |Yair |=| O ms™
Pair 1 atm
Nos besoins se limitant au calcul de la valeur de la solution du probléme (1.19) a l'origine (x=0). La
résolution exacte du probléme de Riemann généralisé, méme dans le cas de la dynamique des gaz
parfaits, étant relativement complexe [Lit]), nous avons donc préferé décomposer le probléme en

plusieurs étapes et supposer, dans un premier temps, que l'on a & résoudre le probléeme de Riemann
classique : PR(Uo,Uro), OU ON @ posé :

U = U(0) et Ugo = Ugr(0)
AT T
ULO = (pZ: W:pz) et URO = (pair: Uair, pair)

Comme po>Pair, 1a solution de PR(Uo,Uro), contient (voir Chap.1.§.1) une 1-détente sonique
associée a la valeur propre A,=U oo (A<0), avec : cfo = (YP/PLo)- Dans le plan (u,p), la solution est la

suivante :
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Figure 1.8.

i.e. Uyo est relié 2 un état intermédiaire U, par une 1-détente, ensuite U est relié & U, par un 3-choc.

Le calcul de la valeur stationnaire : U,(x/t = 0) = (p..u..p.) s'effectue a l'aide des relations définissant les

états qu'on peut relier & U, par une 1-détente :

2¢c, 2¢
_ Lo
u.+_¥ 1= uL°+’Y — (1.20)
et
P. po
- = (1.21)
ol P

qui traduisent que les 1-invariants de Riemann sont constants le long d'une 1-détente. c, est donné

YP.\12
par:c, = (_5_) . D'autre part, u, et c, vérifient la relation suivante :

u,-c,=xt=0 (1.22)

En combinant les relations (1.20)-(1.22), on tire les expressions suivantes pour p,, U, etp.:

1—1 2C,
u,= C‘=‘Y+1 [ULo-’-_Y _01] (123)
(o
P. =P, (;L—)z*"*" (1.24)
(o]
Y p-
p. =3 (1.25)
CQ

Pendant une durée trés courte At,, le gaz bralé va s'échapper du tube avec une densité p,, une
vitesse u,, et une pression p,, qui vont en diminuant, jusqu'a ce que dans tout le tube, le gaz restant

se retrouve au repos, avec une densité p, et une pression égale a la pression statique ps-

On récupére, cette fois ci, un probleme de Riemann classique PR(U;,Ug,), 0U les états initiaux sont
P2 air
U=| 0 et Ui = | Yair
Ps2 Pair
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qu'on peut résoudre de la méme facon. La solution comporte une onde de raréfaction qui remonte en
amont et raméne la pression 4 1 atm. La valeur stationnaire du nouveau probléme de Riemann
PR(U,1,Ur,) est obtenue en résolvant les mémes équations (1.20) et (1.21) que précédemment. On

obtient :
u=C= .3;11 [w era(_;L‘1 ] (1.26)
C, 2y/(y1)
P.=P, (-c:) (1.27)
YP.
p. =—c?— (1.28)
ol on a posé Cyy = Q%‘)m.

Aprés la courte phase transitoire entre t, et t,+At,, suit une phase d'une durée At,, pendant

laquelle le gaz restant dans le canon sort A une densité, une vitesse et une pression constantes, et
égales respectivement a p-, u- et p-. Les fonctions p(x=03); u(x=0;t); et p(x=0:t) présentent ainsi un
palier entre les instants : t; = t,+At,, €t t = ti+AL. '

At, étant le temps nécessaire a l'onde de raréfaction (de vitesse négative), pour atteindre le fond
du tube. Il est donc facile & estimer, la vitesse de la 1-détente étant donnée par 4, = Uy, -Gy = - Cu
car u,, est nulle. On obtient donc, pour At,

L
Aty = oo
Finalement, les courbes de pression, vitesse et densité en fonction du temps, en sortie du canon,

ont les allures présentées par les figures 1.9.

- - --

8

--------- temps
>

Figure 1.9.a. Densité en sortie du tube pendant la détonation
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Avitesse

temps
>

 final
Figure 1.9.b. Vitesse en sortie du tube pendant la détonation

pression

temps
>

-
~

~
-

N

L final

Figure 1.9.c. Pression en sortie du tube pendant la détonation

1.3.5. Validation numérique

Pour vérifier la cohérence des résultats concernants la condition & la limite en sortie du canon,on a
effectué une simulation numérique du probiéme. On a résolu numériquement le probléme de Cauchy

associé au systéme de la dynamique des gaz compressibles, avec comme condition initiale, 'état du
gaz dans le canon 2 linstant t , i.e. & linstant ot I'onde de détonation parvient au bout ouvert du tube.

Le domaine de discrétisation est représenté par la figure 1.8. Il s'agit de la juxtaposition de deux
parties, l'une interne et l'autre externe au tube. La partie interne est un rectangle représentant une
coupe longitudinale de lintérieur du canon, ol on impose des conditions aux limites de type refiexion
sur les parois latérales (L1)-(L2), et sur la face du fond (F). La partie externe est une portion
rectangulaire de I'atmosphére avoisinant le tube. Sur les bords (L3)-(L7) de la zone externe, on a
imposé une condition a la limite de type sortie libre (pour les détails du traitement des conditions aux
limites, voir [Vil.1] par exemple), tandis qu'a l'intérieur de cette zone, la condition initiale est prise égale
aux conditions atmosphériques "normales”, i.e.
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p=1am
u=0.0ms1
_ p=129kgm3

Cette modélisation est parfaitement justifiée, étant donné qu'a partir de linstant t,, plus aucune

réaction chimique dégageant de I'énergie ne se produit & l'intérieur du canon. Les équations qui
modélisent le phénomeéne physique sont bien les équations d'Euler complétes.

Les résultats numériques sont représentés par les courbes de la figure 1.9.

(L6)
(L7)
(L1)
- y /S LA
7
Vg _— |
(F) 2 gaz briilé —> amosphére
7 > p=1am (L3)
7 l
[
(L2)
(L3)
(L4)
Figure 1.8.

1.4. Résultats numériques

Cette partie est consacrée a la présentation des résultats de la simulation numérique. On a utilisé
un maillage rectangulaire irrégulier pour mailler le domaine Q de la figure 1.2. Les mailles sont plus
fines au voisinage de la bouche du canon, de taille minimale: AXpi, = AYmin = F (rayon du canon). A fur

et a mesure que l'on s'éloigne du canon, la taille des mailles augmente, en suivant une progression
géometrique, jusqu'a atteindre la valeur maximale de AXqay = AYmax =1.00 m.

On s'est intéressé a deux types de résultats:

- Les courbes de “pressions instantanées”, correspondants a la distribution de pression, a un
instant donné, dans tout le domaine Q.

- Les "enveloppes de pressions”, correspondants 4 la valeur maximale de pression atteinte en
chaque point du domaine  pendant toute la durée de I'expérience.
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Le schéma utilisé pour discrétiser les équations d'Euler est un schéma aux volumes finis du
second ordre en espace et en temps. Les flux numériques sont calculés a l'aide du solveur de Roe (Cf
Chap.IV). La CFL utilisée est de 0.45. Le pas de temps est variable, calculé a l'aide de la CFL etde la
relation suivante

Dt

min(a) SuP (Vuz+vz +¢) =CFL=0.45

Les figures des pages suivantes représentent les résultats obtenus a des instants différents (tout
les 30 ms). Les valeurs de surpression ou de depression qui aparaissent dans les légendes des
différentes courbes sont exprimées en millibars.
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2. Etude d'un écoulement transitoire
compressible dans un puit de
cuve

2.0. Introduction

Dans le cadre de I'étude de quelques problémes liés a la sécurité dans les centrales nucléaires, Le
SEPTEN, en collaboration avec EDF, a envisagé le cas de la rupture des parois de protection de la
cuve centrale, ce qui entraine la formation d'un jet & trés grand débit, & travers la bréche, qui percute la
cuve (voir figure 2.1). La configuration schématique du puit de cuve retenue pour la modélisation est
celle représentée par le schéma ci-dessous (choisie en concertation avec le SEPTEN).

> Pression
imposée

Cuve centrale

Figure 2.1. Configuration schématique du puit de cuve

C'est dans le cadre d'un groupe de reflexion sur la modélisation des écoulements compressibles,
que nous avons entrepris, pour le compte d'EDF, I'étude du cas test du puit de cuve.

2.1. Position du probleme

Le fluide injecté est de l'air. Les données du probléme sont les suivantes :
- Débit massique imposé a la bréche d'entrée : Q, = 450.00 kg.s™'.m?,
- Enthalpie imposée & la bréche d'entrée : H, = 450.00 kJ.kg™?,

- Pression en sortie constante et égale a 1 bar.
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Les principaux résultats que 'on désire obtenir & l'aide de la modélisation numérique sont :
- Le champ de pression 2 l'intérieur de la cuve,
- Les efforts de pression sur la cuve centrale.

Toute la difficulté ici est de transcrire ce probléme en termes mathématiques de probléme aux
conditions aux limites. Ce sera le but de I'étude qui va suivre.

2.2. Modélisation mathématique

Le fluide étudié (air) est assimilé & un gaz parfait de rapport de chaleurs spécifiques 1,4.
L'écoulement est alors modélisé par les équations d'Euler bidimensionnelles :

(dp  dpu  dpV _

at+ 3 + 3 =0

dpu d(pu®+p)  dpuv _
3t F 3 + 5 =0

dpv . dpuv . A(pvi+p) _
ot * ax t y - 0

oE _ du(E+p) +3V(§;D) -0

A\

(2.1)

- ot ox
-
ol p désigne la densité du gaz, U = (u, v)T est le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes, E et

p désignent respectivement I'énergie totale et la pression du gaz.

2 3. Condition a la limite amont : bréche d'entrée

2.3.1. Probléme modéle : le demi-probléeme de Riemann

La technique généralement adoptée pour traiter ce type de condition 2 la limite, est de considérer

un probléme modéle, celui du demi-probléme de Riemann. Il s'agit du probléme suivant :
U +f(U)x=0

U(x,0) = Ugr (xheRx R, (2.2)
o(U(0,1) =0

@(U(0,1)) est la condition & la limite en x=0. Ici ¢ est la fonction réguliére, & valeur dans R?, donnée par :

Q- Q°) (2.3)

o= (H - H,

Ce probléme est l'analogue d'un probléme de Riemann, mais il est posé dans le quadrant droit
(x=0, t=0) (voir figure 2.2). Comme le probléme de Riemann, ce probléme est invariant par homothétie
de l'espace et du temps. |l est donc naturel de chercher la solution sous la forme U(x/t) et d'étudier
I'existence et l'unicité des solutions entropiques de ce probléme dans I'espace des fonctions C' par

38



morceaux (ol l'on sait que le probléeme de Riemann a une solution unique) et en imposant :

im U(xt) = U, avec U, vérifiant la condition & la fimite : (U, )=0.
x/t = O+
4

u?:

L Qlo
Il
Q
ﬁo
X UR

X
x=0 -

Figure 2.2. Probleme modéle : Demi-probiéme de Riemann

L'idée de résolution est la suivante : il suffit de trouver un état gauche Uy tel que la restriction de la
solution w(x/t; U ,Ug) du probléme de Riemann PR(U,,Ug) au quadrant (x>0, t0) soit solution de (2.2)-
(2.3), autrement dit tel que : g(w(0; U,Ug))=0. Pour cela, il suffit que toutes les ondes du probléme de
Riemann PR(Ug,Ug) soient de vitesse positive et que ¢(Uy)=0.

Nous avons démontré le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.
Le probléme (2.2)-(2.3) a une infinité de solutions entropiques dans la classe des fonctions C' par

morceaux de x#t et continue en x=0, si

Uiy < A2H, (2.4)

avec:A= ‘](y+1 V(y-1) .
Parmi toutes ces solutions, il en existe une seule d'entropie (physique) maximale en x/t=0. Elle est
constituée de la restriction de la solution du probléme de Riemann PR(U,,Ur) au quadrant (x=0,t=0),

ou I'état U, est I'état sonique donné par :

uL=\faHo avec o = 23;1—
v+ 1 (2.5)
@(Uy)=0

Si (2.4) n'est pas vérifiée, toutes les solutions du probléme (2.2)-(2.3) contiennent le vide.

Remarque 2.1.
En pratique, la vitesse du gaz a l'intérieur du puit de cuve ne dépasse jamais la borne A v2H,. Par

conséquence, la condition (2.4) est, a fortiori, toujours vérifiée.
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La démonstration de ce théoréme comporte plusieurs étapes, dans un premier temps (voir
§.2.3.2.) sera étudiée dans le blan (u,p) (afin dignorer les discontinuités de contact des différents
problémes de Riemann que 'on sera amenés A résoudre) la courbe parametrée par la relation (2.3),
ensuite dans le §.2.3.3. seront recherchés sur cette cette courbe ceux qui sont "admissibles” pour le
probleéme (2.2-2.3), et finalement sera sélectionné au §.2.3.4., suivant le critére enonce dans le

théoréme 2.1., I'état d'entropie maximale.

La premiére étapé de la résolution du probléme de Riemann PR(U,Ug), pour la dynamique des gaz
parfaits polytropiques (Cf. Chap.1.§.4), est I'étude dans le plan (u,p), des courbes Z,(Uyp) (resp. Z3(UR))
des états qu'on peut relier & U (resp. Ug) par un 1-choc ou une 1-détente (resp. 3-choc ou une 3-

détente). La discontinuité de contact n'apparaissant pas dans ce plan, puisque u et p sont des 2-
invariants de Riemann. Il est donc intéressant d'étudier, dans le plan (u .p), la courbe I', définie par la

paramétrisation : ¢(U)=0.
2.3.2. Etude dans le plan (u,p) de la courbe T',

L'enthalpie H, et 'energie totale E du gaz sont données par :
_E+p _p 1
H= 5 E= ¥1+t2P u?
Un point U=(p,u,p)" appartient a la courbe I, sl vérifie :
{p = Q,/u
Ho = (E+p)/p
aprés élimination de p et E dans (2.6), on obtient la relation suivante entre u et p :
e Y e 1S
p=ww =T [H -5 3

pA I

u
>

('21_{’)1/2

Figure 2.3. Courbe I, dans le plan (u,p)

L'étude de la fonction ¥ montre que l'on a les résultats suivants :
(i) im ¥(u) = o (i) w'[vzr,) = - Yy—‘ Q, < 0
u—0

(i) ‘P[\]ZHO] =0 (iv) (¥(u) 2 0) <=> (0 < u<+2H,)
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Dans le cas ot la solution du probléme PR(U,Ug) contient une 1-onde (ou U est un état vérifiant
@(Up)=0), une condition nécessaire (voire nécessaire et suffisante) pour avoir : w(0; U, Ug) = Uy, est :

u -¢ 20 ) (2.9)
car la vitesse o, d'une 1-onde de choc issue de U vérifie : o, <y - G- Commengons donc par

déterminer I'ensemble des état U de la courbe T, vérifiant la condition (2.9).

Soit U= (p,u,p)T. un état tel que (U)=0. En utilisant (2.6), la condition (2.9) peut s'écrire :.

u-\[%l [2H,-u?] 2 0

ou encore, comme u=0
w > aH, (2.10)

R
avec: (1-2%_1 <?2.

Les relations (2.8)-(iv) et (2.10) nous permettent de délimiter une zone dite "zone admissible” sur la
courbe T, (voir figure 2.4), définie par la relation :

VaH, <u< V2H, (2.11)
p

A

Zone admissible

(aH)m 2 Ho)uz

[4

Figure 2.4.
2.3.3. Résolution du probléme de Riemann

Dans cette partie sera étudiée, pour un état U choisi sur la zone admissible de I, (voir figure 2.8),
la solution du probléme de Riemann PR(U_,Ug). Cette solution dépendera de la position dans le plan

(u,p), de l'état Ug par-rapport a la courbe I,
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Commengons par rappeler quelques propriétés des courbes Y3(Ug) des états que l'on peut relier a
Ug par une 3-onde (Cf. Chap.1 ) La 3-courbe de choc issue de Ug, a pour équation dans le plan (u,p) :

(4 e 2 _ Y1
u= - TP =
e+ p“)(pn [p+uzpa]) avec: 1 =31
La 3-courbe de détente passant par Ug, est représentée par les relations :
u - 2c/(¥1) =ug - 2cp/(y-1) plpY= pa/p}
A
P 3-choc
U
3-détente
u
. o >

G-2C1 (-1
Figure 2.5. Courbe X3(Ug) dans le plan (u,p)

Au vu des allures de la courbe T, et des 3-courbes dans le plan (u,p),onale résultat suivant dont la
démonstration est évidente et donc omise.

Proposition 2.1.
La courbe Y35(Ug) a une intersection non vide avec la courbe I, si et seulement si I'état Ug vérifie la

condition suivante :

uR - 2cR/(y-1) < \]2Ho (2.12)

Considérons maintenant un état U, sur la courbe I, . La courbe X4(Uy) des états que t'on peut relier
3 U, par une 1-onde, est constituée de la courbe de détente issue de U_ et donnée par les relations :

u+2c/(y1) =ug +2c/(y-1) pipY=puip)

et de la 1-courbe de choc donnée par la relation suivante, (Cf. Chap.1.§.1) :

142 112
S oy Ppwrey ) 2.13)

Proposition 2.2.
Pour tout état U tel que (U )=0,0ona:
VaH, < uL+f; o < AN2H, (2.14)

avec:A=" (y+1)/(y-1). La 1-courbe X4(Uy), passant par Uy, est au dessus (resp. au dessous) de la

courbe I, dans la zone {u>u} (resp. {Osusu}).
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Démonstration
Considérons un état U tel que @(U)=0, alors il vérifie

p = P(u) pour OSUS\IzHo
et donc u —2-c—fu
+'Y’1 = ( )

avec f(u)=u+7—?-1-'\]7é—1[2Ho~u2] pour OSUS'\]ZHO

L' étude de la fonction f* montre que f' est décroissante sur llintervalle [0,N2H,], et que f'(\aH,)=0.
Par conséquence, f'(u)<0 sur toute la zone admissible : I = [\ra—H:.‘EH—d La fonction f est donc
décroissante sur I,. Il est par ailleurs facil de vérifier que : {(V2H,) = V2H,, et f(aH,) = AV2H,, d'ou le
rgsultat annoncé.

A MU

1-choc

&

Figure 2.6. 1-courbe Z,(U, ) dans le plan (u,p)
Or on sait (voir [Smo]) que la solution du probléme de Riemann PR(U,,Ug) contient du vide si :
Ug + 2Cy/(¥1) < uqg- 24 /(¥-1),

par cohséquence, si l'état Ug dans (2.2), vérifie : AV2H, < ug - 2cg /(y-1), alors la solution de (2.2)-
(2.3) contiendra nécessairement le vide. Nous supposerons pour la suite que ce n'est pas le cas.

Posons pour toute la suite : Ugo = I'oNZz(UR), U. = Z{(UP)nZz(Ug)

Avec ces notations, la solution de PR(U,Ug), est constituée d'une 1-onde reliant U, a U- suivie
d'une 3-onde reliant U. & Ug, séparées par une discontinuité de contact.

Supposons dans un premier temps que I'état Ug est au dessus de la courbe I',. Nous pouvons
alors distinguer quatres cas de figures (voir figures (2.7.a)-(2.7.d)), suivant la position de I'état U, dans
la zone admissible définie par (2.11), par-rapport & Uge.
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Dans le cas (2.7.a), oi Uy est au dessus de I'état Ugo, w(x/t; UL, Ur) est constituée d'une 1-détente
reliant U_ & U., suivie d'une 3-détente reliant U- & Ug. Cette solution est "admissible™ au sens que sa
restriction au quadrant (x>0,t>0) est solution du probléme (2.2)-(2.3).

Il en est de méme pour les solutions de la figure (2.7.b) (resp. (2.7.c)), qui sont constituées d'une
1-détente (resp. 1-choc) entre U et U-, suivie d'une 3-choc (resp. 3-détente) entre U. et Ug.

La figure (2.7.d) représente le cas limite ou on choisit : U=Ugo. Dans ce cas particulier, w(x/t; U.,Ug)
est constituée d'une 3-détente reliant U, a UR.' Il s'agit 14 encore d'une solution "admissible".

no 3 2 5@

0
o (2H )
(2.7.a) (2.7.b)
1-détente suivie d'une 3-détente 1-détente suivie d'un 3-choc
T, ) r, 2@
p A § R p A 3 R
UR
L u
0 — 0
(2 h,', )1/2
v (2.7.¢) (2.7.d
1-choc suivi d'une 3-détente Cas limite de 2.7.a - 2.7.c

Plagons nous maintenant dans le cas ou I'état Ug est au dessous de la courbe I',. Nous pouvons ici
aussi distinguer quatres cas possibles (voir figures (2.8.a)-(2.8.d)), suivant la position de I'état U, par-
rapport & Ugo, dans la zone admissible.

Dans le cas (2.8.a), ou U est au dessus de I'état Ugo, W(x/t; UL, Ug) est constituée d'une 1-choc
reliant U, a U., suivie d'une 3-choc reliant U- a Ug. Cette solution est "admissible™ au sens que sa
restriction au quadrant (x=0,120) est solution du probléme (2.2)-(2.3).

It en est de méme pour les solutions de la figure (2.8.b) (resp. (2.8.c)), qui sont constituées d'une
1-choc (resp. 1-détente) entre U, et U-, suivie d'une 3-détente (resp. 3-choc) entre U-. et Ug.

Pour la figure (2.8.d)otona: (Ur=Ugo), W(x#t; U, Ug) est constituée d'une 3-choc reliant Up aUg. ll

s'agit 1a encore d'une solution ~admissible”.
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On peut conclure & la suite de cette analyse, que le probléme (2.2)-(2.3) admet une infinité de
solutions, et ceci quelque soit la bosition de Ug par-rapport 4 la courbe I',. Parmi toutes ces solutions, il
en existe une seule d'état stationnaire d'entropie S maximale. Le but de I'étude qui va suivre est
de déterminer cette solution. Cela revient & déterminer sur la courbe T, I'état U, d'entropie maximale
et pour lequel w(x/t; U ,Ug) soit admissible pour le probléme (2.2)-(2.3).

) ()

u u
— ' >
2 0
’ (2H)' (2H)"
(2.8.a) (2.8.b)
1-choc suivi d'un 3-choc 1-choc suivi d'une 3-détente
PA & Q) PA L ()
UL
U
>
. 4 0
0 (2 }{, )uz
(2.8.c) (2.8.d)
1-détente suivie d'un 3-choc Cas limite de 2.8.a - 2.8.c

2.3.4. Sélection de la solution "entropique”

Etudions les variations de S(U) sur la courbe I',. On sait que I'entropie S est proportionnelle a la
quantité -E; (voir Chap.1.§1). Il suffira donc d'etudier les variations de : 5; . Considérons pour cela un

état U=(p,u,p)" sur I, on écrit :

Yu) _yif, v
pY Ty [HO 2 ] (QO)T‘I

2
Les variations de S sont celles de : g(u) = [Ho -u?]u"“. L'étude de la fonction g montre que sa dérivée

g') = Y—%u"z [OLH0 - uz], ol on a posé : a = 2 (y-1)/(y+1), s'annulle pour (u = YaH,) ou (u=0). g' est
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positive sur [0,\] aH,] et négative sur W aH,,V2H,]. L'entropie admet donc un maximum sur
[0,N/2H,]. Ce maximum correspond a I'état sonique sur la courbe I,

Remarque 2.1.

On peut considérer un autre critére pour le choix de la solution admissible du probleme (2.2)-(2.3),
celui de la maximisation du flux d'entropie et non pas de I'entropie elle méme (apport maximum
d'entropie dans la cuve). Le flux d'entropie est obtenu en écrivant le systéme de la dynamique des
gaz compressibles, en coordonnées Euleriennes, avec les variables (p,u,S) [Smo]:

pr+ (pu)x =0
U+ Ul + Px/p =0 (2.15)
Si+ usy, =10
s désigne l'entropie spécifique du gaz : S = ps. En multipliant la premigre et la troisiéme équation de
(2.15) respectivement par s‘et par p, et en les sommant on obtient I'équation conservative suivante :

S+ (US)=0 (2.16)

Pour tout état U, le flux d'entropie est donc donné par : II(U) = uS. Etudions les variations de IT(U)
‘sur la courbe T',. On trouve cette fois que les variations de IT(U) sont celles de : g(u) =%g =[Ho Y Ju.

L'étude de la fonction g montre que sa dérivée g'(u) = u™ [, - -(7—2-1—) u?], s'annulle pour (u = 0) ou (u
= \]BHO ), o1 B est donné par : B = 524—_71—)— g' est positive sur [0,«] BH,] et négative sur W BHO,«] 2H,]. Le

flux d'entropie admet donc un maximum sur [0,«] 2H°]. Ce maximum se trouve en plus sur la zone

adimissible définie par la relation (2.11), car B vérifie : a<p<2.

2.3.5. Application numeérique

Dans ce paragraphe, on s'intéresse & ce qui ce passe en pratique, et en particulier au cas

correspondant aux valeurs numériques du débit et de I'enthalpie qui sont imposés dans notre cas test
(Q, = 450.00 kg.s'.m2, H, = 450.00 kJ/kg).

A linstant initial, le gaz a lintérieur de la cuve est au repos, sa pression est prise égale a la pression
atmosphérique et sa densité égale a celle de l'air,

Ug = (pr Ur, PR)' = (1.29kgm3,0.0ms™, 1.0 atm)’
Le calcul montre que la condition (2.4) du théoréme 2.1. est vérifiée puisque (ug = 0):
o 2cq
ug "jy-_:l— <0< AW2H,

D'autre part, pour violer (2.4), il faut que la vitesse du gaz & lintérieur de la cuve dépasse la valeur
UR = Umin=V2H, + 2Ca/(y-1)
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avec: Y2H, =948.8ms™, ce qui équivaut & approximativement trois fois la célérité de I'onde sonore.
le second terme vaut, pour la valeur la plus petite de cg (c=340 m.s™) : 2cg/(y-1) = 1700. m.s™'. Ce qui

nous donne une valeur minimale de la vitesse de l'ordre de : Umin = 2600. ms™.
Cette valeur n'est évidemment jamais atteinte dans notre cas de figure, le probleme (2.2)-(2.3), de
la condition 2 la limite amont (bréche d'entrée), admet toujours une solution “entropique” unique.

2 4. Condition a la limite aval : bréche de sortie

Rappelons que la condition & la limite avale (bréche de sortie), est une condition de type pression
imposée (p=pg=1 atm).

2.4.1. Le demi-probléme de Riemann

Nous considérons également un demi-probléme de Riemann comme probléme modéle
Ui+ f(U)y=0
U(x,0) = UL (xt e Rx R, (2.17)
o(U(0,) =0
La fonction ¢ du probléme (2.17), est ici donnée par :

®U)=p-p, (2.18)

Comme dans la partie 2.3., on connait I'état a l'intérieur de la cuve, c'est I'état gauche dans le demi-
probléme de Riemann (2.17), et on cherche un état Up tel que la restriction de la solution du probleme

de Riemann PR(U,,Ug) au quadrant (x<0,t=0) soit solution de (2.17)-(2.18).

On va démontrer le théoréme suivant

Théoréme 2.2.
Supposons que I'état U soit subsonique(u -¢(<0) et de pression toujours supérieur ou égale a la

pression atmosphérique p,. Si la vitesse et la pression de U, vérifie la relation suivante
+1 PLy\(02
U -CL+ 1- >0 2.1
o afr-@) (2.19)
Le probléme (2.17)-(2.18) n'admet pas de solution, on ne peut alors pas imposer la pression p=p,
en sortie. Sinon le probléme (2.17)-(2.18) admet une infinité de solutions dans la classe des fonctions
C' par morceaux de x/t et continue en x=0, définies pour x/t<0. Parmi ces solutions, celle
correspondant & I'état sonique est admissible pour (2.17)-(2.18), et la solution associée est composée
dans le quadrant (x/t<0), d'une seule onde.
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Remarque 2.2.
Pour la simulation numérique, on a choisit comme état Ug l'état sonique, donné par :

-Up=U, . (2.20.a)
Pr="Pa (2.20.b)
pr = (Wa) / U (2.20.c)

2.4.2. Démonstration du théoréme 2.2.

Posons pour toute la suite : Ug = (Ua,Pa)’ = Z1(UL) N {pP=Pa}, intersection dans le plan (u,p), de la 1-
courbe passant par U etde la droite {p=pa} (voir figure 2.9).

Soit Ug un état quelconque choisi de fagon a ce que la 3-courbe : Z3(Ug) passe par U,. La solution
de PR(U_,Ug) est constituée d'une 1-onde reliant U, a un état U, ; donné par U, 1 = (Pa,1s Ua,Pa)’, suivie
d'une discontinuité de contact entre U, ; et un état Uz donné par U, 2 = (pa2, Ua,Pa)T, €t d'une 3-onde
refiant Uy » 4 Ug. Analysons cette solution.

P A z(U,)
1-choc
U, 1-détente
P, U. \ u
0 — )

u+ 2 cy(y-1)
Figure 2.9.

Comme on a supposé que p.2P,, alors w(x/t;U_,Ug) est constituée d'une 1-détente reliant U, & U, 4
suivie d'une discontinuité de contact entre Uy 5 €t un état U 5, et d'une 3-onde reliant U, @ Ug. Ona

alors les relations suivantes
PL/Pa = (pu/par)T (2.21)
UL + 20 /(y-1) = Ua + 2Cy 4/(¥1) (2.22)
qui traduisent que les 1-invariants de Riemann sont constants le long de 1a 1-détente reliant U @ U,.

Il suffit pour que I'état stationnaire w(0;U_,Ug) vérifie (w(0;U,Ur))=0, que : (ua-C41<0) et que
(u>0), puisque pour tout (x.1) tel que : Ua<C,1SX/t<U,, 0N a s w(x/t;U,UR)=Ua 1 et p(Uz 1)=Pa- D'aprés les
relations (2.20) et (2.21) la condition (ua=Ca,1<0) est équivalente a

UaCay = UL - CL +§f—} alt- (%)"'”2'] <0
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On en déduit que si (2.19) n'est pas vérifiée alors le probléme (2.17-2.18) n‘admet pas de solution,
autrement dit la pression ne peui étre imposée en sortie a p, pour la simple raison que : la pression de
I'état stationnaire du probléme de Riemann PR(U_,Ug) sera comprise (éventuellement strictement)
entre p et p,, sauf si l'état U, est sonique. -

Si par contre (2.19) est vérifiée alors on a Uz-C, 1 < 0 et par la suite p(w(0;UL,Ug))=0. La solution par
la figure (2.10) dans le plan (x,t)

De cette remarque et des relations (2.21)-(2.22), on déduit que (2.17)-(2.18) admet dans ce cas,
une infinité de solutions correspondants aux états Ug dont la 3-courbe Z3(Ug) passe par U,.

On choisit alors comme état Ug, I'état suivant : Ug = U,, et on choisit la densite de Ug de fagon & ce

que cet état soit sonique. On obtient alors :

UR = (PR: Ug, pR)T = (-%9 ug, PR)T

t
xit=1u - c, A discontinuité de contact
x/t= uc

1-détente _

=G 3-onde

Figure 2.10.

2.5. Résultats numériques

Les pas d'espace utilisés sont les suivants :
dx =0.01 ou 0.02m
dy=0.01 ou 0.02m
Le maillage comporte ainsi 1900 éléments (voir figure 2.11).

On s'est intéressé a deux types de résultats:
- Les courbes de “pressions instantanées”, correspondants a la distribution de pression, aun

instant donné, dans tout le domaine d'étude.
- La résultante des efforts de pression sur les parois de la cuve centrale.

Le schéma numérique, le pas de temps et la CFL utilisés pour cette simulation sont les mémes que
dans le cas du Gazex (Cf. Chap.1.§.1). La premiéres famille de courbes d'isovaleurs, obtenue a l'aide
d'un schéma du second ordre en espace et en temps (schéma de Van Leer), représente les
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distributions de pressions instantannées dans le puit tous les 0.75 ms. Les valeurs de surpression qui
aparaissent dans les légendes de ces différentes courbes sont exprimées en millibars.

Les trois demiéres courbes représentent les variations dans le temps des efforts de pression sur la
cuve centrale. Ces trois courbes sont obtenues, dans l'ordre, pour la premiére par le schéma aux
volumes finis du premier ordre en espace et en temps, décrit au §.2.4.1. du chapitre llI, il s'agit du
schéma de Godounov. La deuxiéme courbe est obtenue a l'aide d'un schema du second ordre en
espace et en temps (cf. §.2.4.2. du chapitre Ill) qui généralise le schéma de Van Leer [Van] aux
volumes finis.

En ce qui conceme la troisiéme et derniére courbe, elle correspond au résuitat d'un schéma aux
volumes finis semi-implicit. Ce résultat a été obtenu par Herard de I'équipe LNH-EDF" dans [Her]. Elle
est présentée 2 titre comparatif. On remarque que ce schéma semi-implicit et le schéma de Godounov
amortissent entirement les oscillations liées aux ondes soniques qui se propagent dans la cuve,
tandis que le schéma de Van Leer les met bien en évidence.

* Laboratoire National d'Hydraulique (EDF), Groupe recherches, Chatou.
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'CHAPITRE 1lI

SCHEMAS AUX VOLUMES FINIS
GENERALITES

APPLICATION AUX EQUATIONS
D'EULER POUR LA DYNAMIQUE
DES GAZ COMPRESSIBLES
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0. Introduction

Les principales applications physiques abordées dans ce travail sont, comme on l'a vu
précedemment (Cf. Premiére Partie) modélisées par les équations de la dynamique des gaz
compressibles. Il s'agit d'un systéme de lois de conservations hyperbolique non linéaire (S.H.N.L).

Nous avons utilisé essentiellement la méthode des yolumes finis pour discrétiser ce systéme,
d'une part parce que cette méthode présente une grande cohérence avec la physique, surtout dans
le cas des systémes qui sont sous forme conservative, ce qui est le cas pour les équations d'Euler.
D'autre part, les schémas type volumes finis sont de par leur définition, conservatifs, ce qui leur
garantie une certaine robustesse, qualité essentielle lorsque dans la solution des équations
discrétisées peuvent apparaitre des discontinuités, ce qui est la encore le cas des S.H.N.L.

Rappelons briégvement que la méthode des volumes finis (une description plus détaillée sera
fournie plus loin), consiste & faire un bilan sur des. volumes de contrdle (ce sont dans la plus part des
cas les cellules du maillage). Ces bilans nécessitent un calcul de flux a travers les faces des volumes
de contréle. La technique adoptée ici pour le calcul de ces flux est la résolution de probléemes de
Riemann locaux & l'aide d'un sotveur approché: solveur de Roe qui consiste a linéariser la Jacobienne
du fiux du S.H.N.L, et donc a trouver une matrice, appelée matrice de Roe, qui approche cette
Jacobienne (Cf. Chap.lIL§.5).

Le systéme de la dynamique des gaz parfaits polytropiques, de par la forme explicite de la loi d'état,

P=P(p,)) (1.1)

se préte facilement aux calculs. Il est en effet relativement aisé de déterminer une matrice de Roe dans
ce cas. Par contre, il est plus compliqué de trouver une "bonne” linéarisation (au sens de Roe), pour la
dynamique des gaz réels, caractérisés par une loi d'état quelconque. Cette difficulté est
essentiellement due 2 la perte du caractére hyperbolique de la matrice de Roe déterminée dans le cas

des gaz parfaits.

1. Position du probléme - Notations

Nous cherchons & résoudre le probléme de Cauchy suivant:

f =
{atu +9:d(U) =0 (xt) € RXR*, Ue R (1.2)

U(0.x,y) = Uo(x.y)

ot : f = (fy,....fo) est le flux numeérique hyperbolique du systéme, i.e.: pour tout ® dans R" tel que:
Yw=1, la fonction f  définie par:



est hyperbolique. Dans toute la suite, et par simple souci de simplification de la présentation, seul le
cas n=2 sera traité, la généralisation a n quelconque se fait sans difficulté.
Soit Ty, une polyhédrisation quelconque de R?: R? = Kg K. Introduisons quelques notations

h

relatives au maillage.

1.1. notations

Soit K un polyhédre de Ty, e une aréte de K. On note :

- |el :1a longueure de l'aréte e.

- Ny : la normale & e sortante de K.

- K, :l'élément de Ty tel que : KnK=e

- |K| :1a surface de K.

-Pg= eezak lel :ie périmétre de K, 9K désigne le contour de K.

- hg = diameétre de K.
-h= zq{) (hy)-
-1 :le pas de temps.

On désigne par Up(x,t), I'approximation numérique du probléme (1.2), et pour chaque élément K

de T}, on pose:
Uk = UnlxcT.n)

ol1 xk désigne les coordonnés du barycentre de I'élément K.

Figure 1.3. : Maillage, méthode des volumes finis
On définit pour chaque élément K de T, et pour chaque aréte e de K, un flux numérique, gk :
R"xR"— R", auquel on demandera de vérifier, dans la plus part des cas, des propriétés de

conservativité et de consistance:

1) conservativité: Oke (UV) =- Gk e (V,U)
2) consistance avec: f(u). nex ou () = (fa(u) fo(w)"
ie. Ok.e (UU) = f(u). ek
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1.2. Schéma numérique

Le calcul des valeurs approchées UR*" de Ug 4 linstant ta.;, & partir de celles obtenues & t,: Uk, se

fait de la fagon suivante, si on note:

Uek = ;!2, Up(x,2.n) = Un(Xe,T.N)

xeK

U:Ke = x‘i:l:, Un(x,T.n) = Uh(x;’T'n)
xekK, -

ol x, désigne les coordonnées du centre de l'aréte e (voir Figure 1.4.). Autrement dit, U:'K (resp.

U:'Ke) représente la valeur de la restriction de Us, & K (resp. Kg) au centre x, de l'aréte e.

Figure 1.4.

Au vu de ces notations, le schéma aux volumes finis explicite, basé sur la flux numérique gg.e,
s'écrit:

n+1

ug =u;-T,%rz le!l ake(Uex.Ugy,) (1.3)
eedK

Dans le cas particulier ou I'approximation Uy est constante par maille (schéma d'ordre un en

espace), on a:

n
Ul = Ux et Uo = Uk,

et le schéma (1.3) s'écrit:

n+1

.n T ' n n
UK =k TR Y el gkelukt (1.4)
K ecdK ¢ Ke)



2. Méthode des volumes finis pour
les équations d'Euler

2.1. Les équations

Rappelons que les équations d'Euler pour la dynamique des gaz compressibles s'écrivent

(0
2 1+ 2 (ou) + 3 (V) = 0

%(pu) +§x-(pu2+p) +§;(puV) =0
%(pv) + 2 (puv) + 3 (pv+p) = 0
L+ Hu(e+p)] + —{V(E+p)] 0

ot E désigne I'énergie totale du gaz, donnée en fonction de I'énergie interne spécifique e et de

I'énergie cinétique par » 2
us+v __p

€= p( +e) = ot 1)

La forme conservative des équations d'Euler est donnée par :
U
3 +avEY =0 (22)
U=(p. pu, pv. B)' (23.2)
FU=(F (U W) (2.3.b)
F (U = (pu, pu?+p, puv, u(E+p))’ (2.3.0)
F (U = (ov. puv, pv2+p, V(o)) (2.3.d)

p est la densité du gaz,u = (u,v)T est le vecteur vitesse.

2.2. Propriétés d'invariance par rotation et
Hyperbolicité

Ce systéme posséde en outre des propriétés remarquables de symétrie et d'invariance par

rotation. Définissons la transformation R(n) sury associée a la rotation:

~ ~

xy) —9(x y)
-(h pu,pv)
10 0
U=Rm.U=|0n ny |U (2.4)
0 -ny n,
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F possede la propriété suivante :
v

, 4 — -1
He R?; F(U& = lul R -f1(9) =lul -R(w) -f1(R(g)¢9) (2.5)
y Y —_
X
t
- n
p
Figure 2.1. : Rotation
Le systtme en U s'écrit alors dans le repere (x.y):
u _ _
3t +divEU) =0 (2.6)

div désignant l'opérateur divergence dans le repére ('i,')?). La relation (2.6) traduit l'invariance par
rotation des équations d'Euler. Le systéme se met sous forme quasilinéaire:

ouU _
e AU).grad(l) = 0 27)
Il est hyperbolique :
-1
v pe RZ,V U AV u=F)RE Y (2.8)
est diagonalisable a valeurs propres réelles A4, A, et A5, données par:

2\,,=g.u-c k2=g.u Ag=u.p+C (2.9)

12
ou ¢ est la célérité du son dans le faz, donnée par: ¢ = (%9)

2.3. Maillage et Volume de contréle

Soit Th un maillage de Q réalisé a l'aide de quadrangles K.Ona Q= U K. Pour un élément K; de
KeTy,

T}, on définit 9K; le bord de Irélément K;. On note K(i) I'ensemble des indices des éléments voisins de
K;, pour j € K(i), 9K; I' aréte commune a K; et K;, et A; l'aire de K.

Figure 2.2. : Elément quadrangulaire



2.4. Approximation et Interpollation

On cherche a approcher g a l'aide d'une interpolation de type Eléments Finis discontinus. On
utilise deux familles d'éléments:
-Vo={Ue L%Q); VKeT, Ue O K) }
Vi={ue L%@);vkeT, grady € Q(K) }

ol Q (K) désigne I'ensemble des polyndmes constants sur K.

2.4.1. Approximation et Interpollation dans V§

Ue Vg est caractérisé par la donnée V KeTh de lavaleur de U (constante) sur K. La projection L2

sur chaque K (volume de contrle) permet de construire un opérateur d'interpollation To précis a

I'ordre 1 (en norme L2 et £ )de 2 (Q) dans Vh, le schéma numérique associé sera précis au premier

ordre en h (au mieux). Pour ge ‘I:z (), TO(U) est défini pour x € Klpar :

W=7 L Uy o 210)

2.4.2. Approximation et Interpollation dans V;

Ue V',‘ est caractérisé par la donnée V Ke T, de la valeur moyenne de U sur K, et de la valeur de

grad(U) (constante) sur K.

On construit un opérateur d'interpollation T, précis a 'ordre 2 (en norme LCetl” ) de L2 (Q) dans
V','. Cette interpollation comporte 3 étapes :
i - une étape de projection L sur chaque K:

elle permet de définir les valeurs moyennes par élément u‘:
u= | + uxdx 2.11)
~l - K‘ A{ ~ o~ ~ )

ii - une étape de prédiction:

Il s'agit de construire, & partir des valeurs moyennes Ui, des gradients par éléments grad(U)i,

assurant une approximation de U précise au second ordre (en norme LCetfl ). Plusieurs techniques

sont possibles. Le cas le plus simple est celui d'une approximation sur un maillage cartésien. |l est alors
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possible d'estimer ces gradients en découplant les calculs selon les directions x €t y, on obtient avec
des notations différences finies standard:

) Ui~ Yy

grad(Yy =" (2.12.a)
Yijer Y

grad(U}ij- 2AX (2.12.b)

~ y ~
Dans le cas d'un maillage non structuré, les deux valeurs pourront étre obtenues par minimisation

de la fonctionnelle:

W= Z |Ua +(x%) grad, (U); + ¥} grad );-u jlz (2.13)
jeK@ ~ - - ~'~ -

La somme peut éventuellement étre étendue aux éléments qui n‘ont qu'un sommet commun avec K.

ili - une étape de correction

Cette étape est nécessaire pour préserver la stabilité du schéma. Elle consiste & limiter le gradient

de U sur chaque élément afin de ne pas créer de nouvels extremums deU en dehors des valeurs au

~ ~

centre de gravité de chaque maille. Cette correction est réalisée localement, en calculant les valeurs

de U au milieu de chaque aréte i)Kij de K;, pour j € K(i), et en limitant alors le module de grad(U) sur

r'élément Ki de fagon a ce que la valeur sur l'aréte reste dans l'intervalle engendré par lesu(Ki) (ie
K(i).

On définit ainsi un opérateur d'interpollation T, précis & l'ordre 2 (en norme et € ) de L2 (Q) dans
V?. Les schémas numériques associés seront précis au second ordre en h.

Cette technique généralise les corrections 1D décrites dans Van Leer [Van]. Il est cependant
possible d'utiliser une correction de type 1D indépendamment dans chaque direction d'espace
lorsque le maillage est constitué de rectangles (o si I'on se raméne localement, & l'aide d'un
changement de variable & une structure rectangulaire), on obtient alors les formules suivantes :

o UiYe YaiYag Yl
gradx(U)ij=sxijmax{0, min@—y— "2ax 3 Ax )} (2.14.3)

fo.mi Yl YierYia H.in‘?n.i}
grf\dy(tj)ij=syijmax 0, min(a Ay ' 2ay Y )

(2.14.b)
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':.1“'1 -i“!:li'1 -i gi i+1 -gi '1_1
Sxij = S9N " 2ax syij=san (Taxy )

aconstante: 1 <a<2

La limitation (2.14) peut étre qualifiée de "limitation globale", dans la mesure ot la pente de chaque
élément est systématiquement mise & zéro dés qu'un extrémum apparait a I'une des deux interfaces.
Une technique de limitation moins astreignante introduite par Fezoui [Fez] consiste a définir deux
pentes par élément, une pente par demi-maille, et de n'annuller que les pentes des interfaces ou
apparait un extremams. Le but du chapitre V est de démontrer que le schéma ainsi obtenus sont
convergents, pour cela on démontrera qu'il est & variation totale décroissante.

2.5. Principe des schémas

2.5.1. Cadre général

On cherche A approcher une solution faible du probléme de Cauchy sur Qx[0,T] associé a (1.1)
avec une donnée initiale (2 t=0): V ¢ fonction test

~ o~

ap(x.1)
-J g U(x.t) dxdt - J F(Ux1) : grad(e(x,t)) dxdt=0 (2.15)
Qx[0,T] = Qx[0,T] = = ~ ~

Us) = U0 .16

On discrétise [0,T] en une suite d'intervalles I" = [t"t"*'[ de longueur At = t"+1- t". La solution
approchée recherchée dans Vgx[O,T] (resp. v?x[o,n) sera indépendante de t sur chaque intervalle "

Discrétisation de la condition initiale:

B=To(l) (resp. To(L) (2.17)

Etape de projection :
On suppose que pour t = t", yf‘ € VE (resp. V?), on considére alors la solution exacte L~JE(5,t) du
probléme (1.1) avec pour donnée initiale l;lﬂ at=t". On définit alors la solution approchée a ™' par:
lﬁ“ =ToUe(x, ™) (resp. T, ({JE(}J“”))) (2.18)

En prenant pour fonction test dans (2.15) la fonction caractéristique de Kix[0,T], on obtient aprés

intégration par partie:

Ejl'l+1 "‘Nlj:"ﬁt— ZQ?+1,2 (2.19)
Tje K()
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&]*"" est le flux associé & laréte K;;
@2 = Z‘;J F(U_(x.1)). nds dt (2.20)
aKin[O,T] It ~
Ceci permet de définir L{;“ dans v:; ainsi que les valeurs moyennes de U:” sur chaque élément K; si

I'on cherche la solution approchée dans V:‘ It faut néanmoins chercher des approximations utilisables

numériquement, des intégrales dans (2.20).

Dans ce qui suit on se limitera & des schémas explicites en temps, plusieurs choix sont possibles
suivant l'ordre de précision recherché. Il est inutile de rechercher une discrétisation précise au second

ordre en temps si par ailleurs la précision en espace est limitée a fordre 1 (ce qui est le cas si 'on
cherche Udans v:;).

Si I'on cherche la solution approchée dans V',‘ on pourra obtenir un schéma du premier ordre en
temps ou un schéma du second ordre en temps .

n+1/2

Calcul des flux @

Dans le cas unidimensionnel, un calcul exact de ces flux est possible en considérant le probléme

de Riemann posé a chaque interface, on obtient alors le schéma de Godunov. Dans le cas
multidimensionnel on approche ‘Dq de la maniére suivante:

D" = B (221.a)

tn+1 +tl‘l
avec 172 ==

et Dyt) 10 = J F(Mxt)). nds (2.21.b)
oKy 7 T
ol V(xt) est la solution du probléme de Riemann :

N o _

3¢ +AvE(V) =0 (2.22.a)

avec pour donnée initiale en T=1

V(x,t) = U (Ki)(xi,,t) pour X <0
MY A
(2.22.b)
Vix,t) = U (Kj)(x",t) pour X >0
My =S

ol x_désigne le milieu de l'aréte aKil.. On prends alors t = t" pour un schéma précis au premier ordre en
~ij

temps, et t ="' pour un schéma précis au second ordre en temps.
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Dans ce dernier cas la solution au temps t = t™12 peut étre obtenue de maniére assez simple a
t'aide d'une linéarisation assez sommaire des équations au niveau de l'aréte, par exemple :

U173 = V) A -5 EUK ) gradUk) (e ) (2.23)

Plus généralement on pourra utiliser le flux numérique g(u,v) d'un schéma 1D a 3 points associé &

I'équation :
T A e D)
w5+ — =0 (2.24)
ot x ~
et I'on pourra alors remplacer (2.21) par :
D05, = L U KR U (€05 9) (2:25)

ou L;estla longueur de l'aréte aK“.

Remarque 3.1.
En pratique, nous avons adopté la méthode décrite par la relation (2.25), pour le calcul du flux
numérique. Plus précisemment, nous avons utilisé le solveur de Roe décrit dans le Chapitre IV. §.3.2.
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Chapitre IV : Solveur de Roe - Calcul
des flux

1. Schémas type Godounov

Dans ce paragraphe, on se placera dans le cas monodimensionnel. Le probleme étudié est le

suivant :

{atu +09,f(U) =0 (x,t) e RxR*
(1.1)

U(x,0) = Uy(x) Ue R"

Nous nous intéressons dans cette partie a une famille de schémas aux différences finies, introduite
par Harten-Lax et Van Leer [Van]. Ces derniers se sont inspirés des techniques développées par
Godounov [God] pour établir une classe plus générale de schémas : les schémas type Godounov.
Ces schémas utilisent un solveur approché du probléme de Riemann.

1.1. Solveur approché du probléeme de Riemann

Soit PR(Ug,Ug) le probleme de Riemann suivant :
U +d,f(U)=10 (x,t) e RxR* U. six<0
» Ug®) ={ e (1.2)
U(x,0) = Uy(x) Ue R" Ug six=>0

Définition 1.1.
On appelle solveur approché de Riemann, une approximation notée U,, de la solution exacte, qui

vérifie :
i) la consistance avec la forme intégrale du systeme :

hy/2
i 1 z
ﬁhx/2 Ua(x/t; Ug,Ug) dx = > (Ug+ Uy) h [f(Ug) - (Ug)] (1.3)
ii) La consistance avec la forme intégrale de la condition d'entropie : n +F,,<0 associée a (1.1) :

/2
ﬁ o N(Ua(x/t;Ug,Uq)) dx S% ((Ug) +n(Ug)) ‘,t; [F((Ug) - F(Ug)] (1.4)

Définition 1.2. Schéma type Godounov
Soit U,(x/t; Ug,Ug) un solveur approché de (1.2), le schéma type Godounov associé est definit par :

h/2 0
U = 1 J: Ualx/e; U U7 ) o + 1 Ulx; U7 U7, ) dix (1.5)

hy i1 he) -hy2
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2. Linéarisation du probléeme de
Riemann - Solveur de Roe

2.1. Probléme de Riemann linéaire

On étudie dans cette partie la solution du probléme de Riemann linéaire suivant :

U +A.U=0 (x,t) € RxR* U, six<0
{ Ug) ={ e (21)
U(x,0) = Uy(x) UeR" Ug six20
ol A est une matrice (nxn) strictement hyperbolique, A <22 < ... <Aqosesn valeurs propres associées
aux n vecteurs propres rq, f, ..., fn.

Le probléme (2.1) admet une solution analytique autoinvariante : U(x,t; Ug,Uqg) = U(x/t; Ug,Ug),
constituée de (n-1) états intermédiaires, Uy, Uy, ..., Up, refiant Ug a Uy, et séparés par n ondes de type
discontinuités de contact de vitesses respectives A;. Les états intermédiaires U; sont obtenus a l'aide
de la décomposition sur la base des vecteurs propres (f)isisn, de (U4 - Uy), i.e. sion pose :

WUy = T @2)
les U, sont donnés par : ]
U =Ug+ gairi (23)
Avec ces notations, la solution U(x; Ug,Ug) du probléme de Riemann est donnée par:
Ug si x/t < Aq
U(xt; Ug,Ug) =Y U si xt € TA, Al (2.4)
Uqg si X/t > Aq

2.2. Solveur de Roe

Le probléme de Riemann PR(U g,U ) peut également étre écrit sous la forme suivante :

Ug si x<0

Ug si x20 (2:9)

{atu + Df(U).o,U =0 (x,t) e RxR* U0 ={

U(x,0) = Ug(x) Ue R"

ou Df représente la Jacobienne de f.

L'idée de Roe est de linéariser localement cette Jacobienne, pour résoudre un probleme de
Riemann linéaire et construire ainsi un schéma type Godounov. Dans [Roe], P.L. Roe a introduit une
matrice A(Ug,Uq), appelée depuis lors matrice de Roe, permettant de remplacer avantageusement (i.e.

4 moindre codt) la résolution d'un probiéme de Riemann non linéaire par la résolution d'un probléme
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de Riemann linéaire de matrice A(Ug,Ugy). La matrice A(Ug,Uq) doit vérifier les conditions suivantes,

appelées conditions de Roe :

i) A(Ug,Uy) est diagonalisable et a toutes ses valeurs propres réelles (2.6.a)
i) VUgetUs f(Ug) - f(Ug) = A(UgUd)(Ug - Ug) (2.6.b)
iii) A(U,U) =f'(U) (2.6.c)

Cette matrice permet, en utilisant la solution du probléme de Riemann linéaire, de calculer
tacilement le flux numérique du schéma type Godunov associé, on obtient les expressions suivantes :

1 At

GUUD = 37 | AU Ua(j:UgUd) cit

GUMU = 3 [1Ug) + (U - I Ul (U] (2.7.a)
= 1(Ug) + A(UpUa)-(UeUg) (2.7.b)
= f(Ug) - A*(Ug,Ug)-(UsUy) (2.7.c)

Si on note (A;)1si<n les valeurs propres de A(Ug,Ug), (f)isisn (resp. (k)1sisn) Ses vecteurs propres a

droite (resp. & gauche), les matrices |A|, At et A" sont définies aisément par passage dans la base des
vecteurs propres de A. Le flux numérique G(Ug,Uq) s'écrit alors sous la forme simplifiée suivante :

GWUsUd = 3 (U +HUal+ T B (2.8.2)

= f(Ug) + ; Ao (2.8.0)

= f(Ug) - %‘,ﬂ Aoy (2.8.c)

avec - a; = <, Ug-Ug> (2.9)
ol on a posé : A= Y ;Mil A = Xi -z‘kil



3. Matrices de Roe et vecteurs
parametres

Dans ses premiers travaux sur la linéarisation de la Jacobienne du systéme hyperbolique (2.5), Roe
a proposé un outil pratique pour déterminer des matrices vérifiant les conditions (2.6) : les matrices de
Roe, et ceci pour les équations d'Euler pour la dynamique des gaz parfaits polytropiques.

Cette technique est basée sur un vecteur paramétre W, tel que les composantes du vecteur des
variables conservatives U et celles de f(U) soient des fonctions quadratiques des composantes de W.

Malgré la simplicité du résuttat final proposé par Roe dans son article original [Roe] et dans ceux qui
ont suivis, la démarche qu'il a adopté pour I'établir comporte quelques étapes calculatoires
relativement compliquées. Vila [Vil.3] en s'inspirant des idées de Roe, propose un résultat qui permet
de s'affranchir de tous ces calculs, en établissant, dans le cas général, un lien simple entre la matrice
de Roe et la Jacobienne Df du systéme hyperbolique étudié. Cette relation, de par sa simplicité,
permet d'effectuer relativement aisément, une extension des résultats de la dynamique des gaz
parfaits au cadre plus complexe de la dynamique des gaz réels.

3.1. Théorie générale

On cherche une matrice de Roe pour le systéme :

au  df(y) _ n
3t ox =0 UeR (3.1)

En pratique U, de composantes (u'),s,s,,, n'est défini que sur un domaine de R", que nous noterons
dom(U), on notera également (f'),s‘sn les composantes de f.

Définition 3.1.
On dit que le vecteur W € R", de composantes (W)14<n» €St UN vecteur paramétre admissible pour

(f,U), si et seulement si : U’

i) U(W) est un difféomorphisme de dom(W) dans dom(U) (3.2.3)
ii) uk(W) est une forme quadratique symétrique des (W) 1<icn
WW) = T biwiwl + X biw (3.2.b)
1<ijjsn 1sisn

iii) f(U(W)) est une forme quadratique symétrique des (W), .-

1<ijsn

FUMW) = S cww + Yo W (3.2.0)
1sisn
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Théoréme 3.1. [Vil.3]
On suppose que W est un vecteur paramétre admissible pour (f,U). Alors, la matrice A(Ug,Uq)

définie par :
A(Ug,Uq) = Df (U(W)) (3:3)

= 1
avec W =5 (Wg+Wo) (3.4)

est une matrice de Roe pour f. De plus, on a les relations suivantes : (Ax = X4 - Xg)

Af = DI(U(W)).AU (35.a)
AU = BAW (3.5.b)
Af =C.AW (3.5.)
avec : B=§v%(\7w c:(.f——\fv(W) (3.6)

En résumé :

La matrice de Roe fournie par ce théoréme n'est rien d'autre que la valeur de la Jacobienne du flux
Df appliquée & un vecteur parametre W, admissible pour (f,U) au sens de la définition 3.1. (i.e. W vérifie
les conditions (3.2)). .

Cette caractérisation simple des matrices de Roe 2 l'aide des vecteurs paramétres admissibles,
permet d'une part, de simplifier les calculs du flux numérique du schéma type Godounov associé au
solveur de Roe, du moins pour le systéme des équations d'Euler pour la dynamique des gaz parfaits
polytropiques, d'autre part, d'étendre relativement aisément ce solveur aux gaz réels.

3.2. Application a la dynamique des gaz parfaits
polytropiques

Les équations d'Euler s'écrivent :

ou  of
5 +—5(;l =0 UeR" (3.7.a)

avec U=(p,pu, E) f(U) = (pu, pu+p, puH)" (3.7.0)

et H=E*P E=I +-21- pu2 (3.7.c)

p

ol : p, u, E, |, H, et p désignent respectivement la densité, vitesse, énergie totale, énergie interne,

enthalpie et pression du gaz.
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3.2.1. Quelques notations

Soit : i=é, h='—ptE,' @=y+xh

ou i, h et ¢ désignent respectivement I'énergie interne spécifique, I'enthalpie spécifique et la célérité
du son dans le gaz, avec : ‘

op 9p
2= @) (@),
La pression p est une fonction de p et de |. Cette fonction vérifie les relations thermodynamiques
suivantes : Sion pose t =% , il existe une fonction entropie spécifique s telle que :

Plpl) = g(t:s) i=i(ts) (3.8)

avec: tL=-p T=i
T désigne la température du gaz. Le domaine physique dom(U) est défini par

p>0 et i>0 (3.9)

Les fonction g et i doivent vérifier les relations suivantes :

) g>0 i) g,<0 i) gz>0
(3.10)

iv) gs>0 v) T=ig>0

On renvoie a Smith [Smi] pour une étude détaillée des fonctions i et g, ou il démontre, en
particulier, que le probléme de Riemann admet une solution unique si et seulement si la pression

.oP(zi) _p?

vérifie la condition suivante : 3% <o
La matrice A(U)=DF(U) est donnée par :
0 1 0

AU) =| x-@xu¥2 (2x)u  x (3.11)
u(y+xu?2-H) Hxu? (1+x)u

ses valeurs propres sont :

A, =uUC L=u Ag= u+C (3.12)
La matrice des vecteurs propres & droite de A(U) est :

1 1 1
R=| u<c u u+c (3.13)
H-uc (U%/2)-(x/x) H+uc

Remarque 3.1.
La condition g < 0 est équivalente & ¢? > 0. C'est la condition d'hyperbolicité du systéme.
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Dans le cas des gaz parfaits pour lesquels la loi d'état est donnée par :
plp.) = (¥ = (¥1)pi (3.14) -
ou vy est le rapport des chaleurs spécifiques, Roe propose le vecteur paramétre admissible W suivant :
w=(p, Vou ER)T (3.15)

Vo

Vila dans [Vil.3] établit le résultat suivant qui généralise celui énnocé ci-dessus & toutes les lois
d'état pour lesquelles les relations (3.2.a) et (3.2.b) soient vérifiées.

Proposition 3.1.
Si W est un vecteur paramétre admissible pour (U,f) donnés par (3.7.b) et (3.7.c), alorson a :

Wy = 31‘{5
wa = az‘I_P u (3.16)
W3 = as %—24- C1‘j—p +Cg"ls u

P

ol ajy, ap, aa, Cq et Co, sont des constantes réelles, telles que (ajazag # 0). Réciproquement, un
vecteur W vérifiant (3.16) est vecteur paramétre admissible pour (f,U) donnés par (3.7.b) et (3.7.c) si et

seulement Si:
plp) = d+yp+ xNp+8 (3.17)

Dans toute la suite, le vecteur W, défini par (3.15), sera utilisé comme vecteur paramétre
admissible. Ce choix permet de simplifier considérablement les calculs.

Roe et Pike ont présenté dans [RP], une nouvelle méthode algébrique leur permettant de calculer
aisément les paramétres a; en fonction de AV, ou V est donné par

V= (p,u,p)’ (3.18)

En utilisant le résultat du théoréme 3.1, Vila [Vil.3] a proposé une démonstration directe de ce
résultat (sans calculs algébriques), qui reste valable dans le cas plus général de I'équation d'état
donnée par (3.17).

~ o~ ~ -~ o~ ~

- T
Posons : v=(p.up)", U=(p.pu, E(p.u.H) p=PgPq
)
¢! =xch, + 7+ 1) h.=h(U)=H -3 u’
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Proposition 3.2
Soit W le vecteur paramétre admissible pour les équation d'Euler avec la loi d'état (3.17), alors les

coefficients o; = <li(\7V), AU> (i=1,2,3), pour le calcul du flux numérique défini par (2.8), sont tels que :

o = <si(ﬁ),gu\7(ﬁ)).AV> (3.19.2)
AU = AU) (3.19.b)
et o = (&p-C.pAu)/(20) (3.20.3)
0p = 8p- (4p) /20, (3.20.b)
0 = (Ap+C.p AU)/ (2¢) " (3.20)

Démonstration
Voir [Vil.3].

Ce résultat trés simple de calcul des o; fournit un algorithme de calcul du flux numérique, d'une
grande simplicité de mise en oeuvre, trés performant et d'une grande rapidité d'execution.

3.2.2. Algorithme simplifié de calcul des flux

Pour simplifier le calcul du flux g(ug,uq) donné par les formules (2.8) on remarque que comme les
formules (2.8.a)-(2.8.c) sont équivalentes, il suffit de choisir celle qui comporte le moins de termes a
calculer (dans la sommation). Ainsi la formule (2.8.a) est éliminee d'office car elle comporte toujours le
nombre maximal d'opérations. Par contre les formules (2.8.b) et (2.8.c) vont comporter, au vu des
expressions des valeurs propres données par (3.12), vont contenir un nombre minimal de termes
suivant le signe de la valeur propre A, = u.

En effet cette remarque foumit l'algorithme simplifié suivant :
Sl A, <0 ALORS (on choisit la formule (2.8.c) qui donne ici 1)

a(ug,ug) = f(ug)
SI A;>0 ALORS
9(ug,Ug) = g(ug.llg) -Az 033
SINON (on choisit la formule (2.8.b) qui donne ici:)
g(Ug,Ud) = f(Ug)
SI A, >0 ALORS
o(ug,ug) = glug,ug) + Ay oy 1y
FIN ALGORITHME
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Ainsi la somme intervenant dans le calcul du flux contient & chaque fois au maximum un terme, au
lieu de trois dans le cas géneral. On n'a donc pas besoin du terme a,. Cet algorithme reste encore
valable pour les équations d'Euler bidimensionnelles ou tridimensionnelles parce que les valeurs
propres dans ce cas sont encore données par des expressions analogues au cas monodimensionnel,
en effet dans le cas bidimensionnel les valeurs propres sont au nombre de quatre et sont données par

A =u< Ay=Ag=U Ay=u+C
et dans le cas tridimensionnel, il y'en a cing et elles sont données par
A =uc A=A= A, =U As=U+C

et dans tous les cas on n'a pas besoin de calculer les coefficients o; correspondants a la valeur propre

centrale A = u.

Remarque 3.2
Si la pression est une fonction affine de p et I, autrement dit si le coefficient x, dans (3.17) est nul

(x2=0, et plp,i)=«l+xp +9), alorsona: ;:,=c(U(\7V)).

Remarque 3.3
La pression p, définie par (3.17), vérifie (3.10) sur tout le domaine admissible dom(U) défini par

(3.9), si et seulement si :
x>0, %1 >0, %2> 0, 3>0 (3.21)

Etant donnés (Ug,Ug) dans dom(U), le théoréme 3.1 nous fournit une classe de matrices de Roe
pour le systéme hyperbolique non linéaire (3.7.a), pourvu qu'on trouve un vecteur W admissible pour
(f,U), au sens de la définition 3.1. Cette matrice est donnée par

A(UgUg) = DIU(W)

La question maintenant, est de savoir sous quelles conditions, le vecteur U(W) est lui aussi dans

dom(U). On considére toujours les équations d'Euler pour la dynamique des gaz, avec une loi d'état
affine, i.e. (x2=0, et x=%1)

P=pp.i) = xl+xp+3 (3:22)
_ _ ~ pg i+ Vpgi
posons A= p(U(W))=£;ﬂ (o YPalo ¥ YPdl (3.23)
‘/P—g + ‘/Pd
2 - 2
h Vpg hg + Vpg hg ) \/p~,,09+\lpdcd
= Cc =
Vpg + Vs Vpg + Vo
G = c(U(W) ¢ =c(U)
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T = (U L=iV)

~

alorsona (c)° = (c)? = (o +'—§-—9—(Au)2 = K+xh+ X £ (au)
2p, 2p,

- {S(A‘]_ o)’ _;1_ w?)

‘= 4(x+1) _
pp* 2p,
~ ~ (Au 2
i= i+L_)__
8(x+1)p.

Au vu de ces relations, nous pouvons prouver le résultat suivant :

Proposition 3.3
Etant donnés (Ug,Ug) dans dom(U), sile paramétre « de la loi d'état (3.22) vérifie : (x>0), alors, les

matrices de Roe associées a U(W) et U est hyperbolique (G=0), et U est dans dom(U). En plus, si :

&0, alors U(W) est également dans dom(U).

En résumé, les résultat présentés dans cette section permettent de généraliser la construction de
Roe et de "Roe et Pike" & la famille des lois d'état définie par (3.23), et surtout de définir un cadre
théorique pour étudier la construction des matrices de Roe.

Remarque 3.4.

Méme si la reconstruction décrite dans la partie 3.2, n'est pas directement applicables dans le cas
oula pression n'est pas de la forme (3.17), autrement di, lorsque p n'est pas une fonction quadratique
des composantes du vecteur W donné par (3.15), elle constitue néanmoins, un excellent outil de
base pour étudier ce type de lois d'état, et essenticllement le cas général de la dynamique des gaz
réels. En effet, dans ce domaine, différents auteurs ont proposé des méthodes pour étendre la
technique de construction de Roe ([Gl], [To]).

Vila [Vil.3] a établit un résultat généralisant le théoréme 3.1, et permettant de définir un cadre pour
la construction de la matrice de Roe pour la dynamique des gaz réels. Ce résultat consiste
essentiellement en une technique de "linéarisation locale” de la pression. Cette linéarisation assure la
dépendance quadratique de U et du flux f(U), en fonction des composantes du vecteur paramétre W,
et permet par la suite, dutiliser le reésultat du théoréme 3.1 et la paramétrisation de la matrice de Roe
par le vecteur W défini par (3.15).



CHAPITRE V

ETUDE D'UN SCHEMA TVD
D'ORDRE 2
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0. Introduction

On étudie dans cette partie un schéma type Godounov d'ordre deux, basé sur la méthode de
prédiction-correction introduite par Van Leer [Van] dans la construction des schémas type MUSCL.

La construction de ce schéma est inspirée d'un papier de Vila [Vil.2], ou il effectue une analyse
générale d'une classe de schémas d'ordre deux de type Godounov, pour lesquels il prouve un
résultat de convergence vers la solution faible entropique du probléme continu, en établissant la
stabilité TVD (sous une condition de CFL plus restrictive que celle utilisée pour les schémas type
Godounov, qui sont comme on le sait, d'ordre un parce que monotones).

Le schéma présenté dans cette partie est Iégérement différent de la famille de schémas étudiée
dans [Vil.2], qui sont également construits par la méthode de prédiction-correction. La différence,
comme on le verra plus en détail dans la suite, est située essentiellement au niveau de la phase de
correction (ou limitation). La technique de prédiction-correction consiste, dans un premier temps, a
calculer un gradient par élément pour chercher une approximation dans l'espace des fonctions affines
par morceaux. Ensuite, ces gradients sont limités de fagon & préserver la monotonie du schéma. La
limitation introduite par Van Leer et utilisée par Vila, est une limitation de type “limitation globale”, dans
ce sens que le gradient de la fonction approchée est annulé en un point, dés que le gradient dans la
direction d'un élément voisin est nul. Cette technique de limitation, méme si elle permet d'obtenir un
schéma d'ordre deux en espace, produit une trop grande viscosité numérique et une dégradation

importante de la précision.

Un critére de limitation moins sévére a été introduit par Fezoui [Fez], appelé critére de “limitation
ponctuelle”. Ce critére consiste non pas A limiter les gradients eux méme, mais a limiter les valeurs
d'intégration (valeurs de la variable approchée aux interfaces des mailles).

Dans [Fez], des tests numeriques effectuées pour discrétiser les équations d'Euler
bidimensionnelles, pour le probléme de Riemann, ont montré l'efficacité de la technique de limitation
ponctuelle. Cependant, aucun résultat théorique concernant le schéma n'a été prouvé.

Le but de cette partie est de prouver que ce schéma vérifie une propriété de stabilité TVD, sous
une certaine condition de CFL qu'on précisera plus loin. Ensuite, en utilisant les résultats de Vila
[Vil.2], concernant la dérivation de linégalité d'entropie continue a partir d'une inégalité d'entropie
discrete, par l'utilisation d'une correction comportant un terme additif en Ch%, on peut prouver un

résultat de convergence vers la solution faible entropique du probléme continu.



1. Schémas du second ordre :
Méthode de prédiction-correction

1.1. Notations

On cherche a'approximer la solution du probléme de Cauchy suivant :

{a,u +3,f(U) =0 (x,t) € RxR*
(1.1)

U(x,0) = Uo(x) UeR

ou f est une fonction réguliére de R—R. U, est une fonction dans L'(R)~L=(R). Par souci de
simplicité, nous utiliserons un mallaige régulier. Soit t le pas de temps, h, le pas d'espace. Le rapport :

u (1.2)

~hy
sera considéré constant. On définit un maillage régulier a I'aide des notations suivantes :

t,=m (neN), x=h, (i€Zouic 2+‘§)
li = Ketrzs Xisrred
Agi=a,4-&
On note UM(x.t) I'approximation numérique de la solution faible entropique du probiéme (1.1). On
cherche U" dans les espaces Vi, et Vj, définis par :
Vi ={f(x); Vi e Z, 1 est constante sur I} (1.3.3)
Vp = {f(x); Vie Z,1 est affine sur I} (1.3.b)

On suppose que UN(x,t,) est dans Vj (resp. V») et on cherche a calculer U"(x,t,,.1) dans Vi (resp.
V:,). Si U“(x,tn) est dans Vﬁ, les valeurs moyennes sur les intervalles |; sont utilisées comme degré de

liberté dans Vp, et on pose (pour simplifier les notations)

Ui = Uh(xi»tn)t U| = Uh(xjvtn+1) (1 .4)
Si UN(xt,) est dans V;, on pose
Ui = UM, to),
Ui, = UN(X;41/2°0. th),

Uisiz,e = Uh(xi+1/2+0, th).
8= (Uiqp2- - Uiz /2.

(1.5)
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De la méme facon que dans (1.4), les variables & linstant t,,; seront représentées par un indice
placé en exposant. Dans ce cas, les degrés de liberté choisis pour représenter U" dans Vt',, sont les

valeurs moyennes sur les intervalles |; et les "pentes” &. i
Dans le paragraphe suivant, la technique de prédiction-correction est présentée a l'aide du schéma
de Godounov (schéma du premier ordre) pour obtenir un schéma du second ordre.

1.2. Schéma de Godounov du second ordre

La solution approchée U"(x,nt) du probléme (1.1), calculée A l'aide du schéma de Godounov,
vérifie
U, nt) € Vi, UN(x, (n+1)7) € V3,

=F:"j Ug(x, (n+1)7) dx (1.6)
x L

ol Ug est la solution exacte du probléme (1.1), avec comme condition initiale : Ug(x)=U"(x,nt). En

utilisant la formule de Green, on obtient
U = Uj- 4 A8 (Ui (1.7)

ou U,,,, désigne la solution du probléme de Riemann PR(U.4,U;) en (x=Xi.4.), C'est-a-dire (1.1) avec

U si X<X;.
Uo (X) - {UM . :l 172
i si X>Xiar2

L'idée de Van Leer est de généraliser cette méthode, en utilisant V}, comme espace fonctionnel
pour la solution approchée. Autrement dit, on suppose Uh(x,m) dans V:, et on cherche U"(x,(n+1)1)

dans V;,. Le calcul de U' et de & se fait en deux étapes :

Etape (i) : Calcul des valeurs moyennes, données comme dans (1.6) par

U=:‘—j Ug(x, (n+1)1) dx (1.8)
XL

ol Ug est la solution exacte du probléme (1.1), avec comme condition initiale : Uo(x)=U"(x,nt). En

utilisant la formule de Green, on obtient
U =U- 4, A9U1p) (1.9)

ou U,,,, désigne la solution du probléme de Riemann PR(U,,,U;) en (x=x,,,,), C'est-a-dire (1.1) avec

h .
Uiy - fsi-1 Si X<Xi_ 172
Uo(X) = h (1.10)
Si X>Xi_1,2



Etape (i) : Calcul des pentes §j. Une premiére estimation est donnée par la formule suivante

~i . . .

& =(U-UNYe (1.11)
Le schéma construit & I'aide de cette famille de pentes n'est pas TVD. Il est nécessaire, pour éviter

les oscillations, d'utiliser une correction. Dans [Vil.2], la la limitation utilisée est Ia suivante

3 =c‘max{o, min{c' AU, | 5 I,o"A,,U‘“‘}} (1.12)

avec o= sgn(gl) (1.13)

Il est clair que cette limitation entraine I'annulation de la pente de I'élément x; (et le retour au premier
ordre) dés qu'il y'a création d'un extrémun local 4 I'une des deux interfaces x.,,. Autrement dit, des

que
min(U;_,,U,) = Uiy OU Uip 2 max(U; ,,U)

ou alors =0
min(U,U;,,) 2 Uy, ou U,,,, > max(U;U;,,)

Cette correction du schéma antidiffusif sert essentiellement a éviter les oscillations et & préserver la
monotonie, en ce sens que si U"(x,nt) est une fonction monotone en x, alors U"(x,(n+1)t) l'est aussi.

Il n'est pas nécessaire dutiliser une correction au niveau des pentes (trop pénalisante). Une
limitation locale, au niveau des valeurs arétes, est suffisante comme (on le verra plus loin), pour obtenir
un schéma d'ordre deux, de faibles amplitudes d'oscillations et de surcroit TVD.

1.3. Schéma du second ordre a limitation locale

Dans ce paragraphe, sera construite une classe de schémas du second ordre, par la méthode de
prédiction-correction, en utilisant une limitation "locale" (moins sévére que la limitation globale décrite
précédemment). Cette famille de schémas précis & l'ordre deux sera construite a I'aide de flux
numériques associés a des schémas a trois points TVD.

Le principe de la limitation locale est de corriger les valeurs d'intégration ou valeurs arétres et non

les pentes des éléments elles mémes. Pour pouvoir se ramener au cadre de la limitation globale, on a
choisi de définir deux pentes par élément (une pente par demi-maille), & et i par

5 =o max{o, min{facia, U, , | ~81| sgn(a, Uy | :Sll}} (1.14.a)

8 = o' max{0, min{a o' AU, | 51, sgn(a, U, ) | %ll}} (1.14.b)

ou
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8 = o max{of min{a o' A,U; 4, | ~zsll, boia,U, ch®}} (1.15.3)
. . ~i .
5t = o' max{0, min{a o' a,U;, | 5 |, boia,U,_,, Ch%}} (1.15.0)

ou C est une constante réelle positive, o est un parameétre réeltelque : O <a <1, et

, ~i
o' =sgn(s )
gi _ U -yt AU+ AU

2 - 2
et "a" est une constante réelle a déterminer, et b est une constante rélle que I'on choisira suffisement
grande pour ne pas tenir compte dans la limitation du terme correspondant.

~1 ~1
Les termes (sgn(A,U;) | & |) et (sgn(a,U;{) | & |) sont introduits dans a limitation (1.15), pour

annuler la pente en x; lorsque U"(x,nt) a un extrémum local en x; (i.e. sgn(A,U;.4)#sgn(A,U). Les

valeurs arétes sont définies par

1
Uiz = Ui + 55‘:

1. (1.16)
Uiz, = Ui~ 55;
Le schéma & 5 points s'écrit
U' = U; - 440 9Us1p0U,1,) (1.17)

ou g est le flux numérique d'un schéma & trois points TVD, autrement dit, les coefficients

incrémentaux définis par

C(u,v) = A, fu) - o(u.v)

v-u
(1.18)
D(u,v) = 4, [(=alLy)

vérifient
VYuve R C(uyv) 20, Duv)=20, et Qu,v) =C(uv)+D(u,v) <1 (1.19)

La propriété (1.19) est équivalente a
Yuve R lwuv)| < Quy) < 1 (1.20)

ou Q(u,v) est la viscosité numérique du schéma a trois points de flux numérique g, défini par

f(u) +f(v) - 2g(u,v)

Q(u,v) = C(u,v) + D(u,v) = A; V- (1.21)
et
W(u,v) = x,—f(v!)_‘—L@ (1.22)



Pour alléger la présentation, nous allons introduire (voir [Vil.2]), la famille de viscosités numérique
H(v,u), définie pour chaque couple de réels (v.u), par

Définition 1.1
Un schéma 2 trois points appartient & la classe de schémas H(v,, o). Si et seulement si sa viscosité

numérique vérifie la propriété suivante

H(Voulto) Soit M un nombre réel tel que max W) < vo

aors  |wuv)| < Quy) <1

Remarque 1.1.

La classe H(v,u) n'est pas vide, elle contient par exemple, la classe des schémas a trois points TVD
qui est dans H(1,1), le schéma de Godounov est dans H(v,u) tel que : v<1 et vsj1.

Nous avons le résultat suivant, concernant la stabilité TVD et la convergence du schéma (1.16)-
(1.17).

Théoréme 1.1
Si le flux numérique g du schéma (1.17) appartient a la classe H(v,u) telle que

mn +a—;'1 () €1 (1.23)
ol "a et b" sont définies dans (1.14) et (1.15) et vérifie :0 <a< 1 et a < b, alors le schéma (1.16)-(1.17)

est TVD. En plus, si on utilise la limitation (1.15.a)-(1.15.b), le schéma correspondant converge vers la
solution faible entropique de (1.1).

Remarque 1.2.

Pour que le schéma (1.16)-(1.17) soit consistant avec le second ordre en espace, il faut prendre la
constante "a" égale a 1 (a=1). En pratique, pour réduire la condition de CFL, on peut prendre une
valeur inférieure a 1 pour a (a<1), le schéma obtenu n'est plus consistant avec le second ordre, mais il
est néanmoins meilleur que celui du premier ordre (moins diffusif). Le schéma du premier ordre est

obtenu pour a=2.

Nous nous contenterons de démontrer la stabilité TVD du schéma (1.16)-(1.17), la convergence
vers la solution faible entropique s'en déduit aisément par utilisation de la limitation (1.15.a)-(1.15.b)
(voir Vila [Vil.2]). La principale difficutté dans la démonstration de convergence de ce type de schémas
étant l'obtention de la stabilité en norme BV ou la stabilité TVD, la convergence en est déduite, via la
stabilité L™, par application du théoréme de compacité de Helly.
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1.4. Forme incrémentale du schéma

Il est en général commode, pour établir la stabilit¢ TVD d'un schéma, de I'écrire sous forme
incrémentale. Pour le schéma (1.17) on obtient

U'= U-2A00U Uil

U=U+C,,, 4,U-D,,4U, | (1.24)

avec
Cn+1/2 A U iR |+1/2 4) AZU +C(Ul-1/2.+ ’ l+1/2-) A1UI] (1.25.a)
D'+1/2 A U +32-? |+1I2+) A3U +DU|+1/2 ' l+112.+ AZU ] (1.25.b)

etles A U; (k=1,..3), sont donnés par (voir figure 1.1)

A U U, Ui-112,+
4, U; = U, - Ui+1/2.-
ASUi = Ui+3/2,-- Ui+1/2,+

i+1/2,-

i+1/2,+

(-)' +) o, C)) O &
| | |
| AU

1 i AU
:/ L A_,{.:
|
l

i-1 i-112 i i+112 i+l i+3/2

figure 1.1

Harten a montré qu'un schéma écrit sous forme incrémentale, est TVD, autrement dit

Y lau] < X lau (1.26)
ieZ ieZ
si pour tout i dans Z,
C,p20, D, 20, (1.27.a)
et (Cir12*Disi) <1 (1.27.b)

Lemme 1.1
Si le flux numérique g du schéma (1.17) est le flux numérique d'un schéma 4 trois points TVD, et si

la constante "a" vérifie : 0<a<1,alorsona

C. >0 et D

w12 = ' 20 (1.28)




Démonstration du lemme 1.1

Les coefficients incrémentaux C(u,v) et D(u,v) définis par (1.18) sont positifs car g est le flux
numérique d'un schéma & trois points TVD. Une condition suffisante pour obtenir (1.28), est de
montrer que lorsque A,U;#0, les rapports %%i sont positifs pour tout i dans Z et k dans {1,2,3}.

. & . B
Si on pose o =30 | Bi =AU
on obtient
AU 1 -
Z;‘_U;= ‘é’(a:‘i'a‘)
AU; 1 ,,-
< ZZU;= 1- Z(Bi+aj)
AU' 1 + -
|2 - 2 Bi+ B

d'aprés construction des demi-pentes 8?, ona

0<38/AUi <a 0<38,4/4,Uj<sa
+ et
0<38y/AU;<a 0 <8 1/8,U,q<2a
ce qui entraine
+
0<aj;j<a
. (1.29)
0< B| < a

d'apres (1.29),ona
1-% B +aj)21a

.. . AzUi
Si:a<i,alors: _A,,U; > 0.

D'autre part, les a"i’ sont positifs, il suffirait donc de montrer que a; >0, cela entrainerait

AU _
20 ot o2 0

A*Ui iT Y

Or a’i peut étre écrit de fagon équivalente, sous la forme suivante

a" _ 8' _ 8' A+Ui-1
1~ A Ui AU ALY
5 i
Le terme AU est positif ou nul, par construction de Si (voir (1.14.a)). D'autre part, une condition

+ !

nécessaire pour que &; soit non nul, est que : A, U; /A U; 2 0. En effet, lorsque A U, { et A, U; ne
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sont pas de méme signe, la demi-pente 8{ est mise & zero (extrémum locale en x;). Donc : a} >0, et
(a;+af)=0.
On démontre de la méme fagon que ([3} + B*{) > 0. Ceci termine la démonstration du lemme 1.1.

Posons pour la suite
FUip12.) - FlUi12.)

Uis12,+ ~ Yistr2,-

F(Uis172.) - FUiq2.4)
Uis12- ~Yicarz.+

Visie =

Vi=

Qi 12=UL 12 Viipsd

Q;=QUi12,4 » Vivire,)

v = max (vl [ Vi) (1.30)

H= mjax(lQl, | Quarl) (1.31)

Lemme 1.2.
Siv et p définis par (1.30) et (1.31) vérifient

W+ (@+b)(v+p) <1 (1.32)

alors

Ei12=Cis12 + Diy1pp 1 (1.33)

Démonstration du lemme 1.2
En utilisant la définition des termes Ci 12 et Di L1720 ON obtient

1 . + 1 -
Eiutrz = Qiutrp (15 B + 01 )+ (Q-v) (o + o)
1 -
+7 (Quq+Vvi ) B+ i)

ord'apres le lemme 1.1,0na

1-2@+at)20 T+at)20 - gt

( -2(ﬁi+a[))— ' (ai+ai)— et ($|+B|)20
ce qui permet d'obtenir la majoration suivante pour SR

Euip < (1 -2 @ + o]+ v [ + o)+ B +B7)] (1.34)



i) Majoration de : 1 % (B + o)
Ona: 0<aj, et 0<B; , etdonc
1 -%(ﬁ'+a})s1
ii) Majoration de : (o + ;)
AU,

A+Ui-1
sans perte de généralité, que A,U; > 0 et A,Ui.> 0. On distingue alors deux cas :

Le cas le plus défavorable est celui ot > 0 (méme signe). On peut supposer, dans ce cas,

a)casn°1 :AU/A U > 1 (ie.AU;> AU >0)

-1 Ui'n - Ui-1 _ A+Ui-1 + A+Ui >

alo_rs, nécessairement: & = > = 2 0
ce qui donne pour &; et 3
. ~i
8i_=aA4.Ui.1, 8|=8
et alors (A +a{) .—.%(1 + :%” )+a 2‘%‘ < 14a
] + 1
~i
b) cas n°2 : A,U/A Uiy < 1: (i.e.AUi<d < AUy
oj=2a o <b

et donc
(o5 + o) <a+b

On démontre de la méme fagon que (Bi’ + B'i') <a+b.

En utilisant ces majorations dans (1.34), on obtient
B p < pen b
i+12 S BHt5 (v+)(a+b)

Ceci termine la démonstration du lemme 1.2.

Remarque 1.3.

La limitation (1.15) pour laquelle I'estimation TVD a été démontrée n'est pas exactement celle
présentée dans [Fez], et n'est donc pas une vraie “limitation locale”. On peut montrer facilement a
I'aide d'un contre exemple (cas linéaire) que le schéma obtenu 3 l'aide de la limitation de [Fez] n'est L™-
stable. C'est pour cette raison que l'on a introduit le terme pondéré par le coefficient b dans la
définition (1.15) pour assurer la stabilité TVD et par la suite la stabilité L™ et la convergence du schéma.

La limitation (1.15) permet néanmoins d'améliorer le résultat par-rapport a la limitation classique si
I'on choisit le coefficient b suffisemment grand (a<b).
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1. Introduction

Let Q be a bounded open set of R? with smooth boundary I = 9Q, and outward unit normal n.
Consider for u : QxR, — R, the conservation law

u + 1 (U)x, + fz(u),‘2 =0 (1.1)
with initial condition ‘
u(0,x) = U(x) (1.2)

and boundary condition ¥ k € R, (x,t) € xR,
(sgn(u(x.t) - k) - sgn(a(xy) - K)) (f(uxy) - f(k)) . n(x) 2 0 (1.3)

where f = (fy,f2) is smooth function : R — R2, and u, is in L"(Q). a :I'xR, — R is a given smooth
function and the function sgn : R — R is defined by

x|, if x#0
sgn(x) "‘{;4 | if x=0

Existence and uniqueness are proved for BV-solutions of (1.1)-(1.3) in [BLN]. We are dealing in
this paper with the convergence of the approximation of the weak entopy solution of this problem by
explicite finite difference E-schemes (see [Tad]).-

Leroux [Ler] has proved the first result of convergence of approximate solutions to (1.1-1.3)
constructed by the Godounov's and Lax-Friedrichs's finite difference scheme; his approch is based on
the so-called BV estimate, which provides the strong L1-convergence, thanks to the Helly's

compactness theorem.

A new technique based on the theory of measure valued solution for conservation laws introduced
by Di Perna [DP.2], is used for proving the convergence of finite difference schemes in several space
variables, without assuming a BV-estimate.

This theory has been used by Szepessy [Sze] to prove the convergence of a scheme based on
finite element method (Stream-Line diffusion).Using the same technique, Coquel and Lefloch proved
the convergence of a finite difference scheme for a conservation law with a strictly convex continuous
flux.

This paper is organized as follows : Section two is devoted to some preliminaries on the theory of
measure valued solutions and to a uniqueness theorem of the measure valued solution of (1.1-1.3).

The resutlt of convergence is established in the third section.
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2. A uniqueness result for measure
valued solutions

2.0. Introduction

In this section, we study the solutions of the scalar conservation laws with initial and boundary
conditions (1.1-1.3). A uniqueness theorem for such solutions is proved which is analogous to a
uniqueness theorem for measure-valued solutions to the pure initial value problem by Gallouét and
Herbin [GH].

2.1. Preliminal_'ies on measure-valued solutions to
conservation laws

In this section, we recall some notions related to the measure valued solutions for hyperbolic
conservation laws. A Young measure v defined on QxR, is an application QxR, — Prob(R), such that
for any function a in C(R), the application (x,t)—<v,,a> is in L=(QxR,),

with <Vepa()> = JR a(A) dvyA) = palX) V (x4) € xR,

Let {uh}, uh e L=(QxR,) be a uniformly bounded sequence, i.e.

16" oy <K (2.1)

(in the applications the uh will be approximate solutions to (1.1-1.3)). Then there exists according to
Young's theorem, cf [DP.2], [Tar], a subsequence which we still label {u"} and an associated Young
measure vy : QxR, — Prob(R) such that

{A 1 M < K} o supp(vxy) for a.e. (x,t) in xR, (2.2)
and for all g in C(R) the L=(QxR,) weak star limit
g(uh(.)) = pgl) as h-0 (2.3)

exists. Here Prob(R) is the space of all positive Borel measures on R with unit total mass.

To a given Young measure v : QxR, — Prob(R) satisfying (2.2) we shall associate (see [Sze]), in
general in a non-unique way, a Young measure yv, I'xR, — Prob(R) which we consider to be a
“trace” of v on I'xR,. For this purpose we introduce, like in [Sze], the change of coordinates x —3(Xp,Y)
for x in a neighborhood of I : Xy, = X - yn(xy), where (x,y) € I'x(0.€), for some &>0.
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lemma 2.1. [Sze]
if v : QxR, —» Prob(R) is a Young measure associated to the sequence {uh}, then there is a
sequence {yne (0,€)} where y, —0 and there is a measurable Young measure yv : I'xR, — Prob(R)
such that
{A : A < K} o supp(Wx,.) fora.e. (x,t) inI'xR,

and for every g in C(R) the L=(I'xR,) weak star limit

<Vixgyn. IA)> = Hg() as ho0
exists, i.e.
r?_I'I:Io 'R, <V(x(.¥p) ) g(X)> Q dsdt= II‘XR‘, wg(xb,t) (1] ds dt (2.4)

V ¢ € L,(I'xR,), where ds is the Lebesgue measure on I and
Wg(Xp.t) = J‘R g(A) dyve,ad) = <Py G(A)> (2.5)

for a.e. (Xt) in (TxR,).

We may now introduce the definition of a measure-valued solution to (1.1-1.3).

Définition. 2.1.
A Young measure v : QxR, — Prob(R) is a mv-solution to problem (1.1-1.3) fVé e c},(ﬁx[o,m[),

$0,Vke R,
Jm. {<Vie, - KI> & + <viey, [f() - 1)] sgR(A- K)> Vo} dx dt

- Jll_x& <P tef(A) - f(k)>.n(xp) ¢ sgn(a-k) ds dt
+ J.Q <Vixo) IA-KI> ¢(x,0)dx 2 0 (2.6)

where yv is associated to v through lemma 2.1.

Remark 2.1.
In general lemma 2.1. associates to v a trace yv in a non-unique way. However, in the proof of
lemma 2.1. Szepessy shows that the expected value <pxf(A)> in uniquely defined.

in [BLN], existence and uniqueness are proved for BV-solutions. For u in BVP(QxR,) to be a BV-
solution of (1.1-1.3) means precisely that the Dirac measure concentrated at u is a mv-solution, i.e. that
Vet = Oyxy and Yver=Syxy Satisfies (2.6) , where yu denotes the trace of u on I'xR,. This proves
also the existence of a mv-solution to (1.1-1.3).

We have the following uniqueness result for mv-solutions whose proof is essentially based on a
uniqueness theorem for measure-valued solutions to the pure initial value problem [GH].
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Theorem. 2.1.
Let the initial data u, be in L*(Q). Assume that v : QxR, — Prob(R) is a mv-solution to (1.1-1.3).

Then if u-is the unique measure valued solution to the boundary value problem (1.1-1.3), we have :

Vi = Ouxp . forevery (xt) e xR,

Remark 2.2.

Note that Szepessy [Sze] had already proved a uniqueness result on the entropy measure valued
solution to (1.1-1.3), with stronger assumption on v, in particular with v satusfymg a "strong
consistency” with the initial condition :

E_I'g = J.Q <V(x.1) » IX - Uol> dx=0 (27)

proof of theorem 2.1.
We just have to notice that if in (2.6), we take the test function ¢ in C3(Qx]0,+e<[), we get the

definition of a mv-solution given by Szepessy in [Sze] without the strong consistency with the initial
condition (2.7). In [Sze], it is proved that if a Young measure v satisfies (2.6) with ¢ in C;(ﬁx]0,+oo[) and

relation (2.7) then v(xy = 8y, Where u is the unique BV-solution of (1.1-1.3). Thus it remains to prove
that relation (2. 6) implies (2.7). For this purpose we write (2.6) with ¢ in Co(Qx[O +oo[), this leads to

j% {<Vixay [A- KI> & + <vixa, [f(A) - f(K)] SGN(A- K)> Vo) dx dit
+ L <Vieop M- K> ¢(x,0)dx > 0 (2.8)

which is the definition of a mv-solution given by Gallouét and Herbin in [GH], to prove the existence
and uniqueness of a mv-solution of problem (1.1)-(1.2). Using the theorem in [GH] we get (2.7). This
ends the proof of theorem 2.1.

Theorem. 2.2.
Let {u"}, u" e L=(QxR,) be a uniformly bounded sequence of approximate solutions to (1.1-1.3)). If

the Young measure v associated with {u"} and defined on QxR, and its trace yv defined on I'xR,
satisfie relation (2.6) then {u"} tends to u in L'(QxR, ), where u is the unique entropy weak solution to

(1.1-1.3).

Proof of theorem. 2.2.

The proof of this theorem is essentially based on the result of uniqueness of the measure valued
solution of problem (1.1-1.2) and which is due to Di Perna [DP.1]. In the case of the pure initial value
problem (1.1-1.2), the proof is detailed in [GH].
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3. Convergence of the finite
difference method

3.1. Description of the scheme

In this section, we describe the explicite finite difference scheme. For simplicity we consider a one |
dimensional problem, i.e. let Q = 10,1 and I" = {0,1}. We approximate the following problem

U +fu)x=0 (3.1)
with initial condition
u(0,x) = uy(X) for xinQ (3.2)
and boundary condition
sup  {san(w(0 - a) (o) - 100)} =0 (3:3.2)

k € I(yu(0.1), a(t))

{san(w(1.9 - b0) (fuc1m) - 1)} =0 (3.3.0)

k € I(yu(1.1), b(t)

where yu denotes the trace of u on I'xR,, f is a smooth function : R — R, and U, is in L~(Q).a, b :

R,—R are given smooth functions.

Remark 3.1.
in the one dimensional case, the boundary condition (1.3) is equivalent to the one given by (3.3).

3.1.1. Notations

We introduce some notations related to the mesh. Let 1, h be the time, x-space increment. The
ratio A = (t/h) will be kept constant and should satisfy a Courant-Friedrichs-Levy (CFL) condition. Let N
be an ihteger such that : N = 1/h, and set : Iy = {1,2, ..., N}. We define a regular grid by setting :

t=nt (nelN), x=ih, (iely or Iy
In‘i = [tnrtn+1[ X [Xi-1l2’xi+1l2[

The approximate solution u" : QxR,— R, to problem (3.1-3.3), is a piecewise constant function
satisfying :
urx ) =ui,  for  te [tatoal X€ KXl fori>1
Fort = 0, (u) is defined from the initial data u, by :
° 1 i+1/2
ui =g Uo(X,y) dxdy (3.4.a)

Xi1r2
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Then, for each integer n, the sequence ui’ is given by the following 3-points explicit finite difference

scheme :
+1
Ut = - Mg - i) (3.4.b)
n+1 _1
Ug =z b a(t) dt (3.4.¢)
+ 1
upy = J, b(t) dt (3.4.d)
with fre = H(uURL) (35)

where f is a numerical flux associated with an E-scheme [Tad], consistent with the exact flux f, i.e.
f(u,u) = f(u) (3.6)
It is well known that the class of E-schemes are entropy satisfying, under a Courant-Friedrichs-Levy
(CFL) stability condition of the form, (see [Tad]) :

A s::p I——ul <5 (3.7)
That is, for all k in R, we have the following discrete entropy inequality

Jul™! -k - - K] + A [T o) - TR )] < 0 (3.8)
where ITE is the numerical entropy flux associated to the entropy (1, Fy),

() = juk|, Fi(u) = (f(u) - (f(k)) sgn(u-K) (3.9)

consistent with F. Following Tadmor [Tad], I'l® is a local convex combination of the numerical entropy
fluxes associated respectively to the Godounov and the Modified-Lax-Friedrichs schemes : IT¢ and

I™, given by
I18(u,v) = F(w(0; u,v)) (3.10.3)
My = KR L)) (3.10.)

where w(0; u,v) is the solution at x=0, of the following Riemann Problem, PR(u,v) :
w,+ f(w), =0
u if x<0
Wo(X) = v if x>0
w(0; u,v) has also the following characterization : w(0; u,v) € I(u,v) such that

sgn(v-u) (W0 u) = min {san(vu) t0} (3.11)
€ I(uv)

With theses notations IT%(u,v) is given by

TTE(u,v) = B(u,v) IT™u,v) + (1-6(u,v)) TT%u,v) (3.12)
where O(u,v) € [0,1].
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3.2. Convergence

Let us assume that the family of approximate solutions uMisin L=*(x R, ), ie.
” u” ”L-(‘}R...) <K, (3.13)

we may construct (see [Tar]) a non-unique Young measure v associated with the family {uM}, as follows :
for each continuous function g : R—R , we have :

<v.g>= rl,ino g(u®) the limit is taken in L™ weak-star sense (3.14)

Let us now present a theorem of convergence, which allows us to apply Theorem 2.1. and deduce
the strong L1-convergence of {u"} to the unique weak entropy satisfying solution of (3.1-3.3).

Theorem 3.1.
Assume that the numerical flux f is consistent with equation (3.1), and the family of approximate
solutions {u"} defined by the finite difference scheme (3.4)-(3.5), satisfies the following properties :
i) the uniform L™ bound (3.13),
i) the following "weak estimate of the space derivatives” depending on the numerical viscosity
of the scheme :
hy 3 Qhum) . luls-ul® sk o (3.15)
mesT 1<isN-1
where T and K are positive constants independent of h, and Q(u,v) is the numerical viscosity of the
scheme defined by :

f(u)+f(v) - 2f(u,v)

Qu,v) = vV - u (3.16)
Then, the Young-measure v associated with {u"} is a mv-solution to (3.1-3.3).
Let us introduce the following notations
C(u,v) =—1‘Hﬂ¢’l (3.17)
D(u.V) =—f‘%—'_-ﬁd‘1'l’l (3.18)
and AUl =ULg -4 (3.19)

where C and D denote the incremental coefficients of the scheme (3.4.a).

To prove theorem 3.1., we need the following lemmas :
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Lemma 3.1.
Assume that the numerical fluxes f is consistent with equation (3.1). If the family {u"} defined by the
finite difference scheme (3.4)-(3.5), satisfies the uniform L= bound (3.13). Then we have :

TI(U,uly) - Fu() < - sgn(ulK) C(u,uing) A (3.20)

and Fuu) - TIWuf) < sgn(ulK) D(ulyup) Auuly (3.21)

Proof of lemma 3.1.
Let us consider the following one dimensional scheme :

Ul = U - A (" ui) - f(u.u) (3.22)
which, thanks to the consistency of the numerical flux f with the continuous flux f, may be written as :
e = U - & (1 ui) - fu)) (3.23)

It is well known that if the numerical flux f is associated with an E-scheme (see Tadmor [Tad]), then,

under a Courant-Friedrichs-Levy (CFL) stability condition of the form (3.7), it is entropy satisfying. That
is, we have the following discret entropy inequality satisfied by the numerical entropy flux ITE :

(Ul - ndul) + MITEW L) - TEQU)) < 0

which, thanks to the consistency of the numerical entropy flux ITE with the continuous flux Fy, may be

written as :
A(TTEW ) - Fil) < ) - 1wl (3.24)
We use a classical result whose proof is very easy
ndv) - ndu) < sgn(vk) (v-u) VuveR, (3.25)

to obtain the following inequality
A(TTEW] ) - Fi)) < sgn(ulk) (u™-uliv) (3.26)
By using relation (3.23), we may replace U-uls) in (3.26) by A(f(ul ulk) - f(u)) and thus obtain

the desired relation (3.20). We similarly prove (3.21). This ends the proof of lemma 3.1.

lemma 3.2.
We suppose that {uh} satisfies the stability condition (3.13). Let {W:’,z} be a sequences of functions

associated to {uh} and defined by
W) = Ol 15 f(ulz) + (1-8u5 ) {1 + )53 (- )} Htefotanl  (327)

where 0 : B2 —[0,1]. Then the L~(R,) weak star limit of Wh(t) exists and

fm Jm Wit w(t)dt=f& Wy fW)> v (b ot Vy e Ly(R)
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proof of lemma 3.2.
Let @ be a positive function in C'(R?xR,) with compact support in [0,1[x]0,+<[, defined by

ox.t) = ps(x) v (1)
where ps is given by (see [Ler])

0 if x>8
ps(x) =< <1 if 0<x<d
1 if x=0

and : ggglp; (x)| < C/8, where C is a constant independent of h and 3.
we set @ =0t
After multiplication by "th qx"" and summation on all nin N and i in Iy, the entropy inequality (3.8) :
%% [lu™" K- -kl @’ <h +§§7 (e i) - TEWD,uD] o th <0 (3.28)
We define the function ¢" : R%R,— R, by
X =¢ , for (xely
and for the sake of simplicity, we introduce the functions : A.9", A,@", defined by :

1
Ag = 7 (P(xt+1) - Px)
and AG = % (9" (x+hr2.t) - ghix-tv2.1)
Integrating by parts, the first term of (3.28) may be equivalently written as :

I3 [ -k-wf -kl g eh = T S o -1 -k <h
nt nJ

= f |uh(x,t)-k| Ap" dt dx (3.29)
OR,
We now treat of the second sum in (3.28). Let us first introduce, the following notations :
Lz = T, ne i, 0<is<N,
Ptz = @i b, nelN, 0<is<N
1
and S = 2 [[FEuul) - TF@!.u)] o th
nJ

integrating by parts, we find
1 1
S;= h 2 {[‘ﬁn - (n'luz] rlinn/z - [ (nn - (nr.‘uz] HSVZ} Th- h Z 1'[',‘,2 (p?,z
nt n

then, writing
e = Fu) + e - FU)] and  IThp = Fu) +[The - Fu)]
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we get for S,

S, = + 3 Fyud) [oliz - el o
ni
AT e ROl - el th + 3 2 [Tz - FeD]lebie- o e
n,i nj

1
“h Y Il ¢ th
n
the first term in S, may be written as follows
1
X Fu) [z - dae] Th= f Flu"(x.t) A@"(x.1) didx (3.30)
ni R,

we set

1
Ty=- EZH?M?Q th,
n
Let us transform T,. For this purpose we know that
5 = 6], 135 + (1632 I3

where we have set 67, = O(uj, u?) € [0,1], (Fi(u).nk(u)) are given by formulae (3.9). Thus we get for T, :
1 M
T =-1 S {6l IS + 16l Th2 } ol <
n

To estimate T,, we use the following inequalities, whose proof is easy ([Ler]) by using characterization
(3.11) of u?, for the first one and thanks to the stability condition (3.7) for the second one

ITy5 < sgn(ui-k) {fui) - 10} VkeR  (331a)
I <1 son(up - ) - 20 + 1) -5y @3 -§)}  VkeR  (331h)
We deduce from (3.31) the following inequality
Ti2- f sgn(uf(0.1)-K) (WizAt) - £(K)) (0.0l (3.32)
R+

Combining relations (3.29), (3.30) and (3.32) we may write inequality (3.28) as follows

{ndu" Agh + Fu" A¢'} dtdx+f sgn(un(0.)-K) (Wislt) - (k) ¢O0dt >R} (3.33)
R, R,

with
R} =1 Tz - F)][ohe- o <h +3 TR D - Tillotve - o7 <h

If we pass to the limit on hin (3.33), the first term of the left hand side tends to

j {“(x,o’ﬂk(lb W (t)ps(X) + <Viy.FiM)> witlp ;(x)}dx dt
R,

+f sgn(a(t)-k) (W) - 1K) w(t) ot (3.34)
R#
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where W, ,(t) denotes the L~ weak star limit of W:‘,z(t). This limit exists since we have uyz € I(up,u?) and
that the sequence {u"} satisfies (3.13). (with : I(a,b) = [min(a,b), max(a,b)]).
Using the weak estimate (3.15) of theorem 3.1. we get that the the term R? tends to zero with h

(see proof of theorem 3.1). If we pass to the limit on din (3.34), we get

im Vi MilA)> W(tps(x) dx dt =0

0J o,
on the other hand, we have
f Vi Fu(A)> w(t)psx) dxdt=foé0<) Gi(x)dx (3.35)
R, o
where G{X) = f <v(m,Fk(X)> wy(t) dt
R,

set:lg= l:r—:\o Gi(x). By definition of the "trace” y (see lemma 2.1.), we know that
X
L =f <'YV(o,t):Fk(x)> y(t) dt
R,

to determin the limit of (3.35) we write

) . 8 \ 5 .
f ps(x) Gi(x)dx =f Ps(X) [Gk(x)'l—k]dx*f Pa(x) Lidx
0 [} 0

It is evident that the first téarm of the left hand side tends to 0 with . On the other hand we have
f pg(x) dx = p5(d) - pe(0) =-1
0

and then
§m Jin(X) Gy(x)dx = - JR*W(O,Q:FK(X)> y(t) dt (3.36)
We finally obtain
fﬂ <o, SINAK)(FA)-F(K))> wit) at sf&sgn(am«) (W,2(0) - 1K) wit) dit VkeR

in particular for : k >Max(K;, sup a(t)), and k < Min(K,, min a(t)), which implies
tespp(v) teoupp(v)

J <M f(A)> w(t) at =j W, (1) wit) dt
R, R,

where supp(y) is the support of y. This ends the proof of lemma 3.2.

Proof of theorem 3.1.
Let ¢ be a positive function in C'(R*R,) with compact support in Qx[0,+oo[. Set :

g = inf @xt) (3.37)

(X,t) € In,i
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After multiplication by "th ¢ " and summation on all n{T/t] and i in I, inequality (3.8) gives :
13 [l -K- -k ¢ ch +3 3 [l - TE uD)] & th < 0 (3.38)
n,i n,i
We will use the same notations that in the proof of lemma 3.2.

Integrating by parts, the first term of (3.38) may be equivalently written as :

:'Z[luim -K- " -k[] @' ch =%§[<n'” -q1lu -kl th -%qu I’ -k|th
ni Jd 1

=-f Juh(x.t)K| Aggh dtdx - f Juh(x,0)k| "(x,0)dx (3.39)
R, R

We now treat of the second sum in (3.38). Integrating by parts, we find

S =% 2 {[Qn - G Tz - [ 9 - gl A7 } th '% Z {7 @l TRéve Riarr } oh
ng n
then, writing
I = Fu) + Mz -Fud] and Tz = F) + [ - Fu)]

we get for S,

Si= 1+ TR [ohe- gl th
+% 2, [Iflf,z -Feud][e' - Qe Th + }1; 2 [m1£12 - Fk(Uin)][‘I’cwz -g]th
ng ni

1 1
- LY MG e th + j 2 Te ez Th (3.40)
n ng

the first term of the right hand side of (3.40) may be written as follows

1 -
= 2 R [olz - gl Th= f Fluh(x.t) A@"(x.1) dtdx. (3.41)
n; R,
Set
1 1
T1=’HZH?/2<P?/2 th, and T2=521'I§42<pﬁm th
n n

Let us transform T,. Using the same notations that in the proof of lemma 3.2., we get

1 G Py
Ti=-f 2z {9?,2 IT3; + (1-63) I } Gz Th
n

To estimate T4, we use inequalities (3.31) and get

T2 -J- sgn(uf(0.t)-k) (W:\,z(t) - 1(k)) @"(0,t)dt (3.42)

R,
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where W',',z(t) :R,— R, is given by (3.27). We get similarly for T,

T2 [ sgniun(t04) (Waeret) - () (10t (3.43)
R,

where W:M,z(t) :R,— R, is given by
1 .
Wasr2(t) = Bz HURu2) + (1-612) {1(URar) + F(UR) + 55 (Rt - U} 1€ [t thul

Combining relations (3.39), (3.41), (3.42) and (3.43) we may write inequality (3.38) as follows
f {'qk(u"(x ) A" + Fuh(x1) A,0(x.1) } didx

+f (<0 P00 + | sanUO.) (Wigth - 119) X0 (3.44
R R,

h

’f sgn(u"(1,t)-k) (W:mra(t) -fK) g(1pat =2 Ry
R,
with
R? = ‘% Z [muz - Fk(w")}h?mz - ‘ﬂn] th + % Z [Fk(uin) - muz] [‘Pi?vz - (hn] th
nd nj

We study separately each term of the left hand side of (3.44). We first write

J;m [u"(x.)K| Ag" ditdx = Unk(un)%? dtdx + ff nk(uh,(%tsa -Ag") dt dx

so that : Iff (nuM A9 - <> %%) dt dxdy | < lff (nu - <vne) %% dt dxdy |

* |an(uh) (22 - ag) ctxay | (3.45)

When 1 tends to zero, the first term of the right hand side of (3.45) tends to zero by definition of the
Young measure v, and the second one tends also to zero since the function @ is in C'(RR"),

i flag- 31|, -

and thanks to the uniform L™ estimate (3.12). Thus, the limit of the first term in (3.25) is

t h
r':To Jga N (u") A" dtdx = J‘ <v(x t),nk(k)> at dx dt (3.46.3)

Using the same arguments, we get the limit of the other terms of the left hand side in (3.25) :

fim J F,(uh) Ag" dit dxdy =f <V Fe(V)> g% dx dt (3.46.b)

"0 R, R,

l'i",o J N, (u"(x,0)) ¢"(x,0)dx =f Vi opTA)> (x,0) dx (3.46.0)
R Q
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Using lemma 3.2. we get the limit of the two last terms in the left hand side of (3.44)

im fn*sgn(uh(o.t)*) (Wi(t) - f(K)) @700t =

J sgn(a(t)-k) <, f) - f(k)) @(0.)at (3.46.d)
R

-+

im | san(ui(1.)-k) (Wiaiett) - 1K) @7(1.0dt =
h—0. R

'+

f sgn(b(t)-K) <wr., fA) - 1K) @(1.t)ct (3.46.e)
R,

We now consider the right hand side of relation (3.44). since, by definition of q);" (3.45), we have :
Pz~ 9 20 ad G- ® 20 (3.47)

and in view of formulae (3.20) and (3.21) of lemma 3.1,, we have :

R:' < C:‘ + D:'
with =1 Y T sgnuik) [ohe- o] Cluluig) A
n 1sisN
and D} =1, F_S.N sgn(u™K) [ohr2 - 7] D(uf+,uf) Aufy
n 1si

Let us now recall that, under the stability condition (3.7), the incremental coefficients Cand D of an E-
scheme satisty the following properties

VuveR, Cuyv)0, Duv)>0 and C(uv)+D(uv)=Quyv)<1

We have, since : |sgn(ufk)| <1

ct + D] << 21 g.m oz - ot [Culub) + D ufla] faul |
n 19<

ct Y {|ov2- o7l DS (A5 + |eherz - Nl ClumURL) |a.uil}
n
since @ is in C3(QxR,), we can write
o+ ol <2 wl@L{Z 3 awut fas]
n 1sisN-1
+Y D(ug.u?) |a,ugl+ Y Clun,un,.) lA*uﬁl} (3.48)
n

n
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By the Holder inequality, and using relation (3.14) of theorem 3.1. we find :
. 12 12
hY 3 auuly) jad (S T el ) (Z X wh)
n O<isN n 1sisN-1 n 1sisN-1

<K, supp(ep) t'2 (3.49.a)
Similarly (since 0<C,D<1) we get for the two last sums in (3.48) the following inequalities
th Y, D(ug,u?) |a.ug| < 2K, supp(e) h (3.49.b)
n
th Y, C(u.Unas) [A.un] <2 K supp(e) h (3.49.0)
n

From (3.49) we get
|t + O] < K't"2+ 2K, supp(e) h

where K' is independent of h and just depend of o, finally
im R, =0
h—0

This ends the proof of theorem 3.2.

In order to apply the new method of proof of convergence based on the measure-valued solution
theory, it is clear that the main difficulty is to derive the weak estimate (3.14) of theorem 3.1. That is
what next section is devoted to.
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4. A weak estimate of the space
derivatives for the E-schemes

4.1. Introduction

in this section, we derive a sharp entropy inequality to the first order accurate E-schemes applied to
an equation with one space variable. For this purpose we will first consider, in paragraph 4.2., the
Godounov scheme and then we will recall, in paragraph 4.3., a result related to the Lax-Friedrichs
scheme and due to Di Perna [DP.2] which provides a quadratic estimate of the local entropy
dissipation of the Lax-Friedrichs scheme. The extension to a general E-scheme is obtained in
paragraph 4.4, by writing it as a convex local combination of the Godounov scheme and the Lax-
Friedrichs scheme [Tad].

Let us recall that such an inequality has been derived by Coquel and Lefloch [CL.2] for the
Godounov scheme applied to a monodimensional conservation law equation with a strictly convex flux.
The strict convexity implies that the solution of the Riemann problem in the Godounov scheme is
composed of only a shock or a rarefaction wave. This makes the analysis of the solution of the
Riemann problem easier than in the case of a non necessarely convex flux (see paragraph 4.2.2.).

4.2. An estimate of the entropy dlssmatlon in the
Godounov scheme

4.2.1 Godounov numerical flux

The Godounov scheme uses the solution of the one dimensional Riemann problem, which we
state : For all (u,v) in R2 and for each regular function g : R — R, find w : R,xR—R solution of the

following initial-value problem :

oW + d,g(w) =0

x<0 (4.1)
x>0

u if
w(0,x) = {v i

The solution w of this problem satisfies the following property : w( x, t; u, v, g) = w(x/t ;u, v, g). The
resolution of this problem will be detailed in § 4.2.2. The Godounov numerical flux g€, is given by :

g®(u,v) = g(w (0; u, v, 9)) V (uv)e R? (4.2)

With the notations of section 3, the Godounov scheme is given by :

u™ = - 4 [o(w(o; Ul ula0)) - 9(W(0; ufyui'))] (4.4)
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where A, satisfy a Courant-Friedrichs-Levy (CFL) stability condition of the form :

aSup IS Wl <G -9 (4.5)

where the supremum is taken on all the values of u under consideration, and € is a positive real
constant contained in the interval ]0,1/2[, and independent of h.

Following Tadmor [Tad], the Godounov scheme may be viewed as an L? projection of the solution
of the local Riemann problems on the interfaces of the mesh. Thus, the entropy dissipation in this
scheme is composed of two terms. One term is generated by the L2 projection error. The other
corresponds to the entropy dissipation inside a shock wave or inside a rarefaction wave, which appears
in the solution of the Riemann problem.

That is why it is necessary to recall the resolution of the Riemann problem for a scalar non linear
conservation law (with a non necessarly convex flux).

4.2.2. The Riemann problem

Let us recall the Riemann problem : for each (u,v) in R2, and each regular function g : R = R, find
the unique entropy weak solution w : R,x R—R of the following initial-value problem :

oW + 9,g(w) =0

PR(u,v; @) u i x<0

“’(0"‘)={v it x>0

An example of flux g is represented in the figure 4.1. below.

Idea : Leroux [Ler]
If g(u,v) (resp. g%(u,v)) represents the convex (resp. concave) envelope of g over the interval (u,v),

then we have this remarkable property :

{if usv then w(.;u,v,g) = w(.;u,v,gc(u.v))
if uv then w(.;u,v,g) = w(.;u,v,g%u,v))

We will only treat of the case (usv), the other one is similar.

Solution :
Let {u;} be the family in [u,v], with finite cardinal, where the concavity of g changes. Let us also

suppose that these values are arranged with the following convention :

VW e Jugugil gw) = ge(u.v) (W)
Vwe ]U2H_1 ,U21+2{ g(W) > gc(U,V) (W)

If we set & = (x#t), the solution of the Riemann problem is given by :
) w(&u,v,0)=(@)" € i guz) < & < gUzin).
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i) w( &; u, v, g) contains a shock in : & = g'(Uzi,1), With speed c5;,4 given by :

9(Uzi.) - 9(U2is1) (4.65

O2i41 = = g.(u25+1) = g.(u25+2)
Uzis2 = U2i41

11 L1
u. U Uy Usx us U4 us Ug \ 4

figure 4.1.

A w(./t;u,v)

V.1

el

figure 4.2.

If we want to describe the solution w( . ; u, v, g) at a given t>0, we find :
i) w(t* ; u,v,g) consist of a rarefaction wave which lies between uy and uy;, if: 1g'(uz)<x<tg'(Uzi.1),

ii) W({' ; u,v,g) is a shock between uy;,; and Uy, at : x =t g'(uz,4), With speed given by (4.6).

We finally notice, thanks to this analysis, that the solution of the Riemann problem for a scalar
conservation law with a non necessarly convex flux, is composed of either a shock only, or a finite
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number of rarefaction waves separated “directly” by discontinuities. The graph of the solution of the
Riemann problem PR(u,v;g), where the flux g is represented by figure 4.1., is depicted in figure 4.2.

4.2.3. Entropy dissipation in the Godounov scheme

We first recall that the Godounov scheme (4.4), may be seen as an L2 projection of the solution of
the local Riemann problems on the interfaces of the mesh. If we set

T —f) W(- Ui, Uy, g) dx (4.7.3)
Utz = —JM W(‘,wa.u..g)dx (4.7.b)

and following Tadmor {Tad], the Godounov finite difference scheme has also an averaged form (see

figure 4.3.) :

n+1

u; (‘inlz + U»-uz ) (4.8)

Figure 4.3.

Let us consider the entropy (U,,F,) of the scalar conservation law of problem (4.1) defined by :

Uo(u) =%2 Folu) = J‘. vg(v)dv.
0

For the sake of simplicity, we introduce the following notations :

n+1
W2 = W(O ul ’ ul+1: g)

|5

wiip €) =w(E U™, Uy, 0) with £=

Following an idea introduced by Tadmor, and used by Coquel-Lefloch in [CL.2], we get the
following result concerning the entropy dissipation in the Godounov scheme.
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Lemma 4.1.
Consider the Godounov scheme (4.4) under the CFL condition (4.5), then for each nin N, eachiin

Z, we have : .
Uo(Ufiiz) - Uot) = 2AJFo(ul) - Folwii)] = 2 Jia hf wiiz €) - ulial “ox (4.9.3)
Ua(Uft) - Ua(uf) + 20[Foul) - Fowii2)] = 20 Jig - thow lwiiz €) - ulvl “ax (4.9.b)

where the terms Jsg, J",'d equal to zero except when the Riemann solution contains shocks, and in this

case they are given by :
ne
S =§{Fo(u2a*) - Fofu) - ofh [Uoluli - U]} (4.10.)
ne
Jg= E{Fo(u?f:) - Folul) - o [Ului) - Ut} (4.10.b)
and satisfy Jy <0 Jy<0 (4.11)

where (u"'*) and (u.k) denote the values of u in [ul , un4] respectively on the left side and the right side
of the shocks with negative (resp. positive) speed c?j{ (resp. cij:). n (resp. ng) denotes the number of

shocks waves with negative (resp. positive) speed in the Riemann problem : PR(u7, uf,s; @)- ‘¢

Proof of Lemma 4.1.

We only prove formulae (4.9.a) and (4.11), the proof of (4.9.b)is snmllar The CFL condition (4.5)
ensures that all the waves of the solution of the Riemann problem PR(u., THE g), are contained in the

cone ((0,0); ((hy/2) -€ , 7); ((-hy/2) +€, 7)). In any area of smoothness of the function wi:,,g (€), we have

the conservation law of entropy :

n+1

Ao (W72 (8) 1+ AF Wiy (B) =

which, integrated by parts over each domain of regularity of the subcell ]0,z[x](-h,/2),0[, gives under
the CFL condition (4.5) :

J:ﬁ Vo2 ) 0 - Ugudit 7 {Fo(ul) - Fotw(0; !, s g} =t Jig (4.13)

u?
where J, 4 is defined by (4.10.a). On the other hand, since U,(u) ==, we have the following identity :

UoWi)) - Un(Ultira) - Uirsr(Wins2)) - u‘l:‘e) lw.“&k(&) -
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h
which, averaged over the inteval ]- —2-* ; O[, and in view of the definition of u{l‘]’,g, gives :

2 + X |+ + 2
2 7 gyl Gl ax = Ui+ B | IwhiaG) - uiil ox
h

xJ -h2 heJ e

which used in (4.13), yields the required equality (4.9.3).
On the other hand, we have an entropy inequality satisfied by all the entropies of the scalar
conservation law equation of problem (4.1) : [F,] < o [U,], where [u] denotes the jump of u across the

shock curve of speed o, which gives in our case :
Fo(ufic) - Fo(ufi) - ok [Ua(uli) - Uo(ui)] < 0

and by summation on all the shocks of negative speed, we finally get the first inequality in (4.11). This
ends the proof of lemma 4.1.

Remark 4.1.
Combining relations (4.9.a) and (4.11.a), we get an estimate of the entropy dissipation in the
Godounov scheme only due to the L2 projection :

+ + 1 +

Uo(ufir) - Uo(u) = 20{Fofu) - Folwiti)] < 'Fﬁ,z Iwiz & -ulid e (@14a)
+ 1 "

Ua(u7) - Uolt) + 2AJFolul) - Fotwii] <-3-] 1wl ) - ulid “ax (4.14.0)

It remains thus to make a "quadratic” estimate of the entropy dissipation of the L2 projection.

Theorem 4.1.
If the sequence (u?) is given by the Godounov scheme (4.4), under the CFL condition (4.5), then

for each n, for each i, we have :
Uo(ul™") - Ug(u) + M[Fo(Wi) - Fowiia)] <
n

-2¢ {| uly - a2 1St ul ol 2 + el 21 DSl o) 2} (4.15)

where Cf and Df represent the incremental coefficients of the Godounov scheme (4.4), defined by :

Cf(u,v) = Ay q(u) - Qs/WfOL;’u,v,gn
0%(u,v) = 2, 2V - Q(W(0: u.v.))
X ’ X v - U

(4.16)

The constant ¢ is defined by the CFL condition (4.5), and is independent of 1, h, and g.

Proof of theorem 4.1.
Inequality (4.14.a) may be equivalently written as :

n+1

Uo(Ulih) - Uo(ul) = 20,[Fo(ul) - Fowinin)] < - PL2(i+1/2,n)
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where PL2(i+1/2,n) denotes the entropy dissipation due to the L2 projection, i.e.
. 1 X.
PL2(+1/2,0) =1~ f o Wi ) - died “ax
In order to evaluate u?L’,g defined by (4.7.a), let us analyse the solution of the Riemann problem

PR(u",ul+; g), over the subcell }-h,/2,0[ at T. We will assume in the following that ul'<ul.4; the other case

is similar and yields the same expression for u{f,',g.
Using the same notations as in paragraph §4.2.2. Let {u} (resp. {x;}) the values of u (resp. of x) in

[ul.ulky] (resp. [-h,/2,0]) such that :

) x =T g
)} wi'lﬁ,’z(?) is a rarefaction between Uy and Ui, if © X3 £ X < Xgiug

iii) wﬂ}}z(;;-) contains a shock between uy;,; and uy;, at X5, of speed o5, given, by :
Ozi.1 = §'(Uzi.1)- And with the Rankine-Hugoniot relation, we have :
9(U2is2) -GUzis1) = G'(Uzis1) [Uzis2 = Uzia]: (4.17)
Note that : X5,1 = Xzi,2. Finally

n+t 2 n+1 X 2 .- n+t X
e == ) dx 4+ whie) d 4.18
Uisiz hf Wi 1/2(1:) + h: Z J::‘ [ 1/2(.t) X ( )

X0

where we have set : Xpj,q. = Min(0, Xzi,1) and x, = min(0, tg'(u?)). The first term of (4.18) may be
evaluated as follows : .

ﬁ—fm Wi o= o+ 390!
because wﬂ'{}z(f) is constant for : x < x, and we have :W:::}g(f) =u).

Over each interval of the form Jx,;, Xzi.1[, the solution of problem PR(u,v;g) is a rarefaction wave, and
it is given explicitly by solving the equation : w(&; u, v, g) = (@) (&) For each i, we have :

g 2i+1 net X, __2_ 21 w1y X
hj; o2 @

X3

i+l
=%J% ug'(u)du
X Uy

2 , ,
= h_: {u2i+1 g'(uzi.1) - Uz g'(uz) ~ glugiyg) + g(u2i)}
and
n+1 hx

2 , )
R RS - (ORE (TR R TSRE PREL TS,
X!

X

119



By the Rankine-hugoniot relation (4.17)
9(Uzis2) - 9(U2is1) = O2iet [Uzis2 = Uzisd]

all the terms of the last summation eliminate except the first and the last ones. We are now going to
distinguishe three cases, depending on the values taken by the sonic point w{l‘}}z of the solution of

problem PR(u,v;g), we have :

)it whip=u, ie gUu)=0: and:x,=0, then:

n+1 n
Uiz = Uj

W) winp= U, ie. QUL <0 and : X, =Tg(u)) then:
n+1

. 2T [ onet .one 2 e

Uiz = 7+ {wili GWiTT2) - o) + g} - 1 witiz Wiz
2 .
= o +3% {gu)) -owiiz)}
ii) if U <wie < UL, whichimplies : g(wiys) =0 : (sonic rarefaction), then

<+ 2 ", 21 ) + .

Uiz = o (¢ g 2 . WS gwiin) - gwiin) +g) - o' gt}
2t
= w5l (o) - gwisiz)
We can deduce, thanks to this analysis, that we always have :

n+1 n 2t n n+t

Uiz = U + 1 gl - gwilia)} (4.19)

Using (4.19), and the CFL condition (3.2), which yields : x, + % > ¢ h,, we get
2
PL2(i+1/2,n) > ﬂ-f Iw(Z i ule; g) - Ul dx
2 T

1 +1 2
> h—x(xo+!2'—*) - o

hy 2 n 2
> 1 o3 (1) Il - g

P . 27 2 n, 2
L2(i+1/2,n) 2 e(47) [g(u’) - g(u.) | (4.20)
X
using (4.16), we get :
h
PL2(+1/2,0) 2 & (B5F () lufeul® | C(uf u)
X

PL2(i+1/2,n) = 4 ¢ lul-ullZ1CS (Wl ul )l (4.21)

Finally, we get the following inequality :
Uo(Ulrs) - Uolt) = 2 [Fou) - Fowiim)] < - 4 € lul-ull 1 CEeululka)l 2 (4.22)
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Strating from (4.14.b), we get an inequality similar to (4.22), which estimates the local entropy
dissipation with the Df incremental coefficient :

n_n

Ug(Ulh) - Ug) + 20 [Folt - Fowii)] < - 4 € lufulyl? | D5l ud)l® (4.23)

By the convexity of U, and, averaging inequalities (4.22) and (4.23), we get the required inequality :
UoU™*") - Uglu) + s [FotWite) - Folwii] < - 2 [ulul1? 1 CRl )l
- 2¢|uf-ulel 21Dl uD) 2

which ends the proof of theorem 4.1.

Now, starting from inequality (4.15) of theorem 4.1., we will derive a global estimation of the entropy
dissipation of the Godounov scheme.

Theorem 4.2.
Let {u"} be a sequence given by the Godounov scheme (4.4), under the CFL condition (4.5).
Assume that {u"} satisfies the L™-estimate (3.13), and that the initial data u, is in L“(Q) andlet Tbea

positive constante, then we have the following estimate :

eﬂ% sg,“ hd ufh-uf1 1 @Sl Ul 2 < Ky (4.24)
1<isN-1

where K,(T) is a constant independent of h and g. Qf is the numerical viscosity of the scheme :

- G
QS(uy) = A o) - 207(uY) — u2 UV _ cfuw) + D5(u,v)

Proof of theorem 4.2.
Muttiplying (4.15) of theorem 4.1. by h, and summing on n <n¢ (n=[T/1]) and 1<i<N, we get :

2ty Uo(u™") - Uglu)] + A Z i [Folwii) - Folwii)] <
n ni

-2e 2 hlul-u 2 cSulum? - 2¢ 2 hylul-ufy 12| DSuhuDl?  (4.25)
n,i n,i

The first sum of the left hand side of (4.25) gives :

Y hJUo(ul) - UoluP] = 2 nU(u™) X hUo(u?)
n,i i i

1 1 ‘
=5 I Gl g - 5 1Pl 4 (4.26)

The second sum of the left hand side of (4.25) gives :

n+1

A 2 by [Folwii) - Folwiial] = Xt [Folwiii) - Folwiiz)] (4.27)
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The right hand side of (4.25) may be equivalently written as :

2e 2 h, luf-ul1? 1Sl uml? +2¢ 2 h, luf-ul 121D5u ul® =
n,i n,i

+22 3 Y nluuf2{Iciwluml? +1 05wl ul) %}
n<T 1sisN-1

+2¢ néT hy [ uR-um 21 CS(uR une)l 2 +2¢ "ér h, | 0702 21 DS (upud)l 2 (4.28)

Combining (4.26), (4.27) and (4.28), we get :

26 S Y hlueul? {icSulumi? «105wlul %} <
T 1<isN-1

i 5 el g - Xt [Fowinir2) - Fowi)] (4.29)

where we have eliminate the two last sums of the right hand side of (4.28) and the first term of the right
hand side of (4.26) since they are non negatives.

Let us estimate the right hand side of (4 29). For this purpose, since {u"} satisfies the L*=-estimate
(3.13), we deduce that the sequence wm,z (€) also does, then by using the definition of F, we get

263 T hluful{IcSuluml? 105l uml?} < CFu)

T 1<isN-1

where : C(F,u°) =%— Huell Ly + 2 TIIF(UMI . is a real positive constant independent of h. Finally,
using : (a+b)2 < 2 (a2+b2), gives the required inequality. This ends the proof of theorem 4.2.

4.3. An estimate of the entropy dissipation in the
Lax-Friedrichs scheme

4.3.1 Lax-Friedrichs numerical flux
The Lax-Friedrichs numerical flux g* is given by :
1
gHuv) =3 (9) + (V) + 3~ (-4) (4.30)

where the coefficient A, is independent of u,v and satisfies :

AnSup |l g | <172
u

(4.31)

The Lax-Friedrichs scheme is given by :
+ n n
u™" = o] - (gHul ul) - gH(ul, ul)) (4.32)

As it is well known, the numerical viscosity of the Lax-Friedrichs scheme is constant and equals :

Qi(uv) = 172 forevery uand vinR (4.33)
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4.3.2 Entropy dissipation in the Modified Lax-Friedrichs
scheme

In this section, we recall a result related to the Lax-Friedrichs scheme and due to Di Perna [DP.1],
which provides a guadratic estimate of the local entropy dissipation of the Lax-Friedrichs scheme.

Theorem 4.3. Di Perna [DP.1]
If {uh} is given by the Lax-Friedrichs scheme (4.32), under the CFL condition (4.5), and T is a
positive constante, then we have :

. %SN 1 hy Q! uf )l A Tulull? < KM (4.34)
1

where K,(T) is a constant independent of h and g.

4.4. An estimate of the entropy dissipation in the E-
scheme

4.4.1. Entropy dissipation in the E-scheme

The E-scheme numerical flux gE is a function R?-R, such that the incremental coefficients :

E
CEuy) = n A= g ) (4.36.3)
E
Df(u.v) = h A0 luY) : (4.36.b)
satisfy Ciuv) 20 DE(u,v) 20 V(uv) € R2 (4.37)
The E-scheme is given by :
ul™ = - A (QFWl, ufy) - FWlu))) (4.38)

Theorem 4.4.
if the sequence {uh} is given by the E-scheme (4.38), under the CFL condition (4.5), and T is a

positive constante, then we have :

2 lQelul el < K (4.40)
ne<T, 1<isN-1

where K(T) is a constant dependent of € and independent of h and g.
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Proof of theorem 4.4.
Following Tadmor [Tad], we can write the numerical viscosity of the E-scheme (3.48) as a local
convex combination of the numerical viscosity of the Godounov scheme and the numerical viscosity of

the Lax-Friedrichs scheme :

QEuv) = x(UN)- Qs + (1 - 7(uW).Qxww) V(uv) € R2 (4.41)

where x(u,v) is the coefficient of the convex combination, and is in ]0,1[ for every u and v. Using (4.24)
and (4.40), we have :
G

_z e |12 {l Gkl ol 2 + | QST 7} <
, 1SisN-1

K1€(T) +Ka (M) (4.42)

Using the convexity of the function u?, (4.41) gives

| QS un )l 2 < x(uruna)- L Q5T Ut ® + (1 - (i) 1S un)l?

L 2 G 2
< I Qx(U?,qu)l + | Qx(u?nuzl1)l

which inserted in (4.42) gives the required inequality (4.40), with :

K(T) = K;(D + Ko(T).

This ends the proof of theorem (4.4).

If the sequence {u"} given by the finite difference E-scheme (4.38), satisfies an uniform L™ bound,
then by using estimate (4.40) of theorem 4.4. and the result of theorem 3.1. of section 3, we prove
that the Young measure v associated with {uh} is a mv-solution to equation (1.1-1 3).
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CHAPITRE VII

CONVERGENCE DE LA
METHODE DES VOLUMES
FINIS
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1. Introduction

Let Q be a bounded open set of R? with smooth boundary T = 9Q, and outward unit normal n.
Consider for u : QxR, — R, the conservation law

U +fi(u)y, +f2(u)x2= 0 - (1)
with initial condition
u(0,x) = uy(x) (1.2)

and boundary condition V k € R, (x,t) e I'xR,
(sgn(u(x.t) - k) - sgn(a(x.t) - K)) (fu(x.b) - f(k)) . n(x) = 0 (1.3)

where f = (f.f,) is smooth function : R — R, and u, is in L~(Q). a : TxR, — R is a given smooth
function and the function sgn : R — R is defined by
], if x#0
sgn(x) ={;/‘ ! if x=0
Existence and uniqueness are proved for measure valued solutions of (1.1-1.3) in [Sze]. We are
dealing in this paper with the convergence of the approximation of the weak entopy solution of this
problem by the explicite finite volume method.

A new technique based on the theory of measure valued solution for conservation laws introduced
by Di Perna [DP.2], is used for proving the convergence of finite volume schemes in two space

variables, without assuming a BV-estimate.

This theory has been used by Szepessy [Sze] to prove the convergence of a scheme based on
finite element method (Stream-Line diffusion). Champier, Gallouét and Herbin [CGH] used also this
technique to prove the convergence of an upstream finite volume scheme for a non linear hyperbolic
equation on a triangular mesh. Using the same technique, Coquel and Lefloch proved the

convergence of a finite volume scheme for a conservation law with a strictly convex continuous flux.

This paper is organized as follows : Section two is devoted to some preliminaries on the theory of
measure valued solutions and to a uniqueness theorem of the measure valued solution of (1.1-1.3).
The result of convergence is established in the third section.
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2. A uniqueness result for measure
valued solutions

2.0. Introduction

In this section, we study the solutions of the scalar conservation laws with initial and boundary
conditions (1.1-1.3). A uniqueness theorem for such solutions is proved which is analogous to a
uniqueness theorem for measure-valued solutions to the pure initial value problem by Gallouét and
Herbin [GH].

2.1. Preliminarjes on measure-valued solutions to
conservation laws

In this section, we recall some notions related to the measure valued solutions for hyperbolic
conservation laws. A Young measure v defined on OxR, is an application xR, — Prob(R), such that
for any function a in C(R), the application (x,)—><vy,a> isin L=(xR,),

with <vyna(A)> = JR a(A) dves(A) = HalX.}) V (x.t) e xR,

Let {uh}, uh e L=(QxR,) be a uniformly bounded sequence, i.e.
U oy <K (2.1)

(in the applications the u" will be approximate solutions to (1.1-1.3)). Then there exists according to
Young's theorem, cf [DP.2], [Tar], a subsequence which we still label {u"} and an associated Young
measure vy : xR, — Prob(R) such that

{A 1 1M < K} o supp(vixy) for a.e. (x,t) in QxR, (2.2)
and for all g in C(R) the L=(QxR,) weak star limit

g(uh(.)) = Kg() as h—0 (2.3)
exists. Here Prob(R) is the space of all positive Borel measures on R with unit total mass.

To a given Young measure v : QxR, — Prob(R) satisfying (2.2) we shall associate (see [Sze]), in
general in a non-unique way, a Young measure yv(, : I'xR, — Prob(R) which we consider to be a

“trace"” of v on I'xR,.

We may now introduce the definition of a measure-valued solution to (1.1-1.3).
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Définition. 2.1.
A Young measure v : QxR, »Prob(R) is a mv-solution to (1.1-1.3) if V ¢=0 € Cf,(ﬁ xR,),Vk e R,

JM {<vixy - RI> b + <Vien, [H(A) - 1R)] SgN(A- &)> Vo) dx it
Wi, tf(A) - f(R)>.N(xo) ¢ sgn(a-k) ds ct

'R,

+ J;, <Viop M- R[> ¢(x,0)dx 2 0 ‘ (2.6)

where : f(u) = (f,(u),f(u))".

Remark 2.1.
In general the “trace” y is associated to v a in a non-unique way. However it is shown in [Sze] that
the expected value <yv,.f(A)> in uniquely defined.

in [BLN], existence and uniqueness are proved for BV-solutions. For u in BV°%(QxR,) to be a BV-

solution of (1.1-1.3) means precisely that the Dirac measure concentrated atuis a mv-solution, i.e. that
Vet =Suxy and vy =8pyxy Satisties (2.6), where yu denotes the trace of u on I'xR,. This proves

also the existence of a mv-solution to (1.1-1.3).

We have the following uniqueness result for mv-solutions whose proof is essentially based on a
uniqueness theorem for measure-valued solutions to the pure initial value problem by Gallouét and
Herbin [GH].

Theorem. 2.1.
Let the initial data u, be in L™(Q). Assume that v : QxR, — Prob(R) is a mv-solution to (1.1-1.3).

Then if u is the unique measure valued solution to the boundary value problem (1.1-1.3), we have :

Vi = Ouy , forevery (xt) e xR,

Proof of theorem. 2.1. (see [BCV.1])

Theorem. 2.2.
Let {u"}, uh e L=(QxR,) be a uniformly bounded sequence of approximate solutions to (1.1-1.3). If

the Young measure v associated to {u"} and defined on QxR, and its trace yv defined on I'xR, satisfie
| relation (2.6) then {u"} tendsto uin L (@xR,), where u is the entropy weak solution to (1.1-1.3).

Proof of theorem. 2.2.

The proof of this theorem is essentially based on the result of uniqueness of the measure valued
solution of problem (1.1-1.2) and which is due to Di Perna [DP.1]. In the case of the pure initial value
problem (1.1-1.2), the proof is detailed in [GH].
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3. Convergence of finite volume
schemes

3.1. Description of the scheme

In this section, we describe the finite volume method for a general mesh T, of R?:

R= UK
KeTh

3.1.1. Notations

We introduce some notations related to the mesh. Let K be a polyhedron of T}, e an edge of K. We

set :
- lel :thelengthofe,
- ek : the outward unit normal to e (from K),
- K, :the polyhedron of T, such that : Knk.=e,
- |K| : the area of the polyhedron K,

-Pg= Y, lel : the perimeter of K, 9K denotes the contour of K,

ecdK
- hg = diameter of K,
-h= SUp (hK)r
KeTy
- 1 : the time increment,
Pk
A =0,
Kl

Hypothesis on the mesh

Let us assume that T — 0 when h — 0, and that the ration% is kept constant. We suppose also,

without loss of generality, that :

Jap in R, suchthat ah<t<bh (3.1.3)
3cd in R, suchthat ch<lel<dh (3.1.b)

inequality © <bh is insured by the following CFL condition :

A Sup IF()nexl < (2 -¢) 3.2)

where ¢ is a positive constant independent of h and satisfying € € 10,1/2[, an f(u) = (f4 (u),fg(u))T. The

supremum is taken over the considered values of u.
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3.1.2 Finite volume schemes

We define for each polyhedron K, and for each edge e of K, a numerical flux : gke : R?> R, which

satisfies the following properties :

1) conservativity OK.e(U.V) = - kg .e(Vill) (3.3)
2) consistency with : f(u).ne x
ie Oke(u,u) = f(u).nex (3.4)

With the former notations, the finite volume scheme may be written :

+1 T
uk =u2-,—K—,eeaK le| grelukuke) (3.5)
ug= -LJ Uo(x) dx 3.6
K= lKl K 0 A ( . 'a)
n 1 n+t)
Ue=""T7 a(x,t) dIri(x) dt (3.6.b)
tdel)e Jm

We define the family of functions u" : xR, —» R

u" (x4) = Uk if (x.t) € Kx[nz,(n+1)1] (3.7.3)
Let us define a piecewise constant unit normal function as follows

" (x.1) = Nek if (x.t) € {e}x[nt,(n+1)1] (3.7.0)
and ulxt) = ug if (x.1) € {elxnt.(n+1) (3.7.b)

If uh is in L=(QxR,), we can define the measure v as follows, for each function a in C(R), we have :

<v,a>= E_rg a(uh) the limit is taken in L™ weak-star sense (3.8)

3.2. L -stability

We recall that to introduce the measure v associated with the family of functions {u"} defined by
(3.7.a), it is necessary to establish a L™ estimate :

Proposition 3.1.
If the numerical flux gk e used in the finite volume scheme (3.5)-(3.6) is associated with an E-
scheme, then under the foliowing CFL stability condition
A uzgilf'(u).ne_,d <1 (3.9)

the familly {u" } defined by (3.7.a) satisfies the following local maximum principle :

n+1

min(ug, miar”l((u;?e)) < ue < max(ug, mg(x(u;?e)) (Vne N) (3.10)
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Proof of proposition 3.1.
The scheme (3.5) may be written as :

ul {1 lel C(UK:UKe)} UK K {le| C(UK,UKe)} ug,  (3.11)

where we have set
gk e(U,u) -~ Gre(u.V)

Cluv) = v-u
v 2
(uv)e R D) = gK.e(v.\:l) :95.4""')

On the other hand, since gk e(u.v) is a three points numerical flux associated with an E-scheme, then
under the CFL stability condition (3.2), it satisfies the properties of the TVD numerical fluxes :

C(u,v) 20, D(u,v) 20
V(uv)e R? . {(u V) w.v)

A[C(u,v)+D(u,v)] <1

we have, in particular : 0 <AC(u,v) < 1. With theses notations, (3.11) becomes :

Uk = ok UK +e§aK Ok, UK, (3.12)
where : =1- x z Iel C(uK,uKe)
and O, = xﬁ—' C(u.'z.u.:;)
with : <oy, <
and za,('li:_ [ - “Ke]

This shows that oy is positive, and that ug' s a convex combination of ug and (Ug )ecak, then we get :
min(uk. mxn(uKe)) <ug's maX(uK. (UKe))

Since u, is in L=(Q), then the L™-estimate on u" is an immediate consequence of (3.10). That is :

el < ludl_ (3.13)

This ends the proof of proposition 3.1.

Since the L= estimate on u" is obtained, one can define the Young measure v by (3.8). In the
following, we will prove that v is mv-solution to problem (1.1-1.3).

For the sake of simplicity , we will introduce the following notations, we set :

*nU) =u-k{
* Fi(u) = sgn(u-R)(fi(u) - fiR) i=1or2

131



* fox(u) = <f(u), Nex>
* Fex(u) = <F(u), Nex>

* Axelf) = GelURiUK,) ~ fex(UR)
* AR ofF) = T (UK, = Fex(UR)

*AdY) =ug - K

3.3. Convergence

In this paragraph we will prove the following theorem of convergence which allows us to apply
theorem 2.2. and deduce the strong L' convergence of the finite volume method towards the unique
weak entropy solution of (1.1-1.3).

Theorem 3.1.
Let {u"} be a sequence given by the finite volume method (3.5)-(3.6), where gk is an E-flux and u,
isin L"(Q). Assume that {u"} satisfies the L™-estimate (3.13), then under the CFL condition (3.2), if

{u"} satisfies the following estimate for every positive constant T:

T T tlellayu)l® Qiukuc) <CT.Q) (3.14)
m<T KQ)>fe}

where Q(u.v) is the numerical viscosity associated with gk e, OF Gk,.e given by :
Qu(UV) = [fex() + fox(¥) - 20k euM] 7 (v-1) = [fox (U) + fex (V) - 20k, (U] / (v-u) (3.15)

where : I(Q) = é and C(T.Q) is a positive constant dependent of € and Q and independent of h, then

the Young measure v associated with {u"} is a mv-solution of (1.1-1.3)

Henceforward, Cy e and Dk e Wwill denote the incremental coefficients associated to gk, defined by

Crelty) = [fex(t) - greV] / (v-) (3.16.2)
Dre(UV) = [fex() - grelum]/ (v-u) (3.16.b)

The proof of theorem 3.1. is based on an estimate of a discrete entropy inequality satisfied by te
finite volume scheme (3.5). In the following proposition, we establish this local discrete entropy
inequality for the finite volume scheme, which is equivalent to the discrete entropy inequality satisfied
by the finite difference E-schemes.
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Proposition 3.2.
Consider the sequence uk defined by the finite volume method (3.5)-(3.6), under the CFL stability

| condition-(3.2), where gk is an E-flux. For every K in T,, and for every edge e from K, there is a
numerical entropy flux Il : R2—R, which satisfies the following properties :

i) consistency with Fe : Tk o(u,u) = Fex(u)
ii) conservativity : Tk o(uv) = = Tk, e(V.0)
iii) discrete entropy inequality : n(uk") - n(uR) + T§T9§< le] T, (uk.uk,) <O.

To prove proposition (3.2), we will first establish the following result, which states that the finite
volume scheme (3.5) may be written as a convex combination of finite difference schemes.

Lemma 3.1.
One has the following decomposition of the finite volume scheme (3.5) :
ug = gK O URe ' (3.17)
with Oe =—|e—Kl,
and Uk = - TR [ocatRo) - oneltk o] (3.18)

Proof of lemma 3.1.
From the consistency of the numerical flux gk e With f, , we may write scheme (3.5) as follows :

n+1 n T n_n n_n
UK =Uk- T le| [oxe(ukiUK.) - Ok e(UK.UK) (3.19)
K K eZé:K [Ke KyUKg K.e\UK ]
since : T lel gelupur) = fud 2 lelnk =0
ecdK ecdK
then Uk = 2 -——'p L - —utufl [k elukuRy) - Ok el k)]
ecdK @ K ecXK

Proof of proposition 3.2.
By (3.17) and (3.18), for every K in Ty, and every nin N, we have :

net _ Y lel e
K -eeaK PK €
. + TP
with Uk =TT [okelukuk) - Oce (U]
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- where gge is @ numerical flux associated with an E-scheme. ltis well known that E-schemes are, under
the CFL stability condition (3 .2), entropy satisfying, that is one has an entropy numerical flux Ilge :

R2_>R , consistent with F, satisfying :

() - () + T8 [Mcalokky - Tke(ukoR] <0 (320
lel

After multiplication by 1€l 2nd summation on all e in oK, inequality (3.20) becomes :
P

z ‘el n+1) Tl(UK)+ T‘e‘ [nK,e(t‘I(sul'(e) nKe(uK’uK)]<0 (321) »

Since 7 is convex and Tk, consistent with Fox (3.21) gives

n+1 n+1

(k) < Z n( (3.22)
and n(uk™) - nuR) + -‘—f(—‘-za"( le| TIke(ukiuk,) <O

this ends the proof of proposition 3.2.

To prove theorem 3.1, we also need the following technical lemmas whose proof is easy in view of
assumptions (3.1 .a)-(3.1.b) (for lemma 3.2)).

Lemma 3.2.
For any function @ in C%xR,), for each edge e of any Ke Ty, and any integer neN, if we set:

n+1)
W= I G0 o f @(t.x) drdt (3.23.2)
(xtel, tlel) m e

| with : I = Kxtn,e(n+ 1), then we have :

Dye< O and |ond <@+ 0 ollcug (3.23.b)

Lemma 3.3
if the numerical flux gk e used in relation (3.18) is an E-flux, then we have, under the CFL stability

condition (3.2), the following property :

(VKe To)(Vee K)(Vne N) AR (F) < sgn(ug - ) AR () (3.24)

Proof of lemma 3.3.

it is well known that, under the CFL stability condition (3.2), the E-scheme is entropy satisfying.
According to this, the sequence (u &e) given by (3.18) satisfies the following entropy inequality :

(D) - ) + T [Tl - Teelokuid] < 0
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which, thanks to the notations introduced above, may be written as :
TUKe) "W + A AP <0

On the other hand, we have
v -&] - |u-Rk|<sgn(vk) (v-u)
which implies for (3.25)

A A3 (F) < sgn(ug- k) (k- UKe)

n+1

and using the definition of uke

ulk - w2 =2 [oKe(UR . UR,) - GelUk. K]

(3.25)
VuveR VkeR

(3.26)

(3.27)

Combining (3.26) and (3.27) we get the requiered inequality. This ends the proof of lemma 3.3.

To prove theorem 3.1., we also need the following technical lemma, whose proof is given at the

end of this paragraph

lemma 3.4.
Let Wh(x,t) the function defined by :

Wh(x,1) = Sgn(ul-R) 60 (UR(e)-Ue) foxWIO; Uk(e).Ue))

o san(ul)(1-6] (uRiort) {fox(ei + toxtd- 33 8- R)} 1 k) € (et

where 6, : R2—[0,1].

Suppose that {u"} satisfies (3.2), then the L*—weak star limit of Wh(x,t) exists and
lim J WA 1) y (x,t) dT(x) dt = f <Py f(A)> Ny (x,1) dI'(x) dt
h=0 J R, IXR.

Vy eCyTXR,)

Proof of theorem 3.1.
By proposition 3.2, we have the following entropy inequality

a(uR") -n(uR) +1= X el Tlke(ugug,) <0
Kl ecdK

Thanks to the consistency of I'li ¢ with Fe, inequality (3.28) may be written as :

Aup) () + = T lel ap @ <o
lK‘eeaK €

(3.28)

(3.29)

Let now ¢ be a positive function in C¥QxR,) with compact support in QxR,. Set :

ok = Inf  @tx)
(tx) € IK,n
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After multiplication by |K |gx and summation on all n and K such that Ik «Supp(¢)#2 (where Supp(¢)

denotes the support of @), inequality (3.29) gives
> (") -] Kl R + <2 5, of lel an® <0 (3.30)

eedK

The first term of (3.30) may be integrated by parts, i.e.

Zln( ") -n(u)] 1Kl of —-Z|K|[<p"§'-qf<‘ln (uk")- ZlKl n(uk)

which provides the formula

2, [n(uk <) -] Kl op =-_[M (") de(tx) dt ix -IR, 1(u"(x.0)) @(x.0) dx

n+1)
+Zn(u{2”)r f {8@-% ok - g} dtdx (3.31)
nK m K
Let us now transform the second term of (3.30). Using the conservativity property of Ik, we get :
I Tk (Uk,UK,) @(tX) dI(x)dt = J Tk e(UK(e).Us) @(x.t) dI(x) ot (3.32)
Ke;? eeBQ
ec

where 9Q is the boundary of Q, and K(e) is the polyhedron containing e (when e is on the boundary
3Q). On the other hand, the Green formula gives :

L F(uk) Vi o&x = 3 J‘ F(uR) rex ofx8) d(Y. (3.33)

ecdK

Combining (3.32) and (3.33) yields the following formula for the second term of inequality (3.30) :

1Y, Y qf lel A2 (P =—J‘an‘ F(u") Ve dxdt

nK eedK

n+1)
2 X r f R o(F) (6] - ) dI() ot (3:34)

. nK eedK

n+1)
+2 2 J: j T e(Uk(e) Ue) Plx.t) AT(X) dit

n eed

In view of formulae (3.31) and (3.34), inequality (3.30) may be equivalently written as :

[n(u) a(tx) dt dx + F(u) Vo] dxdt + | n(u(x,0)) o(x,0) dx - Tr2 R+ R (3.35)
R,
n+1)
where Tr F J Tk e(Ukie)» ug) (x.t) dI(x) ot
n eeaQ
n+1)
- Z ik <) J: JK {op- 2o - o} ax et (3.36)
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n+1)
and Rp = ZK 2;,K J: f Ako(F) (9 - @) dI(x) ot (3.37)

Let us now notice that if we prove that the left hand side of (3.35) tend, with h, to the left hand side
of (2.6), and that the limit of the right hand side of (3.35) is non negative this will end the proof of
theorem 3.1.

By definition of the Young measure v associated with u", we have :
A‘To LM [n(u") 90(t,x) dt dx + F(u") V,cp] dx dt + L N(un(x,0)) ¢(x,0) dx =

Jm‘ {<vm> 29 +<v.F> V,o} dxdt+ L n(us(x)) @(x,0) dx (3.38)

Let us transform the last term of the left hand side of (3.35) : Tr. For this purpose we write the
numerical entropy flux Il as a local convex combination of the Godounov's and the Modified-Lax-

Friedrichs ones (see [Tad]), which are respectively given by
TT%(u,v) = Fex(W(0; u,v)) (3.39.3)
TP(u) =3 [FexV)+Fex@] - 2 109 - ) (3.39.0)

where w(0; u,v) is the solution at x=0, of the following Riemann Problem, PR(u,v) :
we+ f(w)y=0

u if x<0

WolX) = {v if x:O
w(0; u,v) has also the following characterization : w(0; u,v) € I(u,v) such that

sgn(v-u) f(w(0; u,v)) = min {sgn(v—u) fe,.((a)} (3.40)
R € I(uv)

where I(u,v) = [min(u,v), max(u,v)]. We may write I as follows

Ty o(UR(ey Ue) = 65 TT8(ug(e) Ue) + (1 -65) TT%(uk(e) Ue)

where we have set : 6; = 8(ug)Ue) € [0,1]. Thus we get for Tr:

n+1)
Tr=23 J: L {92 TT%(uR(e),Ue) + (1-60) TT# (u{é(e,,ug)} o(x.t) dr(x) dt (3.41)

n eed

To estimate Tr, we use the following inequalities, whose proof is easy ([Ler]) by using characterization
(3.40) of W(0; URe),ue) for the first one and thanks to the stability condition (3.2) for the second one

T18(uR(e),Ue) = Sgn(ug-&) {0 kW(0; U0 - o &)} vke R (3.42.3)

1 1
TTM(U U1 23 SGN(UTH) {er(Uie) - 2ox(®) + foxdud- (- W)} Vke R (3.42.)

We deduce from (3.42) the following inequality

Tr> f sgn(u x.)-&) (W) - f(R).n" (x.0) ex.t) dT(x)dt (3.43.a)
I'xR+
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where
Wh(x,t) = 6 fox(W(O; Uk(e)Ue))

o3 (160 {fax(uRe) + fex(d - 35 (U5~ Uk} i (%) € {ehlty bl

Let W(x.1) be the L=-weak star limit of W(x,t). This limit exists since we have w(0; Ui(e),Us) € 1(Uk(e)Ue)

and that the sequence {u"} satisfies (3.13). Thanks to lemma 3.4., we know that W(x.t) is equal (weakly)
to the "trace" yv on I'xR,, of the Young measure v associated with {u"}, which implies

lim Tr Zf <W(x't),f(7\.)-f(k)> n(x) o{x,t) sgn(a-k) dI'(x)dt (3.43.b)
h—0 DR

Now combining (3.35), (3.38) and (3.43.a) gives

on {<vn> 30 +<v,F> V,0} dx dt + L Mn(ue(X)) @(x,0) dx
f Wi fN-HR)> N(X) 0(x1) sgn(ak) di(x)dt > fim R +R;
DR+ h—0
It thus remains to prove that the right hand side of (3.35) satisfy
im R +R5 >0
h—-0

The term R? defined by (3.36) converges to 0 with h and t since ¢ is of class C? and by using

lemma.3.2. We now treat of Rg defined by (3.37), we have :

h n+1) n
=33 [T [ 43,0 k- ot are

nK eedK

=33 clel apm {W‘ﬂ%rﬁm) fK o(tx) drdt }

nK eedK

=Y Y lelan, ;) &

nK eedK
where 'CI)E,e is defined by (3.23.a). Let us now recall result (3.24) of lemma 3.3, we have
(VKe Tp) (VeeK) (Vne N) AR (F) < sgn(ug-R) AR (D

and, since <I>{‘<,e <0 (see lemma 3.2.), we have the following inequality :

Rp =Y ¥ v lel son(ug-&) A7 () Ok,

nK eedK
It suffices now to prove that the term Ry, defined by :

Ro= X 2 7 lel san(uc-Rk) A2, () Dk

nK eedK

tendes to 0 with h.
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In view of (3.16.a), R, may be equivalently written as :

Ri= Y 3 7 lel sgn(uk-k) Ad(u) Ce (Ui, Dre

nK ecdK

Since (sgnluﬂ - k|<1), and using lemma 3.2, we get the following inequality :

IR < X T el ladu)] Crelukuk) (+) 1l florag

nK ecdK

which, by using a summation on the edges e of the polyhedrization Ty, each edge having two
contributions excepted the edges belonging to the boundary, we get :

RlstetE 3 ety e | 1a%0) [ {CrolUfuil) + Cr ol U}

+i00 Y S t@+h)lel luke us| Creelukeue (3.44)

n ecd

where we have set : I(Q) = Q. From the conservativity of the flux gk.e. and the definition of the

coefficients Cy e and Dy ¢, One can easilly verify that we have the following relation :
Ci, (UK UR) = Dxo(UR,UK) (3.45)

since g is an E-flux, the incremental coefficients satisfy the following relations
QQZCK,eZO, QeZDK'QZO, Qe=CKe+DK.e
inserting (3.45) in (3.44), gives -

IRl <llgll 3 3 (e+h)lel lag(u) |Qelukur)]
n I{Q)ofe}

+iol Y S t(e+h)le ] uke us | Creelukieua) (3.46)
n eedQ

We now prove that the second term in the right hand side of (3.46) tends to zero with h. We write
(since Ck(e).elUkieyUe) <1)

o 1@ S T tlel lukeull Cuepelurentd < lip s X Y tlel luieruel
n eedQ n ecdQ

< llp I (x=+h) TUD) 2 Jlus [l
where L(I) is the length of .
Now, using (3.1.a), we get

IR <llo 1(140) X Zaaz h lel | Agu) [Qe(uk.uk)] +lig Il e+h) TLD) 2 lus [l

by the Holder inequality, we find :
2 1
Rl <lio 140 (S lel 1a%w) 12 Q¥urugy)™® (2 T lel)’
ne ne

+lio Il () TLID) 2]lYo [l
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and using estimate (3.14) of theorem 3.1. we get :
- 17
IRl <CT b (T lel)™+ lip 1o TLO 2 06 [l
ne
Using the assumptions of regularity made on the mesh, in paragraph 3.1, and (3.1.a)-(3.1.b), we get
1” [K|\12
(Zt |e|) S(CZt—h—)
ne nK

and then, we get
R < C' {2+ jjo I (x+h) TLD) 2 flue Il

where C and C' are real constants and |Q| is the surface of Q. This ends the proof of theorem 3.1.
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proof of lemma 3.4.

Let ¢ (resp. y) be a positive function in Cf,(ﬁx&) (resp. Cl(l')(&)), satisfying

0 if dist(x,I’) > &
o(x.t) =< w(x.) if dist(x,I') < &
w(x.t) if (x,t) e TxR,
we set oK = ®xcte)

Using the same notations and techniques that in the proof of theorem 3.1. we get

) [k -n(R [Klog + <3 3, of lel a3, <0 (3.47)

We get for the first term of (3.47)
Y ") -nR)] K lop =- (UM 34(t.x) dt dx
nK QR,

n+1)
+Zﬂ(u{2“)f( f {6 -2 1ox"" - 61} ot ox (3.48)
nK m K
Let us now transform the second term of (3.47). Using the conservativity property of Ike, we get :

< eedQ
eedK

n+1)
1Y Y o0 lel Tkelucur) = 2 f f T o(ug.Uk,) (60 - ¢(x.1) dT(x) dit

nK eedK nK eedK J/ ™

n+1)
+2 X J: f Tk o(UK(e)-Us) ®(x.1) A (x) it (3.49)

ecdQ
similarly

n

+1)
13 Y o lel Foxud) = f f Fex(UR) o(x) dI(x) dt
nK eedK nK eeK v ™ €

n+1)
+ 2 f f Fax(UR) [¢k - 6(x.0] dr(x) ct (3.50)

ecdK /T

where 9Q is the boundary of Q, and K(e) denotes the polyhedron containing e (when e is on 99Q).
Combining (3.49) and (3.50) yields the following formula for the second term of inequality (3.47) :

n+1)
Y Y o lelal,®=-Tr-2 X f Fex(up) 6(xt) dr(x) dt
nK eedK nK eeX J ™ e
n+1)
Y F j AR (F) (42 - ¢) drct (3.51)
nK eedK v ™ e

where Ty is given by by (3.41) where we replace ¢ by ¢.
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In view of (3.48), (3.51), and inequality (3.43.b), inequality (3.47) may be written as follows

J. n(uh) A" dtdx +f sgn(u Ax)-R) (Wh(x,Y) - f(R)) o(x.t) dT(x)dt
xR+

xR+

n+1)
+2 X J: f Fox(U) X AT 0t = R+ Re (352)

nK eedK

where R and R} are given by (3.36) and (3.37) if we replace @ by ¢-

If we pass to the limit on & in (3.52), the first term of the left hand side tends to zero (by definition of
). On the other hand, in the last term of the left hand side remains only the edges belonging to the
boundary 9Q. Thus we get the following limit for this term

n+1) n+1)
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