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Chapitre 1

Introduction

Cette these se situe dans le domaine des statistiques non-paramétriques. En
particulier, elle se focalise sur I'estimation des fonctions de régression par polynomes
et par splines. Le modele de la régression étudié dans cette these est le suivant. A

partir des observations Y = (Y7, ...,Y,,)T bruitées
}/Z:f<XZ)+EZ7 1= 1,...,71, (].].)

ou X; sont des points d’observation sur [0, 1] et ou les bruits ¢; sont des variables
aléatoires i.7.d. N'(0,0?%), il nous faut reconstruire la fonction inconnue f(z), z € [0,1].

Afin de mesurer la performance d’'un estimateur f (z,Y), on utilise le risque
quadratique

ROF.0) = B STIF0X0) = FOGYP, (12

ou E est 'espérance par rapport a la mesure engendrée par les observations Y.

Le probleme fondamental des statistiques est de trouver un estimateur qui mi-
nimise le risque (1.2). En statistique actuelle ce probleme est considéré via deux
approches distinctes: ’approche minimax et 1’approche oracle.

L’approche minimax se base sur 1'idée qu’il y a une information a priori sur f.
Notamment, si f appartient a une classe de fonctions F, on cherche un estimateur
qui minimise I'erreur maximale

fr= arg min {sup R(f,f)} :
f feF

Il est évident que cet estimateur dépend de F. Si F est trop massive, par exemple,
si elle contient toutes les fonctions, on obtient I'estimateur banal f*(X;) =Y, i =
1,...,n. Son risque est égal & o2 et il ne diminue pas lorsque n — 0.
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C’est pourquoi dans la statistique non-paramétrique, on suppose tres souvent
que la fonction a estimer est lisse. Plus généralement, on peut supposer que F
est un espace d’Holder H(3,L) qui est 'ensemble de fonctions k-fois différentiables
() :[0,1] — R tel que:

|f® () = fP(y)| < Llz —y|*, z,y €0,1],

ol L est une constante positive et ot 0 < o < 1. Dans ce cas, on peut bien approxi-
mer f(z) dans un voisinage de x a l’aide d’'un polynome

d’ou l'idée de l'estimation par polynomes locauz
n

k 2
; X, —x
n(T) = argmin min Yi—a—g hz—a)| K= ,
f() g 1|: - l( ):| ( hn )

a b1,...bk £
Z:

ou K(-) > 0 un noyau et h, > 0 un parametre, appelé la fenétre.

On remarque que chaque couple (X;,Y;) entre dans fn(x) avec son propre poids.
Plus la distance entre X; et = est grande, plus I'influence de ’observation Y; sur fn(a:)
sera faible. L’utilisation du noyau K (-) a support compact permet de sélectionner les
points d’observation voisins de z et ainsi d’estimer localement la fonction f(-). La
fenétre h,, est un parametre de lissage a choisir. Par exemple, si f(-) est constante,
on choisit h, = oo et ainsi on estime f(x) a I'aide de toutes les observations. Par
contre, si f(-) est tres irréguliere, il est évident qu’il faut prendre h,, petit.

Dans le cadre de estimation minimax, h, = [02/(26Ln)]Y %Y avec B =k + a
car ce choix garantit la vitesse optimale de la convergence de f,(z) vers f(x) lorsque
n — oo. Notamment, (voir [16])

inf sup R(f.f)= sup R(fn’f)Xn—Qﬁ/(QﬁJrl){

QBL] 1/(28+1)
I feH(B,L) feH(B,L) '

o2

Une autre idée qui permet de construire de bons estimateurs minimaux est de
supposer que F est un espace de Sobolev :

Fewpw={r ¢ [irowras)

Dans ce cas, on peut estimer f(-) a I'aide de la méthode du maximum de vraisem-
blance

. 1 <
fr=argmin||Y — f|?, ou|z]*==) =z
FEWR (L) n; '
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Grace a la méthode des multiplicateurs de Lagrange, le calcul de cet estimateur
est équivalent au calcul de

i = argmin{||Y—f||2+a / [f<m><u>J2du}, (13
f 0

ou « est le parametre de lissage tel que

/0 2 @) de = L.

Du point de vue pratique, cet estimateur est trés attractif car il se calcule rapidement
a l'aide de l'algorithme de Reinsch (voir 'annexe A). Notons que f* dépend de la
constante L qui est rarement connue en pratique.

La deuxieme approche que ’on utilise fréquemment en statistique non-paramétrique
et en apprentissage automatique est 'approche oracle. L’idée consiste a trouver un
estimateur qui minimise le risque R( f ,f) dans une famille d’estimateurs M. Notre
but est de trouver un estimateur qui fonctionne presque comme 1’oracle

for = argmin R(f,f). (1.4)
fem

Cet estimateur est en fait un pseudo-estimateur puisque sa définition fait appel a la
connaissance exacte de la fonction cible f.

Notons que M joue un role décisif dans ce probleme d’optimisation. Il est évident
qu’il ne faut pas que M soit trop vaste. Par exemple, si M contient toutes les
fonctions, on obtient immédiatement for = f que l'on ne peut utiliser puisque f
est inconnue. D’autre part, M ne doit pas étre trop pauvre, pour que 'on puisse y
trouver une approximation correcte de f. L’idée qui vient naturellement a l’esprit
est de se limiter a un espace vectoriel de dimension finie, par exemple, un espace
de polynomes ou de splines. L’objectif principal de cette these est de trouver un

estimateur qui imite 1’oracle fOr a 'aide de l'estimation du risque sans biais (voir
[24]).

L’estimation du risque sans biais est une méthode qui fonctionne sur des familles
d’estimateurs linéaires, c’est-a-dire:

M={f,:f,=S5,Y},

o1 S, est une n x m-matrice et f, = (fa(Xl), . ,fa(Xn))T. L’indice « est le pa-
rametre de lissage générique. Par exemple, en estimation par polynomes, a est le
degré de polynomes. En estimation par splines, a est le parametre de lissage (voir

(1.3)).
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Le risque de f, défini par (1.2) se calcule comme suit

2 T
E|/f - SQYH2 = [|(I — Sa)fHQ + %, (1.5)

ot f = (f(X1),...,.f(X,))T et ou tr(A) est la trace d’une matrice carrée A. Notons
que le risque E||f — S,Y||? dépend du biais ||(I — S,)f||?>. L’idée principale est
d’estimer ||(I — S,)f||? & partir des observations Y. Notons que
20%tr (S, *tr(SaS5
I = S = BN = SY P - o + 220150) T tad),

n

d’ot 2
202tr(S,
Bl — S.Y[? = B|Y — S.Y|J2 4+ 22 05a) _ o
n

Puisque I'espérance n’est pas estimable a partir des observations, la seule chose qu’on
puisse faire est de prendre [|[Y — S, Y||> + 20%t1r(S,)/n — 0? comme l'estimateur du
biais. Alors, notre choix de a basé sur I'estimation du risque sans biais est donné
par

202tr(S,) }

ot = arg mm{nY _SY|P (1.6)

Cette méthode a été proposée par Akaike dans [1].
En pratique, le niveau du bruit ¢? est rarement connu. Pour adapter notre
méthode & ce cas, on remplace o2 par son estimateur

o° =Y = S, Y7,
et on arrive a

&= arg;nin{HY S Y|P+ 2tr(5a)/n]}. (1.7)

Notons que, si tr(S,) < n, en utilisant le développement de Taylor, on obtient

—2

m %tr(Sa) ~ (1 _ %tr(Sa))_l ~ (1 _ %tr(Sa))

Donc on peut remplacer 1+ 2tr(S,)/n dans (1.7) par [1 —2tr(S,)/n]~! et on obtient
alors

Y - S,)Y|]?
af = arg min H H

o [1—=2tr(Sy)/n]

(1.8)

10
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Finalement, en remplagant 1 + 2tr(S,)/n dans (1.7) par [1 — tr(S,)/n]72, on
obtient la méthode de la validation croisée généralisée Generalized Cross Validation-

GCV (voir [14])

GCV __ . ||Y_SaY||2
« = argofmn [1 — tr(Sa)/n]Z'

(1.9)

Afin de concrétiser l'estimation du risque sans biais, on se focalise sur deux
familles : les polynomes et les splines.
Dans l'estimation par polynomes, les estimateurs se calculent comme suit

n

fq = arg min Z[YZ —p(X)]% q¢=1,...n,
pePI i1

ou P17 est I'espace des polynomes de degré ¢
Pt = {p(x) p(z) = apat, a € Rl}.

Il est évident que ces estimateurs sont linéaires. Dans ce cas, si la variance de bruit
o? est connue, en utilisant la méthode d’Akaike [17], on obtient

. - 20%q
= argmln{HYi — f(X)|I?+ T} (1.10)
q
Le théoreme suivant controle le risque de cette méthode. Soit
log(1 — 2
Uz) = -1 — M, z € (0,0.5) (1.11)
x

et U71(+) est la fonction réciproque de U(-).

Théoréme 1 On a pour tout v € (0,1) et pour tout f

. , _R(f)  20° [1 1
Byl = P < 2 4 2T |

ot R(f) = min, R(fq,f) est le risque d’oracle.

+ TG R)

Afin de mieux comprendre le sens statistique de ce résultat, on peut considérer
différents cas selon la valeur de R(f). Par exemple, si R(f) < o%/n, on se trouve
dans le cas de I'estimation paramétrique et avec v = 1/2 on arrive a

A Co?
Ef”qu_fHQS n 9

11
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ou C est une constante.
Par contre, si R(f) > o2/n, on se trouve dans le cas de 'estimation non-
paramétrique. On obtient alors

2402
nR(f)

B/ — fI? < R(f) {1 n } < R +o1)].

Cela veut dire que dans l'estimation non-paramétrique, on peut construire un
estimateur dont le risque est tres proche de celui de 'oracle. Par contre, dans l’es-
timation paramétrique, on ne peut pas obtenir un estimateur efficace.

Effectivement, le Théoreme 1 peut étre considéré comme un cas particulier des
inégalités d’oracle intervenant dans la méthode de la sélection du modele (voir [2]
et [3]).

Dans I'estimation par polynomes, cette approche préconise le choix suivant d’ordre
du polynome

. 5 Kqo?
¢ = argmind [¥; - f, X0+ 47,
q

ou K > 1 est une constante. Le risque de cette méthode n’est plus controlé par le
risque d’oracle, mais par

R = mind 1700 - fyx) P+ 2

n

Théoreme 2 Uniformément pour tout f, on a
i) si K >2 et pour tout v € (0,0.5)

By s — 117 < 1 [RK(f) '

1+ ~)e? 2e?
1 (1+7) N }

gl 1 +7)U~()

i) sil <K <2 et pour tout v € (0,K — 1)

R ) 1+~ " 2(1+’7)€2 Ke?
Ej || fgx = /Il Sm{ (7) 2—K+27+(1+’7)U1(”Y)}

Notons que ces bornes supérieures ne peuvent pas étre améliorées uniformément
par rapport a f (voir [12]).
Dans le cas ot1 0% n’est pas connue, on analyse les méthodes suivantes

B Y = S ()P

¢~ = arg min
q [1 - 26]/”]

(1.12)

12
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et )
c i — fo(XD)|?

¢~ = argmin
4 [1—q/n?

Les risques de ces méthodes sont controlés par les théoremes ci-dessous.

(1.13)

Théoréme 3 On a pour tout v € (0,1) et pour tout f

f e | o? o2 o2
Byl - 1P < {1+ SR 20y 2 2

g

Théoréme 4 On a pour tout v € (0,1) et pour tout f

: ! LLGR() 2t 20t
Byl - 2 < R e R0 20 BT,

g

On voit bien que, quand ¢? est inconnue, I'ajout du terme 1 + CyR(f)/0? est

préjudiciable, mais cela ne détériore pas la performance de la méthode.

Dans cette these, on travaille également sur des combinaisons convexes des es-
timateurs par projection. Soit S’(gx) une n X n matrice de projection sur l’espace
engendré par les polynomes de degré k. On définit I’ensemble des combinaisons
convexes des M matrices par

M
T = {S S = ZTkS’(qk), tels que

k=1
M
T = 0, ZTkzl et qu{l,...,n}}.
k=1

ou S'(qx) sont des n X n-matrices de projection sur 'espace engendré par les po-
lynomes de degré gy.

Pour estimer la fonction de régression, on utilise la famille des estimateurs
linéaires fs = SY, ou S € 7j. Dans ce cas, la méthode d’Akaike préconise le
choix suivant de la matrice de lissage S

2
= argmin{HY _SY|? + QUtTI"(S)}

SeTy

Le risque de cette méthode est controlé par le résultat suivant.

Théoréme 5 On a pour tout v € (0,1) et pour tout f :

A 1 s M M
Efllfs = fII” < :{snel%\lq (fs.f) +20° [7 + W} }

13
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Pour éclaircir les constantes dans nos inégalités d’oracle, nous illustrons les
Théoremes 1, 3 et 4 par la méthode de Monte-Carlo. Notre idée principale consiste
a mesurer la performance statistique de 'estimation du risque sans biais a 1’aide de
Uefficacité d’oracle définie par

inf, Byl fy — £
E|lfz - £I?

ou ¢ est une méthode du choix de ¢ basée sur les données.
I est évident que l'on ne peut pas calculer e,.(f, §) pour toutes les fonctions

f. C’est pourquoi on a choisi la sous famille suivante paramétrisée par le rapport
signal/bruit

607"(f7 (j) =

9

ol a est le rapport signal/bruit, ol p, sont des variables aléatoires i.i.d. qui prennent
les valeurs —1 ou +1 avec la méme probabilité et ot {7y} est le systeme de polynomes
orthogonaux. Le parametre de lissage m et la fenétre W sont fixés par m = W = 6.

0.9r

Efficacité d'oracle

Méthode qA

0.3/ — — — Méthode qB | -
/

~ — - Mthode oC

0.2
0

2 4 6 8 10 12
Rapport signal bruit

Fi1G. 1.1 — Efficacité d’oracle de l’estimation du risque sans biais.

La Fig. 1.1 présente 'efficacité d’oracle des méthodes ¢, ¢® et ¢© (voir (1.10),
(1.12) et (1.13)).

On constate que la méthode d’Akaike, ou la variance de bruit est connue, et celle
de GCV, ou la variance de bruit est inconnue, fonctionnent également bien. Le fait
que la variance de bruit soit inconnue n’affecte pas lefficacité des méthodes ¢? et
GCV. Dans certains cas, ¢” fonctionne mieux que la méthode d’Akaike. Cela signifie

14
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que le principe de 'estimation du risque sans biais n’est pas optimal et qu’il peut
étre amélioré [6].

Dans le cas de I'estimation par splines, on travaille avec la classe des estimateurs
suivante

1

M= {fr a>0}, oufi=argmin {HY — fII? +a/ [f<m>(u)]2du}.
! 0

Si la variance de bruit o2 est connue, le parametre de lissage « est choisi par
202tr(S,) }
- .

4= argmin{HY _SY|P

Le théoreme suivant controle le risque de cette méthode.

Théoréme 6 On a pour tout v € (0,1) et tout f

; 9 1 Co?
Bl - 12 < 2 {rn + S,

ot le risque d’oracle R(f) = ming=o R(fa.f).

Si la variance de bruit o2 est inconnue, le parametre de lissage est choisi & I'aide
de GCV

A _ : ||Y — SozX[H2
Qgeoy = argmin

o tr(8a)<ym 1L — t1(Sa) /n]* (1.14)

Dans ce cas, le risque d’oracle est calculé par

R()= it R(juf)

Le résultat suivant contole la performance de GCV.

Théoréme 7 On a pour tout v € (0,1) et tout f :

; 1 1717 Coo?
Byllfacer — 117 < - { 1= 2| RO+ S22

15
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Signalons qu'il existe un algorithme tres rapide qui permet de calculer tr(S,)
(voir 'annexe A).

En conclusion, nous expliquerons des idées principales sur lesquelles se basent
nos démonstrations des inégalités d’oracle. La premiere étape est de transformer
les données en utilisant une base orthonormée. Dans ’estimation par polynomes,
c’est le systéme des polynomes orthogonaux g (-) associé au design X;, i =1,... n,
¢’est-a-dire

e ©p(z) est un polynéme de degré k ;

=S arXalX) = b (1.15)

oﬁéklzlsik:let5klzosik§£l.
Dans l'estimation par splines, on utilise la base de Reinsch-Demmler définie
comme suit

1 n
- D o X (Xi) = i,
=1

1
g/@”mﬁ%mwz&%
0

oul=XA=...= X N1 < A <...< A\, Les détails techniques de cette base sont
discutés dans ’annexe B.

En utilisant ces bases, on obtient la représentation équivalente des observations
Y

Zk:0k+€€ka ]{3:1,...,%,
ol

1 o 1SN
Zy = n Z}ka(xi)a O = n ZﬂXi)gpk(Xi)’
i=1 =1

& sont 1.i.d. N(0,1) et ¢ = o/y/n. Notons également que l'estimateur f admet la
représentation équivalente suivante

ék:thk, k’:l,...,’n,

ou le filtre hy, = 1(k < ¢) dans lestimation par polynémes et ou hy, = (1 + a),)™?
dans l'estimation par splines. Pour simplifier les notations, on définit deux classes
de filtres Hpo €t Hpi

Hpol:{hkhk:]-(kgq>,0<q<n—1}

16
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et
Hopt = {hk hi(a) = (1+aX) ™, a> 0}-

L’idée principale est de controler le Eq||hZ — 6||?, ot h est un filtre qui dépend
des données Z, en se basant sur 1’égalité suivante

EohZ — 0] :{Eenhz _ Z2+ 22| —eQEenskn?}
+ 2€E9<0 - hea €> + 2€2E9<h§a 5) - 2€2||h||17

ot ||h]|; = S°7—y . Cette égalité nous montre bien le lien existant entre le risque que
'on veut controler et le risque empirique. L’étape suivante est de borner Ey(0—h0, &)
et Eg(h&, &) — ||h]|1 comme suit

[Eo (6 — ho, §)| < C/Egl|0 — O,

[Eo(hg, &) — [|hll1] < CVEql|R]?,

ou (' est une constante.
On peut démontrer les inégalités ci-dessus a partir des résultats suivants

n—1 n—1
Esup{ (1= hi)Or — 7 Y (1 — I 92} ¢ (1.16)
her Lo k=0 + 7

et

VAN

E sup {Z hi (€ nith (1.17)

C
heH —o v
ou~y >0, [z]; = max{0,z}, C est une constante et H soit Hp, s0it Hp.

Afin de démontrer (1.16) dans le cas de 'estimation par polynomes (H = Hpor),
on utilise le fait que la distribution du processus gaussuen 7(h) = 32020 (1 — hy)Or&s
coincide avec celle du processus de Wiener W (S27_4[1 — hy]2607).

Dans ce cas, (1.16) est équivalente a

E{max[W(t) — 7t]} <

t>0

7 (1.18)

Afin de vérifier (1.17), on applique 'inégalité de Doob pour la martingale 7, =
exp |a M E2 - 1) - aU(v)k:} et on obtient

B E(si -1- U | < 5 (119)

s=0

17



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Dans le cas ot ‘H = Hsy, afin de généraliser (1.18) et (1.19), on introduit les
processus ordonnés. Le processus séparable £(t) est un processus ordonné si

E¢(t1)€(t2) > min{E&*(t,), EE(t2)};

e il existe A > 0 tel que

sup E COSh{ A \/

t1,t2

£(t) —&(ta) } < o0
E[§(t1) — &(t2)]?

La propriété principale des processus ordonnés est donnée par le théoreme sui-
vant.

Théoreme. Si &(t) est un processus ordonné, alors

Esttzlg[ﬁ(t) VEE(1)?]E < vl

Ainsi, pour démontrer (1.16) et (1.17), il suffit de vérifier que les processus

—

n—1

G(h) = (1= hi)0&s et &(h) =Y he(§f—1), h € Hay

0 k=0

3

e
Il

sont ordonnés.

1.1 Plan de la These

Dans le Chapitre 2, on considere le probleme d’estimation par polynomes. On
étudie deux méthodes classiques: la méthode d’Akaike et la méthode GCV, afin
d’effectuer le choix de degré du polynome. On discute également de la méthode de
combinaison convexe des estimateurs par projection. En conclusion, on illustre nos
résultats théoriques a l'aide de la méthode de Monte-Carlo.

Le Chapitre 3 est consacré a I’estimation de la fonction de régression par splines.
Le but est de bien choisir le parametre de lissage a. On continue 1'étude de la
méthode d’Akaike et de la méthode GCV pour effectuer ce choix de . On introduit la
notion de processus ordonnés et a ’aide de ces processus on démontre deux inégalités
d’oracle pour 'estimation par splines.

Dans I'annexe on présente des algorithmes numériques pour le calcul des splines.

18
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Chapitre 2

On oracle inequalities related to a
polynomial fitting

2.1 Introduction

The main goal in this chapter is to give an exposition of elementary methods
used in the theory of oracle inequalities related to projection estimators. In order
to be more precise, we consider a classical problem of polynomial fitting going back
to Gauss and Legendre. The mathematical model of this problem is widely used in
practice and admits a simple and transparent statistical interpretation. Suppose we
are given n design points X, ..., X, in R! and the noisy data

Yi=f(Xi)+e, i=1,...n, (2.1)

where €; are i.i.d. random variables with Ee; = 0 and a finite variance Ee? = 2. The
regression function f: R! — R! is assumed to be unknown and our goal is to find,
based on the data at hand XY = (X1,Y1),...(X,,Y,), a polynomial px y(x), which
provides a good approximation of f(x). Since the fitting polynomial is a random
function, we measure the quality of approximation by the mean square error

" (fipxy) = Epd"(fpxy),

where E; stands for the expectation with respect to the measure generated by
Y;,i=1,...,n and

T(Fpxy) =+ S~ prr (X

i=1

The traditional least squares technique, which is computationally efficient and
relies on numerical linear algebra, provides a natural approach to the minimization
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of r"(f,pxy). From mathematical viewpoint, this technique can be described as
follows. Let P? be the set of all polynomials of degree ¢

PI — {p(:c) cp(z) = Zakxk, ap € Rl}.

Then we find a polynomial providing the best fit to the data Y within P4

n

1
Py (x) = argmin — > "[¥; — p(X;)]*.
pePe T T

The question, when and why p% () can be viewed as a minimizer of "(f,px.y),
is at the very core of the mathematical foundations of learning theory and we re-
fer the interested readers to [7] for detail. Once the family of fitting polynomials
pggy(:c), q =1,...,n has been computed, the next natural step is to determine ”the
best” polynomial within this family. This should be done automatically by a data-
driven method based on the available data. Before discussing traditional approaches
to this problem, let us make a standard linear transformation of the data Y letting
to simplify numerous technical details.

Denote by {m;(x), k = 0,1,...} the system of orthogonal polynomials associated
with the design points X;, i =1,... n:

e mi(z) is a polynomial of degree k

[ ]
1 n
- Z (X)) m(X;) = o,
=1

where 0;; = 1 if £k = [ and d; = 0 otherwise.

For simplicity, it is assumed that the design points are different, so one can construct
n orthogonal polynomials. Compute the following statistics

1 n
Zk:ﬁ;m()(i)}/i, k=0,...n—1

and notice that we can represent these new data as follows
Zk:0k+€€k;7 kJZO,...,TL—l, (22)

where

o= 2 S mXN(X), &= —= > m(X)e
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and € = o/y/n. Notice also that £ are zero mean and uncorrelated with E&x& = .
It is easy to see that the models (2.2) and (2.1) are equivalent since

n—1 n—1 n-l
Yo=Y Zim(X), f(X) =D 6em(X), e=0y Gm(X.).
k=0 k=0 k=0

Thus, the problem of polynomial fitting is equivalent to estimating 6y, k =0, ... ,n—
1, based on the noisy data Z;. Notice also that the risk of the fitting is computed
by

n—1
1 - 1 A
d"(f.pxy) = ﬁEe 2[9/& —6)° = EEGHG — 0|,
k=0

where
. 1 <&
O, = ﬁ ;pX,Y(Xi)ﬂ'k<Xi)-

Therefore from now on we deal with the statistical model (2.2). Moreover, in
order to simplify substantially some technical details, we shall assumed that & are
i.i.d. N'(0,1). Our statistical analysis of this model is essentially related with a special
class of estimators defined by

ék:thk, k?ZO,...,TL—l,

where the sequence hy € [0,1] may depend on the observations. For brevity, we will
denote this estimator by 6 = hZ. In what follows, the sequence h is called filter. If
h is a given filter which does not depend on the observations, then the mean square
risk of the estimator § = hZ is computed very easily

n—1 n—1
R(0,h) = Bgl|hZ — 0] =3 (1 = h)?03 + 2> 3.
k=0 k=0

In the present chapter, we concentrate on the so-called projection estimators with
hi, = 1(k < ¢). Motivation of this class is related to the fact that the least squares
polynomial fitting p% ,-(z) is equivalent to the estimator 0, = 1(k < q)Z. For the
parameter ¢ we use the term bandwidth. Denote for brevity by H™ the set of all
projection filters with the bandwidths less than m, i.e.

Hm:{hk:hkzl(kgq),0<q§m—1}. (2.3)
Notice that the problem of date-driven choice of the degree of fitting polynomial

can be reformulated as the data-driven choice of a filter within H"™. A traditional
approach to this problem is based on the principle of unbiased risk estimation (see
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[24]) which has a simple heuristic motivation. If #7 were known, the best h* would

be computed as h* = argmin R(6,h). Therefore the principal idea of the method is
heHn
to minimize the unbiased estimate of R(6,h). This approach, going back to [1], [18]

and [22], can be easily implemented since 67 may be estimated by ZZ — 2. Thus, we
arrive at the famous Akaike’s criterion

n—1 n—1
}_LA = arg mm{Z[l - hk]QZ]z + 282 Z hk} (24)
herr Uio k=0

The main goal in this chapter is to provide a panorama of oracle inequalities rela-
ted to Akaike’s method and its natural extensions. We begin with non-asymptotic
concentration inequalities for ||h*Z — 0||* expressed in terms of the oracle risk

R(0) = R(0,h") = hler%{fn R(6,h). (2.5)
Some of these inequalities (Theorem 1) are not surprisingly new (see, for instance,
[17]). However, we prove them with elementary technique based on the Doob inequa-
lity. This technique, improving the second order terms in the oracle inequalities, was
firstly proposed in [12] and [13].
The second class of problem addressed here is related to the fact that the noise
variance is hardly known in practice. In order to make (2.4) feasible from the prac-
tical viewpoint, one can estimate the unknown noise variance by

[1— h)*Z}

and plug-in this estimator in (2.4). Thus we get the following adaptive filter

n—1 —1
h = arg min 1—h 27214+ 2 )}
gnin{ 022 (14 23

In the present chapter, we shall study two counterparts of h:
n—1 9 n—1 —1
RP — arg mm{zu )22 <1 S hs) } (2.6)
heHn/4 k=0 n s=0

and

n—1 n—1 -2
_ 1
he = ing > (1= he)’Zg (1= = hy : 2.7
arg mm{ ( k)2 ( - ) } (2.7)

henn/t Lo 5—0
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We would like to draw attention on the fact that here, by some technical reasons,
we use the class 7:{"/ 4 which is evidently embedded in H" and we shall control the
risks of h?Z and h®Z in terms of

RY(9) = min R(0.h). (2.8)

From heuristic viewpoint the methods hE, h¢ can be viewed as approximations of
h provided that ZZ;& hi < n. Indeed, in this case by the Taylor expansion

9 n—1 9 n—1 —1 1 n—1 -2
142~ <1__th) ~ (1__2;%)
nk:o nk:o nkzo

and we easily get (2.6) and (2.7).
Along with projection filters we shall deal with their convex combinations. For-
mally, this class of filters defined by

M M
Cr = {h D= ALE<S N, A =0, A =1, N, €[lm - 1]}.
s=1 s=1

Data-driven choice of filter within this class relies on the same principle of the
unbiased risk estimation, and we shall provide an oracle inequality for this approach.

This chapter is organized as follows. Oracles inequalities are summarized in Sec-
tion 2 and their proofs are given in Section 3. In order to illustrate numerically
oracle inequalities, we provide in Section 4 some simulation results.

2.2 Oracle inequalities

2.2.1 The Akaike method

We start our series of oracle inequalities with the classical Akaike method defined
by (2.4).

Theorem 1 Uniformly in § € R™ and v € (0,1)

. R(H)  2¢? [1 1
Ey|lh4Z — 0|? < + ~ 4+ , 2.9
! A T T eye) (29)
where (] o
Ur) =—-1- W, x € (0,1/2) (2.10)

and the oracle risk R(0) is defined by (2.5).
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Statistical sense of this theorem is very transparent. Let us consider two typical
situations:

e parametric estimation R(f) < &
e non-parametric estimation R(6) > 2.
In the first case, taking for instance v = 1/2, we get the following upper bound

E,|h"Z — 6]> < CR(9),

where C'is a constant. It means that when f is a polynomial of a given small degree,
we cannot mimic well the oracle risk, but the losses are not very crucial. On the
other hand, in the case of non-parametric estimation, (2.9) reveals that the Akaike
criterion works nice. Indeed, assuming that ~ is small, we get from (2.9) and the

Taylor formula B
Eo||h*Z — 0] < R(0) + yR(0) + 67"

and minimizing the right-hand side of this inequality with respect to v, we arrive at

_ 24 2
Eo||h4Z — 0] < R(6) {1 I B ]

R(6)

This upper bound certifies that the Akaike method mimics well the oracle risk.
While Theorem 1 provides only an upper bound for Ey||[h*Z — 6]|* the next
theorem controls large deviations of [|h1Z — 6| from R(6).

Theorem 2 Uniformly in § € R™ and v € (0,1)

-4 9 82z .
P@{(l — DN Z = 0|7 > (1 +~)R(0) + W} < de ", (2.11)

2.2.2 Model selection approach

Theorem 1 can be viewed as a special case of oracle inequalities related to model
selection methods. We refer interested readers to [2] and [3] for a motivation and
mathematical backgrounds of this approach. For the polynomial fitting problem, the
model selection approach provides us with the following data-driven filter

n—1 n—1
hE = arg min{Z[l — WPZE+ Ke*) hk}, (2.12)
her™  Li=o k=0

where K > 1 is a constant. Let

n—1 n—1
_ 2 2
RX(0) = ’gfr}‘{;g [1— h]07 + (K —1)e th} (2.13)
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Statistical properties of this approach are described by

Theorem 3 Uniformly in 6 € R" we have
i) for K > 2 and for any a € (0,0.5)

- 1
B 12— ol < 22| R0

(14 a)e? 2e?
L +(1+0z)U1(a)}

i) for 1 < K <2 and for any o € (0,K — 1)

2 2
B, |A5Z — 0] < 1+« { K(g) 2(1+ a)e Ke ]

K—l—a P —Kt20 (U+a)lU ()]

It can be shown that these upper bounds cannot be substantially improved uniformly
in 0 € R" (see [12]).

2.2.3 Convex linear combinations of projections methods

Let
n—1 n—1
M = arg min{Z(l — )7} 427 hk} (2.14)
helt Uilo k=0

be the data-driven filter within the family of all linear combinations of M > 2
projection filters.

Theorem 4 Uniformly in § € R™ and v € (0,1)

_ 1 M M
Eol|hMZ — 0|I? < ——<{ min R(O.h) + 22| — + —— | }.
oz - o < g 100 4224 i

Notice that this upper bound is good only when the number of projection esti-
mators involved in the convex combination is small. For the case of large M we refer
the interested readers to [19)].

2.2.4 Adaptive estimation with an unknown noise variance

In this section, we focus on the adaptive fitting with an unknown noise variance.
As it was mentioned above, we use in this case the data-driven filters defined by
(2.6)-(2.7) and our goal is to control their risks in terms of the oracle risk from

(2.8).
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Theorem 5 Uniformly in 0 € R™ and v € (0,1)

] 1 C\RT(0)] 27 22
iy _gize L o[ GRO) T
A = R o R

where Cy is a constant.

Theorem 6 Uniformly in § € R™ and v € (0,1)

- 1 CoRT(0)]  2&2 2¢?
E|h¢Z —0||> < ——<{ RT() |1 + ——2 —_—t — 2
ol I"< 1—7{R ( )l A RS TOVs R &

where Cy 15 a constant.

Typically RT(0) is very close to R(6) and the ratio R (#)/(ne?) is small. There-
fore both methods should work like the Akaike criterion in the case of known noise
variance. Our simulations in Section 2.4 confirm this fact.

2.3 Proofs

The cornerstone idea of the proofs presented in this chapter is based on two
simple probabilistic facts.

Lemma 1 Let W(t) be a Wiener process. Then for any o > 0

P {sup {W(t) _ %t] > x} < exp(—az).

t>0

Proof. This well-known fact follows from the Doob inequality. It suffices to note
that the random process ((t) = exp [OzW(t) — a?t/2] is a martingale. M

Lemma 2 Let £ be i.i.d. N'(0,1). Then

P { sup {i(gf —1) = U(a)(k + 1)} > az} <e ™ ac(0,1/2) (2.15)

k>0 s=0

P { sup {iu — &) —alk + 1)] > :c} <e ™ a>0, (2.16)

k>0 s=0

where U(-) is defined by (2.10).
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Proof. Let Fi, = o(&,...,&). For a given a € (0,1/2), denote

Since

E exp [a Sz:(gf — 1) —aU(a)(k + 1)} =1,

Nk is a martingale, then (2.15) follows from the Doob inequality.
In order to prove (2.16), we consider the martingale

k
i = expa Y (1- €) — aU )+ 1),
s=0
where
1
U'(a) =1— % log(1 4+ 2a).

It is easy to see by the Taylor formula that U*(a) < a. Therefore (2.16) is proved
by the Doob inequality. W
In the context of data-driven fitting, Lemmas 1 and 2 can be rephrased as follows

Lemma 3 Let &, be i.i.d. N'(0,1). Then for any data-driven filter heH"

E rz_l(l — ) Ou — anzl 1— ) 292} < L) (2.17)

k=0 k=0
and
—; 2 — =" L'(p)
E h —1)— h < — 2.18
|:kZ:0 k(fk ) Oékzzo k::|Jr = [Ufl(oz)]p ( )

where I'(+) is Gamma function and a,p > 0.

Proof. In order to proof (2.17), consider the Gaussian process
Eh)=>_ 0(1 — hy) 0k indexed by h € H™. It is easy to see that this process coin-
cides in distribution with W (3} (1 - hi)?0%), where W(-) is a standard Wiener
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process. Therefore by Lemma 1 we immediately get

n—1 n—1
E [2(1 — ) OkEr — az (1 — hy) 292}
= +

k=0 +
n—1 n—1 p
= E max [W (Z(l — hk)zﬁ,z) — (1 — hk)Qﬁz}
hemr k=0 k=0 +

The proof of (2.18) follows from similar arguments and Lemma 2. W

2.3.1 Proof of Theorem 1 and Theorem 2

It is based on simple algebra formulas. Let h be an arbitrary data-driven filter.
Then we have

n—1
1hZ =012 = (hZi — Zi, + &)
k=0
n—1 n—1
=:71 (2.19)

Il
—_——

(1 — hy)2Z}E + 2¢2 y }—e ng
k=0

k=0

n—1
+2e Z(ilk — 1)0x& + 26 Z hi (&5 = 1)
k=0 k=0
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On the other hand, for any v € (0,1) we can decompose the estimation error as
follows
1hZ = 0| = (1 = N|hZ = 0| +~[|hZ - 0]*
n—1 n—1

= (1 =NhZ = 01> + 7> (1= hy)*0; + 4> > &
k=0 k=0

n—1
n—1
=Rz 0 YR 220
k=0
n—1 n—1
> (1= )07+ Y hi(& - 1)
k=0 k=0
n—1

Recalling the definition of h* (see (2.4)), we have that for any given h € H"

n—1 n—1 n—1 n—1
{2(1 B ZE +22°) B,{j} < {2(1 — W) Z} 422 hk}
k=0

n—1 n—1 n—1
SROM) +2D G420 (1—h)*0&+2> Y (hi —2h) (& — 1).
k=0 k=0 k=0

Therefore, combining this inequality with (2.19) and (2.20), we obtain
(1- )||BAZ —0||> < R(0,h)

+2<€Z 9k§k—72 — hi)*6;

n—1 n—1
_ _ 2.21
+ (2= G —1) =) b (221)
k=0 k=0

n—1 n—1
+26 > (1= hp)bele — 2> (& — 1).
k=0 k=0

Finally using Lemma 3 to control two remainder terms in the above inequality, we
get

Rl N k)
L =Bollh"Z = 6] < RE) + — + =i,
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thus finishing the proof of Theorem 1.
In order to prove (2.11), we rewrite (2.21) as follows

4
(L= NNR*Z = 0> < (L+7)R(0,1) + ) X, (2.22)
s=1
where
n—1 n—1
x1=2e Y (bt = 1)6& — 7> (1= h)%6;,
k=0 k=0
X2 = 252 (1 — hi)Okés —’yz — ;)62
n—1 - n—1
Xs = (2= & —1) =7 Y B,
k=0 k=0
n—1 n—1
Xa =Y m(1=&) =" > ()
k=0 k=0

where h; = arg mingepn R(Q h).
It is easy to see that U~!(v/2) < /2. Then, by Lemma 1 we get for any y > 0

o) <P )
Pixi = = SPX <oV,
{ T UT(/2) "2
) ez Ta)
Ply,>——2 L <P CYL oo
{ ST U(1/2) /2
On the other hand, Lemma 2 yields
25y } _
P<xs > <e™Y,
{ *2 TG/2)
P 8273; <P > 827y <P > 82_3/ <eV
R C7E) R A 70 A G S
Therefore (2.11) follows from (2.22) and the trivial inequality
4 4
P(in > z) < ZP(Xz’ > 2/4)
i=1 i=1

which holds true for any random variables y;. W

30



Yun CAO

2.3.2 Proof of Theorem 3
Rewrite (2.19)) in the following form

n—1 n—1

Eo|h5Z — 0| = EQ{Z(l W2+ (K - 1)) ﬁf} — ne?
k=0 k=0
n—1 n—1
+28%Bp Yy hf(§ —1) = 2eBy > (1 hf )0 (2.23)
k=0 k=0
n—1
)82E9 Z }_I,i(
k=0
According to the definition of h¥,
n—1 nfl
EQ{Z@ A 1)e? } < R®(0) + ne.
k=0 k=0

Thus, combining this inequality with (2.20) and (2.23), we get
(1— )EQHEKZ —0]]> < R™(0)+

n—1

+ 2By Z 1)0,&x — YEy Z (1 — hI)%0?

+(2—7)e"Ey Z RE(E2 = 1) = (2 — 7)ac’E, "Z < (2.24)

+[2-10+a)- QEQZhK

If K > 2 we chose
2c

TS 1va
It is clear that in this case (2 —¥)(1 + ) — K < 0 and we obtain from (2.24) and
Lemma 3 the following upper bound
1- (1+ a)e? N 2e?
1—|— (14+ o) U Ha)
thus proving the first part of the theorem. On the other hand, if K < 2 we take

16(R%) — 0| < R¥(6) +

_242a—-K
7= 1+«
and by the same arguments we arrive at
K—-1l-a_ - 2(1 + a)e? Ke?
Eo||h*Z — 0> < R¥ (0 . n
14+« ol I = ( )+2+2a—K (1+a)UY«a)
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2.3.3 Proof of Theorem 4

We begin with a simple generalization of Lemma 3 for class of all convex combi-
nations of M projection filters.

Lemma 4 Let & be i.i.d. N(0,1) and p > 1. Then for any o > 0 and any data-
driven filter h € Cy; we have

n—1 P

n—1
- - I'(p) M?P
k=0 k=0 +
and
& —1)—a ] < — 2.26
k=0 ’ k=0 ’ L U )P
Proof. Since h = - Ak, where h, € H", we have by (2.17)
n—1 ) n—1 . p
E {Z(l - hk)‘gkfk - &Z(l - hzf@%}
k=0 k=0 +
n—1 M ~ n—1 M R 2 P
=E [Z > A1 = ho)bis — o (Z As(1 - hs,w) ez}
k=0 s=1 k=0 ‘“s=1 +
M n—1 ~ n—1 ~ P
<E [Z A (Z(l — he)Or&r — X > (1 - hs,k)Qei)]
s=1 k=0 k=0 +
M n—1 n—1 P
- z A I'(p)M?
< MP'E p 1— — 1— 2021 <
< 521 AL L:O( s ) Ok — s kzzo( i) 919] = 2ap

Inequality (2.26) is proved by the same argument and the following inequality
U t(\x) > AU (z)

which holds true for any A € (0,1). Its proof follows directly from the Taylor formula

and from the fact that U~1(-) is a monotone function. M
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Lemma 5 Let & be i.i.d. N(0,1). Then for any o > 0 and any data-driven filter

hecr

n—1 n—1

. . 1
ED (1 hy)’0ué —aE ) (1 —hy)’6; < o

k=0 k=0
n—1

B ()1 - €) — aB S () <

k=0 k=0

el

(2.27)

(2.28)

Proof. For a sequence z; denote by Az, differences between adjacent elements of
x i.e. Arp = xpy1 — 5. Notice that for h € Ch; we have ho =1 and hk > hkﬂ
Therefore using the Abel formula (discrete integration by parts), we obtain

n—1 n—1
> (1= h)Oe& —a Y (1 — )6}
k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
== (1= h)PAY 0.8 —ad (11— )6
k=0 s=k k=0
n—1 n—1 ) n—1
=D ) LA =)’ —a ) (1—h)%6;
k=1 s=k k=0
n—1rn—1 n—1
= Z{ 0,6, a20§} Al = hi_1)
k=1 “s=k s=k
n—1 n—1 n—1
< sup [Zesgs_azeg} A(l_hk 1) —
k=1 P s=p s=p

The rest of the proof of (2.27) follows from Lemma 1 (see also the proof of Lemma
3). The inequality (2.28) can be proved by the same argument based on the Abel

formula and (2.16). W

Proof of Theorem 4. It follows the main lines of the proof of Theorem 1. By

the definition of A we have

1 —
{Z (1—hi222 4 262 ZhM}
k=0 k=0
n—1

k=0 k=0

= inf R(0,h) + &*n.

hE M
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Therefore, combining this inequality with (2.19) and (2.20), we get
(1 —Eg||hM”Z — 0| < inf R(6,h)
hecy,

n—1 n—1

k=0

n—1
k=0
n—1 B n—1 B
+22°Ey Z Wt (&= 1) =7 (1 = 7)e’Ey Z[hﬁd]Q
k=0
n—1

+75EGZhM (1—¢2)— QEGZhM

Finally, we use Lemmas 4, 5 to control the remainder terms at the right-hand side
of the above inequality. So, using that M > 2 and v € (0,1), we get

(1 7Eg|h"Z — 0|> < inf R(0.h)
hecr,

2M(1 — 2 2Me?
+ 2% + (1= 1 2 + v2€2.

ol U= y(1 —7)/2]

thus finishing the proof. W

2.3.4 Proof of Theorem 5

In the rest of the chapter, C' will denote a generic constant, which may change
even within the same equation. Denote for brevity

n—1
Rl = P
k=0

The proofs of Theorem 5 and Theorem 6 rely on two simple ideas. The first one is
related to the fact that a good adaptive filter & cannot have a very large bandwidth.
It means, for instance, that the norm ||A[[; can be controlled by [[A*||1, where h* =

argmin R(0,h). The second idea is that the variance estimate ||hZ — Z||*/n always
heH™/4
provides a good upper bound for the unknown noise variance.

Lemma 6 For some constant C

Eq||h7 |} < C[R(0,1") /7], (2.29)
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Proof. It is clear from the definition of h? that
[P Z - Z|? o Iz - Z|?
1—=2[[hB|ly/n = 1 =2[|h*|ls/n’

This yields immediately

n—1

In°Z — Z|*+= IIhBZ ZIPIRP )~ )&

) L (2.30)

2 - 217 %2

< ——=¢ .

LS 2

It is easy to check by a simple algebra that
|hz — Zp 2“112 5(R(0. )]
0|l ————— — € < . (2.31)
l1—2||h*||1/n ,; T =2k /n)?

Therefore it remains to bound from below the left-side of (2.30). We have

n—1
_ 2 _
157 — Z||* + ;IIhBZ = Z|P|In" - e )&
k=0

2|AP[h Y 2
> e (1+ 20 )—5§¥4
(HQHhB”l){ zenzl 1— hP)&0 —2(1—h’3)202}
k JSEVE k
k=0 +

(2.32)

k=0

2||hB|| n—1 1 n—l_

S (e DMESIE 3
=0 k=0 +

By Lemma 3 we obtain
n—1 2

9 B n—1
E9<1+ I ”1) [ 282 1 — h5)&nb, — Z(1—h3)29§} < Cet
=0 i (2.33)

2Hh,B”1 2 rn— 1 1nilfB 2
Epl 1+ =) D (G —1)— Eth <C.
k=0 k=0 +
Denote )
2 — 7 1
A:{go,...,énlzgxfz—izg}.
k=0
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Since ||h®||; < n/4, we obviously get

1(A) E <1 + QHhBHl) - %niéir =0

n

and

1(A0)lg<1+2||h3”1) ng} < 1(A%) [Z( +@)]2§41(AC).

Therefore with (2.30)-(2.33) we obtain

7 B2 5[R<‘97h*)/52]2 2 c
E < + C 4+ n°P(A°).
9||h ||1 > (1 QHh*Hl/n)z C+n ( )

To finish the proof, it suffices to note that in view of the Markov inequality

P(AY) — {%:2221—@ f}<exp( Cn). m

Lemma 7 Let h € H" be an arbitrary data-driven projection filter. Then

hz — Z||*1? 054 C’s

n i -
Proof. We have

7 n—1 n—1
9 ||hZ — Z||2 g2 9 2e2 =
3 " E (1—¢&)+ i

n
k=0 k=0
1 n—1 2 n—1
- _ 7 \2p2 == _ 7 \2
== D (=m0 = =D (1= )0t (2.35)
k=0 k=0
52 n—l 52 n—l
e 7 2 = 2
+- hi(& — 1) - th
k=0 k=0
Since
n—1 2
1 2
E|- 2_D| == 2.36
> @-) -2 (2.36)
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it remains to control the last two lines at the right-hand side of (2.35). By Lemma
3 we get

n—1 n—1 2
Ey {—25 > (1= h) 08— (1— hk)Qe,i] < Cet,
k=0 k=0 +

Finally combining these inequalities with (2.35)-(2.36), we arrive at (2.34). W

Proof of Theorem 5. We can easily complete it with Lemma 6 and Lemma 7.
The idea is to bound from below the right-hand side at (2.30). First of all note that
from (2.30) we get

_ 2 _ _
Eo||hPZ — Z||> + gEguhBZ — Z|]2|| Py — ne?
= Ey||n"Z — Z|] — *n + 26°Ey||h ||, (2.37)

[HhBZ—ZHQ . } _ R

2Eq||h”? —
+ 2Bl = T2

The first three terms at the left-hand side can be controlled by a simple algebra and
Lemma 3. Using (2.20), we get

Eo||hPZ — Z||* — £*n + 2e?Ey|| AP ||,
n—1 n—1

= Eg|[hPZ — 0|” + 2eEp Y (1 — h)0k& +25°Eg ¥ hP(1— &)

= (1= 7)Eq[Ih"Z — 0]

n—1 n—1
+ 2¢Ey Z(l — hi)0kék +YEg Z(l — hy)?0;
k=0

n—1

(2 —~ EEQZ}LB — &) +752E92h3

Next in view of Lemma 3, we obtain

Eo||hPZ — Z||* — £*n 4 2% Ey|| WP,
2¢2 2¢ (2.38)
> (1=Eo||hPZ — 0| — — — T~/
v (v/2)
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The last term at the left-hand side of (2.37) can be bounded by the Cauchy-Schwarz
inequality and Lemmas 6, 7:

1h?Z — Z]?

- Wz — 7|2
EGHhBHl || - || _52:|

> —EenBBnl[e? _

SRL08 O, CIROP

This inequality and (2.37)-(2.38) complete the proof of the theorem. W

2.3.5 Proof of Theorem 6

It is quite similar to the proof of Theorem 5. The only difference is related with
the inequality (2.30) which is now replaced by

n—1
_ 2 _ _
1“2 — Z|* + 5!\th — Z|PIRC N = > &
k=0 (2.39)

Wz -Z2
RO IV E Zé

This inequality follows immediately from the definition of ¢ and the elementary
inequality

m21+x z €10,2).

It is not difficult to check that

Iz — z|? 5[R(0,h*)]?

o [(1—||h*|| Dk ka] < AR (2.40)
1h*Zz - Z| R(0,1)

Ho {(1— |h*||1/n)? ng:| = (1= |[h*][/n)? (2.41)

Therefore we get from (2.39) and (2.40) (see the proof of Lemma 6)
Eq||h€|[T < C[R(0,h7) /€],

Using the above inequality and (2.39)-(2.41), we complete the proof of the theorem
(see the proof of Theorem 5 for more detail). W
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2.4 Simulations

In this section, we illustrate numerically Theorems 1, 5, 6. Our principle idea is
to measure statistical performance of a data-driven filter h by its oracle efficiency

defined by
= infheHn Eg”hZ—¢9”2

eor(0,h) = =
Eo|[nz — 0]
Obviously, we cannot compute this efficiency for all 8’s. Therefore we choose a

sufficiently simple but representative family of vectors #. In what follows we shall
use the following linear family

_ ac iy
k(a) = W’

where a is called amplitude, W bandwidth, and m smoothness, and p; are i.7.d.
random variables taking values —1, 4+ 1 with equal probabilities. We shall vary a in
a large range and plot e, (6(a),h) as a function of a. The parameters m = 6 and
W = 6 are fixed. In other examples of (W,m) the authors looked at, simulations
showed that the oracle efficiency exhibits similar behavior. Notice that for all data-
driven filters considered in the chapter, e, (6(a),h) does not depend on e. In our
simulations, this function was computed by the Monte-Carlo method with 40000
replications. The parameters of the numerical experiment (the coefficients 0y (a) and
the corresponding regression function) are shown at Figure 2.1. Figure 2.2 represents
graphically the oracle efficiencies for three methods: the classical Akaike method
with known variance (solid line), the method (2.6) (dashed line) and (2.7) (dash-
dot line). Even a quick look at this plot shows that all these methods work well:
the minimal oracle efficiency is of degree 0.3 and for moderately large a > 3 it
is greater than 0.7. We see also that the unknown noise variance does affect the
oracle efficiency. Moreover, at the first glance, what see here looks surprising: the
method (2.6) overperforms the Akaike criterion. In fact, this phenomenon is not
very surprising, since it illustrates the fact that the principle of unbiased estimation
is not optimal. There exist more efficient algorithms based on the idea of risk hull
minimization (see [4] for detail).

We finish this section with very short comments on numerical properties of the
convex combination of projection methods. From the asymptotic viewpoint (see
Theorem 4 and Theorem 1), this method should work better than the simple pro-
jection technique since

min R(0,h) < min R(6,h).

hecr, heHn
On the other hand, the remainder term in Theorem 4 is greater than that one
in Theorem 1. So, for small data sets, the real advantages of the method based
on convex combinations are not clear. Moreover, in majority numerical simulations
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Fourier coefficients Regression function
1
05 1.2
| j
0 I l T >
0.8
-0.5
0.6
0 5 10 15 20 0 02 04 06 0.8 1
Order of polynomial X

F1G. 2.1 — Model parameters for h*, h®, and h®

Efficiency
o
(=]

0.5F
041
/ method A
03y ~ — ~method R®|
~ ~ method R®
02 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Amplitude

F1G. 2.2 — Oracle efficiencies of h4, h? and hC.
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Fourier coefficients Regression function
1 . . .
1.4
1.3
05
1.2
1.1
11 ¢ ¢ oo >
O ||ll Ltttz 1
| 0.9
0.8
-0.5
0.7
0 10 20 30 40 0 02 04 06 0.8 1
Order of polynomial X

FiG. 2.3 — Model parameters for the convexr combinations approach.

1.2

The Akaike method
1.1F — — — Convex comination, M=2 |

Efficiency
© o o o o o
N (4 [0} ~ @ © =
;

o
w

o
N

[0} 20 40 60 80 100
Amplitude

Fi1G. 2.4 — Oracle efficiency of the convex combination of two projection estimates.

we looked at, the performances of both methods are similar. However, the convex
combination exhibits better performance for slowly decreasing 67. We illustrate this
effect in the next numerical experiment with parameters shown at Figure 2.3. Here
m = 2, W = 6; the number of Monte-Carlo replications is 2000. The oracle efficien-
cies of the simple projection Akaike filter (solid line) and convex combination of two
projection estimates (dashed line) are shown at Figure 2.4. We see that the convex
combination works only slightly better than the standard method. On the other
hand, we would like to draw attention on the fact that the numerical complexity of
the convex combination approach is rather hight.
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Chapitre 3

On adaptive regression estimation
by smoothing splines

3.1 Introduction and main results

The classical spline, a wooden beam was probably invented to draw ship hulls.
The earliest available mention of a spline (see Fig 3.1) seems to be [9]. Nowadays,
computerized splines are widely used in various engineering applications. In sta-
tistics, splines are often viewed as a basic tool since they provide a very efficient
smoothing technique. We refer interested readers to [10], [14] and [27], where nume-
rous examples of splines applications can be found. This chapter focuses on some
statistical problems related to data-driven methods for choosing the spline smoo-
thing parameter. For simplicity, we will deal with the Gaussian regression assuming
that we have at our disposal the noisy data

Y= f(X;) +oe, i=1,...n, (3.1)

where X7 < Xy < ..., < X, are known design points onto [0,1], and ¢; are i.i.d.
N(0,1). The function f(z) is assumed to be unknown but smooth and our goal is to

N O 7.% '?T.::;. pE Tig g
Li;@'q— o | : 4, A
. - h '}

'l:r..-. n:r.-ni_-'-:n-a!-
[Tk

Fi1c. 3.1 — Mechanical spline
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estimate this function on the basis of Y,....Y,. In this chapter, f(z) is recovered
with the help of a smoothing spline which is defined as a solution of the following
optimization problem

1 2 L) o2
folo) = argmind Yl - SOOP +a [ FM@Pa) (2

i=1

where f(™(.) denotes the derivative of order m and o > 0 is called smoothing spline
parameter. The most remarkable numerical properties of fa(a:) is due to the Reinsch
algorithm which enables to compute the spline in O(n) operations (see the Appendix
A for details). We measure the quality of fa(x) by the mean square risk

R(farf) = By ST = Ful X

where E stands for the expectation with respect to the measure generated by
Yy, ...,Y,. Obviously this risk depends on a and the main goal in this chapter is to
study certain data-driven methods for choosing this parameter. We restrict ourselves
to the principle of the unbiased risk estimation (see [24]) which is very popular in
statistical applications. The motivation of this method, going back to [1], [18] and
[22], is rather transparent. Since the optimization problem (3.2) is quadratic in f,
fa is a linear functional of Y = (Y1,...,Y;)T, and thus

£, =29.Y,

where f, = (fo(X1), ... fa(X )T, Y = (Y1,....Y,)7 and S, is a n X n matrix.
Therefore we obviously have

R(farf) = Ellf = S.Y*/n = [|(I = SEI*/n+ o*tx(SaSy ) /. (3.3)

The main idea of the unbiased risk estimation is to minimize the right-hand side
at (3.3) on the basis of the observations. Replacing |[(I — S,)f|| by its unbiased
estimate, which can be easily computed since

E|(I - S)Y|? = |[(I = S2)E||2 + o*n — 20%r(S,) + o2tr(SaST)

we arrive with (3.3) at the following data-driven choice:
d::argnﬂn{”YV—SQYWFA%QU%IQQQ}. (3.4)
a>0

From the practical viewpoint, this method has a small drawback because & depends
on o2 which is hardly known in practice. Fortunately, there is a simple trick to
overcome this difficulty. Let us estimate o2 by

62 =Y = S, Y| /n
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and plug-in this estimate in (3.4). Thus we get
i o arg mm{nY — 8. Y|? [1 + 2tr(Sa)/n] }
a>0

In practice, a slightly modified criterion is typically used. To motivate this method
let us note that tr(S,) can be viewed as an effective dimension of the smoothing
spline. So, the spline method provides a visible data smoothing if tr(S,) < n. In
this case, the set of admissible o can be reduced to tr(S,)/n < 1, and therefore by
the Taylor formula

[1+2tr(S,)/n] = [1 —tr(S,)/n] 2

Thus, we get the following method

1o = arg min ”Y_SQYHQ
eV = A T L = 1(Sa) /)2

(3.5)
which is called generalized cross validation (GCV). Notice here that there is a very
effective numerical algorithm for computing dgeov (see [14] for detail).

The main goal in this chapter is to provide the so-called oracle inequalities related
to & and dgev. In other words, we are looking for uniform upper bounds for R( Farf )
and R(fape,.f) in terms of the risk of the oracle infy R(fa,f). Our first result
concerns the method of the unbiased risk estimation.

Theorem 7 Uniformly in f and v € (0,1)

R 1 . Co?
R(fa.f) < ﬁ{ing(faaf) + %} (3.6)

Here and in the rest of the chapter, C' denotes a generic constant, which may change
even within the same equation.

The case of the unknown noise variance is more complicated and we could not prove
a similar fact for the original GCV method without restrictions on possible values
of a. Therefore we consider the following truncated GCV criterion

. o Y =S Y|P
Qg = argmin

wctr(doy<yn L — tr(Sa)/n]2’ (3.7)

Theorem 8 Uniformly in f and v € (0,1)

R 1 , A 117 Co?
R(fag,f) < ﬁ{a:tr(gigg\/ﬁR<fa7f) [1 - %} + R—V} (3.8)
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Unfortunately, the precise evaluation of the constant C' in Theorem 7 and 8 is a
very delicate problem. Our estimate of C' by the Monte-Carlo method gives C' < 3.

Remark 1. It seems at the first glance that the difference between agcoy and ag may
result in different oracle inequalities. However, if the underlying regression function
is sufficiently smooth, then

i R Aaa = in R Aou .
omin (fa,f) = min R(fa,f)

A heuristic explanation of this equality is based to the fact that tr(S,) is related to
the effective dimension of the linear space used by the spline method and therefore,
tr(Ss) = O(tr(S,ST)). Obviously, smooth functions can be well approximated by
linear spaces with low dimensions thus resulting in min, R(fa.f) < O(o2n~1/2).
This means, in view of (3.3), that

argmin R(fa,f) € {a: tr(S,) < V/n}.

Notice also that the rate of convergence O(c?n~'/?) means that the underlying
regression function has Sobolev’s smoothness 1/2.

Remark 2. In fact, the condition {« : tr(S,) < /n} can be relaxed to {a : tr(S,) <
n/5}. However, in the latter case, the proof of Theorem 8 becomes cumbersome and
therefore we have preferred, in this chapter, to present a less general but more
transparent proof.

Standard mathematical applications of Theorem 7 and 8 are related to asymp-

totically minimax (n — 0o0) convergence rates on Sobolev balls. Let W5*(L) be the
Sobolev ball

wp) = {7 [ e <}

and suppose that the performance of an estimate f () is measured by its minimax
risk

n(f) = s B3I - FOXP

fewg (L)
Then, under mild assumptions on the design X;,7 = 1,...,n, combining Theorem 7
and 8 with the lower bound from [21], one can show that n — oo
ir}f r(f) = (1+ o(1)k(m)ra(fag) = (1+ o(1))k(m)ra(fa), (3.9)

where inf is taken over all estimates and the constant x(m) < 1 represents the effi-
ciency of the standard smoothing spline (3.2) with respect to the asymptotically best
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estimator. For mathematical details, we refer the reader to [23] and [20]. Equation
(3.9) yields, in particular, the following well-known fact

>0

E max[W (t) — ut]}. < %7 P, >0,

was at the very core of our approach. For smoothing spline methods, we need similar
facts but for essentially more general random processes. Therefore following to [17],
we introduce a very simple notion of zero mean ordered process £(t) characterized
by the property E&(t)E(t2) > min{EE%(¢,),EE%(ty)}, and show with the standard
chaining argument (see for instance [26]) that

Emax[é(t) — pEC (O], < SO

>0 ur

We will see that this inequality results almost immediately in Theorems 7, 8.

3.2 Proofs

3.2.1 Preliminaries

We begin with a standard linear transformation of the observations, which en-
ables us to simplify numerous technical details. Recall that the design points X;,i =
1,...,n, are assumed to be different and belonging to [0,1]. Let {¢r(z), k =1,... n}
be the Reinsch-Demmler basis (see [8]) defined by

1 n
" D o Xi)pi (Xi) = i,
i=1

1 (3.10)
| @@ do = 2,
0
O=---=0< N\, <<\,
where 0;; is Kronecker’s delta. The eigenvalues A;,k = 1,...,n, are related to Kol-

mogorov’s diameter (see [25] for detail) of the Sobolev ball

wp) = {1 [ wpa <}

Geometric arguments behind the motivation of Kolmogorov’s diameter are rather
simple. To explain this fact, suppose we want to approximate functions in W2* by
linear methods. It means that for given functions ¢;, i = 1,...,n we are interested
in the maximal approximation error

D¥(¢) = sup inf L i {f(Xz') - gck@c()ﬁ)r-

=1

47



CHAPITRE 3. ON ADAPTIVE REGRESSION ESTIMATION BY
SMOOTHING SPLINES

Then Kolmogorov’s diameter d is defined as the minimal approximation error by
dN:ggDN@)

where inf is computed over all functions ¢,k = 1,... N. With a relatively simple
algebra one can show that the Reinsch-Demmler basis provides the Kolmogorov
diameter of W7, i.e.

dV = DN(‘P) = )‘X/lﬂ-

Using this basis, we make the following linear transformation of the observation:

1 n
zz,::;igg;yg¢k()g):=:ek4egk, (3.11)
where
O = L if(Xi)ka(Xi)a & = L iﬂ%(){i), e=—".
n =1 \/ﬁ =1 \/ﬁ

Obviously, the statistical model (3.11) and (3.1) are equivalent and therefore we deal
from now on with (3.11). Notice that the risk of an estimator f can be rewritten in
terms of (3.11) as follows

n R R 1 n R
:EZm—m{wme@:EZﬂxwx
k=1 i=1

It is also easily to check, in view of (3.10), that the smoothing spline admits the
following representation

. 1
th Zk(pk , with hk<Oé) = 11 o
k

and its risk is computed as follows:

n

R(fasf) = R(B.h(0)) = S (1 = hy(a) weZhQ

k=1

Finally notice that & and &g can be expressed in terms of the observatlons I, k=
1,...,nas

n

d:argmln{Z[l—hk( )] Z,§+2€2||h(a)||1}, (3.12)

> L= m(@))*Z;

N k=1
ag = argm ) (3.13)
chlevi [L— @)/

where [[h(a)ll; = >k hu(a).
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3.2.2 Ordered processes and their properties

Our method of deriving oracle inequalities is based on a special class of random
processes. Let £(t), t > 0 be a random process with E¢(¢) = 0 and a finite variance
E&?(t) = o?(t) which is assumed to be continuous and monotone

o(ty) > o*(ty), ty>ty.
The process £(t), t > 0, is called ordered if it is separable and for all t5 > ¢,
E[{(t2) — £(t1)]* < 0%(t2) — 0" (1) (3.14)
Obviously this inequality admits the following equivalent form

E¢(t2)&(t1) > min{E&>(t,),EE(t)}.

Thus, an ordered process can be viewed as a natural generalization of the Wiener
process W (t) for which EW (¢;)W (t2) = min{EW?(t;),EW?(t3)}. We will see that
the class of ordered processes is sufficiently broad.

Denote for brevity

§(t1) — &(t2) .
VE[E(t) — £()]?

The main property of ordered processes is given by the following lemma.

AE (tl 7t2) =

Lemma 8 Suppose that there exists A > 0 such that

©(A) £ sup Eexp{AA¢(t1,t2) } < oc. (3.15)
t1,t2
Then there exists a constant C' depending on \ such that for all T > 0 and allp > 1
1/p
B sw [¢(t) - €(s)P| T < Cpo(T), (3.16)
t,s€[0,T

Proof. Notice that for p > 1 the function L(z) = log?(z +eP~!) is concave on (0,00)

since
B plogh? (:1: + ep_l)

(z+ ef’*l)2

In order to prove (3.16), we use the standard chaining arguments (see [26]). For
a given integer s > 0 define points ¢ on [0,7] by

L"(x) [p —1—log(z + ep_l)] <0.

k
o (t5) = 502@), k=0,...2°—1

and denote by 7° the set of these points. Let v be an arbitrary point in 7°. Then
we can find a chain i.e. the points 7, (u) € 7%, k = 0,...,s such that
o u=rT4(u), 0="719(u)
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o |0%(mi(u)) — o (Ti-1(u)] < 27¥+10*(T)
To verify that such points exist, one can imagine the standard binary tree. The
nodes of this tree at the level k are associated with the points t;‘?, j=0,....2F—1.
It is clear that there exists a unique way connecting u € 7° and 0 (top of the tree).
This way passes through nodes, which are denoted by 7;(u). So we can write

—_

S—

U= [Thya(u) — Te(w)]

iy
=)

and for two arbitrary points u,v in 7° we get

u=v =Y () — ()] - S freea(v) - 7o)

Therefore by (3.15) we have

[ sup fe(w) —wP] "

u,veTS

<23 [E swp [€(mn(w) - mw)r]”

ucTk+1
s—1

2

(]

[E sup | Ae(Tior (1), (1)) [P x (3.17)

0 ucTk+1

x [BIE(Tee1(w)) — €(rilw))F)"]

1/p

< 20(T) 22”“/2 [E sup ‘Ag(TkH(u),Tk(u))}p] Up.

5—0 ueTh+1
Next using the convexity of L(z), x > 0 and (3.15), we obtain

B sup |8 () )]

ucThk+1

< x| 3 Bewhadna(nw)] + ¢

ueT k+1
(k+1)log(2) +p—1 loglp(N)]
\ Tt

< %log (2" p(N) + 7] =

Substituting this in (3.17), we arrive at the inequality

B sup |é(u) ~£)P] " < Co(1)

u,weTS
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which proves the lemma, since by separability of £(t)

/p /p
(B sup [e(w) — €0)P] " = lmsup [B sup [g@w) )] . m

u,vel0,T)] §—00 u,veT*
Lemma 8 almost immediately results in the following fact

Lemma 9 Let £(t) be an ordered process satisfying (3.15) and such that £(0) = 0.
Then there exists a constant C' depending on A such that for all e > 0

Baplet) - eo*)]; < CCLTEE

, (3.18)

where [x]; = max(0,x).

Proof. Without loss of generality, we can assume that lim; .., 0%(t) = co. Then for
any integer k > 0 we define t(a) by

k
¢ ==
o (tue) = &
In what follows, we will use the following form of the Markov inequality

E‘mm-q

x4

EnP1{n >z} < (3.19)

which follows immediately from the inequality n*1{n > x} < |77|p’77 / :c}q.

Using that f(x) = 2P1{x > z¢} is monotone in x > 0, we have

[e.9]

Esup[¢(t) —ac®(t)]” <> E  sup  (O)L{() > ac’(t)}

120 k=0 t€[tr () th41()]

< E sup fp(t)l{f(t) > aaQ(tk(a))}

i—o  t€ltr(@)tkt1(a)]

<D E_ sw fp(t)l{ sup  E(t) > ozaz(tk(a))} (3.20)

o tEltk(@)tiy1(a)] ety (a)trr1(e)]
<E sup [{(1)]

0<t<ts (a)
+ Z E sup fp(t)l{ sup  &(t) > aa2(tk(a))}.
k=1 0§t§tk+1(a) 0§t§tk+1(a)
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By Lemma 8, the first term at the right-hand side of the above inequality is bounded
by

E sup €O < Cpor(ti(a)) = 2

(3.21)
0<t<t: (a) ar

whereas for the second term, in view of (3.19), we get the following upper bound

SE sw emi{ sw 5<t>zaa2<tk<a>>}

k=1 0<t<tk+1( ) O<t<tk+1(a)

<Clo+ar 3T
k=1

p

tk+1 _ Cp+ gt i 1
ka—»p"

[ao?(t aP

Setting ¢ = p + 2 in the above inequality and using (3.20) together with (3.21), we
prove (3.18). W

3.2.3 Examples of ordered processes

The simplest example of an ordered process is £(t) = &t, where £ is a zero mean
random variable with a finite exponential moment E exp(A{) < oo with some A > 0.
As we have already mentioned, the Wiener process W (¢) is an ordered process. At
the first glance, £t and W (t) are quite different, but from the viewpoint of Lemma 9
they are equivalent. Of course, the distribution of max;so[W (t) — at] is well-known

P — >axr = —2ax).
{I?%X W(t) — at] > z} = exp(—2az)

The following two examples play an essential role in adaptive estimation. Let

Hy(u) € ]0,1] be a non increasing sequence in k and such that

Hy(p2) > Hy(pq), for all pg > ps and k=1.2,...
lim Hy(p) =0, k=1.2,...

p—00

(3.22)
Consider the following Gaussian process

= [1— Hy(1))0x&.

k=1

where & are i.i.d. N'(0,1) and Y ;- 67 < oo. It is easy to see that & (¢) is an ordered
process. Indeed, in view of (3.22) we have for t; < t;

E¢H(t) = ) [1— Ho(t)]6; < ) [1 = Hy(t)][1 — Hi(t2)]6
§

k=1
= E&i ()& (ta),
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thus proving that &;(¢) is an ordered process. Lemma 9 can be rephrased as follows.

Lemma 10 Let Hy(-) satisfies (3.22), then for all o > 0

E sup {iu — Hp(1)]0x&r — ai 1 — Hy(p ]292} < @. (3.23)
r20 Ly + of
and . . )
Esup [2[1 — Hi(0)]20,&, — az 1 — Hy(u ]404 < Coif). (3.24)
n20 Loy +

In order to prove (3.24), it suffices to note that if Hy/(-) satisfies (3.22), then H; () =
2H(-) — H}(-) satisfies also this condition.

The next important ordered process is defined by

ZHk (& — 1),

where & are i.4.d. N'(0,1) and Hy(t) satisfies (3.22). It is easy to check that

E&(t) < E&(t)o(h), th <t

So, in order to apply Lemma 9, it remains to check (3.15). Denoting for brevity

e}

1H (t2) = H(t)|* = ) _[Hilts) — Hi(1)],

k=1

we have

A o
=exp [_ﬂ!\H(tz) 0] ;[Hk(tQ) — Hy(t1)]

- %glog(l -G =) |

E exp [AA¢(t2,t1)]
(3.25)

Since obviously
max[Hy(ts) — Hy(th)] < [|H(t2) — H(t)|),

then using the Taylor expansion for log(1l — -) at the right-hand side of (3.25), we
get for A < 1/2
E exp [AA¢(ta,t1)] < exp(CA?),
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thus proving (3.24). Therefore using Lemma 9, we obtain the following fact.

Lemma 11 Let Hi(-) satisfies (3.22), then for all a > 0

EmaX[ZHk (€2 —1) —aZfF ] gcoif). (3.26)
and
B3 Hi)(1 - ) - aZH§<u>]p << (3.27)
k=1 k=1 +

The proof of (3.27) is quite similar to that one of (3.26) and therefore omitted.

3.2.4 Proof of Theorem 7

It follows the main lines of the proof of Theorem 1. Let & be an arbitrary data-
driven smoothing parameter. Then we can write

n

(@) Z —61° =Y [h(@) 2k — Zi + &

k=1

D (@) =122+ 22> (@) = &+ &
k=1 k=1 k=1

— {k:1[1 — hi(@))2Z2 + 22 i hk(&)} — ¢’ iéi

(3.28)
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Notice also that for any v € (0,1) the estimation error ||h(&@)Z — 6]|*> admits the
following representation

HM@Z—MVZ(-WMUZ—QF+NM®Z—QF

=1 =9ylMa)Z - 9W+7§:1—hk)]%+7§§:MA®F$

k=1 h=1
— 27e Z hi(@)[1 — hy(Q)]0kSk

(1)@ Z — O] + 7 (@) (3.29)

k=1

+ 72[1 — h(@))%07 + 72> _[hi(@)]*(6 — 1)

k=1

— 27e Z hi (@) [1 — hy(&)] 0k

Recalling the definition of h(&) (see (3.12)), we have that for any given h(«)

{j{:p_-»hk@@HQZg+252252;m(@)}

k=1 k=1

< {iu )Pz 12y hk<a>}

k=1 k=1

< R(8,h(cx +e§:§

23001 — IO + 2 [ — () — 1)

Therefore, combining this inequality with (3.28) and (3.29), we obtain

1 =E|h(&)Z 0|

< R(O1(0) + Bro0.h(a)) + Er(0h(a) + Ers(h(@)), 0
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where

ro(0.h) = 252(1 — )0 + €7 Z(l — hi)* (& = 1),

ri(6,h) = —252{1 — (147 —vhk}ek&—vZ (1= )63,

rg(h):»sQZ{th— [ ]}gk—1 e th .

To bound from above these remainder terms, we apply Lemma 10 and 11. It’s easy
to see that for any v € [0,1], (1 + v)hx(-) — vhi(-) satisfies (3.22). Therefore with
(3.23) we obtain

E71(0,h()) < Emax [—25 3 [1 — (14 ) (@) + yhi(a)} 0,81

n

— Y [1- () + @) )+

h=t . ) (3.31)
+ Emgx [fyz [1 — (1 +7y)hg(a) + ”yhz(a)] 03
Y ep| <<

In order to control Ery(h(d&)), notice that 2z — y? is a monotone function on [0,1]
for any v € [0,1]. It means that [2h(-) — vhi(-)]/(2 — ) satisfies (3.22), and by
Lemma 11 we obtain

: {%k(l )-alh(@P)] CC oo
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Therefore
Ery(h(a)) < Ce*y L.

To finish the proof, it remains to substitute this inequality and (3.31), (3.32) in
(3.30) and notice that Erg(6,h(e)) =0. M

3.2.5 Proof of Theorem 8

The main idea of the proof is related to the almost obvious fact that the statistics
|h(&g)Z — Z||?/n provides a good upper bound for the unknown noise variance.

Lemma 12 Let & be an arbitrary data-driven smoothing parameter. Then

h(a)Z — Z|? V2e? 2t S, .. Cg?
E|e? — | < “ED h - 3.33
5 S R A

Proof. We start with the following decomposition :

ha)Z — Z||? 2 &
o WQZZ2 S5 g
k=1

n

#2233l - ()] 3.3

+ % {Z[hi@ — 2h(@)](1 = &) = > _[hi(@) - 2@(@)@ .

k=1 k=1

The first term in the right-hand side can be easily bounded since

n

JE ST (3.39

k=1

To control the last two remainder terms, we apply Lemma 10 and 11. By (3.24) we
immediately get

n n

Ey [—25 D = h(@)P0e& — D [1— hk(&)]%ﬁ} < Ce?. (3.36)

k=1 k=1 +
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Our next step is to control the last term, which can be rewritten as

B [Z[hi(d) Com(@)(1— ) — SR - m(a)@
k=1 k=1
~ B[S0 - 2@ - ) § Solhk(a) — 2mu(al ]
k=1 k=1
‘B [1 S02A) — 2hy (@) — S k() — m«m]

4
k=1 k=1

Since 2hy(a) — hi(a) with a = 1/p satisfies (3.22), we get with the help of Lemma
11

Bsup| Yl (a) - 2ua(@l(1 - ) - § (@) - 2| <C
>0l k=1 +

and therefore

n

B [Z[hi(d) Com(@)(1 - &) - S Ra) - zhm)@
k=1 +

< B[S0 ~ 2@ - ) - § Slhila) - 2@

k=1 +

+E [Z[hk(d) - %hi(d)]Q +> [2h(a) - hi(@)]}

k=1 k=1 +
< Esup| Yolnila) - 2@ - ) - § SIhia) - ma)f]
a0 [\ —] k=1 +

+2E) hi(d) <C+2EY ().
k=1 k=1

Finally, combining this with (3.34)-(3.36), we finish the proof. W

Proof of Theorem 8. We prove this theorem with the help of two basic in-
equalities. The first one follows immediately from Lemma 12. Namely,

A _ 2 2
Jr

which holds true since Y ;_, hp(d) < /n.
The second inequality is quite banal
Ihaa)Z = 2> _ lh(eg)Z = Z|?

(1= [[R(ac) 1 /n]? = [1 = [In(ag)[l/n]* (338)
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where

ai = argmin R(6,h(a)).
a:f|h(e)[1<v/n

To combine these inequalities, we bound from below the left-hand side of (3.38) .
Using that (1 —x)72 > 1+ 2z, z € [0,1], we immediately get

2
1h(6c)Z = Z|P+~Ih(éa) Z = ZIPh(Ga) s — & Zﬁk

Ihat)Z - 217
= = (o) /P E:@’

and therefore

2
B|[h(66)Z - ZI + 2 h(ae)Z — ZIP|h(a |h—a§j@}

R(O.hag)) = llh(ag)h/n _ _ R(0,h(ag))
- [ = [|A(a)[ln/n)? — [ =[lh(er)]l/n]>

Next we rewrite this inequality in the following equivalent form :

E|h(aa)Z — Z|° = B ) § + 2¢°E|h(ag)|h
k=1 (3.39)

o) Z — 72
+ 2B o), 2 - P2 =2

R(0,h(ag))
= L= Alag)l/n?
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Using simple algebra together with (3.31) and (3.32), one can bound from below the
left-hand side of the above display as follows:

Ellh(66)Z - Z|* = B ) _ & +25°E||h(40) |
k=1

=E|h(ac)Z - 0||°

+2eE Y (1 — hy(66))0&, +25"BE > hy(de)(1— &)
k=1 k=1

= (1=7E|hac)Z — 0> +7E Y [1 - hu(aa)6;

+ 2¢E Z[l — (14 y)hi(ag) + vhi(ac)] 0k
k=1

(3.40)

+e"By Y _[2hi(aa) — vhi(Ga)](1 — &) +1e°E Y [hi(ae))?

. Ce?
> (1-E|h(aa)Z 0| - -

The right-hand side of (3.39) can be easily controlled since ||h(ag)|[1 < +/n and it
follows immediately from (3.37) that

~ _y 5 N ,
Jr

< Ce2.
Combining this inequality together with (3.39) and (3.40) we get

S5

thus completing the proof of this theorem. M

Bllh(dc)Z — 0]]* < -
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Annexe A

Aspects numériques des splines

A.1 Présentation générale de Splines

Aujourd’hui, les splines informatisées sont largement employées dans de différents
domaines de 'ingénierie et des mathématiques.

Dans le domaine du design, en construction automobile par exemple, les splines
sont utilisées pour approcher des contours complexes. Leur simplicité d'implémentation
les rend tres populaires et elles sont fréquemment utilisées dans les logiciels de dessin.

Dans le domaine mathématique de I'analyse numérique, une fonction spline est
une fonction définie par morceaux par des polynomes.

Dans les problemes d’interpolation, la méthode des splines est souvent préférée
a 'interpolation polynomiale car on obtient des résultats similaires en se servant de
polynomes ayant des degrés inférieurs, tout en évitant le phénomene de Runge. Les
splines sont considérées comme un outil basique car elles fournissent une technique
efficace de lissage.

Etant donnés n points X; appelés noeuds dans un intervalle [a,b]: a < X7 < -+ <
X, < b. La courbe f : [a,]] — R est appelée spline de degré n si f € C""'(a,b) et
sa restriction sur chaque sous-intervalles f[Xh Xip] € Pn,i=1,....,n—1ou P, est
I’ensemble des polynomes de degré n.

En d’autres termes, sur chaque sous-intervalle [X;, X; 4], i =1,...,n— 1, f est
un polynome de degré n. Les (Xi,f(Xi)) sont appelés points de controle.

Supposons qu’il n’y ait pas de bruits dans le modele (1.1), alors on connaitra
précisément les valeurs Y; = f(X;), 7 = 1,...,n, mais on veut reconstruire la fonction
f(X) sur 'intervalle [min; X;, max; X;]. La solution classique de ce probleme est la
suivante : sur le plan (X,Y) on trace les points (X;,Y;), i = 1,...,n et on pose une
piece de bois (ou de métal) flexible appelée spline passant par tous ces points.

La forme f de cette spline est définie par deux conditions:

o f(Xi)=Yi;

e |’énergie de f est minimale.

i+1
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En physique, il est tres bien connu que 1’énergie de spline est proportionnelle a:

b
#7172 [ lrpax.

C’est pourquoi la spline interpolante est définie par:

f = argmin || f"|*.
Jf(Xi)=Y;
S’il y a des bruits, on peut construire une spline en supposant que les points Y;
et la spline se connectent par des ressorts. Dans ce cas, 1’énergie des ressorts est

donnée par :
n

Zm — F(X)P,
I?

tandis que ’énergie de spline est || f”||*. Donc 1’énergie totale de ce systéeme est :

n

S(f) =Y ¥ = F(XOP +al /)7

i=1

et la spline prend la forme qui minimise cette énergie:

~

fa = arg}{nin{s(f )}

En statistique cette méthode d’estimation est dite méthodes des moindres carrés
pénalisés.

Le terme af| f”||* nous donne 'information a priori. Il assure que la valeur S(f)
d’une certaine courbe ne dépend pas seulement d'un bon ajustement aux observa-
tions qualifié par la somme de résidus au carrés y . [Y; — f(X;)]* mais aussi par
sa pénalité ||f”||*. Le paramétre de lissage « représente le taux de change entre
I’erreur résiduelle et la variation locale et nous indique une quantité qui dépend de
la somme d’erreurs résiduelles au carré.

Pour une valeur donnée de «, le minimum de S(f) peut réaliser un compromis
approprié entre le lissage et I'ajustement. Le choix adaptatif du parametre de lissage
a est un probleme essentiel. Il est nécessaire de trouver des méthodes efficaces pour
calculer fa et présenter des algorithmes du choix de a.

I

A.2 Spline Cubique

La fonction spline la plus simple est de degré 1, ce qui correspond a un polygone.
La plus couramment utilisée est la spline de degré 3, appelée spline cubique. Une
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fonction f, sur [a,b] est dite une spline cubique si elle satisfait les deux conditions
suivantes :

e f, est un polynome cubique sur les intervalles (a,X1), (Xn,b) et (X;,Xi41),1 =

1,....m—1;
° fa et ses deux premieres fonctions dérivées sont continues en chaque X;, donc
elles le sont sur tout l'intervalle [a,b].

En particulier, une spline cubique sur un intervalle [a,b] est dite spline cubique
naturelle (SCN) si ses dérivées secondes et troisiemes sont nulles aux points a
et b. Ces conditions sont appelées les conditions naturelles aux bords. Elles
impliquent que f, est linéaire sur les deux intervalles extrémes [a,X1] et [X,,b].

Pour faciliter les calculs, on va représenter une SCN en utilisant ses valeurs
et ses dérivées secondes aux points X;, i = 1,...,n. Cette méthode est appelée la
représentation des valeurs de dérivée seconde. Supposons que fa est une SCN
de noeuds X; < --- < X, et soient F; = fa(Xi) et v; = f(;’(XZ), 1 =1,...,n. Parla
définition de SCN, les dérivées secondes de fa aux X; et X,, sont nulles, donc on a
Y1 = v, = 0. On va noter

F=(F,. .. F)" e I'=(y,... 001"

Notons que les composantes 7; de I' sont numérotées a la maniere non standard,
commencant par ¢ = 2.

Avec F et ', on peut construire la SCN fa completement. On va définir d’abord
trois matrices supplémentaires @), R et K. Soit h; = X;.1 — X;, i =1,...,n— 1.

e () est une matrice de taille n x (n — 2) de composantes g;; :

-1
qj-1, = hj_y,
—1 -1
g = —(h;=y +h; ),
-1
G+1,5=h; s
qij:0, Si |’L—j|22
Les colonnes de () sont numérotées comme les composantes de I', I’élément

supérieur gauche de () est ¢s;
e R est une matrice symétrique de taille (n — 2) x (n — 2) de composantes r;; :

1
Tiz‘zg(hz’q—i-hi), i=2,....m—1
1 .
Ti,i+1:7”i+1,i=6h,~, i=2,...mn—2

T‘Z‘jZO, si |Z—]|22

R est une matrice diagonale strictement dominante, dans le sens que r; >
i+ |Tij| pour chaque i. De plus, R est définie positive.
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e K est définie par:
K=QR'Q".

Lemme 1 Les vecteurs ¥ et 1" définissent une SCN fa st et seulement s’ils satisfont :
Q'F = RI.
Si cette condition est vérifiée, alors :
1> = TTRl = FTKF.

Preuve. Soit fa une spline cubique définie sur [a,b] et soient X;, i = 1,....n les
noeuds tels que a < X; < --- < X,, < b. Puisque fa € Pj sur les intervalles
(a,X1), (Xn,0) et (X;,Xi41),i=1,...,n—1, donc f;’ est linéaire sur ces intervalles.
Vi=2,...nmet VX € [X,_1x]:

- X, —X X —X;_
faio1(X) =i . T -
1—1 i—1

(A1)

En intégrant deux fois, on arrive a:

(X; — X)3 (X — X;1)3

foim1(X) = 7ie i
faica(X) =i h + 6

+cio1(X = Xio1) + 6

ol les nombres ¢;_; et &_; sont déterminés a partir des valeurs F; = f,(X;), i =
2,....n:
FE—-F1 hig

i—1 = — i — Yi—1), CGi-1=Fi_1 — i
Ci—1 iy 6(’7 ’Yl)Cl 1~ Yi-1

hiy
6

Maintenant, en utilisant la continuité de la dérivée premiere f/ en X;, Vi =
2,...,n, on obtient :

A _ hi—s hi—1 Fy—Fiy
! X = —%Yi— f
fa( 7 ) 6 ’Y 1 + 3 ’Y + hi—l
hi hi Fao—-F
3T g Yt n o(Xi0)

o f1(XF) = l;lir(l)f‘;(Xl +5),Vi=2,...,n—1, on en déduit donc que:

Fy—F F—F, 1 1 1
- = —hi_17i- S (hic1 + hi)vi + Zhivi
I, s 6 17 1+3( 1+ hi)y +6 Yit1

= Ti1,i%i—1 T TV + Tig1,iVit1
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ou r;; sont les éléments de R. Ce qui revient a écrire:
Q"F = RI'. (A.2)

_ Supposons que (A.2) est vérifiée, c’est-a-dire v; = 7, = 0, on va montrer que
1f”|> = TTRT = FTKF. D’apres (A1), Vi = 2,....n et VX € [X;1,X;], on
obtient :

X hi_
/ [fH(X)]PdX = : (Viy + Yie1vi + )

Xi1 3
donc:
n—1 h
2 i—1
Ifall? = Z 3 (Vg + Vi1 +7)

i=2

S b b

- o 6 Yi—1 3 Yi 6 Yi+1)YVi
n—1

S Fi—F | F-F,

- ZZQ( hz + hi_l )’yl

=TTQ"F =T'TRTI.

On sait que R™! existe et elle est symétrique aussi. Selon (A.2), on a I' =
R7'QTF, donc I'" = FTQ(R™ )T =FTQR™'. Ainsi:
If/1? = TRl = FTQR'Q"F = F'KF
ol K=QR'QT. N

A.3 Interpolation par SCN

Ici, on présente le probleme d’interpolation par fonctions lisses. Soit S[a,b] 1’es-
pace de toutes les fonctions f sur [a,b], qui ont deux premieres dérivées continues.
On dit qu'une fonction est lisse si elle appartient a Sfa,b]. R

Le probleme d’interpolation consiste a trouver une fonction f,, € Sla,b] telle que:

Zi:fa(Xi)7 izl,...,n
qui minimise || f”||? par rapport & S[a,b].
On sait que la SCN de neeuds X; appartient a S|a,b]. Le lemme suivant nous

donne la SCN qui interpole les valeurs données z;, i = 1,... n.
Lemme 2 Supposons que n > 2 et Xy < --- < X,. Quelques soient les valeurs
21y 20, il existe une unique SCN f, telle que:

fa(Xi):Zi, ’lIl”n
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Preuve. Soit z vecteur de composantes z;. Puisqu'une SCN peut étre représentée
par ses valeurs et ses dérivées secondes aux nceuds, les conditions fa(X ) = z; seront
satisfaites si on prend F = z. On va définir le vecteur de dérivées secondes par
I' = R'QTF. Notons que R™! existe car R est définie positive. D’apres le Lemme
1, cette SCN existe car Q'F = R[. N

Dans le Lemme 2, on a mentionné 'unicité et 'existence de la SCN. Pour la
complétude mathématique, en donnant un lemme, on démontrera que l'interpolation
par SCN est optimale méme dans une autre classe de fonctions continues plus grande
que Sfa,b].

Soit Sp[a,b] espace de fonctions différentiables sur [a,b], qui ont la dérivée premiere
absolument continue. Ce qui veut dire que f et f’ sont continues et différentiables
partout sur [a,b], que f” existe et que:

/ F(0)dt = F(X) — ) VX € [ad].

Ces conditions sont satisfaites si f est 2-fois différentiable, donc toutes les fonctions
dans Sla,b] appartiennent a Ss[a,b|.

Le lemme suivant va montrer que l'interpolation par SCN est 'unique qui mini-
mise || f”'||? par rapport a la classe Ss[a,b].

Lemme 3 Supposons que n > 2 et fa est la SCN interpolante pour les valeurs
21y 20 en points Xy, ..., Xy, ot a < Xy < -+ < X, <b. Soit [ fonction dans
Sola,b] telle que f(X;) =z, i=1,...,n. Alors:

Vi = A
On a l’égalité si et seulement si f et fa sont identiques.

Preuve. Soit h = f — f, € Ssla,b]. Notons que h(X;) =0, i = 1,...,n. De plus,

d’apres les conditions naturelles aux bords, f, égale zéro en a et b. Donc, 'intégration
par partie nous donne:

| eowax = [ feoweoax

el Al Xj+1
ey / B (X)dX
j=1 i

n—1
~1r

= =) [ (X)) (h(Xj51) = (X)) = 0.

j=1
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On a utilisé le fait que F est nulle sur (a,X;) et (X,,b) et que cette fonction est
égale f(;"(X;r) sur U'intervalle (X;,X;41).
Alors, on obtient :

b b
P11 = U= 18P 2 [ + P
a a
= 17712+ 87112 = )
Evidemment, on a 1'égalité si et seulement si ||h”]|2 vaut zéro donc h est une
fonction linéaire sur [a,b], mais puisque h est nulle aux points X;, i = 1,...,n, et
puisque n > 2 alors h = 0. Ceci revient a dire que f et f, coincident.

A.4 Lissage par SCN

Dans cette partie, on se mettra dans le cas o n > 3 pour que les hypotheses
du Lemme 1 ne soient pas superflues. Comme précédemment, on suppose que a <
X1 < --- < X, <b. Notre but consiste a minimiser

n

S(F) =D Vi = FX)I +all )17

i=1

par rapport a toutes les fonctions f dans Ss[a,b]. Rappelons que « est le parametre
de lissage.

La fonction f, sera définie comme la fonction lisse qui minimise S(f) par rap-
port a toutes les fonctions f dans SQA[a,b]. On trouvera des propriétés de fa et on

présentera la méthode pour calculer f,.
Les propriétés de f, sont:

1. La fonction fa est nécessairement une SCN avec les neuds X;, 1 = 1,....,n.
Preuve. Supposons que f est une fonction quelconque qui n’est pas SCN. Soit
fa la SCN qui interpole les valeurs f(X;). Par définition, f(X;) = fa(Xi) pour
tout X;, 2 =1,...,n, alors on a:

n n

W= fulX)P =D Y - FX)P

i=1 i=1

D’aprés Uoptimalité de SCN (voir le Lemme 3): ||f”||2 > || /|| et puisque
a >0, f, minimise S(f). On arrive & la conlusion que f, est une SCN. W
Ce résultat est un avancement trés important. Il provient du choix de || f”||?
pour pénalité, comme une conséquence mathématique. On peut définir fa

précisément en ayant trouvé un nombre fini de constantes. Actuellement, on
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doit minimiser S(f) par rapport a une classe de dimension finie de fonctions, les
SCN de neeuds aux X;, au lieu de considérer un ensemble Ss[a,b] de dimension
infinie de fonctions lisses.

2. La fonction fa existe et elle est unique.
Preuve. Soit Y = (Y7,...,Y,)T. Donc on a:

n

Y Y= fulX)P = (Y - F)'(Y - F).

i=1
De plus, d’apres le Lemme 1, on sait que || /]| = FTKF. D’ou:

S(f) = (Y —F)’(Y = F) + oF'KF
=F'(I +aK)F -2Y'F+Y"Y.

Comme aK est non négative alors (I + aK) est strictement positive. Ainsi:
S(f) ={F - (I +aK)'Y} (I + aK){F — (I + aK) 'Y} + M

ou M est une constante qui ne dépend que de Y. On en déduit que S(f) admet
un minimum si on choisit :

F=(+aK)Y. (A.3)

On sait qu'un vecteur F définit uniquement une spline fa, donc dans I'espace
de SCN avec les nceuds X, la fonction S(f) a un minimum donné par S(f,)
ou le F correspondant est défini par (A.3). W

Finalement, un résumé des propriétés 1 et 2 se trouve dans le lemme suivant :

Lemme 4 Supposons que n > 2 et que le parametre de lissage o est positif. Alors
fo est une SCN telle que F = (I + aK)™YY et pour toute f dans Ss[a,b], on a

S(fa) < S(f).

Ce lemme explicite donne la méthode pour calculer F, et donc fa. En pratique, la
formule (A.3) n’est pas efficace car pour trouver K et (I +«aK) 'K, il faut inverser
deux fois les matrices. Ce qui oblige a un grand nombre de calculs. L’algorithme
proposé par Reinsch (1967) permet de calculer la SCN fa tres rapidement.

Une bande matrice est définie comme une matrice dont les éléments non nuls
se concentrent sur une petite partie de ses diagonales. LLe nombre de diagonales non
nulles est appelé la bande de cette matrice. Si B est une bande matrice de bande
(2k + 1), les éléments B;; sont nuls quand |i — j| > k.

R et @) étant toutes les deux bande matrices de bande 3. Pour économiser la
mémoire d’ordinateur, on applique la factorisation de Cholesky: Soit B une
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matrice définie positive, symétrique de taille n x n, il et possible d’écrire B sous la

forme:
B=LDL"

ou D est une matrice diagonale d’éléments d;; et L est une matrice triangulaire
inférieure dont la diagonale principale vaut 1.
On peut réécrire (A.4) comme suit :

(I+aQR'QNF =Y.
Cette égalité est équivalente a:
F=Y -aQR'QTF.
Comme QTF = RI', on obtient :
F=Y - aQr,
et en utilisant Q7F = RI' de nouveau, on arrive a:
Q'Y —aQ"QI' = RT.
Ce qui nous permet d’exprimer le vecteur I' en fonction de Y :
(R+aQ"Q)l' = QY.

Il est facile de voir que la matrice (R+aQ?Q) est de bande 5, qu’elle est symétrique
et strictement positive. En utilisant la factorisation de Cholesky, on a:

R+aQ"Q=LDL",

ou D est une matrice diagonale d’éléments d;;; L est une matrice triangulaire
inférieure avec L;; = 0 quand j <i—2ouj >4 et Ly =1, Vi.

L’algorithme de Cholesky est bien défini, en effet les matrices mentionnées sont
toutes de bande matrices et chaque étape de calculs sera réalisée dans O(n) opérations
numériques.

D’ailleurs. on remarque que toutes les valeurs et toutes les matrices que 1’on
considere dans 'algorithme de Cholesky ne dépendent pas du choix de l'intervalle
[a,b].

Supposons que (a*,b*) est une extension de (a,b), et f. est etendue a (a*,b*) par
I’extrapolation linéaire sur chaque extrémité. Comme f(;/ est nulle hors de (X7,X,,)

donc f;[ﬂ:P = fab* [f1]2 et S(f.) reste la méme. Pour une autre fonction f, si jamais
1%,

I'extension de la bande d’intégration accroitrait la valeur || f,||*, on verra que f,

minimisera S(f) encore.

En fait, si fa est étendue linéairement a (—oo, + 00) en chaque extrémité, alors
fa va minimiser S(f) sur Ss[a,b] pour a et b quelconque avec — oo < a < X et
X, < b < +o00. 1l est intéressant de savoir que ’on peut obtenir une seule spline
avec des choix différents d’intervalle. Grace a ce fait, dans les programmations avec

Matlab, on arrive a générer les nceuds seulement entre 0 et 1 sans perdre la généralité.
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A.4.1 Trouver les éléments diagonaux de bande matrice

Il existe un algorithme efficace grace a [15] qui permet de trouver les éléments
diagonaux d'une bande matrice. On va appliquer cette méthode dans cette these.

Il y a deux composantes importantes de cette méthode. Premierement, on uti-
lise une méthode générale pour trouver les diagonales centrales de 'inversion d'une
bande matrice. Deuxiemement, une nouvelle expression sous la forme matrice cha-
peau peut étre calculée sans inverser des matrices. Les deux parties peuvent étre
appliquées aux bande matrices arbitraires, mais ici, on ne parle que des cas particu-
liers de splines lisses ou la bande vaut 5.

A.4.2 Diagonales centrales de l’inversion d’une bande ma-
trice

Supposons que B est une bande matrice symétrique de bande 5, c’est-a-dire B;;
sont nuls si |¢ — j| > 2. On a besoin d’un algorithme pour déterminer uniquement
les cinq diagonales centrales de B~

Factorisons B comme LD~ 'L ol L est une bande matrice triangulaire inférieure
dont la diagonale principale vaut 1, et D est une matrice diagonale d’éléments
d;;. Supposons que B~1 a les éléments b;;, alors, B! = L-TD1L71 cest-a-dire:
LTB~' = D=L~ Ainsi, on a:

Bl'=D 'L 4Bt - LB =D 'L '+ (1 -L"B! (A.4)

ot L=t et D~'L~"! sont des matrices triangulaires inférieures dont leurs diagonales
principales respectives valent 1 et dj;'. De plus, (I — L) est une matrice triangulaire

supérieure dont la diagonale principale vaut zéro. De (A.4) on déduit que V i =
1,....n—2:

_ » _ _
bii =d;;" — Lit1:biit1 — Liz2ibiito,

=l

i1 = —Liv1ibiv1i01 — Livo,it1biv1,i42,
bii = Lit1,ibit2,it2-

Notons que B™! est symétrique: b;; = l_)ji, quand ¢ > j, et

_ g1
bij - dnn?

_ _ _ 1 _
bnfl,n = _Ln,nflbnru bz’j =d Ln,nflbnfl,n-

n—1n—1 "

Donc, on trouve les cinq diagonaux de B~! par l'ordre : (n,n), (n—1,n), (n—2,n), (n—

In—1),(n—2,n-1), (n—3n-1); ...; (2,2), (2,1), (1,1) et dés que les éléments d;;"

et L;; sont trouvés, tous les éléments b;; ol |i — j| < 2 peuvent alors étre calculés.
Rappelons que la spline lisse est définie par vecteurs F et I' qui satisfont

I'=(R+aQ"Q)'Q"Y
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et
F=Y-aQl =Y - aQR+aQ"Q)"'Q"Y
={I —aQ(R+aQ"Q)"'Q"}Y
olt on définit que: A(a) = I — aQ(R+ aQTQ)~ QT et ainsi:
I —Ala) =aQ(R+aQ"Q)"'Q".

Soit B une bande matrice symétrique notée (R + aQTQ) de bande 5 et Eij les
éléments de B~!. Puisque @ est une matrice tridiagonale, on aVi=1,...,n:

(QB'Q")u :q@%iql_)ifl,ifl + qiby + qz‘2,i+15i+1,i+1

_ - _ (A.5)
+2Gii—1iibi—1,i + 23 i-1,i+10i—1,i+1 + 2GiiGi 410541

On déduit de (A.5) que seul les b;; ol |i — j| < 2 sont nécessaires pour trouver
les éléments diagonaux de QB Q7.
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Annexe B

Base de Reinsch-Demmler

On a mentionné, dans Chapitre 3, le fait que la base de Reinsch-Demmler nous
permet de calculer le diametre de Kolmogorov de W1'. Le lemme suivant confirme
ce résultat :

Lemme 5 {¢i(z), k =1,...,n} estla base de Reinsch-Demmler. ¢ est une base or-
thonormée quelconque. Soit DN (¢) 'erreur mazimale d’approximation des fonctions
dans WT' telle que:

n

Nig) = sup L N
D (¢)—f861§£mn;[f(Xz)

. ¢k>¢k<xi>} 2 sup |1f - Y2
fewp

M) =

b
Il

1

o
N
£l () =) (b)),
k=1
alors :
inf DY (9) = Al (B.1)

Preuve. Les fonctions f € WJ' peuvent s’écrire comme suit :

n

f@) =) {fronenla).

k=1
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On démontre d’abord la borne supérieure de (B.1).
inf D¥(¢) < sup [If — [
¢ fewy

n

= sup > (few)’

IS0 (fenel™IP<L k=N+1

S S uan(l)

EZ:1<fa o)A <L k=N-+1

1 & L
sup > (Foen) N

<
)\NJrl EZ:1<fa Sok>2>\k<L k=N41

N

< .
AN+1

Ensuite, pour démontrer la borne inférieure, on définit deux classes de fonctions
la base ¢:

N+1 N+1
B~ {f L= D b een v D (o) < L}
k=1

k=1

et

Nt _ ‘ _ N+1 N+1 )12
k=1 k=1

N—+1 N—+1
= {f L= (Fener Y Mlfer)’ < L}-
h=1 h=1

On voit bien que BN C EN+L C W2, on obtient donc:

inf sup |f — P > inf sup [IF — £z nf sup [[f - NP = s
¢ fewm ¢ fegN+1 ¢ peBN+1 AN+1

Il faut signaler qu’il est tres difficile de trouver la base de Reinsch-Demmler. Pour
ceci, on utilise tres souvent I’approche asymptotique qui permet de calculer cette
base pour n grand. On va considérer le cas le plus simple en supposant que X; sont
i.i.d. uniformément distribués sur [0,1]. Notre approche se base sur la formule:

1 & 1
LS P~ [ g
nea 0

Cette formule nous permet de calculer facilement la base {¢} et les valeurs propres A
pour la norme Ly(0, 1). Sachant que, dans R”, il n’y a pas de formule asymptotique
pour calculer cette base et ces valeurs \.
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On a besoin de quelques définitions. Soit II"™~! un opérateur de projection sur
I'espace de tous les polynomes de degré m — 1. Soient {¢y, i = 0,1,...,m — 1}
polynomes orthogonaux, v; est de degré ¢, : = 0,1,...,m — 1.

m—1
™ g(e) = Y (g0 ¢i(x)
=0

Soit A opérateur tel que:
1

A= | @ trtgtear, ol < o

Avec ces notations, on peut représenter f € W' comme suit:
fla) = Py~ (2) + Ag(z) — TI™ " Ag()

ol P}”*l(x) est un polynome de degré m — 1 et g est une fonction telle que ||g|| < 1.

En effet, Ag contient des polynomes II™ *Ag. Pour faciliter les démonstrations
suivantes, on écrit f en deux parties: le polynome P}”_l et la partie (Ag — T Ag)

qui est orthogonale au polynome P’}’Fl.
On revient a la définition du diametre kolmogorov :
= int sup If — 1"

=inf sup [|[P}~!+ Ag — 1™ 'Ag] — [PP~! + Ag — I Ag] |12,
{2}g)2<1

ot [£1% = Yopy (fs du)on(x).

Si on projette f sur la base de polynomes {v;, i = 0,1,...,m
polynomes P’}’Fl(x) reste la méme et apres la soustraction, elle disparait. Ensuite,
(Ag — I Ag) est projetée sur la base {¢} qui est orthogonale de {t}. Alors:

— 1}, la partie de

ay = inf Ag —TI™ TAg] — [Ag — TI™ T Ag|% |12,
2 =y ||gH<1||[ g— g] — [Ag glxll

Notons que, Vk = 1,...,n, on obtient :
dy o = (A =TI" 1A (A =TT A) gy
— (A" — A" ) (A — T Ay
= A" (I -1 H(I —TI™ HAp, (B.2)
= A1 —TI"™ 1) Ay,
= A*Agy, — ATI™ Ay
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Par la définition de A, on obtient que son adjoint A* est donné par:

1
g = oty [ =gt
de plus: .
P20 _ gy oo TELID _ (qyng(a),

On calcule la dérivée m-eme de (B.2) et on arrive a:

dY o = (1) Agy — (—1)™TI™ ! Agy. (B.3)
On calcule la dérivée m-ieme de (B.3), on obtient :

B = (=1)"pr. (B.4)

Rappelons que 'on a supposé que {¢} L {¢}. Autrement dit :
(or, V) =0,  j=01,....m—1.
On obtient les conditions aux bords:
pD(0)=pP(1) =0, I=mm+1,...2m—1.

Lemme 6 Si une base orthonormée {py, k =1,2,...} satisfait:
Lo (=1)"o™ — o =0
2. 80/(!)(0) = w,ﬁl)(l) =0, Il=mm+1,...2m—1, alors on a:

(@™, o™y = 1. (B.5)

Preuve.
m m m 2m
(™, o) = (=)™, o™

—(pm / 03(@) 0™ (@)dx = o, i),

On a utilisé l'intégration par partie m fois avec la condition 2 pour arriver a la
premiere inégalité. M

Ce lemme nous permet de calculer la base {¢} qui atteint la valeur minimale
dy . Ensuite, on va calculer {¢} pour m = 1 et m = 2 et on va la tracer pour m = 2
en utilisant Matlab.

76



Yun CAO

B.1 Solutions de ’équation différentielle

B1l m=1

On résout I'équation différentielle :

or 1k =0, @4(0) = (1) =0, ol =1, g > 0.

o = Chi cos(y/1rx) + Cop sin(\/xx),

ott Oy, Oy sont des constantes. Puisque ¢, (0) = ¢, (1) = 0, on en déduit que:
Cor = 0 et up = (k7)?, k € N*. Finalement, en normalisant ¢, on obtient :

[ V2cos(krx) k>1,
LA k=1
B.1.2 m=2

On résout I'équation différentielle :

4 " 1" 1" "
o) — e =0, 9 (0)=pr (D) =p, 0) =g (1) =0, [lpell =1, e >0.

La solution de ce probleme est donnée par :
o = Crpe™® + Core™ " 4 Cyy, cos(ugpx) + Cly sin(ugz)
ol up = Y et Chg, Cor, Cs1,Cyr sont des constantes telles que:

sin(uy)Cor = (cos(ug) — €"*)Chg
Ca, = Cii + oy,
Cap = Crp — Coy

donc on a:
or(r) = Crip(e™® 4 e @1 (" 1 1) cos(ugz) — (" — 1) sin(uzz))

ou uy, satisfait :
2e4k
On calcule u. En utilisant Matlab, on obtient u; ~ 4.73, uy ~ 7.8532 et quand
k>3, up ~ (k+1/2)7. En effet, si k — oo, on peut approximer (B.6) par I’équation :

cos(uy) =

(B.6)

cos(ug) = 2e~"*.
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F1G. B.1 — Graphe de cos(x) et 2¢*/(1 + €*7)

Ensuite on applique le développement de Taylor de arc cos(z) aux points (k+1/2)7:

1
uy = arccos(2e”"*) =~ (k + 5)7? — 2" ouué€ [kr+ g — €k, km+ g + e

er — 0 quand k — oo.

On trace les fonctions cos(z) et 2¢*/(1 + €**) sur la Fig B.1 pour mieux com-
prendre ces résultats.

Afin de finir la construction de la base, il faut ajouter deux polynémes orthogo-
naux qui sont :

{ po(z) =1
(,01(37) = 2\/51’ - \/g ou 4,01(3:) = —2\/51’ + \/g

Notons que si k£ — oo, on a:

or(x) =~ (e“kx + e @ 4 (e 4 1) cos(upx) — (€ — 1) sin(uk:p)). (B.7)

14 e

On peut voir la représentation graphique de cette base sur la Fig B.2. Les lignes
continues indiquent les fonctions des base, les lignes en pointilles indiquent la fonc-
tion (cos(ugx) — sin(ugz)). On voit que {pr(x)} converge vers (cos(ugx) — sin(uyx))
rapidement. Mais cette convergence n’est pas uniforme sur U'intervalle [0,1]. Afin
d’expliquer ceci, on récrit (B.7) comme suit :

2upx
eukm+e—uk(x—1) + 2(1_6 r ) ]
1 +62Uk$

() = cos(upr) — sin(ugr) + T om
Quand x est dans les intervalles [0, (1/ug)] et [1 — (1/ug), 1], le dernier terme de la
formule ci-dessus est assez proche de 1. Par contre, quand (1/uy) < © < 1—(1/uy),
ce terme est presque nul.
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@, ? @,
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Fi1G. B.2 — Base de Reinsch-Demmler m = 2
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Résumé : Dans cette these, on s’intéresse a ’estimation des fonctions de régression
par polynomes et par splines dans le cadre des statistiques non-paramétriques. L’ob-
jectif est d’estimer la fonction cible f, a partir des observations Y = f + ¢, ou €
est un bruit gaussien. En s’appuyant sur la méthode d’estimation du risque sans
biais, I'idée consiste a obtenir des inégalités d’oracle pour des familles d’estimateurs
par polynomes et par splines. Etant donnée une famille d’estimateurs M, une telle
inégalité permet de comparer, sans aucune hypothese sur la fonction cible f, les
performances de l'estimateur f* a l'estimateur d’oracle for. Le point essentiel de
notre approche consiste a sélectionner, a l’aide des données, un parametre d’esti-
mation adapté: lorsque on considere le probleme de 'estimation par projection, ce
parametre est le degré du polynome; dans le cas de l'estimation par splines, ce
parametre correspond a un parametre de lissage. Ainsi, on en déduit des bornes
supérieures non-asymptotiques pour les risques quadratiques de notre adaptation.
Afin d’obtenir des inégalités d’oracle, on applique 'inégalité de Doob pour le
processus de Wiener pour l'estimation par polynomes; dans le cas de I'estimation
par splines, on introduit le processus ordonné en généralisant le processus de Wiener.

Abstract : In this thesis, we study some aspects of the non-parametric regression
functions estimation. Our purpose is to estimate an unknow function f from the
given data Y = f + €, where € is a Gaussian noise. We consider an approach based
on the unbiased risk estimation, and we obtain oracle inequalities for polynomial and
splines estimators families. Given an estimators family M, such an inequality allows
to compare the performances of an adaptive estimator f* to the oracle estimator
fOr. The very core of our approach is related to data-driven methods for choosing
a degree of the fitting polynomial and a smoothing spline parameter. , we provide
non-asymptotic upper bounds for the mean square risk of fitting.

In order to obtain the oracle inequalities, we use the Doob inequality for the
Wiener process in polynomial fitting and introduce a more general notion of the
Wiener process, ordered process, in the case of the spline estimation.



