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Notations

e Notations et opérations élémentaires
: Scalaire
: Vecteur
: Tenseur d’ordre 2
: Tenseur d’ordre 4

< X BR

(resp. x) : coordonnée d’un point sur la configuration initiale (resp. déformée)
Dérivée temporelle : %a =a
devA = A — 1/3Tr[A].T = A4

(X)s =1/2(X+ X" et (X)45 = 1/2(X = X)
ElI> =¢€:&=Trig'

e Grandeurs statiques
o : tenseur des contraintes de Cauchy.
7= J.o : tenseur des contraintes de Kirchhoff.
S = JFto.F! : tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.
B =F~'.o : tenseur des contraintes de Boussinesq.

e Grandeurs cinématiques

ox — 0X
F=2 G=F"=%ct J=detF =2

L= % —F.F!: gradient des vitesses.

D = (L)s : taux eulérien des déformations, D =D, + D,

W = (L) 45 : taux de rotation.

[ : gradient des déplacements.

E = (F.F!)g = F*.D.F : taux des déformations de Green-Lagrange.

o Déformation ne dépendant pas du chemin suivi : (F)
Décomposition polaire de ' : F = R.U ou F = V.R.

g% =2(U?-1I) : Green-Lagrange.

g*=5(I-V~2) : Euler-Almansi [g9=1(V>-I)].

gl = Ln(U) ou & = Ln(V) Déformations logarithmiques.
el =U-Tete"=V-1L



2 Notations

o Déformation dépendant du chemin suivi :
g° : (resp. €®) déformation cumulée dont la dérivée de Jaumann (resp. Green

Naghdi) est égale au taux eulérien des déformations D : % [és } r= D ou &° = Il rD

Remarque : La déformation par défaut & représente la déformation &°.

e Objectivité
o Dérivée particulaire : jﬂr T= g ar 4 gradr.U
o Dérivée de Truesdell : Lo = JLFSF' =6 —L.o — oL+ 0.77(D)
o Dérivée de Jaumann : ‘Cllgvr =7+7.W - Wr=Q.4(Q7rQ).Q '
o Dérivée de Green-Naghdi : %7 = R.4 (R'7R) .R* = 7+ 7.0 — Q.7 avec 2 = R.R".

7 : quantité tensorielle exprimée sur le référentiel actuel R
7 - transposé de Z sur le référentiel tourné R.
e Elasticité

Rdc Hpp : & = 227 — Lir(r)Tou bien 7 = 2p.e + A\.Tr(e]ll = 2u.e® + k.Tr(e].l

D W (3 +2p) _ E.v .. _ E o 2 E
V= EE SN AT o i BT aam FEAT SR s

™ =3Trr], =71 e ti=7-7"
M = 3

e Plasticité

t
= Jy /2Dy, I
_\of I
D, = AZL et on note m = e
e Fndommagement
On définit R, pour I evolutlon de I’endommagement :

e Notations en 2D :

X1 2 -1 0
Soit X un tenseur d’ordre 3 : X = Xy :| , Py = % -1 2 0
X2 0 0 3/6
1 v 0
Tenseur d’élasticité C = % v 1 0
0 0 1—v

e Vocabulaire :
o Probleme de référence : structure métallique sollicitée en dynamique a rupture.
o Probleme modele : barreau 1D sollicité en traction.
o Comportement : "fragile” ou ”ductile”.
o Loi (ou relation) de comportement : lien entre les quantités statiques et cinématiques.
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o Modele (de comportement) : théorie HPP ou Grandes déformations, loi de com-
portement et lois d’évolution.

o Modele ”classique” : milieu continu régi par le principe de I'action locale, matériellement
simple (milieu de Cauchy) et au comportement indépendant du temps et de la vi-
tesse.
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Introduction

Dans le domaine de la conception et la justification des structures, 'industrie
aéronautique et la société AIRBUS en particulier s’orientent aujourd’hui vers le
Virtual Testing. L’objectif est de diminuer le nombre des essais structuraux les
plus onéreux, sur les éléments de grande taille notamment, en ayant recours a la
simulation et a des campagnes d’essais (réels) sur des éléments de taille plus réduite.

Le domaine de la dynamique rapide est particulierement concerné par le Virtual

Testing. En effet, lors d'une campagne d’essais associée a une étude dans ce domaine,
le cotit unitaire des prototypes est en général élevé en raison de la dimension des
pieces étudiées (de 'ordre du metre, voire du décametre) et il est souvent nécessaire
d’utiliser plusieurs exemplaires. Le nombre de prototypes s’explique par le fait que
les essais sont en général destructifs, et qu’il est parfois nécessaire de prendre en
compte plusieurs scénarios d’impacts (vitesse, masse, angle d’attaque du projectile)
et conceptions de la structure (matériaux, géométrie, architecture ...). Pour ces rai-
sons, l'utilisation de la simulation peut considérablement réduire les cotits et les
durées des cycles de développements en dynamique rapide.
La maturité des codes de calcul par éléments finis en dynamique explicite, couplée
aux performances de l'informatique, a permis de réaliser dans ce domaine, des si-
mulations de plus en plus nombreuses et pertinentes depuis une quinzaine d’années.
Il est désormais possible de mener des calculs, avec une approche conservative, qui
permettent de justifier la tenue d'une structure. En revanche, la prévision dune
éventuelle rupture, de 'amorgage d’une fissure jusqu’a la ruine complete de la struc-
ture, ne peut se faire aujourd’hui sans l'utilisation de nombreux essais permettant
de caler les modeles numériques pour une situation particuliere.

Mener des simulations jusqu’a rupture de maniere robuste constitue un enjeu in-
dustriel d’importance. Il s’agit par exemple de déterminer si une rupture locale est
tolérable, c’est-a-dire étre a méme de garantir sa non-propagation. Un autre objec-
tif, afin d’optimiser le dimensionnement d’une structure devant résister a un impact
(trouver la solution la plus légere), est de pouvoir encadrer la solution retenue en
connaissant précisément les marges associées, c’est-a-dire déterminer les conditions
qui garantissent la tenue structurale tout comme les conditions qui conduisent a la
rupture.



6 Introduction

On se limite dans ce document a la simulation du probleme de référence d’une
"structure métallique initialement saine (non fissurée) sollicitée en dynamique jus-
qu’a rupture”. Jusqu’a présent, lors de I'étude de ce probleme de référence par
simulation par Eléments Finis avec un code industriel, il est délicat d’interpréter les
résultats et de leur donner un sens physique des qu'un critere de rupture est loca-
lement atteint. La raison est que les modeles ”classiques” de la mécanique continue
de 'endommagement (c’est-a-dire locaux et indépendants du temps) ne sont pas
adaptés a la prévision de la rupture car ils ne permettent pas de décrire de fagon
objective la phase post-pic du comportement [1] et par conséquent conduisent & des
résultats de simulation qui dépendent du maillage une fois que la localisation est
atteinte.

Dans le cadre de la mécanique continue, pour étre a meéme de prévoir objec-
tivement le développement des dégradations jusqu’a rupture, il est nécessaire de
modifier, d’enrichir, la description du comportement du matériau. Les techniques
les plus usitées dans la littérature sont regroupées sous des vocables différents et no-
tamment ceux de ”limiteurs de localisation” [2] et de "modele de plasticité ou d’en-
dommagement non-locaux”. Ces techniques permettent de controler le phénomene
de localisation des déformations, c’est-a-dire 'apparition et le développement de
zones de petites tailles dans lesquelles les déformations restent continues mais se
concentrent.

Elles consistent, chacune a leur maniere, a introduire une longueur caractéristique
dans le modele; la taille minimum de la zone de localisation dépend alors des pa-
rametres caractérisant les termes supplémentaires introduits. Ces approches (que
nous qualifierons de ”limiteurs spatiaux de localisation” dans ce travail) présentent
I’avantage de régulariser le probleme a la fois en statique et en dynamique, quelle
que soit la formulation (HPP/Grandes déformations), et quel que soit le comporte-
ment du matériau sous réserve d’utiliser la variable interne "non-locale” adéquate.
En revanche, elles nécessitent 1'utilisation de conditions aux limites additionnelles,
souvent difficiles a déterminer et a interpréter physiquement. De plus, concernant
I'identification des parametres spécifiques a ces modeles enrichis, aucune procédure
claire ne s’est imposée, et pour que ces approches soient intégrées dans un code E.F'.,
d’importants développements sont nécessaires.

Une autre voie possible, est celle des modeles dépendants du temps. Des modeles
d’adoucissement visqueux ont par exemple été étudiés par Sluys [3, 4] ou Comi et
Perego [5]. Ces travaux ne semblent pas avoir été poursuivis, peut-étre parce que,
tel quels, ils ne répondent pas completement au probleme posé par la localisation.
Dans le cadre des composites stratifiés, Ladeveze a proposé une voie mixte introdui-
sant une longueur caractéristique, correspondant a I’épaisseur du pli, associée a des
modeles d’endommagement retardés (ou visco-endommagement) [6, 7, 8]. Etudiés
précisément par Allix et Deii [9], il est apparu que la seule introduction de la visco-
sité était insuffisante pour garantir des prévisions objectives de la rupture.

Le concept qui s’est finalement dégagé a été celui de modele a taux d’endomma-
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gement limité. Par comparaison aux approches spatiales, ces modeles peuvent étre
interprétés comme des ”limiteurs temporels de localisation”. Les modifications in-
terviennent alors pour des vitesses de chargement élevées et permettent de controler
la dynamique de la phase de localisation. Dans ce cas, les modeles restent locaux
et ne nécessitent pas I'utilisation de conditions aux limites additionnelles. La vision
associée de la rupture semble saine : la rupture est un phénomene dynamique accom-
pagné de variations temporelles des dégradations importantes mais finies. Allix et
Deti ont proposé une démarche d’identification [10], démarche notamment mise en
oeuvre pour des matériaux 3D C/C dans [11]. D’autres possibilités d’identification
ont été proposées et appliquées dans les travaux de Combescure et Suffis pour des
matériaux métalliques [12]).

En raison de leur étude beaucoup plus restreinte que les approches non-locales,
la maitrise de ces approches reste incomplete, tant du point de vue de la formulation
des modeles que de leur exploitation numérique. Principalement développées pour
des matériaux élastiques-endommageables dans le cadre H.P.P., la possibilité de leurs
extension et de leur mise en oeuvre dans des situations plus complexes comme celles
rencontrées dans ce travail meélant plasticité, endommagement, grandes déformations
(striction) et rupture, restait a étudier. Une premiere tentative dans ce sens, per-
mettant de maitriser 'apparition de la localisation en grandes déformations, a été
effectuée par Suffis et Combescure [12]. Dans 'approche suivie, il apparait nécessaire
d’introduire un endommagement critique différent de 1, et de ce fait, cette approche
ne répond pas completement, a notre sens, au probleme posé. L’objectif de cette
these a alors été d’étudier la possibilité de I'extension des modeles a taux d’endom-
magement limité au cas de la rupture ductile des métaux en grandes transforma-
tions. L’enjeu industriel associé est celui de la simulation robuste du comportement
de structures métalliques sollicitées en dynamique jusqu’a rupture, c’est-a-dire, la
possibilité d’obtenir des résultats de calculs aux Eléments Finis indépendamment
du maillage et satisfaisants au regard de la réalité expérimentale.

Dans la premiere partie de ce document (chapitres 1 a 3) le contexte et le cadre
de I’étude sont présentés. La deuxiéme partie (chapitres 4 a 6), quant a elle, détaille
comment étendre de fagon cohérente les modeles d’endommagement a taux limités
au cas de la rupture ductile, ainsi que la mise oeuvre numérique et les résultats
obtenus avec le modele proposé.

Ainsi, le premier chapitre précise le contexte industriel et les objectifs de cette
étude.

Le deuxieme chapitre présente, dans un premier temps, les criteres permettant
de mettre en évidence 'apparition de la perte d’unicité de la solution, lors de la
résolution d’un probleme modélisé par une approche classique. Puis, les avantages et
les inconvénients de différentes techniques permettant de s’affranchir des problemes



8 Introduction

de dépendance au maillage sont exposés : les limiteurs spatiaux et temporels de loca-
lisation. Enfin, 'analyse de ’équation des ondes caractéristique des différentes tech-
niques présentées précédemment est détaillée : une telle étude permet de conclure
quant a l'efficacité d’un modele vis-a-vis de la maitrise de la localisation.

Le troisieme chapitre précise les choix retenus pour modéliser le comportement
des matériaux étudiés (aluminium, titane, acier).
L’apparition de la localisation, étape précédant la ruine d’une structure métallique,
est pilotée par deux phénomenes : le premier est lié a la variation de géométrie de la
structure, le second au comportement local du matériau. Ainsi ce chapitre présente
différentes approches couramment utilisées pour travailler dans le cadre des grandes
déformations et décrit la modélisation du comportement matériau retenue, pour me-
ner des simulations jusqu’a rupture de structures métalliques en accord avec le cadre
industriel de cette étude.

Le quatrieme chapitre présente le probleme modele choisi pour dégager les prin-
cipales propriétés d'un modele vis-a-vis de la localisation et de la rupture. Il s’agit
d’une formulation en grandes déformations d’'un barreau 1D soumis a un chargement
dynamique, exemple tres simple mais permettant de dégager un certain nombre de
point clés pour cette étude. Les propriétés de différentes modélisations d’un compor-
tement élastoplastique endommageable sont alors exposées, notamment leur capacité
a fournir des résultats quel que soit le maillage.

Il est alors mis en évidence que, limiter le taux d’endommagement repousse 1’ap-
parition de la perte d’unicité de la solution [13], mais ne permet pas de régulariser
le probleme jusqu’a 'endommagement critique d. = 1. Et les résultats de simula-
tion E.F. jusqu'a d. = 1 avec un comportement élasto-plastique endommageable
et taux d’endommagement limité en grandes déformations dépendent du maillage.
Ceci s’explique par le fait que 'instabilité matérielle principale pour des alliages qui
s’endommagent peu avant localisation, est essentiellement pilotée par la plasticité.

Dans le modele ”d’épuisement plastique a taux limités” décrit dans le cinquieme
chapitre, les deux sources d’instabilité potentielles que sont la striction et I'endom-
magement sont régies par une méme variable : "I’épuisement” plastique. Ce modele
permet ainsi de controler la phase de localisation jusqu’a rupture dans le cadre d’'un
comportement élasto-plastique endommageable en grandes déformations.

La présentation et les caractéristiques de ce modele se limitent dans ce chapitre
au cas 1D tout d’abord. Suite a la description du modele, une analyse analy-
tique propose une estimation de la longueur caractéristique de la zone de loca-
lisation en fonction des parametres du modele. Cette estimation est en accord
avec les résultats d’une analyse numérique. L’influence de la loi d’écrouissage et
quelques remarques au sujet de I'implémentation numérique de ce modele sont en-
suite précisées. Dans un second temps, les points clefs liés a la résolution numérique
de notre probleme de référence sont déclinés. 1l s’agit d'une formulation 2D Eléments
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Finis développée sous Matlab. L’intégration en temps est assurée par le schéma
itératif des différences centrées de la méthode de Newmark. Les capacités du modele
”d’épuisement plastique a taux limités” a fournir des résultats de simulation jusqu’a
rupture indépendamment de la taille du maillage sont alors mises en évidence.

Le sixieme chapitre décrit comment le modele ”d’épuisement plastique a taux

limités” a été implémenté dans ABAQUS au moyen d'une V-Umat, ainsi qu'une
campagne d’essais de traction jusqu’a rupture sur éprouvettes lisses et trouées en
aluminium, filmés a 'aide d’une caméra rapide. Ces éprouvettes ont été préparées
pour pouvoir étre analysées par corrélation d’image, ce qui a été réalisé a l'aide de
CORRELI [14], logiciel développé sous la houlette de Frangois Hild. Ces essais ont
été réalisés a ’ONERA-Lille dans le cadre d’'une demande AIRBUS.
A partir d’une partie des résultats expérimentaux, un jeu de parametres du modele
est déterminé afin de garantir des tailles de zone de localisation et des vitesses de
propagation de fissure identiques entre essais et simulations. Le jeu de parametres
déterminé permet également d’obtenir de tres bonnes corrélations calculs-essais avec
I’autre partie des résultats expérimentaux.
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Dans cette premiere partie, nous nous intéressons au contexte et au cadre
de cette étude. Trois chapitres sont consacrés a cette partie :

e Le chapitre 1 précise le contexte industriel et les objectifs de cette étude.

e Le chapitre 2 présente différentes approches pour mener des simula-
tions jusqu’a rupture, en insistant sur les avantages et les inconvénients
de différentes techniques permettant de s’affranchir des problemes de
dépendance au maillage.

e Le chapitre 3 décrit et justifie, a la fois le cadre des grandes déformations,
et les choix concernant la modélisation du comportement ductile retenus
dans notre étude.
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Chapitre 1

Contexte Industriel et objectifs
scientifiques

La premiére section de ce chapitre présente l'activité du service de
dynamique rapide d’AIRBUS et les motivations qui [’ont amené a vouloir
améliorer la robustesse des simulations dynamiques sur structures
métalliques jusqu’a rupture. La deuxiéme section expose les objectifs
scientifiques de cette étude.

1 L’activité Dynamique Rapide chez AIRBUS

1.1 Domaine d’activité

Le service de dynamique rapide d’AIRBUS (Vulnérabilité des structures) s’intéresse
au comportement des structures d’avions soumis a des chargements mécaniques for-
tement dynamiques. La finalité est de garantir la tenue des pieces soumises a de tels
chargements (aide au design ou support a la certification).

Les scénarios les plus fréquemment étudiés correspondent a 1’étude d’impacts d’oi-
seau, de débris de pneumatiques ou d’impacts de débris dur, comme les ”débris
moteur” ou, par exemple, de jantes ou d’écrous lors d’un éclatement pneumatique
violent. Des ses premiers développements, I'industrie aéronautique a été confrontée
aux conséquences, plus ou moins importantes, engendrées par ces types d’impacts.
Un impact créant de faibles dommages peut rendre ’avion non opérationnel et im-
poser ainsi son immobilisation. Pour donner un ordre de grandeur de la fréquence a
laquelle se produit de tels événements, plusieurs éclatements de pneus par an sont
dénombrés sur I'ensemble de la flotte AIRBUS (ne créant des dommages qu’occasion-
nellement). Les conséquences peuvent parfois étre beaucoup plus lourdes ; concernant
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les impacts d’oiseaux, la fréquence est d’environ 10 cas par jour dans le monde, le
premier déces a été enregistré en 1912 et plus récemment, depuis 1960, ce sont 79
avions civils qui ont été perdus dans le monde, faisant plus de 210 victimes.

Les matériaux utilisés en aéronautique sont essentiellement des matériaux métalliques
(aluminium, ou plus rarement titane, voir acier) et composites. La présence des
matériaux métalliques reste aujourd’hui encore tres importante : la part en masse
des métalliques est de 65 % sur I’A380. Méme s'ils sont connus et largement utilisés
depuis longtemps, ils bénéficient encore de nombreux développements (glare, nou-
veaux alliages : aluminium-lithium par exemple). Ils sont donc encore compétitifs
face aux matériaux composites, notamment pour les parties soumises aux impacts,
en raison de leur capacité d’absorption d’énergie mieux maitrisée.

1.2 Vers le Virtual Testing

e Utilisation de la simulation numérique

Le dimensionnement analytique d'une structure soumise a un impact est extrémement
délicat en raison de l'aspect tres fortement non linéaire du phénomene (grandes
déformations des structures, non linéarité matériau, rupture locale, contacts, com-
portement fluide d’un oiseau ... ). L’exemple de la conception de la partie supérieure
frontale du cockpit (la casquette) des avions AIRBUS A300-B2, illustre cette diffi-
culté.

Au début des années 1970, la casquette des avions AIRBUS A300-B2 avait initiale-
ment été congue en aluminium, sur la base de regles de conceptions essentiellement
issues de l'expérience d’appareils anciens. Cependant, les essais d’impacts d’oiseau
ayant montré que cette structure initiale n’offrait pas une tenue suffisante, cette
configuration en aluminium a été abandonnée et remplacée au profit d’une struc-
ture similaire réalisée en titane. Et, pendant plus de 30 ans, c’est en titane que
les casquettes des avions suivants ont été fabriquées. Le changement de matériau a
permis d’assurer la tenue de la piece en cas d’impact, mais 'augmentation du cott
de la matiere brute et du cout de fabrication (matériau dur, usinage difficile), ainsi
que la plus grande rigidité de la piece (difficulté lors du montage) en ont augmenté
le cout final.

Cependant, la définition d’une nouvelle architecture permettant d’utiliser de I'alu-
minium aurait impliqué de définir, fabriquer et tester de nouvelles pieces, soumises a
plusieurs scénarios d’impact, sans I'assurance de parvenir a déterminer une nouvelle
configuration répondant aux exigences de certifications dans les délais impartis. Les
cotits de développements associés (notamment la fabrication des prototypes et la
réalisation des essais), en rapport avec les anticipations du nombre d’avions a pro-
duire n’ont pas justifié, a I’époque, d’autres investigations. Comme le montre cet
exemple, les essais dans l'industrie aéronautique représentent, aujourd’hui encore,
une part tres importante du cout de développement d’un nouvel avion, sans pour
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autant permettre une optimisation poussée du design.

Afin de réduire ces couts, AIRBUS s’est naturellement orienté vers la simula-

tion numérique. Au début des années 1990, les performances de 'informatique et
les progres réalisés dans le domaine des codes de calculs de dynamique rapide ont
permis de développer rapidement la simulation numérique pour ces applications.
Dans un premier temps, les efforts ont concerné la recherche, le développement et
la validation de méthodes (200 essais environ d’impacts d’oiseaux sur des cibles en
différents matériaux ont été effectués afin de mener des comparaisons calculs-essais
sur des cas de référence).
Les premieres applications d’aide au design avec 'outil numérique ont ainsi été
rendues possibles quelques années plus tard (1996) et, aujourd’hui, les niveaux de
validation atteints ont conduit les autorités de certification a accepter la simulation
comme moyen de démonstration réglementaire pour différents types d’applications.
Une fois qu’'une méthode et un modele numérique sont validés, I'utilisation de la
simulation permet d’étudier facilement différentes configurations de design. Concer-
nant 1’A380, plusieurs architectures de casquettes (épaisseur de peau, taille, forme
et espacement des raidisseurs, matériaux) soumises a différents scénarios d’impacts
ont ainsi pu étre analysées et ont permis de montrer la possibilité de définir une
configuration en aluminium permettant de répondre aux exigences de certifications
(cf. figure 1.1).

Bird model

Aluminium
skin

Fig. 1.1: Simulation d’impact d’oiseau sur la casquette de I’A380.

e Cadre de la simulation numérique en dynamique rapide
Les codes de calculs utilisés s’appuient sur la Méthode des Eléments Finis et un
schéma d’intégration en temps explicite. La taille caractéristique des structures
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étudiées dans le cadre de simulations d’impact ou de crash varie de quelques décimetres
a quelques metres, voire dizaines de metres (trongon avion, partie structurale de plu-
sieurs metres de longueur/largeur, avion complet ... ). Les modeles ont couramment
plusieurs centaines de milliers d’éléments (voire plus d’un million), essentiellement
des éléments ”coques” d’une dimension caractéristique de 5 mm environ. Quelques
heures a plusieurs journées de calcul sont généralement nécessaires a la résolution
de tels problemes, qui simulent des phénomenes physiques qui ne se déroulent que
pendant quelques ms. L’une des contraintes les plus pénalisantes vis-a-vis des temps
de calcul réside dans le caractere conditionnement stable du schéma d’intégration en
temps, qui impose un pas de temps critique maximum en fonction de la plus petite
taille caractéristique des éléments. Cette condition rend extrémement contraignant
un raffinement local du maillage.

e Vers le Virtual Testing

La conception et la justification des structures s’oriente aujourd’hui vers le Virtual
Testing (cf. figure 1.2). L’objectif est de diminuer le nombre des essais structuraux
les plus onéreux, sur les éléments de grande taille notamment, en ayant recours a la
simulation et en s’appuyant sur des campagnes d’essais (réels) sur des éléments
de taille plus réduite. Le domaine de la dynamique rapide est particulierement
concernée par le Virtual Testing comme nous venons de le voir avec les exemples
de la casquette de ’A300-B2 et de I’A380.

Désormais, ’objectif n’est plus uniquement de dimensionner une structure pouvant
étre soumise a un impact, mais également de contribuer a proposer des conceptions
optimales (réduction des marges), réduire les cycles et augmenter la confiance dans
les résultats avant essais.

1.3 Simulations jusqu’a rupture
1.3.1 Meéthodologie actuelle, critere en 0,,4:5 Prmas

Les codes de calculs Eléments Finis actuels proposent pour les comportements
ductiles des critéres en contrainte équivalente maximum (0,4, ) ou déformation plas-
tique cumulée maximum (p,,q.). La contrainte d’écrouissage est alors constante a
partir de 0,4, (ce qui a pour effet d'imposer la mise en place de la localisation des
déformations), et I’élément est considéré comme rompu quand p,,., est atteint.

Cette approche est facile a mettre en oeuvre dans un code de calcul et ne pose
pas de difficulté d’identification : les valeurs de 0,,,. et de p,q. peuvent étre iden-
tifiées a partir d’un essai de traction. Avec une telle approche, il n’est pas nécessaire
d’utiliser un comportement endommageable.

e Prise en compte de la finesse de maillage
Afin de s’affranchir des problemes de dépendance au maillage, il est possible de choi-
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o Analysis

s I

Fig. 1.2: Pyramide des essais / simulations.

sir la taille des éléments finis comme un parametre du probleme. La valeur de p,,q.
peut étre ajustée en fonction de la taille des éléments pour retrouver les valeurs
globales de déformation ou de déplacement a rupture. Cette technique peut étre
utilisée pour recaler des simulations, mais ne permet pas d’étre prédictif.

e Limites
Cette approche présente 'avantage d’étre relativement facile a mettre en oeuvre. En
revanche, les limites de cette démarche sont importantes.

Dans le modele, la plasticité cumulée est liée a la partie déviatrice du tenseur
des contraintes, alors qu’expérimentalement, la rupture est davantage gouvernée
par la pression hydrostatique. D'un point de vue physique, un critere de rupture en
déformation plastique cumulée maximum n’est donc pas satisfaisant.

L’absence d’endommagement ne permet pas de faire chuter la contrainte lors de la
rupture. Ainsi, lorsque le critere de rupture est atteint, la valeur de la contrainte
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équivalente est maximale, ce qui n’est pas en accord avec une modélisation de la
rupture par une approche continue.

Le fait que les parametres matériaux dépendent du maillage n’a pas de signification
physique, et les parametres matériaux devant étre ajustés en fonction de la nature
de la sollicitation et de la discrétisation éléments finis, chaque calcul demande un
traitement spécifique.

Mais surtout, avec les modeles disponibles, ¢’est-a-dire des modeles " classiques”, des
que 0,4 est atteint en un point de la structure, I'unicité de la solution du probleme
de mécanique continue associé est perdue, et la solution E.F. devient fortement
dépendante au maillage. Il est alors tres délicat de donner une interprétation phy-
sique des résultats au-dela de cet état critique (orientation et vitesse de propagation
d’éventuelles fissures par exemple).

1.3.2 Nécessité de mener des simulations robustes jusqu’a rupture

La nécessité de pouvoir mener des simulations jusqu’a rupture de maniere ro-
buste est aujourd’hui réelle.

Tout d’abord, dans le cadre d'une politique de réduction des marges, il est
nécessaire de pouvoir simuler finement une rupture pour s’approcher de la solu-
tion optimale, en déterminant aussi bien les conditions qui garantissent la tenue,
tout comme les conditions qui conduisent a la ruine de la structure.

De plus, il est exigé que lors d'un impact, les systemes vitaux de I'appareil soient
protégés, mais la rupture partielle de certaines pieces peut parfois étre tolérée. Cette
protection est souvent assurée par la structure de I'avion elle-méme. Les différents
scénarios peuvent se décliner selon différents niveaux d’exigence pour 'ingénieur :

— Garantir qu’il n’y ait pas de perforation et absolument aucune rupture.

— Garantir qu’il n’y ait pas de perforation meéme si des ruptures locales au ni-
veau de la sous structure sont tolérées et garantir qu’il y ait non-pénétration
du projectile, méme si des dommages significatifs sont engendrés. Ainsi, pour
le choc a l'oiseau en général, il est nécessaire que la peau ne subisse aucune
rupture, méme si des raidisseurs internes ou leurs fixations sont rompus, et
dans le cas des débris de pneus, ceux-ci ne doivent pas créer de déchirure qui
pourrait leur permettre de pénétrer a l'intérieur de la structure.

— Estimer, a la suite d’un impact ayant créé des dommages, la taille de ces dom-
mages ou la cinématique du projectile. Les impacts d’oiseaux sur bord d’at-
taque ou levre d’entrée d’air sont des ”"impacts multiples”, ¢’est-a-dire qu’avant
que le projectile ne soit stoppé, une partie de son énergie cinétique est absorbée
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par une premiere structure qui peut étre perforée. Lors d’un impact d’oiseau
sur une levre d’entrée d’air, il est nécessaire d’évaluer les dommages post-
impact pour mener une analyse de tenue résiduelle.

2 Objectifs scientifiques

2.1 Matériau ductile sollicité en dynamique jusqu’a rupture

Cette étude vise a proposer une méthode pour la simulation par éléments finis
jusqu’a rupture de structures métalliques sollicitées en dynamique. Malgré de nom-
breux travaux sur ce sujet, il s’agit d’un probleme qui reste encore ouvert, et les
choix a effectuer pour mener a bien de telles simulations sont nombreux. Ces choix
concernent aussi bien la modélisation mécanique (mécanique continue de ’endom-
magement ou mécanique de la rupture), que le comportement du matériau, le schéma
d’intégration temporel, la nature des éléments finis utilisés (formulation classique ou
enrichie du type PUM, XFEM ou G-FEM par exemple) ou encore la stratégie de
résolution (approche directe ou multi-échelle).

On s’intéresse ici a des structures initialement saines, on choisit donc de modéliser
leur comportement mécanique par une approche continue, méme jusqu’a rupture.
On ne cherche pas dans cette these a se concentrer sur la stratégie de calcul, 1'ob-
jectif est de proposer une approche robuste et efficace pour modéliser, dans le cadre
de la mécanique des milieux continus, le phénomene de rupture. Les simulations ont
ainsi été obtenues par une approche directe (mono-échelle) en utilisant la Méthode
des Eléments Finis, avec des éléments ”classiques” (avec une cinématique continue,
sans enrichissement). Le chapitre 2 propose différentes démarches pour modéliser la
rupture dans ce contexte.

On travaille dans le cadre des grandes déformations et le comportement des
matériaux ductiles concernés par cette étude est modélisé par une loi élastoplastique
endommageable; le chapitre 3 précise et justifie les choix qui ont été retenus pour
ces deux points. La loi de comportement étant endommageable, le critere de rupture
correspond dans notre approche a d. = 1. Enfin, dans cette étude, les simulations
ont été résolues en dynamique, en utilisant un schéma d’intégration en temps de
type explicite.

Cette these s’articule essentiellement autour du délicat probleme de la gestion de
la localisation et de la phase de rupture des matériaux métalliques. En effet, il est
aujourd’hui admis que les modeles classiques ne sont pas adaptés a la prévision de
la rupture car ils ne permettent pas de décrire de fagon objective la phase post-pic
du comportement [1].

On entend ici par "modele classique” un milieu continu régi par le principe de I'action
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locale [15, 16], matériellement simple (milieu de Cauchy [17]) et au comportement
indépendant du temps (et de la vitesse).

2.2 Illustration des limites d’un modele classique

Expérimentalement, lors du chargement d’une structure jusqu’a rupture, il est
tres fréquent d’observer avant la ruine du matériau, ’apparition de zones de faible
épaisseur dans lesquelles se concentrent les déformations. Ce phénomene peut se pro-
duire a différentes échelles (de I’éprouvette de laboratoire au glissement de terrain) et
pour différents matériaux (matériaux métalliques, granulaires, quasi-fragiles). Dans
le cas des métaux, matériaux ductiles, la localisation des déformations apparait
quand 'augmentation de contrainte due a la réduction de section de la structure ne
peut plus étre compensée par 1’écrouissage du matériau.

Ce phénomene ne peut pas étre convenablement modélisé avec une approche
”classique”. Nous présentons ici quelques-unes des manifestations pathologiques des
résultats de simulations avec une telle approche, dans le cas d’un matériau ductile.

Les figures 1.3 et 1.4 illustrent les résultats de simulations d'un essai de traction
jusqu’a rupture d’une éprouvette en aluminium au comportement élastoplastique
endommageable (éléments ”quadrangle” - contrainte plane - intégration réduite);
elles représentent la configuration de I’éprouvette a rupture en fin de chargement
(1.3) et la valeur de leffort au cours du temps (1.4) pour différents maillages. Le
zoom ”1”7 correspond a la configuration de 1’éprouvette a rupture obtenue avec un
premier maillage. Les maillages des zooms 72”7 et 73”7 different du maillage 717
par lorientation du maillage (inclinaison initiale du maillage 717 : 0°, 72”7 : 13°
et 73”7 : 257). Les maillages des zooms 74”7 et 75" sont respectivement plus fins et
plus grossiers que le maillage 717. Il est manifeste sur cet exemple que les résultats
dépendent fortement de la taille (taille de la zone de localisation, chute de 'effort
ou énergie dissipée lors de la rupture) et de 'orientation (orientation de la rupture)
du maillage.

Cette non-objectivité des résultats vis-a-vis de la discrétisation spatiale représente
aujourd’hui encore un des principaux obstacles au développement des simulations
Eléments Finis pour la prévision de la rupture.

Il est important d’insister sur le fait que cette dépendance des résultats vis-a-
vis du maillage est une conséquence du changement de nature des équations aux
dérivées partielles associées a ’équilibre. Pour obtenir des résultats de simulation
quel que soit le maillage, il faut que ces équations soient modifiées.
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Fig. 1.3: Influence du maillage (orientation/taille) - Configuration a rupture.

14000 14000 1
2]
12000 12000 3
—o—4
10000 10000 Y —8— 5 |7
Z 8000 Z 8000
© 6000 L 6000
4000 4000
2000 , 2000
. |
ommb : : : 0 : L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2
time (ms) time (ms)

Fig. 1.4: Influence du maillage (orientation/taille) - F(t).

2.3 Objectifs

Comme nous allons le voir dans le chapitre suivant, il existe différentes approches
pour modifier les modeles classiques afin d’étre cohérent jusqu’a rupture et ainsi pou-
voir mener des simulations sans dépendance au maillage. Mais ces approches posent
encore un certain nombre de difficultés au niveau de la construction du modele
(probléme des conditions aux limites additionnelles des limiteurs spatiaux de loca-
lisation) et leur implémentation numérique reste complexe.

L’objectif de cette these est de proposer une approche pour simuler, de maniere
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robuste, le comportement de structures métalliques sollicitées en dynamique jusqu’a
rupture. Les approches du type ”limiteurs temporels de localisation”, qui visent a
enrichir la modélisation du comportement en introduisant une description saine du
phénomene dynamique de rupture, ont été privilégiées dans cette étude compte tenu
de leur caractere local et identifiable.
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B Bilan du chapitre 1

L’activité du service de dynamique rapide d’AIRBUS est ici brievement
présentée. Le colt des essais nécessaires dans ce domaine d’activité et les
performances de l'outil informatique, couplées aux capacités des codes de
calculs de dynamique explicite ont motivé I'augmentation constante de la part
de la simulation numérique dans ce domaine depuis une dizaine d’années.
Désormais, 1’objectif n’est plus uniquement de déterminer le dimensionnement
d’une structure pouvant étre soumise a un impact, mais également de contribuer
a proposer des conceptions optimales (réduction des marges), réduire les cycles
et augmenter la confiance dans les résultats avant essais. Mais, ceci est d’autant
plus délicat lorsque les pieces étudiées peuvent étre partiellement rompues.
Dans ce contexte, il est important de pouvoir mener des simulations robustes
jusqu’a rupture.

Or, avec les modeles classiques actuellement disponibles dans les codes de calcul
de dynamique rapide, I'unicité des résultats ne peut pas étre garantie jusqu’a
rupture. La raison est que le phénomene de localisation, précurseur de la ruine
des matériaux, ne peut pas étre modélisé avec les approches de la mécanique
des milieux continus classiques; En effet, si tel est le cas, les résultats de
simulations Eléments finis au-dela de 'apparition de la localisation deviennent
dépendant du maillage (taille, orientation, nature des éléments). Pour pouvoir
étre cohérent jusqu’a rupture et ainsi obtenir des résultats de simulation sans
dépendance au maillage, il est ainsi nécessaire de modifier les équations du
modele continu.

L’objectif de cette these est de proposer une approche pour simuler, de maniere
robuste, le comportement de structures métalliques sollicitées en dynamique
jusqu’a rupture. Il s’agit donc, avant tout, de définir une modélisation cohérente,
qui permettra d’obtenir des résultats de calcul indépendamment du maillage.
Les approches du type ”limiteurs temporels de localisation”, qui visent a
enrichir la modélisation du comportement en introduisant une description saine
du phénomene dynamique de rupture, ont été privilégiées dans cette étude
compte tenu de leur caractere local et identifiable.
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Chapitre 2

Prédiction de la rupture : Les
différentes approches

Ce chapitre a pour but de décrire différentes approches associées a la
prévision de la rupture locale, puis globale, résultant d’une instabilité
mécanique qui entraine la localisation des déformations. Pour des modéles
“classiques”, ou "non-réqularisés”, ces approches correspondent a des
critéres de localisation. Auzx modéles "enrichis” les plus fréquents, les
limiteurs spatiauz de localisation, sont li€s la question des conditions aux
limites additionnelles et des spécificités d’implémentation et de résolution
numérique. Les modeéles dépendants du temps, moins développés,
nécessitent une résolution dynamique du probleme.

1 Modeles ”classiques” : approches par critere

Comme nous I’avons spécifié dans le chapitre précédent, avec un modele classique,
il n’est pas possible de mener une simulation au-dela de ’apparition de la localisa-
tion des déformations, étape précédent la rupture. Un premier type d’approche est
de considérer le point critique correspondant a la localisation comme un critere de
rupture. L’approche est dite ”conservative” dans la mesure ou le critere (localisa-
tion/perte d’'unicité) correspond a un phénomene physique qui précede la rupture
(partielle ou complete). 11 est ainsi possible de garantir qu'une structure résiste a
une sollicitation donnée (garantie de tenue). En revanche, donner une quelconque
interprétation des résultats au-dela de ce point critique, et dire si une éventuelle
rupture n’est que tres locale ou complete est tres délicat.
Dans le cas HPP, les criteres assurant 1'unicité et la stabilité de la solution peuvent
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étre exprimés uniquement en fonction du comportement du matériau, en transfor-
mation finies, ces conditions dépendent également de la configuration atteinte.

1.1 Critére en HPP

Le critere de Drucker [18] permet de caractériser les matériaux au comportement
indépendant du temps et stables. Cette stabilité entraine 'unicité de la solution en
HPP. Un matériau vérifie la condition de stabilité (ou inégalité) de Drucker [18] si :

vVt € [0,T] alors fot Tr(Ar.AD).dt > 0 pour tous (7, D;) vérifiant sur
[0, 7] la relation de comportement et (A7, Ae) = (0,0) pour ¢t = 0.

Une situation typique correspond a la plasticité a écrouissage strictement positif.

Pour des matériaux comme les matériaux endommageables ou a écrouissage
négatif, une approche permettant de garantir que les conditions de localisation n’ont
pas été atteintes consiste a assurer 'unicité du probleme en vitesse. Ce type d’ap-
proche étant discuté dans la suite dans le cas des transformations finies, ne sera pas
présenté dans le cadre HPP.

1.2 Extension a I’élastoplasticité en grandes déformations

En grandes déformations, les conditions d’instabilité dépendent également de la
variation de configuration et ainsi des conditions aux limites (phénomeéne de flam-
bage en compression et de striction en traction par exemple). L'unicité de la solution
dépend du comportement local du matériau, mais aussi du comportement global de
la structure.

Pour s’affranchir des difficultés liées a la géométrie, une approche consiste a
considérer qu’avant localisation la solution est localement homogene, 1’environne-
ment étant schématisé par des conditions aux limites en vitesse plus ou moins
contraintes. On examine alors différents scénarios de localisation possibles a partir du
probleme en vitesse : a différentes conditions aux limites, libres ou contraintes, cor-
respondent des modes de localisation dit diffus ou localisés. Dans le cas de matériaux
au comportement élasto-plastique, I’approche proposés par Cordebois-Ladeveze per-
met de montrer que ce sont des modes extrémes qui encadrent toutes les situations
possibles [19, 20, 21, 22]. Une autre voie consiste a traiter le probleme en vitesse
local et a examiner numériquement (sur la matrice tangente) s’il y a perte d’unicité
de la solution.

On s’intéresse dans la suite aux criteres de détection de la localisation, en par-
ticulier pour les matériaux au comportement élastoplastique, a plasticité associée.
On se limite ici au comportement a I'intérieur du solide, sans détailler les conditions
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complémentaires a une interface ou a la frontiere du solide nécessaires pour que
le probleme mécanique reste bien posé (cf. [23] pour une discussion sur les condi-
tions qu'il est nécessaire de vérifier pour que le probleme mécanique reste bien posé).

La loi de comportement d’un solide élastoplastique est ici décrite par :
— la loi d’élasticité : 7 = K..D, ou 7 est la contrainte de Kirchhoff et D, la partie
élastique du symétrique du gradient des vitesses .
— la fonction de charge f (7, @) ou @ représente I'ensemble des variables d’écrouissage.
— la regle d’écoulement : D, = AP otl P = m en plasticité associée
— les lois d’évolution des variables internes supposées avoir la forme : @ = .
On définit le module instantané d’écrouissage par H = —% 2.

1.2.1 Exemple : critere 1D de force maximale

Comme cela a été évoqué, les conditions d’instabilité dépendent de la variation
de configuration. Le critére de Considere [24], qui correspond a la valeur maximale
de Deffort qui est atteint en traction 1D, illustre simplement I'influence de la prise en
compte de la variation de section. En écrivant que 'effort reste constant par rapport

a la déformation ‘jl—f = 0, on en déduit qu’en grandes déformations :
dr ) )
i avec T la contrainte de Kirchhoff : 7 = J.o
€

Dans le cas d'un comportement élastoplastique associé, la perte d’'unicité de la
solution apparait lorsque 'effort maximum est atteint. On obtient dans ce cas, en
négligeant les déformations élastiques (c’est-a-dire g—; ~1):

dr de it dr
— =7.—, soit —=r.
dp  dp’ dp
Swift et Hill [25, 26] ont repris 1'idée de force maximale et I'ont appliquée au cas
de toles minces.

1.2.2 Unicité en vitesse

Afin de s’affranchir de la question des conditions aux limites (frontiere internes
et externes du domaine (), il est possible de travailler dans un premier temps en
considérant la configuration totalement ou localement figée.

e Condition de Hill
Soient (74, Da) et (75, Dp) deux solutions distinctes du probleme aux limites en
vitesses et considérons les différences A7 =74 — 7 et AD =D, — Dp.
L’unicité de la réponse en vitesse de déplacement est assurée si la fonctionnelle
de Hill [27] est strictement convexe dans l’ensemble des vitesses cinématiquement
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admissibles. Cette propriété est satisfaite si cette fonctionnelle admet une dérivée
strictement monotone

/ Tr(AFAD).dQ > 0
Q

Cette condition sur la configuration €2 suppose celle-ci figée, c’est a dire que 1’'on
compare deux solutions sur la méme configuration. Une hypothese supplémentaire
en élastoplasticité est de travailler sur le ”solide linéaire de comparaison” (solide
infini sans décharge permise : le matériau se charge uniformément avec le module
tangent). Le critere de Hill fournit une condition suffisante d’unicité de la solution
au probleme en vitesse du solide réel : si 'unicité est vérifiée sur le solide linéaire de
comparaison, alors, elle I'est aussi sur le solide réel.

e Condition de positivité du travail du second ordre
En supposant un état de la matiere localement homogene, c’est a dire sans conditions
aux limites imposées, une condition locale suffisante d’unicité est alors :

Tr(r.D) > 0 dans €

Cette condition est appelée ”condition de positivité du travail du second ordre”.

Quand une formulation multilinéaire incrémentale des équations de comporte-
ment existe, la condition de positivité du travail du second ordre est équivalente a la
définie-positivité du tenseur d’ordre 4 (K,)s, la partie symétrique de K, qui vérifie
7 = K,.D en régime plastique. Une condition nécessaire de perte d’unicité est alors :
det K, = 0.

Une analyse spectrale du tenseur élastoplastique tangent K, et de sa partie
symétrique (K,)s permet de déterminer des criteres explicites de perte d'unicité et
les modes de déformation associés (modes de bifurcation généraux). Runesson [28] a
ainsi déterminé le module d’écrouissage critique H" correspondant au mode fonda-
mental d’instabilité, qui vaut H* = 0 dans le cas d'un matériau a plasticité associée.
Le mode associé est souvent appelé mode d’instabilité diffus.

e Discontinuité du gradient des vitesses ou mode localisé

Une analyse de bifurcations discontinues est associée a la perte d’unicité du probleme
en vitesse [27]. Le critere traduit en fait les conditions nécessaires et suffisantes de
création d'une surface de discontinuité du taux de déformation a l'intérieur d’'un
solide (il s’agit alors d’un critere correspondant a des conditions aux limites ). Il cor-
respond a l'existence d’une direction n, correspondant a 'orientation de la surface
de discontinuité, telle que le tenseur acoustique n.K,.n soit singulier. la condition
s’écrit donc : det n.K,.n = 0.

Le critere de bifurcation discontinue correspond a la perte d’ellipticité des équations
d’équilibre. La sous section 4 présente quelques exemples d’étude de ’équation des
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ondes caractérisant certains modeles évoqués dans ce chapitre.

Rice [29] a déterminé le module d’écrouissage critique pour qu'un mode de bi-
furcation plastique/plastique devienne possible : H°".

e Bilan
Deux modules d’écrouissage critique ont été définis : H" correspond a la perte d’uni-
cité des solutions tandis que H" est associée a l’existence possible de modes de
bifurcations discontinus. Un module d’écrouissage critique supplémentaire peut étre
défini : il s’agit de la valeur pour laquelle les modes de bifurcation généraux de-
viennent compatibles, ce qui correspond a la perte de définie-positivté du tenseur
acoustique symétrisé. Cette condition est aussi appelée perte d’ellipticité forte.

1.2.3 Critere de Cordebois-Ladeveze

L’approche suivie par Cordebois-Ladeveze [19, 20, 21, 22| consiste a traiter le
probleme en vitesse pour des matériaux élasto-plastiques en grandes transformations
sur la structure 2 complete. Il s’en déduit des criteres de striction qui dépendent
des conditions aux limites, les criteres localisés ou diffus apparaissant comme des
cas limites. Le champ de vitesse associé a la perte d'unicité lorsque le chargement
extérieur est figé correspond au mode localisé.

1.3 Prévision objective de la rupture

Une démarche pour mener des simulations de maniere objective jusqu’a rupture,

consiste a modifier les équations du probleme mécanique. L’objectif est alors de
pouvoir controler le phénomene de localisation des déformations, c’est-a-dire I’appa-
rition et le développement de zones de petite taille dans lesquelles les déformations
restent continues mais se concentrent.
Les différentes techniques de régularisation sont habituellement regroupées sous le
terme de ”limiteurs de localisation” [2]. Dans les sections suivantes, différentes ap-
proches sont présentées : tout d’abord celles qui reposent sur I'introduction de termes
directement liés aux variations spatiales de quantités d’intérét (limiteurs spatiaux),
puis celles qui s’appuient sur l'exploitation des variations temporelles de certaines
variables (limiteurs temporels).

e Remarque : Modeles a cinématique discontinue.
Une autre démarche consiste a déterminer les conditions pour lesquelles il peut y
avoir localisation des déformations (analyse de bifurcation par exemple) puis d’as-
surer la régularisation par I’enrichissement de la cinématique du milieu continu en
permettant 'apparition de surfaces de discontinuité du champ des déformations
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(discontinuités faibles [30, 31, 32, 33]) ou du champ de déplacement (discontinuités
fortes [34]).

Mais ces approches impliquent d’importantes modifications dans la structure
d’un code Eléments-Finis pour pouvoir étre intégrées. De plus, la transition ”ap-
proche continue” - "rupture” reste délicate a déterminer (c’est-a-dire la détection de
la localisation, liée a ’apparition des discontinuités dans la cinématique, et le critere
de rupture).

2 Limiteurs spatiaux de localisation

Les limiteurs spatiaux de localisation sont des approches non-locales, par oppo-
sition a une modélisation mécanique strictement locale. Toutefois, précisons que le
terme non-local est ici employé au sens ”faible”, c¢’est a dire qu’il sert a qualifier les
modeles introduisant une longueur interne dans la description du comportement. Les
modeles couramment appelés "non-locaux” au sens fort sont qualifiés ici ”d’approche
intégrale” ou a ”gradient implicite” [35].

2.1 Domaine d’influence d’une variable interne

Les deux approches présentées dans cette section proposent d’étendre le domaine
d’influence d’une variable interne; celle-ci est alors définie sur un domaine non res-
treint a un point matériel. La procédure consiste a utiliser une moyenne spatiale
ou bien introduire l'effet du gradient de cette variable (approches ”intégrales” et
" différentielles” [36]). Une longueur caractéristique peut étre directement reliée au
domaine d’influence de la variable "non-locale”.

e Modele classique :
Les modeles présentés ci dessous peuvent étre vus comme ’enrichissement d’un
modele local, dont les équations caractéristiques s’écrivent :

o Equation d’équilibre : dive = 0 sur 2
o Equations constitutives : (@, v;) = Z (&, v;) sur 2
o Conditions aux limites : o.n = F.,; sur I'p et uw = ugy sur T'y,.

v; représente I'ensemble des variables internes du modele, soit dans cette section
la variable d’endommagement d et/ou la plasticité cumulée p.
Les modeles qui modifient le domaine d’influence d’une variable interne se ca-
ractérisent par l'introduction dans le membre de droite des équations constitutives
d’une variable "non-locale” v a la place de la variable "locale” v.
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Dans les exemples suivants, la définition d’un modele consiste donc a définir la va-
)
riable "non-locale” v.

2.1.1 Approche intégrale

Les premiers travaux des modeles appelés "non locaux” ont été réalisés par
Kroner [37], et Eringen et Edelen [38].

Cette technique a été développée pour les problemes de localisation par Pijaudier-
Cabot et Bazant [39] dans le cadre d'un comportement élastique endommageable,
puis appliquée au probleme de fluage par Saanouni [40] et a différents types de lois
de comportement par la suite (exemple : modele de Gurson [41], [42]). Bazant et
Jirasek ont proposé une synthese des approches non-locales pour la plasticité et I’en-
dommagement dans [35], que Jirasek et Rolshoven ont complétée dans le cadre de
la plasticité [43].

De facon trés schématique, cette approche consiste a remplacer en chaque point
matériel une ou plusieurs variables locales du modele par sa moyenne sur un voisinage
du point considéré. En notant f(x) une variable locale du modele sur le domaine €2,
la variable "non-locale” qui lui est associée est calculée par :

ov(x) = / Y(x,s).v(s)ds ou (x, s) est une fonction de pondération.
Q

En général, cette fonction correspond a une gaussienne :

1 _ 2
Y(x,5) = m-exp(%)-

2.1.2 Approche différentielle

Les fondements des modeles a gradient de variable internes [44] reposent sur les
travaux menés au cours des années 1960 par Toupin, Mindlin, Eringen et Germain
qui ont permis de définir le cadre théorique des milieux de degré supérieurs (cf. sec-
tion 2.2.1).

L’utilisation de gradients de variable interne pour la description du comportement
matériau a une échelle mésoscopique a tout d’abord été proposée pour les matériaux
métalliques, en s’appuyant sur les travaux d’Aifantis sur la description de la dyna-
mique des dislocations a une échelle microscopique [45, 46, 47, 48].

Des modeles d’endommagement a gradient de variable interne on ensuite été pro-
posés [49, 50].
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Ces approches ont alors véritablement été utilisées comme limiteur de localisa-
tion au début des années 1990.

e Gradient explicite
Dans ce cas, le gradient de certaines variables apparait directement dans les équations
constitutives ou lois d’évolution du modele. Cette méthode a initialement été ap-
pliquée a des modeles élastoplastiques sous I'hypothese des petites déformations (pas
de striction) afin de préciser I’épaisseur et la forme des bandes de cisaillement en
régime adoucissant.
L’ajout de ces termes complémentaires peut, par exemple, intervenir :

— dans les équations d’équilibre apres avoir modifié I’expression de la déformation

totale [2] :

oV =v4+ a.Avavecv =¢

— dans 'expression de la déformation plastique équivalente apparaissant dans la
fonction seuil de plasticité [51], [52], ¢ = h.v ou :

~ ¢
ov:v—ﬁ.Avavecv:p

o Remarque :
Il n’est pas possible d’obtenir un état de contrainte nulle lorsque la rupture est at-
teinte avec une formulation a gradient explicite [53, 54].

e Gradient implicite
Dans ce cas, la variable "non-locale” v est définie implicitement :

0V — a.AD = .

Ces modeles ont été initialement développés dans le cadre de I'endommagement.
Peerlings a proposé un modele élastique - fragile, avec une variable d’endommage-
ment de type ”Lemaitre” [55] dont I’évolution dépend d’une déformation équivalente
v = e. Au sujet de ce modele, Pauteur a étudié I'équation des ondes [56] et detaillé
son implémentation numérique dans le cadre d’une formulation Eléments Finis [57].

Engelen, Geers et Baaijens [54] ont ensuite développé cette approche dans le cadre
d’un comportement élastoplastique endommageable (en petites déformations). Dans
ce cas, la variable "non-locale” est la déformation plastique équivalente : v = p.
Les auteurs proposent alors de travailler avec un endommagement piloté par la
variable "non-locale”, alors que ’écrouissage reste piloté par la variable locale. La
fonction seuil s’écrit ainsi :

O.VM

f = T N
1 —d(p)
L’utilisation d'une modélisation a gradient implicite dans le but de controler la

localisation a également fait I’'objet de développements pour les comportements duc-
tiles endommageables de type ”Rousselier” [58] ou ”Gurson” [59]. Dans ce dernier

— R(p).
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cas, v = f* le taux de porosité.

2.1.3 Remarques

e Liens entre les approches

Les liens étroits entre les approches intégrales et différentielles ont été étudiés des
les premiers travaux sur ces approches (Kroner en 1967 [37]) et des les premieres
propositions avec une vision ”limiteur de localisation” (Bazant en 1984 [60]). Peer-
lings a proposé en 2001 [61] une étude sur les liens entre différentes approches, en
s'intéressant particulierement a l'influence de ces modeles sur la gestion de la loca-
lisation (un modele intégral [39], un modele & gradient explicite [2] et un modele a
gradient implicite [56]). Le comportement considéré dans cette étude est élastique
fragile, et 'endommagement est piloté par la déformation "non-locale”. Il est alors
montré que le modele a gradient implicite utilisé ici est équivalent au modele intégral
si la fonction de pondération introduite dans la convolution de celui-ci est prise égale
a la fonction de Green.

Un modele a gradient implicite est donc réellement "non-local” (strongly nonlocal).
En revanche, un modele a gradient explicite est local d’un point de vue mathématique
car la valeur de la variable non locale en un point ne dépend que de la valeur locale
de cette variable et de ses dérivées en ce méme point (weakly nonlocal).

Ces modeles étant tres proches a 'ordre 2, des similitudes entre les différentes
approches sont observables. En revanche, il est important de préciser qu’ils peuvent
conduire a des résultats tres différents ([62, 57, 63]), d’autant plus en phase de lo-
calisation, au voisinage de la rupture, ou les termes de degré supérieur deviennent
prépondérant dans la réponse du modele.

e Comportement du modele au voisinage de la frontiere du domaine (2
Il s’agit de 'une des difficultés principales de ses approches, tant d’un point de vue
continu que numérique. De plus, 'objectif de ces méthodes étant de pouvoir simuler
finement la rupture, lors de 'apparition d’une fissure, ou du moins d’une zone tres
fortement endommagée, il se peut que de nouvelles frontieres soient a prendre en
compte.
Comme nous allons le voir, ces modeles contraignent le comportement mécanique a
la frontiere du domaine. ” The existence of a boundary layer is an inevitable conse-
quence of the nonlocal continuum concept” ([39], p. 1518).
Enfin, soulignons que les simulations révelent que le comportement a rupture est
trés sensible aux conditions imposées a la frontiere du domaine [64].

o Approche intégrale.
Dans le cas de 'approche intégrale, la difficulté est de définir une pondération conve-
nable au voisinage de la frontiere du solide. Il est nécessaire de ne pas prendre en



36 Prédiction de la rupture : Les différentes approches

compte dans l'intégrale I'extérieur du domaine €2 et afin d’assurer que la variable
"non-locale” reste bornée, il est préférable de normaliser la fonction de pondération.
Dans le cas 1D, cette fonction serait alors :

o @(y,x) = w\l(ffzj;) avec U(z) = /0 Uy, x).dy

o Approche a gradient explicite.
Les modeles a gradient explicite reposent sur l'introduction de termes de degrés
supérieurs dans les équations constitutives ou les lois d’évolution du modele. La
conséquence est que le degré de I'équation de mouvement et le nombre d’équations
différentielles a résoudre augmentent. Il est ainsi nécessaire d’introduire une condi-
tion aux limites additionnelle pour résoudre le probleme.

L’exemple considéré par Miihlhaus et Aifantis [51] permet d’illustrer ce point.
Il s’agit d’'un modele élastoplastique avec plasticité associée et écrouissage isotrope
adoucissant (en petites déformations) ou la contrainte équivalente d’écrouissage
dépend des gradients d’ordre 2 et 4 de la plasticité équivalente.

Afin de résoudre ce probleme mécanique, il faut résoudre un systeme de quatre
équations différentielles (au lieu de trois équations d’équilibre dans le cadre d'une
théorie locale ”classique”). La condition aux limites additionnelle s’applique au taux
de plasticité p sur I';, la frontiere du domaine ou p évolue (frontiere inconnue a
priori).

Les auteurs proposent de déduire cette condition aux limites additionnelle a par-
tir de ’écriture du probleme sous la forme d’une formulation variationnelle ; méme
si ce point peut étre discutable dans le cadre de la plasticité, comme les auteurs le
précise.

La condition aux limites déterminée est alors égale a :
o [Vp.ny].p = 0 sur I'; o1 ny est le vecteur normal a la frontiere I';.

Cette condition peut étre qualifiée de condition aux limites ambigué, comme dans
le cas du probleme de Signorini [65, 66]. En effet, deux choix sont possibles :

@.@:O ou p=0.

Si l'on distingue dans I'; la partie qui correspond a une frontiere interne I'y ;. et
la partie qui correspond a la frontiere physique du domaine d’étude € : T’y ooy, le
choix est en général d’imposer p = 0 sur I ;¢ par continuité (en effet p = 0 en zone
élastique) et Vp.n, = 0 afin que la plasticité puisse évoluer sur I'y .
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De la méme maniere, dans le cas d’un comportement élastique fragile, la condi-
tion aux limites additionnelle consiste en général a imposer d = 0 sur I';, , et

E.E = ( sur Fd-mt.

o Approche a gradient implicite.

Dans le cas des modeles a gradient implicite, une équation différentielle partielle
supplémentaire est introduite dans le probleme. Il s’agit d'une équation d’Helmotz
(v—a.Av = ...) portant sur la variable supplémentaire v pour laquelle une condition
aux limites sur la frontiere du domaine €2 de type Neumann ou de type Dirichlet
est nécessaire : il faut donc imposer, soit la valeur de v, sa dérivée normale ou une
combinaison linéaire des deux.

La condition aux limites de Neumann est retenue :

o Vu.nr = 0.

Ce choix permet d’assurer que v = v dans le cas d'un chargement homogene, ce qui
ne serait pas forcément le cas avec une condition de type Dirichlet. De plus, avec
cette condition aux limites, on a : [, 9dQ = [, vdQ [61]. Toutefois, méme si ce choix
s’accompagne de résultats de simulations par Eléments Finis acceptables (simula-
tion jusqu’a rupture indépendantes du maillage), il n’existe aucune interprétation
physique venant conforter ce choix de condition aux limites.

e Implémentation et résolution numérique

L’inconvénient majeur de ces méthodes est qu’elles nécessitent le développement
d’éléments finis adaptés pour pouvoir étre prises en compte dans un code de calcul
Eléments Finis. De plus, le nombre de ddl ou d’inconnues aux points de Gauss du
probleme "non-local” augmente par rapport au probleme local et il est possible que
la symétrie de la matrice de raideur du probleme local ne soit pas conservée, ce qui
a pour conséquence d’augmenter le temps de calcul de la résolution du probleme
"non-local”.

o Approche intégrale.
Il existe différents choix dans la littérature au sujet de la variable "non-locale” et de
la fonction de pondération a utiliser. Ce choix peut avoir d’'importantes conséquences
sur la résolution numérique du probleme.
Il est ainsi préférable, de ce point de vue, d’utiliser comme variable "non-locale”, une
quantité qui puisse étre estimée localement en chaque point de Gauss. Et concer-
nant la fonction de pondération, si la matrice de raideur du probleme Eléménts Finis
locale est symétrique, il est préférable de faire un choix qui permette de conserver
cette symétrie pour le probleme "non-local” [64].
Ainsi, les choix a effectuer pour le modele continue "non-local” peuvent étre forte-
ment guidés par des considérations numériques afin de minimiser le surcotit engendré
par cette méthode.
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Concernant la résolution numérique d’un probleme mécanique avec une approche
non-locale, I’'exemple suivant illustre les difficultés qui peuvent étre rencontrées et
les compromis nécessaires avec une telle approche. Peerlings utilise une matrice de
raideur sécante pour la résolution du probleme statique non-linéaire d’une poutre
au comportement élastique endommageable sollicitée jusqu’a rupture [57]. Ce choix
est justifié par le fait que la structure d’un opérateur tangent serait défavorable
(Pencombrement de la matrice serait augmenté [67]). Mais en contrepartie, en phase
post-pic, I'utilisation d'une matrice sécante est moins stable qu'une matrice tangente
pour gérer la phase de "snap-back” caractéristique d’une modélisation statique dune
structure sollicitée jusqu’a rupture.

o Approche a gradient explicite.

L’utilisation d’'un modele a gradient explicite se traduit par l'introduction dune
inconnue nodale sur laquelle s’applique une condition aux limites additionnelle.
Or cette inconnue nodale (plasticité cumulée ou endommagement) n’est en général
définie que sur une partie du domaine €2; les noeuds ou cette variable est définie
sont ainsi inconnus a priori.

Lasry et Belytschko soulignent quelques difficultés spécifiques a la résolution
numérique du probleme d’une poutre élastique adoucissante avec un modele a gra-
dient explicite [2] (cf. 2.1.2). Dans ce cas, le probleme est résolu en dynamique par le
schéma des différences centrées (cf. chapitre 5 et annexe III). Les auteurs précisent
alors que le pas de temps utilisé correspond au pas de temps critique multiplié par un
coefficient allant de 0.9 a 0.7, mais que dans certains cas un coefficient de 0.4 avait
pu s’avérer nécessaire a la stabilité du schéma. De plus, dans ce cas, il existe un mode
particulier de déformation a énergie nulle, que les auteurs proposent de controler par
l'utilisation de deux lois de comportement combinées (locale et "non-locale”). Enfin,
I'introduction d’un amortissement s’est révélée nécessaire pour pouvoir obtenir des
résultats acceptables.

o Approche a gradient implicite.
La résolution d’un probleme mécanique a gradient implicite est équivalente a celle
d’'un probleme de thermo-mécanique (variable "non-locale” « température). Le
nombre de ddl augmente par rapport au probleme local équivalent et la symétrie
de l'opérateur a inverser dans le cas d’une résolution en statique est généralement
perdue.

2.1.4 Conclusion

Ces modeles peuvent étre tres efficaces pour gérer les problemes de localisation. 1l
est en effet possible de mener des simulations par éléments finis jusqu’a rupture sans
dépendance au maillage. Toutefois, comme nous venons de I’exposer, la question des
conditions aux limites et 'implémentation numérique de ces modeles soulevent de
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nombreuses difficultés.

2.2 Milieu de degré et d’ordre supérieur

Les travaux des freres Cosserat (milieux d’ordre supérieurs [68]) de 1909 ont
initié les développements des théories de milieux enrichis; ces développements se
sont poursuivis au cours des années 1960. Ils répondaient a la nécessité de décrire
la matiere a 1’échelle de la microstructure sans pour autant modéliser finement les
détails et les processus de déformation des échelles les plus fines.

A la fin des années 1980, ces approches ont fait I'objet d'un regain d’intérét, en
raison des capacités de ”limiteur de localisation” des modeles a longueurs internes.

Ces approches présentent 'avantage de traiter le probleme de localisation de maniere
plus systématique que les modeles a variable interne, mais ces approches étant
plus complexes, elles ne sont présentées ici que dans le cadre d’un comportement
élastique. Bien qu’étant éloigné du contexte de la rupture ductile en grandes déformations,
cet exemple permet de présenter la maniere dont une longueur interne est introduite
dans la modélisation, des la base de la description du comportement.

2.2.1 Milieu de degré supérieur - Théorie du second gradient

Les fondements théoriques des ces modeles ont été posés au début des années
1960 par Toupin, Mindlin et Eringen [69, 70, 71]. Une extension de 'application du
principe des puissances virtuelles aux gradients d’ordre supérieur a également été
proposée par Germain [72].

Plus récemment ces travaux ont été repris dans le cadre des limiteurs de loca-
lisation, par Chambon et al. par exemple (élasticité et plasticité : [73, 74, 75, 76, 77]).

On suppose que la puissance des efforts intérieurs dépend non seulement du taux
de déformation mais également du gradient de la vitesse.

En se limitant ici, pour illustrer cette approche, a un comportement purement
élastique, la puissance des efforts intérieurs s’écrit alors :

H:/(U:é+T:VVQ).dQ
Q

On note ici :

— le taux de déformation : € = V*u (premier gradient des vitesses),

— le gradient des taux de déformation : VVu (second gradient des vitesses),
— le tenseur des contraintes : o,

— un tenseur des contraintes d’ordre trois : 7.
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L’application du principe des puissances virtuelles permet d’écrire 1’équation
d’équilibre local avec comme conditions aux limites :

dive +div(divr)+b=0 (o —divr)n=het(r)n=M

e Remarque :
Les milieux dont la description nécessite 1'utilisation de gradient de variable interne
(cf. section 2.1.2) sont des milieux de degré supérieur.

2.2.2 Milieu d’ordre supérieur - Exemple : Cosserat

Les travaux des freres Cosserat, publiés en 1909 [68] puis ceux de Mindlin et
Eringen [78, 71] s’appuient sur la théorie des milieux d’ordre supérieur. L’idée est
d’introduire, en chaque point matériel du milieu, des degrés de liberté de rotation
supposés indépendants des déplacements.

Cette approche a été reprise par De Borst, Miithlhaus, Pamin, Sluys et Vardou-
lakis [79, 80, 81, 82, 83] pour traiter les problemes de localisation dans le cadre de la
théorie de Cosserat avec les restrictions : dimension 2 et déformations planes. Dans
ce cas, chaque point matériel du milieu a trois degrés de liberté (deux translations
selon z et y, et une rotation selon z).

On se restreint dans le bref descriptif suivant a la présentation du comporte-
ment élastique. Ce cadre a été repris par Sluys et De Borst [4] pour déterminer les
caractéristiques vis-avis de la localisation de 1’équation des ondes d'un milieu de
Cosserat. On peut trouver par exemple dans [84] des détails sur la description d'un
milieu de Cosserat en visco-plasticité.

La relation de comportement s’écrit alors ¢ = H.g, avec :
)T

- 0= (Oxaza Uyya Ozz,s O-xya Uyza ma:z/ga myz/g
T
€ = (Eaus Eyys €22y Ewys Eyzs K l, K2 L)

2pa; 2pay 2pag 0 0 0 0

2uay 2pay 2pas 0 0 0 O

2uay  2pas  2paq 0 0 0 O

- H= 0 0 0 pt+pe p—p. 0 0
0 0 O p—pe p+p. 0 0

0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 2u

ap=(1-v)/1—-2v),aa=v/(1—2v)et p=FE/(2(1+v))

Le parametre [ est homogene a une longueur et représente la longueur caractéristique
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du matériau.

2.2.3 Conclusion

Ces approches permettent de régulariser les équations et ainsi de mener des si-
mulations objectives jusqu’a rupture (uniquement pour des sollicitations de type
mode II/cisaillement pour le modele de Cosserat). Il est également intéressant de
remarquer que les modeles du second gradient ou de Cosserat sont locaux.
Toutefois, ces modeles sont bien plus complexes et plus difficiles a identifier que
I’approche ”classique” (ordre 1, degré 1). Leur implémentation numérique nécessite
I'utilisation d’éléments finis adaptés et les calculs réalisés avec ce type de modeles
sont particulierement lourds (I’augmentation du nombre de ddl est trés importante).
Ainsi, si I'on ne cherche pas a décrire finement le comportement de la microstruc-
ture, 'utilisation des modeles a gradient de variable interne pour la maitrise de la
localisation est plus pertinente que celle des modeles de degré ou d’ordre supérieur,
en raison de leur efficacité suffisante.

2.3 Bilan des limiteurs spatiaux de localisation

Les limiteurs spatiaux de localisation permettent d’obtenir des résultats de simu-

lation jusqu’a rupture indépendamment du maillage. Une longueur interne, direc-
tement liée a la taille de la zone de localisation, est explicitement introduite. Dans
les approches "non-locales” (a gradient ou a intégrale de variable interne), pour
étre efficace, la quantité d’intérét modifiée doit correspondre a la source d’instabi-
lité la plus sévere, et la modification doit permettre de controler la localisation des
déformations, ce qui n’est pas forcément trivial [43]. En revanche, pour les approches
s’appuyant sur les théories de degré ou d’ordre supérieur, la question du choix de la
variable ne se pose pas.
Mais les limiteurs spatiaux nécessitent d’importantes modifications pour pouvoir étre
implémentés dans un code Eléments Finis. Les approches "non-locales” nécessitent
I'utilisation de conditions aux limites additionnelles. Il n’existe aujourd’hui pas de
signification physique pertinente de ces conditions aux limites, et leur choix et leur
implémentation numérique ont fait 1’'objet de nombreux travaux. Les théories de
degré ou d’ordre supérieur, quant a elles, alourdissent, de maniere non négligeable,
les procédures de calcul. Enfin, les parametres matériaux supplémentaires introduits
par ces méthodes de limiteurs spatiaux de localisation sont difficiles & identifier.

3 Limiteurs temporels de localisation

Une approche différente consiste a utiliser des modeles avec effet de vitesse. La
description du comportement du matériau est alors enrichie par une description de
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la rupture, en s’appuyant sur une vision dynamique de ce phénomene. L’avantage
principal est que la résolution du probleme mécanique reste locale. De plus, ces
modeles ne nécessitent pas l'utilisation de conditions aux limites additionnelles. En
revanche une résolution en dynamique (au moins localement) est nécessaire.

e Exemple élastique 1D
Les différentes approches de cette section sont illustrées par 'exemple d'un simple
barreau 1D (cf. chapitre 4) au comportement élastique-endommageable soumis a un
chargement dynamique. La relation de comportement s’écrit :

T=FE.(1—d).cavece(T)= /TD(t)-dt

Les résultats numériques ont été obtenus avec les parametres issus de [10, 85] :
o Comportement élastique : E=58 000 Mpa ; nu=0.3 et py = 2.28 1073 g.mm~
o Comportement endommageable : d. = 0.99, g9 = 0.72%, . = 3.1%

o Limitation du taux d’endommagement : a = 2.25; t, = 6.10 3 ms;

3

3.1 Vision dynamique de la rupture

Les limiteurs de localisation ont pour objectif de controler le phénomene de loca-
lisation : les limiteurs spatiaux en maitrisant le domaine dans lequel les déformations
se concentrent avant de conduire a la rupture, les limiteurs temporels en maitrisant
la dynamique de la rupture.

En effet, méme pour des sollicitations globales quasi-statiques, le phénomene de
rupture est un phénomene dynamique. Des résultats d’essais présentés dans le cha-
pitre 6 permettent de valider cette hypothese.

Avec cette vision de la rupture, la conséquence numérique de la perte d’unicité
de la solution lors de la localisation se manifeste par 'augmentation, sans limite a
priori, des variations temporelles de certaines quantités d’intérét lorsque la taille de
maille diminue.

e Exemple 1D : loi statique
On utilise ici une loi d’évolution d’endommagement tres simple, en reliant linéairement
endommagement et déformation élastique (ce qui est équivalent a une loi d’évolution
gouvernée par le taux de restitution d’énergie) :

<€—€0> d:dsmttantqued<1}
Jr

Avec dyq; = sup

) \E& — €0 d = 1 sinon

La figure 2.1 montre que la rupture est un phénomene tres dynamique et que,
lorsqu’elle survient, les valeurs de taux d’endommagement calculées augmentent
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Fig. 2.1: Le taux d’endommagement n’est pas limité avec un modele ”classique”.

fortement quand la taille de maille diminue. Et dans ce cas, a partir d'un point de
chargement critique, I’évolution des différentes quantités d’intérét se concentre dans
un unique élément. Ceci s’observe sur la figure 2.2 qui représente I’endommagement
sur la configuration déformée.

On peut montrer que le point critique correspond a une déformation égale a

. , . . lim __ . .
ghm = 14+%—,/1 + £ et un endommagement égal a @™ = =—=<0 —<2, soit d"™ = 0.35
ec €

avec les valeurs numériques des différents parametres retenues.

Ce résultat est tout a fait conforme aux résultats illustrés par les courbes de la
figure 2.1. En effet, a partir de ce point critique, la vitesse d’évolution de I'endom-
magement, dans I’élément ou les déformations se localisent et la partie post-pic de
la courbe Force/Déplacement dépendent de la finesse de maillage.

e Vers une dynamique controlée de la rupture

Dans le cadre d'une approche continue de I'endommagement, la variable d’endom-
magement peut étre interprétée comme 'homogénéisation au niveau mésoscopique
de micro-fissures ou micro-défauts. Avec un modele dynamique classique (c’est-a-
dire local est indépendant du temps), le taux de déformation ou d’endommagement
devient infini dans la zone de localisation. Or, chaque micro-défaut ayant une vitesse
de propagation finie, le taux d’endommagement devrait également étre fini. C’est
pour palier cette constatation non physique que les limiteurs temporels de localisa-
tion ont été proposés.
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Fig. 2.2: Modele "classique” : La configuration a rupture dépend du maillage.

3.2 Une premiere approche : le modele a effet retard

Le modele d’endommagement a effet retard a été développé au LMT afin d’as-
surer que la solution du probleme élastique endommageable reste unique jusqu’a
rupture et permette ainsi d’obtenir des résultats de simulation indépendants du
maillage [8]. L’idée de base consiste a modifier les lois d’évolution de I'endomma-
gement développées en statique pour prendre en compte le fait que les variations
d’endommagement dues aux variations de forces ne sont pas instantanées. L’état du
matériau est pris en compte dans la description de la vitesse d’endommagement.
Ainsi la rupture ne peut pas étre instantanée car 1’évolution de I'endommagement
diminue quand la valeur de 'endommagement augmente. Les valeurs critiques d’en-
dommagement et donc la rupture apparaissent alors avec un certain retard par
rapport a un modele d’évolution ”"statique”.

La loi d’évolution de I'endommagement est alors donnée par :

d = 1 sinon

d = k(dsar — d)? sid < 1 }

ol k et n sont deux nouveaux parametres d’endommagement qui caractérisent 1’effet
retard.

Cette expression est construite pour respecter les propriétés suivantes :
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Fig. 2.3: Elasticité avec endommagement retardé.

— Lorsque le taux d’endommagement est faible, on retrouve 'expression de la loi
d’évolution proposée en statique.

— Elle permet de prendre en compte un éventuel ”effet de vitesse” observé dans
certains composites pour des chargements dynamiques rapides.

— Elle introduit dans le modele une longueur caractéristique associée au phénomene
de rupture (par 'intermédiaire temps caractéristique t2° = 1/k et de la vitesse
des ondes).

Mais ce premier modele a effet retard ne permet pas de régulariser la solution
d’un probleme car la vitesse d’endommagement peut croitre de facon illimitée avec la
déformation €. Les résultats de simulations par éléments finis dépendent du maillage.

e Exemple 1D : loi a effet retard
En utilisant la loi a effet retard, on peut constater que la configuration a rupture
dépend du maillage (cf. figure 2.3) et que la vitesse d’endommagement augmente
(sans qu’aucune limite ne puisse étre atteinte) lorsque la taille de maille diminue.
En fait, le modele a effet retard ne permet pas de garantir des résultats de simu-
lations objectifs vis-a-vis du maillage car le taux d’endommagement n’est pas borné.

e Remarque : Modeles visqueux.

Différents modeles visqueux visent a maitriser le phénomene de localisation.

Sluys a proposé un modele équivalent a un modele a gradient explicite, dans lequel le
terme supplémentaire dans la loi de comportement est non plus un gradient (spatial)
de la déformation, mais une dérivée temporelle de la déformation [3, 4]. Ce modele
1D, décrit le comportement d’'un matériaux en pointe de fissure, sollicité en mode I.
Différentes approches ont également été proposées pour décrire le comportement de
matériaux élastoplastiques [86], en s’appuyant sur les travaux de Peryzena [87] ou
Duvaut-Lions [88]. Needleman a également étudié I'influence d'un comportement
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visqueux en cisaillement sur la localisation [89].

Dans ces approches, une longueur caractéristique n’est pas explicitement introduite,
le parametre matériau supplémentaire est en général homogene a un temps. Le
probleme étant résolu en dynamique, une longueur peut étre déduite a partir de la
vitesse de propagation des ondes élastiques par exemple.

Sans les avoir étudiées systématiquement, il nous semble que ces approches,
comme dans le cas du modele avec retard, ne permettent pas d’obtenir systématiquement
des simulations objectives de la rupture. Cela dépend si de facon explicite ou impli-
cite, la variable qui régit le phénomene d’instabilité a un taux controlé.

3.3 Modéles a taux limité

Nous venons donc de voir qu'un modele retardant ’apparition de '’endommage-
ment pour des chargements fortement dynamiques ne suffit pas a garantir I'unicité
de la solution en phase post-pic. Afin que le taux d’endommagement reste fini, une
modification de la loi d’évolution précédente a été proposée par Allix et Detl [9]
dans le but de borner la vitesse d’endommagement. L’idée physique sous-jacente est
que, 'endommagement étant la traduction de I’homogénéisation de fissures a une
échelle plus fine, le fait qu'une fissure ait une vitesse de propagation finie, le taux
d’endommagement doit également rester fini.

d= i 1 —exp(—a({dgq —d),)] sid <1 }

d = 1 sinon

On peut remarquer qu’avec . = 7 et en considérant dgq =~ d, le développement

limité a 'ordre 1 du modele a taux limité correspond au modele a effet retard.

L’utilisation d’une loi d’évolution de I'endommagement a taux limité entraine
que sur une courbe contrainte - déformation la valeur de la contrainte maximale
augmente avec le taux d’endommagement. La contrainte en zone de localisation est
alors plus importante qu’avec un modele classique, si bien que la région au voisinage
du premier point ou la localisation apparait ne se décharge pas élastiquement et le
fait que le taux d’endommagement soit limité assure que cette région soit de taille
non nulle.

Ainsi, la solution du probleme dynamique jusqu’a rupture totale est unique et lors
d’une simulation Eléments Finis les résultats (taille/orientation de la zone endom-
magé, énergie dissipée ... ) sont indépendants du maillage.

e Remarques :
Le temps caractéristique t. est extrémement petit. Il est important de préciser qu’il
n’est pas lié a un effet visqueux, mais au phénomene de rupture lui-méme. Le pa-
rametre a correspond au caractere plus ou moins fragile du matériau.
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Fig. 2.4: Elasticité avec endommagement limité.

La valeur de t. est telle, que le modele a taux limité ne se différencie du modele
statique que pour des vitesses de chargement extrémement élevées. En effet le " temps
de rupture”, durée séparant le début de la phase d’instabilité de celui la création
de la fissure est en général tres court. Ceci est cohérent avec les tailles extrémement
petites des zones de localisation. En effet d’une fagon qualitative la taille de la zone
de localisation est le produit d'une vitesse caractéristique des ondes par le temps de
rupture. Les résultats fournis par le modele a taux limité sont ainsi les mémes que
ceux qui sont obtenus avec le modele statique, jusqu’a localisation, c’est-a-dire que
le point critique correspondant a la chute de I'effort n’est pratiquement pas modifié
par I'enrichissement du modele statique. A partir de ce point critique, la valeur du
taux d’endommagement est tres proche de 1/t.; 'endommagement atteint alors d,
tres rapidement.

Comme suggéré dans [9] et mise en ceuvre dans [11] pour des matériaux com-
posites 3D C/C ou d’une autre fagon dans [12] avec des matériaux métalliques, il
est possible d’identifier les parametres du modele a taux d’endommagement limité,
avec des essais du type "plaque-plaque” par exemple.

e Exemple 1D : loi a taux limité
La figure 2.4 représente la carte de I'’endommagement sur la configuration déformée
pour deux maillages différents en fin de chargement. On peut alors vérifier que l'on
obtient le méme résultat quel que soit le maillage.

e Vers I'élastoplasticité endommageable en transformations finies
Ce modele a également été utilisé pour des matériaux métalliques (Titane-Aluminium),
modélisés par un comportement élastoplastique endommageable, par Suffis et Com-
bescure [85, 90, 13]. Il est possible avec le modele d’endommagement a taux limité de
repousser la perte d'unicité de la solution et d’obtenir ainsi des résultats de simula-
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tion indépendamment du maillage lorsque la localisation des déformations apparait.
De plus, I'utilisation de ce modele s’est avérée pertinente pour la simulation d’essais
plaque/plaque [12].

En revanche, avec cette approche, il se peut que les résultats d’'une simulation par
Eléménts Finis dépendent du maillage avant rupture compléte (c¢’est-a-dire jusqu’a
d = 1). En effet, comme nous allons le détailler au chapitre 4, I'unicité de la solu-
tion est perdue tres rapidement a partir de la mise en place de la localisation des
déformations. Pour cette raison, les auteurs choisissent de travailler avec un endom-
magement critique (d. = 0.05 et d. = 0.23 dans le cas de deux alliages d’Aluminium),
mais la contrainte est alors non nulle en zone rompue.

Afin de controler les principales sources d’instabilité (plasticité et endommage-
ment), un modele a taux limité dédié a 1'élastoplasticité endommageable dans le
cadre d'une formulation en grandes déformations a été proposé [91] (cf. chapitre 5).

3.4 Bilan des limiteurs temporels de localisation

Le modele a taux d’endommagement limité, couplé a un comportement élastique
endommageable, propose une vision objective de la rupture grace a une descrip-
tion saine de la dynamique de ce phénomene. Ce modele présente les avantages
d’etre local, de ne nécessiter aucune condition aux limites additionnelles et d’étre
extrémement simple a implémenter dans un code de calcul. Toutefois, un modele
a taux d’endommagement limité ne répond pas a toutes nos exigences initiales
pour un comportement élastoplastique endommageable (cf. 3.3 et chapitre 4), puis-
qu’il ne permet pas de mener systématiquement des simulations jusqu'a d = 1
sans dépendance au maillage. Pour cette raison, un modele a taux limité dédié a
I’élastoplasticité endommageable dans le cadre d’une formulation en grandes déformations
a été proposé (cf. chapitre 5). Enfin, précisons qu'un modele a taux limité s’appuie
sur une vision dynamique de la rupture, et nécessite par conséquent une résolution
du probleme mécanique en dynamique (du moins pour la phase de rupture).

4 Etude de ’équation des ondes

Nous venons de décrire dans les deux sections précédentes différentes approches
pour qu'un modele reste cohérent et permette ainsi de mener des simulations sans
dépendance au maillage, jusqu’a rupture. L’étude de 1’équation des ondes qui ca-
ractérise ces modeles permet de mettre en évidence leur efficacité pour controler le
phénomene de localisation.

e Remarque :
Il serait également possible d’étudier 'efficacité d’'un modele en menant une analyse
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de bifurcation. En effet, une telle approche repose sur la détection de discontinuité
du champ des vitesses et permet donc de statuer sur la cohérence d’'un modele,
méme en phase de localisation. Il est ainsi possible d’appliquer cette méthode avec
des modeles enrichis, qu'il s’agisse de modele intégral [92] ou a gradient [93] par
exemple.

4.1 Principe

En statique, la perte d’unicité de la solution est liée a la perte d’ellipticité
des équations aux dérivées partielles associées a 1'équilibre, et en dynamique, les
équations de mouvement initialement hyperboliques deviennent elliptiques [94, 2].
La vitesse de propagation des ondes est alors imaginaire. Les informations ne pou-
vant plus se propager a 'intérieur du solide, la déformation tend a s’accumuler dans
une partie arbitrairement petite [95], ce qui n’est évidemment pas réaliste.

Les phases de localisation et de rupture sont gouvernées par les termes de plus
haute fréquence des équations d’équilibre. Ainsi, Le statut de I’équation des ondes
dépend des termes de plus haut degré, et ’équation change de nature quand le co-
efficient devant le terme de plus haut degré s’annule.

[’analyse d’une équation des ondes consiste, dans le cadre de I’étude d’un modele
de limiteur de localisation, a se concentrer sur les termes de plus haut degré de
I’équation et a mener une étude de dispersion, c’est-a-dire exprimer la vitesse de
propagation des ondes et une longueur caractéristique en fonctions des données du
probleme [3, 4].

Dans le cadre des grandes déformations, il est important de tenir compte de la
variation de géométrie dans I'écriture des équations d’équilibre.
En I'absence de forces volumiques, I’'équation d’équilibre s’écrit :
div,o = p.y (configuration courante) ou divx[r.G] = py.y (configuration initiale)

La relation en vitesse est alors : divX[d(';';G)] = po.7, soit en 1D :
0*v
F— D7), = po-m

L’équation des ondes est particulierement appropriée a I’analyse d'une modélisation
en 1D dans la mesure ou, dans ce cas, on ne cherche pas a déterminer la direction de
I'orientation de la discontinuité. Il est alors possible, a partir d'une équation, de voir
I'influence des différents parametres du modele sur la localisation (influence d’un co-
efficient du modele sur le terme de plus haut degré ou sur la longueur caractéristique
par exemple).
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4.2 Exemples

On se limite ici a des comportements élastiques ou élastoplastiques, éventuellement
endommageables, en dimension 1.
On considere que le chargement est suffisamment lent pour étre supposé quasi-
statique. L’état du matériau est alors homogene dans la poutre avant localisation.
On s’intéresse a 1’évolution de la poutre lors de l'initiation de la localisation. On
suppose donc, et il s’agit d'une hypothese forte, que ’état de la poutre, a savoir les
quantités € = ¢, + ¢, et éventuellement d sont constantes.
L’analyse de I'équation des ondes sera reprise en détail dans le chapitre 5 pour
I’étude du modele ”d’épuisement plastique a taux limités”.

4.2.1 Lois classiques

L’équation des ondes dans le cas de 'utilisation d'une ”classique” en grandes
déformations peut se mettre sous la forme :

2 2
ﬁcz)t.@ — i@
dr? & ot?

L’indice "¢pt” correspond au comportement. En notant (e, p et d) les indices
relatifs aux comportements (élastique, plastique, et endommageable), on notera par
exemple "epd” pour un comportement ”élastoplastique endommageable”.

Selon ce qui vient d’étre précisé concernant le statut de I’équation des ondes, la
perte d’unicité de la solution correspond ici a I'annulation du coefficient devant le
2 .
terme de plus haut degré %, soit : Pt = 0.
e Exemples :
En élasticité, on a en grandes déformations :

F=(1-e)

On peut remarquer qu’en grandes déformations 1'unicité n’est pas garantie avec
une simple loi élastique. Ici, avec la formulation proposée, la perte d'unicité corres-
pond a ¢ = 100%. Cet exemple irréel mais illustrant simplement l'influence d’une
formulation en grandes déformations sur 'unicité de la solution sera repris au cha-
pitre 5.

Afin de modifier un modele pour éviter que I’équation des ondes ne change de
statut avant rupture, deux voies sont possibles.

4.2.2 Enrichissement de I’équation - Introduction de termes

La premiere voie consiste a modifier le modele afin d’enrichir I’équation des ondes
par 'ajout de termes qui conduisent a augmenter le degré maximum de 1’équation
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(modeles a gradient explicite - second gradient) ou enrichir le coefficient devant le
terme de degré maximum (Cosserat).

e Modele a gradient explicite
La littérature offre plusieurs analyses de ’équation des ondes de différents modeles
a gradient explicite, par exemple dans le cas d’'un modele de plasticité unidimen-
sionnelle en HPP [4, 96] .
Dans ce cas, la variable d’écrouissage est égale a la déformation plastique cumulée et
pour un état de contrainte sur la surface seuil (comportement plastique), la relation
de comportement s’écrit :

On en déduit ’équation d’ondes puis la relation de dispersion :

. dv 1 +(E+h)@_h@_0 6= w/k = ¢ | h+ck?
\ 0zt & 0x?or? & o Or? I TV E+h+ek?

On peut remarquer que dans ce cas le degré maximum de I'équation a augmenté
(il est passé de 2 a 4). Le statut de 1’équation étant donné par les termes de plus
haut degré, on constate que ce statut est invariable puisque le coefficient devant le
terme de degré 4 est constant (¢) et ne s’annule donc pas, méme si h < 0.
Concernant l'expression de la vitesse de phase, on peut vérifier que la relation est
bien dispersive.

e Autres modeles
Chambon, Caillerie et El Hassan [73] ont proposé une analyse 1D d’un modele du se-
cond gradient permettant de dégager une longueur d’onde caractéristique du modele.
Sluys et de Borst ont étudié en détail I’équation des ondes dans le cas de comporte-
ments visqueux [4] et dans le cas d'un milieu de Cosserat [4].

4.2.3 Suppression d’une source d’instabilité

Une autre voie consiste a modifier le modele classique afin de supprimer une
source d’instabilité, tout en gardant le méme comportement global, ¢’est-a-dire 1’ap-
parition de la localisation des déformations accompagnée d'une chute de I'effort.
Supprimer une instabilité conduisant a la perte d’unicité du probleme revient a di-
minuer le degré de la variable interne liée a cette instabilité dans ’équation des
ondes. Ceci permet de modifier le coefficient devant le terme de plus au degré (5")
et éviter ainsi qu’il ne s’annule avant rupture, sans pour autant augmenter le degré
maximum de 1’équation et devoir introduire des Conditions aux Limites Addition-
nelles. La correction apportée permet ainsi de conserver le statut de I’équation des
ondes, et donc 'unicité de la solution, au-dela du modele "non-corrigé”. On en-
tend ici par "non-corrigé” le modele classique (c’est-a-dire "local” et ”statique”)
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et par "corrigé” le modele classique enrichi d’un limiteur de localisation (modele
"non-local” dans le cas d’un limiteur spatial, modele ”dynamique” dans le cas d'un
limiteur temporel).

e FExemples : modeles a taux limité
On se place ici dans le cas ou pour les comportements (ed - ep - epd), la variable a
taux limité correspond a 'endommagement ou la plasticité cumulée.

On note 6 la variable interne sur laquelle porte la correction. Dans le modele ” sta-
tique” la valeur de la variable d’état 64, ne dépend que de 'état (¢ par exemple),
cest-a-dire que Oy ne dépend que de D : fstat (Osta, €) =0
Un modele & taux limité consiste & utiliser une loi d’évolution pour @ pilotée par

Pétat, soit : f(6, [e,60]) = 0.

Les lois a taux limité peuvent s’écrire :

0 = tl[l — ] D =exp[—a.faau(b,e)]

[

On aici :
) 1 1
f(ev [8,«9]) = fstat<975> - E'1n<1 _ 0)

L’équation des ondes s’écrit alors :

Pu ABF 00 1 0%

cpt .

o '8902 ﬁp/D al‘ N C_%ﬁ

ot les termes AB" et fr /p sont détaillés au chapitre 5.

Comme 6 ne dépend que de I'état, % correspond dans I’équation des ondes a un
terme de degré 2 dans le modele "statique” (une dérivée spatiale et un dérivée tem-
porelle d'une variable dépendant de ’état), et & un terme de degré 1 dans le modele
”dynamique” (une dérivée spatiale d’une variable dépendant de ’état). En utilisant
une loi assurant que 0 reste fini, il est alors possible de négliger dans I'équation des
ondes le terme relatif a % devant les termes de degré 2.

Le statut de cette équation ne dépend que de (5" " (coefficient devant le terme
de plus haut degré), correspondant au modele de comportement ”cpt” avec une loi
d’évolution a taux limité pour la variable 6.

Pour mener une étude de cette équation plus compleéte (détermination d’une lon-
gueur caractéristique ou relation de dispersion), il est nécessaire d’écrire un systeme
de deux équations & deux inconnues (v la vitesse et 6§ la dérivée de la variable &
taux limité par exemple). En effet, la définition implicite de la variable corrigée ne
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permet pas d’en donner une expression en fonction de la vitesse ou de ses dérivées.
Il est également nécessaire d’écrire un systeme de 2 équations pour l’étude de
I’équation des ondes d’'un modele a gradient (spatial) implicite a partir de I’équation
d’équilibre en vitesse du probleme [57].

Une étude complémentaire de cette équation (ou ce systeme d’équation) des ondes
est présentée dans le chapitre 5 pour estimer la longueur caractéristique du modele
d’épuisement plastique a taux limités (epd, 0 = p).

e Exemples en élasticité-endommageable
L’exemple d'un comportement élastique-endommageable est ici présenté, afin d’illus-
trer I'influence d’une modélisation a taux limité sur la localisation.

o Modele 7statique”.
Dans le cas d’une modélisation statique, on a :

£ e2—(2+e.)e+e.
€c— €0 €c— €0

p=(1-¢e).(1—d)—

L’instabilité intervient quand % — (2 +&.).c +e. =0, soit si e K 1 : € = &./2 (soit
d= 1/2 si Eo = O)

o Modele a taur d’endommagement limité.
Avec une modélisation de 'endommagement a taux limité, la variable controlée est

detona: fuu= ;;5600 —d et dygy = ;;5800 et I’équation des ondes s’écrit :

ca 0% Aﬁgda_d:i@aveC'
Bip Ox  cg O '

4 Hy2

1

€ —¢&0

d— (1 -¢)(1—d), Aps= et Bip=

Ee— €0
Ainsi, le statut de I’équation se modifie lors de la rupture (d = 1), ou lorsque
I’état correspondant au changement de statut de 1’équation du modele élastique
sans endommagement est atteint (c’est-a-dire ¢ = 1). Le controle de ’évolution
de 'endommagement assure que la perte d'unicité de la solution ne dépende pas
de cet variable d’endommagement. Et le modele ”élastique-endommageable a taux
d’endommagement limité” a ainsi le méme comportement vis-a-vis de 1'unicité que
le modele sans endommagement.
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B Bilan du chapitre 2

Il existe différentes approches pour mener des simulations jusqu’a rupture. Une
premiere démarche consiste a mener des simulations jusqu’a ’apparition de la
localisation, et considérer que la rupture intervient a cet instant. Cette ap-
proche est conservative dans la mesure ou la localisation précede la rupture,
et elle peut étre utilisée avec un modele classique. En revanche, il n’est pas
possible de mener des simulations au-dela de I’amorce de la localisation, ou du
moins de leur donner une interprétation physique. Une autre démarche consiste
a utiliser une modélisation ”enrichie” afin de prendre en compte ce phénomene
de localisation, soit en autorisant 1’apparition de discontinuité des champs de
déplacement ou de déformation, soit en enrichissant les équations constitutives
afin de pouvoir controler le phénomene de localisation des déformations, c’est-
a-dire 'apparition et le développement de zones de petite taille dans lesquelles
les déformations restent continues mais se concentrent. Dans ce dernier cas,
les différentes techniques de régularisation sont habituellement regroupées sous
le terme de ”limiteurs de localisation” [2]; les limiteurs spatiaux reposent sur
I'introduction de termes directement liés aux variations spatiales de quantités
d’intéret, les limiteurs temporels visent a controler les variations temporelles de
certaines variables.

Les limiteurs spatiaux introduisent une longueur interne dans le modele, par la
prise en compte d’un effet d'une moyenne spatiale ou du gradient d’une variable
interne dans les équations d’équilibre ou les équations d’évolution, ou bien par
les théories de degré ou d’ordre supérieur. Cette longueur est liée a la zone dans
laquelle les déformations se localisent. Méme si ces approches permettent au
final d’obtenir des résultats de simulations sans dépendance au maillage, elle
présentent toutefois de nombreuses difficultés, tant au sujet de la construction
du modele (probleme des conditions aux limites additionnelles) que pour leur
intégration numérique.

Les limiteurs temporels s’appuient sur une vision dynamique de la rupture et ont
pour objectif de maitriser cette dynamique. Ainsi, un comportement élastique
fragile couplé a un modele a taux d’endommagement limité permet d’obtenir
un modele objectif, jusqu’a rupture. Ce modele permet également de modéliser
Iinitiation de la localisation dans le cadre d’un comportement élastoplastique
endommageable. Cette approche reste locale et ne nécessite pas l'utilisation de
conditions aux limites additionnelles ; en revanche une résolution en dynamique
est inévitable.

Enfin, la derniere section de ce chapitre présente comment, a partir de I’analyse
de I'équation des ondes, il est possible de conclure quant a l'efficacité de I'enri-
chissement d’un modele, c’est-a-dire de déterminer si la solution reste unique,
méme au-dela de I'apparition de la localisation des déformations.




Chapitre 3

Elastoplasticité-endommageable
en Grandes Déformations

Ce chapitre décrit et justifie, a la fois le cadre des grandes déformations,
et les choix concernant la modélisation du comportement ductile retenus
dans notre étude.

L’apparition de la localisation des déformations (qui est, en général, suivie de la
ruine de la structure sollicitée) est due a la fois au comportement matériau et a un
effet de structure.

Dans le cas particulier d'un essai de traction sur une éprouvette métallique par
exemple, ce phénomene (striction) dépend tant de la valeur de la contrainte (com-
portement local du matériau), que de la valeur de la section courante (effet de
structure). Ainsi, pour un matériau ductile, la chute de I'effort s’accompagne d’un
écrouissage positif : méme si globalement l'effort chute, localement la contrainte
augmente.

Pour cette raison, il est nécessaire d'utiliser une formulation en grandes déformations
si I'on veut simuler le comportement d’une structure ductile jusqu’a rupture en ac-
cord avec ce phénomene. L’objet de la premiere section de ce chapitre est de préciser
le cadre des grandes déformations dans lequel nous avons décidé de travailler.

En ce qui concerne la modélisation du comportement des matériaux ductiles, la
quantité de propositions offertes par la littérature impose de faire un certain nombre
de choix. La deuxieme section détaille et justifie ces choix, qui ont pour objectif de
modéliser le plus finement possible un comportement ductile jusqu’a rupture, en
accord avec le contexte industriel de cette étude (structures métalliques de grandes
tailles, nombreuses nuances d’alliages, sollicitées en dynamique).
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1 Grandes déformations

Il existe différentes approches pour traiter un probleme de mécanique dans le
cadre des grandes déformations. Deux démarches sont en général distinguées. L'une
est la théorie souvent appelée ”de la déformation” au sens ou I'état du matériau a
Iinstant ¢ est notamment décrit par la déformation a cet instant. L’autre démarche
est de construire des "lois en taux”, par opposition avec les "lois entieres” de la
premiere approche.

1.1 Lois entieres

Les formulations en lois entieres reposent sur la notion d’état relaché, lié a une
décomposition multiplicative du gradient des déplacements : F = [F..IF,,.

La transformation [F, fait passer de la position de référence a une position dite
relachée ; notons que cet état relaché ne correspond pas a un vrai relachement
des efforts appliqués. Le probleme d’élastoplasticité se ramene alors a ’étude d’un
probleme d’élasticité sur une configuration mobile dans le temps [97]. Cette décomposition
est locale et doit étre effectuée en chaque point du milieu.

La configuration relachée, ou intermédiaire, n’est malheureusement définie qu’a
une rotation pres. Plusieurs théories sont donc possibles.

— Configuration intermédiaire [97, 98]

— Configuration naturelle locale [99]

— Décomposition polaire de F, et de F, [100]

— Décomposition du tenseur de Green en partie élastique et plastique [101]

e Remarque [102] : Dans les modeles de matériaux issus de cette théorie dite de
la déformation, Iélasticité est completement réversible; on parle d’hyperélasticité.

1.2 Lois en taux

Ces lois généralisent la décomposition additive du tenseur des vitesses de déformation
utilisée en petites déformations (¢ =&, + ¢,) [103].
Elles reposent sur une décomposition additive du tenseur taux de déformation posée
a priori : D = D, +D,, et une forme en taux pour la réponse ¢lastique 7 = K..D. ou 7
est une dérivée objective des contraintes de Kirchhoff et K. est le tenseur d’élasticité.

e Remarque [102] : Dans les modeles de matériaux issus des lois en taux, 1’élasticité
est partiellement réversible ; on parle alors d’hypoélasticité (De Gayflier, Neffussi et
Gilormini ont notamment donné des illustrations des manques de réversibilité de la
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plupart des modeles classiques [104]).

De maniere générale, une loi en taux doit satisfaire les deux conditions suivantes :

— Les deux quantités reliées (taux de contrainte et taux de déformation) doivent
étre conjuguées.

— Ces quantités doivent étre objectives, c’est-a-dire attachées a la matiere et
donc vues de la méme maniere par tous les observateurs.

1.2.1 Objectivité

Deux quantités sont objectives si elles peuvent étre calculées indépendamment

du référentiel d’étude. Si la dérivée d'une quantité objective reste objective, cette
dérivée est également qualifiée d’objective. La modélisation du comportement d’un
matériau ne doit bien entendu pas dépendre du mouvement de l'observateur, la
modélisation doit vérifier le principe d’indifférence matérielle, c¢’est pourquoi une
relation de comportement doit associer des quantités objectives.
Par exemple, Le taux eulérien des déformations D est une quantité objective [105,
100]. En revanche, la dérivée particulaire d’'une grandeur objective comme 7 ne 1est
pas : %vr =7 = % + gradr.U. La valeur de %77‘ dépend du référentiel dans lequel
elle est évaluée.

e Exemples de dérivées objectives :

o Dérivée de Truesdell - % :

d .
d—i@ — J'FSF' =6 — Lo — oL+ o.TrD)

L’idée est ici de construire une ”dérivée” du tenseur des contraintes de Cauchy o a
partir de la dérivée particulaire du tenseur de Piola-Kirchhoff S (o0 = J~1.F.S.F?).

o Dérivée de Jaumann [106] (Zaremba-Jaumann-Noll, corotationnelle) - fl—i :

d : 1
d—‘;m" =7 +7W — Waavee W = (L)as = (FF )45 = 5 (L~ L),

Le taux de rotation W est la partie antisymétrique du gradient des vitesses L.
o Dérivée de Green-Naghdi [107] - % :

dg

—T=7+717.0 - Q7

a’ T
Q est le spin associé & la dérivée de Green-Naghdi : @ = R.R!. L’isométrie polaire
R provient de la décomposition polaire du gradient des déplacements : F = R.U. Le
tenseur C = F*.IF = U? est symétrique donc diagonalisable. Le tenseur U est alors
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égal au tenseur ayant les mémes directions principales que C et pour valeurs propres
les racines carrées des valeurs propres de C; R s’obtient alors en écrivant R = F. UL

1.2.2 Grandeurs tournées

Cette notion a été proposée par Green en 1965 [103]. Un moyen de garantir
I'objectivité des grandeurs utilisées dans les lois en taux consiste a travailler dans
un référentiel objectif. Un référentiel est objectif s’il est défini de maniere unique a
partir de n’importe quel autre référentiel. La relation de comportement relie alors,
dans ce référentiel objectif, la dérivée temporelle d'une ”contrainte tournée” et un
"taux eulérien des déformations tourné”.

Deux observateurs sont reliés par une cinématique de solide rigide, le référentiel
objectif obtenu sera donc défini a une cinématique de solide rigide pres. Deux
référentiels couramment utilisés sont le référentiel corotationnel et le référentiel en
rotation propre. Comme ils sont utilisés afin d’écrire une relation de comportement
(reposant sur la notion de déformation), ils visent a minimiser la part de cinématique
de corps rigide du mouvement.

Si I'on note Z, s une quantité tensorielle matérielle exprimée sur le référentiel
actuel R A Dlinstant ¢, alors son transposé sur le référentiel tourné R est noté
Z(p #- Le référentiel R est défini par lisométrie I,, matrice de passage de R & R
(Z(pvt) = IL.Zp4.I). Dans ce référentiel tourné, les dérivées particulaires des gran-
deurs matérielles du systeme sont toutes objectives, et le transport de ces dérivations

sur le référentiel R conserve leur objectivité.

L’intérét d’utiliser ces grandeurs tournées est que la relation de comportement
s’écrit alors directement entre % [T] et D¢, c’est-a-dire entre deux grandeurs matérielles
(3 une dérivée temporelle dans le référentiel initial pres), exprimées dans le référentiel

tourné : < [7], = K.D° et leur calcul numérique (calcul incrémental) s’écrit tres sim-

plement (T¢pan =Ty + AT =T+ K.D°.At par exemple).

e Référentiel corotationnel - Dérivée de Jaumann, I, = Q
Comme nous venons de le préciser, la dérivée de Jaumann peut s’exprimer en fonc-
tion du taux de rotation W, mais également a partir de l'isométrie corotationnelle

Q [108] :

dJ
dat"
L’isométrie corotationnelle Q s’obtient par intégration de Q=W.Q, avec Qo = L.

On vérifie bien str que cette expression est équivalente a la précédente utilisant le
fait que Q et une isométrie (Q! = Q7 1).

=Q- (Qtr@) Q'
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Le référentiel corotationnel est tel que le taux de rotation W(m) est nul a tout
instant ¢ [108, 109].

e Référentiel en rotation propre - Dérivée de Green-Naghdi, I, = R
De méme, la dérivée de Green-Naghdi, peut s’exprimer en fonction du spin €2 ou de
I'isométrie polaire R :

dg d
—7r=R.— (R7R) .R!
a~ Rog ®7F)
Le référentiel en rotation propre est tel que la rotation subie par les fibres
matérielles qui sont axes principaux de déformation entre I'instant initial et 'instant

présent y est nulle.

e Remarques :
W et @ sont antisymétriques : Wt = —W.
Q et R sont des isométries : Q.Qf =1, Q' = Q.

1.3 Cadre des grandes déformations retenu

Dans notre étude, 'utilisation d’une formulation en grandes déformations est
nécessaire pour prendre en compte la variation de section de la structure étudiée
au cours du chargement, afin de modéliser fidelement la physique conduisant a
la rupture ductile. Les différentes approches se différencient essentiellement par le
traitement des rotations de la cinématique, pour la détermination des grandeurs
matérielles utilisées dans la relation de comportement. Or, dans notre étude, les
valeurs des rotations sont relativement faibles (sauf éventuellement tres localement,
en zone de rupture, ou les niveaux de cisaillement peuvent étre importants). Les
différentes approches sont donc équivalentes; le choix d’une formulation ne s’est
donc justifié qu’en se basant sur sa simplicité de mise en oeuvre.

Dans les développements effectués avec M AT L AB pour pouvoir mener des simu-
lations en 2D, nous avons choisi de travailler sur la configuration eulérienne locale-
ment tournée par 'opérateur Q, ) en chaque particule p de la matiere et a I'instant
t, ¢’est-a-dire une formulation reposant sur la dérivée de Jaumann.

L’approche "loi en taux” est retenue compte tenue sa simplicité de mise en oeuvre
(comme dans la plupart des codes de calcul). La formulation ”dérivée de Jaumann”
est préférée a une formulation ”dérivée de Green-Naghdi” en raison du calcul aisé
du taux de rotation W. Comme les simulations sont effectuées a 1'aide d’'un schéma
d’intégration en temps explicite, c’est-a-dire conditionnellement stable, nécessitant
I'utilisation d’un pas de temps extrémement faible, I'intégration explicite de W pour
déterminer l'isométrie corotationnelle Q ne pose aucune difficulté, comme nous le
verrons au chapitre 5. Il est possible de vérifier sur des exemples tres simples que le
niveau de précision d’'une telle intégration est excellent (cisaillement pur d’un seul
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élément par exemple, cf. [105]).

Des simulations ont également été effectuées a I'aide d’ABAQUS. Dans ce cas,
le référentiel tourné définissant les quantités matérielles est, selon les éléments, soit
le référentiel corotationnel, soit le référentiel en rotation propre, mais comme nous
venons de le préciser, ces formulations sont équivalentes lorsque les rotations ne sont
pas trop importantes (tant que le cisaillement + reste inférieur a = /4) [105].

2 Comportement élasto-plastique endommageable

Cette section détaille et justifie les choix retenus pour modéliser la loi de com-
portement des matériaux ductiles de cette étude (nombreux alliages différents d’alu-
minium, titane, ou acier) : des choix sont effectués concernant les variables internes
de notre modele et les lois d’évolution associées. Il s’agit de faire le bon compromis
entre richesse nécessaire et complexité excessive du modele, avec 1'objectif de simuler
le plus finement possible la rupture.

On se contente ici de présenter la modélisation ”classique” d’un comportement
ductile. Dans la seconde partie de ce document, nous présenterons des versions
enrichies de cette modélisation, ayant pour objectif de controler la localisation.

2.1 Eléments de thermodynamique des milieux continus

L’objectif est ici de définir le cadre dans lequel s’inscrit la modélisation du com-
portement des matériaux étudiés.

Les lecteurs (francophiles) a la recherche d’éléments sur la thermodynamique
des milieux continus pourront, par exemple, s’orienter vers les livres de : Salencon
[110, 111], Lemaitre [112], ou bien Besson, Cailletaud, Chaboche et Forest [113].

2.1.1 Premier principe - équation de I’énergie

Le premier principe de la thermodynamique postule 'existence d’une fonction
de I'état thermodynamique du systeme, appelée énergie interne, notée FE, ayant
la dimension d’un travail, telle que : A chaque instant, la somme de la dérivée
particulaire de I’énergie interne E du systeme .7, et de la dérivée particulaire de
I’énergie cinétique K de ., est égale a la somme de la puissance des efforts extérieurs
exercés sur le systeme dans le mouvement réel, Py (U) et du taux de chaleur recue
par le systeme @ :

o

E+ K= PyU)+Q
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Le signe ¢ pour le taux de chaleur recue indique que cette grandeur n’est pas la
dérivée particulaire d’une fonction quantité de chaleur qui serait définie explicite-
ment.

En utilisant I’écriture différentielle, I’équation précédente se traduit par : dE+dK =
dW + d'Q, ou les deux termes du second membre ne sont pas des différentielles
exactes.

e Equation de I’énergie :
L’expression locale du premier principe de la thermodynamique s’écrit en représentation
eulérienne :

pe =0:D+r—div g

2.1.2 Second principe - inégalité fondamentale

Le deuxieme principe de la thermodynamique des milieux continus postule 1’exis-
tence d'un repérage universel de température, appelé ”température absolue” noté T',
positif, et d’une fonction de I’état thermodynamique du systeme, additive, appelée
"entropie”, notée S, tels que, a chaque instant, pour le systéme . on a l'inégalité

fondamentale : e
. r q.n
— =5 —df) — =—dS
S [ [

e Forme locale de I'inégalité fondamentale :
La forme locale de l'inégalité fondamentale s’écrit en représentation eulérienne :
ps + %(div g —r) > 0. Et en utilisant 'expression locale du premier principe de la
thermodynamique, on obtient (puisque 7' > 0) :

1
o:D+p(Ts—é)— ?(g.grad T)>0

2.1.3 Energie libre et Dissipation volumique

Cette inégalité essentielle peut étre transformée en introduisant la fonction ther-
modynamique appelé ”énergie libre” ; I’énergie libre massique ¥, définie par : ¥ =
e — T's, définit un potentiel qui dépend de la température et des variables d’état a;.
On obtient I'inégalité dite de ” Clausius-Duhem” :

AV . 1
=o:D—p(— +sT)— =(q.grad T) > 0
p=0:D—p(— +5T) — ~(¢grad T)
@y représente la dissipation volumique provenant des irréversibilités de la
transformation en M a U'intant ¢. On appelle 1 = o : D — p(V + sT') la " dissipation
intrinseque volumique” et py = (g.grad T') la " dissipation thermique volumique”

(et © = 1 + 2).

1
T
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: ok AV _ 9V 0% :
En exprimant la dérivée de W sous la forme : - = 55T + Say -, on a:

ov ; D ov |
——— € =0 . — 0.— .
8T P p 8&1 !

S =

e Remarques :
— Toute transformation vérifiant 'inégalité de Clausus-Duhem est dite thermo-
dynamiquement admissible.

— Toute transformation au cours de laquelle la dissipation est nulle sur . est
dite réversible. Le théoreme de I'intégrale nulle nous conduit alors a la relation
locale : () = 0, VM, Vt.

— Toute transformation au cours de laquelle la dissipation est positive stricte-
ment sur . est dite irréversible. Le théoreme de I'intégrale nulle nous conduit
alors a la relation locale : o) > 0,V M, Vi.

Bien que le probleme soit un probleme thermomécanique, nous négligeons son
aspect thermique et en conséquence le probléeme traité est purement mécanique.
On considere en effet que le solide . étudié est en transformation isotherme, sa
température reste égale a la température ambiante en chacune de ses particules (la
dissipation thermique est nulle).

La dissipation se réduit donc a sa part intrinseque :

ov |
@zgplzo:ﬂ)—p.@.a120

En multipliant ’expression précédente par J, on a :

ov
po=Jp=1:D—pyg.m=—.a; =20
8&1

2.1.4 Modeles standards généralisés

La construction d'une théorie de plasticité ou de viscoplasticité nécessite dans
le cas général la définition d'une fonction de charge, d'une fonction d’écoulement et
d’une fonction d’écrouissage. Dans le cas d’un matériau standard généralisé [114],
ces trois entités sont définies par la donnée d'un seul potentiel.

2.2 Elasto-plasticité endommageable

On se place ici dans le cadre des matériaux standards généralisés. Cette classe de
matériaux suppose que toute l'information concernant le comportement non-linéaire
peut étre résumée dans deux potentiels, I’énergie libre, qui décrit les relations entre
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les variables d’état et les forces thermodynamique associées et les lois de compor-
tement réversibles, et un potentiel de dissipation ¢*, qui permet de caractériser les
phénomenes dissipatifs.

Afin de définir la modélisation des matériaux étudiés, il faut tout d’abord préciser
les variables qui définissent I’état de ce matériau : les ”variables d’état” dont dépend
I’énergie libre massique V. Ensuite, compte tenu de la classe de modele matériau
retenue, nous préciserons I’écriture des lois d’évolutions de ces variables.

2.2.1 Choix des variables d’état et Expression de V¥

En un point donné de ./, ’état physico-chimique de la matiere est défini par
des variables dites variables d’état. Leur nombre et leur nature dépendent des
phénomenes a décrire. Dans les transformations envisagées pour ., on exclut celles
qui dépendent de processus chimiques.

On retient ici trois variables d’état pour décrire les grandes transformations élastoplastiques
avec endommagement (c’est-a-dire les variables dont dépend W). Ces variables sont
indépendantes.

e Flasticité
L’élasticité est décrite par le tenseur des déformations élastiques cumulées 7.
On définit 7 comme la grandeur dont la dérivée de Jaumann est égale a D,, le taux
eulérien des déformations élastiques : &5 (t) = fot D, (7).dr.

e Plasticité
On choisit ici de définir la plasticité par une modélisation isotrope. Un écrouissage
mixte (isotrope et cinématique) serait certainement plus appropriée a la description
du comportement des matériaux étudiés. Dans notre application, les chargements
ne sont pas cycliques, ils sont monotones jusqu’a rupture (pas de compression plas-
tique). Une approche uniquement isotrope peut ainsi étre considérée suffisante dans
un premier temps.

La fonction seuil se représente dans l’espace des contraintes principales de 7
par une surface convexe fermée contenant l'orgine. Un écrouissage est isotrope
si ses conséquences sur la fonction seuil fzp) sont indépendantes des directions
matérielles.

La variable d’écrouissage isotrope et sa force thermodynamique associée seront res-
pectivement notées —r et R. Les variables r et R sont des scalaires reliés par la loi
d’état R = po2L.

e Endommagement
Lorsqu’un matériau s’endommage, des micro-fissures apparaissent (composites, matériaux
fragiles ...) ou de petites cavités croissent (matériaux métalliques), si bien qu'une
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partie de la matiere seulement est soumise aux sollicitations mécaniques. L’endom-
magement peut ainsi étre vu comme la traduction de I’homogénéisation de fissures
a une échelle plus fine [115].

Une premiere approche couramment utilisée pour définir une variable d’endom-
magement repose sur la notion de contrainte effective [116]. Dans ce cas, les valeurs
des contraintes locales (@) multipliées par la surface effective S, ;s sont égales aux
contraintes macroscopiques (o) multipliées par la surface totale S : @.fs.Serr = 0.5

S-S5,

= 0. oud= =L définit la variable d’endommagement.

soit @'eff:@'.l_sj T—d
Cette notion d’endommagement local a pu étre utilisée dans le cadre de la mécanique
des milieux continus grace a la notion de déformation équivalente proposée par Le-
maitre au début des années 1970 [117]. Depuis, la mécanique de I'endommagement
a fait 'objet de tres nombreuses études et de nombreux développements (endom-
magement anisotrope, application aux matériaux composites, aux comportements

ductile ou fragile ... [112]).

Une deuxieme voie, plus spécifique aux matériaux métalliques, utilise comme

variable d’endommagement la porosité du matériau (notée f en général). En ef-
fet, les matériaux métalliques contiennent des micro-défaults (cupules, inclusions,
hétérogénéité) autour desquelles de petites cavités peuvent se créer (phase de nucléation),
puis croitre sous l'effet d'un chargement mécanique. La croissance de ces cavités
s’accélere en phase de rupture (coalescence) pour donner lieu a la formation de fis-
sures macroscopique, synonymes de rupture. Les deux principales approches décrivant
cette physique sont les modeles de Gurson [118] et de Rousselier [119].
Le modele de Gurson, par exemple, se base sur 'analyse limite d’une sphere creuse
constituée d’'un matériau rigide-parfaitement plastique et soumise a un chargement
quelconque. Cette analyse fournit un critere de plasticité macroscopique approché,
a partir duquel se déduisent immédiatement une loi d’écoulement plastique macro-
scopique et une loi d’évolution pour la porosité.

Dans les différentes approches, le matériau est totalement sain quand I’endom-
magement est nul, et la rupture du matériau correspond a une valeur de la va-
riable d’endommagement égale a 1. L’approche de Lemaitre correspond a une vision
générale de I'endommagement, sans se restreindre aux matériaux métalliques. L’ap-
proche de Gurson, et ses nombreuses versions enrichies [120], séduit par son contenu
micro-mécanique de la rupture ductile (porosité initiale, germination puis coales-
cence des cavités, prise en compte de différentes familles de défauts ... ). Dans le
contexte de cette étude, précisons que ces deux approches présentent les mémes ma-
nifestations pathologiques lors de simulations Eléments Finis, a savoir la dépendance
des résultats au maillage si aucune précaution spécifique n’est prise.

Dans cette étude, I'approche de type Lemaitre a été retenue, en raison de la
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simplicité des procédures d’identifications claires qui lui sont associées (mesure de
raideur), de la plus grande liberté accordée par cette approche pour la définition
de la loi d’évolution et également, compte tenue de la facilité d’implémentation
numérique, tant en 1D, qu’en 2D (contraintes planes) ou 3D.

e Energie libre spécifique
L’énergie libre spécifique W gs . 4 est une fonction des trois variables d’état indépendantes
qui caractérisent ’état élastoplastique endommageable du matériau au point considéré.
On retient I'expression suivante :

1 B ~ T
Vs = 5Tr((1 - D KESE + [ hie)ag
0

h(r) = po%—‘f est la fonction d’écrouissage isotrope caractéristique du matériau.
Evaluation de la dissipation volumique :

()00 = TT[”;%D] - po% _ ~ .
po = Trl(T— (1 = d) Ke.20) D] + TrfrD,] + §Tr[K. .20 2]].d — h(r)7

On en déduit :
o La loi d’état |7 = (1 — d).K,.&°

e

o Et, avec les notations R = h(r) et Yy = 1Tr[K..25 &5],| ¢y = TrfFD,] — Ri + Yu.d

2.2.2 Lois d’évolution

On ne cherche pas a déterminer explicitement la fonction ¢* qui gouverne les
lois d’évolution des variables {]ﬁ)p, r,d}. On se contente de déterminer une fonction
seuil f pour les parametres d’écrouissage et une loi d’évolution d = h(r,d,T) pour
I’endommagement.

e Plasticité

o fonction seuil
Pour chaque point M du solide .¥ et a tout instant ¢, il existe une fonction scalaire
J@#r) qui décrit la surface seuil telle que :
— Si fzr) < 0 alors le comportement ne peut qu’étre élastique
~ Si f#r) = 0 alors le comportement peut étre élastoplastique. Cette condition
est nécessaire mais pas suffisante pour induire la plasticité.

On peut montrer, que dans le cas des matériaux standards généralisées, I’évolution
de la plasticité du matériau (D, et p) peut étre totalement définie a partir de la
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définition de la fonction seuil f.
On choisit une fonction seuil f répondant au critere de Von Mises :

3 7 1
f= \/aTTKlT—d)Q] — R avec 77 le déviateur des contraintes : 77 = 7 — gTT[T].H

On montre alors que les lois d’évolution qui gouvernent la plasticité prennent la

dfa@r . i Ofan
]D) = )\ 87‘ et r= —)\W

A est un scalaire appelé multiplicateur plastique, il se calcule a partir de la condition
de consistance qui assure que la relation f'(:r’ r) = 0 soit toujours satisfaite lors du
processus de plasticité, c’est-a-dire, que le phénomene d’écrouissage se développe de
telle fagon que le point de chargement reste sur la surface seuil.

forme suivante :

On a ici :
D, = %d% avec TVM = \/7 ||
d
D, = ity rhry /B v m = e =
p est la variable d’écrouissage (plasticité cumulée) : p = 1/2.7r(D,.D,) = ﬁ.

o fonction d’écrouissage
On définit la fonction d’écrouissage R en fonction de la plasticité cumulée p

T
pry = / Pey-di
0

On définit la fonction R(p) analytiquement, a I'aide de trois parametres, un
définissant la limite élastique 79, et deux définissant la courbe d’écrouissage (b et
n), ou (A7 et ¢). Deux formulations ont été retenues, une loi puissance et une loi
exponentielle-saturante :

— loi puissance : | R(p)L,, = 70+ b.p"

— loi exponentielle-saturante | R(p)E,, = 70 + AT[1 — exp(—c.p)] |

e Endommagement
On définit une loi d’évolution d’endommagement pilotée par la plasticité cumulée,
pondérée par une fonction du taux de triaxialité des contraintes [55, 121]. Cette
pondération permet de prendre en compte le fait qu’expérimentalement ’endomma-
gement est fortement lié a la pression hydrostatique, alors que dans notre modélisation
I’évolution de la plasticité dépend de la partie déviatrice du tenseur des contraintes.
De plus, afin de prendre en compte le phénomene de coalescence en phase de rup-
ture, correspondant a une évolution de 'endommagement brutale, tout en gardant
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une loi la plus simple possible, une loi d’évolution non-linéaire est retenue. On écrit
ainsi que :

Avec dygr = <M> d = dgstqr tant que d < 1 }
+

Pe — Po d = 1 sinon

. 2 Th 9



68

Elastoplasticité-endommageable en Grandes Déformations

B Bilan du chapitre 3

La modélisation des matériaux ductiles étudiés est définie dans ce chapitre.
Il s’agit de présenter la modélisation ”classique” d’un comportement ductile.
Dans la seconde partie de ce document, nous présenterons des versions enrichies
de cette modélisation, ayant pour objectif de controler la localisation.

Parmi les différentes approches pour travailler dans le cadre des grandes
déformations, les approches qui reposent sur l'écriture de loi en taux, et
sur la définition de référentiel tourné ont été privilégiées. Ainsi, les lois de
comportement sont écrites par la suite dans le référentiel corotationnel.

Le comportement élastoplastique repose sur une décomposition additive du
gradient des vitesses en une partie élastique et une partie plastique et les
matériaux s’inscrivent dans la classe des matériaux standards généralisés. La
plasticité est isotrope a écrouissage isotrope, définie a partir de la fonction
seuil f et répond au critere de plasticité de Von Mises. L’endommagement
est défini a partir d’une variable interne scalaire, il s’agit d’'une approche de
type Lemaitre, et la loi d’évolution non linéaire associée dépend de la plasticité
cumulée et du taux de triaxialité des contraintes.




Deuxieme partie

Modele
élastoplastique endommageable
en grandes déformations
d’épuisement plastique
a taux limités.
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Cette deuxieme partie présente le modele ”d’épuisement plastique a taux
limités” :
e Le chapitre 4 présente les résultats de simulations d’une poutre en grandes
déformations sollicitée en traction dynamique jusqu’a rupture, avec une
modélisation ”classique” et une modélisation a taux d’endommagement
limité. Les limites de ces approches, mises en évidence par I'analyse de
I’équation des ondes et des résultats de simulations, justifient I'intérét de
proposer un modele ”a taux de plasticité limité”.
Le chapitre 5 décrit le modele ”d’épuisement plastique a taux limités”
proposé et dégage ses principales caractéristiques a partir d’'une analyse
1D analytique et numérique. Dans un second temps, un cadre numérique
pour évaluer les capacités du modele a représenter le comportement jus-
qu’a rupture de structures élémentaires est proposé : il s’agit d’une for-
mulation Eléments Finis en contraintes planes, en grandes déformations,
couplée a une résolution en dynamique a l'aide du schéma des différence
centrées. Les premiers résultats obtenus avec Matlab confirment alors les
capacités du modele a simuler la rupture ductile sans dépendance a la
taille de maille.
Le chapitre 6 concerne 'identification et la validation du modele. La des-
cription de 'implémentation du modele dans ABAQUS et les détails d'une
campagne d’essais sont tout d’abord présentés. Des comparaisons calcul-
essais permettent ensuite de déterminer un jeu de parametres du modele.
Les simulations des essais dynamiques sur éprouvettes lisses confirment
alors les capacités du modele a prédire finement la rupture avec les valeurs
identifiées.
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Chapitre 4

Couplage
endommagement-plasticité en
grandes déformations :

Etude de ’objectivité de la
prévision de la rupture.

L’étude d’un barreau au comportement élastoplastique endommageable,
soumis a un chargement dynamique, permet de mettre en évidence les
caractéristiques des modélisations "statiques” et a taux d’endommagement
limité vis-a-vis de la maitrise de la localisation.

On s’intéresse dans ce chapitre, aux mécanismes conduisant a la rupture ductile
en grandes déformations. L’analyse s’appuie sur une étude en 1D d’un barreau sou-
mis a un chargement dynamique au comportement élastoplastique endommageable,
en grandes déformations. Ce probleme modele, tres simple, permet de prendre en
compte les deux phénomenes (structure et matériau) qui conduisent a I’apparition
de la localisation des déformations dans ce cadre.

e Vision dynamique de la rupture ductile
La figure 4.1 représente I’évolution temporelle de I'effort mesuré lors d'un essai de
traction jusqu’a rupture sur une éprouvette en aluminium. La vitesse imposée est
de 5 mm.mn~!, ce qui permet de considérer que le chargement est quasi-statique,
et la durée totale de I'essai est d’environ une centaine de secondes. La rupture, en
revanche, est véritablement dynamique, puisqu’elle prend place en quelques dixiemes
de millisecondes. La fréquence des oscillations de la mesure de effort correspond a
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la fréquence de résonance du capteur (environ 8 kHz).
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Fig. 4.1: Essai quasi-statique jusqu’a rupture, vision dynamique de la rupture.

La rupture est donc véritablement un phénomene dynamique, méme si elle in-
tervient a la suite d’un chargement statique.

Comme cela a été évoqué dans le chapitre 2, les limiteurs temporels de localisa-
tion visent a controler cette dynamique de la rupture. Dans ce chapitre, les propriétés
d’une modélisation ”statique” et d’une modélisation a taux d’endommagement limité
[12] sur Pobjectivité des résultats sont ainsi détaillées. Les limites de ces approches
sont mises en évidence par ’analyse de I’équation des ondes et des résultats de simu-
lations numérique. Pour chacun des modeles, les exemples numériques sont obtenus
avec les parametres caractéristiques de deux matériaux différents.

1 Probléme modele.

Le probleme modele choisi est celui d'un barreau 1D soumis a une sollicitation
dynamique (figure 4.2).
On note par la suite 7 = 71 et D = % = Dy;. Afin de prendre en compte l'insta-

—

B

=0 LO X=L0 V(®

SAVAVAY,

Fig. 4.2: Probleme modele.

bilité due a la variation de géométrie, une formulation en grandes déformations est



Probléme modeéle. 75

utilisée. La formulation retenue repose sur une décomposition additive du tenseur
taux des déformations : D = D, + D,, avec p = (D), et une loi en taux pour la
réponse élastique (cf. chapitre 3).

On considere que la seule composante du tenseur des contraintes de Kirchhoff
non nulle est 71, en revanche les composantes 22 et 33 des tenseurs cinématiques ne
sont pas imposées a 0 afin de prendre en compte les variations de section du barreau
au cours du chargement. On considere ici que Dy = D33 = —vD, — 0.5D,, pour
estimer la section sur la configuration déformée du barreau.

Cet exemple est tres simple, mais pertinent pour dégager les principales pro-
priétés d'un modele vis-a-vis de la localisation et de la rupture.

1.1 Loi de comportement

On s’intéresse dans ce chapitre a un comportement élastoplastique endomma-
geable. On utilise ainsi, dans le cas 1D, la modélisation présentée dans le chapitre 3.

e Elasticité
Relation contrainte-déformation élastique :

7=FE.(1—d).c.avece,(T) = /OT D.(t).dt

e Plasticité
On considere que le matériau est isotrope a plasticité isotrope, et son domaine
d’élasticité et défini par la fonction seuil f(7, R) = =5 — R(p) = 0, ot R(p) corres-
pond a la contrainte d’écrouissage : R(p) = 10 + b.p™.
Le comportement élasto-plastique du matériau est alors caractérisé par :

—sif<Oousi f=0etdf <0,alors: D,=0

- msze’ﬁdsz,alors.Dp—)\.a—i

On détermine alors A\ en écrivant la stationnarité de f : df = 0.

e Endommagement
Deux lois d’évolution de I'endommagement sont ici considérées.

o La loi d’évolution de I'endommagement ”statique”, présentée dans le chapitre
3, se réduit en 1D (ou R, =1) a:

p—po \" d = dgq tant que d < 1
Pe—1o/ d =1 sinon

Avec dstat = <
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o Avec une modélisation a taux limité, la loi d’évolution s’écrit :

d=1
d=1

sinon

1 —exp(—a({dgq —d),)] sid <1 }

1.2 Modélisation numérique

<

A B <g—
>

X=0 LO X=4mm V(t)

e Matériau :

Deux jeux de parametres matériaux sont ici considérés. Le premier, issu d’exemples
précédents [10, 85], correspondant a des lois d’écrouissage et d’endommagement
"linéaires”, permet de comparer les résultats de simulations numériques a une étude
analytique. Le second correspond aux propriétés d'un alliage ”d’aluminium” 2024.
La densité py des deux matériaux est de py = 2.28 1073 g.mm 3.

Leurs comportements sont définis par les caractéristiques élastiques - plastiques -
endommageables et relatives a la limitation du taux d’endommagement suivantes

(cf. figures 4.3 et 4.4) :

| [E (Mpa), v [ Trob (Mpa)l, 0] [porpel%a)], dey | Fa Timité - a, £, (ms) |

Linéaire || 58 000, 0.3 (332, 2 600], 1 | [3.3, 56], 0.99, 1 2.25, 6Ge-3
Aluminium || 75 000, 0.3 (332, 760], 0.7 [0, 60], 0.99, 3 0.225, 2e-3
tau(p) — Ecrouissage lineaire d(p) — Ecrouissage lineaire
2000
- — tau
1800 tau/(1-d) 0.9
1600 0.8
‘T 1400 . 07
£ g
@ 1200 g 0.6
£ 1000 é’ 0.5
5 £
£ 800 .§0.4
S 600 ® 03
400 0.2
200 N 0.1
0 -~ 0
0 20 40 60 0 20 40 60

p (%) p (%)

Fig. 4.3: Loi de comportement, comportement linéaire.
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tau(p) — Aluminium d(p) — Aluminium
1000 1
— - — tau
tau/(1-d) 0.9

0.8

900

800
700 0.7
600 0.6
500 0.5

400 04

endommagement

300 0.3

Kirchhoff stress (Mpa)

200 \ 0.2
100 0.1

0 20 40 60 0 20 40 60
p (%) p (%)

Fig. 4.4: Loi de comportement, Aluminium.

e Géométrie :
La longueur initiale du barreau est de 4 mm, longueur suffisamment grande devant
la taille de la zone de localisation (cf. chapitre 5, section 2).

Dans un calcul 2D ou 3D les conditions aux limites seules nous assurent que la
zone de localisation se situe au centre du barreau (zone ”A” ici). En effet, comme
dans ce cas la valeur de la section aux extrémités de la zone "B” est bloquée alors
que partout ailleurs la section est "libre”, plus on s’éloigne de 'extrémité de la zone
"B”, plus la section du barreau peut varier.

Mais dans ce simple exemple, il n’est pas possible de bloquer la valeur de la sec-
tion. Afin, d’observer la localisation des déformations toujours dans la méme zone
("A”), on choisit de travailler avec une section initiale non uniforme. La valeur de
cette section (a t = 0), égale a Si) = S.(0.99 + 0.015—022), vérifie Sy = 0.99.510)
et %]xzo = 0. On force ainsi la localisation a se situer dans la zone ”A” du barreau
sans pour autant accentuer l'effet de localisation (la section est quasi-uniforme dans

la zone 7A”).
Dans la zone "A”, le maillage est raffiné par rapport au reste de la structure.

e Discrétisation temporelle :
Le probleme étudié est résolu en dynamique a I’aide d'un schéma d’intégration en
temps explicite (schéma de Newmark avec v = 1/2 et § = 0 : schéma des différences
centrées).
Dans chacune des zones "A” et "B”, le pas de temps est égal a environ 83 % du pas
de temps critique donné par la condition de Courant. La condition de raccord entre
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Fig. 4.5: Elasticité en grandes déformations : F(D1/10) et Eps(t).

les deux zones correspond a un effort extérieur constant imposé sur la zone ”A”,
entre les deux instants séparés de la durée du pas de temps de la zone "B”.

e Conditions aux limites :
L’extrémité gauche du barreau est ”"encastrée” (le déplacement selon x est bloqué,
mais la variation de section est possible) alors que I'extrémité droite est soumise a
une condition cinématique imposée.

1.3 Pertinence du probleme modele

Ce modele a pour objectif de permettre une exploitation des résultats claire, tout
en étant le plus fidele possible a la réalité. Pour cette raison une formulation ”1D”
en "grandes déformations” a été retenue. L'intérét de cette approche se justifie avec
I’exemple suivant.

e Exemple : Comportement élastique.

Cet exemple tres simple (mais totalement irréaliste) illustre ici 'importance d’une
formulation en grandes déformations. En effet, le comportement est ici élastique,
c’est-a-dire qu’avec la formulation retenue, le taux de contrainte de Kirchhoff est relié
linéairement au taux eulérien des déformations, mais la courbe effort-déplacement
admet toutefois un maximum (figure 4.5). Ceci s’explique par le fait qu’en grandes
déformations, la variation de section est prise en compte, ainsi méme si o(t) aug-
mente, l'effort F'(t) = o(t).5(t) peut diminuer.

Il est clair sur cet exemple qu’il faut distinguer le comportement local d’un
matériau et le comportement global d'une structure. Le phénomene classique de
striction dans les métaux apparait alors que le comportement local du matériau
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dans la zone de striction reste élasto-plastique a écrouissage positif.

Dans ce simple exemple de traction uniaxiale, il est possible de montrer que la
solution du probléeme reste unique tant que l'effort augmente, mais 'unicité de la
solution est perdue lorsque le maximum d’effort est atteint, ce qui correspond a
une déformation cumulée de 100 % et une contrainte de Kirchhoff égale au module
d’Young FE (figure 4.5).

2 DModeles élasto-plastique endommageable

Dans cette section, les propriétés des modélisations "statique” et a taux d’en-
dommagement limité sur 'objectivité des résultats sont détaillées.

2.1 Modele ”statique”

e Equation des ondes
Afin de simplifier ’analyse, on fait I’hypothese que le chargement global est suf-
fisamment lent pour qu’il puisse étre considéré quasi-statique : le chargement est
homogene avant localisation. On établit alors une équation des ondes du méme type
que dans la section 4 du chapitre 2.

L’équation des ondes s’écrit pour un comportement linéaire (n =1 et a = 1) :

(pe —p).b.(b+ E).(1—19/b—¢) — E.(b.e + 1)
(pe = po)-(b+ E)?

v 1 9%
_2.

prl— = = Z— avec (%=
cg Ot?

“Ox?

L’instabilité intervient avec le changement de nature de cette équation, c’est-a-
dire quand % s’annule. En caractérisant 1’état critique par la déformation, alors
e = £ est solution de I'équation du second ordre :

[ Eb
as. (") +ay.e" 4 ag avec: a; = [(b+ E).pe + 10]b+ E.(b—T7) + E.b
ag = [(b+ E).p. + 10].(b —10) — E.19

Avec les valeurs du matériau ”linéaire” et en utilisant les relations entre ¢, ¢, et
p, on trouve :

ghim —17.03% = 1.28% + 15.75% et on en déduit d"™ = 23.47%.
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Fig. 4.6: Modele "statique” : évolution spatiale et temporelle de la plasticité.

e Résultats numériques - comportement linéaire
La courbe de gauche de la figure 4.6 représente le profil de la plasticité le long du
barreau en fin de chargement, c’est-a-dire quand I'endommagement a atteint d. en
un point du barreau. La courbe de droite correspond a I’évolution de la plasticité
au cours du temps en un point de la zone "B” (zone qui se décharge élastiquement
en phase de rupture) et en un point de la zone "A” (zone qui se charge jusqu’a
rupture).

Il est alors possible de vérifier sur ces courbes que le chargement est effective-
ment quasi-homogene sur la structure avant localisation (la valeur de la plasticité en
7A” est la méme qu’en "B”). On peut également observer que 1'état correspondant
a la perte d’unicité de la solution est bien celui déterminé par I’'étude de I’équation
des ondes (avec pi™ = 15.75%). Cet état limite du barreau est alors appelé ”état
17 (perte d’unicité de la solution pour un comportement élastoplastique endomma-
geable). Une fois que cet état est atteint les déformations se concentrent dans un
unique élément alors que le reste de la structure se décharge élastiquement (mais les
valeurs des variables p et d restent constantes).

La figure 4.7 représente la configuration a rupture en zone ” A” avec une cartogra-
phie couleur relative a la valeur de 'endommagement pour deux finesses de maillage
différentes. On peut ainsi constater qu’au-dela de cet état critique, les déformations
se localisent toujours dans un unique élément, meéme si le maillage est raffiné.

La figure 4.8 représente la valeur du taux de plasticité dans la zone ” A” lorsque
d = d. pour différentes finesses de maillage, en fonction de différentes vitesses de
sollicitations globales. En analysant les résultats de simulation avec une vision dyna-
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Fig. 4.7: * Modele "statique” : configuration a rupture (quand d = d.).
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Fig. 4.8: Modele statique : taux de plasticité non borné.

mique de la rupture, on peut noter que les valeurs des taux de déformation en phase
de localisation sont bien plus élevées que les valeurs correspondant au chargement
global et que ces valeurs locales augmentent sans limite a priori lorsque la taille de
maille diminue.

e Résultats numériques - Aluminium
Dans ce cas, il n’existe pas de relation analytique entre €, . et p. L’état critique
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de ce matériau ne peut donc pas étre caractérisé analytiquement par I'une de ses
variables internes. En revanche, en tragant I’évolution spatiale du taux de plasticité
en fin de chargement (figure 4.9, courbe de gauche), il est clair que la valeur limite de
plasticité qui correspond a cet état est pi™ = 19.1%. On peut vérifier sur la courbe
de droite de la figure 4.9 que cet état correspond bien au pic d’effort.

60 12000

e
—x— état 1
50 lim | 10000
— = ~Tepd
40 E 8000
z
§ 6000
s}
[
4000
10 1 2000
0 0
0 1 2 3 4 0 5 10 15 20
abscisse DI/I0 (%)

Fig. 4.9: Modele "statique”, Aluminium : p(x) et F(D1/10).

2.2 Modele a taux d’endommagement limité
2.2.1 Préambule : Comportement élastoplastique - modele statique

On présente dans un premier temps une analyse du modele "statique” du com-
portement élastoplastique, sans endommagement. Les résultats exposés ici seront
réutilisés (2.2.2). Sans endommagement, la fonction seuil s’écrit :

— f=7—R(p) =0 avec ici R(p) =79 + b.p"

e Equation des ondes
Avec les hypotheses rappelées ci dessus et au chapitre 2, I’équation des ondes s’écrit
ici pour un comportement a écrouissage linéaire (n = 1) :

o v 1 0% . b
ﬁp@:%w avec ﬁp:H—E.<1—To/b—€)
L'instabilité intervient quand e =1 — 70/b = [.] + [p] = [725] + [755 — 70/b].

Avec les valeurs du matériau ”linéaire”, on trouve :

gim — 87.2% = 4.3% + 82.9%.



Modeles élasto-plastique endommageable 83

e Résultats numériques - Aluminium

De la méme maniere que pour la modélisation ”statique” d’un comportement élastoplastique
avec endommagement, on caractérise (numériquement) par la valeur de la plasti-

cité py™ Détat du matériau lorsque I'unicité des résultats n’est plus garantie . On
détermine celle-ci & partir de la courbe de gauche de la figure 4.10 : pi™ = 36.75%

En appelant cet état critique ”état 2” (perte d’unicité de la solution pour un com-
portement élastoplastique sans endommagement), on vérifie alors sur la courbe de

droite que cet état correspond au pic d’effort.

250 -
——end 12000
—6— état 2
pIim
200 T e 10000
__ 8000
R 150 s
X 03
Y S 6000
100 v
4000
2000
0 0
0 1 2 3 4 0 10 20 30 40
abscisse DI/I0 (%)

Fig. 4.10: Modele "statique” sans endommagement, Aluminium : p(x) et F(DI1/10).

e Bilan de 2.1 et 2.2.1
On définit les états caractéristiques suivant :

— 7état 17 : perte d'unicité de la solution pour une modélisation ”statique” d’un
comportement élastoplastique endommageable.

— 7état 27 : perte d’unicité de la solution pour une modélisation ”statique” d’un
comportement élastoplastique sans endommagement.

‘ plim H Linéaire ‘ Aluminium ‘
Etat 1| 15.75% | 19.1 %
Etat 2 | 82.9 % 36.75 %

Ces points particuliers sont précisés sur les courbes caractéristiques du compor-
tement des matériaux ”linéaire” et ”aluminium” (cf. figures 4.11).
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Fig. 4.11: Etats 1 et 2 des matériaux "linéaire” et ”aluminium”.

2.2.2 Modele a taux d’endommagement limité

e Equation des ondes
Avec un écrouissage linéaire, I’équation des ondes s’écrit ici :

epd 1
end d — b+ E- [(pc—p).b.(l—To/b—E)]
epd v Aﬁ i l'ﬁzv avec Aﬁel)d _p o EJ’rae _ _ E.(betn)

d 8:102 Bd/D 81‘ 0(2) ot2 {Jc—po)l;(b-i-E) (pe—p0)-(b+E)?

Bd/D " pe—po b+E

Dans ce cas, comme nous ’avons vu au chapitre 2, le terme % est de degré

inférieur a celui de a—mg car d n’est une fonction que de I'état : d(d, ). Comme avec

ce modele, la valeur de d est bornée le statut de I'équation des ondes ne dépend
que du terme de plus haut degre . Alinsi, ce statut se modifie quand le coefficient

devant 2¥, soit ﬁd , s’annule.

827

d . , .
On remarque alors que 357" = 0 pour les mémes valeurs de déformations (e, e,

et p) que lorsque S = 0 (cf. 2.2.1). Ainsi, 'instabilité due a 'endommagement est
effectivement ”controlée” : le modele modifié a le méme comportement vis-a-vis de
I'unicité des résultats qu'un modele élastoplastique sans endommagement. La perte
d’unicité est donc repoussée avec un modele a taux d’endommagement limité par
rapport a un modele "statique”.

De plus, le modele a taux d’endommagement limité ne modifie I’évolution de
I'endommagement par rapport a un modele ”statique” que pour des sollicitations
tres fortement dynamiques, et, avec un tel modele, la valeur de d est tres proche de
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la valeur limite 1/, en phase de localisation, tant que d < d.. Ainsi, 'utilisation
d’un modele a taux d’endommagement limité ne modifie pas 'apparition de la lo-
calisation par rapport a une modélisation "statique” et permet de mener un calcul
jusqu’a d = d, (comme dans le cas de 'élasticité endommageable, cf. chapitre 2).

L’état correspondant au pic d’effort est donc caractérisé par I’état 717, et la perte
d’unicité n’intervient que pour I’état ”2”. 1l est clair que I’état ”2” (pic d’effort d’un
modele "statique” sans endommagement) est postérieur a celui de 'état ”1” (pic
d’effort d'un modele ”statique” avec endommagement), mais il se peut toutefois que
cet état soit atteint avant rupture.

Les états 71”7 et 72" sont d’autant plus proches que le matériau est peu endom-
mageable avant localisation, ce qui est le cas des alliages d’aluminium, de série "2
000” en particulier. Dans les exemples numériques suivants, les caractéristiques du
matériau 7 Aluminium” correspondent justement a un alliage 2024.

e Résultats numériques - Aluminium
Cet exemple va nous permettre de confirmer les résultats obtenus par ’analyse de
I’équation des ondes et de les généraliser aux comportement a lois d’évolution non-
linéaires.

Meéme si elles n'ont pas été déterminées analytiquement, les valeurs de plas-
ticité correspondant aux états 71”7 et 72" ont pu étre déterminées précédemment
(pim =19.1% et phim = 36.75%). On peut alors vérifier sur la courbe représentant la
plasticité en fonction de I'abscisse a différents instants (cf. figure 4.12) que lorsque p
atteint pi™ les déformations se localisent, c’est-a-dire que la plasticité n’évolue plus
en zone "B” (décharge élastique) et ne croit qu’en zone ”A”. Cet ”état 1”7 correspond
effectivement a une valeur d’effort tres proche de la valeur maximale sur la courbe

F(t) (cf. figure 4.13).

A partir de I’état 717, la phase de localisation débute et se déroule effectivement
en deux étapes. Dans un premier temps, les déformations augmentent sans discon-
tinuité en espace, puis, & partir de p = p{™, les déformations se concentrent dans
un unique élément (cf. figure 4.12, courbe de droite : zoom). A partir de 1'état 72",
I'instabilité n’est plus due a I'’endommagement mais a l'instabilité plastique de la
"matrice” (la "matrice” représente la partie matérielle sans endommagement). Le
limiteur de localisation utilisé n’est donc plus efficace et les résultats deviennent
dépendants du maillage. On constate sur la figure 4.13 que la dynamique de la rup-
ture n’est plus controlée, I'effort chute aussi rapidement que ne ’autorise la taille de
I’élément ot les déformations se localisent.

o Remarque :
Les valeurs ”"statiques” des coefficients matériau ont été identifiées a partir de
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Fig. 4.12: Modele a taux d’endommagement limité, Aluminium : p(x).
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Fig. 4.13: Modele a taux d’endommagement limité, Aluminium : F(D1/10).
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résultats d’essais de traction sur des éprouvettes en aluminium 2024 (cf. chapitre
6). Seules les valeurs de ”"a” et ”t.” n’ont pas été identifiées a partir de ces essais.

Suffis et Combescure [12] ont proposé pour un aluminium 7020-T6 les valeurs

a =225 et t, = 2 1072 ms. Mais nous nous intéressons ici au phénomene de rup-
ture (discrétisation spatiale extrémement fine), pour un chargement quasi-statique
(durée de chargement importante) avec une résolution numérique pour l'intégration
en temps correspondant au schéma de Newmark (condition de Courant & respecter).
Par conséquent, le nombre d’itérations nécessaires a la résolution de ce probleme est

tres grand.

De plus, comme on s’intéresse a la phase de localisation jusqu’a ce que la rupture
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soit atteinte, la finesse de la discrétisation spatiale nécessaire est d’autant plus im-
portante. En effet, la taille de la zone de localisation diminue avec ’évolution de
I’endommagement, comme cela a pu étre montré avec d’autres modeles a partir de
I'analyse de I’équation des ondes ou de résultats numériques [4, 122]. Ainsi, pour
ne pas étre contraint a utiliser un maillage excessivement fin, qui dans le cas de
notre approche directe conduirait a des temps de calcul relativement longs, nous
avons retenue une valeur de 0.225 pour le parametre a (la taille de localisation est
inversement proportionnelle a a, cf. chapitre 5, section 2).

e Résultats numériques - comportement linéaire

Dans ce cas, d’apres les caractéristiques du comportement linéaire, il devrait étre
possible de mener des simulations jusqu’a rupture sans perte d’unicité de la so-
lution et donc sans dépendance au maillage. En effet, "I'état 27 (phim = 82.9%),
qui correspond a la perte d’'unicité, est ici postérieur a la rupture (d. = 0.99 -
Dd—dec en satigue = D6%). Mais, 'analyse proposée ci-dessus correspond a un chargement
quasi-statique et 'influence de la vitesse peut modifier notablement les conclusions
de cette analyse.

o Effet de la vitesse de chargement

Si la vitesse de chargement n’est pas négligeable, alors la loi d’évolution de I’endom-
magement du modele a taux limité a pour premier effet de retarder I’évolution de
I’endommagement. Par conséquent, pour une méme valeur de plasticité, la valeur de
I'endommagement est plus faible avec un modele a taux limité qu’avec un modele
"statique”. La localisation, puis la rupture, apparaissent ainsi pour une valeur de
plasticité plus importante avec le modele a taux limité, c’est-a-dire d’autant plus
pres, voir au-dela, de I’état 72”7, qui correspond a la perte d’unicité.

Une augmentation de la vitesse de chargement a donc pour effet de réduire la phase
de localisation ”controlée”.

o Résultats

Les simulations ont ici été menées avec, comme condition aux limites, une rampe
en vitesse de pente 40 mm.ms~2. La figure 4.14 représente la configuration a rup-
ture du barreau quand d = d. pour deux finesses de maillage différentes. On vérifie
qu’une partie de la phase de localisation a pu étre simulée : apres le pic d’effort, les
déformations se concentrent sans discontinuité dans une zone de tres faible épaisseur,
mais de taille non nulle, estimée avec plusieurs éléments. Ceci s’observe par la dimi-
nution importante de la section, ou du "rayon”, de plusieurs éléments en zone ”A”.
Mais on peut également observer que les déformations se concentrent dans un unique
élément avant la fin de la simulation, méme lorsque le maillage est raffiné. Il est clair
que le résultat obtenu ne correspond pas a la simulation d’une cinématique conti-
nue : la valeur de 'endommagement dans 1’élément voisin de celui ou d a atteint
d. = 0.99 n’est que de 0.6 avec le maillage le plus fin.
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Fig. 4.14: * Modele a taux d’endommagement limité : configuration a rupture.

2.3 Conclusion

Nous venons de constater que le controle de 'endommagement permet de repous-
ser la perte d’unicité de la solution, mais pas forcément jusqu’a d. = 1. En effet,
il apparait que I'endommagement n’est pas la principale source d’instabilité dans
le cas de matériaux ductiles au comportement modélisé par une loi élastoplastique
endommageable, d’autant plus quand les valeurs d’endommagement sont faibles lors
de I'apparition de la localisation. L’instabilité provient essentiellement du compor-
tement plastique de la matrice. De plus, 'effet de la vitesse de chargement tend a
diminuer la phase de localisation ”controlée”.

Pour cette raison, une premiere démarche consiste a considérer que la rupture
se met en place pour un endommagement critique inférieur a 1 [12]. Le principal
inconvénient de cette approche est que la contrainte a rupture n’est alors pas nulle.
De plus, la valeur limite correspondant a la perte d’unicité de la solution dépend de
la vitesse de chargement.

Pour décrire la phase de rupture jusqu’a d. = 1 de maniere continue et en
assurant I'unicité de la solution, nous proposons d’utiliser un modele controlant I'in-
stabilité plastique, ¢’est-a-dire avec un formalisme de modele a taux limité, d utiliser
un modele élastoplastique endommageable a taux de plasticité limité. L’évolution
de I'endommagement étant gouvernée par la plasticité, 'instabilité due a I'endom-
magement est alors également controlée avec un modele de ce type. Comme nous
allons le voir en détail dans le chapitre suivant, un modele ”d’épuisement plastique a
taux limités” (”élastoplasticité endommageable & taux de plasticité limité et endom-
magement gouverné par la plasticité”) a alors le méme comportement vis-a-vis de
la stabilité qu'un modele élastique, la seule source d’instabilité non controlée étant
I'instabilité élastique.
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B Bilan du chapitre 4

Le probleme modele d'un barreau 1D en grandes déformations, au comporte-
ment élastoplastique endommageable, soumis a une sollicitation de traction en
quasi-statique, permet de mettre en évidence les limites des modélisations "sta-
tiques” et ”a taux d’endommagement limité” & fournir une solution unique au
probleme mécanique continu, et par conséquent sans dépendance au maillage
lors d’une résolution par Eléments Finis.

Cette analyse s’appuie sur I'étude de I’équation des ondes caractéristique de
ces modeles et sur des résultats de simulations Eléments Finis. Elle permet de
confirmer qu’avec un modele "statique” tel que décrit au chapitre 3, la perte
d’unicité de la solution de notre probleme apparait avec le maximum de 1'ef-
fort atteint dans le barreau. A partir de cet état critique, il n’est plus possible
de donner une interprétation pertinente des résultats de simulation : tant la
configuration a rupture, que les évolutions temporelles des quantités d’intérét
post-traitées dépendent du maillage.

Une premiere modification de ce modele ”statique” consiste a utiliser une loi
d’évolution pour 'endommagement a taux limité. Il est alors possible de re-
pousser la perte d'unicité au-dela du pic d’effort. Mais I'analyse montre qu’un
tel modele ne permet pas de régulariser systématiquement (quelles que soient les
valeurs des coefficients matériaux) notre probleme jusqu’a rupture, c’est-a-dire
d = 1 dans 'approche visée.

C’est pourquoi nous proposons d’utiliser un modele ”élastoplastique endomma-
geable a taux de plasticité limité et endommagement gouverné par la plasticité”.
Ce modele fait 'objet d'une étude spécifique dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Analyse du modele
d’épuisement plastique a taux
limités

Ce chapitre décrit tout d’abord le modéle d’épuisement plastique a tauz
limités et ses principales caractéristiques vis-a-vis de la localisation, en
s’appuyant sur une analyse analytique et numérique 1D. Dans un second
temps, un cadre numérique 2D pour évaluer les capacités du modele est
proposé : il s’agit d’une formulation Eléments Finis en contraintes planes,
en grandes déformations, couplée a une résolution en dynamique a [’aide
du schéma des différences centrées.

1 Présentation du modele

Le modele d’épuisement plastique a taux limités a pour but d’enrichir la des-
cription du comportement matériau afin d’assurer 1'objectivité des résultats jusqu’a
rupture.

Comme nous 'avons déja spécifié, ’apparition de la localisation des déformations
est due a la fois a un effet de structure et au comportement matériau. Dans notre
modélisation du comportement, les deux sources d’instabilité matérielle sont ici
lies au comportement plastique et endommageable du matériau (cf. chapitre 3).
De plus, avec les matériaux pris en compte dans cette étude, les valeurs de 'en-
dommagement sont relativement faibles lors de la mise en place de la localisation,
il en résulte que I'état correspondant a linstabilité plastique-endommageable (a
I’échelle du matériau) est tres proche de 1’état correspondant a l'instabilité purement
plastique (qui correspondrait a un matériau non-endommagé). Dans ces conditions,
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controler la variable d’endommagement uniquement ne garantit pas l'unicité de la
solution de notre probléme mécanique jusqu’a d = 1 (cf. chapitre 4).

L’influence du temps de chargement sur les conditions de rupture est une ques-

tion tres discutée par les spécialistes d’impact et différents criteres de rupture in-
cluant explicitement le temps de rupture ont été proposés pour rendre compte des
résultats expérimentaux. Quelques développements récents dans le domaine peuvent
étre trouvés dans [123, 124] : Curran et Seaman estiment ainsi que dans les métaux,
un ordre de grandeur caractéristique du temps de coalescence est typiquement de
I'ordre de 107% secondes.
Pour décrire la dégradation associée a une plastification locale tres importante
(phénomene que l'on qualifiera d’épuisement plastique), un endommagement d, pi-
loté par la plasticité cumulée p, est introduit. Ainsi, ’endommagement est également
controlé. Les lois d’évolution de la plasticité et de 'endommagement sont :

e Plasticité

1 )] = 0 soit p = tl[l_exp(_a[T/(l_:l_z—R(p)

T T0
- Ly
T LR e

f= D]

e Fndommagement

. . d= < L1 >a tant d<1
loi d’évolution SUP@) \ pe=po /PN AUE
d =1 sinon

e Remarques
Avec fsdm = dgq — d, la loi d’évolution de I'endommagement a taux limité s’écrit :

-1
d =1~ exp(~a.fd,)]

Et en notant fF, , la fonction seuil définissant le domaine de plasticité d’'un modele
"statique” ou ”classique”, on peut remarquer que la loi d’évolution de la plasticité
cumulée est ici analogue a celle de 'endommagement d'un modele a taux d’endom-
magement limité :

1 P
p= —[1 - exp(—a=%)]
tc To

On choisit ici de diviser f%,, par la limite élastique 7y afin de conserver un coefficient
a sans dimension.

On peut également écrire la fonction seuil f sous la forme f = f1,; — ™ In(5 1t p)’
—lc

cette expression est alors identique a celle employée par Comi et Driemeier par
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exemple, pour la description de la loi d’évolution d'une variable d’endommagement
non-locale employée avec un modele élastique fragile [125].

e Analyse de I’équation des ondes - cohérence du modele
En reprenant les hypotheses et les notations du chapitre 2, on peut montrer que
I’équation des ondes peut se mettre sous la forme :

Bpd = (1—d).(1 —e.)

. epd __ E.(e+pc—2p)
avec : AFF = (o) (O E)

Bp/D = 755

0 A o1 o
022 Byp Ox & ot

/Bepd
p

Ainsi, le statut de 'équation se modifie lorsque 37 = (1 —d).(1 — e.) = 0, soit
d =1 (rupture), ou lorsque €. = 1 (instabilité élastique). Les instabilités liées a la
plasticité et a 'endommagement sont donc controlées. La seule instabilité persis-
tante est l'instabilité élastique, qui n’est jamais atteinte dans nos applications en
raison du faible niveau des valeurs des déformations élastiques.

On peut également montrer qu'un modele ”élastoplastique endommageable a
taux de plasticité limité et endommagement piloté par la déformation élastique” a
le méme comportement vis-a-vis de I’équation des ondes qu’'un modele élastique en-
dommageable (seule la plasticité est alors controlée, les instabilités dues a 1'élasticité
et a 'endommagement étant toujours actives).

e Simulation numérique - objectivité des résultats
La figure 5.1 correspond aux résultats de simulation d’une poutre encastrée en x = 0
et soumise a une rampe en vitesse en x = L. Les courbes représentent la configuration
a rupture et la carte de 'endommagement en fin de chargement (quand la valeur
critique d. = 1 a été atteinte), sur la configuration déformée, pour deux finesses de
maillages. On peut alors vérifier que les résultats sont indépendants de la finesse de
maillage.

Dans le cadre d’une modélisation en 1D, un maillage n’est caractérisé que par
la nature et la taille des éléments. Comme cela sera détaillé par la suite, un modele
d’épuisement plastique a taux limités permet également d’obtenir des résultats de
simulation sans dépendance a l'orientation des éléments.

Les taux de plasticité et d’endommagement sont limités comme on peut le consta-
ter sur les figures 5.2 ; En effet, sur ces courbes représentant ’évolution de la plas-
ticité et de 'endommagement en zone ”A”, la pente de I’évolution de la plasticité p
au cours du temps est limitée a ti et la pente de I’évolution de 'endommagement

11

est limitée & =. .
te " Pe—po
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Fig. 5.1: * Modele d’épuisement plastique a taux limités - modélisation 1D : confi-
guration a rupture indépendante de la taille de maille.
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Fig. 5.2: Variations temporelles de 'endommagement et de la plasticité.

2 Taille de la zone de localisation

On s’intéresse dans cette partie a la taille de la zone de localisation. Une premiere
estimation de cette taille, en s’appuyant sur une analyse détaillée de I’équation des
ondes, est tout d’abord proposée. Puis, des résultats issus de simulations numériques
sont présentés.
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2.1 Etude analytique - équation des ondes

Les intéréts de mener une étude analytique pour estimer la taille caractéristique
de la zone de localisation sont de pouvoir déterminer a priori la taille de maille cri-
tique en vue d’une résolution numérique, mais également d’estimer 'influence des
parametres du modele sur cette taille caractéristique. Enfin, une estimation analy-
tique, confirmée par des résultats numériques, permet de confronter ces résultats
avec des données expérimentales pour valider le modele.

Compte tenu de la complexité d’une telle étude, un certain nombre d’hypotheses,
parfois fortes, sont a poser pour pouvoir mener un calcul.

Une premiere démarche consiste a considérer que la rupture est engendrée par
le passage d’une seule onde mécanique, d’amplitude Ac. Initialement, la structure
est totalement saine, et sollicitée selon les limites du modele jusqu’a rupture apres
le passage de l'onde (p = 1/t. ou d=1 /t.). Cette démarche a été proposée par
Suffis, Lubrecht et Combescure dans le cas d’'un comportement élastique-fragile a
taux d’endommagement limité [13, 12].

Une autre approche, suivie notamment par Sluys [3, 96], vise a déduire une lon-
gueur caractéristique du modele a partir d’'une analyse détaillée de 1’équation des
ondes. Allix, Feissel et Thévenet proposent d’appliquer cette démarche également
avec un comportement élastique-fragile couplé a une loi d’endommagement a taux
limitée [126].

Cette deuxieme méthode est ici généralisée a un comportement élastoplastique a
taux d’endommagement ou de plasticité limité. En effet, dans les applications visées,
la rupture apparait apres plusieurs aller-retours d’ondes, d’autant plus avec des
matériaux ductiles. Une simplification dans cette démarche consiste a considérer que
I’état avant localisation a été atteint en quasi-statique. Cette hypothese semble ac-
ceptable dans une gamme assez large de situations puisque les taux de déformations
atteints dans la phase de localisation sont, en général, bien supérieurs a ceux ren-
contrés précédemment.

e Ecriture de I’équation des ondes :
L’évolution d'une variable (endommagement ou plasticité), notée 6 et définie en

statique a partir de f% ., est ici décrite par :

|
0= t_[l — @] et ® = exp[—a.fl,]

C

On définit alors ’évolution de 6, en définissant 6 = ~ et en supposant que f9,,
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ne dépende que de I'état et en particulier des variables ¢ et 6 :

o 0
1 faséat aestat 8f)/smt tc

0 =4=lBrp-D=] avee fryp=—ph— =21 = =% etTCZW
; stat a. . stat

L’évolution du modele est maintenant gouvernée par deux variables.
On suppose de plus que le chargement est quasi statique. L’évolution du modele est
alors caractérisé autour d'un état d’équilibre défini par les valeurs de ses variables
d’état € = e, + p et d. On se ramene ainsi au systeme de deux équations :

epd 920 OB oy 1 9%
(a) 'Gp ? B BFjD 3_;/ o _2 8_ }
(b) v = ﬁ-[ﬁF/D-D -]

. d
Avec la relation ﬁgp — ABPY = Bd on erd 2 == ig ¢% dans le cas d'une loi

" classique”.

Des champs harmoniques sont introduits dans ce systeme, afin de définir ceux
qui en sont solution. On pose ainsi v = V.e!@t52) et § = = [ /@t=k2) gt .

8_; — ik Velwt—ka) o % — L2V ¢ilwt—k.a)
Y — ; i(w.t—k.

5 = —z.k..r.ez(” z) |

% — ’i.w.VGZ(W't_k'x) et gt;} — _wZ.Vez(w.t—k.a:)

Avec les parametres adimensionnés w = T,.w et k = ¢q.T,..k, on a alors :

2

(a) [BPR2 — 2]V — mwgdr_o}
0
(b) 2 Bryp.V + (& +iw) T =0

Les vitesses de phase et de groupe et une longueur caractéristique, liée a la zone
d’influence de la densité d’énergie correspondant a la pulsation w, sont définis par :

Ce = Re(%) = Co'k‘g’ cg = Re(a_w) _ CO-(akar(ig)

1 T,
% )7l et gy = — soit [ = e

ki ki

e Relation de dispersion.
Afin de déterminer ces grandeurs caractéristiques, on écrit la relation reliant w et k
a partir de 'expression du déterminant de ce systeme.

ﬁepd +w ﬁgpd —iw. Aﬁepd
ﬁede + w2 ﬁepd?

1Bk — W1 +iw] — ABk* =0 soit k* =
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En écrivant k = k, 4+ i.k; (et k* = 2.P.Ja +4.b]), on a :

k? = P.(Va? +b2 —a) etk = P.(Va%+ b2 +a)

QQ

! € epd epd
éiﬁepd2_|_w2ﬁ€pd2’ _ﬁpd_'_w B@p et b= WAﬁp.

avec P =

e Hypothese : rupture en quasi-statique.
On fait ici les hypotheses que le chargement est a la fois suffisamment lent pour
étre considéré quasi-statique, et en méme temps que la rupture est fortement dyna-
mique. On se place ainsi a ’amorce de la rupture. Cette hypothese sera validée par
la suite, puisque la taille de la zone de localisation est figée a partir de 'amorce du
phénomene de concentration des déformations, jusqu‘a la rupture complete de cette
zone (cf. figure 5.9).

o Rupture dynamique :
On suppose que la rupture est fortement dynamique. Cette hypothese répond aux
observations expérimentales (cf. chapitre 4, figure 4.1) et reste en accord avec le
modele, qui prend en compte ce caractere dynamique de la rupture. On suppose
donc que l'évolution de notre systeme dépend essentiellement des fréquences les
plus élevées. On se place donc dans le cas limite w — oo, on a alors :

d d b
P — a— Bw® b— —ABP w et comme — — 0, on a:

epd

b2 A3
k; — P.—:ﬁi k, - VP2.a= = etce = ¢4 = ¢p.

2a 2[grprt Vo

o Chargement global quasi statique :
Cette deuxieme hypothese permet de supposer que I’état avant rupture est le méme
que celui correspondant a ’amorce de la localisation avec un modele ”classique”. On
suppose donc que ® = 1 et que état vérifie 3¢ = 0, soit 357" = AG"". L'expression
analytique de la longueur caractéristique est alors :

[Aﬁepd]?’/z \/7€pd ' epd B te \/761;65
lag = W AB soit leqondes - Q'Co'm AB

00

EdTS

e Application : comportement élastoplastique endommageable a taux de plasticité limité.

Ici, la variable controlée est # = p. On a :

E.(e=p)=(r0+b.p) Opstat _ _E
fstat - o et DPstat = b+E‘ ¢ donc ﬁF/D - aséat — b+E

3fstat _ E+b d _ tc _To
= onc Te =
"E+b

Aﬁ@pd—iE“ﬂ’c & tﬁe”d [(1—d).(1 —e0)]

pc pO)(b+E
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b
b+ L

et e, vérifie e2—(gpo+2.———).co+
v o b+ E>

Eec =

epd o tc 70 E(E + Pe — 2p)
le ondes — 2.C0.—. .
a a E4+b\ (pe—po)(b+ E)

o Application numérique
Comportement élastique : £ = 58 000 Mpa; v = 0.3 et py = 2.28 1072 g.mm 3.
Comportement plastique : 7 = 332 Mpa, b = 2600 Mpa et n = 1.
Comportement endommageable : d. = 0.99, po = 0 %, po = 60 % et o = 1.
Limitation du taux de plasticité : a = 2.25; t¢ = 0.1 ms.

epd _
On trouve leqondes = 2.07 mm

2.2 Résultats numériques

e Description du cas de référence.
Pour évaluer la taille de la zone de localisation, on simule le comportement d'un
barreau 1D sollicité en traction, & la vitesse de référence de 3 m.s~!; Le probléme
modele du barreau en traction est décrit au chapitre 4. On peut vérifier sur les
courbes de la figure 5.3 que la longueur du barreau de 4 mm est suffisante pour
que la décharge élastique puisse avoir lieu et que la taille de la zone qui se décharge
n’influence alors pas la zone ou la localisation se met en place.

— 1w
- L0:15.5 mm | o L0=155mm
09 —— L0=amm 0.9} LO=4 mm
—x— L0=2.6 mm | e
0.8 L0=15mm |1 0.8 \ —— L0=2.6 mm
- d : —— L0=1.5mm
= 0.7 — — lim ] 0.7 ! - dIim
c
£ 0.6
I
g o5
8 04 1
g
O3M 7
0.2 - —o——o |
0.1 0.1
0 0 : :
0 5 10 15 0 0.2 0.4 0.6

abscisse (mm) abscisse (mm)

Fig. 5.3: Influence de la longueur initiale du barreau.

e Estimation de [.
A partir de I’évolution de 'endommagement en fonction de ’abscisse a la fin du char-
gement (quand 'endommagement a atteint d. = 0.99 en un point de la structure),
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I’abscisse correspondant a une valeur d’endommagement de 0.8 est relevée (cette
valeur est proche de v/2/2). Comme la figure 5.4 l'illustre, cette valeur correspond
a un sixieme environ de la taille caractéristique de la zone de localisation :

— compte tenu de la symétrie, un demi barreau est simulé, donc la valeur relevée
correspond a la moitié de la distance séparant deux points ou la valeur de
I’endommagement est 0.8,

— la valeur de I'’endommagement a l’abscisse délimitant la zone de localisation
est davantage proche de 0.4 que de 0.8. Or ’abscisse correspondant a d = 0.4
est environ le triple de celle ou d = 0.8.

d(x)

endommagement

abscisse (mm)

Fig. 5.4: Estimation numérique de la longueur caractéristique.

On releve ainsi une demie longueur correspondant a d = 0.8 de 0.205 mm, soit
lsim = 1.23 mm apres la prise en compte du facteur 6.

o Correction avec 'influence de la vitesse
L’influence de la vitesse sur la taille de la zone de localisation est représentée sur
la figure 5.5. La vitesse de référence est de 3 m.s~! (sot Eglobar = 400 s71), on peut
constater que pour des vitesses plus importantes, la taille de la zone de localisation
augmente linéairement avec la vitesse, et la valeur limite correspondant a une solli-
citation statique de I’ = 0.6 mm est relevée.

En raison de la dissipation numérique liée a 'utilisation du schéma des différences
centrées, non négligeable pour des vitesses de sollicitations faibles, les simulations
n’ont pas été menées dans ce cas.

On retient ainsi les valeurs :

‘ solution analytique ‘ solution numérique ‘
‘ lref _

sim

0.6 mm | legondes = 2.07 mm |
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I(v)

I=min (mm)

0 10 20 30
v (m.s-1)

Fig. 5.5: Influence de la vitesse sur la taille de la zone de localisation.

2.3 Influence des parametres

On se propose de vérifier si 'influence de a, ., p et E sur la taille caractéristique
de la zone de localisation déterminée numériquement est la méme que dans I’expres-
sion de la longueur déterminée a partir de I’équation des ondes. D’apres I'expression
de la longueur caractéristique définie ci-dessus :

t. E.(¢+p.—2
o 7 \/ (€ +pc—2p)

b

——.Eec =0
T ES

b
et €2 — (fee+2.—=)-Ec

“a E+b '\ (p.—po)(b+ E) b+ E

cette longueur caractéristique est proportionnelle a :

-1

at, t., p 7

et E~'%en considérant b < E.
D’apres les figures 5.6 et 5.7, les évolutions de [y, en fonction de a, t., E et p
sont globalement similaires a celles de lgonaes (Les figures sont normalisées par lgf,f;)
La dépendance en fonction de t. est bien linéaire dans les deux cas. En revanche,
I'influence de @ sur [4;;,,, n’est pas exactement la méme que sur legondes, €n raison des
hypotheses "® = 17 et ”apparition de la localisation pour le méme état qu’avec la
loi classique” qui ne sont plus vérifiées quand a diminue.

Concernant E et p, ces parametres sont directement liés a la dynamique de la
sollicitation (¢ = \/%) et au schéma d’intégration en temps puisqu’il s’agit d'un
schéma de Newmark explicite. Ainsi, si ¢y diminue, on s’éloigne de I’hypothese de

chargement homogene, et si ¢y augmente, alors le pas de temps chute, et il est difficile
de garantir la précision du résultat obtenu en raison du nombre tres important de
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Imin / 1'¢f

Fig. 5.6: Influence de a et de ¢, sur la taille de la zone de localisation.
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Fig. 5.7: Influence de E et de p sur la taille de la zone de localisation.
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3 Influence de la loi d’écrouissage

On s’attache dans cette section a l'influence de la loi d’écrouissage statique

R(p)star sur les résultats. Trois différentes lois ont été considérées (cf. figure 5.8) :

o Loi d’écrouissage statique linéaire R(p)

L
stat

=170+ b.p.
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o Loi d’écrouissage statique puissance R(p)%,, = 70 + b.p™.
o Loi d’écrouissage statique exponentielle R(p)%,, = 70 + A7[1 — exp(—c.p)].

Les caractéristiques matériau de ces lois sont les suivantes :

(Pstar [| Mpa) [ () [ po(%) [ pe(%) |
L, [ 6=2600 | n=1 ] 329 | 56

L T 5=90 |n=06] 0 150
WE, TAT=450 | c=7 0 150

Ces valeurs, avec les parametres élastiques F = 58 000 Mpa, v = 0.3 et 19 = 332
Mpa, ont été déterminées afin de retrouver la méme réponse globale F'(U).

Force(deplacement)

500

T
o
s q
2 300
[} o
g 0
= I 250
=
2 200
S
g 150
—8— linear 100 —&— linear
—O— power 50 —O— power
exponential exponential
0 0
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25
cumulated plastic strain (%) DeltaL /L, (%)

Fig. 5.8: Lois d’écrouissage : comportement matériau - réponse globale.

Les résultats sont résumés sur la figure 5.9.

Les courbes de gauche représentent la valeur de la contrainte de Kirchhoff dans la
zone " A” a différents pas de temps entre I'initiation de la localisation (¢ = 0.1880 ms)
et la rupture finale (¢ = 0.1964 ms) pour la loi d’écrouissage exponentiel R(p)% ..
Avant que la localisation des déformations ne se mette en place, la contrainte est a
peu pres homogene le long du barreau (¢ = 0.1880 ms), puis pour x < 0.1 mm, le
comportement reste élastoplastique endommageable, alors que pour x > 0.1 mm le

comportement matériau correspond a une décharge élastique.

Dans la zone de striction, la contrainte augmente dans un premier temps (I’écrouissage
est prépondérant), puis chute en raison de 1’évolution de I'endommagement qui at-
teint d, = 0.99 & t = 0.1964 ms. Dans ce cas (R(p)E,,), la rupture est alors conve-
nablement simulée car la contrainte le long du barreau est proche de zéro a la fin de
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la simulation.

Les courbes de droite représentent la contrainte de Kirchhoff dans la zone ”A” au
dernier pas de temps (quand I'endommagement a atteint d. = 0.99) pour les trois
lois d’écrouissage statiques R(p)L ., R(p)L,, et R(p)E,,.
Ces courbes montrent que l'utilisation d’une loi d’écrouissage statique linéaire ne
permet pas de simuler convenablement le phénomene de rupture, car la contrainte
a rupture n’est pas négligeable.

Pour cette raison, une loi non linéaire semble mieux convenir a la description du

phénomene de rupture (une loi saturante comme la loi exponentielle en particulier).

exponential hardening, tau(x,t)

900 450 .
—A—0.1880 —8— linear
800 —v—-0.1903 400 —O— power
— > 01927 350 exponential
700 —1--0.1951
< ——0.1964 <
£ 600 e s £ 300
8 500 M @ 250
g 400 % 200
£ S 150
S 300 s
X =
100
200 Qoe%&
i 50 ©
100 9 999494949494 wfoe%%%e —o-
0"'«‘.,.‘“ ' . 0
0 0.1 0.2 0.3 0 002 004 006 008 0.1
X (mm) X (mm)

Fig. 5.9: Comparaison entre les lois d’écrouissage.

4 Implémentation numérique du modele

Avec un modele ”classique”, c’est-a-dire sans limitation du taux de plasticité,
I'utilisation de ces différentes lois dans une formulation éléments finis ne pose pas de
difficultés. En revanche, quelques précautions semblent inévitables dans le cas d’'un
modele a taux de plasticité limité.

e Contrainte liée a la limitation de p.
Le calcul du taux de plasticité (en un point de gauss et a un pas de temps donné) se
fait au moyen de la résolution d’une équation scalaire non linéaire par une méthode
classique de Newton. A chaque itération, un taux de plasticité est estimé : il peut
étre supérieur ou inférieur a une valeur critique vers laquelle il s’agit de converger,
il est alors utilisé pour l'itération suivante tant que le critere de convergence n’est
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pas atteint. Dans le cas d'un modele a taux de plasticité limité, si une estimation de
p est supérieure a la valeur maximale 1/t, alors cette valeur ne doit pas étre utilisée
directement a l'itération suivante :
En effet, au cours d'une itération intervient le calcul de ™ ln<1—1c.p> et si p > 1/t,
alors ln(l_}fc_p) n’est pas défini.
Donc au cours d’'une itération :

— 1/ Avec p;, on estime dp et p;11 = p; + dp

~ 2/ Sipi1 > 1/t. alors piy = pi + x.(1/t. — p;) avec x €]0; 1]

— 3/ Si le critere de convergence est atteint, alors p = p;41, sinon retour a l’étape

1/ avec p; = piy1

e Critere de convergence.
De plus, dans le cas de 'écrouissage non-linéaire (”exponentiel” en particulier), il
est important de prendre deux précautions supplémentaires, en raison de la limite
de précision numérique du code qui peut éventuellement étre atteinte.

— Si |dp| est trop faible, il se peut que les termes utilisés au cours de l'itération
suivante ne soient pas suffisamment modifiés et que la solution oscille entre
deux valeurs de p.

— Si au cours d’une itération la valeur du taux de plasticité déterminé atteint
une valeur p > 1/t.—¢&, £ étant la précision machine, alors, il convient d’utiliser
p=1/t. — & et de passer a I'étape suivante.

5 Implémentation et premiers exemples en 2D.

Un cadre numérique pour évaluer les capacités du modele d’épuisement plas-
tique a taux limités est ici proposé. Il s’agit d’une formulation Eléments Finis en
contraintes planes, avec des éléments quadrangles linéaires isoparamétriques (Q4),
en grandes déformations, couplée a une résolution en dynamique a 1’aide du schéma
des différences centrées (cf. annexe III).

5.1 Notations

e Indices
L’indice ”.;” fait référence a un point, c’est-a-dire un noeud ou un point de Gauss
et 'exposant ”.7” correspond a 1’élément I.
On note ainsi z; une quantité au noeud i, z! une quantité au noeud i de I’élément
I et o' une quantité sur I’élément 1.

e Vecteur des forces intérieures
On peut déterminer P'expression du vecteur des efforts intérieurs “F & partir de
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celle de la puissance des efforts intérieurs "P.
v ot

intP = — 0.d) = /[LH.0'11—|—L22.0'22—|—(L12+L21).0'12].dQ = Q mtE = Z[_Ul]t.mtfl
o Oz Q 0 L

On définit alors ¢, D', Al B et U (et D' = Al By U ) :

011 D11 Zz(q) _'_ (I) - g:v)
ogI: 099 et QI: D22 - Z <(I) ’5 33/ + (I) b ay) UZ
\/5-012 \/§-D12 g Z ((I) £ 55 + q)zn ay) u; + ((I)Zé ag + @ UN Ba:)
O¢ e}
Oz aZ (95 8(17
I . => 1L
o A\/ﬁ - 0 0 y ya

sl | P 0 Dy 0 By 0 @y, O
¢ 0 @ 0 Dy 0 Dy 0 Dy
0 @, 0 &

Et on note mtf le vecteur des efforts intérieurs de I'élément [

intil _ / [AI BI] I.dch

xl
o Cas Particulier :
On a besoin ici du gradient des vitesses complet IL, pas uniquement de sa par-
tie symétrique D, (ou D'). Pour définir le référentiel corrotationnel, il est en effet
nécessaire de calculer W (ou W) la partie antisymétrique de L.
On utilise donc :

= Doy o ?},y _ ~ Z (q) £ ay +q) i1 ay)
- - u7 +v,z - 2
V2.Dss \/g_ybz 52 i(Pig. ay -t O maa ) Ui+ (P Bx s+ O in (92:) (&
yy —Usx 1
W12 y2 2 Z’L( 0,8 ay + (b M ay) ul - ((I)%fam + (b’“n'al')'vi
€ an
ox ox 0 0
T
oo
soit L Agzs ]BI U avec Abls =| o 2oy Qy% _Qy@
2 "0y 2 "0y 2 "0z 2 "0z
16¢ 1on 106 191
2 0y 2 Jy 2 0x 2 0x

e Vecteur des forces extérieures
- R . . . , . -t
De méme, a partir de 'expression de la puissance des efforts extérieurs “'P = U .“*'F,
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on définit le vecteur des efforts extérieurs sur 1’élément [ :

ext el N N
f = / D;.p.0.dQY + / ®,.t.dl'; avec t = o.n ou n est la normale a I'y
L 0, Z . Z

i Q4

e Matrice de Masse
La matrice de masse M est définie a partir de la puissance des efforts d’inertie
X -t < R L ..
mertp — [J mertE oy et egt le vecteur des forces d’inertie “¢"F = MLU.

Q

En pratique, on utilise une matrice de masse diagonalisée (lumped). Dans ce cas,
la qualité des résultats n’est pas altérée, et la résolution numérique avec un schéma
explicite est bien plus rapide. Il n’y a alors pas de matrice a assembler, ni a inverser,
et la résolution peut se faire éléments par éléments.

e Calcul de J,. :

gn D1y Do +Wip 0
A partirde L = 2 On peut peut estimer L. = | D9 — Wig Doy 0
V2.D2 0 0 D
Wio 33
Avec D33 = D33+ D33 ; et dans le cas de 'hypothese des contraintes planes, on a :
Desy = — 7%= (De11 + Deaa) et Dpsg = —(Dp11 + Dyoa).

La variation d’épaisseur peut alors se calculer : ep = epg.exp(es3).
On a alors F,,.1 =F,, + A.F avec A.F = At.L.F et J,. = DetF.
On peut alors calculer o = 7/J,..

n Jro yo Joc =detF X
T /—\
X
>E X0
Qc
Qref W
Jre

Fig. 5.10: Eléments de référence, initial et actualisé en 2D.
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e Intégration numérique
Afin de calculer le vecteur des efforts intérieurs, on utilise la méthode de Gauss pour
I'intégration spatiale :

intpl I I 1
ti = Z ([Aﬁ'Eg]t'g )(&',TH)'Jrc(ﬁz’mi)'ep(&,m)'wi

(2

5.2 Intégration temporelle : Schémas de Newmark

Quelques précisions supplémentaires au sujet des schémas de Newmark sont en
annexe [II.

5.2.1 Schémas de Newmark, cas général

Le probleme consiste a déterminer w1, U,11 €t i, a partir de u,, u, et i,.
Pour trouver ces trois inconnues, on dispose de trois équations : I'équation de la
dynamique et deux équations du schéma d’intégration.

e vitesse au pas n :
Dans le cas du schéma d’intégration de Newmark, les deux équations s’écrivent :

Upr1 = Up —+ dtn+1.i[/n -+ (1/2 — ﬁ)dti_i_lun -+ ﬁ.dti+1.ﬁn+1
'I:Ln+1 = un —+ (1 — ”Y)dtn+1un -+ ”Y.dtn+1.'ljln+1

e vitesse intermédiaire :

En posant 412 = W et dtny1/2 = (dt, + dty11)/2, on peut écrire :

Up+1 = Up + dtn+1/2.’an+1/2
Unt1/2 = Un—1/2 + dtn1.[(1/2 = v + B).dlp_1 + (1/2 4+ v — 23).iby, + (141

Exemples de schémas

— v =20, 8 = 0: L'intégration est alors purement explicite. On peut montrer
que ce schéma est instable.

— v =1/2, =0 :1l s’agit dans ce cas d'un schéma conditionnellement stable,
le schéma des différences centrées.

— v=1/2, 3 =1/2: Schéma de Fox et Gadwin.

— v=1/2, 3 =1/4: Schéma de I'accélération moyenne, le plus précis.

— v=1/2, 8 =1/6: Schéma de l'accélération linéaire.
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5.2.2 Schéma des différences centrées

Il s’agit du schéma de Newmark, dans le cas particulier on vy =1/2 et 5 = 0.

dt?
B . 1
Ung1 = Up + dbpy1.0, + =5y

. . dtni1 [ ..
Up+1 = Up + T(un + un-‘,—l)

e vitesse au pas n :

Ups1 = Up + dbpy1Unpr/2

e vitesse intermédiaire : . . .
Upt1/2 = Up—1/2 + dlpiy)2.lp

e Condition de stabilité
La condition de stabilité impose ici que le pas de temps soit inférieur au pas de
temps critique : At < At, = %

Une premiere démarche pour déterminer At. consiste a chercher la plus grande
pulsation admise par le systeme étudié. La pulsation maximale des pulsations élémentaires
Wejem €tant un majorant de la plus grande pulsation du systeme globale w2, il
convient alors de déterminer maz(wejem). Cette premiere approche est rigoureuse,
mais nécessite un temps de calcul qui n’est pas négligeable.

Une deuxieme méthode repose sur le fait que wl}%* correspond a l'inverse du plus
petit des temps nécessaires au passage d’une onde a travers un élément. Connais-
sant la vitesse de propagation des ondes, il faut alors déterminer une longueur ca-
ractéristique pour chaque élément, correspondant en 2D, au plus petit rayon de
I’ensemble des cercles inscrit des éléments.

Une méthode pour estimer cette longueur consiste a utiliser :

[ = min(ly,ly) avec l; = S/max(ly) et ls = min(l.), ou S est la surface de ’élément,
lq (resp. l.) sont les longueurs des diagonales (resp. des cotés) de 1’élément.

Meme si cette deuxieme méthode est moins rigoureuse, elle est bien plus rapide que
la premiere. La plupart des codes de calcul déterminent At. de cette maniere, en
appliquant un coefficient de sécurité de 'ordre de 0.8 & 0.9 en général.

e Intéréts, limites

Avec un schéma explicite, “'F, ,, et "™F, , sont définis indépendamment de U, -
Il est alors possible de résoudre 1'équation d’équilibre : MLU,, ., =“"'F, ., —"F,
en inversant la matrice de masse. Cette équation est donc particulierement facile a
résoudre, d’autant plus avec I'utilisation d’une matrice de masse diagonale. De plus,
le fait que la résolution puisse se faire éléments par éléments a chaque itération, ce
schéma est naturellement adapté a une résolution sur plusieurs processeurs.
Comme les calculs de I'accélération et de I'incrément de contrainte sont découplés,
la résolution de I'équation d’équilibre est directe, elle ne nécessite pas une procédure
itérative devant converger. Ce schéma est donc adapté aux problemes non-linéaires
(contact, loi de comportement non-linéaire).
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En revanche, la condition de stabilité se révele en pratique tres pénalisante.
Le pas de temps critique est en effet extrémement faible, méme devant les non-
linéarités du probleme. Le nombre d’itérations requises par un schéma explicite est
ainsi bien plus important que le nombre d’itérations suffisantes pour la résolution
du méme probleme a l'aide d'un schéma inconditionnellement stable. Et avec une
approche "mono-échelle”, le fait que le pas de temps critique dépende du plus petit
des éléments rend un raffinement local du maillage tres cotiteux d'un point de vue
temps de calcul.

Grace aux performances de I'informatique et au développement d’éléments adaptés
(intégration réduite notamment), il est tout a fait possible de mener aujourd’hui
des simulations d’impact sur des structures de plusieurs metres a ’aide d’un schéma
explicite. Ce schéma est actuellement tres répandu pour la simulation des problemes
d’impact, car il permet de traiter facilement de fortes non-linéairités (grandes déformations,
non-linéarités matériau et contacts) jusqu’a rupture (possibilité ”d’effacer” simple-
ment des éléments rompus).

5.3 Principe de résolution

Le champ de déplacement du probleme est donc trouvé a partir du champ des
accélérations U solution de : M.U +"™F =¢'F

A chaque pas de temps, a partir des valeurs des champs de déplacement, vitesse
et accélération connus a un pas de temps n, on cherche a déterminer les valeurs de
ces champs au pas de temps n + 1.

Initialis_ation :

Uy, Uy et U, sont connus, on pose Qq/z = Qo et n=0, Aty = %.

e 0 Stabilité :
On détermine At. selon I'une des deux méthodes présentée ci-dessus.

e 1 Vecteurs vitesse et déplacement

A partir des valeurs de U, Un et Un, on cherche a déterminer U, , Unﬂ selon le
schéma d’intégration en temps :

Qn+1/2 = anl/Q + A?5n+1/2-gn-

Qn+1 = Qn + Atn—l—l-QnJr1/2-

On estime alors le champ de déplacement a ,,11/2 :
Un+1/2 = M = Qn —+ 1/2.Atn+1.Un+1/2-

e 2 Vecteur contenant les composantes du gradient des vitesses :
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D1y
: 214 Dao ol
En chaque point de Gauss de I’élément /, on calcule L£L+1/2 = 3Dy | = Alfis(gflﬂ/Q)'BéQnH/?

Wia

e 3 Incrément de Déformation - Rotation
La déformation cumulée est I'intégrale dans le référentiel corotationnel du taux des déformations.

Ona &,y =&, + Ag et Ent1 = Qn+1-én+1-Q£L+1 = @nJrl-én-Qf@Jrl + Qn+1-Aé-Q1t1+1

On cherche donc a exprimer AQ (Incrément de la rotation du référentiel corotationnel
par rapport au référentiel initial entre n et n+1) et A& (incrément des déformations dans
le référentiel corotationnel entre n et n + 1).

On choisit ici d’exprimer les variations de Q et & entre n et n + 1 en fonction des va-
leurs de leurs dérivées temporelles W et D exprimées a ,, 12 :

- AQ — [H - %.Wn+1/2]_1.[ﬂ j— %.Wn+1/2] et AQ — AQI/Z'AQI/Q'
- A57n+1/2 = At'Dn+1/2 avec Dn+1/2 = QZH/Q-DnH/z-QnH/z et @n+1/2 = AQ1/2-Qn-

On note ici respectivement A6, A6y, = AO/2, 0 et 0; = 0 + Af); /9, les angles relatifs
aux matrices de rotation AQ, AQy /3, Qp et Qppq/0-

0 w 0
A partir de l'expression de W, 1/, = [ —w 0 0 }, on connait l'expression de
0 0 0

Cosf) —Sinf 0 4 16,082 12 ) Adt
AQ = | Sin6 Cos6 0 | avec Cosf = — AW ot Sinf = LI

0 0 1 4+dt2w? T AtdiZ.w? T 4tdizw?e
0 représente la rotation du référentiel corotationnel par rapport au référentiel initial.

On peut alors exprimer I,/ en fonction de Dy, 115 et 6/2 :
- D11.c08%6 + Das.sin?0 + 2.D15.cos0.sinf (D22 — D11).cos0.5inf + Dis.(cos?0 — sin?0) 0
]D)n+1/2 = (D22 — D11).cos6.sinb + Dlg.(cos20 — sin20) D11.5in20 + Das.c0s%0 — 2.D15.cos0.sinb 0
0 0 0
e 4 Incrément de Contrainte - Déformations élastiques et plastiques
A chaque pas de temps, on connait le taux de déformation totale dans le référentiel
corotationnel : A&, /2.

o Prédiction élastique
On considere tout d’abord que le chargement est élastique, on a alors :
Ent1 = En t Aén+1/27 Eentl = Een + Aén+1/27 éanrl = épn et pp = Pny1, dn = diya.
La relation de comportement s'écrit : 7, | = (1 — d,,). Ke.-Eent

TVM
1-d

matériau répondant au critere de Von mises, on a : 74 = 7 — %.T r(r)l et VM =

\/ 2. Tr (o) = \/g ||| et R,y définit la fonction I'écrouissage.

On vérifie si < R, ou dans le cas d'un écrouissage isotrope pour un
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o Chargement plastique

Si % > Ry, le chargement est plastique et il faut déterminer (A&cp41/2, A&pnt1/2,

Prt1/2), vérifiant :

- At.pn+1/2 = \/%.TT‘(Aépn+1/2.Aépn+1/2)
— A&py12 = A€epy1jo + A&pny1)2
— ftns1) = 0 soit \/§~||[E~€e(n+1)]d|| = R(pn+1) OU Ppi1 = D + Prgr/2- At

Plus de détails au sujet de la résolution de ces équations sont disponibles en an-
nexe III, en 1D et 2D contraintes planes et en fonction de différentes fonctions
d’écrouissage Ry).

On a alors :
- én-ﬁ-l =&, + AénJrl/Q
- éenJrl = &en + Aéen+1/2
- éanrl - érpn + Aépn+1/2
- ﬁ_n—f—l - WN_n + Aﬁ—n—f—l/Q
. Ru- n _
= Pnt1 = Pn +pn+1/2-At et dn+1 = <W>

avec R, = 2(14+v)+3.(1— 2.1/)(T‘T/—hM)2

a

+

e 5 Contrainte - Déformations dans les reperes corotationnel et initial
A partir des expressions des contraintes et déformations dans le repere corotationnel,
et du taux de rotation AQ); /2, on exprime alors contraintes et déformations dans le
repere initial.
Qn1 = AQy/2.AQy/2.Q,
En+1 = @n—l—l-én—i—l'(@%-i-l
Eent1 = Qni1-Eent1.Qh 4
Epnt+1 = @nJrl-éanrl-@f@Jﬂ
Tn+1 = @n+1-77'n+1-@fl+1

e 6 Vecteur des forces intérieures au pas n + 1
Le calcul des vecteurs des efforts intérieurs élémentaires et 1’assemblage s’obtiennent

selon : intii+1 =2 ([A{@-Bé]t-gl)(z’)-Jrc(i).ep(l-).wi et ME, =, Wiiﬂ_

e 7 Vecteur des forces extérieures au pas n + 1
em’zl = fﬂz > Dipb.dQ + frﬂz > ®;.t.dl'; avec t = o.n ou n est la normale a I';.

et ea:tEn+1 _ El ea:tif

e 8 Vecteur des accélérations nodales U,

Enfin, la résolution de équilibre & n + 1 permet de déterminer U, 1

QnJrl - Mil'(emtEnJrl _intEnJrl)
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5.4 Résultats numériques

Une premiere étape dans la validation du modele d’épuisement plastique a taux

limités consiste a mener des simulations en 2D a ’aide d'un code explicite développé
sous Matlab, selon la structure décrite précédemment. L’avantage d’un développement
sous Matlab réside dans la maitrise complete du code. Ceci permet de controler les
différentes sources d’instabilité de la modélisation, a savoir I'intégration des éléments
(absence de modes parasites avec des éléments Q4), la condition de stabilité en
temps, la variation de géométrie (déformation et rotation), et le comportement du
matériau (définition des quantités d’intéréts et de la loi de comportement).
En revanche, les temps de calculs sont bien plus long avec un tel code qu’avec
une version ”"commerciale”. Pour cette raison, nous ne présenterons qu’un simple
exemple qui a permis de confirmer qu’il est possible de mener des simulations avec
un modele d’épuisement plastique a taux limités jusqu’a rupture sans dépendance a
la finesse de maillage.

Afin de déterminer un cas représentatif en limitant le temps de calcul, une
premiere étude en 1D a permis de ”dimensionner” un cas test.
La figure 5.11 représente trois exemples d’un barreau sollicité en traction, modélisé

V =5m.s-1

/)

Yvy i

/)
/

1D 2D

Fig. 5.11: "Dimensionnement” dun cas test - résultats 1D et 1D*.

en 1D sur la gauche et en 2D sur la droite. La configuration a rupture du premier,
correspondant a un modele classique, est caractéristique d’un résultat ou la loca-
lisation dépend du maillage puisqu’elle ne prend place que dans une seule bande
d’éléments. Dans le deuxieme cas, le barreau est modélisé par un comportement a
épuisement plastique a taux limités, mais avec un maillage qui se révele excessi-
vement grossier pour pouvoir capter la physique de la localisation compte tenu des
parametres matériau (t. = 0.006 ms). Dans le troisieme cas, le temps caractéristique
(t. = 0.2ms) est justement déterminé pour que la finesse de maillage utilisée soit
adaptée a la description de la rupture.

On peut alors vérifier que les résultats en 2D (sur la droite) avec une bande d’éléments
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sont similaires aux résultats obtenus avec une modélisation 1D (sur la gauche).

e Résultats

La figure 5.12 présente les résultats obtenus en 2D avec la finesse de maillage (”co-
arse”) et les caractéristiques matérielles précédemment déterminées. Il s’agit d’une
plaque sollicitée en traction (un quart est considéré en raison de la symétrie du
probleme). Les résultats sont obtenus pour deux finesses de maillage (Coarse et
Fine) et deux modélisations du comportement (modélisation classique, modélisation
d’épuisement plastique a taux limités).

On peut alors constater qu’avec un modele d’épuisement plastique a taux limités, la
largeur de la zone de localisation ne se réduit pas a un élément, méme si le maillage

est raffiné.
Coarse Fine l

d=1
Limited
Classical I
d=0

Fig. 5.12: Résultats 2D avec Matlab.
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B Bilan du chapitre 5

Le modele d’épuisement plastique a taux limités permet d’enrichir la
modélisation du comportement des matériaux ductiles grace a une description
appropriée de la rupture. Afin de prendre en compte la physique, et la dy-
namique, de la localisation des déformations et ainsi assurer l'objectivité du
modele, une loi d’évolution de p qui ne dépend que de I’état et qui assure que p
soit borné est proposée. On peut alors vérifier a partir de 1’écriture de 1’équation
des ondes que le modele reste effectivement cohérent jusqu’a rupture, c’est-a-
dire que les instabilités dues a la plasticité et a 'endommagement, qui est ici
piloté par la plasticité, sont effectivement controlées.

Une analyse détaillée de 1’équation des ondes permet d’estimer la taille de la
zone de localisation en fonction des parametres du modele pour un chargement
quasi statique. Une étude numérique permet de confirmer l'ordre de grandeur
et I'influence des parametres du modele sur la longueur déterminée analytique-
ment.

Afin d’évaluer les capacités du modele d’épuisement plastique a taux limités,
une formulation Eléments Finis, en grandes déformations, en 2D - contraintes
planes, couplée a une résolution en dynamique avec le schéma incrémental des
différences centrées est ici décrite. Les étapes nécessaires a chaque pas de temps
pour résoudre l'intégration en temps, vérifier le comportement, et résoudre
I’équation d’équilibre sont précisées. Des exemples numériques obtenus avec un
code développé sous Matlab sont proposés. Ils permettent de vérifier, sur une
structure relativement simple, que des simulations jusqu’a rupture, avec une
modélisation d’épuisement plastique a taux limités, sont bien indépendantes de
la taille du maillage.




Chapitre 6

Comparaison essais/calculs : Vers
I’identification du modele

Apreés avoir précisé comment le modele d’épuisement plastique a taux
limités a été implémenté dans ABAQUS, la deuxieme section de ce
chapitre décrit une campagne d’essais dédiée a l’identification du modéle.
La troisieme section confronte des simulations numériques a ces résultats
expérimentaux afin d’identifier un jeu de parametre du modele, et la
derniére section confirme qu’il est possible de mener des simulations
prédictives avec ce jeu de données.

1 Implémentation du modele dans ABAQUS

Afin de pouvoir mener des simulations plus importantes qu’avec le code 2D
développé sous Matlab (augmentation du nombre de ddl, et raffinement du maillage),
le modele d’épuisement plastique a taux limités a également été implémenté dans
un code plus performant. Compte tenu du caractere local du modele, il est tout a
fait possible d’utiliser une ”loi utilisateur” comme le proposent la plupart des codes.

Le modele d’épuisement plastique a taux limité a été implémenté dans le code
ABAQUS/Explicit au moyen d’une loi utilisateur V-Umat. La modélisation ”clas-
sique” correspondant (c’est-a-dire celle du chapitre 3), a également été implémentée
afin de mettre en évidence les avantages d’une modélisation a taux limités. Le fichier
de la V-Umat de la modélisation a taux limité est donné a titre d’exemple en annexe

I1I.
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Les capacités du code permettent alors de mener des simulations fideles aux
essais présentés dans la section suivante, sans pour autant nécessiter des temps de
résolution excessifs.

2 Investigations expérimentales

Dans le but de confronter des résultats de simulations obtenues avec le modele
d’épuisement plastique a taux limités a des résultats expérimentaux, des essais de
traction jusqu’a rupture sur des éprouvettes métalliques ont été réalisés. Cette cam-
pagne d’essais, définie en s’appuyant sur une campagne précédente [127], a été menée
au centre de 'ONERA de Lille.

2.1 Description des essais monotones jusqu’a rupture

Deux géométries d’éprouvettes ont été utilisées, sollicitées chacune a deux vi-

tesses de sollicitation, constantes jusqu’a rupture : 5mm.mn~! et 0.75m.s~ L.

e Géométrie et préparation des éprouvettes
Il s’agit d’éprouvettes non-conventionnelles, en Aluminium 2024-T3, de 1 mm d’épaisseur
et de 26 mm de large, avec une longueur utile de 26 mm. Les deux géométries
ont les mémes dimensions ”extérieures”, les éprouvettes trouées se différenciant des
éprouvettes lisses par la présence d'un trou de 4 mm de diametre (cf. figures 6.1).

Fig. 6.1: Géométrie initiale et apres essai des éprouvettes.

e Post-traitement, corrélation d’image
Les éprouvettes on été préparées pour de la corrélation d’image. Un mouchetis de
peinture a été appliqué sur la partie utile de I'éprouvette.
Les analyses ont été effectuées a 'aide de CORRELI 4, logiciel de traitement
d’'images développé au LMT [128, 14].
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e Actionneur
L’actionneur est un vérin hydraulique a double effet, de marque SCHENCK (cf.
figure 6.2 - photo de gauche). Il est alimenté sous une pression de 350 bars, avec un
débit de 150 1/h, et est asservi en déplacement grace a une servovalve a trois étages.
Ses capacités en charge sont : =50 kN en dynamique et +69 kN en statique. Sa
vitesse maximale est de 10 m.s~! et la course utile de la tige du vérin est de 250 mm.

Fig. 6.2: Montage d’essai dynamique - éprouvette trouée.

e Composition de la chaine de mesure

o Cellule de force piézoélectrique
Le capteur d’effort est placé au sein d’'un montage de caractérisation, développé pour
répondre aux besoins spécifiques de la caractérisation dynamique des matériaux (cf.
figure 6.2 - photo centrale) [129]. 1l se situe entre la taque d’essai et le systeme
d’accrochage inférieur. Il s’agit d'une cellule piézoélectrique mono-composante de
marque KISTLER, pré-chargée a 220 kN pour pouvoir garder une rigidité supérieure
a 20 kN.um ™!, quelle soit sollicitée en traction ou en compression.

La fréquence de résonance, directement dépendante de cette raideur est élevée a
vide (supérieure a 40 kH z) mais elle chute fortement apres adjonction des mors de
serrage pour atteindre une valeur proche de 8 kH z. Cette valeur (proportionnelle &
la racine carrée du rapport de la raideur sur la masse) est élevée dans ce montage
grace a l'utilisation de titane, et cautionne ainsi de bons résultats jusqu’a des vi-
tesses de déformation de 200 s~
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La cellule, intégrée au montage, a été étalonnée avant la campagne d’essais sur
une machine de traction-compression INSTRON.

o Capteur de déplacement optique
Destiné a mesurer le déplacement du mors supérieur, afin de vérifier le respect de la
consigne de vitesse imposée constante, le capteur de déplacement Keyence est fondé
sur le principe de triangulation optique. Il offre I'avantage d’une mise en oeuvre
simple et un encombrement réduit pour des performances élevées :

— un diametre de spot de 0.05 mm dans le visible,

— un gain automatique en fonction de la réflexion de la cible,

— une étendue de mesure de + 8 mm avec une résolution de 0.5 um,

— une réponse en fréquence de 20 kH z avec un échantillonnage a 50 kH z pour

une linéarité de £0.05% de la pleine échelle.

e Caméra rapide WEINBERGER - éclairage

Une caméra vidéo rapide haute résolution (VISARIO) a été utilisée pour saisir
le comportement de I’éprouvette lors de son chargement, et en particulier saisir
quelques images durant la fissuration des éprouvettes. La résolution est de 1536
*1024 pixels a la cadence de référence de 1000 images par seconde.

Pour cette application, et consécutivement aux essais préliminaires, la résolution a
été réduite a 768 * 512 (resp. 512 * 196 pixels) pour accroitre la cadence, afin d’at-
teindre 4 000 (resp. 10 000) images par seconde (valeur limite de ce matériel).

Pour les essais dynamiques les plus pénalisants, avec un champ de 'ordre de
20 mm, le flou représente 1/4 pixels a 1’échelle du détecteur CMOS. Cette valeur est
compatible avec la taille du mouchetis appliqué sur la surface des éprouvettes.

Deux projecteurs HMI de forte puissance (2*1500 W) ont permis de réduire le
temps de pose au maximum pour limiter les flous sans avoir I'inconvénient de chauf-
fer la structure (lumiere froide). Pour I'ensemble des essais, le temps d’exposition se
situe autour de 10 micro secondes, soit un déplacement maximum de 1’éprouvette
de l'ordre de 7.5 um pendant la prise de vue.

e Centrale d’acquisition rapide - déclenchement de la caméra

Pour I'acquisition synchrone des données, un analyseur transitoire multi-voies a été
utilisé (NICOLET Multipro). Il est équipé de 4 cartes MP120E d’une capacité maxi-
male de 1 Méga échantillons par seconde chacune, avec une résolution sur 12 bits;
chaque carte étant sécable en 1, 2 ou 4 voies de mesure. C’est la carte d’acquisition
qui pilote le déclenchement de la caméra sur le front montant ou descendant du
signal d’effort selon que 'on s’intéresse a ’ensemble du phénomene ou simplement
a la rupture.

e Vision dynamique des essais
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La partie utile de 1’éprouvette mesure environ 30 mm. La vitesse de déformation
globale est donc d’environ 25 s71 et 2.8 1072 s7! pour les vitesses de sollicitations
de 0.75 m.s~ et 5 mm.mn~1.

La distance entre les deux mords est de 55 mm, soit une temps de propagation de
22 ps pour un aller-retour d’onde élastique (& la vitesse de 5000 m.s™1).

La distance entre le centre de I’éprouvette et le capteur d’effort est d’environ 130 mm,
ce qui correspond a un temps de propagation minimum de 26 us (en fait la vitesse
de propagation est dans ce cas inférieure a 5000 m.s~! en raison du comportement
plastique de I’éprouvette durant la charge et des pieces en contact entre I’éprouvette
et le capteur).

A la cadence de 10000 images par secondes, 100 us séparent deux images, avec un
temps d’exposition de 10 us.

L’intervalle de temps minimum entre deux mesures d’effort est de 1 us.

2.2 Description des essais de charge/décharge

Des essais cycliques sur éprouvettes lisses ont été menés afin d’estimer la premiere
partie de la loi d’évolution de I'endommagement (avant localisation).

Les essais ont été réalisés avec une machine de traction-compression INSTRON

et les déformations ont été mesurées au moyen d'un équipement extensométrique
conventionnel, a 'aide de jauges de déformation (TML de type YFLA 2) a grand
allongement (~ 15%).
Un premier essai monotone a permis de déterminer le comportement de I’éprouvette
et ainsi spécifier les valeurs de chargement a imposer pour réaliser une succession de
charges et de décharges jusqu’a rupture. Ensuite deux essais jusqu’a rupture, avec
une décharge tout les 3 % de déformation environ, ont pu avoir lieu.

3 Vers 'identification du modele

Pour qu'un modele puisse étre mis en oeuvre et exploité, en particulier dans
un contexte industriel, il est indispensable que les procédures d’identification qui lui
sont associées soient claires. Il faut ainsi pouvoir déterminer les différents parametres
du modele le plus précisément, mais également le plus simplement possible, en raison
du nombre de nuances de matériaux particulierement important. Pour une struc-
ture caractéristique, comme le cockpit de I’A380 par exemple, le nombre de nuances
d’aluminium est de 'ordre de plusieurs dizaines. Les propriétés matériau dépendent
en effet de la série de I'alliage (les séries les plus couramment utilisées sont les séries
dites 72 0007, 76 000” ou "7 000”), du traitement thermique et/ou surfacique, du
procédé de fabrication (piece usinée ou tole laminée en général) et de I’épaisseur de
la tole mere.
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Le comportement des matériaux métalliques est modélisé dans cette étude par :
— Relation contrainte-déformation élastique :

T
7T=K.. (1 —d).& avec &.(T) = / D, (t).dt
0
— Décomposition additive du taux des déformations :

- 2
D =D, +B, et = \/5.Tr(D,D,)

— Loi d’écrouissage :

F 2T ) = ROt + T In(— )] avee Rp)ua = 70 + b
- 2 r 1—d pstat a'nl—tc.p avec pstat_TO p

— Loi d’évolution de I'endommagement :

d — <RV(p - pO) >a
pc - pO +

La premiere étape de la procédure d’identification concerne les parametres rela-
tifs au comportement du matériau jusqu’a localisation.

On détermine dans un premier temps le module d’Young et le coefficient de
Poisson (F, v), puis la premiere partie de la loi d’évolution de I’endommagement,
c’est-a-dire (pg) et un couple («, p.) qui sera redéfini plus précisément par la suite.
On estime ensuite les parametres de la fonction d’écrouissage (79, b, n).

Dans un second temps, on détermine les parametres directement liés a la modélisation
de la rupture, a savoir («a, pe, a, et t.).

3.1 Comportement avant localisation

On considere ici que le chargement est quasi-statique et homogene. L’objectif
est de déterminer les parametres correspondant a la modélisation ”classique” du
comportement (cf. chapitre 3).

e Comportement élastoplastique
Le module d’Young, le coefficient de Poisson v et la loi d’écrouissage R(p) sont
déterminés a partir de la loi 7(¢) caractéristique du matériau, obtenue a partir de
la loi expérimentale F'(U) et en supposant que :
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— U correspond au déplacement relatif de deux points initialement distants de
Ly, entre lesquels le champ des déformations peut étre considéré homogene
— le chargement peut étre modélisé en 1D

Connaissant F'(U), Ly et Sp, on a alors :

U F U
=(1+—).(1+— =In(l+—
7= +LO)( —|—SO) et ¢ n( —l—LO)

On suppose que 1'on connait les coefficients de la loi d(p). Les coefficients b et n qui

permettent de définir la courbe R(p) qui s’approche "au mieux” de = sont alors
recherchés. Comme p dépend du modele, et donc de I'identification, et que d dépend
de p, une résolution itérative est nécessaire. Il est possible de supposer initialement
que p = ¢, car les déformations élastiques sont en général tres faibles. La procédure
converge en général tres rapidement.

Une simple comparaison ”graphique” entre les courbes (1 —d). Ry (modele) et 7(p)
(expérimental) a été jugée suffisante ici (cf. courbes 6.3). Les écarts obtenus étant

particulierement faibles, le critere de comparaison n’a pas été davantage étudié ici.

Contrainte(plasticite cumulee) x 10* Force(deformation ingenieur)
600 1.3
T(p)

. —_—F
exp exp

PR 1.25

R (1—d).Rstatmod_ e

550

1.2

115

500
11

£ 1.05
450 o

400 0.95

Contrginte de Kirchhoff : Tau (Mpa)

0.9

350 0.85}|

0.8
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p (%) Delta L/LO (%)

Fig. 6.3: Identification du comportement élastoplastique.

e Fndommagement
Il s’agit ici de définir la premiere partie de la loi d(p), qui permettra de déterminer

(po, pe €t ).

A partir des essais cycliques de charge-décharge, 1’évolution du module d’Young
au cours de I’évolution de la plasticité est estimée.
Les résultats de ces essais sont résumés sur les courbes de la figure 6.4. La premiere
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charge correspond a environ 75% de la limite élastique; Le module d’Young ini-
tial est alors estimé a 76 GPa. Puis, les phases suivantes de charges-décharges, im-
posées a des valeurs de déformation totale de 3, 6, 9 et 12 % environ, permettent de
déterminer des valeurs de module d"Young de 70, 73, 75 et 75 G Pa.

En fait, pour déterminer ces valeurs de module d’Young, il est nécessaire de déterminer
les coefficients de la fonction d’écrouissage. En effet, il faut pouvoir tracer la courbe
caractéristique 7(e.) (cf. courbes de droite, figure 6.4). On peut alors caractériser
I’état de I’éprouvette lors d'une charge-décharge par sa valeur de plasticité cumulée :
2.6,4.9,8.9 et 11.9%.

Pour ce matériau, les conclusions sont que les valeurs de I'endommagement sont
particulierement faibles avant localisation (valeurs de I'ordre de quelques %) et qu’il
n’est pas possible de les déterminer précisément avec ces moyens de mesure.

F(DI/10) tau(epse)
14000
0
0
12000 F . 26
x 49
10000 —+—-8.9
—+—-11.9
8000
w 3
6000
4000
2000 - =
o]
0 5 10 15 20 25 0 0.1 0.20 0.3 0.4
DI/LO (%) eps, (%)

Fig. 6.4: Essais cycliques, estimation de ’endommagement.

o Remarque :
L’endommagement est essentiellement utilisé ici pour permettre de mener des si-
mulations jusqu’a rupture en restant dans le cadre de la mécanique des milieux
continus : I'endommagement permet d’atteindre un état de contrainte nulle quand
la matiere est rompue.

Le fait de ne pas pouvoir déterminer exactement le début de la loi d’évolution de
I’endommagement n’est pas un probleme, dans la mesure ou l'influence sur le com-
portement d'un endommagement de l'ordre de quelques pourcents est négligeable.
Il est essentiel que la définition de (1 — d)).R(p) soit le plus fidele possible a la
contrainte 7 issue d’un essai de traction, en revanche, il n’est pas forcément pri-
mordial de déterminer I’évolution de d,) aussi précisément.
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A partir de 'amorce de la localisation, et jusqu’a rupture, la valeur de l’en-
dommagement va évoluer tres rapidement et tres localement jusqu’a 1. Or, avec une
formulation " classique”, la modélisation n’est alors plus cohérente et par conséquent
les résultats dépendent du maillage, et avec un modele ”enrichi”, de type loi a taux
limité, la rupture (temps et taille caractéristique) sera essentiellement gouvernée par
les parametres du modele enrichi, a savoir a et t..

3.2 Phase de rupture

3.2.1 Nécessité d’une identification ”indirecte”

X=0 X+

Fig. 6.5: Mesures de 7&”.

A partir du probleme modele 1D, on cherche a savoir, en supposant que le modele
a taux limité décrive convenablement la réalité, s’il est possible de déterminer ”di-
rectement” les parametres du modele. On cherche donc a savoir quelle seraient les
résolutions spatiales et temporelles nécessaires pour mesurer une déformation cor-
respondant a p., dans la zone de localisation entre deux instants distinct de ¢..
Une mesure passe par la détermination de différentes distances, ou positions, a
différents instants. Un taux de déformation correspond donc a une expression du
type € = W (cf. figure 6.5) et la valeur de € est directement liée a celles de
x et de At.

On s’intéresse aux valeurs maximales de €, on se place donc dans la situation ou
t + At correspond a la rupture du barreau (d =1 en x = 0).

Les valeurs des coefficients matériau sont dans cet exemple :
o Comportement élastique : £ = 58 000 Mpa; v = 0.3 et py = 2.28 1073 g.mm 3.
o Comportement plastique : 79 = 332 Mpa, b = 900 Mpa, et n = 0.6.
o Comportement endommageable : d. = 0.99, po = 0 %, pc = 150 % et o = 1.
o Limitation du taux de plasticité : a = 2.25; . = 6.107 ms.

On a donc Pree = 1.7 10% s71
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Fig. 6.6: Influence de "x” et de ” At” sur une mesure de "¢’
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Fig. 6.7: Résolutions spatiales et temporelles nécessaires a la mesure d'un ”£”.

On peut alors observer sur la figure 6.6 que les valeurs maximales de £ peuvent
atteindre &,,,, = 3.5 10° 571, soit le double de Py,a.. On peut également constater
qu’une résolution spatiale de 0.045 mm couplée a une résolution temporelle de 0.02
ms sont nécessaires a la mesure d’un taux de déformation de I'ordre de 10° s=! (cf.

figure 6.7).

Cet exemple tres simple n’a pas pour objectif d’élaborer un protocole expérimental
pour mesurer directement un taux de déformation maximum, mais souligne juste
combien une telle mesure peut étre délicate avec des moyens ”classiques” (Jauge,
caméra rapide). Pour cette raison, il est préférable de recourir & une mesure ”indi-
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recte”, en réalisant non plus un essais "matériau”, mais un essai ”structural”.

Il est possible de déterminer les constantes d'un modele a taux limité au moyen
d’essais plaque-plaque [11, 12| par exemple, la section suivante présente un autre
exemple d’essai structural permettant de déterminer ces parametres, un simple es-
sai de traction sur une éprouvette trouée.

3.2.2 Résultats obtenus avec I’éprouvette trouée

L’objectif est ici de pouvoir déterminer (v, p., a et t.).

Afin d’initialiser un premier jeu de données de a et ., on peut trouver un certain
nombre de valeurs dans la littérature, relatives a une loi a taux d’endommagement
limité. Apres avoir estimé un premier jeu de parametres qui correspondrait a cette
loi, et en s’appuyant sur I’étude analytique proposée au chapitre 5, on peut alors
déterminer un premier couple (ao, t.9) permettant d’avoir un ordre de grandeur des
valeurs recherchées. Ces valeurs sont ensuite ajustées en comparant les résultats de
simulation aux résultats expérimentaux.

| Origine | a |t (ps) |
[12] p. 91/98 AudG1-T4 10 0.2
[12] p. 114 Alu 7020-T6 2.25 2
[12] Ta-6V DONNEES | SNECMA
[10] p. 61 ”composite” 10 2
[126] SiC/MAS-L 1 2

La deuxieme étape consiste a estimer p., la valeur finale de la plasticité, valeur
a rupture. Celle-ci est extréemement locale, et donc difficile a estimer précisément. 11
est par exemple possible de déterminer p. a partir de la mesure de la section finale
d’une éprouvette apres rupture. Ici, p. est directement estimé a partir du champ des
déformations en pointe de fissure obtenu par corrélation d’image.
Les images de droites des figures 6.9 et 6.10 proviennent d'un post traitement par
CORRELI Q4 des images d’essais (résolution multi-échelle a 3 niveaux, facettes -
”Zone Of Interest” - de 12 pixels). Ces images ont été enregistrées a la cadence de
4000 images par secondes. En raison de la symétrie du probleme et des résultats
(deux fissures se créent lors de la rupture, chacune d’un coté du trou, et se propagent
a la méme vitesse jusqu’au bord de I'éprouvette), la zone d’étude a pu se limiter a
une demie éprouvette.

Enfin, dans un troisieme temps, le coefficient « est déterminé, afin que le début
de la loi analytique (avec py et p. fixés) soit le plus proche possible des valeurs
expérimentales.



126

Comparaison essais/calculs : Vers I’identification du modeéle

12000

10000 |

8000 r

6000 r

Force (N)

4000 r

20001

0

X

images essai

images simu

essai

i gimu

time (ms)

Fig. 6.8: Eprouvette trouée (zone d’étude) et courbes F(t).
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Fig. 6.9: * Comparaison essais/simulations, ,,, images 1 et 2.
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Fig. 6.10: * Comparaison essais/simulations, ¢,,, images 3 et 4.

3.3 Bilan

On détermine finalement les valeurs suivantes :

E (Mpa), v | [0, b (Mpa)], n [ [po, pe(%)], de, o | taux limité : a, t, (us)
75000, 0.3 | [332, 760], 0.7 | [0, 60], 0.99, 3 12, 75

Ce jeu de parametre permet d’obtenir une vitesse d’avancée de fissure par si-
mulation identique aux résultats expérimentaux. Ceci s’observe par exemple sur les
courbes F'(t) (cf. figure 6.8), en comparant les temps de chute d’effort.

Les champs de déplacements, ou de déformations, obtenus numériquement, sont
tout a fait cohérents avec les résultats de ’analyse par corrélation d’image (cf. figures
6.9 et 6.10). On obtient la méme cartographie globale (champ ¢,,), et les valeurs
maximales (60 % de plasticité cumulée) obtenues par simulation sont effectivement
tellement locales, qu’elles ne peuvent pas étre mesurées directement. Ceci s’explique
par la qualité des images et la finesse du mouchetis qui ne sont pas adaptés a une
telle résolution spatiale. Rappelons a ce sujet que les images ont été enregistrées a
la cadence de 10000 images par secondes, ce qui nécessite I'utilisation d’une caméra
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Fig. 6.11: Lois d’évolution de la plasticité et de I’endommagement.

a la résolution limitée, accompagnée de projecteurs puissants, c¢’est-a-dire encom-
brants ...

Sur les images de la figure 6.10, la position de la pointe de fissure a été déterminée
a partir des résultats numériques. Ensuite, la longueur déterminée a été reportée sur
les images de gauches, issues des résultats expérimentaux. Les images présentées
ici nont pas été post-traitées par une analyse de corrélation d’image dédiée a la
mécanique de la rupture.

En revanche, avec les parametres retenus, la valeur de la déformation globale
correspondant a l'amorce de la fissure n’est pas identique expérimentalement et
par simulation. Ceci s’explique par le fait que I’écrouissage n’est ici défini que par
deux coefficients b et n, ce qui est insuffisant pour décrire cette phase convenable-
ment. Il s’agit en effet d’'un phénomene fortement non linéaire, et tant les valeurs
de contrainte que leur variations en fonction de la plasticité, au début et a la fin de
I’écrouissage, influencent 'amorce de la rupture.

Le nombre de nuances de matériaux utilisés au sein d’AIRBUS est tres important
comme cela a été précisé, et il ne sont en général caractérisés que par ces deux co-
efficients, dans un souci de compromis entre simplicité et précision.

L’objectif n’étant pas ici de se concentrer sur la phase d’écrouissage, mais sur la
rupture, une loi a deux coefficients a été conservée.

Afin de valider les valeurs des parametres déterminées, surtout celles qui sont re-
latives a la description de la rupture, il faut maintenant procéder a une comparaison
essai-calcul sur une autre configuration.
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4 Simulations prédictives : Eprouvettes lisses

Une possibilité pour confirmer le jeu de parametres déterminés aurait été de
modifier la vitesse de sollicitation, nous présentons dans cette section des résultats
relatifs a 'autre géométrie d’éprouvette (lisse), sollicitée a la méme vitesse.

4.1 Simulations

Les simulations des éprouvettes lisses sollicitées en traction jusqu’a rupture avec
le modele d’épuisement plastique a taux limités conduisent a un mode de rupture
en cisaillement. Ce mode découle de la description du comportement mécanique
du matériau. Les figures 6.12 présentent les chemins de rupture obtenus avec des
modélisations " classiques” et ”d’épuisement plastique a taux limités” et deux orien-
tations de maillages différentes. Pour les résultats correspondant au modele d’épuisement
plastique a taux limités, les éléments (quadrangle a un point d’intégration) ou l’en-
dommagement critique a été atteint, ont été effacés.

Pour ce mode de rupture en cisaillement, il existe deux solutions en statique
correspondant a deux directions de bandes possibles. En dynamique, une des deux
solutions est activée en raison de I’état non-homogene de la matiere, qui dépend uni-
quement du chargement. Il ne devrait donc exister qu’'une seule direction de bande
en dynamique.

Or on peut constater sur les figures 6.12 que les résultats avec une modélisation

15-90°

limited
0.99

classical

Fig. 6.12: * Eprouvette lisse, simulation - Modeles classique et a taux limité.

d’épuisement plastique a taux limités "dépendent” du maillage, dans la mesure ou
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deux orientations de maillage différentes peuvent conduire a I'une ou l'autre des
directions de cisaillement.

Ceci s’explique par le caractere extrémement instable du probleme. La figure
6.13 présente la cartographie de I'endommagement a ’amorce de la localisation. Les
différentes bandes de concentration de 'endommagement susceptibles de conduire
a une macro bande de localisation sont nombreuses. Dans ce cas, le probleme
mécanique est tellement sensible, que les approximations dues a la résolution numérique
(intégration en temps, intégration en espace avec un seul point de Gauss, intégration
de la loi de comportement) peuvent faire basculer la solution vers 1'une des deux
directions.

Mais on peut également vérifier que seulement ces deux solutions ne sont "ac-

Initiation o Rupture

Fig. 6.13: * Eprouvette lisse - Influence de l'orientation du maillage.

tivées” et que ces deux directions sont symétriques. Quel que soit le maillage, la
solution numérique n’admet qu’une orientation possible de propagation de fissure
(qui conduit a deux directions par symétrie). L’orientation de ces deux ”bandes
solution” dépend des choix qui ont été faits pour la modélisation mécanique du
probleme, mais ne dépend pas de 'orientation du maillage.

4.1.1 Sensibilité a la finesse du maillage

Le modele d’épuisement plastique a taux limités permet de fournir des résultats
ol la zone de localisation est de taille non-nulle. Sur la figure 6.14, I'image de droite
est un zoom du résultat présenté en 6.12 avec le modele d’épuisement plastique a
taux limités. Ce zoom sur la pointe de fissure montre clairement que la zone de
localisation peut étre décrite avec plusieurs éléments.
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Fig. 6.14: * ABAQUS 2D : indépendance a la taille de maille.

4.1.2 Sensibilité a lorientation du maillage

Le méme exemple avec une vitesse de chargement plus élevée (48 m.s™1), permet
de confirmer les capacités du modele a obtenir des simulations sans dépendance a
I'orientation du maillage. Les simulations de I’essai de traction sur éprouvette lisse
sont ici obtenues avec deux maillages d’orientation différente (un maillage orienté a
0 —90° un second a 15 — 90°) et deux modélisations du comportement (classique
et a taux limités). La figure 6.15 décrit I’évolution de l'effort au cours du temps,
les figures III et 6.17 représentent la valeur de 'endommagement sur 1’éprouvette a
deux instants différents (0.1 ms et 0.18 ms) spécifiés sur la figure 6.15.

14000
12000 [
10000 |
g 8000 | Classical, 0 90
8 —O— Classical, 15 90
L2 6000f i
—+— Limited, 0 90
—>— Limited, 15 90
40001

2000 | & time=0.1 ms and 0.18 ms \Eﬂ
jﬁ N

0 0.05 0.1 015V 0.2
time(ms)

Fig. 6.15: ABAQUS 2D : influence de I'orientation du maillage, F(t).

Sur la figure III, correspondant & un état de I’éprouvette avant localisation (¢ =

0.99
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0.1ms), on peut vérifier que les résultats sont identiques entre les deux modélisations
et indépendants du maillage.

15-90°

limited

t=0.1ms -
classical

Fig. 6.16: * ABAQUS 2D : influence de 'orientation du maillage, pré-localisation.

Sur la figure 6.17, on peut alors constater qu’avec une modélisation classique, le
chemin de rupture (¢ = 0.18 ms) est tres sensible a l'orientation du maillage, ce qui
n’est pas du tout le cas avec une modélisation d’épuisement plastique a taux limités.

4.2 Observations expérimentales

Contrairement au cas de I’éprouvette trouée, il existe plusieurs modes de rup-
ture pour I'éprouvette lisse. Il peuvent étre classés selon trois catégories. Comme le
montre la figure 6.18, les éprouvettes peuvent en effet rompre selon une bande de
cisaillement (images de gauche), ou bien en se fissurant orthogonalement a la di-
rection de chargement (images de droite), ou alors, selon une combinaison des deux
premiers modes (images centrales, initiation d’une fissure a 0°, puis bifurcation en
cisaillement).

On peut également remarquer que la dynamique de la rupture differe selon le mode.
Une rupture en cisaillement est extrémement rapide, le phénomene dure moins de
100 ps, alors qu’une rupture selon une ouverture de fissure dure plusieurs centaines
de ps.

En analysant les résultats par corrélation d’image d’'un mode de rupture selon une
ouverture de fissure, on peut remarquer que le phénomene peut a chaque instant
bifurquer selon un mode en cisaillement En effet, on constate sur la figure 6.19 des



Simulations prédictives : Eprouvettes lisses 133

0-90°

15-90°

0.99

t=0.18 ms M
classical

Fig. 6.18: Eprouvette lisse - modes de rupture.

zones en pointe de fissure, ot les déformations se concentrent selon le mode de rup-
ture en cisaillement.

4.3 Comparaison simulations - essais

La figure 6.20 permet de vérifier que l'orientation des bandes de cisaillement
correspondant a la solution numérique est bien la méme qu’expérimentalement.

La figure 6.21 trace les évolutions de 'effort en fonction du temps correspondant
a deux essais et une simulation pour I’éprouvette lisse. La rupture s’amorce au méme
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Fig. 6.19: * Eprouvette lisse, mode de rupture, bifurcation de mode.

Simulation

Fig. 6.20: * Comparaison essais/simulations, éprouvette lisse, chemin de rupture.

moment pour les deux essais, méme si les modes de rupture different : "essai 17,
mode en ouverture de fissure - "essai 2”7, mode en cisaillement. Numériquement, la
rupture apparait plus tot qu’expérimentalement, comme dans le cas de ’éprouvette
trouée.

En recalant les différentes courbes de maniere a ce que la chute de I'effort débute
a t = 0, on constate alors que le temps de rupture simulé est bien identique a la
valeur mesurée (de l'ordre de 0.06 ms).
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Fig. 6.21: Comparaison essais/simulations, éprouvette lisse, F(t).
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Fig. 6.22: Comparaison essais/simulations, éprouvette lisse, F(t) - rupture.

5 Conclusion

Les essais ont donc permis d’identifier un jeu de parametres du modele. Ceux-ci
ont été déterminés a partir des essais cycliques sur éprouvettes lisses et des es-
sais sur éprouvettes trouées sollicitées a 0.75m.s™!. Le modele permet ainsi de
modéliser fidelement le comportement jusqu’a rupture des éprouvettes trouées. Avec
le méme jeu de parametres, il est également possible de simuler le comportement
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des éprouvettes lisses jusqu’a rupture.
Une étape supplémentaire dans la validation du modele consisterait a confronter des
résultats de simulation numérique a des essais réalisés a vitesse plus élevée.
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B Bilan du chapitre 6

Afin de pouvoir mener des calculs sur des structures plus complexes, la
modélisation d’épuisement plastique a taux limités a également été implémentée,
au moyen d’une loi utilisateur (V-UMAT), dans ABAQUS. Les simulations d'une
éprouvette lisse sollicitée en traction confirment alors la capacité du modele a
décrire finement, dans le cadre de la mécanique des milieux continus, les phases
de localisation et de rupture d’une structure métallique. Des simulations obte-
nues avec des maillages d’orientations différentes montrent également que les
résultats obtenus ne souffrent pas d’'une dépendance a l'orientation du maillage.
Ce chapitre décrit la campagne d’essais qui a permis de valider
expérimentalement le modele d’épuisement plastique a taux limités. Il s’agit
d’essais de traction jusqu’a rupture sur des éprouvettes en Aluminium. Cette
campagne a été définie en s’inspirant d’une étude précédente [127], et réalisée
au centre de Lille de 'TONERA. Deux géométries d’éprouvettes ont été solli-
citées a deux vitesses de sollicitation différentes. Afin de recueillir le maximum
d’informations sur le phénomene particulierement bref et local de rupture, une
attention particuliere a été portée aux moyens de mesures. Ainsi, les essais ont
été filmés a 'aide d’une caméra rapide et dépouillés par corrélation d’image, a
l'aide de CORRELI Q4[14]. Une deuxieéme partie de cette campagne a consisté
a solliciter des éprouvettes lisses en traction avec des phases de charge-décharge
afin de déterminer la premiere partie de la loi d’évolution de 'endommagement.
Ces résultats expérimentaux ont permis d’identifier les parametres du modele
pour l'alliage d’Aluminium utilisé, en s’appuyant sur les résultats des essais
cycliques sur éprouvettes lisses et sur les résultats des essais dynamiques sur
éprouvettes trouées. Des simulations des essais dynamiques sur éprouvettes lisses
avec le jeu de parametres identifiés ont confirmé les capacités du modele a prédire
finement la rupture.
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Conclusion

e Ce travail présente une modélisation permettant de mener des simulations
robustes de structures métalliques sollicitées en dynamiques jusqu’a rupture. La dif-
ficulté relative a la dépendance des résultats au maillage avec 1'utilisation d’une
modélisation ”classique” [1], a été levée grace a la prise en compte dans la descrip-
tion du comportement des spécificités mécaniques de la rupture. En effet, la phase
de localisation-rupture est vue ici comme un phénomene fortement dynamique, ac-
compagné de variations temporelles des dégradations importantes mais finies.

Le modele proposé s’inscrit ainsi dans la famille des ”limiteurs temporels de lo-
calisation”, en particulier des modeles a taux limités. Ces approches, moins étudiées
que les formulations non-locales des ”limiteurs spatiaux de localisation”, présentent
I’avantage de conserver un caractere local, et sont donc faciles a mettre en oeuvre et
ne nécessitent pas 'utilisation de conditions aux limites additionnelles. En revanche,
une résolution en dynamique est indispensable et ces approches présentaient cer-
taines limites dans le cadre des matériaux métalliques. L’objectif de cette these a
ainsi été de proposer une modélisation adaptée a un comportement élastoplastique
endommageable en transformations finies.

En effet, 'apparition de la localisation des déformations et de la phase de rup-
ture avec une telle modélisation, est gouvernée par les valeurs de la plasticité et
de 'endommagement sur la géométrie courante de la structure. Le modele a taux
d’endommagement limité, proposé initialement dans le cadre des matériaux com-
posites [9], a été étudié dans le cadre d’applications métalliques [85]. Mais, 1’étude
de I'équation des ondes et des résultats de simulations numériques montrent que
I'utilisation d’une modélisation a taux d’endommagement limité ne permet pas de
garantir I'unicité de la solution jusqu’a rupture (caractérisée par d. = 1) quels que
soient les valeurs des coefficients matériaux.

Ceci s’explique par le fait qu’une telle approche ne controle pas I’évolution de la
plasticité et reste ainsi sensible a l'instabilité plastique de la "matrice” du matériau.
Et T'unicité de la solution est perdue lorsque cette instabilité est atteinte. L’état
correspondant a cette perte d’unicité est d’autant plus proche de l'initiation de la
localisation des déformations que les valeurs d’endommagement sont faibles a cet
instant, ce qui est le cas de la plupart des alliages métalliques considérés dans cette
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étude.

Le modele ”d’épuisement plastique a taux limité” a ainsi été proposé afin de
controler les évolutions temporelles a la fois de la plasticité et de I’endommagement,
et ainsi pouvoir mener des simulations robustes (sans dépendance au maillage) jus-
qu'a d. = 1. L’étude de I’équation des ondes montre alors que les équations de ce
modele en dynamique conservent leur caractere hyperbolique jusqu’a rupture. Des
simulations numériques en 1D et en 2D confirment les capacités du modele a fournir
des résultats quel que soit le maillage (taille et orientation des éléments notam-
ment). Enfin, des comparaisons calculs-essais permettent de déterminer un jeu de
parametres du modele assurant de tres bonnes corrélations.

e Les enjeux industriels associés a la prévision de la rupture sont importants. Les
applications pour lesquelles mener des simulations robustes jusqu’a rupture, notam-
ment dans le cadre de I'activité de dynamique rapide chez AIRBUS sont nombreuses.
Afin de pouvoir utiliser efficacement le modele ”d’épuisement plastique a taux li-
mité” dans le cadre d’applications industrielles, deux voies de travail semblent se
dessiner.

Tout d’abord, en ce qui concerne le comportement du matériau, il est important
de continuer a améliorer la modélisation des phénomenes physiques qui conduisent
a la rupture. Il s’agit de s’intéresser a la description de la courbe d’écrouissage, la
nature de 'écrouissage (isotrope, cinématique, mixte), l'influence du taux de triaxia-
lité des contraintes sur la loi d’évolution de I’endommagement, mais aussi aux pa-
rametres spécifiques de la limitation du taux de plasticité (a et t.). Il est ainsi im-
portant de pouvoir mener d’autres campagnes d’essais permettant de vérifier, d'une
part, que les parametres sont bien des valeurs matériaux, c’est-a-dire indépendantes
de la structure considérée (une éprouvette est véritablement une structure a 1’échelle
de la rupture) et d’autre part, que ce modele permet de décrire la rupture qu’elle
que soit la vitesse de sollicitation globale (ou du moins sur une plage de vitesse
suffisamment large et précisément déterminée).

Un autre axe de travail concerne la mise en oeuvre numérique. Compte tenu
du caractere local de la modélisation du comportement, aucune difficulté ne se
présente pour son implémentation dans un code de calcul standard. En revanche,
les échelles tres différentes aux quelles se produisent les phénomenes mécaniques
nécessitent un traitement adapté. En effet, dans le cadre d'une étude d’impact
sur une structure d’avion, il est possible de distinguer trois échelles. Tout d’abord
la structure elle méme, qui est relativement grande (souvent plusieurs metres), et
dont les déformations a la frontiere sont particulierement faibles (afin de faciliter la
définition des conditions aux limites). En général, les déformations sont importantes
sur une partie relativement limitée de la structure : il s’agit de la deuxieme échelle,
au niveau de la zone d’impact. Dans le cas d’une sollicitation jusqu’a rupture, une
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troisieme échelle relative au phénomene de rupture lui-méme est a considérer. Les
grandeurs caractéristiques de ces trois échelles sont particulierement différentes :
chargement global : (m, 1072s); concentration des déformations : (10~?m, 1071s);
localisation-rupture : (10~%m, 107%s).

Ainsi, avec une stratégie numérique directe (résolution en dynamique explicite, avec
un seul domaine et un seul pas de temps), le temps de calcul nécessaire a la résolution
d'un probleme avec prise en compte de 1’échelle la plus fine serait de 10 a 100, voire
1 000 fois plus long qu'un probleme ou seulement les deux premieres échelles sont
considérées.

En revanche, compte tenu du caractere tres localisé et bref de la rupture, avec
une stratégie adaptée, I’éventuel surcolit nécessaire a la prise en compte de cette
troisieme échelle pourrait étre négligeable.
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Annexe I : Résolution par la MEF
en 2D, élément Q4

L’hypothese de base de la formulation consiste a considérer un champ de vecteurs
position zx ;) de la forme : z(y ) = >, ®i(X,t).2;(n). Les ®;(X) sont les fonctions
de forme et les z,;(n) sont les inconnues nodales.

Le champ des déplacements est défini de la méme maniere avec les déplacements
nodaux : U;(X,t) = z;,(n) — X;. On a donc : Uy = >, @:(X).U;(n)

Le champ des vitesses est alors obtenu a partir de la dérivée temporelle des déplacements :

Q(&,t) = ZZ i(X).U;(n)

Et le champ des accélérations est obtenu a partir de la dérivée temporelle seconde
des déplacements : U x y = >, ®:(X).U;(n)

Les champs de position et de déplacement sont interpolés par les mémes fonc-

tions de forme @,(€,) < 2(X. 1) = 3=, (&, n).,(n) et U(X, 1) = ¥, ®,(€.).U,(n)

Les 4 fonctions de forme de 1’élément de référence sont :

(&) =12(1-8.(1—n) P(&n) =1(14+8).(1—n)
D3(,m) =1(1+8).(1+n) Du(&n)=51—-8.(1+n)

Elément de référence.
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Annexe II : Intégration temporelle

Stabilité : cas 1D

e Solution harmonique 1D
On se place dans le cas ot I'équilibre dynamique s’écrit i, + w?.u, = F.y. On
s'intéresse a la stabilité du schéma, c’est-a-dire a 1’évolution de la solution parti-
culiere de I’équation différentielle précédente, on considere donc F,,; = 0.

U,

En cherchant a écrire : A1.X,,,1 = Ay X, avec X,, = { }, on a :

un71/2
1 —dt
A= {dt.w?ﬁ 1 }

1 0
A, = { —dtw? [l —f] 14 (dt.w)®(1/2—~+ ) ]

e Stabilité - Précision
On cherche les conditions pour lesquelles les valeurs propres de A = A . A, sont de
norme inférieure ou égale a un. On a alors :
det(Ag—NA;) = (1-N).(1+(dt.w)?(1/2—y+8) = A)+(\.dt).(dt. W [1—B]+\.dt.w?.3)

) 1-ew)® oo ()2 (19—
Soit det(Ag—A.A1) = \2—2.b.\+c avec b = i+(d§ff-y:)2(ﬁ A ete=1 (dtl'+)(dt%)21_22 B

— Le schéma est inconditionnellement stable si ¢ < 1et ¢ > b% s0it 2.8 > v > 1/2

— Le schéma est conditionnellement stable sic < b%, et 1—2.b4+¢c > 0, 14+2.b+c >
0; soit 2.5 < 7y et v > 1/2. La condition de stabilité porte sur le pas de temps
et s’écrit : At < —A——. Cette condition dépend donc de wy,qz, la plus grande

w/7/2-08

pulsation admissible par le systeme.

On peut montrer que l'erreur est un 0(At) si v # 1/2 et un 0(A#?) pour v = 1/2.
Pour cette raison, 7 = 1/2 dans les schémas les plus couramment utilisés.
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Schéma accéléré, Intégration itérative

Présentation

On se place dans le cadre de la solution harmonique, avec v = 1/2, et initiale-
ment § = 0 afin de déterminer explicitement une estimation de I'accélération, puis
G # 0 afin de repréciser cette valeur de 'accélération. L’objectif est de voir s’il est
possible de combiner les schémas explicites et implicites afin de tirer partie de ces
deux approches, c’est a dire combiner résolution explicite et inconditionnellement
stable.

Upr1 = Up + dt.un+1/2
Upg1/2 = Un—1/2 + dt.[B.iln—1 + (1 — 203).1y, + B.lp11]

1 —dt
Al:{dt.w?ﬁ 1 }

Ao — 1 0
2| —dtwr [l - 6] 1+ (dtw)’p
— Prédiction explicite : 7 =0

1 —dt 1 0
AY XD = AYX, avec A} = l 0 1 } et AJ = l Cdtw? 1 ]

— Itérations 3 # 0 :
u’nJrl — Aty = Un }
uln-l—l/Q = un—l/Q + dt-[ﬁ-wnfl + u.nJrl) + (1 - 25)“?@]
En écrivant : i, +w2.u(i—1)n+1 =0, i, +w?u, =0etu,_; = Up—dt. Uy 12
Wy g = Uno1ja — At.w? [B(uy — bty 15 + uln) + (1 —26).u,)
iLle/Q = [1 4 B.(dt.w)H.tty—12 — dt.w?[(1 — B).uy, + Bl ]

Limite et stabilité

On montre alors par récurrence que l'on peut écrire Al X! | = AL.X, avec :
‘ 1 — 4 1
ST

0 1 —dt.wrat 1
et ' = —3.(dt.w)?.a + 1.
Or on sait que la suite () converge si la fonction f telle que z'™' = |f(z7)]

est lipschitzienne de rapport k avec k < 1, c’est a dire si V(z,y), 3 k < 1;
|f(@) = fy)| < K]z —yl.
Ici f(z) = —B.(dt.w)*.x + 1 donc la suite converge si | 3.(dt.w)* < 1|,

On montre alors que le schéma converge (vers le schéma implicite 5 # 0) si la
condition de courant est respectée.
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comportement

De maniere générale, a partir de I'équation scalaire f(,) = 0, on cherche a vérifier
Jn+1) = 0. On utilise pour cela la Méthode de Newton (voir figure III) :

K1 P
gn+1
f=9- Py
gn / ; ;
i | . M _ op ©
3 K(ﬁ("”) - 3@'}@(7,1,)) Tpmmy =9 Psom)y
_ dp1__dp2 o
d,b K(z'r(m)) szl( )

Résolution itérative - Méthode de Newton

Cas 1D

Définition de la surface seuil : f = — [R(p) + 7-(p)]
On définit : g = 5]y + £.D.At — 79 et Pyy = b.(pmy + p. A + Ep.At + 7,(p)
(Z) _ opP n— aTr )
Kpy=5% o = b.n(p) + P AL TAL +

Y : ’ oTr
e Loi "statique” : 7,.(p) = 0 et 81()”) 0.

o Taux de plasticité limitée : 7,(p) = 2In(3=—) et ag;:a) = e
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Cas 2D - CP

En 2D -Contraintes planes, les étapes sont :

e Chargement Elastique : A, = A £ | =2, + AZ, et 7 =C.é 5en+1

e Vérification : avec 7)) = \/(7'11 + T3 — Ti1.T22 + 3.75%), fa = 75 — R(pn)
el 4 = ~el ~ _
e 5Sifo <0,alors 7, | =7% et Ecpny1 = €515 Epnt1 = Epn

e Sinon, détermination de Ay en assurant f*(A~y) =0 [Ay est en Mpa] :

o f2(Ay) = 72(A9) = R¥(Ay) =0 avec
1 (Ferri+7e2)? 4 (Ter11 —Te122)° +375 15 =2 _ VM2
414+ 525 /3492 [1+2p1./3 A7) et 75(0) =1,

el
ot R(A9) = B(p, + /3727 090) + 7,100 090 /)

o initialisation : Ay(® =0

o itérations : tant que |g(Ay®)| < TOL
P(AyW) =7 (A’V 1) — R*(Ay ™)

Z o7 0 7 Op .
K(Ay(k)) OP _ 9= 8_ — 2[R(Ay®)]. [%R e+ %p “5A5]) avec :
o (Tez11+Te122)2-ﬁ\/g _9 E-(Tezn 75122)2+37~'3112]~2#-\/§

1
BAV 2 gy VA ' [14+20.1/3 A2
_ OR 09Op __ n—1 2 VM
op " OA~ =n.b.(pp+1) -\/;Tel

Ay k+1)
0 Ay = Ay — I et p = pu + \[ M A EED

e Chargement Elastique : 7 = E. 5en+1 avec E = [C™! + \/gAy.IP’g]*l

(k+1)

On peut éventuellement recalculer 7V™ pour estimer p, " ".

o AZ = \/gm.lpg.f

~ _ ~ ~ . ~l ~
Epn+1 = Epn + A@ et Eepgp1 = €6y — As_p

e Loi "statique”

7.(p) =0 et

e Taux de plasticité limitée :

‘ To 1 or.(p) Op o te \/5
m(p) = —In =) et o — = : VM A
(p) a (1 - tc.p) ap 8A’y a’ 1 — te (\/7 7_VM /At) ( 3 / )




Annexe IV : V-Umat

A nnnonnNnNn 0

V_Umat.f.txt
subroutine vumat(

Read ol
1 nb{ock, ndir, nshr, nstatev, nfieldv, nprops, lanneal,
2 stepTime, totalTime, dt, cmname, coorde, charLength,
3 props, dens1ty, straininc, relspinI
4 tempold, stretchold, defgradold, f1e1do1d
3 stressold, stateo1d, enerIntern01d enerIne1aso1d
6 tempNew, stretchNew, defgradNew, fieldne
write only -
5 stressNew, stateNew, enerInternNew, enerInelasNew )
include 'vaba_param.inc'
The state variables are stored_as:

TATE(*,1) = equivalent plastic strain
STATE(*,2,3,4,5) = strain component 11,22,33,12
STATE(*,6,7, B) = E1 strain_component 11 22 12
STATE(*,9, 10 11) = P1 strain_component 11 22 12
STATE(*, 12 13 14) = damage,flaag,dt

A1l arrays dimensioned by (*) are not used in this algorithm

dimension props(nprops) density(nblock)
coordvp(nbloc
charLength(*), stra1nInc(nb1ock ndir+nshr),
relspinInc(*), t
stretchold(*), defgrado1d(*)
fieldold(*), stressold(nblock,ndir+nshr),
stateold(nblock,nstatev), enerIntern01d(nb1ock),
enerInelasold(nblock), tempNew(*
stretchNew(*), dngradNew(*) F1e1dNew(f
stressNew(nb1ock ndir+nshr), stateNew(nb1ock nstatev),
enerInternNew(nb]ock), enerInelasNew(nblock)

ROONOUIAWNE

character*80 cmname

double precision E, nu, yield, b, n, rplim,cll, c12,c33, mu,

1 sgrtwoThirds, a, tauc, dpdt,

2 plast, epsll, eps22, epsl2, epsell, epse22, epsel2

3 epspll, epsp22, epspl2, sll, s22, sl12, svme1 Rp

4 ol, dpl, cont, dR Ppl Pp2, Pp3, Pp, rr

5 Kkl Kk2, Kk31 E k, x, E11, E12, E33

6 depspll depspZZ depsplz damm, small smaZZ smalz
7 p0, pc, dlim, Fy, Fyp, sd RAu, fTaag, tauv, dtauv
parameter( zero = 0., = 1., two = 2., three = 3.,

1 third = one/three, ha1F , twoThirds = two/three,
2 threeHalfs = 1.5, plast1im=0.0000001 )
= props(1)

props(2)

props(3)

props(4)

props(5)

props(6)

props(7)

props(8)

props(9)

= props(10)

props(11)

E/ (1-nu*2)

cll * nu

cll * (1 -nu)

mu =E / (2%l + nu) )
sqrtwoThirds = sqrt( twoThirds )

do 100 i = 1,nblock

Page 1

V_Umat.f.txt
plast = stateold(i,1)

if (plastlim .ge. plast) plast=plastlim

epsll = state0ld(i,2) + straininc(i,1)
eps22 = stateold(i,3) + strainInc(i,2)
epsl2 = stateold(i,5) + strainiInc(i,4)

epsell = stateold(i,6) + strainInc(i,1)
epse22 = stateold(i,7) + straininc(i,2)
epsel2 = state0ld(i,8) + strainInc(i,4)

epspll = stateold(i,9)
epsp22 = stateold(i,10)
epspl2 = stateold(i,11)

damm = state0ld(i,12)
flaag = stateold(i,13)
small = (1-damm)*cll * epsell + (1l-damm)*cl2 * epse22
epsell + (1-damm)*cll * epse22
epsel2

sma22 = (1-damm)*c12
smal2 =

-

(1-damm)*c33

small/(1-damm)
sma22/(1-damm)
smal2/(1-damm)

svmel = sqrt( s11¥*2 + s22%#2 - s11%s22 + 3¥*s12%%*2 )
Rp = yield + b*(p1ast)**n

f ( svmel .ge. Rp) then

d
rrp=1.1%rplim
dpl=1.1*rplim

ontinu

f (abs(rrp) le. rplim) go to 30
ontinu

f (abs(dp1) .le. rplim) go to 30
ontinue

cont=cont+1

= yield + b*(q]ast+n1*sqrtonh1rds svmel)**n
dRp=b*n*(plast+D *sqrtonh1rds svmel)**(n-1)*
sqrtwoThirds*svmel
tauv = (yield/a)*Tog(1l/(1 - tauc*d
dtauv=(yield/a)*(tauc/(1-tauc* dpdtg)*(sqrtonh1rds *svmel/dt)

€ 0.25%(s11 + s22)**2 )/
(l+( E/(S*(l nu))*sqrt(l 5)*D1 ))**2
(0.75 * (s1 )**2 + 3%s12%%2 )/
u*sqrt(l.S)”D1)*
p3 = -( Rp + tauv )**2
Pp = Ppl +Pp2 +Pp3
rrp = sqrt(Ppl+Pp2) - sqrt(-Pp3)

= *( (S11 + s22)%%2 *(_E/(3*(1-nu))*
(1+( E/(3((% nu))*s%ri(l)SJ*El())/( (1-nu))*sqre(1.5)) )/

B g124%) Y
(1+2*mu ERERR S22)¥%2 4 3% s12%%2 )*2*mursqrt(1.5) )/

Kk31 Rp+tauv

Kk32 = dRp +
Kk = Kk1 + KkZ - Z *Kk31*Kk32
dp1=-Pp/Kk

Page 2
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30

V_umat.f.txt
D1=D1+dD1
dpdt=D1*sqrtwoThirds*svmel/dt

if (dpdt .ge. (1/tauc) ) t
D1=0. l"(D1 dpl) + 0. 9*dt/(sgrtonh1rds"svme1"tauc)
dpdt=D1*sqrtwoThirds*svmel

if (dpdt .ge. (1/tauc - 0.0000001) ) then
dpdt=1/tauc - 0.0000001
=dpdt*dt/(sqrtwoThirds*svmel)

a2 ¥
endif

go to 10
continue

x—sqrt(l 5)*D
E11l: ‘( 3*cll + 2"X*Ell**2 = 2%x*c12%%2 )/
HHQ K CLIFED - xFRQ K C12%*2 4 4*x*cll - 2%x*c12 + 3)
ElZ:( 3*Cl2 - x*C12¥%2 + x*cl1*%2)/
( x#*2 % cL1%%2 - x**Q * C12%%2 4 4*x*cll - 2*x*cl2 + 3)
E33=(3 * ¢33)/(3 + x¥c33)

s1ll = E11 * epsell + E12 * epse22
s22 = E12 * epsell + E11 * epse22
= E33 * epsel2

svm = sqrt( s11**2 + s22%*2 - s11*s22 + 3%s12%*2 )
plast = plast+ DT*sqrtonhirds*svm
StateNeW(1 1) = plast

depspll D1*sqrt(1.5)*(2*s11-s22)/3

depsp22 = D1*sqrt(1.5)*(2*s22-s11)/3
depsplz Dl*sqrt(1.5)*s12

stateNew(i,2) = epsll
stateNew(i,3) = eps22
stateNew(i,5) = epsl2

stateNew(i,6 epsell - depspll
stateNew(i,7)= epse22 - depsp22
stateNew(i,8)= epsel2 - depspl2

stateNew(i,9)= epspll + depspll
stateNew(i,10)= epsp22 + depsp22
stateNew(i,11)= epspl2 + depspl2
stateNew(i,14)= stepTime

depsell = straininc(i,1) - depspll
depse22 = strainInc(i,2) - depsp22
depsel2 = straininc(i,4) - depspl2

straininc(i,3)=-nu/(1-1 nu)*(depse11+depse22) (depspll+depsp22)
stateNew(i,4)=stateo1d(i,4) + strainInc(i,3)

stressNew(i,1)= s11*(1l-damm)
stressNew(i,2)= s22*(1-damm)
stressNew(i,3)= 0

stressNew(i,4)= s12*(1-damm)

sd = (sl11 + s22)/3
if (svm .eq. zero) then
Rnu=1

Page 3

V_umat. f.txt

Sn% = twoThirds*(1+nu) + 3*(1-2*nu)*(sd/svm)**2
en

else

Fyp=0.
Fy =( ( plast*Rnu - p0)/(pc - p0) )**3
if (Fy ge zero ) then
end]f
if (Fyp .ge. damm ) then
amm = Fyp
endif

if (damm .?e. dlim) then
damm = dlim

flaag =

endif
stateNew(i,12)= damm
stateNew(i,13)= flaag

stateNew(i,14)= dlim
else

stateNew(i,1) = plast

stateNew(i,2)

stateNew(i,3)
stateNew(i,5) = epsl2

stateNew(i,6)= epsell
stateNew(i,7)= epse22
stateNew(i,8)= epsel2

stateNew(i, 9) = epspll
stateNew(i, 1l
stateNew(i, 11)— epsplZ

stateNew(i,12)= damm

stateNew(i,14)= stepTime

depsell = strainInc(i,1)

depse22 = strainInc(i,2)

depsel2 = straininc(i,4)
straininc(i,3)=-nu/(1-nu)*(depsell+depse22)
stateNew(i,4) = stateold(i,4) + straininc(i,3)

small
sma22

stressNew(i,1
stressNew(i, 2.
stressNew(i, 3.
stressNew(i,4)= smal2

endif

) continue

return
end
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d=1

d=0

i

=0 LO X=4mm V(i)

Radius (mm)

)

0.2 0.4 0.6
X(mm)

.2 .4 X
[ 0. X(mm\(] 0.6

p81, Fig. 4.7 : Modele "statique” : configuration a rupture (quand d = d,.).

Coarse Mesh Fine Mesh

0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
Abscisse (mm) Abscisse (mm)

p88, Fig. 4.14 : Modele a taux d’endommagement limité : configuration a rupture.

KB——=
A B Kg——

X=0 Lo X=4mm V()

Radius (mm)

02 3 (rmm %4 . 0 0.2 0.4 0.6
X(mm)

p94, Fig. 5.1 : Modele d’épuisement plastique a taux limités - modélisation 1D :
configuration a rupture indépendante de la taille de maille.
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0.2182
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0.1091
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0.0546
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=

p126-127, Fig. 6.9-6.10 : Comparaison essais/simulations, ¢,,, images 1,2, 3 et 4.
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15-90°

limited

classical

p129, Fig. 6.12 : Eprouvette lisse, simulation - Modeles classique et a taux limité.

p130, Fig. 6.13 : Eprouvette lisse - Influence de 1'orientation du

Initiation Rupture

15-90°

VAVAVA

pl31, Fig. 6.14 : ABAQUS 2D : indépendance a la taille de maille.

maillage.

0.99
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15-90°

limited
t=0.1Tms -
classical

pl132, Fig. 6.16 : ABAQUS 2D : influence de 'orientation du maillage,
pré-localisation.

15-90°

limited
classical

t=0.18 ms

p133, Fig. 6.17 : ABAQUS 2D : influence de 'orientation du maillage, localisation.
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pl34, Fig. 6.19 : Eprouvette lisse, mode de rupture, bifurcation de mode.

Simulation

pl34, Fig. 6.20 : Comparaison essais/simulations, éprouvette lisse, chemin de
rupture.
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