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RESUME

Les équations de Kadomtsev-Petviashvili (KP) décrivent les ondes de faible amplitude
et de grande longueur se déplagant a la surface de ’eau, principalement dans la direction
Oz. Elles ont pour forme

Up + Uy + QUUL + S BUpgy + ’y&;luyy = O(Oc2 + 3%+ ’yz),

et sont appelées KP-1si s > 0 et KP-IIsi s < 0. Ici, a désigne le quotient entre 'amplitude
des ondes et la profondeur de ’eau, ( le carré du quotient entre la profondeur et la longueur
d’onde, v le carré du quotient entre les longueurs d’onde dans les deux directions du plan,
et 0, ' 'anti-dérivée. Quant a I'équation de Benjamin-Ono (BO), elle décrit de telles ondes
se déplacant a l'intérieur de 1’eau. Elle s’écrit

U + Uy + auty, — BH (Uyy) + ’yﬁgluyy = O(oz2 + 32 + 72),

ol, dans ce cas, « est le quotient entre 'amplitude des ondes et la profondeur des ondes,
[ le quotient entre cette profondeur et la longueur d’onde, et H la transformée de Hilbert
dans la direction Ox. En remarquant que u; +u, = O(a+ 3+ ), on trouve les équations
de type Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

Uy + Uy + QUUL — S By + vax_luyy = O(oz2 + 5%+ 72)
Uy + Uy + auty, + FH (uy) + 'y&;luyy = 0(042 + 5%+ 72).

Notre travail se divise en trois parties. Dans la premiére, on rappelle la modélisation des
différentes équations. On montre plus particuliérement comment les modéles asympto-
tiques BBM s’obtiennent & partir du principe fondamental de la dynamique. On compare
alors les solutions des équations de KP, respectivement de BO, avec les solutions des
équations de type BBM.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a certaines propriétés qualitatives des équations
généralisées de type BBM. Des résultats de prolongement en temps des bornes sur les
normes de Sobolev, de décroissance en temps et de prolongement unique des solutions,
sont établis.

Enfin, on termine avec une étude numérique des solutions des équations KP généralisées
en dimension 3 d’espace. Dans cette derniére partie, en collaboration avec F. Hamidouche
et S. Mefire, on inspecte numériquement les phénomeénes de dispersion, d’explosion en
temps fini, de comportement solitonique et d’instabilité transversale.

Mots clés : équations de KP, BO, BBM, modélisation, comparaison, bornes en grand
temps, décroissance en temps, prolongement unique, méthode spectrale, méthode de re-
laxation, méthode d’Adams, dispersion, explosion en temps fini, instabilité transversale.

Classification Mathématique : 35B05, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,
65M99, 76B03, 76B15, 76B55






ABSTRACT

The Kadomtsev-Petviashvili equations (KP) describe the small amplitude long waves
moving at the surface of the water, mainly in the z—direction. They are written under
the form

Up + Uy + QUL + S Bygy + 70, 1y, = O(a® + 5% +77),

called KP-I if s > 0 and KP-II if s < 0. Here, a denotes the quotient between the
amplitude of the waves and the depth of the water, 5 the square of the quotient between
the depth and the wavelength, ~ the square of quotient between the wavelengths in the
two directions of the plan, and J;! the anti-derivative. Concerning the Benjamin-Ono
equation (BO), it describe such waves moving inside the water, and is written

U + Uy + quty — BH (Ugy) + 70, uy, = O(a® + 32 +77),

where, in this case, a is the quotient between the amplitude of the waves and the depth
of the waves,  the quotient between this depth and the wavelength, and H the Hilbert
transform in the z—direction. By noticing that u; + u, = O(a + [ + 7), we find the
equations of Benjamin-Bona-Mahony type (BBM)

Uy + Uy + QUUL — S BUga + vagluyy = O(oz2 + 5%+ 72)
g + Uy + auuy, + GH (ugy) + vax_luyy = O(oz2 + 5%+ 72).

Our work is subdivided in three parts. In the first part, we recall the modelling of the
different equations. We show more particularly how the asymptotic BBM models are ob-
tained from the fundamental principle of dynamics. We compare then the solutions of the
KP equations, respectively of the BO one, with the solutions of the equations of BBM
type.

In the second part, we are interested in some qualitative properties of the generalized equa-
tions of BBM type. Some results of continuation in time of bounds on Sobolev norms,
decay in time and unique continuation of the solutions, are established.

Finally, we conclude with a numerical study of the solutions of the generalized KP equa-
tions in space dimension 3. In this last part, in collaboration with F. Hamidouche and
S. Mefire, we inspect numerically the phenomena of dispersion, blow-up in finite time,
solitonic behaviour and transverse instability.

Keywords : equations of KP, BO, BBM, modelling, comparison, bounds in long time,
decay in time, unique continuation, spectral method, relaxation method, Adams method,
dispersion, blow-up in finite time, transverse instability.

Mathematics Classification : 35B05, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,
65M99, 76B03, 76B15, 76B55
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INTRODUCTION

La propagation des ondes unidirectionnelles de faible amplitude et de grande longueur
(par rapport a la profondeur) se déplagant de gauche a droite a la surface d’un canal est
modélisée en dimension 1 d’espace par ’équation de Korteweg-de Vries (KdV) [KdV95]

Uy + Uy + QUL + BUpee = O(a? + 57, (0.1)

ou u est la surface libre, a le quotient entre ’amplitude des ondes et la profondeur de
I’eau, et (3 le carré du quotient entre la profondeur et la longueur d’onde. En remarquant
que (formellement) u;+u, = O(a+ (), Benjamin, Bona et Mahony [BBM72] ont introduit
avec l'idée de remplacer le troisiéme terme de (0.1) une nouvelle équation, dite BBM,

Up + Uy + ULy — BUpe = O(a® + 7). (0.2)

L’équation (0.2) est censée étre plus “réguliére” que (0.1). Commengons par comparer les
relations de dispersion de ces deux équations. Pour cela, on considére une solution de
I'équation linéaire lite & KAV de la forme e™! =% ou w désigne la pulsation, k le nombre
d’ondes, inversement proportionnel a la longueur d’onde, et on remarque que les quantités
w et k vérifient la relation de dispersion suivante :

w=k— [k
D’autre part, en ce qui concerne 1’équation BBM, la relation de dispersion s’écrit

Lk
1+ Bk

et pour k petit, un développement limité donne w = k — 8k + O(k%) et les deux premiers
termes sont égaux a ceux de la relation de dispersion de KdV. Autrement dit, pour des
ondes de longueur grande, ce qui est convenable sachant que ces équations sont des modéles
décrivant de telles ondes, la relation de dispersion de I’équation KdV est trés proche de
celle de I’équation BBM. L’intérét d’étudier ’équation BBM, comparativement a 1’étude
de I'équation KdV, est d’autant plus grand que ces deux équations modélisent le méme
phénoméne physique.

On se propose d’étudier dans cette thése les modéeles BBM des équations de Benjamin-
Ono (BO) [Ben67, DA6G7, Ono75| et Kadomtsev-Petviashvili (KP) [KP70]. Les équations
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KP généralisent ’équation KdV en dimension 2 d’espace (ondes bidimensionnelles avec
faible perturbation transversale). Plus précisement, elles décrivent les ondes de faible
amplitude et de grande longueur se déplacant a la surface de 1’eau, principalement dans
la direction Ox de la gauche vers la droite. Elles ont pour forme

Up + Uy + QUUG + 8 Blgry + 7O, 'y, = O(a® + 5% +77), (0.3)
ou v désigne le carré du quotient entre les longueurs d’onde dans les deux directions du

a(k, 1)

plan, 9! I'anti-dérivée définie par 0; 1w (k1) := . Ces équations sont appelées KP-I
sis =—1et KP-II si s =1, avec s lié a la tension de surface.

Quant a I’équation BO, elle décrit de telles ondes se déplacant dans une direction entre
deux fluides de masses volumiques distinctes, dont un fluide est de profondeur infinie. Dans
une certaine mesure, cette équation peut étre considérée comme un modéle de propagation

de ce type d’ondes a l'intérieur de I'eau. Elle s’écrit
Up + Uy + auty — B H(ug) + 70wy, = O(a® + 5% ++7),

ou ici u est la surface libre séparant les deux fluides, a le quotient entre 'amplitude
des ondes et la profondeur du premier fluide, S le quotient entre cette profondeur et
lil\ongueur d’onde, et H la transformée de Hilbert dans la direction Ox, définie par
H(u) (k,1) == —isgn(k)u(k,l)..

Notre travail se divise en trois parties principales. Dans la premiére, on obtient, a
partir de ’équation d’Euler irrotationnel incompressible homogeéne, les équations de type
BBM en dimension 2 d’espace. On y compare ensuite les solutions des équations KP, res-
pectivement celles de ’équation BO, avec leurs homologues BBM. Dans la seconde partie,
on s’intéresse a quelques propriétés qualitatives des équations de type BBM, on y étudie
le prolongement en temps des normes de Sobolev, une propriété de prolongement unique
et la vitesse de décroissance en temps des solutions correspondantes. Enfin, dans une der-
niére partie, le comportement numérique des solutions des équations KP généralisées en
dimension 3 d’espace, sera investigué.

Dans la suite de cette introduction, on décrit les résultats obtenus et qui seront déve-
loppés dans les différents chapitres.

1. Modélisation et Comparaison des modéles

Nous rappelons la modélisation des équations et vérifions que les versions BBM de ces
équations s’obtiennent par une analyse asymptotique a partir du principe fondamental de
la dynamique.

1.1. Modéles d’ondes de surface

On considére un flux irrotationnel d’un fluide parfait incompressible homogéne. On
suppose de plus que le fond est plat (voir Fig. 1) .
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u(x, y, t)

Fi1G. 1 — Surface du fluide

Il existe une fonction potentiel de vitesse ¢ et une fonction u décrivant la surface libre
qui vérifient :

szz‘i‘gpyy_'_(pzz = 0 Si—h<Z<U(l’,y,t), (04)

1
e+ 5 (05 + oy + 02) + gu

2
T uaa (1 + up) 4 uyy (1 + 43) — 2usyusuy
_ = = 0 si = t 0.5
00 (1 +U§ _'_u§>3/2 Sz U(l‘,y, ) ) ( )
U+ Uy + pyuy —@, = 0 si z=u(z,y,t), (0.6)
v, = 0 si z=—h, (0.7)

oll pg > 0 désigne la masse volumique, supposée constante, et 7' > 0 la tension de surface.
Ces équations sont appelées respectivement équation de Laplace (déduite de 'incom-
pressibilité), équation d’Euler homogéne avec tension de surface (équivaut au principe
fondamental de la dynamique), condition cinématique a la surface (la vitesse est tangente
a la surface), et enfin condition de non-pénétration dans le fond.

On suppose alors que I'amplitude des ondes a est négligeable par rapport a la profon-
deur h et que cette profondeur h est elle méme négligeable par rapport a k la longueur
d’onde dans la direction Ox, c’est a dire que 'on s’intéresse aux ondes de faible ampli-
tude et de grande longueur par rapport a la profondeur. Mais on suppose aussi que £ la
longueur d’onde dans la direction Oz est négligeable par rapport a [ la longueur d’onde
dans la direction Oy, c’est a dire que ’écoulement se fait principalement dans la direction
Ox.

On adimensionne les équations précédentes. Pour cela, on suppose que, pour ¢ = \/ﬁ la
vitesse caractéristique des ondes, les fonctions ¢ et u s’écrivent

_ gka_zy 2z ¢
gp(xvyvzat) - c (p(k:7l’h+1’ k}t)’
u(z,y,t) = aﬂ(%, %, %t),
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ot ¢ et u sont des profils. Ce changement de fonctions est important, il nous permet
de sélectionner parmis toutes les ondes modélisées par I’équation d’Euler celles de faible
amplitude et de grande longueur. Ensuite, on cherche une solution de 1’équation de La-
place (0.4) sous la condition (0.7) comme série de la forme (par abus, les tildes ont été
supprimés) :

P,y 2,0) =D fulw,y,t)2". (0.8)
n=0

On remplace alors cette solution dans les équations (0.5)-(0.6), puis en exprimant ¢ en
fonction de u par une analyse asymptotique et considérant que l'onde se déplace de la
gauche vers la droite dans la direction Oz, on trouve les équations KP

3 1.1
Uy + Uy + o Qi + §(§ — 0)BUysr + %Egluyy =0(a® + 3 ++7),
appelées KP-Isi 0 > 1/3, KP-II si ¢ < 1/3, ot ¢ > 0 désigne le nombre de Bond lié a la

tension de surface. Comme u; = —u, + O(a+ [+ ), on déduit de I’équation précédente
les équations KP-BBM

1.1
Uy + Uy + 5 Utz = §(§ — ) BUget + %leuyy =0(a® + 3 +77),
appelées KP-BBM-Isi 0 > 1/3 et KP-BBM-II si o < 1/3. Ce probléme est mal posé dans
L*(R?) si 0 > 1/3, en effet on peut écrire 'équation précédente

1 3
(1 — é(— —0) 62> Up = —Up — 5 O WUy — %@E_luyy,

et Popérateur (1 -+ cd?), pour ¢ > 0, n'est pas inversible sur L?(R?), car, pour toute
fonction u de L*(R?), on a

(1 + Cai) u(z,y) = F* ((1 - ck‘Q)]:u) (x,y),

et (1 — ck?) s’annule si ¢ > 0, o F représente la transformée de Fourier. Le seul modéle
physiquement raisonnable est donc celui déterminé par KP-BBM-II.

Une fois ce travail de modélisation effectué, et aprés avoir remarqué que les équations de
type II décrivent des modéles avec une faible tension de surface, on compare les solutions
des équations KP-II et KP-BBM-II lorsque «, 3 et v sont égaux. On reprend alors la
méthode introduite dans I’article de Bona, Pritchard et Scott [BPS83|. Ils y comparent
les solutions d’ondes longues en dimension 1, a savoir les solutions des équations KdV et
BBM :

Théoréme 0.1 /BPS83]
Soient m > 1, et f € H™(R). Soit a > 0 et soient u et v respectivement ['unique
solution de KdV

U + Uy + @ UU, + A Ugyr = 0,

et de BBM
U + Up + @ UUL — QA Ugyy = 0,
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dans C([0, 00[; H™*(R)), sous la condition initiale uli—g = v|—o = f. Alors, il eriste
ag > 0, et pour 0 <1< m —1, une constante M; > 0, telle que si 0 < a < ag, et pour
0<t<al, on ait

[|0u(.,t) — OLv(.,t)||p~ < Mia®t.

Remarquons que les résultats d’existence et d’unicité pour KdV et BBM au niveau de la

régularité considérée dans le théoréme précédent sont assurés par des théorémes classiques.
On note X™(R?) I’ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9;'f soit dans
H™(R?), muni de la norme

_ 1/2
[l = (1115 + 110 A1)
Les solutions des équations KP-IT et KP-BBM-II vérifient :

Théoréme 0.2 (voir théoréme 1.14, [Mam07])
Soient m > 2, et f € X™(R?). Soit o > 0 et soient u et v respectivement ['unique
solution de KP-II

U + Uy + QUUL + QUyyy + a@;luyy =0,

et de KP-BBM-I1
Up + Uy + QUUE — QUggy + &a;luyy =0,

Ozil

Cm+5‘f|m+5
V|imo = f. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 <i+j < m —2, une
constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|,15, telle que si 0 < a < ag, et pour
[t| < T, on ait

dans C ([T, T]; H™(R?)), avec T := , sous la condition initiale u|,—y =

0L (., ., 1) — OLDTv(., ., t)| |1 < Ny [t]'/2

De plus, notre résultat se généralise au cas périodique.

Rappelons aussi que méme ’existence globale de la solution de I'équation KP-II est
assurée par Bourgain [Bou93c| et celle de la solution de I’équation KP-BBM-II est elle
assurée par Saut et Tzvetkov [STO04].

Ce premier chapitre fait 'objet de I'article [Mam07|, paru dans Mathematical Model-
ling and Numerical Analysis.

1.2. Modéles d’ondes internes

Dans le méme ordre d’idée, on trouve en utilisant la méthode de Matsuno [Mat98,
PLS03], a partir de ’équation d’Euler, un modéle en dimension 2 modélisant la surface
séparant deux fluides de densités distinctes p; et ps (voir Fig. 2).
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~O

u(x, y, t)

No

-ht

F1a. 2 — Interface entre deux fluides

Ainsi, on obtient 'équation de Benjamin-Ono-2D (2D-BO)
U + Uy + quuy — BH (ugy) + 70, 'uy, =0, (0.9)

oll ici «v est le quotient entre 'amplitude des ondes et la profondeur du premier fluide, (3
le quotient entre cette profondeur et la longueur d’onde, et H la transformée de Hilbert
dans la direction Oz. On voit alors que de la méme maniére que ’on passe de I’équation

de KdV a celle de BBM, on obtient une nouvelle équations régularisée, appelée Benjamin-
Ono-BBM-2D (2D-BO-BBM), a savoir

U + Uy + v, + BH (vg) + ’y&;lvyy = 0 (0.10)

Si on suppose que o = (3 = ~, alors de la méme maniére que pour les équations KP et
apres avoir établi I'existence et I'unicité locale de solutions du probléme de Cauchy, on
prouve :

Théoréme 0.3 (voir théoréme 2.5)

Soient m > 2, et f € X™3(R?). Soit a > 0 et soient u et v respectivement ['unique
solution de 2D-BO et de 2D-BO-BBM dans C([—a Ty, a™'Tp|; H™3(R?)), avec Ty =
1

Crnt| flints
0<i+j<m-—2, une constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|ns, telle que si
0<a<ag, et pour|t| < a 'Ty, on ait

OLD%ul., ., t) — Dodlv(., )| < N ;@[] 2.

, de méme donnée initiale. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels

Ce chapitre ne fera pas I’objet d’une publication.

2. Etudes qualitatives des solutions

Dans la seconde partie de cette thése, on s’intéresse a quelques phénoménes particuliers
des équations de type BBM, a savoir le prolongement en temps des bornes sur les normes
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de Sobolev, une propriété de prolongement unique et la vitesse de décroissance en temps
des solutions correspondantes.

2.1. Prolongement en temps des bornes des normes de Sobolev des solutions

On considére I’équation BO-BBM
Uy + Uy + @ uug + G H(ug) = 0.

On montre I'existence globale de solution dans HJ*(T), s > 1/2, par la méthode de Brézis
et Gallouet [BG80|, ou HJ"*(T) est I’ensemble des fonctions H™(T) de moyenne nulle. En
multipliant cette équation par u et en intégrant en espace, la norme de Sobolev ||u(.,t)]1 /2
est conservée pour tout temps. Autrement dit, si u est solution de I’équation BO-BBM
alors pour tout ¢t € R

(., t)[]2 = [Ju(.,0)|]1/2-

La question que ’on se pose est de savoir ce qu’il en est des autres normes HJ*(T) pour m >
1/2. Le fait que le probléme de Cauchy soit localement bien posé implique que, pour 0 <
a, 0 < 1etm>1/2, il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0, dépendant uniquement

de m, telles que, si la donnée initiale satisfait ||f||,, < e, alors pour [t| < Cye™?

é, la
«
solution u satisfait

||U(, 7t)||m S 01 E.

On se demande si cette borne est vraie plus longtemps. On reprend la méthode introduite
par Tzvetkov [Tzv04|, consistant & réécrire I’équation BO-BBM sous forme normale

v + L(v) = F(v),

ou L est un opérateur linéaire et F' un opérateur multilinéaire d’ordre strictement plus
grand que 2, dans le but d’améliorer la nature quadratique de la non-linéarité de I’équation
BO-BBM. Ici F' est un opérateur trilinéaire. On montre alors :

Théoréme 0.4 (voir théoréme 3.2)
2

Soient 0 < a,3 < 1 et m > 1/2. 1l existe 0 < gy < B—, Cy > 0 et Cy > 0 telles que
Q

si f e HT) avec ||fllm < €, pour e €]0,e0[, alors l'unique solution u du probleme

de Cauchy associé a l’équation périodique BO-BBM de donnée initiale f, satisfait pour

u(., O)]|m < Che. (0.11)

2
|t| S 02 (5_1§) )
(6%
2

La contrainte de petitesse sur £y ne dépend pas de « et 5 lorsque — > 1. On remarque
2 Q@

aussi que le fait de choisir ¢y de telle sorte que ¢ < —, avec 0 < € < g, implique que le
Q@

2

temps prolongé (51—) est plus long que celui trouvé par le résultat d’existence locale
a

571@

(%
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Fixons oo = 1. Lorsque 3 tend vers zéro, le temps de persistance de la borne (0.11) donné
par le théoréme 0.5 tend aussi vers zéro. Cela n’est pas surprenant car la limite formelle,
lorsque [ tend vers zéro, de ’équation BO-BBM est celle de Burgers

U + Uy + uu, =0,

pour laquelle le temps d’existence du probléme de Cauchy associé a cette équation, pour
une donnée initiale de taille €, est d’ordre e~! et ce temps est maximal.

D’autre part, dans ce chapitre, on donne une formulation du résultat de [Tzv04] en
présence des paramétres physiques «, (3, et 7. On considére donc I’équation KP-II

U + Uy + UU, + Bux:m + ’ya;luyy = 0.

Cette équation est globalement bien posée dans HJ'(T?), avec m > 0, et T? le tore de
dimension 2 [Bou93c|. On remarque en multipliant cette équation par u et en intégrant en
espace, que la masse définie par ||u(.,.,t)||z2 est conservée pour tout temps. On montre
alors pour les normes H{"(T?), m > 1, le résultat suivant :

Théoréme 0.5 (voir théoréme 3.18)
Soient 0 < o, 3,7y <1 et s> 1. Il existe 0 < gy < é, C1 >0 et Cy >0 telles que st f €
Q@

HM(T?) avec ||f||m < &, pour £ €]0,0[, alors l'unique solution u du probleme de Cauchy
2

VB
a ?

associé a l'équation périodique KP de donnée initiale f, satisfait pour |t| < Cy (5
||U(, ) t)Hm S 018.

2.2. Propriété de prolongement unique

Une étude d’une propriété de prolongement unique est ensuite étudiée. On essaie
de répondre a la question suivante : si la solution v du probléme de Cauchy associé a
I’équation KP-BBM-II

Up + Uy + QUUE — Byt + 'Yam_luyy =0,

est & support compact pour tout temps, alors cette solution est-elle identiquement nulle ?
Une réponse concernant 1’équation KdV fut donnée par Saut et Scheurer [SS87|, en uti-
lisant la méthode de Carleman |[Car33|. Panthee [Pan04, Pan05| prouva cette propriété
de prolongement unique pour I'équation de KP-II par I'intermédiaire de la méthode de
Bourgain [Bou97] basée sur des estimations de fonction entiére. Grace au théoréme de
Paley-Wiener, la fonction entiére est ici donnée par un prolongement analytique de la
transformée de Fourier en espace de la formule de Duhamel. Mais il n’est pas encore clair
que la méthode de Bourgain s’étende a ’équation KP-BBM-II. En effet la méthode de
Bourgain nécessite de prouver que pour tout R > 0, il existe (k,1) € R? avec |k|+|l| > R
tel que

0Lk D] 2 £ D], with | Tim [F(k, )] = + o0, (0.12)
+|l|—o0
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ou L est le symbole de I’évolution linéaire. Pour les équations KP, le symbole de la relation
de dispersion est donnée par L(k,1) = k — sk + ~i?/k, d’ou

12

=k

Si s = 1, la condition 0.12 est satisfaite, avec f(k,1) = |k|+|l| [Pan05]. Si s = —1, i.e. pour
I'équation KP-I, il existe (k,l) grand (I ~ k?) tel que Oy L(k,l) s’annule, et la méthode
introduite par Bourgain ne s’applique plus.

OL(k,1) =1~ 3s0k* — v

k+~?/k

De méme, I’évolution linéaire est donnée pour I’équation KP-BBM-II par L(k,[) = TW’

d’ou
(1 — Bk?)k* — ~I(1 + 36k?)
k2(1 + (k?)? '
Or, pour k et [ grands, 0y L(k,1) peut devenir trés petit si |I| < |k].
Ici, pour résoudre le probléme lié a I'équation KP-BBM-II, on s’inspire alors d'une mé-
thode introduite par Constantin [Con05| basée sur des intégrations par partie.

Théoréme 0.6 (voir théoréme 4.8)
Soit m > 2 et u € C([-T,T]; X™(R?)) solution du probleme de Cauchy associé o l’équa-

D-C
tion KP-BBM-II. Supposons qu’il existe 0 < B < +o0 et C' > D dans R, avec g <m,

VB

OpL(k,1) =

tels que pour tout t € [=T,T)
Alors u est identiquement nulle.

Au début du chapitre, on rappelle la méthode de Bourgain dans le contexte de I’équation
d’Airy.

2.3. Décroissance en temps des solutions

Une généralisation mathématique des équations de KP-BBM-II consiste a considérer
les équations gkKP-BBM-II

-1
U + Uy + U Uy — Uy + Of Uy = 0,

ol p > 1 est un entier naturel. On étudie dans ce chapitre la vitesse de dispersion des
solutions de cette équation pour une donnée initiale petite en fonction de la non-linéarité
p. Le fait que 'on considére des données petites mais dans un contexte non-périodique
ne nous permet pas d’employer la méthode des formes normales vue précédemment pour
étudier les bornes H® des solutions. Néanmoins, dans le cas continu, on peut exploiter
les propriétés de dispersion de I’évolution libre, ces propriétés étant fausses dans le cas
périodique.

Pour 1 < p < 2 et (mg,my) € R? on note Xm0 P(R?) = H™(R?) N W™ P(R?)
I’espace des fonctions f telles que la norme

1l xmomio = [|f]|zmo + [|f]lwmaw

soit finie. Notre résultat s’écrit alors :
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Théoréme 0.7 (voir théoréme 5.21, [Mam08§])
8

1

Soit p>3. Pour 0 < § < — — —

oit p > our 5~ Top
tel Ll o<l 1

els que —+—-=1c¢e¢ - < .

P q q 2 3p(1-50)

4
Alors il existe e > 0 petit pour que pour tout f € X*™HT 5P (R2) telle que || f| |X2m+1’7*%”’ <e,

,onposem:%—z Choisissons 1 <p <2 et q> 2

il existe une unique solution globale en temps u € C (R; X2m+1’77%’p(R2)> de [’équation

gKP-BBM-II de donnée initiale f.
De plus cette solution vérifie qu’il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de
m, p et € telle que pour tout tempst € R, on a

e oy )l + ety o )l e < Ce(1+ ]t) 2+ 2)(0-0)

Notons que ce théoréme fournit aussi un résultat d’existence globale de solutions.
Rappelons que, pour les équations KP généralisées

-1
Up + Uy + U UL + Uy + Of Uy =0,

Hayashi, Naumkin et Saut [HNS99] ont montré que pour p > 2, le taux de décroissance
des solutions de ces équations est essentiellement d’ordre 1.
D’autre part, concernant I’équation généraliste gBO-BBM

g + Uy + uPuy + H(ug) =0,
on montre de la méme facon :

Théoréme 0.8 (voir théoréme 5.12, [Mam08§])
8

SoithB.Pour0<(5<§—9—,0nposem:%—1.C’hoisissonsl<p<26tq>2
tel 1+1 1 tO<1<1 i
els que —+—-=1c¢e — e

P oq q 2 3p(1-30)

Alors il existe e > 0 petit pour que pour tout [ € XmHA*%’p(]R) telle que ||f||Xm+1,4—%,p <e,

il existe une unique solution globale en temps u € C (R; XmHA*%’p(R)) de [’équation

gBO-BBM de donnée initiale f.
De plus cette solution vérifie qu’il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de
m, p et € telle que pour tout tempst € R, on a

2

Nl t)|[ 20 + [Jta (e 8)| 20 < Ce(1 + |t (T2 E)(=3)

Que ce soit pour I'équation gBO-BBM ou 'équation gkKP-BBM-II, on utilise la méthode
de Strauss [Str74] pour prouver cette décroissance en temps. Pour 7' > 0, elle consiste
a choisir une norme Np, qui dépend a prior: du temps, telle que, pour une solution de
I’équation, toutes les dérivées agissent comme un terme linéaire et sont incluses dans une
norme de Sobolev d’ordre suffisamment élevé et telle que la puissance p soit liée a la
décroissance en temps.

Le chapitre 5 nous donnera les détails de I’article [MamO08| paru dans Communications
on Pure and Applied Analysis.
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3. Etude numérique 3D

Cette derniére partie, en collaboration avec F. Hamidouche et S.M. Mefire, est consa-
crée a ’étude numérique des solutions des équations de Kadomtsev-Petviashvili générali-
sées en dimension 3 d’espace. Un article en préparation en est issu.

L’approche de Kadomtsev et Petviashvili [KP70| pour introduire I’équation (0.3) a
partir de KdV (0.1) peut étre étendue a la dimension 3. On obtient de cette fagon les
équations 3D-KP :

Uy + UPUL + Uy + a0, Uy, + 00w, = 0, (0.13)

olt p > 1, et les constantes a et b sont normalisées a +1.

L’existence, aussi bien que la non-existence, d’ondes solitaires sont prouvées dans
[dBS97a, dBS97b| et Saut établit dans [Sau95| un résultat d’explosion en temps fini a
I'égard de (0.13) pour a = b = —1 et p > 2. Liu [Liu02] étend ce résultat et prouve que,
lorsque la solution de (0.13), pour a = b = —1 et 1 < p < 4/3, est initialement proche
d’une onde solitaire instable, alors cette solution explose en temps fini. Il n’y a pas encore
d’autre résultat théorique sur ces questions, notamment danslescasa =b =1et ab = —1.
Il devient alors intéressant d’étudier numériquement les solutions de (0.13) dans ces divers
contextes. Le but de cette partie ne consiste pas uniquement a inspecter numériquement
quelques propriétés théoriques déja prouvés, mais surtout d’investiguer des aspects non
encore établis comme l’explosion en temps fini, la dispersion, le comportement solitonique
et 'instabilité transversale.

3.1. Comportement en temps long de données localisées

On étudie la propagation de la solution du probléme de Cauchy associé a (0.13) de
donnée initiale

Uo(x, Y, 2) = 06(1 — 281’2) e75(12+y2+z2) ’

ou a, s € R7. Cette étude nous donne quelques idées de validité de I'explosion en temps
fini dans le contexte de [Sau95|. Typiquement, les observations numériques nous aménent
a penser que leffet de deux directions transversales négatives (a = b = —1) est bien moins
régularisant que 'effet engendré par les autres choix de directions transversales. En effet,
la solution discréte correspondant au cas a = b = —1 explose en temps fini dés p = 2,
alors que celle correspondant & a = b =1, ab = —1, explose en temps fini quand p = 3.

3.2. Instabilité transversale dans les directions Oy et Oz

Par abus, on parle d’instabilité de la solution au lieu d’instabilité orbitale de I'onde
solitaire comparativement a cette solution.

On étend a la dimension 3 le travail de Hamidouche [HamO1]. On observe une forme
plus forte d’instabilité dans le sens ot I’évolution des solutions de 3D-KP, proche initia-
lement d’une onde solitaire, conduit a une explosion en temps fini.

On étudie I'instabilité dans les deux directions transversales Oy et Oz en associant a
(0.13) comme donnée initiale

Uo(% Y, Z) = q)c(y,z)(xv 0),
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2 2
ou c(y,z) =c (1 + € cos (% + ;TZ)), est une perturbation infinitésimale dans les di-

rections Oy et Oz, avec € > 0 fixé petit, de la vitesse du line-soliton définie par

D(z,t) = (—(p i 1)2(/) +2) c) v sech?/? (%ﬁ (z — ct)) .

Lorsque p = 1,2 et a = b = —1, respectivement p = 2 et ab = —1, on observe
numériquement que pour une longueur d’onde A, ou A, ni trop petite et ni trop grande,
la solution discréte de 3D-KP avec une telle donnée initiale explose en temps fini (en
particulier le line-soliton est instable sous le flot de (0.13)). Ces observations nous ménent
a la conjecture suivante :

Conjecture 0.9

Soient p > 1 et a = b = —1, respectivement p > 2 et ab = —1. Alors il existe deux
longueurs d’onde critiques 0 < AL < N2, dépendant uniquement de c, telles que la solution
de 3D-KP, avec pour donnée initiale ug, explose en temps fini si AL < A\, < A2 ou A} <
A < A2

L’existence de la valeur critique A\! signifie que la solution de 3D-KP, avec une large
perturbation du line-soliton pour donnée initiale, explose en temps fini, celle de A\? traduit
le fait que la limite formelle, lorsque A, et A, tendent vers I'infini, du line-soliton perturbé
est celui de KAV de vitesse ¢(1+¢), celui-ci étant stable [Ben72]. Ces observations étaient
prévisibles connaissant celles obtenues pour KP-I.

Une autre observation intéressante est faite lorsque p =1 et a = 1,b = —1, a savoir
lorsque I’équation 3D-KP est formée de KP-II et en addition d’une direction transversale
négative, la solution discréte correspondante explose en temps fini si la longueur d’onde
dans la direction transversale négative (ici A,) est suffisamment forte par rapport a celle
dans la direction transversale positive, bien que KP-II n’admette pas de solution instable.
De maniére symétrique, la méme observation est notée pour a = —1,b = 1. Plus précise-
ment, on peut formuler :

Conjecture 0.10

Soient p = 1 et a = 1, b = —1, respectivement a = —1, b = 1. Alors il existe deux
longueurs d’onde critiques 0 < AL < N2, dépendant uniquement de c, telles que la solution
de 3D-KP, avec pour donnée initiale ug, explose en temps fini si AL < X, < A2, Ay < Al
ou Ay > A2, respectivement AL < A\, < N2, A, <AL ou A, > A\

3.3. Instabilité transversale dans la direction Oz

Pour le cas spécial p = 1 avec a = —1, on étudie l'instabilité transversale dans la
direction Oz lorsque I'on associe a (0.13) la donnée initiale

Uo(xa Y, 2) = wC(z)(xa Y, 0)7

ou ¢(z) =c (1 + € cos est une légére perturbation dans la direction Oz, avec

z
e > 0 fixé petit, de la vitesse du soliton de Zaitsev. Celui-ci est défini par

1 — B eosh(ax — Qt) cos(dy)

be(w,y,t) = 120 (cosh(ax — Qt) — Bcos(dy))?’
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02 — 3at Q- 52 +at
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Il dérive des expériences numériques que la longueur d’onde A, caractérise I'instabilité
du soliton de Zaitsev par perturbations transversales. Plus précisément, pour b = —1, il
existe deux longueurs d’onde critiques 0 < Al < A2, dépendant uniquement de c, telles
que la solution de (0.13) avec donnée initiale ug explose (et par conséquent le soliton de
Zaitsev est instable sous le flot de (0.13)) si Al < A, < A2

On aura notamment remarqué que toutes les instabilités, que ce soit dans le cas d’'une
perturbation dans deux directions transversales, aussi bien que dans celui d’'une pertur-
bation dans une seule direction transversale, sont diles & une explosion en temps fini.

Q
C3at <6 et c=—.

avec (§ =

4. Conclusions et Perspectives

4.1. Il sera intéressant de généraliser notre travail a des modéles physiquement plus rai-
sonnables, prenant par exemple en compte la force de Coriolis [Ost78], ou encore des
modéles d’ondes internes n’imposant pas une profondeur infinie [BLS|.

4.2. Modélisation et Comparaison

Lors de la modélisation, on remarque que partant de I’équation d’Euler en dimension
3 d’espace, la résolution de ’équation de Laplace (0.4) sous la condition (0.7) comme série
de la forme

90(1.7 Y, z, t) = Z fn(xa Y, t)Zna
n=0

nous permet de trouver les équations KP en dimension 2 d’espace. De méme, de I'équation
d’Euler en dimension 2 découle I’équation KdV en dimension 1. Il est alors naturel de se
demander si les équations KP en dimension 3 s’obtiennent a partir du principe fondamen-
tal de la dynamique, via une analyse asymptotique, et de ce que représente la seconde
direction transversale Oz. Il faut alors envisager un autre changement de variables ou
penser a un autre phénoméne physique.

Lorsque 1'on compare les solutions des équations KP-II et KP-BBM-II avec méme
donnée initiale de norme 1, on remarque qu’elles sont proches pour un temps d’ordre
a~!. Les simulations numériques et I’étude des équations linéaires nous laissent croire que
ce temps peut étre plus long. La borne en temps a2, déduite des problémes linéaires,
semblent, étre une borne limite.

Autre remarque intéressante, le passage de KP a sa version BBM peut étre réappliqué,
de la sorte que ’on obtienne une troisiéme équation de type KP [Kru75]

Uy + Uy + QU + Py + ’Ya:;luyy =0.

Il est tentant de vouloir comparer les solutions de cette derniére équation avec celles de
KP-IT et KP-BBM-II. Bona et Chen [BC99| montre en dimension 1 un résultat similaire,
a celui obtenu pour KdV et BBM, de comparaison des solutions pour un temps maximum
de comparaison d’ordre a~'/2. Dans le cas de la dimension 2, le temps de comparaison
peut devenir d’ordre «, ce qui est bien trop court pour comparer les solutions.
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4.3. Prolongement en temps des bornes des normes de Sobolev des solutions

La encore, rien ne dit que la borne en temps, obtenue par la méthode des formes
normales, est optimale. De plus, dans le cas de I’équation KP, la preuve nécessite d’imposer
une régularité d’ordre s > 1, et on peut se demander ce qui se passe pour une régularité
plus faible.

D’autre part, cette méthode ne s’applique pas au cas de ’équation KP-BBM-II. Si on
k+qk
note pour (k1) € Z%, o(k,l) = 2'1 n g];, alors pour (k,1) et (ky,l;) dans Z?, avec k # 0,
k1 # 0 et k # k1, le symbole o de la relation de dispersion vérifie

o(k, b)) + ok — kil — 1) — o(k, )| = | B3+ Bk} — kki + k?)) + R|

y |kt (k — k1))
(1+ BR2)(1+ SR (1 + Bk — k1)?)’

ou R = R(k,ky,l, 11,7, ). Pour appliquer la méthode des formes normales, il faut que
cette égalité ne s’annule pas, ce qui n’est pas le cas ici.

4.4. Propriété de prolongement unique

Concernant la propriété de prolongement unique, la simplicité de la méthode est
contrebalancé par le fait que le support dans la direction Oy de la solution doit étre
petit. D’autre part, il n’est pas encore clair que la méthode de Bourgain s’applique a
I’équation KP-BBM-II.

4.5. Décroissance en temps des solutions

Enfin, que ce soit pour I'équation KdV généralisée ou sa version BBM, on note que
l'ordre de décroissance en temps est d’ordre 1/3 dans les deux cas [Str74, Alb86|. En
dimension 2, Haysahi, Naumkin et Saut [HNS99| ont prouvé que, pour I’équation KP
généralisée, 'ordre de décroissance en temps est 1. Or, rien ne dit que notre résultat est
optimal et on se demande alors si on peut trouver un ordre de décroissance en temps
meilleur que 1/2, et se rapprocher de la valeur 1 pour la version BBM. Autre question en
suspend, peut-on diminuer la non-linéarité p? Dans notre analyse, ’existence globale de
solutions est prouvée pour p > 3 alors que [HNS99| la démontre jusque p > 2.
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Premiére partie

MODELISATION ET COMPARAISON DES
MODELES
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CHAPITRE 1

MODELES D’ONDES DE SURFACE EN
DIMENSION 2

Ce premier chapitre fait [’objet de Uarticle [Mam07], paru dans Mathematical Model-
ling and Numerical Analysis.

Dans ce chapitre, nous étudions certains modéles asymptotiques des ondes hydrody-
namiques. On s’intéresse plus particulierement aux modéles d’ondes longues de faible
amplitude en eau de surface en dimensions 1 et 2. I.’écoulement du flux irrotationnel d’un
fluide parfait incompressible homogéne est décrit par ’équation d’Euler

ou u? P
7 (7) = (5) -

ol u € R? désigne le champ de vitesse. A partir de cette équation, on obtient les équations
décrivant la surface libre 1 de ces ondes en dimension 1, & savoir les équations de Korteweg-
de Vries (KdV) [KdV95]

3 1.1
et de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) [BBM72|, pour o < 1/3,

3 11
77x+77t+—0”777x——(——0)577m20,

2 2°3
ol ¢ > 0 désigne le nombre de Bond lié & la tension de surface, o est le quotient entre
I’amplitude des ondes et la profondeur de l'eau, et 5 est le carré du quotient entre la
profondeur et la longueur d’onde. En dimension 2, les modéles asymptotiques sont donnés
par les équations de Kadomstev-Petviashvili [KP70]

3 11 v
(77t + 1 + 50477771 + §(§ - U)ﬁnxm)x + 577yy =0,

appelées KP-Isi 0 > 1/3, KP-II si 0 < 1/3, ot ici 7y désigne le carré du quotient entre les
longueurs d’onde dans les deux directions du plan.
De la méme maniére que ’on passe de KdV a BBM, on peut se demander quels sont les
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modéles correspondant aux équations KP-I et KP-II. Dans un premier temps, on vérifiera
que seul le modele décrit par I’équation KP-BBM-II

3 1,1

(m—%mr+§&nmr—§(§—-Uﬂﬁhm>z+—%nw=:Q
pour o < 1/3, est linéairement bien posé¢ dans L?(R?), et donc est le seul modéle raison-
nable. De méme, BBM est un modéle raisonnable uniquement pour o < 1/3.
Une fois ce travail de modélisation effectué, on pourra, dans un second temps, comparer
les solutions des équations de KP-IT et KP-BBM-II. On supposera alors que «, (5 et
sont égaux.
Avant d’énoncer notre résultat, rappelons que Bona, Pritchard et Scott [BPS83] ont mon-
tré en dimension 1 :

Théoréme 1.1

Sotentm > 1, et f € H™(R). Soit a > 0 et soient n et ¢ respectivement [ 'unique solution
de KdV et de BBM dans C([0,00[; H™5(R)), sous la condition initiale n|i—o = (|i=o = f-
Alors, il existe ag > 0, et pour 0 < i < m — 1, une constante d’ordre un M; > 0, telle que
si0<a<ag, etpour)<t<al, onait

||aalv77(7t) - a;C(a t>||L°°(R) < Mia2 l.

Pour les modéles de dimension 2 sans tension de surface, on montrera un résultat simi-
laire. Si on note X™(R?) ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, ' f soit dans
H™(IR?), on peut énoncer :

Théoréme 1.2
Sotent m > 2, et f € X™(R?). Soit o > 0 et soient n et  respectivement ['unique

-1
solution de KP-II et de KP-BBM-II dans C ([T, T]; H™"(R?)), avec T := a

Cm+5|f‘m+5’
sous la condition initiale n]—g = Cli=0 = f. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers

naturels 0 < i+ 75 < m — 2, une constante N;; > 0, dépendant uniquement de la norme
de f dans X™(R?), telle que si 0 < a < ay, et pour |t| < T, on ait

||8;8§n(., L) — 8;8;((., S| @2y < Niyjoz3/2 |t[1/2.
La preuve consistera a étudier les solutions des équations

Up + Uty + Ugpy + 8;1uyy =0

Vp + Vg + Vg — QUgp + Oy 0y, = 0, (1.2)

La chose importante est de remarquer que, lorsque l'on prend o« = = ~, le passage de
KP-IT a (1.1) et de KP-BBM-IT a (1.2) se fait uniquement a l’aide du changement de
variables

u(z,y,t) =n(z+a 'ty,a't), v(z,y,t)=C(x+a 'ty a ).

Clairement, ce changement de variables nous permettra de généraliser nos résultats a des
)
problémes périodiques dans les deux directions d’espace.
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On pourra alors s’intéresser a cette comparaison de facon numérique en se restreignant
a des domaines de type [—m, 7| x [—m, 7|, puis en prolongeant par périodicité. On se
demandera alors si 'intervalle du temps de comparaison pourrait étre plus grand. On
observera, effectivement, que les inégalités de comparaison restent vraies au dela du temps
donné par le théoréeme précédent, et que le comportement du probléme non linéaire est
semblable a celui du probléme linéaire lors des premiers instants d’observation.

1.1 DERIVATION DES EQUATIONS

On s’appuie ici essentiellement sur les livres [MT99, Whi74]. Soit I un intervalle de
R,. On considére une partie de fluide S remplissant un volume €, de R? au temps initial
to € I, et un volume Q; de R? au temps t € I. Soit p = p(z,t) € R la masse volumique du
systéme au point x € Q;, et au temps ¢ € I. On suppose que p est de classe C! en espace et
en temps. On se donne une particule de fluide se trouvant a la position a € 2;, au temps
initial 7y, et & la position x € €); au temps t € I. On appelle déformation 'application
O = O(a, ty,t)

b:ael —xell.

On suppose que @ est un C!-diffecomorphisme de €, sur €.

1.1.1 Principes physiques

On se place désormais dans un référentiel galiléen de R3, c’est a dire qu’on se munit
d’un repére orthonormée (Oxy, Oxq, Ox3) avec Oxg vertical dirigé vers le haut et d’une
chronologie, pour nous permettre d’étudier les aspects cinématiques de I’écoulement du
fluide. On admet les principes Newtoniens, on peut alors définir la vitesse de la particule
occupant la position € Q, au temps t € I comme étant le vecteur de R?

0o
U(ZL‘, t) = E(av tOv t)a

et 'accélération le vecteur de R3
2

P
y(z,t) = %(a, to, t).

La vitesse et ’accélération sont indépendantes du choix de ty5. On choisit une description
Eulérienne de I’écoulement, c¢’est a dire qu’on cherche le champ de vitesse u = u(x,t) € R?
en chaque point z € €, et temps t € I. On suppose que la vitesse u est de classe C! en
espace et en temps.

On appelle masse du systéme S au temps ¢ € [ U'intégrale

/ﬂt p(x,t) dx.

Le domaine d’intégration varie avec le temps. Le principe de conservation de la masse
postule qu’il n’y a ni apparition ni disparition de matiére, cela peut s’écrire encore que
pour tout ouvert € de €, on a pour € = ®(; ,t)

to?

— t) dez = 0.
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Proposition 1.3 [MT99, propostion 5]
Pour tout t € I et pour tout x € )y, on a
%(m,t) + V- (p(z, t)u(z,t)) = 0.

Un fluide parfait est un fluide non visqueux, c’est a dire que 1’on néglige les forces
d’interactions entre molécules. Un fluide est dit incompressible si le volume de toute
quantité de fluide reste constant durant le mouvement. Un fluide est dit homogeéne si la
masse volumique p est constante. En particulier, d’aprés la proposition 1.3, la divergence
de la vitesse est nulle.

Le flux d’un fluide est dit irrotationnel si le vecteur w := (V A u) est nul. On 'appelle
vecteur tourbillon. On rappelle que pour €2, simplement connexe, w est nul si et seulement
si u est le gradient d’une fonction ¢, appelée potentiel de vitesse ([Tay96] p.69).

Dans le cas d’un flux irrotationnel, la conservation de la masse s’écrit

dp B
E—%V-(pV@)—O.

On remarque alors que pour un flux irrotationnel d’un fluide parfait homogéne, la fonction
potentiel de vitesse est une fonction harmonique. En effet, comme le flux est irrotationnel,
il existe une fonction ¢ telle que u = V. Le fait que le fluide soit homogéne implique

0=V -u=V-(Vp)=Ap.

Le principe fondamental de la dynamique postule que ’accélération subie par un corps
est proportionnelle & la résultante des forces qu’il subit, et inversement proportionnelle a
sa masse.
Pour un fluide, il existe trois types de force :

— la pesanteur —p Vg x3,

— la pression —V P,

— les forces de viscosité, qui dans notre étude sont négligées.
Calculons 'accélération comme un dérivée Eulérienne. En effet, il faut tenir compte du
fait que la position dépend également du temps. On a par définition

82 0 du : du
V(w,t) = =5 (a.) = Sou(®(a, 1), 1) = = () + iZui(x,t)a—i(x,t),
ou encore a D
u u

On remarque que
u? Ouy Ous Ous Ou,  Ous Ous  Ouy
(V (?) -+ (V/\U) /\U)l— Ulaxl +U2a$1 +U38x1 +(al'3 — axl) Uus _(6—1‘1 — 8—1'2) U9
= ’)/1.

De méme pour les deux autres composantes. Finalement ['accélération est donnée par

ou

U2
=5 V(E) + (V Au) Aw.
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ou . .
Le terme — est l'accélération locale, elle traduit la non permanence de 1’écoulement

2
u
et le terme V 5 + (V Au) Awu est appelé accélération convective, elle traduit la non

uniformité de I’écoulement.
Le principe fondamental de la dynamique donne ’équation d’Euler

B 2
p(a—z—i—V(%) +(V/\u)/\u) =—-VP —pVgus.

1.1.2 Reéécriture dans le plan

On se place désormais dans le plan (Ox,Oy) et on étudie un flux irrotationnel d’un
fluide parfait incompressible homogéne, remplissant le domaine plan €);, défini par —h <
y < n(x,t) et x € R tel que la surface libre du fluide ¥; soit décrite par I’équation
y = n(z,t) (voir fig.1.1). On note py la constante représentant la masse volumique du

T
fluide. On suppose que la pression de surface est donnée par P =p — —, ou p est la

pression extérieure appliquée sur la surface, T' est appelée tension de surface et R est le
rayon de courbure de cette surface.

Mnm

/X

Fi1G. 1.1 — Surface du fluide au temps ¢

Il existe une fonction potentiel de vitesse ¢ telle que u = Vo et vérifiant I’équation de
Laplace

Ouaw + @y = 0. (1.3)

Comme (V Au) = 0, I’équation d’Euler sur la surface ¥, devient

0

5 (Vo) +V ((Ve)?/2) +V (%) -V (%) +Vgy =0.
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On en déduit une condition dynamique I’équation de Bernoulli

Loy 2 p T
_ i — —— = c(t
(,0t+2 (¢x+gpy) +p0 +gy pOR C( )7

ou ¢(t) est indépendante des variables d’espace.
A la surface >3, la pression est constante, et comme @ est définie a ’addition d’une fonction

t
temporelle prés, on peut remplacer ¢ par ¢ + / Lo ¢(s) ds, pour obtenir sur ¥ :
0o Po

1, ., 9 T .
Z I L — 1.4

La vitesse normale de la surface, donnée par —;, doit étre égale a la vitesse normale du
fluide, donnée par p,n, — ¢,. Il s’ensuit une condition cinématique

7725 + 901771 - pr = O (15)

Sur la surface intérieure, on impose une condition de non pénétration
w, =0 si y=—h (1.6)

Jusqu’a la section 1.2, les résultats seront formels.

1.1.3 Petite amplitude de surface en dimension 1

On suppose que ’équation de la surface 3, vérifie n = O(a), ou a est 'amplitude
des ondes. On suppose de plus que 'amplitude des ondes a est négligeable par rapport a
la profondeur h et que cette profondeur h est elle méme négligeable par rapport a k la
longueur d’onde dans la direction x, c’est a dire que 1'on s’intéresse aux ondes de faible
amplitude et de grande longueur (voir Fig.1.2).

On cherche & adimensionner les équations précédentes. Pour cela, on suppose que, pour
c = 4/ gh la vitesse caractéristique des ondes, les fonctions ¢ et n s’écrivent

gka _ x vy c
= — e 1 —
()O(x7y7t) c (p(k’ h _'_ ’kt)’
77(%75) - aﬁ(%)%t)'

Ce changement de fonctions est important, il nous permet de passer de fonctions qui
peuvent étre trés oscillantes, donc difficiles & manipuler, ici ¢ et 1, a des fonctions avec
beaucoup moins d’oscillations, autrement dit de grande longueur d’ondes, ici ¢ et 7. On
pose alors

~ i ~ Y ~ C
= — =241, t=-t
X k? y h_'_? ]{:’
a h? 5
Oé:ﬁa ﬁ:ﬁv T:hPOQUa
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>

/ /X

F1G. 1.2 — Petite amplitude de surface

nxt)

ol 0 > 0 est le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dans les équations
obtenues par ces changements. L’équation de ¥, devient y = 14 am, et les équations (1.3),

(1.4), (1.5) et (1.6)

Bze +@yy = 0 si

1 Moz

wr + agom—kéﬁcpy—kn B (1+a25ng)3/2 = 0 si
1 .

Nt + QYT — E(py = 0 =i

@y = 0 =i

Vérifions que ’on retrouve bien les équations précédentes.

(i) L’équation de ¥; est

y =0
= an.
D’ou y
y=1+-=1+an.
h
(ii) L’équation de Laplace (1.3) devient
1 1
e+ =0

Multiplier par h? donne le résultat.

(iii) L’équation (1.4) devient

gkac_ 1 ( gka,1 ,  gka,
et 3 (P

gan + =

O<y<l+an,
y=1+an,
y=1+an,
y=0.

1 ~9 %ﬁff
N D 2 pgg— K2

)3/2

(1.7)
(1.8)

(1.9)
(1.10)
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En divisant par ga, on trouve

~ .~ 1 (ga_, gak®_, h? i
~ _ Z__(nL Z __(n2 — g O
T ©; B (Cg Yz 2 h2 ¥y k‘QU(l + ;z; 2277%)3/2 ’

qui est ’équation (1.8).
(iv) L’équation (1.5) devient
ac n gkal _a_  gkal 0
ETT O RTTET T R T

2
ac_ ga® _ _  gka _
— —piz — ——py = 0.
knf"*‘ kc(pn Ch¢y

. ac
En divisant par T on trouve

_ ga_ .  gk?®_

it g 5% = 0
o a 2 _
Tt 3 PElE el = 0,

qui est I’équation (1.9).
On veut résoudre 1'équation de Laplace (1.7) sous la condition (1.10). Pour cela, on
cherche une solution sous forme de série, on suppose

90(1‘7 Y, t) = Z fn(l‘v t)yn'
n=0

On obtient

o0

(:Dy(xv Y, t) = ann(:[, t)yn_lv

n=1

d'ousi y =0, on a fi(x,t) = 0. L’équation (1.7) s’écrit

n n -1 n—2 —
B;y -3 +;n(n W' 2 = 0
— (29I "
Z ﬁaxZ +(n+1)(n+2)fn2 ) y" = 0.
n=0
Il s’ensuit que pour tout entier n,
P fn

or?

On résout ces équations par récurrence sur n. Comme f; = 0, on en déduit

VvneN | fy1=0.
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Pour les indices pairs, on a

9 fo 0 f2

ou encore
PR L
2 2002 7t 24 ont
On en déduit que
_ (=D .0
VREN o fon = (2n)! e
Posons f(x,t) := fo(x,t), 'expression de ¢ est alors
o0 2 2
w Y 0

n=0

Comme on s’intéresse aux ondes de faible amplitude et de grande longueur, o et 3 sont
petits, on effectue alors un développement limité pour § proche de zéro. On a

Y y' 2 3
= J = 5 Ja=zx a4 Jrrzx @ )
0= =L Jar B+ 57 Fraa 5+ O(F)
et les dérivées en espace donnent

1 _ _yg 2

2
)
Pz = Jo— 5 Joza B+ 0(52)
L’équation (1.9) devient pour y = 1+ an

(1+an)?
6

2
% Jozea B = 0(042+ﬁ2),

nt+(anxfx+(1+a77)fmm)_gfa:m:a: = O(Oé2+ﬁ2)-

nt+a(fx_ fmmmﬁ) nx+(1+0”7)fm—

Or an, fo + (1 + an) fre = (1 + an) f)., donc finalement on obtient

m+ (L+an) fa)s — %fmm =0 (a®+p%). (1.11)

2
De plus, ¢; = f; — % FomsB -+ O(32), on déduit alors de (1.8)

WSS (@ fat 22— fonee = O(a®+57),
n+ fot %fﬁ - gfm — B0 = O (o +%). (1.12)
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On simplifie (1.11) et (1.12) en posant w = f, et en dérivant (1.12) par rapport a «

m+ (L4 anw), — gwm = O(a*+ ) (1.13)

1
Ne + Wy + qww, — 3 (5 Waat + amm> = 0(a®+ 5. (1.14)

Ces deux derniéres équations sont appelées équations de Boussinesq.
A Tordre le plus bas, les équations (1.13) et (1.14) deviennent

n+w, = Ola+ ),
N +we = Oa+f),

ce qui implique 7y — 1., = O(a+ ). Si on suppose que les ondes se déplacent de la gauche
vers la droite, la solution de cette équation est de la forme n(x,t) = n(x—1¢,0)+O(a+ (),
ce qui implique 7; + 17, = O(a + [3). On a donc

n—wy=mn+n = Ola+p),

Mo — Wg = Ng + 1 = O(Oé‘i‘ﬁ)a

d’out 7 = w a Pordre le plus bas. Pour revenir aux équations (1.13) et (1.14), il nous faut
corriger cette derniére égalité, on cherche donc w sous la forme

w:n+(1A+ﬁB+O(a2+52),
et on veut déterminer la valeur de A et B a l'ordre o + (3 prés. D’aprés (1.13), on a
e+ we = O+ ),

et la forme de w implique
Nt + Ny = O(Oé_'_ﬁ)
On déduit de (1.13)

m+ ((L+an)(n + ad + BB)), — %( +aA+BB)ue = O(a®+ %),
net (L omn + @A+ 0B). — D = 0 (0 +),
M+ e + 20mn, + @A, + BB, — gnm = 0(*+ 3%,
d’ou I’équation
e+ 1, + a(Ay +20m,) + B(B, — é Nees) = O (0 + 3%) . (1.15)

De la méme maniére, on déduit de (1.14)
N + (N +aA+ BB+ a(n+ oA+ B)(n+ aA+ 3B),
1
—5(5 (n+ A+ OB) st + 0Npz) = O (on + ﬁ2) ,

1
Mo+ 1+ @Ay + BB+ ammy = B(5 Maat + M) = O (o? 4+ 57),
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d’ou I’équation

1

Comme 7, = —n, + O(a + 3), I’équation précédente devient

1

La compatibilité des équations (1.15) et (1.17) dans le développement limité implique

Ay 420, = A+ 10,

1 1
Bz — Z ez — B A Nrxx — rrT;
G Ui ¢t 5 Ui an
que l'on peut encore écrire
At - Aa} = MM,
2
Bt - Ba} - _g Neze T ONzzz-
Effectuons le changement de variables
r=x—1t , s=x+1,
s+r " S—r
Tr = —=
2 ’ 2

On surligne les fonctions ayant pour variables (7, s). On obtient alors

1 1
5771‘1‘57%:0(04"‘5),
1 1
§nm—§nt=m+0(a+ﬁ)-

s =N Ts+ N s
ﬁr:nzxr'}_nttr

Revenons au calcul de A, on a alors

At :ZT Tt +ZS St = _ZT‘ +
A, =Ar,+Ass, = A+ A,

d’ou
A, — A, = —2A,.

Comme A; — A, =1nn,, on a

_2Ar:7777x = nn,

donc



32 1. MODELES D’ONDES DE SURFACE 2D

On calcule de la méme maniére B, et on trouve

Bt - Bx — —QET,

2
et comme B, — B, = (—g + ) Nawas

2
—QBr - (_g +U)ﬁrrr + O(OZ +B)’

donc
1 o

B=(=—2)n,..
(3 2)77

Remplacer les valeurs de A et B dans I'équation (1.15) donne

1
)na:a:a: - 6 nmmm) = 0 (042 + ﬁ2) )

1 1 o
M+ 1+ (=5 e+ 20m:) + 0 (5 =5

d’ou
3 1 o
77t+77x+§0477771+(6 _5)577:10:10:10 = O(OJQ—FBQ) :

Comme 1, = —n, + O(a + ), on déduit de cette équation

3 1 o
nt+nm+§annm_(6_§)ﬁnxm - O(a2+52)~

Les équations au premier ordre sont respectivement 1’équation de KdV

3 11
et e+ 5 e + 5(§ —0) B Ngge =0,
et I’équation de BBM
3 1.1
e+ 10+ 5 e = §(§ — ) BNgar = 0.

Ce probléme est mal posé dans L?(R) si ¢ > 1/3, en effet on peut écrire I'équation
précédente
3

B
(1 — (5 —0) 5’5) = ~1s = 5 QM

et Popérateur (1 + c9?), pour ¢ > 0, n’est pas inversible sur L?*(R) car, pour toute fonction
u de L*(R), on a

(1 + c@i) u(r) = F 1 ((1 — ckQ)]:u) (x),

et (1 — ck?) s’annule si ¢ > 0.
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1.1.4 Deérivation de KP-BBM

Revenons dans un repére (Oz, Oy, Oz) de R3, avec Oz I'axe vertical dirigé vers le haut.
On considére un flux irrotationnel d’un fluide parfait incompressible homogéne. Il existe
une fonction potentiel de vitesse ¢ vérifiant

Prx + Pyy + Pzz = 0 si—h<z< ’I’}({L‘,y,t) ) (118)

1
o+ (P2 + @i+ 92) +agn

2
T Nea (L +12) + 0yy (L + 12) — 205y00
——77 ( 77y) nyy2( 277>2 TeyTIeTly = 0 si Z:n(xayat)a (119)
Po (L+m2+n2)¥
N+ Pl + Oyly — @ = 0 si 2277(957%15)7 (1'20)
0, = 0 si z=—h. (1.21)

De la méme maniére que pour la section 1.1.3, on suppose que I’équation de la surface
Y vérifie n = O(a), ou a est 'amplitude des ondes. On suppose encore que ’amplitude
des ondes a est négligeable par rapport a la profondeur h et que cette profondeur A est
elle méme négligeable par rapport a k la longueur d’onde dans la direction z, c’est a dire
que 'on s’intéresse toujours aux ondes de faible amplitude et de grande longueur. Mais
on suppose aussi que k la longueur d’onde dans la direction x est négligeable par rapport
a [ la longueur d’onde dans la direction y, c’est a dire que la propagation d’ondes se fait
principalement dans la direction x.

On cherche de nouveau a adimensionner les équations précédentes. Pour cela, on suppose
que, pour ¢ = \/gih la vitesse caractéristique des ondes, les fonctions ¢ et n s’écrivent

gka _,x y z c
) = —o(+,5,—+1,+t
(p(x7y7'z’ ) C (p(k:7 l’h+ 7]{: )’
_x Yy c
) = an(=, 2, —t
n(x7y7 ) an(k:’ l’k: )
On pose
F=2, g=Y F=241 T=%4
=7, Y= Z =T ) — 735
T ﬁzkza T T = hpogo,

ol 0 > 0 désigne toujours le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dans
les équations obtenues par ces changements. L’équation de X; devient z = 1 + an, et les
équations (1.18), (1.19), (1.20) et (1.21)

BPuz + By + 92 = 0 si 0<z<1l+an,

| | s la
1 . ~¢ 1.22
g0t+204<,0x—|—204790y+2ﬁ90z+77 (1.22)

v (14 020702) + ymy (1 + 02002) — 202 By,
" ( Byng) + gy ( pnz) OV ayetly o 2 =1+an,(1.23)

(1+ o283 + o2 Bym;)?/?
1 )
N + Pty + aypyny, — Bcpz = 0 si z=14an,(1.24)
v, = 0 si z=0. (1.25)
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Vérifions que 'on retrouve bien les équations précédentes.

(i) L’équation de Laplace (1.18) donne
1 - 1 1
2 + 2 + 7avE = 0.

Multiplier par h? donne (1.22).
(ii) L’équation (1.19) donne

. gkac_ 1 /([ gka1 gka 51 _ gka ., 1
gan+ T pviT g ((7)2@@% + (7)272905 (T)zﬁ@
a - a a a2 ISy
B h2 anﬂm(l + 1_2775) + 2 ?7?7(1 + 2z ) 2k2l277mynzny 0
I (1+ 272 + Zi2)3/2 o
En divisant par ga, on trouve
. 1/ga ak?® _ ak? _
T+t 3 (%@’%ﬂL i—Ql—Qso§+ £ 5P 2)
~ 2 2 2~ a 2 a2 212 ~ @~ ~
_h_207755(1 + 7 ¥ Zz 1;2 77y) + %nﬂﬂ(l + 52 227795) - 2h2 Zz 1;2 Nzylz"ly 0

i (T EEET BERD

qui est I’équation (1.23).
(iii) L’équation (1.20) donne

+@l-g-+g_]€a1-g- gkal = 0
2
ac_ ga®_ _ ga’k _ _  gka_
z!lz — S ¥Yylly — — ¥z — 0.
k77~+ k 90 n + c l2¢yny Chgp

. . ac
En divisant par 7 on trouve

_ ga_ gak?® _ _ g k®_
77{_'_ 901771"" 2 l290y77y__2h90z =0
a- . ak?®_ _ kK _

7+ hmx RVl T 2% = 0,

qui est 1’équation (1.24).

On veut a nouveau résoudre 1'équation de Laplace (1.22) sous la condition (1.25). Pour
cela, on cherche une solution sous forme de série, on suppose

On obtient

(e 9]

(pz(.%', y7 Z? t) = Z nfn(x, y7 t)Znila

n=1
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d'ot si z=0, on a fi(z,y,t) = 0. L’équation (1.22) s’écrit

) o 2 0

n=0 n=
;(ﬁﬁaﬂ + By 8 5 (n+1)(n+2)fn+2)z = 0.
Il s’ensuit que pour tout entier n,
B f + By f + (n+1)(n+2)fu2 =0.
On résout ces équations par récurrence sur n. Comme f; = 0, on en déduit
Vn € N y f2n+1 =0.
Pour les indices pairs, on a
92 92 92 92
L B e R e REC TS

ou encore

fo=—

B fo By fo fi— 5_234f0+52’7+5’72 9" fo +527284fo
2022 2 9y ) M\ 24 92t 24 022042 ' 24 Oyt )

On note f := fy. On effectue alors un développement limité de ¢ pour 3 proche de zéro.
On trouve

2 2 2 2.2
‘P(ff,y,zat) = f (ﬁfxa: @f ) < (5 fma:a:a: + %fmmyy + BQ—nyyyy> 24+O(53)

L’équation (1.24) devient pour z =1+ an

By B

7725 + « [fx - (gfzzz f:vyy> ( + 0477)2] 77:v + 047 |:fy - (gf:my + %fgyy) (1 +0477>2:| 77y

g
+ (foa + 1) (14 an) = & faza(1+ an)* = O (0 + 5 +77)
A Tordre le plus bas, on obtient ’équation linéaire

N+ foe = O+ B+ 7). (1.26)

A Dordre suivant, on obtient

Mt + afxﬁz + (1 + an)f:m - %fzzzx + ’nyy =0 (042 =+ ﬁz -+ 72) ,
ou encore 5
m+ (L+an)fa), — gfzzzx Ly =0 (4 B +77).

De la méme maniére, I’équation (1.23) devient pour
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77 + |:ft - (gf:m:t + %fyyt) (1 + 0477>2:|

#5 [1= (Ghoeat Fton) @ an? ]| + 5 (1= (Bt G ) (1 ]

2
+% [(ﬁfm +67fy) (1 + an) — %fxm(l + om)g} — 0 = O (0® + 3°+77) .
A Tordre le plus bas, on obtient une autre équation linéaire
n+ fi =0(a+ 5+7). (1.27)
A Dordre suivant, on obtient
n+ fi + %Jf - f (%fmt + Jnm> =0 (a®+ 5 +77%).

On pose w := f, et on dérive par rapport & x pour avoir finalement deux équations de
type Boussinesq

m+ (14 an)w), — %wmm +9fy = O (042 + 3%+ ’yz) , (1.28)
1
Ny + W + aww, — B <§wmt + anmx) = 0 (042 + 5% + ’yz) . (1.29)

Pour la méme raison qu’en dimension 1, on corrige I'égalité au premier ordre w = 7
en cherchant w sous la forme

w=n+aAd+BB+9C+0 (a®+ 5 +7%),

et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C' au premier ordre. L’équation (1.28) devient

1
e+ 1+ (Ag £+ 22) + B(By = hewa) +7(Co+ fiy) = 0 (0 + 82 +9%) - (1.30)

et I’équation (1.29)

1
Tt + Nz + a(At + nnx) + B(Bt - énxzt - Unxzz) + VCt = O (042 + ﬁ2 + ’72) ) (131)

et comme 1, = —1, + O(a+ G+ 7)

1
M+ e+ (A +1m2) + BB+ Share = M) +7C = O (@” + 57 +97) . (1.32)

La compatibilité des développements limités des équations (1.30) et (1.32) implique

A:c + 277771 - At + NN,

1 1
Bx — ez — B 5 rTT)
g7 ¢+ (2 o)n.

Cx + fyy - Ct'
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On effectue le changement de variables
r=x—1t et s=x-+1,
pour obtenir
2
- 1 o -1
4 (3 2)7711 et C, 5 fyy
Remplacer ces valeurs dans (1.30) donne
3 1 o ol
Tt + Nz + 50”77700 + (6 - §)ﬁnmmm + §fyy =0 (a2 + ﬁ2 + '72) )
et comme 1, = —1, + O(a + [+ ), on déduit de I'équation précédente
3 1 o ol
D + Nz + 50477771 - (6 - 5)677111‘/ + §fyy =0 (CVQ + 52 + 72) .
Finalement on dérive par rapport a x ces deux derniéres équations pour trouver
3 1 o ol
(m + e+ am + (5 — 5)5%”) +omy = O+ 57 +77),
3 1 o i 2 2 2
e+ e+ Sanie = (G = 5) 00w |+ 50y = O (e +3*++%).
Les équations au premier ordre sont les équations de KP
3 1.1 ol
(m +1e + o + 5(5 - U)Bnm)x + 5y =0, (1.33)
appelées KP-Isi 0 > 1/3, KP-II'si 0 < 1/3, et
3 1,1 vy
(m + 1+ amne — 5(5 — O)Bnm) + 50y =0, (1.34)

2 - 2'3 2

appelées KP-BBM-I si ¢ > 1/3 et KP-BBM-II si ¢ < 1/3. De la méme maniére qu’en
dimension 1, I'équation KP-BBM-I n’est pas un probléme bien posé dans L?*(R?), le seul

modéle raisonnable est celui décrit par KP-BBM-II.

On peut refaire la méme démarche en supposant que la tension de surface 7" est nulle, on

retrouve alors les équations de KP-II et KP-BBM-II.

Maintenant qu’il est clair que les équations de KP-IT et KP-BBM-IT modélisent le méme

phénoméne physique, il est naturel de vouloir les comparer.

1.2 COMPARAISON DES SOLUTIONS DE KP-II ET KP-BBM-I1

On considére les problémes de Cauchy suivants
e+ N + QNN + Ve + 0, 17, = 0
Gt G+ aC — aluur + 8,y = 0
n(@,y,0) = C(z,y,0) = [flz,y),

(1.35)
(1.36)
(1.37)

ou a = 3 = 7 dans la modélisation précédente. L’équation (1.35) est I’équation de KP-IT

et I’équation (1.36) est I’équation de KP-BBM-II.
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1.2.1 Discussion linéaire

On linéarise le systéme précédent autour de zéro

ur + Nz + AMNzaa + aaglnyy =0
Gt + Co — gt + a@;lgyy =0
n(x,y,0) = C(x,y,0) = fl(x,y).

Supposons que la donnée initiale f appartienne a la classe de Schwartz S(IR?). Pour alléger
les écritures, on notera par A la transformée de Fourier en espace et V la transformée de
Fourier inverse. Formellement, la transformée de Fourier en espace donne pour I’équation
KP-II

2

l
ﬁt+ik(1—ak32+aﬁ)ﬁ = 0,

sous la condition initiale 7(k,,0) = f(k,l), pour tout (k,I) € R% La solution de cette
équation différentielle ordinaire est alors pour tout ¢t € R et (k,1) € R?

~

n(k,l,t) = exp (—z’k(l —ak® + 042—22)15) f(k, D).

De la méme maniére, la transformée de Fourier en espace donne pour 1’équation KP-
BBM-II

. 2 .
(1+ak2)<t+z'k(1+aﬁ)< = 0,

sous la condition initiale é(k, [,0) = f(k, [), pour tout (k,1) € R? . La solution est alors
pour tout t € R et (k,1) € R?

l2
Clk, 1) = exp (-m(l +Zk_2)t> Fk0).

On a, pour tous réels k, [ et t,
) . _ 9 12 1+ a]i—z
n(k,l,t) — ((k,l,t) = |exp | —ik(l —ak”+ aﬁ)t exp | ik( it —1

. 1+a% .
X exp (—zk(l +al§2)t> f(k, D).

On déduit du fait que pour x € R, |exp(iz) — 1| < 2|z|, que

A 12 14+ al .
A o . 2 . k2
n(k,1,t) — C(k, 1, t)| = |exp (—Zk(l —ak +aﬁ)t> exp (’ﬂf(l +ak2)t> — 1| f(k, D)
12 1+al R
< 2|—k(1 —ak®+ a5t + k(5 " al/f?)t |f(k, 1)1,
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et en mettant au méme dénominateur, on trouve

. — K+ k|, ;
2,1, 1) — < 202 =R G )
ik, 16) = Sk, 1.0)] < 202t =2 (k1)
Comme, pour tout k¥ € R, 14 ak? > 1, on en déduit que
[k, 1,t) = C(k, 1, 6)] < 20°[t] (K] + [K]) | f (R, D)- (1.38)

Soit t € R, le théoréme de Plancherel implique que

1 o )
In(,t) —=C(, )|l = SuepR (27T)2/R elk”fﬂly(n(k:,l,t)—Q(k‘,l,t))dk‘dl‘
z,y 2
1 )
(27’(’)2 ||77(7 ~7t> - C(a ~7t>||L1(R2)-

L’inégalité (1.38) donne finalement

2
(27)?

Cette analyse du probléme linéaire nous méne & la conjecture suivante :

)= ol < (s L R+ IRDIFE, Okt ) il

Conjecture 1.4

Soit f une fonction définie sur R? telle que 527 et @ soient intégrables sur R%. Alors
n et C les solutions respectives de KP-II et KP-BBM-II vérifient qu’il existe une constante
C > 0, qui dépend uniquement de f et une constante 0 < & < 1, telle que pour |t| < a=179,
on ait

||TI(~> "t) - C(’ ”t)”oo < C1042|t|'

On verra qu’une comparaison semblable peut étre prouvée sur un intervalle de temps
[0, '] dans la section 1.2.3. Néanmoins, on se demandera si, a l'aide d’une méthode
numérique, on peut améliorer ce résultat et ainsi se rapprocher de la conjecture.

1.2.2 Problémes de Cauchy

On rappelle tout d’abord les principales notations utilisées : On note L?(R?) I'espace
des fonctions de carrés intégrables muni de la norme

1P = [ 1P dsd,

et L°°(R?) I'espace des fonctions bornées muni de la norme
[flloo = supess (f) :=inf {c;|f(z,y)| < ¢ presque partout dans R*} .

Pour tout réel positif m, H™(R?) est 'espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable,
dont les m premiéres dérivées sont aussi de carré intégrable, muni ici de la norme

1112, = /Rgu + K2+ P2Y f (kD) dkdl.
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On note X™(R?) I'ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, f soit dans H™(R?),
muni de la norme

_ 1/2
[ Flw = (115 + 1102 f11)
L’espace S(R?) désigne la classe de Schwartz, et S'(R?) celui des distributions tempérées.

Si X est un espace de Banach quelconque, et T' > 0, 'espace C ([T, T]; X) est ’ensemble
des fonctions continues de [—7', 7] dans X, muni de la norme sup ||f||x, avec ||.||x une
T<t<T

norme sur X. L’espace C, ([T, T]; X) est 'ensemble des fonctions faiblement continues
de [-T,T] dans X.

On rappelle que les problémes de Cauchy (1.35), (1.36), (1.37) sont globalement bien
posé en temps. Pour I’équation de KP-II, Bourgain [Bou93c| montre que pour tout donnée
initiale prise dans H™(R?), avec m > 0, il existe une unique solution de (1.35)-(1.37)
globale en temps. Le probléme de Cauchy pour I’équation de KP-BBM-II est traité dans les
articles de Bona, Liu, Tom [BLT02], ou Saut, Tzvetkov [ST04], ils montrent que pour toute
donnée initiale prise dans le sous espace de L?(R?) muni de la norme (||u||? + [|u.||?)"/?,
il existe une unique solution de (1.36)-(1.37) globale en temps.

Nous n’aurons besoin dans ce travail que de I'existence et 'unicité de la solution du
probléme de Cauchy local. On effectue alors le changement de fonctions

u(@,y,t) =n(z+a 't y,a”') , v(z,y 1) = e+ ot y,a7t).
Le probléme de Cauchy (1.35)-(1.36)-(1.37) devient

Up + Uy + Upgy + O, "y, = 0 (1.39)
Uy + Vg + Vg — QU + 0y vy, = 0 (1.40)
u(z,y,0) =v(z,y,0) = f(z,y), (1.41)

Pour le probléme de Cauchy (1.39)-(1.41), Iorio et Nunes [IN98| nous donnent la condition
suivante :

Proposition 1.5
Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante C,, > 0, dépendant uniquement
de m, telle que pour .
SeHy

il existe une unique solution u € C ([~Ty, Tol; X™(R?)) du probléeme de Cauchy (1.39)-
(1.41). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante c,, > 0 telle que pour
t] < T,

u()|m < Cml flm-

On utilise la méthode décrite dans I'article de Iorio et Nunes [IN98| pour trouver un
résultat analogue pour le probléme de Cauchy (1.40)-(1.41).

Proposition 1.6
Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante C,, > 0, dépendant uniquement
de m, telle que pour
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il existe une unique solution v € Cy, ([—Tp, Tol; X™(R?)) N Cy, ([—Tb, To); H™(R?)) du pro-
bleme de Cauchy (1.40)-(1.41). De plus, cette solution vérifie qu’il existe une constante
cm > 0 telle que pour [t| < Ty,

[(®)lm < cml flm.

Lemme 1.7
Soit m > 2. Il existe une constante C,, > 0, dépendant uniquement de m, telle que pour
tout v € H™(R?)

[(v, v02) | < Om””“?m

ot le produit scalaire est défini par, pour f et g appartenant a H™(R?)
(fs9)m = /RQ(1 + B2+ ) f (k1) gk, 1) dk dl.
Démonstration : On définit 'opérateur J™ par, pour tout f € S'(R?),
Tn(F) (k1) = (14 K + 2™ (k, 1),

En particulier, pour f € S(R?), on a

1
(2m)?

SNz, y) = / @YD (1 4 k2 4 122 f (K, 1) dE dl.
RQ

Kato et Ponce |[KP88] montrent qu’il existe une constante C,, > 0 telle que pour f et g
appartenant a S(R?), on ait

1™ ST < Con (17 gl 4+ 177 F 1] o) (1.42)

ou le crochet est défini par [J™, f](g) = J"(fg) — fJ™(9g).
On remarque tout d’abord que pour f fonction réelle, J™(f) est aussi réel, en effet, on a

Tl £\ o 1 —i(x m o
Jn(f)(z,y) = @y /RQe @Rl (1 4 k2 4 122 f (k1) dk dl
1 . o
= [ eiektul (4 g2 4 2ym/2 @RI £ (F ) dE dy | dk dl
f(x,y Y ;
(27T)2 R2 R2

le changement de variable (k,l) — (—k, —[), implique que J™(f) = J™(f).
Supposons que v appartienne a S(R?), on a alors

(V, VV) = /R2 J"(v)J ™ (voy)
= /R2 J"(0) " (voy).
Or, J™(vv,) = vJ™(v,) + [J™,v] (v,), d’ou

(v,v%)m:/RQ va(vm)Jm(v)—k/RQ ™ 0] (02) 7 (v).
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Majorons ces deux intégrales : d'une part

[orwrw = 5 [ oeen,,

une intégration par parties donne
1
/ vJ™(v,) ] (v) = ——/ v J " (V)2
]RQ 2 RQ

d’ou

< Sllvallsoll Tl

5

[T

et 'injection de Sobolev implique qu'’il existe une constante C), > 0 telle que

[ o)

D’autre part, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[ @)

< Col[V][3,.

< ™ vl sl |[T™0]].

D’aprés l'inégalité (1.42) avec f = v et g = v,, on trouve

[ i@

et I'injection de Sobolev implique

< G (Il 1T vall + 1T 0l valoo) (17701,

L)) < Cllolf

On généralise ce résultat aux fonctions de H™(R?) par densité de espace S(R?) dans les
espaces de Sobolev. O

On considére tout d’abord I’équation linéaire
—1
Ut + Ugga — QUggy + 0 vy = 0.

On pose alors pour v € X™(R?)

e (4 (Y )

On remarque que si v appartient a X™(R?) alors Ay v appartient a H™3(R?), en effet on
a
2

3 12
K =Lk |0k, 1)|%dk dl

A 2 — 1 k?2 l2m—3
Mooy = [ iy | S

< / (1 4+ K> 4+ )™k — 12k o(k, 1) |*dk dl,
RQ



1.2. COMPARAISON DES SOLUTIONS DE KP-II T KP-BBM-I1 43

car 1 + ak? > 1,

140 v][7,

IN

2/ L+ K+ P)" 2P0k, D) + (1 + K2+ P)™ 2 |12k o(k, 1)|*dk dl
R2

2|l + 2110, Ml

<
< 2w

[
On a pour v € X™(R?) solution de I’équation linéaire, 'égalité suivante dans H™3(RR?)
vy + A()U =0.

Revenons a I’équation avec non-linéarité. On effectue maintenant une régularisation pa-
rabolique de cette équation, c’est a dire que 1’on considére le probléme

u+Av+alv) = 0 (1.43)
v(z,y,0) = flz,y), (1.44)
1 N vV
ou A, = —pA + Ay, pour p > 0, a(v) = (72(1i@k2)02) et f € X™(R?). On pose

E,(t) == exp(—tA,).

Lemme 1.8
Sotent m et n deux réels positifs. Alors il existe une constante K, > 0, dépendant unique-
ment de n telle que pour tout v € X™(R?) et pour tout temps t > 0, on ait

1 n\ 1/2

Démonstration : Soit n un réel positif et soient v € X™(R?), et ¢ strictement positif.
Le produit scalaire faisant intervenir le conjugué, le terme en Aj n’intervient pas dans la
norme de £, on a alors

2

) dk dl

Butoln = [ (R

x (}exp(—ut(k:? +12))o(k, D) + '% exp(—pt(k* + 12))o(k, 1)

< sup [(14 K+ )" exp(—2pt (K + 12))] [v]2,
(k,l)eR?

< K, (1 + sup [(k* +1*)" exp(—2ut(k* + l2))]> lv]2..

(k,l)ER?

Or, on a aussi

(kK% +1%) "
sup  [(k* + 1*)" exp(—2ut(k* + [2 = sup [
(k,)eR? I ) (=2uil )] (k)er2 | exp(2ut(k? +12)/n)
(k)2 + l2) nn
< sup = )
mer> | 2L(k? +12) (2ut)

d’ou l'inégalité (1.45). O



44 1. MODELES D’ONDES DE SURFACE 2D

Lemme 1.9
Soit m > 2. Il existe un temps T, dépendant de i, tel que sur la boule fermée

Bu(T) = {v € C ([0, T X™(R?*)) 5 | EW(t) f — v()]m < |flm},
["application t
O(v)(t) ;== E,(t)f — /0 E,(t — 1)a(v)(T)dr (1.46)

soit une contraction.

De plus, il existe une constante C,, > 0, indépendant de p, telle que la solution v de
1

Conl flm

Démonstration : Soient 7' > 0, et u, v deux éléments de B,,(T), on a pour t € [0, 7],
d’aprés 'inégalité de Minkowski,

(1.46), définie sur [0,T], se prolonge de maniére unique sur [0,Tp], avec Ty =

[@(0)(t) — P(u)(t)],, = /O Byt = 7)a(u)(r) = Ey(t = 7)a(v)(r) dr

< A\&ﬁ—wh@ﬂﬂ—iﬁﬁ—TMWXﬂmdﬂ

que I’on réécrit

L’inégalité (1.45) donne

[@(0)(t) = (u)(t)],,,

IN
=
O\;‘_
Y
—_

+

DO
=
—_
S~—
N——
=
¥
2
=
3
S—
|
=
N
S—
—~
-
3_
L
QU
\]

On remarque que

(14 K2+ 2)™|(v — w)(v +w)|? dk dl

IN

. 2
2 2 | j2ym-1 ik S5
o) = a(lfs = [ 08+ s )| dea
~ —~ 2
< / (L+ K%+ )" k|2 02 — 2| dkdl
R2
J

2

< (v +u)(v =),
et comme m > 2, il existe une constante C,, > 0 telle que
lla(v) = a(u)l[7—1 < Co.(llullm + [[0]1n)? ][0 = ul]7,-
Plus généralement, on montre

la(v) — a(u)|m-1 < Co(|tfm + |V]m)|[v = ulp.
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Finalement

t 1 1/2
()0~ S0, < ki [ (1 5] o)l = ()
Or, pour v appartenant & la boule B,,(T), on a d’aprés I'inégalité (1.45),

Vlm < |EL&)(f) = v(@)]m + [EL()(F)lm
< (1+\/§K0> | Flms

d’ou

T€[0,t]

1B (0)(t) — D(u)(t)],, < 20K, (1 + \/§K0) |f\m/0t (1 + ﬁ) p ( sup v — u\m(T)> .

Comme, pour a et b positifs, va+ b < /a + Vb, on a aussi que

t 1 1/2 00 1 1/2 t1/2
1+7) dr < / 1+(7) dr < t+ —
/0 ( 2u(t —7) 0 2u(t — ) 0

et comme t < T', on trouve

t 1 1/2 T1/2
I+ —F—— dr < T+ —.
/0 ( 2#@—7)) 2p

1/2
sup [B()(t) — D)D), < Crki(l+ VIKD) (T+ T—) o sup v — (0.

te[0,T] 24 t€[0,T]

Finalement, on a

Pour conclure sur l'existence d’un temps 7' telle que I'application ¢ soit contractante, il
suffit d’écrire que I'image de la boule fermée B,,,(T") par ® est incluse dans B,,(T) :

|EL(f)(t) = @(v)(@D)],, = [2(0)(t) —P(v)(t)],,
Con K1 (1 4+ V2K,) (T + %) |2,
< [flm;

et il faut choisir 7" > 0 de telle sorte que

IN

1/2 1
Ty ) < |

Reste a montrer que 1’'on peut prolonger la solution de (1.46) sur [0, 7p], ou ce temps Tj
peut étre choisi indépendamment de p. Soit v une solution de (1.43)-(1.44), on a

Ol ll7, = 20", v )m
= —2(v" A ), — 200", a(v"))m

200k pAvty,, — 2(v*; Agv"y,, — 2(v*, a(v")) .
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Le premier produit scalaire est négatif, en effet on a
20k, pAv),, = 2/ (1 + K2 + 2)™oH pAvrdk di
R2

= —Q,u/ (1+ K>+ P2)™(k* + 1*)|0")*dk dl.
RQ

Pour le second produit scalaire, on a

1B — 2]k

—2(v*, Agt"),, = 242(1+k2+z2)mﬁﬂ(k,Z)i< B

) vk, 1)dk dl
S — 12k
1+ ak?

— _22'/ (14 K> + P)™ 0" (k, D)or(—k, =) ( )dkdl,
R2

car, la fonction v* étant réelle, on a v#(k, [, t) = v*(—k, —I,t), et le changement de variables
(k,l) — (—k,—!) implique que l'intégrale est nulle. On en déduit, via le lemme 1.7, que,
pour m > 2, il existe une constante C),, > 0 dépendant uniquement de m telle que

Ollo"l[5, < 20! v o)l < 20|l < 205 M5
De la méme maniére, on trouve
OO I, < 200,07 ()l < 20,
Finalement, on obtient
A1), < 2l (D)3,
ou encore .
P OR, <17+ 20 [ [0 dr
Il s’ensuit que |v*(t)|?, < p(t), avec p solution de O
ap(t) = 2C,p"2(t)
p(0) = |fln

0 1/2
D’oil p(t)1/2 _ p( )

=1 C’mp(O)l/Qt' On en déduit

|/ lm
Kt m < T~ T
1
et v* peut étre prolongée en temps a U'intervalle 0 < ¢t < Ty avec Ty = 20| flm -

Démonstration de la proposition 1.6 : On remarque tout d’abord que résoudre le
probléme de Cauchy (1.43)-(1.44) revient & trouver un point fixe de I’application (1.46).
En effet, soit v vérifiant (1.43)-(1.44), et posons w(t) := e'#v(t), on a
wi(t) = Aettro(t) + e (t)
Agetiu(t) — Agettru(t) — etra(v)(t)
—etuq(v)(t).
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t
Or, w(t) = w(0) —i—/ wy(7)dr, d’out
0

v(t) = et f — /Ot e~ =g () (1)dr.

Il suffit de voir si la limite lorsque p tend vers 0 de v* existe sur l'intervalle de temps
[0, T5). Soient p et v deux réels positifs, v* et u” les solutions respectives de (1.43)-(1.44).
De la méme maniére que précédemment, on a pour t € [0, Tp]

Ol —u”| P =2(v" — u”, v} — uy)
=—2(v" —u”, A" — Au”) — 20" —u” a(v*) — a(u”))

=2(v" —u”, pAv* —vAu”y —2(v* —u” AgvH — Agu”y —2(v* —u”, a(v*) —a(u”)).
L’opérateur Ay étant linéaire, on a vu précédemment que
(v* —u”, Ag(vH* — u”)) = 0.
Pour le premier produit scalaire, on a
200 — ¥ pAvt —vAuY) = 2(p—v)wt —u’, Avt) + 2u (vt —u” A(v* — u”)).

Le fait que, pour t € [0,Ty], v*(t) et u”(t) appartiennent & X™(R?), implique que ces
fonctions et leurs dérivées d’ordre inférieur & m tendent vers 0 a l'infini.
Une intégration par parties implique alors que

(v —u”, A" —u”)) <0.
On en déduit que

aflv" —u|* < 20— vl (v —u, Av*)| + 20" — ¥, a(v") — a(u”))].

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique

(v = u”, Avt)| [0 = || [

<
< (|Uu|m + |uy|m)|vu|m'

Comme [v"|,, < p/2(t) et |u”|,, < p'/?(t), on trouve pour le premier produit scalaire, si
on pose M = sup p(t),
te[0,To]
2|p = vl (" —u”, Av)| < AM|p —v|.

Pour le second produit scalaire, on a

2| (0" —u” a(v") —a(u”))] < 2|(v* —u”, vttt — utul)|,



48 1. MODELES D’ONDES DE SURFACE 2D

et deux intégrations par parties donnent

[vf + uglloo
- 2
L’injection de Sobolev implique qu’il existe une constante C,, > 0 telle que

2(v" —u”, a(v") = a(u”))] < CrM 20" — ||

2" = u”, a(v") — a(u”))| [lo" —u”||%.

On obtient finalement
Ol —w”|P < AM|p—v| + Cpu M2 | — u||%.

Le lemme de Gronwall implique alors que, pour ¢t € [0, Tg], la suite (Uu(t))u est de Cauchy
dans un espace complet, donc elle converge vers v(t) = lirr(l] v*(t) dans L?(R?) et est unique.
s

De plus, d’aprés le lemme précédent, 'application qui a ¢t € [0, Tp] associe v,,(t) solution de
(1.43)-(1.44), est continue et uniformément bornée dans L?(R?) par M'/2. En particulier,
la suite (v,(t)), converge faiblement dans X™(R?) vers v(t), pour tout t € [0,Tp], et
I'application qui a ¢ € [0, 7| associe v(t) est faiblement continue et uniformément bornée
par M'/2. En effet, en prenant u suffisamment petit, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel
que si |t — s| < §, alors pour toute fonction ¢ € S(R?), on a

[(v(t) —v(s),@Iml < [u(t) = v*(2), ©)m| + [{v*(E) — v(s), ©)m| + [(v¥(s) — v(s), @)l
< 3e.

Pour déduire la continuité forte, et la continuité par rapport a la donnée initiale se montre
par l'intermédiare de ’argument de Bona-Smith [BS75]. L’idée est d”approcher la donnée
initiale f par des fonctions réguliéres f. ,, et obtenir des estimations uniformes par rapport
a n pour les solutions correspondantes et leurs dérivées lorsque ¢ tend vers zéro.

Rappelons en quoi consiste cette méthode. Soit ¢ € S(R?), telle que ¢ € C5°(R?),
et ¢(k,1) = 1 sur un voisinage de (0,0). Pour 0 < € < 1, on pose ¢. = ¢ 'p(z/e,y/e).
On note toujours v la solution du probléme de Cauchy (1.43)-(1.44) de donnée initiale
f € X™(R?), m > 2, et on désigne par v, la solution de donnée initiale f. = o, * f.

Lemme 1.10 /BS75]
Sous ces hypothéses, on a, pour n > 0,

[ fellmtn
[ fellm—n

Oe™) [1£1lm
o(€™) |1/ 1lm

lorsque ¢ tend vers 0.
Pour 0 < ¢’ < e < 1, on pose w = v, — vos. Alors w résoud I’équation suivante
20 + 2Wapp — 20Wage + 20, w0y, + (Opv- + Opva)w + (v + v )w, = 0. (1.47)
On applique J™! a I’équation (1.47), résultat que I’on multiplie par J™ !w, pour obtenir,
apreés utilisation de I'inégalité de Kato-Ponce (1.42) et I'injection de Sobolev pour m > 2,

%H’w(t)llfn <2 (@71 + allw®]]7,) < C ([ve(O)lm + v (@)l lm) w7

dt
(1.48)
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Comme, pour t € [0, Ty], ||[v(€)|lm < C||f||lm, on en déduit ||ve(t)|][mn < C||fe|lm. Le préce-
dent lemme implique que ||v.(t)]],, < C et |Jw(t)||; < Ce™. Finalement, en interpolant et
en utilisant le lemme de Gronwall, on trouve

fw(®)[m = [Jve(t) = ver(8)[[m = o(1),

ot o(1) — 0 quand € — 0. En particulier la suite (v.(t)). est une suite de Cauchy dans
C([-Tv, To}; H™(R?)).

Pour prouver la continuité par rapport a la donnée initiale, on considére une suite
(f»)pen convergeant vers f dans X™(R?). On veut montrer qu’alors, la solution corres-
pondante (u,)nen converge vers u dans C ([0, Tp); H™(R?)). En effet, on a, pour ¢ € [0, Ty],

lup(t) —u(®)[ls < [lup(t) = wep ()]s + [uep(t) — ue(t)]s + [|ue(t) — u(t)]]s.
De la méme maniére que pour la continuité en temps en prenant ¢ — 0, on montre
ln(t) = wep (Ol < C (Il = Sl +0(1)
lue(t) —u(®)]ls < C(l[fe = flls +0(1)),
ott o(1) — 0 quand € — 0. Finalement, on montre aussi

e p(t) — ue(t)|]s C(||fep = fells +0(1))
C(llpe = (fp = Nlls +0(1)) < C(|[fp = flls +0o(1))-

Pour les temps négatifs, il suffit de considérer dans les preuves précédentes p < 0, ce qui
équivaut au cas ou le temps est positif, ainsi que pu. O

<
<

Remarque 1.11
Pour la continuité de [’anti-dérivée, on pourra s’inspirer de la section 7 de ['article
[MSTO07a/.

Le fait que le temps T, donné par la proposition précédente, soit une constante indé-
pendante de « est crucial, en effet on verra que le passage de u a n et de v a ¢ implique
que si le temps Ty est d’ordre 1 pour les solutions u et v, alors il sera d’ordre a=! pour
les solutions 7 et (, a cela s’ajoute le fait que a est petit.

On aura aussi besoin de deux autres inégalités :

Lemme 1.12
Soient m > 2, et u € H™(R?). On a

1/4
sup [u(@, )] < 2 (|ful] ||| ] [yl (1.49)
z,y€R2

Démonstration : Soit u une fonction de S(R?) et (z,y) € R? on a

lu(z,y)]* = /x (u*(Z,y)). dT

— 00

= Q/x u(Z,y) ug(T,y) dz,

— 00
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et 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

u(z, y)[2 < 2 (/_:o (3, y) d’.f) - (/_:O 2(F,y) d’:E) ”

Mais on a aussi

@ - " PE 7))y

Yy
_ 2/ w(F, ) uy (. §) 7,

et 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

P <2 ([ e i) " (f e i) -

De méme
+00 1/2 +00 1/2
|um<f,y>|2s2(/ ui@,@da) (/ uiy@,@da) |

On obtient finalement

lu(z, y)]? < 2 (/_:02 (/_:O uz(i,@)dﬂ) 1/2 (/_:o ui(’f,@dg) 1/2 di) 1/2
</:o 2( [ e na) - ([ @) " d’.f) N

Une derniére utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1/4
sup [u(a, )| < 2 (ol otz || ey 1)
z,y€R2
On conclut en utilisant la densité des fonctions S(R?) dans les espaces de Sobolev. [

De la méme maniére que pour le lemme de Gronwall, on montre :

Lemme 1.13
Soient f et g deuz fonctions continues de [0,Ty] dans R, et ¢ un réel tels que pour tout
t €10, Ty], on ait

Fo <o+ | f(r)dr

Alors pour tout t € [0,Tp], on a

f(t) <g(t)+ec eCt/O g(T)e T dr.

On a désormais tous les outils en main pour comparer les solutions de KP-II et
KP-BBM-II. On étudiera la différence entre u et v solution du probléme de Cauchy
(1.39)-(1.40)-(1.41) pour laquelle le temps maximum de comparaison est de I'ordre d’une
constante, on en déduira alors des résultats sur n et ¢ solution du probléme de Cauchy
(1.35)-(1.36)-(1.37).



1.2. COMPARAISON DES SOLUTIONS DE KP-II T KP-BBM-I1 51

1.2.3 Comparaison des solutions

Théoréme 1.14

Soient m > 0, et f € X™(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ Uunique solution du pro-
bleme de Cauchy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([—a Ty, o 'Tp); H™(R?)), avec Ty :=
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < ¢ + 57 < m, une

Crnts| flm+s
constante M;; > 0, dépendant uniquement de |f|n15, telle que si 0 < a < ay, et pour

[t < a™'Ty, on ait

||3;8§77(, ) t) - a;a;C(a *) t)H < MZ’J &3/2|t‘1/2'

Remarque 1.15 Notons que [’existence et ['unicité des solutions n et ( sont assurées par
la section précédente.

Démonstration : On va montrer ce théoréme par récurrence sur le nombre total de
dérivées, autrement dit sur 24 7. On suppose que le temps est positif, la preuve s’adaptera
de la méme maniére dans le cas oil le temps est négatif.

Effectuons tout d’abord le changement de fonctions

u(@,y,t) =nle+a 'ty a”'t) | v(,y,t) = C(z+a”'ty,a”'t).
Les équations (1.35), (1.36), (1.37) deviennent

Up + Uy + Upyy + 8;1uyy = 0
Uy + VVUz + Vg — QUgat + Oy lvyy =
u(z,y,0) =v(z,y,0) = f(z,y).

On retrouve exactement les équations (1.39), (1.40) et (1.41). Posons w = u — v, alors w
satisfait le probléme de Cauchy

Wy + WWy + Wapy — OWapt + 8;1wyy = Uy — (UW), (1.50)
w(z,y,0) = 0.

Pour i+ 7 = 0, ¢’est a dire pour i = j = 0, on multiplie I’équation (1.50) par w et intégre

en espace

/ [wwy + W W, + WWepe — QWW,gy + w@;lwyy] dz dy = / Wty — w(uw),| dx dy.
R2 R2

Simplifions l'intégrale de gauche : comme w € H™ et 9, 'w € H™'S en particulier,
Do w(z,y) et 0u dJw(x,y), pour 0 < i+ j < m+5, tendent vers zéro a l'infini. On a

alors
+00 37+
/ ww, = / [w_] dy =0,
RQ —0o0 3 —00
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et une intégration par parties donne
/ [WWare + WO, w0y, dedy = — / (W Wy + w, 0 ] dz dy
R2 R2

00 Tap2 (aflwy)Q +oo
- —x 4 Nz 7Y d
[ [F+] e

—00

= 0.

Il reste alors, apreés une derniére intégration par parties, et 1'utilisation du théoréme de
dérivation de Lebesgue,

/ [wwy + ww, + WWape — QWWegy + WO, 1wyy] dedy = / [ww; + awwyy] dz dy
R2 R2

1
— 5% RQ[wQ—f—awg] dx dy.

Simplifions maintenant I'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

/ QWi — w(uw),] dedy = / [Q@wtg + wyuw] de dy
R2 R2

2
— / [t + 1 (%) | dx dy,
R2 T

et une nouvelle intégration par parties donne

2

/ [ty — w(uw),] dedy = / (Wt — w—ux] dz dy.
]RQ ]RQ 2

Finalement, on a

d

pr [w? + aw?] dz dy = / 20wy — W u,] dz dy,
R2

R2

ou encore, comme w(z,y,0) =0,

¢
/ [w? + aw?] dx dy = / / 2000y — W y] da dy dr.
R? 0 Jr2

On en déduit, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
t t
lw®)]]* < 204/0 [lw(T)]] IIUxxT(T)\IdT+/O [l (DI || ()] | sodr
t t
< 2@02/ ||w(7')||d7'—|—cl/ ||w(7)||* dr, (1.51)
0 0

pour t € [0, Tp], ot les constantes ¢; et ¢o sont déterminées de telle sorte qu’elles majorent
respectivement ||t (7)||oo €t ||tzer(7)||, pour 7 € [0,¢], indépendamment du temps et de
a. En effet d’apreés la proposition 1.5, on a pour ¢ € [0, Tp]

|w()||mts < Cms| flmss
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D’ou, via I'inégalité (1.49),

1/4
sup [t (7)lloo <2 sup (|fetal | [tmell |1tz | [tz | (7)) < e

r€[0,T0] 7€[0,T0]
et
s ||taar (7)]] = s 1107 (g + wtty + 05 gy ) (1)
STGSEOI};O} ([azaza(T)]| + 3[|ua(T)]] |tz (T)]] + [|a(T)|] [|tawa(T)]] + |[ttayy (T)]])
< ¢y.

Comme, pour a et b réels, 2ab < a® 4+ b?, on a
t
[ < (exPe+ (14 o) [ lu(|Pdr
0

On utilise le lemme de type Gronwall 1.13 avec f(t) = [Jw(t)|]?, g(t) = (acz)?t et ¢ =
(14 ¢1), on trouve

t
lw@®)|2 < () + (14 ¢p)el+ent / (aey)Pr e+ gy
0

) (e(1+01)t _ 1)

= () e
(1+01)t _1 1 1 ¢ +o0o 1 ntn -1 “+o00
o, (e ) _1+0+e)t+3,50+0a) —¢ 1+Z(1+cl)”t” , et donc,
1 + 1 1 +a n=1
1 (e(Fet 1) A+epl Im+s
pour 0 < ¢ < Ty = ,ona ———= <te ©“m+s  Finalement, on a pour
Cnts)flm+s L+a

0<t=To (L+ep)|f]
()l < coe s at? = Myat?,
avec My qui ne dépend que de |f/|,45.
On suppose que le résultat est vrai jusqu’au rang m — 1, plus précisément pour 0 <
i+7<m-—1,et 0 <t <Ty, il existe une constante M; ; > 0 telle que

10;05w(t)]] < My at'?,

et montrons qu’il reste vrai au rang m.

Il s’agira d’obtenir une inégalité du type (1.51), la seule différence sera que cette fois ci, le
terme cubique en w ne s’élimine pas par intégration. On utilisera le fait que w est bornée
en norme L™ (R?) et ’hypothése de récurrence.

On note 92'927w la dérivée d’ordre 2i dans la direction x et 2j dans la direction y, de telle
sorte que 7 + j = m. On multiplie alors I'équation (1.50) par 92'0;7w et intégre en espace

/ (Wi + WWy + Wz — OWapy + 8;1wyy] cﬁiajjw dx dy = / (AU — (uw) ] cﬁiajjw dx dy.
R2 R2

Simplifions l'intégrale de gauche : en effectuant ¢ intégrations par parties dans la direction
x et j intégrations par parties en y, on trouve
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/R 2 (0202 w wye + 0207w 0wy, ] da dy =
= (=1)" / (0. 0w 0,2 00w + 8500w 0 00 w) dar dy
R2

oo TG 9T )2 9i—199+1)2 +oo
o y 99 (w?)
2w dedy = (<1 [ 0100 =2 de dy

et
4Q[a§ia§jw w— 002 0w W) d dy = (_1)i+j/u§2 (0200w D% w, + a 0L O w 0L Dy | de dy.
Le théoreme de dérivation de Lebesgue implique

(_1)z'+j d

/R2 0702 wwy — @ 0207 W Wey] dx dy = — % /RQ[(C‘?;@Zw)z + o (0 O w)?] da dy.

Simplifions désormais l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a
/}R2 [ 020w gy — 0207 w (uw),] da dy =
(—1)"* / [a 0,00 w 0520wy — OL0%w O (uw)] da dy.
R2
Finalement, comme w(x,y,0) = 0, on obtient
i g, 2 i+10j. \2 _
/RQ(@E@;M) +a (0, Fw) dxdy =
t 2
2 / / 90w (a D2, — O (ww + %)) dz dy dr.
0 JR2
On applique la formule de Leibniz pour obtenir

t
/R2 (0Lw)? 4 a (L w)? da dy = 204/0 /R2 w020 uy da dy dr

CL ARSI () (e N
_ /0 /R ZZ( . )(S)(a;ﬂ_ra;—swa;a;w)a;a;wdxdydT

r=0 s=0
t i+l . .
1+ 1 j e s o
_2/0 /RQZOZO( r ) ( s ) (9, 9, wamﬁyu) 0, 00w dx dy dr,

puis on sépare les dérivées d’ordre m + 1,
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¢
/RQ(E?;agwy + o (O P w) dedy = 2a/ g QX w 0.0 ur da dy dr (1.52)
—2/ / [w O O w &, w + uw O Hw 0,0 w] da dy dr
R2
i+l J .
/ / Z ( i ) ( i ) O w 00w 0L w da dy dr
r=1 s=1

+1 g

-2 / / 2.2 ( o ) (‘; )a;“-ra;-Swa;a;ua;a;wdxdydT.

La premiére intégrale du membre de droite de (1.52) est majorée, d’aprés I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, sur [0, Tp|, par

204/ OXw(r) O Fur (1) dudydr| < 2a/ |0L7w(T) || |05 0 ur (7)|| dr
RQ
< ac [ Il
0

car d’apreés la proposition 1.5

sup ||0;20)ur(7)|| = sup [|0;720] (tpee + wty + 9,y )(7)]|

T€[0,T0) T7€[0,T0]

< c.

Par abus, on continuera de noter ¢ les différentes constantes intervenant dans les majo-
rations. La seconde intégrale de (1.52) donne, aprés une intégration par parties dans la
direction x,

(W (7) + s (7)) (9,05 w)* () du dy dr S/O (llws(7)lloo + 11 (7)) 1950w (7)|[*d

0 JR?

S/O(Ilvm(T)lloo + 2| Jua(7) o) 1|00 (7) [P,

et d’aprés I'inégalité (1.49) et les propositions 1.5 et 1.6, on a pour ¢ € [0, Tg)

/ 19108 w(r)| 2dr.

La troisiéme intégrale de (1.52) est majorée d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(we(T) + ux(T))(ﬁiﬁgw)Q dx dy dt

RQ

+1 g
<

( il ) ( ’ >a;+“agsw(7) 00w (r) 0.0 (r) d dy dr

rlsl

i+1 g
Z+1 r As VAV i+1—1r9j—s
S () () [ 1ol ool o0

r=1 s=1
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Or,pour 1 <r<i+4+letl<s<j,ona

2 r+s

< m+1
0 < (i+1-r)+(—s m

<
< — 1.

D’aprés les propositions 1.5 et 1.6, pour tout 7 € [0, Ty], on a en utilisant I'inégalité (1.49)
pour 1 <r<i+letl<s<y,

10;05w(T)llee < 10:0;0(7) o0 + [|0:05u(T)]|0 < ¢,

et 'hypothése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp]

o 7+ 1 . . .
S () () [ 1ol ool o0y (el <
r=1 s=1
aR ) 1+ 1 ! A
a3 () (1) e [ 0O 0

r=1 s=1

et comme 0 < 7 < Ty,
i+1 g
Z+1 r AOs AV i+1—1r 9j—s
SY () [ e oatiio o) i ar <
r=1 s=1
i+1 g
1
acZZ(Z+ )(S> s / 8.0 ()| dr.

r=1 s=1
Finalement, on a trouvé que la troisiéme intégrale est majorée par

i+1 J

( i+1 ) ( i ) ol w(r) 05w (T) L0 w(r) da dy dr| <

r=1 s=1
ac/ 8.0 ()| dr.

La derniére intégrale de (1.52) est majorée par

i+l J _
( 1+ 1 ) ( i ) 3}1—7“8;—810(7') 0, 0,u(T) 8;8;10(7—) dr dydr| <
r=1 s=1
il g
1+ 1 o .y o
ZZ( )( )/ 10;05u(r)lloc |2, 05w (T 105" 70y~ *w(7)|| dr.
r=1 s=1

D’aprés I'inégalité (1.49) et la proposition 1.5, pour tout 7 € [0, Tp], on a
10,0,u(T)]|l« <

et ’hypothése de récurrence implique que pour 7 € [0, Tp)
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il ] Z+1 . . .
ZZ( )( ) / 180 | B0 105 D w(r)]| dr <
r=1 s=1
i+1 7
1
X (1) () terenses [ Nzl

r=1 s=1
Finalement, on a trouvé que la derniére intégrale est majorée par

i+1 g
<

( il ) ( ! ) G 95 () OO u(7) D7) dac dy dir

/ 1008 w(r)| dr.

8% 00 ( ||2<ac1/||alaﬂ ||df+c2/||alaﬂ ()] dr.

rlsl

En résumé, on a sur l'intervalle de temps [0, Tp],

On conclut de la méme maniére qu’au premier rang a 1’aide du lemme 1.13. Il suffit alors
de remarquer que

10205 (., ., ) = DLDIC(., - )| = 1Bk w(at)|| < My 0272,

Corollaire 1.16

Soient m > 2, et f € X™(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ U'unique solution du pro-
bleme de Cauchy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([—a Ty, o 'Tp); H™(R?)), avec Ty :=
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ 75 < m — 2, une

Crnts| flm+s
constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|,15, telle que si 0 < a < ag, et pour

[t < a™'Ty, on ait
NOL0In(., - t) — DL, )| poeqmey < Nij o [t]V2.
Démonstration : L’inégalité (1.49) implique

Ha;ai(?? — Ollzeer2) <
2 (118205 (n — O 1910 (n — I 10200+ (n — Q)| 1185785+ (n — ¢)I1)*.

Le théoréme précédent s’applique et donne, pour [t| < a7y,

10407 (n — Q) ()] oo ey <

1/4
2 (M 043/2 |t‘1/2 ey 043/2 |t‘1/2 it a3/2 ‘t|1/2 . J+1043/2 ‘t|1/2) )

Il suffit de prendre Ni,j =2 (Mi,j Mi-l—l,j Mi,j—i—l Mi+1,j+1)1/4- ]
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Remarque 1.17
On a remarqué que les équations de KP-II et KP-BBM-II sont des corrections au premier
ordre de [’équation

ne+ 1. = O(a).

On peut alors obtenir une troisiéme équation de type KP [Kru75/

&+ &o + 0E& + aon + a0, &y, = 0. (1.53)

1l est tentant de vouloir comparer les solutions de cette derniére équation avec celles de
KP-II et KP-BBM-II. Bona et Chen [BC99] montre en dimension 1 un résultat simi-
laire au corollaire 1.16 pour un temps mazimum de comparaison d’ordre a~'/?. Dans le
cas de la dimension 2, la transformée Fourier en espace de l’équation (1.53) donne une
équation différentielle ordinaire du second ordre, pour laquelle les solutions de [’équation
caractéristique peuvent étre doubles, ce qui n’apparaissait pas en dimension 1. Dans le
cas de racines simples, on retrouve le résultat de Bona et Chen [BC99/, mais en cas de
racines doubles, le temps de comparaison devient d’ordre o, ce qui est bien trop court pour
comparer les solutions. Il serait intéressant de voir s’il est possible de décrire les modes
pour lesquelles les racines doubles apparaissent.

1.2.4 Le cas périodique

Dans l'article de Bona, Pritchard et Scott [BPS83|, on considére les équations de KdV
et BBM sous la forme

My + M, + MM, — M,y = 0
N(z,0) = M(z,0) = af(a?z).

Le passage de ces équations a celles en u et v suivantes

Up + Uy + Ugyw = 0
Vp + Vg + Vg — QU =
u(z,0) =v(z,0) = f(x),
s’effectue via le changement de variables

u(, t) = a” M@~ 22+ a2, a72t) | o(a,1) = o N(a™ V20 + a2, a %),

De méme, on y voit que le passage des équations en M et N aux équations en 7 et (
suivantes

Tt + Nz + QN + ANzza
Ct + C:v + &CCZ‘ - aszt =0
77(1"0) ZC(ZL‘,O) = f(:L‘),

se fait par le changement de variables

n(z,t) = a 'N(a %z, a'?t) | ((z,y,t) = o "M(a'?z, a"/?t).
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Par contre, dans notre travail, on a remarqué qu’il suffisait, pour passer des équations de
KP-II et KP-BBM-II
e+ 1+ QN + Wyge + 00, 'y = 0
G+ Co + alCe — alpar + 00, 'y = 0,

aux équations
Uy + Uy + Ugpy + 8;1uyy =
Vg + VU + Vg — QUspgt + 8;1'11% = 0,
d’effectuer le changement de fonctions
u(z,y,t) =n(x+a 'y, a't), v(z,y,t) =z +a 't,y,a't).

De plus, la donnée initiale reste toujours la méme. Ce qui est important dans notre cas,
c’est que 'on n’effectue aucune homothétie sur les variables d’espace x et y, ce qui im-
plique que nos résultats restent vrais dans le cas périodique. On obtient des résultats
similaires aux propositions 1.5 et 1.6 pour le probléme de Cauchy local dans le cas pério-
dique [IN98]. Si on note

M,(R?) := {g € C*(R?), 21 — périodique en et en y;/

—T

™

9(z,y)dz =0 pour y € [, W]}

et X™(R?) la fermeture de M, (R?) par rapport a lanorme ||g||?, = Z (1+ K+ 1™ g(k, D),

(k€22
on peut énoncer

Théoréme 1.18

Sotent m > 0, et f € X" (R?). Soit a« > 0 et soient n et ¢ l'unique solution du pro-
bleme de Cauchy (1.85), (1.56), (1.37) dans C ([—a Ty, o 'Ty]; X T(R?)), avee Ty :=
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < ¢+ 75 < m, une

Cm+5|f‘m+5
constante M; ; > 0, dépendant uniquement de |f|n15, telle que si 0 < o < vy, et pour

It| < o'y, on ait
||a;ag]/77(’ *) t) - a;agig(’ *) t)|| < Mi,j 043/2|t|1/2.

Corollaire 1.19

Soient m > 2, et f € X™(R?). Soit o > 0 et soient n et ¢ U'unique solution du pro-
bleme de Cauchy (1.35), (1.86), (1.37) dans C ([—a Ty, o 'Tp); X5 (R?)), avec Ty :=
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m — 2, une

Cm+5|f‘m+5
constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|n15, telle que si 0 < a < ag, et pour

lt| < o'y, on ait

sup |a§ca§n(l‘7 Y, t) - 8;8;(’(90, Y, t)| < Ni,j a3/2 |t|1/2'
(z,y)€0,27]?

Remarque 1.20
Les résultats de Bona, Pritchard et Scott [BPS83] se généralisent a des solutions pério-

diques des équations de KdV et de BBM sur lintervalle de temps |t| < a™'.
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1.2.5 Comparaison numérique des solutions de KP-IT et KP-BBM-
IT

Le but de cette partie ne sera pas d’analyser de maniére approfondie le schéma numé-
rique utilisé mais plutot de chercher les idées nous permettant d’établir la validité de la
conjecture 1.4.

On considére alors le probléme de Cauchy

Up + Uy + Ugppy + 8;1uyy = 0 (1.54)
Uy + Vg + Vg — QU + 05 0y, = 0 (1.55)
u(z,y,0) =v(z,y,0) = f(z,y), (1.56)

avec f une fonction de X™(R?), m > 2. On sait que, d’aprés les théoréme 1.18 et
corollaire 1.19, les solutions de ce probléme sont telles qu’il existe a > 0, une constante
Coys strictement positive et dépendant uniquement de m, telle que si 0 < a < ag, et

pour 0 <t < , on ait

CYm+5 ‘ f|m+5

o 8) = 0 DI < Mopat® et sup Ju(e,y, 1) — vz, 1, 2)] < Nogart"2. (157)
(z,y)€[0,27]2

On voudrait inspecter numériquement la conjecture 1.4, c’est a dire que I'on s’intéresse,
d’un point de vue numérique, a 'optimalité du parameétre 0 < 0 < 1 tel que sur 'in-
tervalle de temps [0, %], les inégalités (1.57) soient vraies. On reprend la méthode de
relaxation associée & un schéma semi-implicite en temps, décrite par Besse [Bes04|, que
I’on adapte aux équations de KP a I'aide d’'une FFT. On fait ce choix car les méthodes
de type Cranck-Nicholson ou de splitting ne sont pas judicieuses pour notre étude. En
effet, Hamidouche [HamO1] utilise une méthode de Cranck-Nicholson pour approcher les
solutions des équations de KP et KP-BBM, mais pour laquelle les itérations de Picard
deviennent coiiteuses, d’autant plus que nous aurons besoin de faire des comparaisons
pour des temps d’ordre o~ !. En ce qui concerne la méthode de splitting, la résolution du
probléme non linéaire revient a celle de I’équation de Burgers, on risque alors de faire ap-
paraitre des chocs alors qu’il n’y en avait pas pour les équations de KP. Donc finalement,
on utilise la méthode de relaxation restreinte au domaine [—m, 7| X [—m, 7|. On réécrit les
équations (1.54)-(1.55)-(1.56) sous la forme

1
ut+§¢x+uxxx+ax_luyy =0

¢ = u

1 -1
Ut + iqu)m + Vpzx — QUggt + QE Vyy = 0
Y o= v

w(k,1,0) = v(k,1,0) = f(k.0).

Soit Ty le temps maximum de comparaison des solutions de KP-IT et KP-BBM-II, et soit
. . . N . ~ n 1 n 1

ot le pas de discrétisation en temps. On note 4""!, respectivement 9"*!, @™tz )"*2,

l’approximation de @ au temps (n + 1)dt, respectivement de v au temps (n+ 1)dt, de ¢ au
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. T
temps (n + %)575, ¥ au temps (n + %)575, pour n compris entre 0 et —. En ce qui concerne

les dérivées en espace, on utilise une transformée de Fourier rapide. On obtient finalement
le schéma pour I’équation KP-II

;

Ik D+ kD _
2 )
A (k1) = an (k) ik (e B\ @ (k) + an (kD)
a"t(0,1) = a™(0,1)
—N, N,
<k §A7 —1
_2 Ll
“ (1.58)
et pour ’équation KP-BBM-II
( ~ 1 ~ 1
P (kD) + e (kD) s
! = Rk )
An+1 AT ; 2 An+1 AT
o UMK ) — 0" (kD) ik s s BN OTR D 40k D
(1 + ak?) 57 +2@/) (k1) —il|k ’ 5 =0
0.0 =0
N,
—t<i< -
) (1.59)

~

, e ey ~ ~ P 21 _1 T .
avec pour données initiales 4° = 9° = f et ¢~2 = ~2 = f2, N, et N, sont respectivement
le nombre de modes de Fourier dans les directions x et y, et c’est aussi le nombre de points

de discrétisation dans ces méme directions. -

L’appartenance de f a X" (R?), en particulier le fait que f(z,y)dzr =0, permet

de pallier la singularité en k. On a vu lors de la modélisation qqle, dans les variables u
et v, les solutions des problémes asymptotiques ne doivent pas étre trop oscillantes, on
choisit alors la donnée initiale de cette maniére sur [—m, | X [—m, 7] et de telle sorte que
sa norme L*(R?) soit égale a 1, les pas de discrétisation en espace n’ont alors pas besoin
d’étre trop élevés. On aura remarqué lors de nos tests que pour des nombres de points
de discrétisation en espace N, et N, pris égaux ou non, parmi 64 et 128, les résultats
sont sensiblement les mémes. On remarque la méme chose pour un pas de discrétisation
en temps dt pris aux alentours de 1072 et 0.05. On choisit d’illustrer les résultats pour
N, =128, N, = 128 et 0t = 0.05. Le temps maximum de comparaison théorique est de
I’ordre d’une constante, on effectue alors des itérations pour un intervalle de temps d’ordre
a~!'. Dans un premier temps, on observera la comparaison numérique du probléme non
linéaire, ainsi que du probléme linéaire. On espére alors que le temps de comparaison du
probléme non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devrait étre moins bon
que le temps de comparaison du probléme linéaire. Dans un second temps, on effectue la
comparaison du probléme non linéaire pour différents choix de «. Le but sera de voir si
le temps de comparaison dépend ou non de .
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On effectue les tests (voir Fig.1.3) pour

fz,y) = coslTHy) N 198 . Ny =128 . =005 . a=10-"
|| cos(z +y)|
On remarque une trés forte croissance des normes a peu prés a partir du temps ¢ = 140,
In14 1
¢’est a dire pour § = 3?710 + 3~ 0,715. On effectue un second test (voir Fig.1.3) pour
n
Flay) = —2TOY 0 Ny —198 , Ny=128 , 6t=005 , a=10"

|| cosz cosyl|
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f(x,y) = cos(x +y) / |[lcos(x + y)I|
T T T T
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f(x,y) = cos x cos y / ||cos x cos yI|
T T T T

I

T ]
cas non lineaire|]
- cas lineaire
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I
100

150 200 250

temps

300 350

I
400

F1G. 1.3 — Comparaison numérique des normes L? et L*™ pour les problémes linéaire et
non linéaire avec o = 1072 sur l'intervalle de temps [0, @ '] et avec les données initiales

fx,y) =

Oy.

~ [cos(z +y)

cos(z +y)

i et f(z,y)

|| cosz cos y|

COS T COS Y

en utilisant 1’échelle logarithmique sur
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On remarque pour ce dernier test une trés forte croissance des normes a peu prés a partir

du temps t = 260, soit 6 = 31? 2160 + % ~ (), 804, ce qui reste bien meilleur que le temps
théorique. En ce qui concerne lg comparaison numeérique du probléme linéaire, on observe
dans tous nos tests que les inégalités (1.57) restent vraies pour toutes les itérations, ceci
est di au caractére périodique des solutions du probléme linéaire.

Reprenons les tests précédents en augmentant cette fois-ci le nombre d’oscillations de
la donnée initiale, résumons tout cela dans un tableau :

Temps maximum Temps
Donnée initiale | de comparaison o Donnée initiale | max 0
flx,y) non linéaire f(z,y)
_cos(zty) 140 620715 || B 960 | 5~ 0.804
|| cos(z + y)|| || cos x cos y|
9 2
cos(2z +y) 130 5~ 0.704 || —SB2ECSY T 960 | 5~ 0.804
|| cos(2x + y)]| || cos 2z cos g
9 2
cos(x + 2y) 140 5~0715 | SBTORY _950 | 5~ 0.804
|| cos(z + 2y)|| || cos x cos 2y
9 9 2 2
cos(2z + 2y) 130 5§~ 0.704 || SEETERAY 950 | 5~ 0.799
|| cos(2z + 2y)| || cos 2z cos 2y||

TAB. 1.1 — Temps maximum de comparaison en fonction du nombre d’oscillations de la
donnée initiale

Effectuons la deuxiéme série de tests. Il s’agira de voir I'influence du paramétre o
et aussi trouver une borne pour la valeur limite . Choisir la valeur o, = 2.5 x 1074,
correspond sensiblement a ce qui est observé dans ['océan pacifique, a savoir des ondes de
surface d’'une amplitude de 1 métre, de longueur d’onde 213 kilométres dans la direction z,
pour une profondeur de 4000 métres [Cen03]. On compare ces choix aux valeurs a = 1072,
1073 et 10~* dans nos tests (voir Fig.1.4). On se limite & des valeurs de « prises supérieures
a 1074, car lorsque « est trés petit, on perd la notion de petitesse de o au profit d’erreurs
de calcul du programme. Il serait intéressant de trouver un schéma numérique mieux
adapté aux calculs pour « trés petit.
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f(xy) = cos(x + y) / |lcos( x + y)I| f(x,y) = cos(x +y) / [lcos(x + y)||
0.1 T T ot T T 0.1 T T e T T
a,=7.14x 10 I a,=7.14 x 107
| — 0 o
e a=10"3 —e—a=102
0.09- ' a,=25x10"" ] 0.00- a,=25x10"* ||
- — a=10"* - — a=10"
0.08 - ‘ 0.08 - ‘ B
0.07 0.07 - : ‘
0.06 - 0.06 -
2
o~ =
2 b5
£ 0.05 ‘s 0.05
S £
= S
=
0.04 - 0.04 -
0.03 - 0.03 -
0.02- 0.02-
0.01 0.01
[o} L o} L
0.2 0.3 0.2 0.3 0.4
f(x,y) = cos x cos y / [|cos x cos y|| f(x,y) = cos x cos y / ||cos x cos Y|
0.1 T T — 0.1 T T —
| T a,=3.84x 10 | a,=3.84x10
—o—a=10"° —e—a=103
0.09]- a,=25x107* || 0.09- a,=25x10% ||
- — a=10"* - — a=10""
0.08 B 0.08 ! B
! |
0.07 - - 0.07 - -
0.06 - - 0.06 - | -
|
| ]
o~ = I
2 £
£ 0.05- ! B o 0.05 B
S £
= s
=
0.04 - - 0.04 - 4
|
|
0.03- - 0.03- -
0.02- - 0.02- -
0.01 - 0.01 -
[} o
0.2 1.2 0.2 1.2

F1G. 1.4 — Comparaison numérique des normes L? et L™ pour le probléme non linéaire
avec a = 1073, 2.5 x 107%, 107* et ap = 7.14 x 1073, 3.84 x 1072 respectivement pour
cos(x + y) COS I COS Y

et fla,y) = |

chacune des données initiales f(z,y) = m ﬁ
cos(z +vy COS T COS Y
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La valeur 1072 apparait comme une borne dans le choix de g vérifiant, pour 0 < o < v,
qu’il existe 0 < 0 < 1 tel que les inégalités (1.57) soient vraies sur l'intervalle de temps

0 <t < a™°. En effet, on note que, dans tous les cas, le temps de comparaison ne change
5

pas selon la valeur de «, mais ce temps étant donné par la relation ¢ = a™°, on trouve :
— avec la donnée initiale f(z,y) = M , 0 est égal a 1.073, 0.715, 0.596 et
|| cos(z +y)|
0.544,
— avec la donnée initiale f(z,y) = M, 0 est égal a 1.207, 0.804, 0.670 et
|| cos x cosy||
0.604,

respectivement pour a égal a 1072, 1073, 2.5 x 107* et 10~. Essayons de voir plus préci-
sément quel serait le cas limite dans le choix de ag. Pour cela, on reprend les tests pour
différentes valeurs de o proche de 1072

f(x.y) = cos(x +y) / |lcos(x + )|
T T

f(x,y) = cos x cos y / [|cos x cos y||
T T T

1.008

1.005 — -

1.006

1.004
1+ + + + + + + + + + v+ + + o+ + T

w 1.002

0.995 - -

0.998

0.996

0.994 L L L L 0.985
7 3.6

L L
7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 3.7 3.8 3.9 4

F1G. 1.5 — Evolution de 9 en fonction de o pour le probléme non linéaire avec les données

L cos(z +y) COS T COS Y
initiales f(x,y)=——FF= ¢t f(z,y) = — .
f(@.y) || cos(z + )| f(@.y) || cos z cos |
11 résulte des simulations effectuées que la borne oy est proche de 7.14 x 1073 et 3.84 x
1073, respectivement pour les données initiales f(z,y) = cos(z +y) COSTCORY
|| cos(z 4+ y)|| || cos z cos y||

(voir Fig.1.5). On a vu aussi que ces bornes numériques n’engendrent pas de limitation

dans les choix physiques possibles de valeurs de alpha, étant donné que ces deux cas ne

sin(x sin x sin
(z+y) 4 on obtient des

sont pas réalistes. Pour les données initiales — e : - ,
||sin(z +y)||  ||sinzsiny||

résultats similaires.
Il semblerait que la conjecture 1.4 soit vraie, il reste alors a montrer jusqu’oll peut-on
prolonger le temps de comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, on peut tout
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de méme faire quelques observations :

— le nombre d’oscillations de la donnée initiale dans les directions x et y, qui ne doit
pas étre trop élevé de part la modélisation, n’influence pas la comparaison,

— la comparaison du probléme non linéaire, lors des premiers instants d’observation,
a un comportement sensiblement proche de celle du probléme linéaire,

— le paramétre o est plus ou moins proche de 1 que de 0, autrement dit le temps de
comparaison est plus proche du temps donné par le probléme linéaire que du temps
théorique, selon que « est plus ou moins proche de ag. De plus, cette valeur limite
g semble dépendre de la donnée initiale,

— si « était nul, les équations de KP-II et KP-BBM-II se réduisant a la seule équation
des ondes, les solutions respectives seraient donc les mémes et ¢ vaudrait 1,

— finalement, on constate que pour des données semblables & ce que I’on observe dans
la réalité, c’est a dire pour 107* < o < 1073, les solutions des équations de KP-IT et
KP-BBM-II sont suffisamment proches I'une de I'autre sur un intervalle plus grand
que le temps théorique pour cette modélisation du probléme physique.
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CHAPITRE 2

MODELES D’ONDES INTERNES EN
DIMENSION 2

L’équation de Benjamin-Ono [Ben67, DAG7, Ono75| est obtenue par une analyse
asymptotique a partir de I’équation d’Euler, autrement dit du principe fondamental de
la dynamique, lorsqu’on étudie les ondes unidirectionnelles, de grande longueur, entre
deux fluides de masses volumiques distinctes, ce qui correspond aussi a étudier les ondes
internes de '’eau. Elle a pour forme

p

3
S r — —H rx) — 07
e+ Ganne — 5 H (1)

ou « est le quotient entre 'amplitude des ondes et la profondeur du premier fluide,
le quotient entre cette profondeur et la longueur d’onde, et H la transformée de Hilbert
dans la direction x.

Dans un premier temps, on dérivera a partir de ’équation d’Euler I’équation Benjamin-
Ono-2D (2D-BO) suivante [Mat98, PLS03|

3 B Y e
N + 55”777&; - §H(nxz) + Eax ! Nyy = 0,

ol ici v désigne le carré du quotient entre les longueur d’ondes dans les deux directions
du plan.

On voit alors que de la méme maniére que 'on passe de I'équation de KdV & celle de
BBM, on obtient une nouvelle équation régularisée, & savoir

3 I} _
N+ Nz + 50477771 + §H(77xt) + %ax 177yy =0,

appelée Benjamin-Ono-BBM-2D (2D-BO-BBM).

Une fois ce travail de modélisation effectué, on pourra, dans un second temps, comparer
les solutions des équations 2D-BO et 2D-BO-BBM. On supposera alors que «, (3 et 7 sont
égaux.

Aprés avoir établi I'existence et I'unicité de solutions locales des problémes de Cauchy
pour 2D-BO et 2D-BO-BBM, on démontre le résultat suivant :

Théoréme 2.1
Soitent m > 2, et f € X™3(R?). Soit a« > 0 et soient n et ¢ respectivement ['unique so-

“1
lution de 2D-BO et de 2D-BO-BBM dans C([-T,T]; H™"(R?)), avec T := “

Cm+3|f‘m+3’
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sous la condition initiale n]—g = Cli=0 = f. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers
naturels 0 < i+ 75 < m — 2, une constante N;; > 0, dépendant uniquement de la norme
de f dans X™T3(R?), telle que si 0 < a < ay, et pour |t| < T, on ait

||8;8§n(., L) — 8;8;(’(., S| @2y < Niyjoz3/2 |t[1/2.
La preuve consistera a étudier les solutions des équations

Up + utty, — H(ugg) + 0, 'y, = 0 (2.1)
vy + 00, — H(vge) + aH (vg) + 0, vy, = 0.

La chose importante est de remarquer que le passage de 2D-BO a (2.1) et de 2D-BO-BBM
a (2.2) se fait uniquement a l’aide du changement de variables

u(z,y,t) =n(r+a 'ty,a't), v(z,y,t)=((x+a 'ty a ).

Clairement, ce changement de variables nous permettra de généraliser nos résultats a des
problémes périodiques dans les deux directions d’espace, ce qui permettre d’étudier cette
comparaison de fagon numérique en se restreignant a des domaines de type [—m, 7] X
[_ﬂ-v 7T] :

2.1 DERIVATION DES EQUATIONS

On s’appuie principalement ici sur l'article de Matsuno [Mat98|. Jusqu’a la section
2.2, les résultats seront formels.

2.1.1 Equations gouvernant ’écoulement

On considére un flux irrotationnel de deux fluides parfaits homogénes incompressibles
de I'espace de dimension 3 muni d’'un repére (Ox, Oy, Oz) avec Oz vertical dirigé vers
le haut et d’une chronologie. On note n(z,y,t) la surface séparant ces deux fluides. On
suppose que la masse volumique est constante dans chacun des deux fluides, égale a p;
pour z > n(xz,y,t) et égale a py pour —h < z < n(x,y,t), telle que p; < py (voir Fig.2.1).

Il existe deux fonctions potentiel de vitesse ¢; et o vérifiant :
— la conservation de la masse

P11,z + P1,yy + Plzz = 0 st z> 77(% Y, t)a (23)
P2z + ()02,yy + P22z 0 si —h <z < 7’](1’, Y, t)v (24)

— la condition cinématique a l'interface entre les deux fluides, si z = n(z, y,t)

s + P1,27z + L1ylly = Pi,z,
Ne+ P220e + P2ylly = P22,
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i o)
=S

n(xy,t)

oo
=2

Fia. 2.1 — Interface entre deux fluides

— I’équation de Bernoulli & I'interface entre les deux fluides, si z = n(z, y,t)

1 1
p1 (sol,t + §(¢?,m +ol, +el,)+ gn) = o (soz,t + (Pt 5, + v, + 977) ,(2.7)

2

— avec pour conditions aux bords

01, — 0 si z— 4oo, (2.8

w2, = 0 si z=—h.

2.1.2 Petites perturbations en dimension 2

On suppose que I'équation de la surface ¥, vérifie n = O(a), ou a est 'amplitude des
ondes. On suppose que 'amplitude des ondes a est négligeable par rapport a la profondeur
h et que cette profondeur h est elle-méme négligeable par rapport a k la longueur d’onde
dans la direction z, c’est a dire que 'on s’intéresse aux ondes de faible amplitude et de
grande longueur.

On suppose que pour p = U qete= (1—p)gh
P2

_ ryzc
<p1(x,y,z,t) — aCSDI(ka k) h) k?t)’
ack ol

902(%%2775) =
Ty c
t) = —, =, —1).
n(x’y7 ) a/r](k’k’k:)
On pose alors

r - Yy - zZ ~ c a h

o YT A tegh o a=g 62%

Par abus, on supprimera les tildes dans les équations obtenues par ces changements.
L’équation de X; devient z = an, et les équations gouvernant 1’écoulement :

Tr =
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— la conservation de la masse

ﬁ2 (Qpl,xx + (;Dl,yy) + Plzz = 0 si z> ary,
3 (200 + Poyy) F02.. = 0 si —1<z<an,
— la condition cinématique a 'interface des fluides, si z = an

1
N+ aB (Prane + Qryny) = A

1
T+ o (P20 + P2y1y) = 722
— I’équation de Bernoulli & I'interface des fluides, si z = an

1 1 1
P ngl,t + §Oéﬁ2 (@%,m + gp%,y) + _OZQO%,Z + 1 — p

2
1
1_p777

’]” =

1 9 9 la ,
Yot + 504 (‘PQ,z + 902,y) + Qﬁwz,z +

— avec pour conditions aux bords

o1, — 0 s1 z— +o0o,

w2, = 0 si z=-1

Vérifions que 'on retrouve bien les équations précédentes :
(i) Les équations de Laplace (2.3) et (2.4) donnent pour i = 1,2
1 . 1 1 _
p2viaE TP i = 0.
Multiplier par h* donne (2.10) et (2.11).
(ii) L’équation (2.5) donne
c. ac. a. ac._ a.  ac-
apip+ - PrapiE + gl — s = 0
En divisant par %, on trouve
- a. - a. - k_
ny + 7 P13l + LIl pPE = 0
_ ah_ _ ah_ _ k_
n;+ 77 PLalls + AR e 0,
qui est I’équation (2.12).
[’équation (2.6) donne

c. ack a _ _ ack a _ ack

G T et T g T e = 0

En divisant par —(;{:C, on trouve
. a. . a_ . Kk _
Tt peEs + ey~ 3507 = 0,

qui est I’équation (2.13).

(2.12)

(2.13)
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(iii) L’équation (2.7) donne

1 /,ac 4, ac. o, ac.o
plackdet 5 (CGErats+ 1Rty + (GPR:) +9at| -
ack ¢ 1/(,ack ,1 _, ack o 1 _, ack o 1 _,
R ((T> E%EJF(T) E%gfr(T) ez + gan

.. a
En divisant par 7 on trouve

h 1 (ah ah _, a gh _
[ksou+ (kzsowrﬁ%,ﬁ 7Pz +§n =
1v/a a 5
Part 5 (h%a; 720 + E@z,z) + a2’
qui est 'équation (2.14).

On veut trouver la forme des potentiels de vitesse ¢; et ¢2. On commence par chercher
la solution ¢y de I'équation (2.11) avec la condition (2.16) sous forme de série, on suppose

oa(w,y, 2, t) = 3 S @y (= + )"

n=0

On obtient

o0

Prx(my, 2 t) =Y nfy (z,y, 1)z + 1)

n=1

dotsi z=—1, on a f{"(z,y,t) = 0. L’équation (2.11) s’écrit

i(z + 1)”(52828];2(2 + ﬁ282f2n + in (n—1D(z+ D)™ 2™ = 0
n=0 n=
Z (5282af22 +ﬁ282f 2 (et 2)f§”+2)> (z+1)" = 0.
n=0
Il s’ensuit que pour tout entier n,
’ 823];2(:) +h 823];2(:) +(n+ D0 +2) " =0,

, , . , 1 P
On résout ces équations par récurrence sur n. Comme f2( ) = 0, on en déduit

vneN , fPt—y.
Pour les indices pairs, on a
82]0 82 (0) 82]0(2) o2 f(2)
20 J2 2 2 2 2 2 (4)
2,7 =0 12
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ou encore

jo (R RPN Bt (oY ot
2 2 Ox? Oy? SR VI Ox20y? oyt |

On note fy := fQ(O) et on a

2
902(1" Y, th) = fg(l', Y, t) - % (f2,zx(xa Y, t) + f27yy(x7y7t)) (2 + 1)2 (217)
4
+ 54 (fozw20(®, Y, 1) + 2f2,00y (%, Y, 1) + foyyyy(@, 4, 1)) (2 + D'+ 0(8%).

On résout désormais ’équation (2.10) sous la condition (2.15). En utilisant la trans-
formée de Fourier dans les directions x et y, la solution ¢, est de la forme

+oo +oo
o1(z,y, 2, t) / / f(6,8,1) 51’52’ ) *i(£1x+ézy)efﬁ\/éfﬁizd& dés,

avec

1 +o0o +o0o )
flv - —) / fl(xv Y, t)eZ(§1x+§2y)dx dy’

2r)? N

ol f; est une fonction a déterminer. On en déduit que pour z = an

P1,zx + ‘Pl,yy - / flv(gla §2a t) \/ g% + 522e—i(§1l‘+§2y)e—04577 £%+§§d§1 d§2
R2
B /Rg flv (gla §27 t) \/ g% + f%eii(gler&y)dé-l d€2 + O(O{ﬁ)7

en effectuant un développement limité de ’exponentielle suivant a3. De la méme maniére,
on a pour z = an

P, = / B (&1 &, t)efi(&“&y)efaﬁ" v £§+£§d€1 d&o
R2
= Bfl - O‘ﬁ%] (‘Pl,m‘ + 901,yy) + O(O‘2B3)'

L’équation (2.12) implique
fl =T + O(Oéﬁ)a

on en déduit alors que pour z = an

1 o o612 —2) 62y ) o
01 = _W /R? fra(2' ' 1) ( g \/m d&, dfg) dz' dy" + O(ap)
/ /
- _% R2 \/(:p’ jji; f (’;’) — y)2dx/ dy/ + O(aﬁ)
_ 1 (2,4 1) 2d:c’dy/+0(045)-

21 Je2 /(2 =) + (v —y)
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On remplace les fonctions potentiels dans les équations (2.13) et (2.14) pour obtenir
deux équations de type Boussinesq

ﬁ2

Tt + fZ,ma: + f2,yy + a(an,a:)x + a(an,y)y - E(fZ,ma:aca: + 2f2,zzyy + fZ,yyyy) - O(QBQ)

(2.18)
Q 9 o) 9 (1 1 2

N+ for+ §f2,m + §f2,y - §f2,zzt + §f2,yyt +pBL(nw) = O(af),

(2.19)
avec

L yt) = — [ Y80 gy (2.20)

o R2 \/(x’ _ x)2 + gy

On se place désormais dans le cas ou k la longueur d’onde dans la direction = est négli-
geable par rapport a [ la longueur d’onde dans la direction y, c’est a dire que 1’écoulement
2

se fait principalement dans la direction z, on suppose alors pour v = 7

(pl(xayvzvt) = @(x,ﬁy,z,t),
()02(xvy7z7t) = fQ(xaﬁyazat>7
n(@,y,t) = 0z, 1),

et on pose y = ~yy. On suppose que 1'équation de la surface n admet un développement
limité par rapport a sa deuxiéme variable, autrement dit on a

N, VA +y).t) = 0=’ y,t) +0(y).

Cela implique que I'opérateur L peut étre exprimé, au sens des distributions, comme une
transformée de Hilbert. En effet, on a, aprés une intégration par parties,
1 (2, Y, t)

L) (z,y,t) = 5~ y \/(x,_x)2+y,2dw’dy’+0(v)

1 n(@',y,t) //+°° dy
_ _p [ ME, W ___ Lo
QWP/Rz v —z o (1+y?)32 o)

Il suffit alors d’effectuer le changement de variable y = cosh #, pour trouver

1 n(z',y,t) .,
L)yt = 7 [ P28 ar 1 o)

= —H@)(z,7,t) + 0(y),

ou H désigne la transformée de Hilbert dans la direction .
Par abus, on supprimera de nouveau les tildes dans les différentes équations. Ces change-
ments donnent dans les équations (2.18) et (2.19)

ﬁ2
N+ foux + '7f2,yy + a(an,z)x + 04’7(77][2,34):(/ - E(fhmz + 2’Yf2,myy + ’72f2,yyyy) = 0(0‘52)

« ay 1 ol
n+ for+ §f221 + 7f22y — 3 (§f2,mt + §f2,yyt) + pBL(nw) = O(af?),
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d’oti, en négligeant aussi les termes d’ordre ay et d’ordre 37,

s + fQ,mm + a(nf?,x)x + ’YfZ,yy - O(Oé2 + 52 + 72)
o
n+ for+ §f221 +pBL(nw) = O(a® + 3> +77).

On pose w := fy, et on dérive par rapport a  pour avoir finalement

e+ wy + a(qu), + 707wy, = O(a® + 57 +77%) (2.21)
Nz + Wy + AUWWg — PﬁH(Tht) - 0(042 + ﬁ2 + ’72)' (222)

A Tordre le plus bas, les équations (2.21) et (2.22) deviennent

mtw. = Ola+3+7),
e +w = Ola+53+7),

ce qui implique 7y — 7 = O(a + [ + 7). Si on suppose que les ondes se déplacent
de la gauche vers la droite, la solution de cette équation est de la forme n(x,y,t) =
n(x —t,y,0)+ O(a+ B+ 7), ce qui implique 7, + 1, = O(a + G+ 7). On a donc

ne—we=1n+n. = Ola+p+7),

d’ott w = n a Pordre le plus bas. Pour revenir aux équations (2.21) et (2.22), il nous faut
corriger cette derniére égalité, on cherche donc w sous la forme

w=n+aA+ 3B +~C+0(a’ + 5 +77),

et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C' au premier ordre. L’équation (2.21) devient

e+ 1 + a(Ay +2m,) + BBy +4(Co + 9, My,) = O(0® + 7 + %), (2.23)
et 'équation (2.22)

M+ e + a(Ar +1m.) + B(By — pH (1)) +7Cr = O(a” 4 % ++7), (2.24)
et comme 1, = —1, + O(a + [ + ), ’équation précédente devient

e+ e + (A +mm.) + (B = pH(naw)) +7C = O(a® + 51 +47). (2.25)
La compatibilité des développements limités des équations (2.23) et (2.25) implique

A:c + 277771 - At + MM,
Bz - Bt + _pH(nzz>7
C,+09,'n, = C.

On effectue le changement de variables

r=s—1 et s=x+1,
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7

pour obtenir

2
L ) 1
A= 4 B:_iH(%) et O, = 783017799'

Remplacer ces valeurs dans (2.23) donne

3 p N
M+ e+ S0 — SBH (Nae) + 50 "y = O(a?+ 5% +97),

comme 7; = =1, + O(a + [+ 7), on en déduit une autre équation

3 P Y oae
Mt e+ S — 5OH (1) + 50 My = 0@+ B2 +77).

Les équations au premier ordre sont

3 P Y oae
Nt =+ Ny + 50477% - 551{(7711) + 581 177yy =0,

appelée Benjamin-Ono (2D-BO), et

3 p Y A
Nt =+ N + 50477% + §5H(77xt) + 581 177yy =0,

appelée Benjamin-Ono-BBM (2D-BO-BBM).

Remarque 2.2 Le terme de dispersion de type KP, 0y.., apparait a l'ordre (3.

(2.26)

(2.27)

Il est désormais clair que les équations de 2D-BO et 2D-BO-BBM modélisent le méme

phénoméne physique, nous allons pouvoir les comparer.

2.2 COMPARAISON DE BO ET BO-BBM

On considére les problémes de Cauchy suivants

N + N + anne — o (1) + a@;lnyy =
Ct + Cx + OéCCa: + OéH(gl‘t) + aaajlgyy =
n(z,y,0) = ((2,y,0) = f(x,y),

(2.28)
(2.29)
(2.30)

ou o = = v dans la modélisation précédente. L’équation (2.28) est I'équation 2D-BO

et 'équation (2.29) est I’équation 2D-BO-BBM.

2.2.1 Discussion linéaire
Considérons les problémes linéaires suivants :
Nt + Ny — aH(nmm) + a&;lnyy =

G+ o+ aH (C) + 0, '¢,, = 0
n(r,y,0) = ¢(z,y,0) = f(z,y).
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Supposons que la donnée initiale f appartienne a la classe de Schwartz S(R?). Formelle-
ment, la solution de 2D-BO est donnée, pour tout ¢t € R et (k,l) € R?, par

A

N(k,1,t) = exp (—ik(l — alk| + af{—i)t) f(k,1).

De la méme maniére la transformée de Fourier en espace donne pour I’équation 2D-BO-
BBM, pour tout t € R et (k,[) € R?,

2
C(hky1,t) = exp (—ik(%{iﬁ)t) f(k,1).
On a alors, pour tous réels k, [ et t,
[k, 1,8) = C(k, 1, 1) < 202 (8] ([K°] + |2]) |f (. D).
Soit t € R, le théoréme de Plancherel implique que

2
()

Cette analyse du probléme linéaire nous méne & la conjecture suivante :

) = ot < (s 01 DL DI di ) o2l

Conjecture 2.3

Soit f une fonction définie sur R? telle que 5%7 et 557 soient intégrables sur R?. Alors n
et ¢ les solutions respectives de 2D-BO et 2D-BO-BBM vérifient qu’il existe une constante
C > 0, qui dépend uniquement de f et une constante 0 < & < 1, telle que pour |t| < a™179,
on ait

In(, 1) = ¢ D)l < CaJt].

On verra qu’une comparaison semblable peut étre obtenue sur un intervalle de temps
[0, 7! dans la section 2.2.3. Néanmoins, on se demandera si, & I’aide d’'une méthode
numérique, on peut améliorer ce résultat et ainsi ce rapprocher de la conjecture.

2.2.2 Problémes de Cauchy locaux
On effectue le changement de fonctions
u(z,y, t) = n(e+a 't y,a”'t) | v(z,y,t) = ((z+a  ty,a”'t).
Le probléme de Cauchy (2.28)-(2.29)-(2.30) devient

up + uty — H(uge) + 0, 'y, = 0 (2.31)
vy + 00, — H(Vgy) + aH (vye) + 0, vy, = 0 (2.32)
u(z,y,0) = v(z,y,0) = f(z,y). (2.33)

Nous n’aurons besoin dans ce travail que de I'existence et I’'unicité du probléme de Cauchy
local. De la méme maniére que dans le chapitre 1, on utilise la méthode décrite dans
'article de Iorio et Nunes [IN9S].
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Proposition 2.4
Soit f € X™(R?), m > 2. Alors il existe une constante C,, strictement positive, dépendant

uniquement de m, telle pour
1

Ty := ,
T Col flm

il exziste une unique solution v € C([—Tp, To); H™(R?)) du probléme de Cauchy (2.51)-
(2.33), respectivement v € C([—Ty, Tpl; H™(R?)) du probleme de Cauchy (2.32)-(2.53).
De plus, ces solutions vérifient qu’il existe une constante c,, strictement positive telle que
pour [t| < T,

Ul < el flm
|U|m < Cm|f|m

On va désormais comparer les solutions de 2D-BO et 2D-BO-BBM. On étudiera la
différence entre u et v solution du probléme de Cauchy (2.31)-(2.32)-(2.33) pour laquelle
le temps maximum de comparaison est de l'ordre d’une constante, on en déduira alors
la comparaison des solutions du probléme de Cauchy (2.28)-(2.29)-(2.30) pour un temps

maximum de comparaison d’ordre o~ .

2.2.3 Comparaison des solutions

Théoréme 2.5
Soient m > 0, et f € X™3(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ lunique solution du
probleme de Cauchy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([—a™ Ty, o 'Tp); H™3(R?)), avec Ty :=

. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < ¢ + 5 < m, une
Crntal flm+s
constante M;; > 0, dépendant uniquement de |f|n1s, telle que si 0 < a < vy, et pour

lt| < o'y, on ait
||a;ag]/77(’ *) t) - a;agig(’ *) t)|| < Mi,j 043/2|t|1/2.

Remarque 2.6 Notons que [’existence et l'unicité des solutions n et ( sont assurées par
la section précédente.

Démonstration : On va montrer ce théoréme par récurrence sur le nombre total de
dérivées, autrement dit sur 2+ 7. On suppose que le temps est positif, la preuve s’adaptera
de la méme maniére dans le cas oil le temps est négatif.

Effectuons tout d’abord le changement de fonctions

u(w,y,t) =l +a™'ty,a”'t) | v(z,y,t) = ((x+a”'ty,a”').
Les équations (2.28), (2.29), (2.30) deviennent

uy + utly — H(Ugy) + 5’;1uyy =
v + 00y — H(Vge) + «H (vg) + 9, vy, = 0
u(r,y,0) =v(z,y,0) = f(z,9)
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On retrouve exactement les équations (2.31), (2.32) et (2.33). Posons w = v — u, alors w
satisfait le probléme de Cauchy

wy + ww, — H(Wey) + aH (wyy) + 0, 'wy, = oH (ug) — (uw), (2.34)
w(z,y,0) = 0.
Le reste de la preuve est similaire a celle du théoréme 1.14. O

Corollaire 2.7

Soient m > 2, et f € X™3(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ lunique solution du
probleme de Cauchy (2.28), (2.29), (2.50) dans C([—a Ty, ™ Ty); H™3(R?)), avec Ty =
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ j < m — 2, une

Cm+3‘f|m+3
constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|y1s, telle que si 0 < a < ap, et pour

lt| < a™'Ty, on ait

10209 (., ., 1) — DL, o, )| |oorey < Nij 2 [t]V2,

2.2.4 Le cas périodique

Grace a I'unique changement de fonctions
u(z,y,t) =n(x + a 't y, oz_lt) , v(z,y,t) = C(x+ a 't y, oz_lt),

on n’effectue aucune homothétie sur les variables d’espace x et y, et la donnée initiale reste
toujours la méme. Ceci implique que nos résultats restent vrais dans le cas périodique.
On obtient des résultats similaires a la proposition 2.4 pour le probléme de Cauchy local
dans le cas périodique ([IN98]). Si on note

M,(R?) := {g € C*(R?), 21 — périodique en x et en y;/

—T

™

9(x,y)dz =0 pour y € [, ﬂ]}

et X™(IR?) la fermeture de M, (R?) par rapport & la norme ||g||?, = Z (1+ K+ 1) gk, D

(k,l)ez?
on peut énoncer

Théoréme 2.8

Sotent m > 0, et f € X"3(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ lunique solution du
probléeme de Cauchy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([—a Ty, a1 Ty]; X3 (R?)), avec Ty :=
. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ 7 < m, une

Cm+3‘f|m+3
constante M, ; > 0, dépendant uniquement de |f|n13, telle que si 0 < o < ay, et pour

It| < a™'Ty, on ait

||azlva;77(’ *) t) - azlcajg(’ *) t)|| < Mi,j a3/2|t|1/2'

)

Corollaire 2.9
Sotent m > 2, et f € X™3(R?). Soit a > 0 et soient n et ¢ lunique solution du
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probleme de Cauchy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([—a™ Ty, o™ 'Tp); X3 (R?)), avec Ty =

. Alors, il existe ag > 0, et pour tous entiers naturels 0 < i+ 7 < m — 2, une
Crntal flm+s
constante N;; > 0, dépendant uniquement de |f|y13, telle que si 0 < a < ag, et pour

[t < a™'Ty, on ait

sup |a;a§n($a Y, t) - 8;8{}(’(90, Y, t)| < Ni,j 043/2 |t|1/2'
(z,y)€0,27]?

Remarque 2.10
Tous les résultats restent vrais en dimension 1 dans les cas périodique et non périodique.

2.2.5 Comparaison numérique des solutions de BO et BO-BBM
On illustre ici la conjecture 2.3 de maniére a nous donner quelques idées sur sa possible

validité.

On considére alors le probléeme de Cauchy

up + uty — H(uge) + 0, 'y, = 0 (2.35)
v + 00, — H(Vgy) + aH (vy) + 0, vy, = 0 (2.36)
u(z,y,0) =v(z,y,0) = f(z,y), (2.37)

avec f une fonction de X 3(R?), m > 2. On sait que d’apreés les théoréme 2.8 et corollaire
2.9, les solutions de ce probléme sont telles qu’il existe ay > 0, une constante C,.3
strictement positive et dépendant uniquement de m, telle que si 0 < a < «p, et pour

0<t< , on ait

C’m-i-3 | f|m+3

[ o t) =00l < Mooat' et sup  Ju(e,,6) — vz, y,1)] < Nopot"2. (2.39)
(z,y)€[0,27]2

On s’intéresse a l'optimalité du paramétre 0 < § < 1 tel que sur lintervalle de temps
[0, a79], les inégalités (2.38) soient vraies. On reprend la méthode de relaxation associée
a un schéma semi-implicite en temps, décrite par Besse [Bes04]|, associée & une FFT,
restreinte au domaine [—m, 7| X [—7, 7]. Le choix de cette méthode se justifie par des
temps de calcul plus court et par la possibilité d’aller plus loin dans le temps que les
méthodes de type point fixe. On réécrit les équations (2.35)-(2.36)-(2.37) sous la forme

1
Ut + 5%” — H(ug,) + 5’;1uyy =0

¢ = u’

1
Ut+sz_H(Uzz)+@H(Uzt)+a:;1”yy =0
b = o

u(k,1,0) = v(k,1,0) = f(k,1).

Soit Ty le temps maximum de comparaison des solutions de 2D-BO et 2D-BO-BBM, et
. . . . A~ . A~ n 1 ~ 1
soit dt le pas de discrétisation en temps. On note 4", respectivement 9", ¢z, )" *2,
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I'approximation de 4 au temps (n+ 1)dt, respectivement de 0 au temps (n+ 1)dt, de ¢ au

temps (n+ 3)dt, ¢ au temps (n+ $)0t, pour n compris entre 0 et ~Y . Pour les dérivées en

espace, on effectue une transformée de Fourier rapide. On obtient finalement le schéma
pour I’équation 2D-BO

(A 1 N

oot
At (k, 1) —an(k,z) ik - 2\ @ (k1) + an(k, 1)
5¢ ) =i Qe - ) S - 0

4" 1(0,1) = a™(0,1)
<k SF -1
V<< Y,
\ 2 = = 2 ( )
2.39
et pour I’équation 2D-BO-BBM
” _1
e (k1) + "3 (k1)
! ~ @k
0" (k1) — o (k, 1 ko~ 1
(1 + ol T EDZTED et
2 AnJrl
(|k|k_%) (. l>2 (kD _
o"*0,1) = 9"(0,1)
x N:E
N
V< Y.
\ -T2
(2.40)
avec pour données initiales 72° = 00 = f et ¢=3 = 1)"3 = f2 et ou N, et N, sont

respectivement le nombre de modes de Fourier dans les directions = et y, et c’est aussi
le nombre de points de discrétisation dans ces méme directions. On choisit d’illustrer les
résultats pour N, = 128, N, = 128 et 6t = 0.05. Le temps maximum de comparaison
théorique est de I'ordre d’une constante, on effectue alors des itérations pour un intervalle
de temps d’ordre a~!. Dans un premier temps, on observera la comparaison numérique
du probléme non linéaire, ainsi que du probléme linéaire. On espére alors que le temps de
comparaison du probléme non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devrait
étre moins bon que le temps de comparaison du probléme linéaire. Dans un second temps,
on effectue la comparaison du probléme non linéaire pour différents choix de a. Le but
sera de voir si le temps de comparaison dépend ou non de .

On effectue les tests (voir Fig.2.2) pour

cos(z +y)

— P Nzx=128 , Ny=128 , 6t=005 , a=10"
|| cos(z + y)|

fx,y) =
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10° -

f(x.y) = cos(x + y) / [Jcos( x + y)||
T T

cas non lineaire|]

— — - cas lineaire

- ——-at

10°

f(x.y) = cos(x + y) / |[cos( x + y)||
T T

cas non lineaire|q
— - — - cas lineaire

Norme 2
\

1077/ 4

@
£
E
~ ©
E
5]
=

107/ -

107° -

107

I I I I
o 100 200 300 400 500 o 100 200 300 400 500
temps temps

F1G. 2.2 — Comparaison numérique des normes L? et L> pour les problémes linéaire
et non linéaire avec a = 1072 sur l'intervalle de temps [0,a"'] avec la donnée initiale

cos(z +y)
fla,y) =

= ———— en utilisant ’échelle logarithmique sur Oy.
[l cos(z +y)]

On remarque une trés forte croissance des normes a peu prés a partir du temps ¢ = 460,

In 46 1
- + — ~ 0,887, ce qui est bien meilleur que le temps théorique.
3In10 3

On peut alors effectuer les tests en augmentant de nouveau le nombre d’oscillations et on
voit que la croissance des normes a lieu & peu prés toujours au méme moment. Comme
dans le chapitre précédent, on effectue des tests pour les valeurs oy = 2.18x 1073, v = 1074
et a, = 2.5 x 107* On compare ces choix a la valeur précédente o = 102 dans nos tests
(voir Fig.2.3), et on trouve § égal a 1, 0.665, 0.739 et 0.887 respectivement.

c’est a dire pour 0 =
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f(x,y) = cos(x +y) / |[lcos(x + y)I| f(x,y) = cos(x +y) / |lcos( x + y)||
T T T T

0.1 : — 0.1 T 7 T —
| G =218 x 10 ° Q=218 X 10
I
| —s—a=10"2 —s—a=10"3
0.09 - i a,=25x102]] 0.09 - a,=2.5x10° ||
— — -a=10"% — — -a=10"%
0.08 ‘ B 0.08 B
I
|
0.07 B 0.07 - | B
I
0.06 [ I B 0.06 - B
! L
o~ | =
2 E
£ 0.05 B o 0.05 B
5 £
2 5 |
2
‘ |
0.041 B 0.04 | i
I
I
0.031 B 0.03 B
0.0z B 0.02 B
0.01 1 B 0.01 B

1.2 0.2

Fic. 2.3 — Comparaison numeérique des normes L? et L pour le probléme non li-
néaire avec ap = 2.18 x 1072, @ = 1073, 2.5 x 107* et 10~* avec la donnée initiale
cos(r + vy
fla,y) = _coslety)
| cos(z + y)||

Il semblerait que la conjecture 2.3 soit vraie, on observe la méme chose que dans le
chapitre précédent, a savoir :

le nombre d’oscillations de la donnée initiale dans les directions x et y, qui ne doit
pas étre trop élevé de part la modélisation, n’influence pas la comparaison,

la comparaison du probléme non linéaire, lors des premiers instants d’observation,
a un comportement sensiblement proche de celle du probléme linéaire,

le paramétre ¢ est plus ou moins proche 1 que de 0, autrement dit le temps de
comparaison est plus proche du temps donné par le probléme linéaire que du temps
théorique, selon que « est plus ou moins proche de ag. De plus, cette valeur limite
g semble dépendre de la donnée initiale,

si o était nul, les équations de 2D-BO et 2D-BO-BBM se réduisant a la seule équation
des ondes, les solutions respectives seraient donc les mémes et ¢ vaudrait 1,
finalement, on constate que pour des données semblables & ce que ’on observe dans
la réalité, c’est a dire pour 107 < a < 1073, les solutions des équations de 2D-BO
et 2D-BO-BBM sont suffisamment proches I'une de I'autre sur un intervalle plus
grand que le temps théorique pour cette modélisation du probléme physique.

1.2
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CHAPITRE 3

PROLONGEMENT EN TEMPS DES BORNES
H?® DES SOLUTIONS

3.1 BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF THE BO-BBM EQUATION

The small amplitude long waves moving inside a nonhomogeneous fluid are modelled
in dimension 1 by the Benjamin-Ono equation [Ben67, DAG7, Ono75, Mat93]

g + Uy + auu, — fH(uy,) =0,

where H denotes the Hilbert transform in the x—direction, o the quotient between the
characteristic waves amplitude and the depth of the waves and ( the quotient between
this depth and the wavelength. We recall that o and ( are positive and small constants,
namely 0 < «, 3 < 1. Since this equation is obtained correcting, at the second order, the
transport equation u; + u, = 0, we find the BO-BBM equation [BBM72|

up + Uy + auu, + GH (ugyy) = 0. (3.1)

First of all, we prove the global in time well-posedness of the Cauchy problem associated
with the BO-BBM equation (3.1) using the Brezis-Gallouet’s method.

Theorem 3.1
Let 0 < o, <1 and s > 1/2. Let f € H3(T). Then there exists an unique global in time
solution v € C(R, H§(T)) of the Cauchy problem associated with (3.1) of initial datum f.

In particular, we deduce that the norm ||u(t)||1/2 is conserved by BO-BBM flow, i.e. for all
t € R, [[u(t)||1/2 = ||u(0)|]1/2. We ask then how does the other norms Hg(T), for s > 1/2,
behave. As a consequence of the local in time well-posedness of the Cauchy problem
associated with the BO-BBM equation, for 0 < «, 5 < 1 and s > 1/2, there exists two
constants C; > 0 and Cy > 0 such that if the initial datum f, satisfying || f||s < €, then

for |t] < Cy 6’15, the solution u satisfies
a

lu(®)]]s < Cre. (3.2)

This bound can be true longer, and our result reads as follows.
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Theorem 3.2 )

Let 0 < o, 8 < 1 and s > 1/2. There exists 0 < g9 < B—, C7 > 0 and Cy > 0 such that
a

if e HE(T) with ||f||s < e, for € €]0,&¢[, then the unique solution u of the periodic

2
BO-BBM equation (3.1) with initial datum f, satisfies for |t| < Cq (elé) ,
a

lu(@®)]]s < Che. (3.3)

The principle of the proof consists in rewriting the BO-BBM equation under the normal
form
v+ L(v) = F(v),

where L is a linear operator and F' a multilinear operator of order strictly higher than 2,
to ameliorate the quadratic nature of the nonlinearity of the BO-BBM equation. In our
work, we are inspired by the method introduced by Tzvetkov [Tzv04]|, and F' will be a
trilinear operator. In a more general way, this method is called Poincaré theory of normal
forms [Arn83].

2
The constraint of smallness on €3 does not depend on « and (3 when B— > 1. We also
2 !
notice that the fact that ¢y is chosen in the such way ¢ < —, with 0 < £ < g¢, implies

2
that the prolonged time (elé) is longer than the one found by the local existence
Q@
B
e —.

Q

Let us fix @ = 1. When [ tends to zero, the persistence time of the bound (3.3) given
by the theorem 3.2 also tends to zero. That is not surprising because the formal limit,
when [ tends to zero, of the BO-BBM equation is the Burgers one

Uy + Uy + un, = 0.

The existence time of the Cauchy problem associated with this equation, for an initial
datum of size ¢, is of order ¢! and this time is maximum.

In concrete terms, we consider small amplitude long waves moving at the level of a ther-
mocline. For example, in the strait of Gibraltar, the studied waves propagate at 200m
deep inside the Mediterranean sea (of total depth 900m), have an amplitude contai-

ned between 50 m and 80m, for a wavelength from 1km to 2 km [Jac04], in particular
1 50 < 80 2 1 200 200 1

=—<a<_—=—-and —=—<< — = .
4 200 200 5 10 2000 1000 5

We will use the following notations : T = R/ (27Z) is the one-dimensional torus, Z*
the set of nonzero integers. For s € R, we define H§(T) the space of zero z-mean value
functions equipped with the norm

1/2
mwm=<§NW%@w>,

kezZ*

where @ denotes the Fourier transform defined by

u(k) = /Te_imu(x)d,u(x).
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The measure du(z) is chosen proportional to the Lebesgue one on T and normalized such

that
= > e a(k)

keZ*

3.1.1 Existence and Uniqueness of solution

We consider the Cauchy problem, for ¢t € R, and x € T,

up + Uy + auu, + GH(ugy) = 0

u(z,0) = f(z).
The equation (3.4) is rewritten as
T BID. T 2148,
here % is defined by the Fourier symbol o (k) ik
where ———— i n urier symbol o (k) := .
NN v Y 1+ (k]

The existence and uniqueness of local in time solution are proved first of all.

Theorem 3.3
Let 0 <a,B <1 ands>1/2. Let f € H5(T). There exists a constant Cy > 0, depending
only on s, such that for

_ L B
B Col s @

there exists an unique solution w € C([-=T,T]; H5(T)) of the periodic Cauchy problem

(3.4)-(3.5).
Moreover, for all M > 0 with ||f||s < M and ||g]|s < M, there exists a constant C; > 0
such that the solutions u and v, associated with the initial data f and g respectively, satisfy

1
fort e [=T,T], with T = COMg’

[u(t) = v(®)l]s < CLllf = glls-

Proof. The proof is done for positive time.
It is enough to remark for v € H§(T)

= > (e ) tatwr

s kezZx*

[Tt
1+ 5|D,|

and since 1+ S|k| > 5|k|, for k € Z*, we deduce

Q

HTiﬂﬁTH pllul- (3.6)
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Let T" > 0. The Duhamel formula implies that u is the solution of the Cauchy problem
(3.4)-(3.5) if and only if u is the solution of the following equation, for ¢ € [0, 7],

szqm@;:&f—%[igq(TI%Emuﬁ(ﬂdﬂ (3.7)

with S, f = Z ek oI TG f(k). We aim to apply the fixed point theorem. We deduce
keZ*
from the preceding formula and the inequality (3.6) that, for ¢ € [0, T7,

e} ¢ 2
lulle < NIl + 55 / (r) dr.

Oy
—U
1+ G| Dy

s

and since s > 1/2, the Sobolev injection implies that there exists a constant Cy > 0,
depending only on s, such that

t
«
el < NSl + €0 [ llullir) ar
5 0
2
Q
< |flls+ 5 CT | sup [lu(t)]]s] - (3.8)
ﬁ t€[0,T
. I
Then there exists Cy > 0 such that for T = —, the closed ball
Collfls @

Frz{UéamﬂﬁHﬂm);prMMLSﬂVM}

te[0,7
verifies ®(Br) C By. Indeed, let u € By, the inequality (3.8) becomes

40| f1ls
feu(oll, < .+ “C
0

AC|[ f]ls .
and (|}, + XM < oy, i0 ¢, 2 a0,
Co
Let u and v in By. The Duhamel formula (3.7) gives, for ¢t € [0, T],

0x

1+mDﬂw?_#>

Iou) - el < 5 |

S

and the Sobolev injection implies

dav
|1Qu(t) = Qo)|ls < — Gl sup |ju—vlls(t)
6 te[-T,7]
4C
= sup ||u — vl|s(?).
%tmﬂH [1s(t)

For Cy > 4C,, the map ® is a contraction on By. Finally, according to the fixed point
theorem, there exists an unique solution u of ®u(t) = u(t) in By.
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It remains to prove the continuity with the initial datum. Let v and v solutions of the
Cauchy problem (3.4)-(3.5) with initial data f and g respectively, such that ||f||s < M

and ||g||s < M. The Duhamel formula (3.7) gives for ¢t € [0, 7], with T" =

CoM o’
t az
lu(t) = v(®)], < IIf—g||s+%/0 T )| (D
2C,
< |lf —glls+ (1 f[ls + lglls) sup [[u—v|[s(#).

CoM te[0,T]

Since Cy > 4C, we find
1
lu(®) —v(®)lls < (If = glls + 5 sup Jlu—vlls(),
te[0,7)

thus

sup |[u —olfs < 2|[f — glls.
t€[0,T]

O
Remark 3.4

The time T of local existence, given by the preceding theorem, can be chosen independent

B

—. It is enough to
| | . | Crl[ £l o
notice that, in the same way the inequality (3.8) is found, we have for t € [0,T,],

on s. We prove that for s > r > 1/2, we can take Ts =T, =

«

[[@u®)ll, < (171l + 3

C, T, sup |[u(t)|]s sup |[u(t)]],.
t€[0,T7] t€[0,T7]

Remark 3.5

The time of the local well-posedness could be larger, especially in the case where 0 < § <

a < 1, but we have to impose more reqularity for the initial datum [I6r90]. More precisely,

let us suppose s > 3/2 and f € HZ(T). Then, there exists a constant Cy > 0, depending

only on s, such that for
1 1

a OOHfHSE’
there exists an unique solution w € C([=T,T]; H(T)) of the periodic Cauchy problem

(3.4)-(3.5).

On the other hand, the choice of €y in the theorem 3.2 also implies that the prolonged

2
1
time (5_1—) is longer than the one found by this local existence result e —.
! !

Now, we prove global well-posedness of the BO-BBM equation.

Proposition 3.6
Let s > 1/2 and f € H{(T). Then the solution u of the Cauchy problem (3.4)-(3.5) verify
forallt € [-T,T],

u(@)[[1/2 = [ f]]1/2-
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Proof. For n € N, we define f,(z) := 3>, e (k). Then f, € H(T), (fu)nen
tends to f in H§(T) when n tends to infinity and for n € N, ||f.||s < [|f]|s- Let u, €
C([~T,, T,]; H™'°(T)) the solution of the Cauchy problem (3.4)-(3.5) of initial datum f,,.
In particular 7,, > T and u,, € C([-T,T]; Hit"(T)). We multiply the equation (3.4) by
u,, to obtain

[un (D)2 = [[fall1/2-
According to the theorem 3.3, there exists a constant C; > 0 such that, for t € [T, 7],

[u(t) = un(@)llry2 < JJult) = un(®)]ls < IS = fulls,

thus (u,(t))nen tends to u(t) in Hé/Q (T) when n tends to infinity. By unicity of the limiting
value, ||u,(t)|[1/2 = || fall1/2 tends to [[u(t)||1/2 = || f||1/2 when n tends to infinity.
U
To prove the global well-posedness, the Brezis-Gallouet method [BG80| will be used.

Lemma 3.7
Let s > 1/2 and u € C([-T,T]; H5(T)) the solution of the Cauchy problem (3.4)-(3.5).
Then there exists C; > 0 such that

ullze < Cy (1+ v/log(L+ [ull,))

Proof. Let R > 0, where R is to be chosen. We write

lulle= < llall = D lak)l = Y latk)l+ Y la(k)

kez* |k|<R |k|>R
R k|
= Y (m) lawl+ Y (k).
> () o+ X ()

The Cauchy-Schwarz inequality gives

1/2 1/2 1/2 1/2

= < {30 wawE] | X ]+ X wEamr ] (Y

0<|k|<R 0<|k|<R |[k|>R |[k|>R

Since s > 1/2, there exists ¢ > 0 such that 2(s — ¢) > 1. We deduce

D

|k|>R

1/2

IN

|uf|pee C ||ul|1/2v/log(R

|k|2(s €)

< Cllulli2v/1og(R)

We choose R = (1 + ||ul|s)"¢ to get

u
Nl < C el joy/Tog(1 + [Jul]s) + C — = [Julls

1 [fulls
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Theorem 3.8
Let 0 < a,B <1 ands>1/2. Let f € H5(T). Then there exists an unique global in time
solution u € C(R, H§(T)) of the Cauchy problem (5.4)-(3.5).

Proof. We denote again 7' the time of the local existence given by the theorem 3.3.
For t € [-T,T], the Duhamel formula is written

a [ [ 9
U(t) = Stf — 5\/0\ Sth (mu ) (7') dT,

with S, f := Z eiko e~ TEoTr] f(k:) We get then

kezZ*

[u@®lls < I1f1]s + % /Ot ()| o] lu(T)]]s dr-

The preceding lemma 3.7 implies that there exists C'; > 0 such that

@l < 171l + 55 Co / (14 Viog(T + [[u(A)1,)) llu(r)l], dr = w().
We remark
V() = 550 (14 Vies( + u(]L)) o).
< %(J1 <1+ \/log(1+\lf(t)> U(t) < %(J1 (1+ log(1 + W(t)) B (t),

or in another way, there exists Cy > 0 such that

d
pr log (1 4 log(1 + ¥ (t)) < Cy.

We deduce that there exists Cy > 0 and C3 > 0 such that for all t € [T, T, ||u(t)|]s <
e In particular, ||u(t)||s remains bounded on every finite time interval and the solu-
tion of the BO-BBM equation can be extended in time at all R.

U

3.1.2 Long time bounds for the periodic BO-BBM equation

A consequence of the local well-posedness is written.

Corollary 3.9
Let 0 < a, 3 <1,s>1/2. Let ¢ > 0 and f € HJ(T) with ||f||s < €. Then there exists
Co > 0 and Cy > 0 such that the solution u of the Cauchy problem (3.4)-(3.5) verify for

|t| S 005_1§a
lu(®)]]s < Cie.
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We ask if the solution remains small longer, we will use a method introduced by Tzvetkov
[Tzv04].

ik
We first prove some useful results. We recall that, for k € Z, o(k) !

T

Lemma 3.10
This Fourier symbol o satisfies for all k and ki in Z*

|kka(k — k1)
(14 BIEDN A + Bl ) (1 + Bk — k)

lo(k1) + o(k — ki) —o(k)| > 32
Proof. Six cases have to be studied.
i.If k>0, k >0and k—k; >0, we have
|B(2 + Bk)ki(k — ki)
(1 + BlE)(L+ BlE1]) (1 + Bl — ki)
ii. If k >0, ky >0 and k — k1 <0, we have

lo(k1) + ok — k) —o(k)| =

|Bk(2 + k1) (k — k)|

‘U(/ﬁ) + O’(k — kl) — U(k>| = (1 +ﬁ|/{7|)(1 _|_5|k;1|)(1 +ﬁ|l€ - k'1|)

iii. If £ > 0 and k; < 0, we have

|Bkk1(2 + B(k — F1))]
(L4 Bk + Bl [)(1 + Blk — Ka])

o(k1) + ok — k1) — o (k)| =

iv. If £ < 0 and k1 > 0, we have
| — Bkki(2 — B(k — k1))
(1+ BIEN(L+ Bk [) (L + Bk — ki)
Blk|ki(2 + Blk — ki)
(1 + BIE) (1 + Blka[)(1 + Blk — ka )
v.If k<0, ki <0and k—k; > 0, we have

lo(k1) +o(k — ki) —o(k)|

| — Bk(2 — Bk1)(k — ki)
(1+ Bk + Bl [) (L + Blk — kal)
BIE[(2 + Blk1|)(k — k1)
(1+ Bl (L + BlEa]) (1 + Bk — Kal)”
vi.If k<0, k; <0 and k — k; < 0, we have

|o(k1) + o(k = k1) — a(k)]

(2 — Bk)(—Bk1)(k — ki)

(14 BlEN) (1 + Blk:[)(1 + Blk — k)
(2 + B|k|)Blk1|(k — k1)

(1+ BIEN)(L+ Blk1]) (1 + Bk — ku|)’

|o(k1) + o(k = k1) — a(k)]

Let D :={(k, k1) €Z?; k#0,k; # 0,k # ki1 } and we define the bilinear operator
B = —— ik .
(u0) 22;6 1+ Blk| o(ky) + o(k — k1) — o (k)
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Lemma 3.11
Let s > 1/2. There exists a constant C' > 0 such that for all u and v in H{(T)
1B(u, v)lls < C@HUHSIIUHS-
Proof. By duality, to prove the lemma is equivalent to prove for all w € S(T)
ZB u,0) (k)i (k)| < Co ([fullllol]s) llew] . (3.9)

Indeed, we have

|1B(u,v)[]Z = > k|2 B(u, 0)

kez*

52

ZBUU

kez*

We set then w(k) = |k:|QSB/(u\v)(k) We write

| B(u,v)||?> = ZBM (k),
keZ*
and according to the inequality (3.9)
|1 B(u, v)|[; < Cﬁ2 (ul[s[1v]]s) fwl]-s-
However
1/2 1/2
[ (Z \k\zs\k\4s\8(u,v)<k)\2> = (Z |k|28\8<u,v><k>|2) = 1B ).
keZ* keZ*
We define then
(k) = |k|*a(k) , 01(k) = |k|*0(k) and w(k) = |k|"*w(k).
In particular, this implies
ual[z> = Hulls ; [[orllze = [|v]ls and [Jws][r2 = [Jw]]-s.
We find then
— a ik u(ky)o(k — ky)
B k) = ————
R S T k% (k1) + o(k — k1) — o (k)
kA
21+ Blk| W |k1|*[k — kyl*(o (k1) + o(k = k1) —o(k))
ky # K

Finally, it is enough to prove

) (1K1 Blu, v)(k))

2 £ 1+ BIk] [kal*[k — Fal* (o (ky

(@ ik |k:|5111(k:1)@1(k: — k?l)wl(kf) «
2 B) + otk — k) —a()| = C

5

(fuallz2{[or]]22) [Jw]] 2



96 3. PROLONGEMENT EN TEMPS DES BORNES H°*

Lemma 3.12
We have for k and ki in D

‘ 1k 1 ' - 4
1+ Blklo(ky) + ok — k1) —o(k)| — 5%
Proof. According to the lemma 3.10, we have for £ and %y in D,

’ ik 1 ' (1 + Blk:[)(A + Blk — ki)
1+ Blklo(k) +o(k— k) —o(k)| B?|ki(k — k1)

Since 0 < < 1 and k, ky; € Z*, we have 1 4 (|ki| < 2 |k1| and 1+ S|k — k| < 2|k — Ky

thus

. —

4
1+ Blk|o(k) + ok — ki) —o(k)| — 3%

For s > 1/2, the triangle inequality implies

k] <c( L )
15|k — kal® kals |k —FRi]® )

and thanks to the preceding lemma, it remains to bound

|ty (ky)| |01 (K — k) || ()]
+
522 A

|ty (ko)| |01 (K — k)| ()|
=: T+1I.
7 Z & — ki +

The Cauchy-Schwarz inequality in k gives for the first term of the preceding sum
2\ 1/2
s (k)| [ (= )| v
o UL (R1)| V1R — N
s o] x el (Simor)

kezZ* k1 € Z* keZ*
k1 #k

then the Cauchy-Schwarz inequality in £ is applied again,

1/2 1/2

= DS 3t Plonts =l (Zml(k)?

ki € Z* ke€Z* Ky € Z* kez*

ki #k kl;ék

Since s > 1/2, there exists a constant C' > 0 such that

«
I < O3 (lualleallvrl]z2) [[wn ]2

62

b
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By symmetry, we find similar inequality for II. 0

For 6 > 0, we pose Us := {u € Hy(T); ||u||s < 0}. For u € H§(T), we define the opera-
tor A by,
Au :=u+ B(u,u).

The differential of this operator is given by, for all ¢ € S(T)

(dA(u), p) = ¢ +2B(u, p),

the preceding lemma implies that dA is continuous from H{(T) to itself. Since dA(0) is
the identity, the inverse function theorem is applied to give the following lemma.

Lemma 3.13 )
Let s > 1/2. Then there exists 0 < §' < ﬁ—, 0 >0, and C' > 0 such that for all v € Us,

Q

there ezists an unique u € Us such that Au = v. Moreover
[lulls < Cllvlls,

and the map A~' is of class C*.

We aim to know which equation is satisfied by A, i.e. what is the normal form of the
BO-BBM equation.

Lemma 3.14
Let s > 1/2. There exists a trilinear operator

F 2 HJ(T) x H(T) x H(T) — HE(T)

satisfying that there ezists a constant C' > 0 such that for all (uy,us,us) € HF(T) x
HG(T) x H5(T)

o?
3
and satisfying, if u € C([=T,T); HJ(T)) is solution of the equation (3.4), then v defined
by, fort € [-T,T]

|| F (un, ug, us)||s < C oz [[uals]lualls[[us] s,

v(t) = u(t) + B(u(t),u(t)),

is solution of
D,

—7
1+ G| Dy

Proof. We remark first of all that v € C([-T,T]; H(T)) according to the lemma 3.11.
We write

vy + = F(u,u,u).

D D D
v+ ————v = u+ 0B(u,u) + T ___u+ *___B(u,u
T N A E T N B L X R
« Dx D:v

= —— " u? 4+ 0,B(u,u) +

_2 — " B(u,u).
2T 3D, a0, P
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In one hand, we have

OB(u,u) = B(uy,u)+ Blu,up) = 2B(ut, u)

I o PO L Gy (k) a(k — k1)
a zD: 1+ Blklo(k) + o(k — k) —o(k)

Since wu is solution of the equation (3.4), we obtain

ik~

k) = =5 7 ) — o (k)a(h),

thus, by symmetry, we have

o ik kk1 ?P(kl)ﬁ(k — k)
) = 2 ;e (14 Blk))(1 + B|k1|) o (k1) + o(k — k1) — o(k)

o e Gk (0(ky) +o(k —ky))u(ky)a(k — ky)
i 5;6 1+ 5|k o(ky) +o(k—k)—o(k) '

In the other hand, we have

D, o e ik o(Rak)ak — k)
oD, P = 3 ZD:G 1+ Blk| o (k1) + o(k — k1) — o(k)’

The last term gives

« D, 9 « ” ik )
e e 2 QNT ke ke )a(k — ky).
21+ 6D," ~ 2 zD:e T g )ik = )
Finally, we find
D, ks w2 (ky)a(k — ki)

U__fzeikz
L+ 8D, 2 4 (L4 Blk)(L+ Blkil) o (k1) + o(k — ki) — o(k)’

We consider then D1 = {(k), kfl,kfg) € Zg, k 7& O,k’l 7é O, k?g 7& 0,]{? 7& k?l,k’l 7é k’g} and we
deduce from (3.10) that F' is defined by

042 Z il (1 - ﬁ‘k‘k/ﬁ ﬁl(kg)’llz(kl — kg)?lg(k — ]%'1) (311)

2 = Y1+ Blki|) o(k1) +o(k — ki) —o(k)

F(Ul,UQ,Ug) ==

Lemma 3.15
We have for k, kv and kg in D,

kky 1 2

'(1 + Bk (L + Blki]) o (k1) + o(k — k1) — o (k) =7
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Proof. According to the lemma 3.10, we have for k, k; and kg in Dy,
‘ kkq 1 ‘ 1+ Bk — k|
< )
(1+ BIEN + Blka]) (k1) + o(k — k1) — o(k) 3|k = ki
and since 0 < # < 1 and k, ky € Z*, we have 1 + §|k — ki| < 2|k — k], thus
’ kkq 1 '< 2
(1+ BlEDA + Blka]) o (k1) + o(k — k1) —o(k)| — 62
O

In the same manner as lemma 3.11, by duality, it is enough to bound

[ — a? Z ||ty (k)| [t (ky — ko) [s(k — Ky)| |ta(k)|
2874 |Fal*[ky — Kol |k — Ka|? '

The Cauchy-Schwarz inequality is applied first in &k to give

1/2

I < @ 3 3 k|t (k)| |G (ky — k)| |s(k — Ky
< = (s — ko) s

P e ey \ka|*|k1 — ko|*|k — Ki
kl #kka?ék’l

and then in (ky, ky),

2
a ~ ~ ~
D= 5|2 2 btk — k)P fas(k — k)P
keZ  (k1,k2) € (2*)?
ki # k k2 # k1

1/2

|k,|2$
X E () 2,
(k1, k) € (2%)? Koo |25 |y — Ko 5[k — Ky [ a2
k1 ;ﬁk,]@#kl

However, since s > 1/2, the triangle inequality implies

||u4||L2>

|| s 1 1 1
‘]{]2‘28‘]%'1 _ k2|2s|k _ k1|2s —

thus

‘]{]‘28
sup Z < +o00.
« k 2s k _ k 2s k _ k 2s
keZt S ey |ka|28 k1 — ko] %] 1

k1 # k, ka # k1

+ + ,
|Ka|?sky — Kal? |kl |k — Ky |k1—7€2\23\7€—7€1\23)
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Now, we prove the principal result of this chapter.
Proof of the theorem 3.2. We suppose ¢ > 0, the proof is similar for negative time.
Let 6 and ¢ the positive constants involved in the lemma 3.13.
According to the local well-posedness theorem 3.3, there exists ¢y > 0 such that if f € U,

for £ €]0, o[, then for t < Cy 5‘1§
a

u(t) + B(u,u)(t) € Us and u(t) € Uy.
Thus u(t) = A tw(t) for t < Cy glg =T.
The Duhamel formula gives for ¢ € [0, T

MU:&U+BUJD+AEkAﬂwwwMﬂM, (3.12)

with S; f = Z oike T f(k) Thanks to the lemma 3.11, there exists a constant C >

kez*
0 such that we have

1Se (f + BN, < Al + 1B s

!
< 11fll+C 3l
< Cie (1 +e%> .
2 Q@
Even if we take £ > 0 smaller, we have ¢ < — and 1 < (1 + 6@) < 2, and we deduce
Q@
|1S: (f + B(f, )l <2Che. (3.13)

The lemmas 3.13 and 3.14 imply that there exists a constant C3 > 0 such that if v(¢) € Us
for t € [0, T], then

t ) ) ) o2
/0 Si—r (F(A o, A 0, A7) (1) dr < 03_T||U||%°°([O,T];H§(T))'

32
Leo([0,T];Hg(T))
(3.14)
1
Even if we take €9 > 0 smaller, we impose 2C1gy < . We set Cy = —5—= and
ﬁ 2
Ty = Cy (5‘1—) . It follows then
Q
HUHLOO([O,TO};HS(T)) S 3016. (315)

Let us suppose that the inequality (3.15) fails. Since

W@WfﬂU+BUJNhSGSO+f%)<3Qa



3.2. COMPORTEMENT DES SOLUTIONS DE KP-II 101

by continuity with time, there exists 7 € [0, Tp] such that for ¢ € [0, 7]
llo(t)]]s < 3Cie and |[v(7)||s = 3 Che.

Let C the positive constant involved in the lemma 3.13, we impose also 3 C;Ceq < ¢'. We
know that u(t) € Us for |t| < T, and with this choice of ¢, it follows that u(t) € Us for
t € [0, 7]. Indeed, if there exists 7, € [0, 7] such that for t € [0, 7]

[lu(®)]]s < 0" and [Ju(r)]|s = ¢,
then by continuity with time and according to the lemma 3.13, we have

O =llulr)lls = Jim ffu(®)lls < sup [fu(®)],
SU<T1

< sup Cllu(t)]]|s <3CiCe < ¢,

0<t<m

which is a contradiction.
Finally, we find from the Duhamel formula (3.12)

2
(%
||U||L°<>([o,r];Hg(1r)) <2Cie+ 03@ T||U||?ioo([o,T];Hg(T)),

or equivalently

042

52

2
T > 200 <€1§) = 2T0

And this is a contradiction with the fact 7 € [0,7]. Then the inequality (3.15) is true
and using the lemma 3.13 we have for ¢ € [0, Tp)

3018 S 2018"—03 7'(3 016)3,

which gives

lu(®)]ls < Cllo@)]]s < 3C1Ce.

U

2
Remark 3.16 Nothing says, in this proof, that the bound in time (5_1é> s optimal.
!

3.2 BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF THE KP-II EQUATION

The small amplitude long waves in shallow water, moving mainly in the direction x,
are modelled in dimension 2 by Kadomtsev-Petviashvili equation [KP70]

U + Uy + QUL + 0By + YO, Uy, = 0, (3.16)

called KP-1 if 0 = —1 and KP-II if ¢ = 1, according to whether the surface tension is or
is not neglected. Here, o denotes the quotient between the characteristic waves amplitude
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and the depth, § the square of the quotient between the depth and the wavelength in the
x—direction and v square of the quotient between the wavelengths in the two directions
of the surface. We recall that «, § and ~ are positive and small constants, namely 0 <

o, 3,y < L
We recall that the global in time well-posedness of the KP-II equation is proved by

Bourgain [Bou93c|.

Theorem 3.17

Let s > 0. For every f € Hi(T?), there exists a global in time solution u of the KP-II
equation with initial datum f, unique in a suitable class. For s > 2, C(R; H3(T?)) can be
taken as an uniqueness class.

In addition, the mass ||u(t)||zz = [|u(0)||z2 is conserved for all time t € R. We ask
then what is about the other norm H3(T?) for s > 0. As a consequence of the local in
time well-posedness of the Cauchy problem associated with the KP equation [IN98], for
0<a,8,7y<1and s > 2, there exists two constants C; > 0 and Cy > 0 such that if the

1
initial datum f, satisfying || f||s < e, then for |t| < Cye™'=, the solution u satisfies
e

lu(®)]]s < Cre. (3.17)
We ask us if this bound can be true longer, and our result reads as follows.

Theorem 3.18
Let 0 < a, 08,7 <1 and s > 1. There exists 0 < g < é, C1 > 0 and Cy > 0 such that if
a
[ € HE(T?) with || f]|s < e, for € €]0,&0|, then the unique solution w of the the periodic
2
KP equation (3.16) with initial datum f, satisfies for |[t| < Cy (5_1ﬁ> ,
a

lu(®)]ls < Cre.

The constraint of smallness on g7 does not depend on o« and (3 when é > 1. We also
o

notice that the fact that ey is chosen in the such way ¢ < é, with 0 < € < g¢, implies
!
. AN .
that the prolonged time | e~"—— ] 1is longer than the one found by the local existence
!

1
e '~ When a = 3 = =1, we find again the result proved by Tzvetkov [Tzv04].

o

In concrete terms, if we consider small amplitude long waves in shallow water mo-
ving on the Pacific ocean, i.e. for an average depth of 4000 metres, the waves studied
must have an amplitude around 1m, for a wavelength 213 km [Cen03|, in particular

1 4000 \?
— =925x10"%and 5 = ~ 3.5 x 107%
5x 107" and (213000> 3.5 x 10

“ = 2000

We will use the following notations : T? = R? / (27Z)? is the one-dimensional torus,
Z* the set of nonzero integers. For s € R, we define H(T?) the space of zero z-mean value
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functions equipped with the norm

1/2

lu@ls=| > (k+)>ak 0]

(k,1)EZ* XZ

where 4 denotes the Fourier transform defined by
(k1) = [ e P, y)duta,y).
TQ

The measure du(x,y) is chosen proportional to the Lebesgue one on T? and normalized

such that o
u(zy) =Y WAL,

(k,1)ez* xZ

We consider the Cauchy problem, for ¢t € R and (z,y) € T?,

U + Uy + QUL + Pligey + 7O, uy, = 0 (3.18)
u(z,y,0) = flz,y) (3.19)

The equation (3.18) is rewritten as
u; + L(Dy, Dy)u = —auuy,,

where L(D,, D,) is defined by the Fourier symbol

l2
o(k,l) =1 (k — BE® + ’yz) . (3.20)
This Fourier symbol o satisfies for all k£ and k; in Z*, with k # kq,

(l1k — lk1)2
kky(k — k‘l)) '

O'(k’l, ll) -+ O'(k? - k?l,l - ll) - O'(k?,l) =1 (?)Bk’k’l(k’ - ]{?1) —f-’}/

In particular, we find for £ and k; in Z*, with k # ky,
|O'(k31,l1) + O'(k’ - k’l, [ — ll) - O'(k’, l)| Z 3B|k’k’1(k3 - k?l)| (321)
Let D := {(k,l,ky,1) € Z*; k# 0,k # 0,k # ki } and we define the bilinear operator

B —_ ikx+ily ) ) .
(u,0) = =5 ZD:G ok, ) + ok — kil — 1) — ok, 1)

We first prove some useful results.

Lemma 3.19
Let s > 1. There exists a constant C' > 0 such that for all u and v in H(T?)

«v

1B(u, v)l]s < Cﬁ

[ullsllo]]s-
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Proof. By duality, to prove the lemma is equivalent to prove for all w € S(T?)

o
< C= ([[ulls[lvl]s) [lwl] s (3.22)

)

N Blu, o) (k. Dyib(k, 1)

Indeed, we have
1B 0)l12 =37 (b+HID Bl o)k, 1) =57 Blu, o)1) (] + 12 Blu, 0)(0.)
(k,1)EZ* X Z. (k,1)EZ* XL

—

We set then w(k,l) = (k| + |1])*B(u,v)(k, 1), we write

1B v)[2= S Blu,v)(k, 1) d(k,1),

(k,1)ez* xZ

and according to the inequality (3.22)

«v

1B(u,v)ll; < C5lellsffells) ol

However
1/2
wlley = [ 3 (kL + 1)k + (1) Bu, o)k, 1)
(k,1)EZ* X7
1/2
= | S (M *IBu )Pk | = (1B o)l
(k,1)EZ* X,

We define then
ay(k, 1) = (k| +[1])°a(k, 1) , 01(k, 1) = ([k|+]l])*0(k, 1) and (k1) = ([k]+]I])" (kD).

In particular, this implies

uil[ze = [|ulls 5 [[villzz = [[v]]s and [Jwi|[z2 = [|w]| .
We find then
— (67 ﬂ(kﬁl,ll)@(k’ — k?l, [ — ll)
B kD) =2k
(w,v)(k, 1) = 5 > ok )+ ok — kil —1) — o(k, 1)

(kl,ll) cZL* XL
ki #£k

Z (& + 1) %01 (B, L) 01 (K — K1, U= 1)
o (Rl + LDk = ki + L= L) (o (ky h) +o(k =k D= h) = o(k, 1))

Q.
= —ik
(k1,lh) e Z* x

k1 #k

Finally, it is enough to prove
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O3 ik (k] 4 11D)%n (b, 1) (k = ka1 = L) (b, )

<
24 ([l + [L])s(lk =kl + [l = L])*(o(ke, b)) + o(k = ki, 1 = 1) —o(k, 1) | —

«v

C
6

[ull 2 o] 2| w]] 22

According to (3.21), we have for (k,1) and (ki,l;) in D,

1k ’< 1
o(ki)+o(k—Fk)—o(k)| — 30

Moreover, for s > 1, the triangle inequality implies

(1] + 1) e —— 1 )
(Rl D (k= ka4 =0 = \ Tkl + ) (b= + 1= 4l)7)

and it remains to bound

([Aa| + [L2])®

o 3 [ta (R, D)L [or (R = b U= Wlln (R, D
85 (Ik = ka| + 1 = L])® '

@ [ (b, W] 01 (k= K, L= D[ (kD)
5o ’
D

The Cauchy-Schwarz inequality in (k,1) gives for the first term of the preceding sum

2\ 1/2
<2 3 Ja (kr, 1) o1 (k — ki, L= 1))
P (k1) eZ* X7 . ([Ba] + [la])
) (k1,11) €Z* X Z
ki # k
1/2
x| D0 k0P
(k;l)eZ* X7
then the Cauchy-Schwarz inequality in (kq,[;) is again applied
12 1/2
a 1 A - )
L<3| 2 Gaeme R CACRATLTXCE WA
E  Tal+ThD *
(k1,l1) € 2" X Z (k1) €Z* X Z
ki # k (k1,l1) € 2* X Z
ki # k
1/2

| S Jank 0P

(k,1)ez* xZ
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Since s > 1, there exists C' > 0 such that
Q@
g
By symmetry, we find similar inequality for II. 0

I < C

[url|z2||v1]| L2 ||wi |2

For 6 > 0, we pose Us := {u € HS(T?);||u||s < §}. For u € H(T?), we define the
operator A by,
Au = u+ B(u,u).

The differential of this operator is given by, for all ¢ € S(T?)

(dA(u), ») = ¢ +2B(u, p),

the preceding lemma implies that dA is continuous from H{(T) to H(T). Since dA(0) is
the identity, the inverse function theorem is applied to give the following lemma.
Lemma 3.20

Let s > 1. Then there exists 0 < §' < é,, 0 >0, and C > 0 such that for all v € Uy, there

o
exists an unique u € Us: such that Au = v. Moreover

[lulls < Cllol]s,
and the map A=1 is of class C'.

We aim to know which equation is satisfied by A, i.e. what is the normal form of the
KP-II equation.

Lemma 3.21
Let s > 1. There exists a trilinear operator

F: HS(T?) x HE(T?) x H3(T?) — H(T?)

satisfying that there exists a constant C' > 0 such that for all (uy,us,uz) € HF(T?) x
Hg(T?) x Hg(T?)
2
a
|1 (un, ua, )]s < C§||U1||s||u2||s||uz||s~

Moreover, if u € C([—T,T]; H(T?)) is solution of the equation (5.18), then v defined by,
fort e [-T,T)|

v(t) = u(t) + B(u(t), u(t)),
s solution of

v+ L(Dy, Dy)v = F(u,u,u).

Proof. We remark first of all that v € C([—T, T|; H;(T?)) according to the lemma 3.19.
We write

v+ L(Dy, Dy)v = w+ 0,B(u,u) + L(D,, Dy)u+ L(D,, D) B(u,u)
= —auu, + 0, B(u,u) + L(D,, D,)B(u,u).
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In one hand, we have

O:B(u,u) = B(up,u)+ Bu,u) = 2B(ug, u)

- _ tkx+ily ik at(kla ll) A(k: - kl,l - ll)
az k17l1)+0'(k kl,l—ll)—a(l{ l)

Since u is solution of the equation (3.18), we obtain
ia(k, 1) = =5 ik (k1) = o(k, Di(k, 1)

thus, by symmetry, we have

ok w2 (ky, b )ik = by, 1= 1)
aB _ ikx+ily 1 ’ !
t (u Z kl,l1)+0(k klal_ll)_ ( ’l>

4+ 2 Z zk:a:—i—zlka kl,ll)—l-O'(k ]{71,[—ll))’&(lﬁ,l—ll)U(k—kl,l—ll)
o(ky, 1) + ok — ki, L — 1) — ok, 1) ’

In the other hand, we have

L(D,, D,)B = —= ) el ’ ’ ’ .
(Do, Dy) Blu,u) = =3 ED:G ok 1) + ok — ki, l— 1) — o(k, 1)

The last term gives

(8% . . X N N
—outy = — > e ML aky, b )a(k — kL= ).

D

Finally, we find

leky w2 (ky, 1)k — ko, 1 — 1)

I Dz D _ = ikz+ily .
vy + L(Dy, Z o(ki,l1) +o(k—ki,l —1) —o(k,I)

(3.23)

We consider then D1 = {(k,l,kl,ll,kz,lz) S ZG,]{] 7é 0,]4]1 7é O,kz 7é O,k 7é ]{]1,]{1 7£ ]{72}
and we deduce from (3.23) that F' is defined by

o? Kk i (R, L) i (R — Koy Iy — L) ag(k — K, D — 1)
r _ @ ikatily FR1 U1(R2, b2) U2 (k1 2,01 — l2)Us3 1 1
(ur, iz, ) 2 > e ok )+ ok — kil — 1) — o(k, 1)

Dy

(3.24)

According to (3.21), we have for k, k; and ks in Dy,

kkq - i
(k) +o(k—Fk)—o(k)| ~ 36

In the same manner as lemma 3.19, by duality, it is enough to bound

_ Z |k| + |l‘ ‘Ul kg,l2>| ‘Ug(kl ]{]2, ll — lz)‘ |’113(l€ — kl,l — ll)‘ |’ll4(k,l)‘
B ([k2| + l2])3([kr — Ko| + [ln = la])*([k — k| + [I = la])* '
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The Cauchy-Schwarz inequality is applied first in (k,1) to give

2\ 1/2
2 Kl 1)* | (ko 1) i (g — Ko Iy — 1) [ (k — ey I — 1
S 2 o T T | |l
(kDEZ XL |  (k1,11) € Z* x Z 2 2 L ren ! !
(k‘g,lg) S (Z* X Z)2
k1 # k, ko # k1
and then in (k?g, lg, k’l, ll)
2
(6% ~ N N
I < @ Z Z |u1(k:2,l2)|2|u2(k1—k:2,l1—l2)|2|u3(k‘—k‘1,l—l1)|2
(k)EZ*XZ (k1,l1) € Z* X Z 1/2
(kg,lg) €EL* XT
k1 # k, ko # k1
(k] + i)
X (% 3
2 Tl Tl h = b= | el

(k1,l1) €Z* X Z
(kg,lg) cZL* XL
k1 # k, ko # k1

However, since s > 1, the triangle inequality implies
(k] + 1) 3
(|B2| 4 |l2])* (|k1 = Kof + |ln = L)*([k — k| + [l = L])* —
1 1
c( ;
(|B2| 4 |l2])*(|k1 = Ko + |l = Lo)* (k2| + [l2])*(Ik — Ka| + [l = L)

1
-+ )
(|1 = k| + Iy = La|)s(Jk — Ky 4|1 — 51|)5>

e 5 (K] + 11))*
_'_ S
su < +o00.
(et o (ke + 1D (T = Kol + 1 — D) (k= ka7 = 1)

(k‘l,ll) cZ* x
(k‘g,lg) eEZL* X1
k1 #k,ka # k1

Now, we prove the principal result of this section.
Proof of the theorem 3.18. We suppose ¢ > 0, the proof is similar for negative time.
Let 6 and ¢ the positive constants involved in the lemma 3.20.
There exists €y > 0 such that if f € U, for e €]0, [, then for t < T, u(t)+ B(u, u)(t) € Us
and u(t) € Ug. Thus u(t) = A to(t) for t <T.
The Duhamel formula gives

o(t) = S (f + B 1) + / S1er (F(u, u,w)) (7) dr, (3.25)
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with S, f = Z etketilyg=itk=PK+3'5) £ ). Thanks to the lemma 3.19, there exists

(k1) EZ* XL
a constant C; > 0 such that uniformly in time we have

1S: (f + B, < 1L+ B Pl
s|um+c%um

S 016 (1+8%) .

Even if we take g9 > 0 smaller, we have ¢ < — and 1 < (1 + 5%) < 2, and we deduce
Q@

15 (f + B(f, )], < 2Che. (3.26)

The lemmas 3.20 and 3.21 imply that there exists a constant Cy > 0 such that if
v(t) € Ug for t € [0,T] then

i

042 3
< Cy—T ||UHL°°([0,T};H8(T))'

/Ot Si—r (F(A ', A o, A7) (1) dr

Lo (0.1 Hy (12)) B
(3.27)
1
Even if we take g9 > 0 smaller, we impose 2Cgy < 6. We set Cy = ——5—- and
2
Ty = Cy (51@) . It follows then
Q@
|[0]| oo o703 (12)) < 3 Che. (3.28)

Let us suppose that the inequality (3.28) fails. Since

HM&MZHf+BﬁJms§G€O+f%)<3Qa

by continuity with time, there exists 7 € [0, Tp] such that for ¢ € [0, 7]
llo(t)|]s < 3Cie and |[v(7)||s = 3 Che.

Let C the positive constant involved in the lemma 3.20, we impose also 3 C,Ceq < §'. We
know that u(t) € Uy for |t| < T, and with this choice of ¢, it follows that u(t) € Uy for
t € [0, 7]. Indeed, if there exists 7, € [0, 7] such that for t € [0, 7]

[lu(®)]]s < 0" and [Ju(r)|s = d".
Then by continuity with time and according to the lemma 3.20, we have

0" = lu(m)lls = lim [lu(®)]ls < sup [lu(®)]]
—T1 0<t<m

< sup Cllo(t)]|s <3C1Ce <7,

0<t<m1
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what is a contradiction.
Finally, we find

2
[0}
WMW@@%W»SQG€+QEWWM%®w%mw

or equivalently
2

3018 S 2 016 + CQ%T (3 016)3 s

2
T > 200 (81@> = 2T0
«

And this is a contradiction with the fact 7 € [0,7]. Then the inequality (3.28) is true
and using the lemma 3.20 gives for ¢t € [0, Tp)

which gives

[u(®)]]s < Cllvt)]]s < 3CCe.
O

2
Remark 3.22 With this proof, nothing says that the bound in time z—:_lﬁ) s opti-
Q@

mal. Moreover, it would be interesting to expand same result for 0 < s < 1.

3.2.1 Remarks about the KP-BBM equation

Since the KP equations are correction, at the second order, of the transport equation,
we find the regularized KP equations

VU + Uy + QU — 0BV + vaglvyy =0,

called KP-BBM-I if 0 = —1 and KP-BBM-II if 0 = 1.

The KP-BBM-I is not, well posed in L?(R?), and so we study here only the KP-BBM-II
equation.

We consider then the KP-BBM-II equation

VUt + Uy + QU — BUper + v&;lvyy =0.

We can prove also the local well-posedness of the Cauchy problem (see chapter 1) [IN98,
[6r90, Mam07, ST04]. Let s > 2 and f € H§(T?) the initial datum. Then there exists two
constants C; > 0 and Cy > 0, depending only on s, such that the local well-posedness is

valid until the time 1 ]

Collfl]s @

1
and moreover if the initial datum satisfies || f||s < e, then for [t| < Cye ' —
a

lo()]ls < Cie. (3.29)
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But this bound (3.29) can not be prolonged longer by using the normal form method for

k+vk
the KP-BBM-II equation. Indeed, if we denote for (k1) € Z2, o(k,1) = il n ;;2’

for (k,1) and (ki,1;) in Z?, with k # 0, k1 # 0 and k # ky, the symbol o verifies

then

lo(ky, 1) +o(k — kil —1) —o(k, )| = | BB +k? —kki +k*) + R| (3.30)
y |kki(k — k1)
(1+ BR2)(L+ BR)(1 + B(k — k1)?)”

where R = R(k, k1,1,11,7,3) can be negative, then the equality (3.30) can vanish. The
first term in (3.30) can be used to find similar long time bounds for the BBM equation.
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CHAPITRE 4

PROLONGEMENT UNIQUE DES SOLUTIONS

On commence par redémontrer une propriété de prolongement unique par 'intermé-
diaire de la méthode de Bourgain sur un exemple simple en considérant ’équation d’Airy.
Les résultats de la section 4.1. ont été démontrés par Bourgain [Bou97|, mais seront ré-
écrits pour gagner en cohérence. Ensuite, on met en évidence la clé de cette méthode d’une
maniére plus générale. Cela nous permet de comprendre pourquoi elle ne s’applique pas
tel quel & ’équation KP-BBM-II, notre maniére de faire sera alors radicalement différente.

4.1 UNIQUE CONTINUATION OF SOLUTIONS OF THE AIRY
EQUATION

We consider in this section the KdV equation [KdV95]
Up + Uy + Ugzy = 0,

modelling the small amplitude long waves in shallow water moving from left to right in
the xr—direction

The goal of this section is to answer if the solution of the Cauchy problem associated with
the Airy equation has a compact support on a time interval, then this solution vanishes
identically.

Saut and Scheurer [SS87| proved the unique continuation property for a general class
of dispersive equation, in particular for the Korteweg- de Vries equation, by using the
Carleman’s method [Car33]. Here, we describe the Bourgain’s method [Bou97] based on
entire function estimates. Thanks to the Paley-Wiener theorem, the entire function here
is given by an analytic continuation of the Fourier transform in space of the Duhamel
formula. In this way, Panthee [Pan04, Pan05] proved the unique continuation property for
the KP-IT equation. But it is not yet clear if the proof can be expanded to the KP-BBM-II
equation (see section 4.2).

The result reads as follows.

Theorem 4.1 [Bou97]
Let s > 1 integer and u € C ([T, T]; H*(R)) solution of the Cauchy problem associated
with the Airy equation. If there exists a constant 0 < B < 400, such that for allt € [T, T|

suppu(t) C [-B, B,
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then u vanishes identically.

We will use the following notations. For 1 < p < oo, we denote LP(R) the space of p-power
integrable functions equipped with the norm

51l = ([ 1t o) "

L*>(R) the space of functions equipped with the norm
|| f]loc = supess (f) :=inf {c;[f(z)| < c almost everywhere in R},

and C§°(R) is the space of functions C*°(R) with compact support. For all positive real
number s, H*(R) is the Sobolev space of square integrable functions, which the s first
derivatives are also square integrable, equipped with the norm

112 = / (1+ B f (k)P dk.

where the Fourier transform in space is defined by

F) = [ @) do

The notation A < B means that there exists a constant ¢ > 0 such that A < c¢B.

4.1.1 Estimates for an entire function

In this section, we recall the fundamental estimates introduced by Bourgain [Bou97].
The following proposition can be proved in the same way as [Bou97, lemma p.440].

Proposition 4.2
Let @ € C°(R) a nonzero function. Then for all Q > 0 and R > 0, there exists k € R,
with |k| > R, verifying

(k)| > e . (4.1)
Proof. Since ® € C°(R), for s > 1, there exists a constant C; > 0 satisfying for all
k € R,

~ 4

O(k)| < : 4.2

B0 < T (4.2

Let us suppose that the inequality (4.1) fails, i.e. there exists > 0 and R > 0 such
that for all £ € R, with |k| > R, we have

(k)] < e @, (4.3)

We claim that for all £ € R

- 40, _
|(I)(k)| < We 2(B+Q) | (44)
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First of all, we consider the case |k| < R. We have, according to the inequality (4.2), there
exists () > 0 and R > 0 so that

||

~ C Cie 2w+ (1 + |k|*/2
B(h)] < ot = I e )
L4 |kls 14 |k]52 \ 1+ |k|°
and p
ﬂeu}m@) < QGQ(RI?FQ) < 4.
1+ |k®

Secondly, we consider the case |k| > R. We define

~ 4
R < |ko| := min {|k| for k € R; |B(k) G bt } . (4.5)

> -
E 1+ |k|s/?

In particular, the inequality (4.3) is true for ko and according the inequality (4.2), we get

~ Cl _ kol 1/2
Ok < | ———e @ ,
‘ ( 0)| (14—‘]{]0‘36 )

and since v/21/1 + |ko|* > 1 4 |ko|*/?, we have
V2 (4 _ Ikl 4C4 kol

a\)k <——— e W < e 2RQ)
‘ ( 0)| 1+|k0|s/ge 1+|k0|s/2e

what contradicts the definition (4.5) of k.

Finally, the inequality (4.4) is true for all & € R. In particular, ® has an analytic conti-
nuation to some neighborhood of the real axis. However, ® has a compact support and
thus ® vanishes identically. O

We will need estimates for entire function proved by Bourgain [Bou97, lemma p.443|
in dimension 1, and Panthee [Pan04, lemma 2.5 and cor 2.6] in dimension 2.

Lemma 4.3
Let ® : C — C entire function, bounded and integrable on the real axis, satisfying for all

ceC
1B(¢)] S eBHmel,

Then, for all k € R, we have

FW) < B swp [Bn)I[1+ log sup B0 |
|ko| >k |ko| >k

Corollary 4.4
Let ® : C — C entire function, bounded and integrable on the real axis, satisfying for all
ceC

[B(&)| S eIl
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Then, for all £ = (k +1im) € C, satisfying

—1
ml < B |1+ 1og sup [Bko)l] | (4.6
[ko| >k

we have for ky and my € R with |my| < |m)|

Fh—katim)| < B( aup [B(ko)] + sup @(m)\) |1+ 110 sup @k .
|ko|>|k| [ko|>|k—F1] |ko|> k|

We can generalize the proposition 4.2 to entire functions.

Corollary 4.5
Let ® € C3°(R) a nonzero function, with supp ® C [—B, B]. Then for all @ > 0 and R > 0,

-1
there exists k € R, with |k| > R, verifying for allm € R, with |m| < B™* [1 + [ log | (k)| | ] :
1 _Ix

. 1 ~
Bk +im)| > SB(K) > see. (4.7)

Proof. We denote ) and R the constants satisfying the proposition 4.2 and such that
the inequality (4.1) is true.

The decrease at infinity of the Fourier transform in the direction k£ implies that there
exists k € R, with |k| > R, verifying

B(k)| = sup [D(ko)|-

|ko| > k|
In the other hand, since ® has a compact support includegl\ in [—B, B|, the Paley-Wiener
theorem [Sch66, chapter VII, theorem XVI| implies that ® has an analytic continuation
satisfying for all (k +im) € C,
1D(k +im)| < B,

Let m € R, we write

B(k +im)| = [B(k +im) — (k) + D(k)],
and the triangle inequality gives

|B(k +im)| > (k)| — |B(k +im) — B(k)|.
However, we have

[(k +im) — B(k)| < |m| sup [@'(k+im)l,

Imo|<|m|

and it is enough to choose m € R satisfying the condition (4.6), or smaller, and to apply
the corollary 4.4 with k; = 0 to find

Finally, we have

and we conclude by applying the proposition 4.2. O
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4.1.2 Preparation of the proof

We now apply this result to the Airy equation. Let us consider the linear Cauchy
problem

Uy + Ugzy = 0 (4.8)
u(z,0) = f(x).

We suppose f € H*(R). The Fourier transform in space gives an ordinary differential
equation of which the solution is, for £k € R and ¢t € R,

alk,t) = ™ f(k). (4.10)

Lemma 4.6
Let s > 1 integer and u € C ([-T,T]; H*(R)) solution of the Cauchy problem (4.8)-(4.9).
If there ezists a constant 0 < B < 400 such that for allt € [=T,T]

suppu(t) C [-B, B,

then for all k € R and 0 < i < s, we have

1
sup |u(k,t)] < -,
te[—]l“),T]| (k,1)] TF [R]

Proof. The Cauchy-Schwarz inequality implies

1/2
/R\u(x,t)\ iz < 2B (/R |u(a:,t)|2dx> —2B(f]|,-.

We deduce that for £ € R

. R 1 2B
ak, )] < N0 |oe < 52 < 512
thus
R B
sup |a(k,t)] < —||f]|Lz- (4.11)
te[—T,T) 7T

Let i« € N, with 0 < i < s. We have for £ € R

(—1) K a(k, 1) = / ez, 1) de,

R
we get

K] [k, 8)] < / 0 f ()] do,

and thanks (4.10), the Cauchy-Schwarz inequality implies

| | e
9 Jak,£)| < 2B ( / |3;f(:v)\2dw> |
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In particular, we find A
K| sup |a(k,t)] < 2BJ|f]

te[-T,T)

The inequalities (4.11) and (4.12) imply that

e (4.12)

sup |u(k,t)| < -
te[—T,T]| ( )| 1_|_‘k‘z

Corollary 4.7

Let s > 1 integer and u € C ([-T,T]; H*(R)) solution of the Cauchy problem (4.8)-(4.9)
with u(t), for all t € [=T,T|, has a compact support include in [—B, B]. Let us suppose
that there exists ty € [—=T,T] such that u(ty) # 0. Then for all Q > 0 and R > 0, there
exists k € R, with |k| > R, there exists t; € [T, T], verifying

ok, t)| = swp sup |a(ko, 1)) (113)
|ko|=[k| te[-TT]
-1
and for all m € R, with |m| < B! [1 + | log (K, t1)] | ] :

[k

1
a(k +imt)| > Slatkt)] > see. (4.14)

N | —

Proof. We apply the proposition 4.2 and corollary 4.5 with the function ® defined by,
for ke R R
(k) = sup [a(k,1)].

te[-T,T)

4.1.3 Final argument

Let s > 1 and f € H*(R). We suppose for all t € [T, T}, the solution u(t) of the Airy
equation has a compact support included in [—B, B]. The Paley-Wiener theorem implies
that @(¢) has an analytic continuation given by, for (k+im) € C and t € [-T,T],

a(k +im, t) = e ™ f(l 4 im).

The Paley-Wiener theorem implies also that there exists Cy > 0 such that for all (k4+im) €
Cand te[-T,T],
[a(k +im,t)| < CoePIml, (4.15)

In the same time, we have for (k+im) € C and ¢t € [T, T,

[k + im, )] = "3 £k im)). (4.16)
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Then we ask us if, for all time ¢ € [T, T] with ¢ # 0, we can choose (k +im) € C such
that the inequality (4.15) and the equality (4.16) are incompatibles. Let us verify this fact.
According to the corollary 4.7, for all Q > 0 and R > 0, there exists k € R, with |k| > R,

-1
and t, € [T, T], verifying for all m € R, with |m| < B! [1 + | log|u(k, t1)] | ] :
. , I I
|a(k +im,ty)| > §|u(k,t1)| >ze 9. (4.17)
Let ty € [—T, T], with to 7é . We WI'ite, for 6t = to — 11,
ik +im, to)| = 2| F( 4 im))|
_ eét(—3k2m+m3)|a(k, —f-lm, t1)|

> %eét(—3k2m+m3)—%' (418)

Even if we take ) and R larger, there exists k& € R, with |k| > R, and ¢, € [-T,T]
satisfying

k[ > B(1+ [logla(k, )] ).

Indeed, the inequality (4.17) can be rewritten, for all @ > 0 and R > 0, there exists k € R
satisfying
1 .
[kl > 5 (R + Q| logla(k, t1)] ).
and it is enough to take R and @) > 2B.
-1
1
Then we can choose m € R, with |m| = I < B! [1 + | log|u(k, t1)] | ] , where m < 0
if 6t > 0 and m > 0 if ¢t < 0. The inequalities (4.15) and (4.18) give finally that there
exists C'1 > 0 and k£ € R, depending on () and R such that

olF1(316t1-35) <0y,

1
which is impossible if take () > m and R large.

4.2 SUMMARY OF THE METHOD

To use this method, we need to prove that for all R > 0, there exists £ € R, with
|k| > R, such that

LK) > |£(K)], with lim |f(k)| = + oo. (4.19)

k| —o0

where L is the symbol of the linear evolution. In the context of the linear (or nonlinear)
KdV equation, we chose f(k) = k?. We notice for the BBM equation

Up + Uy + QUU; — ﬁummt = 07
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1 — Bk?

k
the symbol of the linear evolution is given by L(k) = ———, thus L'(k) = YL

1+ Bk?’
tends to zero at infinity and the condition (4.19) is not satisfied.
In dimension 2, this condition becomes for all R > 0, there exists (k,l) € R? with

|k| 4+ |I| > R, such that

0L DI 2 |f (DI, with i [F(k, )] = + 00, (4.20)
+|l|—o00

Let us see how behave the KP equations
U + Uy + QU + S BUygy + YO,y = 0.
We have L(k,l) =k — spk® + ~I*/k, and

l2

OL(k,1) =1 — 3sBk* — T

If s =1, i.e. for the KP-II equation, we choose f(k,l) = |k| + |/| again and the condition

(4.20) is satisfied [Pan05]. If s = —1, i.e. for the KP-I equation, there exists (k,[) large

(I ~ k?) such that Oy L(k,1) vanishes, and the method introduced by Bourgain no longer

applies.

In a similar way, the symbol of the linear evolution is given for the KP-BBM-II equation

by
k+~0%/k

L(k,1) = k+4C/k

T , thus

(1— BE2)K? — 412(1 + 36k2)
12(1+ Bk?)? ‘

ORL(k,1) =

For k and [ large, Oy L(k,l) can be very small if |I| < |k|.
In order to study the unique continuation property, we have to envisage another way.

4.3 UNIQUE CONTINUATION OF SOLUTIONS OF THE KP-BBM-II
EQUATION

The small amplitude long waves in shallow water moving mainly in the x—direction
are modelled in dimension 2 by the Kadomtsev-Petviashvili equations [KP70]

Ut + Uy + AUU, + Sﬁua}a}m + /yax—luyy = O’

called KP-T if s = —1 and KP-II if s = 1, according to whether the surface tension is or

is not neglected, and where o denotes the quotient between the waves amplitude and the

depth of the water, § the square of the quotient between the depth and the wavelength,

~ the square of the quotient between the wavelength in the two directions of& tgle plan and
u(k

0! denotes the anti-derivative, defined by the Fourier symbol @(k‘) = We recall
i
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that 0 < a, 3, < 1. Since this equation is obtained correcting, at the second order, the
transport equation u; + u, = 0, we find the KP-BBM equations [BBM72|

Uy + Uy + QU — SBUL + vax_luyy =0,
called KP-BBM-I if s = —1 and KP-BBM-II if s = 1. The KP-BBM-I is not well posed

in L?(R?) and so we study here only the KP-BBM-II equation. Indeed, the KP-BBM-I
equation can be rewritten

(1+ ﬁ&g)ut = —Uy — QUUy — yé?;luyy,

and the operator (1 + $9?) is not invertible in L*(IR?).

The goal of this work is to show that if the solution of the Cauchy problem associated with
the KP-BBM-II equation has a compact support on a time interval, then this solution
vanishes identically.

Here, in order to approach the KP-BBM-II problem, we are inspired by a method introdu-
ced by Constantin [Con05] based on integration by parts. If we denote X*(R?) the space
of functions f in H*(R?) such that 9, ' f belongs to H*(R?), provided with the norm

Lo = (1F112 + 110 1122,

our result reads as follows.

Theorem 4.8
Let s > 2 and u € C ([T, T); X*(R?)) the solution of the Cauchy problem associated with
the KP-BBM-II equation. Let us suppose that there exists 0 < B < +o0 and C' > D in

. |D=C|
R, with < 7, such that for all t € [T, T
VB

Then u vanishes identically.

We recall that, for all positive real number s, H*(R?) is the Sobolev space of square
integrable functions, which the s first derivatives are also square integrable, equipped
with the norm

A1 = /RQ(l + B2 4+ 2% f (k, 1) dk dl,

where the Fourier transform in space is defined by

~

fled) = [ o 00, y) dady,
]RQ

4.3.1 Summary of existence theory
We consider the Cauchy problem
Up + Uy + Uy — By + 70, 'y, = 0 (4.21)
u(z,y,0) = f(z,y). (4.22)

This Cauchy problem is dealt in the articles of Bona, Liu and Tom [BLT02|, or Saut
and Tzvetkov [ST04]. They proved that for all initial datum in the subspace of L?*(R?)
provided with the norm (||u||? +||us|[?)"/?, there exists an unique global in time solution.
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4.3.2 Unique continuation property

We start proving that the anti-derivative 9, ! can be written as an integral.

Lemma 4.9
Let s > 2 and u € C ([T, T); X*(R?)) solution of the Cauchy problem (4.21)-(4.22) with
compact support include in [—B, B] x [D,C]. Then, for all (z,y) € R* and t € [T, T],

T

8;1u(:p,y,t):/ u(z' y, t) da'.

— 00

Moreover u is integrable with mean zero.

Proof. Let u € C([-T,T]; X*(R?)) solution of the Cauchy problem (4.21)-(4.22). We

denote
xT

v(z,y,t) == 0, 'u(x,y,t) and w(z,y,t) ::/ (', y,t) da’.

— 00

We deduce that, for all t € [T, T}, 0(t) = w(t) in S'(R?), where S'(R?) is the space of
tempered distributions. Since the Fourier transform is bijective on the tempered distribu-
tion, we conclude by definition of the Sobolev spaces with respect to S'(R?).

Let us prove now that u is integrable with mean zero. Since u has compact support, and
u € C([-T,T); X*(R?)), with s > 2, the Cauchy-Schwarz inequality implies that u is
integrable over the z and y—directions. Moreover, 9, 'u € C ([T, T]; H*(R?)), thus, by
property of Sobolev space,

+oo
lirf O, fu(z,y,t) =0 = / u(z,y,t)de.

Lemma 4.10
Let s > 2 and u € C ([-T,T]; X*(R?)) solution of the Cauchy problem (4.21)-(4.22). If
for allt € [T, T], u(t) has a compact support. Then, for allt € [=T,T] and g € C*°(R),

/R2 e%g(y)(u — Bugy)(w,y,t) dx dy = 0.

Proof. Let G € C*(R%R) and t € [—T,T]. Since u(t) has a compact support, an
integration by parts gives

/ G(z,y)(u — Buyg)(x, y,t) dv dy = 0,
RQ
if
G(z,y) — BGpp(z,y) = 0.
We set then G(z,y) = e%g(y). O
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We can prove now the main result of this paper.
Proof of the theorem 4.8. We have, thanks to the differentiation under the integral
sign theorem of Lebesgue,

d =
0 = — eﬂg(y)(u—ﬁum)(x,y,t)d:cdy
dt o

- / o3 g(y) (e — Buiger) (x, y, £) d dy,
R2

and since w is the solution of the equation (4.21), we find

0= / V3 g(y) (g + ity + 10, "y, ) (2, y, t) da dy.
R2

According to the lemma 4.9, we apply an integration by parts in the z—direction to find

0= /RQ e %g(y) <“ + %“2> +eV3 /By g(y) uyy(x,y, ) dz dy.

Two new integrations by parts for the third term in the y—direction give

0= [ o (o) VB ) ) ulas) + 5 e F e ) e,

Our aim is to solve the ordinary differential equation

g(y) + Bvg"(y) = 0 with g(y) > 0. (4.23)
Y+ Yo

vy

= y+yo) 2
ev? cos u“(x,y,t)drdy = 0.
/R? (\/ﬁv (@ 9:%)

€ ] —g, g [ However, for all t € [T, T, the support

One solution is given by g(y) = cos ( ), with 7y to be chosen. Finally, we find

Y+ Yo
ViBy
[_Bv

of u(t) verifies that supp u(t) C

We choose then gy such that

D_
B] x[D, C], with | ‘l < 7, and this implies that

vy

e VP cos (y i y0> > 0 on the support of u(t). In particular u vanishes identically.

Vi3

t

Remark 4.11

In a mathematical point of view, the study of the KP equations with sign in front of Uy, 1S
equivalent to study the ones with sign in front of 9, *uy,. If we consider the KP equations
written under the form

U + Uy + QUU, + BUpyr + syc’?lfluyy =0,
changing u, by —u; in the fourth term, we find another KP-BBM equations
Uy + Uy + QUUy — By + svagluyy = 0.

In particular, the KP-BBM-I (s = —1) is here well-posed [ST0/[, and we can expand the
result of unique continuation property as follows.
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Theorem 4.12
Let s > 2 and u € C([-T,T); X*(R?)) solution of the Cauchy problem associated with
the KP-BBM-I equation. Let us suppose that there exists 0 < B < 400 such that for all
te[-T,T]

suppu(t) C [-B, B] x [-B, B].

Then u vanishes identically.
Proof. The proof is similar to the KP-BBM-1I one by taking the function G(z,y) =

evB TV u

Let us notice that there is no restriction on the support in the y—direction in this case.
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CHAPITRE 5

SUR LA DECROISSANCE EN TEMPS
DES SOLUTIONS

Ce chapitre correspond a Uarticle [Mam08] paru dans Communications on Pure and
Applied Analysis.

5.1 DECAY IN TIME OF SOLUTIONS OF GENERALIZED BO-BBM
EQUATION

The small amplitude long waves moving inside a nonhomogeneous fluid are modelled
in dimension 1 by the Benjamin-Ono equation [Ben67, DAG7, Ono75|

U + Uy + wty — H(ug,) =0,

where H denotes the Hilbert transform in the direction x. Since this equation is obtained
correcting, at the second order, the transport equation u; + u, = 0, we find the BO-BBM
equation [BBM72]

U + Uy + uty + H(uy) = 0.

We consider here a generalization of this equation, namely the gBO-BBM equation
Uy + Uy + uPuy + H(ug) =0, (5.1)

where p is a nonnegative integer. We are interested here in the decay in time for small
amplitude solution of the equation (5.1).
For 1 < p < 2 and (mg,m;) € R? we denote X™"™P(R) = H™(R) N W™ *(R) the
space of functions f such that the norm

[ fl|xmomiw = || fl|zrmo + [ f|[wmiw
is finite. Our result reads as follows.
Theorem 5.1

1 8 1
Let p > 3. F0r0<5<§—9—, wesetm:Q—(s—l. We choose 1 < p < 2 and q > 2 such
P



126 5. SUR LA DECROISSANCE EN TEMPS DES SOLUTIONS

that1+l:1 and0<1<l—L.
poq q¢ 2 3p(l—39)
Then there exists € > 0 sufficiently small so that for all f € Xm+1’4_%’p(R) such that
||f||Xm+1’4_%7p < g, there exists an unique global in time solution u € C (R; Xm+1’4_%’p(]R)>
of the gBO-BBM equation (5.1) with initial datum f.
Moreover this solution verifies that there exists a constant C' > 0, depending only on m,
p and € such that for all time t € R, we have
a5 + o (®)llzr < O+ DTN,
We remark that if § approaches zero then the decay rate of the norm L7 of wu(t), for
q € [2,400], approaches t_%(l_%), but we need to impose more regularity on the initial
datum. We notice that t_%(l_%) is the decay rate of the norm L7 of the linear evolution.
We are inspired by the method described by Albert [Alb86| for generalized Benjamin-
Bona-Mahony equation
U + Uy + UPUL — Ugyr = 0.

In this paper, Albert shows that, for a power p strictly higher than 4, the solution of the

preceding equation decreases in time with a rate of order —, what is the same order as the

rate of the decay in time of the solution of the generalized Korteweg-de Vries equation
[KdV95, Str74]
U + Uy + UPUL + Ugyy = 0.
In our work, we prove that the decay rate in time of the solution of the gBO-BBM equation
1

is of order close to —, what is equal to the decay rate in time of the solution of generalized
Benjamin-Ono equation [HN99).

The Strauss method [Str74] will be used to prove this fact. For T > 0, it consists of
choosing a norm Np, which depends on time a priori, such that for a solution of the gBO-
BBM equation, all the derivatives act like a linear term and are included in a Sobolev

norm of sufficiently high order and such that the power p are linked with the decay in
time. More precisely, the Duhamel formula is written for the gBO-BBM equation (5.1)

and for t > 0
Bu(t) = S,f — — /ts ( D. up+1)()d
= - |\ T T)dT,
Yoy T+ Dy

where (S;)i>0 is the semi-group of the gBO-BBM evolution and

k
operator defined by the Fourier multiplicator (k) := 1 j_ 7k The fractional Leibniz rule
implies for m > 0 and 1 < p < 400, there exists a constant C' > 0 such that for

te[-T,T],

xT

———— denotes the
L+ [D,|

1D () 122 (t) < ClD™ul| o (2) [Jul |5 (2).

The first term of this inequality is a linear term and a Sobolev norm, and for the second
one, we choose 6 > 0 such that

[Julloo(t) < ONp(u)(1 +1)7".
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Then we show that for sufficiently small initial datum, this norm N7 is bounded indepen-

T

———— is not bounded
L+ |Dy,|

dently of time. The principal difficulty here is that the operator
in L'(R) but only in LP(R) for 1 < p < 4o00.

We will use the following notations : for 1 < p < oo, we denote LP(R) the space of
p-power integrable functions equipped with the norm

+o00 1/p
1]l = (/ \f(:v)\pdx> |

we denote L*>°(R) the functions space equipped with the norm

|| f|lo =supess(f) :=inf{c;|f(x)] < c almost everywhere in R} .

1 1
Let T" an operator from LP(R) to L4(R) with — + — = 1, we define the operator norm by

p q
NT|[ra == sup |[|Tf|[La.
[1fllLp=1

The Schwartz space is denoted by S(R) and for 1 < p < oo, W™P(R) is the Sobolev space
equipped with the norm

[1fllw = [[ (1= )™ F || -

In particular, we will note H™(R) the Sobolev space W™?(R).

5.1.1 Estimates for the linear Cauchy problem

We consider the linear Cauchy problem

up 4+ Uy + H(ug) = 0
u(z,0) = f(x).

Let us suppose that the initial datum f belongs to the Schwartz space S(R?). Then the
Fourier transform in space implies

(1 + |k|) +ika = 0
u(k,0) = f(k).

The solution u of this ordinary differential equation is given by, for all x € R and ¢ € R*,

1 [t .
u(z,t) = %/ e~ ithe(k) £ (1) dk, (5.2)
with ho(K) = —"— — ok and a = Z.
1+ |k| t

We aim to prove a result similar to the Van der Corput lemma for this oscillating
integral in function of time [Ste86]. For this, we use the method of stationary phase.
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Lemma 5.2
For alla < b, A\ > 0, t # 0 and for all function h € C*([a,b]) real valued satisfying for
all k € [a,b], |W (k)| > X and h'(k) is of constant sign, we have

b 4
/a e~ th(k) dk’ < Ol (5.3)
Proof. Let us show it for ¢ > 0. We have
/b efith(k) dk = __]‘ b(efith(k))/ 1 dk
a it Jq W (k)

An integration by parts gives

b 1 b h”(k‘) e~ ith(k) b
—ith(k) dk = — / —ith(k) dk )
| i \Jo © W [,

We deduce from it that

b 1/ [0 (k)] 1 1
e‘”"(’“)dk‘ < —( / dk + + )
/a t \Jo NW(k)? \B'(a)| I/ (D)]

Since h” is of constant sign in [a, b], we have

b ‘h”(k)‘ b h”(k)
dk = dk| =
/a (k) /ah’(/f)2 ‘
b
/ efith(k) dk’ < (

<
b
/ efith(k) dk’ —

Lemma 5.3
For alla < b, A\ >0, t # 0 and for all function h € C*([a,b]) real valued satisfying for
all k € [a,b], |h"(k)| > A, we have

1 1

W(b)  H(a)|

Finally, we find

11
W) h(a)

T )
[(a)] |h(D)]

x|a i

b
Since / eith(k) dk' , the result remains true for negative times. [J
a

b
4 1
/ e ith(k) dk' < 0 (5.4)

Proof. As for the preceding lemma, we can suppose that ¢ > 0 and A" is strictly negative
on [a,b]. The proof is similar in the other case.

Since h” is strictly negative on [a,b], the function A’ is strictly decreasing on [a,b]. We
have then two possibilities according to whether the function A’ vanishes or not.
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Let us suppose there exists ¢ € [a, b] such that h'(c) = 0. The Taylor-Lagrange theorem
implies that there exists € [a, b] such that for k € [a, b], we have

h'(k) = h'(c) + (k = c)h" ().
Since h” is lower bounded on [a, b] by A, we find that, for k € [a, b],
(k)] > Alk - .
Let 6 > 0, we write
b max(c—d,a) min(c+4,b) b
/ e—ith(k) dk :/ e—ith(k) dk?—f—/ e—ith(k) dk’—f-/ e—ith(k) dk.
a a max(c—d,a) min(c+4,b)
If the first integral isn’t null, we have, for k£ belonging to the integral support,
W (k)] = A,

and the lemma 5.2 implies that

max(c—d,a) ‘
/ efzth(k) dk| <

4
Aot

The exactly same result is found for the third integral. For the second integral, we have

directly
min(c+4,b) .
/ e—zth(k) dk

max(c—d,a)

< min(c+ §,b) — max(c — d,a) < 20.

Finally, we have

b
4 8
—ith(k) gl < —— 4+ 2.
/ae '—/\5th

Let us take then d = (A ¢)"*/? to find

b 10
—ith(k)
/a ‘ dk’ = Do

If the function A’ doesn’t vanish on [a, b]. Let us suppose first of all that A’ is strictly
negative on [a,b]. The Taylor-Lagrange theorem implies that there exists & € [a, b] such
that for k € [a, b],

(k) = h'(a) + (k — a)h"(£).
Since h' and A" are strictly negatives on [a, b], we deduce
|W' (k)| > Ak — a.

Let 6 > 0, we write

b min(a+9,b) b
/ efith(k) dk = / efith(k) dk +/ efith(k) dk.
a a min(a+4,b)
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If the second integral isn’t null, we have, for k belonging to the integral support,
|W (k)] > Ao,

and the lemma 5.2 implies that

b
/ efith(k) dk’ <
min(a+4,b)

For the first integral, we have directly

min(a+d,b) '
/ efzth(k) dk

B

>
=)
~

< min(a + §,b) — a < 0.

Finally, we have

’ ith(k) 4
TR dk| < — + 6
/a ¢ ’— ot O

and let us take 6 = (\t)""/? to find

’ ith(k) 5
[ < o

If 1’ is positive on [a,b]. In the same manner as previously, there exists £ € [a, b] such
that for k € [a, b],

h'(k) = b'(b) + (k — b)A" (&) > 0,

thus
|W (k)] > Mk —b).

Let 6 > 0, we write

b max(b—4,a) b
/ e—ith(k) dk = / e—ith(k) dk +/ e—ith(k) dk.
a a max(b—4,a)

For the first integral, we have, for k£ belonging to the integral support,
(k)| = A,

and the lemma 5.2 implies that

max(b—4,a) )
/ e—zth(k;) dk < —

4
Aot

For the second integral, we have directly

b
/ o ith(k) dk’ < 4.

max(b—d,a)
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To take & = (A t)/* gives

’ ith(k) o
[ o)< i

Now, the Van der Corput lemma is applied with the function h,,.

Lemma 5.41
Let 0 < < 3 For all « € R and all time |t| > 1, we have

lt]°—1
/ fztha(k) dk
[t]5+1

Proof. We only consider the contribution for £ > 0, the contribution for £ < 0 being
dealt with similarly.
For k > 0, we have

< 10V2)t 2t

1 —2
—a , BI(k) =

k
ha(k) = 155 ak, hy(k) =

and h” is strictly negative on [0, +-00[. For k € [0, [t|° — 1], we have

-2 2
(k)| = = > 20t
el = ] = oo 2 2
The lemma 5.3 is then applied to find
[t -1 10 .
/0 P =
The second inequality is found in the same way. O

The oscillating integral (5.2) can be majorized.

Lemma 5.5

1 1
Let 0 <6 < 3 andm—2—5—1 For all f € H™(R), a € R and all time |t| > 1, we have

_1 @
— 1l ]t 2 7t

—ztha k)f dk)'

‘ [t]9—1

[t]9+1
/ 7zthoé dk’

and

1,36
— |fllam T+
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Proof. We have
A JFOO ~
ztha(k)f(k)dk' < / f(k)
|

t0—1

+o0 m
’ dk — / (1+k)
[t]0—1 (1 + k)m

f()| a.

’ |t\5 1

and the Cauchy-Schwarz inequality gives

e o—itha(k) f ’ ( e 127 £ () 2dk>1/2( Feo dk )1/2
/ﬂu k)| < /|t§_1<1+ P /ﬂa_liumvm |

1
In one hand, since for 0 < § < 3 and m = %5 1, the order m of the Sobolev space is

1
strictly higher than 3 and we have

oo 1/2 B oo \ 12
(o) - <[<2m—1><11+k>2m1]“5 1)

S(-2m) _

1 36
— |t —aty
In the other hand, since for k € R, we have (1+k)? < 2(1+ kQ), the first integral becomes

(/W e dk) Cevm (/| TR dk> :

t)9—1 to—1

< V2| £l

’/ fztha(k dk’
[t]°—1

By abuse, when there is no ambiguity, we will write C' and C),, the different constants
appearing in the following results.

Finally, we find

1 6
Il

t

Proposition 5.6

1 1
Let 0 < < 3 and m = % 1. There exists a constant C,, > 0, depending only on m,

such that for all function f € LY(R) N H™(R), a € R and all time t € R, we have
e Wha 1,38
[ e ) dk] < Collle + 1)1+ )5 (5.5

1
Proof. Let 0 <6 < 3 and |t| > 1, we write

+oo R 1° -1 . e ;
/ efltho‘(k)f(k) dk = / 7ztha f( ) dk + / e*“fha(k)f(k) dk
0 0 |

o —1
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For the first integral, the Fubini theorem implies

[te-1 . go-1 too
[ e miman = [T e ( [ e f(:zc’)dx’> dk
0 0 —00

+00 [to—-1 ) o
— / / ezk(z—a} )e—th—k dk f(l',) dl’,.
—00 0
We deduce from it that

[t]°—1 . |0 —1
/ fztha (k) f( ) / 7zthoé dk
0 0

The lemmas 5.4 and 5.5 are applied to give

1]z

o0

S ‘

+oo
[ ) ] < (10[ ) (1f11es + 1) 117545,

1+ |t

Since [t| > 1, we have |t| > , thus we obtain finally

400 . 1,38
/O e‘itha("“)f(k)dk" < O (F1or + 1 1am) (L4 [E) 7272 (56)

The contribution for £ < 0 is dealt with similarly.
Let |t| < 1. We have directly

[ emoia] < [ nla - [T

— 00 —00

(k)| d.
and the Cauchy-Schwarz inequality gives

—+o00 A~
‘/ eithal¥) f (1) dk‘ < Conl| f]|zm.

1+ |t

Since [t| < 1, we have 1 > , thus we obtain finally

+oo .
[ e < 2O a1+ 1) 5.7)
The inequalities (5.6) and (5.7) give the result. O

We can deduce the following corollary.

Corollary 5.7
1

1
Let 0 <9 < 3 and m = % 1. There exists a constant C,, > 0, depending only on m,
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such that for all function f € LP(R)NH™(R), with 1 < p <2, for all « € R and all time
t € R, we have

—+o00 ) R 1, 36 2
'L/j et ®) Fy k|| < Conl|| £l + | flle) (14 ) CEFEO-D . (58)
1 1

La

where — + — = 1.
P q

1
Proof. Let 0 < < 3 and |t| > 1, we define the operator It(l) from L'(R) to L>(R) by,
for f € L'(R) and z € R,

-1 .
I f(x) = / e~ tha(®) £ (k) dk.
0
The lemma 5.4 gives that there exists a constant C' > 0 such that
110 < CII72 2111,

thus o
]| < Ot 7277 (5.9)

The operator It(l) is rewritten

#Wm:/‘W%%ﬁﬂmmmﬂﬁ,

thus
1
177 fllze < (11122,
and
722 < 1. (5.10)
1 1
The Riesz-Thorin interpolation theorem then implies that, for 1 < p <2, and — + - =1,
P q

the operator I\" is continuous from LP(R) to LY(R), and we have according to the in-
equalities (5.9) and (5.10)

IO e < €G22 0-3)
We conclude that for f € LP(R),
IO fl]0 < Ol DD 1 < 01+ 1) CED D) £

1
Let m = % 1, we define now the operator I.° from H™(R) to L>*(R) by, for f €
H™(R) and x € R,

1P f(z) = / T aithat) F(k) dk.
|

to—1
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The lemma 5.5 implies that there exists a constant C,, > 0, depending only on m, such
that
122 flloo < Conlt]™2* 21|l 1m. (5.11)

2)

Since the operator ]t( can be rewritten

+o0 R
105y i= [ e o f s o

[e.9]

we have

2
N2 Flle < 1111z,
and since m > —,

112 Flle < || £ 1] (5.12)

The Holder inequality then implies that, for 2 < ¢ < oo, according to the inequalities
(5.11) and (5.12), we have

1-2 2 _1438) (12
1P fllze < WP flloo TP flIZ: < Con(1 + [t TEFE D 1] o

The contribution for £ < 0 is dealt with similarly.
For |t| < 1, we define the operator It(3) from H™(R) to L>*(R) by, for f € H™(R) and

r € R,
+oo
19 f(z) = / itha®) (k) dk

oo

As for the proposition 5.6, we have directly that there exists a constant ), > 0, depending
only on m, such that

I flloo < Conl | F 1l (1 + ¢ (7342, (5.13)

3)

Since the operator ]t( can be rewritten

+oo R
19f(z) = / e T (k)L oo d,

1
we have, because m > 2’

11 Flle < || F 1. (5.14)

The Holder inequality then implies that, for 2 < ¢ < oo, according to the inequalities
(5.13) and (5.14), we have

1-2 2 _1438) (12
1D f11 0 < 1T Fllee 1D FI[20 < Conl| Il (1 + [)) 2202,
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5.1.2 Preliminary results

We now quote some useful results for the proof of our principal result. We will need
the Mikhlin-Hormander theorem proved in [Ste93, chapter 6 - proposition 4.4].

Theorem 5.8
Let o : R™\ {0} — C satisfying for all multi-indez of length 0 < |«| < I, where [ is the

smallest integer with [ > g, and for all k € R™\ {0},
0o (k)] < Calk| .

Then, for all 1 < p < 400, there exists a constant C, > 0, depending only on p, such that
for all u € LP(R™), we have

|7 o), < Collullie
The fractional Leibniz rule will be also used [KP88, lemma X.4].

Theorem 5.9
For allm > 0 and 1 < p < +o0, there exists a constant C,, , > 0, depending on m and p
such that for all w and v in S(R™), we have

[lwvllwme < Crp ([[ullwmrl[v]loo + [tel[co| 0] [wrme) -
We need the Sobolev inequality [Fri69, chapter 1 - theorem 9.3].

Theorem 5.10
Let 1 < p,qg < +o00 and 0 < 5 < m, there exists a constant C' > 0, depending on p,q, ]
and m, such that for all u € S(R™), we have

J m
1 (=02)* uller < Cl[(=07) * ullgsllull",

1 ' 1 1— '
where—zi—i-a(——ﬂ)jL aandi§a<1.
ron P n q m

Finally, we prove an integration’s lemma.

Lemma 5.11
Let o > 1 and 8 > 0. Then there exists 0 < $; < 1 and C > 0 such that for all time t > 0

/t dr - C
o I+7m)(1+t—7)F = (1+1t)5’
with By = if 0 < B < 1.

Proof. If t = 0, the result is obvious. Let ¢ > 0, we separate the time integral in two
parts

t dr t/2 dr ¢ dr
/0 (1+7)(1+t—71)8 :/0 (1+7)a(1+t—7)6+/t/2 1+7)e(14+t—1)8%
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For the first integral, we have

t/2 dr t\°
< 1+ —
/0 Ot ti—mp = (*2)

VA
7N
—_
+
(NN
~__
|
®
| — |
—
—_
L[+
Tl
+17
[ )
_l’_
=
| IS
< <
[\~]

since —a + 1 < 0, we find

/2 dr t\ AN
< 1+ — 1—(14+ =
/0 At (lti—r)p = C( +2) ( +2>

>

(1 +1t) to obtain

N | =+
N | —

and it is enough to remark 1 +

/t/Z dr _ ¢
o (A+7m)e(d+t—7)8 = (141t)8

Let us suppose first of all that 0 < 3 < 1. For the second integral, we have

/t dr ( t)a/t dr
< |1+=z _
e (L+7)(1+t—1)° 2 i L+t —=1)°
N (14t — )P
- o) g,
Since —3+ 1> 0 and —a+ 1 < 0, we have

¢ dr o A o 3
< 1+ = < 1+¢t)7".
/t/2 A+ne(lti—rp = ( 2> <C+1)

Let us suppose now 3 > 1. Then for 0 < 3; < 1, we have for all t > 0

/t dr </t dr
o I+7) (1 +t—7)7 = Jo (L+71)(1+t—1)%"

and the first part of the proof gives the result. O

5.1.3 Existence and Uniqueness of global solution

Let us return to the nonlinear problem. We consider the Cauchy problem

g + gy + H(ug) +vPu, = 0 (5.15)
u(z,0) = f(x). (5.16)

We recall the principal result of this chapter.
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Theorem 5.12

8 1
Leth?).F0r0<(5<§—9—,wesetm:2—5—1.Wechoosel<p<2andq>28uch
P
tht1+1 1 d0<1<1 1
at —+—=1an -l =
P q g 2 3p(l-30)

Then there exists € > 0 sufficiently small so that for all f € Xm+1’4_%’p(R) such that
Hf||Xm+1,4—2 . < ¢, there exists an unique global in time solution v € C (R; Xm+1’4_%’p(R)>

57
of the Cauchy problem (5.15)-(5.16).
Moreover this solution verifies that there exists a constant C' > 0, depending on m, p and

e such that for all time t € R, we have
()l + e ()]0 < C(1+ [t "2+ 05),

Proof. The proof is carried out for positive time. By abuse, we will write (), and C,,
the different constants depending respectively on m, and on m and p.

To simplify the writings, we denote Tb the operator defined by the Fourier multi-
ik 1 36 2 1
plicator o (k) := ﬁ, and we denote also 0 < = (5 — ?) (1 — a) <3
We remark that 30
Tp > 1. (5.17)

Indeed we have

360 3/1 35 2 2\ 8
S| Sz ) (1-2 1 1-35)(1-2)> =
1 <:>4(2 2)( C]>p> = )( Q>>3p’

since 1 — 30 > 0, we find

300 _ | 11 4

4 qg 2 3p(1-30)’

which inequality is the assumption on gq.

The Duhamel formula implies that u is the solution the gBO-BBM equation (5.15)-(5.16)

if and only if u is the solution of the following equation, for t > 0

1 ¢ D,
u(t) = du(t) == Sif — ﬁ/@ St~ (T‘D‘uﬁl) (1) dr, (5.18)
oo koA
where S, f := 2i / MU f(k) dk.
™ —0o0

We remark first of all that in one hand, we have for u € S(R)

oo ik \’ —
_ / (14 k2™ ( ) P 12 gk
H™ —00 1_'_ ‘k‘

+00 . 1/2
(/ <1+k2>M|uP+1|2d’f> = [ |y (5.19)

[e.9]

1/2
p+1

D,
—U
1+ | D,

IN
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In the other hand, we have

for k>0, |o'(k)| = and for k <0, |o'(k)|=

(1+Fk)? (1—k)?

The Mikhlin-Hormander theorem 5.8 is applied to give, for 1 < p < 2, there exists a
constant C, > 0 depending only on p such that

H Dl‘ uerl

S < Cl|lufT| 1o 5.20
N < Gyl (5.20)

Lp

Let T' > 0, we define the norm N7 by, for u € Xm+1’4_%’p(]R),

Np(u) = sup [(||u||Lq(T)+||u$HLq(T))<1+T)9+HUHXMH,AF%,F(T) : (5.21)

0<r<T
We will proved separately some technical lemmas.

Lemma 5.13 ,
There exists a constant Cy,, > 0 such that for all u and v in X™HATLP(R), we have

| ®u — ®v||1a(t) < Cpp (Z NT(u)P—Z‘NT(v)Z) (1+1t)"°Np(u —v), (5.22)
and
[[(@u — Dv), |24 (t) < Crup (Z NT(u)P—Z‘NT(v)Z) (1+t)"Np(u —v). (5.23)

Proof. Let u and v two elements of XmHA*%’p(R), the Duhamel formula gives

D
S,T x p+1 _ p+l

The corollary 5.7 implies that there exists a constant C),, > 0, depending only on m, such
that

1 t

du— P < —
[®u=olle < —=7 |

(1)dr.

La

Dy +1 +1 Dy +1 +1
|u — dv||1. < C (st =l [t = ],,) 0 dr
pr="m (14+t—r1)° ’

and the inequalities (5.19) and (5.20) imply

[t = 0P |ie + [[uf* — 0| am) (7)

dr.
A+t—r1) !

¢
[|Pu — Pv||pe < C’m,p/ (
0

From now, when there is no ambiguity, we will use the following notation : for any posi-
tive A and B, the notation A < B means that there exists a constant C' > 0 such that
A<LCB.
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p
Since u” ™ — vt = (u — ) E u”~"v', we have according to the fractional Leibniz theo-

rem 5.9 with p = 2 and the Minkowski inequality

P P
[t = o M m (1) S M= ol Y (070 oo (7) + [Ju = 0l oo D [0~ 0" | (7)

— (1) +11(r).

1 1 1
On the other hand, the Sobolev inequality 5.10 with — 4+ —=1,r =00, j =0, a = 1 and
p q
m =3 — — gives
1/4 3/4
lulloo < Cyllull3 s, lullzs" (5.24)

According to the definition (5.21) of the norm N7z, we can see that the decay in time will
be linked to the norm L? and the power 3/4. We deduce from the inequality (5.24) that
for 1(7), we have

P .
3/4 1/4 - 3/4 1/4 ¢
1) S M=ol - (Rl 0l ) ™ (Rl 014, ,) )

1=0

o 3(p—1i) , 3i

(1+7)° (1+7)\* i
< HU—UHHWZ(HUHLQW —2, ||’UHLqm HUH;/;),,%,,,

< (Z NT(U)P—Z‘NT(U)Z) (14 7) % Np(u —v).

Jull

S
N
1

For I (7), the theorem 5.9 is again applied and we have
p—1

() 5 flu=vl <|I’UH201|I’UHWJrZHUH’éoi1||’u||Hm||’UHio

1=0

p
+ [l 15 [l + ) ||U||’£Z||U||;1|IU||Hm> (7),
i=1
and the inequality (5.24) gives

3/4 1/4
H(r) S = vll =l 735,

3/4 1/4 pl 3/4 1/4 -1
[(an ) Wl + (el el 5 )" thulan
« 3/4 1/4 pi= 3/4 1/4 ‘
+Z(Huu Il )" el (Il 00115 )

=0

g 3/4 1/4 p 3/4 1/4 i1
+Z(||u|| (P W 1 T P P G

(Z NT(u)p_iNT(U)i> (1+ T)_S_ZENT(U — ).
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In the same manner, we have

P
[ = o (r) < = ollze Dl 570l ()
1=0

< (Z NT(U)N’NT(U)Z) (1+7)"% Np(u —v).

Finally, we find

[|Pu — Pvl|La(t) < Chp (Z NT(U)P—Z'NT(U)Z) Nr(u — v)/o o T)sepdT

=0 T(l"‘t_T)e.

30 1
Since Tp > 1 by the inequality (5.17) and 0 < 0 < 3 the lemma 5.11 can be applied to

give
P
|| Pu — Dvl|La(t) < Crup <Z NT(u)p_ZNT('U)Z> (14 t) " Np(u —v).
i=0
We have, for the space derivate,

@u= 00 = [ See (725 00— o)) (1

0

the corollary 5.7 and the inequalities (5.19) and (5.20) imply

" (||uPue — vPug|| e + ||uPuy — vP || g ) (T)
by — d t)y < C - a - z dr.
(@0 = @0)a2n(t) < oy | (e r
p . .
Since u”™ — vt = (u — ) Z u”"v’, the fractional Leibniz rule gives
=0
p . .
|uue— 00| [ (1) = [|(u=10) > w0 || g ()
=0
S Mu= vl > 70 oo (7) + = lloo Y [0 [ me (7)
=0 =0

= I(r)+1I(7).
We deduce from the inequality (5.24) that for I(7), we have

P . .
3/4 1/4 pt 3/4 1/4 ¢
) S = ollama Y- (HaliEells 5, )" (el 5, ) @)

wipP

=0

< <Z NT(U)P—Z‘NT(U)Z) (1+7)" % Np(u—v).
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For the second norm, the theorem 5.9 is again applied and we have

p—1
() < llu=2lle (HU|I’501HU||Hm+1+Z||UI|§oi1||U||Hm+1HU||io

1=0

p
[l 18 ul [rmss + ) IIUII’SJZIIUII?.lelvlleH) (7);

i=1

and the inequality (5.24) gives

M(r) S o= o]l e =l 755,
[<||vH3/4Hv|I”45 e (1 e Y e
P —i—1 i
+Z (a5 ) s (IR0, )
L i—1
+Z(||u||‘°’/4|| a4, ) (el ) ||qum+1] ()

(Z NT(u)p—iNT(v)i> (14+7) " Np(u —v).

In the same manner,

p
[luPs = 070, | 2o (7) S 11w = v)allo Y [ul 57 1lol[5(7)
=0

p—1 p
+ [lu— o[z <Z el el ool 0] 2 + ||u||’£lllvllglllvmllm> (7)-
i=0 i=1

3/4

3/4|| $||1/4 1/4

According to the inequality (5.24), ||uz||co < ||uz]| P = ||uz||7s ||u|| L2, We
:
deduce
P
3/4 1/4 3/4 1/4
s = Purllin(r) S = ol (0l ) (ol ) ()

=0

1
3/4 1/4 3/4 1/4 3/4 1/4
+Hu—v|lmlz (P S (AT T (T SR e
3/4 1/4 - 3/4 1/4 3/4 1/4
+ Z(Ilull/llull/ ) (el ) (el ||/4_p)]<>,

2
and since 4 — — > 1, we have

l|uPuy — 0| () < (Z NT(u)p_iNT('U)i> (1+ T)_%ENT(U — ).
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Thus we find
P
[(Pu — ®v)4||1a(t) < Crnp <Z NT(u)p_’NT(v)’> (1+t)""Np(u —v).
i=0
O
Lemma 5.14 ,
There exists a constant C,,, > 0 such that for all uw and v in X" 2P(R), we have
p . .
196 = 0| sra-2.5(1) < G <Z Np(u)P™ NT(v)Z> Nr(u —v). (5.25)
i=0

Proof. We now majorize the norm ||(®u — @v)””HXm“"‘*%’P (1),

I D
B < @ pHl _ ptl
|| Pu <I>'UHXm+1,4_%7p(t) S t—r (1 N (u v )> . ) dr,
the inequalities (5.19) and (5.20) imply
1 ' 1 1
||CI>U — (I)U| |Xm+1’47%’p (t) < ﬁ HUPJF — Pt ’ ’Xm+1,47%,p (7') dr.

p
Since X™MEP(R) = H™L(R) N W*3P(R) and v’ — 07! = (u —v) Zup’ivi, we
have
1 = 0] a2, (7) = [0 = 07 [ (7) + [Ju? T = 0|z, (1),

and as previously,
P
= 0 g (7) (Z NT<u>“NT<v>Z'> Nr(u—o)(1+7)"%,
i=0

2
Since 4 — — > 0, the fractional Leibniz theorem 5.9 gives
p

P
[t = v | i, (7) S flu— ] 4__pZ||up Vo) 4 [l = vloo D ™| sz ()
i=0
= 1(r)+1I(7).
We deduce from the inequality (5.24)

I(r) S llu=vll 2

P _
o D2 (s ) (el el ,) o)

=0

< (Z NT(U)P—Z‘NT(U)Z) (1+7)"% Np(u — v).



144 5. SUR LA DECROISSANCE EN TEMPS DES SOLUTIONS

For I1(7), the theorem 5.9 is again applied and we have
p—1
() < llu—=vll <||v||§51||0||w4-%,p > Ml ]zl ol
i=0

p
 ul 8 ] a2+ D [l ’éJHvHéoleIIWzl%,p) (7),
i=1

and the inequality (5.24) gives

30

11 () < (Z NT(u)p—iNT(v)i> (14 7)"% Np(u —v).

Finally we find

p
. . 30
[l =0 | a2, (T) S (Z NT(U)“NT(U)Z> Np(u—=wv)(1+7)77,

thus

30

P t
[P = @] iz, () S (Z NT(u)pl’NT(v)i) Nr(u—v) / (147)" 4 dr,
i=0 0

and thanks to the inequality (5.17),

p
[[Pu — P[] i1a-2, () < Cinp (Z NT(U)p_iNT(v)i> Nr(u =),
i=0
U
Lemma 5.15 )
There exists a constant C,,, > 0 such that for all u and v in X™*72P(R), we have
p . .
Ny (®u — Bv) < Chyp <Z NT(U)P—ZNT(U)Z> Nop(u —v), (5.26)
i=0
and
N (@) < Cony (11| iz, + Nr(w)*1) (5.27)

Proof. The inequalities (5.22), (5.23) and (5.25) give the inequality (5.26). For the se-
cond inequality, it is enough to take v = 0. 0

Let M > 0, we consider the closed ball

Bra = {u € C([=T, T]); X 2P(R)); Np(u) < M} .
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We would like to show that there exists an unique solution u of the equation (5.18) in
this ball by using the fixed point theorem.
First, there exists ¢ > 0 sufficiently small such that if Hf||Xm+174_%7p < g, even if we take

ConpM instead of M, it is enough to take M > 0 satisfying € + M**! < M so that the
inequality (5.27) implies that the image of the closed ball By, by the map @ is include
in itself. Here, the crucial point is that ¢ is independent of T". Secondly, we prove that the
map P is a contraction on this ball for M sufficiently small. Let v and v two elements of
the closed ball By . The inequality (5.26) gives

Np(®u — dv) < C,, , MP Np(u — v),

and it is enough to take M > 0 sufficiently small so that the quantity C,, , M? < 1. Then,
the fixed point theorem is applied and there exists an unique solution of the equation
(5.18) in the closed ball By ;.

It remains to prove that this unique solution can be prolonged in time with all [0, +00].
By uniqueness of the solution, the inequality (5.27) is written

Nr(u) < Conp ||f|| mi1a-2,p T NT(u)p+1 . (5-28)
X »

Since there exists ¢ > 0 sufficiently small such that ||f||Xm+174_%7p < ¢, we can find M >0
such that

No(U) < M
Crp (e + MPTY) < M.

Then for all " > 0, we have Np(u) < M. Indeed, if not by continuity, there exists a time
T > 0 such that

NT(U) = M
> Chp (e + M)
> Cm,p (5 + NT(U)p+1) ,

what contradicts the inequality (5.28). Finally, there exists a constant M > 0 such that
for all T > 0, Nr(u) < M. In particular, we have for all time ¢t > 0

u@ze + [[ua(®)][e < Crp <\|f||Xm+1,4,%,p + NT(u)“l) (1+1)7"
< Cpp e+ M) (1+1)7° (5.29)

We reason in a similar manner for negative times. O

5.2 DECAY IN TIME OF SOLUTIONS OF GENERALIZED
KP-BBM-I1 EQUATION

The small amplitude long waves in shallow water moving mainly in the direction = are
modelled in dimension 2 by the Kadomtsev-Petviashvili equations [KP70]

-1
Up + Ugp + Uy + OUggy + O Uy =0,
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called KP-I if o = —1 and KP-II if ¢ = 1, according to whether the surface tension is
or isn’t neglected. Since this equation is obtained correcting, at the second order, the
transport equation u; + u, = 0, we find the KP-BBM equations [BBM72|

-1
Up + Uy + Uy — OUggy + O Uyy = 0,

called KP-BBM-I if 0 = —1 and KP-BBM-II if ¢ = 1. The KP-BBM-I is not well posed
in L?(R?), and so we study here only the KP-BBM-II equation.
We consider here a generalization of this equation, namely the gkKP-BBM-II equation

Up + Uy + UG — Uy + Oy 1ty = 0, (5.30)

where p is a nonnegative integer. We are interested in the decay in time for small amplitude
solution of the equation (5.30).

For 1 < p < 2 and (mg, m;) € R?, we denote X™0"™P(R?) = H™ (R?) N W™ P(R?) the
space of functions f such that the norm

[ fl|xmomyw = || fl|zrmo + [ f|[wmiw
is finite. Our result reads as follows.

Theorem 5.16

1 8 1
Let p > 3. For 0 <) < - — —, we set m= — — 2. We choose 1 < p < 2 and q > 2
5 1bp 26

1 1 1 1 4
such that —-+-=1and 0 < - < = — ——.
P g q 2 3p(1—506)

Then there exists € > 0 sufficiently small so that for all f € XmH’?*%’p(Rz) such that
[ f] |Xm+177_%’p < g, there exists an unique global in time solutionu € C (R; XmHJ*%’p(]RQ)

of the gKP-BBM-II equation with initial datum f.
Moreover this solution verifies that there exists a constant C' > 0, depending only on m,
p and ¢ such that for all time t € R, we have

()l + e ()]0 < C(1+ [t "2+ 2)070),

We remark that if § approaches zero then the decay rate of the LY norm of u(t), for

q € [2,400], approaches t*%(k%), but we need to impose more regularity on the initial
datum.
For the generalized KP equations

Uy + Uy + UPUL + YUgpr + 8;1uyy =0,

Hayashi, Naumkin and Saut [HNS99| proved that for p > 3, the decay rate of the solution
of these equations is of order 1.

The Strauss method [Str74] will be used to prove this fact. For T' > 0, it consists of
choosing a norm N7, which depends on time a priori, such that for a solution of the KP-
BBM-II equation, all the derivatives act like a linear term and are included in a Sobolev
norm of sufficiently high order and such that the power p are linked with the decay in time.
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More precisely, the Duhamel formula is written for the KP-BBM-II equation (5.43)-(5.44)
and for t >0

1 t D,
(I)U(t) = Stf — ﬁ . Sth (mUPJrl) (7') dT,

xT

+ D2

xT

denotes the

where (S;)i>0 is the semi-group of the KP-BBM-II evolution and

L. The fractional Leibniz
1+ k2

rule implies for m > 0 and 1 < p < +00, there exists a constant C' > 0 such that for
te[-T,T),

operator defined by the Fourier multiplicator o(k,[) :=

1D™ (1) 120 (t) < ClD™ul | () [ul |5%(t)

the first term of this inequality is a linear term and a Sobolev norm, and for the second
one, we choose 6 > 0 such that

lulloe(t) < CNp(u)(1 +1)7".

Then we show that for sufficiently small initial datum, this norm N7 is bounded indepen-

is not bounded

dently of time. The principal difficulty here is that the operator

in L'(R?) but only in LP(R?) for 1 < p < +oc.
We will use the following notations : for 1 < p < oo, we denote LP(R?) the space of
p-power integrable functions equipped with the norm

1/p
il = ([ Vst dzdy)

we denote L>°(R?) the functions space equipped with the norm

14 D2

|| floc = supess (f) :=inf {c;|f(z,y)| < c almost everywhere in R*} .

1 1
Let T an operator from LP(R?) to LY(R?) with — + = = 1, we define the operator norm
p q

by

T lga = sup ||Tf||ze.
171lzp=1

The Schwartz space is denoted by S(R?) and for m € R and 1 < p < oo, W™P(R?) is the
Sobolev space equipped with the norm

U llwme = || (L =82 =)™ f ||, -

In particular, we will note H™(R?) the Sobolev space W™?(R?).

5.2.1 Estimates for the linear Cauchy problem

We consider the linear problem

Up + Uy — Uggy + Oy Uy = 0
u(z,y,0) = flz,y)
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Let us suppose that the initial datum f belongs to the Schwartz space S(R?). Then the
Fourier transform in space implies

l2
fat(1+k2)+z‘(k+g>a = 0
a(k,1,0) = f(k,1).

The solution v of this ordinary differential equation is given by, for all (x,y) € R? and
t € R,

u(z,y,t) =

l2

b Zithe (k1) }
CRE / 0D F(1e, 1) die dl, (5.31)

] k + x
with ha7ﬁ(k,l)—1+k —ak — Bl a—gandﬁ

We have to majorize this oscillating integral by ﬁndlng a result similar to the Van der
Corput lemma.

ﬁl@

Lemma 5.1’17
Let 0 <§ < " For all (o, 3) € R?, and all time |t| > 1, we have

t]° ptoo
/ / e—z‘thaﬁ(k,l) dl dk
,Mé —00

Proof. We adapt the Haysahi-Naumkin-Saut method [HNS99] to the generalized KP-
BBM-II equation. It consists of transforming the oscillating double integral (5.31) in a

<3yt e

simple one. For t € R*, we do the change of variables [ = I’ W to obtain
/'“ /+°°e_itha,ﬁ(,€,l) T — /'t / oot/ U e aeseneh) [IRILER)
- )9 ]
= / ) ot ( /_ ;meiy”@‘i’/ngn(%)dzj dk.
However,
iyl 7|k|(1|t—|F k) —il%gn(%) = —i sgn(%) <Z’2 — Uy 7|k|(1|;{ k2)>

| &

= —isgn(

o Y |k + k) yPk(L+ k%)
)(l -5 ) +1 m .

A last change of variable gives

+oo ., k| (1+K2) 9 k 2 2 400
wyl'y [ = =il SN (¢ Yy k(1+k%) 72
/ e [t] g (t)dl/ e T / e:I:zl dl
0 _
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Finally, we find

It ptoo JmeLin/4 [t]° - bk
/ / e itha (k) dldk:7|t|1/2 VK1 + k2) e it i () g

—[t|® —[t]°
(5.32)
We deduce then
t° oo
/u/ oot didk) = VAl | Ny

—|t — 0 71‘,

< 3yt R
O

The oscillating integral (5.31) can be majorized.

Lemma 5.18 .
Let 0 < < R and m = — — 2. There exists a constant C,, > 0, depending only on m,

such that for all [ € H*™(R?), (o, ) € R? and all time |t| > 1, we have

+oo .
] / e s f (k. 1) d dks] < Conllf | 7755,
t]°

e pre ;
/ / ¢~ thass D) £ 1) dl dk

Proof. We have

“+00 “+00 R
/M / e~ithasthd) (1 1) dldk' /H / )f(k,l)’ dl dk;,
t t —00

the Fubini theorem implies

—+00 “+00
’ / ithasth) F(1 1) dl dk’ / / (k Z)) dk dl,
4 4

and the Cauchy-Schwarz inequality gives

+o0o
/ / e ithas D) £(L 1) dl dk:
|t‘5 —+o0

/oo (/t;oou+k)2m|f(k,5)|2dk)l/2 (/lt:“’ %)m "

1
In one hand, since for 0 < § < R and m = — — 2, the order m of the Sobolev space is

20

and

< Ol | f]rzm |t 727

1
strictly higher than 3 and we have

00 1/2 — Foo /2
()" - <t}>
= \ |

|(1 2m)

1,58
2t 3

!
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In the other hand, since for k € R, we have (1+k)? < 2(1+£&?), the first integral becomes

(/t':ool(l e dk) G (/;oou )R dk) -

Then,

+o0 400 A 12
/ (/ (1+k)2m|f(k,l)|2dk) dl <
—0o0 ‘t|6
oo 142 El +o0 ) 1/2
\/Q_W/oo (11z2) (/OO (1+k2)’”|f(k)|2dk:) d,

and a last use of the Cauchy-Schwarz inequality and the Fubini theorem gives

/OO(/ i D i) Casc, [ [ oo

0o t|9 —o0 00

< Ol f] 2

Finally, we find
e —itha (k) } -1458
e Mes W f (| DY dl dk| < Cpl| f ||z |t] 2
It\5

O
Proposition 5.19

1 1
Let 0 < < = and m = % 2. There exists a constant C,, > 0, depending only on m,

such that for all function f € L'(R?)N H*™(R?), (a, 3) € R? and all time t € R, we have

58

/RQ “haﬁ(“f(k,l)dldk’ < Conllfllp + |1 f a2 ) (1 + [¢) 7272 (5.33)

1
Proof. Let 0 < <z and [t| > 1, we write

t)° oo
/ e ithas (5D (1 1) dl dk = / / e thas (D £(1 1) dl dk

|t 400 400 A R
+ / / e~ thas ) £ (1 1) dl dk + / / e thas () £ (K 1) dl dk.
—[¢]? )5 J—oo
For the second integral, the Fubini theorem implies

[t]° ptoo A
/ / e~ ithasera kD) £k 1) dl i =

—[t]o/ It ptoo o
= / / o~ tha,s(kl) ( / e M f (2! ') da! dy’) dl dk
—|t‘5 —00 R2

[t ptoo ‘ ke
N / / etk@—a )+l )T g1 dk | (2 y) da’ dy'.
R2 —00

—‘t|6
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We deduce from it that

R 400 R 400
/ / e thavera®D) £ (1 1) dl dk / / e thas®D) g7 gk
-4 2/ —oc -

Lemmas 5.17 and 5.18 are applied to obtain finally

< ]|z

+oo +oo
' [ e, Z>dmk]<c (s + 11 ) 542

1+t
Since |t| > 1, we have |t| > + [

, thus we obtain finally

w\&

. (5.34)

~ 1 5 1
[y dvar) < 2l + ) (14 )
R
Let |t| < 1. We have directly

/ —ithy g klf(k,l)dkdl' S /
R2 R2
B / (1+k2)m/2(1+l2>m/2

R? (1 + k2)m/2(1 + l2)m/2

fk, Z)) dk dl

f(k:,l)‘ dkdl.

and the Cauchy-Schwarz inequality, first in k£ and then in [, gives

[ ) ] < Coll e
R2

1+ |t

Since [t| < 1, we have 1 > , thus we obtain finally

1 56

/ ”ha’”f(k,l)dkdl' < 2575 Ol fllam (1 + )72 E (5.35)
R2

The inequalities (5.34) and (5.35) give the result. O

We can deduce the following corollary.

Corollary 5.20

1 1
Let 0 <9 < = and m = % 2. There exists a constant C,, > 0, depending only on m,

such that for all function f € LP(R*) N H*™(R?), with 1 < p <2, for all (o, 3) € R? and
all time t € R, we have

1 1
where — + — = 1.
P g

< Collf 11w + 1 1lm) (14 1) C2HE)O=0) 1 (5.36)

La

/ ¢~ hes®D) £ 1) dl dk
R2
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1
Proof. Let 0 <4 < : and |t| > 1, we define the operator I\" from L*(R2) to L>°(R?)
by, for f € L'(R?) and (z,y) € R?,

st |

The lemma 5.17 gives that there exists a constant C' > 0 such that

1t

/ e thas D £k 1) dl dk.

It|°

1 _ 1,58
I Flloo < CET2F2 [ £ 1,

thus L
1170l < Clt 7545 (5.37)

The operator It(l) is rewritten

2
(1) o ika+ily fit% ;
[t f(.’L’) = e e 1tk f(]{],l)]_[_mé,mé] dl dk,
_R2

thus
1
127 Fllze < 1]
and
7z < 1. (5.38)
1 1
The Riesz-Thorin interpolation theorem then implies that, for 1 < p <2, and — + - =1,
P q

the operator I\") is continuous from L” (R?) to L(R?), and we have according to inequa-
lities (5.37) and (5.38)

58

|||]t(1)|||Lq < C|t|(—%+ : )(1_2).
We conclude that for f € LP(R?),
58

1D fllze < €1 3D O=D) £l < 01 + 1)) 1))

1
Let m = % 2, we define now the operator I.” from H2"(R?) to L*(R?) by, for
f e H*(R?) and (z,y) € R?,

e = |

t]°

+oo +oo ) .
/ e~ ithas®D £ (k1) dl dk.

The lemma 5.18 implies that there exists a constant C), > 0, depending only on m, such
that o
1157 flloo < Conlt| 725 1| ] . (5.39)

Since the operator It(2) can be rewritten

1P f(x) = / ik f(k, 1)1 dl dk
: = D11t +0c) dl s,
R2
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we have

2
NP Flle < |1F 1|z,
and since m > —,

NP fl12 < [1f]|grom. (5.40)

The Holder inequality then implies that, for 2 < ¢ < 0o, according to inequalities (5.39)
and (5.40), we have

1,2 2
WL fllee < 112 flloo NP £ 2,

< Cn(1+ 1) EF R0 £ o,

The contribution for k # 0 is dealt Wlth similarly.
For |t| < 1, we define the operator I\”) from H2™(R?) to L*(R2) by, for f € H>™(R?)
and (x,y) € R?,

17 f(x,y) ::/ =ithas(5) (e 1) dk dl.
RQ

As for the proposition 5.19, we have directly that there exists a constant C,, > 0, depen-
ding only on m, such that

1P Flle < Con(1 + 1)) 1] o (5.41)

3)

Since the operator It( can be rewritten

s A s
1Y fz,y) = / eilke o~ TE (ke 1) dk dl,
R2
we have
N2 Flle < 1111z,

and since m > —,

WP fl12 < [1f]|gom. (5.42)

The Holder inequality then implies that, for 2 < ¢ < oo, according to the inequalities
(5.41) and (5.42), we have

1—-2 2 _1455) (12
W flla < W flloe NP FIZ, < o1+ [t T2 E) D)) 1) g2
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5.2.2 Existence and Uniqueness of global solution

Let us return to the nonlinear problem. We consider the Cauchy problem

U+ Uy + UL — Uy + O 'y, = 0 (5.43)
u(z,y,0) = f(z,y). (5.44)

We recall the principal result of this chapter.

Theorem 5.21

1 1
Let p > 3. For 0 <) < - — —, we set m= — — 2. We choose 1 < p < 2 and q > 2
5 15p 20
1 1 1 1 4
such that —+—-=1and 0 < - < = — ————.
P oq ¢ 2 3p(1-50)

Then there exists € > 0 sufficiently small so that for all f € Xm+1’7_%’p(R2) such that
[l f] |Xm+177_%7p < ¢, there exists an unique global in time solutionu € C (R; Xm+1’7_%’p(R2)
of the Cauchy problem (5.43)-(5.44).

Moreover this solution verifies that there exists a constant C > 0, depending on m, p and
e such that for all time t € R, we have

() g0+ fea(t) |10 < C(1 + [t) 2 03),
Proof. The proof is carried out for positive time. By abuse, we will write (), and C,,

the different constants depending respectively on m, and on m and p.

T

To simplify the writings, we denote the operator defined by the Fourier multipli-

14 D2
1k 1 50 2 1
cator o(k,l) := T and we denote also 0 < § = (5 - 7) (1 - 5) <3
We remark that 20
T” > 1. (5.45)

Indeed we have

30p 3 /1 58 2 2 8
ZEs e 1 1— 1-2) > —
1 > <:>4<2 2)( q)p> — ( 55)( q)>3p,

since 1 — 50 > 0, we find

39p>1<:>1<1 !
4 ¢ 2 3p(1—56)

which inequality is the assumption on q.
The Duhamel formula implies that u is the solution of the gKP-BBM-II equation (5.43)-
(5.44) if and only if u is the solution of the following equation, for ¢ > 0

¢ D, X
u(t) = Dult) = Sif ﬁ /0 S, (1 e > (7) dr, (5.46)
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1 . oo 2/k .
where Stf — W/ ezk:erzly ztkﬁkgkf(k’ l) dl dk.
R2

We remark first of all that in one hand, we have for v € S(R?)

1/2
ik 2 ___
. 14+ K2+ 2y [ P12 dk dl
. (/R( TR (1+k2> ] )

o 1/2
< (/ (1+k2+l2)m|up+1\2dkdl) = ||| gm. (5.47)
R2

p+1

D,
1+ D2

In the other hand, the Mikhlin-Hormander theorem 5.8 is applied with o, defined above,
to give, for 1 < p < 2, there exists a constant C},, > 0 depending only on p such that

X
P!

D
1+ D2

< Cpl[uPt| 1o (5.48)

Lp

Let T > 0, we define the norm N7 by, for u € X2m+1’7_%’p(R2),

Nrp(u) = Sup [(HUHL@(T) + sl |La(7)) (1 4 7)° + ||U||X2m+1,7-%,p(7)] : (5.49)

We will proved separately some technical lemmas.

Lemma 5.22
There exists a constant Cy,, > 0 s%ch that for all uw and v in X2m+1’7_%’p(R2), we have
[|Pu — Pv||La(t) < Crp Z NT(u)piNT(U)i> (1+ )" Np(u —v), (5.50)
and i:Op
[|(Pu — V), ||La(t) < Crnp (Z NT(u)piNT(U)i> (1+ )" Np(u —v). (5.51)
i=0

Proof. Let u and v two elements of X2m+1’77%’p(R2), the Duhamel formula gives

D
x +1 41
St—’r (1 + D% (up - Up ))

The corollary 5.20 implies that there exists a constant C), > 0, depending only on m,
such that

1 t

Qu— P < —
jou—aufle < o |

(1) dr.

La

Dy p+1_ ,p+1 Dy p+1_ ,p+1
[Bu — Dol < Cm/t ( 1+D2 (u v Lj‘ 1+D2 (u v H2m) (7) i

and the inequalities (5.47) and (5.48) imply

dr.

L p+1 _ o+l p+1 _ . p+1 -
||CI)U—(I)U||Lq SCmp/ (||u v ||Lp+||u v ||H2 )(T)
" Jo (I1+t—71)°

From now, when there is no ambiguity, we will use the following notation : for any posi-
tive A and B, the notation A < B means that there exists a constant C' > 0 such that
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AL CB.

p
Since u” ™ — vt = (u — ) Z u”~"v', we have according to the fractional Leibniz theo-

i=0
rem 5.9 with p = 2 and the Minkowski inequality

p P
[t = 0o (7) S M= 0l > 00 oo (7) + [t = 0l o0 D [0~ |12 (7)
j i=0

() 4 1().

1 1 1
On the other hand, the Sobolev inequality 5.10 with — 4+ — =1, r =00, j =0, a = 1 and
p q
4
m =6 — — gives 1/4 3/4
p® lulloo < Cyllulls s lullz" (5.52)

According to the definition (5.49) of the norm NT, we can see that the decay in time will
be linked to the norm L? and the power 3/4. We deduce from the inequality (5.52) that
for 1(7), we have

3/4 1/4 P= 3/4 1/4
I(T)§||U—U||H2mz<|| ey (el sy,

P 0 . 0 3 )
(I1+7) p—i (I+7)7\" i
S ||U—’UHH2mZ (||U||Lqm Jul| 46,%7,7 HUHLqm HUH;G,%,,,

=0

hST
N———
.
—~
\]
~—

< (Z NT(u)p—iNT(v)i> (14+7)"" Np(u—v).

For I1(7), the theorem 5.9 is again applied and we have

p—1
() S [lu="2lle <||v||§51||v||H2mJFZ||“||§o_i_1||U||H2m||v||ﬁ>o

=0
p . .
- a1 e+ HUHZO’|IUH§>01|IUHH%> (7),
i=1

and the inequality (5.52) gives

3/4 1/4
(7)< = ol — ol , %

3/4 1/4 pl 3/4 1/4 -1
[(an/n 143 ol (Ul ) e
- 3/4 1/4 pi= 3/4 1/4 ‘

+Z(Huu Il ) Ml (1olER0 )

. 3/4 1/4 p=i 3/4 1/4 -1
+Z(||u|| sy, )" (ol ) el | ()
(Z NT<u>P—ZNT<v>Z> (1+7)" % Nr(u - ).
=0
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In the same manner, we have

P
[ = o (r) < = ollze Dl 570l ()
1=0

< (Z NT(U)N’NT(U)Z) (1+7)"% Np(u —v).

Finally, we find

[|Pu — Pvl|La(t) < Chp (Z NT(U)P—Z'NT(U)Z) Nr(u — v)/o o T)sepdT

=0 T(l"‘t_T)e.

30 1
Since Tp > 1 by the inequality (5.45) and 0 < 0 < 3 the lemma 5.11 can be applied to
give
p . .
|| Pu — Dvl|La(t) < Crup <Z NT(u)p_ZNT('U)Z> (14 t) " Np(u —v).
=0
We have, for the space derivate,

@u= 00 = [ See (725 00— o)) (1

0

the corollary 5.20 and the inequalities (5.47) and (5.48) imply

F(||uPug — vPug|| e + [[uPue — v || gam) (T)
Dy — P ) <C z z z i dr.
(@0 = @) 1) < oy [ et r
p . .
Since u”™ — vt = (u — ) Z u”"v’, the fractional Leibniz rule gives
=0
p . .
|ute— 002 (7). = |[(u=0) ) w0 | gramen (7)
=0
S u=ollgzme Y w0 |o (1) + [lu= o]l > [[u? 0| r2mer (7)
=0 =0

= I(r)+1I(7).

We deduce from the inequality (5.52) that for I(7), we have

P . .
3/4 1/4 pt 3/4 1/4 ¢
1) 5 = ol Y (Rl ) (IR S,) ()

1=0

< (Z NT(u)p—iNT(U)Z) (147)"% Np(u—v).
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For the second norm, the theorem 5.9 is again applied and we have

p—1
I(r) < |lu—2l <||v||§51||v||H2m+1+Z||“||’£Z_1||U||H2m+1|lv||;
1=0

p
- a8 e+ IIUII{;i\\v||iol\\v||H2m+1> (7),

and the inequality (5.52) gives i=1

1/4
G P e [ [P

p—1 p—1
(I, ) ol + (R0l Tl
— 3/4 1/4 pmi=l 3/4 1/4 ‘
> (a2l s, ) Mallazmes (Ol OIS )

1=

- 3/4 1/4 P 3/4 1/4 =1
+Z(Huu Il )" (Ul ) Hellamoe | (7

(Z NT(u)p—iNT(v)i> (14+7) " Np(u—v).

In the same manner,

p
luPuy = vul | (r) S |l = 0)allze Y ul 87|l ()

p—1 p
+ lu =l (Z el el loo 0] 5 + IIUII’;o"Ilvlli.zlllvmlloo> (7).
i=0 i=1

According to the inequality (5.52), ||uz||e < Hux||3/4H x||1/47% = Hux||3/4H Hl/i_p
deduce

p i
s = wullin(r) S Tl = ellwn 2 (Rl el ) (el ey,) )

=0
p—1

3/4( 1 1/4 pim 374111114 341 1|4 i
Hlu= vl [Z (e M ([R5 R (S
=0
3/4( ((1/4 P 34111 11/4 " 34|
+Z (AT (T R (XA /H’)] "

4
and since 7 — — > 1, we have
p

l|uPuy — 0| () < (Z NT(u)p_iNT('U)i> (1+ T)_%ENT(U — ).
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Thus we find
P
[(Pu — ®v)4||1a(t) < Crnp <Z NT(u)p_’NT(v)’> (1+t)""Np(u —v).
i=0
O
Lemma 5.23 .\
There exists a constant Cy, , > 0 such that for all u and v in X772 P(R?), we have
p . .
196 = 0| smirrt, () < Oy <Z Ny ()™ NT@)Z) Nr(u —v). (5.53)
i=0

Proof. We now majorize the norm ||(®u — @v)mHXQmH,?,%,p(t),

D
x ptl ol
”(1+|Dx|(“ v )>

1 t
_ (1)dr,
p+1

2m+177*%7p

||CI>U — (I)U||X2m+1,7—%,p (t) <

b
the inequalities (5.47) and (5.48) imply

1 t
196 = 0| amprra,(t) < 1 [[u ™t = 0" | iaroa, (7) dr

P
Since X*™MTIP(R?) = H2H(R?) N WTTHP(R?) and w?t — 0Pt = (u—v) Y w i,
we have
17 = 0P| amynr ., (7) = [ = 07 [z (7) + [ = 0P| 2 (7),

and as previously,
P . . 36
P — 0P gz (7)< (Z NT(U)pZNT(’U)Z> Ne(u—v)(1+7)" .
i=0

4
Since 7 — — > 0, the fractional Leibniz theorem 5.9 gives
p

p
™ =0 | s, (1) Slu =] 7_-pZ|IU” O loo(r) 4 [l = vlloo D ™| g ()
i=0
=1(r) +1I(7).
We deduce from the inequality (5.52)

P
3/4 1/4 B 3/4 1/4
1) S llu—elly g D2 (Bl )™ (02 ,,) )

1=0

< (Z NT(U)P—Z‘NT(U)Z) (1+7)"% Np(u — v).
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For I1(7), the theorem 5.9 is again applied and we have

P

p—1
() 5 flu—vll <||v||§51||v|lw7_4,pJrz|IU|Ifio_’_ll|UI|W7_g,pl|v|lfx>
=0

p
a8 ] e+ D [l ’éJHvHéoleIIW?%,p) (7),
i=1

and the inequality (5.52) gives

30

11 () < (Z NT(u)p—iNT(v)i> (14 7)"% Np(u —v).

Finally we find

p
. . 30
[ = 0P| i3, (1) S (Z NT(U)’”NT('U)Z) Nr(u—=v)(1+7)7 7,

1=0

thus
P t
19w = D0l| prrr-1,(8) S (Z NT(u)piNT('U)i) Nr(u—v) / (14 7)" % dr,
=0 0

and thanks to the inequality (5.45),

)
19 = @0|| sinrg, () < Crng <Z Ny ()™ NT@y) Nr(u—v).
i=0
U
Lemma 5.24 \
There exists a constant C,,, > 0 such that for all uw and v in X>™" 2P (R?), we have
p . .
Ny (®u — Bv) < Chyp <Z NT(U)P—ZNT(U)Z> Nop(u —v), (5.54)
i=0
and
Nr (@) < Congy (1] s, + N ()1 (5.55)

Proof. The inequalities (5.50), (5.51) and (5.53) give the inequality (5.54). For the se-
cond inequality, it is enough to take v = 0. 0

Let M > 0, we consider the closed ball

Bra = {u € C([=T, T]; X3P (R?)); Np(u) < M} .
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We would like to show that there exists an unique solution u of the equation (5.46) in
this ball by using the fixed point theorem.

First, there exists ¢ > 0 sufficiently small such that if Hf||Xm+174_%7p < e, even if we take
ConpM instead of M, it is enough to take M > 0 satisfying € + M**! < M so that the
inequality (5.55) implies that the image of the closed ball By, by the map @ is include
in itself. Here, the crucial point is that ¢ is independent of T". Secondly, we prove that the
map P is a contraction on this ball for M sufficiently small. Let v and v two elements of
the closed ball By ;. The inequality (5.54) gives

Np(®u — dv) < Cy, , MP Np(u — v),

and it is enough to take M > 0 sufficiently small so that the quantity C,, , M? < 1. Then,
the fixed point theorem is applied and there exists an unique solution of the equation
(5.46) in the closed ball By ;.

It remains to prove that this unique solution can be prolonged in time with all [0, +-00].
By uniqueness of the solution, the inequality (5.55) is written

Nr() < Congy (11| sn - + Nr(u)*). (5.56)

Since there exists ¢ > 0 sufficiently small such that || f| |X2’"+1’7*%’T’ < ¢, we can find M >0
such that

No(U) < M
Crnp (e 4+ M) < M.

Then for all T > 0, we have Np(u) < M. Indeed, if not by continuity, there exists a time
T > 0 such that

NT(U) = M
> Cpyp(e+ M
> Cm7p (8 -+ NT(u)erl) ,

what contradicts the inequality (5.56). Finally, there exists a constant M > 0 such that
for all "> 0, Np(u) < M. In particular, we have for all time t > 0

u®)llr + llaa®llze < Congp (1] gann -t + Nr(@)*) (141)
< Cop (e+ M) (1417 (5.57)

We reason in a similar manner for negative times. U

Remark 5.25 If we compare the generalized Korteweg-de Vries equation and his BBM
version, we remark that the decay rate in time is of the same order. In dimension 2,
Haysahi, Naumkin and Saut [HNS99] found, for the generalized KP equation, a decay
rate in time of order 1. However, nothing says that our result is optimal and we wonder
if we can find a decay rate in time better than 1/2, and approach 1 for the BBM version.
We plan to study this issue in a future work.
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CHAPITRE 6

COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DES
SOLUTIONS DES EQUATIONS DE
KADOMTSEV- PETVIASHVILI GENERALISEES

Ce chapitre est issu d’un article en préparation fait en collaboration avec F. Hami-
douche et S.M. Mefire.

The propagation of long, dispersive and weakly nonlinear waves, essentially in the
r—direction with weak transverse effects in the y—direction, is modelled by the Kadomtsev-
Petviashvili (KP) equation [KP70],

U + Uy + WUy + Upgy + a@;luyy =0, (6.1)

called KP-I if a = —1 and KP-II if a = 1, according to whether the surface tension is
neglected or not. The approach in [KP70] for introducing (6.1) from the Korteweg de
Vries (KdV) equation,

U + Uy + Uy + Uggye = 0,

can be extended to the context of two transverse variables. As explained by L. Molinet,
J.-C. Saut & N. Tzvetkov [MSTO7b|, in this context, if we aim at preserving the finite
propagation speed properties of the transport operator 0; + 0, for waves localized in the

% < 1 and % < 1, where &, & and &3 are the Fourier modes
1 1

corresponding respectively to the space variables x, y and z, we are led to consider the
generalized operator

frequency regions

Oy + 0, + % (0,10, +0,10..)

u(&1, &2, &)
i& ’

where 0, ! denotes the anti-derivative, also defined such that @ (&1,&9,&3) ==

and u represents the Fourier transform of w.
In this paper, we are concerned with the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations
in three-dimensional space :

Uy + UPUL + Upy + a0, My, + 00w, = 0, (6.2)
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where p > 1, and the constants a, b are normalized to £1. The separate term u, does not
of course appear in (6.2) since a change of functions has now been applied (u(x,y, z,t) :=
u(z +t,y,2,t)). The mass

/ u?(z,y, 2,t) dedydz
R3

and the energy

/{L—lu2+9(a—lu)2+é(a—lu)2 (x,y,2,t)devdydz
SUEDIEPEEREEERCEE RS D

are conserved by the flow associated with (6.2). Although the literature proposes an exten-
sive list of (theoretical and numerical) works related with the KP equations in dimension
two, namely with the Cauchy problem based on (6.1), see e.g.[Bou93¢, Fam92, FS92,
Ham01, IMS95, KM86, Sau93, Uka89, Zho90|, we do not find the same range of refe-
rences in the three-dimensional case. Some theoretical results concerning the behavior of
solutions of (6.2) have been recently given in [dBS97a, dBS97b, Liu02, Sau95|. In parti-
cular, the existence as well as the non-existence of solitary waves are proved by A. De
Bouard & J.-C. Saut [dBS97a, dBS97b|, and J.-C. Saut establishes in [Sau95| a result of
blow-up in finite time for a = b = —1 and p > 2. In [Liu02|, Y. Liu continues this inves-
tigation and proves that, when a solution of (6.2), for a = b = —1 and 1 < p < 4/3, is
initially close to an unstable solitary wave, then this solution blows up in finite time. Since
no result has yet been proved for blow-up in finite time, with a = b =1 and ab = —1,
there is considerable interest in performing numerical simulations aimed at studying the
solutions of (6.2) in various situations.

The aim of this paper consists not only of inspecting numerically certain theoretical
properties already stated, but above all of investigating, in diverse contexts, aspects not
yet established, such as the blow-up in finite time, the dispersion, the solitonic behavior
and the transverse instabilities.

This paper is subdivided into five sections. In Section 2, we discretize the Cauchy
problem associated with (6.2), by combining a spectral method for the space discreti-
zation and a predictor-corrector scheme for the time discretization. The other sections
deal systematically with numerical simulations. Due to extensive numerical experiments
performed throughout these sections, the paper is organized in such a way that each of
these sections contains its own conclusions.

We study in Section 3 the propagation, based on (6.2), of localized initial data. The
numerical observations show here that the effect of two negative transverse directions
(a = b = —1) is much less regularizing than the effect of two positive or “opposite”
transverse directions. Indeed, in the context where a = b = —1, the discrete solution of
the Cauchy problem blows up in finite time when for instance p = 2, whereas the discrete
solution in the context where a = b =1, or ab = —1, blows up in finite time when p = 3.

In Section 4, our investigations concern the numerical study of the transverse instabi-
lities in the y and z—directions. Improperly, we talk about the solution stability instead
of the orbital stability of the solitary wave close to this solution, namely a solitary wave
for which the profile remains close to that solution (see e.g. [Ben72]). By considering the
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line-soliton

Dip+2) \"
P (x,t) = (% c) sech?/? (pT\/E (x — ct)) ,
for p =1, J.C. Alexander, R.L. Pego & R.L. Sachs [APS97]| characterize the unstable mode
for (6.1), i.e. the solution of the linearized equation around @, of the form u(z,y,t) =

21wy
e T(x) with A, > 0 a wavelength, Re(s) > 0, and & € L?*(R). They prove that
KP-II does not admit unstable modes, and that KP-I admits unstable modes if and

8
only if A, > T A similar result of instability regarding KP-I is obtained in a nonlinear
c

context by F. Rousset & N. Tzvetkov [RT08]. In this section, we extend, to the 3D case, the
approach considered by F. Hamidouche for studying numerically in [Ham01] the transverse
instabilities of solutions of 2D-KP equations. We observe a stronger form of instability in
the sense that solutions of (6.2), initially close to solitary waves, blow up in finite time
— even for p = 1. This study of instabilities is done here in the transverse directions, by
associating with (6.2) the initial datum :

Uo(ﬂfa Y, Z) = (I)C(y,z) (.T, O)7

where ¢(y, z) = ¢(1 + €cos(2;\T—y + %)) is a perturbation of the velocity of the line-
y z

soliton, in an infinitesimal way in the y and z—directions, A,, A\, > 0, and € > 0 is a fixed
small value. When p = 1,2 and a = b = —1, respectively when p = 2 and ab = —1, we
observe numerically that there exist two critical transverse wavelengths 0 < Al < A2
depending only on ¢, such that the discrete solution of (6.2) with such an initial datum wy
blows up in finite time (in particular, the line-soliton is unstable under the flow of (6.2))
if AL < Ay < A2or Al <\, < A2 The existence of the critical value A2 translates the fact
that the formal limit of the perturbed line-soliton, when the wavelengths A, and A, tend
to infinity, is the KdV one of velocity ¢(1+ &) which is stable [Ben72|. These observations
were foreseeable from the ones concerning KP-I. Another interesting observation is made
when p = 1 and a = 1,b = —1. We notice that the discrete solution of (6.2) with this
initial datum blows up if A} < A\, < A? and if the wavelength in the positive transverse
direction is either small (A, < Al) or very large (A, > A?). It results then, namely when
(6.2) is formed from KP-II with the addition of a negative transverse direction, that the
solution of (6.2) can blow up, although the solution corresponding to KP-II is stable.
In a symmetrical way, the same effects are noticed in the context where p = 1 and
a=—1,b=1. When (6.2) is formed from KP-I with the addition of a positive transverse
direction, it follows that the solution of (6.2) can no longer blow up.

Finally, in Section 5, we deal with the study of the transverse instability in the
z—direction by associating now with (6.2) the Zaitsev soliton [Zai83| for initial datum :

Uo(% Y, 2) = %(z)(% Y, 0),

02 — 3at 54+ at
- w =

52 7

where, for § = , 30t < 6% and ¢ =

elE

Y

1 — B cosh(ax — wt) cos(dy)
(cosh(ax — wt) — Beos(dy))?

Ye(x,y,t) = 1202
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The velocity is here slightly perturbed in the z—direction; ¢(z) = ¢(1 + €COS(27T—Z)),

Az
A, > 0, and € > 0 is a fixed small value. Our numerical experiments are performed in

the special context p = 1, with a = —1. It follows that the wavelength A, characterizes
the instability of the Zaitsev soliton by transverse perturbations. More precisely, when
b = —1, there exist two critical transverse wavelengths 0 < A\! < A\?, depending only on c,
such that the solution of (6.2) with wug as initial datum blows up (and is hence unstable)
if AL < A, < 22

6.1 NUMERICAL DISCRETIZATIONS

By combining a spectral approach with a predictor-corrector scheme, we discretize
here the Cauchy problem based on (6.2).

6.1.1 Spectral approach

Spectral methods are very suitable to the discretization of equations such as (6.2).
In fact, the non-linearity and the anti-derivative appearing in (6.2) are easily treated
with such methods, contrary to finite element methods or finite volume methods. Finite
difference discretizations of (6.2) can be an alternative, but the spectral methods are again
more suited when we are looking for solutions of (6.2) in periodised domains.

Let us consider the Cauchy problem based on (6.2), where uy denotes the initial datum :

u(z,y, 2,0) == uo(x,y, 2).

As in [Tom96, WAS94|, where (6.1) is considered, we will be concerned with solutions
of (6.2) such that u, ug, Uy, Uz, Ugg, Uyy, U, vanish at infinity and furthermore 9, u,,
O u, € LA(R?), 0, %uy,, 0,%u,, € L*(R?). For (£,&,&) € R, and t > 0, we use the
notation :

(Er, &, €9, 1) = / / / w(, y, =, e ETHEIIE) dudyd.

By applying this Fourier transform to the equations of the considered Cauchy problem,
it follows that :

—

at(flaé%f?n t) + lfl(m)(é—la §27 §37 t) + <_1€§) + 1@% + 16%) a(flaé% §37 t) = 07
a(€17€27€370) - 71\0(517527&3)7

v€17€27€3 € Ra Vi>0.
(6.3)
Looking moreover for solutions of (6.2) such that u, u?™ and u, € L'(R?®) N L*(R?), we
notice from (6.3) in particular that : V &, & € R, V¢ > 0,

lim a(gla §27 §37 t)

= 07
& —0 fl

lim a(£1a§2a§3at) = 07
&—0



6.1. DISCRETISATIONS NUMERIQUES 169

provided that )
n .U , &,
B(0.6.6) = 0. Jim 200 &&)

& —0 fl

= 0. (6.4)

a(gla §27 §37 t)
3!

for & = 0 in (6.3) are overcome. Relations (6.4) enforce restrictions on the choice of
ug € L'(R?) N L*(R?) ; we will be concerned with such an initial datum.

In view of numerical computations in a bounded and periodised domain 2, we now
consider (6.2) in [-K, K| x [-L, L] x [-M, M] =: Q, where K, L, M > 0 must be fixed
values allowing us to express the relations (6.4) as below :

/ / 1(6oy+€32) (/ uo(x Y,z )dx) dde = 0,
(6.5)
/ / ~1(e2y+€32) (/ / uo(x1,y, 2 dxldx) dydz = 0.

Let us consider now the discrete Fourier basis consisting of trigonometric polynomial
functions :

By giving in this way a sense to £limoﬂ(&, &2, &3, 1) and 5limo , the singularities
1— 1—

elbferelifvelmiz . 2 = 1 @ < p < —1,—7y§l§ Y1, ——=<m<—=-1

?

N, N, Ny N, N,
2 2 2 2 2

where N, Ny, N, € 2N* represent the numbers of modes. Let us set N, %, Ny = %rg

and N, = %, where Ax, Ay, Az > 0. For any non periodic scalar function f, locally
summable, we denote by fx 1 as the function equal to f in 2 and extended outside of 2 as
a periodic function of period equal to 2K in the z—direction, 2L in the y—direction, 2M
in the z—direction. The expression of fx 1 ps in the considered discrete basis is as follows,

Ne g Ny g Na_
2 1’ 2 1’ 2 1

Teru(y.2) = ST kR Ig melireltiveini
k:—&,l:—%,m:_%
with
-~ 1 K L M .
JR ) = / // Fl,y, 2)e Wkre U Eve G2 dudydz
KoL M CK)L)2M) | ) ) u

We are then concerned with a system of N, x NN, x N, ordinary differential equations
and N, x N, x N, unknowns, by reconsidering (6.3) and (6.4) with these notations, and
hence projecting (6.3) in the Fourier basis. For each triplet (&, &s,&3), find u(&y, &s, &3, 1)
satisfying

A~ /\ . . 2 . 2 A~

ut(gla §2a 537 ) lgl(p + 1)(517 527 537 t) + (—15% + la’% + lb%)u(gla §2a 537 t) =0 ’ Vi> Oa

a(07527537t) - u0(0a§27£3) = 07 Vi> Oa

a(§1a§2a§3a0) - 72\0(§1,§2,£3),
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where
q=+f &=1F. &=y, o)
N, N, N, N, N, N, :
—Hr<k<HE -1, S <I<5 -1, —HF<m<S -1,

and the datum wg is subject to (6.5). In the numerical simulations, a Fast Fourier Trans-
form will be computed.

6.1.2 Time discretization

Many numerical methods can be applied for the time discretization of (6.6). In view
of efficient numerical computations on long time intervals, we consider implicit methods
such as Adams-Moulton methods (see e.g. [QSS00]). Also, in view of flexible numerical
implementations, we will restrict ourselves to one-step schemes.

Let At > 0 be the step of the time discretization, and set ¢, = nAt. For n € N,
we denote by @, an approximation of u(&y,&s,&s,t,) and by u, an approximation of
u(z,y, 2, t,), where (x,y, z) € (.

A possible way for numerically discretizing the partial differential equation in (6.6)
consists of directly applying the Crank-Nicolson scheme, or a variant of this scheme as in
the case of computations based on 2D-KP equations (see [Ham01]). The following relations
are then obtained : Vn > 0,

At Ei\ll gﬂ_\l 3 522 f;?
Upr1 = Up +— | —i n 4+ (= +1i(& — 2a — 2b)[u, +u, , 6.8
Un+1 U 5 lfl[(p 1) (p 1)] i(&y fla 3 )[u Up 11 (6.8)

with of course & # 0,& and &3 defined as in (6.7). A nonlinear system of N, x N, x N,
equations and NV, X IV, X N, unknowns can thus be associated with (6.6) - (6.7) and solved
with a fixed point iteration method, by considering from (6.8) a subsequence (w,41,),
where we define, for each n > 0, U,410 = Uy, and also set U,i1 = Upy1,41 When
the convergence of the subsequence is reached at the (r + 1)th iteration. However, this
approach can be costly in CPU time, since such an initialization of fixed point iterations
is not necessarily suitable for fast convergence (see e.g. [QSS00]).

The method we consider for solving (6.6) - (6.7) consists of combining an Adams-
Moulton scheme, for defining the fixed point iterations, with an Adams-Bashforth scheme
for the initialization of these iterations. More precisely, restricting ourselves here to one-
step schemes, we use the explicit Euler method for the predictor and the Crank-Nicolson
method for the corrector. The resulting scheme is a predictor-corrector method and is of
order two with respect to the time step (see e.g. [QSS00]) under suitable regularities of
the solution of (6.6) - (6.7).

By denoting by m > 1 a maximal number of iterations, the algorithm then considered
for solving (6.6) - (6.7) is described as follows :

o Set Upy, i= ... :=1Upy = Upp = Up-

e Forn=20,1, ..., compute :

p+1
m

p+1

2 2
)i - §— - ﬁ—jbm,m |

an—i—l,O = an,m + At _151(
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e Forr=0,1,...,m—1,
_ _ w8 iy
Un+1,r41 = Un,m + % _lfl(p%> + l(é—% - %CL g_B )un+1 r 1&1( 1)
2
+i(¢ —é—f §3b
(6 9)

The iterations are stopped in one of the two following cases :
HunJrl,rJrl - unJrl,r”lQ(Q)

e when
||Un+1,0||l2(9)

< 7, with 7 > 0 a fixed tolerance. We then set u, 1 :=
Un+1,r41 3
e or when r = m — 1. Here, we set w11 := %41, We mention that the step At can
be reduced in this case, in order to improve the previous relative error.
This algorithm provides the solution u, (&1, &2, &3), where & # 0, &, &3 are defined as in
(6.7), and where we consider :
e Forn=1,2, ...,

an(Oa 527 €3> = 11\0(07 §27 §3)

Remark 6.1 A practical way to choose a suitable (initial) step At in the previous algo-
rithm is the one involving the parameters Ax, Ay, Az as follows :

2Ax
At < . (6.10)
Az K Az K
(e + g + 5 + lunlle)
Of course, since from (6.9), — —
_ A ~ _ At g & & At [yl
Uptip41 — Uny1 = (Un+1,r - Un+1) ( (51 éa - f_j ) - fl (p—: 1 ) - (p :11) )
it follows in the case where p € N* that,
~ —~ ~ ~ At §2 §
Up+1r4+1 — Upt+1 = (unJrl,r - unJrl) ( (61 2 3 )
&' g
At & —_ ,
e, = _ J p—j
151 2(p i 1) ~ (unJrl,?" un+1)un+1,run+17

and approrimating w,41, by u, in the right-hand side of this relation leads to :

~ ~ ~ N At 2 2 At _—
Up+1,,4+1 — Upt1 = (un+1,r - un+1) (1_(5% - 5_201 - €_3b)) 151_(un+1 r un—i—l)uI;L
2 & & 2
N,

Then, since & = k‘%, with — ]\2] <k< =t — 1, and N, %, it follows from similar
considerations regarding &o, &3 that for k # 0, and making use of the Parseval formula,
Uns1r11 = Uniill22) < [Ung1r — Ungall 22
" At 2 N ArK N AzK =l
— Un || .
2 Az \(Ax)2  (Ay)?2  (Az)? Lee(@)
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6.2 LONG TIME BEHAVIOR FOR LOCALIZED INITIAL DATA

We are interested here in numerical simulations concerning the Cauchy problem refor-
mulated in (6.6) - (6.7). In a general way, two sets of parameters will be considered for
these simulations based on the algorithm described previously. The first set is made up
of the parameters a,b = £1, p > 1, that intervene in (6.6), and the second one concerns
the parameters K, L, M, At, N, Ny, N, used in the algorithm. Typically, after fixing
K, L and M, we affect values to the parameters N,, N,, V., and choose At according to
(6.10).

For studying the behavior in long time of the discrete solution of (6.2), associated
with a localized initial datum, three phenomena will systematically be inspected : the
dispersion (context where the [*°—norm of the solution decreases), the blow-up in finite
time (situation where the [*°—norm of the solution tends to infinity), and the solitonic
behavior (phenomenon where the (°*—norm of the solution is constant).

Our numerical inspections will be based on the choice :

up(w,y,2) = a(l —2sa?) e s+ +7) (6.11)

and on various considerations of parameters mentioned above, including also the context
(a = b= —1, p > 2) related to the known theoretical result (see J.-C. Saut [Sau95|) of
the blow-up in finite time. Let us indicate already that a, s € R?, and that the choices of
values of K will be such that ug satisfies (6.5) numerically.

In the presentation of our results, we distinguish the case p = 1 and the generalized
case where p > 1.

6.2.1 Non-generalized case : p=1

In this subsection, we describe the results obtained from numerical simulations by
fixing p = 1.

6.2.1.1 Evolution in long time

In each of the contexts where a = +1 with b = 41, we perform experiments by setting
here: s =1, K =50, L = M =4, N, = N, = 16.

We already mention that for all our experiments, here and in the next sections, the
step At will always be chosen in accordance with (6.10).

The results represented in Figures 6.1 and 6.2 concern the evolutions (with respect
to time) of the [ and [*—mnorms of the discrete solution and of the associated energy,
obtained by considering N, = 256, At = 1073, a = 2.

In particular, we observe the same evolutions of these norms and of the energy when
a=—1,b=1aswell when a = 1, b = —1. This was foreseeable according to the symmetry
of ug and to the one of (6.2) related to the y and z—directions. In this order of ideas, we
restrict in this section the presentation of our results to the contexts where ab = 1, and
a=-—1,b=1.
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Fic. 6.1 — Evolutions of the energy with respect to time, for p = 1, «
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50,L = M = 4, N, = 256, N, = N, = 16, At = 1075,

FiG. 6.2 — Evolutions of the [?~norm (---)
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and the [*°—norm (—) with respect to time,

forp=1,0=2s=1K =50,L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 1075,
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Figures 6.3 and 6.4 show also the evolutions of the [* and [>—norms as well as of the
energy, for the same values of the parameters, but now for & = 5. These evolutions are

respectively similar to those observed when a = 2.
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F1G. 6.3 — Evolutions of the energy with respect to time, for p = 1,aa =5,s = 1, K =
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FIG. 6.4 — Evolutions of the [*~norm (---) and the [°**—norm () with respect to time,
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forp=1,0=5s=1K =50,L =M =4, N, = 256, N, = N, = 16, At = 1075,

Let us notice that for these choices of «, the results obtained from simulations with other
values of parameters, namely with X' =32, L = M = 6,12, N, = 128, N, = N, = 32, 64,
do not qualitatively differ from those represented in Figures 6.1 - 6.4. We observe that
the dispersive effect prevails over the non-linearity. The evolutions of the norms in the

different contexts where ab = £1 look similar.

Figure 6.5 presents the evolutions of the {* and [?>—norms of the discrete solution
when a larger amplitude of the initial datum is considered. Here o« = 50, N, = 512 and

At = 1074
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FiG. 6.5 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [°°—norm () with respect to time,
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forp=1,0=50,s = 1,K = 50,L = M =4, N, = 512, N, = N, = 16, At = 10,
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In each of the contexts where a = b = 1, ab = —1, we observe, as with the amplitudes
o = 2,5, that the dispersive effect prevails over the non-linearity. But for a = b = —1, the
discrete solution, associated with the initial datum of large amplitude, has a tendency to
blow up at the beginning of the evolution and after that, the dispersive effect prevents
the solution from blowing up. The fact that the non-linearity and the dispersive effect
are neutralized, and that the [*°—norm is stabilized, is called the solitonic behavior. We
mention that even with a time step, e.g. At = 1073, slightly bigger than the limiting
value provided by (6.10) when we take larger values of L, M, N,, N, (e.g. L = M = 6,
N, = N, = 32), we do not obtain, from the simulations, results that are qualitatively
different from those presented here.

6.2.1.2 With a datum of larger L?>—norm

We now perform some experiments based on the initial datum (6.11) with a larger
L?—norm and a fixed amplitude. Thus, we consider s = 0.5. Figures 6.6 and 6.7 present
the evolutions of the [*° and [>—norms of the discrete solution as well as of the associated
energy, obtained by using the same values of the parameters o, K, L, M, N, N,, N, and
At as in the experiments associated with Figures 6.3 and 6.4, but with this new choice of
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F1G. 6.6 — Evolutions of the energy with respect to time, for p =1, = 5,5 = 0.5, K =
50,L = M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 1073.
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F1G. 6.7 — Evolutions of the [2>~norm (---) and the [°*°—norm () with respect to time,
forp=1,a="5s=05 K =50,L=M=4,N, =256, N, = N, = 16, At = 102,
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These results do not differ qualitatively from those that were represented in Figures 6.3
and 6.4, namely when s = 1; there does not appear a qualitative influence of the [2—norm
of the initial datum on the evolution of the solution. Similar experiments have been
performed, in this case where s = 0.5, by considering K = 32, L = M = 6, N, = 512,
N, = N, = 32, At = 107* and a larger amplitude : & = 50. We notice the same
observations as before; namely, the behavior of the solution is again governed by the
dispersion in each of the contexts where ab = +1, and a solitonic behavior is also observed
in the context where a = b = —1.

6.2.2 Generalized case : p > 1

In this subsection, we are concerned with numerical experiments when p = 2,3. As
mentioned before, a particular attention will be addressed to the contexts (a = b = 1,
ab = —1) where no theoretical result has been established.

6.2.2.1 The case p=2

Let us fix in this part p = 2. The experiments associated with Figures 6.8 - 6.10 are
performed by setting : s = 1, K = 50, L = M = 4, N, = 256, N, = N, = 16 and
At = 1073, In Figures 6.8 and 6.9, we represent the evolutions (with respect to time) of
the [°° and [2—norms of the discrete solution and of the associated energy, obtained by
considering a = 2.
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FiG. 6.8 — Evolutions of the energy with respect to time, for p = 2,a = 2,s = 1, K =
50,L =M =4,N, =256, N, = N, = 16, At = 1073,
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FiG. 6.9 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [°*—norm () with respect to time,
forp=2a=25s=1K=50L=M=4,N, =256, N, = N, = 16, At = 103,
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As for the case p = 1, we observe that the dispersive effect prevails over the non-linearity.
The evolutions of the norms in each of the contexts where ab = £1 look similar. For this
choice of «, the same observations derive from simulations when we consider K = 32,
L=M=6, N, =128, and N, = N, = 32.

Figure 6.10 presents the results of the experiments performed by setting now a = 5.
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FiG. 6.10 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2a="5s=1K=50L=M=4,N, =256, N, = N, = 16, At = 102,

In each of the contexts where a = b =1 and ab = —1, we observe as previously that the
dispersive effect prevails over the non-linearity. But in the context where a = b = —1, the
behavior of the discrete solution looks different ; the solution has a tendency to blow up at
the beginning of the evolution. Let us refine these results by using a reduced time step as
well as larger values for the parameters N,, N, and V.. In the experiments associated with
Figure 6.11, we thus consider : At = 107*, N, =512, N, = N, =32, and L = M = 6. It
appears that the [*°—norm blows up in finite time and that the /2—norm is consequently
deteriorated from the blow-up instant.
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FiG. 6.11 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2a=>5s=1K=50L=M=6,N, =512, N, =N, =32, At = 10,
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The theoretical result known from [Sau95]|, for p = 2, in the context where a = b = —1, is
now exhibited numerically : the non-linearity is stronger than the dispersive effect and the
solution blows up. The behavior of the solution is here completely different from the case
where p = 1. In the other contexts, the non-linearity tries to prevail over the dispersive
effect at the beginning of the evolution but after that, the solution disperses completely.

In order to study the influence of an initial datum of larger [>—~norm on the evolution
of the solution, we use in the experiments associated with Figure 6.12 the same values of
parameters as above, but set now s = 0.5.
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F1G. 6.12 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=2a=5s=05K=50,L=M=6,N, =512, N, = N, =32, At = 107*.

In the context where a = b = —1, the blow-up takes place earlier; the [>*—morm is
consequently deteriorated from the blow-up instant. In the other contexts, there is no
evidence of a qualitative influence of the [>—norm of the initial datum on the evolution
of the solution. In these contexts (a = b = 1, ab = —1), where the dispersion seems to
prevail against the non-linearity, let us inspect the effect of an initial datum of larger
amplitude ; we set now o = 10, s = 1. In the experiments associated with Figure 6.13, we
also consider K =32, L =M =4, N, =512, N, = N, = 16, At = 10~
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FiG. 6.13 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2,a=10,s =1,K =32 L = M =4, N, = 512, N, = N, = 16, At = 10~%.
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The observations are the same as above, and are also confirmed when we use larger values
of Ny, N,, N, (e.g.with N, = 1024, N, = N, = 32). Namely, in each of these three
contexts, the solution has a tendency to blow up at the beginning of the evolution, but
then disperses completely.

We also notice, in each of the contexts where ab = +1, that the solution is subject to
a more persistent non-linearity than when p = 1.

6.2.2.2 The case p =3

We can already predict that, since the non-linearity was persistent with p = 2, the
blow-up in finite time will be observed in the case p = 3 because of a stronger non-linearity.

Let us now fix p = 3. In our first experiments, associated with Figures 6.14 - 6.16, we
have considered s = 1, L = M =4, N, = 256, N, = N, = 16 and At = 107%. Figures
6.14 and 6.15 show the evolutions (with respect to time) of the I* and [*—norms of the
discrete solution, and of the associated energy, obtained when K = 50, a = 2.
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FiG. 6.14 — Evolutions of the energy with respect to time, for p = 3,a =2,s =1, K =
50,L =M =4, N, = 256, N, = N. = 16, At = 1075,

FiG. 6.15 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [°°—norm (—) with respect to time,
forp=3,a=2s=1K=50L=M=4,N, =256, N, = N, = 16, At = 102,
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The evolutions of the norms, in each of the contexts where ab = +1, look similar, and
as for p = 1,2, the dispersive effect prevails over the non-linearity. Similar observations
derive from simulations when using other values of parameters, namely with At = 1074,
K=32,L=M=6,8 N, =512, N, = N, = 32,64.

Figure 6.16 shows the results obtained by considering now a slightly larger amplitude :
a = 3.
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FI1G. 6.16 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=3,a=3s=1K=32L=M=4 N, =25,N, =N, =16, At = 103,

The observations remain the same as above, in each of the contexts where a = b =1, and
ab = —1. However, in the context where a = b = —1, the solution has a tendency to blow
up. Let us refine the results by using larger values for L, M, N,, N,, N, and reducing At.
We take L = M =6, N, =512, N, = N, = 32, At = 10~*, and keep the same values for
K, a, s as in the experiments associated with Figure 6.16.

FI1G. 6.17 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=3,a=3s=1K=32L=M=6,N, =512 N, =N, =32, At = 1074,
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These experiments confirm, in the context where a = b = —1, that the non-linearity is
effectively stronger than the dispersive effect. In the other contexts, where the dispersive
effect seems to prevail over the non-linearity, let us inspect the influence of a slightly larger
amplitude ; we thus consider o = 4 in the experiments associated with Figure 6.18.

a=-—1, b =1

25

FiG. 6.18 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [°°—norm (—) with respect to time,
forp=3,a=4s=1K=32L=M=6,N, =512, N, =N, =32, At = 101,

The results now show that the non-linearity is stronger than the dispersive effect in each
of the contexts where ab = —1; the solution blows up in these contexts. Of course, the
[2—norm is consequently deteriorated from the blow-up instant.

When we inspect nearer the context where a = b = 1, by considering again a more
large amplitude, o = 5, we obtain the results represented in Figure 6.19 that allow us to
notice that the solution blows up also in this context. The energy as well as the [2—norm
are consequently deteriorated from the blow-up instant. This blow-up of the solution,
for positive transverse directions, reminds us of the numerical result presented by F.
Hamidouche [HamO1] in the context of the generalized KP-II equation for which, when
p = 3, the solution blows up for an initial datum of large amplitude.
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FiG. 6.19 — Evolutions of the energy at left, of the [*~norm (--) and of the [**—norm
(—) at right, with respect to time. Here, p =3,a =5,s =1, K =32, L =M =6,N, =
512, N, = N, = 32, At = 10—,



182 6. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DES SOLUTIONS DE 3D-KP

The experiments associated with Figure 6.20, and performed by setting s = 0.5, allow
us to study the influence of an initial datum of larger [2—norm.
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F1G. 6.20 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=3,a=45=05K=32L=M=6,N, =512, N, = N, =32, At = 10~

The evolution of the solution, in the context where a = b = 1, seems to not be influenced
in a qualitative way by such an initial datum. However, in each of the contexts where
a=0b= —1, and ab = —1, the blow-up takes place earlier.

Let us now summarize our results. The effect of two negative transverse directions is
much less regularizing than the effect of two positive or “opposite” transverse directions.
Indeed, the discrete solution, in the context where a = b = —1, blows up in finite time
when p = 2, whereas the one involved in each of the contexts where a = b = 1, and
ab = —1, blows up in finite time when p = 3.

The results obtained in the case where p = 3 lead us to formulate the following
conjecture.

Conjecture 6.2
Letp>3. Ifa=b=1 orab= —1, then the solution of (6.2) with localized initial datum
blows up in finite time.

6.3 TRANSVERSE INSTABILITIES IN THE y AND z—DIRECTIONS

The generalized equation (6.2) admits as solution the line-soliton

o= (D) i (o).

which is a solution of the generalized KdV equation. This represents a solitary wave,
moving from left to right in the x—direction, at velocity ¢, without deformation. In this
section, we study the evolution in time of this line-soliton perturbed in an infinitesimal
way in the two transverse y and z—directions. We consider then the Cauchy problem
reformulated in (6.3), by defining the initial datum ug as follows,

UQ(ZL‘, Y, Z) = q)c(y,z) (l’, 0)7

2 2
where c(y,2) = ¢ (1 + e cos (iy 4
Ay Az

bed velocity is not uniform in the transverse directions, A, and A, are the wavelengths.

)), with € > 0 a fixed small value ; this pertur-
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6.3.1 Non-generalized case : p =1

We fix p = 1 in this subsection. In addition to the two previous sets of parameters,
our numerical experiments will be performed with respect to diverse considerations of ¢,
Ay and A,.

In each of the contexts where ab = +1, we perform simulations by fixing K = 32,
L=M=4, N, =256, N, = N, = 16, At = 5 x 107*. Also, we start by considering
£ = 1072 and the context where a = b = —1.

In Figure 6.21, we represent the evolutions of the [? and [*°—norms of the discrete
solution obtained respectively with A\, = A, = 0.01, 2, 2.1 and 50, for ¢ = 2.
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F1G. 6.21 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1l,a=b=—1c=2K=232L=M=4 N, =256 N, =N, =16, At = 5x 10,
Here, A\, = A, = 0.01,2,2.1,50, and ¢ = 102

It seems that for A, and X, bigger than A', where \' ~ 2.1, the perturbed line-soliton
blows up. For such wavelengths, the [°°—norm blows up in finite time, and the />—norm
is consequently deteriorated from the blow-up instant. We notice that the larger the
wavelengths are, the earlier the blow-up occurs. Similar results derive also from simulations
by using larger values for K, L, M,N,,N,, N, (e.g.with K = 50,L = M = 6,N, =
512, N, = N, = 32) even with a slightly bigger time step, e.g. At = 107,

In a general way and about the results of this section, let us mention that in presence
of the blow-up of the [°°—norm, a deterioration of the [2—norm, from the blow-up instant,
will consequently be observed.

Other experiments are performed by considering now distinct values for A, and A..
Figure 6.22 presents the results obtained with A\, = 0.01,2 and A, = 2.1, 50.
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FiG. 6.22 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1,a=b=—1,c=2K =32,L =M =4,N, =256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here, \, = 0.01,2, A, = 2.1,50 and ¢ = 1072

There exists a critical transverse wavelength A} ~ 2.1 such that if A, or X, is larger than
AL, the perturbed line-soliton blows up.

We want now to inspect the influence of the velocity as regards this observation. The
change of functions

‘ ~

),

~ 1
u(z,y, z,t) == —u(
c

-
ol
ol w
:
S

applied to (6.2), for p = 1, gives
Ut + Ully + gy + a0y Uy, + b0, ., = 0.

The initial datum becomes

) =3 (o (2 52 o (oo (225 ).

We then notice that propagating a line-soliton of velocity ¢ perturbed in the two transverse
directions by the wavelengths A\, and A, is equivalent to propagating a line-soliton of
velocity equal to 1 perturbed in the two transverse directions by the wavelengths cA, and
CA,.

The experiments with ¢ = 2 show that there exists a critical value A} (~ 2.1) that
indicates an “instability condition”. Of course, from the previous change of functions, if

Ay or ), is larger than \! := 4?2, then the perturbed line-soliton blows up and is hence
unstable.

Let us now confirm this indication by taking ¢ = 4. Figure 6.23 presents the results
obtained by considering then identical wavelengths : A\, = A, = 0.01, 1, 1.1, 50.
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FiG. 6.23 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1,a=b=—1,c=4,K =32, L =M =4, N, = 256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here, A\, = A\, = 0.01,1,1.1,50 and ¢ = 1072

By contrast, the experiments associated with Figure 6.24 consider distinct wave-
lengths : A\, = 0.01,1 and A\, = 1.1, 50.
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F1G. 6.24 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
forp=1l,a=b=—1c=4K=232L=M=4, N, =256N, = N, = 16, At = 5x 10,
Here, A\, = 0.01,1, A\, = 1.1,50 and ¢ = 102

The results represented in Figures 6.23 and 6.24 lead us to the observations that were
also reported for ¢ = 2.

We propose to extend our experiments to the case of very large wavelengths in order
to inspect numerically the following aspect : when )\, and A, tend to infinity, the formal
limit of the perturbed line-soliton gives ®.(,.), which does not depend on the transverse
variables. In particular, the solution of (6.2) with ®.(;) as initial datum is stable [Ben72].

Figure 6.25 presents the results obtained by considering then A\, = 1,1.1,10%, 10 and
A, = 108, 10°.
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FiG. 6.25 — Evolutions of the [?—norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1,a=b=—1,c=4,K =32, L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 5x 10~*.
Here, A, = 1,1.1,10%,10°, A, = 108, 10° and & = 102,

We thus deduce, in the context where a = b = —1, that there exists another critical
transverse wavelength A2 such that if \,, A, > A2, the perturbed line-soliton no longer
blows up.

Let us now consider the contexts where ab = —1, by using again ¢ = 4 in the expe-
riments. Figures 6.26 and 6.27 show the results obtained respectively for a = 1,0 = —1
and a = —1,b =1, when A\, = A\, = 0.01, 1.1, 50 and A\, = 0.01 with A\, = 50.
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F1G. 6.26 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1a=1b=—-1,c=4,K =32L =M = 4,N, = 256, Ny, = N, = 16, At =
5x 10% Here A\, = A, = 0.01,1.1,50, A\, = 0.01, A\, =50 and ¢ = 1072
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F1G. 6.27 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=1a=-1,b=1c=4K =32,L = M =4, N, = 256,N, = N, = 16, At =
5 x 1074, Here A, = A, = 0.01,1.1,50, \, = 0.01, A, = 50 and ¢ = 102,

We observe the same evolutions of the norms in the contexts where ab = —1, and
when A\, = \,. This was foreseeable due to the symmetry of u, (in that case) and to the
one of (6.2) related to the y and z—directions.

The experiments associated with Figure 6.28 are performed in the context of very
large values of wavelengths, and for ab = —1; here also, the same evolutions of the norms
are observed when )\, = \.. This is not the case when A, # A, as, in particular, indicate
Figures 6.26 - 6.28.
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F1G. 6.28 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=1,ab=—1,c=4,K =32,L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here A\, = 10°, A\, = 50,10 and e = 1072,

We notice in the context where a = 1, b = —1, respectively a = —1, b = 1, a tendency
of blow-up when \! < A, < A% respectively A} < A\, < A? (see Figures 6.26 - 6.28). It
seems that another form of stability has appeared (see e.g. the cases A, = A\, = 1.1,50 in
Figures 6.26 and 6.27). On the other hand, when \, < AL, or A, > A2, and A} < A\, < A2
(respectively A, < AL, or A\, > A2, and A} < A\, < A\?), where 0 < A\! < A2 are critical
values depending only on ¢, the corresponding solution blows up. These observations
can also be explained partly by the fact that the solution of KP-I with a line-soliton
uniquely perturbed in the y—direction, as initial datum, is unstable for a sufficiently
large wavelength. We indicate that even for a larger velocity, e.g. with ¢ = 5, the same
observations derive from the simulations.

The experiments associated with Figure 6.29 consider the last situation, a = b = 1,
and are also performed for ¢ = 4. Here, the perturbed line-soliton seems to never blow

up.
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F1G. 6.29 — Evolutions of the [?—norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1l,a=b=1c=4 K=32L=M=4,N, =256 N, = N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here, A\, = A, = 0.01,1.1,50, \, = 0.01, A, = 50 and ¢ = 102,

We want now to study the possible influence of a smaller value of € on the observations
noticed previously. We thus set : ¢ = 5 x 1073, In order to compare the results represented
in Figures 6.23, 6.26 and 6.27 with those that will be obtained here, we use in the present
experiments the new value of £, and the same values that were affected to the other
parameters for providing these previous results. Figures 6.30 and 6.31 present the results
obtained in the context where a = b = —1. Contrary to the experiments associated with
Figure 6.30, those associated with Figure 6.31 consider very large wavelengths.
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F1G. 6.30 — Evolutions of the /?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1l,a=b=—1c=4 K =232 L=M=4, N, =256N, =N, =16, At = 5x10*.
Here, A, = A\, = 0.01,1,1.1,50 and e = 5 x 1073,
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FiG. 6.31 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=1,a=b=—1,c=4,K =32, L =M =4, N, = 256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here A\, = 10°, A\, = 50,10 and e = 5 x 1072,

Figures 6.32 - 6.34 show the results obtained in the contexts where ab = —1, with both
small and large values of wavelengths. Let us mention that the same results as in Figure

6.32 are obtained from simulations when a = 1, b = —1. The behaviors of the norms differ
when A\, # A, and in the contexts where ab = —1.
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FI1G. 6.32 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=1,a=10b=—1,c=4K =32L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At =
5 x 1074, Here, A, = A, = 0.01,1,1.1,50 and & = 5 x 1073,



190 6. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DES SOLUTIONS DE 3D-KP
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F1G. 6.33 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®—norm (—) with respect to time,
forp=1a=-1b=1c=4K =32,L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At =
5 x 1074, Here, A, = A, = 0.01,1,1.1,50 and € = 5 x 107,
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FI1G. 6.34 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
forp=1,ab=—1,c=4,K =32,L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here A\, = 10°, A\, = 50,10 and e =5 x 1072,

For this smaller value of €, we report in fact the same observations as before. In particular,
for @ = b = —1, there exist two critical transverse wavelengths A} ~ 1.1 and A% > A},
such that if A} < A\, < A} or A\] < A\, < A}, the perturbed line-soliton blows up.

6.3.2 Generalized case : p =2

We want here to study the transverse instabilities in the case where p = 2.

Our experiments are performed in each of the contexts where ab = +1, by fixing
K =32,L =M =4, N, = 256, N, = N, = 16 and At = 5 x 107*. We start by
considering ¢ = 1072, and the context where a = b = —1. Figure 6.35 presents, for ¢ = 1,
the evolutions of the [? and [*°—norms of the discrete solution obtained respectively with
Ay = A, =0.01, 0.5, 0.6 and 50.
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FiG. 6.35 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2,a=b=—1,c=1K =32, L =M =4,N, =256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here, A, = A, = 0.01,0.5,0.6,50 and & = 102,

As Figure 6.36 shows, similar results derive from simulations with a smaller value of
e, namely with e =5 x 1073,
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FI1G. 6.36 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
forp=2a=b=—1c=1K=232L=M=4, N, =256,N, = N, = 16, At = 5x 10,
Here, A\, = A\, = 0.01,0.5,0.6,50 and £ = 5 x 107.

Independently of these small values of £, we notice that there exists once again a critical
transverse wavelength Al ~ 0.6 such that if )\, and ), are larger than \{, the perturbed
line-soliton blows up.

Figure 6.37 shows the results obtained, again for ¢ = 1072 and ¢ = 1, but now from
distinct wavelengths; A, = 0.01,0.5, and A\, = 0.6, 50.
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F1G. 6.37 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2,a=b=—1,c=1,K =32, L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At = 5x 10~*.
Here, \, = 0.01,0.5, A, = 0.6,50 and ¢ = 102,

As it was the case for p = 1, there exists a critical transverse wavelength A} ~ 0.6 such
that if A, or A, is larger than A{, the perturbed line-soliton blows up.

Let us now inspect the influence of the velocity as regards these observations. The
change of functions

Yy
¢’ ) ’

Qll\z

g~

- 1 T
u($7 y7 27 t) = (_
N
applied to (6.2), gives
at + apaz + aa:aca: + aagzlayy + b@;lﬂzz = 0.

The initial datum becomes then

oo (B o ()

x sech (22\/1 + € cos (27T—y + 27TZ)> )
2 cAy cA,
We notice that propagating a line-soliton of velocity ¢, perturbed in the two transverse
directions, is equivalent to propagating a line-soliton of velocity equal to 1 perturbed in
the same directions by the wavelengths cA, and cA..
The experiments, with ¢ = 1, show that there exists a critical transverse wavelength
Al =~ 0.6. The previous change of functions indicates that if ¢\, or c), is larger than A{,
then the perturbed line-soliton is unstable.

Let us confirm this indication by taking ¢ = 2. The results represented in Figure 6.38
are obtained for equal wavelengths : A\, = A, = 0.01,0.2,0.3 and 50.
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F1G. 6.38 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
forp=2a=b=—1c=2K=232L=M=4, N, =256,N, = N, = 16, At = 5x 10,
Here, A\, = A, = 0.01,0.2,0.3,50 and ¢ = 1072

By reproducing the previous experiments but with distinct wavelengths, A\, = 0.01, 0.2,
A, = 0.3,50, we obtain the results represented in Figure 6.39.
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FiG. 6.39 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2,a=b=—1,c=2 K =32,L =M =4,N, =256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here, A\, = 0.01,0.2, \, = 0.3,50 and ¢ = 102

In what follows, we perform experiments in the contexts where ab = —1, and choose
to display the results only for a velocity ¢ = 2; the observations for ¢ = 1 being similar.
Figure 6.40 presents in the situation where a = —1, b = 1, the evolutions of the />~ and

[*°—norms of the discrete solution obtained respectively for A\, = A\, = 0.01, 0.2, 0.3 and
50.
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FI1G. 6.40 — Evolutions of the [?—norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2a=10b=—1,c=2K=232L=M=4,N, = 256,N, = N, = 16, At =
5 x 1074, Here, A, = A, = 0.01,0.2,0.3,50 and & = 102,

The same evolutions of the norms derive from the simulations when we consider a = 1,
b = —1; this is justified from the argument previously mentioned in the context where
Ay = As.

Figure 6.41 presents the results obtained by reproducing the experiments in the context
where a = 1, b = —1, but for distinct wavelengths; A\, = 0.01,0.2 and X\, = 0.3, 50.
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FiG. 6.41 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2a=1b=—-1,c=2K =32L =M =4,N, = 256, N, = N, = 16, At =
5 x 10% Here, A\, = 0.01,0.2, A, = 0.3,50 and £ = 1072

By considering now the context where a = —1, b = 1, with the previous distinct
wavelengths, we obtain the results represented in Figure 6.42.
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F1G. 6.42 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2a=-1b=1c=2K=232L=M=4N, = 256,N, = N, = 16, At =
5 x 1074, Here, A, = 0.01,0.2, \, = 0.3,50 and ¢ = 102,

As in the situation where a = b = —1, there exists also here a critical transverse wave-
length, A} ~ 0.3, such that if A\, or A, is larger than A}, then the perturbed line-soliton is

unstable.

Let us now inspect numerically the following phenomenon studied in [Ben72|. Of
course, when A\, and A, tend to infinity, the formal limit of the perturbed line-soliton
gives ®.(14.), which is independent of the transverse variables; the solution of (6.2) with
P(14¢) as initial datum is stable as long as p < 4 (see [Ben72|). In the experiments asso-
ciated with Figure 6.43, we have considered a = b = —1 and used very large wavelengths;
Ay = 0.2,50,10%,10° and A, = 10%, 10°.
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FiG. 6.43 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forp=2,a=b=—1,c=2 K =32,L =M =4,N, =256, N, = N, = 16, At = 5x 10~%.
Here, A, = 0.2,50,10% 10, \, = 10*,10? and e = 1072
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There exists another critical transverse wavelength A2 such that if A\,, A\, > A2, the pertur-
bed line-soliton no longer blows up. The same observation derives from simulations when
ab= —1.

In the last context where a = b = 1, Figure 6.44 shows the results obtained with both
equal and distinct wavelengths.
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FiG. 6.44 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*—norm (—) with respect to time
forp=2a=b=1,c=2K=232L=M=4,N, =256,N, =N, =16, At =5 x 10~.
Here, A\, = A\, = 0.01,0.3,50, A, = 0.01,\, = 50 and £ = 10~2.

The perturbed line-soliton seems to never blow up; this observation also results from
simulations when we consider ¢ = 1, or use larger values for K, L, M, N,, N, N, (e.g. with
K =50,L =M =6,N, =512, N, = N, = 32).

Let us now summarize the numerical observations of this section. The experiments for
p = 1,2 show that when the line-soliton is perturbed in the two transverse directions by
neither very small nor very large wavelengths, the associated discrete solution blows up.
More precisely, when p = 1,2 and a = b = —1, respectively when p = 2 and ab = —1,
we observe that there exist two critical transverse wavelengths 0 < \! < A2, depending

only on ¢, such that the discrete solution, with the perturbed line-soliton as initial datum,

4.2
blows up (and is hence unstable) if Al < A, < A2 or A} < A\, < A2 Typically, \} ~ —

0.6
when p = 1, and A\! ~ — when p = 2. Let us mention that, in the (2D ) context of the
c

generalized KP-I equation (with p = 2), a similar numerical study achieved in [HamO1]

: . . 5.559
provides a critical wavelength approximately equal to .

Another interesting observation is the one reported v(\:/hen p=1land a=1,b=—1,
respectively a = —1,0 = 1. We notice that the discrete solution, with the perturbed
line-soliton as initial datum, blows up if A\l < A, < A2, respectively A} < A\, < A2, and if
the wavelength in the positive transverse direction is either small (A, < Al, respectively
A, < AL) or very large (A, > A2, respectively A\, > \?).
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These observations lead us to formulate the following conjecture.

Conjecture 6.3
For ¢ > 0 sufficiently small, let ug be the perturbed line-soliton of velocity c(y,z) =

c(1+ 8008(2)7\T—yy + 2/7\?_22))’ where Ay, A, > 0.

Let p>1, and a = b= —1. There exist two critical transverse wavelengths 0 < \! <
A2, depending only on c, such that the solution of the generalized $D-KP equation (6.2),
with ug as initial datum, blows up in finite time (in particular the line-soliton is unstable
under the flow of (6.2)) if \L < A\, < A2 or AL <\, < A2

Let p > 2, and a = 1, b = —1, respectively a = —1, b = 1. There exist two critical
transverse wavelengths 0 < AL < A2, depending only on c, such that the solution of the
generalized 3D-KP equation (6.2), with ug as initial datum, blows up in finite time if
A< A, < A2 or A<\, < A2

Let p =1, and a = 1, b = —1, respectively a = —1, b = 1. There exist two critical
transverse wavelengths 0 < A\l < A2, depending only on c, such that the solution of the
generalized 3D-KP equation (6.2), with ug as initial datum, blows up in finite time if
A< < A2 N, <AL or Ay > N2, respectively AL < N, < A2, N, < AL or A, > A2

6.4 TRANSVERSE INSTABILITY IN THE z—DIRECTION

As mentioned earlier, we consider the Zaitsev soliton

1 — [ cosh(ax — wt) cos(dy)

@Z)C(ZE, Y, t) = 120” (COSh(OA’E — wt) - Cos(5y))2’

where
52 — 3ot 5 +at w
b= T,w: L c=—, 3o <8,
! Q@
We want to study the evolution, subject to (6.2), of the Zaitsev soliton when it is
perturbed in the second transverse direction. We then consider now

Uo(% Y, 2) = %(z)(% Y, 0),

as the initial datum associated with (6.2). The velocity is here slightly perturbed in the
z—direction ; namely, ¢(z) := ¢ (1 + £ cos <2/<T—Zz)>, with ¢ > 0 sufficiently small and A, > 0
a wavelength.

We fix in this section p = 1, and a = —1. Our numerical simulations will be performed

in each of the contexts where b = +1.
In what follows, we set § = 7 and fix K =32, L =12, M =4, N, = 256, N, = 32,

N, =16, At =5 x 10~*. The value of L is larger than in the previous sections in such a
way that the present initial datum wug also satisfies (6.5) numerically. Moreover, this value
allows us to consider ¢ in such a way that we can affect to « values that are not very small.
Let us set on the other hand € = 1072, The results represented in Figure 6.45 concern
the context where b = —1, and show for ¢ = 1 the evolutions of the [? and [®**—norms of
the discrete solution obtained respectively with A\, = 0.01, 0.5, 0.6 and 50. Similar results
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FiG. 6.45 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
forb=—1l,c=1K =32L=12M =4, N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here, A\, = 0.01,0.5,0.6,50 and ¢ = 1072,

derive from simulations, even by using a slightly bigger time step, e.g. At = 1073, with
larger values of K, L, N,, N, (e.g.with K =50, L =24, N, = 512, N, = 64).
We notice that there exists a critical transverse wavelength A\{ ~ 0.6 such that if A\, > A{,
the solution blows up. About the results of this section also, let us already mention that
in presence of the blow-up of the [®—norm, a deterioration of the [?—norm, from the
blow-up instant, will consequently be observed.

Let us inspect now the influence of the velocity as regards this observation. The change
of functions

‘ ~

),

- 1
u(z,y, z,t) == —u(
c

R
ol
[SWIRN!
Ou
B

applied to (6.2), for p = 1, gives
Uy + Wy + Uy + a0, Ty + b0, U, = 0.
The initial datum becomes then

ol ) = 1232 1 — B cosh(az) cos(dy)
o (cosh(az) — B cos(0y))?’

where

2—3at . 24at ., o~ - @ _ 2
6= Nia,w: t& ,3044<(52,c:g:1 and c(z):<1+€cos<7m)).
52 (8% (6% C)\z

We thus notice that propagating a Zaitsev soliton of velocity ¢ perturbed in the transverse
z—direction by the wavelength ), is equivalent to propagating a Zaitsev soliton of velocity

1 perturbed in the same direction by the wavelength cA..
1

The above change of functions indicates that if A\, > \! := %, the solution blows up
in finite time. This is confirmed by the results of Figure 6.46 obtained also in the context
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where b = —1, but by considering now ¢ = 2. This figure shows the evolutions of the /2
and [*°—norms of the discrete solution, obtained respectively with A\, = 0.01, 0.2, 0.3 and
50.

A_=0.01 )\2202
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F1G. 6.46 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [**—norm (—) with respect to time,
for b= —1,c=2K =32,L =12, M = 4,N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 10,
Here, A\, = 0.01,0.2,0.3,50 and € = 1072,

We propose now to extend our experiments to the case of very large values of the
wavelength in order to inspect numerically the following aspect : when A, tends to infinity,
the formal limit of the perturbed Zaitsev soliton provides a new profile, independent of the
second transverse variable; the solution of (6.2) with this new profile as initial datum is
stable in the limit where ¢ tends to zero [dBS96]. Figure 6.47 presents the results obtained
by considering then A\, = 108, 10°.
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FIG. 6.47 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
for b= —1l,c=2K =32 L=12M =4,N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 1074,
Here, A\, = 108,10° and ¢ = 1072

We thus notice that there exists another critical transverse wavelength A\? such that if
A, > A2, the perturbed Zaitsev soliton no longer blows up.

The above observations are not influenced by the choice of a smaller value of . Of
course, as Figure 6.48 shows, the evolutions of the [? and [*°—norms, obtained by consi-
dering for instance ¢ = 5 x 1072 in simulations, do not qualitatively differ from those
presented in Figure 6.45. Similar results to those of Figures 6.46 and 6.47 derive also from
simulations when ¢ = 2 and ¢ = 5 x 1073,
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FiG. 6.48 — Evolutions of the [2~norm (---) and the [*—norm (—) with respect to time
forb=—1l,c=1K =32L=12M =4, N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here, A\, = 0.01,0.5,0.6,50 and ¢ = 5 x 1073.

In the last context where b = 1, the perturbed Zaitsev soliton seems to never blow
up. The results of Figures 6.49 and 6.50 are obtained from experiments performed in this
context by setting ¢ = 2; similar results derive also from simulations when we consider
c=1.
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F1G. 6.49 — Evolutions of the [>~norm (---) and the [*—norm (—) with respect to time,
forb=1,c=2K =32 L =12 M = 4,N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 10~%.
Here, A\, = 0.01,0.2,0.3,50 and € = 1072,
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F1G. 6.50 — Evolutions of the [?~norm (---) and the [*®*—norm (—) with respect to time,
for b=1,c=2K =32 L =12 M = 4, N, = 256, N, = 32, N, = 16, At = 5 x 10,
Here, A\, = 108,10° and ¢ = 102

The dispersive effect prevails over the blow-up, and it seems, when A\l < A, < A2, that
another form of stability appears.

Let us summarize now the numerical observations of this section. It follows that the
wavelength A\, characterizes the instability of the Zaitsev soliton by transverse perturba-
tions in the z—direction. More precisely, when b = —1, there exist two critical transverse

0.6
wavelengths 0 < A\l < A2, depending only on ¢, with A\l ~ —— such that the correspon-
c

ding discrete solution blows up in finite time if A\! < A, < A\2. When b = 1, the solution
of (6.2), with the perturbed Zaitsev soliton as initial datum, does not blow up.
We can then formulate the following conjecture.

Conjecture 6.4
For ¢ > 0 sufficiently small, let uy be the perturbed Zaitsev soliton of velocity c(z) =

c(l+ 6008(%)), where A, > 0. Let p = 1, and a = b = —1. There exist two critical

transverse wavelengths 0 < AL < A2, depending only on c, such that the solution of the
3D-KP equation (6.2), with ug as initial datum, blows up in finite time (in particular the
Zaitsev soliton is unstable under the flow of (6.2)) if A\l < X\, < A2

6.5 ADAPTIVITY OF THE TIME STEP

This section is not include in the article . We ask us how to extend the physical time in
comparison with the result found in the previous sections, without increasing the number
of iterations, even if the CPU time is longer.

We notice that in the algorithm used for our simulations (see (6.9)), the time step At
can be reduced when the convergence does not reach, although it may be increased also.
According to this remark, our algorithm is modified in a way that the time step is reduced
when the numerical scheme does not converge, and increased when the a posteriori local
error estimator (defined below) is small.

To explain, in a few words, the method (see [QSS00]), let be an ordinary differential
equation

u'(t) = f(t,u(t))

u(0) = uo,
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and consider a numerical scheme of order ¢. Starting from an exact datum w,, = u(t,), we
have

Upi1 = Up+ P(u,) At + O(AHIH)
u(tnl) = ult,) + ®(ut,))At + O(ALH),

where ® is a function given by the chosen scheme. We deduce that, there exists a function
¥, depending on ®, such that

W(tny1) — Upi1 = O(ALTTY) = W(u, ) At + O(A1T?).
The same calculus with a time step of size 2At, starting here from w,,_1, gives
U(tny1) = Ung1 = V(un) (2487 + O(A1H?).

Finally, we find

Up, - ﬂn
U(tpyr) — Unyr = ﬁ + O(A1?).

u — ’lj 2
We define &£ := ! n+12q+1 nHlHL @ the a posteriori local error estimator. The method
consists in three stages :
— from u,,_q, we calculate u,, and wu, 1 with a time step At,
— from w,_1, we calculate u,,; with a time step 2At,

— we calculate the a posteriori local error estimator £. Let 7 > 0 a small fixed tolerance,

. T . .
-if €< Cyaey the time step At is doubled,

— if £ > 7, the time step is divided by 2,
— if not, the time step is kept.

Let us adapt this method to the generalized 3D-KP equations (6.2). We use again
the spectral method, based on Fourier transform for the space discretization, and the
prediction-correction scheme of order 2 for the time discretization, based on the Euler
explicit one for the prediction and the Crank-Nicolson for the correction.

Let m > 1 a maximal number of iterations. The numerical algorithm is described as
follows :

e Set iL\Q,O = a()’l = ... = a()’m = Ug.

e Forn=0,1, ..., compute :

Upp1 = PC(uy, At)
Upt+2 = PC(Un+1, At)
ﬂn_,_g = PC(Un, 2At)

— The a posteriori local error estimator is calculated

- |[tng1 — an+1||L2(Q)

¢ 7

-IfE€< %, with 71 > 0 a fixed tolerance, we set At = 2At,



6.5. ADAPTIVITE DU PAS EN TEMPS 203

At
—if & > 7, we set At = —.

Here PC corresponds to the prediction-correction scheme defined by :

P

p+1 2
anJrl,O = an,m + At _Zgl( o ) (gl gj ?j ) 9
e Forr=20,1, -1,
un—i—l r+1 — un m+
Al /i\ g & i g @
- —251( ) i(& — a@ T =0) g1, — 251( ) i€ — g@ 3 =>b)uy,

The iterations are stopped in one of the two following cases :

[tnt1.r41 — Unsrell2(@) < 75. We then
[tnt1,0ll 220

e when with 7, > 0 a fixed tolerance, we have

set Upt1 1= Ung141;

e or when we reach, without convergence, the maximal number m of iterations.
This algorithm provides the solution @, (&1, &2, &3) for & # 0, &, & described as in (6.7).
For the case & = 0, we set :

e Forn=1,2, ..., do

(0,62, &) = @(0,62,&3).

Some numerical simulations are now presented in each context of the Section 6.2-6.4,
in order to compare the physical time obtained with the a posteriori local error estimator
and the one obtained with the algorithm used previously.

We fix a = b = 1. We are first concerned with the behaviour in long time for loca-
lized initial data. We display the non-generalized case p = 1. Setting s = 1, a = 2,5,
respectively a = 50, we consider K = 50, L = M = 4, N, = 256, N, = N, = 16 and
At = 1073, respectively N, = 512, At = 10~*. We represent in Figure 6.51. the {>—norm
and [*°*—norm of the obtained discrete solution.

5} 10 20 30 a0 50 (5} 10 20 30 ) 50 ) oz o.a o6 o.8

FiG. 6.51 — Representations of the [?>~norm (---) and the [*—norm () with respect
to time, forp =1l,a =b=1,s =1, K =50,L = M = 4,N, = N, = 16, for a = 2,5,
N, = 256, At = 10~% and for a = 50, N, = 512, At = 10~

In comparison with the Figures 6.2.,6.4, the physical time (T ~ 38) for the cases a = 2,5,
is shorter than the one found here (7" ~ 47), even if the CPU time is longer.



204 6. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG DES SOLUTIONS DE 3D-KP

On the other hand, for the case a = 50, the comparison between the result obtained here
and the one represented in Figure 6.5 (1" ~ 4), shows that for a large amplitude, the
physical time is not longer by using the a posteriori local error estimator (7"~ 0.7).

Some experiments are performed in the generalized cases p = 2, 3. Taking first p = 2,
a =5, and considering K =50, L = M =6, N, = 512, N, = N, = 32 and At = 1077,
the obtained result is represented in Figure 6.52.

o = 5 without a posteriori local error estimator o = 5 with a posteriori local error estimator
7

FIG. 6.52 — Representations of the [2~norm (---) and the [*—norm (—) with respect to
time, for p =2,a=b0=1,a=5,s=1,K =50,L = M = 6,N, = 512, N, = N, = 32,
At = 1077

The physical times seem to be equal with the two algorithms used.

We consider p = 3, « = 2, and K =50, L = M =4, N, = 256, N, = N, = 16 and
At = 1073. We represent the [2—norm and the [*°—norm of the obtained discrete solution
in Figure 6.53.

o = 2 without a posteriori local error estimator o = 2 with a posteriori local error estimator

) 5 10 15 20 25 o ©0.005 .01 0.015 .02 ©.025

FiG. 6.53 — Representations of the [2—norm (---) and the [*—norm () with respect to
time, forp=3,a=b=1,aa=2,s=1,K =50,L = M = 4,N, = 256, N, = N, = 16,
At =107

For a strong nonlinearity, the physical time obtained here is shorter than the one obtained
by the first algorithm.

We apply now the algorithm using the a posteriori local error estimator in the context
of the transverse instability in the y and z—directions. We study the evolution in time of
the perturbed line-soliton.

We set ¢ = 1072, With p = 1,¢ = 4, we fix K = 32, L = M = 4, N, = 256,
N, = N, = 16, and At = 5 x 107%. In Figure 6.54., we represent the [*—norm and
[*°—norm of the obtained discrete solution for A\, = A, = 0.01, 1.1, 50.
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FIG. 6.54 — Representations of the [?>~norm (---) and the [*—norm () with respect
to time, for p = l,a = b = 1,c = 4, K = 32,L = M = 4, N, = 256, N, = N, = 16,
At =5 x 104 Here, A\, = \, = 0.01,1.1,50, and & = 102,

Let us now perform some experiments with p = 2,¢ = 2. Keeping the same value
of parameters for K, L, M, N,, Ny, N,, At, the obtained results are represented in Figure
6.55. for A, = A, = 0.01, 0.3, 50.

FIG. 6.55 — Representations of the [?>~norm (---) and the [*—norm () with respect
to time, for p = 2,a = b =1,¢c = 2,K = 32,L = M = 4, N, = 256,N, = N, = 16,
At =5 x 107*. Here, A\, = A, = 0.01,0.3,50, and ¢ = 102

Here again, the physical time is slighty shorter than the one described in Figures 6.29. —
6.44.

We finally consider the transverse instability in the z—direction, by considering the
behaviour in long time of the perturbed lump-soliton.

Weset p=1,a=—1,b =1, = 1072 We consider ¢ = 2, and take K = 32, L = 12,
M =4, N, = 256, N, = 32, N, = 16 and At = 5 x 10~*. We represent in Figure 6.56.
the [>—norm and [*°—norm of the obtained discrete solution for A, = 0.01, 0.3, 50.
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FIG. 6.56 — Representations of the [2~norm (---) and the [*—norm (—) with respect to
time, forp=1,a=—1,b=1,c=2,K =32, L = 12, M = 4, N, = 256, N, = 32, N, = 16,
At =5 x 10~%. Here, A, = 0.01,0.3,50, and ¢ = 10~2.

The same observations is done, namely comparing with the Figure 6.49., the physical time
represented in this figure is slightly larger than the one obtained here.

In summary, the physical time given by the algorithm based on the a posteriori local
error estimator is longer than the one of the algorithm (6.9), in the non-generalized case
with small amplitude. When the amplitude is large (e.g. & = 50), or when the nonlinearity
is strong (e.g. p = 3), contrary to previously, the physical time using the a posteriori local
error estimator is shorter. In the other cases, the results are roughly the same. On the
other hand, the CPU time is in each case larger by using this algorithm.
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NOTATIONS

ESPACES ET NORMES

Pour d = 1,2, 3, on définit la transformée de Fourier par

fi) = [ (o) do.

de telle sorte que la transformée de Fourier inverse soit donnée par

1 ikx
@) = gz [ "0 d

L’anti-dérivée 0, ! est alors définie par 9;1u (k) := (k ), ou ki désigne la premiére com-
1R
posante de k& € R%. De méme, la transformée de Hilbert H dans la direction Ox est définie

—

de telle sorte que H(u) (k) := —isgn(ky)u(k).

Pour 1 < p < oo, on note LP(R?) I'espace des fonctions de puissance p®Me inteorable

muni de la norme
1/p
il = ([ rorac)
Rd

et L=(R?) I'espace de fonctions muni de la norme
|| /]| = supess (f) := inf {c;|f(z)| < c presque partout dans R?}.
L’espace S(IR?) désigne la classe de Schwartz, S'(R?) celui des distributions tempérées,

et C5°(R) 'espace des fonctions C*°(R) a support compact.

Pour tout réel positif m et 1 < p < oo, espace W™P(R?) représente 'espace de
Sobolev muni de la norme

[1f Il = [[(1 =)™ F ||, -
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En particulier, on note H™(R?) I'espace de Sobolev W™?(R%). Dans ce cas, l'espace
H™(R?) sera muni de la norme équivalente

115, = /Rd(l + 2™ f(k)|? dk.

On note X™(IR?) '’ensemble des fonctions f de H™(R?) telles que 9, ! f soit dans H™(R?),
muni de la norme

[l o= (1F112 + 1105 £112) 2

Si T¢ désigne le tore, on définit alors Hg(T9) comme étant P'espace de Sobolev des
fonctions de moyenne nulle dans la direction Ox muni de la norme

1/2

[lu(®)]ls = DD L (1001

(k1,k)€Z* xZ4—1

ot la tranformée de Fourier sur le tore @ est donnée par
u(k) = / ek (x) du(x).
Td

La mesure du(x) est choisie proportionelle a celle de Lebesgue sur T¢ et normalisée de
telle sorte que

u(e) = > e™ak).

(k1,k)ez* xz4-1

Si X est un espace de Banach quelconque, et T > 0, 'espace C ([T, T]; X) est I’en-

semble des fonctions continues de [—T,T] dans X, muni de la norme sup ||f||x, avec
—T<t<T

||.||x une norme sur X. L’espace C,, ([-7,T]; X) désigne I’ensemble des fonctions faible-
ment continues de [T, T] dans X.

1 1
Pour un opérateur D de LP(R?) vers LY(R?), avec — + — = 1, on définit la norme
p q

I T|[pe == sup |[|Tf|[La.
[1fllLp=1

opérateur par

LISTE DES EQUATIONS
Equation de transport
U + u, = 0.
Equation de Burgers
U + Uy + uu, = 0.
Equation d’Airy
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Equation de Korteweg de Vries (KdV)
Up + Uy + Uy + Ugrr = 0.
Equation de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
Up + Uy + Uy — Uggr = 0.
Equation de Benjamin-Ono (BO)
U + Uy + utty — H(tuyy) = 0.

Equation BO-BBM
U + Uy + vty + H(uy) = 0.

Equations de Kadomtsev-Petviashvili (KP-I'si s = —1, KP-II si s = —1)
U + Uy + Uy + SUgy + O, 'y, = 0.
Equations KP-BBM-II
Up + Uy + ULy — Uy + O Uy = 0.

Equations 2D-BO
Up + Uy + utty — H(uyy) + 8;1uyy =0.

Equations 2D-BO-BBM
Up + Uy + iy + H(ugy) + @C_luyy =0.
Equations 3D-KP avec a = +1 et b = £1

U + Uy + Uy + Uy + a@;luyy + b@;luzz =0.
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RESUME

Les équations de Kadomtsev-Petviashvili (KP) décrivent les ondes de faible amplitude
et de grande longueur se déplacant a la surface de 1’eau, principalement dans la direction
Ox. Elles ont pour forme

Ut + Uy + Uy + 8 BUey + Y0, Ty, = O(0® + 52 4+ 77),

et sont appelées KP-1si s > 0 et KP-IIsi s < 0. Ici, a désigne le quotient entre 'amplitude
des ondes et la profondeur de ’eau, ( le carré du quotient entre la profondeur et la longueur
d’onde, 7 le carré du quotient entre les longueurs d’onde dans les deux directions du plan,
et 0, ! Panti-dérivée. Quant a I'équation de Benjamin-Ono (BO), elle décrit de telles ondes
se déplacant a I'intérieur de I'eau. Elle s’écrit

U + Uy + Qutt, — BH (Ugy) + 70, M uy, = O(a® + 32 +97),

ou, dans ce cas, « est le quotient entre 'amplitude des ondes et la profondeur des ondes,
[ le quotient entre cette profondeur et la longueur d’onde, et H la transformée de Hilbert
dans la direction Ox. En remarquant que u; +u, = O(a+ 3+ ), on trouve les équations
de type Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

Up + Uy + QuUy — S Bugy + 70, 'uy, = O+ 5% +77)
g + Uy + auuy, + GH (ugy) + vagluyy = O(oz2 + 5%+ 72).

Notre travail se divise en trois parties. Dans la premiére, on rappelle la modélisation des
différentes équations. On montre plus particuliérement comment les modéles asympto-
tiques BBM s’obtiennent & partir du principe fondamental de la dynamique. On compare
alors les solutions des équations de KP, respectivement de BO, avec les solutions des
équations de type BBM.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a certaines propriétés qualitatives des équations
généralisées de type BBM. Des résultats de prolongement en temps des bornes sur les
normes de Sobolev, de décroissance en temps et de prolongement unique des solutions,
sont établis.

Enfin, on termine avec une étude numérique des solutions des équations KP généralisées
en dimension 3 d’espace. Dans cette derniére partie, en collaboration avec F. Hamidouche
et S. Mefire, on inspecte numériquement les phénomeénes de dispersion, d’explosion en
temps fini, de comportement solitonique et d’instabilité transversale.

Mots clés : équations de KP, BO, BBM, modélisation, comparaison, bornes en grand
temps, décroissance en temps, prolongement unique, méthode spectrale, méthode de re-
laxation, méthode d’Adams, dispersion, explosion en temps fini, instabilité transversale.

Classification Mathématique : 35805, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,
65M99, 76B03, 76B15, 76B55
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