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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Petite amplitude de surface

(Whitham, Linear and Nonlinear Waves, 1974)

Les quantités suivantes sont négligeables:

o =

a
E ) B_p ) 7_I7
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(Modélisation et Comparaison)

Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Equations de Kadomtsev-Petviashvili

Sous ces conditions, on trouve les équations de
Kadomtsev-Petviashvili:

3 1/1 1 .-
Ug + Uy + EOéUUX + 5 <§ — O'> ﬂuxxx + E’yaxluyy = O,

appelées KP-I si o > % et KP-Ilsi o < % ol 0 > 0 désigne le
nombre de Bond lié A la tension de surface, et

u(k, 1) = 2D
6 U(,) |k
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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

La version Benjamin-Bona-Mahony

Comme u; + ux = O(av+ 3+ 7y), on obtient les équations de
KP-BBM:

3 1/1 1
Ug + Uy + EOéUUX — 5 <§ — O'> ﬂuxxt =+ E’yax luyy = O,
appelées KP-BBM-I si o > 1 et KP-BBM-II si o < 1.

KP-BBM-I linéaire est un probléme mal posé dans L2(R?).
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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Probléme de Cauchy

(Bona, Pritchard, Scott, A comparison of solutions of two model
equations for long waves, 1983)

On considére les problémes de Cauchy

-1

Ut + Ux + QU + Qi + @0y "1y, =
-1

Vi + Vx Qv — Qv + a0 vy, =

u(x,y,0) = v(x,y,0) = f(x,y).
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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Probleme linéaire

Conjecture
Sif € S(R?), alors 30 < § < 1 tel que, pour |t| < a™'7% on a

u(y s t) = vy V)]l < Ca?|t].

Elle est vraie pour les problémes linéaires.
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@ On effectue le changement de fonctions

U(x,y.t) = ulx+atyy,a't)
V(x,y,t) = v(ix+a tt,y,a"tt).

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

(Modélisation et Comparaison)

Probléme non linéaire

@ On effectue le changement de fonctions
U(x,y,t) = ulx+alty,a”'t)

V(x,y,t) = vix+a 'ty at).

@ On montre que pour |t| < Tp, avec Ty indépendant de a,

13— lluara)(£) < Car[t[/2,

11 / 50



Etude numérique 3D

(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives

Probléme non linéaire

@ On effectue le changement de fonctions

u(x,y,t) = u(x+a lt,y,alt)
Vix,y,t) = vix+alty,at)

@ On montre que pour |t| < Tp, avec Ty indépendant de a,

13— lluara)(£) < Car[t[/2,

@ Ce qui implique que pour [t| < a™1 Ty,

| — vl 2@e)(t) = [|T — V||i2@ey(a t) < Ca®/2 |t|M2.
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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D
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@ On effectue le changement de fonctions

u(x,y,t) = u(x+a lt,y,alt)
Vix,y,t) = vix+alty,at)

@ On montre que pour |t| < Tp, avec Ty indépendant de a,
15— ¥l]12eay(t) < Ca[eV2,

@ Ce qui implique que pour [t| < a™1 Ty,

o — v||2g@e)(t) = [|T — V|| 2@y (e t) < Ca®?|t|M/2.

@ Les résultats se généralisent au cas périodique.

11 / 50



(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Probléme non linéaire
@ On effectue le changement de fonctions

u(x,y,t) = u(x+a lt,y,alt)
V(x,y,t) = vix+a 'ty at).

@ On montre que pour |t| < Tp, avec Ty indépendant de a,
18 = V|22 (1) < Car[t]*/2,
@ Ce qui implique que pour [t| < a™1 Ty,
= Vll12ay(£) = 17— Pllizgeny(at) < Ca?/2 12

@ Les résultats se généralisent au cas périodique.

@ Comparaison numérique (Besse, A relaxation scheme for the
nonlinear Schrédinger equation, 2004)
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(Modélisation et Comparaison) Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Comparaison des problémes linéaires et non
linéaires en fonction du temps

Fx,y) = —S9XCSV_ny Ny =128, 6t = 0.05, o = 1073,

|| cos x cos y|| ’

N 1(x.y) = cos x cos y / ||cos x cos yl| N 1(x.y) = cos x cos y / [|cos x cos yl|
10 T T T 10 T T T
cas non lineaire| cas non lineaire|
— - -cas lineaire — - - cas lineaire
- - - at - - - at
10" 4
107 e -
2 5
2 -
10? _ B
107 4
107 . . . . . . . . 107 . . . . . . . .
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(Modélisation et Comparaison)

Propriétés qualitatives

Etude numérique 3D

Comparaison des problémes non linéaires en

fonction de ¢
a=10"325x10"% 10* et ag = 3.84 x 1073

Norme 2

0.1

f(x.y) = cos x cos y / ||ct
T

0 x cos |

a,=384 %10

—e—a=10"

_ ~a
a,=25x10

-~ a=10"

02

delta

12

Norme infinie

f(x.y) = cos x cos y / ||cos x cos y||

01

0, =384 %10

o3

=1 .
a.=25x10" ||

-~ a=10"

delta
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On considére I'équation KP-BBM-I|

Ve + Vi + avvy — Bvae + 70Ty, = 0
v(x,y,0) = f(x,y).

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives

Théoréme de Hardy

Théoréme
Soient ¢ et 1 convexes,

—00 —00

alors v = 0.

+o0 Fee
/ lv(x)[e#™) dx < +o00 et /

10(k)|e?®) dk < 400,

Etude numérique 3D
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Théoréme de Hardy

Théoréme
Soient ¢ et 1 convexes,

+o0 Fee
/ v(x)]e?®) dx < 400 et / 10(k) |8 die < oo,

—00 —00

alors v = 0.

@ Estimées de Carleman (Kenig, Ponce, Vega, 2003. Saut, Scheurer,
1987)

17 / 50



Modélisation et Comparaison Etude numérique 3D
P ~
Théoréme de Hardy

Théoréme
Soient ¢ et 1 convexes,

+o0 Fee
/ v(x)[e?®) dx < too et / 10(k) |8 die < oo,

—00 —00

alors v = 0.

@ Estimées de Carleman (Kenig, Ponce, Vega, 2003. Saut, Scheurer,
1987)

@ Méthode de Bourgain (Bourgain, On the compactness of the
support of solutions of dispersive equations, 1997)
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Modélisation et Comparaison Etude numérique 3D
= .
Méthode de Bourgain

VR >0, 3(k,/) € R?, avec |k| + |I| > R, tel que

|Oko(k, )| > |f(k,I)|, avec lim  |f(k, /)] =+ o0,
K|+ [l]—o00

ou o est le symbole de |'évolution linéaire.

2
Pour KP-BBM-II, o(k, /) = % )
1 — Bk2)k? — ~I2(1 + 33k?)

hothr) = K2(1 + GK2)2
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D
P
Résultat

(Constantin, Finite propagation speed for the Camassa-Holm
equation, 2005)

Théoréme

Soient s > 2 et v € C ([T, T]; X*(R?)) solution de KP-BBM-II.

On suppose qu'il existe 0 < B < +o0o et C > D dans R, avec
D¢

<, tels que Vt € [T, T],

Y
supp v(t) C [-B, B] x [D, C]. Alors v est identiquement nulle.

Idée de la preuve:

d x x
G [ T80~ o) = [ ePglr)(un + av 428 wy) =0,
t Jr2 R2

sig(y) + 878" (y) =0 et g(y) > 0.
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On considére I'équation KP-II

ut+ux+auux+5uxxx+’76x_1“yy =0
U(X7y70) = f(x,y).

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Existence et Unicité globale

Théoréme

(Bourgain, On the Cauchy problem for the Kadomtsev-Petviashvili
equation, 1993)

Soit s > 0. Pour tout f € H§(T?), il existe une solution globale en
temps u de KP-Il avec pour donnée initiale f, unique dans une
classe convenable. Pour s > 2, C(R; H5(T?)) peut étre pris comme
unique classe.
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@ On déduit que pour tout temps t € R, la norme
[lu(t)||2 = ||u(0)]|2 est conservée.

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Conséquence de l'existence et l'unicité

@ On déduit que pour tout temps t € R, la norme
[lu(t)||2 = ||u(0)]|2 est conservée.

@ D’autre part, pour 0 < o, 3,7 < 1land s > 2, il existe C; > 0 et
C> > 0 telles que si la donnée initiale f vérifie ||f||n; < ¢, alors pour

1 . .
|t| < Coe7*=, la solution u satisfait
o

[|u(t)|lHg < Cie.
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D
P
Résultat

(Tzvetkov, Long time bounds for the periodic KP-II equation, 2004)

Théoréme

Soient 0 < a, B,v <1l ets>1. I/existe0<€0<é, G >0et
e

Cz > 0 telle que si f € H§(T?) avec |[f||ns < e, pour & €]0, &,
alors I'unique solution u du probléme de Cauchy associé a KP-II de
2
~1vP
a )

donnée initiale f, satisfait pour |t| < G, (5

lu(®)llmg < Cae.
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@ On réécrit KP-Il sous forme normale

we + L(w) = F(w),

ou L est un opérateur linéaire et F multilinéaire.

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Idée de la preuve

@ On réécrit KP-II sous forme normale
we + L(w) = F(w),
ou L est un opérateur linéaire et F multilinéaire.

2
@ Notons, pour (k,/) € Z* k #0, o(k,[) =i (k — k3 +7?)'

Lemme

Ce symbole de Fourier o satisfait pour tout k et ky dans Z*, avec

k # ki,

‘O‘(kl,/l) —I—O'(k = kl,/— /1) = O‘(k, /)‘ > 3/3“([(1(/( = kl)‘ > 30.
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Modélisation et Comparaison Etude numérique 3D
Remarque sur KP-BBM-I|

On considére
Ve + vy + avvy — By + ’ya;lvyy =0

K+ %
Notons, pour (k,/) € Z%, k #0, o(k, 1) = s %

que, pour tout k et ky dans Z*, avec k # ki,
lo(ki,h)+ o(k — ki, I — ) — o(k, )| peut s’annuler.

. On remarque
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Modélisation et Comparaison Etude numérique 3D
~
Probléme de Cauchy

On considére I'équation KP-BBM-II généralisée

vt—l—vx—i-vpvx—vxxt—i—a;lvyy = 0
v(x,y,0) = f(x,y),

avec p > 1 entier.
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives

Lemme

Va<b, A\>0,t+#0 et heC>([a,b]) satisfaisant pour k € [a, b],

Lemme de Van der Corput

|h" (k)| > X, on a

__ 1
— (A

b
/ o ith(K) g
a

Etude numérique 3D

En 1D, I'évolution linéaire est donnée par

avec h(k)

L [T bk 2
V(X, t) = Z e f(k) dk,
_ _k X
= R ik
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D
Résultat

Théoréme

Soit p > 3. Pour0<(5<1—i, onposem:i—2. On
5 15p 26

choisitl < p<2etq>?2 telsquel—l—l:let

L1 4 "

g 2 3p(l-5)

Alors il existe € > 0 petit tel que Vf € Xm+1’7_%’p(R2), avec

HfHXn‘H—IJ—%,P < e, il existe une unique solution globale en temps

0<

uecC (R; Xm+1’7_%’p(R2)) de gKP-BBM-II avec pour donnée
initiale f.
De plus, il existe C = C(m,p) > 0 telle que Vt € R,

a(®)l e + (B)llee < Cot + [e)CFFO3).
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Idée de la preuve

@ Formule de Duhamel pour t >0

1 t D
O =G5 f — —— . X _uftt
u(t) =S pEA StT(l—i—D)%u )(T)dT,

ou S, f = (21)2/ oikxily o it (sz+k1+k2 )
Y R2
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Idée de la preuve

@ Formule de Duhamel pour t >0

Su(t) = Suf — —— ts Dx 1) (r)d
t PES 1_’_D)%u T)dT,

ou S, f = (21)2/ oikxily o it (sz+k1+k2 )
0 R2

@ Méthode de Strauss (Dispersion of low-energy waves for two
conservative equations, 1974): pour m>0et 1 < p < 400,

[1D™ (u*2) [ (t)

IN

Cl[D™ullre (t) [|ul[5(2)
C Sobolev x (Nr(u)(1 + |¢))~%)"

A
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Idée de la preuve

@ Formule de Duhamel pour t >0

Su(t) = Suf — —— ts Dx 1) (r)d
t PES 1_’_D)%u T)dT,

ou S, f = (21)2/ oikxily o it (sz+k1+k2 )
0 R2

@ Méthode de Strauss (Dispersion of low-energy waves for two
conservative equations, 1974): pour m>0et 1 < p < 400,

D™ (") llee(t) < CIID™ullie () ||l (2)
< C Sobolev x (Nr(u)(1+ |¢))~%)”
o D € LP(R?), pour 1 < p < +o0
1+ D2 ' '

X
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Modélisation et Comparaison Etude numérique 3D
Equation de Benjamin-Ono

Résultats similaires pour les équations BO
ur + ux + auuy — fH(ux) =0,

et BO-BBM
ur + Uy + auuy + fH(ux) = 0,

ol la transformge\de Hilbert H dans la direction Ox est définie de
telle sorte que H(u) (k) := —isgn(k)u(k).
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Equations de 3D-KP généralisées

On applique I'argument de Kadomtsev-Petviashvili pour trouver:

Uy + uPuy + U + a@;luyy + b@;luzz =0,

ol p>1, a, b normalisées a +1.
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Résultats connus

@ Pour a= b= —1et p> 2, explosion en temps fini (Saut, Recent
results on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Résultats connus

@ Pour a= b= —1et p> 2, explosion en temps fini (Saut, Recent
results on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)

@ Etendu a 1 < p < 4/3, pour solution initialement proche d’une onde
solitaire instable (Liu, Strong instability of solitary-wave solutions to
a Kadomtsev-Petviashvili equation in three dimensions, 2002)
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Résultats connus

@ Pour a= b= —1et p> 2, explosion en temps fini (Saut, Recent
results on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)

@ Etendu a 1 < p < 4/3, pour solution initialement proche d’une onde
solitaire instable (Liu, Strong instability of solitary-wave solutions to
a Kadomtsev-Petviashvili equation in three dimensions, 2002)

@ But: explosion en temps fini pour les autres choix de a, b en
fonction de p?
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On considére pour données initiales

UO(X,y,Z) = a(]_ _ 2SX2) e_S(X2+y2+22) ,

avec a,s > 0.

Y. Mammeri, 17.07.2008, modéles asymptotiques hydrodynamiques
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

p=2, a=5

a=b=1 a=b=-1

8 300
200
100

0 ;

2 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
a=1b=-1

8

4 - — = P-norm
2 — *-norm|
0
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

Figure: Evolutions des normes /% (---) et /°° (—) pour p=2,a =5,5 =
1,K=50,L=M=6,N, =512, N, = N, = 32, At = 10~*.
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

p=3, a=5

20 30
J—

,,,IZ

—norm —norm

— 1 ”-norm

0
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

a=-1,b=1

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Figure: Evolutions des normes /2 (--) et [*° (—) pour p=3,a =5,5 =
1,K=32,L=M=6,N, =512, N, = N, =32, At = 10~*.

39 / 50



Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D
e
Résultat

Conjecture

Soit p>3. Sia=b=1 ou ab= —1, alors la solution de 3D-KP
généralisée avec une donnée localisée explose en temps fini.
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Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

le line-soliton

Le line-soliton est défini par

o) = (LD ) e (2 ().

On considére la donnée initiale

(X y,Z) =9 yz)(X)O))

2y 27z

ou c(y,z) =c <1 + ecos (— + >) avec € > 0 fixé petit.
N, A
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l) _— ]_, é)[) = — 1

a=1b=-1,A =A_ =11 a=-1,b=1,A = A =11
y z y z
150 150
00 w0
~ — ~12%-norm - = =1 %norm
50 — 1 “-norm| 50 —1“-norm
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
a=1b=-1, )\yZO.Ol, )\2250 a=-1,b=1, )\yZO.Ol, )\2250
150
w0
- = = 1%-norm
50 — 1 ”-norm
0
0 10 20 30 40

Figure: Evolutions des normes /? (---) et /°® (—) pour p =1, ab = —1,
c=4,K=32,L=M=4,N, =256, N, =N, =16, At =5 x 107,
Ay =0.01,1.1, \, =1.1,50 et ¢ = 1072
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P
Résultat

Conjecture

Soient p=1, eta=1, b =—1, respectivement a=—1, b=1. Il
existe deux longueurs d’onde transversales critiques 0 < AL < A2,
(avec AL ~ %) dépendant uniquement de c, telles que la solution
de 3D-KP généralisée, avec pour donnée initiale le line-soliton
perturbé ug, explose en temps fini si AL < A\, < A2, A\, < AL ou
Ay > A2, respectivement AL < A\, < A2, X, < AL ou A, > A2
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p — 1, a — b _— —1

A=A =1
z
150 200
7777777777777777777 150
100
- = —I-norm 100
50 — "-norm|
50
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 7
A =0.01,A =11
y z
400 400
300f |-~ ~f*-nom 300
— "-norm|
200 200
0 100
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 12

Figure: Evolutions des normes L? (---) et L> (—) pour p=1,a=b=
~l,c=4K=32L=M=4,N,=256,N, =N, =16, At =5 x 10~ *.
lci, A\, = 0.01,1,1.1, A, = 1,1.1,50 et £ = 102,
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P
Résultat

Conjecture

Soient p>1,eta=b=—1(p>2etab=—1). Il existe deux
longueurs d'onde transversales critiques 0 < AL < A2, dépendant
uniquement de c, telles que la solution de 3D-KP généralisée, avec
pour donnée initiale le line-soliton perturbé uy, explose en temps
fini si AL < Ay < A2 ou AL < A, < A2
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le soliton de Zaitsev

On suppose p = 1, a = —1 et on définit le soliton de Zaitsev par

1 — B cosh(ax — Qt) cos(dy)
(cosh(ax — Qt) — B cos(dy))?’

1/}C(Xa}/7 t) = 1207

02 —3a% 52 +at
b=\ =

Q
,3a* < 6% and c= =,
«
On considére la donnée initiale
Uo(X,y,Z) = ¢C(z)(xvy’ 0))

- 2nz
avec ¢(z) :=c¢ (1 + £ cos (/\—Z>)
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Modélisation et Comparaison

Propriétés qualitatives

b= —

A =02 A =03
z z
) A S — 400
300 ~ — — P-norm
40 - = = P-norm
— "-norm|
20
0 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 5
A =10° A =10°
z z
400 pF————————————————————
300 - - = — -
1*~=norm 40 *-norm
200 — *-norm| — *-norm|
100 / 2
0 0
0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20 25 30
Figure: Evolutions des normes L2 (---) et L (—) pour b= —1,c =

2,K =32,L=12 M =4, N, =256, N, =32, N, = 16, At = 5 x 10~*.

Ici, A, = 0.2,0.3,10%,10° et ¢ = 102

Etude numérique 3D

49 / 50



Modeélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3D

Conjecture

Soient p=1, et a= b = —1. Il existe deux longueurs d’onde
transversales critiques 0 < )\i < )\3, (avec AL ~ %), dépendant
uniquement de c, telles que la solution de 3D-KP généralisée, avec
pour donnée initiale le soliton de Zaitsev perturbé ug, explose en
temps fini si AL < A\, < \2.
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