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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DPetite amplitude de surfa
e(Whitham, Linear and Nonlinear Waves, 1974)
Les quantités suivantes sont négligeables:

α =
ah , β =

h2k2 , γ =
k2l2 . 5 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DEquations de Kadomtsev-PetviashviliSous 
es 
onditions, on trouve les équations deKadomtsev-Petviashvili:ut + ux +
32αuux +

12 (13 − σ

)
βuxxx +

12γ∂−1x uyy = 0,appelées KP-I si σ > 13 et KP-II si σ < 13 , où σ > 0 désigne lenombre de Bond lié à la tension de surfa
e, et
̂∂−1x u (k , l) :=

û(k , l)i k .
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DLa version Benjamin-Bona-MahonyComme ut + ux = O(α+ β + γ), on obtient les équations deKP-BBM:ut + ux +
32αuux − 12 (13 − σ

)
βuxxt +

12γ∂−1x uyy = 0,appelées KP-BBM-I si σ > 13 et KP-BBM-II si σ < 13 .KP-BBM-I linéaire est un problème mal posé dans L2(R2).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème de Cau
hy(Bona, Prit
hard, S
ott, A 
omparison of solutions of two modelequations for long waves, 1983)On 
onsidère les problèmes de Cau
hyut + ux + αuux + αuxxx + α∂−1x uyy = 0vt + vx + αvvx − αvxxt + α∂−1x vyy = 0u(x , y , 0) = v(x , y , 0) = f (x , y).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème linéaire
Conje
tureSi f ∈ S(R2), alors ∃ 0 < δ < 1 tel que, pour |t| ≤ α−1−δ, on a

||u(., ., t) − v(., ., t)||∞ ≤ Cα2|t|.Elle est vraie pour les problèmes linéaires.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème non linéaireOn e�e
tue le 
hangement de fon
tionsũ(x , y , t) = u(x + α−1t, y , α−1t)ṽ(x , y , t) = v(x + α−1t, y , α−1t).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème non linéaireOn e�e
tue le 
hangement de fon
tionsũ(x , y , t) = u(x + α−1t, y , α−1t)ṽ(x , y , t) = v(x + α−1t, y , α−1t).On montre que pour |t| ≤ T0, ave
 T0 indépendant de α,
||ũ − ṽ ||L2(R2)(t) ≤ Cα |t|1/2,
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème non linéaireOn e�e
tue le 
hangement de fon
tionsũ(x , y , t) = u(x + α−1t, y , α−1t)ṽ(x , y , t) = v(x + α−1t, y , α−1t).On montre que pour |t| ≤ T0, ave
 T0 indépendant de α,
||ũ − ṽ ||L2(R2)(t) ≤ Cα |t|1/2,Ce qui implique que pour |t| ≤ α−1T0,

||u − v ||L2(R2)(t) = ||ũ − ṽ ||L2(R2)(α t) ≤ Cα3/2 |t|1/2.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème non linéaireOn e�e
tue le 
hangement de fon
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hangement de fon
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||u − v ||L2(R2)(t) = ||ũ − ṽ ||L2(R2)(α t) ≤ Cα3/2 |t|1/2.Les résultats se généralisent au 
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heme for thenonlinear S
hrödinger equation, 2004) 11 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DComparaison des problèmes linéaires et nonlinéaires en fon
tion du tempsf (x , y) =

os x 
os y

|| 
os x 
os y || , Nx = Ny = 128 , δt = 0.05 , α = 10−3.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DComparaison des problèmes non linéaires enfon
tion de δ

α = 10−3, 2.5× 10−4, 10−4 et α0 = 3.84× 10−3

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

delta

 N
or

m
e 

2 

f(x,y) = cos x cos y / ||cos x cos y||

 

 
α

0
= 3.84 x 10−3

α = 10−3

α
*
 = 2.5 x 10−4

α = 10−4

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

delta

N
or

m
e 

in
fin

ie
 

f(x,y) = cos x cos y / ||cos x cos y||

 

 
α

0
 = 3.84 x 10−3

α = 10−3

α
*
 = 2.5 x 10−4

α = 10−4

13 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DPlan1 Modélisation et ComparaisonModélisationComparaison des solutions2 Propriétés qualitativesProlongement unique des solutionsProlongement en temps des bornes HsSur la dé
roissan
e en temps des solutions3 Etude numérique 3DDonnées lo
aliséesInstabilité transversale dans les dire
tions Oy et OzInstabilité transversale dans la dire
tion Oz 14 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DPlan1 Modélisation et ComparaisonModélisationComparaison des solutions2 Propriétés qualitativesProlongement unique des solutionsProlongement en temps des bornes HsSur la dé
roissan
e en temps des solutions3 Etude numérique 3DDonnées lo
aliséesInstabilité transversale dans les dire
tions Oy et OzInstabilité transversale dans la dire
tion Oz 15 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème de Cau
hyOn 
onsidère l'équation KP-BBM-IIvt + vx + αvvx − βvxxt + γ∂−1x vyy = 0v(x , y , 0) = f (x , y).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DThéorème de HardyThéorèmeSoient ϕ et ψ 
onvexes,
∫ +∞

−∞
|v(x)|eϕ(x) dx < +∞ et ∫ +∞

−∞
|v̂ (k)|eψ(k) dk < +∞,alors v ≡ 0.
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−∞
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e, Vega, 2003. Saut, S
heurer,1987)
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DMéthode de Bourgain
∀R > 0, ∃(k , l) ∈ R2, ave
 |k | + |l | > R , tel que

|∂kσ(k , l)| ≥ |f (k , l)|, ave
 lim
|k|+|l |→∞

|f (k , l)| = +∞,où σ est le symbole de l'évolution linéaire.Pour KP-BBM-II, σ(k , l) =
k + γl2/k1 + βk2 , et

∂kσ(k , l) =
(1− βk2)k2 − γl2(1 + 3βk2)k2(1 + βk2)2 .
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultat(Constantin, Finite propagation speed for the Camassa-Holmequation, 2005)ThéorèmeSoient s > 2 et v ∈ C
(
[−T ,T ];X s(R2)) solution de KP-BBM-II.On suppose qu'il existe 0 < B < +∞ et C > D dans R, ave


|D − C |√
βγ

< π, tels que ∀t ∈ [−T ,T ],supp v(t) ⊆ [−B ,B ] × [D,C ]. Alors v est identiquement nulle.Idée de la preuve:ddt ∫

R2 e x
√

β g(y)(v − βvxx) =

∫

R2 e x
√

β g(y)(vx + αvvx + γ∂−1x vyy) = 0,si g(y) + βγg ′′(y) = 0 et g(y) > 0. 19 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème de Cau
hyOn 
onsidère l'équation KP-IIut + ux + αuux + βuxxx + γ∂−1x uyy = 0u(x , y , 0) = f (x , y).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DExisten
e et Uni
ité globale
Théorème(Bourgain, On the Cau
hy problem for the Kadomtsev-Petviashviliequation, 1993)Soit s ≥ 0. Pour tout f ∈ Hs0(T2), il existe une solution globale entemps u de KP-II ave
 pour donnée initiale f , unique dans une
lasse 
onvenable. Pour s > 2, C(R;Hs0(T2)) peut être pris 
ommeunique 
lasse.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DConséquen
e de l'existen
e et l'uni
ité
On déduit que pour tout temps t ∈ R, la norme
||u(t)||L2 = ||u(0)||L2 est 
onservée.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DConséquen
e de l'existen
e et l'uni
ité
On déduit que pour tout temps t ∈ R, la norme
||u(t)||L2 = ||u(0)||L2 est 
onservée.D'autre part, pour 0 < α, β, γ ≤ 1 and s > 2, il existe C1 > 0 etC2 > 0 telles que si la donnée initiale f véri�e ||f ||Hs0 ≤ ε, alors pour
|t| ≤ C2 ε−1 1

α
, la solution u satisfait

||u(t)||Hs0 ≤ C1ε.
23 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultat(Tzvetkov, Long time bounds for the periodi
 KP-II equation, 2004)ThéorèmeSoient 0 < α, β, γ ≤ 1 et s > 1. Il existe 0 < ε0 < β

α
, C1 > 0 etC2 > 0 telle que si f ∈ Hs0(T2) ave
 ||f ||Hs0 ≤ ε, pour ε ∈]0, ε0[,alors l'unique solution u du problème de Cau
hy asso
ié à KP-II dedonnée initiale f , satisfait pour |t| ≤ C2 (

ε−1√β
α

)2
,

||u(t)||Hs0 ≤ C1ε. 24 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DIdée de la preuveOn réé
rit KP-II sous forme normalewt + L(w) = F (w),où L est un opérateur linéaire et F multilinéaire.

25 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DIdée de la preuveOn réé
rit KP-II sous forme normalewt + L(w) = F (w),où L est un opérateur linéaire et F multilinéaire.Notons, pour (k , l) ∈ Z2, k 6= 0, σ(k , l) = i (k − βk3 + γ
l2k )

.LemmeCe symbole de Fourier σ satisfait pour tout k et k1 dans Z∗, ave
k 6= k1,
|σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k , l)| ≥ 3β|kk1(k − k1)| ≥ 3β. 25 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRemarque sur KP-BBM-II
On 
onsidère vt + vx + αvvx − βvxxt + γ∂−1x vyy = 0Notons, pour (k , l) ∈ Z2, k 6= 0, σ(k , l) = i k + γ l2k1 + βk2 . On remarqueque, pour tout k et k1 dans Z∗, ave
 k 6= k1,
|σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k , l)| peut s'annuler.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DProblème de Cau
hy
On 
onsidère l'équation KP-BBM-II généraliséevt + vx + vρvx − vxxt + ∂−1x vyy = 0v(x , y , 0) = f (x , y),ave
 ρ ≥ 1 entier.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DLemme de Van der CorputLemme
∀a ≤ b, λ > 0, t 6= 0 et h ∈ C∞([a, b]) satisfaisant pour k ∈ [a, b],
|h′′(k)| ≥ λ, on a

∣∣∣∣∣

∫ ba e−ith(k) dk∣∣∣∣∣ ≤
10

(λ|t|)1/2 .En 1D, l'évolution linéaire est donnée parv(x , t) =
12π ∫ +∞

−∞
e−ith(k) f̂ (k) dk ,ave
 h(k) = k1+k2 − xt k . 29 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultatThéorèmeSoit ρ ≥ 3. Pour 0 < δ <
15 − 815ρ , on pose m =

12δ − 2. On
hoisit 1 < p < 2 et q > 2 tels que 1p +
1q = 1 et0 < 1q < 12 − 43ρ(1− 5δ) .Alors il existe ε > 0 petit tel que ∀f ∈ Xm+1,7− 4p ,p(R2), ave


||f ||Xm+1,7− 4p ,p ≤ ε, il existe une unique solution globale en tempsu ∈ C
(
R;Xm+1,7− 4p ,p(R2)) de gKP-BBM-II ave
 pour donnéeinitiale f .De plus, il existe C = C (m, p) > 0 telle que ∀t ∈ R,
||u(t)||Lq + ||ux (t)||Lq ≤ Cε(1 + |t|)(− 12+ 5δ2 )

“1− 2q ”
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DIdée de la preuveFormule de Duhamel pour t ≥ 0
Φu(t) = St f − 1

ρ+ 1 ∫ t0 St−τ

( Dx1 + D2x uρ+1) (τ) dτ,où St f :=
1

(2π)2 ∫

R2 eikx+ily e−it“ k1+k2 + l2k(1+k2)

” f̂ (k , l) dk .
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DIdée de la preuveFormule de Duhamel pour t ≥ 0
Φu(t) = St f − 1

ρ+ 1 ∫ t0 St−τ

( Dx1 + D2x uρ+1) (τ) dτ,où St f :=
1

(2π)2 ∫

R2 eikx+ily e−it“ k1+k2 + l2k(1+k2)

” f̂ (k , l) dk .Méthode de Strauss (Dispersion of low-energy waves for two
onservative equations, 1974): pour m ≥ 0 et 1 < p < +∞,
||Dm (uρ+1) ||Lp (t) ≤ C ||Dmu||Lp (t) ||u||ρ

∞
(t)

≤ C Sobolev ×
(NT (u)(1 + |t|)−θ

)ρ
.
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( Dx1 + D2x uρ+1) (τ) dτ,où St f :=
1

(2π)2 ∫
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” f̂ (k , l) dk .Méthode de Strauss (Dispersion of low-energy waves for two
onservative equations, 1974): pour m ≥ 0 et 1 < p < +∞,
||Dm (uρ+1) ||Lp (t) ≤ C ||Dmu||Lp (t) ||u||ρ

∞
(t)

≤ C Sobolev ×
(NT (u)(1 + |t|)−θ

)ρ
.Dx1 + D2x ∈ Lp(R2), pour 1 < p < +∞. 31 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DEquation de Benjamin-OnoRésultats similaires pour les équations BOut + ux + αuux − βH(uxx ) = 0,et BO-BBM ut + ux + αuux + βH(uxt ) = 0,où la transformée de Hilbert H dans la dire
tion Ox est dé�nie detelle sorte que Ĥ(u) (k) := −i sgn(k)û(k).
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DEquations de 3D-KP généralisées
On applique l'argument de Kadomtsev-Petviashvili pour trouver:ut + upux + uxxx + a∂−1x uyy + b∂−1x uzz = 0 ,où p ≥ 1, a, b normalisées à ±1.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultats 
onnus
Pour a = b = −1 et p ≥ 2, explosion en temps �ni (Saut, Re
entresults on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)

35 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultats 
onnus
Pour a = b = −1 et p ≥ 2, explosion en temps �ni (Saut, Re
entresults on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)Etendu à 1 ≤ p < 4/3, pour solution initialement pro
he d'une ondesolitaire instable (Liu, Strong instability of solitary-wave solutions toa Kadomtsev-Petviashvili equation in three dimensions, 2002)
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultats 
onnus
Pour a = b = −1 et p ≥ 2, explosion en temps �ni (Saut, Re
entresults on the generalized Kadomtsev-Petviashvili equations, 1995)Etendu à 1 ≤ p < 4/3, pour solution initialement pro
he d'une ondesolitaire instable (Liu, Strong instability of solitary-wave solutions toa Kadomtsev-Petviashvili equation in three dimensions, 2002)But: explosion en temps �ni pour les autres 
hoix de a, b enfon
tion de p?
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DDonnées lo
alisées
On 
onsidère pour données initialesu0(x , y , z) = α(1 − 2sx2) e−s(x2+y2+z2) ,ave
 α, s > 0.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dp = 2, α = 5
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dp = 3, α = 5
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultat
Conje
tureSoit p ≥ 3. Si a = b = 1 ou ab = −1, alors la solution de 3D-KPgénéralisée ave
 une donnée lo
alisée explose en temps �ni.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dle line-solitonLe line-soliton est dé�ni par
Φ
(x , t) :=

(
(p + 1)(p + 2)2 
)1/p se
h2/p (p√
2 (x − 
t)) .On 
onsidère la donnée initialeu0(x , y , z) := Φ
(y ,z)(x , 0),où 
(y , z) := 
 (1 + ε 
os(2πy

λy +
2πz
λz )), ave
 ε > 0 �xé petit.
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dp = 1, ab = −1
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultat
Conje
tureSoient p = 1, et a = 1, b = −1, respe
tivement a = −1, b = 1. Ilexiste deux longueurs d'onde transversales 
ritiques 0 < λ1
 ≪ λ2
 ,(ave
 λ1
 ≃ 4.2
 ), dépendant uniquement de 
, telles que la solutionde 3D-KP généralisée, ave
 pour donnée initiale le line-solitonperturbé u0, explose en temps �ni si λ1
 < λz < λ2
 , λy < λ1
 ou
λy > λ2
 , respe
tivement λ1
 < λy < λ2
 , λz < λ1
 ou λz > λ2
 .
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dp = 1, a = b = −1
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3DRésultat
Conje
tureSoient p ≥ 1, et a = b = −1 (p ≥ 2 et ab = −1). Il existe deuxlongueurs d'onde transversales 
ritiques 0 < λ1
 ≪ λ2
 , dépendantuniquement de 
, telles que la solution de 3D-KP généralisée, ave
pour donnée initiale le line-soliton perturbé u0, explose en temps�ni si λ1
 < λy < λ2
 ou λ1
 < λz < λ2
 .

46 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques
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roissan
e en temps des solutions3 Etude numérique 3DDonnées lo
aliséesInstabilité transversale dans les dire
tions Oy et OzInstabilité transversale dans la dire
tion Oz 47 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Dle soliton de ZaitsevOn suppose p = 1, a = −1 et on dé�nit le soliton de Zaitsev par
ψ
(x , y , t) := 12α2 1− β 
osh(αx − Ωt) 
os(δy)

(
osh(αx − Ωt) − β 
os(δy))2 ,où
β =

√
δ2 − 3α4

δ2 , Ω =
δ2 + α4
α

, 3α4 < δ2 and 
 =
Ω

α
.On 
onsidère la donnée initialeu0(x , y , z) := ψ
(z)(x , y , 0),ave
 
(z) := 
 (1 + ε 
os(2πz

λz )). 48 / 50Y. Mammeri, 17.07.2008, modèles asymptotiques hydrodynamiques



Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Db = −1
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Modélisation et Comparaison Propriétés qualitatives Etude numérique 3Db = −1
Conje
tureSoient p = 1, et a = b = −1. Il existe deux longueurs d'ondetransversales 
ritiques 0 < λ1
 ≪ λ2
 , (ave
 λ1
 ≃ 0.6
 ), dépendantuniquement de 
, telles que la solution de 3D-KP généralisée, ave
pour donnée initiale le soliton de Zaitsev perturbé u0, explose entemps �ni si λ1
 < λz < λ2
 .
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