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RésuméLes équations de Kadomtsev-Petviashvili (KP) dérivent les ondes de faible amplitudeet de grande longueur se déplaçant à la surfae de l'eau, prinipalement dans la diretion
Ox. Elles ont pour forme

ut + ux + αuux + s βuxxx + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2),et sont appelées KP-I si s > 0 et KP-II si s < 0. Ii, α désigne le quotient entre l'amplitudedes ondes et la profondeur de l'eau, β le arré du quotient entre la profondeur et la longueurd'onde, γ le arré du quotient entre les longueurs d'onde dans les deux diretions du plan,et ∂−1

x l'anti-dérivée. Quant à l'équation de Benjamin-Ono (BO), elle dérit de telles ondesse déplaçant à l'intérieur de l'eau. Elle s'érit
ut + ux + αuux − βH(uxx) + γ∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2),où, dans e as, α est le quotient entre l'amplitude des ondes et la profondeur des ondes,
β le quotient entre ette profondeur et la longueur d'onde, et H la transformée de Hilbertdans la diretion Ox. En remarquant que ut +ux = O(α+β+ γ), on trouve les équationsde type Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

ut + ux + αuux − s βuxxt + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2)

ut + ux + αuux + βH(uxt) + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2).Notre travail se divise en trois parties. Dans la première, on rappelle la modélisation desdi�érentes équations. On montre plus partiulièrement omment les modèles asympto-tiques BBM s'obtiennent à partir du prinipe fondamental de la dynamique. On omparealors les solutions des équations de KP, respetivement de BO, ave les solutions deséquations de type BBM.Dans la seonde partie, on s'intéresse à ertaines propriétés qualitatives des équationsgénéralisées de type BBM. Des résultats de prolongement en temps des bornes sur lesnormes de Sobolev, de déroissane en temps et de prolongement unique des solutions,sont établis.En�n, on termine ave une étude numérique des solutions des équations KP généraliséesen dimension 3 d'espae. Dans ette dernière partie, en ollaboration ave F. Hamidouheet S. Me�re, on inspete numériquement les phénomènes de dispersion, d'explosion entemps �ni, de omportement solitonique et d'instabilité transversale.Mots lés : équations de KP, BO, BBM, modélisation, omparaison, bornes en grandtemps, déroissane en temps, prolongement unique, méthode spetrale, méthode de re-laxation, méthode d'Adams, dispersion, explosion en temps �ni, instabilité transversale.Classi�ationMathématique : 35B05, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,65M99, 76B03, 76B15, 76B55





AbstratThe Kadomtsev-Petviashvili equations (KP) desribe the small amplitude long wavesmoving at the surfae of the water, mainly in the x−diretion. They are written underthe form
ut + ux + αuux + s βuxxx + γ∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2),alled KP-I if s > 0 and KP-II if s < 0. Here, α denotes the quotient between theamplitude of the waves and the depth of the water, β the square of the quotient betweenthe depth and the wavelength, γ the square of quotient between the wavelengths in thetwo diretions of the plan, and ∂−1
x the anti-derivative. Conerning the Benjamin-Onoequation (BO), it desribe suh waves moving inside the water, and is written

ut + ux + αuux − βH(uxx) + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2),where, in this ase, α is the quotient between the amplitude of the waves and the depthof the waves, β the quotient between this depth and the wavelength, and H the Hilberttransform in the x−diretion. By notiing that ut + ux = O(α + β + γ), we �nd theequations of Benjamin-Bona-Mahony type (BBM)

ut + ux + αuux − s βuxxt + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2)

ut + ux + αuux + βH(uxt) + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2).Our work is subdivided in three parts. In the �rst part, we reall the modelling of thedi�erent equations. We show more partiularly how the asymptoti BBM models are ob-tained from the fundamental priniple of dynamis. We ompare then the solutions of theKP equations, respetively of the BO one, with the solutions of the equations of BBMtype.In the seond part, we are interested in some qualitative properties of the generalized equa-tions of BBM type. Some results of ontinuation in time of bounds on Sobolev norms,deay in time and unique ontinuation of the solutions, are established.Finally, we onlude with a numerial study of the solutions of the generalized KP equa-tions in spae dimension 3. In this last part, in ollaboration with F. Hamidouhe andS. Me�re, we inspet numerially the phenomena of dispersion, blow-up in �nite time,solitoni behaviour and transverse instability.Keywords : equations of KP, BO, BBM, modelling, omparison, bounds in long time,deay in time, unique ontinuation, spetral method, relaxation method, Adams method,dispersion, blow-up in �nite time, transverse instability.Mathematis Classi�ation : 35B05, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,65M99, 76B03, 76B15, 76B55
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5
Introdution

La propagation des ondes unidiretionnelles de faible amplitude et de grande longueur(par rapport à la profondeur) se déplaçant de gauhe à droite à la surfae d'un anal estmodélisée en dimension 1 d'espae par l'équation de Korteweg-de Vries (KdV) [KdV95℄
ut + ux + αuux + β uxxx = O(α2 + β2), (0.1)où u est la surfae libre, α le quotient entre l'amplitude des ondes et la profondeur del'eau, et β le arré du quotient entre la profondeur et la longueur d'onde. En remarquantque (formellement) ut+ux = O(α+β), Benjamin, Bona et Mahony [BBM72℄ ont introduitave l'idée de remplaer le troisième terme de (0.1) une nouvelle équation, dite BBM,
ut + ux + αuux − β uxxt = O(α2 + β2). (0.2)L'équation (0.2) est ensée être plus �régulière� que (0.1). Commençons par omparer lesrelations de dispersion de es deux équations. Pour ela, on onsidère une solution del'équation linéaire liée à KdV de la forme eiwt−ikx, où w désigne la pulsation, k le nombred'ondes, inversement proportionnel à la longueur d'onde, et on remarque que les quantités

w et k véri�ent la relation de dispersion suivante :
w = k − βk3.D'autre part, en e qui onerne l'équation BBM, la relation de dispersion s'érit
w =

k

1 + βk2
,et pour k petit, un développement limité donne w = k−βk3 +O(k5) et les deux premierstermes sont égaux à eux de la relation de dispersion de KdV. Autrement dit, pour desondes de longueur grande, e qui est onvenable sahant que es équations sont des modèlesdérivant de telles ondes, la relation de dispersion de l'équation KdV est très prohe deelle de l'équation BBM. L'intérêt d'étudier l'équation BBM, omparativement à l'étudede l'équation KdV, est d'autant plus grand que es deux équations modélisent le mêmephénomène physique.On se propose d'étudier dans ette thèse les modèles BBM des équations de Benjamin-Ono (BO) [Ben67, DA67, Ono75℄ et Kadomtsev-Petviashvili (KP) [KP70℄. Les équations



6 IntrodutionKP généralisent l'équation KdV en dimension 2 d'espae (ondes bidimensionnelles avefaible perturbation transversale). Plus préisement, elles dérivent les ondes de faibleamplitude et de grande longueur se déplaçant à la surfae de l'eau, prinipalement dansla diretion Ox de la gauhe vers la droite. Elles ont pour forme
ut + ux + αuux + s βuxxx + γ∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2), (0.3)où γ désigne le arré du quotient entre les longueurs d'onde dans les deux diretions duplan, ∂−1
x l'anti-dérivée dé�nie par ∂̂−1

x u (k, l) :=
û(k, l)i k . Ces équations sont appelées KP-Isi s = −1 et KP-II si s = 1, ave s lié à la tension de surfae.Quant à l'équation BO, elle dérit de telles ondes se déplaçant dans une diretion entredeux �uides de masses volumiques distintes, dont un �uide est de profondeur in�nie. Dansune ertaine mesure, ette équation peut être onsidérée omme un modèle de propagationde e type d'ondes à l'intérieur de l'eau. Elle s'érit

ut + ux + αuux − β H(uxx) + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2),où ii u est la surfae libre séparant les deux �uides, α le quotient entre l'amplitudedes ondes et la profondeur du premier �uide, β le quotient entre ette profondeur etla longueur d'onde, et H la transformée de Hilbert dans la diretion Ox, dé�nie par

Ĥ(u) (k, l) := −i sgn(k)û(k, l)..Notre travail se divise en trois parties prinipales. Dans la première, on obtient, àpartir de l'équation d'Euler irrotationnel inompressible homogène, les équations de typeBBM en dimension 2 d'espae. On y ompare ensuite les solutions des équations KP, res-petivement elles de l'équation BO, ave leurs homologues BBM. Dans la seonde partie,on s'intéresse à quelques propriétés qualitatives des équations de type BBM, on y étudiele prolongement en temps des normes de Sobolev, une propriété de prolongement uniqueet la vitesse de déroissane en temps des solutions orrespondantes. En�n, dans une der-nière partie, le omportement numérique des solutions des équations KP généralisées endimension 3 d'espae, sera investigué.Dans la suite de ette introdution, on dérit les résultats obtenus et qui seront déve-loppés dans les di�érents hapitres.1. Modélisation et Comparaison des modèlesNous rappelons la modélisation des équations et véri�ons que les versions BBM de eséquations s'obtiennent par une analyse asymptotique à partir du prinipe fondamental dela dynamique.1.1. Modèles d'ondes de surfaeOn onsidère un �ux irrotationnel d'un �uide parfait inompressible homogène. Onsuppose de plus que le fond est plat (voir Fig. 1) .
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Fig. 1 � Surfae du �uideIl existe une fontion potentiel de vitesse ϕ et une fontion u dérivant la surfae librequi véri�ent :
ϕxx + ϕyy + ϕzz = 0 si− h < z < u(x, y, t) , (0.4)

ϕt +
1

2
(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z) + gu

− T

ρ0

uxx(1 + u2
y) + uyy(1 + u2

x) − 2uxyuxuy

(1 + u2
x + u2

y)
3/2

= 0 si z = u(x, y, t) , (0.5)
ut + ϕxux + ϕyuy − ϕz = 0 si z = u(x, y, t) , (0.6)

ϕz = 0 si z = −h, (0.7)où ρ0 > 0 désigne la masse volumique, supposée onstante, et T ≥ 0 la tension de surfae.Ces équations sont appelées respetivement équation de Laplae (déduite de l'inom-pressibilité), équation d'Euler homogène ave tension de surfae (équivaut au prinipefondamental de la dynamique), ondition inématique à la surfae (la vitesse est tangenteà la surfae), et en�n ondition de non-pénétration dans le fond.On suppose alors que l'amplitude des ondes a est négligeable par rapport à la profon-deur h et que ette profondeur h est elle même négligeable par rapport à k la longueurd'onde dans la diretion Ox, 'est à dire que l'on s'intéresse aux ondes de faible ampli-tude et de grande longueur par rapport à la profondeur. Mais on suppose aussi que k lalongueur d'onde dans la diretion Ox est négligeable par rapport à l la longueur d'ondedans la diretion Oy, 'est à dire que l'éoulement se fait prinipalement dans la diretion
Ox.On adimensionne les équations préédentes. Pour ela, on suppose que, pour c =

√
gh lavitesse aratéristique des ondes, les fontions ϕ et u s'érivent

ϕ(x, y, z, t) =
gka

c
ϕ̃(
x

k
,
y

l
,
z

h
+ 1,

c

k
t),

u(x, y, t) = aũ(
x

k
,
y

l
,
c

k
t),



8 Introdutionoù ϕ̃ et ũ sont des pro�ls. Ce hangement de fontions est important, il nous permetde séletionner parmis toutes les ondes modélisées par l'équation d'Euler elles de faibleamplitude et de grande longueur. Ensuite, on herhe une solution de l'équation de La-plae (0.4) sous la ondition (0.7) omme série de la forme (par abus, les tildes ont étésupprimés) :
ϕ(x, y, z, t) =

∞∑

n=0

fn(x, y, t)zn. (0.8)On remplae alors ette solution dans les équations (0.5)-(0.6), puis en exprimant ϕ enfontion de u par une analyse asymptotique et onsidérant que l'onde se déplae de lagauhe vers la droite dans la diretion Ox, on trouve les équations KP
ut + ux +

3

2
αuux +

1

2
(
1

3
− σ)βuxxx +

γ

2
∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2),appelées KP-I si σ > 1/3, KP-II si σ < 1/3, où σ ≥ 0 désigne le nombre de Bond lié à latension de surfae. Comme ut = −ux +O(α+ β + γ), on déduit de l'équation préédenteles équations KP-BBM
ut + ux +

3

2
αuux −

1

2
(
1

3
− σ)βuxxt +

γ

2
∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2),appelées KP-BBM-I si σ > 1/3 et KP-BBM-II si σ < 1/3. Ce problème est mal posé dans
L2(R2) si σ > 1/3, en e�et on peut érire l'équation préédente

(
1 − β

2
(
1

3
− σ) ∂2

x

)
ut = −ux −

3

2
αuux −

γ

2
∂−1

x uyy,et l'opérateur (1 + c ∂2
x), pour c > 0, n'est pas inversible sur L2(R2), ar, pour toutefontion u de L2(R2), on a
(
1 + c ∂2

x

)
u(x, y) = F−1

(
(1 − ck2)Fu

)
(x, y),et (1 − ck2) s'annule si c > 0, où F représente la transformée de Fourier. Le seul modèlephysiquement raisonnable est don elui déterminé par KP-BBM-II.Une fois e travail de modélisation e�etué, et après avoir remarqué que les équations detype II dérivent des modèles ave une faible tension de surfae, on ompare les solutionsdes équations KP-II et KP-BBM-II lorsque α, β et γ sont égaux. On reprend alors laméthode introduite dans l'artile de Bona, Prithard et Sott [BPS83℄. Ils y omparentles solutions d'ondes longues en dimension 1, à savoir les solutions des équations KdV etBBM :Théorème 0.1 [BPS83℄Soient m ≥ 1, et f ∈ Hm+5(R). Soit α > 0 et soient u et v respetivement l'uniquesolution de KdV

ut + ux + αuux + αuxxx = 0,et de BBM
ut + ux + α uux − α uxxt = 0,



Introdution 9dans C([0,∞[;Hm+5(R)), sous la ondition initiale u|t=0 = v|t=0 = f . Alors, il existe
α0 > 0, et pour 0 ≤ i ≤ m− 1, une onstante Mi > 0, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
0 ≤ t ≤ α−1, on ait

||∂i
xu(., t) − ∂i

xv(., t)||L∞ ≤Miα
2 t.Remarquons que les résultats d'existene et d'uniité pour KdV et BBM au niveau de larégularité onsidérée dans le théorème préédent sont assurés par des théorèmes lassiques.On note Xm(R2) l'ensemble des fontions f de Hm(R2) telles que ∂−1

x f soit dans
Hm(R2), muni de la norme

|f |m =
(
||f ||2m + ||∂−1

x f ||2m
)1/2

.Les solutions des équations KP-II et KP-BBM-II véri�ent :Théorème 0.2 (voir théorème 1.14, [Mam07℄)Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+5(R2). Soit α > 0 et soient u et v respetivement l'uniquesolution de KP-II
ut + ux + αuux + αuxxx + α∂−1

x uyy = 0,et de KP-BBM-II
ut + ux + αuux − αuxxt + α∂−1

x uyy = 0,dans C ([−T, T ];Hm+5(R2)), ave T :=
α−1

Cm+5|f |m+5
, sous la ondition initiale u|t=0 =

v|t=0 = f . Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, uneonstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+5, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
|t| ≤ T , on ait

||∂i
x∂

j
yu(., ., t) − ∂i

x∂
j
yv(., ., t)||L∞ ≤ Ni,jα

3/2 |t|1/2.De plus, notre résultat se généralise au as périodique.Rappelons aussi que même l'existene globale de la solution de l'équation KP-II estassurée par Bourgain [Bou93℄ et elle de la solution de l'équation KP-BBM-II est elleassurée par Saut et Tzvetkov [ST04℄.Ce premier hapitre fait l'objet de l'artile [Mam07℄, paru dans Mathematial Model-ling and Numerial Analysis.1.2. Modèles d'ondes internesDans le même ordre d'idée, on trouve en utilisant la méthode de Matsuno [Mat98,PLS03℄, à partir de l'équation d'Euler, un modèle en dimension 2 modélisant la surfaeséparant deux �uides de densités distintes ρ1 et ρ2 (voir Fig. 2).
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Fig. 2 � Interfae entre deux �uidesAinsi, on obtient l'équation de Benjamin-Ono-2D (2D-BO)
ut + ux + αuux − βH(uxx) + γ∂−1

x uyy = 0, (0.9)où ii α est le quotient entre l'amplitude des ondes et la profondeur du premier �uide, βle quotient entre ette profondeur et la longueur d'onde, et H la transformée de Hilbertdans la diretion Ox. On voit alors que de la même manière que l'on passe de l'équationde KdV à elle de BBM, on obtient une nouvelle équations régularisée, appelée Benjamin-Ono-BBM-2D (2D-BO-BBM), à savoir
vt + vx + αvvx + βH(vxt) + γ∂−1

x vyy = 0 (0.10)Si on suppose que α = β = γ, alors de la même manière que pour les équations KP etaprès avoir établi l'existene et l'uniité loale de solutions du problème de Cauhy, onprouve :Théorème 0.3 (voir théorème 2.5)Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+3(R2). Soit α > 0 et soient u et v respetivement l'uniquesolution de 2D-BO et de 2D-BO-BBM dans C([−α−1T0, α
−1T0];H

m+3(R2)), ave T0 :=
1

Cm+3|f |m+3
, de même donnée initiale. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels

0 ≤ i+ j ≤ m− 2, une onstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+3, telle que si
0 ≤ α ≤ α0, et pour |t| ≤ α−1T0, on ait

||∂i
x∂

j
yu(., ., t) − ∂i

x∂
j
yv(., ., t)||L∞ ≤ Ni,j α

3/2|t|1/2.Ce hapitre ne fera pas l'objet d'une publiation.2. Etudes qualitatives des solutionsDans la seonde partie de ette thèse, on s'intéresse à quelques phénomènes partiuliersdes équations de type BBM, à savoir le prolongement en temps des bornes sur les normes



Introdution 11de Sobolev, une propriété de prolongement unique et la vitesse de déroissane en tempsdes solutions orrespondantes.2.1. Prolongement en temps des bornes des normes de Sobolev des solutionsOn onsidère l'équation BO-BBM
ut + ux + α uux + β H(uxt) = 0.On montre l'existene globale de solution dans Hm

0 (T), s > 1/2, par la méthode de Bréziset Gallouet [BG80℄, où Hm
0 (T) est l'ensemble des fontions Hm(T) de moyenne nulle. Enmultipliant ette équation par u et en intégrant en espae, la norme de Sobolev ||u(., t)||1/2est onservée pour tout temps. Autrement dit, si u est solution de l'équation BO-BBMalors pour tout t ∈ R

||u(., t)||1/2 = ||u(., 0)||1/2.La question que l'on se pose est de savoir e qu'il en est des autres normesHm
0 (T) pourm >

1/2. Le fait que le problème de Cauhy soit loalement bien posé implique que, pour 0 <
α, β ≤ 1 et m > 1/2, il existe deux onstantes C1 > 0 et C2 > 0, dépendant uniquementde m, telles que, si la donnée initiale satisfait ||f ||m ≤ ε, alors pour |t| ≤ C2 ε

−1β

α
, lasolution u satisfait

||u(., ., t)||m ≤ C1 ε.On se demande si ette borne est vraie plus longtemps. On reprend la méthode introduitepar Tzvetkov [Tzv04℄, onsistant à réérire l'équation BO-BBM sous forme normale
vt + L(v) = F (v),où L est un opérateur linéaire et F un opérateur multilinéaire d'ordre stritement plusgrand que 2, dans le but d'améliorer la nature quadratique de la non-linéarité de l'équationBO-BBM. Ii F est un opérateur trilinéaire. On montre alors :Théorème 0.4 (voir théorème 3.2)Soient 0 < α, β ≤ 1 et m > 1/2. Il existe 0 < ε0 <

β2

α
, C1 > 0 et C2 > 0 telles quesi f ∈ Hm

0 (T) ave ||f ||m ≤ ε, pour ε ∈]0, ε0[, alors l'unique solution u du problèmede Cauhy assoié à l'équation périodique BO-BBM de donnée initiale f , satisfait pour
|t| ≤ C2

(
ε−1β

α

)2

,

||u(., t)||m ≤ C1ε. (0.11)La ontrainte de petitesse sur ε0 ne dépend pas de α et β lorsque β2

α
≥ 1. On remarqueaussi que le fait de hoisir ε0 de telle sorte que ε < β2

α
, ave 0 < ε < ε0, implique que letemps prolongé (ε−1β

α

)2 est plus long que elui trouvé par le résultat d'existene loale
ε−1β

α
.



12 IntrodutionFixons α = 1. Lorsque β tend vers zéro, le temps de persistane de la borne (0.11) donnépar le théorème 0.5 tend aussi vers zéro. Cela n'est pas surprenant ar la limite formelle,lorsque β tend vers zéro, de l'équation BO-BBM est elle de Burgers
ut + ux + uux = 0,pour laquelle le temps d'existene du problème de Cauhy assoié à ette équation, pourune donnée initiale de taille ε, est d'ordre ε−1 et e temps est maximal.D'autre part, dans e hapitre, on donne une formulation du résultat de [Tzv04℄ enprésene des paramètres physiques α, β, et γ. On onsidère don l'équation KP-II

ut + ux + αuux + βuxxx + γ∂−1
x uyy = 0.Cette équation est globalement bien posée dans Hm

0 (T2), ave m ≥ 0, et T2 le tore dedimension 2 [Bou93℄. On remarque en multipliant ette équation par u et en intégrant enespae, que la masse dé�nie par ||u(., ., t)||L2 est onservée pour tout temps. On montrealors pour les normes Hm
0 (T2), m > 1, le résultat suivant :Théorème 0.5 (voir théorème 3.18)Soient 0 < α, β, γ ≤ 1 et s > 1. Il existe 0 < ε0 <

β

α
, C1 > 0 et C2 > 0 telles que si f ∈

Hm
0 (T2) ave ||f ||m ≤ ε, pour ε ∈]0, ε0[, alors l'unique solution u du problème de Cauhyassoié à l'équation périodique KP de donnée initiale f , satisfait pour |t| ≤ C2

(
ε−1

√
β

α

)2

,

||u(., ., t)||m ≤ C1ε.2.2. Propriété de prolongement uniqueUne étude d'une propriété de prolongement unique est ensuite étudiée. On essaiede répondre à la question suivante : si la solution u du problème de Cauhy assoié àl'équation KP-BBM-II
ut + ux + αuux − βuxxt + γ∂−1

x uyy = 0,est à support ompat pour tout temps, alors ette solution est-elle identiquement nulle ?Une réponse onernant l'équation KdV fut donnée par Saut et Sheurer [SS87℄, en uti-lisant la méthode de Carleman [Car33℄. Panthee [Pan04, Pan05℄ prouva ette propriétéde prolongement unique pour l'équation de KP-II par l'intermédiaire de la méthode deBourgain [Bou97℄ basée sur des estimations de fontion entière. Grâe au théorème dePaley-Wiener, la fontion entière est ii donnée par un prolongement analytique de latransformée de Fourier en espae de la formule de Duhamel. Mais il n'est pas enore lairque la méthode de Bourgain s'étende à l'équation KP-BBM-II. En e�et la méthode deBourgain néessite de prouver que pour tout R > 0, il existe (k, l) ∈ R2, ave |k|+ |l| > Rtel que
|∂kL(k, l)| ≥ |f(k, l)|, with lim

|k|+|l|→∞
|f(k, l)| = +∞, (0.12)



Introdution 13où L est le symbole de l'évolution linéaire. Pour les équations KP, le symbole de la relationde dispersion est donnée par L(k, l) = k − sβk3 + γl2/k, d'où
∂kL(k, l) = 1 − 3sβk2 − γ

l2

k2
.Si s = 1, la ondition 0.12 est satisfaite, ave f(k, l) = |k|+|l| [Pan05℄. Si s = −1, i.e. pourl'équation KP-I, il existe (k, l) grand (l ∼ k2) tel que ∂kL(k, l) s'annule, et la méthodeintroduite par Bourgain ne s'applique plus.De même, l'évolution linéaire est donnée pour l'équation KP-BBM-II par L(k, l) =

k + γl2/k

1 + βk2
,d'où

∂kL(k, l) =
(1 − βk2)k2 − γl2(1 + 3βk2)

k2(1 + βk2)2
.Or, pour k et l grands, ∂kL(k, l) peut devenir très petit si |l| ≪ |k|.Ii, pour résoudre le problème lié à l'équation KP-BBM-II, on s'inspire alors d'une mé-thode introduite par Constantin [Con05℄ basée sur des intégrations par partie.Théorème 0.6 (voir théorème 4.8)Soit m > 2 et u ∈ C ([−T, T ];Xm(R2)) solution du problème de Cauhy assoié à l'équa-tion KP-BBM-II. Supposons qu'il existe 0 < B < +∞ et C > D dans R, ave |D − C|√

βγ
< π,tels que pour tout t ∈ [−T, T ] supp u(t) ⊆ [−B,B] × [D,C].Alors u est identiquement nulle.Au début du hapitre, on rappelle la méthode de Bourgain dans le ontexte de l'équationd'Airy.2.3. Déroissane en temps des solutionsUne généralisation mathématique des équations de KP-BBM-II onsiste à onsidérerles équations gKP-BBM-II

ut + ux + uρux − uxxt + ∂−1
x uyy = 0,où ρ ≥ 1 est un entier naturel. On étudie dans e hapitre la vitesse de dispersion dessolutions de ette équation pour une donnée initiale petite en fontion de la non-linéarité

ρ. Le fait que l'on onsidère des données petites mais dans un ontexte non-périodiquene nous permet pas d'employer la méthode des formes normales vue préédemment pourétudier les bornes Hs des solutions. Néanmoins, dans le as ontinu, on peut exploiterles propriétés de dispersion de l'évolution libre, es propriétés étant fausses dans le aspériodique.Pour 1 < p < 2 et (m0, m1) ∈ R2, on note Xm0,m1,p(R2) = Hm0(R2) ∩ Wm1,p(R2)l'espae des fontions f telles que la norme
||f ||Xm0,m1,p := ||f ||Hm0 + ||f ||W m1,psoit �nie. Notre résultat s'érit alors :



14 IntrodutionThéorème 0.7 (voir théorème 5.21, [Mam08℄)Soit ρ ≥ 3. Pour 0 < δ <
1

5
− 8

15ρ
, on pose m =

1

2δ
− 2. Choisissons 1 < p < 2 et q > 2tels que 1

p
+

1

q
= 1 et 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 5δ)
.Alors il existe ε > 0 petit pour que pour tout f ∈ X2m+1,7− 4

p
,p(R2) telle que ||f ||

X
2m+1,7− 4

p ,p ≤ ε,il existe une unique solution globale en temps u ∈ C
(
R;X2m+1,7− 4

p
,p(R2)

) de l'équationgKP-BBM-II de donnée initiale f .De plus ette solution véri�e qu'il existe une onstante C > 0, dépendant uniquement de
m, p et ε telle que pour tout temps t ∈ R, on a

||u(., ., t)||Lq + ||ux(., ., t)||Lq ≤ Cε(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q ).Notons que e théorème fournit aussi un résultat d'existene globale de solutions.Rappelons que, pour les équations KP généralisées

ut + ux + uρux + uxxx + ∂−1
x uyy = 0,Hayashi, Naumkin et Saut [HNS99℄ ont montré que pour ρ ≥ 2, le taux de déroissanedes solutions de es équations est essentiellement d'ordre 1.D'autre part, onernant l'équation généralisée gBO-BBM

ut + ux + uρux +H(uxt) = 0,on montre de la même façon :Théorème 0.8 (voir théorème 5.12, [Mam08℄)Soit ρ ≥ 3. Pour 0 < δ <
1

3
− 8

9ρ
, on pose m =

1

2δ
− 1. Choisissons 1 < p < 2 et q > 2tels que 1

p
+

1

q
= 1 et 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 3δ)
.Alors il existe ε > 0 petit pour que pour tout f ∈ Xm+1,4− 2

p
,p(R) telle que ||f ||

X
m+1,4− 2

p ,p ≤ ε,il existe une unique solution globale en temps u ∈ C
(
R;Xm+1,4− 2

p
,p(R)

) de l'équationgBO-BBM de donnée initiale f .De plus ette solution véri�e qu'il existe une onstante C > 0, dépendant uniquement de
m, p et ε telle que pour tout temps t ∈ R, on a

||u(., t)||Lq + ||ux(., t)||Lq ≤ Cε(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ).Que e soit pour l'équation gBO-BBM ou l'équation gKP-BBM-II, on utilise la méthodede Strauss [Str74℄ pour prouver ette déroissane en temps. Pour T > 0, elle onsisteà hoisir une norme NT , qui dépend a priori du temps, telle que, pour une solution del'équation, toutes les dérivées agissent omme un terme linéaire et sont inluses dans unenorme de Sobolev d'ordre su�samment élevé et telle que la puissane ρ soit liée à ladéroissane en temps.Le hapitre 5 nous donnera les détails de l'artile [Mam08℄ paru dans Communiationson Pure and Applied Analysis.



Introdution 153. Etude numérique 3DCette dernière partie, en ollaboration ave F. Hamidouhe et S.M. Me�re, est onsa-rée à l'étude numérique des solutions des équations de Kadomtsev-Petviashvili générali-sées en dimension 3 d'espae. Un artile en préparation en est issu.L'approhe de Kadomtsev et Petviashvili [KP70℄ pour introduire l'équation (0.3) àpartir de KdV (0.1) peut être étendue à la dimension 3. On obtient de ette façon leséquations 3D-KP :
ut + uρux + uxxx + a∂−1

x uyy + b∂−1
x uzz = 0 , (0.13)où ρ ≥ 1, et les onstantes a et b sont normalisées à ±1.L'existene, aussi bien que la non-existene, d'ondes solitaires sont prouvées dans[dBS97a, dBS97b℄ et Saut établit dans [Sau95℄ un résultat d'explosion en temps �ni àl'égard de (0.13) pour a = b = −1 et ρ ≥ 2. Liu [Liu02℄ étend e résultat et prouve que,lorsque la solution de (0.13), pour a = b = −1 et 1 ≤ ρ < 4/3, est initialement prohed'une onde solitaire instable, alors ette solution explose en temps �ni. Il n'y a pas enored'autre résultat théorique sur es questions, notamment dans les as a = b = 1 et ab = −1.Il devient alors intéressant d'étudier numériquement les solutions de (0.13) dans es diversontextes. Le but de ette partie ne onsiste pas uniquement à inspeter numériquementquelques propriétés théoriques déjà prouvés, mais surtout d'investiguer des aspets nonenore établis omme l'explosion en temps �ni, la dispersion, le omportement solitoniqueet l'instabilité transversale.3.1. Comportement en temps long de données loaliséesOn étudie la propagation de la solution du problème de Cauhy assoié à (0.13) dedonnée initiale

u0(x, y, z) = α(1 − 2sx2) e−s(x2+y2+z2) ,où α, s ∈ R∗
+. Cette étude nous donne quelques idées de validité de l'explosion en temps�ni dans le ontexte de [Sau95℄. Typiquement, les observations numériques nous amènentà penser que l'e�et de deux diretions transversales négatives (a = b = −1) est bien moinsrégularisant que l'e�et engendré par les autres hoix de diretions transversales. En e�et,la solution disrète orrespondant au as a = b = −1 explose en temps �ni dès ρ = 2,alors que elle orrespondant à a = b = 1, ab = −1, explose en temps �ni quand ρ = 3.3.2. Instabilité transversale dans les diretions Oy et OzPar abus, on parle d'instabilité de la solution au lieu d'instabilité orbitale de l'ondesolitaire omparativement à ette solution.On étend à la dimension 3 le travail de Hamidouhe [Ham01℄. On observe une formeplus forte d'instabilité dans le sens où l'évolution des solutions de 3D-KP, prohe initia-lement d'une onde solitaire, onduit à une explosion en temps �ni.On étudie l'instabilité dans les deux diretions transversales Oy et Oz en assoiant à(0.13) omme donnée initiale

u0(x, y, z) = Φc(y,z)(x, 0),



16 Introdutionoù c(y, z) = c

(
1 + ε cos

(
2πy

λy

+
2πz

λz

))
, est une perturbation in�nitésimale dans les di-retions Oy et Oz, ave ε > 0 �xé petit, de la vitesse du line-soliton dé�nie par

Φc(x, t) :=

(
(ρ+ 1)(ρ+ 2)

2
c

)1/ρ

sech2/ρ

(
ρ
√
c

2
(x− ct)

)
.Lorsque ρ = 1, 2 et a = b = −1, respetivement ρ = 2 et ab = −1, on observenumériquement que pour une longueur d'onde λy, ou λz, ni trop petite et ni trop grande,la solution disrète de 3D-KP ave une telle donnée initiale explose en temps �ni (enpartiulier le line-soliton est instable sous le �ot de (0.13)). Ces observations nous mènentà la onjeture suivante :Conjeture 0.9Soient ρ ≥ 1 et a = b = −1, respetivement ρ ≥ 2 et ab = −1. Alors il existe deuxlongueurs d'onde ritiques 0 < λ1

c ≪ λ2
c, dépendant uniquement de c, telles que la solutionde 3D-KP, ave pour donnée initiale u0, explose en temps �ni si λ1

c < λy < λ2
c ou λ1

c <
λz < λ2

c.L'existene de la valeur ritique λ1
c signi�e que la solution de 3D-KP, ave une largeperturbation du line-soliton pour donnée initiale, explose en temps �ni, elle de λ2

c traduitle fait que la limite formelle, lorsque λy et λz tendent vers l'in�ni, du line-soliton perturbéest elui de KdV de vitesse c(1+ε), elui-i étant stable [Ben72℄. Ces observations étaientprévisibles onnaissant elles obtenues pour KP-I.Une autre observation intéressante est faite lorsque ρ = 1 et a = 1, b = −1, à savoirlorsque l'équation 3D-KP est formée de KP-II et en addition d'une diretion transversalenégative, la solution disrète orrespondante explose en temps �ni si la longueur d'ondedans la diretion transversale négative (ii λz) est su�samment forte par rapport à elledans la diretion transversale positive, bien que KP-II n'admette pas de solution instable.De manière symétrique, la même observation est notée pour a = −1, b = 1. Plus préise-ment, on peut formuler :Conjeture 0.10Soient ρ = 1 et a = 1, b = −1, respetivement a = −1, b = 1. Alors il existe deuxlongueurs d'onde ritiques 0 < λ1
c ≪ λ2

c, dépendant uniquement de c, telles que la solutionde 3D-KP, ave pour donnée initiale u0, explose en temps �ni si λ1
c < λz < λ2

c, λy < λ1
cou λy > λ2

c , respetivement λ1
c < λy < λ2

c, λz < λ1
c ou λz > λ2

c.3.3. Instabilité transversale dans la diretion OzPour le as spéial ρ = 1 ave a = −1, on étudie l'instabilité transversale dans ladiretion Oz lorsque l'on assoie à (0.13) la donnée initiale
u0(x, y, z) = ψc(z)(x, y, 0),où c(z) = c

(
1 + ε cos

(
2πz

λz

)) est une légère perturbation dans la diretion Oz, ave
ε > 0 �xé petit, de la vitesse du soliton de Zaitsev. Celui-i est dé�ni par

ψc(x, y, t) := 12α2 1 − β cosh(αx− Ωt) cos(δy)

(cosh(αx− Ωt) − β cos(δy))2
,



Introdution 17ave β =

√
δ2 − 3α4

δ2
, Ω =

δ2 + α4

α
, 3α4 < δ2 et c =

Ω

α
.Il dérive des expérienes numériques que la longueur d'onde λz aratérise l'instabilitédu soliton de Zaitsev par perturbations transversales. Plus préisément, pour b = −1, ilexiste deux longueurs d'onde ritiques 0 < λ1

c ≪ λ2
c , dépendant uniquement de c, tellesque la solution de (0.13) ave donnée initiale u0 explose (et par onséquent le soliton deZaitsev est instable sous le �ot de (0.13)) si λ1

c < λz < λ2
c .On aura notamment remarqué que toutes les instabilités, que e soit dans le as d'uneperturbation dans deux diretions transversales, aussi bien que dans elui d'une pertur-bation dans une seule diretion transversale, sont dûes à une explosion en temps �ni.4. Conlusions et Perspetives4.1. Il sera intéressant de généraliser notre travail à des modèles physiquement plus rai-sonnables, prenant par exemple en ompte la fore de Coriolis [Ost78℄, ou enore desmodèles d'ondes internes n'imposant pas une profondeur in�nie [BLS℄.4.2. Modélisation et ComparaisonLors de la modélisation, on remarque que partant de l'équation d'Euler en dimension

3 d'espae, la résolution de l'équation de Laplae (0.4) sous la ondition (0.7) omme sériede la forme
ϕ(x, y, z, t) =

∞∑

n=0

fn(x, y, t)zn,nous permet de trouver les équations KP en dimension 2 d'espae. De même, de l'équationd'Euler en dimension 2 déoule l'équation KdV en dimension 1. Il est alors naturel de sedemander si les équations KP en dimension 3 s'obtiennent à partir du prinipe fondamen-tal de la dynamique, via une analyse asymptotique, et de e que représente la seondediretion transversale Oz. Il faut alors envisager un autre hangement de variables oupenser à un autre phénomène physique.Lorsque l'on ompare les solutions des équations KP-II et KP-BBM-II ave mêmedonnée initiale de norme 1, on remarque qu'elles sont prohes pour un temps d'ordre
α−1. Les simulations numériques et l'étude des équations linéaires nous laissent roire quee temps peut être plus long. La borne en temps α−2, déduite des problèmes linéaires,semblent être une borne limite.Autre remarque intéressante, le passage de KP à sa version BBM peut être réappliqué,de la sorte que l'on obtienne une troisième équation de type KP [Kru75℄

ut + ux + αuux + βuxtt + γ∂−1
x uyy = 0.Il est tentant de vouloir omparer les solutions de ette dernière équation ave elles deKP-II et KP-BBM-II. Bona et Chen [BC99℄ montre en dimension 1 un résultat similaire,à elui obtenu pour KdV et BBM, de omparaison des solutions pour un temps maximumde omparaison d'ordre α−1/2. Dans le as de la dimension 2, le temps de omparaisonpeut devenir d'ordre α, e qui est bien trop ourt pour omparer les solutions.



18 Introdution4.3. Prolongement en temps des bornes des normes de Sobolev des solutionsLà enore, rien ne dit que la borne en temps, obtenue par la méthode des formesnormales, est optimale. De plus, dans le as de l'équation KP, la preuve néessite d'imposerune régularité d'ordre s > 1, et on peut se demander e qui se passe pour une régularitéplus faible.D'autre part, ette méthode ne s'applique pas au as de l'équation KP-BBM-II. Si onnote pour (k, l) ∈ Z2, σ(k, l) = i
k + γ l2

k

1 + βk2
, alors pour (k, l) et (k1, l1) dans Z2, ave k 6= 0,

k1 6= 0 et k 6= k1, le symbole σ de la relation de dispersion véri�e
|σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)| =

∣∣β(3 + β(k2
1 − kk1 + k2)) +R

∣∣

× |kk1(k − k1)|
(1 + βk2)(1 + βk2

1)(1 + β(k − k1)2)
,où R = R(k, k1, l, l1, γ, β). Pour appliquer la méthode des formes normales, il faut queette égalité ne s'annule pas, e qui n'est pas le as ii.4.4. Propriété de prolongement uniqueConernant la propriété de prolongement unique, la simpliité de la méthode estontrebalané par le fait que le support dans la diretion Oy de la solution doit êtrepetit. D'autre part, il n'est pas enore lair que la méthode de Bourgain s'applique àl'équation KP-BBM-II.4.5. Déroissane en temps des solutionsEn�n, que e soit pour l'équation KdV généralisée ou sa version BBM, on note quel'ordre de déroissane en temps est d'ordre 1/3 dans les deux as [Str74, Alb86℄. Endimension 2, Haysahi, Naumkin et Saut [HNS99℄ ont prouvé que, pour l'équation KPgénéralisée, l'ordre de déroissane en temps est 1. Or, rien ne dit que notre résultat estoptimal et on se demande alors si on peut trouver un ordre de déroissane en tempsmeilleur que 1/2, et se rapproher de la valeur 1 pour la version BBM. Autre question ensuspend, peut-on diminuer la non-linéarité ρ ? Dans notre analyse, l'existene globale desolutions est prouvée pour ρ ≥ 3 alors que [HNS99℄ la démontre jusque ρ ≥ 2.
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Première partie

Modélisation et Comparaison desmodèles





21
Chapitre 1Modèles d'ondes de surfae endimension 2

Ce premier hapitre fait l'objet de l'artile [Mam07℄, paru dans Mathematial Model-ling and Numerial Analysis.Dans e hapitre, nous étudions ertains modèles asymptotiques des ondes hydrody-namiques. On s'intéresse plus partiulièrement aux modèles d'ondes longues de faibleamplitude en eau de surfae en dimensions 1 et 2. L'éoulement du �ux irrotationnel d'un�uide parfait inompressible homogène est dérit par l'équation d'Euler
∂u

∂t
+ ∇

(
u2

2

)
= −∇

(
P

ρ0

)
−∇g z,où u ∈ R3 désigne le hamp de vitesse. A partir de ette équation, on obtient les équationsdérivant la surfae libre η de es ondes en dimension 1, à savoir les équations de Korteweg-de Vries (KdV) [KdV95℄

ηt + ηx +
3

2
α ηηx +

1

2
(
1

3
− σ) β ηxxx = 0,et de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) [BBM72℄, pour σ < 1/3,

ηx + ηt +
3

2
α ηηx −

1

2
(
1

3
− σ) β ηxxt = 0,où σ > 0 désigne le nombre de Bond lié à la tension de surfae, α est le quotient entrel'amplitude des ondes et la profondeur de l'eau, et β est le arré du quotient entre laprofondeur et la longueur d'onde. En dimension 2, les modèles asymptotiques sont donnéspar les équations de Kadomstev-Petviashvili [KP70℄

(
ηt + ηx +

3

2
αηηx +

1

2
(
1

3
− σ)βηxxx

)

x

+
γ

2
ηyy = 0,appelées KP-I si σ > 1/3, KP-II si σ < 1/3, où ii γ désigne le arré du quotient entre leslongueurs d'onde dans les deux diretions du plan.De la même manière que l'on passe de KdV à BBM, on peut se demander quels sont les



22 1. Modèles d'ondes de surfae 2Dmodèles orrespondant aux équations KP-I et KP-II. Dans un premier temps, on véri�eraque seul le modèle dérit par l'équation KP-BBM-II
(
ηt + ηx +

3

2
αηηx −

1

2
(
1

3
− σ)βηxxt

)

x

+
γ

2
ηyy = 0,pour σ < 1/3, est linéairement bien posé dans L2(R2), et don est le seul modèle raison-nable. De même, BBM est un modèle raisonnable uniquement pour σ < 1/3.Une fois e travail de modélisation e�etué, on pourra, dans un seond temps, omparerles solutions des équations de KP-II et KP-BBM-II. On supposera alors que α, β et γsont égaux.Avant d'énoner notre résultat, rappelons que Bona, Prithard et Sott [BPS83℄ ont mon-tré en dimension 1 :Théorème 1.1Soientm ≥ 1, et f ∈ Hm+5(R). Soit α > 0 et soient η et ζ respetivement l'unique solutionde KdV et de BBM dans C([0,∞[;Hm+5(R)), sous la ondition initiale η|t=0 = ζ |t=0 = f .Alors, il existe α0 > 0, et pour 0 ≤ i ≤ m− 1, une onstante d'ordre un Mi > 0, telle quesi 0 < α ≤ α0, et pour 0 ≤ t ≤ α−1, on ait

||∂i
xη(., t) − ∂i

xζ(., t)||L∞(R) ≤ Miα
2 t.Pour les modèles de dimension 2 sans tension de surfae, on montrera un résultat simi-laire. Si on note Xm(R2) l'ensemble des fontions f de Hm(R2) telles que ∂−1

x f soit dans
Hm(R2), on peut énoner :Théorème 1.2Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+5(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ respetivement l'uniquesolution de KP-II et de KP-BBM-II dans C ([−T, T ];Hm+5(R2)), ave T :=

α−1

Cm+5|f |m+5

,sous la ondition initiale η|t=0 = ζ |t=0 = f . Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiersnaturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, une onstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de la normede f dans Xm+5(R2), telle que si 0 < α ≤ α0, et pour |t| ≤ T , on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)||L∞(R2) ≤ Ni,jα

3/2 |t|1/2.La preuve onsistera à étudier les solutions des équations
ut + uux + uxxx + ∂−1

x uyy = 0 (1.1)
vt + vvx + vxxx − αvxxt + ∂−1

x vyy = 0. (1.2)La hose importante est de remarquer que, lorsque l'on prend α = β = γ, le passage deKP-II à (1.1) et de KP-BBM-II à (1.2) se fait uniquement à l'aide du hangement devariables
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Clairement, e hangement de variables nous permettra de généraliser nos résultats à desproblèmes périodiques dans les deux diretions d'espae.



1.1. Dérivation des équations 23On pourra alors s'intéresser à ette omparaison de façon numérique en se restreignantà des domaines de type [−π, π] × [−π, π], puis en prolongeant par périodiité. On sedemandera alors si l'intervalle du temps de omparaison pourrait être plus grand. Onobservera, e�etivement, que les inégalités de omparaison restent vraies au delà du tempsdonné par le théorème préédent, et que le omportement du problème non linéaire estsemblable à elui du problème linéaire lors des premiers instants d'observation.1.1 Dérivation des équationsOn s'appuie ii essentiellement sur les livres [MT99, Whi74℄. Soit I un intervalle de
R+. On onsidère une partie de �uide S remplissant un volume Ωt0 de R3 au temps initial
t0 ∈ I, et un volume Ωt de R3 au temps t ∈ I. Soit ρ = ρ(x, t) ∈ R la masse volumique dusystème au point x ∈ Ωt, et au temps t ∈ I. On suppose que ρ est de lasse C1 en espae eten temps. On se donne une partiule de �uide se trouvant à la position a ∈ Ωt0 au tempsinitial t0, et à la position x ∈ Ωt au temps t ∈ I. On appelle déformation l'appliation
Φ = Φ(a, t0, t)

Φ : a ∈ Ωt0 7→ x ∈ Ωt.On suppose que Φ est un C1-di�éomorphisme de Ωt0 sur Ωt.1.1.1 Prinipes physiquesOn se plae désormais dans un référentiel galiléen de R3, 'est à dire qu'on se munitd'un repère orthonormée (Ox1, Ox2, Ox3) ave Ox3 vertial dirigé vers le haut et d'unehronologie, pour nous permettre d'étudier les aspets inématiques de l'éoulement du�uide. On admet les prinipes Newtoniens, on peut alors dé�nir la vitesse de la partiuleoupant la position x ∈ Ωt au temps t ∈ I omme étant le veteur de R3

u(x, t) :=
∂Φ

∂t
(a, t0, t),et l'aélération le veteur de R3

γ(x, t) :=
∂2Φ

∂2t
(a, t0, t).La vitesse et l'aélération sont indépendantes du hoix de t0. On hoisit une desriptionEulérienne de l'éoulement, 'est à dire qu'on herhe le hamp de vitesse u = u(x, t) ∈ R3en haque point x ∈ Ωt et temps t ∈ I. On suppose que la vitesse u est de lasse C1 enespae et en temps.On appelle masse du système S au temps t ∈ I l'intégrale∫

Ωt

ρ(x, t) dx.Le domaine d'intégration varie ave le temps. Le prinipe de onservation de la massepostule qu'il n'y a ni apparition ni disparition de matière, ela peut s'érire enore quepour tout ouvert Ω′
t0
de Ωt0 , on a pour Ω′

t = Φ(Ω′
t0
, t)

d

dt

∫

Ω′
t

ρ(x, t) dx = 0.



24 1. Modèles d'ondes de surfae 2DProposition 1.3 [MT99, propostion 5℄Pour tout t ∈ I et pour tout x ∈ Ωt, on a
∂ρ

∂t
(x, t) + ∇ · (ρ(x, t)u(x, t)) = 0.Un �uide parfait est un �uide non visqueux, 'est à dire que l'on néglige les foresd'interations entre moléules. Un �uide est dit inompressible si le volume de toutequantité de �uide reste onstant durant le mouvement. Un �uide est dit homogène si lamasse volumique ρ est onstante. En partiulier, d'après la proposition 1.3, la divergenede la vitesse est nulle.Le �ux d'un �uide est dit irrotationnel si le veteur ω := (∇ ∧ u) est nul. On l'appelleveteur tourbillon. On rappelle que pour Ωt0 simplement onnexe, ω est nul si et seulementsi u est le gradient d'une fontion ϕ, appelée potentiel de vitesse ([Tay96℄ p.69).Dans le as d'un �ux irrotationnel, la onservation de la masse s'érit

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ∇ϕ) = 0.On remarque alors que pour un �ux irrotationnel d'un �uide parfait homogène, la fontionpotentiel de vitesse est une fontion harmonique. En e�et, omme le �ux est irrotationnel,il existe une fontion ϕ telle que u = ∇ϕ. Le fait que le �uide soit homogène implique

0 = ∇ · u = ∇ · (∇ϕ) = ∆ϕ.Le prinipe fondamental de la dynamique postule que l'aélération subie par un orpsest proportionnelle à la résultante des fores qu'il subit, et inversement proportionnelle àsa masse.Pour un �uide, il existe trois types de fore :� la pesanteur −ρ∇g x3,� la pression −∇P ,� les fores de visosité, qui dans notre étude sont négligées.Calulons l'aélération omme un dérivée Eulérienne. En e�et, il faut tenir ompte dufait que la position dépend également du temps. On a par dé�nition
γ(x, t) :=

∂2Φ

∂t2
(a, t) =

∂

∂t
u(Φ(a, t), t) =

∂u

∂t
(x, t) +

3∑

i=1

ui(x, t)
∂u

∂xi
(x, t),ou enore

γ(x, t) =
∂u

∂t
(x, t) + (u.∇)u(x, t) =:

Du

Dt
(x, t).On remarque que

(
∇
(
u2

2

)
+ (∇ ∧ u) ∧ u

)

1

= u1
∂u1

∂x1
+ u2

∂u2

∂x1
+ u3

∂u3

∂x1
+

(
∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1

)
u3 −

(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
u2

= γ1.De même pour les deux autres omposantes. Finalement l'aélération est donnée par
γ =

∂u

∂t
+ ∇

(
u2

2

)
+ (∇∧ u) ∧ u.



1.1. Dérivation des équations 25Le terme ∂u

∂t
est l'aélération loale, elle traduit la non permanene de l'éoulementet le terme ∇
(
u2

2

)
+ (∇∧ u) ∧ u est appelé aélération onvetive, elle traduit la nonuniformité de l'éoulement.Le prinipe fondamental de la dynamique donne l'équation d'Euler

ρ

(
∂u

∂t
+ ∇

(
u2

2

)
+ (∇∧ u) ∧ u

)
= −∇P − ρ∇g x3.1.1.2 Réériture dans le planOn se plae désormais dans le plan (Ox,Oy) et on étudie un �ux irrotationnel d'un�uide parfait inompressible homogène, remplissant le domaine plan Ωt, dé�ni par −h <

y < η(x, t) et x ∈ R tel que la surfae libre du �uide Σt soit dérite par l'équation
y = η(x, t) (voir �g.1.1). On note ρ0 la onstante représentant la masse volumique du�uide. On suppose que la pression de surfae est donnée par P = p− T

R
, où p est lapression extérieure appliquée sur la surfae, T est appelée tension de surfae et R est lerayon de ourbure de ette surfae.

y

Ω

−h

t

x

tΣ η(x,t)

Fig. 1.1 � Surfae du �uide au temps tIl existe une fontion potentiel de vitesse ϕ telle que u = ∇ϕ et véri�ant l'équation deLaplae
ϕxx + ϕyy = 0. (1.3)Comme (∇∧ u) = 0, l'équation d'Euler sur la surfae Σt devient

∂

∂t
(∇ϕ) + ∇

(
(∇ϕ)2/2

)
+ ∇

(
p

ρ0

)
−∇

(
T

ρ0R

)
+ ∇g y = 0.



26 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn en déduit une ondition dynamique l'équation de Bernoulli
ϕt +

1

2

(
ϕ2

x + ϕ2
y

)
+

p

ρ0
+ gy − T

ρ0R
= c(t),où c(t) est indépendante des variables d'espae.A la surfae Σt, la pression est onstante, et omme ϕ est dé�nie à l'addition d'une fontiontemporelle près, on peut remplaer ϕ par ϕ+

∫ t

0

p

ρ0
− c(s) ds, pour obtenir sur Σt :

ϕt +
1

2

(
ϕ2

x + ϕ2
y

)
+ gη − T

ρ0

ηxx

(1 + η2
x)

3/2
= 0. (1.4)La vitesse normale de la surfae, donnée par −ηt, doit être égale à la vitesse normale du�uide, donnée par ϕxηx − ϕy. Il s'ensuit une ondition inématique

ηt + ϕxηx − ϕy = 0. (1.5)Sur la surfae intérieure, on impose une ondition de non pénétration
ϕy = 0 si y = −h. (1.6)Jusqu'à la setion 1.2, les résultats seront formels.1.1.3 Petite amplitude de surfae en dimension 1On suppose que l'équation de la surfae Σt véri�e η = O(a), où a est l'amplitudedes ondes. On suppose de plus que l'amplitude des ondes a est négligeable par rapport àla profondeur h et que ette profondeur h est elle même négligeable par rapport à k lalongueur d'onde dans la diretion x, 'est à dire que l'on s'intéresse aux ondes de faibleamplitude et de grande longueur (voir Fig.1.2).On herhe à adimensionner les équations préédentes. Pour ela, on suppose que, pour

c =
√
gh la vitesse aratéristique des ondes, les fontions ϕ et η s'érivent

ϕ(x, y, t) =
gka

c
ϕ̃(
x

k
,
y

h
+ 1,

c

k
t),

η(x, t) = aη̃(
x

k
,
c

k
t).Ce hangement de fontions est important, il nous permet de passer de fontions quipeuvent être très osillantes, don di�iles à manipuler, ii ϕ et η, à des fontions avebeauoup moins d'osillations, autrement dit de grande longueur d'ondes, ii ϕ̃ et η̃. Onpose alors

x̃ =
x

k
, ỹ =

y

h
+ 1, t̃ =

c

k
t,

α =
a

h
, β =

h2

k2
, T = h2ρ0gσ,
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y

−h
x

a

k

η(    )x,t

Fig. 1.2 � Petite amplitude de surfaeoù σ > 0 est le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dans les équationsobtenues par es hangements. L'équation de Σt devient y = 1+αη, et les équations (1.3),(1.4), (1.5) et (1.6)
βϕxx + ϕyy = 0 si 0 < y < 1 + αη , (1.7)

ϕt +
1

2
αϕ2

x +
1

2

α

β
ϕ2

y + η − βσ
ηxx

(1 + α2βη2
x)

3/2
= 0 si y = 1 + αη , (1.8)

ηt + αϕxηx −
1

β
ϕy = 0 si y = 1 + αη , (1.9)
ϕy = 0 si y = 0. (1.10)Véri�ons que l'on retrouve bien les équations préédentes.(i) L'équation de Σt est

y = η

= aη̃.D'où
ỹ = 1 +

y

h
= 1 + αη̃.(ii) L'équation de Laplae (1.3) devient

1

k2
ϕ̃exex +

1

h2
ϕ̃eyey = 0.Multiplier par h2 donne le résultat.(iii) L'équation (1.4) devient

gaη̃ +
gka

c

c

k
ϕ̃et +

1

2

(
(
gka

c
)2 1

k2
ϕ̃2

ex + (
gka

c
)2 1

h2
ϕ̃2

ey

)
− h2gσ

a
k2 η̃exex

(1 + a2

k2 η̃
2
ex)

3/2
= 0.



28 1. Modèles d'ondes de surfae 2DEn divisant par ga, on trouve
η̃ + ϕ̃et +

1

2

(
ga

c2
ϕ̃2

ex +
ga

c2
k2

h2
ϕ̃2

ey

)
− h2

k2
σ

η̃exex

(1 + a2

h2
h2

k2 η̃
2
ex)

3/2
= 0,qui est l'équation (1.8).(iv) L'équation (1.5) devient

ac

k
η̃et +

gka

c

1

k
ϕ̃ex
a

k
η̃ex −

gka

c

1

h
ϕ̃ey = 0

ac

k
η̃et +

ga2

kc
ϕ̃exη̃ex −

gka

ch
ϕ̃ey = 0.En divisant par ac

k
, on trouve

η̃et +
ga

c2
ϕ̃exη̃ex −

g

c2
k2

h
ϕ̃ey = 0

η̃et +
a

h
ϕ̃exη̃ex −

k2

h2
ϕ̃ey = 0,qui est l'équation (1.9).On veut résoudre l'équation de Laplae (1.7) sous la ondition (1.10). Pour ela, onherhe une solution sous forme de série, on suppose

ϕ(x, y, t) =
∞∑

n=0

fn(x, t)yn.On obtient
ϕy(x, y, t) =

∞∑

n=1

nfn(x, t)yn−1,d'où si y = 0, on a f1(x, t) = 0. L'équation (1.7) s'érit
β

∞∑

n=0

yn∂
2fn

∂x2
+

∞∑

n=2

n(n− 1)yn−2fn = 0

∞∑

n=0

(
β
∂2fn

∂x2
+ (n+ 1)(n+ 2)fn+2

)
yn = 0.Il s'ensuit que pour tout entier n,

β
∂2fn

∂x2
+ (n + 1)(n+ 2)fn+2 = 0.On résout es équations par réurrene sur n. Comme f1 = 0, on en déduit

∀n ∈ N , f2n+1 = 0.



1.1. Dérivation des équations 29Pour les indies pairs, on a
β
∂2f0

∂x2
+ 2f2 = 0 , β

∂2f2

∂x2
+ 12f4 = 0,ou enore

f2 = −β
2

∂2f0

∂x2
, f4 =

β2

24

∂4f0

∂x4
.On en déduit que

∀n ∈ N , f2n =
(−1)n

(2n)!
βn∂

2nf0

∂x2n
.Posons f(x, t) := f0(x, t), l'expression de ϕ est alors

ϕ(x, y, t) =

∞∑

n=0

(−1)n y2n

(2n)!
βn ∂

2nf

∂x2n
(x, t).Comme on s'intéresse aux ondes de faible amplitude et de grande longueur, α et β sontpetits, on e�etue alors un développement limité pour β prohe de zéro. On a

ϕ = f − y2

2
fxx β +

y4

24
fxxxx β

2 +O(β3),et les dérivées en espae donnent
− 1

β
ϕy = y fxx −

y3

6
fxxxx β +O(β2),

ϕx = fx −
y2

2
fxxx β +O(β2).L'équation (1.9) devient pour y = 1 + αη

ηt + α

(
fx −

(1 + αη)2

2
fxxx β

)
ηx + (1 + αη) fxx −

(1 + αη)3

6
fxxxx β = O

(
α2 + β2

)
,

ηt + (αηxfx + (1 + αη)fxx) −
β

6
fxxxx = O

(
α2 + β2

)
.Or αηxfx + (1 + αη)fxx = ((1 + αη)fx)x, don �nalement on obtient

ηt + ((1 + αη)fx)x −
β

6
fxxxx = O

(
α2 + β2

)
. (1.11)De plus, ϕt = ft −

y2

2
fxxtβ +O(β2), on déduit alors de (1.8)

η + ft −
β

2
(1 + αη)2fxxt +

α

2
f 2

x − βσηxx = O
(
α2 + β2

)
,

η + ft +
α

2
f 2

x − β

2
fxxt − βσηxx = O

(
α2 + β2

)
. (1.12)



30 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn simpli�e (1.11) et (1.12) en posant w = fx et en dérivant (1.12) par rapport à x
ηt + ((1 + αη)w)x −

β

6
wxxx = O

(
α2 + β2

) (1.13)
ηx + wt + αwwx − β

(
1

2
wxxt + σηxxx

)
= O

(
α2 + β2

)
. (1.14)Ces deux dernières équations sont appelées équations de Boussinesq.A l'ordre le plus bas, les équations (1.13) et (1.14) deviennent

ηt + wx = O(α+ β),

ηx + wt = O(α+ β),e qui implique ηtt−ηxx = O(α+β). Si on suppose que les ondes se déplaent de la gauhevers la droite, la solution de ette équation est de la forme η(x, t) = η(x− t, 0)+O(α+β),e qui implique ηt + ηx = O(α+ β). On a don
ηt − wt = ηt + ηx = O(α+ β),

ηx − wx = ηx + ηt = O(α+ β),d'où η = w à l'ordre le plus bas. Pour revenir aux équations (1.13) et (1.14), il nous fautorriger ette dernière égalité, on herhe don w sous la forme
w = η + αA+ βB +O

(
α2 + β2

)
,et on veut déterminer la valeur de A et B à l'ordre α + β près. D'après (1.13), on a

ηt + wx = O(α+ β),et la forme de w implique
ηt + ηx = O(α+ β).On déduit de (1.13)

ηt + ((1 + αη)(η + αA+ βB))x −
β

6
(η + αA+ βB)xxx = O

(
α2 + β2

)
,

ηt + ((1 + αη)η + αA+ βB)x −
β

6
ηxxx = O

(
α2 + β2

)
,

ηt + ηx + 2αηηx + αAx + βBx −
β

6
ηxxx = O

(
α2 + β2

)
,d'où l'équation

ηt + ηx + α(Ax + 2ηηx) + β(Bx −
1

6
ηxxx) = O

(
α2 + β2

)
. (1.15)De la même manière, on déduit de (1.14)

ηx + (η + αA+ βB)t + α(η + αA+ βB)(η + αA+ βB)x

−β(
1

2
(η + αA+ βB)xxt + σηxxx) = O

(
α2 + β2

)
,

ηx + ηt + αAt + βBt + αηηx − β(
1

2
ηxxt + σηxxx) = O

(
α2 + β2

)
,



1.1. Dérivation des équations 31d'où l'équation
ηx + ηt + α(At + ηηx) + β(Bt −

1

2
ηxxt − σηxxx) = O

(
α2 + β2

)
. (1.16)Comme ηt = −ηx +O(α+ β), l'équation préédente devient

ηx + ηt + α(At + ηηx) + β(Bt +
1

2
ηxxx − σηxxx) = O

(
α2 + β2

)
. (1.17)La ompatibilité des équations (1.15) et (1.17) dans le développement limité implique

Ax + 2ηηx = At + ηηx,

Bx −
1

6
ηxxx = Bt +

1

2
ηxxx − σηxxx,que l'on peut enore érire

At − Ax = ηηx,

Bt − Bx = −2

3
ηxxx + σηxxx.E�etuons le hangement de variables

r = x− t , s = x+ t,

x =
s+ r

2
, t =

s− r

2
.On surligne les fontions ayant pour variables (r, s). On obtient alors

ηs = ηx xs + ηt ts =
1

2
ηx +

1

2
ηt = O(α+ β),

ηr = ηx xr + ηt tr =
1

2
ηx −

1

2
ηt = ηx +O(α+ β).Revenons au alul de A, on a alors

At = Ar rt + As st = −Ar + As,

Ax = Ar rx + As sx = Ar + As.d'où
At − Ax = −2Ar.Comme At −Ax = ηηx, on a

−2Ar = ηηx = η ηr +O(α+ β)

=

(
η2

2

)

r

+O(α+ β),don
A = −η

2

4
.



32 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn alule de la même manière B, et on trouve
Bt −Bx = −2Br,et omme Bt − Bx = (−2

3
+ σ) ηxxx,
−2Br = (−2

3
+ σ) ηrrr +O(α+ β),don

B = (
1

3
− σ

2
)ηxx.Remplaer les valeurs de A et B dans l'équation (1.15) donne

ηt + ηx + α(−1

2
ηηx + 2ηηx) + β

(
(
1

3
− σ

2
)ηxxx −

1

6
ηxxx

)
= O

(
α2 + β2

)
,d'où

ηt + ηx +
3

2
α ηηx + (

1

6
− σ

2
) β ηxxx = O

(
α2 + β2

)
.Comme ηt = −ηx +O(α+ β), on déduit de ette équation

ηt + ηx +
3

2
α ηηx − (

1

6
− σ

2
) β ηxxt = O

(
α2 + β2

)
.Les équations au premier ordre sont respetivement l'équation de KdV

ηt + ηx +
3

2
α ηηx +

1

2
(
1

3
− σ) β ηxxx = 0,et l'équation de BBM

ηx + ηt +
3

2
α ηηx −

1

2
(
1

3
− σ) β ηxxt = 0.Ce problème est mal posé dans L2(R) si σ > 1/3, en e�et on peut érire l'équationpréédente (

1 − β

2
(
1

3
− σ) ∂2

x

)
ηt = −ηx −

3

2
α ηηx,et l'opérateur (1 + c ∂2

x), pour c > 0, n'est pas inversible sur L2(R) ar, pour toute fontion
u de L2(R), on a (

1 + c ∂2
x

)
u(x) = F−1

(
(1 − ck2)Fu

)
(x),et (1 − ck2) s'annule si c > 0.



1.1. Dérivation des équations 331.1.4 Dérivation de KP-BBMRevenons dans un repère (Ox,Oy,Oz) de R3, ave Oz l'axe vertial dirigé vers le haut.On onsidère un �ux irrotationnel d'un �uide parfait inompressible homogène. Il existeune fontion potentiel de vitesse ϕ véri�ant
ϕxx + ϕyy + ϕzz = 0 si− h < z < η(x, y, t) , (1.18)

ϕt +
1

2
(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z) + gη

− T

ρ0

ηxx(1 + η2
y) + ηyy(1 + η2

x) − 2ηxyηxηy

(1 + η2
x + η2

y)
3/2

= 0 si z = η(x, y, t) , (1.19)
ηt + ϕxηx + ϕyηy − ϕz = 0 si z = η(x, y, t) , (1.20)

ϕz = 0 si z = −h. (1.21)De la même manière que pour la setion 1.1.3, on suppose que l'équation de la surfae
Σt véri�e η = O(a), où a est l'amplitude des ondes. On suppose enore que l'amplitudedes ondes a est négligeable par rapport à la profondeur h et que ette profondeur h estelle même négligeable par rapport à k la longueur d'onde dans la diretion x, 'est à direque l'on s'intéresse toujours aux ondes de faible amplitude et de grande longueur. Maison suppose aussi que k la longueur d'onde dans la diretion x est négligeable par rapportà l la longueur d'onde dans la diretion y, 'est à dire que la propagation d'ondes se faitprinipalement dans la diretion x.On herhe de nouveau à adimensionner les équations préédentes. Pour ela, on supposeque, pour c =

√
gh la vitesse aratéristique des ondes, les fontions ϕ et η s'érivent

ϕ(x, y, z, t) =
gka

c
ϕ̃(
x

k
,
y

l
,
z

h
+ 1,

c

k
t),

η(x, y, t) = aη̃(
x

k
,
y

l
,
c

k
t).On pose

x̃ =
x

k
, ỹ =

y

l
, z̃ =

z

h
+ 1, t̃ =

c

k
t,

α =
a

h
, β =

h2

k2
, γ =

k2

l2
, T = h2ρ0gσ,où σ > 0 désigne toujours le nombre de Bond. Par abus, on supprimera les tildes dansles équations obtenues par es hangements. L'équation de Σt devient z = 1 + αη, et leséquations (1.18), (1.19), (1.20) et (1.21)

βϕxx + βγϕyy + ϕzz = 0 si 0 < z < 1 + αη ,

ϕt +
1

2
αϕ2

x +
1

2
αγϕ2

y +
1

2

α

β
ϕ2

z + η (1.22)
−βσ

ηxx(1 + α2βγη2
y) + γηyy(1 + α2βη2

x) − 2α2βγηxyηxηy

(1 + α2βη2
x + α2βγη2

y)
3/2

= 0 si z = 1 + αη ,(1.23)
ηt + αϕxηx + αγϕyηy −

1

β
ϕz = 0 si z = 1 + αη ,(1.24)
ϕz = 0 si z = 0. (1.25)



34 1. Modèles d'ondes de surfae 2DVéri�ons que l'on retrouve bien les équations préédentes.(i) L'équation de Laplae (1.18) donne
1

k2
ϕ̃exex +

1

l2
ϕ̃eyey +

1

h2
ϕ̃ezez = 0.Multiplier par h2 donne (1.22).(ii) L'équation (1.19) donne

gaη̃ +
gka

c

c

k
ϕ̃et +

1

2

(
(
gka

c
)2 1

k2
ϕ̃2

ex + (
gka

c
)2 1

l2
ϕ̃2

ey + (
gka

c
)2 1

h2
ϕ̃2

ez

)

−gh2σ
a
k2 η̃exex(1 + a2

l2
η̃2

ey) + a
l2
η̃eyey(1 + a2

k2 η̃
2
ex) − 2 a3

k2l2
η̃exeyη̃exη̃ey

(1 + a2

k2 η̃
2
ex + a2

l2
η̃2

ey)
3/2

= 0.En divisant par ga, on trouvẽ
η + ϕ̃et +

1

2

(
ga

c2
ϕ̃2

ex +
ga

c2
k2

l2
ϕ̃2

ey +
ga

c2
k2

h2
ϕ̃2

ez

)

−h
2

k2
σ
η̃exex(1 + a2

h2
h2

k2
k2

l2
η̃2

ey) + k2

l2
η̃eyey(1 + a2

h2
h2

k2 η̃
2
ex) − 2 a2

h2
h2

k2
k2

l2
η̃exeyη̃exη̃ey

(1 + a2

h2
h2

k2 η̃
2
ex + a2

h2
h2

k2
k2

l2
η̃2

ey)
3/2

= 0.qui est l'équation (1.23).(iii) L'équation (1.20) donne
ac

k
η̃et +

gka

c

1

k
ϕ̃ex
a

k
η̃ex +

gka

c

1

l
ϕ̃ey
a

l
η̃ey −

gka

c

1

h
ϕ̃ez = 0

ac

k
η̃et +

ga2

kc
ϕ̃exη̃ex +

ga2

c

k

l2
ϕ̃eyη̃ey −

gka

ch
ϕ̃ez = 0.En divisant par ac

k
, on trouve
η̃et +

ga

c2
ϕ̃exη̃ex +

ga

c2
k2

l2
ϕ̃eyη̃ey −

g

c2
k2

h
ϕ̃ez = 0

η̃et +
a

h
ϕ̃exη̃ex +

a

h

k2

l2
ϕ̃eyη̃ey −

k2

h2
ϕ̃ez = 0,qui est l'équation (1.24).On veut à nouveau résoudre l'équation de Laplae (1.22) sous la ondition (1.25). Pourela, on herhe une solution sous forme de série, on suppose

ϕ(x, y, z, t) =

∞∑

n=0

fn(x, y, t)zn.On obtient
ϕz(x, y, z, t) =

∞∑

n=1

nfn(x, y, t)zn−1,



1.1. Dérivation des équations 35d'où si z = 0, on a f1(x, y, t) = 0. L'équation (1.22) s'érit
∞∑

n=0

zn(β
∂2fn

∂x2
+ βγ

∂2fn

∂y2
) +

∞∑

n=2

n(n− 1)zn−2fn = 0

∞∑

n=0

(
β
∂2fn

∂x2
+ βγ

∂2fn

∂y2
+ (n+ 1)(n+ 2)fn+2

)
zn = 0.Il s'ensuit que pour tout entier n,

β
∂2fn

∂x2
+ βγ

∂2fn

∂y2
+ (n+ 1)(n+ 2)fn+2 = 0.On résout es équations par réurrene sur n. Comme f1 = 0, on en déduit

∀n ∈ N , f2n+1 = 0.Pour les indies pairs, on a
β
∂2f0

∂x2
+ βγ

∂2f0

∂y2
+ 2f2 = 0 , β

∂2f2

∂x2
+ βγ

∂2f2

∂y2
+ 12f4,ou enore

f2 = −
(
β

2

∂2f0

∂x2
+
βγ

2

∂2f0

∂y2

)
, f4 =

(
β2

24

∂4f0

∂x4
+
β2γ + βγ2

24

∂4f0

∂x2∂y2
+
β2γ2

24

∂4f0

∂y4

)
.On note f := f0. On e�etue alors un développement limité de ϕ pour β prohe de zéro.On trouve

ϕ(x, y, z, t) = f−
(
β

2
fxx +

βγ

2
fyy

)
z2+

(
β2

24
fxxxx +

β2γ + βγ2

24
fxxyy +

β2γ2

24
fyyyy

)
z4+O(β3).L'équation (1.24) devient pour z = 1 + αη

ηt + α

[
fx −

(
β

2
fxxx +

βγ

2
fxyy

)
(1 + αη)2

]
ηx + αγ

[
fy −

(
β

2
fxxy +

βγ

2
fyyy

)
(1 + αη)2

]
ηy

+ (fxx + γfyy)(1 + αη) − β

6
fxxxx(1 + αη)3 = O

(
α2 + β2 + γ2

)
.A l'ordre le plus bas, on obtient l'équation linéaire

ηt + fxx = O(α+ β + γ). (1.26)A l'ordre suivant, on obtient
ηt + αfxηx + (1 + αη)fxx −

β

6
fxxxx + γfyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
,ou enore

ηt + ((1 + αη)fx)x −
β

6
fxxxx + γfyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
.De la même manière, l'équation (1.23) devient pour
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η +

[
ft −

(
β

2
fxxt +

βγ

2
fyyt

)
(1 + αη)2

]

+
α

2

[
fx −

(
β

2
fxxx +

βγ

2
fxyy

)
(1 + αη)2

]2

+
αγ

2

[
fy −

(
β

2
fxxy +

βγ

2
fyyy

)
(1 + αη)2

]2

+
α

β

[
(βfxx + βγfyy)(1 + αη) − β

6
fxxxx(1 + αη)3

]2

− σβηxx = O
(
α2 + β2 + γ2

)
.A l'ordre le plus bas, on obtient une autre équation linéaire

η + ft = O(α+ β + γ). (1.27)A l'ordre suivant, on obtient
η + ft +

α

2
f 2

x − β

(
1

2
fxxt + σηxx

)
= O

(
α2 + β2 + γ2

)
.On pose w := fx et on dérive par rapport à x pour avoir �nalement deux équations detype Boussinesq

ηt + ((1 + αη)w)x −
β

6
wxxx + γfyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
, (1.28)

ηx + wt + αwwx − β

(
1

2
wxxt + σηxxx

)
= O

(
α2 + β2 + γ2

)
. (1.29)Pour la même raison qu'en dimension 1, on orrige l'égalité au premier ordre w = ηen herhant w sous la forme

w = η + αA+ βB + γC +O
(
α2 + β2 + γ2

)
,et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C au premier ordre. L'équation (1.28) devient

ηt + ηx + α(Ax + 2ηηx) + β(Bx −
1

6
ηxxx) + γ(Cx + fyy) = O

(
α2 + β2 + γ2

)
, (1.30)et l'équation (1.29)

ηt + ηx + α(At + ηηx) + β(Bt −
1

2
ηxxt − σηxxx) + γCt = O

(
α2 + β2 + γ2

)
, (1.31)et omme ηt = −ηx +O(α+ β + γ)

ηt + ηx + α(At + ηηx) + β(Bt +
1

2
ηxxx − σηxxx) + γCt = O

(
α2 + β2 + γ2

)
. (1.32)La ompatibilité des développements limités des équations (1.30) et (1.32) implique

Ax + 2ηηx = At + ηηx,

Bx −
1

6
ηxxx = Bt + (

1

2
− σ)ηxxx,

Cx + fyy = Ct.



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 37On e�etue le hangement de variables
r = x− t et s = x+ t,pour obtenir

A =
−η2

4
, B =

(
1

3
− σ

2

)
ηxx et Cr =

−1

2
fyy.Remplaer es valeurs dans (1.30) donne

ηt + ηx +
3

2
αηηx + (

1

6
− σ

2
)βηxxx +

γ

2
fyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
,et omme ηt = −ηx +O(α+ β + γ), on déduit de l'équation préédente

ηt + ηx +
3

2
αηηx − (

1

6
− σ

2
)βηxxt +

γ

2
fyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
.Finalement on dérive par rapport à x es deux dernières équations pour trouver

(
ηt + ηx +

3

2
αηηx + (

1

6
− σ

2
)βηxxx

)

x

+
γ

2
ηyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
,

(
ηt + ηx +

3

2
αηηx − (

1

6
− σ

2
)βηxxt

)

x

+
γ

2
ηyy = O

(
α2 + β2 + γ2

)
.Les équations au premier ordre sont les équations de KP

(
ηt + ηx +

3

2
αηηx +

1

2
(
1

3
− σ)βηxxx

)

x

+
γ

2
ηyy = 0, (1.33)appelées KP-I si σ > 1/3, KP-II si σ < 1/3, et

(
ηt + ηx +

3

2
αηηx −

1

2
(
1

3
− σ)βηxxt

)

x

+
γ

2
ηyy = 0, (1.34)appelées KP-BBM-I si σ > 1/3 et KP-BBM-II si σ < 1/3. De la même manière qu'endimension 1, l'équation KP-BBM-I n'est pas un problème bien posé dans L2(R2), le seulmodèle raisonnable est elui dérit par KP-BBM-II.On peut refaire la même démarhe en supposant que la tension de surfae T est nulle, onretrouve alors les équations de KP-II et KP-BBM-II.Maintenant qu'il est lair que les équations de KP-II et KP-BBM-II modélisent le mêmephénomène physique, il est naturel de vouloir les omparer.1.2 Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-IIOn onsidère les problèmes de Cauhy suivants

ηt + ηx + αηηx + αηxxx + α∂−1
x ηyy = 0 (1.35)

ζt + ζx + αζζx − αζxxt + α∂−1
x ζyy = 0 (1.36)

η(x, y, 0) = ζ(x, y, 0) = f(x, y), (1.37)où α = β = γ dans la modélisation préédente. L'équation (1.35) est l'équation de KP-IIet l'équation (1.36) est l'équation de KP-BBM-II.



38 1. Modèles d'ondes de surfae 2D1.2.1 Disussion linéaireOn linéarise le système préédent autour de zéro
ηt + ηx + αηxxx + α∂−1

x ηyy = 0

ζt + ζx − αζxxt + α∂−1
x ζyy = 0

η(x, y, 0) = ζ(x, y, 0) = f(x, y).Supposons que la donnée initiale f appartienne à la lasse de Shwartz S(R2). Pour allégerles éritures, on notera par ∧ la transformée de Fourier en espae et ∨ la transformée deFourier inverse. Formellement, la transformée de Fourier en espae donne pour l'équationKP-II
η̂t + ik(1 − αk2 + α

l2

k2
)η̂ = 0,sous la ondition initiale η̂(k, l, 0) = f̂(k, l), pour tout (k, l) ∈ R2. La solution de etteéquation di�érentielle ordinaire est alors pour tout t ∈ R et (k, l) ∈ R2

η̂(k, l, t) = exp

(
−ik(1 − αk2 + α

l2

k2
)t

)
f̂(k, l).De la même manière, la transformée de Fourier en espae donne pour l'équation KP-BBM-II

(1 + αk2)ζ̂t + ik(1 + α
l2

k2
)ζ̂ = 0,sous la ondition initiale ζ̂(k, l, 0) = f̂(k, l), pour tout (k, l) ∈ R2 . La solution est alorspour tout t ∈ R et (k, l) ∈ R2

ζ̂(k, l, t) = exp

(
−ik(1 + α l2

k2

1 + αk2
)t

)
f̂(k, l).On a, pour tous réels k, l et t,

η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t) =

(
exp

(
−ik(1 − αk2 + α

l2

k2
)t

)
exp

(
ik(

1 + α l2

k2

1 + αk2
)t

)
− 1

)

× exp

(
−ik(1 + α l2

k2

1 + αk2
)t

)
f̂(k, l).On déduit du fait que pour x ∈ R, | exp(ix) − 1| ≤ 2|x|, que

|η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t)| =

∣∣∣∣∣exp

(
−ik(1 − αk2 + α

l2

k2
)t

)
exp

(
ik(

1 + α l2

k2

1 + αk2
)t

)
− 1

∣∣∣∣∣ |f̂(k, l)|

≤ 2

∣∣∣∣∣−k(1 − αk2 + α
l2

k2
)t+ k(

1 + α l2

k2

1 + αk2
)t

∣∣∣∣∣ |f̂(k, l)|,



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 39et en mettant au même dénominateur, on trouve
|η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t)| ≤ 2α2|t| | − k5 + l2k|

1 + αk2
|f̂(k, l)|.Comme, pour tout k ∈ R, 1 + αk2 ≥ 1, on en déduit que

|η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t)| ≤ 2α2|t|
(
|k5| + |l2k|

)
|f̂(k, l)|. (1.38)Soit t ∈ R, le théorème de Planherel implique que

||η(., ., t) − ζ(., ., t)||∞ = sup
x,y∈R

∣∣∣∣
1

(2π)2

∫

R2

eikx+ily(η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t)) dk dl

∣∣∣∣

≤ 1

(2π)2
||η̂(., ., t) − ζ̂(., ., t)||L1(R2).L'inégalité (1.38) donne �nalement

||η(., ., t) − ζ(., ., t)||∞ ≤
(

2

(2π)2

∫

R2

(|k5| + |l2k|)|f̂(k, l)| dk dl
)
α2|t|.Cette analyse du problème linéaire nous mène à la onjeture suivante :Conjeture 1.4Soit f une fontion dé�nie sur R2 telle que ∂̂5

xf et ∂̂x∂2
yf soient intégrables sur R2. Alors

η et ζ les solutions respetives de KP-II et KP-BBM-II véri�ent qu'il existe une onstante
C > 0, qui dépend uniquement de f et une onstante 0 < δ < 1, telle que pour |t| ≤ α−1−δ,on ait

||η(., ., t) − ζ(., ., t)||∞ ≤ Cα2|t|.On verra qu'une omparaison semblable peut être prouvée sur un intervalle de temps
[0, α−1] dans la setion 1.2.3. Néanmoins, on se demandera si, à l'aide d'une méthodenumérique, on peut améliorer e résultat et ainsi se rapproher de la onjeture.1.2.2 Problèmes de CauhyOn rappelle tout d'abord les prinipales notations utilisées : On note L2(R2) l'espaedes fontions de arrés intégrables muni de la norme

||f ||2 =

∫

R2

|f(x, y)|2 dx dy,et L∞(R2) l'espae des fontions bornées muni de la norme
||f ||∞ = sup ess (f) := inf

{
c ; |f(x, y)| ≤ c presque partout dans R2

}
.Pour tout réel positifm, Hm(R2) est l'espae de Sobolev des fontions de arré intégrable,dont les m premières dérivées sont aussi de arré intégrable, muni ii de la norme

||f ||2m =

∫

R2

(1 + k2 + l2)m|f̂(k, l)|2 dk dl.



40 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn note Xm(R2) l'ensemble des fontions f de Hm(R2) telles que ∂−1
x f soit dans Hm(R2),muni de la norme

|f |m =
(
||f ||2m + ||∂−1

x f ||2m
)1/2

.L'espae S(R2) désigne la lasse de Shwartz, et S ′(R2) elui des distributions tempérées.Si X est un espae de Banah quelonque, et T > 0, l'espae C ([−T, T ];X) est l'ensembledes fontions ontinues de [−T, T ] dans X, muni de la norme sup
−T≤t≤T

||f ||X, ave ||.||X unenorme sur X. L'espae Cw ([−T, T ];X) est l'ensemble des fontions faiblement ontinuesde [−T, T ] dans X.On rappelle que les problèmes de Cauhy (1.35), (1.36), (1.37) sont globalement bienposé en temps. Pour l'équation de KP-II, Bourgain [Bou93℄ montre que pour tout donnéeinitiale prise dans Hm(R2), ave m ≥ 0, il existe une unique solution de (1.35)-(1.37)globale en temps. Le problème de Cauhy pour l'équation de KP-BBM-II est traité dans lesartiles de Bona, Liu, Tom [BLT02℄, ou Saut, Tzvetkov [ST04℄, ils montrent que pour toutedonnée initiale prise dans le sous espae de L2(R2) muni de la norme (||u||2 + ||ux||2)1/2,il existe une unique solution de (1.36)-(1.37) globale en temps.Nous n'aurons besoin dans e travail que de l'existene et l'uniité de la solution duproblème de Cauhy loal. On e�etue alors le hangement de fontions
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Le problème de Cauhy (1.35)-(1.36)-(1.37) devient

ut + uux + uxxx + ∂−1
x uyy = 0 (1.39)

vt + vvx + vxxx − αvxxt + ∂−1
x vyy = 0 (1.40)

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y), (1.41)Pour le problème de Cauhy (1.39)-(1.41), Iório et Nunes [IN98℄ nous donnent la onditionsuivante :Proposition 1.5Soit f ∈ Xm(R2), m > 2. Alors il existe une onstante Cm > 0, dépendant uniquementde m, telle que pour
T0 :=

1

Cm|f |m
,il existe une unique solution u ∈ C ([−T0, T0];X

m(R2)) du problème de Cauhy (1.39)-(1.41). De plus, ette solution véri�e qu'il existe une onstante cm > 0 telle que pour
|t| ≤ T0,

|u(t)|m ≤ cm|f |m.On utilise la méthode dérite dans l'artile de Iório et Nunes [IN98℄ pour trouver unrésultat analogue pour le problème de Cauhy (1.40)-(1.41).Proposition 1.6Soit f ∈ Xm(R2), m > 2. Alors il existe une onstante Cm > 0, dépendant uniquementde m, telle que pour
T0 :=

1

Cm|f |m
,



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 41il existe une unique solution v ∈ Cw ([−T0, T0];X
m(R2)) ∩ Cw ([−T0, T0];H

m(R2)) du pro-blème de Cauhy (1.40)-(1.41). De plus, ette solution véri�e qu'il existe une onstante
cm > 0 telle que pour |t| ≤ T0,

|v(t)|m ≤ cm|f |m.Lemme 1.7Soit m > 2. Il existe une onstante Cm > 0, dépendant uniquement de m, telle que pourtout v ∈ Hm(R2)
|〈v, vvx〉m| ≤ Cm||v||3m,où le produit salaire est dé�ni par, pour f et g appartenant à Hm(R2)

〈f, g〉m :=

∫

R2

(1 + k2 + l2)mf̂(k, l) ĝ(k, l) dk dl.Démonstration : On dé�nit l'opérateur Jm par, pour tout f ∈ S ′(R2),
Ĵm(f)(k, l) := (1 + k2 + l2)m/2f̂(k, l).En partiulier, pour f ∈ S(R2), on a

Jm(f)(x, y) =
1

(2π)2

∫

R2

ei(xk+yl)(1 + k2 + l2)m/2f̂(k, l) dk dl.Kato et Pone [KP88℄ montrent qu'il existe une onstante Cm > 0 telle que pour f et gappartenant à S(R2), on ait
|| [Jm, f ] (g)|| ≤ Cm

(
||f ||∞||Jm−1g|| + ||Jmf || ||g||∞

)
, (1.42)où le rohet est dé�ni par [Jm, f ] (g) = Jm(fg) − fJm(g).On remarque tout d'abord que pour f fontion réelle, Jm(f) est aussi réel, en e�et, on a

Jm(f)(x, y) =
1

(2π)2

∫

R2

e−i(xk+yl)(1 + k2 + l2)m/2f̂(k, l) dk dl

=
1

(2π)2

∫

R2

e−i(xk+yl)(1 + k2 + l2)m/2

(∫

R2

ei(exk+eyl)f(x̃, ỹ) dx̃ dỹ

)
dk dl,le hangement de variable (k, l) → (−k,−l), implique que Jm(f) = Jm(f).Supposons que v appartienne à S(R2), on a alors

〈v, vvx〉m =

∫

R2

Jm(v)Jm(vvx)

=

∫

R2

Jm(v)Jm(vvx).Or, Jm(vvx) = vJm(vx) + [Jm, v] (vx), d'où
〈v, vvx〉m =

∫

R2

vJm(vx)J
m(v) +

∫

R2

[Jm, v] (vx)J
m(v).



42 1. Modèles d'ondes de surfae 2DMajorons es deux intégrales : d'une part
∫

R2

vJm(vx)J
m(v) =

1

2

∫

R2

v
(
Jm(v)2

)
x
,une intégration par parties donne

∫

R2

vJm(vx)J
m(v) = −1

2

∫

R2

vxJ
m(v)2,d'où

∣∣∣∣
∫

R2

vJm(vx)J
m(v)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
||vx||∞||Jmv||2,et l'injetion de Sobolev implique qu'il existe une onstante Cm > 0 telle que

∣∣∣∣
∫

R2

vJm(vx)J
m(v)

∣∣∣∣ ≤ Cm||v||3m.D'autre part, l'inégalité de Cauhy-Shwarz donne
∣∣∣∣
∫

R2

[Jm, v] (vx)J
m(v)

∣∣∣∣ ≤ || [Jm, v] vx|| ||Jmv||.D'après l'inégalité (1.42) ave f = v et g = vx, on trouve
∣∣∣∣
∫

R2

[Jm, v] (vx)J
m(v)

∣∣∣∣ ≤ Cm

(
||v||∞||Jm−1vx|| + ||Jmv|| ||vx||∞

)
||Jmv||,et l'injetion de Sobolev implique

∣∣∣∣
∫

R2

[Jm, v] (vx)J
m(v)

∣∣∣∣ ≤ Cm||v||3m.On généralise e résultat aux fontions de Hm(R2) par densité de l'espae S(R2) dans lesespaes de Sobolev. �On onsidère tout d'abord l'équation linéaire
vt + vxxx − αvxxt + ∂−1

x vyy = 0.On pose alors pour v ∈ Xm(R2)

A0 v :=

(
−i
(
k3 − l2/k

1 + αk2

)
v̂(k, l)

)∨

.On remarque que si v appartient à Xm(R2) alors A0 v appartient à Hm−3(R2), en e�et ona
||A0 v||2m−3 =

∫

R2

(1 + k2 + l2)m−3

∣∣∣∣
k3 − l2/k

1 + αk2

∣∣∣∣
2

|v̂(k, l)|2dk dl

≤
∫

R2

(1 + k2 + l2)m−3|k3 − l2/k|2|v̂(k, l)|2dk dl,



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 43ar 1 + α k2 ≥ 1,
||A0 v||2m−3 ≤ 2

∫

R2

(1 + k2 + l2)m−3 |k3v̂(k, l)|2 + (1 + k2 + l2)m−3 |l2/k v̂(k, l)|2dk dl

≤ 2||v||2m + 2||∂−1
x v||2m−1

≤ 2|v|2m.On a pour v ∈ Xm(R2) solution de l'équation linéaire, l'égalité suivante dans Hm−3(R2)

vt + A0v = 0.Revenons à l'équation ave non-linéarité. On e�etue maintenant une régularisation pa-rabolique de ette équation, 'est à dire que l'on onsidère le problème
vt + Aµv + a(v) = 0 (1.43)

v(x, y, 0) = f(x, y), (1.44)où Aµ := −µ∆ + A0, pour µ ≥ 0, a(v) :=

(
ik

2(1 + αk2)
v̂2

)∨ et f ∈ Xm(R2). On pose
Eµ(t) := exp(−tAµ).Lemme 1.8Soient m et n deux réels positifs. Alors il existe une onstante Kn > 0, dépendant unique-ment de n telle que pour tout v ∈ Xm(R2) et pour tout temps t ≥ 0, on ait

|Eµ(t)v|m+n ≤ Kn

(
1 +

(
1

2µt

)n)1/2

|v|m. (1.45)Démonstration : Soit n un réel positif et soient v ∈ Xm(R2), et t stritement positif.Le produit salaire faisant intervenir le onjugué, le terme en A0 n'intervient pas dans lanorme de Eµ, on a alors
|Eµ(t)v|2m+n =

∫

R2

(1 + k2 + l2)m+n

×
(
∣∣exp(−µt(k2 + l2))v̂(k, l)

∣∣2 +

∣∣∣∣
1

k
exp(−µt(k2 + l2))v̂(k, l)

∣∣∣∣
2
)
dk dl

≤ sup
(k,l)∈R2

[
(1 + k2 + l2)n exp(−2µt(k2 + l2))

]
|v|2m

≤ Kn

(
1 + sup

(k,l)∈R2

[(k2 + l2)n exp(−2µt(k2 + l2))]

)
|v|2m.Or, on a aussi

sup
(k,l)∈R2

[
(k2 + l2)n exp(−2µt(k2 + l2))

]
= sup

(k,l)∈R2

[
(k2 + l2)

exp(2µt(k2 + l2)/n)

]n

≤ sup
(k,l)∈R2

[
(k2 + l2)

2µt
n

(k2 + l2)

]n

=
nn

(2µt)n
,d'où l'inégalité (1.45). �



44 1. Modèles d'ondes de surfae 2DLemme 1.9Soit m > 2. Il existe un temps T , dépendant de µ, tel que sur la boule fermée
Bm(T ) = {v ∈ C

(
[0, T ];Xm(R2)

)
; |Eµ(t)f − v(t)|m ≤ |f |m},l'appliation

Φ(v)(t) := Eµ(t)f −
∫ t

0

Eµ(t− τ)a(v)(τ)dτ (1.46)soit une ontration.De plus, il existe une onstante Cm > 0, indépendant de µ, telle que la solution v de(1.46), dé�nie sur [0, T ], se prolonge de manière unique sur [0, T0], ave T0 =
1

Cm|f |m
.Démonstration : Soient T > 0, et u, v deux éléments de Bm(T ), on a pour t ∈ [0, T ],d'après l'inégalité de Minkowski,

|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m =

∣∣∣∣
∫ t

0

Eµ(t− τ)a(u)(τ) − Eµ(t− τ)a(v)(τ) dτ

∣∣∣∣
m

≤
∫ t

0

|Eµ(t− τ)a(u)(τ) − Eµ(t− τ)a(v)(τ)|m dτ,que l'on réérit
|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m ≤

∫ t

0

|Eµ(t− τ)(a(u)(τ) − a(v)(τ))|m−1+1 dτ.L'inégalité (1.45) donne
|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m ≤ K1

∫ t

0

(
1 +

1

2µ(t− τ)

)1/2

|a(v)(τ) − a(u)(τ)|m−1dτ.On remarque que
||a(v) − a(u)||2m−1 =

∫

R2

(1 + k2 + l2)m−1

∣∣∣∣
ik

2(1 + αk2)
(v̂2 − û2)

∣∣∣∣
2

dk dl

≤
∫

R2

(1 + k2 + l2)m−1|k|2
∣∣∣v̂2 − û2

∣∣∣
2

dk dl

≤
∫

R2

(1 + k2 + l2)m| ̂(v − u)(v + u)|2 dk dl

≤ ||(v + u)(v − u)||2m,et omme m > 2, il existe une onstante Cm > 0 telle que
||a(v) − a(u)||2m−1 ≤ C2

m(||u||m + ||v||m)2||v − u||2m.Plus généralement, on montre
|a(v) − a(u)|m−1 ≤ Cm(|u|m + |v|m)|v − u|m.



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 45Finalement
|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m ≤ CmK1

∫ t

0

(
1 +

1

2µ(t− τ)

)1/2

(|u|m + |v|m)(τ)|v − u|m(τ)dτOr, pour v appartenant à la boule Bm(T ), on a d'après l'inégalité (1.45),
|v|m ≤ |Eµ(t)(f) − v(t)|m + |Eµ(t)(f)|m

≤
(
1 +

√
2K0

)
|f |m,d'où

|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m ≤ 2CmK1

(
1 +

√
2K0

)
|f |m

∫ t

0

(
1 +

1

2µ(t− τ)

)1/2

dτ

(
sup

τ∈[0,t]

|v − u|m(τ)

)
.Comme, pour a et b positifs, √a+ b ≤ √

a +
√
b, on a aussi que

∫ t

0

(
1 +

1

2µ(t− τ)

)1/2

dτ ≤
∫ ∞

0

1 +

(
1

2µ(t− τ)

)1/2

dτ ≤ t+
t1/2

µet omme t ≤ T , on trouve
∫ t

0

(
1 +

1

2µ(t− τ)

)1/2

dτ ≤ T +
T 1/2

2µ
.Finalement, on a

sup
t∈[0,T ]

|Φ(v)(t) − Φ(u)(t)|m ≤ CmK1(1 +
√

2K0)

(
T +

T 1/2

2µ

)
|f |m sup

t∈[0,T ]

|v − u|m(t).Pour onlure sur l'existene d'un temps T telle que l'appliation Φ soit ontratante, ilsu�t d'érire que l'image de la boule fermée Bm(T ) par Φ est inluse dans Bm(T ) :
|Eµ(f)(t) − Φ(v)(t)|m = |Φ(0)(t) − Φ(v)(t)|m

≤ CmK1(1 +
√

2K0)

(
T +

T 1/2

2µ

)
|f |2m

≤ |f |m,et il faut hoisir T > 0 de telle sorte que
(
T +

T 1/2

2µ

)
<

1

CmK1(1 +
√

2K0)|f |m
.Reste à montrer que l'on peut prolonger la solution de (1.46) sur [0, T0], où e temps T0peut être hoisi indépendamment de µ. Soit vµ une solution de (1.43)-(1.44), on a

∂t||vµ||2m = 2〈vµ, vµ
t 〉m

= −2〈vµ, Aµv
µ〉m − 2〈vµ, a(vµ)〉m

= 2〈vµ, µ∆vµ〉m − 2〈vµ, A0v
µ〉m − 2〈vµ, a(vµ)〉m.



46 1. Modèles d'ondes de surfae 2DLe premier produit salaire est négatif, en e�et on a
2〈vµ, µ∆vµ〉m = 2

∫

R2

(1 + k2 + l2)mv̂µµ̂∆vµdk dl

= −2µ

∫

R2

(1 + k2 + l2)m(k2 + l2)|v̂µ|2dk dl.Pour le seond produit salaire, on a
−2〈vµ, A0v

µ〉m = 2

∫

R2

(1 + k2 + l2)mv̂µ(k, l)i

(
k3 − l2/k

1 + αk2

)
v̂µ(k, l)dk dl

= −2i

∫

R2

(1 + k2 + l2)mv̂µ(k, l)v̂µ(−k,−l)
(
k3 − l2/k

1 + αk2

)
dk dl,ar, la fontion vµ étant réelle, on a v̂µ(k, l, t) = v̂µ(−k,−l, t), et le hangement de variables

(k, l) → (−k,−l) implique que l'intégrale est nulle. On en déduit, via le lemme 1.7, que,pour m > 2, il existe une onstante Cm > 0 dépendant uniquement de m telle que
∂t||vµ||2m ≤ 2|〈vµ, vµvµ

x〉m| ≤ 2Cm||vµ||3m ≤ 2Cm|vµ|3m.De la même manière, on trouve
∂t||∂−1

x vµ||2m ≤ 2|〈∂−1
x vµ, ∂−1

x (vµvµ
x)〉m| ≤ 2Cm|vµ|3m.Finalement, on obtient

∂t|vµ(t)|2m ≤ 2Cm|vµ(t)|3m,ou enore
|vµ(t)|2m ≤ |f |2m + 2Cm

∫ t

0

|vµ(τ)|3m dτ.Il s'ensuit que |vµ(t)|2m ≤ ρ(t), ave ρ solution de
∂tρ(t) = 2Cmρ

3/2(t)

ρ(0) = |f |2m.D'où ρ(t)1/2 =
ρ(0)1/2

1 − Cmρ(0)1/2t
. On en déduit
|vµ(t)|m ≤ |f |m

1 − Cm|f |mt
,et vµ peut être prolongée en temps à l'intervalle 0 ≤ t ≤ T0 ave T0 =

1

2Cm|f |m
. �Démonstration de la proposition 1.6 : On remarque tout d'abord que résoudre leproblème de Cauhy (1.43)-(1.44) revient à trouver un point �xe de l'appliation (1.46).En e�et, soit v véri�ant (1.43)-(1.44), et posons w(t) := etAµv(t), on a

wt(t) = AµetAµv(t) + etAµvt(t)

= AµetAµv(t) − AµetAµv(t) − etAµa(v)(t)

= −etAµa(v)(t).



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 47Or, w(t) = w(0) +

∫ t

0

wt(τ)dτ , d'où
v(t) = e−tAµf −

∫ t

0

e−(t−τ)Aµa(v)(τ)dτ.Il su�t de voir si la limite lorsque µ tend vers 0 de vµ existe sur l'intervalle de temps
[0, T0]. Soient µ et ν deux réels positifs, vµ et uν les solutions respetives de (1.43)-(1.44).De la même manière que préédemment, on a pour t ∈ [0, T0]

∂t||vµ − uν||2 =2〈vµ − uν , vµ
t − uν

t 〉
=−2〈vµ − uν , Aµv

µ − Aνu
ν〉 − 2〈vµ − uν, a(vµ) − a(uν)〉

=2〈vµ−uν, µ∆vµ−ν∆uν〉−2〈vµ−uν , A0v
µ−A0u

ν〉−2〈vµ−uν , a(vµ)−a(uν)〉.L'opérateur A0 étant linéaire, on a vu préédemment que
〈vµ − uν, A0(v

µ − uν)〉 = 0.Pour le premier produit salaire, on a
2〈vµ − uν , µ∆vµ − ν∆uν〉 = 2(µ− ν)〈vµ − uν ,∆vµ〉 + 2ν〈vµ − uν ,∆(vµ − uν)〉.Le fait que, pour t ∈ [0, T0], vµ(t) et uν(t) appartiennent à Xm(R2), implique que esfontions et leurs dérivées d'ordre inférieur à m tendent vers 0 à l'in�ni.Une intégration par parties implique alors que

〈vµ − uν ,∆(vµ − uν)〉 ≤ 0.On en déduit que
∂t||vµ − uν||2 ≤ 2|µ− ν| |〈vµ − uν ,∆vµ〉| + 2|〈vµ − uν , a(vµ) − a(uν)〉|.L'inégalité de Cauhy-Shwarz implique

|〈vµ − uν ,∆vµ〉| ≤ ||vµ − uν ||1||vµ||1
≤ (|vµ|m + |uν |m)|vµ|m.Comme |vµ|m ≤ ρ1/2(t) et |uν|m ≤ ρ1/2(t), on trouve pour le premier produit salaire, sion pose M = sup

t∈[0,T0]

ρ(t),
2|µ− ν| |〈vµ − uν,∆vµ〉| ≤ 4M |µ− ν|.Pour le seond produit salaire, on a

2|〈vµ − uν, a(vµ) − a(uν)〉| ≤ 2|〈vµ − uν , vµvµ
x − uνuν

x〉|,



48 1. Modèles d'ondes de surfae 2Det deux intégrations par parties donnent
2|〈vµ − uν , a(vµ) − a(uν)〉| ≤ ||vµ

x + uν
x||∞

2
||vµ − uν ||2.L'injetion de Sobolev implique qu'il existe une onstante Cm > 0 telle que

2|〈vµ − uν, a(vµ) − a(uν)〉| ≤ CmM
1/2||vµ − uν ||2.On obtient �nalement

∂t||vµ − uν||2 ≤ 4M |µ− ν| + CmM
1/2||vµ − uν ||2.Le lemme de Gronwall implique alors que, pour t ∈ [0, T0], la suite (vµ(t))µ est de Cauhydans un espae omplet, don elle onverge vers v(t) = lim

µ→0
vµ(t) dans L2(R2) et est unique.De plus, d'après le lemme préédent, l'appliation qui à t ∈ [0, T0] assoie vµ(t) solution de(1.43)-(1.44), est ontinue et uniformément bornée dans L2(R2) par M1/2. En partiulier,la suite (vµ(t))µ onverge faiblement dans Xm(R2) vers v(t), pour tout t ∈ [0, T0], etl'appliation qui à t ∈ [0, T0] assoie v(t) est faiblement ontinue et uniformément bornéepar M1/2. En e�et, en prenant µ su�samment petit, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 telque si |t− s| < δ, alors pour toute fontion ϕ ∈ S(R2), on a

|〈v(t) − v(s), ϕ〉m| ≤ |〈v(t) − vµ(t), ϕ〉m| + |〈vµ(t) − vµ(s), ϕ〉m| + |〈vµ(s) − v(s), ϕ〉m|
≤ 3 ε.Pour déduire la ontinuité forte, et la ontinuité par rapport à la donnée initiale se montrepar l'intermédiare de l'argument de Bona-Smith [BS75℄. L'idée est d�approher la donnéeinitiale f par des fontions régulières fε,n et obtenir des estimations uniformes par rapportà n pour les solutions orrespondantes et leurs dérivées lorsque ε tend vers zéro.Rappelons en quoi onsiste ette méthode. Soit ϕ ∈ S(R2), telle que ϕ̂ ∈ C∞

0 (R2),et ϕ̂(k, l) = 1 sur un voisinage de (0, 0). Pour 0 < ε < 1, on pose ϕε = ε−1ϕ(x/ε, y/ε).On note toujours v la solution du problème de Cauhy (1.43)-(1.44) de donnée initiale
f ∈ Xm(R2), m > 2, et on désigne par vε la solution de donnée initiale fε = ϕε ∗ f .Lemme 1.10 [BS75℄Sous es hypothèses, on a, pour n ≥ 0,

||fε||m+n ≤ O(ε−n) ||f ||m
||fε||m−n ≤ o(εn) ||f ||m,lorsque ε tend vers 0.Pour 0 < ε′ < ε < 1, on pose w = vε − vε′ . Alors w résoud l'équation suivante

2wt + 2wxxx − 2αwxxt + 2∂−1
x wyy + (∂xvε + ∂xvε′)w + (vε + vε′)wx = 0. (1.47)On applique Jm−1 à l'équation (1.47), résultat que l'on multiplie par Jm−1w, pour obtenir,après utilisation de l'inégalité de Kato-Pone (1.42) et l'injetion de Sobolev pour m > 2,

d

dt
||w(t)||2m ≤ d

dt

(
||w(t)||2m−1 + α||w(t)||2m

)
≤ C (||vε(t)||m + ||vε′(t)||m) ||w(t)||2m−1.(1.48)



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 49Comme, pour t ∈ [0, T0], ||v(t)||m ≤ C||f ||m, on en déduit ||vε(t)||m ≤ C||fε||m. Le préé-dent lemme implique que ||vε(t)||m ≤ C et ||w(t)||1 ≤ Cεm. Finalement, en interpolant eten utilisant le lemme de Gronwall, on trouve
||w(t)||m = ||vε(t) − vε′(t)||m = o(1),où o(1) → 0 quand ε → 0. En partiulier la suite (vε(t))ε est une suite de Cauhy dans

C ([−T0, T0];H
m(R2)).Pour prouver la ontinuité par rapport à la donnée initiale, on onsidère une suite

(fp)p∈N onvergeant vers f dans Xm(R2). On veut montrer qu'alors, la solution orres-pondante (up)n∈N onverge vers u dans C ([0, T0];H
m(R2)). En e�et, on a, pour t ∈ [0, T0],

||up(t) − u(t)||s ≤ ||up(t) − uε,p(t)||s + ||uε,p(t) − uε(t)||s + ||uε(t) − u(t)||s.De la même manière que pour la ontinuité en temps en prenant ε′ → 0, on montre
||up(t) − uε,p(t)||s ≤ C (||fε,p − fε||s + o(1))

||uε(t) − u(t)||s ≤ C (||fε − f ||s + o(1)) ,où o(1) → 0 quand ε→ 0. Finalement, on montre aussi
||uε,p(t) − uε(t)||s ≤ C (||fε,p − fε||s + o(1))

≤ C (||ϕε ∗ (fp − f)||s + o(1)) ≤ C (||fp − f ||s + o(1)) .Pour les temps négatifs, il su�t de onsidérer dans les preuves préédentes µ ≤ 0, e quiéquivaut au as où le temps est positif, ainsi que µ. �Remarque 1.11Pour la ontinuité de l'anti-dérivée, on pourra s'inspirer de la setion 7 de l'artile[MST07a℄.Le fait que le temps T0, donné par la proposition préédente, soit une onstante indé-pendante de α est ruial, en e�et on verra que le passage de u à η et de v à ζ impliqueque si le temps T0 est d'ordre 1 pour les solutions u et v, alors il sera d'ordre α−1 pourles solutions η et ζ , à ela s'ajoute le fait que α est petit.On aura aussi besoin de deux autres inégalités :Lemme 1.12Soient m ≥ 2, et u ∈ Hm(R2). On a
sup

x,y∈R2

|u(x, y)| ≤ 2 ( ||u|| ||ux|| ||uy|| ||uxy||)1/4 . (1.49)Démonstration : Soit u une fontion de S(R2) et (x, y) ∈ R2, on a
|u(x, y)|2 =

∫ x

−∞

(u2(x̃, y))x dx̃

= 2

∫ x

−∞

u(x̃, y) ux(x̃, y) dx̃,



50 1. Modèles d'ondes de surfae 2Det l'inégalité de Cauhy-Shwarz implique
|u(x, y)|2 ≤ 2

(∫ +∞

−∞

u2(x̃, y) dx̃

)1/2(∫ +∞

−∞

u2
x(x̃, y) dx̃

)1/2

.Mais on a aussi
|u(x̃, y)|2 =

∫ y

−∞

(u2(x̃, ỹ))y dỹ

= 2

∫ y

−∞

u(x̃, ỹ) uy(x̃, ỹ) dỹ,et l'inégalité de Cauhy-Shwarz implique
|u(x̃, y)|2 ≤ 2

(∫ +∞

−∞

u2(x̃, ỹ) dỹ

)1/2(∫ +∞

−∞

u2
y(x̃, ỹ) dỹ

)1/2

.De même
|ux(x̃, y)|2 ≤ 2

(∫ +∞

−∞

u2
x(x̃, ỹ) dỹ

)1/2(∫ +∞

−∞

u2
xy(x̃, ỹ) dỹ

)1/2

.On obtient �nalement
|u(x, y)|2 ≤ 2

(∫ +∞

−∞

2

(∫ +∞

−∞

u2(x̃, ỹ) dỹ

)1/2(∫ +∞

−∞

u2
y(x̃, ỹ) dỹ

)1/2

dx̃

)1/2

(∫ +∞

−∞

2

(∫ +∞

−∞

u2
x(x̃, ỹ) dỹ

)1/2(∫ +∞

−∞

u2
xy(x̃, ỹ)dỹ

)1/2

dx̃

)1/2

.Une dernière utilisation de l'inégalité de Cauhy-Shwarz donne
sup

x,y∈R2

|u(x, y)| ≤ 2 ( ||u|| ||ux|| ||uy|| ||uxy||)1/4 .On onlut en utilisant la densité des fontions S(R2) dans les espaes de Sobolev. �De la même manière que pour le lemme de Gronwall, on montre :Lemme 1.13Soient f et g deux fontions ontinues de [0, T0] dans R, et c un réel tels que pour tout
t ∈ [0, T0], on ait

f(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

f(τ) dτ.Alors pour tout t ∈ [0, T0], on a
f(t) ≤ g(t) + c ect

∫ t

0

g(τ)e−cτ dτ.On a désormais tous les outils en main pour omparer les solutions de KP-II etKP-BBM-II. On étudiera la di�érene entre u et v solution du problème de Cauhy(1.39)-(1.40)-(1.41) pour laquelle le temps maximum de omparaison est de l'ordre d'uneonstante, on en déduira alors des résultats sur η et ζ solution du problème de Cauhy(1.35)-(1.36)-(1.37).



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 511.2.3 Comparaison des solutionsThéorème 1.14Soient m ≥ 0, et f ∈ Xm+5(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution du pro-blème de Cauhy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([−α−1T0, α
−1T0];H

m+5(R2)), ave T0 :=
1

Cm+5|f |m+5
. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i + j ≤ m, uneonstante Mi,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+5, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour

|t| ≤ α−1T0, on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)|| ≤Mi,j α

3/2|t|1/2.Remarque 1.15 Notons que l'existene et l'uniité des solutions η et ζ sont assurées parla setion préédente.Démonstration : On va montrer e théorème par réurrene sur le nombre total dedérivées, autrement dit sur i+j. On suppose que le temps est positif, la preuve s'adapterade la même manière dans le as où le temps est négatif.E�etuons tout d'abord le hangement de fontions
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Les équations (1.35), (1.36), (1.37) deviennent

ut + uux + uxxx + ∂−1
x uyy = 0

vt + vvx + vxxx − αvxxt + ∂−1
x vyy = 0

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y).On retrouve exatement les équations (1.39), (1.40) et (1.41). Posons w = u− v, alors wsatisfait le problème de Cauhy
wt + wwx + wxxx − αwxxt + ∂−1

x wyy = αuxxt − (uw)x (1.50)
w(x, y, 0) = 0.Pour i+ j = 0, 'est à dire pour i = j = 0, on multiplie l'équation (1.50) par w et intègreen espae

∫

R2

[wwt + w2wx + wwxxx − αwwxxt + w∂−1
x wyy] dx dy =

∫

R2

[αwuxxt − w(uw)x] dx dy.Simpli�ons l'intégrale de gauhe : omme w ∈ Hm+5 et ∂−1
x w ∈ Hm+5, en partiulier,

∂i
x∂

j
yw(x, y) et ∂i−1

x ∂j
yw(x, y), pour 0 ≤ i + j ≤ m + 5, tendent vers zéro à l'in�ni. On aalors ∫

R2

w2wx =

∫ +∞

−∞

[
w3

3

]+∞

−∞

dy = 0,



52 1. Modèles d'ondes de surfae 2Det une intégration par parties donne
∫

R2

[wwxxx + w∂−1
x wyy] dx dy = −

∫

R2

[wxwxx + wy∂
−1
x wy] dx dy

= −
∫ +∞

−∞

[
w2

x

2
+

(∂−1
x wy)

2

2

]+∞

−∞

dy

= 0.Il reste alors, après une dernière intégration par parties, et l'utilisation du théorème dedérivation de Lebesgue,
∫

R2

[wwt + w2wx + wwxxx − αwwxxt + w∂−1
x wyy] dx dy =

∫

R2

[wwt + αwxwxt] dx dy

=
1

2

d

dt

∫

R2

[w2 + αw2
x] dx dy.Simpli�ons maintenant l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

∫

R2

[αwuxxt − w(uw)x] dx dy =

∫

R2

[αwuxxt + wxuw] dx dy

=

∫

R2

[αwuxxt + u

(
w2

2

)

x

] dx dy,et une nouvelle intégration par parties donne
∫

R2

[αwuxxt − w(uw)x] dx dy =

∫

R2

[αwuxxt −
w2

2
ux] dx dy.Finalement, on a

d

dt

∫

R2

[w2 + αw2
x] dx dy =

∫

R2

[2αwuxxt − w2ux] dx dy,ou enore, omme w(x, y, 0) = 0,
∫

R2

[w2 + αw2
x] dx dy =

∫ t

0

∫

R2

[2αwuxxτ − w2ux] dx dy dτ.On en déduit, en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz,
||w(t)||2 ≤ 2α

∫ t

0

||w(τ)|| ||uxxτ(τ)|| dτ +

∫ t

0

||w(τ)||2 ||ux(τ)||∞dτ

≤ 2αc2

∫ t

0

||w(τ)|| dτ + c1

∫ t

0

||w(τ)||2 dτ, (1.51)pour t ∈ [0, T0], où les onstantes c1 et c2 sont déterminées de telle sorte qu'elles majorentrespetivement ||ux(τ)||∞ et ||uxxτ(τ)||, pour τ ∈ [0, t], indépendamment du temps et de
α. En e�et d'après la proposition 1.5, on a pour t ∈ [0, T0]

||u(t)||m+5 ≤ cm+5|f |m+5.



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 53D'où, via l'inégalité (1.49),
sup

τ∈[0,T0]

||ux(τ)||∞ ≤ 2 sup
τ∈[0,T0]

(||ux|| ||uxx|| ||uxy|| ||uxxy||(τ))1/4 ≤ c1,et
sup

τ∈[0,T0]

||uxxτ(τ)||= sup
τ∈[0,T0]

||∂2
x(uxxx + uux + ∂−1

x uyy)(τ)||

≤ sup
τ∈[0,T0]

(||uxxxxx(τ)|| + 3||ux(τ)|| ||uxx(τ)|| + ||u(τ)|| ||uxxx(τ)|| + ||uxyy(τ)||)

≤ c2.Comme, pour a et b réels, 2ab ≤ a2 + b2, on a
||w(t)||2 ≤ (αc2)

2t+ (1 + c1)

∫ t

0

||w(τ)||2 dτ.On utilise le lemme de type Gronwall 1.13 ave f(t) = ||w(t)||2, g(t) = (αc2)
2t et c =

(1 + c1), on trouve
||w(t)||2 ≤ (αc2)

2t+ (1 + c1)e(1+c1)t

∫ t

0

(αc2)
2τ e−(1+c1)τ dτ

= (αc2)
2 (e(1+c1)t − 1)

1 + c1
.Or, (e(1+c1)t − 1)

1 + c1
=

1 + (1 + c1)t+
∑+∞

n=2(1 + c1)
ntn − 1

1 + c1
= t

(
1 +

+∞∑

n=1

(1 + c1)
ntn

)
, et don,pour 0 ≤ t ≤ T0 =

1

Cm+5|f |m+5
, on a (e(1+c1)t − 1)

1 + c1
≤ t e (1+c1)|f |m+5

Cm+5 . Finalement, on a pour
0 ≤ t ≤ T0

||w(t)|| ≤ c2e
(1+c1)|f |m+5

2Cm+5 α t1/2 = M0 α t
1/2,ave M0 qui ne dépend que de |f |m+5.On suppose que le résultat est vrai jusqu'au rang m − 1, plus préisément pour 0 ≤

i+ j ≤ m− 1, et 0 ≤ t ≤ T0, il existe une onstante Mi,j > 0 telle que
||∂i

x∂
j
yw(t)|| ≤Mi,j α t

1/2,et montrons qu'il reste vrai au rang m.Il s'agira d'obtenir une inégalité du type (1.51), la seule di�érene sera que ette fois i, leterme ubique en w ne s'élimine pas par intégration. On utilisera le fait que w est bornéeen norme L∞(R2) et l'hypothèse de réurrene.On note ∂2i
x ∂

2j
y w la dérivée d'ordre 2i dans la diretion x et 2j dans la diretion y, de tellesorte que i+ j = m. On multiplie alors l'équation (1.50) par ∂2i

x ∂
2j
y w et intègre en espae

∫

R2

[wt +wwx +wxxx − αwxxt + ∂−1
x wyy] ∂

2i
x ∂

2j
y w dx dy =

∫

R2

[αuxxt − (uw)x] ∂
2i
x ∂

2j
y w dx dy.Simpli�ons l'intégrale de gauhe : en e�etuant i intégrations par parties dans la diretion

x et j intégrations par parties en y, on trouve
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∫

R2

[∂2i
x ∂

2j
y wwxxx + ∂2i

x ∂
2j
y w ∂

−1
x wyy] dx dy =

= (−1)i+j

∫

R2

[∂i+1
x ∂j

yw ∂
i+2
x ∂j

yw + ∂i
x∂

j+1
y w ∂i−1

x ∂j+1
y w] dx dy

= (−1)i+j

∫ +∞

−∞

[
(∂i+1

x ∂j
yw)2

2
+

(∂i−1
x ∂j+1

y w)2

2

]+∞

−∞

dy = 0,

∫

R2

[∂2i
x ∂

2j
y wwwx] dx dy = (−1)i+j

∫

R2

[∂i
x∂

j
yw

∂i+1
x ∂j

y(w
2)

2
] dx dy,et

∫

R2

[∂2i
x ∂

2j
y wwt−α∂2i

x ∂
2j
y wwxxt] dx dy = (−1)i+j

∫

R2

[
∂i

x∂
j
yw ∂

i
x∂

j
ywt + α∂i+1

x ∂j
yw ∂

i+1
x ∂j

ywt

]
dx dy.Le théorème de dérivation de Lebesgue implique

∫

R2

[∂2i
x ∂

2j
y wwt − α∂2i

x ∂
2j
y wwxxt] dx dy =

(−1)i+j

2

d

dt

∫

R2

[(∂i
x∂

j
yw)2 + α (∂i+1

x ∂j
yw)2] dx dy.Simpli�ons désormais l'intégrale de droite : par intégration par parties, on a

∫

R2

[α∂2i
x ∂

2j
y w uxxt − ∂2i

x ∂
2j
y w (uw)x] dx dy =

(−1)i+j

∫

R2

[α∂i
x∂

j
yw ∂

i+2
x ∂j

yut − ∂i
x∂

j
yw ∂

i+1
x ∂j

y(uw)] dx dy.Finalement, omme w(x, y, 0) = 0, on obtient
∫

R2

(∂i
x∂

j
yw)2 + α (∂i+1

x ∂j
yw)2 dx dy =

2

∫ t

0

∫

R2

∂i
x∂

j
yw

(
α∂i+2

x ∂j
yuτ − ∂i+1

x ∂j
y(uw +

w2

2
)

)
dx dy dτ.On applique la formule de Leibniz pour obtenir

∫

R2

(∂i
x∂

j
yw)2 + α (∂i+1

x ∂j
yw)2 dx dy = 2α

∫ t

0

∫

R2

∂i
x∂

j
yw ∂

i+2
x ∂j

yuτ dx dy dτ

−
∫ t

0

∫

R2

i+1∑

r=0

j∑

s=0

(
i+ 1
r

)(
j
s

)(
∂i+1−r

x ∂j−s
y w ∂r
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∫
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yw dx dy dτ.La première intégrale du membre de droite de (1.52) est majorée, d'après l'inégalité deCauhy-Shwarz, sur [0, T0], par
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≤ c.Par abus, on ontinuera de noter c les di�érentes onstantes intervenant dans les majo-rations. La seonde intégrale de (1.52) donne, après une intégration par parties dans ladiretion x,
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56 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOr, pour 1 ≤ r ≤ i+ 1 et 1 ≤ s ≤ j, on a
2 ≤ r + s ≤ m+ 1

0 ≤ (i+ 1 − r) + (j − s) ≤ m− 1.D'après les propositions 1.5 et 1.6, pour tout τ ∈ [0, T0], on a en utilisant l'inégalité (1.49)pour 1 ≤ r ≤ i+ 1 et 1 ≤ s ≤ j,
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�Corollaire 1.16Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+5(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution du pro-blème de Cauhy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([−α−1T0, α
−1T0];H

m+5(R2)), ave T0 :=
1

Cm+5|f |m+5

. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, uneonstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+5, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
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1/4. �



58 1. Modèles d'ondes de surfae 2DRemarque 1.17On a remarqué que les équations de KP-II et KP-BBM-II sont des orretions au premierordre de l'équation
ηt + ηx = O(α).On peut alors obtenir une troisième équation de type KP [Kru75℄

ξt + ξx + αξξx + αξxtt + α∂−1
x ξyy = 0. (1.53)Il est tentant de vouloir omparer les solutions de ette dernière équation ave elles deKP-II et KP-BBM-II. Bona et Chen [BC99℄ montre en dimension 1 un résultat simi-laire au orollaire 1.16 pour un temps maximum de omparaison d'ordre α−1/2. Dans leas de la dimension 2, la transformée Fourier en espae de l'équation (1.53) donne uneéquation di�érentielle ordinaire du seond ordre, pour laquelle les solutions de l'équationaratéristique peuvent être doubles, e qui n'apparaissait pas en dimension 1. Dans leas de raines simples, on retrouve le résultat de Bona et Chen [BC99℄, mais en as deraines doubles, le temps de omparaison devient d'ordre α, e qui est bien trop ourt pouromparer les solutions. Il serait intéressant de voir s'il est possible de dérire les modespour lesquelles les raines doubles apparaissent.1.2.4 Le as périodiqueDans l'artile de Bona, Prithard et Sott [BPS83℄, on onsidère les équations de KdVet BBM sous la forme

Nt +Nx +NNx +Nxxx = 0

Mt +Mx +MMx −Mxxt = 0

N(x, 0) = M(x, 0) = αf(α1/2x).Le passage de es équations à elles en u et v suivantes
ut + uux + uxxx = 0

vt + vvx + vxxx − αvxxt = 0

u(x, 0) = v(x, 0) = f(x),s'e�etue via le hangement de variables
u(x, t) = α−1M(α−1/2x+ α−3/2t, α−3/2t) , v(x, t) = α−1N(α−1/2x+ α−3/2t, α−3/2t).De même, on y voit que le passage des équations en M et N aux équations en η et ζsuivantes

ηt + ηx + αηηx + αηxxx = 0

ζt + ζx + αζζx − αζxxt = 0

η(x, 0) = ζ(x, 0) = f(x),se fait par le hangement de variables
η(x, t) = α−1N(α1/2x, α1/2t) , ζ(x, y, t) = α−1M(α1/2x, α1/2t).



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 59Par ontre, dans notre travail, on a remarqué qu'il su�sait, pour passer des équations deKP-II et KP-BBM-II
ηt + ηx + αηηx + αηxxx + α∂−1

x ηyy = 0

ζt + ζx + αζζx − αζxxt + α∂−1
x ζyy = 0,aux équations

ut + uux + uxxx + ∂−1
x uyy = 0

vt + vvx + vxxx − αvxxt + ∂−1
x vyy = 0,d'e�etuer le hangement de fontions

u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).De plus, la donnée initiale reste toujours la même. Ce qui est important dans notre as,'est que l'on n'e�etue auune homothétie sur les variables d'espae x et y, e qui im-plique que nos résultats restent vrais dans le as périodique. On obtient des résultatssimilaires aux propositions 1.5 et 1.6 pour le problème de Cauhy loal dans le as pério-dique [IN98℄. Si on note
Mπ(R2) :=

{
g ∈ C∞(R2), 2π − périodique en x et en y; ∫ π

−π

g(x, y) dx = 0 pour y ∈ [−π, π]

}etXm
π (R2) la fermeture deMπ(R2) par rapport à la norme ||g||2m =

∑

(k,l)∈Z2

(1 + k2 + l2)m|ĝ(k, l)|2,on peut énonerThéorème 1.18Soient m ≥ 0, et f ∈ Xm+5
π (R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution du pro-blème de Cauhy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([−α−1T0, α

−1T0];X
m+5
π (R2)), ave T0 :=

1

Cm+5|f |m+5
. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i + j ≤ m, uneonstante Mi,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+5, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour

|t| ≤ α−1T0, on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)|| ≤Mi,j α

3/2|t|1/2.Corollaire 1.19Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+5
π (R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution du pro-blème de Cauhy (1.35), (1.36), (1.37) dans C ([−α−1T0, α

−1T0];X
m+5
π (R2)), ave T0 :=

1

Cm+5|f |m+5

. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, uneonstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+5, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
|t| ≤ α−1T0, on ait

sup
(x,y)∈[0,2π]2

|∂i
x∂

j
yη(x, y, t) − ∂i

x∂
j
yζ(x, y, t)| ≤ Ni,j α

3/2 |t|1/2.Remarque 1.20Les résultats de Bona, Prithard et Sott [BPS83℄ se généralisent à des solutions pério-diques des équations de KdV et de BBM sur l'intervalle de temps |t| ≤ α−1.



60 1. Modèles d'ondes de surfae 2D1.2.5 Comparaison numérique des solutions de KP-II et KP-BBM-IILe but de ette partie ne sera pas d'analyser de manière approfondie le shéma numé-rique utilisé mais plut�t de herher les idées nous permettant d'établir la validité de laonjeture 1.4.On onsidère alors le problème de Cauhy
ut + uux + uxxx + ∂−1

x uyy = 0 (1.54)
vt + vvx + vxxx − αvxxt + ∂−1

x vyy = 0 (1.55)
u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y), (1.56)ave f une fontion de Xm+5

π (R2), m ≥ 2. On sait que, d'après les théorème 1.18 etorollaire 1.19, les solutions de e problème sont telles qu'il existe α0 > 0, une onstante
Cm+5 stritement positive et dépendant uniquement de m, telle que si 0 < α ≤ α0, etpour 0 ≤ t ≤ 1

Cm+5|f |m+5

, on ait
||u(., ., t) − v(., ., t)|| ≤M0,0 α t

1/2 et sup
(x,y)∈[0,2π]2

|u(x, y, t)− v(x, y, t)| ≤ N0,0 α t
1/2. (1.57)On voudrait inspeter numériquement la onjeture 1.4, 'est à dire que l'on s'intéresse,d'un point de vue numérique, à l'optimalité du paramètre 0 < δ < 1 tel que sur l'in-tervalle de temps [0, α−δ], les inégalités (1.57) soient vraies. On reprend la méthode derelaxation assoiée à un shéma semi-impliite en temps, dérite par Besse [Bes04℄, quel'on adapte aux équations de KP à l'aide d'une FFT. On fait e hoix ar les méthodesde type Crank-Niholson ou de splitting ne sont pas judiieuses pour notre étude. Ene�et, Hamidouhe [Ham01℄ utilise une méthode de Crank-Niholson pour approher lessolutions des équations de KP et KP-BBM, mais pour laquelle les itérations de Piarddeviennent oûteuses, d'autant plus que nous aurons besoin de faire des omparaisonspour des temps d'ordre α−1. En e qui onerne la méthode de splitting, la résolution duproblème non linéaire revient à elle de l'équation de Burgers, on risque alors de faire ap-paraître des hos alors qu'il n'y en avait pas pour les équations de KP. Don �nalement,on utilise la méthode de relaxation restreinte au domaine [−π, π]× [−π, π]. On réérit leséquations (1.54)-(1.55)-(1.56) sous la forme

ut +
1

2
φx + uxxx + ∂−1

x uyy = 0

φ = u2

vt +
1

2
ψx + vxxx − αvxxt + ∂−1

x vyy = 0

ψ = v2

u(k, l, 0) = v(k, l, 0) = f(k, l).Soit T0 le temps maximum de omparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, et soit
δt le pas de disrétisation en temps. On note ûn+1, respetivement v̂n+1, φ̂n+ 1

2 , ψ̂n+ 1
2 ,l'approximation de û au temps (n+1)δt, respetivement de v̂ au temps (n+1)δt, de φ̂ au
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2
)δt, ψ̂ au temps (n+ 1

2
)δt, pour n ompris entre 0 et T0

δt
. En e qui onerneles dérivées en espae, on utilise une transformée de Fourier rapide. On obtient �nalementle shéma pour l'équation KP-II





φ̂n+ 1
2 (k, l) + φ̂n− 1

2 (k, l)

2
= (̂un)2(k, l)

ûn+1(k, l) − ûn(k, l)

δt
+
ik

2
φ̂n+ 1

2 (k, l) − i

(
k3 − l2

k

)
ûn+1(k, l) + ûn(k, l)

2
= 0

ûn+1(0, l) = ûn(0, l)
−Nx

2
≤ k ≤ Nx

2
− 1

−Ny

2
≤ l ≤ Ny

2
− 1, (1.58)et pour l'équation KP-BBM-II





ψ̂n+ 1
2 (k, l) + ψ̂n− 1

2 (k, l)

2
= (̂vn)2(k, l)

(1 + αk2)
v̂n+1(k, l) − v̂n(k, l)

δt
+
ik

2
ψ̂n+ 1

2 (k, l) − i

(
k3 − l2

k

)
v̂n+1(k, l) + v̂n(k, l)

2
= 0

v̂n+1(0, l) = v̂n(0, l)
−Nx

2
≤ k ≤ Nx

2
− 1

−Ny

2
≤ l ≤ Ny

2
− 1, (1.59)ave pour données initiales û0 = v̂0 = f̂ et φ̂− 1

2 = ψ̂− 1
2 = f̂ 2, Nx et Ny sont respetivementle nombre de modes de Fourier dans les diretions x et y, et 'est aussi le nombre de pointsde disrétisation dans es même diretions.L'appartenane de f à Xm+5

π (R2), en partiulier le fait que ∫ π

−π

f(x, y) dx = 0, permetde pallier la singularité en k. On a vu lors de la modélisation que, dans les variables uet v, les solutions des problèmes asymptotiques ne doivent pas être trop osillantes, onhoisit alors la donnée initiale de ette manière sur [−π, π] × [−π, π] et de telle sorte quesa norme L2(R2) soit égale à 1, les pas de disrétisation en espae n'ont alors pas besoind'être trop élevés. On aura remarqué lors de nos tests que pour des nombres de pointsde disrétisation en espae Nx et Ny pris égaux ou non, parmi 64 et 128, les résultatssont sensiblement les mêmes. On remarque la même hose pour un pas de disrétisationen temps δt pris aux alentours de 10−3 et 0.05. On hoisit d'illustrer les résultats pour
Nx = 128, Ny = 128 et δt = 0.05. Le temps maximum de omparaison théorique est del'ordre d'une onstante, on e�etue alors des itérations pour un intervalle de temps d'ordre
α−1. Dans un premier temps, on observera la omparaison numérique du problème nonlinéaire, ainsi que du problème linéaire. On espère alors que le temps de omparaison duproblème non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devrait être moins bonque le temps de omparaison du problème linéaire. Dans un seond temps, on e�etue laomparaison du problème non linéaire pour di�érents hoix de α. Le but sera de voir sile temps de omparaison dépend ou non de α.



62 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn e�etue les tests (voir Fig.1.3) pour
f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| , Nx = 128 , Ny = 128 , δt = 0.05 , α = 10−3.On remarque une très forte roissane des normes à peu près à partir du temps t = 140,'est à dire pour δ =
ln 14

3 ln 10
+

1

3
≃ 0, 715. On e�etue un seond test (voir Fig.1.3) pour

f(x, y) =
cosx cos y

|| cosx cos y|| , Nx = 128 , Ny = 128 , δt = 0.05 , α = 10−3.
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Fig. 1.3 � Comparaison numérique des normes L2 et L∞ pour les problèmes linéaire etnon linéaire ave α = 10−3 sur l'intervalle de temps [0, α−1] et ave les données initiales
f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| et f(x, y) =
cosx cos y

|| cosx cos y|| en utilisant l'éhelle logarithmique sur
Oy.



64 1. Modèles d'ondes de surfae 2DOn remarque pour e dernier test une très forte roissane des normes à peu près à partirdu temps t = 260, soit δ =
ln 26

3 ln 10
+

1

3
≃ 0, 804, e qui reste bien meilleur que le tempsthéorique. En e qui onerne la omparaison numérique du problème linéaire, on observedans tous nos tests que les inégalités (1.57) restent vraies pour toutes les itérations, eiest dû au aratère périodique des solutions du problème linéaire.Reprenons les tests préédents en augmentant ette fois-i le nombre d'osillations dela donnée initiale, résumons tout ela dans un tableau :Temps maximum TempsDonnée initiale de omparaison δ Donnée initiale max δ

f(x, y) non linéaire f(x, y)

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| 140 δ ≃ 0.715
cosx cos y

|| cosx cos y|| 260 δ ≃ 0.804

cos(2x+ y)

|| cos(2x+ y)|| 130 δ ≃ 0.704
cos 2x cos y

|| cos 2x cos y|| 260 δ ≃ 0.804

cos(x+ 2y)

|| cos(x+ 2y)|| 140 δ ≃ 0.715
cosx cos 2y

|| cosx cos 2y|| 260 δ ≃ 0.804

cos(2x+ 2y)

|| cos(2x+ 2y)|| 130 δ ≃ 0.704
cos 2x cos 2y

|| cos 2x cos 2y|| 250 δ ≃ 0.799Tab. 1.1 � Temps maximum de omparaison en fontion du nombre d'osillations de ladonnée initialeE�etuons la deuxième série de tests. Il s'agira de voir l'in�uene du paramètre αet aussi trouver une borne pour la valeur limite α0. Choisir la valeur α⋆ = 2.5 × 10−4,orrespond sensiblement à e qui est observé dans l'oéan pai�que, à savoir des ondes desurfae d'une amplitude de 1 mètre, de longueur d'onde 213 kilomètres dans la diretion x,pour une profondeur de 4000 mètres [Cen03℄. On ompare es hoix aux valeurs α = 10−2,
10−3 et 10−4 dans nos tests (voir Fig.1.4). On se limite à des valeurs de α prises supérieuresà 10−4, ar lorsque α est très petit, on perd la notion de petitesse de α au pro�t d'erreursde alul du programme. Il serait intéressant de trouver un shéma numérique mieuxadapté aux aluls pour α très petit.
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Fig. 1.4 � Comparaison numérique des normes L2 et L∞ pour le problème non linéaireave α = 10−3, 2.5 × 10−4, 10−4 et α0 = 7.14 × 10−3, 3.84 × 10−3 respetivement pourhaune des données initiales f(x, y) =
cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| et f(x, y) =
cosx cos y

|| cosx cos y|| .



66 1. Modèles d'ondes de surfae 2DLa valeur 10−2 apparaît omme une borne dans le hoix de α0 véri�ant, pour 0 < α ≤ α0,qu'il existe 0 < δ < 1 tel que les inégalités (1.57) soient vraies sur l'intervalle de temps
0 < t < α−δ. En e�et, on note que, dans tous les as, le temps de omparaison ne hangepas selon la valeur de α, mais e temps étant donné par la relation t = α−δ, on trouve :� ave la donnée initiale f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| , δ est égal à 1.073, 0.715, 0.596 et
0.544,� ave la donnée initiale f(x, y) =

cosx cos y

|| cosx cos y|| , δ est égal à 1.207, 0.804, 0.670 et
0.604,respetivement pour α égal à 10−2, 10−3, 2.5× 10−4 et 10−4. Essayons de voir plus préi-sément quel serait le as limite dans le hoix de α0. Pour ela, on reprend les tests pourdi�érentes valeurs de α prohe de 10−2
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Fig. 1.5 � Evolution de δ en fontion de α pour le problème non linéaire ave les donnéesinitiales f(x, y)=
cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| et f(x, y) =
cosx cos y

|| cosx cos y|| .Il résulte des simulations e�etuées que la borne α0 est prohe de 7.14×10−3 et 3.84×
10−3, respetivement pour les données initiales f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| et cosx cos y

|| cosx cos y||(voir Fig.1.5). On a vu aussi que es bornes numériques n'engendrent pas de limitationdans les hoix physiques possibles de valeurs de alpha, étant donné que es deux as nesont pas réalistes. Pour les données initiales sin(x+ y)

|| sin(x+ y)|| et sin x sin y

|| sinx sin y|| , on obtient desrésultats similaires.Il semblerait que la onjeture 1.4 soit vraie, il reste alors à montrer jusqu'où peut-onprolonger le temps de omparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II, on peut tout



1.2. Comparaison des solutions de KP-II et KP-BBM-II 67de même faire quelques observations :� le nombre d'osillations de la donnée initiale dans les diretions x et y, qui ne doitpas être trop élevé de part la modélisation, n'in�uene pas la omparaison,� la omparaison du problème non linéaire, lors des premiers instants d'observation,a un omportement sensiblement prohe de elle du problème linéaire,� le paramètre δ est plus ou moins prohe de 1 que de 0, autrement dit le temps deomparaison est plus prohe du temps donné par le problème linéaire que du tempsthéorique, selon que α est plus ou moins prohe de α0. De plus, ette valeur limite
α0 semble dépendre de la donnée initiale,� si α était nul, les équations de KP-II et KP-BBM-II se réduisant à la seule équationdes ondes, les solutions respetives seraient don les mêmes et δ vaudrait 1,� �nalement, on onstate que pour des données semblables à e que l'on observe dansla réalité, 'est à dire pour 10−4 ≤ α ≤ 10−3, les solutions des équations de KP-II etKP-BBM-II sont su�samment prohes l'une de l'autre sur un intervalle plus grandque le temps théorique pour ette modélisation du problème physique.
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Chapitre 2Modèles d'ondes internes endimension 2

L'équation de Benjamin-Ono [Ben67, DA67, Ono75℄ est obtenue par une analyseasymptotique à partir de l'équation d'Euler, autrement dit du prinipe fondamental dela dynamique, lorsqu'on étudie les ondes unidiretionnelles, de grande longueur, entredeux �uides de masses volumiques distintes, e qui orrespond aussi à étudier les ondesinternes de l'eau. Elle a pour forme
ηt +

3

2
αηηx −

β

2
H(ηxx) = 0,où α est le quotient entre l'amplitude des ondes et la profondeur du premier �uide, βle quotient entre ette profondeur et la longueur d'onde, et H la transformée de Hilbertdans la diretion x.Dans un premier temps, on dérivera à partir de l'équation d'Euler l'équation Benjamin-Ono-2D (2D-BO) suivante [Mat98, PLS03℄

ηt +
3

2
αηηx −

β

2
H(ηxx) +

γ

2
∂−1

x ηyy = 0,où ii γ désigne le arré du quotient entre les longueur d'ondes dans les deux diretionsdu plan.On voit alors que de la même manière que l'on passe de l'équation de KdV à elle deBBM, on obtient une nouvelle équation régularisée, à savoir
ηt + ηx +

3

2
αηηx +

β

2
H(ηxt) +

γ

2
∂−1

x ηyy = 0,appelée Benjamin-Ono-BBM-2D (2D-BO-BBM).Une fois e travail de modélisation e�etué, on pourra, dans un seond temps, omparerles solutions des équations 2D-BO et 2D-BO-BBM. On supposera alors que α, β et γ sontégaux.Après avoir établi l'existene et l'uniité de solutions loales des problèmes de Cauhypour 2D-BO et 2D-BO-BBM, on démontre le résultat suivant :Théorème 2.1Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+3(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ respetivement l'unique so-lution de 2D-BO et de 2D-BO-BBM dans C([−T, T ];Hm+3(R2)), ave T :=
α−1

Cm+3|f |m+3
,



70 2. Modèles d'ondes internes 2Dsous la ondition initiale η|t=0 = ζ |t=0 = f . Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiersnaturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, une onstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de la normede f dans Xm+3(R2), telle que si 0 < α ≤ α0, et pour |t| ≤ T , on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)||L∞(R2) ≤ Ni,jα

3/2 |t|1/2.La preuve onsistera à étudier les solutions des équations
ut + uux −H(uxx) + ∂−1

x uyy = 0 (2.1)
vt + vvx −H(vxx) + αH(vxt) + ∂−1

x vyy = 0. (2.2)La hose importante est de remarquer que le passage de 2D-BO à (2.1) et de 2D-BO-BBMà (2.2) se fait uniquement à l'aide du hangement de variables
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Clairement, e hangement de variables nous permettra de généraliser nos résultats à desproblèmes périodiques dans les deux diretions d'espae, e qui permettre d'étudier etteomparaison de façon numérique en se restreignant à des domaines de type [−π, π] ×

[−π, π]. 2.1 Dérivation des équationsOn s'appuie prinipalement ii sur l'artile de Matsuno [Mat98℄. Jusqu'à la setion
2.2, les résultats seront formels.2.1.1 Équations gouvernant l'éoulementOn onsidère un �ux irrotationnel de deux �uides parfaits homogènes inompressiblesde l'espae de dimension 3 muni d'un repère (Ox,Oy,Oz) ave Oz vertial dirigé versle haut et d'une hronologie. On note η(x, y, t) la surfae séparant es deux �uides. Onsuppose que la masse volumique est onstante dans haun des deux �uides, égale à ρ1pour z > η(x, y, t) et égale à ρ2 pour −h < z < η(x, y, t), telle que ρ1 < ρ2 (voir Fig.2.1).Il existe deux fontions potentiel de vitesse ϕ1 et ϕ2 véri�ant :� la onservation de la masse

ϕ1,xx + ϕ1,yy + ϕ1,zz = 0 si z > η(x, y, t), (2.3)
ϕ2,xx + ϕ2,yy + ϕ2,zz = 0 si − h < z < η(x, y, t), (2.4)� la ondition inématique à l'interfae entre les deux �uides, si z = η(x, y, t)

ηt + ϕ1,xηx + ϕ1,yηy = ϕ1,z, (2.5)
ηt + ϕ2,xηx + ϕ2,yηy = ϕ2,z, (2.6)
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Fig. 2.1 � Interfae entre deux �uides� l'équation de Bernoulli à l'interfae entre les deux �uides, si z = η(x, y, t)

ρ1

(
ϕ1,t +

1

2
(ϕ2

1,x + ϕ2
1,y + ϕ2

1,z) + gη

)
= ρ2

(
ϕ2,t +

1

2
(ϕ2

2,x + ϕ2
2,y + ϕ2

2,z) + gη

)
, (2.7)� ave pour onditions aux bords

ϕ1,z −→ 0 si z → +∞, (2.8)
ϕ2,z = 0 si z = −h. (2.9)2.1.2 Petites perturbations en dimension 2On suppose que l'équation de la surfae Σt véri�e η = O(a), où a est l'amplitude desondes. On suppose que l'amplitude des ondes a est négligeable par rapport à la profondeur

h et que ette profondeur h est elle-même négligeable par rapport à k la longueur d'ondedans la diretion x, 'est à dire que l'on s'intéresse aux ondes de faible amplitude et degrande longueur.On suppose que pour ρ =
ρ1

ρ2

< 1 et c =
√

(1 − ρ)gh

ϕ1(x, y, z, t) = acϕ̃1(
x

k
,
y

k
,
z

h
,
c

k
t),

ϕ2(x, y, z, t) =
ack

h
ϕ̃2(

x

k
,
y

k
,
z

h
,
c

k
t),

η(x, y, t) = aη̃(
x

k
,
y

k
,
c

k
t).On pose alors

x̃ =
x

k
, ỹ =

y

k
, z̃ =

z

h
, t̃ =

c

k
t, α =

a

h
, β =

h

kPar abus, on supprimera les tildes dans les équations obtenues par es hangements.L'équation de Σt devient z = αη, et les équations gouvernant l'éoulement :
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β2 (ϕ1,xx + ϕ1,yy) + ϕ1,zz = 0 si z > αη, (2.10)
β2 (ϕ2,xx + ϕ2,yy) + ϕ2,zz = 0 si − 1 < z < αη, (2.11)� la ondition inématique à l'interfae des �uides, si z = αη

ηt + αβ (ϕ1,xηx + ϕ1,yηy) =
1

β
ϕ1,z, (2.12)

ηt + α (ϕ2,xηx + ϕ2,yηy) =
1

β2
ϕ2,z, (2.13)� l'équation de Bernoulli à l'interfae des �uides, si z = αη

ρ

[
βϕ1,t +

1

2
αβ2

(
ϕ2

1,x + ϕ2
1,y

)
+

1

2
αϕ2

1,z +
1

1 − ρ
η

]
=

ϕ2,t +
1

2
α
(
ϕ2

2,x + ϕ2
2,y

)
+

1

2

α

β2
ϕ2

2,z +
1

1 − ρ
η, (2.14)� ave pour onditions aux bords

ϕ1,z −→ 0 si z → +∞, (2.15)
ϕ2,z = 0 si z = −1. (2.16)Véri�ons que l'on retrouve bien les équations préédentes :(i) Les équations de Laplae (2.3) et (2.4) donnent pour i = 1, 2

1

k2
ϕ̃i,exex +

1

k2
ϕ̃i,eyey +

1

h2
ϕ̃i,ezez = 0.Multiplier par h2 donne (2.10) et (2.11).(ii) L'équation (2.5) donne

a
c

k
η̃et +

ac

k
ϕ̃1,ex

a

k
η̃ex +

ac

k
ϕ̃1,ey

a

k
η̃ey −

ac

h
ϕ̃1,ez = 0.En divisant par ac

k
, on trouve

η̃et +
a

k
ϕ̃1,exη̃ex +

a

k
ϕ̃1,eyη̃ey −

k

h
ϕ̃1,ez = 0

η̃et +
a

h

h

k
ϕ̃1,exη̃ex +

a

h

h

k
ϕ̃1,eyη̃ey −

k

h
ϕ̃1,ez = 0,qui est l'équation (2.12).L'équation (2.6) donne

a
c

k
η̃et +

ack

h

a

k2
ϕ̃exη̃ex +

ack

h

a

k2
ϕ̃eyη̃ey −

ack

h2
ϕ̃ez = 0.En divisant par ac

k
, on trouve

η̃et +
a

h
ϕ̃exη̃ex +

a

h
ϕ̃eyη̃ey −

k2

h2
ϕ̃ez = 0,qui est l'équation (2.13).
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ρ

[
ac
c

k
ϕ̃1,et +

1

2

(
(
ac

k
)2ϕ̃2

1,ex + (
ac

k
)2ϕ̃2

1,ey + (
ac

h
)2ϕ̃2

1,ez

)
+ gaη̃

]
=

ack

h

c

k
ϕ̃2,et +

1

2

(
(
ack

h
)2 1

k2
ϕ̃2

2,ex + (
ack

h
)2 1

k2
ϕ̃2

2,ey + (
ack

h
)2 1

h2
ϕ̃2

2,ez

)
+ gaη̃.En divisant par ac2

h
, on trouve

ρ

[
h

k
ϕ̃1,et +

1

2

(
ah

k2
ϕ̃2

1,ex +
ah

k2
ϕ̃2

1,ey +
a

h
ϕ̃2

1,ez

)
+
gh

c2
η̃

]
=

ϕ̃2,et +
1

2

(a
h
ϕ̃2

2,ex +
a

h
ϕ̃2

2,ey +
a

h
ϕ̃2

2,ez

)
+
gh

c2
η̃,qui est l'équation (2.14).On veut trouver la forme des potentiels de vitesse ϕ1 et ϕ2. On ommene par herherla solution ϕ2 de l'équation (2.11) ave la ondition (2.16) sous forme de série, on suppose

ϕ2(x, y, z, t) =
∞∑

n=0

f
(n)
2 (x, y, t)(z + 1)n.On obtient

ϕ2,z(x, y, z, t) =
∞∑

n=1

nf
(n)
2 (x, y, t)(z + 1)n−1,d'où si z = −1, on a f (1)

2 (x, y, t) = 0. L'équation (2.11) s'érit
∞∑

n=0

(z + 1)n(β2∂
2f

(n)
2

∂x2
+ β2∂

2f
(n)
2

∂y2
) +

∞∑

n=2

n(n− 1)(z + 1)n−2f
(n)
2 = 0

∞∑

n=0

(
β2∂

2f
(n)
2

∂x2
+ β2∂

2f
(n)
2

∂y2
+ (n+ 1)(n+ 2)f

(n+2)
2

)
(z + 1)n = 0.Il s'ensuit que pour tout entier n,

β
∂2f

(n)
2

∂x2
+ β

∂2f
(n)
2

∂y2
+ (n+ 1)(n+ 2)f

(n+2)
2 = 0.On résout es équations par réurrene sur n. Comme f (1)

2 = 0, on en déduit
∀n ∈ N , f

(2n+1)
2 = 0.Pour les indies pairs, on a

β2∂
2f

(0)
2

∂x2
+ β2∂

2f
(0)
2

∂y2
+ 2f

(2)
2 = 0 , β2∂

2f
(2)
2

∂x2
+ β2∂

2f
(2)
2

∂y2
+ 12f

(4)
2 ,
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f

(2)
2 = −β

2

2

(
∂2f

(0)
2

∂x2
+
∂2f

(0)
2

∂y2

)
, f4 =

β4

24

(
∂4f

(0)
2

∂x4
+ 2

∂4f
(0)
2

∂x2∂y2
+
∂4f

(0)
2

∂y4

)
.On note f2 := f

(0)
2 et on a

ϕ2(x, y, z, t) = f2(x, y, t) −
β2

2
(f2,xx(x, y, t) + f2,yy(x, y, t)) (z + 1)2 (2.17)

+
β4

24
(f2,xxxx(x, y, t) + 2f2,xxyy(x, y, t) + f2,yyyy(x, y, t)) (z + 1)4 +O(β6).On résout désormais l'équation (2.10) sous la ondition (2.15). En utilisant la trans-formée de Fourier dans les diretions x et y, la solution ϕ1 est de la forme

ϕ1(x, y, z, t) = −
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f∨
1 (ξ1, ξ2, t)√
ξ2
1 + ξ2

2

e−i(ξ1x+ξ2y)e−β
√

ξ2
1+ξ2

2zdξ1 dξ2,ave
f∨

1 =
1

(2π)2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f1(x, y, t)ei(ξ1x+ξ2y)dx dy,où f1 est une fontion à déterminer. On en déduit que pour z = αη

ϕ1,xx + ϕ1,yy =

∫

R2

f∨
1 (ξ1, ξ2, t)

√
ξ2
1 + ξ2

2e−i(ξ1x+ξ2y)e−αβη
√

ξ2
1+ξ2

2dξ1 dξ2

=

∫

R2

f∨
1 (ξ1, ξ2, t)

√
ξ2
1 + ξ2

2e−i(ξ1x+ξ2y)dξ1 dξ2 +O(αβ),en e�etuant un développement limité de l'exponentielle suivant αβ. De la même manière,on a pour z = αη

ϕ1,z =

∫

R2

βf∨
1 (ξ1, ξ2, t)e−i(ξ1x+ξ2y)e−αβη

√
ξ2
1+ξ2

2dξ1 dξ2

= βf1 − αβ2η (ϕ1,xx + ϕ1,yy) +O(α2β3).L'équation (2.12) implique
f1 = ηt +O(αβ),on en déduit alors que pour z = αη

ϕ1,t = − 1

(2π)2

∫

R2

f1,t(x
′, y′, t)

(∫

R2

ei(ξ1(x′−x)+ξ2(y′−y))

√
ξ2
1 + ξ2

2

dξ1 dξ2

)
dx′ dy′ +O(αβ)

= − 1

2π

∫

R2

f1,t(x
′, y′, t)√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2
dx′ dy′ +O(αβ)

= − 1

2π

∫

R2

ηtt(x
′, y′, t)√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2
dx′ dy′ +O(αβ).



2.1. Dérivation des équations 75On remplae les fontions potentiels dans les équations (2.13) et (2.14) pour obtenirdeux équations de type Boussinesq
ηt + f2,xx + f2,yy + α(ηf2,x)x + α(ηf2,y)y −

β2

6
(f2,xxxx + 2f2,xxyy + f2,yyyy) = O(αβ2)(2.18)

η + f2,t +
α

2
f 2

2,x +
α

2
f 2

2,y − β2

(
1

2
f2,xxt +

1

2
f2,yyt

)
+ ρβL(ηtt) = O(αβ2),(2.19)ave

L(η)(x, y, t) :=
1

2π

∫

R2

η(x′, y′ + y, t)√
(x′ − x)2 + y′2

dx′ dy′. (2.20)On se plae désormais dans le as où k la longueur d'onde dans la diretion x est négli-geable par rapport à l la longueur d'onde dans la diretion y, 'est à dire que l'éoulementse fait prinipalement dans la diretion x, on suppose alors pour γ =
k2

l2

ϕ1(x, y, z, t) = ϕ̃1(x,
√
γy, z, t),

ϕ2(x, y, z, t) = ϕ̃2(x,
√
γy, z, t),

η(x, y, t) = η̃(x,
√
γy, t),et on pose ỹ = γy. On suppose que l'équation de la surfae η admet un développementlimité par rapport à sa deuxième variable, autrement dit on a

η(x′,
√
γ(y′ + y), t) = η̃(x′, ỹ, t) +O(γ).Cela implique que l'opérateur L peut être exprimé, au sens des distributions, omme unetransformée de Hilbert. En e�et, on a, après une intégration par parties,

L(ηx)(x, y, t) =
1

2π

∫

R2

η̃x(x
′, ỹ, t)√

(x′ − x)2 + y′2
dx′ dy′ +O(γ)

=
1

2π
P
∫

R2

η̃(x′, ỹ, t)

x′ − x
dx′
∫ +∞

0

dy

(1 + y2)3/2
+O(γ).Il su�t alors d'e�etuer le hangement de variable y = cosh θ, pour trouver

L(ηx)(x, y, t) =
1

π
P
∫

R2

η̃(x′, ỹ, t)

x′ − x
dx′ +O(γ)

=: −H(η̃)(x, ỹ, t) +O(γ),où H désigne la transformée de Hilbert dans la diretion x.Par abus, on supprimera de nouveau les tildes dans les di�érentes équations. Ces hange-ments donnent dans les équations (2.18) et (2.19)
ηt + f2,xx + γf2,yy + α(ηf2,x)x + αγ(ηf2,y)y −

β2

6
(f2,xxxx + 2γf2,xxyy + γ2f2,yyyy) = O(αβ2)

η + f2,t +
α

2
f 2

2,x +
αγ

2
f 2

2,y − β2

(
1

2
f2,xxt +

γ

2
f2,yyt

)
+ ρβL(ηtt) = O(αβ2),



76 2. Modèles d'ondes internes 2Dd'où, en négligeant aussi les termes d'ordre αγ et d'ordre βγ,
ηt + f2,xx + α(ηf2,x)x + γf2,yy = O(α2 + β2 + γ2)

η + f2,t +
α

2
f 2

2,x + ρβL(ηtt) = O(α2 + β2 + γ2).On pose w := f2,x et on dérive par rapport à x pour avoir �nalement
ηt + wx + α(ηw)x + γ∂−1

x wyy = O(α2 + β2 + γ2) (2.21)
ηx + wt + αwwx − ρβH(ηtt) = O(α2 + β2 + γ2). (2.22)A l'ordre le plus bas, les équations (2.21) et (2.22) deviennent

ηt + wx = O(α+ β + γ),

ηx + wt = O(α+ β + γ),e qui implique ηtt − ηxx = O(α + β + γ). Si on suppose que les ondes se déplaentde la gauhe vers la droite, la solution de ette équation est de la forme η(x, y, t) =
η(x− t, y, 0) +O(α+ β + γ), e qui implique ηt + ηx = O(α+ β + γ). On a don

ηt − wt = ηt + ηx = O(α+ β + γ),

ηx − wx = ηx + ηt = O(α+ β + γ),d'où w = η à l'ordre le plus bas. Pour revenir aux équations (2.21) et (2.22), il nous fautorriger ette dernière égalité, on herhe don w sous la forme
w = η + αA+ βB + γC +O(α2 + β2 + γ2),et on veut déterminer les valeurs de A, B, et C au premier ordre. L'équation (2.21) devient

ηt + ηx + α(Ax + 2ηηx) + βBx + γ(Cx + ∂−1
x ηyy) = O(α2 + β2 + γ2), (2.23)et l'équation (2.22)

ηt + ηx + α(At + ηηx) + β(Bt − ρH(ηtt)) + γCt = O(α2 + β2 + γ2), (2.24)et omme ηt = −ηx +O(α+ β + γ), l'équation préédente devient
ηt + ηx + α(At + ηηx) + β(Bt − ρH(ηxx)) + γCt = O(α2 + β4 + γ4). (2.25)La ompatibilité des développements limités des équations (2.23) et (2.25) implique

Ax + 2ηηx = At + ηηx,

Bx = Bt + −ρH(ηxx),

Cx + ∂−1
x ηyy = Ct.On e�etue le hangement de variables
r = s− t et s = x+ t,



2.2. Comparaison de BO et BO-BBM 77pour obtenir
A =

−η2

4
, B = −ρ

2
H(ηx) et Cr =

−1

2
∂−1

x ηyy.Remplaer es valeurs dans (2.23) donne
ηt + ηx +

3

2
αηηx −

ρ

2
βH(ηxx) +

γ

2
∂−1

x ηyy = O(α2 + β2 + γ2),omme ηt = −ηx +O(α+ β + γ), on en déduit une autre équation
ηt + ηx +

3

2
αηηx −

ρ

2
βH(ηxx) +

γ

2
∂−1

x ηyy = O(α2 + β2 + γ2).Les équations au premier ordre sont
ηt + ηx +

3

2
αηηx −

ρ

2
βH(ηxx) +

γ

2
∂−1

x ηyy = 0, (2.26)appelée Benjamin-Ono (2D-BO), et
ηt + ηx +

3

2
αηηx +

ρ

2
βH(ηxt) +

γ

2
∂−1

x ηyy = 0, (2.27)appelée Benjamin-Ono-BBM (2D-BO-BBM).Remarque 2.2 Le terme de dispersion de type KP, ηxxx, apparait à l'ordre β2.Il est désormais lair que les équations de 2D-BO et 2D-BO-BBM modélisent le mêmephénomène physique, nous allons pouvoir les omparer.2.2 Comparaison de BO et BO-BBMOn onsidère les problèmes de Cauhy suivants
ηt + ηx + αηηx − αH(ηxx) + α∂−1

x ηyy = 0 (2.28)
ζt + ζx + αζζx + αH(ζxt) + α∂−1

x ζyy = 0 (2.29)
η(x, y, 0) = ζ(x, y, 0) = f(x, y), (2.30)où α = β = γ dans la modélisation préédente. L'équation (2.28) est l'équation 2D-BOet l'équation (2.29) est l'équation 2D-BO-BBM.2.2.1 Disussion linéaireConsidérons les problèmes linéaires suivants :

ηt + ηx − αH(ηxx) + α∂−1
x ηyy = 0

ζt + ζx + αH(ζxt) + α∂−1
x ζyy = 0

η(x, y, 0) = ζ(x, y, 0) = f(x, y).



78 2. Modèles d'ondes internes 2DSupposons que la donnée initiale f appartienne à la lasse de Shwartz S(R2). Formelle-ment, la solution de 2D-BO est donnée, pour tout t ∈ R et (k, l) ∈ R2, par
η̂(k, l, t) = exp

(
−ik(1 − α|k| + α

l2

k2
)t

)
f̂(k, l).De la même manière la transformée de Fourier en espae donne pour l'équation 2D-BO-BBM, pour tout t ∈ R et (k, l) ∈ R2,

ζ̂(k, l, t) = exp

(
−ik( 1 + α l2

k2

1 + α|k|)t
)
f̂(k, l).On a alors, pour tous réels k, l et t,

|η̂(k, l, t) − ζ̂(k, l, t)| ≤ 2α2|t|
(
|k3| + |l2|

)
|f̂(k, l)|.Soit t ∈ R, le théorème de Planherel implique que

||η(., ., t) − ζ(., ., t)||∞ ≤
(

2

(2π)2

∫

R2

(|k3| + |l2|)|f̂(k, l)| dk dl
)
α2|t|.Cette analyse du problème linéaire nous mène à la onjeture suivante :Conjeture 2.3Soit f une fontion dé�nie sur R2 telle que ∂̂3

xf et ∂̂2
yf soient intégrables sur R2. Alors ηet ζ les solutions respetives de 2D-BO et 2D-BO-BBM véri�ent qu'il existe une onstante

C > 0, qui dépend uniquement de f et une onstante 0 < δ < 1, telle que pour |t| ≤ α−1−δ,on ait
||η(., ., t)− ζ(., ., t)||∞ ≤ Cα2|t|.On verra qu'une omparaison semblable peut être obtenue sur un intervalle de temps

[0, α−1] dans la setion 2.2.3. Néanmoins, on se demandera si, à l'aide d'une méthodenumérique, on peut améliorer e résultat et ainsi e rapproher de la onjeture.2.2.2 Problèmes de Cauhy loauxOn e�etue le hangement de fontions
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Le problème de Cauhy (2.28)-(2.29)-(2.30) devient

ut + uux −H(uxx) + ∂−1
x uyy = 0 (2.31)

vt + vvx −H(vxx) + αH(vxt) + ∂−1
x vyy = 0 (2.32)

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y). (2.33)Nous n'aurons besoin dans e travail que de l'existene et l'uniité du problème de Cauhyloal. De la même manière que dans le hapitre 1, on utilise la méthode dérite dansl'artile de Iório et Nunes [IN98℄.



2.2. Comparaison de BO et BO-BBM 79Proposition 2.4Soit f ∈ Xm(R2), m > 2. Alors il existe une onstante Cm stritement positive, dépendantuniquement de m, telle pour
T0 :=

1

Cm|f |m
,il existe une unique solution u ∈ C([−T0, T0];H

m(R2)) du problème de Cauhy (2.31)-(2.33), respetivement v ∈ C([−T0, T0];H
m(R2)) du problème de Cauhy (2.32)-(2.33).De plus, es solutions véri�ent qu'il existe une onstante cm stritement positive telle quepour |t| ≤ T0,

|u|m ≤ cm|f |m
|v|m ≤ cm|f |m.On va désormais omparer les solutions de 2D-BO et 2D-BO-BBM. On étudiera ladi�érene entre u et v solution du problème de Cauhy (2.31)-(2.32)-(2.33) pour laquellele temps maximum de omparaison est de l'ordre d'une onstante, on en déduira alorsla omparaison des solutions du problème de Cauhy (2.28)-(2.29)-(2.30) pour un tempsmaximum de omparaison d'ordre α−1.2.2.3 Comparaison des solutionsThéorème 2.5Soient m ≥ 0, et f ∈ Xm+3(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution duproblème de Cauhy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([−α−1T0, α

−1T0];H
m+3(R2)), ave T0 :=

1

Cm+3|f |m+3
. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i + j ≤ m, uneonstante Mi,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+3, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour

|t| ≤ α−1T0, on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)|| ≤Mi,j α

3/2|t|1/2.Remarque 2.6 Notons que l'existene et l'uniité des solutions η et ζ sont assurées parla setion préédente.Démonstration : On va montrer e théorème par réurrene sur le nombre total dedérivées, autrement dit sur i+j. On suppose que le temps est positif, la preuve s'adapterade la même manière dans le as où le temps est négatif.E�etuons tout d'abord le hangement de fontions
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t).Les équations (2.28), (2.29), (2.30) deviennent

ut + uux −H(uxx) + ∂−1
x uyy = 0

vt + vvx −H(vxx) + αH(vxt) + ∂−1
x vyy = 0

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y).



80 2. Modèles d'ondes internes 2DOn retrouve exatement les équations (2.31), (2.32) et (2.33). Posons w = v − u, alors wsatisfait le problème de Cauhy
wt + wwx −H(wxx) + αH(wxt) + ∂−1

x wyy = αH(uxt) − (uw)x (2.34)
w(x, y, 0) = 0.Le reste de la preuve est similaire à elle du théorème 1.14. �Corollaire 2.7Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+3(R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution duproblème de Cauhy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([−α−1T0, α

−1T0];H
m+3(R2)), ave T0 :=

1

Cm+3|f |m+3

. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, uneonstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+3, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
|t| ≤ α−1T0, on ait

||∂i
x∂

j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)||L∞(R2) ≤ Ni,j α

3/2 |t|1/2.2.2.4 Le as périodiqueGrâe à l'unique hangement de fontions
u(x, y, t) = η(x+ α−1t, y, α−1t) , v(x, y, t) = ζ(x+ α−1t, y, α−1t),on n'e�etue auune homothétie sur les variables d'espae x et y, et la donnée initiale restetoujours la même. Cei implique que nos résultats restent vrais dans le as périodique.On obtient des résultats similaires à la proposition 2.4 pour le problème de Cauhy loaldans le as périodique ([IN98℄). Si on note

Mπ(R2) :=

{
g ∈ C∞(R2), 2π − périodique en x et en y; ∫ π

−π

g(x, y) dx = 0 pour y ∈ [−π, π]

}etXm
π (R2) la fermeture deMπ(R2) par rapport à la norme ||g||2m =

∑

(k,l)∈Z2

(1 + k2 + l2)m|ĝ(k, l)|2,on peut énonerThéorème 2.8Soient m ≥ 0, et f ∈ Xm+3
π (R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution duproblème de Cauhy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([−α−1T0, α

−1T0];X
m+3
π (R2)), ave T0 :=

1

Cm+3|f |m+3
. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i + j ≤ m, uneonstante Mi,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+3, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour

|t| ≤ α−1T0, on ait
||∂i

x∂
j
yη(., ., t) − ∂i

x∂
j
yζ(., ., t)|| ≤Mi,j α

3/2|t|1/2.Corollaire 2.9Soient m ≥ 2, et f ∈ Xm+3
π (R2). Soit α > 0 et soient η et ζ l'unique solution du



2.2. Comparaison de BO et BO-BBM 81problème de Cauhy (2.28), (2.29), (2.30) dans C([−α−1T0, α
−1T0];X

m+3
π (R2)), ave T0 :=

1

Cm+3|f |m+3

. Alors, il existe α0 > 0, et pour tous entiers naturels 0 ≤ i+ j ≤ m− 2, uneonstante Ni,j > 0, dépendant uniquement de |f |m+3, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
|t| ≤ α−1T0, on ait

sup
(x,y)∈[0,2π]2

|∂i
x∂

j
yη(x, y, t) − ∂i

x∂
j
yζ(x, y, t)| ≤ Ni,j α

3/2 |t|1/2.Remarque 2.10Tous les résultats restent vrais en dimension 1 dans les as périodique et non périodique.2.2.5 Comparaison numérique des solutions de BO et BO-BBMOn illustre ii la onjeture 2.3 de manière à nous donner quelques idées sur sa possiblevalidité.On onsidère alors le problème de Cauhy
ut + uux −H(uxx) + ∂−1

x uyy = 0 (2.35)
vt + vvx −H(vxx) + αH(vxt) + ∂−1

x vyy = 0 (2.36)
u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = f(x, y), (2.37)ave f une fontion deXm+3

π (R2),m ≥ 2. On sait que d'après les théorème 2.8 et orollaire2.9, les solutions de e problème sont telles qu'il existe α0 > 0, une onstante Cm+3stritement positive et dépendant uniquement de m, telle que si 0 < α ≤ α0, et pour
0 ≤ t ≤ 1

Cm+3|f |m+3

, on ait
||u(., ., t)− v(., ., t)|| ≤M0,0αt

1/2 et sup
(x,y)∈[0,2π]2

|u(x, y, t)− v(x, y, t)| ≤ N0,0αt
1/2. (2.38)On s'intéresse à l'optimalité du paramètre 0 ≤ δ < 1 tel que sur l'intervalle de temps

[0, α−δ], les inégalités (2.38) soient vraies. On reprend la méthode de relaxation assoiéeà un shéma semi-impliite en temps, dérite par Besse [Bes04℄, assoiée à une FFT,restreinte au domaine [−π, π] × [−π, π]. Le hoix de ette méthode se justi�e par destemps de alul plus ourt et par la possibilité d'aller plus loin dans le temps que lesméthodes de type point �xe. On réérit les équations (2.35)-(2.36)-(2.37) sous la forme
ut +

1

2
φx −H(uxx) + ∂−1

x uyy = 0

φ = u2

vt +
1

2
ψx −H(vxx) + αH(vxt) + ∂−1

x vyy = 0

ψ = v2

u(k, l, 0) = v(k, l, 0) = f(k, l).Soit T0 le temps maximum de omparaison des solutions de 2D-BO et 2D-BO-BBM, etsoit δt le pas de disrétisation en temps. On note ûn+1, respetivement v̂n+1, φ̂n+ 1
2 , ψ̂n+ 1

2 ,



82 2. Modèles d'ondes internes 2Dl'approximation de û au temps (n+1)δt, respetivement de v̂ au temps (n+1)δt, de φ̂ autemps (n+ 1
2
)δt, ψ̂ au temps (n+ 1

2
)δt, pour n ompris entre 0 et T0

δt
. Pour les dérivées enespae, on e�etue une transformée de Fourier rapide. On obtient �nalement le shémapour l'équation 2D-BO





φ̂n+ 1
2 (k, l) + φ̂n− 1

2

2
= (̂un)2(k, l)

ûn+1(k, l) − ûn(k, l)

δt
+
ik

2
φ̂n+ 1

2 (k, l) − i

(
|k| k − l2

k

)
ûn+1(k, l) + ûn(k, l)

2
= 0

ûn+1(0, l) = ûn(0, l)
−Nx

2
≤ k ≤ Nx

2
− 1

−Ny

2
≤ l ≤ Ny

2
− 1; (2.39)et pour l'équation 2D-BO-BBM





ψ̂n+ 1
2 (k, l) + ψ̂n− 1

2 (k, l)

2
= (̂vn)2(k, l)

(1 + α|k|) v̂
n+1(k, l) − v̂n(k, l)

δt
+
ik

2
ψ̂n+ 1

2 (k, l)

−i
(
|k| k − l2

k

)
v̂n+1(k, l) + v̂n(k, l)

2
= 0

v̂n+1(0, l) = v̂n(0, l)
−Nx

2
≤ k ≤ Nx

2
− 1

−Ny

2
≤ l ≤ Ny

2
− 1; (2.40)ave pour données initiales û0 = v̂0 = f̂ et φ̂− 1

2 = ψ̂− 1
2 = f̂ 2, et où Nx et Ny sontrespetivement le nombre de modes de Fourier dans les diretions x et y, et 'est aussile nombre de points de disrétisation dans es même diretions. On hoisit d'illustrer lesrésultats pour Nx = 128, Ny = 128 et δt = 0.05. Le temps maximum de omparaisonthéorique est de l'ordre d'une onstante, on e�etue alors des itérations pour un intervallede temps d'ordre α−1. Dans un premier temps, on observera la omparaison numériquedu problème non linéaire, ainsi que du problème linéaire. On espère alors que le temps deomparaison du problème non linéaire soit meilleur que le temps théorique mais devraitêtre moins bon que le temps de omparaison du problème linéaire. Dans un seond temps,on e�etue la omparaison du problème non linéaire pour di�érents hoix de α. Le butsera de voir si le temps de omparaison dépend ou non de α.On e�etue les tests (voir Fig.2.2) pour

f(x, y) =
cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| , Nx = 128 , Ny = 128 , δt = 0.05 , α = 10−3.
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Fig. 2.2 � Comparaison numérique des normes L2 et L∞ pour les problèmes linéaireet non linéaire ave α = 10−3 sur l'intervalle de temps [0, α−1] ave la donnée initiale
f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| en utilisant l'éhelle logarithmique sur Oy.On remarque une très forte roissane des normes à peu près à partir du temps t = 460,'est à dire pour δ =
ln 46

3 ln 10
+

1

3
≃ 0, 887, e qui est bien meilleur que le temps théorique.On peut alors e�etuer les tests en augmentant de nouveau le nombre d'osillations et onvoit que la roissane des normes a lieu à peu près toujours au même moment. Commedans le hapitre préédent, on e�etue des tests pour les valeurs α0 = 2.18×10−3, α = 10−4et α⋆ = 2.5 × 10−4 On ompare es hoix à la valeur préédente α = 10−3 dans nos tests(voir Fig.2.3), et on trouve δ égal à 1, 0.665, 0.739 et 0.887 respetivement.
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Fig. 2.3 � Comparaison numérique des normes L2 et L∞ pour le problème non li-néaire ave α0 = 2.18 × 10−3, α = 10−3, 2.5 × 10−4 et 10−4 ave la donnée initiale
f(x, y) =

cos(x+ y)

|| cos(x+ y)|| .Il semblerait que la onjeture 2.3 soit vraie, on observe la même hose que dans lehapitre préédent, à savoir :� le nombre d'osillations de la donnée initiale dans les diretions x et y, qui ne doitpas être trop élevé de part la modélisation, n'in�uene pas la omparaison,� la omparaison du problème non linéaire, lors des premiers instants d'observation,a un omportement sensiblement prohe de elle du problème linéaire,� le paramètre δ est plus ou moins prohe 1 que de 0, autrement dit le temps deomparaison est plus prohe du temps donné par le problème linéaire que du tempsthéorique, selon que α est plus ou moins prohe de α0. De plus, ette valeur limite
α0 semble dépendre de la donnée initiale,� si α était nul, les équations de 2D-BO et 2D-BO-BBM se réduisant à la seule équationdes ondes, les solutions respetives seraient don les mêmes et δ vaudrait 1,� �nalement, on onstate que pour des données semblables à e que l'on observe dansla réalité, 'est à dire pour 10−4 ≤ α ≤ 10−3, les solutions des équations de 2D-BOet 2D-BO-BBM sont su�samment prohes l'une de l'autre sur un intervalle plusgrand que le temps théorique pour ette modélisation du problème physique.
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Chapitre 3Prolongement en temps des bornes

Hs des solutions
3.1 Behaviour of solutions of the BO-BBM equationThe small amplitude long waves moving inside a nonhomogeneous �uid are modelledin dimension 1 by the Benjamin-Ono equation [Ben67, DA67, Ono75, Mat93℄

ut + ux + αuux − βH(uxx) = 0,where H denotes the Hilbert transform in the x−diretion, α the quotient between theharateristi waves amplitude and the depth of the waves and β the quotient betweenthis depth and the wavelength. We reall that α and β are positive and small onstants,namely 0 < α, β ≤ 1. Sine this equation is obtained orreting, at the seond order, thetransport equation ut + ux = 0, we �nd the BO-BBM equation [BBM72℄
ut + ux + αuux + βH(uxt) = 0. (3.1)First of all, we prove the global in time well-posedness of the Cauhy problem assoiatedwith the BO-BBM equation (3.1) using the Brezis-Gallouet's method.Theorem 3.1Let 0 < α, β ≤ 1 and s > 1/2. Let f ∈ Hs

0(T). Then there exists an unique global in timesolution u ∈ C(R, Hs
0(T)) of the Cauhy problem assoiated with (3.1) of initial datum f .In partiular, we dedue that the norm ||u(t)||1/2 is onserved by BO-BBM �ow, i.e. for all

t ∈ R, ||u(t)||1/2 = ||u(0)||1/2. We ask then how does the other norms Hs
0(T), for s > 1/2,behave. As a onsequene of the loal in time well-posedness of the Cauhy problemassoiated with the BO-BBM equation, for 0 < α, β ≤ 1 and s > 1/2, there exists twoonstants C1 > 0 and C2 > 0 suh that if the initial datum f , satisfying ||f ||s ≤ ε, thenfor |t| ≤ C2 ε

−1β

α
, the solution u satis�es

||u(t)||s ≤ C1ε. (3.2)This bound an be true longer, and our result reads as follows.



88 3. Prolongement en temps des bornes HsTheorem 3.2Let 0 < α, β ≤ 1 and s > 1/2. There exists 0 < ε0 <
β2

α
, C1 > 0 and C2 > 0 suh thatif f ∈ Hs

0(T) with ||f ||s ≤ ε, for ε ∈]0, ε0[, then the unique solution u of the periodiBO-BBM equation (3.1) with initial datum f , satis�es for |t| ≤ C2

(
ε−1β

α

)2

,

||u(t)||s ≤ C1ε. (3.3)The priniple of the proof onsists in rewriting the BO-BBM equation under the normalform
vt + L(v) = F (v),where L is a linear operator and F a multilinear operator of order stritly higher than 2,to ameliorate the quadrati nature of the nonlinearity of the BO-BBM equation. In ourwork, we are inspired by the method introdued by Tzvetkov [Tzv04℄, and F will be atrilinear operator. In a more general way, this method is alled Poinaré theory of normalforms [Arn83℄.The onstraint of smallness on ε0 does not depend on α and β when β2

α
≥ 1. We alsonotie that the fat that ε0 is hosen in the suh way ε < β2

α
, with 0 < ε < ε0, impliesthat the prolonged time (ε−1β

α

)2 is longer than the one found by the loal existene
ε−1β

α
.Let us �x α = 1. When β tends to zero, the persistene time of the bound (3.3) givenby the theorem 3.2 also tends to zero. That is not surprising beause the formal limit,when β tends to zero, of the BO-BBM equation is the Burgers one

ut + ux + uux = 0.The existene time of the Cauhy problem assoiated with this equation, for an initialdatum of size ε, is of order ε−1 and this time is maximum.In onrete terms, we onsider small amplitude long waves moving at the level of a ther-moline. For example, in the strait of Gibraltar, the studied waves propagate at 200mdeep inside the Mediterranean sea (of total depth 900m), have an amplitude ontai-ned between 50m and 80m, for a wavelength from 1 km to 2 km [Ja04℄, in partiular
1

4
=

50

200
≤ α ≤ 80

200
=

2

5
and 1

10
=

200

2000
≤ β ≤ 200

1000
=

1

5
.We will use the following notations : T = R / (2πZ) is the one-dimensional torus, Z∗the set of nonzero integers. For s ∈ R, we de�ne Hs

0(T) the spae of zero x-mean valuefuntions equipped with the norm
||u(t)||s =

(∑

k∈Z∗

|k|2s|û(k)|2
)1/2

,where û denotes the Fourier transform de�ned by
û(k) =

∫

T

e−ikxu(x)dµ(x).



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 89The measure dµ(x) is hosen proportional to the Lebesgue one on T and normalized suhthat
u(x) =

∑

k∈Z∗

eikxû(k).3.1.1 Existene and Uniqueness of solutionWe onsider the Cauhy problem, for t ∈ R, and x ∈ T,
ut + ux + αuux + βH(uxt) = 0 (3.4)

u(x, 0) = f(x). (3.5)The equation (3.4) is rewritten as
ut +

∂x

1 + β|Dx|
u = −α

2

∂x

1 + β|Dx|
u2,where ∂x

1 + β|Dx|
is de�ned by the Fourier symbol σ(k) :=

ik

1 + β|k| .The existene and uniqueness of loal in time solution are proved �rst of all.Theorem 3.3Let 0 < α, β ≤ 1 and s > 1/2. Let f ∈ Hs
0(T). There exists a onstant C0 > 0, dependingonly on s, suh that for

T =
1

C0||f ||s
β

α
,there exists an unique solution u ∈ C([−T, T ];Hs

0(T)) of the periodi Cauhy problem(3.4)-(3.5).Moreover, for all M > 0 with ||f ||s ≤ M and ||g||s ≤ M , there exists a onstant C1 > 0suh that the solutions u and v, assoiated with the initial data f and g respetively, satisfyfor t ∈ [−T, T ], with T =
1

C0M

β

α
,

||u(t) − v(t)||s ≤ C1||f − g||s.Proof. The proof is done for positive time.It is enough to remark for u ∈ Hs
0(T)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂x

1 + β|Dx|
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

s

=
∑

k∈Z∗

|k|2s

(
k

1 + β|k|

)2

|û(k)|2,and sine 1 + β|k| ≥ β|k|, for k ∈ Z∗, we dedue
α

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂x

1 + β|Dx|
u

∣∣∣∣
∣∣∣∣
s

≤ α

β
||u||s. (3.6)



90 3. Prolongement en temps des bornes HsLet T > 0. The Duhamel formula implies that u is the solution of the Cauhy problem(3.4)-(3.5) if and only if u is the solution of the following equation, for t ∈ [0, T ],
u(t) = Φu(t) := Stf − α

2

∫ t

0

St−τ

(
∂x

1 + β|Dx|
u2

)
(τ) dτ, (3.7)with Stf :=

∑

k∈Z∗

eikxe−it k
1+β|k| f̂(k). We aim to apply the �xed point theorem. We deduefrom the preeding formula and the inequality (3.6) that, for t ∈ [0, T ],

||Φu(t)||s ≤ ||f ||s +
α

2β

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂x

1 + β|Dx|
u2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
s

(τ) dτ,and sine s > 1/2, the Sobolev injetion implies that there exists a onstant Cs > 0,depending only on s, suh that
||Φu(t)||s ≤ ||f ||s +

α

β
Cs

∫ t

0

||u||2s(τ) dτ

≤ ||f ||s +
α

β
Cs T

(
sup

t∈[0,T ]

||u(t)||s
)2

. (3.8)Then there exists C0 > 0 suh that for T =
1

C0||f ||s
β

α
, the losed ball

BT :=

{
u ∈ C([0, T ];Hs

0(T)) ; sup
t∈[0,T ]

||u(t)||s ≤ 2||f ||s
}veri�es Φ(BT ) ⊂ BT . Indeed, let u ∈ BT , the inequality (3.8) beomes

||Φu(t)||s ≤ ||f ||s +
4Cs||f ||s
C0

,and ||f ||s +
4Cs||f ||s
C0

≤ 2||f ||s if C0 ≥ 4Cs.Let u and v in BT . The Duhamel formula (3.7) gives, for t ∈ [0, T ],
||Φu(t) − Φv(t)||s ≤ α

2

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂x

1 + β|Dx|
(u2 − v2)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
s

(τ) dτ,and the Sobolev injetion implies
||Φu(t) − Φv(t)||s ≤ 4α

β
Cs||f ||sT sup

t∈[−T,T ]

||u− v||s(t)

=
4Cs

C0
sup

t∈[0,T ]

||u− v||s(t).For C0 > 4Cs, the map Φ is a ontration on BT . Finally, aording to the �xed pointtheorem, there exists an unique solution u of Φu(t) = u(t) in BT .



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 91It remains to prove the ontinuity with the initial datum. Let u and v solutions of theCauhy problem (3.4)-(3.5) with initial data f and g respetively, suh that ||f ||s ≤ Mand ||g||s ≤M . The Duhamel formula (3.7) gives for t ∈ [0, T ], with T =
1

C0M

β

α
,

||u(t) − v(t)||s ≤ ||f − g||s +
α

2

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂x

1 + β|Dx|
(u2 − v2)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
s

(τ) dτ

≤ ||f − g||s +
2Cs

C0M
(||f ||s + ||g||s) sup

t∈[0,T ]

||u− v||s(t).Sine C0 > 4Cs, we �nd
||u(t) − v(t)||s ≤ ||f − g||s +

1

2
sup

t∈[0,T ]

||u− v||s(t),thus
sup

t∈[0,T ]

||u− v||s ≤ 2||f − g||s.

�Remark 3.4The time T of loal existene, given by the preeding theorem, an be hosen independenton s. We prove that for s > r > 1/2, we an take Ts = Tr =
1

Cr||f ||r
β

α
. It is enough tonotie that, in the same way the inequality (3.8) is found, we have for t ∈ [0, Tr],

||Φu(t)||s ≤ ||f ||s +
α

β
Cr Tr sup

t∈[0,Tr ]

||u(t)||s sup
t∈[0,Tr]

||u(t)||r.Remark 3.5The time of the loal well-posedness ould be larger, espeially in the ase where 0 < β ≤
α ≤ 1, but we have to impose more regularity for the initial datum [Iór90℄. More preisely,let us suppose s > 3/2 and f ∈ Hs

0(T). Then, there exists a onstant C0 > 0, dependingonly on s, suh that for
T =

1

C0||f ||s
1

α
,there exists an unique solution u ∈ C([−T, T ];Hs

0(T)) of the periodi Cauhy problem(3.4)-(3.5).On the other hand, the hoie of ε0 in the theorem 3.2 also implies that the prolongedtime (ε−1β

α

)2 is longer than the one found by this loal existene result ε−1 1

α
.Now, we prove global well-posedness of the BO-BBM equation.Proposition 3.6Let s > 1/2 and f ∈ Hs

0(T). Then the solution u of the Cauhy problem (3.4)-(3.5) verifyfor all t ∈ [−T, T ],
||u(t)||1/2 = ||f ||1/2.



92 3. Prolongement en temps des bornes HsProof. For n ∈ N, we de�ne fn(x) :=
∑

|k|≤n eikxf̂(k). Then fn ∈ Hs+10
0 (T), (fn)n∈Ntends to f in Hs

0(T) when n tends to in�nity and for n ∈ N, ||fn||s ≤ ||f ||s. Let un ∈
C([−Tn, Tn];Hs+10

0 (T)) the solution of the Cauhy problem (3.4)-(3.5) of initial datum fn.In partiular Tn ≥ T and un ∈ C([−T, T ];Hs+10
0 (T)). We multiply the equation (3.4) by

un to obtain
||un(t)||1/2 = ||fn||1/2.Aording to the theorem 3.3, there exists a onstant C1 > 0 suh that, for t ∈ [−T, T ],

||u(t) − un(t)||1/2 ≤ ||u(t) − un(t)||s ≤ C1||f − fn||s,thus (un(t))n∈N tends to u(t) inH1/2
0 (T) when n tends to in�nity. By uniity of the limitingvalue, ||un(t)||1/2 = ||fn||1/2 tends to ||u(t)||1/2 = ||f ||1/2 when n tends to in�nity.

�To prove the global well-posedness, the Brezis-Gallouet method [BG80℄ will be used.Lemma 3.7Let s > 1/2 and u ∈ C([−T, T ];Hs
0(T)) the solution of the Cauhy problem (3.4)-(3.5).Then there exists C1 > 0 suh that

||u||L∞ ≤ C1

(
1 +

√
log(1 + ||u||s)

)
.Proof. Let R > 0, where R is to be hosen. We write

||u||L∞ ≤ ||û||L1 =
∑

k∈Z∗

|û(k)| =
∑

|k|<R

|û(k)| +
∑

|k|≥R

|û(k)|

=
∑

0<|k|<R

( |k|
|k|

)1/2

|û(k)| +
∑

|k|≥R

( |k|
|k|

)s

|û(k)|.The Cauhy-Shwarz inequality gives
||u||L∞ ≤


 ∑

0<|k|<R

|k||û(k)|2



1/2
 ∑

0<|k|<R

1

|k|




1/2

+


∑

|k|≥R

|k|2s|û(k)|2



1/2
∑

|k|≥R

1

|k|2s




1/2

.Sine s > 1/2, there exists ε > 0 suh that 2(s− ε) > 1. We dedue
||u||L∞ ≤ C ||u||1/2

√
log(R) +

||u||s
Rε


∑

|k|≥R

1

|k|2(s−ε)




1/2

≤ C ||u||1/2

√
log(R) + C

||u||s
Rε

.We hoose R = (1 + ||u||s)1/ε to get
||u||L∞ ≤ C ε−1/2||u||1/2

√
log(1 + ||u||s) + C

||u||s
1 + ||u||s

.

�



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 93Theorem 3.8Let 0 < α, β ≤ 1 and s > 1/2. Let f ∈ Hs
0(T). Then there exists an unique global in timesolution u ∈ C(R, Hs

0(T)) of the Cauhy problem (3.4)-(3.5).Proof. We denote again T the time of the loal existene given by the theorem 3.3.For t ∈ [−T, T ], the Duhamel formula is written
u(t) = Stf − α

2

∫ t

0

St−τ

(
∂x

1 + β|Dx|
u2

)
(τ) dτ,with Stf :=

∑

k∈Z∗

eikxe−it k
1+β|k| f̂(k). We get then

||u(t)||s ≤ ||f ||s +
α

2β

∫ t

0

||u(τ)||L∞||u(τ)||s dτ.The preeding lemma 3.7 implies that there exists C1 > 0 suh that
||u(t)||s ≤ ||f ||s +

α

2β
C1

∫ t

0

(
1 +

√
log(1 + ||u(τ)||s)

)
||u(τ)||s dτ =: Ψ(t).We remark

Ψ′(t) =
α

2β
C1

(
1 +

√
log(1 + ||u(t)||s)

)
||u(t)||s

≤ α

2β
C1

(
1 +

√
log(1 + Ψ(t)

)
Ψ(t) ≤ α

2β
C1 (1 + log(1 + Ψ(t))Ψ(t),or in another way, there exists C0 > 0 suh that

d

dt
log (1 + log(1 + Ψ(t)) ≤ C0.We dedue that there exists C2 > 0 and C3 > 0 suh that for all t ∈ [−T, T ], ||u(t)||s ≤ec2ec3t

. In partiular, ||u(t)||s remains bounded on every �nite time interval and the solu-tion of the BO-BBM equation an be extended in time at all R.
�3.1.2 Long time bounds for the periodi BO-BBM equationA onsequene of the loal well-posedness is written.Corollary 3.9Let 0 < α, β ≤ 1, s > 1/2. Let ε > 0 and f ∈ Hs

0(T) with ||f ||s ≤ ε. Then there exists
C0 > 0 and C1 > 0 suh that the solution u of the Cauhy problem (3.4)-(3.5) verify for
|t| ≤ C0 ε

−1β

α
,

||u(t)||s ≤ C1ε.



94 3. Prolongement en temps des bornes HsWe ask if the solution remains small longer, we will use a method introdued by Tzvetkov[Tzv04℄.We �rst prove some useful results. We reall that, for k ∈ Z, σ(k) =
ik

1 + β|k| .Lemma 3.10This Fourier symbol σ satis�es for all k and k1 in Z∗

|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| ≥ β2 |kk1(k − k1)|
(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

.Proof. Six ases have to be studied.i. If k > 0, k1 > 0 and k − k1 > 0, we have
|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =

|β(2 + βk)k1(k − k1)|
(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

.ii. If k > 0, k1 > 0 and k − k1 < 0, we have
|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =

|βk(2 + βk1)(k − k1)|
(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

.iii. If k > 0 and k1 < 0, we have
|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =

|βkk1(2 + β(k − k1))|
(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

.iv. If k < 0 and k1 > 0, we have
|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =

| − βkk1(2 − β(k − k1))|
(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

=
β|k|k1(2 + β|k − k1|)

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)
.v. If k < 0, k1 < 0 and k − k1 > 0, we have

|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =
| − βk(2 − βk1)(k − k1)|

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

=
β|k|(2 + β|k1|)(k − k1)

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)
.vi. If k < 0, k1 < 0 and k − k1 < 0, we have

|σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)| =
|(2 − βk)(−βk1)(k − k1)|

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

=
(2 + β|k|)β|k1|(k − k1)

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)
.

�Let D := {(k, k1) ∈ Z2 ; k 6= 0, k1 6= 0, k 6= k1} and we de�ne the bilinear operator
B(u, v) := −α

2

∑

D

eikx ik

1 + β|k|
û(k1) v̂(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
.



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 95Lemma 3.11Let s > 1/2. There exists a onstant C > 0 suh that for all u and v in Hs
0(T)

||B(u, v)||s ≤ C
α

β2
||u||s||v||s.Proof. By duality, to prove the lemma is equivalent to prove for all w ∈ S(T)

∣∣∣∣∣
∑

D

B̂(u, v)(k)ŵ(k)

∣∣∣∣∣ ≤ C
α

β2
(||u||s||v||s) ||w||−s. (3.9)Indeed, we have

||B(u, v)||2s =
∑

k∈Z∗

|k|2s|B̂(u, v)(k)|2 =
∑

k∈Z∗

B̂(u, v)(k)
(
|k|2sB̂(u, v)(k)

)
.We set then ŵ(k) = |k|2sB̂(u, v)(k). We write

||B(u, v)||2s =
∑

k∈Z∗

B̂(u, v)(k) ŵ(k),and aording to the inequality (3.9)
||B(u, v)||2s ≤ C

α

β2
(||u||s||v||s) ||w||−s.However

||w||−s =

(∑

k∈Z∗

|k|−2s|k|4s|B̂(u, v)(k)|2
)1/2

=

(∑

k∈Z∗

|k|2s|B̂(u, v)(k)|2
)1/2

= ||B(u, v)||s.We de�ne then̂
u1(k) = |k|sû(k) , v̂1(k) = |k|sv̂(k) and ŵ1(k) = |k|−sŵ(k).In partiular, this implies
||u1||L2 = ||u||s , ||v1||L2 = ||v||s and ||w1||L2 = ||w||−s.We �nd then̂

B(u, v)(k) =
α

2

ik

1 + β|k|
∑

k1 ∈ Z
∗

k1 6= k

û(k1)v̂(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

=
α

2

ik

1 + β|k|
∑

k1 ∈ Z∗

k1 6= k

|k|sû1(k1)v̂1(k − k1)

|k1|s|k − k1|s(σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k))
.Finally, it is enough to prove

∣∣∣∣∣
α

2

∑

D

ik

1 + β|k|
|k|sû1(k1)v̂1(k − k1)ŵ1(k)

|k1|s|k − k1|s(σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k))

∣∣∣∣∣ ≤ C
α

β2
(||u1||L2 ||v1||L2) ||w||L2.



96 3. Prolongement en temps des bornes HsLemma 3.12We have for k and k1 in D
∣∣∣∣

ik

1 + β|k|
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
4

β2
.Proof. Aording to the lemma 3.10, we have for k and k1 in D,

∣∣∣∣
ik

1 + β|k|
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
(1 + β|k1|)(1 + β|k − k1|)

β2|k1(k − k1)|
.Sine 0 < β ≤ 1 and k, k1 ∈ Z∗, we have 1 + β|k1| ≤ 2 |k1| and 1 + β|k − k1| ≤ 2 |k − k1|,thus ∣∣∣∣

ik

1 + β|k|
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
4

β2
.

�For s > 1/2, the triangle inequality implies
|k|s

|k1|s|k − k1|s
≤ C

(
1

|k1|s
+

1

|k − k1|s
)
,and thanks to the preeding lemma, it remains to bound

α

β2

∑

D

|û1(k1)| |v̂1(k − k1)||ŵ1(k)|
|k1|s

+

α

β2

∑

D

|û1(k1)| |v̂1(k − k1)||ŵ1(k)|
|k − k1|s

=: I + II.The Cauhy-Shwarz inequality in k gives for the �rst term of the preeding sum
I ≤ α

β2



∑

k∈Z∗




∑

k1 ∈ Z∗

k1 6= k

|û1(k1)| |v̂1(k − k1)|
|k1|s




2


1/2

(∑

k∈Z∗

|ŵ1(k)|2
)1/2

,then the Cauhy-Shwarz inequality in k1 is applied again,
I ≤ α

β2




∑

k1 ∈ Z∗

k1 6= k

1

|k1|2s




1/2

∑

k∈Z∗

∑

k1 ∈ Z∗

k1 6= k

|û1(k1)|2|v̂1(k − k1)|2




1/2

(∑

k∈Z∗

|ŵ1(k)|2
)1/2

.Sine s > 1/2, there exists a onstant C > 0 suh that
I ≤ C

α

β2
(||u1||L2||v1||L2) ||w1||L2.



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 97By symmetry, we �nd similar inequality for II. �For δ > 0, we pose Uδ := {u ∈ Hs
0(T); ||u||s < δ}. For u ∈ Hs

0(T), we de�ne the opera-tor Λ by,
Λu := u+B(u, u).The di�erential of this operator is given by, for all ϕ ∈ S(T)

〈dΛ(u) , ϕ〉 = ϕ+ 2B(u, ϕ),the preeding lemma implies that dΛ is ontinuous from Hs
0(T) to itself. Sine dΛ(0) isthe identity, the inverse funtion theorem is applied to give the following lemma.Lemma 3.13Let s > 1/2. Then there exists 0 < δ′ <

β2

α
, δ > 0, and C > 0 suh that for all v ∈ Uδ,there exists an unique u ∈ Uδ′ suh that Λu = v. Moreover

||u||s ≤ C||v||s,and the map Λ−1 is of lass C1.We aim to know whih equation is satis�ed by Λ, i.e. what is the normal form of theBO-BBM equation.Lemma 3.14Let s > 1/2. There exists a trilinear operator
F : Hs

0(T) ×Hs
0(T) ×Hs

0(T) −→ Hs
0(T)satisfying that there exists a onstant C > 0 suh that for all (u1, u2, u3) ∈ Hs

0(T) ×
Hs

0(T) ×Hs
0(T)

||F (u1, u2, u3)||s ≤ C
α2

β2
||u1||s||u2||s||u3||s,and satisfying, if u ∈ C([−T, T ];Hs

0(T)) is solution of the equation (3.4), then v de�nedby, for t ∈ [−T, T ]
v(t) := u(t) +B(u(t), u(t)),is solution of
vt +

Dx

1 + β|Dx|
v = F (u, u, u).Proof. We remark �rst of all that v ∈ C([−T, T ];Hs

0(T)) aording to the lemma 3.11.We write
vt +

Dx

1 + β|Dx|
v = ut + ∂tB(u, u) +

Dx

1 + β|Dx|
u+

Dx

1 + β|Dx|
B(u, u)

= −α
2

Dx

1 + β|Dx|
u2 + ∂tB(u, u) +

Dx

1 + β|Dx|
B(u, u).



98 3. Prolongement en temps des bornes HsIn one hand, we have
∂tB(u, u) = B(ut, u) +B(u, ut) = 2B(ut, u)

= −α
∑

D

eikx ik

1 + β|k|
ût(k1)û(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
.Sine u is solution of the equation (3.4), we obtain

ût(k) = −α
2

ik

1 + β|k| û
2(k) − σ(k)û(k),thus, by symmetry, we have

∂tB(u, u) = −α
2

2

∑

D

eikx kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
û2(k1)û(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

+
α

2

∑

D

eikx ik

1 + β|k|
(σ(k1) + σ(k − k1))û(k1)û(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
.In the other hand, we have

Dx

1 + β|Dx|
B(u, u) = −α

2

∑

D

eikx ik

1 + β|k|
σ(k)û(k1)û(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
.The last term gives

−α
2

Dx

1 + β|Dx|
u2 = −α

2

∑

D

eikx ik

1 + β|k| û(k1)û(k − k1).Finally, we �nd
vt +

Dx

1 + β|Dx|
v = −α

2

2

∑

D

eikx kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
û2(k1)û(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
. (3.10)We onsider then D1 := {(k, k1, k2) ∈ Z3; k 6= 0, k1 6= 0, k2 6= 0, k 6= k1, k1 6= k2} and wededue from (3.10) that F is de�ned by

F (u1, u2, u3) := −α
2

2

∑

D1

eikx kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
û1(k2)û2(k1 − k2)û3(k − k1)

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)
. (3.11)Lemma 3.15We have for k, k1 and k2 in D1

∣∣∣∣
kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
2

β2
.



3.1. Comportement des solutions de BO-BBM 99Proof. Aording to the lemma 3.10, we have for k, k1 and k2 in D1,
∣∣∣∣

kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
1 + β|k − k1|
β2|k − k1|

,and sine 0 < β ≤ 1 and k, k1 ∈ Z∗, we have 1 + β|k − k1| ≤ 2 |k − k1|, thus
∣∣∣∣

kk1

(1 + β|k|)(1 + β|k1|)
1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
2

β2
.

�In the same manner as lemma 3.11, by duality, it is enough to bound
I :=

α2

2β2

∑

D1

|k|s|û1(k2)| |û2(k1 − k2)| |û3(k − k1)| |û4(k)|
|k2|s|k1 − k2|s|k − k1|s

.The Cauhy-Shwarz inequality is applied �rst in k to give
I ≤ α2

β2



∑

k∈Z∗




∑

(k1, k2) ∈ (Z∗)2

k1 6= k, k2 6= k1

|k|s|û1(k2)| |û2(k1 − k2)| |û3(k − k1)|
|k2|s|k1 − k2|s|k − k1|s







1/2

||u4||L2,and then in (k2, k1),
I ≤ α2

β2



∑

k∈Z∗

∑

(k1, k2) ∈ (Z∗)2

k1 6= k, k2 6= k1

|û1(k2)|2 |û2(k1 − k2)|2 |û3(k − k1)|2

×
∑

(k1, k2) ∈ (Z∗)2

k1 6= k, k2 6= k1

|k|2s

|k2|2s|k1 − k2|2s|k − k1|2s




1/2

||u4||L2,However, sine s > 1/2, the triangle inequality implies
|k|2s

|k2|2s|k1 − k2|2s|k − k1|2s
≤ C

(
1

|k2|2s|k1 − k2|2s
+

1

|k2|2s|k − k1|2s
+

1

|k1 − k2|2s|k − k1|2s

)
,thus

sup
k∈Z∗

∑

(k1, k2) ∈ (Z∗)2

k1 6= k, k2 6= k1

|k|2s

|k2|2s|k1 − k2|2s|k − k1|2s
< +∞.

�



100 3. Prolongement en temps des bornes HsNow, we prove the prinipal result of this hapter.Proof of the theorem 3.2. We suppose t > 0, the proof is similar for negative time.Let δ and δ′ the positive onstants involved in the lemma 3.13.Aording to the loal well-posedness theorem 3.3, there exists ε0 > 0 suh that if f ∈ Uε,for ε ∈]0, ε0[, then for t ≤ C2 ε
−1β

α
,

u(t) +B(u, u)(t) ∈ Uδ and u(t) ∈ Uδ′ .Thus u(t) = Λ−1v(t) for t ≤ C2 ε
−1β

α
=: T .The Duhamel formula gives for t ∈ [0, T ]

v(t) = St (f +B(f, f)) +

∫ t

0

St−τ (F (u, u, u)) (τ) dτ, (3.12)with Stf :=
∑

k∈Z∗

eikxe−it k
1+β|k| f̂(k). Thanks to the lemma 3.11, there exists a onstant C1 >

0 suh that we have
||St (f +B(f, f))||s ≤ ||f ||s + ||B(f, f)||s

≤ ||f ||s + C
α

β2
||f ||2s

≤ C1ε

(
1 + ε

α

β2

)
.Even if we take ε0 > 0 smaller, we have ε < β2

α
and 1 <

(
1 + ε

α

β2

)
< 2, and we dedue

||St (f +B(f, f))||s ≤ 2C1ε. (3.13)The lemmas 3.13 and 3.14 imply that there exists a onstant C3 > 0 suh that if v(t) ∈ Uδ′for t ∈ [0, T ], then
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0

St−τ

(
F (Λ−1v,Λ−1v,Λ−1v)

)
(τ) dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
L∞([0,T ];Hs

0(T))

≤ C3
α2

β2
T ||v||3L∞([0,T ];Hs

0(T)).(3.14)Even if we take ε0 > 0 smaller, we impose 2C1ε0 < δ. We set C0 =
1

54C2
1C3

and
T0 = C0

(
ε−1β

α

)2

. It follows then
||v||L∞([0,T0];Hs

0(T)) ≤ 3C1ε. (3.15)Let us suppose that the inequality (3.15) fails. Sine
||v(0)||s = ||f +B(f, f)||s ≤ C1ε

(
1 + ε

α

β2

)
< 3C1ε,



3.2. Comportement des solutions de KP-II 101by ontinuity with time, there exists τ ∈ [0, T0] suh that for t ∈ [0, τ ]

||v(t)||s ≤ 3C1ε and ||v(τ)||s = 3C1ε.Let C the positive onstant involved in the lemma 3.13, we impose also 3C1Cε0 < δ′. Weknow that u(t) ∈ Uδ′ for |t| ≤ T , and with this hoie of ε, it follows that u(t) ∈ Uδ′ for
t ∈ [0, τ ]. Indeed, if there exists τ1 ∈ [0, τ ] suh that for t ∈ [0, τ1]

||u(t)||s < δ′ and ||u(τ1)||s = δ′,then by ontinuity with time and aording to the lemma 3.13, we have
δ′ = ||u(τ1)||s = lim

t→τ1
||u(t)||s ≤ sup

0≤t<τ1

||u(t)||s

≤ sup
0≤t<τ1

C||v(t)||s ≤ 3C1Cε < δ′,whih is a ontradition.Finally, we �nd from the Duhamel formula (3.12)
||v||L∞([0,τ ];Hs

0(T)) ≤ 2C1ε+ C3
α2

β2
τ ||v||3L∞([0,τ ];Hs

0(T)),or equivalently
3C1ε ≤ 2C1ε+ C3

α2

β2
τ (3C1ε)

3 ,whih gives
τ ≥ 2C0

(
ε−1β

α

)2

= 2T0.And this is a ontradition with the fat τ ∈ [0, T0]. Then the inequality (3.15) is trueand using the lemma 3.13 we have for t ∈ [0, T0]

||u(t)||s ≤ C||v(t)||s ≤ 3C1Cε.

�Remark 3.16 Nothing says, in this proof, that the bound in time (ε−1β

α

)2 is optimal.3.2 Behaviour of solutions of the KP-II equationThe small amplitude long waves in shallow water, moving mainly in the diretion x,are modelled in dimension 2 by Kadomtsev-Petviashvili equation [KP70℄
ut + ux + αuux + σβuxxx + γ∂−1

x uyy = 0, (3.16)alled KP-I if σ = −1 and KP-II if σ = 1, aording to whether the surfae tension is oris not negleted. Here, α denotes the quotient between the harateristi waves amplitude



102 3. Prolongement en temps des bornes Hsand the depth, β the square of the quotient between the depth and the wavelength in the
x−diretion and γ square of the quotient between the wavelengths in the two diretionsof the surfae. We reall that α, β and γ are positive and small onstants, namely 0 <
α, β, γ ≤ 1.We reall that the global in time well-posedness of the KP-II equation is proved byBourgain [Bou93℄.Theorem 3.17Let s ≥ 0. For every f ∈ Hs

0(T
2), there exists a global in time solution u of the KP-IIequation with initial datum f , unique in a suitable lass. For s > 2, C(R;Hs

0(T
2)) an betaken as an uniqueness lass.In addition, the mass ||u(t)||L2 = ||u(0)||L2 is onserved for all time t ∈ R. We askthen what is about the other norm Hs

0(T
2) for s > 0. As a onsequene of the loal intime well-posedness of the Cauhy problem assoiated with the KP equation [IN98℄, for

0 < α, β, γ ≤ 1 and s > 2, there exists two onstants C1 > 0 and C2 > 0 suh that if theinitial datum f , satisfying ||f ||s ≤ ε, then for |t| ≤ C2 ε
−1 1

α
, the solution u satis�es

||u(t)||s ≤ C1 ε. (3.17)We ask us if this bound an be true longer, and our result reads as follows.Theorem 3.18Let 0 < α, β, γ ≤ 1 and s > 1. There exists 0 < ε0 <
β

α
, C1 > 0 and C2 > 0 suh that if

f ∈ Hs
0(T

2) with ||f ||s ≤ ε, for ε ∈]0, ε0[, then the unique solution u of the the periodiKP equation (3.16) with initial datum f , satis�es for |t| ≤ C2

(
ε−1

√
β

α

)2

,

||u(t)||s ≤ C1ε.The onstraint of smallness on ε0 does not depend on α and β when β

α
≥ 1. We alsonotie that the fat that ε0 is hosen in the suh way ε < β

α
, with 0 < ε < ε0, impliesthat the prolonged time (ε−1

√
β

α

)2 is longer than the one found by the loal existene
ε−1 1

α
. When α = β = γ = 1, we �nd again the result proved by Tzvetkov [Tzv04℄.In onrete terms, if we onsider small amplitude long waves in shallow water mo-ving on the Pai� oean, i.e. for an average depth of 4000 metres, the waves studiedmust have an amplitude around 1m, for a wavelength 213 km [Cen03℄, in partiular

α =
1

4000
= 2.5 × 10−4 and β =

(
4000

213000

)2

≃ 3.5 × 10−4.We will use the following notations : T2 = R2 / (2πZ)2 is the one-dimensional torus,
Z∗ the set of nonzero integers. For s ∈ R, we de�ne Hs

0(T
2) the spae of zero x-mean value



3.2. Comportement des solutions de KP-II 103funtions equipped with the norm
||u(t)||s =


 ∑

(k,l)∈Z∗×Z

(|k| + |l|)2s|û(k, l)|2



1/2

,where û denotes the Fourier transform de�ned by
û(k, l) =

∫

T2

e−ikx−ilyu(x, y)dµ(x, y).The measure dµ(x, y) is hosen proportional to the Lebesgue one on T2 and normalizedsuh that
u(x, y) =

∑

(k,l)∈Z∗×Z

eikx+ilyû(k, l).We onsider the Cauhy problem, for t ∈ R and (x, y) ∈ T2,
ut + ux + αuux + βuxxx + γ∂−1

x uyy = 0 (3.18)
u(x, y, 0) = f(x, y). (3.19)The equation (3.18) is rewritten as

ut + L(Dx, Dy)u = −αuux,where L(Dx, Dy) is de�ned by the Fourier symbol
σ(k, l) = i

(
k − βk3 + γ

l2

k

)
. (3.20)This Fourier symbol σ satis�es for all k and k1 in Z∗, with k 6= k1,

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l) = i

(
3βkk1(k − k1) + γ

(l1k − lk1)
2

kk1(k − k1)

)
.In partiular, we �nd for k and k1 in Z∗, with k 6= k1,

|σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)| ≥ 3β|kk1(k − k1)|. (3.21)Let D := {(k, l, k1, l1) ∈ Z4 ; k 6= 0, k1 6= 0, k 6= k1} and we de�ne the bilinear operator
B(u, v) := −α

2

∑

D

eikx+ily ik û(k1, l1) v̂(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
.We �rst prove some useful results.Lemma 3.19Let s > 1. There exists a onstant C > 0 suh that for all u and v in Hs

0(T
2)

||B(u, v)||s ≤ C
α

β
||u||s||v||s.



104 3. Prolongement en temps des bornes HsProof. By duality, to prove the lemma is equivalent to prove for all w ∈ S(T2)

∣∣∣∣∣
∑

D

B̂(u, v)(k, l)ŵ(k, l)

∣∣∣∣∣ ≤ C
α

β
(||u||s||v||s) ||w||−s. (3.22)Indeed, we have

||B(u, v)||2s =
∑

(k,l)∈Z∗×Z

(|k|+|l|)2s|B̂(u, v)|2(k, l) =
∑

(k,l)∈Z∗×Z

B̂(u, v)(k, l)
(
(|k| + |l|)2sB̂(u, v)(k, l)

)
.We set then ŵ(k, l) = (|k| + |l|)2sB̂(u, v)(k, l), we write

||B(u, v)||2s =
∑

(k,l)∈Z∗×Z

B̂(u, v)(k, l) ŵ(k, l),and aording to the inequality (3.22)
||B(u, v)||2s ≤ C

α

β
(||u||s||v||s)||w||H−s

0
.However

||w||−s =


 ∑

(k,l)∈Z∗×Z

(|k| + |l|)−2s(|k| + |l|)4s|B̂(u, v)|2(k, l)




1/2

=


 ∑

(k,l)∈Z∗×Z

(|k| + |l|)2s|B̂(u, v)|2(k, l)




1/2

= ||B(u, v)||s.We de�ne then
û1(k, l) = (|k|+ |l|)sû(k, l) , v̂1(k, l) = (|k|+ |l|)sv̂(k, l) and ŵ1(k, l) = (|k|+ |l|)−sŵ(k, l).In partiular, this implies

||u1||L2 = ||u||s , ||v1||L2 = ||v||s and ||w1||L2 = ||w||−s.We �nd then
B̂(u, v)(k, l) =

α

2
ik

∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

k1 6= k

û(k1, l1)v̂(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)

=
α

2
ik

∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

k1 6= k

(|k| + |l|)sû1(k1, l1)v̂1(k − k1, l − l1)

(|k1| + |l1|)s(|k − k1| + |l − l1|)s(σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l))
.Finally, it is enough to prove
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∣∣∣∣∣
α

2

∑

D

ik
(|k| + |l|)sû1(k1, l1)v̂1(k − k1, l − l1)ŵ1(k, l)

(|k1| + |l1|)s(|k − k1| + |l − l1|)s(σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l))

∣∣∣∣∣ ≤

C
α

β
||u||L2||v||L2||w||L2.Aording to (3.21), we have for (k, l) and (k1, l1) in D,

∣∣∣∣
ik

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
1

3β
.Moreover, for s > 1, the triangle inequality implies

(|k| + |l|)s

(|k1| + |l1|)s(|k − k1| + |l − l1|)s
≤ C

(
1

(|k1| + |l1|)s
+

1

(|k − k1| + |l − l1|)s

)
,and it remains to bound

α

β

∑

D

|û1(k1, l1)| |v̂1(k − k1, l − l1)||ŵ1(k, l)|
(|k1| + |l1|)s

+

α

β

∑

D

|û1(k1, l1)| |v̂1(k − k1, l − l1)||ŵ1(k, l)|
(|k − k1| + |l − l1|)s

=: I + II.The Cauhy-Shwarz inequality in (k, l) gives for the �rst term of the preeding sum
I ≤ α

β




∑

(k,l)∈Z∗×Z




∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

k1 6= k

|û1(k1, l1)| |v̂1(k − k1, l − l1)|
(|k1| + |l1|)s




2


1/2

×


 ∑

(k;l)∈Z∗×Z

|ŵ1(k, l)|2



1/2

,then the Cauhy-Shwarz inequality in (k1, l1) is again applied
I ≤ α

β




∑

(k1, l1) ∈ Z∗ × Z

k1 6= k

1

(|k1| + |l1|)2s




1/2



∑

(k, l) ∈ Z∗ × Z

(k1, l1) ∈ Z∗ × Z

k1 6= k

|û1(k1, l1)|2|v̂1(k − k1, l − l1)|2




1/2

×


 ∑

(k,l)∈Z∗×Z

|ŵ1(k, l)|2



1/2

.



106 3. Prolongement en temps des bornes HsSine s > 1, there exists C > 0 suh that
I ≤ C

α

β
||u1||L2||v1||L2||w1||L2.By symmetry, we �nd similar inequality for II. �For δ > 0, we pose Uδ := {u ∈ Hs
0(T

2); ||u||s < δ}. For u ∈ Hs
0(T

2), we de�ne theoperator Λ by,
Λu := u+B(u, u).The di�erential of this operator is given by, for all ϕ ∈ S(T2)

〈dΛ(u) , ϕ〉 = ϕ+ 2B(u, ϕ),the preeding lemma implies that dΛ is ontinuous from Hs
0(T) to Hs

0(T). Sine dΛ(0) isthe identity, the inverse funtion theorem is applied to give the following lemma.Lemma 3.20Let s > 1. Then there exists 0 < δ′ <
β

α
,, δ > 0, and C > 0 suh that for all v ∈ Uδ, thereexists an unique u ∈ Uδ′ suh that Λu = v. Moreover

||u||s ≤ C||v||s,and the map Λ−1 is of lass C1.We aim to know whih equation is satis�ed by Λ, i.e. what is the normal form of theKP-II equation.Lemma 3.21Let s > 1. There exists a trilinear operator
F : Hs

0(T
2) ×Hs

0(T
2) ×Hs

0(T
2) −→ Hs

0(T
2)satisfying that there exists a onstant C > 0 suh that for all (u1, u2, u3) ∈ Hs

0(T
2) ×

Hs
0(T

2) ×Hs
0(T

2)

||F (u1, u2, u3)||s ≤ C
α2

β
||u1||s||u2||s||u3||s.Moreover, if u ∈ C([−T, T ];Hs

0(T
2)) is solution of the equation (3.18), then v de�ned by,for t ∈ [−T, T ]

v(t) := u(t) +B(u(t), u(t)),is solution of
vt + L(Dx, Dy)v = F (u, u, u).Proof. We remark �rst of all that v ∈ C([−T, T ];Hs

0(T
2)) aording to the lemma 3.19.We write

vt + L(Dx, Dy)v = ut + ∂tB(u, u) + L(Dx, Dy)u+ L(Dx, Dy)B(u, u)

= −αuux + ∂tB(u, u) + L(Dx, Dy)B(u, u).
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∂tB(u, u) = B(ut, u) +B(u, ut) = 2B(ut, u)

= −α
∑

D

eikx+ily ik ût(k1, l1)û(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
.Sine u is solution of the equation (3.18), we obtain

ût(k, l) = −α
2
ik û2(k, l) − σ(k, l)û(k, l),thus, by symmetry, we have

∂tB(u, u) = −α
2

2

∑

D

eikx+ily kk1 û2(k1, l1)û(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)

+
α

2

∑

D

eikx+ily ik (σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1))û(k1, l − l1)û(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
.In the other hand, we have

L(Dx, Dy)B(u, u) = −α
2

∑

D

eikx+ily ik σ(k, l)û(k1, l1)û(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
.The last term gives

−αuux = −α
2

∑

D

eikx+ilyik û(k1, l1)û(k − k1, l − l1).Finally, we �nd
vt + L(Dx, Dy)v = −α

2

2

∑

D

eikx+ily kk1 û2(k1, l1)û(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
. (3.23)We onsider then D1 := {(k, l, k1, l1, k2, l2) ∈ Z6; k 6= 0, k1 6= 0, k2 6= 0, k 6= k1, k1 6= k2}and we dedue from (3.23) that F is de�ned by

F (u1, u2, u3) = −α
2

2

∑

D1

eikx+ilykk1 û1(k2, l2)û2(k1 − k2, l1 − l2)û3(k − k1, l − l1)

σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)
. (3.24)Aording to (3.21), we have for k, k1 and k2 in D1,

∣∣∣∣
kk1

σ(k1) + σ(k − k1) − σ(k)

∣∣∣∣ ≤
1

3β
.In the same manner as lemma 3.19, by duality, it is enough to bound

I :=
α2

β

∑

D1

(|k| + |l|)s|û1(k2, l2)| |û2(k1 − k2, l1 − l2)| |û3(k − k1, l − l1)| |û4(k, l)|
(|k2| + |l2|)s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)s(|k − k1| + |l − l1|)s

.



108 3. Prolongement en temps des bornes HsThe Cauhy-Shwarz inequality is applied �rst in (k, l) to give
I≤α

2

β




∑

(k,l)∈Z∗×Z




∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

(k2, l2) ∈ (Z∗ × Z)2

k1 6= k, k2 6= k1

(|k| + |l|)s|û1(k2, l2)| |û2(k1 − k2, l1 − l2)| |û3(k − k1, l − l1)|
(|k2| + |l2|)s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)s(|k − k1| + |l − l1|)s




2


1/2

||u4||L2,and then in (k2, l2, k1, l1)

I ≤ α2

β2




∑

(k,l)∈Z∗×Z

∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

(k2, l2) ∈ Z
∗ × Z

k1 6= k, k2 6= k1

|û1(k2, l2)|2 |û2(k1 − k2, l1 − l2)|2 |û3(k − k1, l − l1)|2

×
∑

(k1, l1) ∈ Z∗ × Z

(k2, l2) ∈ Z
∗ × Z

k1 6= k, k2 6= k1

(|k| + |l|)2s

(|k2| + |l2|)2s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)2s(|k − k1| + |l − l1|)2s




1/2

||u4||L2,However, sine s > 1, the triangle inequality implies
(|k| + |l|)s

(|k2| + |l2|)s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)s(|k − k1| + |l − l1|)s
≤

C

(
1

(|k2| + |l2|)s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)s
+

1

(|k2| + |l2|)s(|k − k1| + |l − l1|)s

+
1

(|k1 − k2| + |l1 − l2|)s(|k − k1| + |l − l1|)s

)
,thus

sup
(k,l)∈Z∗×Z

∑

(k1, l1) ∈ Z
∗ × Z

(k2, l2) ∈ Z∗ × Z

k1 6= k, k2 6= k1

(|k| + |l|)2s

(|k2| + |l2|)2s(|k1 − k2| + |l1 − l2|)2s(|k − k1| + |l − l1|)2s
< +∞.

�Now, we prove the prinipal result of this setion.Proof of the theorem 3.18. We suppose t > 0, the proof is similar for negative time.Let δ and δ′ the positive onstants involved in the lemma 3.20.There exists ε0 > 0 suh that if f ∈ Uε, for ε ∈]0, ε0[, then for t ≤ T , u(t)+B(u, u)(t) ∈ Uδand u(t) ∈ Uδ′ . Thus u(t) = Λ−1v(t) for t ≤ T .The Duhamel formula gives
v(t) = St (f +B(f, f)) +

∫ t

0

St−τ (F (u, u, u)) (τ) dτ, (3.25)
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∑

(k,l)∈Z∗×Z

eikx+ilye−it(k−βk3+γ l2

k
)f̂(k, l). Thanks to the lemma 3.19, there existsa onstant C1 > 0 suh that uniformly in time we have

||St (f +B(f, f))||s ≤ ||f ||s + ||B(f, f)||s
≤ ||f ||s + C

α

β
||f ||2s

≤ C1ε

(
1 + ε

α

β

)
.Even if we take ε0 > 0 smaller, we have ε < β

α
and 1 <

(
1 + ε

α

β

)
< 2, and we dedue

||St (f +B(f, f))||s ≤ 2C1ε. (3.26)The lemmas 3.20 and 3.21 imply that there exists a onstant C2 > 0 suh that if
v(t) ∈ Uδ′ for t ∈ [0, T ] then

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ t

0

St−τ

(
F (Λ−1v,Λ−1v,Λ−1v)

)
(τ) dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
L∞([0,T ];Hs

0(T2))

≤ C2
α2

β
T ||v||3L∞([0,T ];Hs

0(T)).(3.27)Even if we take ε0 > 0 smaller, we impose 2C1ε0 < δ. We set C0 =
1

54C2
1C2

and
T0 = C0

(
ε−1

√
β

α

)2

. It follows then
||v||L∞([0,T0];Hs

0(T2)) ≤ 3C1ε. (3.28)Let us suppose that the inequality (3.28) fails. Sine
||v(0)||s = ||f +B(f, f)||s ≤ C1ε

(
1 + ε

α

β

)
< 3C1ε,by ontinuity with time, there exists τ ∈ [0, T0] suh that for t ∈ [0, τ ]

||v(t)||s ≤ 3C1ε and ||v(τ)||s = 3C1ε.Let C the positive onstant involved in the lemma 3.20, we impose also 3C1Cε0 < δ′. Weknow that u(t) ∈ Uδ′ for |t| ≤ T , and with this hoie of ε, it follows that u(t) ∈ Uδ′ for
t ∈ [0, τ ]. Indeed, if there exists τ1 ∈ [0, τ ] suh that for t ∈ [0, τ1]

||u(t)||s < δ′ and ||u(τ1)||s = δ′.Then by ontinuity with time and aording to the lemma 3.20, we have
δ′ = ||u(τ1)||s = lim

t→τ1
||u(t)||s ≤ sup

0≤t<τ1

||u(t)||s

≤ sup
0≤t<τ1

C||v(t)||s ≤ 3C1Cε < δ′,
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||v||L∞([0,τ ];Hs

0(T2)) ≤ 2C1ε+ C2
α2

β
τ ||v||3L∞([0,τ ];Hs

0(T2)),or equivalently
3C1ε ≤ 2C1ε+ C2

α2

β
τ (3C1ε)

3 ,whih gives
τ ≥ 2C0

(
ε−1

√
β

α

)2

= 2T0.And this is a ontradition with the fat τ ∈ [0, T0]. Then the inequality (3.28) is trueand using the lemma 3.20 gives for t ∈ [0, T0]

||u(t)||s ≤ C||v(t)||s ≤ 3C1Cε.

�Remark 3.22 With this proof, nothing says that the bound in time (ε−1

√
β

α

)2 is opti-mal. Moreover, it would be interesting to expand same result for 0 < s ≤ 1.3.2.1 Remarks about the KP-BBM equationSine the KP equations are orretion, at the seond order, of the transport equation,we �nd the regularized KP equations
vt + vx + αvvx − σβvxxt + γ∂−1

x vyy = 0,alled KP-BBM-I if σ = −1 and KP-BBM-II if σ = 1.The KP-BBM-I is not well posed in L2(R2), and so we study here only the KP-BBM-IIequation.We onsider then the KP-BBM-II equation
vt + vx + αvvx − βvxxt + γ∂−1

x vyy = 0.We an prove also the loal well-posedness of the Cauhy problem (see hapter 1) [IN98,Iór90, Mam07, ST04℄. Let s > 2 and f ∈ Hs
0(T

2) the initial datum. Then there exists twoonstants C̃1 > 0 and C̃2 > 0, depending only on s, suh that the loal well-posedness isvalid until the time
T =

1

C̃2||f ||s
1

α
,and moreover if the initial datum satis�es ||f ||s ≤ ε, then for |t| ≤ C2ε

−1 1

α

||v(t)||s ≤ C̃1 ε. (3.29)



3.2. Comportement des solutions de KP-II 111But this bound (3.29) an not be prolonged longer by using the normal form method forthe KP-BBM-II equation. Indeed, if we denote for (k, l) ∈ Z2, σ(k, l) = i
k + γ l2

k

1 + βk2
, thenfor (k, l) and (k1, l1) in Z2, with k 6= 0, k1 6= 0 and k 6= k1, the symbol σ veri�es

|σ(k1, l1) + σ(k − k1, l − l1) − σ(k, l)| = | β(3 + k2
1 − kk1 + k2) +R | (3.30)

× |kk1(k − k1)|
(1 + βk2)(1 + βk2

1)(1 + β(k − k1)2)
,where R = R(k, k1, l, l1, γ, β) an be negative, then the equality (3.30) an vanish. The�rst term in (3.30) an be used to �nd similar long time bounds for the BBM equation.
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113
Chapitre 4Prolongement unique des solutions

On ommene par redémontrer une propriété de prolongement unique par l'intermé-diaire de la méthode de Bourgain sur un exemple simple en onsidérant l'équation d'Airy.Les résultats de la setion 4.1. ont été démontrés par Bourgain [Bou97℄, mais seront ré-érits pour gagner en ohérene. Ensuite, on met en évidene la lé de ette méthode d'unemanière plus générale. Cela nous permet de omprendre pourquoi elle ne s'applique pastel quel à l'équation KP-BBM-II, notre manière de faire sera alors radialement di�érente.4.1 Unique ontinuation of solutions of the AiryequationWe onsider in this setion the KdV equation [KdV95℄
ut + uux + uxxx = 0,modelling the small amplitude long waves in shallow water moving from left to right inthe x−diretionThe goal of this setion is to answer if the solution of the Cauhy problem assoiated withthe Airy equation has a ompat support on a time interval, then this solution vanishesidentially.Saut and Sheurer [SS87℄ proved the unique ontinuation property for a general lassof dispersive equation, in partiular for the Korteweg- de Vries equation, by using theCarleman's method [Car33℄. Here, we desribe the Bourgain's method [Bou97℄ based onentire funtion estimates. Thanks to the Paley-Wiener theorem, the entire funtion hereis given by an analyti ontinuation of the Fourier transform in spae of the Duhamelformula. In this way, Panthee [Pan04, Pan05℄ proved the unique ontinuation property forthe KP-II equation. But it is not yet lear if the proof an be expanded to the KP-BBM-IIequation (see setion 4.2).The result reads as follows.Theorem 4.1 [Bou97℄Let s > 1 integer and u ∈ C ([−T, T ];Hs(R)) solution of the Cauhy problem assoiatedwith the Airy equation. If there exists a onstant 0 < B < +∞, suh that for all t ∈ [−T, T ]suppu(t) ⊆ [−B,B],



114 4. Prolongement unique des solutionsthen u vanishes identially.We will use the following notations. For 1 ≤ p <∞, we denote Lp(R) the spae of p-powerintegrable funtions equipped with the norm
||f ||Lp :=

(∫

R

|f(x)|p dx
)1/p

,

L∞(R) the spae of funtions equipped with the norm
||f ||∞ = sup ess (f) := inf {c ; |f(x)| ≤ c almost everywhere in R} ,and C∞

0 (R) is the spae of funtions C∞(R) with ompat support. For all positive realnumber s, Hs(R) is the Sobolev spae of square integrable funtions, whih the s �rstderivatives are also square integrable, equipped with the norm
||f ||2s =

∫

R

(1 + k2)s|f̂(k)|2 dk,where the Fourier transform in spae is de�ned by
f̂(k) =

∫

R

e−ikxf(x) dx.The notation A . B means that there exists a onstant c > 0 suh that A ≤ cB.4.1.1 Estimates for an entire funtionIn this setion, we reall the fundamental estimates introdued by Bourgain [Bou97℄.The following proposition an be proved in the same way as [Bou97, lemma p.440℄.Proposition 4.2Let Φ ∈ C∞
0 (R) a nonzero funtion. Then for all Q > 0 and R > 0, there exists k ∈ R,with |k| > R, verifying

|Φ̂(k)| > e− |k|
Q . (4.1)Proof. Sine Φ ∈ C∞

0 (R), for s > 1, there exists a onstant C1 > 0 satisfying for all
k ∈ R,

|Φ̂(k)| < C1

1 + |k|s . (4.2)Let us suppose that the inequality (4.1) fails, i.e. there exists Q > 0 and R > 0 suhthat for all k ∈ R, with |k| > R, we have
|Φ̂(k)| ≤ e− |k|

Q . (4.3)We laim that for all k ∈ R

|Φ̂(k)| < 4C1

1 + |k|s/2
e− |k|

2(R+Q) . (4.4)



4.1. Prolongement unique des solutions de l'équation d'Airy 115First of all, we onsider the ase |k| ≤ R. We have, aording to the inequality (4.2), thereexists Q > 0 and R > 0 so that
|Φ̂(k)| < C1

1 + |k|s =
C1e− |k|

2(R+Q)

1 + |k|s/2

(
1 + |k|s/2

1 + |k|s e |k|
2(R+Q)

)
,and

1 + |k|s/2

1 + |k|s e |k|
2(R+Q) ≤ 2 e R

2(R+Q) < 4.Seondly, we onsider the ase |k| > R. We de�ne
R < |k0| := min

{
|k| for k ∈ R ; |Φ̂(k)| ≥ 4C1

1 + |k|s/2
e− |k|

2(R+Q)

}
. (4.5)In partiular, the inequality (4.3) is true for k0 and aording the inequality (4.2), we get

|Φ̂(k0)| <
(

C1

1 + |k0|s
e− |k0|

Q

)1/2

,and sine √
2
√

1 + |k0|s ≥ 1 + |k0|s/2, we have
|Φ̂(k0)| <

√
2C1

1 + |k0|s/2
e− |k0|

2Q <
4C1

1 + |k0|s/2
e− |k0|

2(R+Q) ,what ontradits the de�nition (4.5) of k0.Finally, the inequality (4.4) is true for all k ∈ R. In partiular, Φ has an analyti onti-nuation to some neighborhood of the real axis. However, Φ has a ompat support andthus Φ vanishes identially. �We will need estimates for entire funtion proved by Bourgain [Bou97, lemma p.443℄in dimension 1, and Panthee [Pan04, lemma 2.5 and or 2.6℄ in dimension 2.Lemma 4.3Let Φ̂ : C → C entire funtion, bounded and integrable on the real axis, satisfying for all
ξ ∈ C

|Φ̂(ξ)| . eB |Im ξ|.Then, for all k ∈ R, we have
|Φ̂′(k)| . B sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)|[1 + | log sup
|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)| | ℄.Corollary 4.4Let Φ̂ : C → C entire funtion, bounded and integrable on the real axis, satisfying for all
ξ ∈ C

|Φ̂(ξ)| . eB |Im ξ|.



116 4. Prolongement unique des solutionsThen, for all ξ = (k + im) ∈ C, satisfying
|m| ≤ B−1[1 + | log sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)| | ℄−1

, (4.6)we have for k1 and m1 ∈ R with |m1| ≤ |m|

|Φ̂′(k − k1 + im1)| . B

(
sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)| + sup
|k0|≥|k−k1|

|Φ̂(k0)|
) [1 + | log sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)| | ℄.We an generalize the proposition 4.2 to entire funtions.Corollary 4.5Let Φ ∈ C∞
0 (R) a nonzero funtion, with suppΦ ⊂ [−B,B]. Then for all Q > 0 and R > 0,there exists k ∈ R, with |k| > R, verifying for allm ∈ R, with |m| ≤ B−1[1 + | log |Φ̂(k)| | ℄−1

,

|Φ̂(k + im)| >
1

2
|Φ̂(k)| > 1

2
e− |k|

Q . (4.7)Proof. We denote Q and R the onstants satisfying the proposition 4.2 and suh thatthe inequality (4.1) is true.The derease at in�nity of the Fourier transform in the diretion k implies that thereexists k ∈ R, with |k| > R, verifying
|Φ̂(k)| = sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)|.In the other hand, sine Φ has a ompat support inluded in [−B,B], the Paley-Wienertheorem [Sh66, hapter VII, theorem XVI℄ implies that Φ̂ has an analyti ontinuationsatisfying for all (k + im) ∈ C,
|Φ̂(k + im)| . eB|m|.Let m ∈ R, we write

|Φ̂(k + im)| = |Φ̂(k + im) − Φ̂(k) + Φ̂(k)|,and the triangle inequality gives
|Φ̂(k + im)| ≥ |Φ̂(k)| − |Φ̂(k + im) − Φ̂(k)|.However, we have

|Φ̂(k + im) − Φ̂(k)| ≤ |m| sup
|m0|≤|m|

|Φ̂′(k + im0)|,and it is enough to hoose m ∈ R satisfying the ondition (4.6), or smaller, and to applythe orollary 4.4 with k1 = 0 to �nd
|Φ̂(k + im) − Φ̂(k)| ≤ 1

2
sup

|k0|≥|k|

|Φ̂(k0)| =
1

2
|Φ̂(k)|.Finally, we have

|Φ̂(k + im)| ≥ 1

2
|Φ̂(k)|,and we onlude by applying the proposition 4.2. �



4.1. Prolongement unique des solutions de l'équation d'Airy 1174.1.2 Preparation of the proofWe now apply this result to the Airy equation. Let us onsider the linear Cauhyproblem
ut + uxxx = 0 (4.8)
u(x, 0) = f(x). (4.9)We suppose f ∈ Hs(R). The Fourier transform in spae gives an ordinary di�erentialequation of whih the solution is, for k ∈ R and t ∈ R,

û(k, t) = eitk3

f̂(k). (4.10)Lemma 4.6Let s > 1 integer and u ∈ C ([−T, T ];Hs(R)) solution of the Cauhy problem (4.8)-(4.9).If there exists a onstant 0 < B < +∞ suh that for all t ∈ [−T, T ]suppu(t) ⊆ [−B,B],then for all k ∈ R and 0 ≤ i ≤ s, we have
sup

t∈[−T,T ]

|û(k, t)| .
1

1 + |k|i .Proof. The Cauhy-Shwarz inequality implies
∫

R

|u(x, t)| dx ≤ 2B

(∫

R

|u(x, t)|2 dx
)1/2

= 2B||f ||L2.We dedue that for k ∈ R

|û(k, t)| ≤ ||û(t)||∞ ≤ 1

2π
||u(t)||L1 ≤ 2B

2π
||f ||L2,thus

sup
t∈[−T,T ]

|û(k, t)| ≤ B

π
||f ||L2. (4.11)Let i ∈ N, with 0 < i ≤ s. We have for k ∈ R

(−1)ikiû(k, t) =

∫

R

e−ikx∂i
xu(x, t) dx,we get

|ki| |û(k, t)| ≤
∫

R

|∂i
xf(x)| dx,and thanks (4.10), the Cauhy-Shwarz inequality implies

|ki| |û(k, t)| ≤ 2B

(∫

R

|∂i
xf(x)|2 dx

)1/2

.



118 4. Prolongement unique des solutionsIn partiular, we �nd
|ki| sup

t∈[−T,T ]

|û(k, t)| ≤ 2B||f ||Hs. (4.12)The inequalities (4.11) and (4.12) imply that
sup

t∈[−T,T ]

|û(k, t)| .
1

1 + |k|i .

�Corollary 4.7Let s > 1 integer and u ∈ C ([−T, T ];Hs(R)) solution of the Cauhy problem (4.8)-(4.9)with u(t), for all t ∈ [−T, T ], has a ompat support inlude in [−B,B]. Let us supposethat there exists t0 ∈ [−T, T ] suh that u(t0) 6= 0. Then for all Q > 0 and R > 0, thereexists k ∈ R, with |k| > R, there exists t1 ∈ [−T, T ], verifying
|û(k, t1)| = sup

|k0|≥|k|

sup
t∈[−T,T ]

|û(k0, t)|, (4.13)and for all m ∈ R, with |m| ≤ B−1[1 + | log |û(k, t1)| | ℄−1

,

|û(k + im, t1)| >
1

2
|û(k, t1)| >

1

2
e− |k|

Q . (4.14)Proof. We apply the proposition 4.2 and orollary 4.5 with the funtion Φ de�ned by,for k ∈ R

Φ̂(k) = sup
t∈[−T,T ]

|û(k, t)|.

�4.1.3 Final argumentLet s > 1 and f ∈ Hs(R).We suppose for all t ∈ [−T, T ], the solution u(t) of the Airyequation has a ompat support inluded in [−B,B]. The Paley-Wiener theorem impliesthat û(t) has an analyti ontinuation given by, for (k + im) ∈ C and t ∈ [−T, T ],
û(k + im, t) = eit(k+i m)3 f̂(k + im).The Paley-Wiener theorem implies also that there exists C0 > 0 suh that for all (k+im) ∈

C and t ∈ [−T, T ],
|û(k + im, t)| ≤ C0eB|m|. (4.15)In the same time, we have for (k + im) ∈ C and t ∈ [−T, T ],

|û(k + im, t)| = et(−3k2m+m3)|f̂(k + im)|. (4.16)



4.2. Prinipe de la méthode 119Then we ask us if, for all time t ∈ [−T, T ] with t 6= 0, we an hoose (k + im) ∈ C suhthat the inequality (4.15) and the equality (4.16) are inompatibles. Let us verify this fat.Aording to the orollary 4.7, for all Q > 0 and R > 0, there exists k ∈ R, with |k| > R,and t1 ∈ [−T, T ], verifying for all m ∈ R, with |m| ≤ B−1[1 + | log |û(k, t1)| | ℄−1

,

|û(k + im, t1)| >
1

2
|û(k, t1)| >

1

2
e− |k|

Q . (4.17)Let t2 ∈ [−T, T ], with t2 6= t1. We write, for δt = t2 − t1,
|û(k + im, t2)| = et2(−3k2m+m3)|f̂(k + im)|

= eδt(−3k2m+m3)|û(k + im, t1)|

>
1

2
eδt(−3k2m+m3)− |k|

Q . (4.18)Even if we take Q and R larger, there exists k ∈ R, with |k| > R, and t1 ∈ [−T, T ]satisfying
|k| > B(1 + | log |û(k, t1)| |).Indeed, the inequality (4.17) an be rewritten, for all Q > 0 and R > 0, there exists k ∈ Rsatisfying
|k| > 1

2
(R +Q| log |û(k, t1)| |) ,and it is enough to take R and Q > 2B.Then we an hoose m ∈ R, with |m| =

1

|k| < B−1[1 + | log |û(k, t1)| | ℄−1

, where m < 0if δt > 0 and m > 0 if δt < 0. The inequalities (4.15) and (4.18) give �nally that thereexists C1 > 0 and k ∈ R, depending on Q and R suh thate|k|(3|δt|− 1
Q) ≤ C1,whih is impossible if take Q >

1

3|δt| and R large.4.2 Summary of the methodTo use this method, we need to prove that for all R > 0, there exists k ∈ R, with
|k| > R, suh that

|L′(k)| ≥ |f(k)|, with lim
|k|→∞

|f(k)| = +∞. (4.19)where L is the symbol of the linear evolution. In the ontext of the linear (or nonlinear)KdV equation, we hose f(k) = k2. We notie for the BBM equation
ut + ux + αuux − βuxxt = 0,



120 4. Prolongement unique des solutionsthe symbol of the linear evolution is given by L(k) =
k

1 + βk2
, thus L′(k) =

1 − βk2

(1 + βk2)2tends to zero at in�nity and the ondition (4.19) is not satis�ed.In dimension 2, this ondition beomes for all R > 0, there exists (k, l) ∈ R2, with
|k| + |l| > R, suh that

|∂kL(k, l)| ≥ |f(k, l)|, with lim
|k|+|l|→∞

|f(k, l)| = +∞. (4.20)Let us see how behave the KP equations
ut + ux + αuux + s βuxxx + γ∂−1

x uyy = 0.We have L(k, l) = k − sβk3 + γl2/k, and
∂kL(k, l) = 1 − 3sβk2 − γ

l2

k2
.If s = 1, i.e. for the KP-II equation, we hoose f(k, l) = |k| + |l| again and the ondition(4.20) is satis�ed [Pan05℄. If s = −1, i.e. for the KP-I equation, there exists (k, l) large(l ∼ k2) suh that ∂kL(k, l) vanishes, and the method introdued by Bourgain no longerapplies.In a similar way, the symbol of the linear evolution is given for the KP-BBM-II equationby

L(k, l) =
k + γl2/k

1 + βk2
, thus

∂kL(k, l) =
(1 − βk2)k2 − γl2(1 + 3βk2)

k2(1 + βk2)2
.For k and l large, ∂kL(k, l) an be very small if |l| ≪ |k|.In order to study the unique ontinuation property, we have to envisage another way.4.3 Unique ontinuation of solutions of the KP-BBM-IIequationThe small amplitude long waves in shallow water moving mainly in the x−diretionare modelled in dimension 2 by the Kadomtsev-Petviashvili equations [KP70℄

ut + ux + αuux + sβuxxx + γ∂−1
x uyy = 0,alled KP-I if s = −1 and KP-II if s = 1, aording to whether the surfae tension is oris not negleted, and where α denotes the quotient between the waves amplitude and thedepth of the water, β the square of the quotient between the depth and the wavelength,

γ the square of the quotient between the wavelength in the two diretions of the plan and
∂−1

x denotes the anti-derivative, de�ned by the Fourier symbol ∂̂−1
x u(k) :=

û(k)

ik
. We reall



4.3. Prolongement unique des solutions de KP-BBM-II 121that 0 ≤ α, β, γ ≤ 1. Sine this equation is obtained orreting, at the seond order, thetransport equation ut + ux = 0, we �nd the KP-BBM equations [BBM72℄
ut + ux + αuux − sβuxxt + γ∂−1

x uyy = 0,alled KP-BBM-I if s = −1 and KP-BBM-II if s = 1. The KP-BBM-I is not well posedin L2(R2) and so we study here only the KP-BBM-II equation. Indeed, the KP-BBM-Iequation an be rewritten
(1 + β∂2

x)ut = −ux − αuux − γ∂−1
x uyy,and the operator (1 + β∂2

x) is not invertible in L2(R2).The goal of this work is to show that if the solution of the Cauhy problem assoiated withthe KP-BBM-II equation has a ompat support on a time interval, then this solutionvanishes identially.Here, in order to approah the KP-BBM-II problem, we are inspired by a method introdu-ed by Constantin [Con05℄ based on integration by parts. If we denote Xs(R2) the spaeof funtions f in Hs(R2) suh that ∂−1
x f belongs to Hs(R2), provided with the norm

|f |s =
(
||f ||2s + ||∂−1

x f ||2s
)1/2

,our result reads as follows.Theorem 4.8Let s > 2 and u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)) the solution of the Cauhy problem assoiated withthe KP-BBM-II equation. Let us suppose that there exists 0 < B < +∞ and C > D in
R, with |D − C|√

βγ
< π, suh that for all t ∈ [−T, T ]supp u(t) ⊆ [−B,B] × [D,C].Then u vanishes identially.We reall that, for all positive real number s, Hs(R2) is the Sobolev spae of squareintegrable funtions, whih the s �rst derivatives are also square integrable, equippedwith the norm

||f ||2s =

∫

R2

(1 + k2 + l2)s|f̂(k, l)|2 dk dl,where the Fourier transform in spae is de�ned by
f̂(k, l) =

∫

R2

e−i(kx+ly)f(x, y) dx dy.4.3.1 Summary of existene theoryWe onsider the Cauhy problem
ut + ux + αuux − βuxxt + γ∂−1

x uyy = 0 (4.21)
u(x, y, 0) = f(x, y). (4.22)This Cauhy problem is dealt in the artiles of Bona, Liu and Tom [BLT02℄, or Sautand Tzvetkov [ST04℄. They proved that for all initial datum in the subspae of L2(R2)provided with the norm (||u||2 + ||ux||2)1/2, there exists an unique global in time solution.



122 4. Prolongement unique des solutions4.3.2 Unique ontinuation propertyWe start proving that the anti-derivative ∂−1
x an be written as an integral.Lemma 4.9Let s > 2 and u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)) solution of the Cauhy problem (4.21)-(4.22) withompat support inlude in [−B,B] × [D,C]. Then, for all (x, y) ∈ R2 and t ∈ [−T, T ],

∂−1
x u(x, y, t) =

∫ x

−∞

u(x′, y, t) dx′.Moreover u is integrable with mean zero.Proof. Let u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)) solution of the Cauhy problem (4.21)-(4.22). Wedenote
v(x, y, t) := ∂−1

x u(x, y, t) and w(x, y, t) :=

∫ x

−∞

u(x′, y, t) dx′.We dedue that, for all t ∈ [−T, T ], v̂(t) = ŵ(t) in S ′(R2), where S ′(R2) is the spae oftempered distributions. Sine the Fourier transform is bijetive on the tempered distribu-tion, we onlude by de�nition of the Sobolev spaes with respet to S ′(R2).Let us prove now that u is integrable with mean zero. Sine u has ompat support, and
u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)), with s > 2, the Cauhy-Shwarz inequality implies that u isintegrable over the x and y−diretions. Moreover, ∂−1

x u ∈ C ([−T, T ];Hs(R2)), thus, byproperty of Sobolev spae,
lim

x→+∞
∂−1

x u(x, y, t) = 0 =

∫ +∞

−∞

u(x, y, t) dx.

�Lemma 4.10Let s > 2 and u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)) solution of the Cauhy problem (4.21)-(4.22). Iffor all t ∈ [−T, T ], u(t) has a ompat support. Then, for all t ∈ [−T, T ] and g ∈ C∞(R),
∫

R2

e x√
β g(y)(u− βuxx)(x, y, t) dx dy = 0.Proof. Let G ∈ C∞(R2; R) and t ∈ [−T, T ]. Sine u(t) has a ompat support, anintegration by parts gives

∫

R2

G(x, y)(u− βuxx)(x, y, t) dx dy = 0,if
G(x, y) − βGxx(x, y) = 0.We set then G(x, y) = e x√

β g(y). �



4.3. Prolongement unique des solutions de KP-BBM-II 123We an prove now the main result of this paper.Proof of the theorem 4.8. We have, thanks to the di�erentiation under the integralsign theorem of Lebesgue,
0 =

d

dt

∫

R2

e x√
β g(y)(u− βuxx)(x, y, t) dx dy

=

∫

R2

e x√
β g(y)(ut − βuxxt)(x, y, t) dx dy,and sine u is the solution of the equation (4.21), we �nd

0 =

∫

R2

e x√
β g(y)(ux + αuux + γ∂−1

x uyy)(x, y, t) dx dy.Aording to the lemma 4.9, we apply an integration by parts in the x−diretion to �nd
0 =

∫

R2

e x√
β

1√
β
g(y)

(
u+

α

2
u2
)

+ e x√
β

√
βγ g(y) uyy(x, y, t) dx dy.Two new integrations by parts for the third term in the y−diretion give

0 =

∫

R2

e x√
β

(
1√
β
g(y) +

√
βγg′′(y)

)
u(x, y, t) +

α

2
√
β
e x√

β g(y)u2(x, y, t) dx dy.Our aim is to solve the ordinary di�erential equation
g(y) + βγg′′(y) = 0 with g(y) > 0. (4.23)One solution is given by g(y) = cos

(
y + y0√
βγ

)
, with y0 to be hosen. Finally, we �nd

∫

R2

e x√
β cos

(
y + y0√
βγ

)
u2(x, y, t) dx dy = 0.We hoose then y0 suh that y + y0√

βγ
∈
]
−π

2
,
π

2

[
. However, for all t ∈ [−T, T ], the supportof u(t) veri�es that supp u(t) ⊆ [−B,B]× [D,C], with |D − C|√

βγ
< π, and this implies thate x√

β cos

(
y + y0√
βγ

)
> 0 on the support of u(t). In partiular u vanishes identially.

�Remark 4.11In a mathematial point of view, the study of the KP equations with sign in front of uxxx isequivalent to study the ones with sign in front of ∂−1
x uyy. If we onsider the KP equationswritten under the form

ut + ux + αuux + βuxxx + sγ∂−1
x uyy = 0,hanging ux by −ut in the fourth term, we �nd another KP-BBM equations

ut + ux + αuux − βuxxt + sγ∂−1
x uyy = 0.In partiular, the KP-BBM-I (s = −1) is here well-posed [ST04℄, and we an expand theresult of unique ontinuation property as follows.



124 4. Prolongement unique des solutionsTheorem 4.12Let s > 2 and u ∈ C ([−T, T ];Xs(R2)) solution of the Cauhy problem assoiated withthe KP-BBM-I equation. Let us suppose that there exists 0 < B < +∞ suh that for all
t ∈ [−T, T ] suppu(t) ⊆ [−B,B] × [−B,B].Then u vanishes identially.Proof. The proof is similar to the KP-BBM-II one by taking the funtion G(x, y) =e x√

β
+ y√

βγ . �Let us notie that there is no restrition on the support in the y−diretion in this ase.



125
Chapitre 5Sur la déroissane en tempsdes solutions

Ce hapitre orrespond à l'artile [Mam08℄ paru dans Communiations on Pure andApplied Analysis.
5.1 Deay in time of solutions of generalized BO-BBMequationThe small amplitude long waves moving inside a nonhomogeneous �uid are modelledin dimension 1 by the Benjamin-Ono equation [Ben67, DA67, Ono75℄

ut + ux + uux −H(uxx) = 0,where H denotes the Hilbert transform in the diretion x. Sine this equation is obtainedorreting, at the seond order, the transport equation ut + ux = 0, we �nd the BO-BBMequation [BBM72℄
ut + ux + uux +H(uxt) = 0.We onsider here a generalization of this equation, namely the gBO-BBM equation
ut + ux + uρux +H(uxt) = 0, (5.1)where ρ is a nonnegative integer. We are interested here in the deay in time for smallamplitude solution of the equation (5.1).For 1 < p < 2 and (m0, m1) ∈ R2, we denote Xm0,m1,p(R) = Hm0(R) ∩Wm1,p(R) thespae of funtions f suh that the norm

||f ||Xm0,m1,p := ||f ||Hm0 + ||f ||W m1,pis �nite. Our result reads as follows.Theorem 5.1Let ρ ≥ 3. For 0 < δ <
1

3
− 8

9ρ
, we set m =

1

2δ
− 1. We hoose 1 < p < 2 and q > 2 suh



126 5. Sur la déroissane en temps des solutionsthat 1

p
+

1

q
= 1 and 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 3δ)
.Then there exists ε > 0 su�iently small so that for all f ∈ Xm+1,4− 2

p
,p(R) suh that

||f ||
X

m+1,4− 2
p ,p ≤ ε, there exists an unique global in time solution u ∈ C

(
R;Xm+1,4− 2

p
,p(R)

)of the gBO-BBM equation (5.1) with initial datum f .Moreover this solution veri�es that there exists a onstant C > 0, depending only on m,
p and ε suh that for all time t ∈ R, we have

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ C(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ).We remark that if δ approahes zero then the deay rate of the norm Lq of u(t), for

q ∈ [2,+∞[, approahes t− 1
2(1− 2

q ), but we need to impose more regularity on the initialdatum. We notie that t− 1
2(1−

2
q ) is the deay rate of the norm Lq of the linear evolution.We are inspired by the method desribed by Albert [Alb86℄ for generalized Benjamin-Bona-Mahony equation
ut + ux + uρux − uxxt = 0.In this paper, Albert shows that, for a power ρ stritly higher than 4, the solution of thepreeding equation dereases in time with a rate of order 1

3
, what is the same order as therate of the deay in time of the solution of the generalized Korteweg-de Vries equation[KdV95, Str74℄

ut + ux + uρux + uxxx = 0.In our work, we prove that the deay rate in time of the solution of the gBO-BBM equationis of order lose to 1

2
, what is equal to the deay rate in time of the solution of generalizedBenjamin-Ono equation [HN99℄.The Strauss method [Str74℄ will be used to prove this fat. For T > 0, it onsists ofhoosing a norm NT , whih depends on time a priori, suh that for a solution of the gBO-BBM equation, all the derivatives at like a linear term and are inluded in a Sobolevnorm of su�iently high order and suh that the power ρ are linked with the deay intime. More preisely, the Duhamel formula is written for the gBO-BBM equation (5.1)and for t ≥ 0

Φu(t) = Stf − 1

ρ+ 1

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
uρ+1

)
(τ) dτ,where (St)t≥0 is the semi-group of the gBO-BBM evolution and Dx

1 + |Dx|
denotes theoperator de�ned by the Fourier multipliator σ(k) :=

ik

1 + |k| . The frational Leibniz ruleimplies for m ≥ 0 and 1 < p < +∞, there exists a onstant C > 0 suh that for
t ∈ [−T, T ],

||Dm
(
uρ+1

)
||Lp(t) ≤ C||Dmu||Lp(t) ||u||ρ∞(t).The �rst term of this inequality is a linear term and a Sobolev norm, and for the seondone, we hoose θ > 0 suh that

||u||∞(t) ≤ CNT (u)(1 + t)−θ.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 127Then we show that for su�iently small initial datum, this norm NT is bounded indepen-dently of time. The prinipal di�ulty here is that the operator Dx

1 + |Dx|
is not boundedin L1(R) but only in Lp(R) for 1 < p < +∞.We will use the following notations : for 1 ≤ p < ∞, we denote Lp(R) the spae ofp-power integrable funtions equipped with the norm

||f ||Lp :=

(∫ +∞

−∞

|f(x)|p dx
)1/p

,we denote L∞(R) the funtions spae equipped with the norm
||f ||∞ = sup ess (f) := inf {c ; |f(x)| ≤ c almost everywhere in R} .Let T an operator from Lp(R) to Lq(R) with 1

p
+

1

q
= 1, we de�ne the operator norm by

|||T |||Lq := sup
||f ||Lp=1

||Tf ||Lq .The Shwartz spae is denoted by S(R) and for 1 ≤ p ≤ ∞, Wm,p(R) is the Sobolev spaeequipped with the norm
||f ||W m,p :=

∣∣∣∣(1 − ∂2
x)

m/2f
∣∣∣∣

Lp .In partiular, we will note Hm(R) the Sobolev spae Wm,2(R).5.1.1 Estimates for the linear Cauhy problemWe onsider the linear Cauhy problem
ut + ux +H(uxt) = 0

u(x, 0) = f(x).Let us suppose that the initial datum f belongs to the Shwartz spae S(R2). Then theFourier transform in spae implies
ût(1 + |k|) + ikû = 0

û(k, 0) = f̂(k).The solution u of this ordinary di�erential equation is given by, for all x ∈ R and t ∈ R∗,
u(x, t) =

1

2π

∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk, (5.2)with hα(k) =
k

1 + |k| − αk and α =
x

t
.We aim to prove a result similar to the Van der Corput lemma for this osillatingintegral in funtion of time [Ste86℄. For this, we use the method of stationary phase.



128 5. Sur la déroissane en temps des solutionsLemma 5.2For all a ≤ b, λ > 0, t 6= 0 and for all funtion h ∈ C∞([a, b]) real valued satisfying forall k ∈ [a, b], |h′(k)| ≥ λ and h′′(k) is of onstant sign, we have
∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
4

λ|t| . (5.3)Proof. Let us show it for t > 0. We have
∫ b

a

e−ith(k) dk =
−1

it

∫ b

a

(e−ith(k))′
1

h′(k)
dkAn integration by parts gives

∫ b

a

e−ith(k) dk =
−1

it

(∫ b

a

e−ith(k) h
′′(k)

h′(k)2
dk +

[e−ith(k)

h′(k)

]b

a

)
.We dedue from it that

∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤ 1

t

(∫ b

a

|h′′(k)|
h′(k)2

dk +
1

|h′(a)| +
1

|h′(b)|

)
.Sine h′′ is of onstant sign in [a, b], we have

∫ b

a

|h′′(k)|
h′(k)2

dk =

∣∣∣∣
∫ b

a

h′′(k)

h′(k)2
dk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

h′(b)
− 1

h′(a)

∣∣∣∣ .Finally, we �nd
∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤ 1

t

(∣∣∣∣
1

h′(b)
− 1

h′(a)

∣∣∣∣ +
1

|h′(a)| +
1

|h′(b)|

)

≤ 4

λt
.Sine ∣∣∣∣∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ b

a

eith(k) dk

∣∣∣∣ , the result remains true for negative times. �Lemma 5.3For all a ≤ b, λ > 0, t 6= 0 and for all funtion h ∈ C∞([a, b]) real valued satisfying forall k ∈ [a, b], |h′′(k)| ≥ λ, we have
∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
10

(λ|t|)1/2
. (5.4)Proof. As for the preeding lemma, we an suppose that t > 0 and h′′ is stritly negativeon [a, b]. The proof is similar in the other ase.Sine h′′ is stritly negative on [a, b], the funtion h′ is stritly dereasing on [a, b]. Wehave then two possibilities aording to whether the funtion h′ vanishes or not.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 129Let us suppose there exists c ∈ [a, b] suh that h′(c) = 0. The Taylor-Lagrange theoremimplies that there exists ξ ∈ [a, b] suh that for k ∈ [a, b], we have
h′(k) = h′(c) + (k − c)h′′(ξ).Sine h′′ is lower bounded on [a, b] by λ, we �nd that, for k ∈ [a, b],

|h′(k)| ≥ λ|k − c|.Let δ > 0, we write
∫ b

a

e−ith(k) dk =

∫ max(c−δ,a)

a

e−ith(k) dk +

∫ min(c+δ,b)

max(c−δ,a)

e−ith(k) dk +

∫ b

min(c+δ,b)

e−ith(k) dk.If the �rst integral isn't null, we have, for k belonging to the integral support,
|h′(k)| ≥ λ δ,and the lemma 5.2 implies that

∣∣∣∣∣

∫ max(c−δ,a)

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤
4

λ δ t
.The exatly same result is found for the third integral. For the seond integral, we havediretly ∣∣∣∣∣

∫ min(c+δ,b)

max(c−δ,a)

e−ith(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤ min(c+ δ, b) − max(c− δ, a) ≤ 2 δ.Finally, we have ∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
8

λ δ t
+ 2 δ.Let us take then δ = (λ t )−1/2 to �nd

∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
10

(λ t)1/2
.If the funtion h′ doesn't vanish on [a, b]. Let us suppose �rst of all that h′ is stritlynegative on [a, b]. The Taylor-Lagrange theorem implies that there exists ξ ∈ [a, b] suhthat for k ∈ [a, b],

h′(k) = h′(a) + (k − a)h′′(ξ).Sine h′ and h′′ are stritly negatives on [a, b], we dedue
|h′(k)| ≥ λ|k − a|.Let δ > 0, we write

∫ b

a

e−ith(k) dk =

∫ min(a+δ,b)

a

e−ith(k) dk +

∫ b

min(a+δ,b)

e−ith(k) dk.



130 5. Sur la déroissane en temps des solutionsIf the seond integral isn't null, we have, for k belonging to the integral support,
|h′(k)| ≥ λ δ,and the lemma 5.2 implies that

∣∣∣∣
∫ b

min(a+δ,b)

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
4

λ δ t
.For the �rst integral, we have diretly

∣∣∣∣∣

∫ min(a+δ,b)

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤ min(a + δ, b) − a ≤ δ.Finally, we have ∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
4

λ δ t
+ δ,and let us take δ = (λ t)−1/2 to �nd

∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
5

(λ t)1/2
.If h′ is positive on [a, b]. In the same manner as previously, there exists ξ ∈ [a, b] suhthat for k ∈ [a, b],

h′(k) = h′(b) + (k − b)h′′(ξ) > 0,thus
|h′(k)| ≥ λ|k − b|.Let δ > 0, we write

∫ b

a

e−ith(k) dk =

∫ max(b−δ,a)

a

e−ith(k) dk +

∫ b

max(b−δ,a)

e−ith(k) dk.For the �rst integral, we have, for k belonging to the integral support,
|h′(k)| ≥ λ δ,and the lemma 5.2 implies that

∣∣∣∣∣

∫ max(b−δ,a)

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤
4

λ δ t
.For the seond integral, we have diretly

∣∣∣∣
∫ b

max(b−δ,a)

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤ δ.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 131To take δ = (λ t)−1/2 gives ∣∣∣∣
∫ b

a

e−ith(k) dk

∣∣∣∣ ≤
5

(λ t)1/2
.

�Now, the Van der Corput lemma is applied with the funtion hα.Lemma 5.4Let 0 ≤ δ <
1

3
. For all α ∈ R and all time |t| ≥ 1, we have

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ−1

−|t|δ+1

e−ithα(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤ 10
√

2|t|− 1
2
+ 3δ

2 .Proof. We only onsider the ontribution for k ≥ 0, the ontribution for k ≤ 0 beingdealt with similarly.For k ≥ 0, we have
hα(k) =

k

1 + k
− α k , h′α(k) =

1

(1 + k)2
− α , h′′α(k) =

−2

(1 + k)3
,and h′′ is stritly negative on [0,+∞[. For k ∈ [0, |t|δ − 1], we have

|h′′α(k)| =

∣∣∣∣
−2

(1 + k)3

∣∣∣∣ =
2

(1 + k)3
≥ 2|t|−3δ.The lemma 5.3 is then applied to �nd

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤ 10

(2|t|−3δ|t|)1/2
≤ 5

√
2|t|− 1

2
+ 3δ

2 .The seond inequality is found in the same way. �The osillating integral (5.2) an be majorized.Lemma 5.5Let 0 < δ <
1

3
and m =

1

2δ
− 1. For all f ∈ Hm(R), α ∈ R and all time |t| ≥ 1, we have

∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤
√

2m

2m− 1
||f ||Hm|t|− 1

2
+ 3δ

2 ,and ∣∣∣∣∣

∫ −|t|δ+1

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤
√

2m

2m− 1
||f ||Hm|t|− 1

2
+ 3δ

2 .



132 5. Sur la déroissane en temps des solutionsProof. We have
∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

|t|δ−1

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk =

∫ +∞

|t|δ−1

(1 + k)m

(1 + k)m

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk,and the Cauhy-Shwarz inequality gives

∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤
(∫ +∞

|t|δ−1

(1 + k)2m|f̂(k)|2 dk
)1/2(∫ +∞

|t|δ−1

dk

(1 + k)2m

)1/2

.In one hand, sine for 0 < δ <
1

3
and m =

1

2δ
− 1, the order m of the Sobolev spae isstritly higher than 1

2
and we have

(∫ +∞

|t|δ−1

dk

(1 + k)2m

)1/2

=

([ −1

(2m− 1)(1 + k)2m−1

]+∞

|t|δ−1

)1/2

=
1√

2m− 1
|t| δ

2
(1−2m) =

1√
2m− 1

|t|− 1
2
+ 3δ

2 .In the other hand, sine for k ∈ R, we have (1+k)2 ≤ 2(1+k2), the �rst integral beomes
(∫ +∞

|t|δ−1

(1 + k)2m|f̂(k)|2 dk
)1/2

≤
√

2m

(∫ +∞

|t|δ−1

(1 + k2)m|f̂(k)|2 dk
)1/2

≤
√

2m||f ||Hm.Finally, we �nd
∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤
√

2m

2m− 1
||f ||Hm|t|− 1

2
+ 3δ

2 .

�By abuse, when there is no ambiguity, we will write C and Cm the di�erent onstantsappearing in the following results.Proposition 5.6Let 0 < δ <
1

3
and m =

1

2δ
− 1. There exists a onstant Cm > 0, depending only on m,suh that for all funtion f ∈ L1(R) ∩Hm(R), α ∈ R and all time t ∈ R, we have

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤ Cm(||f ||L1 + ||f ||Hm)(1 + |t|)− 1
2
+ 3δ

2 . (5.5)Proof. Let 0 < δ <
1

3
and |t| ≥ 1, we write

∫ +∞

0

e−ithα(k)f̂(k) dk =

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k)f̂(k) dk +

∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 133For the �rst integral, the Fubini theorem implies
∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k)f̂(k) dk =

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k)

(∫ +∞

−∞

e−ikx′
f(x′) dx′

)
dk

=

∫ +∞

−∞

(∫ |t|δ−1

0

eik(x−x′)e−it k
1+k dk

)
f(x′) dx′.We dedue from it that

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k) dk

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞

||f ||L1.The lemmas 5.4 and 5.5 are applied to give
∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤ max

(
10
√

2 ;

√
2m

2m− 1

)
(||f ||L1 + ||f ||Hm) |t|− 1

2
+ 3δ

2 .Sine |t| ≥ 1, we have |t| ≥ 1 + |t|
2

, thus we obtain �nally
∣∣∣∣
∫ +∞

0

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤ Cm (||f ||L1 + ||f ||Hm) (1 + |t|)− 1
2
+ 3δ

2 . (5.6)The ontribution for k ≤ 0 is dealt with similarly.Let |t| ≤ 1. We have diretly
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk =

∫ +∞

−∞

(1 + k2)m/2

(1 + k2)m/2

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ dk,and the Cauhy-Shwarz inequality gives

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤ Cm||f ||Hm.Sine |t| ≤ 1, we have 1 ≥ 1 + |t|
2

, thus we obtain �nally
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣ ≤ 2
1
2
− 3δ

2 Cm||f ||Hm(1 + |t|)− 1
2
+ 3δ

2 . (5.7)The inequalities (5.6) and (5.7) give the result. �We an dedue the following orollary.Corollary 5.7Let 0 < δ <
1

3
and m =

1

2δ
− 1. There exists a onstant Cm > 0, depending only on m,



134 5. Sur la déroissane en temps des solutionssuh that for all funtion f ∈ Lp(R)∩Hm(R), with 1 ≤ p ≤ 2, for all α ∈ R and all time
t ∈ R, we have

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lq

≤ Cm(||f ||Lp + ||f ||Hm)(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ), (5.8)where 1

p
+

1

q
= 1.Proof. Let 0 < δ <

1

3
and |t| ≥ 1, we de�ne the operator I(1)

t from L1(R) to L∞(R) by,for f ∈ L1(R) and x ∈ R,
I

(1)
t f(x) :=

∫ |t|δ−1

0

e−ithα(k)f̂(k) dk.The lemma 5.4 gives that there exists a onstant C > 0 suh that
||I(1)

t f ||∞ ≤ C|t|− 1
2
+ 3δ

2 ||f ||L1,thus
|||I(1)

t |||∞ ≤ C|t|− 1
2
+ 3δ

2 . (5.9)The operator I(1)
t is rewritten

I
(1)
t f(x) :=

∫ ∞

−∞

eikxe−it k
1+|k| f̂(k)1[0,|t|δ−1] dk,thus

||I(1)
t f ||L2 ≤ ||f ||L2,and
|||I(1)

t |||L2 ≤ 1. (5.10)The Riesz-Thorin interpolation theorem then implies that, for 1 ≤ p ≤ 2, and 1

p
+

1

q
= 1,the operator I(1)

t is ontinuous from Lp(R) to Lq(R), and we have aording to the in-equalities (5.9) and (5.10)
|||I(1)

t |||Lq ≤ C|t|(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ).We onlude that for f ∈ Lp(R),

||I(1)
t f ||Lq ≤ C|t|(− 1

2
+ 3δ

2 )(1− 2
q )||f ||Lp ≤ C(1 + |t|)(− 1

2
+ 3δ

2 )(1− 2
q )||f ||Lp.Let m =

1

2δ
− 1, we de�ne now the operator I(2)

t from Hm(R) to L∞(R) by, for f ∈
Hm(R) and x ∈ R,

I
(2)
t f(x) :=

∫ +∞

|t|δ−1

e−ithα(k)f̂(k) dk.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 135The lemma 5.5 implies that there exists a onstant Cm > 0, depending only on m, suhthat
||I(2)

t f ||∞ ≤ Cm|t|−
1
2
+ 3δ

2 ||f ||Hm. (5.11)Sine the operator I(2)
t an be rewritten
I

(2)
t f(x) :=

∫ +∞

−∞

eikxe−it k
1+|k| f̂(k)1[|t|δ−1,+∞] dk,we have

||I(2)
t f ||L2 ≤ ||f ||L2,and sine m >

1

2
,

||I(2)
t f ||L2 ≤ ||f ||Hm. (5.12)The Hölder inequality then implies that, for 2 ≤ q ≤ ∞, aording to the inequalities(5.11) and (5.12), we have

||I(2)
t f ||Lq ≤ ||I(2)

t f ||1−
2
q

∞ ||I(2)
t f ||

2
q

L2 ≤ Cm(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q )||f ||Hm.The ontribution for k ≤ 0 is dealt with similarly.For |t| ≤ 1, we de�ne the operator I(3)

t from Hm(R) to L∞(R) by, for f ∈ Hm(R) and
x ∈ R,

I
(3)
t f(x) :=

∫ +∞

−∞

e−ithα(k)f̂(k) dk.As for the proposition 5.6, we have diretly that there exists a onstant Cm > 0, dependingonly on m, suh that
||I(3)

t f ||∞ ≤ Cm||f ||Hm(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 ). (5.13)Sine the operator I(3)
t an be rewritten
I

(3)
t f(x) :=

∫ +∞

−∞

eikxe−it k
1+|k| f̂(k)1[0,+∞[ dk,we have, beause m >

1

2
,

||I(3)
t f ||L2 ≤ ||f ||Hm. (5.14)The Hölder inequality then implies that, for 2 ≤ q ≤ ∞, aording to the inequalities(5.13) and (5.14), we have

||I(3)
t f ||Lq ≤ ||I(3)

t f ||1−
2
q

∞ ||I(3)
t f ||

2
q

L2 ≤ Cm||f ||Hm(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ).

�



136 5. Sur la déroissane en temps des solutions5.1.2 Preliminary resultsWe now quote some useful results for the proof of our prinipal result. We will needthe Mikhlin-Hörmander theorem proved in [Ste93, hapter 6 - proposition 4.4℄.Theorem 5.8Let σ : Rn \ {0} → C satisfying for all multi-index of length 0 ≤ |α| < l, where l is thesmallest integer with l > n

2
, and for all k ∈ Rn \ {0},

|∂α
k σ(k)| ≤ Cα|k|−|α|.Then, for all 1 < p < +∞, there exists a onstant Cp > 0, depending only on p, suh thatfor all u ∈ Lp(Rn), we have

∣∣∣∣F−1(σû)
∣∣∣∣

Lp ≤ Cp||u||Lp.The frational Leibniz rule will be also used [KP88, lemma X.4℄.Theorem 5.9For all m ≥ 0 and 1 < p < +∞, there exists a onstant Cm,p > 0, depending on m and psuh that for all u and v in S(Rn), we have
||u v||W m,p ≤ Cm,p (||u||W m,p||v||∞ + ||u||∞||v||W m,p) .We need the Sobolev inequality [Fri69, hapter 1 - theorem 9.3℄.Theorem 5.10Let 1 ≤ p, q ≤ +∞ and 0 ≤ j < m, there exists a onstant C > 0, depending on p, q, jand m, suh that for all u ∈ S(Rn), we have

||
(
−∂2

x

) j
2 u||Lr ≤ C||

(
−∂2

x

)m
2 u||aLp||u||1−a

Lq ,where 1

r
=
j

n
+ a

(
1

p
− m

n

)
+

1 − a

q
and j

m
≤ a < 1.Finally, we prove an integration's lemma.Lemma 5.11Let α > 1 and β > 0. Then there exists 0 < β1 < 1 and C > 0 suh that for all time t ≥ 0

∫ t

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤ C

(1 + t)β1
,with β1 = β if 0 < β < 1.Proof. If t = 0, the result is obvious. Let t > 0, we separate the time integral in twoparts

∫ t

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
=

∫ t/2

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
+

∫ t

t/2

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
.



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 137For the �rst integral, we have
∫ t/2

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤

(
1 +

t

2

)−β ∫ t/2

0

dτ

(1 + τ)α

≤
(

1 +
t

2

)−β [
(1 + τ)−α+1

−α + 1

]t/2

0

,sine −α + 1 < 0, we �nd
∫ t/2

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤ C

(
1 +

t

2

)−β
[
1 −

(
1 +

t

2

)−α+1
]

≤ C

(
1 +

t

2

)−β

,and it is enough to remark 1 +
t

2
≥ 1

2
(1 + t) to obtain

∫ t/2

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤ C

(1 + t)β
.Let us suppose �rst of all that 0 < β < 1. For the seond integral, we have

∫ t

t/2

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤

(
1 +

t

2

)−α ∫ t

t/2

dτ

(1 + t− τ)β

=

(
1 +

t

2

)−α [
−(1 + t− τ)−β+1

−β + 1

]t

t/2

.Sine −β + 1 > 0 and −α + 1 < 0, we have
∫ t

t/2

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤ C

(
1 +

t

2

)−α−β+1

≤ C (1 + t)−β .Let us suppose now β ≥ 1. Then for 0 < β1 < 1, we have for all t ≥ 0

∫ t

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β
≤
∫ t

0

dτ

(1 + τ)α(1 + t− τ)β1
,and the �rst part of the proof gives the result. �5.1.3 Existene and Uniqueness of global solutionLet us return to the nonlinear problem. We onsider the Cauhy problem

ut + ux +H(uxt) + uρux = 0 (5.15)
u(x, 0) = f(x). (5.16)We reall the prinipal result of this hapter.



138 5. Sur la déroissane en temps des solutionsTheorem 5.12Let ρ ≥ 3. For 0 < δ <
1

3
− 8

9ρ
, we set m =

1

2δ
− 1. We hoose 1 < p < 2 and q > 2 suhthat 1

p
+

1

q
= 1 and 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 3δ)
.Then there exists ε > 0 su�iently small so that for all f ∈ Xm+1,4− 2

p
,p(R) suh that

||f ||
X

m+1,4− 2
p ,p ≤ ε, there exists an unique global in time solution u ∈ C

(
R;Xm+1,4− 2

p
,p(R)

)of the Cauhy problem (5.15)-(5.16).Moreover this solution veri�es that there exists a onstant C > 0, depending on m, p and
ε suh that for all time t ∈ R, we have

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ C(1 + |t|)(− 1
2
+ 3δ

2 )(1− 2
q ).Proof. The proof is arried out for positive time. By abuse, we will write Cm and Cm,pthe di�erent onstants depending respetively on m, and on m and p.To simplify the writings, we denote Dx

1 + |Dx|
the operator de�ned by the Fourier multi-pliator σ(k) :=

ik

1 + |k| , and we denote also 0 < θ =

(
1

2
− 3δ

2

)(
1 − 2

q

)
<

1

2
.We remark that

3θρ

4
> 1. (5.17)Indeed we have

3θρ

4
> 1 ⇐⇒ 3

4

(
1

2
− 3δ

2

)(
1 − 2

q

)
ρ > 1 ⇐⇒ (1 − 3δ)

(
1 − 2

q

)
>

8

3ρ
,sine 1 − 3δ > 0, we �nd

3θρ

4
> 1 ⇐⇒ 1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 3δ)
,whih inequality is the assumption on q.The Duhamel formula implies that u is the solution the gBO-BBM equation (5.15)-(5.16)if and only if u is the solution of the following equation, for t ≥ 0

u(t) = Φu(t) := Stf − 1

ρ+ 1

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
uρ+1

)
(τ) dτ, (5.18)where Stf :=

1

2π

∫ +∞

−∞

eikx−it k
1+|k| f̂(k) dk.We remark �rst of all that in one hand, we have for u ∈ S(R)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

Dx

1 + |Dx|
uρ+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Hm

=

(∫ +∞

−∞

(1 + k2)m

(
ik

1 + |k|

)2

|ûρ+1|2 dk
)1/2

≤
(∫ +∞

−∞

(1 + k2)m|ûρ+1|2 dk
)1/2

= ||uρ+1||Hm. (5.19)



5.1. Déroissane en temps des solutions de gBO-BBM 139In the other hand, we havefor k ≥ 0, |σ′(k)| =
1

(1 + k)2
and for k ≤ 0, |σ′(k)| =

1

(1 − k)2
.The Mikhlin-Hörmander theorem 5.8 is applied to give, for 1 < p < 2, there exists aonstant Cp > 0 depending only on p suh that

∣∣∣∣
∣∣∣∣

Dx

1 + |Dx|
uρ+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp

≤ Cp||uρ+1||Lp. (5.20)Let T > 0, we de�ne the norm NT by, for u ∈ Xm+1,4− 2
p
,p(R),

NT (u) := sup
0≤τ≤T

[
(||u||Lq(τ) + ||ux||Lq(τ))(1 + τ)θ + ||u||

X
m+1,4− 2

p ,p(τ)
]
. (5.21)We will proved separately some tehnial lemmas.Lemma 5.13There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in Xm+1,4− 2

p
,p(R), we have

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v), (5.22)and

||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v). (5.23)Proof. Let u and v two elements of Xm+1,4− 2

p
,p(R), the Duhamel formula gives

||Φu− Φv||Lq ≤ 1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
(uρ+1 − vρ+1)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lq

(τ) dτ.The orollary 5.7 implies that there exists a onstant Cm > 0, depending only on m, suhthat
||Φu− Φv||Lq ≤ Cm

∫ t

0

(∣∣∣
∣∣∣ Dx

1+|Dx|
(uρ+1− vρ+1)

∣∣∣
∣∣∣
Lp
+
∣∣∣
∣∣∣ Dx

1+|Dx|
(uρ+1− vρ+1)

∣∣∣
∣∣∣
Hm

)
(τ)

(1 + t− τ)θ
dτ,and the inequalities (5.19) and (5.20) imply

||Φu− Φv||Lq ≤ Cm,p

∫ t

0

(||uρ+1 − vρ+1||Lp + ||uρ+1 − vρ+1||Hm) (τ)

(1 + t− τ)θ
dτ.From now, when there is no ambiguity, we will use the following notation : for any posi-tive A and B, the notation A . B means that there exists a onstant C > 0 suh that

A ≤ C B.



140 5. Sur la déroissane en temps des solutionsSine uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi, we have aording to the frational Leibniz theo-rem 5.9 with p = 2 and the Minkowski inequality
||uρ+1− vρ+1||Hm(τ) . ||u− v||Hm

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||Hm(τ)

= I (τ) + II (τ).On the other hand, the Sobolev inequality 5.10 with 1

p
+

1

q
= 1, r = ∞, j = 0, a =

1

4
and

m = 3 − 2

p
gives

||u||∞ ≤ Cp ||u||1/4

W
3−2

p ,p
||u||3/4

Lq . (5.24)Aording to the de�nition (5.21) of the norm NT , we an see that the deay in time willbe linked to the norm Lq and the power 3/4. We dedue from the inequality (5.24) thatfor I (τ), we have
I (τ) . ||u− v||Hm

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

(τ)

. ||u− v||Hm

ρ∑

i=0

(
||u||Lq

(1 + τ)θ

(1 + τ)θ

) 3(ρ−i)
4

||u||
ρ−i
4

W
3−2

p ,p

(
||v||Lq

(1 + τ)θ

(1 + τ)θ

) 3i
4

||v||
i
4

W
3−2

p ,p

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).For II (τ), the theorem 5.9 is again applied and we have

II (τ) . ||u− v||∞
(
||v||ρ−1

∞ ||v||Hm +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||Hm||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||Hm +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||Hm

)
(τ),and the inequality (5.24) gives

II (τ) . ||u− v||3/4
Lq ||u− v||1/4

W
3− 2

p ,p
×

[(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−1

||v||Hm +
(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−1

||u||Hm

+

ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i−1

||u||Hm

(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i−1

||v||Hm

]
(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).
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||uρ+1 − vρ+1||Lp(τ) ≤ ||u− v||Lp

ρ∑

i=0

||u||ρ−i
∞ ||v||i∞(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).Finally, we �nd

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)

∫ t

0

dτ

(1 + τ)
3θρ
4 (1 + t− τ)θ

.Sine 3θρ

4
> 1 by the inequality (5.17) and 0 < θ <

1

2
, the lemma 5.11 an be applied togive

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v).We have, for the spae derivate,

(Φu− Φv)x(t) =

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
(uρux − vρvx)

)
(τ) dτ,the orollary 5.7 and the inequalities (5.19) and (5.20) imply

||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

∫ t

0

(||uρux− vρvx||Lp + ||uρux− vρvx||Hm) (τ)

(1 + t− τ)θ
dτ.Sine uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi, the frational Leibniz rule gives
||uρux− vρvx||Hm(τ) = ||(u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi||Hm+1(τ)

. ||u− v||Hm+1

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||Hm+1(τ)

= I (τ) + II (τ).We dedue from the inequality (5.24) that for I (τ), we have
I (τ) . ||u− v||Hm+1

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).



142 5. Sur la déroissane en temps des solutionsFor the seond norm, the theorem 5.9 is again applied and we have
II (τ) . ||u− v||∞

(
||v||ρ−1

∞ ||v||Hm+1 +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||Hm+1||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||Hm+1 +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||Hm+1

)
(τ),and the inequality (5.24) gives

II (τ) . ||u− v||3/4
Lq ||u− v||1/4

W
3− 2

p ,p
×

[(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−1

||v||Hm+1 +
(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−1

||u||Hm+1

+

ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i−1

||u||Hm+1

(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i−1

||v||Hm+1

]
(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).In the same manner,

||uρux − vρvx||Lp(τ) . ||(u− v)x||Lp

ρ∑

i=0

||u||ρ−i
∞ ||v||i∞(τ)

+ ||u− v||Lp

(
ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||ux||∞||v||i∞ +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||vx||∞
)

(τ).Aording to the inequality (5.24), ||ux||∞ ≤ ||ux||3/4
Lq ||ux||1/4

W
3− 2

p ,p
= ||ux||3/4

Lq ||u||1/4

W
4−2

p ,p
, wededue

||uρux− vρvx||Lp(τ) . ||u− v||W 1,p

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

(τ)

+ ||u− v||Lp

[
ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i−1(
||ux||3/4

Lq ||u||1/4

W
4−2

p ,p

)(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i−1 (
||vx||3/4

Lq ||v||1/4

W
4−2

p ,p

)]
(τ),and sine 4 − 2

p
> 1, we have

||uρux − vρvx||Lp(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).
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||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v).

�Lemma 5.14There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in Xm+1,4− 2
p
,p(R), we have

||Φu− Φv||
X

m+1,4− 2
p ,p(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v). (5.25)Proof. We now majorize the norm ||(Φu− Φv)x||

X
m+1,4− 2

p ,p(t),
||Φu− Φv||

X
m+1,4− 2

p ,p(t) ≤
1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
(uρ+1 − vρ+1)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
X

m+1,4− 2
p ,p

(τ) dτ,the inequalities (5.19) and (5.20) imply
||Φu− Φv||

X
m+1,4− 2

p ,p(t) ≤ 1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣uρ+1 − vρ+1
∣∣∣∣

X
m+1,4− 2

p ,p (τ) dτ.Sine Xm+1,4− 2
p
,p(R) = Hm+1(R) ∩ W 4− 2

p
,p(R) and uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi, wehave
||uρ+1 − vρ+1||

X
m+1,4− 2

p ,p(τ) = ||uρ+1 − vρ+1||Hm+1(τ) + ||uρ+1 − vρ+1||
W

4− 2
p ,p(τ),and as previously,

||uρ+1 − vρ+1||Hm+1(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)(1 + τ)−

3θρ
4 .Sine 4 − 2

p
≥ 0, the frational Leibniz theorem 5.9 gives

||uρ+1 − vρ+1||
W

4− 2
p ,p(τ) . ||u− v||

W
4−2

p ,p

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||
W

4− 2
p ,p(τ)

= I (τ) + II (τ).We dedue from the inequality (5.24)
I (τ) . ||u− v||

W
4− 2

p ,p

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
3−2

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
3−2

p ,p

)i

(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).



144 5. Sur la déroissane en temps des solutionsFor II (τ), the theorem 5.9 is again applied and we have
II (τ) . ||u− v||∞

(
||v||ρ−1

∞ ||v||
W

4−2
p ,p +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||

W
4−2

p ,p ||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||

W
4−2

p ,p +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||
W

4−2
p ,p

)
(τ),and the inequality (5.24) gives

II (τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).Finally we �nd

||uρ+1 − vρ+1||
X

m+1,4− 2
p ,p(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)(1 + τ)−

3θρ
4 ,thus

||Φu− Φv||
X

m+1,4− 2
p ,p(t) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)

∫ t

0

(1 + τ)−
3θρ
4 dτ,and thanks to the inequality (5.17),

||Φu− Φv||
X

m+1,4− 2
p ,p(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v).

�Lemma 5.15There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in Xm+1,4− 2
p
,p(R), we have

NT (Φu− Φv) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v), (5.26)and

NT (Φu) ≤ Cm,p

(
||f ||

X
m+1,4− 2

p ,p +NT (u)ρ+1
)
. (5.27)Proof. The inequalities (5.22), (5.23) and (5.25) give the inequality (5.26). For the se-ond inequality, it is enough to take v = 0. �Let M > 0, we onsider the losed ball

BT,M :=
{
u ∈ C([−T, T ];Xm+1,4− 2

p
,p(R)); NT (u) ≤ M

}
.



5.2. Déroissane en temps des solutions de gKP-BBM-II 145We would like to show that there exists an unique solution u of the equation (5.18) inthis ball by using the �xed point theorem.First, there exists ε > 0 su�iently small suh that if ||f ||
X

m+1,4− 2
p ,p ≤ ε, even if we take

Cm,pM instead of M , it is enough to take M > 0 satisfying ε + Mρ+1 ≤ M so that theinequality (5.27) implies that the image of the losed ball BT,M by the map Φ is inludein itself. Here, the ruial point is that ε is independent of T . Seondly, we prove that themap Φ is a ontration on this ball for M su�iently small. Let u and v two elements ofthe losed ball BT,M . The inequality (5.26) gives
NT (Φu− Φv) ≤ Cm,pM

ρNT (u− v),and it is enough to takeM > 0 su�iently small so that the quantity Cm,pM
ρ < 1. Then,the �xed point theorem is applied and there exists an unique solution of the equation(5.18) in the losed ball BT,M .It remains to prove that this unique solution an be prolonged in time with all [0,+∞[.By uniqueness of the solution, the inequality (5.27) is written

NT (u) ≤ Cm,p

(
||f ||

X
m+1,4− 2

p ,p +NT (u)ρ+1
)
. (5.28)Sine there exists ε > 0 su�iently small suh that ||f ||

X
m+1,4− 2

p ,p ≤ ε, we an �nd M > 0suh that
N0(u) < M

Cm,p

(
ε+Mρ+1

)
≤M.Then for all T > 0, we have NT (u) < M . Indeed, if not by ontinuity, there exists a time

T > 0 suh that
NT (u) = M

> Cm,p

(
ε+Mρ+1

)

> Cm,p

(
ε+NT (u)ρ+1

)
,what ontradits the inequality (5.28). Finally, there exists a onstant M > 0 suh thatfor all T > 0, NT (u) < M . In partiular, we have for all time t ≥ 0

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ Cm,p

(
||f ||

X
m+1,4− 2

p ,p +NT (u)ρ+1
)

(1 + t)−θ

≤ Cm,p

(
ε+Mρ+1

)
(1 + t)−θ. (5.29)We reason in a similar manner for negative times. �5.2 Deay in time of solutions of generalizedKP-BBM-II equationThe small amplitude long waves in shallow water moving mainly in the diretion x aremodelled in dimension 2 by the Kadomtsev-Petviashvili equations [KP70℄

ut + ux + uux + σuxxx + ∂−1
x uyy = 0,



146 5. Sur la déroissane en temps des solutionsalled KP-I if σ = −1 and KP-II if σ = 1, aording to whether the surfae tension isor isn't negleted. Sine this equation is obtained orreting, at the seond order, thetransport equation ut + ux = 0, we �nd the KP-BBM equations [BBM72℄
ut + ux + uux − σuxxt + ∂−1

x uyy = 0,alled KP-BBM-I if σ = −1 and KP-BBM-II if σ = 1. The KP-BBM-I is not well posedin L2(R2), and so we study here only the KP-BBM-II equation.We onsider here a generalization of this equation, namely the gKP-BBM-II equation
ut + ux + uρux − uxxt + ∂−1

x uyy = 0, (5.30)where ρ is a nonnegative integer. We are interested in the deay in time for small amplitudesolution of the equation (5.30).For 1 < p < 2 and (m0, m1) ∈ R2, we denote Xm0,m1,p(R2) = Hm0(R2) ∩Wm1,p(R2) thespae of funtions f suh that the norm
||f ||Xm0,m1,p := ||f ||Hm0 + ||f ||W m1,pis �nite. Our result reads as follows.Theorem 5.16Let ρ ≥ 3. For 0 < δ <

1

5
− 8

15ρ
, we set m =

1

2δ
− 2. We hoose 1 < p < 2 and q > 2suh that 1

p
+

1

q
= 1 and 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 5δ)
.Then there exists ε > 0 su�iently small so that for all f ∈ Xm+1,7− 4

p
,p(R2) suh that

||f ||
X

m+1,7− 4
p ,p ≤ ε, there exists an unique global in time solution u ∈ C

(
R;Xm+1,7− 4

p
,p(R2)

)of the gKP-BBM-II equation with initial datum f .Moreover this solution veri�es that there exists a onstant C > 0, depending only on m,
p and ε suh that for all time t ∈ R, we have

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ C(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q ).We remark that if δ approahes zero then the deay rate of the Lq norm of u(t), for

q ∈ [2,+∞[, approahes t− 1
2(1− 2

q ), but we need to impose more regularity on the initialdatum.For the generalized KP equations
ut + ux + uρux + γuxxx + ∂−1

x uyy = 0,Hayashi, Naumkin and Saut [HNS99℄ proved that for ρ ≥ 3, the deay rate of the solutionof these equations is of order 1.The Strauss method [Str74℄ will be used to prove this fat. For T > 0, it onsists ofhoosing a norm NT , whih depends on time a priori, suh that for a solution of the KP-BBM-II equation, all the derivatives at like a linear term and are inluded in a Sobolevnorm of su�iently high order and suh that the power ρ are linked with the deay in time.



5.2. Déroissane en temps des solutions de gKP-BBM-II 147More preisely, the Duhamel formula is written for the KP-BBM-II equation (5.43)-(5.44)and for t ≥ 0

Φu(t) = Stf − 1

ρ+ 1

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 +D2
x

uρ+1

)
(τ) dτ,where (St)t≥0 is the semi-group of the KP-BBM-II evolution and Dx

1 +D2
x

denotes theoperator de�ned by the Fourier multipliator σ(k, l) :=
ik

1 + k2
. The frational Leibnizrule implies for m ≥ 0 and 1 < p < +∞, there exists a onstant C > 0 suh that for

t ∈ [−T, T ],
||Dm

(
uρ+1

)
||Lp(t) ≤ C||Dmu||Lp(t) ||u||ρ∞(t)the �rst term of this inequality is a linear term and a Sobolev norm, and for the seondone, we hoose θ > 0 suh that

||u||∞(t) ≤ CNT (u)(1 + t)−θ.Then we show that for su�iently small initial datum, this norm NT is bounded indepen-dently of time. The prinipal di�ulty here is that the operator Dx

1 +D2
x

is not boundedin L1(R2) but only in Lp(R2) for 1 < p < +∞.We will use the following notations : for 1 ≤ p < ∞, we denote Lp(R2) the spae ofp-power integrable funtions equipped with the norm
||f ||Lp :=

(∫

R2

|f(x, y)|p dx dy
)1/p

,we denote L∞(R2) the funtions spae equipped with the norm
||f ||∞ = sup ess (f) := inf

{
c ; |f(x, y)| ≤ c almost everywhere in R2

}
.Let T an operator from Lp(R2) to Lq(R2) with 1

p
+

1

q
= 1, we de�ne the operator normby

|||T |||Lq := sup
||f ||Lp=1

||Tf ||Lq .The Shwartz spae is denoted by S(R2) and for m ∈ R and 1 ≤ p ≤ ∞, Wm,p(R2) is theSobolev spae equipped with the norm
||f ||W m,p :=

∣∣∣∣(1 − ∂2
x − ∂2

y)
m/2f

∣∣∣∣
Lp .In partiular, we will note Hm(R2) the Sobolev spae Wm,2(R2).5.2.1 Estimates for the linear Cauhy problemWe onsider the linear problem

ut + ux − uxxt + ∂−1
x uyy = 0

u(x, y, 0) = f(x, y).



148 5. Sur la déroissane en temps des solutionsLet us suppose that the initial datum f belongs to the Shwartz spae S(R2). Then theFourier transform in spae implies
ût(1 + k2) + i

(
k +

l2

k

)
û = 0

û(k, l, 0) = f̂(k, l).The solution u of this ordinary di�erential equation is given by, for all (x, y) ∈ R2 and
t ∈ R∗,

u(x, y, t) =
1

(2π)2

∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dk dl, (5.31)with hα,β(k, l) =
k + l2

k

1 + k2
− αk − βl, α =

x

t
and β =

y

t
.We have to majorize this osillating integral by �nding a result similar to the Van derCorput lemma.Lemma 5.17Let 0 ≤ δ <

1

5
. For all (α, β) ∈ R2, and all time |t| ≥ 1, we have

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l) dl dk

∣∣∣∣∣ ≤ 3
√
π |t|− 1

2
+ 5δ

2 .Proof. We adapt the Haysahi-Naumkin-Saut method [HNS99℄ to the generalized KP-BBM-II equation. It onsists of transforming the osillating double integral (5.31) in asimple one. For t ∈ R∗, we do the hange of variables l = l′

√
|k|(1 + k2)

|t| to obtain
∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l) dldk =

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

eikx+iyl′
r

|k|(1+k2)
|t| −it k

1+k2 −il′2sgn(k
t
)

√
|k|(1 + k2)

|t| dl′ dk

=
1

|t|1/2

∫ |t|δ

−|t|δ

√
|k|(1 + k2) eikx−it k

1+k2

(∫ +∞

−∞

eiyl′
r

|k|(1+k2)
|t| −il′2sgn(k

t
)
dl′

)
dk.However,

iyl′

√
|k|(1 + k2)

|t| − il′2sgn(
k

t
) = −i sgn(

k

t
)

(
l′2 − l′y

√
|k|(1 + k2)

|t|

)

= −i sgn(
k

t
)

(
l′2 − y

2

√
|k|(1 + k2)

|t|

)2

+ i
y2k(1 + k2)

4t
.A last hange of variable gives

∫ +∞

−∞

eiyl′
r

|k|(1+k2)
|t| −il′2sgn(k

t
)
dl′ = e y2k(1+k2)

4t

∫ +∞

−∞

e±il2 dl

=
√
πe±iπ/4e y2k(1+k2)

4t .
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∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l) dl dk =

√
πe±iπ/4

|t|1/2

∫ |t|δ

−|t|δ

√
|k|(1 + k2) eixk+−it k

1+k2 + y2

4t2
(k+k3)

dk.(5.32)We dedue then∣∣∣∣∣

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l) dl dk

∣∣∣∣∣ =
√
π |t|−1/2

∫ |t|δ

−|t|δ

√
|k|(1 + k2) dk

≤ 3
√
π |t|− 1

2
+ 5δ

2 .

�The osillating integral (5.31) an be majorized.Lemma 5.18Let 0 < δ <
1

5
and m =

1

2δ
− 2. There exists a onstant Cm > 0, depending only on m,suh that for all f ∈ H2m(R2), (α, β) ∈ R2 and all time |t| ≥ 1, we have

∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤ Cm||f ||H2m|t|− 1
2
+ 5δ

2 ,and ∣∣∣∣∣

∫ −|t|δ

−∞

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣∣ ≤ Cm||f ||H2m|t|− 1
2
+ 5δ

2 .Proof. We have∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(k, l)
∣∣∣ dl dk,the Fubini theorem implies

∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

−∞

∫ +∞

|t|δ

(1 + k)m

(1 + k)m

∣∣∣f̂(k, l)
∣∣∣ dk dl,and the Cauhy-Shwarz inequality gives

∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤∫ +∞

−∞

(∫ +∞

|t|δ
(1 + k)2m|f̂(k, l)|2 dk

)1/2(∫ +∞

|t|δ

dk

(1 + k)2m

)1/2

dl.In one hand, sine for 0 < δ <
1

5
and m =

1

2δ
− 2, the order m of the Sobolev spae isstritly higher than 1

2
and we have

(∫ +∞

|t|δ

dk

(1 + k)2m

)1/2

=

([ −1

(2m− 1)(1 + k)2m−1

]+∞

|t|δ

)1/2

=
1√

2m− 1
|t| δ

2
(1−2m) =

1√
2m− 1

|t|− 1
2
+ 5δ

2 .



150 5. Sur la déroissane en temps des solutionsIn the other hand, sine for k ∈ R, we have (1+k)2 ≤ 2(1+k2), the �rst integral beomes
(∫ +∞

|t|δ−1

(1 + k)2m|f̂(k)|2 dk
)1/2

≤
√

2m

(∫ +∞

−∞

(1 + k2)m|f̂(k)|2 dk
)1/2

.Then,
∫ +∞

−∞

(∫ +∞

|t|δ
(1 + k)2m|f̂(k, l)|2 dk

)1/2

dl ≤

√
2m

∫ +∞

−∞

(
1 + l2

1 + l2

)m
2
(∫ +∞

−∞

(1 + k2)m|f̂(k)|2 dk
)1/2

dl,and a last use of the Cauhy-Shwarz inequality and the Fubini theorem gives
∫ +∞

−∞

(∫ +∞

|t|δ
(1 + k)2m|f̂(k, l)|2 dk

)1/2

dl≤Cm

∫ +∞

−∞

(1 + l2)m

∫ +∞

−∞

(1 + k2)m|f̂(k)|2 dk dl

≤Cm||f ||H2m.Finally, we �nd
∣∣∣∣
∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤ Cm||f ||H2m|t|− 1
2
+ 5δ

2 .

�Proposition 5.19Let 0 < δ <
1

5
and m =

1

2δ
− 2. There exists a onstant Cm > 0, depending only on m,suh that for all funtion f ∈ L1(R2)∩H2m(R2), (α, β) ∈ R2 and all time t ∈ R, we have

∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤ Cm(||f ||L1 + ||f ||H2m)(1 + |t|)− 1
2
+ 5δ

2 . (5.33)Proof. Let 0 < δ <
1

5
and |t| ≥ 1, we write

∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk =

∫ −|t|δ

−∞

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

+

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk +

∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk.For the seond integral, the Fubini theorem implies
∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,beta(k,l)f̂(k, l) dl dk =

=

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)

(∫

R2

e−ikx′−ily′
f(x′, y′) dx′ dy′

)
dl dk

=

∫

R2

(∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

eik(x−x′)+il(y−y′)e−it
k+ l2

k
1+k2 dl dk

)
f(x′, y′) dx′ dy′.
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∣∣∣∣∣

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,beta(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l) dl dk

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞

||f ||L1.Lemmas 5.17 and 5.18 are applied to obtain �nally
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣ ≤ Cm(||f ||L1 + ||f ||H2m)|t|− 1
2
+ 5δ

2 .Sine |t| ≥ 1, we have |t| ≥ 1 + |t|
2

, thus we obtain �nally
∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dk dl

∣∣∣∣ ≤ 2
1
2
− 5δ

2 Cm (||f ||L1 + ||f ||H2m) (1 + |t|)− 1
2
+ 5δ

2 . (5.34)Let |t| ≤ 1. We have diretly
∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dk dl

∣∣∣∣ ≤
∫

R2

∣∣∣f̂(k, l)
∣∣∣ dk dl

=

∫

R2

(1 + k2)m/2(1 + l2)m/2

(1 + k2)m/2(1 + l2)m/2

∣∣∣f̂(k, l)
∣∣∣ dk dl,and the Cauhy-Shwarz inequality, �rst in k and then in l, gives

∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα,,β(k,l)f̂(k, l) dk dl

∣∣∣∣ ≤ Cm||f ||H2m.Sine |t| ≤ 1, we have 1 ≥ 1 + |t|
2

, thus we obtain �nally
∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα(k,l)f̂(k, l) dk dl

∣∣∣∣ ≤ 2
1
2
− 5δ

2 Cm||f ||Hm(1 + |t|)− 1
2
+ 5δ

2 . (5.35)The inequalities (5.34) and (5.35) give the result. �We an dedue the following orollary.Corollary 5.20Let 0 < δ <
1

5
and m =

1

2δ
− 2. There exists a onstant Cm > 0, depending only on m,suh that for all funtion f ∈ Lp(R2) ∩H2m(R2), with 1 ≤ p ≤ 2, for all (α, β) ∈ R2 andall time t ∈ R, we have

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lq

≤ Cm(||f ||Lp + ||f ||Hm)(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q ), (5.36)where 1

p
+

1

q
= 1.



152 5. Sur la déroissane en temps des solutionsProof. Let 0 < δ <
1

5
and |t| ≥ 1, we de�ne the operator I(1)

t from L1(R2) to L∞(R2)by, for f ∈ L1(R2) and (x, y) ∈ R2,
I

(1)
t f(x, y) :=

∫ |t|δ

−|t|δ

∫ ∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk.The lemma 5.17 gives that there exists a onstant C > 0 suh that
||I(1)

t f ||∞ ≤ C|t|− 1
2
+ 5δ

2 ||f ||L1,thus
|||I(1)

t |||∞ ≤ C|t|− 1
2
+ 5δ

2 . (5.37)The operator I(1)
t is rewritten

I
(1)
t f(x) :=

∫

−R2

eikx+ilye−it
k+ l2

k
1+k2 f̂(k, l)1[−|t|δ,|t|δ] dl dk,thus

||I(1)
t f ||L2 ≤ ||f ||L2,and
|||I(1)

t |||L2 ≤ 1. (5.38)The Riesz-Thorin interpolation theorem then implies that, for 1 ≤ p ≤ 2, and 1

p
+

1

q
= 1,the operator I(1)

t is ontinuous from Lp(R2) to Lq(R2), and we have aording to inequa-lities (5.37) and (5.38)
|||I(1)

t |||Lq ≤ C|t|(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q ).We onlude that for f ∈ Lp(R2),

||I(1)
t f ||Lq ≤ C|t|(− 1

2
+ 5δ

2 )(1− 2
q )||f ||Lp ≤ C(1 + |t|)(− 1

2
+ 5δ

2 )(1− 2
q )||f ||Lp.Let m =

1

2δ
− 2, we de�ne now the operator I(2)

t from H2m(R2) to L∞(R2) by, for
f ∈ H2m(R2) and (x, y) ∈ R2,

I
(2)
t f(x, y) :=

∫ +∞

|t|δ

∫ +∞

−∞

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dl dk.The lemma 5.18 implies that there exists a onstant Cm > 0, depending only on m, suhthat
||I(2)

t f ||∞ ≤ Cm|t|−
1
2
+ 5δ

2 ||f ||H2m. (5.39)Sine the operator I(2)
t an be rewritten
I

(2)
t f(x) :=

∫

R2

eikx+ilye−it
k+ l2

k
1+k2 f̂(k, l)1[|t|,+∞] dl dk,
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||I(2)

t f ||L2 ≤ ||f ||L2,and sine m >
1

2
,

||I(2)
t f ||L2 ≤ ||f ||H2m. (5.40)The Hölder inequality then implies that, for 2 ≤ q ≤ ∞, aording to inequalities (5.39)and (5.40), we have

||I(2)
t f ||Lq ≤ ||I(2)

t f ||1−
2
q

∞ ||I(2)
t f ||

2
q

L2

≤ Cm(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q )||f ||H2m.The ontribution for k 6= 0 is dealt with similarly.For |t| ≤ 1, we de�ne the operator I(3)

t from H2m(R2) to L∞(R2) by, for f ∈ H2m(R2)and (x, y) ∈ R2,
I

(3)
t f(x, y) :=

∫

R2

e−ithα,β(k,l)f̂(k, l) dk dl.As for the proposition 5.19, we have diretly that there exists a onstant Cm > 0, depen-ding only on m, suh that
||I(3)

t f ||∞ ≤ Cm(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q )||f ||H2m. (5.41)Sine the operator I(3)

t an be rewritten
I

(3)
t f(x, y) :=

∫

R2

ei(kx+ly)e−it
k+ l2

k
1+k2 f̂(k, l) dk dl,we have

||I(3)
t f ||L2 ≤ ||f ||L2,and sine m >

1

2
,

||I(3)
t f ||L2 ≤ ||f ||H2m. (5.42)The Hölder inequality then implies that, for 2 ≤ q ≤ ∞, aording to the inequalities(5.41) and (5.42), we have

||I(3)
t f ||Lq ≤ ||I(3)

t f ||1−
2
q

∞ ||I(3)
t f ||

2
q

L2 ≤ Cm(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q )||f ||H2m.

�



154 5. Sur la déroissane en temps des solutions5.2.2 Existene and Uniqueness of global solutionLet us return to the nonlinear problem. We onsider the Cauhy problem
ut + ux + uρux − uxxt + ∂−1

x uyy = 0 (5.43)
u(x, y, 0) = f(x, y). (5.44)We reall the prinipal result of this hapter.Theorem 5.21Let ρ ≥ 3. For 0 < δ <

1

5
− 8

15ρ
, we set m =

1

2δ
− 2. We hoose 1 < p < 2 and q > 2suh that 1

p
+

1

q
= 1 and 0 <

1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 5δ)
.Then there exists ε > 0 su�iently small so that for all f ∈ Xm+1,7− 4

p
,p(R2) suh that

||f ||
X

m+1,7− 4
p ,p ≤ ε, there exists an unique global in time solution u ∈ C

(
R;Xm+1,7− 4

p
,p(R2)

)of the Cauhy problem (5.43)-(5.44).Moreover this solution veri�es that there exists a onstant C > 0, depending on m, p and
ε suh that for all time t ∈ R, we have

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ C(1 + |t|)(− 1
2
+ 5δ

2 )(1− 2
q ).Proof. The proof is arried out for positive time. By abuse, we will write Cm and Cm,pthe di�erent onstants depending respetively on m, and on m and p.To simplify the writings, we denote Dx

1 +D2
x

the operator de�ned by the Fourier multipli-ator σ(k, l) :=
ik

1 + k2
, and we denote also 0 < θ =

(
1

2
− 5δ

2

)(
1 − 2

q

)
<

1

2
.We remark that

3θρ

4
> 1. (5.45)Indeed we have

3θρ

4
> 1 ⇐⇒ 3

4

(
1

2
− 5δ

2

)(
1 − 2

q

)
ρ > 1 ⇐⇒ (1 − 5δ)

(
1 − 2

q

)
>

8

3ρ
,sine 1 − 5δ > 0, we �nd

3θρ

4
> 1 ⇐⇒ 1

q
<

1

2
− 4

3ρ(1 − 5δ)
,whih inequality is the assumption on q.The Duhamel formula implies that u is the solution of the gKP-BBM-II equation (5.43)-(5.44) if and only if u is the solution of the following equation, for t ≥ 0

u(t) = Φu(t) := Stf − 1

ρ+ 1

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 +D2
x

uρ+1

)
(τ) dτ, (5.46)
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1

(2π)2

∫

R2

eikx+ily−it
k+l2/k

1+k2 f̂(k, l) dl dk.We remark �rst of all that in one hand, we have for u ∈ S(R2)

∣∣∣∣
∣∣∣∣

Dx

1 +D2
x

uρ+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Hm

=

(∫

R2

(1 + k2 + l2)m

(
ik

1 + k2

)2

|ûρ+1|2 dk dl
)1/2

≤
(∫

R2

(1 + k2 + l2)m|ûρ+1|2 dk dl
)1/2

= ||uρ+1||Hm. (5.47)In the other hand, the Mikhlin-Hörmander theorem 5.8 is applied with σ, de�ned above,to give, for 1 < p < 2, there exists a onstant Cp > 0 depending only on p suh that
∣∣∣∣
∣∣∣∣

Dx

1 +D2
x

uρ+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lp

≤ Cp||uρ+1||Lp. (5.48)Let T > 0, we de�ne the norm NT by, for u ∈ X2m+1,7− 4
p
,p(R2),

NT (u) := sup
0≤τ≤T

[
(||u||Lq(τ) + ||ux||Lq(τ))(1 + τ)θ + ||u||

X
2m+1,7− 4

p ,p(τ)
]
. (5.49)We will proved separately some tehnial lemmas.Lemma 5.22There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in X2m+1,7− 4

p
,p(R2), we have

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v), (5.50)and

||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v). (5.51)Proof. Let u and v two elements of X2m+1,7− 4

p
,p(R2), the Duhamel formula gives

||Φu− Φv||Lq ≤ 1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣St−τ

(
Dx

1 +D2
x

(uρ+1 − vρ+1)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lq

(τ) dτ.The orollary 5.20 implies that there exists a onstant Cm > 0, depending only on m,suh that
||Φu− Φv||Lq ≤ Cm

∫ t

0

(∣∣∣
∣∣∣ Dx

1+D2
x
(uρ+1− vρ+1)

∣∣∣
∣∣∣
Lp
+
∣∣∣
∣∣∣ Dx

1+D2
x
(uρ+1− vρ+1)

∣∣∣
∣∣∣
H2m

)
(τ)

(1 + t− τ)θ
dτ,and the inequalities (5.47) and (5.48) imply

||Φu− Φv||Lq ≤ Cm,p

∫ t

0

(||uρ+1 − vρ+1||Lp + ||uρ+1 − vρ+1||H2m) (τ)

(1 + t− τ)θ
dτ.From now, when there is no ambiguity, we will use the following notation : for any posi-tive A and B, the notation A . B means that there exists a onstant C > 0 suh that
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A ≤ C B.Sine uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi, we have aording to the frational Leibniz theo-rem 5.9 with p = 2 and the Minkowski inequality
||uρ+1− vρ+1||H2m(τ) . ||u− v||H2m

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||H2m(τ)

= I (τ) + II (τ).On the other hand, the Sobolev inequality 5.10 with 1

p
+

1

q
= 1, r = ∞, j = 0, a =

1

4
and

m = 6 − 4

p
gives ||u||∞ ≤ Cp ||u||1/4

W
6−4

p ,p
||u||3/4

Lq . (5.52)Aording to the de�nition (5.49) of the norm NT , we an see that the deay in time willbe linked to the norm Lq and the power 3/4. We dedue from the inequality (5.52) thatfor I (τ), we have
I (τ) . ||u− v||H2m

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

(τ)

. ||u− v||H2m

ρ∑

i=0

(
||u||Lq

(1 + τ)θ

(1 + τ)θ

) 3(ρ−i)
4

||u||
ρ−i
4

W
6− ′

p ,p

(
||v||Lq

(1 + τ)θ

(1 + τ)θ

) 3i
4

||v||
i
4

W
6−4

p ,p

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).For II (τ), the theorem 5.9 is again applied and we have

II (τ) . ||u− v||∞
(
||v||ρ−1

∞ ||v||H2m +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||H2m||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||Hm +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||H2m

)
(τ),and the inequality (5.52) gives

II (τ) . ||u− v||3/4
Lq ||u− v||1/4

W
6− 4

p ,p
×

[(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−1

||v||H2m +
(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−1

||u||H2m

+

ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i−1

||u||H2m

(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i−1

||v||H2m

]
(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).
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||uρ+1 − vρ+1||Lp(τ) ≤ ||u− v||Lp

ρ∑

i=0

||u||ρ−i
∞ ||v||i∞(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).Finally, we �nd

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)

∫ t

0

dτ

(1 + τ)
3θρ
4 (1 + t− τ)θ

.Sine 3θρ

4
> 1 by the inequality (5.45) and 0 < θ <

1

2
, the lemma 5.11 an be applied togive

||Φu− Φv||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v).We have, for the spae derivate,

(Φu− Φv)x(t) =

∫ t

0

St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
(uρux − vρvx)

)
(τ) dτ,the orollary 5.20 and the inequalities (5.47) and (5.48) imply

||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

∫ t

0

(||uρux− vρvx||Lp + ||uρux− vρvx||H2m) (τ)

(1 + t− τ)θ
dτ.Sine uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi, the frational Leibniz rule gives
||uρux− vρvx||H2m(τ) = ||(u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi||H2m+1(τ)

. ||u− v||H2m+1

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||H2m+1(τ)

= I (τ) + II (τ).We dedue from the inequality (5.52) that for I (τ), we have
I (τ) . ||u− v||H2m+1

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).



158 5. Sur la déroissane en temps des solutionsFor the seond norm, the theorem 5.9 is again applied and we have
II (τ) . ||u− v||∞

(
||v||ρ−1

∞ ||v||H2m+1 +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||H2m+1||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||H2m+1 +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||H2m+1

)
(τ),and the inequality (5.52) gives

II (τ) . ||u− v||3/4
Lq ||u− v||1/4

W
6−4

p ,p
×

[(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−1

||v||H2m+1 +
(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−1

||u||H2m+1

+

ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i−1

||u||H2m+1

(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i−1

||v||H2m+1

]
(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).In the same manner,

||uρux − vρvx||Lp(τ) . ||(u− v)x||Lp

ρ∑

i=0

||u||ρ−i
∞ ||v||i∞(τ)

+ ||u− v||Lp

(
ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||ux||∞||v||i∞ +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||vx||∞
)

(τ).Aording to the inequality (5.52), ||ux||∞ ≤ ||ux||3/4
Lq ||ux||1/4

W
6− 4

p ,p
= ||ux||3/4

Lq ||u||1/4

W
7−4

p ,p
, wededue

||uρux − vρvx||Lp(τ) . ||u− v||W 1,p

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

(τ)

+||u− v||Lp

[
ρ−1∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i−1 (
||ux||3/4

Lq ||u||1/4

W
7−4

p ,p

)(
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

+

ρ∑

i=1

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i−1 (
||vx||3/4

Lq ||v||1/4

W
7−4

p ,p

)]
(τ),and sine 7 − 4

p
> 1, we have

||uρux − vρvx||Lp(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).
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||(Φu− Φv)x||Lq(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + t)−θNT (u− v).

�Lemma 5.23There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in X2m+1,7− 4
p
,p(R2), we have

||Φu− Φv||
X

2m+1,7− 4
p ,p(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v). (5.53)Proof. We now majorize the norm ||(Φu− Φv)x||

X
2m+1,7− 4

p ,p(t),
||Φu− Φv||

X
2m+1,7− 4

p ,p(t) ≤
1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣
∣∣∣∣St−τ

(
Dx

1 + |Dx|
(uρ+1 − vρ+1)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
X

2m+1,7− 4
p ,p

(τ) dτ,the inequalities (5.47) and (5.48) imply
||Φu− Φv||

X
2m+1,7− 4

p ,p(t) ≤ 1

ρ+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣uρ+1 − vρ+1
∣∣∣∣

X
2m+1,7− 4

p ,p (τ) dτ.Sine X2m+1,7− 4
p
,p(R2) = H2m+1(R2) ∩W 7− 4

p
,p(R2) and uρ+1 − vρ+1 = (u− v)

ρ∑

i=0

uρ−ivi,we have
||uρ+1 − vρ+1||

X
2m+1,7− 4

p ,p(τ) = ||uρ+1 − vρ+1||H2m+1(τ) + ||uρ+1 − vρ+1||
W

7− 4
p ,p(τ),and as previously,

||uρ+1 − vρ+1||H2m+1(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)(1 + τ)−

3θρ
4 .Sine 7 − 4

p
≥ 0, the frational Leibniz theorem 5.9 gives

||uρ+1 − vρ+1||
W

7− 4
p ,p(τ) . ||u− v||

W
7− 4

p ,p

ρ∑

i=0

||uρ−ivi||∞(τ) + ||u− v||∞
ρ∑

i=0

||uρ−ivi||
W

7− 4
p ,p(τ)

= I (τ) + II (τ).We dedue from the inequality (5.52)
I (τ) . ||u− v||

W
7− 4

p ,p

ρ∑

i=0

(
||u||3/4

Lq ||u||1/4

W
6−4

p ,p

)ρ−i (
||v||3/4

Lq ||v||1/4

W
6−4

p ,p

)i

(τ)

.

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).



160 5. Sur la déroissane en temps des solutionsFor II (τ), the theorem 5.9 is again applied and we have
II (τ) . ||u− v||∞

(
||v||ρ−1

∞ ||v||
W

7−4
p ,p +

ρ−1∑

i=0

||u||ρ−i−1
∞ ||u||

W
7−4

p ,p ||v||i∞

+ ||u||ρ−1
∞ ||u||

W
7−4

p ,p +

ρ∑

i=1

||u||ρ−i
∞ ||v||i−1

∞ ||v||
W

7−4
p ,p

)
(τ),and the inequality (5.52) gives

II (τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
(1 + τ)−

3θρ
4 NT (u− v).Finally we �nd

||uρ+1 − vρ+1||
X

2m+1,7− 4
p ,p(τ) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)(1 + τ)−

3θρ
4 ,thus

||Φu− Φv||
X

2m+1,7− 4
p ,p(t) .

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v)

∫ t

0

(1 + τ)−
3θρ
4 dτ,and thanks to the inequality (5.45),

||Φu− Φv||
X

2m+1,7− 4
p ,p(t) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v).

�Lemma 5.24There exists a onstant Cm,p > 0 suh that for all u and v in X2m+1,7− 4
p
,p(R2), we have

NT (Φu− Φv) ≤ Cm,p

(
ρ∑

i=0

NT (u)ρ−iNT (v)i

)
NT (u− v), (5.54)and

NT (Φu) ≤ Cm,p

(
||f ||

X
2m+1,7− 4

p ,p +NT (u)ρ+1
)
. (5.55)Proof. The inequalities (5.50), (5.51) and (5.53) give the inequality (5.54). For the se-ond inequality, it is enough to take v = 0. �Let M > 0, we onsider the losed ball

BT,M :=
{
u ∈ C([−T, T ];Xm+1,4− 2

p
,p(R2)); NT (u) ≤M

}
.



5.2. Déroissane en temps des solutions de gKP-BBM-II 161We would like to show that there exists an unique solution u of the equation (5.46) inthis ball by using the �xed point theorem.First, there exists ε > 0 su�iently small suh that if ||f ||
X

m+1,4− 2
p ,p ≤ ε, even if we take

Cm,pM instead of M , it is enough to take M > 0 satisfying ε + Mρ+1 ≤ M so that theinequality (5.55) implies that the image of the losed ball BT,M by the map Φ is inludein itself. Here, the ruial point is that ε is independent of T . Seondly, we prove that themap Φ is a ontration on this ball for M su�iently small. Let u and v two elements ofthe losed ball BT,M . The inequality (5.54) gives
NT (Φu− Φv) ≤ Cm,pM

ρNT (u− v),and it is enough to takeM > 0 su�iently small so that the quantity Cm,pM
ρ < 1. Then,the �xed point theorem is applied and there exists an unique solution of the equation(5.46) in the losed ball BT,M .It remains to prove that this unique solution an be prolonged in time with all [0,+∞[.By uniqueness of the solution, the inequality (5.55) is written

NT (u) ≤ Cm,p

(
||f ||

X
2m+1,7− 4

p ,p +NT (u)ρ+1
)
. (5.56)Sine there exists ε > 0 su�iently small suh that ||f ||

X
2m+1,7− 4

p ,p ≤ ε, we an �ndM > 0suh that
N0(u) < M

Cm,p

(
ε+Mρ+1

)
≤M.Then for all T > 0, we have NT (u) < M . Indeed, if not by ontinuity, there exists a time

T > 0 suh that
NT (u) = M

> Cm,p

(
ε+Mρ+1

)

> Cm,p

(
ε+NT (u)ρ+1

)
,what ontradits the inequality (5.56). Finally, there exists a onstant M > 0 suh thatfor all T > 0, NT (u) < M . In partiular, we have for all time t ≥ 0

||u(t)||Lq + ||ux(t)||Lq ≤ Cm,p

(
||f ||

X
2m+1,7− 4

p ,p +NT (u)ρ+1
)

(1 + t)−θ

≤ Cm,p

(
ε+Mρ+1

)
(1 + t)−θ. (5.57)We reason in a similar manner for negative times. �Remark 5.25 If we ompare the generalized Korteweg-de Vries equation and his BBMversion, we remark that the deay rate in time is of the same order. In dimension 2,Haysahi, Naumkin and Saut [HNS99℄ found, for the generalized KP equation, a deayrate in time of order 1. However, nothing says that our result is optimal and we wonderif we an �nd a deay rate in time better than 1/2, and approah 1 for the BBM version.We plan to study this issue in a future work.
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Chapitre 6Comportement en temps long dessolutions des équations deKadomtsev- Petviashvili généralisées

Ce hapitre est issu d'un artile en préparation fait en ollaboration ave F. Hami-douhe et S.M. Me�re.The propagation of long, dispersive and weakly nonlinear waves, essentially in the
x−diretion with weak transverse e�ets in the y−diretion, is modelled by the Kadomtsev-Petviashvili (KP) equation [KP70℄,

ut + ux + uux + uxxx + a∂−1
x uyy = 0, (6.1)alled KP-I if a = −1 and KP-II if a = 1, aording to whether the surfae tension isnegleted or not. The approah in [KP70℄ for introduing (6.1) from the Korteweg deVries (KdV) equation,

ut + ux + uux + uxxx = 0,an be extended to the ontext of two transverse variables. As explained by L. Molinet,J.-C. Saut & N. Tzvetkov [MST07b℄, in this ontext, if we aim at preserving the �nitepropagation speed properties of the transport operator ∂t + ∂x for waves loalized in thefrequeny regions |ξ2|
|ξ1| ≪ 1 and |ξ3|

|ξ1| ≪ 1, where ξ1, ξ2 and ξ3 are the Fourier modesorresponding respetively to the spae variables x, y and z, we are led to onsider thegeneralized operator
∂t + ∂x +

1

2

(
∂−1

x ∂yy + ∂−1
x ∂zz

)
,where ∂−1

x denotes the anti-derivative, also de�ned suh that ∂̂−1
x u (ξ1, ξ2, ξ3) :=

û(ξ1, ξ2, ξ3)i ξ1 ,and û represents the Fourier transform of u.In this paper, we are onerned with the generalized Kadomtsev-Petviashvili equationsin three-dimensional spae :
ut + upux + uxxx + a∂−1

x uyy + b∂−1
x uzz = 0 , (6.2)



166 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPwhere p ≥ 1, and the onstants a, b are normalized to ±1. The separate term ux does notof ourse appear in (6.2) sine a hange of funtions has now been applied (u(x, y, z, t) :=
ũ(x+ t, y, z, t)). The mass ∫

R3

u2(x, y, z, t) dx dy dz ,and the energy
∫

R3

[
up+2

(p+ 1)(p+ 2)
− 1

2
u2

x +
a

2
(∂−1

x uy)
2 +

b

2
(∂−1

x uz)
2

]
(x, y, z, t) dx dy dzare onserved by the �ow assoiated with (6.2). Although the literature proposes an exten-sive list of (theoretial and numerial) works related with the KP equations in dimensiontwo, namely with the Cauhy problem based on (6.1), see e.g. [Bou93, Fam92, FS92,Ham01, IMS95, KM86, Sau93, Uka89, Zho90℄, we do not �nd the same range of refe-renes in the three-dimensional ase. Some theoretial results onerning the behavior ofsolutions of (6.2) have been reently given in [dBS97a, dBS97b, Liu02, Sau95℄. In parti-ular, the existene as well as the non-existene of solitary waves are proved by A. DeBouard & J.-C. Saut [dBS97a, dBS97b℄, and J.-C. Saut establishes in [Sau95℄ a result ofblow-up in �nite time for a = b = −1 and p ≥ 2. In [Liu02℄, Y. Liu ontinues this inves-tigation and proves that, when a solution of (6.2), for a = b = −1 and 1 ≤ p < 4/3, isinitially lose to an unstable solitary wave, then this solution blows up in �nite time. Sineno result has yet been proved for blow-up in �nite time, with a = b = 1 and ab = −1,there is onsiderable interest in performing numerial simulations aimed at studying thesolutions of (6.2) in various situations.The aim of this paper onsists not only of inspeting numerially ertain theoretialproperties already stated, but above all of investigating, in diverse ontexts, aspets notyet established, suh as the blow-up in �nite time, the dispersion, the solitoni behaviorand the transverse instabilities.This paper is subdivided into �ve setions. In Setion 2, we disretize the Cauhyproblem assoiated with (6.2), by ombining a spetral method for the spae disreti-zation and a preditor-orretor sheme for the time disretization. The other setionsdeal systematially with numerial simulations. Due to extensive numerial experimentsperformed throughout these setions, the paper is organized in suh a way that eah ofthese setions ontains its own onlusions.We study in Setion 3 the propagation, based on (6.2), of loalized initial data. Thenumerial observations show here that the e�et of two negative transverse diretions(a = b = −1) is muh less regularizing than the e�et of two positive or �opposite�transverse diretions. Indeed, in the ontext where a = b = −1, the disrete solution ofthe Cauhy problem blows up in �nite time when for instane p = 2, whereas the disretesolution in the ontext where a = b = 1, or ab = −1, blows up in �nite time when p = 3.In Setion 4, our investigations onern the numerial study of the transverse instabi-lities in the y and z−diretions. Improperly, we talk about the solution stability insteadof the orbital stability of the solitary wave lose to this solution, namely a solitary wavefor whih the pro�le remains lose to that solution (see e.g. [Ben72℄). By onsidering the
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Φc(x, t) =

(
(p+ 1)(p+ 2)

2
c

)1/p

sech2/p

(
p
√
c

2
(x− ct)

)
,for p = 1, J.C. Alexander, R.L. Pego & R.L. Sahs [APS97℄ haraterize the unstable modefor (6.1), i.e. the solution of the linearized equation around Φc, of the form u(x, y, t) =eσt+ 2iπy

λy ũ(x) with λy > 0 a wavelength, Re(σ) > 0, and ũ ∈ L2(R). They prove thatKP-II does not admit unstable modes, and that KP-I admits unstable modes if andonly if λy >
8π

c
√

3
. A similar result of instability regarding KP-I is obtained in a nonlinearontext by F. Rousset & N. Tzvetkov [RT08℄. In this setion, we extend, to the 3D ase, theapproah onsidered by F. Hamidouhe for studying numerially in [Ham01℄ the transverseinstabilities of solutions of 2D-KP equations. We observe a stronger form of instability inthe sense that solutions of (6.2), initially lose to solitary waves, blow up in �nite time� even for p = 1. This study of instabilities is done here in the transverse diretions, byassoiating with (6.2) the initial datum :

u0(x, y, z) := Φc(y,z)(x, 0),where c(y, z) := c(1 + ε cos(
2πy
λy

+ 2πz
λz

)) is a perturbation of the veloity of the line-soliton, in an in�nitesimal way in the y and z−diretions, λy, λz > 0, and ε > 0 is a �xedsmall value. When p = 1, 2 and a = b = −1, respetively when p = 2 and ab = −1, weobserve numerially that there exist two ritial transverse wavelengths 0 < λ1
c ≪ λ2

c ,depending only on c, suh that the disrete solution of (6.2) with suh an initial datum u0blows up in �nite time (in partiular, the line-soliton is unstable under the �ow of (6.2))if λ1
c < λy < λ2

c or λ1
c < λz < λ2

c . The existene of the ritial value λ2
c translates the fatthat the formal limit of the perturbed line-soliton, when the wavelengths λy and λz tendto in�nity, is the KdV one of veloity c(1+ ε) whih is stable [Ben72℄. These observationswere foreseeable from the ones onerning KP-I. Another interesting observation is madewhen p = 1 and a = 1, b = −1. We notie that the disrete solution of (6.2) with thisinitial datum blows up if λ1

c < λz < λ2
c and if the wavelength in the positive transversediretion is either small (λy < λ1

c) or very large (λy > λ2
c). It results then, namely when

(6.2) is formed from KP-II with the addition of a negative transverse diretion, that thesolution of (6.2) an blow up, although the solution orresponding to KP-II is stable.In a symmetrial way, the same e�ets are notied in the ontext where p = 1 and
a = −1, b = 1. When (6.2) is formed from KP-I with the addition of a positive transversediretion, it follows that the solution of (6.2) an no longer blow up.Finally, in Setion 5, we deal with the study of the transverse instability in the
z−diretion by assoiating now with (6.2) the Zaitsev soliton [Zai83℄ for initial datum :

u0(x, y, z) := ψc(z)(x, y, 0),where, for β =

√
δ2 − 3α4

δ2
, ω =

δ2 + α4

α
, 3α4 < δ2 and c =

ω

α
,

ψc(x, y, t) = 12α2 1 − β cosh(αx− ωt) cos(δy)

(cosh(αx− ωt) − β cos(δy))2
.



168 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThe veloity is here slightly perturbed in the z−diretion ; c(z) := c(1 + ε cos(2πz
λz

)),
λz > 0, and ε > 0 is a �xed small value. Our numerial experiments are performed inthe speial ontext p = 1, with a = −1. It follows that the wavelength λz haraterizesthe instability of the Zaitsev soliton by transverse perturbations. More preisely, when
b = −1, there exist two ritial transverse wavelengths 0 < λ1

c ≪ λ2
c , depending only on c,suh that the solution of (6.2) with u0 as initial datum blows up (and is hene unstable)if λ1

c < λz < λ2
c . 6.1 Numerial disretizationsBy ombining a spetral approah with a preditor-orretor sheme, we disretizehere the Cauhy problem based on (6.2).6.1.1 Spetral approahSpetral methods are very suitable to the disretization of equations suh as (6.2).In fat, the non-linearity and the anti-derivative appearing in (6.2) are easily treatedwith suh methods, ontrary to �nite element methods or �nite volume methods. Finitedi�erene disretizations of (6.2) an be an alternative, but the spetral methods are againmore suited when we are looking for solutions of (6.2) in periodised domains.Let us onsider the Cauhy problem based on (6.2), where u0 denotes the initial datum :

u(x, y, z, 0) := u0(x, y, z).As in [Tom96, WAS94℄, where (6.1) is onsidered, we will be onerned with solutionsof (6.2) suh that u, ux, uy, uz, uxx, uyy, uzz vanish at in�nity and furthermore ∂−1
x uy,

∂−1
x uz ∈ L2(R3), ∂−2

x uyy, ∂
−2
x uzz ∈ L2(R3). For (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3, and t ≥ 0, we use thenotation :

û(ξ1, ξ2, ξ3, t) :=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

u(x, y, z, t)e−i(ξ1x+ξ2y+ξ3z) dxdydz .By applying this Fourier transform to the equations of the onsidered Cauhy problem,it follows that :




ût(ξ1, ξ2, ξ3, t) + iξ1 ̂
( u

p+1

p+ 1)(ξ1, ξ2, ξ3, t) +
(
−iξ3

1) + ia ξ2
2

ξ1
+ ib ξ2

3

ξ1

)
û(ξ1, ξ2, ξ3, t) = 0 ,

û(ξ1, ξ2, ξ3, 0) = û0(ξ1, ξ2, ξ3) ,

∀ ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R, ∀ t > 0 . (6.3)Looking moreover for solutions of (6.2) suh that u, up+1 and ut ∈ L1(R3) ∩ L2(R3), wenotie from (6.3) in partiular that : ∀ ξ2, ξ3 ∈ R, ∀ t > 0,
lim

ξ1−→0
û(ξ1, ξ2, ξ3, t) = 0 , lim

ξ1−→0

û(ξ1, ξ2, ξ3, t)

ξ1
= 0 ,
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û0(0, ξ2, ξ3) = 0 , lim

ξ1−→0

û0(ξ1, ξ2, ξ3)

ξ1
= 0 . (6.4)By giving in this way a sense to lim

ξ1−→0
û(ξ1, ξ2, ξ3, t) and lim

ξ1−→0

û(ξ1, ξ2, ξ3, t)
ξ1

, the singularitiesfor ξ1 = 0 in (6.3) are overome. Relations (6.4) enfore restritions on the hoie of
u0 ∈ L1(R3) ∩ L2(R3) ; we will be onerned with suh an initial datum.In view of numerial omputations in a bounded and periodised domain Ω, we nowonsider (6.2) in [−K,K] × [−L,L] × [−M,M ] =: Ω, where K, L, M > 0 must be �xedvalues allowing us to express the relations (6.4) as below :





∫ M

−M

∫ L

−L

e−i(ξ2y+ξ3z)

(∫ K

−K

u0(x, y, z) dx

)
dy dz = 0 ,

∫ M

−M

∫ L

−L

e−i(ξ2y+ξ3z)

(∫ K

−K

∫ x

−K

u0(x1, y, z) dx1dx

)
dy dz = 0 .

(6.5)Let us onsider now the disrete Fourier basis onsisting of trigonometri polynomialfuntions :eik π
K

xeil π
L

yeim π
M

z ; i2 = −1 , −Nx

2
≤ k ≤ Nx

2
−1 , −Ny

2
≤ l ≤ Ny

2
−1 , −Nz

2
≤ m ≤ Nz

2
−1 ,where Nx, Ny, Nz ∈ 2N⋆ represent the numbers of modes. Let us set Nx = 2K

∆x , Ny = 2L
∆yand Nz = 2M

∆z , where ∆x, ∆y, ∆z > 0. For any non periodi salar funtion f , loallysummable, we denote by fK,L,M the funtion equal to f in Ω and extended outside of Ω asa periodi funtion of period equal to 2K in the x−diretion, 2L in the y−diretion, 2Min the z−diretion. The expression of fK,L,M in the onsidered disrete basis is as follows,
fK,L,M(x, y, z) =

Nx
2

−1,
Ny
2

−1, Nz
2

−1∑

k=−Nx
2

,l=−
Ny
2

,m=−Nz
2

f̂(k π
K
, l π

L
, m π

M
)eik π

K
xeil π

L
yeim π

M
z ,with

f̂(k π
K
, l π

L
, m π

M
) = 1

(2K)(2L)(2M)

∫ K

−K

∫ L

−L

∫ M

−M

f(x, y, z)e−ik π
K

xe−il π
L

ye−im π
M

z dxdydz .We are then onerned with a system of Nx × Ny × Nz ordinary di�erential equationsand Nx ×Ny ×Nz unknowns, by reonsidering (6.3) and (6.4) with these notations, andhene projeting (6.3) in the Fourier basis. For eah triplet (ξ1, ξ2, ξ3), �nd û(ξ1, ξ2, ξ3, t)satisfying




ût(ξ1, ξ2, ξ3, t) + iξ1 ̂
( u

p+1

p+ 1)(ξ1, ξ2, ξ3, t) + (−iξ3
1 + ia ξ2

2

ξ1
+ ib ξ2

3

ξ1
)û(ξ1, ξ2, ξ3, t) = 0 , ∀ t > 0,

û(0, ξ2, ξ3, t) = û0(0, ξ2, ξ3) = 0 , ∀ t > 0,

û(ξ1, ξ2, ξ3, 0) = û0(ξ1, ξ2, ξ3) , (6.6)
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ξ1 = k πK , ξ2 = l πL , ξ3 = m π
M ,

−Nx
2 ≤ k ≤ Nx

2 − 1 , −Ny

2 ≤ l ≤ Ny

2 − 1 , −Nz
2 ≤ m ≤ Nz

2 − 1 ,
(6.7)and the datum u0 is subjet to (6.5). In the numerial simulations, a Fast Fourier Trans-form will be omputed.6.1.2 Time disretizationMany numerial methods an be applied for the time disretization of (6.6). In viewof e�ient numerial omputations on long time intervals, we onsider impliit methodssuh as Adams-Moulton methods (see e.g. [QSS00℄). Also, in view of �exible numerialimplementations, we will restrit ourselves to one-step shemes.Let ∆t > 0 be the step of the time disretization, and set tn = n∆t. For n ∈ N,we denote by ûn an approximation of û(ξ1, ξ2, ξ3, tn) and by un an approximation of

u(x, y, z, tn), where (x, y, z) ∈ Ω.A possible way for numerially disretizing the partial di�erential equation in (6.6)onsists of diretly applying the Crank-Niolson sheme, or a variant of this sheme as inthe ase of omputations based on 2D-KP equations (see [Ham01℄). The following relationsare then obtained : ∀ n ≥ 0,
ûn+1 = ûn +

∆t

2


−iξ1[ ̂

(
up+1

n+1

p+ 1
) +

̂
(
up+1

n

p+ 1
)] + i(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)[ûn + ûn+1]


 , (6.8)with of ourse ξ1 6= 0, ξ2 and ξ3 de�ned as in (6.7). A nonlinear system of Nx ×Nx ×Nzequations and Nx×Nx×Nz unknowns an thus be assoiated with (6.6) - (6.7) and solvedwith a �xed point iteration method, by onsidering from (6.8) a subsequene (ûn+1,r)rwhere we de�ne, for eah n ≥ 0, ûn+1,0 := ûn, and also set ûn+1 := ûn+1,r+1 whenthe onvergene of the subsequene is reahed at the (r + 1)th iteration. However, thisapproah an be ostly in CPU time, sine suh an initialization of �xed point iterationsis not neessarily suitable for fast onvergene (see e.g. [QSS00℄).The method we onsider for solving (6.6) - (6.7) onsists of ombining an Adams-Moulton sheme, for de�ning the �xed point iterations, with an Adams-Bashforth shemefor the initialization of these iterations. More preisely, restriting ourselves here to one-step shemes, we use the expliit Euler method for the preditor and the Crank-Niolsonmethod for the orretor. The resulting sheme is a preditor-orretor method and is oforder two with respet to the time step (see e.g. [QSS00℄) under suitable regularities ofthe solution of (6.6) - (6.7).By denoting by m ≥ 1 a maximal number of iterations, the algorithm then onsideredfor solving (6.6) - (6.7) is desribed as follows :

• Set û0,m := ... := û0,1 := û0,0 := û0.
• For n = 0, 1, ..., ompute :

ûn+1,0 := ûn,m + ∆t


−iξ1 ̂

(
up+1

n,m

p+ 1
) + i(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)ûn,m


 ,
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• For r = 0, 1, ..., m− 1,

ûn+1,r+1 := ûn,m + ∆t
2


−iξ1 ̂

(
up+1

n+1,r

p+ 1 ) + i(ξ3
1 −

ξ2
2
ξ1
a− ξ2

3
ξ1
b)ûn+1,r − iξ1 ̂

(
up+1

n,m

p+ 1)

+ i(ξ3
1 −

ξ2
2
ξ1
a− ξ2

3
ξ1
b)ûn,m

)
.(6.9)The iterations are stopped in one of the two following ases :

• when ‖un+1,r+1 − un+1,r‖l2(Ω)

‖un+1,0‖l2(Ω)
≤ τ , with τ > 0 a �xed tolerane. We then set un+1 :=

un+1,r+1 ;
• or when r = m− 1. Here, we set un+1 := un+1,m. We mention that the step ∆t anbe redued in this ase, in order to improve the previous relative error.This algorithm provides the solution ûn(ξ1, ξ2, ξ3), where ξ1 6= 0, ξ2, ξ3 are de�ned as in

(6.7), and where we onsider :
• For n = 1, 2, ...,
ûn(0, ξ2, ξ3) := û0(0, ξ2, ξ3).Remark 6.1 A pratial way to hoose a suitable (initial) step ∆t in the previous algo-rithm is the one involving the parameters ∆x, ∆y, ∆z as follows :

∆t <
2∆x

π( π2

(∆x)2
+ ∆xK

(∆y)2
+ ∆xK

(∆z)2
+ ‖un‖p

L∞(Ω))
. (6.10)Of ourse, sine from (6.9),

ûn+1,r+1 − ûn+1 = (ûn+1,r − ûn+1)

(
i
∆t

2
(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)

)
− iξ1

∆t

2




̂

(
up+1

n+1,r

p+ 1
) −

̂

(
up+1

n+1

p+ 1
)


 ,it follows in the ase where p ∈ N∗ that,

ûn+1,r+1 − ûn+1 = (ûn+1,r − ûn+1)

(
i
∆t

2
(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)

)

−iξ1
∆t

2(p+ 1)

p∑

j=0

̂(un+1,r − un+1)u
j
n+1,ru

p−j
n+1,and approximating un+1,r by un in the right-hand side of this relation leads to :

ûn+1,r+1 − ûn+1 ≈ (ûn+1,r − ûn+1)

(
i
∆t

2
(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)

)
− iξ1

∆t

2
̂(un+1,r − un+1)u

p
n.Then, sine ξ1 = k πK , with −Nx

2 ≤ k ≤ Nx
2 − 1, and Nx = 2K

∆x , it follows from similaronsiderations regarding ξ2, ξ3 that for k 6= 0, and making use of the Parseval formula,
‖un+1,r+1 − un+1‖L2(Ω) <∼ ‖un+1,r − un+1‖L2(Ω)

× ∆t

2

π

∆x

(
π2

(∆x)2
+

∆xK

(∆y)2
+

∆xK

(∆z)2
+ ‖un‖p

L∞(Ω)

)
.



172 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KP6.2 Long time behavior for loalized initial dataWe are interested here in numerial simulations onerning the Cauhy problem refor-mulated in (6.6) - (6.7). In a general way, two sets of parameters will be onsidered forthese simulations based on the algorithm desribed previously. The �rst set is made upof the parameters a, b = ±1, p ≥ 1, that intervene in (6.6), and the seond one onernsthe parameters K, L, M , ∆t, Nx, Ny, Nz used in the algorithm. Typially, after �xing
K, L and M , we a�et values to the parameters Nx, Ny, Nz, and hoose ∆t aording to
(6.10).For studying the behavior in long time of the disrete solution of (6.2), assoiatedwith a loalized initial datum, three phenomena will systematially be inspeted : thedispersion (ontext where the l∞−norm of the solution dereases), the blow-up in �nitetime (situation where the l∞−norm of the solution tends to in�nity), and the solitonibehavior (phenomenon where the l∞−norm of the solution is onstant).Our numerial inspetions will be based on the hoie :

u0(x, y, z) = α(1 − 2sx2) e−s(x2+y2+z2) , (6.11)and on various onsiderations of parameters mentioned above, inluding also the ontext(a = b = −1, p ≥ 2) related to the known theoretial result (see J.-C. Saut [Sau95℄) ofthe blow-up in �nite time. Let us indiate already that α, s ∈ R⋆
+, and that the hoies ofvalues of K will be suh that u0 satis�es (6.5) numerially.In the presentation of our results, we distinguish the ase p = 1 and the generalizedase where p > 1.6.2.1 Non-generalized ase : p = 1In this subsetion, we desribe the results obtained from numerial simulations by�xing p = 1.6.2.1.1 Evolution in long timeIn eah of the ontexts where a = ±1 with b = ±1, we perform experiments by settinghere : s = 1, K = 50, L = M = 4, Ny = Nz = 16.We already mention that for all our experiments, here and in the next setions, thestep ∆t will always be hosen in aordane with (6.10).The results represented in Figures 6.1 and 6.2 onern the evolutions (with respetto time) of the l∞ and l2−norms of the disrete solution and of the assoiated energy,obtained by onsidering Nx = 256, ∆t = 10−3, α = 2.In partiular, we observe the same evolutions of these norms and of the energy when

a = −1, b = 1 as well when a = 1, b = −1. This was foreseeable aording to the symmetryof u0 and to the one of (6.2) related to the y and z−diretions. In this order of ideas, werestrit in this setion the presentation of our results to the ontexts where ab = 1, and
a = −1, b = 1.
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Fig. 6.1 � Evolutions of the energy with respet to time, for p = 1, α = 2, s = 1, K =
50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.
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Fig. 6.2 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, α = 2, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.



174 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPFigures 6.3 and 6.4 show also the evolutions of the l∞ and l2−norms as well as of theenergy, for the same values of the parameters, but now for α = 5. These evolutions arerespetively similar to those observed when α = 2.
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Fig. 6.3 � Evolutions of the energy with respet to time, for p = 1, α = 5, s = 1, K =
50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4

5

6

7
a = b = 1

 

 

l 2−norm

l ∞−norm

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4

5

6

7
a = b = −1

 

 

l 2−norm

l ∞−norm

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4

5

6

7
a = −1, b = 1

 

 

l 2−norm

l ∞−norm

Fig. 6.4 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, α = 5, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.Let us notie that for these hoies of α, the results obtained from simulations with othervalues of parameters, namely with K = 32, L = M = 6, 12, Nx = 128, Ny = Nz = 32, 64,do not qualitatively di�er from those represented in Figures 6.1 - 6.4. We observe thatthe dispersive e�et prevails over the non-linearity. The evolutions of the norms in thedi�erent ontexts where ab = ±1 look similar.Figure 6.5 presents the evolutions of the l∞ and l2−norms of the disrete solutionwhen a larger amplitude of the initial datum is onsidered. Here α = 50, Nx = 512 and
∆t = 10−4.
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Fig. 6.5 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, α = 50, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 512, Ny = Nz = 16,∆t = 10−4.



6.2. Comportement en temps long de données loalisées 175In eah of the ontexts where a = b = 1, ab = −1, we observe, as with the amplitudes
α = 2, 5, that the dispersive e�et prevails over the non-linearity. But for a = b = −1, thedisrete solution, assoiated with the initial datum of large amplitude, has a tendeny toblow up at the beginning of the evolution and after that, the dispersive e�et preventsthe solution from blowing up. The fat that the non-linearity and the dispersive e�etare neutralized, and that the l∞−norm is stabilized, is alled the solitoni behavior. Wemention that even with a time step, e.g. ∆t = 10−3, slightly bigger than the limitingvalue provided by (6.10) when we take larger values of L,M,Ny, Nz (e.g. L = M = 6,
Ny = Nz = 32), we do not obtain, from the simulations, results that are qualitativelydi�erent from those presented here.6.2.1.2 With a datum of larger L2−normWe now perform some experiments based on the initial datum (6.11) with a larger
L2−norm and a �xed amplitude. Thus, we onsider s = 0.5. Figures 6.6 and 6.7 presentthe evolutions of the l∞ and l2−norms of the disrete solution as well as of the assoiatedenergy, obtained by using the same values of the parameters α, K,L,M , Nx, Ny, Nz and
∆t as in the experiments assoiated with Figures 6.3 and 6.4, but with this new hoie of
s.

0 10 20 30 40
2180

2200

2220

2240

2260

2280

2300

2320

2340
a = b = 1

0 10 20 30 40
2150

2200

2250

2300

2350

2400
a = b = −1

0 10 20 30 40
2180

2200

2220

2240

2260

2280

2300

2320

2340

2360
a = −1, b = 1

Fig. 6.6 � Evolutions of the energy with respet to time, for p = 1, α = 5, s = 0.5, K =
50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.
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Fig. 6.7 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, α = 5, s = 0.5, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.



176 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThese results do not di�er qualitatively from those that were represented in Figures 6.3and 6.4, namely when s = 1 ; there does not appear a qualitative in�uene of the l2−normof the initial datum on the evolution of the solution. Similar experiments have beenperformed, in this ase where s = 0.5, by onsidering K = 32, L = M = 6, Nx = 512,
Ny = Nz = 32, ∆t = 10−4 and a larger amplitude : α = 50. We notie the sameobservations as before ; namely, the behavior of the solution is again governed by thedispersion in eah of the ontexts where ab = ±1, and a solitoni behavior is also observedin the ontext where a = b = −1.6.2.2 Generalized ase : p > 1In this subsetion, we are onerned with numerial experiments when p = 2, 3. Asmentioned before, a partiular attention will be addressed to the ontexts (a = b = 1,
ab = −1) where no theoretial result has been established.6.2.2.1 The ase p = 2Let us �x in this part p = 2. The experiments assoiated with Figures 6.8 - 6.10 areperformed by setting : s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16 and
∆t = 10−3. In Figures 6.8 and 6.9, we represent the evolutions (with respet to time) ofthe l∞ and l2−norms of the disrete solution and of the assoiated energy, obtained byonsidering α = 2.
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Fig. 6.8 � Evolutions of the energy with respet to time, for p = 2, α = 2, s = 1, K =
50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.
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Fig. 6.9 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, α = 2, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.



6.2. Comportement en temps long de données loalisées 177As for the ase p = 1, we observe that the dispersive e�et prevails over the non-linearity.The evolutions of the norms in eah of the ontexts where ab = ±1 look similar. For thishoie of α, the same observations derive from simulations when we onsider K = 32,
L = M = 6, Nx = 128, and Ny = Nz = 32.Figure 6.10 presents the results of the experiments performed by setting now α = 5.
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Fig. 6.10 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, α = 5, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.In eah of the ontexts where a = b = 1 and ab = −1, we observe as previously that thedispersive e�et prevails over the non-linearity. But in the ontext where a = b = −1, thebehavior of the disrete solution looks di�erent ; the solution has a tendeny to blow up atthe beginning of the evolution. Let us re�ne these results by using a redued time step aswell as larger values for the parameters Nx, Ny and Nz. In the experiments assoiated withFigure 6.11, we thus onsider : ∆t = 10−4, Nx = 512, Ny = Nz = 32, and L = M = 6. Itappears that the l∞−norm blows up in �nite time and that the l2−norm is onsequentlydeteriorated from the blow-up instant.
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Fig. 6.11 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, α = 5, s = 1, K = 50, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.



178 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThe theoretial result known from [Sau95℄, for p = 2, in the ontext where a = b = −1, isnow exhibited numerially : the non-linearity is stronger than the dispersive e�et and thesolution blows up. The behavior of the solution is here ompletely di�erent from the asewhere p = 1. In the other ontexts, the non-linearity tries to prevail over the dispersivee�et at the beginning of the evolution but after that, the solution disperses ompletely.In order to study the in�uene of an initial datum of larger l2−norm on the evolutionof the solution, we use in the experiments assoiated with Figure 6.12 the same values ofparameters as above, but set now s = 0.5.
0 2 4 6

0

2

4

6

8

10

12
a = b = 1

 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

50

100

150

200
a = b = −1

 

 

0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

10

12
a = −1, b = 1

 

 

l2−norm

l∞−norm

l2−norm

l∞−norm

l2−norm

l∞−norm

Fig. 6.12 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, α = 5, s = 0.5, K = 50, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.In the ontext where a = b = −1, the blow-up takes plae earlier ; the l2−norm isonsequently deteriorated from the blow-up instant. In the other ontexts, there is noevidene of a qualitative in�uene of the l2−norm of the initial datum on the evolutionof the solution. In these ontexts (a = b = 1, ab = −1), where the dispersion seems toprevail against the non-linearity, let us inspet the e�et of an initial datum of largeramplitude ; we set now α = 10, s = 1. In the experiments assoiated with Figure 6.13, wealso onsider K = 32, L = M = 4, Nx = 512, Ny = Nz = 16, ∆t = 10−4.
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Fig. 6.13 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, α = 10, s = 1, K = 32, L = M = 4, Nx = 512, Ny = Nz = 16,∆t = 10−4.



6.2. Comportement en temps long de données loalisées 179The observations are the same as above, and are also on�rmed when we use larger valuesof Nx, Ny, Nz (e.g.with Nx = 1024, Ny = Nz = 32). Namely, in eah of these threeontexts, the solution has a tendeny to blow up at the beginning of the evolution, butthen disperses ompletely.We also notie, in eah of the ontexts where ab = ±1, that the solution is subjet toa more persistent non-linearity than when p = 1.6.2.2.2 The ase p = 3We an already predit that, sine the non-linearity was persistent with p = 2, theblow-up in �nite time will be observed in the ase p = 3 beause of a stronger non-linearity.Let us now �x p = 3. In our �rst experiments, assoiated with Figures 6.14 - 6.16, wehave onsidered s = 1, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16 and ∆t = 10−3. Figures6.14 and 6.15 show the evolutions (with respet to time) of the l∞ and l2−norms of thedisrete solution, and of the assoiated energy, obtained when K = 50, α = 2.
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Fig. 6.14 � Evolutions of the energy with respet to time, for p = 3, α = 2, s = 1, K =
50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.
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Fig. 6.15 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 3, α = 2, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.



180 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThe evolutions of the norms, in eah of the ontexts where ab = ±1, look similar, andas for p = 1, 2, the dispersive e�et prevails over the non-linearity. Similar observationsderive from simulations when using other values of parameters, namely with ∆t = 10−4,
K = 32, L = M = 6, 8, Nx = 512, Ny = Nz = 32, 64.Figure 6.16 shows the results obtained by onsidering now a slightly larger amplitude :
α = 3.
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Fig. 6.16 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 3, α = 3, s = 1, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 10−3.The observations remain the same as above, in eah of the ontexts where a = b = 1, and
ab = −1. However, in the ontext where a = b = −1, the solution has a tendeny to blowup. Let us re�ne the results by using larger values for L,M, Nx, Ny, Nz and reduing ∆t.We take L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32, ∆t = 10−4, and keep the same values for
K,α, s as in the experiments assoiated with Figure 6.16.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
a = b = 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2
2

4

6

8

10

12

14

16

18
a = b = −1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
a = −1, b = 1

l2−norm

l∞−norm

l2−norm

l∞−norm

l2−norm

l∞−norm

Fig. 6.17 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 3, α = 3, s = 1, K = 32, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.



6.2. Comportement en temps long de données loalisées 181These experiments on�rm, in the ontext where a = b = −1, that the non-linearity ise�etively stronger than the dispersive e�et. In the other ontexts, where the dispersivee�et seems to prevail over the non-linearity, let us inspet the in�uene of a slightly largeramplitude ; we thus onsider α = 4 in the experiments assoiated with Figure 6.18.
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Fig. 6.18 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 3, α = 4, s = 1, K = 32, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.The results now show that the non-linearity is stronger than the dispersive e�et in eahof the ontexts where ab = −1 ; the solution blows up in these ontexts. Of ourse, the
l2−norm is onsequently deteriorated from the blow-up instant.When we inspet nearer the ontext where a = b = 1, by onsidering again a morelarge amplitude, α = 5, we obtain the results represented in Figure 6.19 that allow us tonotie that the solution blows up also in this ontext. The energy as well as the l2−normare onsequently deteriorated from the blow-up instant. This blow-up of the solution,for positive transverse diretions, reminds us of the numerial result presented by F.Hamidouhe [Ham01℄ in the ontext of the generalized KP-II equation for whih, when
p = 3, the solution blows up for an initial datum of large amplitude.
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512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.



182 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThe experiments assoiated with Figure 6.20, and performed by setting s = 0.5, allowus to study the in�uene of an initial datum of larger l2−norm.
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l ∞−normFig. 6.20 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 3, α = 4, s = 0.5, K = 32, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,∆t = 10−4.The evolution of the solution, in the ontext where a = b = 1, seems to not be in�uenedin a qualitative way by suh an initial datum. However, in eah of the ontexts where
a = b = −1, and ab = −1, the blow-up takes plae earlier.Let us now summarize our results. The e�et of two negative transverse diretions ismuh less regularizing than the e�et of two positive or �opposite� transverse diretions.Indeed, the disrete solution, in the ontext where a = b = −1, blows up in �nite timewhen p = 2, whereas the one involved in eah of the ontexts where a = b = 1, and
ab = −1, blows up in �nite time when p = 3.The results obtained in the ase where p = 3 lead us to formulate the followingonjeture.Conjeture 6.2Let p ≥ 3. If a = b = 1 or ab = −1, then the solution of (6.2) with loalized initial datumblows up in �nite time.6.3 Transverse instabilities in the y and z−diretionsThe generalized equation (6.2) admits as solution the line-soliton

Φc(x, t) =

(
(p+ 1)(p+ 2)

2
c

)1/p

sech2/p

(
p
√
c

2
(x− ct)

)
,whih is a solution of the generalized KdV equation. This represents a solitary wave,moving from left to right in the x−diretion, at veloity c, without deformation. In thissetion, we study the evolution in time of this line-soliton perturbed in an in�nitesimalway in the two transverse y and z−diretions. We onsider then the Cauhy problemreformulated in (6.3), by de�ning the initial datum u0 as follows,

u0(x, y, z) := Φc(y,z)(x, 0),where c(y, z) := c

(
1 + ε cos

(
2πy

λy

+
2πz

λz

)), with ε > 0 a �xed small value ; this pertur-bed veloity is not uniform in the transverse diretions, λy and λz are the wavelengths.



6.3. Instabilités transversales dans les diretions Oy et Oz 1836.3.1 Non-generalized ase : p = 1We �x p = 1 in this subsetion. In addition to the two previous sets of parameters,our numerial experiments will be performed with respet to diverse onsiderations of c,
λy and λz.In eah of the ontexts where ab = ±1, we perform simulations by �xing K = 32,
L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16, ∆t = 5 × 10−4. Also, we start by onsidering
ε = 10−2 and the ontext where a = b = −1.In Figure 6.21, we represent the evolutions of the l2 and l∞−norms of the disretesolution obtained respetively with λy = λz = 0.01, 2, 2.1 and 50, for c = 2.
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Fig. 6.21 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 2, 2.1, 50, and ε = 10−2.It seems that for λy and λz bigger than λ1, where λ1 ≃ 2.1, the perturbed line-solitonblows up. For suh wavelengths, the l∞−norm blows up in �nite time, and the l2−normis onsequently deteriorated from the blow-up instant. We notie that the larger thewavelengths are, the earlier the blow-up ours. Similar results derive also from simulationsby using larger values for K,L,M,Nx, Ny, Nz (e.g.with K = 50, L = M = 6, Nx =
512, Ny = Nz = 32) even with a slightly bigger time step, e.g.∆t = 10−3.In a general way and about the results of this setion, let us mention that in preseneof the blow-up of the l∞−norm, a deterioration of the l2−norm, from the blow-up instant,will onsequently be observed.Other experiments are performed by onsidering now distint values for λy and λz.Figure 6.22 presents the results obtained with λy = 0.01, 2 and λz = 2.1, 50.
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Fig. 6.22 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 0.01, 2, λz = 2.1, 50 and ε = 10−2.There exists a ritial transverse wavelength λ1
2 ≃ 2.1 suh that if λy or λz is larger than

λ1
2, the perturbed line-soliton blows up.We want now to inspet the in�uene of the veloity as regards this observation. Thehange of funtions

ũ(x, y, z, t) :=
1

c
u(

x√
c
,
y

c
,
z

c
,
t

c
√
c
),applied to (6.2), for p = 1, gives

ũt + ũũx + ũxxx + a∂−1
x ũyy + b∂−1

x ũzz = 0 .The initial datum beomes
ũ0(x, y, z) = 3

(
1 + ε cos

(
2πy

cλy
+

2πz

cλz

))
sech

(
x

2

√
1 + ε cos

(
2πy

cλy
+

2πz

cλz

))
.We then notie that propagating a line-soliton of veloity c perturbed in the two transversediretions by the wavelengths λy and λz is equivalent to propagating a line-soliton ofveloity equal to 1 perturbed in the two transverse diretions by the wavelengths cλy and

cλz.The experiments with c = 2 show that there exists a ritial value λ1
2 (≃ 2.1) thatindiates an �instability ondition�. Of ourse, from the previous hange of funtions, if

λy or λz is larger than λ1
c := 4.2

c , then the perturbed line-soliton blows up and is heneunstable.Let us now on�rm this indiation by taking c = 4. Figure 6.23 presents the resultsobtained by onsidering then idential wavelengths : λy = λz = 0.01, 1, 1.1, 50.
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Fig. 6.23 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 1, 1.1, 50 and ε = 10−2.By ontrast, the experiments assoiated with Figure 6.24 onsider distint wave-lengths : λy = 0.01, 1 and λz = 1.1, 50.
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Fig. 6.24 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 0.01, 1, λz = 1.1, 50 and ε = 10−2.The results represented in Figures 6.23 and 6.24 lead us to the observations that werealso reported for c = 2.We propose to extend our experiments to the ase of very large wavelengths in orderto inspet numerially the following aspet : when λy and λz tend to in�nity, the formallimit of the perturbed line-soliton gives Φc(1+ε), whih does not depend on the transversevariables. In partiular, the solution of (6.2) with Φc(1+ε) as initial datum is stable [Ben72℄.Figure 6.25 presents the results obtained by onsidering then λy = 1, 1.1, 108, 109 and
λz = 108, 109.
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l ∞−normFig. 6.25 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 1, 1.1, 108, 109, λz = 108, 109 and ε = 10−2.We thus dedue, in the ontext where a = b = −1, that there exists another ritialtransverse wavelength λ2
c suh that if λy, λz > λ2

c , the perturbed line-soliton no longerblows up.Let us now onsider the ontexts where ab = −1, by using again c = 4 in the expe-riments. Figures 6.26 and 6.27 show the results obtained respetively for a = 1, b = −1and a = −1, b = 1, when λy = λz = 0.01, 1.1, 50 and λy = 0.01 with λz = 50.
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Fig. 6.26 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = 1, b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here λy = λz = 0.01, 1.1, 50, λy = 0.01, λz = 50 and ε = 10−2.
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Fig. 6.27 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = −1, b = 1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here λy = λz = 0.01, 1.1, 50, λy = 0.01, λz = 50 and ε = 10−2.We observe the same evolutions of the norms in the ontexts where ab = −1, andwhen λy = λz. This was foreseeable due to the symmetry of u0 (in that ase) and to theone of (6.2) related to the y and z−diretions.The experiments assoiated with Figure 6.28 are performed in the ontext of verylarge values of wavelengths, and for ab = −1 ; here also, the same evolutions of the normsare observed when λy = λz. This is not the ase when λy 6= λz as, in partiular, indiateFigures 6.26 - 6.28.
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Fig. 6.28 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, ab = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here λy = 109, λz = 50, 109 and ε = 10−2.We notie in the ontext where a = 1, b = −1, respetively a = −1, b = 1, a tendenyof blow-up when λ1
c < λy < λ2

c , respetively λ1
c < λz < λ2

c (see Figures 6.26 - 6.28). Itseems that another form of stability has appeared (see e.g. the ases λy = λz = 1.1, 50 inFigures 6.26 and 6.27). On the other hand, when λy < λ1
c , or λy > λ2

c , and λ1
c < λz < λ2

c(respetively λz < λ1
c , or λz > λ2

c , and λ1
c < λy < λ2

c), where 0 < λ1
c ≪ λ2

c are ritialvalues depending only on c, the orresponding solution blows up. These observationsan also be explained partly by the fat that the solution of KP-I with a line-solitonuniquely perturbed in the y−diretion, as initial datum, is unstable for a su�ientlylarge wavelength. We indiate that even for a larger veloity, e.g.with c = 5, the sameobservations derive from the simulations.The experiments assoiated with Figure 6.29 onsider the last situation, a = b = 1,and are also performed for c = 4. Here, the perturbed line-soliton seems to never blowup.
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Fig. 6.29 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = 1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λy = λz = 0.01, 1.1, 50, λy = 0.01, λz = 50 and ε = 10−2.We want now to study the possible in�uene of a smaller value of ε on the observationsnotied previously. We thus set : ε = 5×10−3. In order to ompare the results representedin Figures 6.23, 6.26 and 6.27 with those that will be obtained here, we use in the presentexperiments the new value of ε, and the same values that were a�eted to the otherparameters for providing these previous results. Figures 6.30 and 6.31 present the resultsobtained in the ontext where a = b = −1. Contrary to the experiments assoiated withFigure 6.30, those assoiated with Figure 6.31 onsider very large wavelengths.
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Fig. 6.30 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 1, 1.1, 50 and ε = 5 × 10−3.
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l ∞−normFig. 6.31 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here λy = 109, λz = 50, 109 and ε = 5 × 10−3.Figures 6.32 - 6.34 show the results obtained in the ontexts where ab = −1, with bothsmall and large values of wavelengths. Let us mention that the same results as in Figure6.32 are obtained from simulations when a = 1, b = −1. The behaviors of the norms di�erwhen λy 6= λz and in the ontexts where ab = −1.
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Fig. 6.32 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = 1, b = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here, λy = λz = 0.01, 1, 1.1, 50 and ε = 5 × 10−3.
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l∞−normFig. 6.33 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, a = −1, b = 1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here, λy = λz = 0.01, 1, 1.1, 50 and ε = 5 × 10−3.
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Fig. 6.34 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 1, ab = −1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here λy = 109, λz = 50, 109 and ε = 5 × 10−3.For this smaller value of ε, we report in fat the same observations as before. In partiular,for a = b = −1, there exist two ritial transverse wavelengths λ1
4 ≃ 1.1 and λ2

4 ≫ λ1
4,suh that if λ1

4 < λy < λ2
4 or λ1

4 < λz < λ2
4, the perturbed line-soliton blows up.6.3.2 Generalized ase : p = 2We want here to study the transverse instabilities in the ase where p = 2.Our experiments are performed in eah of the ontexts where ab = ±1, by �xing

K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16 and ∆t = 5 × 10−4. We start byonsidering ε = 10−2, and the ontext where a = b = −1. Figure 6.35 presents, for c = 1,the evolutions of the l2 and l∞−norms of the disrete solution obtained respetively with
λy = λz = 0.01, 0.5, 0.6 and 50.



6.3. Instabilités transversales dans les diretions Oy et Oz 191
0 5 10 15 20 25 30

0

10

20

30

λ
y
 = λ

z
 = 0.01

l2−norm

l∞−norm

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

λ
y
 = λ

z
 = 0.5

l2−norm

l∞−norm

0 2 4 6 8 10 12
0

100

200

300

λ
y
 = λ

z
 = 0.6

l2−norm

l∞−norm

0 2 4 6 8 10
0

100

200

300

λ
y
 = λ

z
 = 50

l2−norm

l∞−norm

Fig. 6.35 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 1, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 0.5, 0.6, 50 and ε = 10−2.As Figure 6.36 shows, similar results derive from simulations with a smaller value of
ε, namely with ε = 5 × 10−3.

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

λ
y
 = λ

z
 = 0.01

l2−norm

l∞−norm

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

λ
y
 = λ

z
 = 0.5

l2−norm

l∞−norm

0 2 4 6 8 10 12
0

100

200

300

λ
y
 = λ

z
 = 0.6

l2−norm

l∞−norm

0 2 4 6 8 10
0

100

200

300

λ
y
 = λ

z
 = 50

l2−norm

l∞−norm

Fig. 6.36 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 1, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 0.5, 0.6, 50 and ε = 5 × 10−3.Independently of these small values of ε, we notie that there exists one again a ritialtransverse wavelength λ1
1 ≃ 0.6 suh that if λy and λz are larger than λ1

1, the perturbedline-soliton blows up.Figure 6.37 shows the results obtained, again for ε = 10−2 and c = 1, but now fromdistint wavelengths ; λy = 0.01, 0.5, and λz = 0.6, 50.
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Fig. 6.37 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 1, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 0.01, 0.5, λz = 0.6, 50 and ε = 10−2.As it was the ase for p = 1, there exists a ritial transverse wavelength λ1
1 ≃ 0.6 suhthat if λy or λz is larger than λ1

1, the perturbed line-soliton blows up.Let us now inspet the in�uene of the veloity as regards these observations. Thehange of funtions
ũ(x, y, z, t) :=

1

c1/p
u(

x√
c
,
y

c
,
z

c
,
t

c
√
c
),applied to (6.2), gives

ũt + ũpũx + ũxxx + a∂−1
x ũyy + b∂−1

x ũzz = 0 .The initial datum beomes then
ũ0(x, y, z) =

(
(p+ 1)(p+ 2)

2

)1/p(
1 + ε cos

(
2πy

cλy

+
2πz

cλz

))1/p

× sech

(
p x

2

√
1 + ε cos

(
2πy

cλy
+

2πz

cλz

))
.We notie that propagating a line-soliton of veloity c, perturbed in the two transversediretions, is equivalent to propagating a line-soliton of veloity equal to 1 perturbed inthe same diretions by the wavelengths cλy and cλz.The experiments, with c = 1, show that there exists a ritial transverse wavelength

λ1
1 ≃ 0.6. The previous hange of funtions indiates that if cλy or cλz is larger than λ1

1,then the perturbed line-soliton is unstable.Let us on�rm this indiation by taking c = 2. The results represented in Figure 6.38are obtained for equal wavelengths : λy = λz = 0.01, 0.2, 0.3 and 50.
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Fig. 6.38 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = λz = 0.01, 0.2, 0.3, 50 and ε = 10−2.By reproduing the previous experiments but with distint wavelengths, λy = 0.01, 0.2,
λz = 0.3, 50, we obtain the results represented in Figure 6.39.
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Fig. 6.39 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 0.01, 0.2, λz = 0.3, 50 and ε = 10−2.In what follows, we perform experiments in the ontexts where ab = −1, and hooseto display the results only for a veloity c = 2; the observations for c = 1 being similar.Figure 6.40 presents in the situation where a = −1, b = 1, the evolutions of the l2− and
l∞−norms of the disrete solution obtained respetively for λy = λz = 0.01, 0.2, 0.3 and
50.
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Fig. 6.40 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = 1, b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here, λy = λz = 0.01, 0.2, 0.3, 50 and ε = 10−2.The same evolutions of the norms derive from the simulations when we onsider a = 1,
b = −1 ; this is justi�ed from the argument previously mentioned in the ontext where
λy = λz.Figure 6.41 presents the results obtained by reproduing the experiments in the ontextwhere a = 1, b = −1, but for distint wavelengths ; λy = 0.01, 0.2 and λz = 0.3, 50.
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Fig. 6.41 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = 1, b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here, λy = 0.01, 0.2, λz = 0.3, 50 and ε = 10−2.By onsidering now the ontext where a = −1, b = 1, with the previous distintwavelengths, we obtain the results represented in Figure 6.42.
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Fig. 6.42 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = −1, b = 1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t =
5 × 10−4. Here, λy = 0.01, 0.2, λz = 0.3, 50 and ε = 10−2.As in the situation where a = b = −1, there exists also here a ritial transverse wave-length, λ1

2 ≃ 0.3, suh that if λy or λz is larger than λ1
2, then the perturbed line-soliton isunstable.Let us now inspet numerially the following phenomenon studied in [Ben72℄. Ofourse, when λy and λz tend to in�nity, the formal limit of the perturbed line-solitongives Φc(1+ε), whih is independent of the transverse variables ; the solution of (6.2) with

Φc(1+ε) as initial datum is stable as long as p < 4 (see [Ben72℄). In the experiments asso-iated with Figure 6.43, we have onsidered a = b = −1 and used very large wavelengths ;
λy = 0.2, 50, 108, 109 and λz = 108, 109.
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Fig. 6.43 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for p = 2, a = b = −1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5×10−4.Here, λy = 0.2, 50, 108, 109, λz = 108, 109 and ε = 10−2.



196 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPThere exists another ritial transverse wavelength λ2
c suh that if λy, λz > λ2

c , the pertur-bed line-soliton no longer blows up. The same observation derives from simulations when
ab = −1.In the last ontext where a = b = 1, Figure 6.44 shows the results obtained with bothequal and distint wavelengths.
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Fig. 6.44 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to timefor p = 2, a = b = 1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λy = λz = 0.01, 0.3, 50, λy = 0.01, λz = 50 and ε = 10−2.The perturbed line-soliton seems to never blow up ; this observation also results fromsimulations when we onsider c = 1, or use larger values for K,L,M,Nx, Ny, Nz (e.g.with
K = 50, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32).Let us now summarize the numerial observations of this setion. The experiments for
p = 1, 2 show that when the line-soliton is perturbed in the two transverse diretions byneither very small nor very large wavelengths, the assoiated disrete solution blows up.More preisely, when p = 1, 2 and a = b = −1, respetively when p = 2 and ab = −1,we observe that there exist two ritial transverse wavelengths 0 < λ1

c ≪ λ2
c , dependingonly on c, suh that the disrete solution, with the perturbed line-soliton as initial datum,blows up (and is hene unstable) if λ1

c < λy < λ2
c or λ1

c < λz < λ2
c . Typially, λ1

c ≃ 4.2

cwhen p = 1, and λ1
c ≃

0.6

c
when p = 2. Let us mention that, in the (2D� ) ontext of thegeneralized KP-I equation (with p = 2), a similar numerial study ahieved in [Ham01℄provides a ritial wavelength approximately equal to 5.559

c
.Another interesting observation is the one reported when p = 1 and a = 1, b = −1,respetively a = −1, b = 1. We notie that the disrete solution, with the perturbedline-soliton as initial datum, blows up if λ1

c < λz < λ2
c , respetively λ1

c < λy < λ2
c , and ifthe wavelength in the positive transverse diretion is either small (λy < λ1

c , respetively
λz < λ1

c) or very large (λy > λ2
c , respetively λz > λ2

c).



6.4. Instabilité transversale dans la diretion Oz 197These observations lead us to formulate the following onjeture.Conjeture 6.3For ε > 0 su�iently small, let u0 be the perturbed line-soliton of veloity c(y, z) :=

c(1 + ε cos(
2πy
λy

+ 2πz
λz

)), where λy, λz > 0.Let p ≥ 1, and a = b = −1. There exist two ritial transverse wavelengths 0 < λ1
c ≪

λ2
c, depending only on c, suh that the solution of the generalized 3D-KP equation (6.2),with u0 as initial datum, blows up in �nite time (in partiular the line-soliton is unstableunder the �ow of (6.2)) if λ1

c < λy < λ2
c or λ1

c < λz < λ2
c.Let p ≥ 2, and a = 1, b = −1, respetively a = −1, b = 1. There exist two ritialtransverse wavelengths 0 < λ1

c ≪ λ2
c, depending only on c, suh that the solution of thegeneralized 3D-KP equation (6.2), with u0 as initial datum, blows up in �nite time if

λ1
c < λy < λ2

c or λ1
c < λz < λ2

c.Let p = 1, and a = 1, b = −1, respetively a = −1, b = 1. There exist two ritialtransverse wavelengths 0 < λ1
c ≪ λ2

c, depending only on c, suh that the solution of thegeneralized 3D-KP equation (6.2), with u0 as initial datum, blows up in �nite time if
λ1

c < λz < λ2
c, λy < λ1

c or λy > λ2
c, respetively λ1

c < λy < λ2
c, λz < λ1

c or λz > λ2
c.6.4 Transverse instability in the z−diretionAs mentioned earlier, we onsider the Zaitsev soliton

ψc(x, y, t) = 12α2 1 − β cosh(αx− ωt) cos(δy)

(cosh(αx− ωt) − β cos(δy))2
,where

β =

√
δ2 − 3α4

δ2
, ω =

δ2 + α4

α
, c =

ω

α
, 3α4 < δ2 .We want to study the evolution, subjet to (6.2), of the Zaitsev soliton when it isperturbed in the seond transverse diretion. We then onsider now

u0(x, y, z) := ψc(z)(x, y, 0),as the initial datum assoiated with (6.2). The veloity is here slightly perturbed in the
z−diretion ; namely, c(z) := c

(
1 + ε cos

(
2πz
λz

)), with ε > 0 su�iently small and λz > 0a wavelength.We �x in this setion p = 1, and a = −1. Our numerial simulations will be performedin eah of the ontexts where b = ±1.In what follows, we set δ =
π

L
and �x K = 32, L = 12, M = 4, Nx = 256, Ny = 32,

Nz = 16, ∆t = 5 × 10−4. The value of L is larger than in the previous setions in suh away that the present initial datum u0 also satis�es (6.5) numerially. Moreover, this valueallows us to onsider δ in suh a way that we an a�et to α values that are not very small.Let us set on the other hand ε = 10−2. The results represented in Figure 6.45 onernthe ontext where b = −1, and show for c = 1 the evolutions of the l2 and l∞−norms ofthe disrete solution obtained respetively with λz = 0.01, 0.5, 0.6 and 50. Similar results
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Fig. 6.45 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for b = −1, c = 1, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 0.01, 0.5, 0.6, 50 and ε = 10−2.derive from simulations, even by using a slightly bigger time step, e.g.∆t = 10−3, withlarger values of K,L,Nx, Ny (e.g.with K = 50, L = 24, Nx = 512, Ny = 64).We notie that there exists a ritial transverse wavelength λ1
1 ≃ 0.6 suh that if λz > λ1

1,the solution blows up. About the results of this setion also, let us already mention thatin presene of the blow-up of the l∞−norm, a deterioration of the l2−norm, from theblow-up instant, will onsequently be observed.Let us inspet now the in�uene of the veloity as regards this observation. The hangeof funtions
ũ(x, y, z, t) :=

1

c
u(

x√
c
,
y

c
,
z

c
,
t

c
√
c
),applied to (6.2), for p = 1, gives

ũt + ũũx + ũxxx + a∂−1
x ũyy + b∂−1

x ũzz = 0 .The initial datum beomes then
ũ0(x, y, z) = 12α̃2 1 − β cosh(α̃x) cos(δ̃y)

(cosh(α̃x) − β cos(δ̃y))2
,where

β =

√
δ̃2 − 3α̃4

δ̃2
, ω̃ =

δ̃2 + α̃4

α̃
, 3α̃4 < δ̃2 , c̃ =

ω̃

α̃
= 1 and c̃(z) =

(
1 + ε cos

(
2πz

cλz

))
.We thus notie that propagating a Zaitsev soliton of veloity c perturbed in the transverse

z−diretion by the wavelength λz is equivalent to propagating a Zaitsev soliton of veloity
1 perturbed in the same diretion by the wavelength cλz.The above hange of funtions indiates that if λz > λ1

c :=
λ1

1
c , the solution blows upin �nite time. This is on�rmed by the results of Figure 6.46 obtained also in the ontext



6.4. Instabilité transversale dans la diretion Oz 199where b = −1, but by onsidering now c = 2. This �gure shows the evolutions of the l2and l∞−norms of the disrete solution, obtained respetively with λz = 0.01, 0.2, 0.3 and
50.
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Fig. 6.46 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for b = −1, c = 2, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 0.01, 0.2, 0.3, 50 and ε = 10−2.We propose now to extend our experiments to the ase of very large values of thewavelength in order to inspet numerially the following aspet : when λz tends to in�nity,the formal limit of the perturbed Zaitsev soliton provides a new pro�le, independent of theseond transverse variable ; the solution of (6.2) with this new pro�le as initial datum isstable in the limit where δ tends to zero [dBS96℄. Figure 6.47 presents the results obtainedby onsidering then λz = 108, 109.
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Fig. 6.47 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for b = −1, c = 2, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 108, 109 and ε = 10−2.We thus notie that there exists another ritial transverse wavelength λ2
c suh that if

λz > λ2
c , the perturbed Zaitsev soliton no longer blows up.The above observations are not in�uened by the hoie of a smaller value of ε. Ofourse, as Figure 6.48 shows, the evolutions of the l2 and l∞−norms, obtained by onsi-dering for instane ε = 5 × 10−3 in simulations, do not qualitatively di�er from thosepresented in Figure 6.45. Similar results to those of Figures 6.46 and 6.47 derive also fromsimulations when c = 2 and ε = 5 × 10−3.
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Fig. 6.48 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to timefor b = −1, c = 1, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 0.01, 0.5, 0.6, 50 and ε = 5 × 10−3.In the last ontext where b = 1, the perturbed Zaitsev soliton seems to never blowup. The results of Figures 6.49 and 6.50 are obtained from experiments performed in thisontext by setting c = 2 ; similar results derive also from simulations when we onsider
c = 1.
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Fig. 6.49 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for b = 1, c = 2, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 0.01, 0.2, 0.3, 50 and ε = 10−2.
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Fig. 6.50 � Evolutions of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet to time,for b = 1, c = 2, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,∆t = 5 × 10−4.Here, λz = 108, 109 and ε = 10−2.The dispersive e�et prevails over the blow-up, and it seems, when λ1
c < λz < λ2

c , thatanother form of stability appears.Let us summarize now the numerial observations of this setion. It follows that thewavelength λz haraterizes the instability of the Zaitsev soliton by transverse perturba-tions in the z−diretion. More preisely, when b = −1, there exist two ritial transversewavelengths 0 < λ1
c ≪ λ2

c , depending only on c, with λ1
c ≃ 0.6

c
, suh that the orrespon-ding disrete solution blows up in �nite time if λ1

c < λz < λ2
c . When b = 1, the solutionof (6.2), with the perturbed Zaitsev soliton as initial datum, does not blow up.We an then formulate the following onjeture.Conjeture 6.4For ε > 0 su�iently small, let u0 be the perturbed Zaitsev soliton of veloity c(z) :=

c(1 + ε cos(2πz
λz

)), where λz > 0. Let p = 1, and a = b = −1. There exist two ritialtransverse wavelengths 0 < λ1
c ≪ λ2

c, depending only on c, suh that the solution of the3D-KP equation (6.2), with u0 as initial datum, blows up in �nite time (in partiular theZaitsev soliton is unstable under the �ow of (6.2)) if λ1
c < λz < λ2

c .6.5 Adaptivity of the time stepThis setion is not inlude in the artile . We ask us how to extend the physial time inomparison with the result found in the previous setions, without inreasing the numberof iterations, even if the CPU time is longer.We notie that in the algorithm used for our simulations (see (6.9)), the time step ∆tan be redued when the onvergene does not reah, although it may be inreased also.Aording to this remark, our algorithm is modi�ed in a way that the time step is reduedwhen the numerial sheme does not onverge, and inreased when the a posteriori loalerror estimator (de�ned below) is small.To explain, in a few words, the method (see [QSS00℄), let be an ordinary di�erentialequation
u′(t) = f(t, u(t))

u(0) = u0,



202 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPand onsider a numerial sheme of order q. Starting from an exat datum un = u(tn), wehave
un+1 = un + Φ(un)∆t+O(∆tq+1)

u(tn+1) = u(tn) + Φ(u(tn))∆t+O(∆tq+1),where Φ is a funtion given by the hosen sheme. We dedue that, there exists a funtion
Ψ, depending on Φ, suh that

u(tn+1) − un+1 = O(∆tq+1) = Ψ(un)∆t
q+1 +O(∆tq+2).The same alulus with a time step of size 2∆t, starting here from un−1, gives

u(tn+1) − ũn+1 = Ψ(un)(2∆t)q+1 +O(∆tq+2).Finally, we �nd
u(tn+1) − un+1 =

un+1 − ũn+1

2q+1 − 1
+O(∆tq+2).We de�ne E :=

||un+1 − ũn+1||L2(Ω)

2q+1 − 1
the a posteriori loal error estimator. The methodonsists in three stages :� from un−1, we alulate un and un+1 with a time step ∆t,� from un−1, we alulate ũn+1 with a time step 2∆t,� we alulate the a posteriori loal error estimator E . Let τ > 0 a small �xed tolerane,� if E < τ

2q+1
, the time step ∆t is doubled,� if E > τ , the time step is divided by 2,� if not, the time step is kept.Let us adapt this method to the generalized 3D-KP equations (6.2). We use againthe spetral method, based on Fourier transform for the spae disretization, and thepredition-orretion sheme of order 2 for the time disretization, based on the Eulerexpliit one for the predition and the Crank-Niolson for the orretion.Let m ≥ 1 a maximal number of iterations. The numerial algorithm is desribed asfollows :

• Set û0,0 = û0,1 = ... = û0,m = û0.
• For n = 0, 1, ..., ompute :

un+1 = PC(un,∆t)

un+2 = PC(un+1,∆t)

ũn+2 = PC(un, 2∆t).� The a posteriori loal error estimator is alulated
E =

||un+1 − ũn+1||L2(Ω)

7
.� If E < τ1

8
, with τ1 > 0 a �xed tolerane, we set ∆t = 2∆t,
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∆t

2
.Here PC orresponds to the predition-orretion sheme de�ned by :

ûn+1,0 = ûn,m + ∆t


−iξ1

̂

(
up+1

n,m

p+ 1
) + i(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)ûn,m


 ,

• For r = 0, 1, ..., m− 1,
ûn+1,r+1 = ûn,m+

∆t

2


−iξ1

̂

(
up+1

n+1,r

p+ 1
) + i(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)ûn+1,r − iξ1

̂

(
up+1

n,m

p+ 1
) + i(ξ3

1 −
ξ2
2

ξ1
a− ξ2

3

ξ1
b)ûn,m


 .The iterations are stopped in one of the two following ases :

• when with τ2 > 0 a �xed tolerane, we have ‖un+1,r+1 − un+1,r‖L2(Ω)

‖un+1,0‖L2(Ω)
≤ τ2. We thenset un+1 := un+1,r+1 ;

• or when we reah, without onvergene, the maximal number m of iterations.This algorithm provides the solution ûn(ξ1, ξ2, ξ3) for ξ1 6= 0, ξ2, ξ3 desribed as in (6.7).For the ase ξ1 = 0, we set :
• For n = 1, 2, ..., do
ûn(0, ξ2, ξ3) = û0(0, ξ2, ξ3).Some numerial simulations are now presented in eah ontext of the Setion 6.2�6.4,in order to ompare the physial time obtained with the a posteriori loal error estimatorand the one obtained with the algorithm used previously.We �x a = b = 1. We are �rst onerned with the behaviour in long time for loa-lized initial data. We display the non-generalized ase p = 1. Setting s = 1, α = 2, 5,respetively α = 50, we onsider K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16 and

∆t = 10−3, respetively Nx = 512, ∆t = 10−4. We represent in Figure 6.51. the l2−normand l∞−norm of the obtained disrete solution.
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Fig. 6.51 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respetto time, for p = 1, a = b = 1, s = 1, K = 50, L = M = 4, Ny = Nz = 16, for α = 2, 5,
Nx = 256, ∆t = 10−3 and for α = 50, Nx = 512, ∆t = 10−4.In omparison with the Figures 6.2.,6.4, the physial time (T ≃ 38) for the ases α = 2, 5,is shorter than the one found here (T ≃ 47), even if the CPU time is longer.



204 6. Comportement en temps long des solutions de 3D-KPOn the other hand, for the ase α = 50, the omparison between the result obtained hereand the one represented in Figure 6.5 (T ≃ 4), shows that for a large amplitude, thephysial time is not longer by using the a posteriori loal error estimator (T ≃ 0.7).Some experiments are performed in the generalized ases p = 2, 3. Taking �rst p = 2,
α = 5, and onsidering K = 50, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32 and ∆t = 10−3,the obtained result is represented in Figure 6.52.
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Fig. 6.52 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet totime, for p = 2, a = b = 1, α = 5, s = 1, K = 50, L = M = 6, Nx = 512, Ny = Nz = 32,
∆t = 10−3.The physial times seem to be equal with the two algorithms used.We onsider p = 3, α = 2, and K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16 and
∆t = 10−3. We represent the l2−norm and the l∞−norm of the obtained disrete solutionin Figure 6.53.
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Fig. 6.53 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet totime, for p = 3, a = b = 1, α = 2, s = 1, K = 50, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,
∆t = 10−3.For a strong nonlinearity, the physial time obtained here is shorter than the one obtainedby the �rst algorithm.We apply now the algorithm using the a posteriori loal error estimator in the ontextof the transverse instability in the y and z−diretions. We study the evolution in time ofthe perturbed line-soliton.We set ε = 10−2. With p = 1, c = 4, we �x K = 32, L = M = 4, Nx = 256,
Ny = Nz = 16, and ∆t = 5 × 10−4. In Figure 6.54., we represent the l2−norm and
l∞−norm of the obtained disrete solution for λy = λz = 0.01, 1.1, 50.
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Fig. 6.54 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respetto time, for p = 1, a = b = 1, c = 4, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,
∆t = 5 × 10−4. Here, λy = λz = 0.01, 1.1, 50, and ε = 10−2.Let us now perform some experiments with p = 2, c = 2. Keeping the same valueof parameters for K,L,M,Nx, Ny, Nz,∆t, the obtained results are represented in Figure6.55. for λy = λz = 0.01, 0.3, 50.
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Fig. 6.55 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respetto time, for p = 2, a = b = 1, c = 2, K = 32, L = M = 4, Nx = 256, Ny = Nz = 16,
∆t = 5 × 10−4. Here, λy = λz = 0.01, 0.3, 50, and ε = 10−2.Here again, the physial time is slighty shorter than the one desribed in Figures 6.29.−6.44.We �nally onsider the transverse instability in the z−diretion, by onsidering thebehaviour in long time of the perturbed lump-soliton.We set p = 1, a = −1, b = 1, ε = 10−2. We onsider c = 2, and take K = 32, L = 12,
M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16 and ∆t = 5 × 10−4. We represent in Figure 6.56.the l2−norm and l∞−norm of the obtained disrete solution for λz = 0.01, 0.3, 50.
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Fig. 6.56 � Representations of the l2−norm (- - -) and the l∞−norm (�) with respet totime, for p = 1, a = −1, b = 1, c = 2, K = 32, L = 12,M = 4, Nx = 256, Ny = 32, Nz = 16,
∆t = 5 × 10−4. Here, λz = 0.01, 0.3, 50, and ε = 10−2.The same observations is done, namely omparing with the Figure 6.49., the physial timerepresented in this �gure is slightly larger than the one obtained here.In summary, the physial time given by the algorithm based on the a posteriori loalerror estimator is longer than the one of the algorithm (6.9), in the non-generalized asewith small amplitude. When the amplitude is large (e.g. α = 50), or when the nonlinearityis strong (e.g. p = 3), ontrary to previously, the physial time using the a posteriori loalerror estimator is shorter. In the other ases, the results are roughly the same. On theother hand, the CPU time is in eah ase larger by using this algorithm.
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Notations

Espaes et normesPour d = 1, 2, 3, on dé�nit la transformée de Fourier par
f̂(k) :=

∫

Rd

e−ikxf(x) dx,de telle sorte que la transformée de Fourier inverse soit donnée par
f(x) =

1

(2π)d

∫

Rd

eikxf̂(k) dk.L'anti-dérivée ∂−1
x est alors dé�nie par ∂̂−1

x u (k) :=
û(k)i k1

, où k1 désigne la première om-posante de k ∈ Rd. De même, la transformée de Hilbert H dans la diretion Ox est dé�niede telle sorte que Ĥ(u) (k) := −i sgn(k1)û(k).Pour 1 ≤ p <∞, on note Lp(Rd) l'espae des fontions de puissane pème integrablemuni de la norme
||f ||Lp :=

(∫

Rd

|f(x)|p dx
)1/p

,et L∞(Rd) l'espae de fontions muni de la norme
||f ||∞ = sup ess (f) := inf

{
c ; |f(x)| ≤ c presque partout dans Rd

}
.L'espae S(R2) désigne la lasse de Shwartz, S ′(R2) elui des distributions tempérées,et C∞

0 (R) l'espae des fontions C∞(R) à support ompat.Pour tout réel positif m et 1 ≤ p ≤ ∞, l'espae Wm,p(Rd) représente l'espae deSobolev muni de la norme
||f ||W m,p :=

∣∣∣∣(1 − ∂2
x)

m/2f
∣∣∣∣

Lp .



208 NotationsEn partiulier, on note Hm(Rd) l'espae de Sobolev Wm,2(Rd). Dans e as, l'espae
Hm(Rd) sera muni de la norme équivalente

||f ||2m =

∫

Rd

(1 + k2)m|f̂(k)|2 dk.On note Xm(R2) l'ensemble des fontions f de Hm(Rd) telles que ∂−1
x f soit dans Hm(Rd),muni de la norme

|f |m :=
(
||f ||2m + ||∂−1

x f ||2m
)1/2

.Si Td désigne le tore, on dé�nit alors Hs
0(T

d) omme étant l'espae de Sobolev desfontions de moyenne nulle dans la diretion Ox muni de la norme
||u(t)||s =


 ∑

(k1,ek)∈Z∗×Zd−1

|k|2s|û(k)|2



1/2

,où la tranformée de Fourier sur le tore û est donnée par
û(k) =

∫

Td

e−ikx u(x) dµ(x).La mesure dµ(x) est hoisie proportionelle à elle de Lebesgue sur Td et normalisée detelle sorte que
u(x) =

∑

(k1,ek)∈Z∗×Zd−1

eikxû(k).Si X est un espae de Banah quelonque, et T > 0, l'espae C ([−T, T ];X) est l'en-semble des fontions ontinues de [−T, T ] dans X, muni de la norme sup
−T≤t≤T

||f ||X, ave
||.||X une norme sur X. L'espae Cw ([−T, T ];X) désigne l'ensemble des fontions faible-ment ontinues de [−T, T ] dans X.Pour un opérateur D de Lp(Rd) vers Lq(Rd), ave 1

p
+

1

q
= 1, on dé�nit la normeopérateur par

|||T |||Lq := sup
||f ||Lp=1

||Tf ||Lq .Liste des équationsEquation de transport
ut + ux = 0.Equation de Burgers

ut + ux + uux = 0.Equation d'Airy
ut + ux + uxxx = 0.



Notations 209Equation de Korteweg de Vries (KdV)
ut + ux + uux + uxxx = 0.Equation de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
ut + ux + uux − uxxt = 0.Equation de Benjamin-Ono (BO)

ut + ux + uux −H(uxx) = 0.Equation BO-BBM
ut + ux + uux +H(uxt) = 0.Equations de Kadomtsev-Petviashvili (KP-I si s = −1, KP-II si s = −1)

ut + ux + uux + suxxx + ∂−1
x uyy = 0.Equations KP-BBM-II

ut + ux + uux − uxxt + ∂−1
x uyy = 0.Equations 2D-BO

ut + ux + uux −H(uxx) + ∂−1
x uyy = 0.Equations 2D-BO-BBM

ut + ux + uux +H(uxt) + ∂−1
x uyy = 0.Equations 3D-KP ave a = ±1 et b = ±1

ut + ux + uux + uxxx + a∂−1
x uyy + b∂−1

x uzz = 0.
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RésuméLes équations de Kadomtsev-Petviashvili (KP) dérivent les ondes de faible amplitudeet de grande longueur se déplaçant à la surfae de l'eau, prinipalement dans la diretion
Ox. Elles ont pour forme

ut + ux + αuux + s βuxxx + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2),et sont appelées KP-I si s > 0 et KP-II si s < 0. Ii, α désigne le quotient entre l'amplitudedes ondes et la profondeur de l'eau, β le arré du quotient entre la profondeur et la longueurd'onde, γ le arré du quotient entre les longueurs d'onde dans les deux diretions du plan,et ∂−1

x l'anti-dérivée. Quant à l'équation de Benjamin-Ono (BO), elle dérit de telles ondesse déplaçant à l'intérieur de l'eau. Elle s'érit
ut + ux + αuux − βH(uxx) + γ∂−1

x uyy = O(α2 + β2 + γ2),où, dans e as, α est le quotient entre l'amplitude des ondes et la profondeur des ondes,
β le quotient entre ette profondeur et la longueur d'onde, et H la transformée de Hilbertdans la diretion Ox. En remarquant que ut +ux = O(α+β+ γ), on trouve les équationsde type Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

ut + ux + αuux − s βuxxt + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2)

ut + ux + αuux + βH(uxt) + γ∂−1
x uyy = O(α2 + β2 + γ2).Notre travail se divise en trois parties. Dans la première, on rappelle la modélisation desdi�érentes équations. On montre plus partiulièrement omment les modèles asympto-tiques BBM s'obtiennent à partir du prinipe fondamental de la dynamique. On omparealors les solutions des équations de KP, respetivement de BO, ave les solutions deséquations de type BBM.Dans la seonde partie, on s'intéresse à ertaines propriétés qualitatives des équationsgénéralisées de type BBM. Des résultats de prolongement en temps des bornes sur lesnormes de Sobolev, de déroissane en temps et de prolongement unique des solutions,sont établis.En�n, on termine ave une étude numérique des solutions des équations KP généraliséesen dimension 3 d'espae. Dans ette dernière partie, en ollaboration ave F. Hamidouheet S. Me�re, on inspete numériquement les phénomènes de dispersion, d'explosion entemps �ni, de omportement solitonique et d'instabilité transversale.Mots lés : équations de KP, BO, BBM, modélisation, omparaison, bornes en grandtemps, déroissane en temps, prolongement unique, méthode spetrale, méthode de re-laxation, méthode d'Adams, dispersion, explosion en temps �ni, instabilité transversale.Classi�ationMathématique : 35B05, 35B10, 35B35, 35B40, 35B60, 35Q53, 35M70,65M99, 76B03, 76B15, 76B55
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