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INTRODUCTION

A la question de savoir si une suite infinie de 0 et de 1 est "au hasard',
(ou simule le hasard), plusieurs réponses peuvent &tre données qui dépendent de
la définition mathématique de la notion de hasard. Quelles propriétés exiger d'une
telle définition ? On conviendra aisément que la suite constante 1 1 1 ... ne
devrait pas &tre qualifiée de suite au hasard, pas plus une suite périodique comme
101010 ..., nimeéme une suite périodique a partir d'un certain rang comme
11101011011011
Plus généralement, s'il existe un ""algorithme" {au sens naff du terme) permettant

de construire une suite de 0 et de 1, on refusera & cette suite le caractere de

suite au hasard.

Pour une étude comparative de diverses notions de suites au hasard on pourra

se reporter & l'intéressant travail de C. P. Schnorr (A unified approach to the

definition of random sequences, Math. Syst. Theory, 5 (1971)) ; nous nous pro-

posons ici d'étudier des suites engendrées par ''automates’ (un automate apparais-
sant comme un type particulier d'algorithme), et donc pas ''au hasard' au sens
vague ci-dessus : une grande partie de ce travail est consacrée a 1'étude de

PP INrd - PR = - P
propriétés arithmétiques et dynamiques remarquables des suites engendrées par
automates finis ; nous nous intéressons ensuite aux automates cellulaires et plus

particulierement aux propriétés arithmétiques de l'un d'entre eux.

Ce travail est composé de cing parties, chacune d'elles comprend une intro-

duction, une conclusion et une bibliographie propres.
Résumons rapidement chacune de ces parties :

1) Dans la premiére partie nous commengons par rappeler la notion de p-auto-
mate, puis nous étudions des suites en rapport avec la somme des chiffres en

base p . Plus précisément, notons § (n) la somme des chiffres de l'entier n

en base p ; il est connu que la suite (sp(n)} réduite modulo p est engendrée
n

par p-automate,.



VIII

- Nous montrons d'abord que, si P estun polyndme acoefficients rationnels et
qui prend des valeurs entieres sur les entiers, alors la suite (sp (P(n))}n réduite
modulo p est reconnue par p-automate si et seulement si P est de degré in-
férieur ou égal & 1 . Ce résultat signifie qu'une transformation affine sur n ne
"perturbe pas trop les chiffres de n ', contrairement 4 une transformation du type
n - nZ, en particulier la suite {sp(nz))n réduite modulo p , bien que donnée
par un "algorithme' n'est pas p-automatique.

- De la méme facgon, les itérées de Sp sont plus ""complexes' que s
(k)

nous montrons en effet que la suite (s '(n)) modulo p est engendrée par
n

p-automate si et seulement si k vaut 0 ou 1

2) Dans la seconde partie, nous étudions les itérations des fonctions continues
unimodales (c'est-a-dire croissantes puis décroissantes) de l'intervalle Lo,1]
dans lui-méme. Si { est une telle fonction, une technique intéressante est d'as-
socier a chaque suite (f<ﬁ) (x)}n une suite a valeurs dans un ensemble fini
par un ''codage'' qui permet de ramener une partie de 1'étude des propriétés des

itérées a 1'étude de suites particulieres & valeurs dans @ . Nous montrons qu'un

codage convenablement interprété introduit naturellement l'ensemble

N oo - S :
r={Ac{o,1} ; A(0)=A(1)=1; Yk=0, Asd A= A} ,
oti d est le shift (décalage), = l'ordre lexicographique induit par 0 <1 et
A la suite conjuguée de A (obtenue en remplacant les 1 par des 0 etles O

par des 1 ).

- Le premier résultat que nous obtenons fait apparaftre la suite de Thue-Morse
01101001100101... quiest reconnue par 2-automate ; soit L la premiere
décalée de cette suite (L =11031001100101 ...), alors L est dans I° et
Nl O’JU , 1.l est discret dénombrable, et méme constitué uniquement de suites
périodiques qui croissent vers L, T N[ 1, X] alapuissance du continu pour

toute suite X strictement supérieure & I, .

- Une généralisation des méthodes de démonstration fait apparaftre une classe
intéressante de suites baptisées ¢-miroirs, qui sont engendrées par Z-automates ;

ces suites sont telles que




X

il existe 4 gauche d'une suite g-miroir de " un intervalle de - discret

dénombrable,

tout intervalle non vide de o d'extrémité gauche une suite g-miroir de

I' a la puissance du continu.

- Nous montrons d'autres résultats sur ", en particulier les suites périodiques

de T sont denses dans T°, et T° a une structure ""fractale'’,

Nous indiquons enfin les conséquences de ces résultats en théorie des itérations

(notamment pour les cascades de Feigenbaum).

3) Dans la troisieme partie, nous donnons d'abord une interprétation arith-
métique des résultats de la partie précédente : si on associe aune suite binaire
le nombre réel compris entre 0 et 1 dont le développement en base 2 a pour
chiffres apres la virgule les termes de cette suite, l'ensemble [° de la deuxieme

~

partie est associé a T, ou

'=1ixelo,1l ; vk=0 1~x£{2kx};:~;xf} ,

( {y} désigne la partie fractionnaire de y ).

Cet ensemble contient des nombres g-miroirs (dont le nombre de Morse)

qui sont transcendants et tels que

~

- a4 gauche d'un tel nombre il existe un intervalle de ' discret dénombrable

(et méme ne contenant que des rationnels),

~

- tout intervalle non vide de ' dont l'extrémité gauche est un tel nombre a

la puissance du continu.
On est alors tenté d'étudier l'ensemble

F(n) = {xg[@,lj ;o Vk=0 l~x§{}\kx}’§x}

Nous montrons, dans le cas ot A est entier, que cet ensemble a des propriétés
analogues i celles de ' (quin'est autre que F(2)) au prix d'une généralisation
de la notion de suite g-miroir au cas d'un alphabet & plusieurs lettres, (généra-

lisation qui préserve le caractére automatique de ces suites].



4) Dans la quatriéme partie nous étudions l'automate cellulaire introduit par
Greenberg et Hastings et qui est un modele discret de réaction-diffusion en milieu
excitable : on quadrille régulierement le plan, on appelle cellule chaque carré
élémentaire, chaque cellule peut prendre un nombre fini de valeurs appelées états,
et des ''r2zgles de transition' permettent de passer d'une ''génération' de cellules

~ e e - .
ala génération suivante,

Greenberg et Hastings ont montré que, sous certaines hypotheses, la suite des
états d'une partie bornée du plan est, apres un régime transitoire, périodique et
de période indépendante du borné. Nous montrons que, sauf dans un cas, cette

période est aussi indépendante de la génération initiale.

5) La cinquigme partie est plus arithmétique ; elle est un peu a part car les
automates finis n'y apparaissent (tout au moins dans la version rédigée ici) que
de facon sous-jacente. L'une des motivations de 17étude de la répartition modulo 1
des suites & éléments dans le corps des séries formelles E‘q{(X}), ot IFq est
un corps fini, et plus précisément des suites du type (@n)n , est l'analogie par-
fois constatée entre des résultats sur IR et des résultats sur le corps B?q((X)).
Reprenant les méthodes de J.-M. Deshouillers qui montrent que, si § estune
fraction rationnelle (c'est-a-dire un élément de }Fq('X.)), la suite (@n}n n'est pas
équirépartie modulo 1, nous généralisons ce cas ou § est "automatique'’, c'est-

d-dire plus précisément au cas ol 6 est un élément de IFq((X}) algébrique sur

F (X).
q()

La deuxiéme partie de ce travail est extraite d'un article avec Michel Cosnard
(en préparation), la quatrieme d'un article avec Christine Reder (3 paraftre dans

Discrete Applied Math. ), la derniére d'un article avec Jean-Marc Deshouillers

(en préparation).
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Introduction

Dans cette partie, apres avoir rappelé la définition des suites reconnues par
automates finis, nous étudions sous cet angle des suites liées & la somme des

chiffres des nombres entiers dans une base donnée.

I. - Quelques rappels (voir [Chr 2] et [Eil] ou [ Con])

On appelle alphabet tout ensemble fini (O , et on note af l'ensemble des

p-uples sur (¢ (encore appelés mots de longueur p ), un p-uple (XI, '“’Xp)

est aussi noté X] e X
p

. G P . . P R
On convient que ¢ est réduit au mot vide, encore noté 1 , et on rmunit l'en-

w PPN P . p . .
semble O , défini comme la réunion de tous les (5 |, de la loi de concaténation,

qui en fait un monofde libre,

On appelle p-autormate la donnée

d'un ensemble fini S = |1, ayseeend } appelé ensemble des &tats, 1'état i i

r 1

étant dit état initial, i
de p applications de 5 dans lui-méme, notées 0... p-1, de sorte que b

l'on peut représenter un p-autoimnate par un graphe orienté comme ci-dessous

S=1{i,a, b} p=2
0i=a, 0a=a, 0b=1,
li=b, la=b, Ib=a ;
Intuitivement un tel objet est un "automate sans mémoire' : lorsqu'un tel

automate '"'lit" un mot, par exemple icile mot 1101, de droite 3 gauche, il
"bascule' successivement de 1'état i en b, puis en i, puis en b , puis en a

et s'y "immobhilise"
Y

(1701)i=110(14)=110b=11(0b)=11i=1(11i) =1b-=a.




Une suite (r»:n) % valeurs dans 1'alphabet {0, ...,p-1} est dite reconnue
n :

par p-automate s'il existe un p-automate d'ensemble d'états S, d'état initial 1,

et une application 7 de S5 dans {0,....,p-1}, tels que, si n s'écrit

ek... eO en base p , on ait

e :Qp(ek. eo i),
oh l'on a identifié les chiffres 0,...,p-1 et les applications de S dans lui-méme
notées 0,...,p-1. Remarquons qu'a partir de l'automate et de © , on peut cal-

culer un terme de la suite sans connaftre les précédents.

On appelle p-substitution ¢ sur l'alphabet (0 une application de (0 dans (@ ;

v

on appelle encore o le morphisme induit sur ¢ par o

Enfin pour une suite A = (a ) a valeurs dans ¢ , on note oA la suite
n'n
(5 a_) , autrement dit la suite (b ) définie par
n'n n'n
Yk 20 b ...t = g
‘ p T (ki T)p-1 %k

Une suite (¢ ) a valeurs dans {0, ... ,p-1} est dite image d'un point fixe
n'n
d'une p—substitution, s'il existe un alphabet (I , une p-substitution ¢ sur a ,
une suite A =(a ) , a valeurs dans @ , point fixe de ¢ (c'est-a-dire telle que

n'n
gA=A) etune application © de A dans {0,....p-1 } tels que

II. - Le théoreme fondamental de Chritol, Kamae, Mendes France et Rauzy

Enoncons ce théoreéme (voir [Chr 2]) :

Soit p un nombre premier, soit (¢ ) une suite & valeurs dans l'ensemble
n'n

[0,...,p-1}, alors les conditions suivantes sont équivalentes

-5

(i) (? ) est reconnue par un p-automate,

(ii) (¢ ) estl'image d'un point fixe d'une p-substitution,

n'n .
Ao 1
(iii) La série formelle 3 5nX1 est algébrigue sur le corps IE'p(X) des

0
fractions rationnelles modulo p .




L'équivalence entre (i) et (ii) n'utilise pas le fait que p est premier et est
prouvée dans [ Cob 2], le reste du théortme est démontré dans [ Chr 2]
(voir aussi Lchr 1] pour 1'implication (iii) = (i)).
On peut montrer (voir [Chr 2]) que de telles suites sont déterministes, c'est-a-
dire d'entropie nulle ([ Raul) ; mais une suite reconnue par automate fini n'est

pas nécessairement presque-périodique au sens de Besicovitch.

Une suite reconnue par automate qui a été abondamment étudiée est la suite de
Thue-Morse ; disons quelques mots de cette suite (que nous veTTons apparaftre

aussi dans la deuxiéme partie de ce travail)

III. - L.a suite de Thue-Morse

Cette suite (f ) est définie par
rn'n
f =0 sila somme des chiffres de n en base 2 est paire,
n
f =1 sinon.
n

Cette suite est reconnue par le 2-automate suivant

O 0

G o(iy=0, w(a)=1
L

4

C'est aussi le point fixe commengant par 0 de la 2-substitution définie sur l'al-

phabet (0,1} par
0 - (]
1 v 10
Fox
Enfin la série formelle F(X} = o f Xn est solution de 1'équation
gl
3 OZ 2
(1+X) FX)+(1+X) F(X)+X =0

Un certain nombre d'auteurs ont étudié cette suite sous différents aspects, on
pourra consulter [Ber], [ Chr 2], [ Cob 2], [Coq], [Dek], [Fif], [ Got], [Hed]
[Kak], [Kar], [Keal, [Klel, [Man], [Mar], [Mor], [Que], [Sall, [Thu],

[Wiel, ainsi que les deuxieme et troisiéme parties de ce travail.




IV. - Somme des chiffres et transcendance

la somme des chiffres de n en base p . La suite (s (n))

Notons s (n) p n
£ .
. - - - g o L C €
réduite modulo p est reconnue par p-automate ; on peut se poser la question d
I n
/ s -3 ve entin . . - o -
1'étude de (s (f(n})) ou [ esta valeurs enticres. Par exemple, si fln)y=p ,
P n
alors la suite (sp(((n)})}1 est constante ot dgale a 1 .
C N i s
Dans ce qui suit nous nous intéressons d'une part a (,g«p(P(n)))n Q‘Z P estun
(k) k)
N < . { v s est la
polyndéme a valeurs enticeres, d'autre part & la suite (sp xn))n ou b
kCME j{érée de s
D
Bullo Soc path. France.
T10, 1982, p. 2792245
SOMME DES CHEFFRES ET TRANSCENDANCE
PAR
Jean-Paur ALLOUCHE (%)
RESUME, Sott pun nombre premier, ¢t soit sp(n) la somme des chitres de i en base p.
Nous rontrons les résultats suivants -
SER estun polynome de GV el que RI= N, Ta série Tormelle 5" o8, (RUTX™ est

wiechriqus sur § LX) st et senlement s e dopré xk Roestinféricur ou ¢gal a

Sort st la k-gére ierée de ¢ alors séric formelie Y 0 s ) X estalgébrique sur LX) st

clseudement st A =0 ou ko=

\ustTRAC Letp beaprime number and et s, 1) be the sum of the digits of 7 in the p-adic
CAPANNIOT

We prove the following results

Fet R be s polynomial in 90X with KON)< B The formal scries M WS ERONTX T s
;li;:vhimu over By i and only i the degree of R s less than or egual to 1L

Petsibe theiteries of v, then the formal series S N s alechraic over § LX iand

TR
anhy e!/\ O or ko

Soit{e, yunce suite dlentiers relatifs: on note I, le me\ apclementsetf (X))
fecorps du fractions rationnelles a coellicient xda ns Ik, Unrésultat récent de
GoCirsrorn, T Kaviar, Mo Mineis Francr of G Ravzy (of, [1]) établit
notamment que kit osérie formelle .55 X" est algébrique sur [ (X) si et
seulement sila suite (s,) réduite modulo/us reCONNUE par un p-attomatic, ce
quiestoune fagon de concevoir que Ja suite {£,} n'est pas répartic « au
hasard o

StFon note v (e} da somme des chillres de n en base p, on sait que la séric

Mo syl X estalglhrique sur | SX) il C tdone iniéressant de considérer par
exemplelesséries s, 7)) X oud 1 ' 0n) X7 (o st estlak-iéme itérée de

(24

so) o des suites (s (7)) et (s (/1)) .\om données par icx‘ calculs effecuds

P I
(algorithmes?) mais nous allons démontrer quelles sont répartes « au

) Tente regu fe 17 muars TORT. mévise Te 23 janvier 1982
Fon-Panl Arroram  Laboratorre associe au C N RS, n° 226, U R de Mathématiques ot

dhnformanque. Univeite de Bordeaux-l, 33405 Talence Cedex

BUBEEES DE LA SOCHTTE MATHPMATIOUE DE FRANCE — 0037-948471982/279/8 5.00

W Crauthier-Villars




280 J.-P. ALLOUCHE

hasard » au sens défini plus haut; ces suites sont done plus « complexes » que
(s, (1)) est-ce la raison qui rend difficile la guestion posée par Gelfond
dans [2] © soit R un polynéme a coefficients entiers, estimer :

card f nsx, s, (Rn)j=lmodm } ?

Cetarticle est divisé en cing parties: dans la premiere nous étudions la série
35 Splon+B) X" dans la seconde nous établissons un lemme fondamental
sur les propriétés de la suite (e,) lorsque la séric 3 ;e X" est algébrigue sur
Fo (X)) dans Ta troisieme, nous montrons que, stle polyndme R est dans N [X]
etosila série ') s,(RAn}y X" est algébrique sur F (X}, alors « il v a des
relations » entre les sommes des chiffres de certains coefficients de R; dans la
quatrieme nous montrons que la série Z;;yvl, (R{n}y X" est algébrigue sur
F,(X}sietseulement sile degré du polyndme R est inférieur ou ¢gala I:dans
fa derniére partie nous prouvons que la série Zs“p"’(n} X" est algébrique sur
F,(X) st et seulement si &k vaut 0 ou 1.

I. Etude de la série formelle I ENCYEN D

Lo THEOREME. ~ Soir((n)) une suite dentiers 1elie que la série Z(j e{n) X"
soft algéhrique sur F X0 dlors quels que soient o et B dans N, la séric
DY elontBrxT ess algébrique sur F (x)

Posons d’abord =« g+r. 0<r<o,alorse(on+B)=cloln+ g)+r)etla
série Y Felon ) X" est algébrique sur [, (X} st et seulement si la série
Selontry X" Pest,

On pose alors 1(ny=g (o n +r)et on va montrer qu’tl y a un nombre fini de
suttes f,  (n)=1(p*n+a) modulo p, k =0, O0<a<p*~1 ce qui montrera le

résultat dlapres [1].

Ferivons o a-+r = up* 4o, avee 0 <
cLi(phnray=cllon+u) phyo)= B o+ ). Comme la séric Y [ e(n) X"

-

p—1, alors u appartient a [0, o — 1

est algébrique sur | LX) 0Dy 2 un nombre fint de suites g ) =g(p*n+u)
modulo p, k=0, 0<e<p*— 1 donc un nombre fini de suites e W (on+u)

pour chaque wu.
Mais o déerit [0, % 1], il v a done un nombre fini de suites T o{m)
modulo p. 0k, O<a=ph — 1 et le résultat est démontré,

20 CorotLare. = Soit R{X) un polynéme du premicr degré dans QX7
RIX)=aX+b, 1ol que RN soil contenu  dans N, dlors la série

l(, s AR X7 sy algéhrique sur le corps | [7(,‘()

tose HHG 1082 N
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L'hypothése R{N)= R imphque facilement o, pe . 11 suffit done de
montrer que Y s,0mp X" estoalgébnque sur Fo(X); rappelons une

L »

démonstration de ce résultat ;

GX)= lA; splm) X 25’; 0 ln ‘o sptpnt ay X
YN s ) ) X

- 1 ;o e va¥s sHp
- l{: ; X“((l(,}i/ Hn + }_,1[4':” a X }‘m - X .

d'oun ;

2. Propri¢ies des coeflicients d'une série algébrique

Levve voNpaMiENTAL. — Soic eln) une suite denticors telle que la série
O B X" soir aleébrique sur U (X Y alors il existe ng =1 et Tz 1 tels que

Yzl Yiell. pl. Vazan,,

E: (/,/),, (/ p 7, i \i LT i ) » (/}w . (,,/ ) //}7; ) . //: —i[ \) mod

Laséric Y 0 ein) X" ctant algébrigue sur | ,(X), i en est de meme de la
série Y g etn 1y X
Draprés [1]ilexiste unalphabet Y=y, ..., v, |, une p-substitution o sur

00 e

la sutte {(7.{n)) est pomnt fixe de o;

Yooune suite (L)), ., d'¢léments de ¥, et une application ¢ de Y vers
Utels que

= pour nzl.@(in)y=cln)mod p.

Hsuflit done de montrer le résultat annoncé dans le lemme pour la suite
JAny{avee = aulicu de oo

Sott o=(1,. ..., 1), ou les 1; sont des applcations de Y dans lui-
meme, cest-a-dire oy} =t (y),(v) ..ot (v) Dire que A(n) est point
fixe de o, cest dire que les  suites  A(l)...A(n)... et
T (A . T G2y T, ((2)) L sont égales, autrement dit ¢

Viell, pl, ¥ j=1. O =i pl— 1)),

d'ou en itérant 1, :

@ . Y / a /)—"'[. \\ e /? “[
W)= »«(p (/ , 1/) * ,)rw,)‘

HELD S TIN DE LA SOCH T MATHT MATIOUE D) FRANCT
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Comme 1, est une application de ¥ dans ¥ et que Ya/léléments, il existe une
période 7\, </ telle que -
Vaz/+1, TG = 00,
Posons T=ppem (1.2, ./}, alors Ty divise T, don

Viell, pl, Vjzl, Vnzny=/+1,

ol gl ) 20

3. Relations entre les coefficients de R si la série Z(,’ S AR X" est
algébrique

PROPOSITION. ~ Soif R(X )= Yha, Xk avec ape N a,#£0,d2 287 la série
}_Jj S AR () X7 ot algéhrique sur FAX) alors

Splag o Hd+Tya,) = Splay.y +dag)+s,(a,ymod p.

Apphiquons en effet le lemme de la deuxieme partie, avec [e=1,

Jrmpt T L gt 2 A suite SARn)) silexiste ny =1 et T2 1 tels que :
YNz Ry,

S, (R{p™{pldbrmy ptd2vmy 4y S, (ROp T (ptem iy ptd=20my 4 gy

I

/

NN
Posons b, =54 (\ ){ ! }(1,“.
" AVDANS
Caleulons alors, pour v = . puis x=n4+ T la quantité -
| i ]
/(\) .S'”{R(/)'w /}M thn 7%7/)((1 2y n} + f}}

- '\‘/>EK<./)X id o 2y n{/)n L l ){ } }}

s kO
‘S‘I’I L;\I 0 ”k ; (?( }/)(,x (d -2y my /(/)n ! }}/ ]
| '
N ! //\ // {x 2y n 'inz'}
o LZ 62 nxz u”;\(/.”)( /’}p td=dvnyj

0SS

P Lt

/'\ ) /)M tld - 2y g n/)}
DR
pour v=p o

Flny=s, (34 ST b, plt- iy

PRLLEO Ld=0

ros 110 10K N

D——
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deux exposants (d—1ynj+nl et (d—1)nj' +nl’, avec (J, 50/, ') et par
exemple /'=/ sont égaux si et sculement si {d=1){j—jY=10"—1 avec
0</<jgdet 0! < J <d, ce qui donne Punique solution I'=d—~1, /=0,
I =d—1, j=d Par conséquent,

/)= .x'/,,[E//U Pt ety (hy o+by- Lde1) P Dny,
ou Y ' portesur j, /avec 0< j<d. 0</< WD E(d 0) (d—1, d—1)) et on
20 / v i i
tous les exposants de p sont distinets done différent d’au moins n; st Pon
chosit n assez grand (p">2 sup; (b, )}, on a done :
/v(”):zz/'yp(/)j, DA lby o +byy 4ov)

. \d ) . . 3 .
=2 ;021, u‘\,y(b,; ') “’p(hd‘ n)‘ﬁp(/’w 1.d 1)'*‘%,;”711. ot ha v aq)

pour x=n+4 71 :
o i " . \ e i de Wy Tij+nl
JAUE f)::‘spjl;,,,(,l,’:,,/h,/7“ e fy iy,
let tousles exposants de psont distinets si Test convenablement choisi et si
n est suffisamment grand : en effet, si
({d—1n+T)j+nl=({d—tyn+T) JAnl,
alors
T =p=nll =) +(d=1)(j—)).
Stlecocthicient de nest nul, alors j = d’ou/ = {;stle coetlicient de n est non
nul, alors :
VT =D =l =1y 4 (d = 1)~ N2 n—] T —iNzn~-Tdz=T
pour n assez grand.
Les exposants de p différent ainsi d’au moins 72 comme on peut, quitte a

remplacer 7" par un multiple, supposer p’ =sup; (b ), on a donc :

S+ 1= }_}j (»21’ ()'\Kp</)j\i)‘

Comme f(n)=/(n+ Tymod p pour n assez grand, on a par conséquent :

splag o+ ld+ Dyagy=s (ay . +day)+ spfagdmodp.

4. Fin de Pétude de la série Y [ s (R (n)) X"

Tutoreme. — Soit R un polynome de G [X] tel gue RINY=N, er & R=2;
alovs la série };(; SR X" wlest pas algébrique sur F (X}

BUTLEIIN DE LA SOCIETT MATHEMATIOUE DI FRANCE
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[ hypothése Ry impligue que le coefficient du terme de plus haut

degré de R est positif et que le terme constant est entier positf.

Posons

RLOY Y = §d a3
,uX} = Lk'()”kk

ot el \Sifaséricformelle Y s, (R (1)) X" est

JFetayg e
algébrique sur F (X)), il en est de méme, d'aprés la premiére partie, pour la
sk

série 5 5, (Riquin+qv)) X" quels que soient w et v dans N*
On éerit alors .

/

\ : TRE ey )
S s AR (qun+qe) X" =50 s | Rigry+ S (qu)k| — v) ,,'c\X";
bid i i O Up ! Lok / ! f

Lt -] /\, } )

Si e est choisi assez grand, les ¢ (R (gu)/k )y appartiennent 2 N; on apphque
alors le résultat de la troisieme partic, et Fon obtient : quel que soit v assez

grand, ¢ (vp+Bi—y {xr+v)=38, modp, avec
& » 2 i /

2
oy = dag gttt
B, (g 2ut Veld+ Daggt
veay gt T ut T dag gt

o=y, (ay gt Tuty
Fixons alors >, ceci entraine § —v >~ d’ou une contradiction grice au
lemime survant :
Lemme.  —  Soient o, B, . irois entiers, tels que B—y>o Alors
s e+ By =y (oo ) nlest pas consiant madilo p pour v voisin de + 6.
Choisissons en effer un entier r tel que v/v <r<f/x (C'est possible car
B>, et soit p=p' - ou ¢ tend vers + v Alors, pour 1 assez grand,

(31 0= S

by P
Fixons un s tel que p*>wr-—7v. on en déduit done .
sploet Bl—s (oot

=g (ks (fary—s (o= 1) piapt=p*tpt 4y —or)

=i Uy s (B o) =8 (e Ty {p =) Apt by ),

11
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on conclut en remarquant que :
\p(/)’ —«/)‘)::.\",(,‘)’ Ly U IWi4pe . 4pt? Wy=(p—Dl1—ys),

n'est pas constant modulo p lorsque 7 tend vers + 7.
. Etude de la série > 0 () X"

s ) Xt onlest pas

n

Turorinme, — Pour k22, la série formelle Y
LX)

I résulte du lemme ci-dessus que la suite s, (n) n'est pas périodique a partir

aleébrigue sur |

d un certain rang (sinon pour a assez grand, s (n+ Ty —s (n)=0mod pce qui
correspond avee les notations ci-dessus & o= 1, = 1, v=0), donc la série

Yo 8, (my X" nest pas dans T (X)),
Pour montrer le résultat annoncé, il suffit done de prouver que si la série
Yo sy X estal .,(X)WdlmsY s () Xmestdans (X))

P

leébrique su

Silaséricd ;s "’(;1} X" est algébrique sur B (X ) il en est de meme de la
seric Y g eln) X7 ou el0)=0ct eln)= S 1) pour nzz 1

partic, avee j=1,7=2, donc

, 1 we 1 A
x(/? | H)'—%fl(/} Jr])mod/)~

On applique alors & la Suitc g{n) le lemme fondamental de la deuxicme
| existe Tz 1 tel que, pour n assez grand -

P p—1 ,
SOIL
S(’:(%H(]JY’/) I *»pn I},,\("iyil)(]/é“p_%Auq{ﬂpu,‘/' l).,
d'ou

.\'%“(n) = x (n-+ 1),

pour 2 assez grand. ce qui signifie que Ta série Y g o) () X" est dans T (X).
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Conclusion

Le lemme fondamental donné plus haut est une condition nécessaire pour gqu'une
suite soit reconnue par automate. les démonstrations données pour 1'étude de
s (P(n)) utilisent ce lemme et la p-additivité de s . On peut plus généralement

p 5
étudier les suites ¢(P{n)) ou = est reconnue par p-automate, et P un poly-

Fng

/

ndme a valeurs entieres ; le cas ou P(X} est égal 3 aX+b a été traité ci-des-

sus, pour le cas général il convient de faire des hypothéses supplémentaires

sur ¢

Prenons pour ¢ une suite reconnue par Z-automate telle que e(2n+1) soit

s

constamment égal & 1 (on peut se convaincre facilement qu'une telle suite
existe, et peut &tre obtenue par exemple en "intercalant’ des 1 aux places im-

1

paires d'une suite automatique), alors si P estle polyndme 2X +2X+1 , la

suite ¢ (P(n)) est constante et égale a ]

De sorte qu'une conjecture raisonnable serait @ scit & une suite automatique
telle qu'aucune des sous-suites =(an+b) ne soit ultimement péricdique, soit P
A y 1 : 3 - P P sy F TP oy 4 4

un polyndme rationnel qui prend des valeurs enticres sur les entiers et de degré

au moins égal a2 2, alors (e(P{n)}} n'est pas reconnue par automate.
“n

Il serait aussi intéressant d'obtenir des résultats sur e(f(n)) suivant la

"complexité'' de l'application {, une telle notion restant & définir dans ce cadre.
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Introduction

Pour étudier le comportement des itérées dlune fonction unimodale, on dispose

de deux techniques (voir le livre de P. Collet et J.-P. Eckmann, [&]) -

. définir sur l'ensemble des fonctions unimodales une relation d'équivalence,
appelée conjugaison topologique : f et g , deux fonctions de 1l'in®
tervalle L0,1] dans lui-mé&me, sont dites équivalentes s'il existe un homéo -
morphisme h de [0,1] tel que

-1
g=h ofch (voir par exemple L6]y,

. . — N . . il
A une orbite suivant f, c'est-a-dire a l'ensemble des itérés f (x) correspond
une orbite suivant g , et l'on peut donc connaitre les propriétés des orbites f

si on connaft une application g topologiquement conjuguée de f, et "simple'

- une deuxiéme technigque. que nous allons utiliser ici, est d'associer a chaque
orbite une suite & valeurs dans un ensemble fini, de sorte gue 1'étude de ces suites
permette de prouver certaines propriétés du comportement itératif de la fonction,
on pourra, dans cette optique, consulter [3], [4l,[e6l, [71, [8], (9], [10],
[11], [12], (141, [17], [18] et [19].

Nous nous proposons de montrer le rdle particulier joué par certaines de ces
suites, baptisées g-miroirs, et parmi elles par la suite de Thue-Morse ; toutes

ces suites sont reconnues par automates finis.

Donnons quelques définitions

Soit ¢ un réel de ]O, 1], une fonction f est dite unimodale si elle est
continue de [0,1] dans lui-méme, avec f(1)= 0, fle)=1, et sielle est stricte-
ment croissante sur [o, c[ et strictement décroissante sur Je,17.

I 'itinéaire d'un point, noté o f(x) est un ensemble constitué dlune ou deux suites
3 valeurs dans (0,1}, (pour une définition précise on se reportera 2[8]), en

: _ n
général le A8TE ne de la suite of(x) vaut 0 ou 1 suivant que f(x) est

inférieur & ¢ ou supérieur a ¢

% Ceci est la premiare version d'une partie d'un article avec Michel Cosnard

(4] en préparation, voir aussi [3]).
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o
o
L

On munit [0, 1 de l'ordre lexicographigue,

et de la topologie associée,

o
w
o
~
o
o
j
~
o
—
Ch
&

'ensemble 0,1

De la méme facon, et pour chaque entier p

m
(618
i/

0«1, et encore not

l'ordre lexicographique induif par

Cn identifie {0,1] A (Z/2 7 et on définit pour une suite A a va

dans (0,1}

¢ L N ; P rﬁ - o 4
On peut alors énoncer le théoréme, (voir (gl [9] et [4] )

- S
THEOREME . - a) Soit A dans
il existe une fonction f unimodale telle que A = ¢ f(1} si et seulement si
i S k
Vie = 0 TASd (TA) S TA .
. o R R A .
by S5i A et f sont comme ci-dessus et 51 B est dans {0,1] , alors

il existe un x dans L[0,1] tel gue B appartienne & o

L'application T étant bijective, on est donc amené a étudier les ensembles

suivants

| — 1
P=fACf0,11 ) ; A(0)=A(1)=1 et Yk=0 Asd A=A},

et, pour chague A dans
{

ro= (Bero,1) . Yk>0 AsdBzA]

fo,1 4 nous allons

LAY ] 5

l.a définition de ces ensembles ne fait plus intervenir que

maintenant les étudier par des méthodes 'combinatoires', et, apres cette étude,

1 certain nombre de propriétés

déduire des résultats obtenus pour [T et les ,our
£

" des fonctions unimodales,

du comportement itérat
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I.- Les suites g-miroirs

1°) Définition

, . : N
Soit g un entier supérieur ou égal a 2 ; une suite O dans 10,1} est dite

q-miroir si

V=0 Viclo, q2¥-2] Qg2+ 3) = Q)

Remarque. - Cette notion est généralisée dans [1] au cas d'un alphabet a plus
de deux letires. Dans le cas d'un alphabet a deux lettres, si (J est g-miroir,

la suite OQ est une suite de Morse généralisée au sens de [15].

2°) Propriétés

a) Soit s(n) la suite définie par
s{n)= 0 sila somme des chiffres de n en base 2 est paire,

s{n)y=1 si cette somme est impalre,

. - . e
( s(n) estla suite de Thue-Morse, voir par exemple [5]).

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(i) Q est q-miroir,
(i) Yn0, Yue[0,q-2] Olgn+u) = s(n)+ O(u) (mod. 2)

Olgn +q-1)= s{n+1)
b) Si Q estune suite g-miroir, elle est reconnue par un Z2-automate, et

non ultérieurement périodique.

i = K o .
Plus précisément, la série formelle 7 Q(k) X est algébrique de degré 2
0 )
sur le corps E”g(}(}.
c) Si Q est g-miroir. alors
k k
2 - : 392",
lim a4 =0 et Limn d a2 0 =0

k4 Feo k o+ e
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a) Supposons d'abord O g-miroir, et montrons par récurrence sur k gue

partenant & l'intervalle L2272 - 14 1 alors @ = Fa O=a =2 -1

= 1+s(a)+

. ~ Lk )
s(iy+0Quy=s(2 +a)+Qluy= 1+ s{a)+

Montrons alors par récurrence sur k que

k . . ) Lo
v g{[(};z ~E_} Q(q;g +g-1)= S{j’?*}}

- 1~

La propriété est triviale pour ¢ , supposons la vraie pour k , et soit j

. k
l'intervalle [2 2 ~-1.1 . on pose

et on distingue deux cas

1) si a est strictement inférieur a 2 -1

1t

. I i , -
O(gj+qg-1)= Qlg 2% qatqg-1)= 1+Ql(gatqg-1), (car gatg-1=g2 -2)

=1+ s(a+l) , (hypothese de récurrence
et }
s(j+1)1 =s{2 +a+1) = T+s(atl) , (car a+tl =<2 -1).

: . . Lk
2) si a est égala 2 -1

l+1
O(gjtg-1)=0(2 q-1) =1,

k1
s{ij+1) = s(2 ) =1
Montrons la réciproque ; on suppose que Q vérifie (i1).

Calculons d'abord les Q(q?;('*' i), avec j dans [0, q2 -21 :on écrit jzagthb,

e

N

- k L
avec b dans [0, a-11 et donc : az=2 -1 ; on distingue alors deux cas

1) st b est inférieur ou égal a -2

il

b

Olaz +j)= Qg2 +a)+b) = s(Zk%a)/t«' Q(by= 1+s

PR,

a)+ Qb)

et
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2) Si b est égal a qg-1

, alors a est inférieur ou €ga

Sk k } )
Olg2 +j)= Qlgl2 +a)+ g-1) = s(25+a+1y=1+slatl),
et

O0i)y= Olagrq-1)=1+slatl)

k
Calculons enfin Qg2 -1}

] Lk _k Lk
O(qz -1) = O(g(2"-1)+q-1)=s(27)= 1.

b) Si @ était ultérieurement périodique, il en serait de méme pour Olgn)

donc pour s(n), ce qui n'est pas (voir par exemple [5]). Il suffit alors de montrer

Y (&)

1
que la série formelle = Olk) ¥ est racine d'un polyhéme du second degré a
0 '
coefficients dans ,IF,){X}, I'automaticité résultant alors de [5].
Posons :
F(X) 4 O ] o
0
g~
A(X) =05 o) X,
0
o iy n+ 1
M(X) o sy X s{n+1) X (car s(0} est nul),
O 0
on a alors
q-2 e qn §
F(X) = 7 Q(qn%a}‘f{””wr Q{qn'{fqml}}{qn%q 1
u=0 n=0 n=0
g-2 u te T _] te n
X 7 (s(ny+ Qla)) At x4 v s{n+1) x4
u=0 n =0 n=0
a-2 .
e , 1 A(X) 1
= X m(xY s S — MmxY
u=0 e R
D'ou : ‘
¢ X{X+1y X(X+1
M(xdy = 2 T o+ ST A (x)
\7'q /xrq ' <
X L !}
Comme d'apres [ 5] M vérifie
3.2, 2 ,
(1+Y)” M7(Y) + (1+Y)" M(Y)+ Y =0,
on a finalement
A(X) 2 A(X) x4-!
P - - . £ s
X(X+1) (F(X) + - E{} FLOF(S+ + =0
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c) Quel gue socit ] dans i valle
k
g2

et

ke d k s LK
= Qg2 tq2 +3j) g 2+
d'ou
Lk ok
: . /5 . o , . L5 q ;:’.i — .
Iy d O =0 et lim d SRS
Ko to ks 4o
I1. - Le théoréme fondamental de structure de
1°) Enoncé
Définissons sur les suites périodiques de la forme [(m
sur (0,1}, llapplication o par
; 1] — W
om0y ) = (mIm0)
N
Soit O une suite de (0,1}, g-miroir (gq=2), et tel

Notons m le mot sorte

Oue

alors :

a) Si q est égala 2, O estdans I° et 00

g9

mimilm

0 m

est la suite de Thue-Morse,

si et seulement si

Si est supérieur ou égal a 3, ( est dan

est dans T~ et de plus petite période g .

b) O

est dans [°, il existe un intervalle de

21

N . - 1 N / - . - .
discret dénombrable {et méme ne contenant gue

de g

@
LA o

dlextrémité

droite

{rrr O

<

sultes

périodi

Plus précisément

- n
C{{m (‘5)*)) n

croit vers (O .

Py
-

[

O

9]
)
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c) Si Q estdans I' , tout intervalle de [° d'extrémité gauche Q, c'est-a-

dire de la forme T° N]Q, R[L, ala puissance du continu (_S_;_ Q ;t/ R}.

La démonstration de ce théoréme est technique et comporte plusieurs étapes.
L'idée sous-jacente dans la plupart des démonstrations est que la condition :

Yk >0 K;jdkAﬁzA,

A

interdit a la suite A d'avoir de 'trop nombreux degrés de liberté'. L'exemple le

plus frappant de cette rigidité est le lemme 2b ci-dessous.

1°) LEMME 1

a) Soient r et s deux mots non vides sur 1'alphabet [0, 1} tels que

rs = ST .
Alors il existe un mot x non vide, et deux entiers c¢ et d tels que :
.. C .d
cZ0, r=(x% , s=(xX) x.

b) Soient y et z deux mots non vides sur l'alphabet {0,1} tels que

vz =325 .

Alors il existe un mot x non vide, et deux entiers c et d tels gue

y = (X;;)Cx , z :§(x§)d

a) On a en effet

11 existe donc, (voir [13], p. § par exemple), un mot z non vide et deux entiers
non nuls a et b tels que
=z , S8 =z

Comme on a Zfsf :b!zl, b ou fzf est pair. Or si b est pair, disons

b=2e, ona
ce qui n est pas.
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Donc [zf est pair, posons z = xy avec fxfi[yf, alors

- b (b-1) /2 (b-1)/2
ss = (xy) = {xy) xy (xv) e
~ d'ou
b-1)/2 _ b1 -
s = (xy)(o )/ x et s :y(xy}(J t)/2
ainsi y= X et finalement ‘
- e (b-1
r:(xx)a , S“—(XX)( )/Zx

b) De 1'égalité vz = zy on tire

[ p———— o, P

vizz)=2yz=27vz=(z22)y .
On applique alors le lemme ci-dessous a Zz et vy, il existe un mot x non vide
et deux entiers a et b tels que

a0, Zz=(x%", y=(xX%X x.
(xx) , d'on z=2z , ce quin'est pas.

Or a est impair, sinon a= 2e et zz=(xx)

Donc on a :

d'on finalement :

2°) LEMME 2

a) Soient A et B deux suites sur {0,1} telles gu'il existe un ot non vide

u avec :
A =uu...,

= Yk=0, T —dB= A

Alors :

. —
B=u..., ona B=(uu) ,

[¢7]
i

|

— - W
B=d..., ona B=(uuj

fo
e
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b) Soit A une suite de telle qu'il existe un Mot non vide u avec

AL ..

Alors on a :

. ke k . . L
a) Comme les suites d B et d°B  sont égales, ily a équivalence entre
U - - Kk
Tk 20 A=d BTA,
et
. - Ko
vk 0 Asd B A

Il suffit donc de montrer la premicre assertion, et pour cela de prouver que si B

. . — T . ntl ) .
est égale 2 (uu) u..., alors B est épale a (v W) u... , ceciquel gue soit
. —n ,
l'entier n . Posons B = {(uu) uvw..., avec M = Emf = fzf , alors
Zn fnf — -
d Bo=uv A wu. , dion v iu,
(2n+1) ful o . -
d B=v.,.. & A=u..., dloun v oua o,
donc v=u ; puis
2n+2) lu
d( ) { ! B=w... = A=u...., dlou w=u ,
(2n+1) qu - - N
d B=uw... A =uu... , donl wou o,

et donc w = u .

b) Le résultat découle immédiatement du a) .

3°) LEMME 3. - Soit Q une suite g-miroir dans T (g >2). Notons m le mot

Q) ... Q(g-2).

Siona m=uv, avec u non vide, alors

V14— uvi,
v 1 e uvl,
VOou« uvil,

vOu<uvli

On commence par remargquer que

O-mIimIT1mOmil
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d'ou

P o o - - Is k1
3 v i uv? uvd uvi... .

Comme O est dans [, on a en particulier

,u’] ‘,v‘i,f
ééid“M T 0=v10... £ 0=uv]

d'ou l'on déduit

vOu=uv 0 c¢lest-a-dire vl v i
On a ainsi
. - )
v Ol v uSu v
r O u v 1o ST
Pour conclure, il reste a montrer qu'auvcuane viuw=uwvi et

viu=uv1l nepeut avoir liea.

Siona vliu=uvl , on obtient, en appliquant le lemme 1a a u et (vi],

l'existence d'un mot x non vide et d'un entier ¢

- C . —
u={xx) , dou Q=xx... ;

<4 s B e N {,‘“‘ W [ R 1. S b e R T S, e
) est alors éepale a (x x) apres le lemme Zb , ce qul est impossible car on

a montré gu'une suite g-mirolir n'est pas périodigué.
1 .

b

Siona wvlu=uvl, onremargue que

qug Flvl+1 o - B I
: O=viuav0Ou...=<QO=uwv
dou

viuvOu=zuviliavi

et donc - -

Cette derniére inépalité s'éerit v 1lu<u v 0 et comme on vient de rmontrer

4

1'inégalité stricte v 1 u-—u v 1l , ona donc nécessairement v ! oo u v
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Mais cette égalité est incompatible avec l'hypothese via=uvl, carla

derniere lettre de U ne peut étre a la fois 0 et 1.

4°) LEMME 4. - Soient x et y deux mots sur {0,1} tels que l'un au moins

soit non vide, soit £ un entier supérieur ou égal a 1 . Sila suite
L
A = ((xy)

on a

X O)LU est dans I et de plus petite période égale a ¢ [xy[+ [xf +1 ,

Ilxy<yx1.

Nous allons distinguer trois cas suivant que y est vide, commence par 0,

ou commence par 1 :

Si y est vide : il s'agit de prouver 1'inégalité 1X<x1 ; or x n'est pas
vide et Q commence par x, doncona x=1 ou x=11... etl'inégalitéa

prouver est clairement vérifiée.

Si y s'écrit Ot : alors A = ((th}{'xO)w ; on a alors
1
pour k = (£-1)(|x|+[t]+1)+ x| +1, ACA=tx0 ... <A=x0¢t...,
k .
pour k:{;({x[-%ft!-JrI) , d A=x0x0¢t..sAx0tx0...,
d'ou
tx 0= x0¢t
et

x0x0t= x0tx0, clest-a~-dire x0t=<tx0.

Ainsi tx 0 et x 0t sont égaux et il existe (toujours d'apres [13], p. 9 par exemple)

un mot z non vide et deux entiers a et b tels que

2(atb) +a W w

& b uA = (z o=z,

x 0 =2z et t =z d'ou

ce qui contredit la minimalité de la période {,} xyf -+»,fx[ + 1, car a=1, donc

4 (atb)+a=2 .

Si y s'écrit 1t : alors A = ((x 1 t){’ « O)w ;
pour k = (ﬂ'l)(f.Xerft! +T)w‘-[x(+1 _on a dkA:tXO,,,;?jE:;O?“. ,
oo tx 0= %0t

et on en déduit :
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w

5°) LEMME 5, - Soit A = (m 0)  une suite de ", de plus pétite période fn1;+1 ;

si m est égala uv avec u non vide, on a

v1Geuvl

TO0u<uvwvl,

a) Montrons la premigre inégalité ; nous allons distinguer deux cas

ler cas : fu[:[v!

Posons u = xy , ol {Xf :fvf , alors

on a donc

Si v est strictement infériear a x , alors :

vid=vilixy « xyvli=uvl

Si v est égal a x, alors A est égalea (xvyx O)w , et d'aprés le lemme 4 on a :
] .;C §7<fj 'y' X ] B
d'ou
vit=xlxy< xyxl=uvl
e cas fuf{;!v,’
Posons v = X] x{y ol fx[ :!uf quel que soit j et fy[«'[ufn
Alors
~ ) @
A =(u Xy X{/ v 0)
. o L k. v 0 ) | )
En écrivant ['inégslité d A< A pour k = !u§ , fuf %fx”, guf fozg %fng , ,

on obtient :
S'il existe un indice j pour lequel x, <u , on définit 1 par
J

i=inf{j; x. <u } ., autrement dit
. j

X,F X 5oL TX T U, X, <,
1
S

si tous les x. sont strictement inférieurs a u on pose i=1
J
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alors
— - i-1 — i-1
viu=x, .. x ylu=u x....x vy lu<u ux,...x, v 1
1 1 £ i 4

u v !

et ce dernier mot n'est autre que
alors on a

Si au contraire tous les x. sont égaux a u,
; -
£+1 @
A= {u v 0) , avec |y|=<lu]
Posons u = st , avec f&f E fyf , dloun
£+ (4
Vo ({St) Y 0}
PR g
14 H P
. . A 1/T'J}{’bgr ¥ - . }
De 1'1nega11té d PR %)A =y < A = o8 , on déduit y %8s
si y est strictement nférieur 4 s , alors
Y A Z
viu=(st)y y1stc(st) styl=uvl
si y est égala s, alors
4+t W . - .
A= {ly t) vy 0) d'ol 1yt~ ty 1l (lemme 4)
et donc
- 4 , {
v 1 u = <\7 'g/} W 1 v [ Ly f;‘ Y £ Y I =u v 1

v0Ou<uwvl Nous allons encore

b) Montrons enfin la seconde inégalite

distinguer deux cas

ler cas }uf%{\ff
N [
Posons u= xy Ou {X[ = v , alors
W | sy —
A= {xyv0) et d A=y A=
d'ou l'on déduit v ox c est-a-dire v =X
Si Vv est strictement inférieur & x , on a
TO0u=v0xy< xyvli=uvl
Si v est égal a x , alors

m\
»
e
e
.
&)
=

£
Finy
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Comme on a l' inégalité

Ixy )
al*Via =%0 .. 2 A =Xyx...

- w

et que y n'est pas vide (sinon x estnon vide, A =xx ..., dou A = (x %)

d'apres le lemme 2 et A serait de période Z[xf , alors que sa plus petite période

est par hypotheése |m| +1 c'est-i-dire ici 2|/ +1), le mot y commence néces-
sairement par |

Posons y = 1z , on a donc

TO0u=x0u=x0x1z e uvli=xilzxl,
dou vOu<uvl

2e cas : Ju|<|v]
Posons v =tz , avec Itf = fu! ; alors
W _;uf L e -
A=(utz0) , d =t L., A T oL,
d'ot t=u .
Si t est strictement inférieur 2 u , alors :

VO0u=stz0u<utzl=uvl

Si t est égald u, alors

4

)u) {lemme 2},

¥

A#(uﬁfz(})i} =uu..., dou A={uu

ce qui contredit la minimalité de la période de A

g-mircir, avec g=3 .

6°) PROPOSITION 1.- Soit Q une suite de T

Notons m le mot Q0)... Q(g-2).

ey

{(m 0)  est dans I" et de plus petite période [m| +1 = q.

Alors la suite

w \
}7 commence par 1 1

e est supérieur ou égal a 3, la suite A = {(m 0
Comme g P g ;

comme Q. Comme A est g-périodique, il suffit de prouver les inégalités

Yk el1, q-1] AsdiA < A
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Or, si k est compris entre 1 et q-1, il existe deux mots u et v tels que
ary " - gy\ A - Ny
wF G, om ot ouv, dA = v 0O {u
D'aprés le lemme 3 ona Vv Ju—uwil, dou vOu=zuvi 51 cette inégalité
est stricte, on a blen
k
a A v 0w A= ov 0L, .
Si au contraire on a 1'égalité v 0 u =u v 0, les mots (v ) et u commutent,
et il existe un mot non vide z nuls a et b tels que :
ct = [
w= oz, v E oz
Mais alors z se termine par O, soit z = x 0, et donc
. / ‘}"E - - / N <i4b“'?
u=(x0), v=I{x0) v o, diou 0= {x0) x b ...,
ceci est impossible car on aurait alors, pour J - {jx] +1) (atb-1) ,
N {,\
d Q=x1. O=x0 ... .
Par ailleurs, d'apres le lemmme 3, on a
Y10 <-uvil, etdonc viu i v O, ouencore vOuzuvli.
Si cette derniere inégalité est stricte, on a bien

A = v 0 u

au contraire on a 1'égalité (v 0)u

Si

il existe, d'apres le lemmme 1b ,

un mot x non vide et deux entiers c¢ et d tels que
. w C - . d
v = (x% %, u=x(xXx) .
d'ou
) — ot d+1 - O
u v 0= (x %) = (x x) ¥ X

Si c¢t+d n'est pas nul, alors uv comme
. Ul
égale 2 (x x) (lemme 2) ce quin'est pas
Donc ¢ et d sont nuls, diolt v 0 =1 et
B Kk . 4 .
A= (ua) , d A =ulu A

cette proposition,

nie par x x donc (O aussiet Q est
par conséquent

‘e qui acheve la démonstration de
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de plus petite période

- quel gue soit n , la suite ¢ (A} est dans [, et de plus petite période

- la suite n-— @ (A} croit vers une limite (3 gul est G-Iirolyr

, \ ; .
(pour q = |m|+1}) etdans I ;

- quel gue soit n, on g -

-
]
o
o]
-+
fod
ot
o
g
Yot

rolea)y, v (A= {v(a), 9 (A))

Pour prouver la premiére assertion, 1l suffit de la monirer pour n épal &

Sy

Im ] +1 frr)f +1 - T — - o
Comme on a d cp(A} = d (1m0 0)” = T7A), il suffit de montrer
{1 i~ f 4 1 . (Jk Ny ) \{ .
Vke L1, Jmjd (Ay<d @A) < o)

Pour un tel k il existe deux mots u et v, tels que

—— W
wf¢, m=uv, pA)y=uviuavi

et

D'apres le lemme 5 on a

d'ou

@A) U V0., - d Ay =viu... = @A)y =uv].

La croissance de la suite n — P (A} est claire. Par ailleurs on vérifie

aisément par récurrence sur n gque

S

- oo L Lo
vielo, g2 2] 9 alj) =9 Al .

- it N . . ~ .
Donc la suite n—s @ (A} tend vers une limite (. (O commence par m comme

A donc par 1 1, de plus les applications d et — sont continues, donc (I est

§ . . . .
= ;mf +1) ~miroir par consltruction.

-

dans T ; enfin {J es

p

Montrons enfin la derniére assertion

11 suffit de prouver que si B est une suife de °, m un mot non vide, avec

P 4

(m 0) =B= (mi1m

2 3 ‘ . N s
alors B est égale a (m 0) oud (mi1mo) .
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Nous allons distinguer deux cas suivant que B commence par m 0 ou par m 1

Si B commence par m 0 , montrons que
. t t+1
t=1 et B=(mo0) ... =» B=m?O0) ...,

(ce qui impliquera que B est égale a3 (m O)w ).

Posons : B = (m O)txa ... ol [xf = fm[ , ac{0,1}. On écrit alors suc-
cessivement

W t
(mO)biB:(mO)xa..., doui moO=xa,

dt(lmf+]) /

B=xa... < B=mO0..., dou xaz=m?0,

. s N t+1
donc x a est égala m 0 et B a (m 0)

Si B commence par m 1, posons B=m1lxa..., [xl: [ml, be{0,1}.

On écrit alors :

B=milxa...=(m1m?9) , d'ond xa<m 0 ,
+1 e R
dmlt iy L = ®-mo..., don xazmo,
donc xa est égala m O , e¢ B2 m1mO0... ; d'apresle lemme 2, B est

donc égale 3 (m 1 m O)w

8°) PROPOSITION 3.- Soit ( une suite gq-miroir de T, g=2 . Alors, quelle

que soit la suite R strictement supérieur 3 Q , llintersection de T et de

1'intervalle ]Q, R[ a la puissance du continu.

Nous allons montrer que, pour une suite Q g-miroir de T’ (q=2), il existe
une infinité continue de suites de T strictement supérieures a Q , et qui
cotncident avec Q sur [ 0, 3q-2], ce qui impliquera le résultat puisqu'une
suite g-miroir est aussi Zaq—miroir, pour tout entier a . Soit donc Q g-miroir

dans T, notons m le mot Q0)... Q(q-2) de sorte que

Im[:q—l et Q=m1m1lmOm]

Pour toute suite d'entiers a, valant chacun 1 ou 2, on définit A par

a a a

Acmi@mi)  @omi@m1) J@mom1(@mi1)° 3

j mMmom 1 (m1)7)...
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une suite A strictement

o
]
w

Pour chaque choix de la suite (a ), on définit
i

supérieure a ) (A cormmence par m I m Im 1 et O par mImIm?0]),
qui cofncide avec Q sur [0, 3g-2]. et qui commence par 1 1 ; l'ensemble
de ces suites a la puissance du continu, il suffit de prouver que pour une telle

suite
| A= d A A

On va distinguer deux cas

1) Si k est un multiple non nul de g : alors A commence par m 1 ou
— &
mOm1 ou m1({m1l) mO, ot

1 a. wvaut 1 ou 2 ; or A commence par

m1{(m1) et A par m 0O 0 ; ona donc dans tous les cas

2) Si k n'est pas multiple de o @ 1l
k L - — ) ‘
u% §/f , m =-uv, d A commencepar v Iiu ou vlu ou v0Ou. Or A com-

mence par uv 1 et A par u v 0

Dtapres le lemme 3 on a les inégpalités
24

Tu< uvli
et et e -
uvOo=vIlu~-uauvl,

d'olu dans tous les cas

9°) Fin de la preuve du théoreérne fondamental

Pour q supérieur ou égal & 3, le théoreme se déduit immédiatement des
propositions 1, 2, 3 ci-dessus.

Pour q égald 2, () estégalea 1101001 1... et 0 estla suite de
t

Thue-Morse (clest une conséguence facile de I.2°a). Or le plus petit élément

de T° estla suite (110 O}m (les mots de quatre lettres commengant par 11

i

sont supérieurs & 1 10 0, siune suite de 7 commence par 1100, elle vaut

Nt N ) . . L oy -
(1100) d apres le lemme 2, enfin (113 0) est bien un élément de T .

Donc .
oL = ral(rroo0)y, ol .

r—
ey
()
1Y
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On remarque alors que ) estla suite 4 -miroir définie par

. LW s g
Q= lim f;n((] 100) ), O estdonc dans 1 et le théoreme se déduit du cas q

supérieur oun égal a 3.
g

1II. - Le théoreme fondamental de structure des I:A&

1°) Enoncé

Soit Q une suite de [ q-miroir, avec gq=3 . On note m le mot

0(0)... Q(g-2).

a) Si A estune suite de ' dans l'intervalle [ (m 0)Y, @[, etsi B est
r

dans | alors
[oehuncutative A PR —————
- ou bien B est dans I ;
(m O)u)
- ou bien il existe un entier positif j et un entier { supérieur ou égal a
tels que
tels gue W

@B = ¢ ((m 0)")

. . . .. . L. L
(en particulier B est ultérieurement périodique de période 2 ([m[ +1)) .

b) Quelle que soit la suite R strictement inférieure a O, l'ensemble

T NJIR,0Q[ alapuissance du continu.

Q

COROLLAIRE. - Soit I, la suite 2-miroir de T° (rappelons que OL est la

Bt

suite de Thue-Morse), alors quelle que soit la suite A de

- si A est strictement inférieure a L, I‘A est dénombrable (et méme toute

suite de ]“A est ultérieurement périodique) ;

- si A est supérieure ou égalea L, FA a la puissance du continu.

2°) Démonstration de la partie a) du théoréme

Supposons que B n'appartienne pas a [ W
(m 0)
k {

Soit & = {d B k=0}U{d B; ¢£=0} etsoit S=supd
I1 existe une suite n, d'entiers et une suite de suites Ek valant chacune 0O

ou 1Y telles que
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(si S est dans § , (nk) est une suite constante ainsi que la suite k -+ K |

Alors
, h nk %l-vf-nk
Vie=0 d*s = d" 1im 4 (E +B) = lim d {B+E } =supd =5,
k k Kk’
) T o by —
475 =4d lim d (Ek+ By = lim d (BL?_‘K) < supé =8
k
de plus S commence par 11 : en effet, B n'estpas dans [ 5 donc ou
L 4 ‘ K (mm 0} o
bien il existe un entier k tel que d B > (m 0} , d'eu 4d'B=11..., ou bien

] W . 4K _ <
il existe un entier k tel que dkB/r {rm l)w , dou g B =00... et d; =11

. , . k.
par conséquent S est dans 17, de plus quel que soit k on a d B =S et

k= f . = kK }
d B<S, douy S=<d B=S5, etdonc B estdans [ _ .

. W ) . o . . . _—
Enfin on a (m 0) <SS =A<, car B n'appartient pas a ]/ , et appartient
. )3
trm ()
a I, .
A

On déduit alors du théoréme fondamental de structure de ' (II, 1°) qu'il
. . P - N ; - m'(ﬂ; . [$2] . .
existe un entier { supérieur ou égal a 1 telque : S =¢ {{m 0)) ; il existe

: . — W
donc un mot non vide x tel que : S5 = ({x1 x0)
. n.
Comme d (E +B ) tend vers S, 1l existe un entier j tel que d HE +B)

commence par x 1 x 0 ; or il est clair que
rl:
Yr=0, S=d (d)(E+B))= S
J

Diapres le lemmme 2a du paragraphe [I ci-dessus, on a
P g

n

n W 1 ;
((m o)),

donc : .

i , N W H
si E. est égalea 0 a’'p = C{){ (tm 0) ),
! no_
si E. est égalea 17 - d1B =(x1% O}JJ ,
; :

n
W

dohn d'B=(X0x1)

donc d’ B=(x1%0)" =¢"((m0))
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3°) LEMME 7. - Définissons les mots Pj par :

quel que soit { positif, on a

_ At _ .
ij{_/]—q2~] et Q=P 1...

la suite O est égpale & WOP 0P 0P, 0. ..

T.a premieére assertion se montre par récurrence sur { , en utilisant le ca-

ractere q-miroir de la suite Q .

Pour démontrer la seconde assertion, on écrit

& )

o A 27 =, - . .
Ve =0, Yiclo,q27-21 , 4% Q) =0l 2 +j) = Q)
2{/"*
d'ou d%° Q commence par P{
L 2
— L - £ +1 —
De plus : dqZ O(g2 -1) = Qg 2 - 1) =0, donc : qu Q commence
0 ...
par P& g

On en déduit immédiatement 1'égalité :

O-m0P 0P 0P_0...
o 1 2

4°) Démonstration de la partie b) du théoreme

Nous allons montrer que si ( est g-miroir dans ', avec ¢ supérieur
ou égal a 3, alors il existe une infinité continue de suites A dans TQ , qui

cofncident avec (Q sur Lo, q—Z] et strictement inférieures a Q .

p . . . . . . . a
Le résultat annoncé se déduit alors du fait qu'une suite g-miroir est aussi 2 q-

miroir, pour tout entier a . Pour toute suite <nk)k( N d'entiers tels que

on définit la suite A par




40

Cette suite cofncide avec (3 sur [ 0, q»Z] , et est strictement inférieure a Q .

I1 suffit alors de montrer qu'une telle suite est dans }"‘O puisque l'ensemble des

=

suites d entiers (nk} , strictement croissantes et telles que n  soit nul a
G

k eIN
la puissance du continu.

k

Montrons d'abord @ Vk=0, d A= 0

Si k est dans l'intervalle [0, g-1], on remarque que
A =P 0o ... 5 \ = P e e s t P = -1
o Q=P et [P l=q
donc :

Vkelo,q-1] , Fa-dfos o,

Si k est supérieur ou égal & q , il existe un r supérieur ou égal a 1 tel que

k appartienne a [ec(r-1),c(r)-1]1, ol l'on a posé

n i} n
) 1 '
c(r) = q(2 Cez b r}
Or - o
c(r-1) !
d A=P 0..., Q=P 1..., et [P |=q2 -1,
n n n
r L :
n

Ainsi, quel que soit j das [0,qz2 r~1]> on oa

cfr-1

\,{' 2
d "a<do-q, dou dA=<Q.

Montrons alors : Vk =20 dkA =0

La propriété est triviale pour k = 0 .
Si k appartienta [ 1, q-11, il existe deux mots u et v tels que

uf¢d, m=uv, dkA =vQ0Qu.,. ; dapresle lemme 3 du Il ci-dessus, on a :

viu<uvl , don vOu> 1 v
d'ou l'on tire

k
dA=v0u...>Q=uv0...

Si k est supérieur ou égal a g, il existe un entier r supérieur ou €gala 1

tel que k appartienne & [c(r-1), c(r) -1 1, ol comme précédemment on a posé :
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Deux cas peuvent alors se présenter :
I
r
cfr-1 2 =z
N R

- s1o0on a d
n

ql Yik-c(r-1) =

k —
alors d A =d O, car  estdans T .

(r-1 2T
clr- —
_Sionadr )Af/dq IO 0
c(r-1) q2 ro
alors d A=P OP 0..., et d Q=P OP 0.
n n n n +1
r r+1 T iy
Comme la suite (n ). est strictement croissante et que les suites (n +‘)’ et
3 rv) )
(nr-’r—j)j sont distinctes, il existe un entier ¢ tel que
viclo, e ], - n +j et . T
J [ 2 nr'%—j nr Joe nrw% +1 g By ¢
Notons 7 le mot P 0P 0O... P 0 , alors
n n_ n
r r+i r+d
n
r
2t ‘A=z P cooet a% f=zE L0
r+f +1 Bt
Comme n est strictement supérieur a n +44+1 , le mot P com -
r+d+1 T n
R rd+1
mence par P , a , ou
n +4+1
r
n +4+1
a=0(g2" S1)=1

n

On en déduit facilement que, quel que soit j dans [0,q2 r-]] , on a
n

c(r-1) +j

T
2 +j= - =
d A > dq JQ.&‘: Q (car Q estdans [') ,

et donc dkA EXo

5°) Preuve du corollaire

Comme L est aussila suite 4-miroir telle que le mot m = 1.(0) (1) L(2)

soit égal 2 110, on déduit du théoreme pour le cas ou g est supérieur ou égal
a 3
Si A est une suite de ' telle que A =L, alors comme I“A contient T‘L )

FA a la puissance du continu.

Si A est une suite de [° dans l'intervalle [(110 O)w, I.,[ etsi B estdans

T, alors
A
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- ou bien B estdans [ = .,

- ou bien il existe un entier J, et un entier {

tel que
o L W
ap =9 (1100 )
Comme onl'a vu (1 100) estla plus petite suite de ', donc
AcTn[(1100)", LL @ Ach et Ac«L
I1 suffit donc¢ pour conclure de prouver que [ est constitué uniquement

(11 g oW
(1 100)
de suites ultérieurernent périodiques. Soit donc B une suite telle que

o NS k. fe 4 o
Vi 0 (0011) =dB= (1100)
o } W et , L B
Supposons B différente de (1 0) et de (0 1y , alors il existe un entier k tel

que d B=11... , ouunentier { telque d B=00... . Posons F =d B

dans le premier cas, et F = d B dans le second cas ; il est clair gue ¥ est

dans T " et commence par 1 1 . D'apres le lemme Z2a du paragraphe II
ci~d£ess<uilsI O.E*p)est égale a (110 O')w , autrement dit, scit il existe k tel que
dkB soit égale a (1 10 O)Uu , soit il existe ¢ tel que d% B soit égale a

(001 l)w et donc d{’ '§ ZB est égalea (110 O}‘Q} , et le corollaire est démontré,

IV. - Précisions sur la structure de " : densité des suites péricdigues et

structure fractale de T

i°) THEOREME DE DENSITE. - L'ensemble des suites périodiques de [ est

dense dans [° . Plus précisément

Soit A une suite de T° non périodique ; alors guel gque soit l'entier a , a=2,

. ) . . C g e D e
il existe une suite B péricdigue de la forme {(x 1 x 0}, qu colncide avec A

sur L0,al, telle gue sa plus petite péricde szx%a , soit supérieure ou égale a

a+2, et strictement inférieure a A

Soit en effet, A une suite de 1° non péricdique ; elle ne peut pas €tre de la

forme m 1 ol m est un mot sur {0,171}, car alors

d A= 178 A et donc A= 1 ce gqul n'est pas,
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Par conséquent A comprend une infinité de 0, et donc quel gue soit l'entier a ,

T . - - . P - P ~
a>2, il existe un mot m de longueur supérieure ou €gale a a tel que
A =m0 ... .

comme m commence par 1, l'ensemble des mots non vides ¢, tels qu'il

existe un mot g vérifiant : aBo =m 0, n'estpas vide. Soit s un mot dans
cet ensemble de longueur maximale, et soit t tel que :

sts=m?O.

On remarque que s n'est pas vide ; de plus t est aussi non vide (sinon

A=ss5..., dou A ={ss) dapres le lemme 2b du II). Posons alors

e o (1)

B=(stst

1

B cofncide avec A sur To, Es tgf—}j done sur LO,al : B est strictement
inférieure & A

ltf , alors on écrit :

o]
Q
1433
Q
)
w
®
3
o>
[
by
™
-
>
951
[ON]
&
o
<
o
')
%

T

d{sh{”A:E w...ZA=5st..., dou w=t ;

on ne peut avoir égalité entre w et t, sinon A commence par s t st donc est

e e (4]

égale a (st s t) (toujours le lemme 2b du II). Ainsi

B-ststi...—-A=stsw..

— N : 2s| +2t] -1
Par ailleurs T a pour derniere lettre 0 (sinon d f | [ I B commence par

plus de 1 que B ), B est périodique de période Z(!S! + ftl ) etl'on a

dl s+t B =B ; pour conclure il suffit donc de prouver :
ikeln fsl+el -1] B=dB< B

Nous allons distinguer deux cas suivant la place de k par rapport a [sf .

ler cas : 1 t’*’kxfsf
Alors il existe deux mots u et v tels que :
- 4 k - [63]

uf¢@ . s=uv, B=(uvtuvt) et d B=vt{uvtuvt)

De plus A est égalea uvtuv... ;
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de 1'inégalité

on tire

Ces deux inégalités sont strictes ; en effet

yebeo

- si uvt=vtu , il exigte dapres le lemime 1 un mot =

entiers ¢ et d tels que

/! n e o
c A0, vt ={xx} , u le %) %,
on en déduit
war ctd . B )
u vt o= {xx x d'ott A - donc

ce qui n'est pas.

~si vitu=uvit, il existe d'aprés le lemnme 1 un rmot non

—
entier non nul ¢ tels que u = (x x) , donc A commence par

1y
}

Y,

égal 3 (x x) ce qui n'est pas.

Ainsi on a bien

2e cas

‘. . ;5 o e . :
supérieure ou égale a 2 et il existe alors deux mots u et v
t=uv, B={(suvsuv) , dB=visuyv

et A=suvwvs ... .

Posons A

On a - dXS[ %!ilf *;“«Jg A =8 x o }\: Tn }

- Supposons d'abord x égala U : alors A=suvsu...

H

fsu[

estacin,

= VoL, o= d A vEa ... SA =80V,
d'otu :
50 VRV S WS SV

non vide et deux

Si t est de longueur 1, iln'y a rien aprouver, sinon t est de longueur

non vides tels que :

W

et on écrit

3
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Si vsu estégala suv, il existe d'apres le lemme 1 un mot x non vide
et un entier ¢ non nul tels que
/ e L. . - .- ) — . N
su={(xx , dou A=xx .., dou A :=(xXx) ce qui n'est pas.
De méme si v s u est égal a s u v, il existe d apres le lemme 1 un mot x

non vide et deux entiers ¢ et d tels que

- S - d . - dHC
cfo, \/T-T(XX}C) st = (xx) x, dou suv-=(xx) €z

donc A = xx ... , ce quiest impossible.

Alnsi on a e —
S U v Vs U= s uv

!
g

et donc

,.‘
o8]

d B«

oot
[

i

- Supposons au contraire qu'on ait 'inégalité stricte x> u

on écrit d'abord

d'ou e e
et donc k —
dB=vsu... «B=suvwv...

p—

PSRN S : s ;
Pour montrer 1l'inégalité d B> B, on va distinguer deux cas

Si ]u[ifiﬁfvf . on pose u Ty zZ, avec fyi:fvf, dou A=syzvs...
ainsi B=syzv..., dkB:‘-vE;E
Or on a : f‘qi’ff"{”z; o — -
gttt A 5 L ZA =8y ..., dlol vs=Zsy.

Sl v a oalité entre v s et sy , alors A commence par sy 2z 8y , Or
Y 4 b

syzsy=syzvs=sts=m0O etla maximalité de fb[ implique que y est

vide, donc v est vide ce qui n'est pas,

Ainsi - - —
st v s>sy etdonc dkavs.,..:» B=sy ...
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s sonm

Si [u[«g’ vf T on pose u Vv =y oz ol fyf = fwf et donc f,§ = Iu[ .

Il existe alors un mot « tel que vy =Ta , doh v=az. De

o] +ul -~ [
d A= vegx...=A-s5uvVvsx=8yz8¥. ...
on tire : - e

S'il y a égalité entre v 5 et sy, ona

A=suvs...=susy.. =susud...,
L —_— R
dot A = (s u s u) ce quin'est pas.
On a donc : e
Vo8 y
d'ou k — e e -
d B =vs > B 5 u v =5y z

2°) Théoreme : la structure fractale de T°

L. W . . P , ,
a) Soit (m 0) une suite de |° de plus petite péricde fmg t1, alors la

u ~ . . e . :
) est dans [°, et il existe une bijection croissante de

suite m 1 (m 1

raolmimo’, mi1@1nY] sur T

b) Tout intervalle ouvert de T gui contient une suite non périodique (en

particulier tout intervalle ouvert de [° non dénombrable) contient un sous-in-

tervalle de " isomorphe & I en tant qu'enserble ordonné.

Remarque. - l.e b) signifie que ' esta homothétie interne, ou encore gue [

a une Ustructure fractale' (voir [16] par exemple).
Montrons d'abord comment on déduit b) de a)

Soit S une suite non périodique dans [0 I x, v [ . D'apres le théoreme de
densité ci-dessus, quel que soit l'entier a supérieur ou égala 2, il existe une
— - C e . N :
une (m 1 m 0) de | qui coincide avec 5 sur [0,a] et de plus petite

[

période 2}mf +2 supérieure ou €gale a a+
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Erieure ou égale a

o
Snsd
]

Pour a assez grand, comme la longueur de m1 est

1+~ , toutes les suites cormmencant par i SO0nL Gans J¥, YL et donc en par-

d

-t
w
o
o]
e
o

ticulier

Almimo)y , mi1@1) lernlx vl .

™
L |

Comme (m I m 0)" est dans ' et de plus petite période ngf +2 , avec
[m|=2, la suite (2| m| +2) -miroir Q = Lim o (m1™mO0) j=mImlmOm]l

est dans [ d'apres le II, mais cette suite est aussi (gznf +1) ~miroir, donc

) . . Lo y N -
) est dans T et de plus petite période fmj +1 , d'ou le résultat en ap-

(m 0
pliquant aj.
Nous allons démontrer le a) en plusieurs étapes qui sont détaillées ci-dessous

sous forme de lemmes

3°) LEMME 1. - Soit (m 0) une suite de [’ de plus petite période q= fmf +1

Posons
P i - &3]
A={m 1m0} et B=m1li{m1l}) .
Alors :

a) la suite B est dans [ , etona I'inégalité A < B

. . o~y T o . . .
b) si C estune suite de ['[1JA, B[, il existe deux suites d'entiers (a.)

et (bi)' telles que
- 1

a.>1, Y1 supila., b ) =a
1 i

- 1
et a, b, a. b

. — — 2 s
C=(mil1{m1t1) momoy jmlmIl) moO (m 0) 7). ..

a) B commence par m comme A donc par 1 montrons alors les

. P L 2
1negautes

Pour k multiple entier de g, c'est clair. Supposons que k ne soit pas divi-

sible par q , alors il existe deux mots u et v tels que

Ve 1 Lin
< T w
dB=v1favl
;o . PR
ufY, m=uv, Bzuvluvl et ou
ke, = - )
idB:vE(uvl} .
, N e s - R . S <! W
D'apres le théoreme fondamental du paragraphe II, la suite lim @ ((m 0)7)
n

est dans T et donc d'apres le lemme 3 de ce méme paragraphe, on a

B H
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uv o<y iu< uwvi et u
d'ou
- Lk

Quant al'inégalité A <1

s

b)

Nous allons montrer par récurrence sur |

elle est évidente.

C commence par

- g ) ) .
I {m 1) I Y, de la forme

XY X Y ... X Y ,ou X estdelaforme m
1 1 Zb 2 ) 1 ] ]
m O (m 0) ], avec a2 =1, ¥vj=1 sup (a,, h )= a_i , et b maxiumal,
1 P ] i
Pour 1=1

Comme on a la double inégalité

L=l

fm I m 0] = C o1 ;
on voit que C commence par m 1 m .
Or C ne peut commencer par m 1 m 0 gsinon C est égale 3 A (lemme 2b
du II) , donc C commence par m ] m 1 ; de plus comme C est strictement
e N s ) L
inférdeure 2 B, il existe un exposant maxiraal 4y tel que

,,,,, ay
C=m1l(m1l) a, o 1.

(autrement dit C commence par

Ecrivons alors C = m 1

On a successivement

a maximal, d'ou xefml,
q(;i} b1 ~
d C o= O
ainsi on a
On écrit alors
gla, +1)

, dlou % e

mwials pas par

i

§><:I = {yE =m et

Zm D

m 0.
m 0 m 0 doti vy fZm 0
< Corm 1 dou vy f m 1




Ainsi y est épal a m ; si § est égalda 1 on pose b1: 0, et on a bien

o b
— 2 - )
C=m1l{m1l) mo0(m0) ! ... awec b}:’:aj ; si f est égala 0, il existe
un entier bE supérieur ou égal a 1 tel que
| 1 °1
C-mi@mi1) m@mO(mo) ...

De la condition

q(a}ﬂ} bI a,

d C=mO0(mo) ...2C=mO0(m0) m1l...,
on tire :

bi "%’-;a}

L'ensemble des bl est donc borné et on peut supposer que b1 a été choisi

maximal, on a bien b, = ay et le résultat est prouvé pour i =1 .
i 1

Supposons alors que l'on ait :

C=(X. Y., X.Y_ ...XY)
11 2 2 i
avec
a. b
XK=mlm1) !, v =m0 {mo),
J J
a, =1 et Vj=i sup (a}_, bj) ‘:’"al . et b maximal.
Ecrivons alors
- XY S : - -
C X]Y} \Z 5 X’l‘{} ¥ € ou !x! lm[ et ,e[ 1
de 1'inégal ité
CIRENN
d ' C = x. = C=m ;
on tire .
xs=m o
RED TR I g q_(biﬂ; b, a
comme d . / C=mO(mO0) x...> C=m0(mO0) m...
et que bi est au plus égal a a, , ona nécessairement
x<m , etdonc x = m .

Enfin, comme b. est maximal, e vaut nécessairement ]
I

Posons alors

C= X, ¥ .».ij§ﬂ’lj‘)ff‘.., avec (yI:fmf , iff:1.




Si f estnul, on pose a. .0 {on a bien a. Saly, si [ owvaut 1, il existe
i+1 1+1 1
un a supérieur ou égal a 1 tel que
it
« ro ooy it
o= XY \ x meoLobrn 1) e
11 LA/ \ '
de la condition
sl ey |
d . C»= C, ontire a. .= a,,
it+1 i
on peut donc supposer que l'on a choisi a, : maximal,
Posons alors
a, |
. — 1-+ . N ; i P } )
C:XTY}H, XY m1{mil) zguh...  , ou izz:fuf:(rﬁf ef }gfmih!—
i 4
on a successiveraent
i B i
,«(X“f by f \7‘)[
d et , dlou oz g 0,
a. est rmawxirmal, dionw zg#m 1,
i+ ‘
AR EDN RS
a 7 T cscen dlott zgsm 1,
donc z g =m U .
De plus
< ST . N
)J‘X +2 1Y f+gla +1)
LT N s T o
d ] J Cr¢, doun mbUu.,..2m0m, donc usm
- ¢ :
x|+l f+ala 1 F2)
- J J . S N
d C o= ¢, diot u tmo,

et donc u est égal & m

Si h wvaut 1, on pose b = 0 Za_ ), st h wvaut 0, 11

i+1]

existe un entier b, ‘1 supérieur

. ) , 1, i

171 crom Lum 1) m 0 m O)
i /

De la condition

i e
3 W o -
d { C o,

on tire b.}_ A
1 i

On peut alors supposer b, . maximal et le résultat est acquis pour l'indice i+l .
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4°) LEMME 2. - Si X est de la forme m 1 (M 1) , on pose T(X)=1 ;
: . — b . b1 :
si Y estdela forme m 0 {m 0) ., on pose T(Y)=0 ; soit @ l'ensemble

des mots de la forme m 1 {m 1) , ot a estun entier,

Soit = l'ensemble de suites défini par .

E=(BlUMX. Y. XY ... ; Xe@ , Yea] yfx Y., Xel, Yl
{ }J 171 22 i~ }Q\ ,J‘,}\IYIXZYZ XIC Yl( }

on prolonge alors T &  en posant

. _ . . N
alors T est une application strictermnent croissante de = dans [0, I} .

Soient C et D deux suites de = telles que C<D ;si D est égalea B,
on a clairement T(C) « T(D) = 1. Sinon trois cas sont possibles ; appelons
provisoirement suites de type (1) les suites Xfi;YT XZYZ
et ’Yq'i dans (O , et suites de type (2} les suites X_Y_ X_,Y,... , ou X est

, ou X est dans {
i

17172 2 i

dans 0 et Yi dans d
- Si C estdutype (2) et D du type (1), on a évidemment :
T™(Cy = T(D)
-Si C et D sontdu type {2), alors C et D sont du type (1) on a
D-C et T(D) = T(D), T(C) = T(C) ,

on est donc ramené au cas ci-desgsous ;

-Si C et D sont du type {1). posons :

a. b
C = XT Y, X, Y,... avec X =m1l(m1) b Y, = m 0 (m 0y =,
i I & ]
c, d,
D=7, Sl Z,5, ... avec 7 =m1(m1) | Si: m 0 (mo0) ",

soit j le plus petit indice tel que (X , Y.) soit distinctde (Z.,S))

Notons W le mot X Y. X_ ¥ _ .. X, Y. {5 'Z} S. ... Z .8, (W est vide

,[ E L)J L ’ I E J* 1 }"I J-*T
1) st éoal a 1) e W ole mot T(X L. X L) TUY . )
si j est égala 1) et W mot  T(X,) F(Y,ﬁ} ( }Ml) ( }_1)
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Si X  est distinct de 7. on a nécessairement a. <. .
J J J J
T+a. 1+,
T(cy =w'1 Jo... < Tm=w 1 Jo ;
51 Xj est égal a Zj (done a. & c¢.), et Y, distinct de S , on a nécessairement
. J J J J
b, »>d. , d'ou
J J
tta. 14b, T+e  1+d
T(Cy=w'1 Jo Ji1...crmeow1 Jo 1
5°) LEMME 3. - Scit {(m G}&/ une suite de de plus petite période q= f;m!-%fi,,
Soient A = (m 1 m O)w et B=ml (m!1 )j)
Alors T estune injection de ['NJ1A, B] dans 1 ou T estl'application
définie au lemme 2.
D'aprés le lemme 1, on a :
Fala, Bl oo ;
donc T est bien définie sur I ;’W_]A, B] , et injective car elle est strictement
croissante.
. . W
Il est clair que T(B), qui vaut 1, est dans |
Il s'agit donc de montrer que si
a b] a, b?
C=(mi1{mil) mo(mo) )ymilmIl) " m0omo)7)... ,
avec a, =1, Vi sup (a.,b.) wa,, alors :
i
Tra, I+b, T+a Iib,
T(Cy=1 O 1 0 B
est un é€lément de
1 %—;LE N"a}
Comme T(C) commence par | et T(C) par 0 il est clair que, si
ol n
k n'est ni de la forme 5 {a,"r'h,{Z), ni de la forme ¥ (agé b +t2)+1+a T la
T i n+l
k ! o es
suite dQT(C} commence par 1 0 ocu 0 1, avec a= a?%] (tous les a,
et b. sont majorés par a, ) et donc que
i
ey N k e ISV el
T(C) « d T(C) <« T(C)
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n n
Si k est de la forme v (a+b +2), oudelaforme » (at+tb +2)+1+a )
1 i I n+1

on commence par écrire

C = quCJ_\ﬁ C

: - 1
diott T(C)= T(C) = ’/{‘{dxqij) < T(C) , (croissance de T ), et on remargue que,

pour de tels k , on a :

T(a¥4c) = a“Tic)

ce qui acheve la démonstration du lemme 3.

6°) LEMME 4. - Avec les notations et les hypothéses du lemme 3, T estune

surjection de T Nl1A, B ] sur

Soit en effet [D une suite de [, si D est égale a 1Y, D est égale a T(B) ;
on peut donc supposer [ 1" . Posons alors
1 %'a,} 1 %»bg }MIZ 1+b2
D= S0 1 0 e

ou les a. et b. sont positifs ou nuls, et 2, supérieur ou égal 2 1 (D est
1 1 1 )

=

dans I, donc commence par 1 1].

Posons
a b a b

— - — o 2
Ct(n)](m})jmﬂ{rn(}}E}(mi(mHZmO(znO) ) IR
il est clair que C est dans l'intervalle 1A, B[, que T(C)=D, etque C est
un élément de = -{Bl (la condition sup (ai, bi)ﬁia1 résulte du fait que D
est dans T ).

Il reste a prouver que C est dans

n
si k n'est pas de la forme g 2 (za}.+ b.+2), n: de la forme
bl
n
q 5 (atb t2)+r qla ‘Eé 1), deux cas peuvent se présenter :
n
1

. k -
- ou bien d C commence par m 1 ou m 0, et comme C commence par

m1 et C par m 0, ona bien
T
eoatiil oL -
C= d C= C
ou bien il existe deux mots u et v tels que : uf¢y, m=uv, dC commence

— R - , _ w
par (v17u) ou {(v11U) ou (vOu ou {v0Ou), comme la suite lim Cpn((rn 0))
n
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est q-miroir et dans [°  d'apres le théoreme

et
[

d'apres le lemme 3 du
et

d'ou l'on déduit

— e Kk

S u v O

n n
. Si k est de la forme g 5 (a.+b +2) ou de la forme g3 (a +b +2)+q(a
1 I 1 bl
on écrit
o JPU—— e *9{ ,// 4
T(C) = T(C) =D =< 4/ %D =D = T(C)
Or X
I /q k / 9o, ) k
d ) = d TCy= T(d ¢
d'on
e r‘y/'1< . e Y
(&) <Tacy e T(C)

et comme T est strictement crolssante, on a

5:& s B O 5

L vO-ovOu— viu<

uv0O<v0Oou- v]1u«

fondamental du

aov b,

u v 1,

cd C< C=uvi1. . .

_4.
n+1

ce qui acheve la démonstration de ce lemme et du théoreme d'homothétie interne

de T°

V.- Complément : les plus petites suites de [

périodiques, de période donnée

Nous nous proposons de retrouver ici les plus petites suites de
- P

petite période T , ot T est donnée, (voir aussi [9] et [ 20]).

N

Définissons pour une suite A dans {0,1}

t A(0)y=1,
t A(2n)=1+A(n-1) ,
t Al2n+1) = Aln)

On peut alors énoncer le théoreme

la suite tA par

1),
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<, ks o - . L. - .
1°) THEOREME. - Si une suite est dans [ et de période 1 ou 2, c'est la

iy

suite 17

Quel que soit n supérieur ou égala 2, la plus petite suite de T° de plus

petite période 2™ estla suite t ({1100) ).

Quels que soient n positif et v supérieur ou égal a 1, la plus petite suite
i Bl E

(JJ) .

de T de plus petite période 2 (2r+l) est la suite (1 (1 0)5)

Sil'on note A la plus petite suite de [" de plus petite période k , on a :
i

I.a premiére assertior Ia seconde résulte de la structure de

~ WL o N . . . . . .
T "[ O 1.0 an 0L est la suite de Thue-Morse {(voir plus haut) ; la derniere
- < ¥ 3 3 E : . I
assertion résulte de 'avant-derniére, de la croissance de t (voir LZ]) et des
inégalités immédiates
/ Axxré‘: N n.w
(11o0) -~ (11010) « ...={(1(10)) >
et

T \Lif W

(1(1o)yy > ¢t(r10)”)y=(110100) , Vn =1

Nous allons montrer la troisieme assertion en plusieurs étapes

2°) LEMME 1. - a) Soit A dans (0,1}

. alors on a l'équivalence

AcT o tAcT et tAF£(110 O)LU

b) Seit D une suite de

alors il existe une suite C
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. . . n P r" A e . .
Dans a) l'implication = a été montrée dans 2], llimplication réciprogque
se prouve de la méme maniére (ou encore comme la fin de la démonstration du

lemme IV.4 ci-dessus).

Quant au b} , sa démonstration est calquée sur celle du lemme v. 4,

3°) LEMME 2 et fin de la démonstration du théoreme

4y
A

a) Si A est périodique et dans [, et siona 1'inépalité A =1 (10)",

alors la plus petite période de A est paire.

b) Si A et tA sontdans ', zlors on a l'éguivalence

A périodigue de plus petite période T e tA périodigue de plus petite période 2T

c) La plus petite suite de [' de plus petite péricde 2r+ 1, (r=1}, est

r W

(1(1 0)")

d) Soient n et r deux entiers, avec n-="0, r2 1, la plus petite suite de T

. . ST [y 4 n .o
de plus petite période 2" (2r+1) estla suite t (1 (1 0} )

“

. P 4] L - R " ) .. L~
a) Si A estégalea (1 100)  , c'estclair; sinon A est égalea t C,

ou C est dans [ (lemme 2Zb ci-dessus].

<

Posons : 2y my i my
A= 1(1o)y (0o1) ..oy {01y

On a d° A =11... , donc il existe un £ tel gue

9
T =2 5 (n.+m.} ,
1 J J

en particulier T est pair.
b} En effet

- si A est nériodique et 81 T est une période de A, alors
) !

£A(Znt2T) =1+ A(n+ T-1)= 14 Afn-1)= A(2n) , Vn=1,
tA(2T) =1+ A(T-1)=1=tA(0),
. !XI
(si A est égaled (xb) ob x| = T-1 et b=0 ou 1, llinégalité d'TMA <A

entrafne que b est nul, c'est-a-dire A(T-1)=10),
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t A (2n+142T) = Aln+T)= Aln) = tA (2n+1)

autrement dit 2T estune période de tA |

- Si tA est périodique et X une péricde de tA , comme on a

(£

tA=t1Y =1 (10 (croissance de t ) ,

il résulte du a) que X est pair, soit X = 2T .
On a alors :
AntT) = tA(Zn+2T+1) =t A(2n+1)= A(n)

et donc T = X/2 est une période de A .

c¢) Soit A la plus petite suite de [ de plus petite période 2r+1 , (r=1);

d'aprés le a) on a

. BN A . - . P
Comme la suite (1 (1 0} )} est clairement dans ' et de plus petite période

2r+1 , on a donc

100 a0 =100 <casaa o))

Donc
d'ou

d) Nous fixons r et montrons le résultat par récurrence sur n : le résultat

est acquis pour n= 0 d'apres le c) , supposons le résultat vrai pour n et
. . - . . Lo n+l ' R
soit B la plus petite suite de [ de plus petite période 2 (2r+1), d'apres

+1 $ . . Lo
b) et ¢} la suite t,n (1(1 (})r} est dans 7 et de plus petite période

SRR

Donc
B < tﬁ%i ('j U {,})r)&‘;
Mais B est alors inférieure ou égale ala suite t(lw): 1(1 O)m , donc 1l existe
une suite C dans | telle que B =t C (B est différentede (110 O)w
car de période impairej, et C est de plus petite période 2n(2r+ 1y.

=
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On a

d'ou

et 1'on en déduit

|
o~
o,
e
Py
[y
R
R—

Conclusion

Les résultats que nous venons d'obtenir présentent un intérét Yiptrinseque’
en combinatoire des mots sur l'alphabet f0,1}, 1ls ont aussi une signification
roisieme partie de

arithmétique que nous expliciterons et sénéralisevons dans la tr

P

ce travail. Indiquons gquand méme les applications en théorie des itérations des
fonctions continues qu'on peut en déduire et dont on trouvera le détail et les dé-

. .
monstrations dans La].

Premier exemple d'application

.. . . . . : e o N
Soit f une fonction unirmodale, et soit o la suite o (1), élément de (0,11,

alors, (0 I est toujours la suite de Thue-Morse),

a) Si ta< L, pour chaque x de [0,1], la suite f (x) est asymptotique-

ment périodigue.

o , . Lk , .
Plus précisément, si  Tua est de période 2= , alors f admet au MmMoins un
‘ Ll o . § k
cycle d'ordre 24  pour i<k , éventuellement un cycle d'o rdre 2 , et aucun
n

cycle d'un autre ordre. Pour chaque x , la suite f (x} converge vers llun de

ces cycles.

b) Si ta = L., f admet des cycles d ordre 2 pour tout 1, et au moins un
Cantor invariant minimal.
n |

. i
Pour tout % de L0, 1], 1 <X} converge soOit vers un cycie diordre 2 so01it vers

un Cantor.




c) Si ta >L, f admet d'autres cycles, et une infinité non dénombrable

de suites turbhulentes.

Deuxieme exemple d'application

Soit fu M€ Lo,1] , une famille complete de fonctions unimodales de classe
C  , telles que l'application - - fp soit continue pour la convergence uni-

forme et que 1'application - 7(0 f (1)) soit monotone transverse.
9!

a) Pour toute valeur p_ telle que Tt (of (1 soit égale a3 (m 0 W et de
) . q g

o
plus petite période fm[Jrl , 1l existe une valeur i telle que, lorsque | croft
[ee)

|

de w  apu , f admette une cascade de doublements de périodes (cycles
O o]
d'ordre q2', ou q=|ml|+1).

(o f (1)) décrit dans l'ordre 1l'ensemble " N[ (m O)w, oL, o Q estla suite

q-miroir associée 3 (m O}w par Q = lim Cpn((m 0y, et (o fM (1))=0Q .
n

[se]

b) Si 4 esttel que T(of (1)) n'est pas périodique, alors dans tous les

v
voisinages a droite (sauf si |1 est égala 1) et d gauche de p , il existe des
valeurs {1' pour lesquelles f = admet un cycle superstable.

v

c) L ensemble des valeurs de bifurcations de f possede une structure
i

fractale.

Nous reviendrons dans [4] sur le caractére "universel' de la suite de Thue-

Morse dans les cascades de Feigenbaum (alors que la constante dite de Feigenbaum

n'est universelle que pour une classe plus restreinte de fonctions}).
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TROISIEME PARTIE

SUITES Q-MIROIRS ET REPARTITION MODULC 1
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Introduction

™

Nous pouvons interpréter la structure de l'ensemble de suites appelé | dans
la partie précédente en un résultat de théorie des nombres : rappelons la défini-

tion de T,
N . k.
I'=f{Ac{0,1} ;o A(0)=A(1)=1; Vk=0 Asd A=A

Notons F l'ensemble suivant
T={xz[0,1]; Vk=0 l-x<{2"x}=x} ,

ot {y} désigne la partie fractionnaire de vy .

N

Il est clair que pour une suite A dans [0,71)] et le nombre réel associé
© nJ"] ¢ 2 . P 5 g . s .
x=5% Aln)/2 , on a l'éguivalence : x est dans [ si ef seulement sila

suite A est dans " ou égale 3 (1 0)"

Les résultats de la partie précédente se traduisent alors

) . @ 11 .
- Soit { le nombre de Morse ( £ = T L(n)/z . ou 01 estla suite de
0

1

Thue-Morse), alors l'ensemble T N[ 0,¢ est discret dénombrable, plus

précisément

rolo,el={r v, ...}

172

oll les r. sont rationnels {r] =2/3, v, = 4/5 r o= 14/17, ...} et lim ro=y

. 3 1
l'ensemble T"N[4,m] ou m estun réel quelconque dans 1¢ , 1[  a la puis-
sance du continu.

) S ,ontl
- Soit g un nombre g-miroir (g =

O g

~

s1 o est dans [, il existe un intervalle [Eg ,[Z[ nr qui ne contient que des

: : =oaT N L L N
rationnels, et tout intervalle T (i[a,v], ot y est strictement supérieur a g
a la puissance du continu. Ces nombres n sont transcendants, [(voir [4] et

[3]).

I~

- Les rationnels de T° sont denses dans |

~

- T° a une structure fractale,

Ofuy /2 , o ) est g-miroir) ;

3
5
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Nous nous proposons ici d étudier de facon plus générale les ensembles F(x)
définis par
b Ao ~. - R - by
Fu)y=fxclo,1]; vk=0 1-x<03 x}=x]}
. Lk e . .
Comme la suite (A X)k est équirépartie modulo 1 pour presque tout x (voir

par exemple [8]), il est clair que F(L) est de mesure de Lebesgue nulle.

Nous nous proposons de montrer des propriétés de F(x) lorsque i est entier,
qui généralisent celles obtenues pour T= F(2), au prix d'une extension de la

notion de suite g-miroir au cas d'un alphabet a plus de deux lettres

A - Définition et étude des ensembles TI'(g,0Q)

Dans cette partie, § estun entier supérieur ou égala 2, @ estunal-

phabet de g lettres

(Z: 3 oo w w3
{ao’al B-1

S : k
Notons d l'ensemble des mots de k lettres sur (¢ , on munit chaque U d'une
N
part, d d autre part, de l'ordre lexicographique noté = , induit par

a < a,< ... < a

o 1 g-1"
N . . Ca s
De plus Q est muni de la topologie associée acet ordre.

Si A est une suite & valeurs dans ( , on note dA la suite donnée par :

dA(n) = A(n+l) ,
k
et d les itérés de d .

Kk N
On définit sur (U 0 )yua un morphisme noté f ou ~T

o T afS 1-i

Enfin si m est un mot dans [JU , on note m le nombre de ses lettres,

par
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I. - Définition de 1"(g .U ) ; lien avec les F{A]

1) DEFINITION. - Soit T(B,0) =[Ac @ : A(0)=a_ ; Vk=0 A=d A <A]

Le lien entre les ensembles ["(g, d) et F(x) est donné par la proposition

suivante de vérification immédiate

2) PROPOSITION. - Soit & un entier supérieur ou égal a 2 ; soit x un réel
dans [0,1[.
- L ktd . . m ‘ .
Notons x = T Ak} /A le développement i -adique propre de x {c est-a-

0
dire tel qu'une infinité de A{k) soient distincts de x-1).

muni de l'ordre habituel sur les entiers,

A

i+ 1 , ) . ;
”‘j;““{,. 51 et seulement sila suite A est dans
.

Alors : x est dans F(}\,}f?[%’”;
A

T (2j+2-) ,u'sj)

II. - Les suites g-mirolrs ; premiéres propriétés

1) DEFINITION. - Soit g un entier supérieur ou ég{z'i a 2  une suite O sur Qg
est dite g-miroir si et seulement s1
- . Lk L, Lk
Vikzo, Vjclo,qgz -2], Qlg2 +j) = £ Q)
) ) 2k s 2k
A0, V=0, Qg2 -1)=a. et Qg2 ~ti=a
1 ) M1
Cette définition généralise celle donnée dans [2] ou B ovaut 2 et O eat

l'alphabet {0,171}, (voir aussi la deuxieme partie de ce travail).

2) DEFINITION EQUIVALENTE., - Notons (s(‘n}}_{_‘ la suite de Thue-Morse
1
s(n) vaut 0 ou 1 suivant que le développement binaire de n comprend un nombre

pair ou impair de 1
Soit g un entier, g= 2, O ure suite sur ( , et G la suite définie par

G(n)= Q(gn+ g-1) ; alors
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Q) est g-miroir si et seulement si elle vérifie les quatre propriétés suivantes ;

s(n)

a) \/1,16[O,qw2;], V= 0, Q(qn tuy= o ,Q{u) ,

b) 3i£0 avec G(0)=a , G(l)=a_ .,

[
1 6 1

o ]
vn =0 G(2 n+x)= f k),

=
oo
-

H

c) Vk=o0, Yxel0, 2

; . - k-
d) VYk=0, Vn=0, G(2 n+ 2 -1)= G2 n+2 -1)

Preuve. - Supposons d'abord que Q est g-miroir.
a) Nous allons montrer par récurrence sur k gue
Y/jcﬂ()}Zk»]] , O(gjtu)= fs(‘” Ofu)

Pour k égal & zéro, c'est clair ; supposons le résultat prouvé pour k et

k+1

soit j dans [ ZR, 2 -17], on écrit

) k Lk )
j o= 2744 , avec 0= £=2 -1, puis:

¥

. k ) BN 3
O(gjtu)= Qg2 +qgz+u)=f QgL +u) , (gt+u=q2 - gtu<
fl+s((/)

k
gl ~2)

Olu) , (hypothese de récurrence)

RPCITRP,

b) Cette propriété est claire.

c) Montrons alors par récurrence sur 4 que
Vnelo, Z&—‘I] . Yk 0, Yxelo, ZKWZ] , ’7{21{1’1 +ox) o fs{n) Glx)
Pour 4 =0, c'est clair.
Pour £ =1": G(Zk+ x) = Qlg Zk +tagx+qg-1)
=fQgx +tqg-1) , (qx+q-1 g anqui, <q 2k~2)

= { G(x)

Supposons alors le résultat acquis pour 4, £ =1, et soient k positif, x dans

[0, 252] et n dans 2%, AR

A o A4 .
On pose n=2 +b , avec U= h<z -1, etlon a

K ety 1 ] k. ke k+
G2 n+x)= G(2 + ZK b+x) = i(}(ék btx) , (2 bix= 2 £~2k+X§ 2 {;— 2)
T+s(l
= f s(b) G{x), (hypothese de récurrence)
TS
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d) Montrons enfin la derniére condition ; nous allons procéder en deux

temps

7
- si n est de la forme 27 -1, alors :

~

k+2 k+2 k+2+
Gl2- ‘n+2 o1y = G2 “1)= g2 1)=Qlq2

et K I
G2 n+2"-1)= o

- procédons alors par récurrence sur { , pour montrer gque

k+2I Zk%»Z

| . | k
vnel o0, 25211, vi=o0 G(2- “n 1= a2fn 2501

™ ~ ¥ E Al O - ~ s
Pour 4 égala zéro, c'est clair : 0 = 2 -1 ; supposons le résultat acquis

.4 +1
Lot g

pour 4, et soit n dans L2 , d'aprés ce qui précede on peut sup-

s C
7

H

L £ +1 .
poser que n est dans (27, 2 -2], d'ouu, en écrivant n=2 +b , avec
o=b<2b-o1:
k+2 k+2 k+ig +2 k+2 k
G2 2n e 201y s @A 2 4 2 4,
k+2 ¥ + 42 lHt2 o+ :
Cra(2NtRL g Ay (IR e g e e )
k k N .
= fG(27b+27-1) , (hypoth&se de récurrence)
£ k ! k44, ~ L k+t
Tl Ky Fay, (e R =2 g

e T

- Réciproquement, supposons que ( vérifie les quatre conditions de 1'énoncé ;

on a d'une part, quel que soit k positif, d'apres le d} avec n=0, et le b)

Qg2 -1)=G(2 -1) = G(0) = a.
2k+1 2k+1

O(g 2 1)y = G(2 1y= G(1) = a_

g1

k
D'autre part, soit k positif, soit j dans [O, g 2 ~-2] . posons

j=aq+hb , avec 0=bzg-1, dou a=2 -1

s(Zk+a)

Qlg254)) = Qla(@+a)+b) =

et
FO0) = falaqiy) = £ o)
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si b=qg-1: alors on al'inégalité a =2 -2, 4 o

k k . 5K .
Olg2 + )= Qlg(2 +a)+g-1)= G2 ray=1 Glay

et
fO() = tOlagtg-1)= £ Gla)

3) Premieres propriétés des suites q-miroirs

a) Si Q estune suite g-miroir sur l'alphabet (0 , alors (J est reconnue par

2-automate, et non ultimement péricdique.

b) Si Q estune suite ¢-miroir, alors

1 7k
, LR & .
Vnelo, g2 -2] a%% oMy = 10m)
K
, kT 3 2
\7116[0,(11< -2 d 1 Ciln) = Qg\’-ﬂ}
~ <) y
En particulier, lim d'° Q=fQ et lum d °° Q=0
k- Ao ko4 Aeo

a) Nous utiliserons ici les deux lemmes suivants

LEMME 1 (voir [6] ou [ 3] ).~ Soit g un entier supérieur ou épal a 2 ; une

suite €(n) sur un alphabet & est reconnue par un g-automate si et seulement
. A . k , ko
si l'ensemble de suites : [n- elg n+t), k=0 ()>'i{,tifg<~] } est fini.

LEMME 2.- Soit g un entier supérieur ou égal a 2 ; la suite e{n) est recon-

nue par g-automate si et seulement s'il en est de méme pour les q-suites

e(gn+u), ou u décrit [0,9-1]1.

Ce lemme découle facilement du précédent :

Si e(n) est reconnue par g-automate, il est montré dans [ 1] qu'il en est de

méme pour elantb), quels que soient a et b entiers,

f

Supposons & rebours que, pour chaque u de [0,0-1], la suite e(gn+u) soit

reconnue par g-automate.

Notons, pour chaque u, A et B les ensembles de suites
03 i

) < . , k
A ={n - 5(q(gkn + o)+ s k=05 U= Lng ~1}
u
k
(

B ={n- e{g (qntuj+t); k=0; 02 =g -1}
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L'hyputhese signifie que Au est fini, pour u dans [0, g-1].
Par ailleurs, si u est fixé, posons pour k positif et { dans [Oygk—ij,
k
guti=aq+pg , avec 0=f=q-1 , ou o et g dépendentde k et 4 . La
condition sur g implique 1'inégalité (},Sgk~] , et donc la suite
k k
n +e(g (qntu)+t)=ce(qlg n+a)+g)
g-1

est un élément de A_  doncde U A . Ainsi
B v=0 v

q-1

Card B = J Card A

u v=0 \%
Par conséquent, chaque B est fini, et comme on a

u

k - o ko .
Card fn=+ e(gn+d); k=0; 0s4=g -1}< || CardB ,
’ u

la suite € est reconnue par g-automate.

Prouvons alors le a).

Soit Q une suite g-miroir sur l'alphabet (0 , nous allons montrer que,

pour chaque u dans [O,q-]], l'ensemble Au est fini, ou
Au = {n- Q(q(anJr{;)Jru) ; k=0; 0<i=<g -1}

Si u<qg-2, on a d'apres le 2)

k ~ E
Q(q(anH’,)+u): fS(Z n+{;)Q(u):fs(n) Fs({)Q(u) ’
donc
+1
A =16 oy, (P o)
Si u=g-1, ona, d'aprés le 2)
pour ¢ dans [0, 2k~Z]: Q(q(an+{,)+q—1): fs(n) Qgt +g-1)

Q(qn+g-1) si k est pair,

pour ¢ égala Zk—l : Q(q(an+{;)+q—1):
Q(2qn+ 2q-1) si k est impair.
Dou : g-1 (0] 7
- r - -
Ay e U T e Dul(Qlanta-1)) - (QZan+2q-1)) ]

LLes A sont donc finis et par conséquent () est reconnue par 2-automate,
u
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Enfin Q n'est pas ultimement périodique ; en effet, si c'était le cas 1l en serait
de méme avec les notations de 2) des suites

s(n}

n— Q(2qn+q-1)= G(2n)= f H{0) = £ a.,

et

o

n— Q(2qn+2q-1)=G(2n+1) = fS<ﬁ)G(_}’}: fs IR
B -1

Comme (s(n))n n'est pas ultimement périodique (voir [1] par exemple), on

aurait donc

a. = fla. et a = fla )
a, = fa) 6o <g~i)’

soit i=B-1-1 et {F-1=1-1 ce qui est impossible.
Prouvons enfin le b)

1 )
Si n est dans E(),‘qZ”(-ZJ, on a
Zk k
d? Qn)=0lq 2 +n)= 1 On)

325 k+1

d Q(n) = Q(3qg 2k+ n)= Qg2 +q Zk tn)= f Qlg kaL n)= Qn).

S5i n vaut qZk—} , on a :

k
3q2 Lk k42 .k
a’Y” Q) = 0q2 1) Qg2 -1)=Qlq2 -1)= Q(n)
k k+1 } . k
Si n estdans [q2 , g2 - 2], posoas n= qZ<+{ , avec 0= 4L =qg2 -2,
alors : K
3q2 k+2 . k
A% Q)= Qg2 T+ )= £0M) = Qg2 +4)=0(n).
I11I. - Les suites g-miroirs sur {4 et les ensembles I‘(;—z L)

1) Enoncé du théoreme fondamental

THEOREME. - Soit Q une suite «g-miroir sur l'alphabet @ , g=2 ; notons m

le mot Q(0)... Q(g-2) et a.= Qlg-1) (i £0).

Supposons de plus que Q(0) soit égal a a et posons A={(ma, })w
T T T 1= 1

B4 1

alors

a) Q estdans T (g.U) siet seulement si A est dans T(g.,0) et de plus

petite période g .
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est discret dénombrable,

rg,a)nla, ol

b) Si Q estdans T (3,Q), alors

plus précisément définissons @ par

ou x estun mot sur 0 et j différent de p-1, alors

si (x a )W

R =
p(B)= (x aj+1 X aB~j~Z

!f_.«

W P .
)7 ; on peut alors écrire :

r.a)nfa,Ql=79 (a) ;i nz0} .

De plus la suite nacpn(A) croit vers

stricternent supérieur a Q ,

Si Q est dans I'(g,Q), quelle que soit R

c)
a la puissance du continu,

r(g,a)n1Q,R[

2) Cing lemmes techniques

LEMME 1.- a) Soient r et s deux mots non vides sur ( tels que

rs =sr,
alors il existe un mot x non vide, et deux entiers c et d tels que
- C -.d
c#0, r=(x% et s=(xx) x
b) Soient y et z deux mots non vides sur O tels gue

yz=2zy,
alors il existe un mot x non vide et deux entiers ¢ et d tels que :
d

y:(x?{)cx et z = x(x X)

telles qu'il existe un mot

LEMME 2.- a) Soient A et B deux suites sur
non vide avec A =uu... et que :

Vk=0 AzdB=A
Alors : si B=u..., ona B=(u®)”
si B=U...,ona B=(@u"

telle qu'il existe un mot u non vide avec

b) Soit A une suite de T'(8,0Q)

alors nécessalirement

A=uu...,
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LEMME 3. - Soit Q une suite g-miroir dans (8.0}, {g=2),

m = Q(0)... Q(g-2) et a.= Olg-1), (i#0), alors

soit

sim =uv oli u estun mot non vide, on a

G vVa. <va, o u<uva,
; : , ,

i B-i i
LEMME 4., - Soit A une suite dans

I'(g.,aq), dela forme A

A W
= ({xy) % aj) :
ou £4=1, Ixy[?il , j#B-1 et de plus petite période {;([xyf)%w[xf +1, alors
aj+1 Xy <y x aj”
LEMME 5. - Soit A une suite de T {p,0) telle que A ={(m a,'}w , de période
' o J
minimale !rn[ +1, avec a. différent de a E Soit m =u v, ou u et v sont
minumaie ayee A, SLUSIERL B8 Ay 2P ou et sont
deux mots, tels que u soit non vide, alors
T vVoa <V oa Ul ouvoa,
g-j-2 j+1 :

Preuve du lemme 1.- a)

L'hypothese implique :

rss=-srs=s(sr)=(ss)r

donc r et s s commutent ; il existe par conséguent un

mot z non vide et deux
entiers a et b non nuls tels que

(voir [ 7], p. 9 par exemple),

en particulier bfzf = Zfsf

- Si b est pair, soit b = 2e , on a donc s 5 = ?eze d'ou s =5 ce qui implique
que B est impair et que s = <2t8-~?}/2 )C pour un certain entier ¢ . On en déduit
que 2z lui-méme est une puissénce de a({‘t 1y /2 il en est alors de mé&me pour
r et le résultat est acquis. |

- 8i b est impair, alors I,zi est pair, écrivons z = xy ou x et

y sont
de méme longueur. On a :
- (b-1)/2 (b-1) /2
55 = (xvy) V2 xy (xy) ) :
d'ou
b-1)/2 - b-1)/
s = (x y)<) Ve et 5 = y(xy}<') )/2
on en déduit alors facilement :
— —~(b-1)/2 — a
y =X ‘sf(xx)()”/x, r=(x3%)°
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b) L'hypothese implique :

y(zz)=(2y)z=2(y2) =z(zy) =(z2)y .
On peut alors appliquer le a) et 1'on obtient l'existence d'un mot x mnon vide

et de deux entiers a et b tels que
- _ - b
a0, Zz=(x%X" et y=(x%"x.
- 51 a est pair, soit a= 2e , alors

donc B est impair et z est une puissance de a , donc x aussi, donc vy

(8-1)/2
aussi et le résultat est acquis.
- 51 a est impair, on a alors
- ~(a-1)/2 _(a-1)/2
zz=(xX) x % {x x) )
d'ou : -, =la-1)/2
ol 2 = %( X)(a 1)/ ’
ce qui prouve le résultat.
. . . k= k . .
Preuve du lemme 2.- a) Comme il y a égalité entre d B et 4 B, il y a claire-
ment équivalence entre
EodB - A ,
et K
AsdB= A.

Il suffit donc de montrer la premiére assertion, et pour cela de montrer que si

- P s — n+l .
B est égale a (u u)nu..., alors B est égalea (u u)n u... , ceciquel que
soit n entier ; posons donc B = (u ﬁ)n uvw... , ou fv[ :fwf = ful . Ona
alors

ddnlulB:uv... < A=uu... dou v=u ,

B N d'ott v=T,
donc :

v = O ;
p—uis
+

(2n Z)quB:w = A = ou. d'oud w =<u ,

2n+1 e .

d<n ”uiB:Ew..,:}:A:uur.. d'ou w=u ,
et donc
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b) Le résultat découle immédiatement du a).

Preuve du lemme 3. - Commme ( est égale a m a 1M & Ma.m... , ona :

O=uwva dva . 4ava uvVv...,
1 B~1 H

O=uva. uva. iuva_ﬁv“g .

1 1= 1
Comme Q est dans 1(9,0), ona en particulier :
o ] B o

dS}u; ZiV“ZQ:?a,u”.;i O=uva. ...,
i i

Z‘fufw‘*'v1+1 — —

d O = va. u.,..:Q:uvai.H,
(‘_“_1

d'ol1 l'on tire respectivement :

Ya . uzuva., et va_ uSuva., .
i 1 B -1 i
Comme par ailleurs a est égal a a, - donc strictement inférieur a a_ .o
1 ‘,)“] ~1 B-1
on a donc
Lva Sva u<va_ uSuva, .
1 ! g1 1

Il reste & prouver que les deux inégalités extrémes sont strictes

Si u(va)=(va.)u, on obtient, en appliquant le lemme 1, l'existence d'un
1 1 :

mot non vide x et de deux entiers ¢ et d tels que

— —cC —— — d
c0, u-=(xx) ,(Vai):(xx) % .
Mais alors Q =u... = (x x)c ... , donc d'aprés le lemme 2, (Q estla suite

'

(x x) ce qul est impossible (on a montré qu'une suite q-mirolr n'est pas

périodique) .

Si va. .d=uva., on remargue gue
8-1 i
¥
Z}uff%)vf%] - o e ) —
O=%a .uvau...= @ uva uva .. ,
p-1 1 Bl
d'on : — —_—— P
va,  .uva . u=uva . uava_ .,
(S 1 1 o1
et donc
viufuva, ..
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Mais on vient de prouver 1'inégalité stricte va, u>u va_ , comme les lettres
1 1
a. = a et a . sont consécutives, onadonc va.u=uva_ . Mais
1 B-1-1 B-i 1 B-1
cette derniezre égalité est incompatible avec 1'hypothése va,6 0w =uva, |,
8 -1 i

en effet, on a simultanément

va .,u=Zuva, et vaud=uva

B-i i i i-1

Comme 1 est non vide, sa derniere lettre est donc & la fois égale 2 a. eta
g 1

2, 4> ce qui est impossible.
1_.
Preuve du lemme 4. - On va distinguer deux cas suivant que y est vide ou non ;
-Si y est vide, il s'agit de prouver l'inégalité : a., X < x a4
) I J
Comme x commence par A(0)= a ( fxyf est supérieur a2 1 donc x n'est

8-1
pas vide), le résultat est acquis si | est strictement inférieur a §-2 . Supposons

j égala B-2, posons x = aB-IZ , il s'agit de prouver : a z < z aB_1 .

Si z est vide, c'est clair ; sinon z comimence nécessairement par une letire

distincte de a (si z commence par a alors a@«.lao: a8~138~1 ,

| PN — P -~ 3 - w
d'ol A~a8_1aﬁ_1... et donc par le lemme 2, A est la suite (dﬁal anl)
de période 2 alors que la plus petite période de A est f,ffor [Xf +1, donc

supérieure ou égale & 3 ) et 1'inégalité proposée est bien vérifiée.

- Si y estnon vide ; appelons a la premiére lettre de y et posons

v o= akt , alors

Azz((xakﬁ}xa)
De 1'inégalité :
d&(lx{*’gtfﬂ}A v a <A=xa . ,
on tire : a.Sa. .
ik

Si l'on avait €galité entre a. et s cela impliquerait A = ({x a,t)Lx a.)
: j

o

Des deux inégalités

O

d <:Xf+ft;+1)A:Xa.Xajt"'SA:Xajtxaj‘.' s

et
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on tire respectivement

xa tStwxa. et txa S xa b, dion x a.
] J J J J

oM
i

.

o

Mais alors les mots t et x a. duil commutent sont des puissances d'un

mot 2z

t=2z , xa. =z , dolt A ={(z )

i

ce qui contredit la minimalité de la période car AL(o+p)+E  es

au moins égal a 2

Ainsi on a nécessairement

a. < a et done a. | “:a
] k j1 k
De 1'inégalité
i g
41 sl 0t] 1y = +1 e e
d< }(f!ff ’ f’ A=txa. ... o 8K =xa ...,
i I
on tire, successivement
txa. = xa t,
. J <
puis
a . xv =a. YA t< a txa.Sa txa, cyxa <yxa,
jt+1 v it1 7 Tk jt1 i k i v i iRE
Preuve du lemme 5.- a) Montrons l'inégalité @ v 2. e v 2.
i+ j
Nous allons distinguer deux cas.
Premier cas : |u] = |v]
- . P | R A e e s Y W
Posons u = xy , avec [x; = (v! , alors @ A= {(uwv ai) = (x y v oa.)
|| +| vl , DT
on a : d A= v, .. A =x. .., onen déduit ['inégalite v==x .
. Si v est strictement inférieur & x , alors
vV oa. ’{; P A ;; w" XoyoOVvoa. . T uovoa,
g1 “i1 Y ! 1 i+
- S8i v est égala x, alors
A= (xyx a,}w ,
J
et donc d'apres le lemme 4
v oa u = via Xyl viyxa,  JTxyxa s uovoa,
j+1 it j+1 ’ il jt+1




Deuxigme cas : |u|<|v]

Posons v = XI"'X{/Y ’ ‘0?1 :XTI = fxzi = L. fx{{ = fu[ et fyf«\([uf .
Alors A = {(u Xq e %, v )
Des inégalités dkA‘SA , pour k = Iu! , Zqu s f,!uf , on tire

Vj.f}‘[],{] x.Su .
J
- S'il existe un indice j pour lequel x. soit strictement inférieur a
J
définit i par

X, = = X =u , X< s1 %= o,

1 i-1 i 1

i=1 sitous les x. sont strictement inférieurs a u .
Alors

J u = e a w = u .. X a U;
M ES *1 RAATS i RARSTS

- WX, ..., X, ya, . =uva
1 4 jt+i gt
v

- Si tous les x. sont égaux & u , alors v est égala u y , donc

L +1
A = (u yaj)w . avec |y|<|ul.
On pose alors u= st , avec !‘;f = [yf , dfou
241 u
A=((st) Ty a}»“
£ +1 +1t
De 1'inégalité d( )(Isi | I )A =y... <A =s..., ontire y =5 .
Si y est strictement inférieur a s , alors :
T - ' <- T ( t{,
= (st stya. Tuve ;
vaj‘Hu st) yajH sty < s t) s ydj” u lj-H
si y est égala s, alors
L+1 W
A=y yay)
et le lemme 4 donne
va,quT (yt) yla, yO<b v yEya, 7uva,

i

3
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on
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b) Montrons enfin l'inégalité

uvoa., . _<va, u ,
p-j-2 g1
autrement dit
Vaf . u<u v oa.
g-j-2 jt+1

Nous allons ici aussi distinguer deux cas

Premier cas [uI/ !vf

Posons u = xy , avec fxf:!vf , alors A :(xy'va.)uU

PR + - = : . g s a4 -
L'inégalite d!Xi vl A=v...=ZA=x..., implique v=x, c'esta-dire v <x.

- 8i v est strictement inférieur a x , alors

va, . u-< xXyva _ Tuva, ;
B-j-2 YV R i1
- Si Vv est égala x, alors
e W
A=(xyXxa,)
J
~ . - P N o W N o W N
y ne peut &tre vide, sinon A serait égala (xxa.) donca (xX) d'apres
J

le lemme 2 ; A serait alors de période lef , alors que la période minimale

de A wvaut par hypotheése [m[ +1 = le! +1

Soit alors a la premiere lettre de vy , et posons = a =z ; de 1'inégalité
P ) p y g

L £
x|+ - S
df ‘ IYIA = Xa. ... A =xa, ...
J £
on tire ajZ E{{ , c'est-a-dire j =g-1-4 . On a donc :
B-2-j- 4
d'ou : —
a u = xa X a z
B-j-2 B-j-2 ,
- % a z X, a - u v a
- TS i+
Deuxiéme cas fuf/i!vl
W .
Posons v =tz , avec ]tf = fu] , alors A = (u tz a)& . De la condition
J
u L = . = =
di [A:t...:ZArx.“ , on tire t=2u , dlou t=
- 8i t est strictement inférieur & u , alors
Ta . u=tftza . _u<utza. = uva.
B-j-2 B-j-2 j+1 j+1
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.= ; N . . - . e W N
-Si t est égala u, alors A est égalda utlu... donca (uT) d'apres
le lemme 2, donc de période ZIu{ , alors que la plus petite période de A vaut

lul + f v[ +1 qui est strictement supérieur a Zf uf +1

3) Preuve du théoréme fondamental

Nous allons maintenant prouver le théoréme fondamental de cette partie en

trois étapes intitulées proposition 1, 2, 3, dont la réunion est le théoreme an-

noncé.

a) PROPOSITION 1.- Soit Q une suite dans ©'(8,0), q-miroir (gq=2).

Notons m le mot Q(0)... Q(g-2) et a, la valeur de Qfg-1) (ai% a_). Soit

W
, alors :

enfin A la suite (m a. ])
J“‘ X

A est dans T'(B,0) et de plus petite période g = fmf + 1.

Pour montrer cette assertion, il suffit de montrer que :

| -k
Vkell,9-11 AsSdA<A .

Soit donc k compris entre 1 et g-1, il existe deux mots u et v sur

tels que
u k oy
uf g, m=uv, A=(uva. )w , d A=va. (uva, )
i1 -1 j-1
D'apres le lemme 3, on a 1'inégalité
Va .u=uva., soit va. .u<uva.
B-) J J-
ce qui s'écrit aussi
v oa, u<suva
j-1 j-1
Si cette inégalité est stricte, on a bien
k
d A =va, u...<uva, ;... A,
j-1 j-1
Montrons donc qu'il ne peut y avoir égalité : si (v a. et ulv a, ]} sont égaux,
J- J-

1l existe (toujours d'apres [7], p. 9) un mot z non vide, deux entiers o et B

non nuls tels que

_ O _ B
u=gz , v aJ_1« 7,
Ainsi z est terminé par a, = soit 2z = x a. ;o alors
J- J-
a+B-1 a+8 -1
m=uv-=(xa. ) P x et Q=(xa ) : X a
j-1 j-1 j
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ce qui est impossible, car on aurait alors :

(o +8-13 (x| +1)

d O=xa....> Q=xa_ ...
J j-1
Montrons enfin 1'inégalité : d A=A ; dlapres le lemme 3, on a
T a uw<uva., clest-a-dire Va_ ,u= uva, ,
: 8-J J B-J j-1
so1it
v a._ =V oa. u
s -] ]"1

Si cette derniere inéga}.ité est stricte, alors
k —
d A=va ,u..>A=uva_ .
j-1 B-]
Si au contraire il y a égalité entre u(v ag ) et (va, 1)u , la deuxieme partie
) B-J J-d
du lemme 1 implique l'existence d'un mot y non vide et de deux entiers ¢ et d

tels que
- C — = d
va ,=(yy) v et u=ylyy)

Donc

—  ctd+]
uva. = (vvy)
j-1

Si c¢+d estnonnul, uv commence par yy donc () aussi, et d'apr es le lem-~
me 2, Q serait égale a (v y)w ce qui est impossible. Par conséquent ¢ et d
sont nuls d'ou

va, .y, u=y ,

W

— k s o — W
et donc A= (yy) et A=y y) =yy) = A.

b) PROPOSITION 2.- Soit A=(m ak)’” une suite de T (g,0), de plus petite

période frn[ +1 et telle que m soit non vide, alors

a est distinct de a_. 4

3

©(A) est dans T (g,0) et de plus petite période Zn([mfff ),

n : : RTIR p N
(p (A)) tend en croissant vers une suite (O, ¢-miroir ou ¢ est égal a
n

|m|[+1, etdans T(§,0),

quel que soit n positif, on a
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Pour montrer que 2 est distinct de a_ ;> on remargque que mo Corminence,

< [ e
. f

comme A, par a 1 on pose m = (¢ 1E)u’ % , o =1, =z vide ou commencant
o s g-1
par une lettre distincte de aB E diou
& i
A= {{a z a
((ag ;) =ay )
De 1'inégalité
)rn! a1 _ a
d A= oa Z a = A = (a oz oa ;
g -1 -1 ( g1 g1
on déduit
z =@ et A =(a
g (o, ;)

Ceci est impossible car la période minimale de A est
ou égala 2.

Pour montrer que @ (A) est dans 1'(g,U) et de plus petite période 2 (Jm]|+1
. - iy 1 ) y .
il suffit de le démontrer pour n égala 1 , et comme ds ! p(A) est égal a
@ (A), il suffit de prouver
Vikell,[m]], ©A) <d 9(A) <p(A)

Pour un tel k , il existe deux mots u et v , tels gue

uf g, m=uv, olA)=(uva, ,uva_ . ,,}m ,
‘ j"il L«MJ%J
t
e " L .
d p(A) =va, (Uuva . ,uva _)
Jt prl-e Jrid
Dtapres le lemme 5, on a
ii‘\}ﬁ(z{rmjuzxv aJ U uva, s
d ot : )
s—m—— e < [ ’
V(A = Lo.wd WA E Vv oa, LAy = ra,
w(A) uvaﬁmjm2 o (A) vaﬁ_}u o (A) U.‘.dj+1

Que la suite n + @© (A) soit croissante, c'est clair ; comme on le vérifie facile~

ment par récurrence sur n , on a

o ol . ndl
ijelo, qg2™-2] (e A3y =(0 "~ A
. . . il o
il est clair que la suite (¢ A) tend vers une limite Q.
a1
Comme (0} vaut a comme A{0), et que les appiications d et —
) ,’"u'f Oi f}?’

sont continues, () appartient biena I"(g,0} ; de plus (Q est g-miroir par

construction pour g = |m| +1
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Montrons enfin la derniére assertion : il suffit de prouver gque 81 m estun

mot non vide, a,  une lettre distincte de a , et B une suite de [ (g,0Q)

k g-1
telle que

W —
)7 ouda (ma m a )

alors B est égale a a
& (rm It 1 3 k-2

k

INous allons distinguer deux cas suivant que B commence par m a, ou ma .

- Si B commence par m . montrons que
K

[yl
o8}

ce qui impliquera que B est égal

T U I
Pour cela on pose B = (m a, Y xa, ..., ou |x|=|m]
. |

Des inégalités

et

donc

ma =xa, et B:(mak)

- Si B commence par m a posons B = m a ¥ a ol fxf :{mf ;

k+1’
des inégalités
B=m R Xa{/ oo % (moa

fmfi.} e
B=zxa, ... & B=ma

et
d

on tire respectivement

xa&ima_} et xa <ma R

et donc
) , d'aprées le lemme 2.
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c) PROPOSITION 3. - Soit @ une suite g-miroir dans 7°(g .1} (q= 2}

pour toute suite R strictement supérieure a O, llensemble

a la puissance du continu.

Quels que soient g supérieur ou égal a 2 et n positif, si une suite {J est

g-miroir, elle est aussi 2 g-miroir. Il suffit donc de montrer

Soit Q une suite r-miroir, r=3, dans [(B,Q), alors il existe un ensemble

ayant la puissance du continu de suites de ['(3,d), qui cormmencent toutes par

Q0)... Q(r-1), et qui sont supérieures a O .

Soit donc Q une telle suite, notons m le mot Q(0). .. Glr-:

[
4]
ey
jas
-
ja}]

i
valeur de Q(r-1), {(j #0), de sorte que l'on a
O =ma.na_  .ma. m oA ...
J B-i B-l4) j
Posons alors
3 CLT (IZ
A=(ma(ma_ ) )ma ma. (ma_ ) jma ., malma_ ) )
J B-J B-1-3 ] 8- s-1-7 3 B-]
=M M_ M_M_ ...
MI 2 3
3 .
oh M=ma{(ma_ ) , M., =ma_ ,.m a{ma_ ) etou «. vaut 1 ou 2.
J B-J 1 p-1- J - 1

Ceci définit un ensemble ayant la puissance du continu de suites supérieures 2

Q et commengant par m a,. = Q(O). .. Q(r~1) . En particulier, A commence
J

par a et, pour montrer les inépalités

g-1"
Tk=0 A= da= A,
on va distinguer trois cas

Si k=0 : ona clairement A=A .

i

. N ; ; R
Si k est congrua 0 modulo g et nonnul: alors d A commence par
V .
— - — 1o . N
ma_ . ou m a m a, ou m a{m a ) Tmoa ., avec «a égala 1
o I ¢
B-J B-1-j ] ] B - p-1-] i
ou 2.
— 3 e — o
Or A commence par m a (m aa3 ) et A par m a .ma, , , etllona
J B-J g-1-j j-1

donc bien




86

Si k n'est pas congru a 0 modulo g, il existe deux mots u et v tels
k -~ . - —
ue @ u , m=uv et d A commence par vau oOU va u ou Va. o,
P ] 5o ] S
(S gl

alors que A commence par u va, €t A par uva, 1o
Bel-g

I1 suffit alors d appliguer le lemme 3 pour conclure a I'inégalité

e k

A <cd ATA

B - Retour aux F (1)

Soit A un entier supérieur ou égal a 2, on note toujours
- S

F(h) = xe [0,1], vk=0 T-x={ L x}=x)

i

Un nombre  dans L[ 0,1] est dit g-miroir si et seulement si son développe-

. « 413 N .
ment \-adique propre o= 7 (Q(n) /)\n ) est associé a une suite  g-miroir
0
sur l'alphabet {x-T-j, A-j,...,]}= {ao, e aZj-H ) ! pour un j tel que
A-1 :
5 =i=Aa-l

I.- Enoncé du théoreme principal

B R o] +1
THEOREME. - Sgit o un nombre g-miroir, a= 7 (Q(n‘)/'aﬁ ), alors
G
a est dans F (k) si et seulement sile nombre rationnel
-2 y-1 0, o
OLO =(5 Qrsni + Qla-1) ) ( . ) est dans F (i)
0 E a1

Si o est dans F()), alors l'intervalle F()n[o , al est discret dénom-
2t £s5t ¢ans o

brable, plus précisément

F (i) ﬁ[ao,a[ = e’"CLO POy Oy |

ou les . sont des rationnels au développement A -adigue purernent périodique
1

et ol la suite «. croit vers o
; Srolt Vers

Si a estdans F(A), et quel que soit § strictement supérieur a a ,

l'intervalle F(A)N Lo, p ] a2 la puissance du continu.

Ce théoreme résulte immédiatement de la proposition .2 et du théoreme [II.1

du A .
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-

N . . r .
Remarques. - 1) D'apres la conjecture énoncée dans L 3] et gul n'est que
partiellement démontrée dans [9] (voir aussi [10] et [ 5] i, les nombres
-miroirs sont transcendants puisque leurs décimales sont engendrées par auto-
jd &

mates finis, et non ultimement périodiques.

2) Nous ne savons démontrer la densité des nombres rationnels de F(A) dans
F(A) que pour A égald 2, mais nous conjecturons que le résultat subsiste

pour tout x entier.

3) En revanche, la situation est moins claire pour la généralisation de la
structure fractale de F(2), la proposition ci-dessous donne un autre résultat

"d'emboftement' pour les F(i).

II. - Une proposition d' "emboftement' des F (i)

PROPOSITION. - a) Si u estune puissance entiere de L , on a l'inclusion

F(h) o Fu)

b) Si A et u sont deux entiers de mé&me parité tels que A<y, alors

F(u) contient un sous-ensemble isomorphe a F(ki) en tant qu'ensemble ordonné.

ILe a) est trivial.

Pour montrer le b} il suffit de le prouver pour le cas o H=A+2 .

Pour cela on écrit

; ] +
F(h+2)= U (F(~ [ ,J} Lyurty,
2

et on note G le sous-ensemble :

. ) jt+1 ‘ )
G = L;) N}{F()\%‘Z ‘[J_MMZ’WZ[ SERR
_—

D'apres la proposition 1.2 du A, chacune des parties F(i +2)7] 12 h iz
j-1 _L[
Ao )

est isomorphe en tant qu'ensemble ordonné a Fon
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En '"recollant!' convenablement ces isomorphismes, on obtient un isomorphisme
d'ensemble ordonné entre G et

-1

U (roynlE

AH T hoTA TA1l T
5 =)= 5 =j=A-l

c'est-a-dire F(1).

Conclusion

Nous avons pu démontrer, en génralisant la notion de suite g-miroir, gqu'un
certain nombre des curieuses propriétés de F(2) sont aussi vraies pour les

F(h) ot A estun entier.

En revanche, nous ne savons rien dire des F()) lorsque A est réel quel~
conque, il semble pourtant raisonnable d'espérer des résultats du mé&me type

lorsque A estun nombre de Pisot.

Une autre question intéressante est la suivante : 1'étude de F(2) montre
que le nombre de Thue-Morse est le plus petit point dtaccumulation de F(2),
ce qui donne une définition arithmétique de ce nombre. Peut-on caractériser
de 1a méme maniere une classe de suites automatiques comme points extrémaux
de certains ensembles ? (ce qui ajouterait une quatrieme caractérisation aux

trois données dans [3] et rappelées dans l'introduction de la premigre partie de

ce travaill).

Nous avons seulement obtenu deux résultats dans cette voie pour le moment

N N
1) Identifions {0,1} et (Z/27%) , ce qui permet de munir l'ensemble

des suites binaires d'une addition ; remarquons que d(A+B) est égal a

dA +dB et posons

N - kL j .
b oeracro 11 vk=0 , A=d (o daysay,
J : Oy ]
JE
o J estun ensemble fini ( I’ correspond au cas J= f0}), alorssi A est

dans ©_ et strictement inférieure 3 L (ol 01, estla suite de Thue-Morse),

A est nécessairement ultimement périodique.
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2) Soit a un entier, et soit

L= {X{}[O,T] ;o V=0 lex<<{az2 x
alors si x est dans f et stricternent inférieur au nombre { de Thue-Morse,

x est nécessairement rationnel.

Enfin, pour des résultats d'un type assez différent sur la répartition des suites

{akx} , on pourra se reporter & [11].
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QUATRIEME PARTIE

OSCILLATIONS TEMPORELLES D'UN AUTOMATE CELILULAIRE







Introduction

Commengons par rappeler les regles du céle

exemple [Ber]) :
On considere un quadrillage régulier du plan, chaque carré élémentaire est

&

appelé "cellule', et une cellule peut &tre "'vivante' ou "morte'. Au départ,

pa—

instant 0 ou génération 0 ), il v a un nombre fini de cellules vivantes ; on passe
g y

ensuite d'une génération a la génération suivante grice a la regle de transition
décrite ci-dessous
- appelons voisines de la cellule ¢ les huit cellules qui ont un somrnet ou un

cBté commun avec ©

t est vivante 3 l'instant

- regle de ""maissance'' :une cellule morte a 1'inst
t+1 si et seulement si trois exactement de ses huit voisines sont vivantes al'ins-
tant t;

- regle de "mort par surpopulation'' : une cellule vivante 4 l'instant t, et qui

a quatre voisines ou plus vivantes & l'instant t , est morte a linstant t+1

- regle de "mort par isolement® : une cellule vivante a I'instant t, et qui a

2éro ou une de ses voisines vivante & llinstant t, est morte a l'instant [

- en dehors de ces cas, une cellule vivante (respec‘civer‘nent morte) & l'instant

t reste vivante (respectivement morte) a l'instant t+1 .
On peut alors se poser par exemple les questions suivantes

- une configuration initiale étant donnée, comment va-t-elle évoluer dans le
temps ? {autoreproduction, mort de toutes les cellules aprés un certaln temps,

modifications de la forme génmétrique de la population.. . ).
- Existe-t-il une configuration initiale telle que le nomb:e d'individus dans les
-~ e : . . "
générations successives soit non borné ?
- Existe-t-il des configurations sans antécédent ? (une telle configuration est
\

appelée "Jardin d'Eden'. . . ).

# Les résultats cités dans cette partie sont extraits d'un travail avec
Christine Reder (voir [A11]).
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Un tel objet est appelé automate cellulaire (on parle aussi de ""réseaux d'auto-
mates'', de ''meural networks', de "tesselation automata', ''tesselation structures',

"iterative circuit computers'). A l'origine de cette notion se trouvent deux types

de questions

- il semble, intuitivement ou dans la pratique, qu'un - ''robot' en fabriguant
d'autres, ne puisse fabriquer que des robats de ''complexité' moindre, Est-il
possible de ne pas perdre en complexité ? Autrement dit, peut-on imaginer des
robots qui puissent s'autoreproduire ? John von Neumann répondit positivement a

cette question en construisant un modele mathématique du type "automate cellulaire"
g { yp

(voir LtNeul et [Bur]) ;

- peut-on modéliser certains phénomenes chimiques ou biologiques autrement

que par des systemes d'équations aux dérivées partielles (pour lesquels on ne
sait démontrer le plus souvent que peu de résultats) en introduisant des modeles

discrets par exemple ? (voir [ Win] et 1'abondante bibliographie qu'il contient),

Nous ne donnerons pas ici de définition générale de la notion d'autornate cel-

lulaire (voir par exemple [Arb], [:Bur], [Cod], [Rob]), nous nous proposens

seulement d'étudier 1'automate cellulaire introduit par Greenberg et Hastings

(voir [Gre 1], [ Gre 2], [ Gre 3], [Cip]) . cet automate est un mécanisme de
diffusion-réaction en milieu excitable, au méme titre que certains phénomenes
concrets propagation de l'influx nerveux, réaction chimique oscillante de Belouzov-
Zhabotinski-Zatkin), ou que certains objets mathématiques (systemes de réaction-
diffusion du type Hodgkin-Huxley ou Fitz Hugh-Nagumo) ; pour ces questions

nous renvoyons le lecteur 3 [Win] par exemple.

Nous allons étudier le comportement temporel de cet automate (pour le comporte-

ment spatio-temporel on pourra se reporter a [Al1 1] et [A1l 2]), grdace a des

outils ala fois combinatoires (graphes) et topologiques ; le détail des démonstrations

est donné dans [A1l 2] .




. R. Acad. Sc. Paris, t. 294 (19 avril 1982) Serie I~ 497

AUTOMATIQUE THEORIQUE. — Période des oscillations d’un automate cellulaire.
Note (*) de Jean-Paual Allouche ct Christine Reder, transmise par Robert Fortet.

Pour une condition initiale 4 support borné, la suite des états d'un borné du plan engendrée par Nautomate
cellutaire ¢tudié ici est périodique ou stationnaire. Nous montrons qu'en général, il 0y a qu'une valeur possible
pour la période et que ce résultat ne subsiste pas dans le cas ou Pautomate aglt sur le tore.

AUTOMATION (THEQRETICAL). Period of the Gscillations of & Cellular Automaton.

For an initial condition with bounded support, the sequence of the siates of a bounded part of the plan generated
by the cellular automaton that we study here, is either periodic or stationary. Except an exceptional case, there
is only one admissible period.  This result does not hold for an automaion defined on the torus.

INTRODUCTION. — L’automate cellulaire que nous étudions ici a été proposé dans [2],
puis [1], [3] et [4], car Cest un modéle simple de générateur de solitons et de « framns de
solitons » qui présente beaucoup d’analogies de comportement avec des équations aux
dérivées particlles du type FizHugh-Nagumo ou des phénoménes concrets comme la
réaction de Belouzov-Zhabotinski (voir [6] par exemple).

Régle du jeu. — Aprés avoir quadrillé le plan P (ou éventuellement le tore), on appelle
traditionnellement cellule chaque carré élémentaire. Une cellule ¢ a quatre vosines
(hachurées sur la figure).

T

On se donne un ensemble d'états

S={0,1,...,e,e+1, ..  N—1] 2).
comprenant ;
Pensemble des états excitateurs : E= {1, ... e}
Pensemble des états réfractaires - R=/{e+1. . . N—1}

I'état neutre : 0.

Si B est un ensemble de cellules du plan, on note S(B) lensemble des états de B clest-
a-dire I'ensemble des applications de B dans 5.

Un autemate cellulaire sur B est unc application de 5(B) dans tui-méme. Celut que nous
considérons (et gue nous noterons #) est défini de la fagon suivante :

Si U est un état de B et ¢ une cellule de B, on posc:

sil<U(@EN=-2: Z(U)(0)=Ul(c)+ i
siU(cy=N-1:2(U)(c)=0;

— si U(c)=0: &si ¢ a au moins une voisine d dans B telle que U(djeE alors
Z(Ui{c)=1, & sinon Z (U {(c)=0.

Etant donné un état U de B appelé état initial on dit que U engendre une structure
vivante si B contient une cellule ¢ telle que la suite {2 "(UY(c))s. n n'est pas identiquement
nulle & partir d’un certain rang; on appelle support de U Pensemble des celiules ¢ de B telles
que U (¢} soit non nul et on dit que ce support est borné §'il ne contient qu'un nombre fini

de cellules.
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Dans cette Note, nous définissons la notion de squelette d’un état U de S(B) (¢est un
graphe partiel du graphe de connexion associc a #). Cetie notion permet de visualiser
certaines proprictés de « continuité discréte » de Pétat U et ainsi de mieux comprendre le
role important joué par la topologie de I'espace des cellules dans le comportement de
Pautomate. Nous utilisons les propriétés du squeletite pour prouver en particulier le
résultat suivant : '

THEOREME. ~ Supposons N supérieur ou égal a 5, e supérieur ou égal a 2. Soit U un état
initial de P a support borné engendrant une siructure vivante. Alors, quelle que soit la
cellule ¢ de P, la suite (#7(U){¢)), . n est périodique de période ™ a partir d’ un certain rang
(P désignant I'automate défini sur P).

Dans {4] i est prouve qu'il existc un entier T tel que les suites (#"(U){¢))n.n sont
périodiques de période T a partir d’un certain rang, mais T peut dépendre de I'état initial
et il n'est donné aucun résultat sur les valeurs admissibles de T.

I. SOUELETTE D'UN ETAT. — Soit U un état de S{B)}, ¢ et d deux cellules de B voisines.
On définit la distance de U{c) a U(d) (ou distance de ¢ et 4 dans U} par :

3(U(e); U(d)=min (JU()~U(d)}; N—|U(c)— U(d)]).

On dira que ¢ et d sont reliées dans U si leur distance dans U est inférieure ou égale 4 ¢,
et plus précisément que ¢ et d sont :
fortement rehiées dans U si: o(U{c) Udy =1,
faiblement reliées dans U st 2<8(U(e); Ud) =e
Dervirion, — On appelle squelette de U le graphe partiel du graphe de connexion de
A ("), bicolorié par les arétes ainst défini : entre deux cellules ¢ et d de B voisines, on
trace :
— une aréte double ¢ =d si ¢ et d sont fortement reliées dans U;
- une aréte simple ¢ —d si ¢ et d sont fatblement reliées dans U.

Provosition 1. — Les squelettes des états #"(U) forment une suite croissante. Plus
précisément, si ¢ et d soni deux cellules de B voisines :
— sielles sont fortement reliées dans %" (U), elles le sont dans %' {U);
si elles sont relides dans B"(U), elles le sont dans %" {U);
de plus, si elles sont faiblement relides dans #"(U), leur distance dans #"* ' {U) est
inférieure ou égale a leur distance dans #°(U).
Pour poursuivre, il pous faut introduire quelques défmitions supplémentaires :
une chaine de cellules est un ensemble ¢q, 01, . . ., ¢, . .. de cellules tel que ¢; et ¢4
sont voisines distinctes pour i dans {0, 1, .. .,n—1, ...} (C’est un chemin dans le graphe
de connexion;
— on dira gu'un ensemble B de cellules du plan est a coupes connexes si son
intersection avec toute ligne ou colonne du plan est counexe. On dira que B est un ¢. c.c
si B est connexe (par chaine) et a coupes connexes;

si B est un ensemble de cellules du plan, on note V(B) I'ensemble constitue des
cellules de B et de leurs voisines au sens large (les voisines au sens large de la cellule ¢ sont

hachurées sur la figure).

c

%%
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La proposition | permet de prouver le résultat suivant

PROPOSITION 2. — Soit N supérieur ou égal a 5, U un état du plan et K son support.

Soit A un c.c.c. contenant ¥V (K). Quel que soit lentier n et la cellule ¢ de A, on a:
(U w ()= (U){0),

o o/ est lautomate défmi sur A, # [auiomate défini sur P, et U a désigne la restriction de

Pétat U de S(P) a A. )

PROPOSITION 3. — Soit U un état initial du plan a support borné. Alors, il existe une
période T telle que, quel que soit le borné B du plan, la suite des restrictions des 2" (U) a B
est périodique de période T a partir dun certain rang. De plus, la suite des squelettes des
P} est constante @ partir dun certain rang.

Remarques. — La proposition 2 permet de justifier des études numériques sur les écrans
(bornés !y d'une console et également de prouver la proposition 3.

Un cas particulier de la proposition 2 et de la proposition 3 ont &té énoncés sous une
forme différente dans [4].

Par abus de langage, on dira dans la suite « périodique » pour « périodique a partir
d'un certain rang ».

2. PERIODES ADMISSIBLES DE LAUTOMATE.

PRELIMINAIRES.

LemMe 1. — Si N est supérieur ou égal a 3, et §'il existe une cellule périodigue de
période N, toute cellule est périodique de période ™.

LemMme 2. — Si U est un état initial du plan a support borné, et si dans le squelette limite
des 2" (U), il existe deux cellules faiblement relides, toute cellule est périodique de période T,

LEMME 3. — Supposons N supérieur ou égal a 5. Soit U un état initial du plan 4 support
borné engendrant une structure vivante. Si le squelette limite des #"(U) ne contient pas
daréte simple, il existe quatre cellules disposées en carré ainsi reliées :

119
120 O Ch . . -
; (¢, el cq sont voisines mais non reliées).

H
i

1

1

i
Cgmm=C3

Pour prouver le lemme 3, on utilise les propriétés des courbes de Jordan du plan pour
construire par « réirécissement » d’une chaine fermée continue d'indice non nul (%) une

chaine fermée ¢g, ¢, « - . Cpo 1, Cp==Co, d’intéricur vide, telle que ¢; et ¢; ¢ sont reliées dans
le squelette Himite (i=0, .. .,p—2), coet ¢,y M Pétant pas. Une telle chaine contient

nécessairement quatre ceflules vérifiant les conclusions du lemme.

RisuLtats. — Cas ez2. — Le théoréme énoncé dans Pintroduction se déduit
immédiatement du lemme 3 quand e est égal 4 2. Quand e est supéricur ou égal 4 3, ce
méme lemme prouve qu'on est dans les hypotheses du lemme 2.

Cas e=1. — Dans ce cas, toujours sous les hypothéses du théoréme, el pour n assez
grand, on peut prouver grace au lemme 3 quil existe au moins une cellule du plan ne
pouvant pas &tre plus de deux fois consécutivement dans P'état 0 dans les 2" (U). Par un
argument topologique de méme nature, on montre que wimporte guelle cellule du plan ne
peut pas étre plus de N-5 fois consécutivement en I'état 0 dans les #"(U). De plus le

97
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nombre de fois ou une cellule passe par I'état | durant un intervalle de longueur la période
ne dépend pas de la cellule.

On a construit des contre-exemples dans les cas N=8 ou 9 qui prouvent gue ces
resultats ne peuvent pas étre améliorés : le nombre de périodes admissibles peut étre trés
grand. Le cas e=1 apparait donc comme parasite et il est surprenant que Virrégularité
observée ne dépende pas du rapport entre e et N, mais de la valeur de ¢, si on considérg
lautomate comme la discrétisation d’un phénoméne continu,

Cas de [automate agissant sur fe tore. — Les résultats précédents sont une conséquence
de la structure topologique du plan. En effet, sur le tore, on montre que quel que soft ¢,
il existe une structure périodique de période T dés que T est égal a N, ou T supéricur ou
¢gal a N+ 1 et divisant la longueur ou la largeur du tore.

Concrusion. — Mous ne nous sommes pas intéressés ici au régime transitoire. On peut
se demander par exemple st pour un automate sur un borné B, on ne pourrait pas obfenir
une meilleure majoration de fa longueur de ce régime gpe le nombre N ¥ des états de B.
De plus, nous ne savons pas quelle est la probabilité d’obtenir une structure vivante ni quel
est le nombre de cycles.

Cette question nous a parue lice 4 un probiéme du type « coloriage de graphe » : &lant
donné un graphe partiel du graphe de connexion de # bicolorié par les arétes, existe-t-i
un ou plusieurs couples (e, Nj et un état U tel que ce graphe soit le squeletic de U7

Enfin, nous nous demandons si ce type d’antomate peut vraiment étre considéré comme
une discrétisation d’'un phénomeéne continu ou 8’1l ne vaut pas micux envisager lui-méme

comme un modele a part entiere.

(") Contrairement i {5} par exemple, nous omettops dans le graphe de connexion les arétes joignant une celiule
a elle-méme.

(*) Une chaine est dite continue si ¢’est un chemin du squelette. L'indice ou nombre de tours d’une chaine
fermée continue se définit de fagon analogue & celui d’une application coptinue d'une courbe fermée du plan dans
le cercle (des états). Pour des définitions précises, on peut se reporter a [4], p. 36.

{*) Remise le 21 septembre 1981, acceptée apres révision le 19 avril 1982,

{1} PO Crrere, € Losry et O REDER, A propos de réactions chimigues oscillantes, Publ. A A1, Bordeaux,
n 7914, octobre 1979,
} . M. GrREENBERG et S. PL HASTINGS, S.LAM., J. Appl. Math., 34, mat 1978.
31 ). M. GRrREENBERG, B, D HassArD et S P HASTINGS, Bull. Amer. Math. Soc., 84, n” 6, novembre 1978
{41 1. M. GreenBERG, C. GREENE et S. P. HASTINGS, S. LA M., J. Alg. Disc. Marh., 1, v 1, mars 1980).
15} F. Rosert, Iérations diserétes | une érude métrique, LI P, Grenoble.
[6] M. L. SMors, Chemical Waves in the Oscillatory Zhabotinskii System: a Transition from Temporal to

Spatio-Temporal Organization, Springer Series in Synergetics, 6.

U E.R. de Mathématiques et Informatique, Université de Bordeaux-1, 33405, Talence Cedex.




Conclusion

On peut obtenir pour cet automate cellulaire d'autres résultats (voir LALL 2]
ou on trouvera aussi.,. beaucoup d’aufres questions), certains d'entre eux peuvenf
Btre généralisés & une classe plus vaste d'automates (voir [Leg]) 3 enfin des
automates cellulaires de type voisin posent des problémes intéressants (voir
[Shi] , [Tch] R [Gol] ). Nous conclurons cependant en revenant 4 des motivations
énoncées au début : est-il possible d'établir un lien entre certaines €quations aux
dérivées partielles et l'automate que nous étudions ? (l'automate comme discréti-
sation d'un modele continu ? l'automate et les idées de l'analyse non standard ?

. 4z B ‘ “r T
etc...). Pour cet aspet de la théorie, nous renvoyons le lecteur a L Tob 1]et

[Lob 2].
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[A111]

[a11 2]

[Arb]

L Ber]

[Rurl

[Cip]

[ Cod]

[ Goil

[Gre 1]
[Gre 2]
[Gre 3]

[Leg]

LLob 1]

[Lob 2]
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CINQUIEME PARTIE

REPARTITION DE LA SUITE DES PUISSANCES

D'UNE SERIE FORMELLE AUTOMATIQUE
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Résumé. - Soit IF un corps fini et soit IF ((X)) l'anneau des séries formelles
sur IF . Si 6 estun élément de IFq((X)), algébrique sur le corps des fractions
rationnelles IF (X), nous montrons que la suite (On) admet une loi logarithmique

de répartition modulo 1, et que la dimension de Hausdorff de 1'ensemble

{{en} : n¢ N} est nulle : en particulier la suite (Gn) n'est pas équirépartie

modulo 1 .

Abstract. - Let H?q be a finite field and IFq((X)) be the ring of formal series
over T . If o belongs to IF ((X)) andis algebraic over the field of rational
q

functions IF (X), we prove that the sequence (BH) admits a logarithmic distri-

bution modulo 1 and that the Hausdorff dimension of the set {{Qn} ;ne N} s
n
equal to zero @ as a corollary the sequence () is not uniformly distributed

modulo one.

Introduction

I'analogie parfois constatée entre des résultats sur les nombres réels et des
résultats sur les éléments de IFq((X)), l'anneau des séries formelles sur un coOrps
fini ¥ , a conduit de nombreux auteurs 3 étudier le probleme de la répartition
modulo 1 dans IF ((X)) , en particulier celui de la répartition modulo 1 des
puissances d'une série formelle, (voir les travaux de L. Carlitz [3], A. Dijksma
[6]. [71, [81, [91, [10], J. H. Hodges [14], [15], [16], B. de Mathan [20],[21].
[22], H. G. Meijer [23] et G. Rhin [24], [25], [26] ; voir aussi le livre de

L. Kuipers et H. Niederreiter [18]1).

On sait que, comme pour le cas réel, pour presque tout § , (au sens de la
mesure de Haar sur le groupe compact IFq((X})/ qu[ X-]] J, la suite (@n) admet
une loi de répartition uniforme modulo 1 . Pour certains  , analogues aux
nombres de Pisot-Vijayaragavan, @n tend vers zéro modulo 1 (voir les travaux
de P. Bateman et A. Duquette [2] et de M. Grandet-Hugot (121, [13], voir aussi

Ce travail est la premiere version d'un article avec Jean-Marc Deshouillers

(C1]).
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l'article de P. Liardet [19]), ce qui implique que la suite (9n) admet une loi de

répartition modulo 1 qui est la mesure de Dirac a l'origine.

En 1979, V. Houndonoubo a démontré que, s1 m et { sont des entiers posi-
£

. . m - I . - s .
tifs, la suite (X +X 7 ) admet une loi de répartition modulo 1 gui est encore

la mesure de Dirac i l'origine (L17]).

Enfin un article de J.-M. Deshouillers, ([4]), étudie completement le cas d'un
§ ''rationnel décimal' (c'est-a-dire pour lequel il existe un entier ¢ tel que

X{; A soit un polynéme) .

Nous nous proposons ici, en reprenant les méthodes de [4] et [5] d'étudier

les séries formelles § algébriques sur IFq[X] . Dans la suite, pour permettre

une présentation plus aisée, on supposera g €gal a 2 (le cas général demande
seulement des notations ennuyeuses et de se souvenir que ]Ifq% est cyclique) .
I.'idée essentielle de [4] est de construire un 2-automate qui permette de cal-
culer un bloc de chiffres de Qn en lisant le nombre n en binaire, nous allons
généraliser cette idée ici (pour une présentation un peu plus simple qui utilise
d'une part un tel automate, d'autre part un automate qui engendre les décimales

de 6§, on pourra se reporter a [1]).

Préliminaires

Si 1 est dans IFZ((X)), on note
k

+eo
n =2 e (T“) X
" 2 k\ i

- OO

ol e1 (n) estnul pour k assez voisin de -«
ay

N
On dit qu'une suite (7 ) de (IFZ((X))) admet une loi de répartition (respective-
n
ment une loi logarithmique de répartition) modulo 1 si, pour tout entier s et

S .
tout élément B de IFZ , la suite

fnceIN; (e (n ), e

' Z(ﬁn} T es<T7n)) - Bj

admet une densité naturelle (respectivement une densité logarithmique). En par-

ticulier, on dit que la suite (r ) est équirépartie modulo 1 si la densité naturelle
n

de l'ensemble

{ne N ; (e (n

-8
existe et vaut 2 pour tout s et tout B de i3

[
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Rappelons enfin que sila densité naturelle d'un ensemble A existe, il en est de
meéme de la densité logarithmique de A , mais que la réciproque est fausse et que

si les deux densités existent, elles sont égales, (ol la densité naturelle de A

. 1 p . . .

est lim 2 1 et la densité logarithmique lim ‘1")
neA neA

I. - Existence d'une loi logarithmique de répartition

THEOREME 1.- Soit & un &lément de IFZ((X)) algébrique sur EZ(X), alors

n
() admet une loi logarithmique de répartition.

Pour démontrer ce théoreme nous allons prouver trois propositions qui per-

mettent de généraliser les démonstrations de [4] et [5].

PROPOSITION 1. - Soit § dans IE’Z((X)), algébrique sur IFZ(X), de degré w,

alors il existe A bl""’bw dans IFZ(X) tels que :
2w+1 w 21
=% al(X) B J
j=1 J
6= 5 b.(X) e
j:l J

En effet, notons provisoirement IF (X)=K ; K(g) est de dimension w sur K,

2
2 4 2
il suffit donc de prouver que § , 0 ,..., § Y estun systéeme libre sur K .

Supposons que % x.(X) 8
1

)\j(X):p,(XZ)nLqu(XZ) ou les pj et q. sont dans IFZEX] .
J J

=0, oules ). sont dans IFZ[X], et posons

On a donc :
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Il existe alors un entier, que l'on peut supposer pair, T tel que

+ oo
a(X)= 7 oo X4 % g x5
J k=-T J Kk k=T+ J K
L - k
b(X)= 5y X+ m b X,
Jo k=-T I k=T+1 I %
ou a., , , B Y sont dons IF_, et :
J Kk Jnk Ik Is
B. , = B. &
Vicl1,w] "k=T+1 Bk g Tk
& =5

i,k j, Tk

PROPOSITION 2. - Soit 1 =% e (n) X" un élément de JFZ((X)) (e (n) estnul
- T r
pour r assez proche de -» ) ; on pose :
( ki (
m , 8,8 = ¥ e it
n ) 251 Ceont )
(la somme est finie).
a) a.(X)n= % es(aj(X) n) X, avec
J -0 .
- s+ T ( T
7 = + :’T F . 3 - 3 T
e (a,(X) ’)r;fTo‘J,w et 2 B pap (nosoms T)

et un résultat analogue pour b (X)n
J

b) Soit u dans Z et v:[‘:Tll‘f], alors

-V
si u>0: n’}(n,quvT, T)=m{(n,u, T) Mk;} euﬁkT<m )
v-1
si u<0 : m(n,u+vT, T)=m(n,u,T)+ = e . (0
k=0 u+t+kT
lLes démonstrations sont immédiates.
Soit alors @ = % es(@) x° algébrique sur ]FZ((X}), de degré w .
Pour ) dans ]N*, on note
Zw1) )y +1 2w+1)a+1 2
M(x) = (m(G( WAL ri Ty, m(@< P o Ty m,(@( WML 1y,
2wt 1)y (h+1 2w+l (A+1
.,m(e< w1 ),—TH I A m(8< W ),O,T))




(Zw+1)x+1
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(2w+1)A+1

B{;()\)?<e_rf+]<e )"" e&_T<e ):~--)
(2w+1)(A+1) (2w+1)(W+1)
5} 0 /
»T+}<U }w---e{wT(u ))
T(2w+ i
M(X) est dans [k (2w1) et B (k) dans }F&(ZW 1)
2 L 2
On peut alors énoncer la proposition fondamentale
PROPOSITION 3. - Scit L un entier fixé, supérieur ou égala 2T, alors il
. . . (2w+1) T (2w+1) L o
existe deux applications o et 1, de IFZ 5 IFZ dans lui-méme,
telles que :
g (M(n), B, ()= (M(2h), B (2x))
(MO, BL(}\ )y = (M(20+1), BI (2x+1)).

I.'idée est la suivante :

2w+1)20+2
implique celle de 6< wil) 2 e

(2 e (m)X) =7

-0

2r

A partir des puilssances paires de §

propositions 1 et 2,

la connaissance de

r(Zv\m-f)(ZM};)

G(ZWH)x +1 L 6(2w+1 ) (A +1)

, puisque

i
W

écrites ci-dessus, et en utilisant les

on peut calculer les puissances impailres de §

2wt w i
d'une part 1'égalité © wil v oa (X) 82‘] implique
j=1 J
2w+ 1Y (2A+1)+2k w 2i+2xa (2w+1)+2k
j=1
2wt 1) (23+1)+2k
d'ou le calcul de @( W )< AT pour k dans Co,wl ;
Ry hd 2j . :
d'autre part 1'égalité 6 :.}’j’] bi(X) 0 implique
J= /
2wt1)2x+2kt w 23+ 2k +20 (2w
S B2 W (2IR B
=1
2w+1) 2x+2k+1
d'ou le calcul de 6( wil) 2h+zk pour k dans [o,w)].

Détaillons le calcul qui permet de construire T ,

fectuant de maniere analogue.

s'ef-

la construction de ©
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u

A - Calculde m(g ,s,T) ou ucl[(2w+1)(2x+1)+1, (2w+1)(2x+2)]; sec[-T+1,

Premier cas : u pair

Alors u=2x ou X§[<2W+I)}\+W+] , (2w+1y(+1) ]

2x } Zx
: (n
{/ S%’,T

est impair (se souvenir que T est pair)

o* _ :
S/Z—PT/Z ) 81 s est pair.
On écrit alors
k: (5= % (554 = (6™
e ’ - 5 - . e - o} p 7. /
PERSVEEL Ve IMFYERE S Y PN IS SR VA
x
0
es/Z—T/Z(”

x x s-T bl
=m(8", s/2, T)+m(e", > ,THGS/Z_T/Z(G )

et on remarque que ces quantités sont connues dés lors que M(L) et BL(M

sont connues,

Deuxieme cas : u impair

Alors u = (2wt+1)+2y ou yel1+(2w+1)x , w+(2w+1)i 1.

u to 2wHl42y
m(g ,s, T)= ¥ e B .
( ) g s-{,T( )
1+ 2(j+
Comme 2¥ 142y _ ¥ sy (2Gty)
j=1 J
. (2WHIH2y W s-ATHT (520+y),
s-¢T j=1 r=si2T-T j,s-4T-r r
w 7T
Fuon . 620 oo T
j=1 n=1 n+t
d'ou N
u

avec

W {0 s-L T+T 2(
j=1 4=1 r=s-2T-T J»8-4 r r
et
W oo T 3
S. = ‘j F‘ zn(’l (J Y),S LT en, T)

0]
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Commencons par S]

Za Q. . e ;
1521 21 gs-T J.a s-2T-q )
w T +oo 254
= oa. T e T (6 (3 y))
21 q=-1 19 =1 S7t1-d
q=s(2)
W T oo ‘+
5 1 J Y
=5 A Q. 5
j=1 g=-T -4 {,/:1 (S-q)/Z%T/Z( )
q=s(2)
On écrit alors
+oo . }oo i
Ty - ity
% e (¢’ Soe 6
221 (s-q)/2-1T/2 e (S-q)/2~£T( )
4o sy
Jjty
oo e 6
=1 <:~s~q>/2~<2&~1>T/2< )

ity s~ j+ s-q+T
=m(g), B ) em(e? Y, LT
. .
On calcule m(@J v ‘EZ"'S“, T) en utilisant la proposition 2 b)
5-9
>0,
2 >

si

soit v:[gz;fs“] , alors

Sy _ 4 _ -
m(e.] Y, §—2—9’T):m<@J y’ »S,Z_.g._% VT, T)—i—

. jty
e (e
k=1 (S”q) /2~kT )
On re 229, . [ ) ]
marque que 5 +vT est dans -T+1, 0 et que, pour
k=1,2,...,-v, *Sz:"g~kT est dans [ -T+1, ~T/2] , donc m(@ﬁy , *‘S"Z:“g‘" ,T) se

calcule a partir de M(}) et BL(X/Z) .

- g - - - 4 -
si E‘é‘g*ii(), comme qu- Tg] T, d'ou ‘S’*Z”g‘:?i—Tle, m(@J y,—s—:‘g‘ ,T)

2
figure dans M(A ).

i+ i T

On calcule pareillement m(e? Y, E“‘%"“‘ , T)
-q+T -s5+g~T

S1 §“,§“’>O , soit v :[”‘?‘5’%’*‘] , alors :

j s-qt” j+ -q+
m(e”y,ifi,m: mml\/’_@_«fwlwrr,m

.._V v
+ '\"j e/ M (M}%ﬂy
=1 l5-q+T)/2-kT

).
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~a+T
On remarque que S ZO +vT est dans [-T+1, 0] et que, si k=1,2,...,-v,
s-q+T 1+ ~g+T
> -kT estdans [-T+1, 0], donc m(@‘} 7 - > ,T) se calcule apartir

de M(x) et BL(X),,

-q+T s-q+T_-T+1+T-T j+ -q+T
si At oy comme —F—2 ~ .1, m(g)Y, == 1)
2 2 2 2
figure dans M(}).
Passons alors a SZ :
W T +oo 203+
S, = 3% L B SENELANAS S N S T
2 j=1 n=1 j,ntT £=1
o et 2(jty) .
On s'intéresse donc aux sommes 7 i (6 "), ou s est

2 e -
(=1 ¢'=1 s~ T-n-271
dans [-T+1, 0] et n dans [],T].

Si s-n est impair, une telle somme double est nulle, si s-n est pair, elle vaut :

+§i° g e (6j+y)
o )
121 =1 (5-m)/2-0T/2-4"T/2
ce qui s'écrit aussi
oo ,
Jty
> ( b3 1) e . (e
vl Cpp=1 (s-m)/2-rT/2 )
LT
Comme 5 . 1 = r-1 = 0 s1 r est impajr
’6/3’& :::»1 ] . R
51 r est pair,
L+L =1
la somme qui nous intéresse vaut donc
e ity jty s-n
> ) fo —— T
=1 “(s-n) /2~rT(6 ) =m(6 > 2 )

Cette quantité est connue dés qu'on connaft ML) et BL(U d'apres le calcul fait

pour S. (remplacer qcl-T, T] par n qui appartient a [1,7]).

1
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B - Calcul de eS(Gu}, ou ucl(2wt1)(2a+1)+1, (2w+1)(2x+2)]; scl-T+1, L-T]

Premier cas : 41 palr

Alors u = 2x ol x estdans [(2wil)a+w+1, (2wtl)(x+1)]

0 si s estimpair

e (67) = x . ‘
s eS/Z(C ) si s estpair.

La connaissance de B, () permet donc de calculer les es(eu)

Deuxierme cas : u lmpair

Alors u = 2w+ 1+2y ou y estdans [2w+1)A+1, (2W+1)K+W].

w 2(j+
GU. - z’ a(X) 6 (J Y) ,
j=1 ]
d'ou
ua
=S5, 4S8,
e (8= 5,15,
ou -
w s+ .
2(3+
S,= % % o e (62UMY))
j=1 r=s-T J>S5°F% T
et
T )
2(j+
s = 7 (6 U)o 1)

Commencons par S,
)

201+
S3 ne dépend que des e (6 (] Y)) o r est dans L[s-T, s+T]
: r

0 si r est impair

)

e (8 )= 4
r er/Z (8

si r estpair.

1. .
On remarque alors que r/2 appartient & [-T+1, “Z:I qui est inclus dans
[-T+1, L-T] puisque L. est supérieur ou égal a 27T ; S% se calcule donc a

partir de BL(/\}.

Calculons alors S

4 .

ts 4 —;;oo AZJ—‘LZY N
On s'intéresse aux sommes > e (@ ) ou n est dans [1, T].
g=+1 s-n-2 T
Si s-n est impair, une telle somme vaut 0 : si s-n est pair, elle vaut
1 Ty : > '
(6 ) et il suffit alors de se reporter aux calculs faits

L e .
pih1 (sen)/2-4T/2
pour S} (remplacer g qui décrit [-T,T] par n quidécrit [1,T]) pour

conclure que 54 se calcule & partir de M(x) et BL(X}.
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Nous sommes alors en mesure de démontrer le théoreme 1.

2wt
Soient CI’ e CU , ou U= Z( w1 (L+T) les éléments de
T(2w+1) L(2w+1) ) . :
IFZ % IFZ rangés dans l'ordre lexicographique.
On note
( 0 C t >
si (Cv) £ C. e c(cv;;f C.
1 si of(C )=¢C et ©(C )=C
v 193 % u
fu,v 1 si olC)=C et T(C)#C
\'4 u \4 u
151 ¢g(C)#C et t(C)=C
\ v u ' u
Soit A la matrice (a ) , élément de 7__(C).
u, v 8)

Si u est dans [1,U] ; et k dans [O,ZK], on note

M) =C ]

2
a = - ;
Lo Tre N s (MO, B N
et

N(u,K,k,j):-le:” Card{xeaum[23+k2J"K, 2 ka2 L

2
ou j>»>K .

On se convainc alors facilement des résultats suivants :

L.a matrice A est stochastique, c'est-a-dire a coefficients réels positifs ou

nuls et telle que la somme des éléments de chaque colonne vaille 1 .

Quels que soient K, k, j avec j>K , ona:

- ~ sy

N(1, K, k, j+1) N(1, K, k,j

e

N(U, K, k, j+1) N(U, K, k, j)

- il b

-t

L.a suite @ admet une densité logarithmique si et seulement si la limite
u
suivante existe

1

s 5 N(u , K, k, j) ;

lim lim 24 K
=j<J 0%k ZK 2 +k

1
Koate J 4 T K

(si cette limite vaut « , la densité logarithmique de Giu vaut o /Log 2).
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Comme A est stochastique, ses valeurs propres sont de module inférieur ou

galda 1 et ses valeurs propres de module 1 sont des racines de l'unité,

(€N

(voir [11]).

Il existe donc R tel que, quels que solient uw,K,k, r, avec r dans [0, R[ ,

la limite lorsque n tend vers +eo de N(u, K, k,nR+r) existe.

Soit 1 R‘}
L{u, K, k)= by lim N(u,K,k,nR+r),
Ror=0 noa+e

i

alors la limite de —— )X YK N(u, K, k, j) existe et vaut
I og<i<r osk<2 K
i
= > IJ
LK L xR (u, K, k).

Ok 2 27 +k

1;..&

De la relation évidente N{u, K, k, j) = (N{u, K+1, 2k, j)+N(u, K+1, 2k+1, j)).

2
on tire L{u,K, k):lz“(L(u, K+1,2k)+ L{(u, K+1, 2k+ 1)) ; donc LK vérifie
L =L+ 7 ( L - 1 L{u, K+1, 2k+1
Kl K K ' K+1 K1, T )

Ok« 2 2 +2k+1 2 + 2k

d'on

101 . L(u, K+1, 2k+1)

L -L |==-— %
K+l "KIT 4 K g of < ’
2 0=k=2 25
d'ou I
1 . -L_|= Lo
K+l K'T K2

On en déduit que la suite L., est de Cauchy et donc que la suite 0 admet une
: u

densité logarithmique.

Comme une réunion finie de suites disjointes admettant chacune une densité loga-
rithmique admet une densité logarithmique, on en déduit que, pour chaque B

dans IFS pour chaque j dans [1 s Zw+]], la suite des X tels que

2 ¥
(eT(@(ZWH)Hj L ,es(e(ZWHM”) -

admet une densité logarithmique.

Il est alors facile d'en conclure que la suite des 1 tels que

A
(81(6 ) es(@ ))= B admet aussi une densité logarithmique, et le théoreme 1

est démontré.
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-

IT. - Dimension de Hausdorff de 1'ensemble {Gn} ; ne INJ

THEOREME 2.~ Soit ¢ un élément de ]FZ((X)) algébrigue sur IFZ(X}, alors

l'ensemble {{ en}} ; nc N} est de dimension de Hausdorff nulle ; en particulier

n
(6) n'est pas équirépartie modulo 1 .

Pour démontrer ce théoreme, nous allons d'abord prouver une proposition qui

généralise la proposition 1

PROPOSITION 4. - Soit § dans IF_((X)), algébrique sur IFZ(X), de degré w ;

2
soit x un entier supérieur ou égal a 1, alors :
2*  2.2% 3.2% w. 2"
fe ., 8 > B seees B }

est une base de ]FZ(X}(@) sur IFZ(X}.

En effet, soit K = ]FZ(X}, la démonstration de la proposition 1 établit que

2
K(8)=K(6 ), d'ou en itérant

X
2 4 2
K(g)=K(p )=K(g )=...=K(8 )
Notons alors pour n = 7 er(n) X' dans IFZ((X)), S dans Z, L=1,
B(n,S, L) = (es+1(ﬂ) e eS+L(n)) ,  élément de IFZ ; nous allons montrer qu'il

n'y a ''pas beaucoup de blocs" B(em, S, L) lorsque § estalgébrique

PROPOSITION 5. - Soit § dans IFZ((X)), algébrique sur IFZ(X), de degré w .

Soit x dans IN% et 1 dans [I,ZX], alors il existe un entier Ti tel que pour
((.L+2Ti}/ZX 14T, ) w
tout L.=1 il existe une application ©. de II:T2 dans IFZ

1

telle que

L
[Be F, ; Jm= m=i(2%), 38cz, B(e" ,S, L)=B}c Im o,
X 1

I.J - -
COROLLAIRE. - Card {Be T, ; Im=0, 3ScZ, B(e™, s, )= B} =2°

L.+2T
e 4

x
2

1 +T) et T=suplT, ; icl1,2"]}
1 V

avec L:XwLw(
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En effet, d apres la proposition 4, il existe aii(X} j=1,2,...,w , des
éléments de ,Eé(X) tels que
x
W 5%,
8= % oa (0677
j=1 1]
d'ou, pour A =0 quelconqgue,
X ble
427K w 27 (5+A
o - % oa (3 8° UMM
j=1 L]
Comme les a. .(X) sont dans Eé(X} pour j=1,2,...,w, il existe un entier T,
3 1
et des élé&ments de D?Z , Qi,j,k,’ Bi,j,r1 tels que
T 1 T teo LT 4n
a (X)= ¥ o X+ T B v X ;
1, ] k=-T. L]k n=1 1L, j,n g=1
d'ou : «
PANGED 27 (j+n s
a. (X) 6 V25 e @ (x U x
]7J S - 5 1?]
avec :
X, 1 +T > I
273+ s AR GRS
e (a. (X) 8 (32 = oL . e (8 (3 })
s' 1, r=g-T i,j,8-r T
x
T + 2 (j+
+ 5B, e (8 (J M)
k-1 Lk oyl §-k-47T
2%(3+1) CFas 1 :
Pour calculer les esky (X) o ) pour sc[S+1,S+L 1, on doit donc con-
i,
be
2705+
naftre les e (8 (3 X)) pour rel[S+1-T, S+1+T ] et les
r -
oo 2%(j+ 2%+
Tooe (a QTA)):In(@ (3 X),s—k, T} pour SQES+],S+L], kel1,7T].

~k~5-1
Or, pour (s,k)el[S+1, S+L]y[1,T], posons V':DEL%“”““*]+},, alors vz0
et S+1-T < s-k-vT < S+1 ; de plus
X X
27(5+2) 7 270+
m (8§ psk, T) = T T (8 )
te 2%
T ) (e (j ))
n=l-v S--k-(VJ’l}T
_ ? <@Z (J"H\))
n=1 s-k-vT-nT
0 27+
+Te (6% U,
n= - S*k“<V+H)T
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autrement dit :

x x
2 .+ !‘v.\
(8 (3 U,s—k, T) = m(@z ‘jH‘),smkwT, T)
v =,
2 G+
221 Csek-T
x
L VARGE:
Ainsi les es(ai j(X) 5 (3 M), pour sc[S+1,S+1.], se calculent a partir des
x ’ x
2% (34 P
er(g U M) pour rel[S+1-T, S+1L+T] et des m(@z <‘}+A))y, T) pour
ye[S+1-T, S+1[ , clest-a-dire yec[S+1-T, s].
27 (j+1)

On remarque alors que er(g )= 0 si v #£0 (ZX) . pour connaftre les

X
5X (51
er(@ ( )\)) pour rel[S+1-T, S+L+T], il suffit donc de connafitre

X

S+I+T  S+1-T L+2T 2
[ - - - ]+ 1= —==4+1 décimales ; quant aux m(f

2 2 2"
pour y ¢ [S+1-T,8], ils représentent T &léments de }FZ , d'olu la construction
((L+2T) /2% +1+T)w

i
de l'application @, B;Z —p IFZ telle que
1

(j+y)
JTy Ly, T)

L
{B@%;JmEOm:anwaJwﬁﬁmeCm%

X pee p.4
20 274 w 27 (54
en ajoutant les a, (X) @ (+1) : 5 A . (X) 8 (3+2)
1,1 j=1 1]

La proposition 5 est établie et le corollaire en résulte immédiatement,

Nous pouvons alors achever la démonstration du théoreme 2

s, L)= B,

il s'agit de prouver que, pour tout £>0, G(L)= Og ((ZHE}L}.

IJ
Soit G{L)= Card ( B¢ EZ ; 9m >0 ; 3Se Z ; B(s

. Log 2
Choisissons x = x(¢) tel que _‘ﬁ_;%__ = Log(l+e), alors, d'apres le corol-

. N . 2
laire a la proposition 5, on a :

t L+2T
G(L)<2 , ob t=xtw(T—+1+T) et T =sup [T, ; 1=i<2™)
2

Mais, par choix de x,

Log(Zt(]+€)“L): t Log2- 1L Log(l+¢)

< x Log 2 + w(% +1+T) Log 2 = C(g)

d'onu :
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Conclusion

Nous venons de prouver en particulier que pour une série formelle automatique
sur un corps fini (voir la premiere partie de ce travail), la suite des puissances
de cette série formelle n'est pas équirépartie modulo 1
Deux questions restent cependant ouvertes

- Quelle est la nature de la mesure de répartition logarithmique dont nous avons

prouvé l'existence ?

- La suite des puissances d'une telle série admet-elle en énéral une {vraie
P g

mesure de répartition ?
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CONCLUSION

Nous espérons avoir montré dans ce travail 1'intérét que présentent les suites
engendrées par automates, tant en théorie des nombres que dans d autres
domaines comme 1'étude de l'itération des fonctions réelles, ou la réalisation de
modeles discrets de phénomenes chimiques ou biologiques. ILes propriétés de ces
suites sont de type '"combinatoire' mais permettent aussi une étude intéressante
d'ensembles continus (ce qui apparait par exemple dans les parties 2 et 3 de ce

travail).

Naturellement nous ne pouvions qu'aborder ici le vaste sujet des liens entre la
théorie des nombres et celle des automates ; nous donnons ci-desscus quelques
références d'articles, récents pour la plupart, et non déja indiqués dans les bi-
bliographies des différentes parties de ce travail, qui contiennent d'autres dévelop-
pements possibles : suites engendrées par automates et objets fractals, suites de

pliage de papier et suites de Rudin-Shapiro, substitutions aléatoires. ..
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Résumé

Mous rmettons en évidence un certain nombre de'liens en

théorie des nombres et celle des automates

- &tude de sous-suites de la suite "somme des chifires
£tude des itérées de cette suite |

. utilisation de suites automatiques particulidres (bapti
g-miroirs) dans le probleme de l'itération des fonctis

modales réelles ;

- étude d'un curieux ensemble de répartition maodulo 1
réels
- propriétés arithmétiques d'un automate cellulaire ;

- répartition module 1 des puissances d'une série for

matigue,
Mots clés

Automates cellulaires : automates finas ; fractals ; 1t
fonctions unimodales : répartition modulo 1 . somme des

transcendanoe,



