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RESUME

Dans le cadre de cette thése nous avons étudié l'implantation des algorithmes de
I'arithmétique "en ligne". En particulier, la réalisation de deux circuits destinés aux applications
exigeant une précision infinie est exposée. En effet, dans de nombreux domaines tels que la
génération de nombres aléatoires, cryptographie, calcul formel, arithmétique exacte, réduction
de fraction en précision infinie, calcul modulaire, traitement d'images..., les opérateurs
classiques manquent d'efficacité. Face a ce type de probleémes, un remede peut étre apporté par
le calculen ligne selon lequel les calculs sont faits en introduisant les opérandes en série chiffre
a chiffre en notation redondante. Nous obtenons ainsi un haut degré de parallélisme et une
précision variable linéairement.

Le premier circuit présenté implante un algorithme de PGCD nommé EUCLIDE offrant,
d'apres les simulations, le meilleur compromis colit matériel/performance. Il donne également
les coefficients de Bezout. Ce circuit est appelé a résoudre les problémes liés au temps de calcul
du PGCD par les méthodes classiques rencontrés dans beaucoup d'applications.

Une deuxie¢me application montre la possibilité de fusionner des opérateurs en ligne afin
d'obtenir un opérateur complexe. L'exemple traité dans cette thése est celui de la distance

euclidienne : Z = YX2 + Y2 utilisée, entre autres, pour la résolution du moindre carré des
systémes linéaires.

Mots-clés

PGCD, PGCD étendu, Notation redondante, Précision infinie, Calcul en ligne, Distance
euclidienne, Conception VLSI






ABSTRACT

In this thesis we have studied the implementation of on-line arithmetic algorithms. In
particular, the design of two VLSI circuits destined for high-precision applications is shown. In
fact, in numerous fields, such as pseudorandom number generation, cryptography, computer
algebra, exact arithmetic, reduction of fractions with infinite precision, modular computing,
image processing..., classical operators are inefficient. A solution to this type of problem can
be provided through on-line arithmetic by which computations are performed by introducing
operands serially digit-by-digit in a redundant notation.

The first circuit presented implements a GCD algorithm known as EUCLIDE providing,
according to simulations, the best hardware cost/performance compromise. It also provides the
Bezout coefficients. This circuit is to be used in order to solve problems related to the classical
GCD method found in"many applications.

A second application shows the possibility of cascading on-line operators in order to build
up new ones. The example reported in this thesis is that of the on-line computation of the

euclidean distance : Z = YX2 + Y2 used, among other things, in the least-square resolution of
linear systems. :

Keywords

GCD, Extended GCD, Redundant notation, High precision, On-line computation, Euclidean
distance, VLSI design
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Introduction

Ce document rend compte de travaux effectuée au sein de 'équipe d'Architecture des
Ordinateurs du laboratoire TIMA. Les préoccupations actuelles de cette équipe de recherche
peuvent se présenter comme suit :

- méthodologies architecturales pour le test avancé des syst¢mes VLSI (ARCHIMEDES),

- conception de circuits "semi-custom" 2 trés haute sécurité (FASED),

- génération de test et de conception en vue de la testabilité,

- intégration a trés grande échelle d'une unité de contrdle pour les systémes de sécurité critique,
- synthése d'architecture pour les systémes intégrés complexes (ASCIS),

- Arithmétique Rapide sur Calculateurs (ARC).

L'équipe Architecture des Ordinateurs compte prés de trente personnes dont douze sont
spécialisées dans le test et la sécurité de fonctionnement, dix en synthése et huit en conception
des circuits intégrés. Cette thése s'est déroulée au sein de I'équipe de conception. Cette équipe a
commencé ses activités de conception par la réalisation de circuits de calcul. Dans le cas du
projet FELIN [COG 87] au cours duquel a été congu un circuit pour le calcul de fonctions
élémentaires usuelles en grande précision qui faisaient défaut aux bibliothéques de calculs
disponibles sur ordinateur. Parmi les fonctions élémentaires de base que calculait le circuit
FELIN, nous pouvons citer : sinus, cosinus, arctangente, exponentielle, logarithme, racine
carrée. D'autres fonctions non primitives ont également été réalisées : xY, 1/x, x2, log,, 1og;0,
sh, ch, th, argth, argch, argsh, arcsin, arccos.

Un deuxie¢me projet a succédé a FELIN : OCAPI (Opérateur de Calcul en Précision Illimitée)
pendant lequel 1'équipe s'est intéressée au calcul de 1'addition, de la soustraction, de la division,
du maximum et du minimum de deux grands nombres (dont la taille peut atteindre 2048 chiffres
binaires) [GHM 89, GUK 91], et aussi de deux nombres en précision infinie. Le terme
"précision infinie" signifie que I'on peut travailler avec autant de bits ou chiffres significatifs
que I'on veut ! La transmission des nombres se fait en série chiffre aprés chiffre. Le calcul se
fait donc en ligne et nous obtenons un chiffre du résultat pour chaque nouveau chiffre des
opérandes. Les avantages des opérateurs en ligne sont reconnus dans le traitement du signal
[GHP 89, GUM 91, GUY 92].

Un troisieme projet : le projet EUCLIDE, auquel j'ai participé, a démarré ensuite. Son but
est la réalisation d'un nouveau circuit pour le calcul du PGCD (Plus Grand Commun Diviseur)
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de deux grands nombres. A ce jour, il n'existe aucun algorithme de PGCD qui ne calcule pas
(au moins implicitement) les coefficients de Bezout [ROC 90] associés. Or, il est essentiel de
construire un circuit pour des entiers de taille finie (inférieur & ng bits) qui accélére le calcul du
PGCD de deux nombres quelconques de n bits. Dans I'état actuel des connaissances, seul le
calcul des coefficients de Bezout et du PGCD permet l'extension de ng a n, grice aux
algorithmes de Schonhage [SCH 71] ou de Lehmer [ROC 90]. Ainsi, le meilleur algorithme
séquentiel connu [SCH 71] permet le calcul du PGCD de deux entiers de n chiffres en
O(nlog2nloglogn) : il est basé sur deux calculs en séquence de PGCD étendu, avec coefficients
" de Bezout, de nombre de n/2 chiffres.

Ce projet vise i couvrir les insuffisances des calculateurs classiques lors du calcul du PGCD
de deux grands nombres. En effet, dans les calculs exacts, prés de 80% du temps de 1'Unité
Centrale (UC) est passé dans un tel calcul [DAR 85]. Face 2 ces difficultés, nous avons pensé a
implanter les algorithmes de calcul du PGCD de grands nombres en matériel et & utiliser par la
suite des circuits intégrés qui seront certainement beaucoup plus rapides que I'exécution de
logiciels spécifiques. Avant l'implantation de ces algorithmes, ces derniers doivent étre simulés
pour pouvoir suivre de prés leur fonctionnement, les modifier et les optimiser du point de vue
performance et cofit en matériel, ce qui est beaucoup plus "souple” a réaliser en programmant
qu'en construisant des circuits dont nous ignorons les performances optimales.

Remarquons que l'on peut penser que le circuit OCAPI, déja réalisé, serait utile pour le
calcul du PGCD en grande précision, mais il faut toutefois rappeler que les entrées de ce circuit
sont introduites en série et que nous obtenons un bit & chaque nombre du résultat par cycle
machine. Par ailleurs également, il faut noter que les algorithmes de calcul du PGCD que nous
allons exposer sont itératifs (EUCLIDE, STEIN, ...) et par suite, les sorties de l'itération i -1
seront les entrées de l'itération i. Il suffit donc d'imaginer le temps pendant lequel nous
attendons 2 chaque itération de I'algorithme pour pouvoir enfin réitérer le processus avec des
nombres de taille 2048 bits !!! C'est en se basant sur ces remarques trés importantes que nous
avons décidé de concevoir un autre circuit, différent dOCAPI, pour calculer le PGCD de deux
entiers. Ce circuit tiendra compte de la dépendance entre les opérandes et les traitera en
paralléle, mais ne donnera un résultat que lorsque toutes les opérandes seront présentes.

Cette thése présente deux opérateurs de calcul en précision illimitée. Le présent document est
organisé en sept chapitres.

Le premier chapitre présente les généralités sur le calcul en précision infinie et la conception
de circuits VLSI.

Le chapitre II présente le projet EUCLIDE. 11 s'agit de I'étude des algorithmes de calcul du
PGCD de deux petits nombres, ceux réalisables par les calculateurs arithmétiques existants, et
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de I'étude des principes du circuit OCAPI pour constater son inefficacité pour le calcul du
PGCD de deux entiers et avoir une idée sur le traitement des grands nombres de taille variant
entre 100 et 2048 bits.

Le chapitre III présente le développement des algorithmes. Il s'agit de la modification des
algorithmes déja existants, de leur adaptation aux grands nombres et de leur optimisation.

Le chapitre IV présente I'architecture. Il s'agit de réaliser une architecture pour chacune des
approches et variantes d'une méme approche algorithmique.

Le chapitre V présente la simulation et le choix de I'approche a implanter. 11 s'agit de la
simulation des différentes approches, donc des différents circuits, I'étude de leur complexité
(performances et cofit en matériel), de leur comparaison et du choix de la meilleure approche a
implanter.

Le chapitre VI présente la conception du circuit réalisant 1'algorithme du PGCD [BGK 91,
BGR 90, BGU 92, GUY 91], constitué de quatre parties, une partie opérative 128 bits utilisant
une notation redondante, une partie opérative 4 bits ou téte utilisant une notation complément 4
deux, une partie opérative 12 bits et une pile LIFO pour stocker les opérations de calcul du
PGCD. La premicre est réalisée en dessin au micron afin d'obtenir une grande densité, alors
que les trois derni¢res sont réalisées a partir de cellules standard de la bibliothéque ES2.

Cette méme démarche nous a également servi & concevoir un nouveau circuit [BGW 92,
BGW 93], décrit dans le dernier chapitre. Les algorithmes des opérateurs en ligne pour la
multiplication, le carré, la division et la racine carrée présentés dans [GHM 89, GUK 91]
peuvent €tre enchainés en un seul bloc pour calculer en ligne la distance euclidienne :
Z = VX2 + Y2 utilisant la notation redondante. Cela entrainerait un faible temps de propagation
et une réduction de 20% en nombre de transistors par rapport a ceux réalisés avec les opérateurs
en ligne séparés. L'opérateur de la distance euclidienne peut servir 2 la résolution du moindre
carré des systemes linéaires tel que le filtre de Kalman [STC 90]. L'effort de conception
concernant ce circuit est divisé en trois parties. La premiére partie résume le travail effectué pour
développer, vérifier et modifier I'algorithme qui contient la base de la structure de l'opérateur.
Dans la deuxiéme partie, les circuits de I'opérateur seront développés et simulés. La derniére
portera sur la conception proprement dite d'un circuit de l'opérateur composé d'une partie
opérative 32 bits dessin€e au micron et d'une partie contrdle réalisée A partir de cellules standard
de la bibliotheque ES2.
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L.1. CALCUL EN PRECISION INFINIE

1.1.1. Introduction

Dans certains domaines, tels que la cryptographie, I'intelligence artificielle (Prolog 3), la
conception assistée par ordinateur, le calcul formel, le calcul modulaire, la génération de
nombres aléatoires, etc..., le besoin de calculs exacts se fait sentir. Le calcul exact, c'est  dire
sans troncature, entraine un accroissement rapide du nombre de chiffres significatifs a chaque
opération.

Cependant, les processeurs qui existent actuellement travaillent en général suivant le format
IEEE 754, avec des nombres limités & 23 bits ou & 52 bits de mantisse respectivement pour le
format court et le format étendu. En utilisant ces processeurs pour le calcul en trés grande
précision, les temps de calculs deviennent trés importants 3 cause de la propagation de retenue
qui empeche de parall€liser les calculs. Dans ce cas, il est nécessaire d'utiliser un autre systéme,
une autre méthode pour améliorer la vitesse de calcul.

Un moyen pour résoudre ce probléme est d'utiliser des représentations redondantes des
nombres car celles-ci évitent la propagation de retenues lors des additions. Avizienis, en 1961
[AVI 61], a proposé une représentation redondante des nombres pour I'arithmétique paralléle.
Aujourd'hui, quelques algorithmes de calculs basés sur ces représentations redondantes ont été
développés. Les grands nombres ne peuvent étre transmis qu'en série, chiffre a chiffre (chaque
chiffre est représenté sur un certain nombres) car les transmettre en paralléle exigerait un
nombre de connexions trop importante. Parmi ceux-ci, on peut citer les algorithmes en ligne
(on-line) de division et multiplication introduits par M.D. Ercegovac et K.S. Trivedi [ERT 77].
Plus récemment, en juin 1989, le groupe de conception des circuits intégrés au laboratoire
TIMA de Grenoble [GHM 89, GUK 91] a congu un opérateur d'addition, de soustraction, de
multiplication, de calcul du maximum et du minimum de deux grands nombres et qui se base
sur les algorithmes en ligne appelés OCAPI.

Cet effort s'est poursuivi par la conception de deux nouveaux circuits, EUCLIDE pour le
calcul du PGCD de deux entiers [BGR 90, BGK 91, GUY 91, BGU 92] et la distance
euclidienne en ligne [BGW 92, BGW 93]. Plusieurs domaines exigent ces calculs en précision
infinie.

LL2. Principes de la représentation redondante des nombres

11 s'agit 1a d'une classe de systémes d'écriture des nombres qui englobe la notation usuelle
de position. Pour la présenter, nous allons nous intéresser a 1'écriture en base B de nombres
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entiers avec des chiffres n'appartenant pas forcément a {0, 1, ..., B-1}. Nous convenons de
noter les chiffres négatifs 2 l'aide d'une barre, afin d'éviter tout risque de confusion entre le
signe "-" de I'écriture des nombres négatifs et le signe "-" de la soustraction. Par exemple, si
nous avons choisi d'écrire en base 10 avec cing chiffres appartenant a :

nous pourrons écrire,
14610 = (05410)10

puisque,

5.103 + (- 4).102 + 1.101 + 0.100=4610
De méme,

9999= (10001)10

puisque,
1.104 + (- 1).100=9999

Cette représentation permet d'effectuer des additions exemptes de toute propagation de
retenue, c'est A dire en un temps indépendant de la taille du nombre redondant. Nous allons
présenter maintenant l'algorithme d'addition pour les nombres €crits dans un systéme redondant
(chiffres signés). Soit D, un nombre redondant en base B, défini comme suit :

n-1
D=YdB! Vidje(-m,..0,m}
i=0
avec,
me {B+1)/2,B-1} si B est impair
me {(B+2)/2,B-1} si B est pair

L'algorithme présenté par Avizienis [AVI 61], ne permet I'opération d'addition de nombres
écrits dans un tel systtme que dans I'hypothése o la base est supérieure a 2, puisque la
condition exigée est :

m<B-1
2m 2 B+1

1l est évident que la deuxiéme condition n'est pas satisfaite pour B=2etm = 1.
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La base choisie dans notre application est B = 2. Les algorithmes présentés dans [CYR 78]
et [HOP 85], donnent dans ce cas la solution. La description suivante, celle de [CYR 78], citée
aussi dans [MUL 89], est beaucoup plus facile & implanter que celle proposée par Avizienis.
Supposons que nous désirons additionner deux nombres A et B qui s'écrivent respectivement
[an-125-2...20]cs2 et [bn-1bn-2...bolcs2 dans la notation "chiffres signés” en base 2, et
considérons des quantités C = [cp.1Cp.2...C0olcs2 €t S = [Sn.15n-2..-S0lcs2, définies de maniére
non unique par :

aj+bj=2ci+s; avec cetsie {1,0, 1)
I1 est évident que la somme de A et B est égale 4 2C + S. La somme écrite en "chiffres
signés” sous la forme Z = [zyzp1...Zp]cs2 S'obtient en effectuant pour tout i :
zi=s;+Ci.1, aveclesconventions s;=c;1=0
Pour que les valeurs de z; appartiennent a { 1, 0, 1} il suffit que :

(s ci) e {(1, 1), (1, 1)}
La table d'addition suivante montre comment choisir les valeurs de c; et s; pour obtenir les
valeurs de z; adéquates.

aj bj condition Si Ci
0 0 aucune 0 0
1 1 aucune 0| o0
1 1 aucune 01]0
1 1 aucune 0 1
1 1 aucune 0|1
1 0 ai.1+b.1>0 1 1

3;.1+b;.1 <0 1 0
0 1 ai.1 +b.1 >0 1 1

ai.1 +bi.1 <0 1 0
T 0 aj.1 + bi-l >0 I 0

a;.1 +bi.1£0 1 1
0 1 ai.1+b.1>0 1 0

ai.1 +b.1 <0 1 1

Table 1.1 : Addition en binaire redondant ou en "chiffres signés"
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Puisque le calcul des couples (Ci, si) nécessite seulement la connaissance de aj.i, bi-1, aj et
b;, ce calcul peut se faire de maniére totalement paralléle, sans aucune propagation de retenue, et
en temps indépendant de la taille des opérandes.

L'exemple suivant montre 1'addition des nombres 179 et 105 écrits en "chiffres signés"” :

[110T010TI]cs2 A (=179)
[10T1T01Tks B (= 105)
+
01 ToTT10 S = 22
1000010T C = 131
101Too0ToO0O Z =284 =179 + 105 =22 + 2x131

Comme nous travaillons avec des chiffres dans { 1, 0, 1}, chaque chiffre est codé sur deux
bits (le premier pour le bit positif et le deuxiéme pour le bit négatif). Lorsque nous additionnons
ces deux bits en tenant compte de leur signe, nous récupérons une valeur en nombre
redondant), d'oti le codage adopté :

1 est codé 10
Oestcodé 00ou 11

1 est codé 01

Un exemple de circuit pour illustrer I'intérét du systéme redondant pour le calcul en grande
précision est présenté dans le paragraphe suivant.

I1.3. Etude d'un exemple d'opérateur de calcul en précision illimitée :
circuits OCAPI

1l s'agit du projet d'un opérateur de calcul d'addition, de division, de soustraction et de
multiplication en grande précision. Il consiste  regrouper jusqua 16 boitiers OCAPI sur une
carte, contrdlée par un transputer comme l'indique la figure L1.
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e —Y
(—-\g - 8 Eg____‘-
INMOS =5 3 28 [&8—
T80 Eexy g2 ESA|L
Controleur _',\,6(?N

Vers hote Bus de configuration (16 bits)
Figure I.1 : carte OCAPI

Avec les opérateurs en ligne, nous pouvons exécuter simultanément des opérations
dépendantes qui, avec des opérateurs ordinaires, devraient s'exécuter séquentiellement. Notons
que deux opérations ne sont dépendantes que si le résultat de 1'une est opérande de l'autre.

Un boitier OCAPI est en fait un tableau de 2048 opérateurs élémentaires configurables pour
l'addition, la soustraction, la multiplication et la division. La figure 1.2 représente l'organisation
interne d'un tel boitier, chaque circuit OCAPI contenant une vaste partie opérative de 2048 bits
avec un décaleur et un additionneur/soustracteur, ainsi qu'une partie contrdle spécifique aux

opérations.
M Musptiewr Py LI .. HE
Lien _@
n D Lien =
——eXxtension > > -_@
% Lien
—extensiuu-ﬁ > —-@
liens série avec INMOS
»| Multiplieur P> T ter TS00
2048 cellules rangées en Z Tanspul

Figure 1.2 : organisation interne du boitier OCAPI

Cet opérateur a ét€ congu pour pouvoir travailler avec des nombres redondantes en base deux
et transmises en série dans les deux sens, poids forts ou poids faibles en téte [GUK 91]. La
possibilité de travailler poids forts en téte est nécessaire au processus de division, car le résultat
d'une division ne s'obtient que poids fort en téte. Le temps de calcul est en général le temps de
transmission du résultat, ou du plus grand résultat intermédiaire.
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Pour mieux illustrer le fonctionnement de ce boitier, nous proposons le schéma (figure 1.3)
de calcul de la somme de deux rationnels :

A ., B _ (A*B'+B*A)
AI B’ — A’*BI

Le résultat est donné en rationnel pour éviter les quotients infinis (tels que 2/3). Nous notons
C la somme A*B’ + B*A’et C’ le produit A*B’. A gauche sont présentés A, A", B, B", C et
'C’ dans la mémoire du transputer, au centre le crossbar et 2 droite les boitiers OCAPL

A Multiplieur
A'
B o e Multiplieur
B'
C : i L Multiplieur
C'

Additionneur

Figure 1.3 : schéma de calcul de la somme A/A” + B/B” avec les boitiers OCAPI

Les variables A, A", B et B” sont lues chiffre a chiffre dans la mémoire du transputer, qui
regoit le résultat en méme temps. Les résultats intermédiaires A*B’, B*A’, A¥B” + B*A” et
A“*B’ sortent d'un boitier OCAPI pour entrer dans un autre. Le flot de données est régulé par
les demandes des circuits, un boitier cessant ses calculs lorsque le résultat n'est pas demandé ou
qu'un, au moins, des opérandes demandés n'est pas disponible. La transmission des demandes
n'étant pas instantanée et les chiffres étant transmis par petits paquets, chaque boitier dispose
d'une petite file d'attente des opérandes et du résultat.

Ceci pourrait nous faire venir une idée a l'esprit, celle de se demander si nous ne pouvons
pas utiliser les boitiers OCAPI déja réalisés pour calculer le PGCD de deux grands entiers et
ainsi éviter la conception d'un nouveau circuit.



Chapitre | 19

L'opération de modulo, ou reste de la division entiére du plus grand PG par le plus petit pp,
utilisée pour le calcul du PGCD n'est pas exécutable en ligne. En effet, nous connaissons le
reste de la division, lorsque sont connus tous les chiffres 2 la fois du diviseur et du dividende,
et que par conséquent le quotient est connu. Les algorithmes de calcul du PGCD que nous
allons exposer sont itératifs (EUCLIDE, STEIN, ...) et par suite, les sorties de 1'itération i - 1
seront les entrées de l'itération i. Il suffit donc d'imaginer le temps pendant lequel nous
attendons a chaque itération de 1'algorithme pour pouvoir enfin réitérer le processus avec des
nombres de taille 2048 bits !!! Donc, le calcul du PGCD de deux trés grands nombres demande
soit un trés grand nombre de boitiers OCAPI, soit de nombreux stockages et transferts des
résultats intermédiaires (figure 1.4) et par suite, nous ne pouvons pas tirer avantage du
parallélisme de la carte.

PG Reste
pp Division
pp Reste
PG Division
PG Reste
PP Division

Figure 1.4 : OCAPI est inefficace pour le calcul du PGCD

Dans le paragraphe suivant, nous présentons la démarche générale de conception de circuits
VLSI adoptée en particulier au deux circuits de calcul du PGCD et de la distance euclidienne.
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I.2. CONCEPTION DE CIRCUITS VLSI

La conception des circuits VLSI a pour but la génération des masques. Elle couvre deux
domaines : logique et topologique (figure L5).

La conception logique consiste 2 traduire en un schéma logique une spécification
fonctionnelle donnée pour un circuit.

La conception topologique, consiste & concevoir I'image de l'implantation physique d'un
schéma logique sur la pastille de silicium.

L'une des étapes, importante dans le cycle de conception, est la construction du plan de
masse d'un circuit. Le plan de masse refléte I'implantation physique des blocs qui constituent
un circuit.

description formelle

conception fonctionnelle
des blocs

conception logique

Figure L5 : schéma de conception conventionnel

placement et routage final

La démarche de conception peut &tre divisée en trois étapes : approche descendante ou
décomposition, implantation et approche ascendante ou composition (figure L6).

Approche descendante
C'est une démarche cartésienne de découpage d'un bloc exécutant une fonction en un
ensemble de blocs exécutant chacun une fonction plus simple, mais coopérants pour exécuter la
fonction précédente, et d'itérations du découpage jusqu'a ce que les fonctions soient
suffisamment simples pour que nous puissons en entreprendre I'implantation. Au cours de cette
étape est fait un choix de style qui conditionne :
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- le nombre de transistors requis pour exécuter la fonction,
- la densité (transistors par surface) prévisible,
- la déformabilité d'un bloc,
- la facilité d'interconnexions,
- I'effort de dessin.
Pour connaitre tous les termes compromis, il est nécessaire de connaitre au plus t6t le plan de
masse du circuit.

Implantation
Elle consiste a passer d'une représentation variable de la fonction de chaque bloc (schéma
logique, schéma a transistors, contenu binaire d'un PLA ou d'une ROM, etc ...) A une
représentation unique des masques pour tout le circuit (dessin au micron, au lambda, stick
diagramme, ...) et ceci pour chaque bloc.

Approche ascendante
Elle consiste a passer de 1a représentation du masque de chaque bloc 2 la représentation des
masques du circuit complet.

. cahier des charges dessin du circuit complet

représentation symbolique

Figure 1.6 : démarche de conception

Ces trois étapes, idéalement séquentielles, sont polluées par de fréquents retours en arriére |
ou au contraire des avances prématurées. En effet, 'implantation d'un bloc (c'est a dire son
dessin) peut remettre en cause sa fonction (respectivement sa forme) et par effet de domino celle
de tous les blocs qui lui sont connectés (respectivement les blocs voisins).

Afin d'anticiper le probléme de composition, il est nécessaire d'estimer la taille et 1a forme de
chaque bloc. Ces estimations sont successivement raffinées.
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Cette démarche de conception permet d'assurer, avant de commencer la conception détaillée
d'un niveau plus bas dans la hiérarchie, une bonne estimation de l'exigence (taille, surface et
position) de module supérieur.

Le résultat d'estimation devient 2 la fois un guide et une contrainte géométrique pour
I'implantation et la composition finale.

1.3. CONCLUSION

Les algorithmes de calcul en ligne fournissent un chiffre du résultat pour chaque nouveau
chiffre des opérandes. Certains autres algorithmes ont besoin de connaitre tous les chiffres des
opérandes avant de commencer 2 calculer. Enfin, les algorithmes intermédiaires ménent le calcul
pour chaque nouveau chiffre fourni, mais ne produisent de résultat que lorsque tous les chiffres
des opérandes sont présents. EUCLIDE est un circuit de ce genre.

Le circuit EUCLIDE sera alors congu autrement que le circuit OCAPI, nous gardons
néanmoins la méme structure interne des données, c'est 2 dire la forme en Z (serpentin) des
2048 cellules. Il en va de méme pour le circuit de calcul de la distance euclidienne. Dans les
deux cas, il s'agit de circuits spécialisés qui appliquent les principes de l'arithmétique en ligne
pour fonctionner en précision infinie. Le schéma en blocs de ces deux circuits est montré dans

la figure L.7.
entier A
— | EucLme [PSCRA. B
entier B
| | X 2= V7 ¥
entier A entier R . . -
» ‘ entier Y | euclidienne
entier B EUCLIDE | tels que A*R - B*S = PGCD(A, B)
. entier S’

Figure 1.7 : vue externe des circuits EUCLIDE et distance euclidienne

Pour chacun des circuits, nous utilisons le schéma conventionnel de conception montré en
figure 1.5. Les détails de cette démarche feront I'objet des chapitres suivants.



CHAPITRE 11
PROJET EUCLIDE
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II.1. INTRODUCTION

I1.2. ETUDE DES ALGORITHMES EXISTANTS POUR LE
CALCUL DU PGCD DE DEUX PETITS NOMBRES

IL.3. ADDITION ET COMPARAISON DE TRES GRANDS
NOMBRES

I1.4. CONCLUSION
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II.1. INTRODUCTION

Le calcul du PGCD est la pierre angulaire du calcul formel o les calculs sont faits avec des
rationnels. Pour diminuer 2 la fois I'encombrement en mémoire de trés grands nombres et le
temps de calcul, et surtout pouvoir tester 1'égalité de deux rationnels, un algorithme de
simplification est déclenché périodiquement, lui-méme gros consommateur de temps de calcul :
le Plus Grand Commun Diviseur.

Le calcul du PGCD intervient, en effet, directement dans la réduction des fractions en
précision infinie mais aussi dans les calculs modulaires dans les corps finis (Z/p2, p premier).
En effet, le calcul de I'inverse d'un €lément x de Z/pZest obtenu par le calcul des coefficients
de Bezout associés au calcul du PGCD de x et p. Ce dernier type de calcul est notamment utilisé
dans de nombreux algorithmes probabilistes, qui s'intéressent & donner les résultats d'un
probleéme avec une probabilité d'échec non nulle [KAR 87, AHO 90]. Les calculs dans des
corps finis sont aussi utilisé€s pour des problémes dans les entiers (ou les rationnels), lorsque la
solution cherchée est bornée en fonction des entrées : le calcul est effectué alors en parallele
modulo plusieurs pj (premiers entre eux ou premiers). La remontée vers la solution exacte peut
etre effectuée par le théoréme des restes chinois. Cette technique fournit des algorithmes
performants pour de nombreux problémes, comme par exemple I'inversion de matrice dans Q
[VIL 88]. Ce probléme est connu sous le nom de "calcul du PGCD étendu de deux entiers" et
I'équation vérifiée par A, B, R et S est dite "identité de Bezout". Soient A et B deux entiers
donnés : il existe R et S tel que A*R - B*S = PGCD(A, B). De plus, il existe un couple unique
(R,S)telque R<Bet S <A [ROC 89].

Signalons que l'instabilité de nombreux problémes, dont la plupart des calculs de valeurs
propres, oblige & se tourner vers les calculs exacts. Pour exemple trivial, la moindre
perturbation d'une matrice non inversible peut la rendre inversible, car dans tout voisinage
d'une matrice non inversible, il existe une matrice inversible. Les problémes liés aux erreurs
d'arrondi deviennent critiques lorsque nous désirons calculer, par exemple, la multiplicité d'une
valeur propre, et par suite la dimension de 1'espace propre associé : ce probléme intervient
pourtant de mani¢re directe dans la résolution d'équations différentielles [HIS 74].

Une autre remarque importante qu'il ne faut pas oublier est que, lors des calculs exacts, 80%
du temps est passé a calculer des PGCD [DAR 85] ; I'impossiblité sous MACSYMA (systeme
de calcul formel utilisant la précision infinie) de calculer la forme d'Hermite d'une matrice
carrée d'ordre 6 a coefficients polyndmiaux de degré trois est significative, ce probléme ayant
pourtant des applications importantes en automatique [SIE 89].
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11 s'avere donc essentiel d'accélérer les calculs de base : la motivation du circuit EUCLIDE
est de fournir un outil matériel adapté au calcul rapide en précision infinie et en multiprécision,
l'implantation du circuit EUCLIDE est basée sur le choix d'un bon compromis entre
performance et cofit en matériel.

EUCLIDE sera, avec ses avantages, un support matériel essentiel au méme titre que le sont
les unités vectorielles pipelinées pour les calculs d'algebre linéaire en flottant et permettra ainsi
le traitement de certains problémes de l'ingénieur [DEL 88] : formes normales de matrices
denses 2 coefficients entiers, ou polyndmiaux [SIE 89], bases de Grobner ou bases standard

'[SEN 90] et certains problémes d'équations différentielles [HIS 74]...

Le but du projet EUCLIDE sera d'évaluer la complexité de circuits intégrés réalisant tout ou
partie des calculs de PGCD et des coefficients de Bezout sur des grands entiers et de déterminer
laquelle des différentes méthodes pour l'implantation est la meilleure du point de vue
performance et coit en matériel.

I1.2. ETUDE DES ALGORITHMES EXISTANTS POUR LE
CALCUL DU PGCD DE DEUX PETITS NOMBRES

L'algorithme qu'EUCLIDE proposa au III®me sigcle avant Jésus-Christ était
vraisemblablement connu 200 ans plus t6t [KNU 81]. En 1967, J. STEIN [STE 67] dériva une
version de cet algorithme en arithmétique binaire sans division. Cette idée est au centre de
l'algorithme de BRENT et KUNG que nous détaillerons plus tard. D.H. LEHMER [LEH 38]
proposa en 1938 une méthode ol seuls les premiers chiffres de poids forts étaient testés,
comme pour la division dOCAPI, rendant ainsi possible le calcul du PGCD sur de trés grands
nombres. La méthode de LEHMER a permis 3 SCHONHAGE de construire en 1971 le
meilleur algorithme séquentiel aujourd'hui connu. L'implantation de ces algorithmes et leur
comparaison sont discutées dans [ROC 89].

"Qu'est ce que le PGCD de deux entiers"

Une réponse 2 cette question pourrait nous faciliter le suivi des algorithmes de calcul du Plus
Grand Commun Diviseur (PGCD) de deux entiers, que nous présentons au cours de cette
section. Soient deux entiers U et V, non nuls, PGCD (U, V) est le plus grand entier qui divise
3 1a fois U et V. Cette définition a un sens puisque si U # 0 alors aucun entier plus grand que
JU| ne pourrait diviser U. D'autre part, I'entier 1 divise U et V, il est donc raisonnable de parler
de I'existence d'un plus grand entier qui divise U et V. Par contre, si U et V sont tous les deux
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égaux a zéro, et comme tout entier divise 0, la régle précédente n'est plus valable. Par
convention, PGCD(0, 0) = 0. La définition du PGCD de deux entiers implique les trois
propriétés suivantes :

(1) PGCD(U, V) =PGCD(V,U)
(2) PGCD(U, V)= PGCD(-U, V)
(3) PGCD(U,0)=U

Une premiére méthode de calcul du PGCD de deux entiers est déduite du théoréme
fondamental de l'arithmétique : quel que soit l'entier positif U, il peut s'écrire de maniére

unique sous la forme :

u= [Ie%

p premier

ol les exposants u, sont définis comme entiers non négatifs et un nombre fini de ces exposants
est nul, p est la suite de tous les nombres premiers.

Alors, si U etV sont deux entiers positifs ainsi décomposés en facteurs premiers, et en se
basant sur les propriétés (1), (2) et (3), nous déduisons que :

PGCD(U, V)= Hpmin(up, vp) ou U= Hpup et V= Hpvp

p premier p premier p premier

Cette méthode théorique n'a aucun intérét pratique puisqu'elle nécessite a chaque fois de
factoriser les deux nombres U et V, et qu'il n'existe pas de méthode rapide pour le faire.
Néanmoins, elle prouve clairement que le PGCD est défini dans un anneau factoriel, méme si il
n'est pas euclidien (i.e posséde une division euclidienne). Heureusement, une deuxiéme
méthode, découverte au troisieéme siécle avant Jésus Christ a survécu jusqu'a nos jours : c'est
l'algorithme que nous appelons "grand-pére" de tous les autres, celui dEUCLIDE. En
remplagant les mots qu'il avait utilisés par ceux des mathématiques modernes, le paragraphe
suivant résume ce quEUCLIDE a écrit :

" Soit deux entiers positifs, trouver leur Plus Grand Commun Diviseur?

Soit A et B ces deux entiers. Si B divise A, alors B est le PGCD(A, B) puisqu'il se divise
lui méme, et c'est le plus grand diviseur puisqu'il n'existe pas un entier plus grand que B qui
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divise B. Mais si B ne divise pas A, alors il faut itérer I'opération de soustraction du plus petit

des deux nombres du plus grand jusqu'a obtenir deux nombres tels que l'un est un multiple de

I'autre. Maintenant, désignons par E le reste de la division de A par B (A mod B), par F le reste

de la division de B par E que l'on suppose diviseur de E. F divise E, E divise B - F, F divise

aussi B - F et F divise F donc, F divise B. D'autre part, B divise A - E, donc F aussi, or F

divise E, donc F divise A.

conclusion : F est un diviseur commun de A et B. Est ce qu'il est le plus grand?

Supposons que non, alors il existerait un G, plus grand que F, qui divise A et B. Nous

"obtenons : B divise A - E, alors G divise A - E, G divise A, donc G divise E. D'autre part, E

divise B - F, donc G aussi, or G divise B, donc G divise F.

conclusion : G > F et G divise F, impossible !, donc F estle PGCD de AetB "

Ainsi, EUCLIDE avait suggéré deux maniéres pour le calcul du PGCD. La premiére, qui
manipulait les restes de division des deux nombres, est représentée par l'algorithme suivant :
Algorithme dEUCLIDE
fonction PGCD (A, B) ; (* on suppose que A=B >0 *)

début
tant que B = 0 faire

(2= Amoan |
PGCD :=A;

in (* PGCD *) .
Cet algorithme utilise les deux régles de réécriture :

a) PGCD(A,0) = A car 0 est multiple de tout entier
b) PGCD(A, B) = PGCD(B, A mod B)  reste de la division entiére de AparB

Et comme A mod B est plus petit que A et B, l'algorithme ci-dessus converge ; il part du
couple (Ag, Bo) = (A, B) pour converger vers (Ap, Bp) = (PGCD(A, B), 0). Son principal
inconvénient est l'utilisation de l'opération de modulo qui est trés codteuse, surtout avec les
grands nombres.

Nous ne négligeons pas la deuxiéme méthode d’EUCLIDE [KNU 81], celle qui itere la
soustraction du plus petit du plus grand des deux nombres et qui exprime les divisions sous
forme de soustractions ou décalages qui sont beaucoup moins cofiteux et que nous savons
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réaliser avec du matériel. Malheureusement, cet algorithme demande bien plus de pas que le
précédent. L'algorithme dEUCLIDE devient :

foénction PGCD (A, B) ; (* on suppose A ou B impair, A2B,201 < A < 2n+1 )
début
tant que B = O faire

si B <20 alors (g):z(BA:Z)

Al._ B
sinon si A > B alors (B )'_((A-B)*Z) (* 2N <B < A <20+l %)

o (312

sinon B . (B'A)*Z s
tant que A mod 2 =0 faire A := A div2; PGCD := A ;
fin (* PGCD %) .

Plus récemment, l'algorithme binaire [STE 67] a également permis le calcul du PGCD sans
division, uniquement avec des soustractions et des décalages dans la représentation en base
deux des entiers. Il est basé sur cinq propriétés qui sont vérifiées d'une maniére évidente :

PGCD(U, 0) = PGCD(U)

PGCD(U, V) =PGCD(U - V, V)

PGCD(U, V)=2*PGCD@U/2,V/2) siU =V =0 [2]
PGCD(U, V) =PGCDU / 2, V) siU= V+1 =0 [2]
PGCD(U, V) =PGCD(U, V/2) si U+l =V = 0 [2]

L'algorithme de STEIN montré ci-dessous débute par les poids faibles.

fonction PGCD (A, B) ; (* on suppose A impair *)

début
tant que B # O faire
. _ A ._ A * -
si B mod 2 = 0 alors (B). (ijvz) (* B est pair *)
Al _ B N
sinon si A > B alors (B ) T ((A_B) div 2) (* A et B sont impairs *)
. AY._ A
sinon (B). ((B-A)leZ ;

PGCD =A;

fin (* PGCD *)
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En comparant les algorithmes d’EUCLIDE et de STEIN, qui sont de méme ordre, nous
pouvons noter une seule différence entre les deux qui se manifeste dans la maniére d'examiner
les opérandes. En effet EUCLIDE teste les bits de poids fort (B < 2") alors que STEIN
s'intéresse aux bits de poids faible en premier lieu (Bmod2). Bmod2 s'obtient par le bit de
poids faible de B.

I1.3. ADDITION ET COMPARAISON DE TRES GRANDS
NOMBRES |

Comme dans OCAPI, nous nous intéressons a des nombres de 600 chiffres décimaux,
c'est-a-dire 2048 bits. La multiplication ou la division de ces nombres par deux ne pose pas de
probleme, par contre 1'addition/soustraction ne peut se faire qu'en série ou dans un systéme
redondant pour éviter un temps de propagation de retenue prohibitif.

Nous allons explorer ces deux approches : série et redondant. De toute fagon dans ces deux
cas, la comparaison de deux entiers (variable ou constante) se ramene 2 une propagation de
retenue puisque ceci consiste & ramener le signe 4 un emplacement bien défini pour pouvoir le
tester. Cette opération serait alors longue et doit étre évitée. Nous la remplagons toujours par
des prédicteurs (ou estimateurs) plus ou moins fideles, telle qu'une approximation du nombre
de chiffres des entiers, complétée par quelques chiffres poids forts.

Dans OCAPI, la connaissance exacte du nombre de chiffres du diviseur et du reste partiel
associée 2 la connaissance de quelques chiffres de poids forts de ces nombres, (quatre en
I'occurrence), assure la convergence de 1'algorithme de division.

Naturellement, les algorithmes précités sont 2 adapter aux prédicteurs et & leur manque de
fidélité, néanmoins ils permettent la manipulation des grands nombres, cofiteuse, par celle de
petits estimateurs by # 0 ou B mod 2 # 0 indiquent que B est impair et, en notation ordinaire
by =1 indique que B 220,

Nous notons bp_m la chaine by, bps1, ..., bm (n >m). "B div 2", "B div 4", et "B * 2" ne
sont que des notations commodes pour B décalé d'une position, de deux positions vers les
poids faibles ou d'une position vers les poids forts, et ne sous-entendent ni multiplication ni
division. De méme "A * B > 0" indique simplement que A et B sont de méme signe.
L'algorithme de STEIN modifié utilisant les estimateurs se présente comme suit :
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fonction PGCD (A, B, 83, 6p) ;
(* on suppose A impair, 83 =[logy A1, 8p =[logy BT (nombres de bits de A et de B) *)
début

tant que dp > 0 faire
début
si B mod 2 = 0 alors (* B pair et A impair *)
début 6p :=06p-1;
A\ ._ A * *
l (8): (Bdivz) (* décaler B *)
fin
sinon - (* A et B sont tous deux impairs *)
si 83 > dp alors (*A>B#%)
début échange (83, 8p) ; (* échanger les prédicteurs *)
A ._ B ..
( B ) | (A+B)div2 | (*addition¥)
fin
sinon
début dp:=08p-1;
( A) — A .
B/ (B-A) div 2 (* soustraction ¥)
fin ;
fin
si A 20 alors PGCD := A sinon PGCD :=- A ;
fin (* PGCD ¥) .

Quant a I'algorithme ' EUCLIDE, son adaptation aux grands nombres ne se contente pas
des deux estimateurs, taille de A (8, et taille de B (8p), mais examine aussi les k premiers bits
de poids fort des nombres appellés téte de A (i) et téte de B (Up). L'algorithme ' EUCLIDE
traitant les grands nombres utilise la représentation redondante des nombres, un nombre a la
structure suivante :

28-1 238k 20
B [——— - k) chiffrrs ——
partie partie redondante
normalisée

La partie normalisée composée de k bits et un bit de signe (notation en complément  deux)
de poids fort, représente la téte du nombre. Dans notre systeme redondant, le changement de
signe d'un nombre devient tout simplement un échange des deux bits de chaque chiffre du
nombre. bp, le bit de signe le plus significatif de B, prend la valeur zéro si IBl < 2k, La
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normalisation force le premier bit du poids fort de la téte 2 1. L'algorithme dEUCLIDE utilisant
les estimateurs et la téte devient alors :

fonction PGCD (A, B, k, 83, 8b) ;
(* 83 =[logy A1, 8p =llogy B (nombres de bits de A et de B) *)

début
tant que &p > 0 faire (*B=0%*)
début
si abs (Up) < 2k-1 alors
début

si (82 > Op) ou ((8a = Sb) et (abs (Ha) > 2k-1))) et (bn * pp) = 2k-1 - 1 alors
début pp :=up +bn ; bp:=-bp fin
sinon début pb:= Up + Wb + bn ; bn..1:=bn-1..0 ; Ob:= Op - 1 fin (* normalisé *)
fin
sinon début
si (82> 3b) ou ( (5a = dp) et (abs(ia) > abs (up))) alors (* A>B *)
début échange (33, Ob) ;

si (Ha * Hp) <O alors (g)=( (A+g)*2 ) sinon(g):( (B-1]\3)*2 ) fin

sinon si (U, * Hp ) <0 alors (g)=( (A+‘]°3‘)*2 ) sinon(g):( (B-A)*Z );

fin;

Op:=0p-1;
fin ;
PGCD:=A;

fin.
I1.4. CONCLUSION

A la lumiére de ce qui précéde, et en se basant sur le fait que les opérations d'addition et de
soustraction de deux grands nombres ne se font qu'en ligne (approche série) ou en redondant
sans propagation de retenue (approche parall¢le), nous veillons a varier ces deux méthodes en
procédant par plusieurs tactiques qui donnent naissance 2 plusieurs approches que nous
résumons en :

Approche paralléle avec les poids faibles en téte
Approche paralléle avec les poids forts en téte
Approche série avec les poids faibles en téte
Approche série avec les poids forts en téte
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Pour chacune de ces approches, nous avons a évaluer la complexité du circuit correspondant
qui est de la forme montrée en figure II.1, pour I'approche parall¢le, puisque nous ne pouvons

I partie partie

£ controéle controéle @
8le g

g g
'§ g g ou bien § &
8|= =
= g g "
’; »| partie opérative 2048 bits partie opérative 2048 bits

entrée/sortie entrée/sortie

Figure II.1 : choix pour un circuit parall¢le

pas connaitre 2 la fois, les bits de poids faible et de poids fort d'un trés grand nombre, ou de la
forme de la figure I1.2 pour l'approche série.

partie
controle

y Y

lcommandes

tv v v %v %y v 1y
Y

> P P P P
> P P P P P

vy

vy

Cellules du pipe-line programmeées une a une
Figure I1.2 : choix pour un circuit série

Quant au calcul des coefficients de Bezout R et S, il nous suffit d'exécuter en sens inverse

les opérations de l'algorithme déja utilisé pour le calcul du PGCD comme nous allons voir en
détail plus loin.

Pour l'approche parallele, nous avons besoin d'une pile LIFO pour mémoriser les
opérations déja exécutées sur les deux nombres A et B. Le processus est résumé par le schéma
montré dans la figure I1.3.
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" > partie

2 controle @,
o |9

s & pile d'inversion | >
2 g g
i 118 ®
§ n

partie opérative 2048 bits “—

entrée/sortie entrée/sortie
Figure I1.3 : principes du circuit EUCLIDE pour le calcul
du PGCD et des coefficients de BezoutR et S

I

Par contre, en série, nous essayons de ne pas utiliser de pile et de nous contenter du vecteur
systolique linéaire déja programmé pour le calcul du PGCD.



CHAPITRE III
ALGORITHMES
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III.1. INTRODUCTION

Rappelons que le but de ce projet est de concevoir un circuit pour le calcul du PGCD de deux
grands nombres dont I'implantation vise un bon compromis vitesse/surface de silicium. Pour
cela, nous allons considérer plusieurs variantes plus ou moins performantes de chaque
algorithme, les simuler, prendre des mesures, évaluer la complexité et les comparer afin de
choisir la meilleure.

Cest la méthode de conception que nous utilisons pour déduire la meilleure tactique pour le
calcul du PGCD de deux grands nombres. Quatre exemples avec test des poids forts et cinq
avec test des poids faibles sont présentés au cours de ce chapitre.

IIL.2. ALGORITHMES POUR LES TRES GRANDS NOMBRES

Si les affectations dans les algorithmes présentés dans le chapitre IT §I1.3 sont écrites :

(QH - oAy )

alors les opérations dans les algorithmes d'EUCLIDE et de STEIN sont des cas particuliers
avecq € {0, 1} etp e {-1, +1}. En ajustant q et p a d'autres valeurs, il a été possible de
concevoir de nouveaux algorithmes. Dans ce chapitre nous nous limitons aux domaines

qe {-2,-1,0,1,2,4} etpe {-3,-2,-1, 1, 2} car les domaines plus grands conduisent a des
réalisations inutilement complexes.

Ces algorithmes sont basés sur la multiplication/division par une puissance de deux, sur
I'addition/soustraction et sur des tests. Les trés grands nombres entiers, de taille 2048 bits
peuvent étre additionnés sans propagation de retenue soit en mode série, soit en utilisant la
notation redondante.

Le coiit en transistors d'un décalage est approximativement dix 2 vingt fois moins que celui
d'une addition. Nous présentons donc les algorithmes avec seulement une addition/soustraction
par cycle machine et différents décalages.

Pour les tests, bp # 0 indique que B est impair, et en notation normale ou en notation
redondante normalisée by # 0 indique que [B| =21, B # 0 et A > B ne peuvent étre testés sans
effectuer de propagation de retenue et sont remplacés par des estimateurs.
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II1.3. EXPERIMENTATION DES ALGORITHMES

Plusieurs approches montrées dans la figure ITI.1 ont été simulées sur le méme échantillon
de 200 entiers de 2000 bits [BGR 90, CHE 90].

Ls| [L4] [L3] [L2 2 M1| M2| M3 M4
Stein E Euclide
<bits les moins signiﬁcatifs 8| bits les plus significatifs -
Brent Kung 12'3"
L2] |11 w' M1 IMZ

Figure II1.1: différentes approches de simulations

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme de calcul du PGCD propos€ par STEIN
[STE 67, KNU 81], dans lequel nous gagnons deux bits de poids faible pour la plupart des
cycles d'horloges, et un seul le reste du temps. La variante L3 peut étre facilement modifiée
pour gagner deux bits de poids faible & chaque cycle d'horloge (variante L4), ou trois bits de
poids faible pour la plupart des cycles d'horloges et deux bits pour le reste (variante L5) avec
une addition ou une soustraction par cycle.

BRENT et KUNG [BKU 83] ont développé un algorithme systolique (variante notée L.2),
basé sur les travaux de STEIN, qui remplace les comparaisons des nombres par des
comparaisons des estimateurs (nombre de bits) et proposent une implantation VLSI [BKU 83].
Le remplacement du contrdle distribué de la version systolique par une autre semi-centralisée
aboutit 2 une implantation avec un trés faible nombre de transistors par bit. Mais, les
modifications de cette approche série pour le calcul du PGCD étendu sont compliquées.

PURDY [KNU 81, PUR 83] a proposé un algorithme parall¢le (variante L2) sans
propagation de retenue utilisant des estimateurs de Brent qui fournit un nombre impair en

représentation chiffres signés dont le chiffre de poids faible est égal & 1 (ou 1).

YUN et ZHANG [YUZ 86] ont étendu l'algorithme (variante L3) pour le calcul des
coefficients de Bezout. Nous avons pu le modifier dans ce chapitre pour ajuster en une seule
fois R et S au lieu de le faire a chaque cycle d'horloge, ce qui empéche de calculer A et B dans
le sens inverse et économise aussi bien le matériel (transistors) que les opérations (transistors
et/ou cycles d'horloge). Mais I'approche de STEIN utilisée est loin d'étre efficace pour les trés
grands nombres entiers pour deux raisons :
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- La premiére est le manque de précision des estimateurs proposés par BRENT pour le
.calcul du PGCD, qui parfois induit en erreur le circuit sur le choix d'une opération
(addition/soustraction qui produirait le résultat avec un minimum de chiffres) ou une
affectation (2 A ou B, lequel sera le plus grand). La perte des chiffres les plus significatifs
contrebalance le gain des chiffres les moins significatifs,
- La seconde raison est le besoin de correction [KNU 81, YUZ 86] pour le calcul du
PGCD étendu.

III.4. ALGORITHMES AVEC TEST DES POIDS FAIBLES

La table III.1 résume la classification des variantes de 'algorithme du PGCD avec test des
poids faibles. Chaque approche est spécifiée par un domaine de p et q ainsi que par la maniére
de traiter les nombres, en série ou en parall¢le. L'addition/soustraction et le décalage sont alors
utilisés.

# q (quotient) p (positions) | chiffres examinés mode

-1, +1 0 aucun
L1 -1, 0, +1 -1 by série
12 -1, 0, +1 -1 ai,by série/paralléle | noel
L3 -1, 0, +1 -1, -2 ag,a1,bo,b1 paralléle noe2
14 -1, 0, +1, +2 -2 ag,a1,bo,b1 parall¢le noke 3
LS |-2,-1,0,+1,+2,+4 -2,-3 ag,aj,bg,b1.by parall¢le

note 1 : Variante proposée par BRENT-KUNG [BKU 83]
note 2 : Variante de YUN-ZHANG [YUZ 86]
note 3 : Variante détaillée dans ce chapitre
Table II1.1 : variantes avec examen des chiffres de poids faibles

II1.4.1. Approche parallele

Dans ce paragraphe nous examinons les variantes basées sur une approche parall¢le avec test
des chiffres les moins significatifs, soient L3 de STEIN, L4 et LS. En effet, les variantes L3 et
LA écrites en pseudo-Pascal sont similaires, elles différent seulement d'une ligne : dans le cas
(bo=0)a(bg #0), la variante L3 exécute B := B div 2 tandis que la variante L4 exécute
B :=(B + 2 * A) div 4. Nous les présentons en un seul algorithme :
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fonction PGCD (A, B, 83, db) ; (* variantes L3 et L4 ¥)

(* on suppose A impair, 83 =[logy A1, 8p=[logy BT (nombres de bits de A et B) *)
début

tant que 8p >0 faire (*B=#0%)

début
Si bg =0 alors
début
si b] =0 alors début B := (B +0)div4; 8p:=3p-2fin  (*décalage (Déc1)*)

sinon début B := (B +0) div2; 8p:=08p- 1 fin (*VL3¥) variante L3
sinon début B := (B + 2*A) div 4 ; 8p := 8p - 2 fin (*VL4¥*) variante L4

fin

sinon si 83 = &p alors

début

échanger (83, 8b) ; (* échanger *)
si (a0 + by =0 et a1+ b1 =0) ou (ag + bg # 0 et abs (a1+ b1) = 1) alors

8)~( avmyava |
( B ) (A+B) div 4 (*addition puis décalage*)
. AY._ B . . "
sinon (B ) ((B- A) div 4) (*soustraction puis décalage*)
fin
sinon
si (ag +bg=0eta] + b1 =0) ou (ag + bg # 0 et abs (a1 + b]) = 1) alors
A .={ A )
( B ) (A+B) div 4 (*addition puis décalage*)
. A)._ A . " . . s *
sinon ( B ) : ( (B-A) div 4) ; (*soustraction puis décalage*)
b :=max (33, db) - 2;;
fin ;
PGCD :=A;
fin.

Soit Ag et Bg deux valeurs initiales de l'algorithme. Pendant le calcul du PGCD, (Ap, Bp)
converge vers (PGCD(Ag, Bo), 0) = (H, 0) et, & chaque étape, une opération de la troisieme
colonne (calcul du PGCD) de la table IIL.2 est exécutée. Nous mémorisons chaque opération
exécutée dans une pile LIFO.

La colonne inverse de la table III.2 donne des opérations de la valeur précédente (Ap.1, Bn-1)
a partir de la valeur courante (Ap, Bp). Donc, a partir de la limite de (An, Bn) =(H, 0)eten
exécutant les séquences d'opérations qui se trouvent dans la pile LIFO, nous obtenons la valeur
initiale (Aq, Bg). Par contre, en partant de (Ap, Bp) = (1, 0) et en exécutant le méme algorithme
en sens inverse nous obtenons (Ag/ H, Bo/ H).
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Calcul du . préserve préserve suite
WP | PGCD inverse A*R-B*S=H | AsRB*S=F*M| n
Décl 1 B:=Bdiv4 B:=B*4 S:=Sdiv4 R:=R*4 n:=n+2
VL3 2 B:=B div2 B :=B*2 S:=Sdiv2 R:=R*2 n:=n+1

VLA | 2 [B=@#2*A)dvd | B:=B*4-A%2 [RERSAN2 IR pas 542 | niene2

] > | CIFCT | G LS TS T

Add | 4 |B=@+AMiv4| B:=aB-A | RERSI | R Rrg s | nne2

W . - R :=R + S div4 . o
Soust 5 | B:=B-A)div4 | B:=4*B+A S =S div 4 R:=R*4+S | n:==n+2
Valeurs init. AetB A=1,B:=0 R:=1, S:=1 n:=0

Table III.2 : opérations de calcul du PGCD et du PGCD étendu pour les variantes L3 et L4

En partant de (Rp, Sy) = (1, 1), et en exécutant la cinquiéme colonne de la table IIL.2, nous

obtenons (Ro, Sp) tel que :
Ap*Ro-Bo*So=H

Malheureusement, il n'est pas toujours possible d'exécuter les opérations de la cinquiéme
colonne, car elles exigent parfois que S soit divisible par deux ou quatre. Nous les remplagons
par les opérations de la sixi€éme colonne, n sera mis a jour dans la colonne suivante entrainant la
relation :

Ag*Rg-Bop*Sg=H*2n

Ao, Bo et H sont impairs et H * 21 est pair si n > 0. Mais Rg et Sq sont tous les deux pairs
ou impairs si n > 0. S'ils sont pairs, nous les divisons par deux : Rg:=Rg/ 2, Sp:=So/ 2.
sinon, Rg + By et Sg + Ag sont pairs et préservent la relation :

Ao* (Ro+Bo)-Bo* (So+ Ag) =Ag* Ro-Bo* So=H *2n

Nous exécutons Rg := (Rg+ Bg ) / 2 ainsi que Sp := (Sg + Ag) / 2, c'est A dire que nous
effectuons un décalage a droite d'une position vers les poids faibles. A chaque étape n est
décrémenté ; nous repétons ceci jusqu'a ce que n =0, 4 la fin nous obtenons :

Ag*Ro-Bp*So=H*20=H

La table ITI.2 est exécutée pour la variante L3, en éliminant la ligne VL4 et pour la variante
L4, en éliminant la ligne VL3. Notons que dans la variante L4, n reste toujours pair.
L'algorithme de calcul des coefficients de Bezout pour les variantes L3 et L4 est la suivante :
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procédure PGCD étendu (R, S) ; (* variantes L3 et L4 ¥)
(* trouvgrRetS telque A *R - B * S =PGCD(A, B) *)
R=1;S:=1; (* initialiser *)
Pour i := n jusqu'a 1 par pas de -1 faire
début
castype[i] de
1: début R:=R*4; n:=n+2 fin; (*Decalage 1¥)
2:début R:=R*2; n:=n+1 fin; (*VL3¥*) Variante L3
2:début R:=R*¥4-S*2; n:=n+2 fin; (*V0LA *) Variante L4
3: début (1;)=( ;) fin;  (* échanger *)
4: début ( R ) :=( R*4 ) : n:=n+2 fin; (* addition *)
S S+R
5: début ( R ) ~=( R*4 ) : n:=n+2 fin; (* soustraction *)
S S-R
. fin ;
in
tant que n > 1 faire (* Soient A et B les valeurs initiales Ag et Bg sauvegardées *)
début
n:=n-2;

R ) _ [(R+B*2)div 4

si rg = 0 alors début si r;=0 alors (g): R div 4 )sinon (S =\(s+A*2) div 4)fin

Sdiv4

sinon début si (ag + rg=0et a; + 1] =0) ou (ag + rg = 0 et abs (a; + r1 ) = 1) alors

R)._ (R+B)div4) . R ._((R-B)div4 .

(S}.-— (S+A) div 4 smon(s).- (S-A) div 4 fin ;
i n=1alors si rg = 0 alors [ R}.o( Rdiv2 | g R :=( (R“B!)d‘]:"z inutil 4
si n=1alors si rg aors(s), (S 2 smon(s) (S+A) div 2 inutile pour

fin.

Dans la variante L5 suivante, nous traitons les trois chiffres de poids le plus faible :
- Si seul le moins significatif est nul, nous forgons les deux autres a zéro,
- Si seuls les deux les moins significatifs sont nuls, nous forgons le troisi¢éme a zéro,
et nous les supprimons en effectuant un décalage a droite de trois chiffres pour recommencer
ensuite.

Forcer les chiffres de B 4 zéro en ajoutant ou soustrayant A, pourrait augmenter la taille de B
(8p) d'un nombre de chiffres supérieur i celui des chiffres forcés a zéro. Ceci dépend
essentiellement des signes de A et de B et de leur différence de tailles 8y, - 8,. Les simulations
ont montré qu'il valait mieux prendre deux zéros de B et échanger ensuite A et B que forcer un
chiffre supplémentaire a zéro. Si 8y < 8, + 2, il vaut mieux en prendre trois car un décalage
d'une position doit de toute fagon &tre inclus. Pour simplifier, les sommes pondérées des trois
chiffres les moins significatifs azajag et bobjbgde A et B sont appelées respectivement L, et
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Hp. Par exemple le booléen (1L, + Kp) mod4 = 0 est équivalent A (ag+ bg=0)a(a; + b1 =
0)v (ap + bp # 0) A (abs(aj + by) = 1). L'algorithme de calcul du PGCD pour la variante L5 est
donné ci-dessous :

fonction PGCD (A, B, 83,8p);  (* variante L5 *)
(* on suppose A et B impairs, 5, = [1ogy AT, 8, = [1ogy BT (nombre de bits de A et de B) *)
début

tant que 5p > 0 faire (*B=z#0%)
début

Ha:=ap+2*aj+4*ay;up:=bp+2*bj+4*by;
si ip mod 8 =0 alors début B :=B div 8; &p:=&p - 3 fin

sinon si |y mod 4 = 0 alors début
si 8p = 8, + 2 alors début B := (B + 4*A) div 8; 8p := &p - 3 fin
sinon début B := B div 4 ; 8 := &p - 2 fin fin

sinon si uyp mod 2 = 0 alors début

si (Ua+MHa+Up)mod8=0
alors B:= (B +2* A)div 8sinon B :=(B -2 * A) div 8; &, :=5p - 3 fin

sinon
si 8, > 8y alors début échanger (53, 8p ) ; (* échanger *)
si (Ma+ Up) mod 8 = 0 alors début (g ( (A+B1§d1v8 ) 8p =&, - 3 fin

sinon si (K, - 1, ) mod 8 = 0 alors debut(g) ((BA)dva ) 8y := & - 3 fin
sinon si (i, + Uy ) mod 4 = O alors début B)i=( (A+B)div4 );Sb:=8b-2fin

. . A)._ B Cs s

sinon debut(B)~ ((B-A)div4)’§b"8b 2 fin

fin sinon

si (U +Hp)mod 8 = Oalorsdebut( ) ((A+B‘;\dlv8);5b:=sb-3ﬁn

sinon si (L, - Wy, ) mod 8 = O alors début(g)==( (B-A)div8 );Sb:=8b-3fin

sinon si (1, + [ty ) mod 4 = 0 alors début(g}F( (A+B?div4 );Sb:=8b-2fin

. ) A)._ A s s .
sinon début (B) ((B-A) div4) ; 8p 1= 8 - 2 fin;
fin;
fin;
PGCD =A;

fin PGCD;
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De méme que précédemment, la table ITI.3 montre les opérations qui calculent R et S
tels que : Ag* Ro - Bo* So =H * 20 . La simplification de R et S est trés faible.

. préserve préserve next
Calcul du PGCD inverse A*R-B*S=H|A*R.B*S =H*2 n
B:=Bdiv8 B:=B*8 S:=8div8 R:=R*8 n:=n+3
B:=B div 4 B:=B*4 S:=S8div4 R:=R*4 n:=n+2
B=Bdv8+Adv2 |B:=8*B-4*A| RTR.SANA 1p._pug gxs |n=ns3
A\_(B A\_(B RY_[-S R)_[ -S
(3= | (B-(R) | (§)-CR) [ (S)=(ig) |
B=Bdv8+Adv4|B:=8+B-2%A| R&RSINA | p_grRr-2%5 | ni=ns3
B:=Bdv8-Adv4|B:=8*B+2%A| RTRISANA 1 p._guRs+2%s|ni=ns3
B=@B+A)divs | Bi=8*B-A | RIZRSIE | Ro_gsrR-5 |ni=ns3
B=B-A)div8 | B:=8*B+A | RyRABAVE | poogrres |nins3
Bi=B+A)divd | B:=4*B-A Rgffs‘gisi“{“ R:=4*R-S |n=n+2
. . — R:=R+Sdiv4 — .
B=(B-A)div4 | B=4*B+A | RERISHNA | Ri4*R+s |nimni2
AetB A:=1,B:=0 R:=1,8:=1 n:=0

Table I3 : opérations de calcul du PGCD et du PGCD étendu pour la variante L5

I11.4.2. Approche série

Dans cette approche, les entiers positifs peuvent étre donnés sous la forme suivante :

n-1

A=Za12i et B=

i=0

m-1 .
b; 21
i=0

avec a;, by {0, 1}. IIs sont regus en série i partir des bits les moins significatifs et 1'algorithme
de STEIN modifi€ devient :
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fonction PGCD (A, B, 85,8p); (¥ variante L1 ¥)
(* on suppose A impair, 8, = [logy A1, & = [logy BT (nombre de bits de A et de B) *)

début
tant que 5 >0 faire (*B=#0%)
début
si B mod 2 = 0 alors (* B pair et A impair ¥)
début &y :=8p-1;
A bt A * %
(B). (s, (* décaler B %)
fin
sinon (* A et B sont tous deux impairs *)
si 83 > 8p alors *A>B¥)
début échanger (3,, 8p) ; (* échanger les prédicteurs *)
A)._ B ..
( B ) | (A+B)div2 (* addition *)
fin
sinon
début 8y :=8p-1;
A)._ A .
( B ) "( (B-A) div 2 (* soustraction *)
fin ;
fin
si A 20 alors PGCD := A sinon PGCD :=- A ;

fin (* PGCD *).

A chaque fois, A et B sont ajoutés ou retranchés, deviennent pairs, donc la retenue de poids
21 est toujours a 1, tandis que la retenue d'entrée de poids 20 est soit O pour I'addition, soit 1
pour la soustraction. Nous ignorons ag et bg car ag est toujours a 1, bg est initialis€ a 1, remis a
Oaprés B:=B + A ou B :=B - A, et prend la valeur de b aprés B := B div 2.

Les algorithmes avec test des poids faibles ont été programmé en langage Pascal et simulé
[BGR 90, CHE 90]. Nous avons obtenu pour ces algorithmes une complexité en temps de
I'ordre O(n) pour des entiers a n bits.

IIL.S. ALGORITHMES AVEC TEST DES POIDS FORTS

La table III.4 résume la classification des variantes de l'algorithme du PGCD avec test des
poids forts. Les nombres de bits 8, et 8y seuls sont insuffisants pour la comparaison. Par
exemple A =111 11 est plus petit que B = 10 bien que 8, = 5 et 8, = 2. Donc, en plus de 8, et
b, nous ajoutons les k premiers bits normalisés i, et Py de A et B.
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# q (quotient) p (positions) | chiffres examinés de A et B mode
Ml -1, 0, +1 1 3 série/parall¢le
M2 -1, 0, +1 1,2 4 parallele
M3 -1, 0, +1 1 3 paraliéle
M4 -1, 0, +1 1,2 4 paralléle

Table ITL4 : variantes avec examen des chiffres de poids forts

La normalisation force le premier chiffre de 5 et ip 2 &tre non nul, et tous les k chiffres a
avoir le méme signe (le chiffre zéro a deux signes), pa et pp € [-2K+1..-2k-1] U [2k-1.2k-1].
En augmentant la valeur de k, nous obtenons plus de chiffres dans pa et Lp, des prédicteurs
plus précis et une convergence plus rapide de l'algorithme du PGCD en nombre de cycles
d'horloges. Mais, comme il y a une propagation de la retenue, ces cycles sont plus longs. Nous
propageons donc la retenue sur trois bits, car ceci est le minimum permettant d'exécuter une
autre opération intéressante qui est la division, et nous étudions également le cas de quatre bits.
Quand L, et 1p sont normalisés, A et B sont dits semi-normalisés et nous obtenons :

(1a] 1) 252% <| A| < (o] +1) 25 et (pp|-1) 250 <|B| < (up| +1) 2%*

Lorsque A et B sont semi-normalisés, les valeurs Ippl = 2k-1 et |y, | = 2K - 1 méritent une
certaine attention pendant le déroulement de l'algorithme. Prenons comme exemple k = 3,
B = 10010 (5p=S5, tp=4) et A = 1110 (8,= 4, Ha = 7). Si B := B - (A*28b-3a) est exécuté, le
résultat sera B = 10010, qui est aussi semi-normalisé et négatif, mais I'opération suivante sera
B:= B + (A*25b-82) et nous retrouvons la valeur précédente ; l'algorithme ne se terminera
jamais. En réécrivant B avant d'échanger A et B, l'algorithme évitera a Ha de prendre les valeurs
7 ou -7 (sur 3 bits). En d'autres termes, |ita] = 7 et |y | = 4 peuvent nous ramener a Iupl =4 qui
est déja normalisé, mais la prochaine étape donnera Iyl < 1. Cette boucle infinie similaire est
présentée et traitée dans [KOM 83]. Quand on fait I'addition/ soustraction, une retenue

appartenant a {1, 0, 1} doit &tre propagée de la partie redondante des nombres 2 la partie non
redondante.

La table I11.5 montre la nouvelle rangée de pp, 2 partir de la valeur p, et la précédente valeur
de pp apres B := B - A, les valeurs en gras ne seront pas prises et celles en italique de la
colonne |, = 7 évitées. Une table symétrique peut étre dressée pour B :=B + A.
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Hb\ Ha 4 5 6 7
4 -1, +1 -2,0 -3, -1 -4, -2
5 0, +2 -1, +1 -2,0 -3, -1
6 +1, +3 0, +2 -1, +1 -2,0
7 +2,+4 | +1, +3 0, +2 -1, +1

Table IIL5

Le programme suivant présenté en pseudo-Pascal est la description comportementale du
circuit de calcul du PGCD. Les variantes M1 et M3 utilisent k = 3 et les variantes M2 et M4
utilisent k = 4, chiffres pour la partie normalisée. Ce programme manipule donc 4 entiers : 3, et
3p avec [loga (loga (valeur maximum de A ou B))1 bits, ua et pp avec k bits (sans signe) plus
un bit de signe. by, le bit de signe le plus significatif de B, prend la valeur zéro si IBl <2k, Les

résultats de simulations sont montrés dans I'Annexe 1.

fonction PGCD (A, B, k, 83, 8p) ; (* variantes M1 et M2 *)

(* 82 =[logy AT, 8 =[log, B (nombre de bits de A et de B) *)
début

fin.

tant que 3, >0 faire (*B=#0%)
début

si abs (Up) < 2k-1 alors
début
si ((82> 3p) ou ((53 = 8p) et (abs (Ua) > 2K1))) et (b, * pp) = 2k-1 -1 alors
début Uy ;= pUp+ by ; by :=-by fin
sinon début [y := Uy + PUp + by ; bn,. 1 :=bn-1,..0; 8p:= 8 - 1 fin(*normaliser*)
fin
sinon début
si (82> 8p) ou ((83 = 3p) et (abs (o) > abs (Uup))) alors (* A > B *)
début échanger (83, 8p);
si (Uy *Up) <0 alors(A):=( B )sinon(A):=( B )fin

B/ 7| (A+B)*2 B! | (B-A)*2
. . A — A . A o A M
sinon si ([, * Uy ) <0 alors (B)'_( (A+B) %2 ) stnon (B)'_( (B-A) *2 )’
fin ;
Sp:=8-1;
fin ;
| PGCD :=A;
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La variante suivante (M3 et M4) de I'algorithme du PGCD utilise un décalage vers les poids
forts de deux positions, en plus du décalage d'une position utilisée dans la variante précédente.
Dans la nouvelle variante, nous essayons de tirer un avantage de ce décalage chaque fois qu'il
est possible. Autrement, les deux variantes sont similaires.

fonction PGCD (A, B, k, 83, 8p) ; (* variantes M3 et M4 *)
(* 83 =[logy AT, &p = logy B (nombre de bits de A et de B) *)
début
" | tant que 8y >0 faire (*B=0%)
début
si abs (up) < 2k-1 alors
début
si ((52> 5p) ou ((5a = 8p) et (abs (iz) > 2k-1))) et (by * pp) = 2k-1-1 alors
début pp :=Hp + by ; bp:=-by fin
sinon si abs (up) < 2k-2 alors
début pp:=4*pUp +2*by+ bp1;bn2:=bp-2.0;8:= d-2fin
sinon début My := b+ Wp+ bp; bn.1:=bp-1.0: 8 := - 1fin (*normaliser*)
fin

sinon début

si (82> 5p) ou ((52 = p) et (abs (ia) > abs (Up))) alors (* A>B *)
début échanger (35, 8p) ; échanger (A, B) fin; (* échanger *)

si abs (pa + pp) < 2k-2 alors début B:=(B +A) *4; 8p:= 8- 2 fin
sinon si abs (Ha - B ) < 2K2 alors début B:=(B - A) *4;8p:=8p-2fin
sinon si abs ( pa + Up ) < 2k-1 alors début B:=(B + A) *2;8p:=8p - 1 fin
sinon début B:=(B-A)*2;8p:=8p- 1 fin;

fin;

fin ;

PGCD :=A;

fin.

Maintenant, si nous voulons calculer (R, S) tel que Ag * R - Bg * S = H=PGCD(Ao, Bo),
nous utilisons la table III.6 pour exécuter la séquence inverse des opérations qui donne H.
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type | calcul du PGCD inverse preserve A*R-B*S
Normaliser 1 B:=B*2 B:=Bdiv2 S:=8S*2
A)_[B A\_(B RY_{-S
Echanger 2 (B)“(A) (B)'(A) s)"( —R)
— * R R:=R-§*2
Soust | 4 | B=(B-A)*2 | B:=Bdiv2+A | RFRIS2
Valeurs init. AetB A:=1B:=0 R:==1,8:=1

Table II1.6 : opérations de calcul du PGCD et du PGCD étendu pour les variantes M1 et M2

L'algorithme produit directement le résultat et comme nous n'avons pas besoin de
correction, les valeurs initiales de Ag et Bg, n'ont pas & étre sauvegardées comme dans la
version avec test des poids faibles.

A partir de (Ap, Bn) = (H, 0) et en exécutant la colonne du milieu, nous retournons a la
valeur (Ag, Bo). Rappelons que, lors de calcul du PGCD, B;, a été multiplié par deux, donc sa
valeur finale est paire. Ici, By est divisée chaque fois par deux. A partir de (A, Bp) = (1, 0) et,
comme B/ H est pair également, nous obtenons donc a la fin (Ag/ H, Bg/ H). Les deux
algorithmes de calcul des coefficients de Bezout et de la simplification des fractions, qui sont
pratiquement identiques, sont donnés ci-dessous.

procédure PGCD étendu (R, S) ;
(* rouver Ret Stelque A *R - B * S = PGCD(A, B) *)

Ri=1;S:=1; (* initialiser *)
Pour i := nbetape a 1 par pas de -1 faire
début
castype [i] de
1:S:=8 * 2 ; (* normaliser *)
2:(?):( -Ig ); (* échanger *)
3:(R) .o (R-S) *2 ); * soustraction *
(B[ &252 ) cmomim
4:[RY._ (R+S) *2 ); * addition *
N ( S*2 (* addition )
fin ;

fin.
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Les algorithmes avec test des poids forts ont été programmé en langage Pascal et simulé
[BGR 90, CHE 90]. Nous avons obtenu pour ces algorithmes une complexité en temps de
l'ordre O(n) pour des entiers a n bits.

procédure simplifier la fraction(A, B) ;
(* trouver A / PGCD(A, B) et B/PGCD(A, B) *)

A=1;B:=0; (* initialiser *)
Pour i := nbetape a 1 par pas de -1 faire
~début
cas type [1] de
1:B:=Bdiv2 ; (* normaliser *)
JA)_[B). ny. *
2.(B) (A)’ (* échanger *)
3:B:=Bdiv2-A; (* soustraction *)
4:B:=Bdiv2+A; (* addition *)
fin ;
fin.

II1.6. CONCLUSION

Lorsque nous sommes passés du domaine des petits entiers & celui des grands entiers, nous
avons effectué quelques modifications aux algorithmes de calcul du PGCD (table I11.7). En
effet, ces derniers ont six variables (A, B, Ua, Kb, 82, 8p) pour les trés grands nombres et
utilisent des opérateurs en notation redondante. Cependant les algorithmes restent complexes et
heuristiques, comparés a ceux utilisés pour l'arithmétique des petits nombres (chapitre II §11.2)
qui sont simples et déterministes et utilisent seulement deux variables (A, B) dans un systéme
non redondant. Néanmoins pour une simple opération comme 1'addition, nous obtenons un
temps de propagation en ligne énorme dii a la propagation de retenue.

Petits entiers Grands entiers
2 variables 6 variables
propagation de retenue pas de propagation
algorithme simple algorithme complexe
algorithme déterministe algorithme heuristique

Table II1.7 : conséquences sur les algorithmes



Chapitre III 51

Concernant les trés grands nombres, quatre approches ont été détaillées, deux avec test des
poids forts et deux avec test des poids faibles, en paralléle ou en série. Nous avons essayé
d'obtenir plusieurs variantes pour chaque approche, en manipulant les quotients ainsi que le
nombre de positions de décalage (tables III.1 et IT1.4).

La convergence des algorithmes n'a pas €té démontrée mais seulement tenté sur un grand
nombre d'échantillons. Cependant, toutes les opérations effectuées dans ces algorithmes
concernent la valeur du PGCD. Nous pouvons donc ainsi dire que chaque fois que les
algorithmes convergent, ils donnent bien le PGCD.

La complexité en temps de chacun des algorithmes détaillés dans ce chapitre; de calcul du
PGCD de deux entiers a n bits est évaluée 2 O(n). En effet, dans les variantes ol nous utilisons
des additionneurs d'un bit signé a quatre entrées et deux sorties, la complexité en temps est
estimée a O(n).

Ces algorithmes ont été présentés avec seulement une addition/soustraction par cycle
machine et plusieurs décalages différents. Les tests ont été remplacés par des estimateurs, car
nous manipulons de trés grands nombres.

Pour chacune des variantes décrites dans ce chapitre, nous allons proposer une architecture
qui fera 1'objet du chapitre suivant.






CHAPITRE 1V
ARCHITECTURES
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IV.1. INTRODUCTION
IV.2. PRINCIPE DE L'ADDITIONNEUR PARALLELE : CFA
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IV.3.1. Approche parallele
IV.3.2. Approche série
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IV.4.2. Approche série

IV.5. CONCLUSION
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IV.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons les architectures des différents algorithmes développés
dans le chapitre III. Nous essayons a chaque fois qu'il est possible d'obtenir des tranches de
bits qui exécutent des opérations simples telles que 1'addition/soustraction, le décalage et
I'échange. Pour chaque architecture, nous essayons d'évaluer le nombre de transistors
nécessaires pour traiter un bit.

IV.2. PRINCIPE DE L'ADDITIONNEUR REDONDANT

Au cours de cette section, nous essayons de présenter le fonctionnement de cet additionneur
utilisé pour chacune des approches parall¢les. Son schéma externe est représenté i la figure
IV.1. Nous obtenons un additionneur de deux nombres de trois chiffres signés chacun écrits en
notation redondante.

a b
./+2 122 22| -/+2 12 2

in a b a b
20 E- 2020 -/+° 12020 -/+0|20 21 1+ (21 2} 1+ 1212
: * pPM T

Figure IV.1 : schéma externe d'un additionneur redondant

Remarquons que le parallélisme réalisé pour ce type d'additionneur n'est pas total, en effet,
I'addition ou la soustraction se réalise avec une propagation locale de la retenue qui influe au
plus sur le résultat du bit suivant comme I'illustre la figure II.1.

Si nous examinons la structure de cette unité arithmétique, nous pouvons distinguer la boite
PPM (Plus Plus Moins) et la boite MMP (Moins Moins Plus) ; il s'agit d'un additionneur qui a
trois entrées, D, E et F et deux sorties, Coy; (retenue) et Soyt. La sortie du PPM est D + E - Fet
celle du MMP est F - D - E, quelques soient les signes affectés aux entrées et aux sorties, la
retenue est de poids 2, et la somme est de poids 1.
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La configuration montrée dans la figure IV.2 est celle de la cellule PPM.

D E F

[ [ 1

- e

- PPM +
Sout Cout

Figure IV.2 : schéma externe de la cellule PPM
Nous avons la relation suivante,
D+E-F= (2*Cout) - Sout

Par contre, la configuration montrée dans la figure IV.3 est celle du MMP.

D E F

| | |

> MMP T
Sout Cout

Figure IV.3 : schéma externe d'un MMP

Larelation devient,
F - D - E = Sout"' Z*Cout

Les équations logiques d'un PPM ou MMP sont,

Sout=D®E®F
Cot=@ aBE)v @ a F)vEa F)

IV.3. ARCHITECTURES AVEC TEST DES POIDS FAIBLES
IV.3.1. Approche parallele

Dans l'approche paralléle, les deux premiers nombres sont envoyés en série dans les
registres a décalage en notation redondante.
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n-1
Soit un nombre A donné par Zai 2i, a;e {1, 0, 1}. Avec cette notation, il est facile
i=0
d'effectuer une addition ou une soustraction (en changeant le signe d'un nombre). Ce qui
revient & échanger seulement les deux bits de chacun de ces chiffres et ne demande pas

d'extension de signe.

La structure d'une partie de 'opération est une description fonctionnelle du circuit de calcul
du PGCD. Le chemin de données de la variante 14 est montré dans la figure IV.4. Notons que
chaque fil représente deux bits.

Beere

s \| - A -~

‘\;i B tlz
N A

o dyamy

J

— ]

2" 23 22
Figure IV.4 : chemin de données de la variante 1.4

L'implantation des variantes L2, L3, L4 et L5 nécessitent respectivement 158, 200, 216 et
222 transistors par chiffre traité pour exécuter chaque opération de calcul du PGCD. Dans le cas
du PGCD étendu, nous obtenons respectivement 202, 268, 276 et 296 transistors.

IV.3.2. Approche série

Sur des entiers transmis bit a bit poids faible en téte, diviser B par deux ou décaler a droite
(figure IV.5) est simple a réaliser en retardant seulement d'un cycle d'horloge, mais en méme
temps A serait divisé€ par deux, il suffit donc de mémoriser la valeur de A dans une bascule pour
pouvoir récupérer sa valeur initiale.

A
(=
B (5)=(5d2)

Figure IV.S : décalage a droite
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Soustraire A de B (figure IV.6) exige en plus une bascule pour mémoriser la retenue. Cette
bascule est initialisée 2 1, puis mise 2 jour pour chaque nouveau bit. En effet, B-A = B+A+1.

A

B i ( g) :=((B-Af div 2)

Figure IV.6 : soustraction et décalage 2 droite

Enfin, échanger deux nombres en-ligne nécessite seulement le croisement des deux fils
(figure IV.7). Cette opération est exécutée en méme temps que I'addition. Cette derniére est
semblable 2 la soustraction et la bascule doit étre initialisée a 0.

A

B I ( g) :=((A+B]?div2)

Figure IV.7 : échange et addition décalée a droite

Les bits d'entrées sont fournis en série 2 un vecteur de cellules programmables (figure
IV.8). Une partie de contrdle programme chaque cellule séquentiellement de gauche a droite a
travers deux registres de 2 bits appelés registres de contrdle, en exécutant une des opérations
représentées ci-dessus.

jeton de téte
] T T —

4
— -

2 1 T

— huw

cellule cellule
bi_|programmable |programmable|

Figure IV.8 : vecteurs de cellules programmables par la partie controle

L'algorithme de la partie contrdle (a droite du dessin ci-dessus) se résume a :



Chapitre IV 59

fonction PGCD (A, B, §,, 5 );

début
1:= 83 +8p + 1 ; (* initialiser les sommes de nombre de bits *)

lire le premier bit by de B; positionner le jeton de téte @ gauche;
tant que i # 0 faire
début
ok :=(bp=0);
si &y > 0 alors

début
programmer la cellule courante @ faire une addition (code 01);

s si ok alors échange (53, 8p ) sinoni:=i-1;
in
sinon

début
programmer la cellule courante d faire une soustraction (code 11);

i:=1-1;
fin ;
si ok alors j :=1i div 2;

8 :=8p- 1;
chercher les bits suivants de A et de B ;
décaler le jeton de téte de fagon que la cellule courante soit la suivante ;
fin ; (* maintenant B est 0 et A est le PGCD *)
Jorcer la cellule courante a faire une addition ; (* B := A *)
tant que j # O faire

débutj:=j- 1;
émettre by ; (* émettre le bit suivant du PGCD *)

in ;
fin (* PGCD *)
La figure IV.9 montre l'exemple d'un vecteur de cellules aprés 4 cycles d'horloge. Notons
que la cellule de décalage est la méme qu'une cellule libre.

jeton de téte
¢, y i ( (H, m-—
" t t t — — :
—} CH, Gl e controle
b I::EE LN )
C 1
~@——————ccllules programmées - <—1libre -

Figure IV.9 : exemple de cellules programmées par la partie controle

Pour chaque cycle d'horloge, bg est testé par la partie de contrdle du circuit afin de
programmer la cellule suivante. Le choix judicieux du code de programmation de la cellule de
décalage permet le contrdle local du chargement du registre de controle. La boucle de rétro-
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action partie controle-partie opérative (figure IV.10) est supprimée, la partie contrSle propose
une action, et la partie opérative I'exécute ou non.

partie parae
opérative controle
—

Figure IV.10 : 1a boucle longue est remplacée par la boucle locale

Maintenant, nous évaluons le nombre de transistors pour chaque cellule fonctionnelle de la
variante L1 dont le schéma est présenté dans la figure IV.11.

. retard
jeton de téte ——[ "]
-

— X TLI registre de contrdle
] rf‘ﬁf ) a.

3 NZ 7 il
g
) D
=t —)
bj )

Figure IV.11 : cellule fonctionnelle de la variante L1

Piece instances transistors (reégles CMOS)
additionneur 1 30 additionneur rapide

porte Et 1 4

porte Ou-Exclusif 1 6

bascule 2 10  maitre-esclave statique
bascule 2 5 latch statique (contrdle)
interrupteur 5 1  pour reset, preset, select
TOTAL 75 transistors par tranche de bit

Le circuit décrit 2 la figure IV.13 ne fonctionne pas pour les trés grands nombres. Cela est
dii au retard des portes accumulé le long des cellules, ralentissant ainsi le cycle d'horloge. Dans
ce cas, nous n'avons pas de propagation de la retenue mais une propagation du résultat. En
introduisant toutes les 8 cellules fonctionnelles une cellule de restauration (une barrie¢re
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temporelle) ne contenant que des bascules maitres-esclaves (figure IV.12), nous éliminons la
propagation du résultat, changeant le circuit combinatoire en un circuit pipeline. Pendant le
parcours, nous perdons un cycle d'horloge toutes les 8 cellules fonctionnelles. Cette cellule de
restauration sert aussi de "voiture-balai", recyclant les cellules inutilisées. Pour cela, nous
introduisons un "jeton de queue" délimitant la partie active du circuit. Cette cellule de
restauration est utilisée dans le calcul du PGCD pour économiser le matériel. Nous verrons
ultérieurement que ceci ne fonctionne malheureusement pas pour le calcul des coefficients de
Bezout.

vers la partie controle
A
jeton de queue
horloge + 9
jeton de téte
horloge ?
remise a 0 toutes <
les 8 cellules 2
=
o 453
fi)n d'un cycle 883

Figure IV.12 : cellule de restauration

Le nombre de cycles permettant de trouver le PGCD dépend des valeurs des parametres, le
maximum étant 2*(3; + dp) cycles. Une nouvelle cellule est programmable a chaque cycle

d'horloge.

Nous appelons "cellule morte” une cellule dont les entrées et sorties resteront stables jusqu'a
ce que l'algorithme soit terminé. Dans le cas contraire, il s'agit d'une "cellule active". Nous
comptons n cellules actives, car chaque résultat intermédiaire peut €tre calculé avec n bits.
Toutes les cellules mortes peuvent étre fonctionnellement remplacées par un registre de 2 bits
permettant une extension de signe de A et B. Ce registre est localisé dans une cellule de
restauration qui est une cellule intermédiaire placée toutes les 8 cellules fonctionnelles. Un jeton
de queue est positionné par le dernier bit des opérandes, déclenchant le recyclage de 8 cellules
fonctionnelles mortes en cellules oisives en mettant le registre de controle a 0.
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entrée des donnm des résultats

Z ] \ N

Figure IV.13 : circuit de calcul du PGCD en mode série avec test des poids faibles

Le calcul du PGCD étendu en mode série avec test des poids faibles est possible, mais colite
cher du point de vue matériel. Pour le réaliser :

- nous utilisons les opérations stockées dans les registres de contrdle au lieu d'une pile. Dans
ce cas, nous n'avons pas besoin de la partie de contrdle, mais seulement du registre de controle
qui doit étre programmable,

- nous abandonnons l'algorithme de recyclage, afin de conserver le registre de controle,

- nous utilisons deux additionneurs supplémentaires d'un bit par cellule pour calculer R + B et
S + A, afin de les conserver toujours dans le méme ordre,

- nous utilisons deux additionneurs/soustracteurs supplémentaires par cellule pour calculer

2*B * A, pour retrouver la séquence des valeurs de A et B, ainsi que 2*¥(R+B) £ (S + A).

En partant des valeurs initiales A, B, R et S qui sont respectivement H, 0, 1, 1 et en
exécutant les opérations dans le sens inverse donnant le PGCD (table IV.1), nous aboutissons
au calcul des coefficients de Bezout R et S. L'implantation de la variante L1 nécessite 75
transistors par chiffre traité pour exécuter chaque opération de calcul du PGCD. Dans le cas du
PGCD étendu, nous obtenons 526 transistors.
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préserve la relation
Calcul du PGCD (A*R-B*S) =H
ﬁ A%in
(ﬁ) ==(B £v 2) 1§ : §v2
8 | poyas
A)}. B . -A div
(B) ~={(A+B) div 2) R/ (S+A) div2
S/ \(R+B)-(S+A)div2
8. a5,
A). A . +A div2
(B) -‘((B-A) div 2) R]|* (R+(l;)~l‘-S-‘;1A)2d1v2
+ V.

Table IV.1 : opérations calculant le PGCD et le PGCD étendu

BRENT et KUNG [ BKU 83] ont propos€ une variante qui est Iégérement plus rapide que la
précédente, et qui possede trois sortes de cellules et teste aj ainsi que bj. L'algorithme de la
partie contrble de la variante L2 est donné ci-dessous.

fonction PGCD (A, B, 83,0p ) ; (* variante L2 *)
début
tant que dp =0 faire
début
si bg =0 alors
programmer la cellule courante a faire un décalage
sinon si 63 < 8p et b1 # a] alors
programmer la cellule courante a faire un échange-addition
sinon si 83 < 8p et b1 = aj alors
programmer la cellule courante a faire un échange-soustraction
sinon si §3 = dp et by # aj alors
programmer la cellule courante @ faire une addition
sinon si 83 > 8p et by = aj alors
programmer la cellule courante a faire une soustraction ;
si 03 < 8p alors début échange(d,, dp); échange (b1 = a1) fin;
O0b:=0p- 1; by :=b1;
chercher les bits suivants de A et de B ;

fin ; (* maintenant B est 0 et A est le PGCD ¥*)
fin (* PGCD ¥) .
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Il est facile d'implanter une version série des variantes L3 ou L4, mais elles sont trés
complexes. L'algorithme de la partie controle de la variante L4 se résume & :

fonction PGCD (A, B, 83,0p);  (* variante 14 ¥)
début

tant que dp = 0 faire
début
si bg =0 et b1 =0 alors
programmer la cellule courante a faire un décalage
si bg =0 et b1 = 0 alors
programmer la cellule courante a faire un décalage-addition

sinon si 83 < 8p et b] # a] alors

programmer la cellule courante @ faire un échange-addition
sinon si 83 < dp et b1 = a1 alors

programmer la cellule courante a faire un échange-soustraction
sinon si 83 = dp et b1 # a] alors

programmer la cellule courante a faire une addition
sinon si 83 = dp et b1 = a] alors

programmer la cellule courante a faire une soustraction ;
si 83 < 8p alors début échange (83, 8b); échange (b1 = a}) fin;
db:=8p - 1; b :=b1;
chercher les bits suivants de A etde B ;

fin ; (* maintenant B est 0 et A est le PGCD *)
fin (* PGCD *) .

Nous avons présenté dans la figure IV.14 les différentes cellules programmables de la
variante L4.
décalage  décalage-addition addition

soustraction  échange-addition  échange-soustraction
Al Al A
B E- E@: B@:

Figure IV.14 : cellules programmables de la variante L4
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IV.4. ARCHITECTURES AVEC TEST DES POIDS FORTS
IV.4.1. Approche parallele

Le chemin de données de calcul du PGCD et du PGCD étendu de l'algorithme M1 et M2, de
la division et de la simplification décrit dans le chapitre III §II1.5, est montré dans la figure
IV.15. La partie de contrdle n'est pas détaillée dans ce chapitre. Dans cette approche la relation
B :=B div 2 * A est faite par B := (B £ 2*A) div 2.

Le chemin de données des variantes M3 et M4 peut étre facilement déduit a partir de la figure
IV.15 en permettant de charger bj par la sortie de la tranche de bit sj-2 ou sj+2, au lieu de sj-1
ou sj+] et en stockant les 3 bits de codage des opérations de calcul du PGCD dans la pile LIFO.

registres bidirectionnels a décalage (pile LIFO)

%5 )
= /1
b a b a b a b a b
< b b b b N
a AW 1< 1+ ’
g8 A = = £ 1ol
5o > > hof ~ 16¥AU
‘TS ¢ n n-1 n-2 1 0 »
2. 2 2 2 2 2

Figure IV.15 : chemin de données des variantes M1 et M2, de la division et de la simplification

La figure IV.16 illustre les différentes étapes de calcul du PGCD et du PGCD étendu.
- La premicre étape initialise tous les registres a zéro,
- Lors de la deuxieme étape, nous décalons les entrées en série par les poids faibles dans
les registres A et B,
- Durant la troisi¢éme étape, nous calculons le PGCD de ces deux nombres en exécutant
les opérations décrites par I'algorithme M1 ou M2 qui, au fur et 2 mesure sont stockées
dans une pile LIFO. Ensuite, le résultat H de ce calcul est décalé en série par les poids
faibles et regu en sortie,
- Pendant la quatriéme étape, nous réinitialisons 2 1 les bits de poids faible des registres A
et B qui seront utilisés pour le calcul des coefficients de Bezout R et S (PGCD étendu),
- En cinquiéme étape nous calculons R et S en exécutant les opérations qui se trouvent
dans la pile LIFO dans le sens inverse,

QLIPS SONIOS
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- Enfin, la dernitre étape consiste a récupérer les résultats décalés par les poids faibles
tout en exécutant la deuxiéme étape pour les prochaines entrées des opérandes.

1ére étape : Remettre a O tous les registres
2¢me étape : Décaler les entrées par les poids faibles dans les registres A et B

"Registre 2 décalage A <@—
" Registre 3 décalage B~ <€—
3eme étape : Calculer H et stocker les opérations dans la pile type d'opération
Registre bidirectionnel 2 décalage (pile) <€—

Regise  décalage A
Regre s decalaze | P |3
4&me étape : Réinitialiser les registres A (utilisé pour S) et B (utilisé pour R)
| " Registre 3 décalage A
" Registre 2 décalage B
5eme étape : Calculer R et S avec les opérations stockées dans la pﬂ&pe dlopération
Registre bidirectionnel 2 décalage (pile) . —p>

" Registre 2 décalage A

..................... | [ 3 Registre 3 décalage B

6&me étape : Résultats de sortie R et S décalés par les poids faibles
_ (peut étre exécutée en méme temps que I'étape 2)

S l 18RS L 4 L] L] L) L ] 1] L] L]
<4 Registre & décalage A
Iy

< - Registre 2 décalage B

Figure IV.16 : différentes étapes de calcul du PGCD et du PGCD étendu

L'Unité Arithmétique 1 bit montrée 2 la figure IV.17 est constituée de trois blocs, le
multiplieur dont les sorties sont bj, -bj ou 0 et deux blocs, PPM et MMP (identiques), qui

forment un additionneur en notation redondante.
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+ A - +B-
| |
p+
. Multiplieur
PPM

C*qi\,f %‘*

3 J \,’-

+ S -
Figure IV.17 : Unité Arithmétique avec des opérandes en notation redondante

Nous allons maintenant évaluer le nombre de transistors pour chaque tranche de cellules de
la variante M1 et M2 dont le schéma est présenté dans la figure IV.15.

Piece instances transistors (régles CMOS)

bloc PPM 2 20 additionneur

multiplieur 1 16

multiplexeur 3 8

inverseur 1 2

bascule 7 10  maitre-esclave
interrupteur 4 1 pour la remise a 0
TOTAL 156 transistors par tranche de bit

Les implantations des variantes M1, M2 et M3, M4 nécessite respectivement 138 et 156
transistors par chiffre trait€ pour exécuter chaque opération de calcul du PGCD. Dans le cas du
PGCD étendu, nous obtenons respectivement 156 et 160 transistors.

IV.4.2. Approche série

Les algorithmes M1 et M2 sont simples & implanter en mode série. Nous proposons la
cellule programmable de la variante M1 (figure IV.18), qui exécute la normalisation, échange-
addition, échange-soustraction, addition ou soustraction, et 4 chaque fois le résultat est multiplié
par 2.



Chapitre IV 68

Le registre de contrdle de chaque cellule doit avoir trois bits. Les blocs D sont des bascules
maitre-esclave, qui avant de commencer le calcul devraient toutes &tre remises 2 0 (0 a deux
représentations possibles 00 ou 11).

verslapaln'tie“
] q controle
3 Lr\--/ D >+ai E
—t-L . =D > o
3 (I 2 ¥
I R\
bit'L,"‘\"' = H 3§ |{D}= 3 D >+b1 "é ®
byl E |- + + » L

Figure IV.18 : cellule programmable de la variante M1

Malheureusement, il n'est pas possible de propager by, A travers les cellules jusqu'a la partie
contrdle. Cette derniére recoderait la cellule en changeant les valeurs des bascules. I1 est donc
nécessaire de propager by 2 travers les multiplexeurs, ralentissant ainsi le cycle d'horloge. Le
calcul du PGCD étendu exige des cellules supplémentaires dupliquées.

L'implantation des variantes M1 et M2 nécessite 192 transistors par chiffre traité pour
exécuter chaque opération de calcul du PGCD. Dans le cas du PGCD étendu, nous obtenons
344 transistors.

IV.5. CONCLUSION

Nous avons réalisé une architecture de 'approche parallle avec les poids forts en téte. Nous
appliquons aussi les principes de Bezout par les poids forts pour calculer les coefficients de
Bezout R et S qui vérifient R * A - S * B = PGCD(A, B) ; ceux par les poids faibles sont aussi
performants.

Nous avons également congu une architecture de I'approche série avec test des poids faibles
et des poids forts. Les coefficients de Bezout sont compliqués et coliteux a calculer.

Le choix de la meilleure tactique du point de vue performance et coiit en matériel sera
évoqué dans le prochain chapitre. La méthode est classique : nous établissons un tableau
comparatif des différentes méthodes simulées et nous en déduisons celle qui obtient le meilleur
compromis vitesse/surface de silicium.
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V.1. INTRODUCTION

V.2. SIMULATION ET CHOIX DE L'APPROCHE A IMPLANTER

V.3. CONCLUSION
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V.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons le rapport coiit/performance des algorithmes décrits dans
les chapitres III et IV. Pour chaque algorithme de calcul du PGCD et du PGCD étendu, les
simulations ont été effectuées avec un méme ensemble de 200 échantillons de 2000 bits.
Chaque échantillon est généré arbitrairement de fagon 2 étre impair (chiffre le moins significatif
différent de zéro) et normalisé (chiffre le plus significatif différent de zéro).

Les performances sont données par le rapport du nombre de bits traités au nombre de cycles
d'horloge simulés.

Pour chaque algorithme, une architecture décrite dans le chapitre IV a été proposée, soit en
série, soit en parallele, soit parfois les deux. Cela nous a permis d'obtenir le chemin des
données, le coiit de chaque opération en terme de nombre de cycles d'horloge, et le cofit d'un
bit en terme de nombre de transistors.

Dans le calcul du PGCD et du PGCD étendu, le coiit d'addition/soustraction est d'un cycle
d'horloge. L'opération d'échange est exécutée en paralléle avec 'addition/soustraction et ne
nécessite pas de cycle supplémentaire. De méme concernant les décalages. Le schéma du
matériel d'addition/soustraction est le méme que celui montré dans [GHM 89].

L'avantage d'utiliser la distributivité du décalage sur I'addition/soustraction entraine un gain
en terme de matériel d'un petit nombre de transistors. Par exemple pour les relations
B:=8*B+2*AetB:=4*B + A présentées dans la variante L5.

V.2. SIMULATION ET CHOIX DE L'APPROCHE A IMPLANTER

Dans les variantes L2, L3, L4 et LS (test des premiers bits de poids faible), les nombres sont
traitées en parallele tandis que dans L1, elles sont traitées en série. Pour chaque variante, nous
avons évalué le cofit en nombre de cycles d'horloges par chiffre ainsi que le nombre de
transistors par chiffre. De méme pour les variantes M1, M2, M3 et M4 (test des premiers bits
de poids fort) oii les nombres sont manipulées en paralléle, M1 et M2 pouvant également étre
exécutées avec des nombres en série. La table V.1 résume les résultats de simulation pour les
différentes variantes de calcul du PGCD et du PGCD étendu.
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variantes premiers bits du poids faible premiers bits du poids fort
codt |l 2l Bl sl | m| | M3| 4
cycles | Pacp| 1.80| 176 136 1,12| 1,09| 1,09] 1,08] 097| 096
d'horloges PGCD -
if;a_r( chiffre| FOCD | 2631 474 406 344| 337| 218| 2,16| 195 190
% % PGCD 158 | 200 216| 222| 138] 138] 156 | 156
S PGCD
5| & | Bonde 202 | 268| 276 | 296 | 156 | 156 | 160 | 160
@
S| [PocD| 75 192 | 192
z |8
PGCD
g FoCD | 526 344 | 344

Table V.1 : résultats de simulation

Dans I'approche série (figure V.1), 'architecture de la variante L1 pour le calcul du PGCD a
une faible vitesse ainsi qu'une faible complexité. Par contre, dans le cas contraire, la variante
M1 a une architecture plus complexe avec une grande vitesse. Entre ces deux extrémes, nous
obtenons des variantes de l'approche paralléle, parmi lesquelles les algorithmes M3 ou M4 qui
présentent un meilleur compromis avec une architecture de complexité modérée et une grande

vitesse.

8 — 5
= premiers bits de ML O
>1 Y ids fort <0 =
g 2 paralile Ag e L pteEE
& M3 L5 2R
g8 € ¥ M1 5§23
E S ER
€ 08 ] premiers bits de L .
e poids faible
I (I L AR
© premiers bits
8 06 £1 poids faible
g ) paralléle
.g .
| 0.4 V4 V4 VA £ V4 f
0 100 trans/chiffre 200 300
croissance du cofit >

Figure V.1 : vitesse et complexité des différentes variantes pour le calcul du PGCD
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La figure V.2 confirme que les versions paralléles qui testent les chiffres les plus
significatifs sont également meilleures pour le calcul du PGCD suivi du calcul des coefficients
de Bezout pour le calcul du PGCD étendu.

3
[y premuers bits de
E poids fort
¢ paralléle
S premiers bits de
M4 ,
050 'g¥ M3 poids fort e
M2 série Ml
M1
premiers bits de
0,35) poids faible
pamllile L4 155
Ve
0,20 a
soo " oo T " Is0" T T 7 Joo0”
trans/chiffre

Figure V.2 : vitesse et complexité des différentes variantes
pour le calcul du PGCD suivi des coefficients de Bezout

Le choix de I'algorithme a implanter s'est donc porté sur la variante M3 qui nécessite un
cycle d'horloge pour chaque opération de calcul du PGCD et deux cycles pour le calcul des
coefficients de Bezout. Le coiit matériel pour chaque tranche de cellules est de 156 transistors.
Le chemin de données des opérandes est constitué d'une partie en notation redondante et d'une
partie en notation en complément a deux (3 bits plus un bit de signe). De plus, les opérations
d'addition, soustraction, décalage et comparaison peuvent étre exécutées dans les deux
notations différentes.

V.3. CONCLUSION

Bien que le gain potentiel en terme matériel de 1'approche dEUCLIDE [KNU 81] (test des
chiffres les plus significatifs) soit trés faible, I'estimateur de BRENT utilisée par cette approche
pour les trés grands nombres est suffisamment précis. La version la moins chére en terme de
matériel pour le calcul du PGCD est donc la variante M3 qui est aussi rapide que la variante LS,
cette derni¢re €tant beaucoup plus chére. Pour le calcul du PGCD étendu, l'approche
d’EUCLIDE est a la fois plus rapide et moins chére en matériel. Notre choix s'est porté sur la
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variante M3 qui présente le meilleur compromis coiit/performance. Les détails du circuit
implantant cette approche feront 'objet du chapitre suivant.



CHAPITRE VI
CIRCUIT PGCD
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VI.1. INTRODUCTION

Le choix de 1a méthode a implanter étant 1'approche paralléle avec poids forts en téte, nous
allons a présent effectuer I'étude du circuit congu afin de calculer le PGCD et les coefficients de
Bezout de nombres pouvant atteindre 2048 bits et plus. Ce circuit est constitué :

1- d'une partie opérative utilisant la notation redondante, mais dont la téte utilise la
notation en complément a deux,

2- d'une seconde partie opérative pour comparer le nombre de bits de A et de B utilisant
la notation binaire non redondante,

3- d'une pile LIFO contenant des opérations assurant le calcul des coefficients de Bezout.

Un autre circuit présentant la partie controle pour gérer le circuit PGCD, ainsi que d'autres

circuits, sera implanté sur une carte destinée au traitement du signal. Cette partie contrdle ne
sera pas décrite dans ce document mais qui fera prochainement 1'objet d'un sujet de thése.

V1.2. ETUDE DE LA PARTIE OPERATIVE 2048 BITS

Cette partie (figure VI.1), étant congue pour traiter en parall¢le de trés grands nombres,
occupe une surface importante, ce chemin de données n'étant en fait qu'un assemblage de 2048
cellules toutes identiques, une cellule par bit traité ou tranche de bit.

registre a décalage bidirectionnel (pile)

o]
K-
-8
o "g
vl/| [= ol/| [2 bl 2 ol/| [a bl/| [a
¢ ¢ L [ L
.g{ o J _a _
i LA, ¢
N &L
2T 90 21 212 pn-l 20 T e
o
>

Figure V1.1 : partie opérative 2048 bits
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VI1.2.1. Blocs constitutifs d'une tranche de bit

Nous présentons dans cette section les différents blocs formant une tranche de bit réalisée en
dessin au micron, composée de registres maitre-esclave, d'un multiplieur, d'un additionneur 1
bit redondant et de multiplexeurs. Tous les transistors ont la taille minimale W/L = 4um/1.6um
pour la technologie 1.5 pm.

VI.2.1.1. Registre ou point mémoire

Chaque chiffre en notation redondante représente deux bits. Si nous voulons sélectionner et
mémoriser deux opérandes A et B venant de droite ou de gauche (figure VI.1), nous devons
obtenir dans une tranche de bit quatre multiplexeurs et quatre points mémoires. La figure VL.2
montre le schéma électrique du deux points mémoire de B avec deux multiplexeurs en entrées.
La sélection de l'entrée se fait par une commande ¢ 1bg ou ¢ 1bd et la mémorisation par ¢2.La

commande reset est utilisée pour la remise & zéro du registre.
= +

T Lo|

@lbd = %

o <

@1lbg

Figure VL2 : schéma électrique du deux points mémoire de B
Pour ne pas obtenir le probléme d'éci'iture d'information, les inverseurs A ont leur
transistors de taille minimale W/L = 4um/1.6um par contre les dimensions des inverseurs B
sont W/L = 2um/5.6pum.

VI.2.1.2. Multiplieur

En notation redondante, pour obtenir I'opposé d'un nombre, il suffit de complémenter les
deux bits constituant chaque chiffre ou encore de les permuter. Ceci peut étre réalisé en utilisant
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I'entrée d'un multiplieur de deux chiffres redondants (figure VI1.3) en connectant l'autre & une

commande p (p*, p°).

multlplleur ’:‘

UAY bit

Figure V1.3 : connection du multiplieur avec I'UA 1 bit

Dans l'algorithme de calcul du PGCD, les opérations que doit effectuer I'UA sont (B + A),
(B - A) et (B + 0) car les multiplications (respectivement divisions) par deux ne sont que de
simples décalages a gauche (respectivement a droite). La figure V1.4 montre le schéma
€lectrique ainsi que la table de vérité du multiplieur. En fonction des commandes p+ et p-, nous
obtenons en sortie du multiplieur soit A (addition B + A), soit - A (soustraction B - A), soit 0

(opération B + 0).

ata~ p*tp- a‘t - a-
YYyYy -1 +1
+ -+ - p+L+1[ 01
multiplieur -folololo
s - - 101
A Pk
X y
Vdd vdd
atd a a* b a-
+ - +
p*d PP P 44
p* p- P p*
a‘t | a- a* a

P

Figure V1.4 : schéma €lectrique et table de vérité du multiplieur

VI1.2.1.3. PPM et additionneur redondant d'un bit

L'additionneur redondant permet d'éviter la propagation de retenues. Le traitement des
nombres par les poids forts ou les poids faibles devient possible. Cet additionneur est montré a
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la figure V1.5 pour additionner deux chiffres signés. La maniére avec laquelle ce type de
nombre est additionné est donnée 2 la table 1.1 présentée dans le chapitre I §1.1.2.

b bt aat

_PPMA
CT—D"\l %\D"'c-i:-l
" PPMB

Cj — I L__D°' Ci+l

-8+

Figure V1.5 : additionneur redondant d'un bit

Cependant, il est possible d'éliminer les inverseurs du milieu de la figure, car quand il y a
plus d'un bit, les inverseurs s'annulent. Deux PPM ont donc été congus : I'un, PPMA, sans
inverseur en sortie et I'autre PPMB sans inverseur en entrée. Cela conduit a une faible quantité
de transistors. Cependant, pour que l'opération soit correcte, il est nécessaire de connecter en
premiére entrée c* 4 5V et la derniére sortie 2 un inverseur, avec la sortie finale prise a partir de
I'inverseur. La figure V1.6 montre la table de vérité et le schéma é€lectrique de 'additionneur
PPM constituant I'additionneur redondant d'un bit.

X y 2 c s
X y z 8 8 0o O o] o
1] -1 0|1
1 1-:- Y 01110 1 111
+ PPM _ of1]1] o] of o
11010 1 111
cY g 110}1}] O 0] 0
111]0 2 110
11111 1 11 1
vdd Vdd
xd P b x /sd Px
X y le—-—/s /sl I x
y Iz z | |/s

Figure VL6 : schéma électrique et la table de vérité du PPM
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VI.2.2. Plan de masse et routage d'une tranche de bit

Nous présentons le plan de masse et routage (figure V1.7) permettant d'obtenir une meilleure
disposition des différents blocs constituant une tranche de bit (figure VI.1). Afin de simplifier
au maximum le routage entre ces blocs, nous avons disposé en haut quatre multiplexeurs et
quatre registres maitre-esclave, au milieu deux multiplexeurs et un multiplieur, et en bas un
additionneur redondant constitué du PPMA et du PPMB montés en cascade.

Multiplexeurs et remise a 0

VI1.2.3. Réalisation d'une tranche de bit

Figure V1.7 : plan de masse et routage d'une tranche de bit

1 [ 1 T
; -A- +B+ +A+ lbg
Py lbd
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dZ|eZg |28 (38 e . . . @2
=g |72 (e |ps | NS
S| E|75[*3 — T |3 1
L
= =
- - -+ ++
— ® muxg
& & muxd
ux] [T MLt J1 [mox ()
M= = pC)
5 5 [ =
g g g 5 -+ + + - -
g2l =° S e
= ! -] = PPM 1 PPM 2
s | 2
+ - + -
| | I

La figure VI.8 représente une tranche de bit réalisée en dessin au micron. Tous les

transistors ont la taille minimale W/L = 4um/1.6um.
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Figure V1.8 : layout d'une tranche de bit
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VL.3. ETUDE DE LA PARTIE OPERATIVE 4 BITS OU TETE

L'approche que nous avons adoptée, test des poids forts, nécessite une représentation semi-
redondante des nombres dont la téte, formée de quatre bits de poids le plus fort, utilise la
notation en complément a deux.

L'intérét de la notation en complément a deux est que 1'on ne s'occupe pas des signes ; nous
additionnons les nombres, bit de signe compris, comme s'ils étaient non signés. Pour des
raisons de normalisation, le premier bit de i, et pp doit étre non nul. Mais, comme il y a une
propagation de la retenue pour normaliser les |, chaque cycle de l'algorithme dure plus
longtemps. Ainsi, k étant fixé a 3, p, et pp doivent toujours étre compris dans l'intervalle
[-7,- 41U [4,7]. Pour certaines valeurs de , et pp, 'algorithme d’'EUCLIDE peut ne pas
converger, ces valeurs correspondant a abs(,) = 7 et abs(up) = 4. A chaque cycle du PGCD,
les valeurs p, et [y sont testées.

La téte du circuit doit réaliser les mémes opérations que la partie redondante (figure VI.9),
mais elle doit, en plus, traiter des bits dans les deux notations. Par exemple, lorsque 1'opération
(B+A)*2 =B est exécutée, nous voyons bien que le résultat de la derniére cellule de la partie
redondante est décal€ vers la téte. En fait, d'autres valeurs sont aussi décalées, telles que B lors
de I'exécution de I'algorithme du PGCD, et A lors de I'exécution de I'algorithme de Bezout et la
retenue r.

Le circuit formant la téte montré dans la figure VL.10 a été réalisé A partir de cellules de la
bibliothéque ES2.

D—*D—D—*D—‘-**_Ili" i#"’
%a - [ ]| ]

- _ | a l tests des p
ﬁ Y/ S v
l¥r—/ S
2n

21’1—1

vers la partie contrdle

<4—partie redondante —p < téte >

Figure V1.9 : partie redondante et téte
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Nous avons tracé des traits en gras pour indiquer qu'ils concernent tous les bits des p. La
figure VI.10 présente le schéma structurel de la téte. Cette derniere est constituce
d'additionneurs, de multiplexeurs, de bascules D et de portes logiques.

vers B

décalage (*2)

Figure V110 : structure de la partie opérative 4 bits ou téte

A chaque cycle du PGCD, les valeurs de i €t [y sont testées, (bp * Hp) = 4, abs (Kp) > 4,
Ha * Hp < O et abs (1) > abs (Up) . Les schémas (figure VI.11) ont été proposés pour chacune

de ces conditions.
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Hog Ha Ky by t—
Hb,
Hb
“bz ub(i
Ho, _|
Sb sy o1
abs (up) > 4 Ha*up<0 b * Pp =
| . .
Ma [sa|[ o 5] | S | Sb [opération) Koyt b, | S ||“a|>|”b|
010 - %
0|1 + 0 § non
110 + 73
¢ MUX 1 11 " 2,
Y v 0 oui
ADDITIONNEUR 010 - i
0 oui
RESULTAT |s.| [0 |1 ] + 1 | non
! — 0 non
110 + _
1 oui
0 non
11| - .
1 oui

abs (Ha) > abs (Up)

VI.4. ETUDE DE LA PARTIE OPERATIVE 12 BITS

Le déroulement de I'algorithme du PGCD ne peut se faire sans la connaissance, apres
chaque cycle, des valeurs 3, et 8y car de nombreux tests et opérations concernent les tailles des
nombres A et B : 8y > 0, 83 > 8p, 82 = p, dp = 8p - 1, dp = &p - 2 et échange (8,, Sp). Pour
les réaliser, nous avons congu une deuxiéme partie opérative sur 12 bits puisque la taille

Figure VIL.11 : tests sur les 1

maximale des nombres A et B est 2048, qui s'écrit 100000000000 en notation binaire.
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La partie opérative 12 bits (figure VI.15) est constituée :

- d'un registre N qui contient initialement la valeur du nombre de chiffres maximum
(2048) permettant d'assurer, en le decrémentant jusqu'a la valeur zéro que toutes les
données sont entrées en série dans les registres A, B, 3, et p. La valeur zéro est alors

obtenue 2 la sortie du comparateur (3p > 0),

- d'un compteur de cycles dont la valeur du nombre de cycles comptés apres I'exécution
de I'algorithme du PGCD sera utilisée pour la recherche des coefficients de Bezout,

- de deux comparateurs 12 bits. L'un décomposé en trois parties de tailles décroissantes
pour permettre d'obtenir un comparateur rapide (la plus petite partie recevant les poids
faibles et la plus grosse les poids forts) exécutant le test 8 > Jp et 83 = Jp (figure V1.12) ;
et I'autre (figure VI.13) exécutent le test 6y > 0,

- d'un décrémenteur rapide 12 bits (figure VI.14) dont la valeur du nombre de bits Op est
décrémentée de -1 ou -2 pendant I'exécution de l'algorithme d’EUCLIDE et le résultat du
PGCD est donné lorsque oy = 0.

poids forts — (3,5 ) — >
> # ># > # ># ># |HIRIRIN . Hiu
I 5 4 | 3
L\} > # > > |#
Lf):

3
> #

Le comparateur de gauche est donné sur 5 bits. Nous

# signifie bits différents : ab+ab
> signifie bits supérieurs : a b

obtenons des comparateurs sur 3 ou 4 bits en le

dégradant. L'ensemble forme un comparateur 12 bits.
> #

Figure VI.12 : comparateur rapide 12 bits (8, > & et 83 = Op)
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T

I
|
By o
I
|
I

v
Figure V1.13 : comparateur 12 bits 8y > 0

venant du registre

= ;m@_l’c' Tsfq-l—*ﬂg_ll "

Le décrémenteur de gauche est donné sur 5 bits, les

autres 4 et 3 bits s'en déduisent par simplification.

vers le registre .
x11 est connecté vers I'horloge des suivants pour les 4
x7=a7=0 et 3 bits. L'ensemble forme un décrémenteur 12 bits.
Xg=a7,a3 =0

L'horloge (2 n'est transmise vers les poids forts que

X9=127, 23,29 =0 si les poids faibles sont zéro. 1 est toujours

X10= a7, a8, a9, 210 = 0

transmise.
X11= 7, 23, 49, 319, 211=0

Figure V1.14 : décrémenteur rapide 12 bits
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12 mux 2/1

0CCO0CHI00EaOE Rt

.decrementeur .

12 mux 2/1 12 mux 4/1

Figure VI.15 : partie opérative 12 bits

VL5. ETUDE DE LA PILE LIFO

Une pile LIFO est nécessaire pour stocker les résultats des opérations effectuées lors du
calcul du PGCD que sont I'addition, la soustraction, le décalage, I'échange et la normalisation.
Nous comptons au maximum 2048 opérations qui sont codées sur 3 bits. Pour calculer les
coefficients de Bezout, il suffit d'exécuter les opérations stockées dans la pile dans le sens
inverse.

L'algorithme de la table IIL.6 du chapitre III exige d'adresser toutes les cellules de laRAM ;
l'ordre d'adressage des cellules n'est pas significatif (l'algorithme est fonctionnel, et donc
indépendant de I'implantation topologique de 1a RAM). Cependant, nous adressons la RAM
pour stocker les différentes opérations dans un ordre aléatoire jusqu'a la fin de calcul du
PGCD. A ce moment 13, nous commengons 2 adresser cette méme RAM dans l'ordre inverse
du précédent pour le calcul des coefficients de Bezout.

Etant donné que l'ordre d'adressage importe peu, nous utilisons comme générateur
d'adresse un LFSR (registres 4 décalage  rebouclage linéaire) Up/Down [NIC 85] qui est plus
compact qu'un compteur Up/Down.
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Un LFSR Up/Down & Ou-Exclusif externe et de longueur n peut étre réalisé comme suit :
- Durant la fonction Up, le circuit est configuré comme un simple LFSR 2 Ou-Exclusif
externe et de longueur n,
- Durant la fonction Down, la direction de décalage est inversée (fonction Up : décalage &
droite, fonction Down : décalage a gauche). La boucle de retour de la fonction Down est
dérivée de la boucle de retour de la fonction Up de la fagon suivante :
a- Si la sortie de la cellule C est utilisée dans la boucle de retour de la fonction Up,
alors la sortie de la cellule Cp, (m = (k+1) mod n) est utilisée dans la boucle de retour
de la fonction Down,
b- La sortie de la cellule utilisée dans la boucle de retour de la fonction Down est
utilisée comme entrée de la niéme cellule.

Un exemple d'un LFSR Up/Down de longueur 7 utilisé dans le prototype du circuit PGCD
est présenté figure VI.16. Ce LFSR Up/Down est dérivé d'un LFSR normal (configuration Up)
correspondant au polyndme primitif caractéristique x7 + x3 + 1. Le fait que le polynéme
caractéristique soit primitif, permet de générer tous les états sauf I'état 000...0. Cet dernier état
est également généré en insérant une porte NOR avec (n - 1) entrées dans la boucle de retour Up
et Down. Une pile LIFO est composée d'une mémoire RAM (128 mots * 3 bits) et d'un LFSR

Up/Down de longueur 7.
- 4
D Qf<PTD Qfr < ),'#

N2 D

up/down

>o

[w]
E
Oy
Le]
>
1o
3
>Q
[w)
.
¢

Figure VI.16 : LFSR Up/Down de longueur 7
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Le schéma de la pile LIFO (figure V1.17) a été réalisé a partir de cellules standard.

up/down f  ; pSR Up/Down

IT 7 bits

A

3 bits

<> RAM(128*3)

Figure V1.17 : pile LIFO

VL.6. REALISATION DU CIRCUIT PGCD

Le circuit réalisé (figure V1.18) comporte cinq parties [BGK 91, BGU 92] :
1- Un chemin de données 2048 bits en notation redondante composé de tranches de bits
identiques contenant 156 transistors par bit. Les opérations exécutées dans chaque tranche
sont (B + A), (B - A), (B + 0), un simple décalage & gauche, et échange (A, B). L'unité
arithmétique 1 bit de chaque tranche traite les nombres A et B en utilisant la notation
redondante. Ceci a pour résultat une sortie rapide sans propagation de retenue et avec un
coiit matériel faible.

2- Un chemin de données 4 bits, connu sous le nom de "téte" utilise la notation
complément a deux et, aprés normalisation, le premier bit de i, €t lp €st toujours
différent de zéro. La téte doit pouvoir exécuter les mémes opérations que le chemin de
données de 2048 bits en notation redondante mais devrait aussi étre capable de traiter les
nombres dans les deux notations.

3- Une pile LIFO pour stocker les séquences d'opérations de calcul du PGCD. Le
couple (R, S) est simple & obtenir en exécutant les opérations correspondantes dans le
sens inverse. '

4- Un chemin de données 12 bits détermine la continuité de l'algorithme de calcul du
PGCD. Cet algorithme est incapable de continuer sans la connaissance, aprés chaque
cycle, des valeurs de 8, et 8, car les valeurs de test et les opérations dépendent de la taille
des nombres A et B.

5- Une partie contrdle, qui est une machine d'états finis, implantée pour séquencer
I'algorithme.
La premiére partie est réalisée en dessin au micron afin d'obtenir une grande densité, et les
quatre derniéres parties sont réalisées en cellules standard.
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chemin de données
12 bits

250008
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de bits
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Figure V119 : photo du circuit
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En utilisant une technologie 1.5 pm, 2 couches de métal et une trés grande régularité, nous
obtenons pour le circuit 2048 bits une complexité de I'ordre de 700.000 transistors avec une
densité de 5000 transistors/mm2, ce qui donne une surface totale de 140 mm2. Un prototype du
circuit de 128 bits, occupant une surface de 21 mm? est réalisé au Service Eurochip. La
simulation a montré que la fréquence maximale de travail est limitée & 25 Mhz. Au retour de la
fabrication du circuit intégré (figure V1.19), nous avons testé ce dernier, en utilisant une série
des nombres d'entrées, par exemple, ceux utilisés dans la simulation du circuit (Annexe 1). Ce

dernier ne fonctionne pas pour des raisons de forte consommation.

V1.7. CONCLUSION

Le circuit de calcul du PGCD et des coefficients de Bezout a été réalisé a partir d'un
algorithme, I'approche paralléle avec test des poids forts, choisi par simulation parmi d'autres
approches afin d'obtenir le meilleur compromis performance/coiit en matériel. La performance
est donnée par la manitre de produire le résultat sous forme de nombre de bits en un cycle
d'horloge, le coiit est évalué en nombre de transistors pour traiter un bit dans le chemin de
données.

Grace aux nouvelles technologies submicroniques, nous pouvons espérer réaliser
ultérieurement, le circuit 2048 bits sur une surface de 30 mm? environ.
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VIL.1. INTRODUCTION

Le deuxiéme circuit, décrit dans ce chapitre, implante le calcul en ligne de la distance
euclidienne : Z = YX2 + Y2 en utilisant un systéme redondant de représentation des nombres (le
méme que dans les chapitres précédents). Nous rappelons qu'a chaque coup d'horloge et en
faisant abstraction du délai initial, nous obtenons un bit du résultat. En d'autres termes, il est
possible de donner des résultats sur 600 chiffres décimaux en environ 2048 coups d'horloge!

Ce circuit a été congu en tranches de bits pour faciliter la duplication afin de varier la
précision. C'est le nombre de tranches de bits qui détermine la précision de calcul de la
fonction. Cette fonction a été implantée en utilisant deux circuits élévateurs au carré, un
additionneur redondant et un extracteur de racine carrée. Cependant, il est possible de concevoir
un circuit qui implante les opérateurs les plus efficaces pour ces opérations.

Ce chapitre est divisé en trois parties. La premiére partie résume le travail effectué pour
développer, vérifier et modifier 1'algorithme contenant la base de la structure de l'opérateur. La
deuxieme partie présente le développement et la simulation des circuits de 'opérateur. La
derniére partie concerne la conception proprement dite d'un circuit de 1'opérateur, et le résultat
du test apres fabrication.

Pour la réalisation présentée, le circuit se compose de 32 tranches dessinées au micron. Les
nombres d'entrées et de sorties en série se présentent sous la forme de chiffres binaires signés.

VIL.2. ALGORITHMES

La systeme utilisé pour la représentation des nombres est la notation redondante introduite
dans le chapitre I §1.1.2. Cette notation est fondamentale pour les différents circuits de calcul de
l'opérateur euclidien.

VIL.2.1. Elévateur au carré
L'entrée et la sortie de ce circuit sont des nombres en chiffres signés. Les deux chiffres

binaires constituant chaque chiffre signé arrivent en paralléle. Le registre-SP (Série-Paralléle) et
le multiplieur-VD (Vecteur par Digit) sont également introduits.
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n .
Soit A défini par 2 a;*2iet Aj= i a;*2-1 et définissons :

i=1 i=1

A= Ap+m*2 0+ V= Ay 4 ay* 2714 3;% 270D

La valeur de Kj est mémorisée dans un registre. L'opération est exécutée en mettant aj dans

- 1a ji®me position et dj dans la (j + 1)i¥me position d'un registre qui mémorise A;.;. Ce registre

est connu sous le nom du registre-Série Paralléle (registre-SP). Il est chargé en série et ses
contenus sont utilisés en parallele sous la forme d'un vecteur.

Dans la figure VIL1, le fonctionnement du registre-SP est illustré. Le registre est chargé par
les chiffres signés les plus significatifs. Il est aussi possible de charger le registre en premier
par les chiffres signés les moins significatifs.

La récursion suivante génére les produits partiels de I'opération carré du nombre A :

AA20 =0
AAZj =2% (AAZj-l + A * aj)

La valeur de (Kj * aj) est calculée en multipliant les contenus du registre-SP par le chiffre aj.

Le multiplieur-VD est composé de séries de multiplieurs élémentaires présentés dans le
chapitre VI §V1.2.1.2.



Chapitre VII 97

cycles entrée registre-SP entrée registre-SP

d'horloge | (chiffre signé) abstrait (bits binaires) réel
avant ler | chiffres oToToToTo bits négatifs —> | 0] 0] 0] 0] O
cycle signés bits positifs —>| 0] 0] 0] 0] 0

i 4

ler cycle 1= J1|1]0]0}]0 [1,0] — 01110100

1{0]J0jO0}]oO
i ¥

2¢me cycle 1— |1]1]1]0]0O [1,0] — 010111010

1110100
! L
R 0{0]0]0]O
3eéme cycle O0— | 1]1]0]0]0O0 0,0] —

(0.0] 1]1(0]10}0

4

_ 4 ofoJol1]0

4&me cycle 1—[1[1]0|1]1 O.U—TTTol o1
i v

Semecycle | 1—[1]1]0]1]1 01— 210101111
11110]0]0

Figure VII.1 : le chargement d'un registre-SP

Le multiplieur-VD est composé d'un seul bloc. Il est réalisé en multipliant a; par tous les
chiffres signés formant le vecteur (figure VIL.2).

a partir d'un vecteur
chiffre l ch1ffre I chlffpe

a j A
. Chlffmi ¢ § mulnpheur travaillant
sur un seul chiffre signé

VErs un vecteur

Figure VII.2 : multiplieur-VD pour un vecteur a deux chiffres signés

Le résultat de I'opération carré est formé dans un accumulateur. L'accumulateur construit le
résultat complet dans un registre en ajoutant le produit partiel de I'entrée a la valeur qui, 2
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présent, existe dans le registre. Le résultat de cette addition sera remis, au retour, dans ce
registre.

A chagque cycle d'horloge, le registre est décalé a gauche d'une place de telle fagon qu'il est

possible de sortir du chiffre du poids fort d'un résultat. Le chiffre le plus significatif de
I'accumulateur est un résultat de sortie pour I'additionneur redondant.

a; —c,c——,l registre-SP

-1 vecteur

multiplieur-VD

produit partiel

sortie série des chiffres signés U

€&——~— accumulateur
chiffre

Figure VIL.3 : élévateur au carré en ligne

L'élévateur au carré en ligne est montré figure VII.3 sous forme de blocs. Son
fonctionnement général peut étre mieux illustré en utilisant un exemple (voir tableau ci-apres).
Le fait qu'un chiffre du résultat ne soit pas prét au début du premier cycle implique que ce
circuit a un retard en ligne d'un cycle d'horloge. Le calcul sera fait en premier, par le chiffre le
plus significatif, ce qui sera I'approche adoptée dans I'opérateur euclidien. Cependant, il est
aussi facile d'adopter une approche par le chiffre le moins significatif.

Le registre-SP qui est utilisé dans 1'élévateur au carré en ligne doit contenir une location de
plus que la taille maximale de I'entrée du nombre pour obtenir le résultat correct ; C'est & dire
(n + 1) locations si le plus grand nombre a n chiffres signés. Le poids du chiffre le plus
significatif du résultat peut étre déterminé a partir de 22n o1 n est le nombre de chiffres signés
significatifs dans le nombre d'entrée.
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A=(132=(1101)2

cycles | entrée | multiplieur | contenudu produits sortie série
d'horloge | série |-VD registre-SP  partiels  chiffre signé binaires poids
0 0 00000 00000 - - -
1 1 x 11000 =_11000
110000 1 [1,0] 128
2 1 X 11100 = 11100
' 011000 0 [0,0] 64
3 0 X 11000 = 00000
110000 1 [1,0] 32
4 1 X 11011 = 11011
01011 0 [0,0] 16
5 1 1 [1,0] 8
6 0 0 [0,0] 4
7 1 1 [1,0] 2
8 1 1 [01] 1

1% 128 + 1*32 + 1*8 + 1*2 + -1*1 = 169
VIIL.2.2. Extracteur de racine carrée
L'entrée et la sortie de cet opérateur (figure VIL.4) se font en série, chiffre de poids fort en
premier. Il est nécessaire que le nombre d'entrées soit positif. Il doit aussi étre normalisé. Cela
exige d'assurer que le premier chiffre signé est 1. Ce dernier sera utilisé pour déterminer le
poids des chiffres du résultat.

Cet opérateur fonctionne en respectant la relation suivante :

(zi2-aj) <€

ol zjetaje { 1,0, 1} et € e 2-1, Cela implique que Z = VA, o A est le nombre d'entrée et Z
le résultat final. Cette technique est seulement valide si A est transmis chiffre de poids fort en

premier.
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~ g ziz, élévateur au carré zj
Zi] <—ort chiffre en ligne
chiffre + > 1
chiffre
soustracteur
en ligne

Figure VIL.4 : extracteur de racine carrée

La valeur du résultat de chacun des chiffres signés est calculée par un soustracteur de la

maniére suivante :

si  z2=a; alors zi.1=0
si  z2<a; alors zi-1=1

si  z2>a; alors zi.1=1

Le chiffre du résultat est utilisé par un élévateur au carré en ligne pour générer la valeur
suivante de z;2 pour le soustracteur. C'est un processus itératif qui maintient la relation :

(zi2-a) <€
VIIL.2.3. Opérateur euclidien
L'opérateur euclidien (figure VILS5) accepte deux nombres en série, X et Y, composés de

chiffres signés et génére la distance euclidienne de ces nombres. Le résultat est une sortie série
de chiffres signés. Il est aussi normalisé. L'opérateur travaille chiffre de poids fort en premier

pour le calcul de la racine carrée.
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5 registre-SP || registre-SP PRL
chiffre X Y chiffre
AX2 2
j AY;
Z; w Vv
A ¢ add. redondant 2 2 entrées
_ chiffre
vecteur Aziz
> registre-SP *4

chiffre Z 0
<2 A [2chiffees

‘ 2 chiffre ) ) )
e N/

St
1 § S8\ v "
..01 :g 2 chiffres \ add. redondant 3 entrées
3 [eniffee 1Y [2 U
:f]:l ~ 0 registre de récursion
reg. |

*2 |

Figure VIL5 : opérateur euclidien

Le calcul commence avec la formation de AX?j et AYZ; qui sont des produits partiels obtenus
en multipliant les contenus des registres-SP de X et Y par les chiffres signés de x; et yj
respectivement. Ces valeurs sont ajoutées pour donner A(X2j +Y2j ) qui forme une évaluation
partielle de X2 + Y2. L'étape suivante sera d'utiliser cette valeur partielle comme une entrée

pour un processus itératf qui déterminera le résultat Z.

L'objet du processus itératif est de produire une valeur pour z;, le prochain chiffre signé du
résultat, 2 chaque cycle d'horloge, en respectant la relation suivante :

Az2- a2+ Y2 | <k*2i

ot k est légerement plus grand que 1. Cela signifie qu'avec la limite de précision :

Z=1x2+Y2.
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Un indice différent est utilisé pour Z car le poids de ses chiffres signés ne sera pas le méme
que ceux de X et Y durant n'importe quel cycle d'horloge.

Le processus itératif commence en ajoutant A(X2j +Y2;), ainsi que le résultat précédent de
l'addition - AZ2;. La derniére opérande est multipliée par 2 (un décalage & gauche d'une
location) pour la maintenir au méme poids que les autres opérandes. Cela fournit un chiffre
signé appelé t.

L'opérande - AZ2; est formée en décalant deux locations AZ2; & gauche et le chiffre signé qui
n'a pas été décalé en sortie sera négatif. AZ2; est obtenue de la méme maniére que AX2j et AYzj.
Les deux chiffres signés qui ont été décalés en sortie deviennent q et r.

Le résultat de I'addition produira deux retenues et une nouvelle valeur est stockée dans le
registre de récursion. Les deux retenues s et g, sont des chiffres signés. Leurs valeurs serviront
a indiquer si AZ2 - A(X2 + Y2) est positif, négatif, ou nul.

Le registre de récursion contient deux registres a décalage maitre-esclave qui décalent le
résultat & gauche d'une location et le retardent au début du prochain cycle d'horloge.

L'étape suivante du processus itératif détermine la valeur de l'erreur dans AZ2 - A(X2 + Y?)
en ajoutant w qui est la retenue 2 partir de 'étage le plus significatif du premier additionneur, s,
g, t, -q, -T et la valeur qui préceéde cette addition. En faisant ce calcul, en tenant compte des
poids et des chiffres signés, nous aboutissons a l'expression suivante :

valeur d'erreur = valeur précédente d'erreur*2 + t + (W+g+s)*2 - q*4 -r*2

Finalement, la valeur de l'erreur est utilisée pour déterminer z;, ol zj est 1, 0, ou 1 selon que
la valeur d'erreur est respectivement négative, nulle ou positive.

Cette maniére d'obtenir le prochain chiffre signé du résultat fonctionne correctement tant
qu'il y a une cohérence dans l'opération sur le chiffre signé de méme poids, et que la valeur de
I'erreur calculée par l'expression ci-dessus est bornée. Si la valeur de l'erreur devient non
bornée, cela indique que l'exactitude de la condition AZ2 - A(X2 + Y2) | < k*2-i n'est pas
maintenue par le processus itératif, et le résultat est donc invalide.
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La cohérence de l'opérateur utilise une architecture en tranche de bit qui contient :
- une location en chiffre signé de chacun des registres-SP de X, Y et Z,
- un multiplieur-VD pour chaque registre-SP,
- une tranche de bit de I'additionneur redondant pour AX2; + AY?;,
- deux tranches de bit de 1'additionneur redondant pour I'additionneur 2 trois entrées,
- une location d'une bascule maitre-esclave de type D pour le registre de récursion.

Le nombre de transistors par bit de I'opérateur euclidien est donné ci dessous.

Piéce transistors (regles CMOS)
registre-SP 14

multiplieur-VD 16

additionneur redondant a 2 entrées 40

additionneur redondant a 3 entrées 80

registre 24 maitre-esclave statique

Nous avons gagné 48 transistors par bit sur un total de 282, ce qui représente un gain de
17% par rapport a ceux réalisés pour le méme calcul avec les opérateurs en ligne de
multiplication, carré, division et racine carrée. Le délai a ét€ réduit a 1 au lieu de 7 au dépend de
la péroide [GHP 89, GHM 89, GUK 91].

Le décalage dans AZ2; peut étre fait en passant les paires de fils 2 travers la tranche de bit.
Cette tranche peut étre maintenant dupliquée autant de fois que nécessaire pour obtenir un
registre-SP de Z assez large, un nombre de chiffres signés exigés pour obtenir un résultat exact.

Dans le paragraphe suivant, I'opérateur euclidien est décrit sous sa forme finale qui traduit le
programme en langage C (Annexe 2).

VIL.3. CIRCUITS DE L'OPERATEUR EUCLIDIEN
VIL.3.1. Opérateurs
Dans ce paragraphe, nous présentons les différents opérateurs constituant le circuit du calcul

euclidien. L'additionneur redondant et le multiplieur ont été décrits dans le chapitre VI
§VI.2.1.2 et §VI1.2.1.3.
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VIL3.1.1. Registre-SP

La spécification de ce circuit tient dans le fait que chaque location est capable d'étre remise a
zéro, de stocker un chiffre signé et de stocker la valeur négative d'un chiffre signé d'entrée. Ce
circuit est montré figure VIL4.

Ine Ipos
d+e» y : pa o d+
d- e o d-
5 i
| =

2R/56 B 21/5.6 |

21/5.6 ) j Elll ?[- 21/5.6
cra @ Clr

d+ d.. :+'v-

Figure VIL4 : circuit du registre-SP (w/1 de tous les transistors non déclarés est 4jAm/1.6 A m)

L'entrée du chiffre signé a ses bits positif et négatif placés sur d+ et d- respectivement. Cette
valeur est répartie 2 la location courante du registre-SP par les lignes appelées d+ et d- qui
parcourent le circuit de gauche a droite le circuit.

Le chiffre signé est aussi fourni au multiplieur-VD avec les valeurs stockées dans le registre-
SP, v+ et v- se trouvent en bas du circuit. Ils constituent parmi les chiffres signés ceux qui vont
compléter un vecteur stocké dans le registre-SP.

Le registre-SP stocke les deux bits d'un chiffre signé dans les deux paires d'inverseurs téte
béche. Un des inverseurs dans chaque paire est plus faible que I'autre. Cette configuration
facilite 1'écriture dans les éléments mémoires.

Ces éléments mémoires sont statiques, cela signifie qu'une fois la valeur placée sur les
inverseurs téte béche, elle reste mémorisée jusqu'a ce que la prochaine valeur vienne la changer.
En cas contraire un élément mémoire dynamique exige d'avoir son contenu rafraichi a raison de
quelques millisecondes. Les dimensions (w/1) des transistors dans les inverseurs faibles et gros
sont respectivement 2 m/5.6)im et 4)im/1.6pAm.
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La sortie de I'élément mémoire est prise 2 partir du méme point que I'entrée. Cela ne pose
pas de probléme car c'est la seule sortie qui aille a l'entrée de la logique combinatoire et la
distance d'interconnexion est courte dans le dessin au micron final.

Il y a trois lignes de contrdle dans le registre-SP, chaque ligne est active quand nous lui
appliquons un 1 logique. Les deux premitres lignes de contrle Ipos et Ineg contrdlent le
transfert éventuel de d+ et d- vers v+ et v-. Ipos activé impose respectivement d+ sur v+ et d-
sur sur v-, Ineg d+ sur v- et d- sur v+.

La troisieme ligne de contrble, clr, est utilisée pour mettre les contenus de deux éléments
mémoires a zéro. Ceci est réalisable en effectuant, par l'intermédiaire d'un transistor NMOS,
une connexion a partir de I'entrée d'un élément mémoire.

VIL.3.1.2. Registre de récursion

L'objectif du registre de récursion est de décaler la valeur qui apparait sur les entrées d'une
location de gauche et de retarder son apparition sur les sorties jusqu'au début du prochain cycle
d'horloge. Ceci est réalisé (figure VIL.5) en utilisant deux lignes pour décaler le chiffre signé
d'entrée a la prochaine location du poids fort et les deux bascules maitre-esclave de type D
valident I'entrée sur la sortie au début du prochain cycle d'horloge.

Tp Tm . .
‘ ‘ recim+ recim-
clkk @ & clk
clr @ !Enj T @J @ CIr
v -f:';' 2056 W3k Lﬁ‘ 2/5.6 A
21/5.6 pFl- vﬁ 21/5.6
T
21/5.6 p 2)/5.6 p
2u/5.6 p 21/5.6 K
' — i
Tp Tm rec_out+ rec_out-

Figure VILS : circuit du registre de récursion
(w/1 de tous les transistors non déclarés est 4pim/1.6Am)



Chapitre VII 106

VIL.3.1.3. Tranche de bit

Les symboles des opérateurs additionneurs redondants, registre-SP, multiplieur-VD et
registre de récursion, ont été assemblés et connectés (figure VIL6) afin d'implanter la
description de I'opérateur euclidien donnée par la fonction main du programme 1 écrit en
langage C (Annexe 2).

A Tl'intérieur de la tranche, toutes les données passent du haut vers le bas. Le chemin de
~ données commence au registre-SP et se termine au registre de récursion ol sont assemblées les
données.

Toutes les données inter-tranches passent horizontalement. Les broches qui ont été utilisées
dans la figure VIL6 sont appelées de fagon a ce que tous les noms ayant le suffixe dp ou +
indiquent le bit "plus" du chiffre signé et tous ceux ayant le suffixe dm ou - indiquent le bit
"moins" du chiffre signé. IIs ont été positionnés de telle manitre que si deux tranches sont
aboutées, alors le passage de données entre elles est correct.

Le décalage 2 gauche de deux places est accompli en passant le chiffre signé - AZ2; de la
présente tranche de bit a la suivante, qui 2 son tour le passe a celle d'aprés par le chemin
Thru_1 et Thru_2.
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Figure VII.6 : schéma de la tranche de bit

Dans la tranche de bit du poids le plus fort, qui forme la tranche du poids fort d'un circuit,
[negZ_p_out, negZ_m_out] est le chiffre signé q et [Thru_2, Thru_1] est le chiffre signé
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r. La négation de - AZ?2; est achevée en changeant les lignes qui partent de la retenue positive et
négative du chiffre signé dans l'additionneur du milieu de la tranche. Concernant le chargement
des registres-SP, nous avons choisi, pour permettre un controle maximal de la tranche de bit a
cette étage, que l'acces direct soit donné aux broches Ipos et Ineg des registres-SP via
respectivement XYload_pos et Zload_pos, et XYload_neg et Zload_neg.

XYload_pos et XYload_neg contrdlent les registres-SP pour les données X et Y. Elles
- sont liées ensemble car ces registres doivent toujours charger les données en méme temps.
' Zload_pos et Zload_neg controlent le registre-SP de Z.

Signalons que les chiffres signés ainsi produits (w, g, T, s, g et t) nous ont permis de vérifier
le bon fonctionnement de la tranche de bits moyennant la comparaison avec ceux générés par le
programme 2 (Annexe 2).

ok i kT it kI it koI
' abc:abc a b ¢
d T ;;%ézi
Xt Xj X5 Xp

Xi Xi + o+
w(‘D‘_t = )

Figure VIL.7 : deux variantes de I'opérateur j+k-1 utilisant deux PPM
VIL.3.1.4. Circuits d'évaluation et de boucle de retour

Les circuits d'évaluation et de la boucle de retour sont utilisés pour déterminer la valeur de
chaque chiffre signé, zj, du résultat a partir des chiffres signés w, q, 1, s, g et t. Le circuit
d'évaluation implante 'expression de la valeur d'erreur décrite dans le paragraphe VII.2.3.
Cette expression inclut l'addition et la soustraction de chiffres signés de différents poids.
Remarquons que, de méme que pour l'additionneur redondant, un circuit pour calculer j+ k-1
pourrait étre réalisé en utilisant deux PPM, ol j, k et 1 sont des chiffres signés. Le circuit pour
lI'opérateur j+k-1 est montré dans la figure VIL7.
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Apres avoir réarrangé I'expression, le circuit est présenté dans la figure VIL.8. En plus des
différents éléments d'addition du circuit, il y a quatre paires de bascules maitre-esclave de type
D qui sont utilisées pour stocker la valeur d'erreur jusqu'au début du cycle d'horloge
suivant. Il arrive qu'un additionneur redondant fournisse une valeur dont le bit de poids le plus
fort est a 1, par exemple 5 sous la forme 1 0 1 1. La broche de sortie, RO-, qui est toujours &
0V, a été omis de ce circuit pour pouvoir donner deux noms a un nceud en connectant l'entrée
RO- a OV du circuit de la boucle de retour.

S& & 58 svovekar
1!.+I2+m- Il-bIhI- % g % 'g
PPMA PPMA
%ﬂ out- out+ out-
Y

3| |8y o] [8Y 9| |z] 8l I3
inl+ in2+ in- mnl+ inZ+ in- nl+ 2+ in- inl+ in2+ in-
PPMA PPMA PPMA PPMA
out+ out- out+ out- out+ out- out+ out-

cl_xlck
in outl- CO+
o9 DFF
v ve e v 2 Pl
+ [} + ! ., — '_"
s 3 2 2 & R Z
Figure VIL.8 : circuit d'évaluation
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Le circuit de la boucle de retour (figure VIL.9) prend les cing chiffres signés du résultat
produit par le circuit d'évaluation et donne en sortie un chiffre signé, qui est la valeur du

prochain chiffre signé du résultat. La sortie du chiffre signé est 1, 0 ou 1 dépendant de la
valeur d'erreur qui est respectivement positive, nulle ou négative.

La technique utilisée pour déterminer la valeur est de trouver dans le nombre d'entrées le
chiffre signé de poids le plus fort différent de zéro pour le faire traverser jusqu'a la sortie. S'il
“n'y a pas de chiffre signé différent de zéro dans le résultat, alors la sortie est zéro. Le circuit de
la boucle de retour implante cette technique en testant en entrée chaque chiffre signé pour

déterminer s'il est différent de zéro, et ce pour le transmettre en sortie, seulement lorsqu'il n'y a
pas un chiffre signé de poids supérieur différent de zéro.

ks r
l
Y

%”;TTHjD - D;EP

SRR B

iy F Oy
: EpS

\/

C

RO+
RO-

Figure VIL9 : circuit de boucle de retour
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Ces circuits ont été initialement vérifiés en écrivant les descriptions au niveau portes de ceux-
ci pour étre utilisés comme des fonctions dans le programme 2 (Annexe 2).

Le programme a alors été€ exécuté sur plusieurs paires d'entrées. Les résultats générés par le
programme étaient identiques a ceux générés par la simulation algorithmique.

VIL.3.2. Circuit de contréle

Maintenant que la tranche de bit, le circuit d'évaluation et le circuit de la boucle de retour ont
été congus et simulés, il est possible de concevoir un matériel qui sera chargé de controler le
circuit de I'opérateur euclidien.

La méthode utilisée est la méme que celle utilisée pour les circuits multiplieur et diviseur
[KUS 89]. Cela implique de passer un bit de contrdle, ou un jeton, & partir d'une tranche de bit
vers la suivante au début de chaque cycle d'horloge. Dans ce cas, I'opérateur euclidien a deux
jetons pour indiquer quand nous pouvons charger les registres-SP de X et Y, et quand nous
pouvons charger le registre-SP de Z. Le circuit permettant de faire passer le jeton entre les
tranches sera décrit en premier lieu, puis nous nous penchons sur la logique utilisée pour
générer le jeton.

VIL3.2.1. Circuit de contrdle de charge

Le circuit de contrble de charge est le méme que celui du registre de récursion (figure VIL5).
Dans ce circuit, une des bascules est utilisée pour contrdler les registres-SP de X et Y, I'autre le
registre-SP de Z. Dans les deux cas le fonctionnement est le méme. La bascule regoit un jeton 2
1 logique et affirme en méme temps le signal 2 trois endroits différents.

Le premier endroit est Ipos propre au registre-SP dans la tranche de bit qui fait partie du
circuit. Le deuxi¢me endroit est une entrée Ineg propre au registre-SP dans la tranche de bit
suivante. Il n'est pas possible d'utiliser ce signal comme une entrée de la prochaine bascule du
contrdle de charge pour le troisi¢tme endroit car nous aurons un probléme pour monter la
bascule du poids fort dans le circuit. En effet, dans la tranche de bit du poids fort, les entrées
Ineg pour tous les registres-SP doivent étre connectées a 0 logique car elles ne font pas partie
du processus de calcul. Si le signal pour les entrées Ineg était pris a partir de l'entrée des
bascules, nous aurons alors un conflit intéressant. Il n'est pas possible de connecter I'entrée 2 0
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et d'introduire un jeton. Les deux circuits de contrdle de charge du poids fort sont montrés dans
1a figure VIL.10. Cela conduisant 3 une tranche de bit montrée dans la figure VIL11.

clk } |
clr
entrée du D ¢ *l T)-—a-—‘—PI
jeton X/Y < .+ | D> | jetons ont
clr clr passésala
ov T ﬂ—| ey +—>i hai
entrée du D Q >l D o} circuit de
jeton Z | + ‘ I contrdle de
clr clr charge
ov \ — \
vers vers VETS VEIS | Vers Vers vers vers
XY Z XY Z XY Z XN Z
Ineg Ineg IposIpos' InegIneg IposIpos’

Figure VIL 10 : schéma de deux circuits de contrdle de charge du poids fort

Lorsque le circuit de contrdle est congu, il est clair que, si le jeton commence son parcours 2
une place correcte pour les registres-SP de X et Y, il est nécessaire de supprimer le circuit de
contrdle de charge A partir des trois premiéres instances de poids fort de la tranche de bit. Ceci
ressemble 2 une séquence, en raison du fait que le premier chiffre signé de X et/ou Y doit
charger dans une position de trois locations du poids faible que du poids fort de Z (§2 dans
I'Annexe 2). Au retour nous pouvons construire des locations de registres-SP de X et Y et leurs
multiplieurs-VD dans ces tranches redondantes.

Cest pour cela qu'une seconde tranche de bit a été congue (figure VII.12). Elle se compose
d'une location du registre-SP, d'un multiplieur-VD, de trois additionneurs et d'une location du
registre de récursion. En haut de l'additionneur, ces entrées sont reliées a 5V, pour deux
raisons. La premitre est qu'il est nécessaire de tenir le chiffre signé w, utilisé pour déterminer le
prochain résultat du chiffre, compatible avec les autres chiffres signés. Cela signifie que w sera
toujours maintenu égal 2 O en chiffre signé. La seconde raison est de fournir un 0 en chiffre
signé pour les entrées A de I'additionneur du milieu. Les entrées de I'additionneur du haut ont
été connectées 2 1 logique qui serait leur valeur si le registre-SP et le multiplieur-VD étaient
connectés, et si le registre-SP contenait un 0 en chiffre signé présenté par [0, O].

Trois instances de cette tranche sont maintenant utilisées pour activer le chemin de données
de l'opérateur euclidien.
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Figure VII.11 : tranche de bit avec contrdle de charge
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Figure VII.12 : petite tranche de bit

VIL.3.2.2. Circuits de séquencement

Il y a deux circuits de séquencement, un pour les registres-SP de X et Y (figure VII.13)
appelé XY_ipstage, et un pour le registre-SP de Z (figure VIL15) appelé Z_ipstage. Ces
circuits synchronisent les données d'entrées et générent des jetons pour les circuits de contrble

de charge.

La synchronisation de données est accomplie en utilisant des bascules maitre-esclave
déclenchées sur le front descendant. Il y en a quatre dans le XY_ipstage pour les chiffres signés

d'entrées de X et Y et deux dans le Z_ipstage pour le chiffre signé de Z.
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Cette technique réalise que les entrées pour les registres-SP sont maintenues valides pour un
cycle d'horloge complet. La génération de jeton de charge sera décrite maintenant.

@

\
cr p—sit =
. clk — ' eI
clk \& ml D oml — ]t Douzl-l—-'
e — Ed ak Tk odd_flag
Xp_in ———g—r in! outl # Xp_out
Xm_ing‘ 4 ?DFFW —t #Xm_out
o clr
Yp_in inl DFE outl - $Yp_out
Ym_in-¢ in2 2 e #$Ym_out
lk k

Figure VII.13 : circuit pour XY_ipstage

Le XY _ipstage contient deux circuits. Le premier est une logique qui génére le jeton pour les
circuits de contrdles de charges X et Y. Ce circuit donne le signal XY _start quand le premier
chiffre signé différent de zéro devient valide sur les entrées Xp_in et Xm_in, ou sur les
entrées Yp_in et Ym_in aprés que I'opérateur euclidien ait été remis 2 zéro.

Le signal XY _start est alors injecté dans le premier circuit de contrble de charge et la
validation du chiffre signé est chargé. Un chiffre signé différent de zéro peut étre détecté en
utilisant une porte Ou-Exclusive, la sortie est 1 si un chiffre signé +1 ([1, 0]) ou 1 ([0, 1]) est
placé sur les entrées.

Les paires d'entrées qui sont examinées sont celles qui forment les entrées pour les bascules
de synchronisation. Cela signifie que le signal XY _start est seulement valide quand la donnée
d'entrée est valide mais comme cette derniére est valide au début de chaque cycle d'horloge,

cela ne pose pas de probléme.

Le signal XY_start est aussi utilisé pour activer un drapeau en réalisant un second jeton qui
ne peut pas €tre généré. 11 a €t€ fait en injectant le signal XY _start dans une bascule de type D
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qui a une porte OU sur l'entrée.

Une des entrées de la porte OU est connectée 2 la sortie de la bascule. Donc, lorsqu'un 1 a
été injecté dans le latch ; il retiendra cette valeur jusqu'a ce que clr soit activé. Le drapeau est
alors envoyé dans une porte NOR avec les trois portes, qui détectent les chiffres signés
différents de zéro, pour produire le signal XY _start.

Le second circuit dans XY_ipstage génére un signal appel€ odd_flag en indiquant si le
nombre de cycles d'horloges qui ont eu lieu depuis le chargement du premier chiffre signé est
pair ou impair.

Ce circuit fonctionne en détectant lorsque le premier chiffre signé différent de zéro apparait
sur les sorties des circuits de synchronisation et active alors un drapeau qui met une bascule
‘maitre-esclave de type T a basculer. Le drapeau est congu de la méme maniére que le drapeau
utilisé pour le signal XY _start.

La bascule de type T utilise une bascule maitre-esclave de type D avec une porte Ou-
Exclusive sur I'entrée. Une des entréee pour la porte Ou-Exclusive est connectée a la sortie de la
bascule et l'autre forme d'entrée pour la bascule de type T. La sortie de cette bascule change
d'état, ou bascule quand l'entrée est 1 et reste dans son état présent si I'entrée est 0. Tout
changement d'état est produit sur le front descendant de I'horloge.

0

clock
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Xp_in/Yp_in

Xm_in/Ym_in

@dansﬁgureVII.lB : » I |

1

(B) dans Ia figure VIL132 ' |
1

odd flag & | | -
|1 o 2 3 4 1 5

Figure VIIL. 14 : diagramme de temps pour odd_flag (le temps de retard n'est pas inclu)
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en ligne dans T'algorithme de l'opérateur euclidien,

Finalement, e circuit produit Je signal Zload, qui est équivalent 3 XY_start. Ce signal est
connecte aux entrées de 7 du circuit de contrgle de charge de Ia grande tranche de bt dy poids
fort.

Ces blocs complets sont nécessaires our assembler I'o érateur euclidien,
D. p D
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cr p—k— odd_flag in
clk p—E— 4
7 o out] - Zp_out
p_in in1 i _
Zm_in a;kzDFF » Zm_out
l\

|&- |2-

) — in1 outl in1 oml-.
1 outl 1 outl
dk_:;D ckde g o e

Zload_MSD Zload_MSD-1

Figure VIL15 : circuit pour le Z_ipstage
VIL.4. REALISATION DE L'OPERATEUR EUCLIDIEN

La description du circuit de 1'opérateur euclidien complet [BGW 92, BGW 93] est montrée
dans la figure VIL16. Il contient 3 instances de la petite tranche, 32 instances de la grande
tranche, le circuit d'évaluation, le circuit de boucle de retour et tous les circuits de controle.

nonnooooonn
E Cellules || 3 tranches| 1
(= Standard|| debit g
[ - =)
E .‘;’g 16 tranches ]
=1E de bit ]

S 8 =]
o | LO =
E 16 tranches -
(= de bit :=:'|
|

gudduuyguuu

Figure VIL 16 : description du circuit

Cette combinaison des composants est une implantation compléte du programme 2 (Annexe
2). Le circuit a été simulé en utilisant SILOS avec les paires d'entrées des nombres 3 et 4,5 et
12,7 et 17,23 et 23 et 25 et 25.

Les 32 instances permettentt au circuit de calculer les résultats 2 9 chiffres décimaux
significatifs de précision. Les 8 buffers sont inclus pour assurer un courant suffisant pour
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conduire les lignes d'horloges, clear, Xp, Xm, Yp, Ym, Zp et Zm qui s'étendent tout le long
du circuit

Dans chaque cas, la simulation procéde de la méme fagon. D'abord, I'opérateur est remis a
zéro en mettant un 1 sur I'entrée clear tandis que toutes les autres entrées sont 4 0. Ensuite,
I'horloge est activée et des valeurs sont placées sur les entrées. Les entrées des nombres de X et
Y sont Xp et Xm, et Yp et Ym. Les valeurs sont mises sur ces entrées 2 partir du milieu d'un
cycle d'horloge jusqu'au milieu du cycle suivant. Cela assure qu'un front descendant se
produit, bien que les valeurs soient valides.

Les exemples de bit des résultats de simulation sont vérifiés en les comparant avec la sortie
du programme machine pour les cinq paires de nombres d'entrées mentionnées ci-dessus. Dans
1'Annexe B, les résultats de simulations pour les nombres 3 et 4 cités ci-dessus sont montrés et
indiquent la maniére selon laquelle la sortie du programme machine sera interprétée.

Les résultats de simulation ont été analysés pour déterminer une estimation de la période
minimale d'horloge qui peut étre utilisée par le circuit. Le temps de propagation maximal
observé pour l'ensemble des cinq résultats est 94 ns.

Le temps de propagation maximal de ce circuit est le temps que prend le chiffre signé du
résultat pour devenir valide aux entrées du circuit de synchronisation du Z_ipstage apres le
début du présent cycle d'horloge.

Le test du circuit comporte essentiellement des plots de sortie qui activent tous les points
externes de controle raisonnables aux tranches de bit. Ces plots ont ét€ nommés avec le préfixe
test.

De plus 10 plots d'entrées, nommés avec le préfixe force, et les portes Ou-Exclusive ont €té
ajoutées pour permettre le contrdle externe du circuit qui produira une panne de collage dans
chaque partie du circuit de contrdle. Une panne de collage logique survient si I'entrée ou la
sortie d'une porte ou d'une bascule reste collée de fagon permanente 2 la valeur logique O ou 1.
Clest généralement la manifestation électrique d'une panne physique qui surgit durant la
fabrication du circuit intégré. Ces 10 plots d'entrées seront liés 2 OV durant le fonctionnement
normal du circuit.
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Au retour de la fabrication du circuit imégré (figure V1.17), nous avons testé ce demier, en
utilisant une série des nombres d'entrées, par exemple, ceux utilisés dans la simulation du

circuit. Les cing paires de nombres ci-dessus indiquent que Ie circuit fonctionne en grande
partie avec une fréguence entre 10 et 15 Mhz.

§

et

P
L3
#
.
1

C

Figure VIL.17 : photo du circuit
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VIL.5. CONCLUSION

Les algorithmes des opérateurs en ligne pour la multiplication, le carré, la division et la
racine carrée décrits dans [GHP 89, GHM 89, GUK 91] peuvent étre enchainer en un seul bloc
pour calculer en ligne la distance euclidienne : Z = VX2 + Y2 utilisant la notation redondante.
Cela entraine un faible temps de propagation et une réduction de 20% en nombre de transistors
par rapport a ceux réalisés avec les opérateurs en ligne séparés.

La cohérence de l'opérateur utilise une architecture en tranche de bit. Cette derniére est
dupliquée autant de fois que nécessaire pour obtenir un nombres de chiffres signés suffisant
pour obtenir un résultat exact.

En utilisant une technologie 1,5 pm, 2 couches de métal et une trés grande régularité, nous
obtenons pour le circuit 32 bits une densité de 4500 tr/mm2, occupant une surface de 18 mm?.

Le test utilisant les paires d'entrées des nombres cités ci-dessus, a montré que quatre sur
cing circuits fabriqués par Service Eurochip fonctionnent correctement avec une fréquence entre
10 et 15 Mhz.

L'opérateur de la distance euclidienne est appelé a la résolution du moindre carrée des

systémes linéaires tel que le filtre Kalman [STC 90].
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Conclusion

Les deux prototypes présentés dans ce document ont été congus pour répondre au besoin de
calcul exact avec une trés grande précision et & grande vitesse. Ils peuvent faire chacun des
opérations de décalage, de soustraction et d'addition qui sont les opérations de base pour le
calcul du PGCD et la distance euclidienne de deux grands nombres. L'opération de décalage ne
posait pas de probléme lorsque nous avons utilisé€ les grands nombres. Par contre, le probleme
qui aurait pu apparaitre dans I'opération d'addition ou de soustraction était la propagation de la
retenue dans toute la chaine de bits. Ceci peut provoquer le retard du résultat sortant. Les
derniers bits des opérandes voient se propager leurs retenues jusqu'aux premiers bits du
résultat, ce qui est plus grave lorsque nous travaillons avec beaucoup de chiffres (vers les 2048
bits et plus). Nous avons prévu deux solutions pour surmonter ce probléme de retenue :
additionner soit en ligne (approche série), soit en redondant (approche paralleéle) sans
propagation de retenue. Apres 1'étude des différentes approches, il est évident que la dernicre
solution est la meilleure, du point de vue performance et coiit en matériel. Les deux processeurs
travaillent donc en nombre redondant et plus précisément avec les poids fort en téte
(arithmétique en ligne).

Les résultats de simulations de ces deux prototypes ont montré que le circuit PGCD de taille
128 bits devrait fonctionner correctement a une fréquence maximale comprise entre 20 et 25
Mhz, et le circuit distance euclidienne de 32 bits aux alentours de 20 Mhz. Apres la fabrication
de cinq circuits pour chacun des opérateurs et leur test, 'opérateur norme euclidienne donne des
résultats exacts avec une fréquence entre 10 et 15 Mhz. Cela est différent pour le circuit
EUCLIDE. Ces deux opérateurs peuvent étre congus pour obtenir une taille de 2048 bits pour le
besoin de calcul en trés grande précision. Le champ d'application du circuit EUCLIDE
intervient directement dans la réduction des fractions en précision infinie, les calculs modulaires
et la cryptographie [DAR 85, KOM 83, LEH 38]. Celui de la distance euclidienne peut étre
appliqué a la résolution du moindre carré des systémes linéaires tel que les filtres de Kalman
[STC 90] utilisés dans le traitement du signal [GHP 89, GUM 91, GUY 92].

Ces deux circuits sont congus pour étre placé a coté d'un microprocesseur et connecté sur le
bus de la mémoire afin de réduire notablement le temps nécessaire pour les calculs de tres
grande précision. La taille des mots mémoires et le nombre des plots d'un circuit intégré étant
limités, les grands nombres de n chiffres doivent étre transférés en série, avec un temps O(n).
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Le processeur d'entrées/sorties agit comme un accés mémoire directe (DMA), il scrute les
bus pour I'adresse et la valeur du premier mot de l'opérande. 11 demande ensuite le bus et
engendre les séquences d'adresses du mot suivant [COG 87].

Chacun des registres de la banque est accessible aussi bien en série qu'en paralléle. Le bit du
poids le plus fort est le plus a droite. Un accés en paralléle et six en série peuvent avoir lieu
simultanément.

Un réseau complet (crossbar) permet de charger et stocker en série les registres pendant
I'exécution des calculs sur les autres en mode pipeline, ou de contourner la banque en mode en
. ligne. Pour le PGCD étendu, trois des registres sont utilisés comme une pile pour enregistrer la
séquence d'opératiohs.

Deux décaleurs additionneurs/soustracteurs, chacun avec deux registres (nombres
redondants), composent le processeur de calcul. Pour la multiplication, la division [GHM 89],
la racine carrée [OKE 82], ou la distance euclidienne [BGW 92, BGW 93], ils sont utilisés
ensemble en mode en ligne ou séparés en mode série/paralléle pour effectuer deux opérations
différentes.

Dans la figure ci dessous, A, B, C, D représentent des registres pour les grands nombres, g,
se {-1,1}etr,te {0, 1, 2}. Les registres B et D peuvent étre chargés en série de la gauche
vers la droite [GHM 89]. Une paire de registres convertit "a la volée" les résultats série de la
notation redondante 2 la notation usuelle (-1 ou O pour le bit de signe, 0 ou 1 ailleurs) [ELA 87]
et A sa représentation sans 0 (seulement 1 et -1). Cette derniére représentation est utile pour la
triangularisation des matrices avec la méthode de rotation de Givens parce qu'elle ne change pas
le facteur de normalisation [ELA 90].

_ Bovis Guvis

convertisseur
des données
série-paralléle

processeur d'E/S

Tv

g

g H 2048 vits
~» additionneur 2 convertisseur du résultat
> propagation A<=(A+B*q)*2 P
—»|_ deretenue C<=(C+D*5)*2"

_r— sélection processeur de calcul

coprocesseur pour les trés grands nombres



Conclusion 127

Les avantages de cette architecture sont :
1- d'exécuter les calculs en paralléle avec l'introduction des nombres (calcul en ligne) ;
mais aussi de pipeliner le chargement, I'exécution et le stockage des résultats [COG 87],
2- de minimiser 1'occupation du bus externe en stockant les résultats intermédiaires et les
variables locales dans la banque de registres intégrée au circuit,
3- d'éviter les opérations a précision multiple en tirant avantage des trés grands
opérateurs. La notation redondante interne raccourcit le chemin de propagation de la
retenue [GHM 89, MER 59]. Le coprocesseur doit exploiter la transmission paralléle des
variables internes avec la banque de registres et la transmission série des variables
externes,
4- d'exécuter 1'addition, soustraction, multiplication, division, racine carrée [GHM 89,
GUK 91, OKE 82], PGCD, PGCD étendu [BGK 91, BGU 92], 1a distance euclidienne
[BGW 92, BGW 93] et fournir aussi un support pour les nombres rationnels [KOM 83]
et les matrices,
5- l'utilisation optimale du silicium puisque nous pouvons utiliser le méme chemin des
données pour effectuer en paralléle de nombreuses opérations sur des opérandes courtes
et/ou des opérandes transmises en paralléle.
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Annexe 1 : Résultats de simulations du circuit PGCD

Programme

program PGCD;

{approche paralléle avec les poids forts en téte et utilisant bezout avec les}
{ poids forts en téte }

type tableau = packed array [0..1999] of char;

var val: longint;

var ap, am, bp, bm, cp, cm, xm : integer;

var gcd,signe, cout, seq, newseq, rapport :integer;

var 1,j,k, ctyp, nbcycle, cyclebezout , x,savetaila,echantillon,save: integer;
var taila, tailb, initaila, initailb, tailr,tails,teta,tetb, oldtail: integer;

var valamod2_16, valbmod2_16, valrmod?2_16, valsmod2_16, valgcdmod2_16:integer;
var trp,trm,tsp,tsm:tableau;

var tap,tam,tbp,tbm:tableau;

var typ:packed array[0..3999] of char; { historique des opérations}

var car:char;

printer {trace des resultats établies}, entree {les couples de nombres },
bilan {le fichier resultat tabulé qui nous permettra d'établir nos tracés} :text;

function modulo2_16(t1p,t1m:tableau; taille:integer):integer;

{recupere les 16 derniers bits contenus dans les deux tableaux t1p et t1m}
{et calcule la valeur du nombre redondant modulo 2 2 la puissance 16 }

begin

1:=1999;

{recherche du signe du nombre = signe du premier bit significatif de poid}
{fort

while ord(t1pl[i]) - ord(t1m[i]) = 0 do i:=i-1;
if ord(t1p[i]) - ord(tlml[i]) = 1 then signe:=1 else signe:=-1;
val:=0;

{application de la formule de recurrence donnant la valeur d'un nombre en}
{redondante modulo 2 & la puissance 16

if taille >= 15 then

for i:= 2000-taille + 15 downto 2000-taille do
val:=val + val + ord(t1p[i]) - ord(t1m(i])

else

for i:= 1999 downto 2000-taille do

val:=val + val + ord(t1p[i]) - ord(t1m([i]);

if (signe = 1) and (val < 0) then val:=65536 + val

else if (signe=-1) and ( val > 0) then val:= val - 65536;
modulo2_16:=LoWord(val);

- end;
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procedure addAB (p:integer); {A*p+B=>B}
begin

am :=0; ap:=0;

if p=1 then

for i:=0 to 1999 do

begin

bp:=ord(tap[i]);

bm:=ord(tam([i]);

cp:=ord(tbpli]);

cm:=ord(tbm[i]);

xm:= (bp-bm+cp)and 1;
tbpl[i]:=chr((ap-xm-cm) and 1);
“tbm([i]:=chr(am);

am := (-ap + xm + cm +ord(tbp[i]) ) div 2;
ap := (+bp - bm + cp + xm ) div 2;
end;

if p=2 then

for i:=0 to 1999 do

begin

bp:=ord(tap[i]);

bm:=ord(tam[i]);

cm:=ord(tbpl[i]);

cp:=ord(tbm[i]);

xm := (bp-bm+cp)and 1;

tbm([i] := chr( (ap - xm - cm ) and 1);
tbp[i] := chr(am);

am := (-ap + xm + cm + ord(tbm[i])) div 2;
ap := (+bp - bm + cp + xm ) div 2;
end;

if p=1 then tetb:=tetb+teta+ap-am;

if p=2 then tetb:=tetb-teta+am-ap;
end; {addAB}

procedure addRS (p:integer); {S*p+R=>R}

begin

am :=0; ap:=0;

if p=1 then

for i:=0 to 1999 do

begin

bp:=ord(tsp[i]);

bm:=ord(tsm[i]);

cp:=ord(trp[i]);

cm:=ord(trm[i]);

xm:= (bp-bm+cp)and1;
trp[i]:=chr((ap-xm-cm) and 1);
trm[i]:=chr(am);

am := (-ap + xm + cm +ord(trp[i]) ) div 2;
ap := (+bp - bm + cp + xm ) div 2;
end else

for i:=0 to 1999 do

begin
bp:=ord(tsp[il);
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bm:=ord(tsm[i]);

cm:=ord(trp[i]);

cp:=ord(trm[i]);

xm:= (bp-bm+cp)and 1;

trm([i] := chr( (ap - xm - cm ) and 1);
trp[i] := chr(am);

am := (-ap + xm + cm + ord(trm[i])) div 2;
ap := (+bp - bm + cp + xm ) div 2;

end;

{contrdle de la propagation de la retenue}
if ap-am <>0 then

begin

ap:=4*ap+ord(trp[1999])+ord(trp[1999])+ord(trp[1998])
-(4*am+ord(trm[1999])+ord(trm[1999])+ord(trm[1998]));
if abs(ap)>3 then
begin
{il y'a débordement,donc I'algorithme ne marche pas pour}
{ de tel échantillon! }

end;

if ap>=0 then begin
{il faut réinjecter la retenue et la recoder sur les deux derniers bits}
{du resultat }
trm[1999]:=chr(0); trm[1998]:=chr(0);
trp[1999]:= chr((ap div 2) and 1);trp[1998]:=chr(ap and 1);
end else begin
ap:=-ap;
trp[1999]:=chr(0); trp[1998]:=chr(0);
trm[1999]:=chr( (ap div 2) and 1);trm[1998]:=chr(ap and 1);
end;
end;
if tails > tailr then tailr:=tails;

end; {addRS}

procedure exchAB ;

{échange les nombres A et B}

begin

nbcycle:=nbcycle+1;

for i:=0 to 1999 do

begin
J=ord(tbp(i]);tbp[i]:=tap[il;tap[i]:=chr();
j:=£rd(tbm[i]);tbm[i]:=tam[i];tam[i]:=chr(]');
end;

j=tailb;tailb:=taila;taila:=j;
ji=tetb;tetb:=teta;teta:=j;

end;{exch}

procedure exchRS ;
{échange les valeurs des coefficients de bezout;R et S }
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begin

for i:=0 to 1999 do

begin
ji=ord(tsp[i]);tsp[i]:=trm(i];trm[i}:=chr(j);
Jr=£rd(tsm[1]);tsm[1] :=trp[i];trp[i]:=chr(j);
end;

jo=tailr;tailr:=tails;tails:=j;

end; { ¥*exchRS*}

procedure shift1R;
{décalage 4 gauche de R: division par 2 de R : opération inverse de shift1B}
begin

for 1 =010 1998 do

begin
trp [i] := tp[i+1];
trm [i] := trm[i+1];

end;

trp[1999]:= chr(0);
trm[1999]:= chr(0);
tailr:=tailr + 1;

end {*shift1R*} ;

procedure charger;

{transformé un caractére de ['0'..'9'] U ['A"..'F'] en sa représentation binaire et le}
{charge dans les quatres bits correspendants du tableau tap ou tbp selon le nombre traité}

begin
j:=1995;{ C'est le premier bit avec lequel on va commencer a remplir le tableau tap}
read(entree,car);
while car <>'* do {Le transformer en binaire sur quatre bits}
begin
if car <='9' then x:= ord(car) -ord('0")
else x:= ord(car) -ord('A") +10;

{Inscrire les quatres bits dans le tableau tbp puis initialiser le j de nouveau au}
{debut d'un nouveau bloc de quatre bits pour le prochain caractére dela représent-}
{ation hexadécimale du nombre traité

for i:=1 to 4 do begin tap[i+j] := tbp[i+j];
tbp[i+j]:= chr(x and 1);
x:=x div 2 end;

j:=j-4; read(entree,car);

end;

readln(entree);

end; {*charger*}

procedure shift1B;

{décale le nombre B d'une position & droite: multiplication de B par 2:}
{ doubler la valeur de la téte et y injecter la valeur du premier bit }

{ de poid fort avant de décaler le tout
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begin
tetb:=tetb + tetb + ord(tbp[1999]) - ord(tbm[1999]);
tailb :=tailb- 1;
fori := 1999 downto 1 do
begin
tbp [i] := tbp[i-1];
tbm [i] := tbm[i-1];

end;

tbp [0] := chr(0);

tbm [0] := chr(0);
end;

procedure normalisation;
{transforme un nombre quelconque en représentation redondante en un autre qui}
{est sous la forme normalisée

begin
while (abs(tetb) < 4) and (tailb > 3) do
begin
nbcycle:=nbcycle+1;
if ((taila > tailb) or ((taila = tailb ) and (abs(teta) > abs(tetb))))
and ((ord(tbp[1999])-ord(tbm[1999]))*tetb >= 3) then
{il faut éviter le cas o la téte vaut 7 qui est une valeur critique}
begin
tetb:=tetb + ord(tbp[1999]) - ord(tbm[1999]);
car:=(tbp[1999]);tbp[1999]:=tbm[1999];tbm[1999]:=car;
end else
begin {decaler les zéros jusqu'a le premier chiffre significatif}
gotoxy(70,2);write('NON') ; shift1B;
typlctyp]:='1"; ctyp:=ctyp+1;
end;
end;
{si le nombre ainci n'est pas encore normalisé,faire & ce que ¢a soit! }
if tetb <> 0 then
while (abs(tetb) < 4) and (tailb <= 3) do
beoi

gin
tetb := tetb + tetb ;tailb:=tailb-1;
nbcycle:=nbcycle+1;
typlctyp] :='1'; ctyp:=ctyp+1;
end
end; {normalisation}

function find_sequence(tl:tableau;t2:tableau;taille:integer): integer;

{compte le nombre de zéros existant dans la plus longue seq de zéros }
{figurant dans le nombre ayant sa représentation redondante répartie }
{dans les deux tableaux t1 et t2 et taille bits significatifs }

begin

1:=2000 - taille;
seq:=0;
newseq:=0;



Annexe 144

while i<= 1999 do
begin
while ((ord(t1[i])-ord(t2[i])) =0) do
begin

seq:=seq+1;

i=i+1;

end;

if seq>newseq then newseq:=seq;
seq:=0;1:=1+1;

end;

find_sequence:=newseq;
end;{find_seq}

{#***PROGRAMME PRINCIPAL****}
begin
{***INITIALISATION***}

reset(entree,'donnee');

rewrite(bilan,'sortie");

rewrite (printer, 'res');

for i:=2000 to 3999 do typ[i] :='0’;

for i:=0 to 1999 do begin tap[i]:=chr(0); tam[i]:=chr(0);
tbp[i):=chr(0); tbm[i]:=chr(0);
trp[i):=chr(0); trm[i]:=chr(0);
tsp[i]:=chr(0); tsm[i]:=chr(0);

typ[i]:='0'

end;

{***LECTURE DU PREMIER NOMBRE ET DE SA TAILLE***}

readln(entree,echantillon);
readln(entree, tailb);initailb:=tailb;oldtail:=initailb;
charger;

{(***LECTURE DU SECOND NOMBRE DU PREMIER COUPLE A TRAITER***}

taila:=tailb; initaila:=taila;
charger;
{calcul de leurs valeurs modulo 2 & la puissance 16}

valamod2_16:=modulo2_16(tap,tam,taila);
gotoxy(50,1);write('a ',valamod2_16:5);
valbmod2_16:=modulo2_16(tbp,tbm,tailb);
gotoxy(50,2);write('b ',valbmod2_16:5);

while initailb <> 0 do {Le dernier couple traité sera = (*'(0),*'(0)) }
begin

gotoxy(2,5); write('échantillon :',echantillon);

gotoxy(2,6); write(' );
gotoxy(6,8); write('taille courante ',initailb);
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gotoxy(6,10);write('variation de la taille de A et de B: ');

nbcycle:=0;cyclebezout:=0;
teta:=0; tetb:=0; ctyp:=0;

{préparer 'entree de telle facon qu'elle soit traitable par I'approche: les}
{nombres doivent é&tre normalisés }
exchAB;normalisation;exchAB;normalisation;

ctyp:=0;

taila:=initaila;

tailb:=initailb;

;vehi}c ((tailb>3) or (abs(tetb)>0)) do

gin
gotoxy(41,10); write(tailb:4,taila:4);gotoxy(55,10); write('tetb ',tetb :4);
if (taila > tailb) or
((taila = tailb ) and (tailb <=3 ) and (abs(teta) > abs(tetb)))
then
begin{a>b; échanger les deux nombres puisqu'on a choisit dés le debut d'avoir}
{le cas: b>a

typlctyp] := 2'; ctyp:=ctyp+1; {mise a jour de la pile des opérations: typ }
exchAB ;

end;

if teta*tetb < O then

begin

{a et b sont de signe contraire, faire donc I'addition qui diminuerala }
{valeur du plus grand des deux nombres }

typlctyp] :='3'; ctyp:=ctyp+1; {mise a jour de la pile des opérations: typ }
addAB (1) ;

if tailb >3

then shift1B else begin tetb := tetb + tetb;tailb:=tailb-1; end;
nbcycle:=nbcycle+1;

end

else

begin

{les deux nombres sont de méme signe, soustraire a de b qui dimunirala }
{valeur du plus grand des deux entiers: le b

typlctyp] :='4"; ctyp:=ctyp+1;{mise & jour de la pile des opérations: typ}
addAB (2);

if tailb > 3

then shift1B else begin tetb := tetb + tetb;tailb:=tailb-1; end;
nbcycle:=nbcycle+1;

end;

{dans tous les cas, il faut penser toujours a avoir un résultat normalisé }
normalisation;savetaila:=taila;

end;

{enregistrer les résultats dans un fichier qu'on pourrait consulter si besoin}
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{*Le PGCD étant calculé,on a le résultat réparti entre les tableaux tap et tam, }

valgcdmod2_16:=teta;

for i:=1 to taila do
valgcdmod2_16:=valgcdmod2_16+valgcdmod2_16+ord(tap[i])-ord(tam(i]);
while valgcdmod2_16 and 1 =0do

begin :

valgecdmod2_16:=valgcdmod2_16 div 2;

end;

gotoxy(50,6); write('gcd ',valgcdmod2_16:5);

ctyp:=ctyp-1;
{#***INITIALISATION DE BEZOUT***}

tailr:=tailb + 1;  trp[2000-tailr]:=chr(1); { premier bit de poid faible}
tails:=taila + 1;  tsp[2000-tails]:=chr(1);{premier bit de poid faible}
gotoxy(6,12);

write('nombre total d"opération: ',ctyp:4);

gotoxy(1,15); for i:=1 to 128 do write(  ');
gotoxy(6,14); writeln('liste des operations faites sur cet échantillon:’);

while ctyp >=0do
begin

{suivant le type d'opération déja faite sur a et b pour le calcul de leur }

{pgcd, réagir de telle fagon a preserver l'identité de Bezout

{on rappele que la convention utilisée pour numéroter les opérations etait}
1" b <-- b*2

2':a<--b;b<--a;

'3": b <-- (a+b)*2 }

'4'; a <-- (b-a)*2 }

'2": b <-- b*4; }

e o, e, o, o

write(typlctyp]);

case typ[ctyp] of

'1': begin shift1R; cyclebezout:=cyclebezout+1;end;

'2": begin exchRS; cyclebezout:=cyclebezout+1;end;

'3": begin shift1R; addRS(2); cyclebezout:=cyclebezout+1 end;
'4': begin shift1R; addRS(1); cyclebezout:=cyclebezout+1 end;
'5': begin shift1R; shift1R; cyclebezout:=cyclebezout+1 end;
end;

ctyp:=ctyp-1;

end;

{ 1a sortie du circuit simulé est en représentation redondante, donc il faut }

{ 1a convertir en binaire; Ce qui n'est pas gratuit! et parsuite, il faut }

{ calculer son cofit qui est proportionnel au nombre de zéros successifs qui }
{ apparaissent dans la représentation redondante der et s

if find_sequence(trp,trm,tailr) > find_sequence(tsp,tsm,tails)
then cout:= find_sequence(trp,trm,tailr)
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else cout:= find_sequence(tsp,tsm,tails);

{enregistrer ce resultat }
valrmod2_16:=modulo2_16(trp,trm,tailr);
gotoxy(50,3);write('r ',valrmod2_16:5);
valsmod2_16:=modulo2_16(tsp,tsm,tails);
gotoxy(50,4);write('s ',valsmod2_16:5);

{vérification modulo 2 2 la puissance 16 des résultats}

val:=(valamod2_16 * valrmod2_16 - valsmod2_16 *valbmod2_16);
if valgcdmod2_16 = LoWord(val) then

begin ‘

gotoxy(55,5);

end

else

begin
gotoxy(55,5);

end;

{***IMPRIMER UNE LIGNE DU FICHIER BILAN***}

if echantillon=1 then
write(bilan,initailb:5,chr(9),nbcycle:20,chr(9),cyclebezout:20,chr(9),cout:10)
else
if initailb = oldtail
then write(bilan,chr(9),nbcycle:20,chr(9),cyclebezout:20, chr(9),cout:10)
else
begin
oldtail:=initailb;
writeln(bilan);
write(bilan,initailb:5,chr(9),nbcycle:20,chr(9),cyclebezout:20, chr(9),cout:10);
end;

{réinitialiser le tout pour la prochaine itération}

for i:=2000 to 3999 do typ[i] :='0"

for i:=0 to 1999 do begin tap[i]:=chr(0); tam[i]:=chr(0);
tbp[i]:=chr(0); tbm[i]:=chr(0);
trp[i]:=chr(0); trm[i]:=chr(0);
tsp[i]:=chr(0); tsm[i]:=chr(0);

typ[i]:='0";

end;

{***LECTURE DU COUPLE SUIVANT AFFECTE DE LA TAILLE DES NOMBRES***}

readln(entree,echantillon);
readln(entree,tailb);initailb:=tailb;
charger;

taila:=initailb;

initaila:=taila;

charger;
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{récuperer leur valeur modulo 2 2 la puissance 16 avant tout calcul}
valamod2_16:=modulo2_16(tap,tam,taila);
gotoxy(50,1);write('a ‘,valamod2_16:5);
valbmod2_16:=modulo2_16(tbp,tbm,tailb);
gotoxy(50,2);write('b ',valbmod2_16:5);

if keypressed then initailb:=0;
end;
clearscreen;

gotoxy(5,15);
writeln('.......... SIMULATEUR CONVERGE............ BR

‘close(entree);
close(bilan);
close(printer);
end.
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Exemple de calcul du PGCD pour les valeurs d'entrées A = 115510395 et
B = 577505775

opérations a Ha Oda B Hb db
init 115510395 6 27 577505775 4 30
sub 115510395 6 27 -346577385 -3 30

add 115510395 6 27 115464195 1 29
shift 115510395 6 27 115464195 7 27
sub 115510395 6 27 -46200 0 27
shift2 115510395 6 27 -46200 0 24
shift2 115510395 6 27 -46200 0 22
shift2 115510395 6 27 -46200 0 20
shift2 115510395 6 27 -46200 -1 18
shift2 115510395 6 27 -46200 -6 16
exch add -46200 -6 16 20892795 1 27
shift -46200 -6 16 20892795 5 25
add -46200 -6 16 -2761605 -1 25
shift2 -46200 -6 16 -2761605 -5 22
sub -46200 -6 16 195195 0 22
shift2 -46200 -6 16 195195 3 20
shift -46200 -6 16 195195 6 18
add -46200 -6 16 10395 0 18
shift2 -46200 -6 16 10395 3 15
shift -46200 -6 16 10395 5 14
exch add 10395 5 14 -4620 -1 16
shift2 10395 5 14 -4620 -5 13
exch add -4620 -5 13 1155 1 14
shift2 -4620 -5 13 1155 5 11
exch add 1155 5 11 0 0 13
shift2 1155 5 11 0 0 10
shift2 1155 5 11 0 0 8
shift2 1155 5 11 0 0 6
shift2 1155 5 11 0 0 4
shift2 1155 5 11 0 0 2
shift2 1155 5 11 0 0 0

PGCD = 1155 Nombres de bits 11
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Exemple de calcul du PGCD étendu : R et S tels que R*A - S*B = PGCD(A, B)

liste de types d'opérations:41311411111111111231131114111131111231112311123

PGCD = 1155
opérations A Jda B db R or S ds
/ 1155 11 0 13 1 13 1 11
46 3 1155 11 -4620 13 5 13 1 11
45 2 -4620 13 1155 11 -1 11 -5 13
44 1 -4620 13 1155 12 -1 12 -5 13
43 1 -4620 13 1155 13 -1 13 -5 13
42 1 -4620 13 1155 14 -1 14 -5 13
41 3 -4620 13 10395 14 -11 14 -5 13
40 2 10395 14 -4620 13 ) 13 11 14
391 10395 14 -4620 14 5 14 11 14
38 1 10395 14 -4620 15 S 15 11 14
37 1 10395 14 -4620 16 5 16 11 14
36 3 10395 14 -46200 16 49 16 11 14
35 2 -46200 16 103385 14 =11 14 -49 16
34 1 -46200 16 10395 15 -11 15 -49 16
33 1 -46200 16 10395 16 -11 16 =49 16
32 1 -46200 16 10395 17 -11 17 -49 16
311 -46200 16 10395 18 -11 18 -49 16
30 3 -46200 16 195195 18 -207 18 -49 16
29 1 -46200 16 195195 19 =207 19 -49 16
28 1 -46200 16 195195 20 =207 20 -49 16
27 1 -46200 16 195195 21 =207 21 -49 16
26 1 -46200 16 195195 22 =207 22 -49 16
25 4 -46200 16 -2761605 22 2929 22 -49 16
24 1 -46200 16 -2761605 23 2929 23 -49 16
23 1 -46200 16 -2761605 24 2929 24 -49 16
22 1 -46200 16 -2761605 25 2929 25 -49 16
21 3 -46200 16 20892795 25 -22159 25 -49 16
20 1 -46200 16 20892795 26 -22159 26 -49 16
19 1 -46200 16 20892795 27 -22159 27 -49 16
18 3 -46200 16 115510395 27 -122511 27 -49 16
17 2 115510395 27 -46200 16 49 16 122511 27
l6 1 115510395 27 -46200 17 49 17 122511 27
15 1 115510395 27 -46200 18 49 18 122511 27
14 1 115510395 27 -46200 19 49 19 122511 27
13 1 115510395 27 -46200 20 49 20 122511 27
12 1 115510395 27 -46200 21 49 21 122511 27
11 1 115510395 27 -46200 22 49 22 122511 27
10 1 115510395 27 -46200 23 49 23 122511 27
91 115510395 27 -46200 24 49 24 122511 27
8 1 115510395 27 ~46200 25 49 25 122511 27
71 115510395 27 -46200 26 49 26 122511 27
61 115510395 27 -46200 27 49 27 122511 27
5 4 115510395 27 115464195 27 -122462 27 122511 27
4 1 115510395 27 115464195 28 -122462 28 122511 27
31 115510395 27 115464195 29 -122462 29 122511 27
2 3 115510395 27 -346577385 29 367582 29 122511 27
11 115510395 27 -346577385 30 367582 30 122511 27
0 4 115510395 27 577505775 30 -612506 30 122511 27
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Annexe 2 : Résultats de simulations de 1'opérateur euclidien

1. La description du programme

Le programme 1 (Appendice A) est écrit pour recevoir deux nombres en format décimal et
produire un résultat en 9 chiffres signés. Ce programme permet de vérifier une description
matérielle. L'entrée n'est pas protégée pour limiter en 6 chiffres signés la taille des nombres
d'entrées. Le programme ne vérifie pas non plus qu'au moins 1'un des nombres est différent de
zéro. Si les deux nombres sont égaux a zéro, alors le programme entre dans une boucle infinie
par la condition "flag = 1 OR counter! = 0" qui ne finera jamais. De plus, le résultat exige
plusieurs traitements apres son €dition. Les contenus de la variable Z sont édités en décimal.
Cette valeur n'est pas normalisée et il est donc nécessaire de diviser en répétition le nombre
décimal par deux jusqu'a ce que le résultat correct soit trouvé. Dans 1'exemple ci dessous le
résultat exige d'étre divisé par 24.

Entrer le ler nombre, X: -5  Entrer le 2nd nombre, Y: 12

-1 0 Z 1
0 0 Z -1
-1 1 Z 1
0 1 Z 1
0 0 Z -1
0 0 Z 0
0 0 Z 0
0 0 Z 0
0 0 Z 0

résultat 208 =24 =13

Les différentes fonctions ont €té €crites sous la forme d'une description comportementale de
chacun des opérateurs présentés dans le chapitre VII § VIL.2. Elles ont été vérifiées en écrivant
des programmes séparément pour 1'addition et multiplication.

2. La solution du probléme V2
Dans sa premiere version, le programme a donné pour certaines entrées, un résultat biaisé
d'un facteur multiplicatif de V2 [ERT 77]. En entrant les valeurs 5 et 12, nous devons obtenir
un résultat 13, au lieu 18,375 (294 + 16). La premiére cause possible est qu'une quantité
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insuffisante de la variable Zcarry est utilisée dans la boucle de retour, ce qui limiterait I'étendu
des valeurs que la routine peut sortir. Ceci est modifié, la variable Zcarry est maintenant décalée
de 2 places vers les poids forts, fournissant deux chiffress r et q pour la routine de la boucle de
retour.

Ce changement n'est pas suffisant pour résoudre le probléme en totalité. Il est devenu
nécessaire de déterminer le moment ot le compteur devient différent de zéro pour pouvoir
charger le premier chiffre dans le registre-SP de X ou Y. Ce qui 2 son tour indique la position
dans le registre-SP de Z pour charger le premier chiffre du résultat. L'algorithme est le suivant :

si (Ie nombre de cycles d'horloge depuis le chargement du ler chiffre dans les registres-SP de
Xet/ou Y estpair) alors
charger le chiffre du résultat dans MSD - 1
sinon
charger le chiffre du résultat dans MSD

Un autre paramétre important est de savoir I'endroit du début de chargement des données
dans les registres-SP de X et Y. Si le résultat Z contient n chiffres, alors, pour obtenir le
fonctionnement correct du circuit, il est nécessaire de commencer a charger les entrées des
registres-SP 2 partir de la (n - 3)iéme position. Cela conduit & un retard en ligne entre 3 et 5
cycles d'horloges selon la valeur des variables d'entrées.

Cing paires de valeurs se sont avérées critiques pour déterminer le bon fonctionnement de
l'algorithme. Ces valeurs sont 3 et 4, 5 et 12, 7 et 17, 23 et 23, 25 et 25. Une fois les résultats
corrects obtenus pour ces valeurs, deux tests supplémentaires sont effectués. Le premier est
d'obtenir les résultats pour toutes les paires des nombres entre 1 et 100 et de vérifier leur
exactitude. Le second est de dérouler le programme mais seulement pour vérifier que la valeur
de la variable "counter" reste bornée. Cela est fait pour un domaine de 1 2 1000 et a montré que
le compteur est compris entre -5 et 5 (décimal).

3. Version au niveau porte de l'opérateur euclidien

Une fois que nous sommes certains que l'algorithme global fonctionne correctement, le
programme 1 est modifié en programme 2 (Appendice B). Il a été fait dans le but d'aider a la
mise au point d'un circuit (chapitre VII § VII.3) qui a été congu pour implanter I'opérateur
euclidien. Ce deuxiéme programme permet de modifier I'exactitude du résultat en changeant la
valeur de bt. La valeur maximale de cette variable est 31.



Annexe 157

Appendice A

Programme 1
/¥ Comment: x++ is the same as x = X + 1, ie increment the contents of x */

#include </usr3/syc/walker/p2c/p2c.h>  /* this contains all the */
/* standard header files */

#define p 0 /* positive bit */
#define m 1 /* negative bit */

#define AND &&  /* means that && is replaced by AND for easy of reading */
#defineOR | | /* means that |l is replaced by OR for easy of reading */

typedef long digit[2];  /* definition of arrays */
typedef digit number[9];

Static long XYrang, Zrang, start, flag, b, odd_flag, counter, result;
Static number X, Y, Z, Xcarry, Ycarry, Zcarry, Xparallel, Yparallel,

Zparallel, XYsum, XYZsum, Total_sum, negZ, retain;
Static digit g, t, s, w, 0, q, T;

/**************************************************************************/

Static Void resdigit(x)  /* reset function */
long *x;

x[p] =0;
x[m] =0;

Static Void reset(x) /* reset function */
digit *x;
{

long rang;
for (rang = 0; rang <= §; rang++) {

x[rang][p] = 0;
x[rang][m] = 0;

Static long value(x) /* returns 1, 0, -1 */
long *x;

return (x[p] - x[m]);



Annexe 158

Static Void trace(name, t) /* permits contents of registers to be followed */
Char *name;
c[ligit *;

long index;

printf("%s ", name);

for (index = 0; index <= §; index++)
printf("%31d", value(t[8 - index]));

}Putchar(w);

Static Void lecture(coded) /* load data */
digit *coded;
{

long input, rang, next, binary;

scanf("%Id", &input);
next=1;
for (rang = 0; rang <= §; rang++) {
binary = (input / next) % 2; /* mod 2 */
printf("%12ld\n", binary);
next *=2;
if (binary ==0) {
coded[rang][p] = 0;
coded[rang][m] = 0;

}

if (binary == 1) {
coded[rang][p] = 1;
coded[rang][m] = 0;

}

if (binary ==-1) {
coded|[rang][p] = 0;
}coded[rang][m] =1;

}
}

/**************************************************************************/

Local Void ppm(inlp, in2p, inm, outm, outp) /* ppm */
long inlp, in2p, inm, *outp, *outm;

*outm = (inlp + in2p + inm) % 2; /* % = mod */
*outp = (inlp +in2p - inm + *outm) / 2; /* /=div */

Static Void addition(operandl, operand2, sum, carry) /* Adder*/
digit *operandl, *operand2, *sum;

long *carry;

{

long rang;
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number interim; /* this is used to pass values between ppm's */

interim[0][p] = 0;
sum[0][m] = 0;

for (rang = 0; rang <= 7; rang++) {
ppm(operand1[rang][p], operand2[rang][p], operand1[rang][m],
&interim[rang][m], interim[rang + 1]);
ppm(operand2[rang][m], interim[rang][m], interim[rang][p],
sum[rang], &sum[rang + 1][m]);

ppm(operand1[8][p], operand2(8][p], operand1[8][m],
&interim[8][m], carry);
ppm(operand2[8][m], interim[8][m], interim{8][p],
} sum(8], &carry[m]);

Static Void SPregister(weight, serial, parallel) /* loads SPregister*/
long weight;

long *serial;

digit *parallel;

parallel[weight - 1][m] = serial[m]; /* jth position with aj */
parallel[weight - 1][p] = serial[p];
if (weight > 1) {
parallel[weight - 2][m] = serial[p]; /* j-1 with -aj */
parallel[weight - 2][p] = serial[m];

Static Void recursionreg(input, output, carry) /* left shifts contents of */
digit *input, *output; /* recursion register ~ */
long *carry;

long rang;

for (rang = 1; rang <= §; rang++) {
output[rang][m] = input[rang - 1][m];
output[rang][p] = input[rang - 1][p];

carry[p] = input[8][p];
carry[m] = input[8][m];
output[0][m] = 0;
}Output[Ol [p]=0;

Static Void multiplication(multiplier, multiplicant, product)
long *multiplier;
digit *multiplicant, *product; /* vector by digit multiplication */
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long rang;

if (multiplier[m] == 0 AND multiplier{p] == 1) {
for (rang = 0; rang <= §; rang++) {
product[rang][p] = multiplicant[rang][p];
\ product[rang][m] = multiplicant[rang][m];

return;

}

if (multiplier[m] == 1 AND multiplier{p] == 0) {
for (rang = 0; rang <= §; rang++) {
product[rang][p] = multiplicant[rang][m];
} product[rang][m] = multiplicant[rang][p];

return;

}

for (rang = 0; rang <= §; rang++) {
product[rang][p] = 0;
product[rang][m] = 0;

}

Static Void feedback(count, output) /* determines output */
long count;
long *output;

if (count == 0) {

output{p] = 0;
output[m] = 0;
return;

if (count < 0) {
output[p] =0;
output[m] = 1;

} else {
output[p] = 1;
output[m] = 0;

r{nain() /* Main part of program */
/* Clear all variables */

reset(X);

reset(Y);

reset(Z);

reset(Xparallel);

reset(Yparallel);

reset(Zparallel);
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reset(Xcarry);
reset(Ycarry);
reset(Zcarry);
reset(XYsum);
reset(XYZsum);
reset(negZ);
reset(Total_sum);
reset(retain);
resdigit(w);
resdigit(g);
resdigit(t);
resdigit(q);
resdigit(r);
resdigit(s);
counter = 0;
start = 0;

printf("Enter first number, X:"); /* Read in Numbers */
lecture(X);

printf("Enter second number, Y:");

lecture(Y);

/* Find first non-zero digit in either number */
while ((value(X[5 - start]) == 0) AND (value(Y[5 - start]) == 0))
start++; :

while (X'Yrang < 9 OR Zrang <9) {

if (XYrang < 8 - start) {
SPregister(7 - XYrang, X[7 - start - XYrang], Xparallel); /* X register */
multiplication(X[7 - start - XYrang], Xparallel, Xcarry);

SPregister(7 - XYrang, Y[7 - start - XYrang], Yparallel); /* Y register */
multiplication(Y[7 - start - XYrang], Yparallel, Ycarry);

addition(Xcarry, Ycarry, XYsum, w); /* Add to get sum of 2 squares */
} else
reset(XYsum);

SPregister(10 - Zrang - odd_flag, Z[9 - Zrang], Zparallel); /* Z register */
multiplication(Z[9 - Zrang], Zparallel, Zcarry);

for (b=2; b<=8; b++) {

negZ[b][p] = Zcarry[b - 2][m]; /* negate contents of Z reg. */
}nch[b] [m] = Zcarry[b - 2][p]; /* and multiply by 4 */

memcpy(q, Zcarry[8], sizeof(digit)); /* remove MSB for counter */
memcpy(r, Zcarry[7], sizeof(digit)); /* remove next MSB */
“addition(XYsum, negZ, XYZsum, s);  /* add the three numbers */
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addition(XYZsum, retain, Total_sum, g); /* retain is the contents of the */

recursionreg(Total_sum, retain, t); /* recursion register */

if (flag == 1 OR counter !=0) { /* indicates when to start */
Zrang++; /* forming the result  */
flag=1;

}

/* determines the next value of Z */
counter = counter*2 + value(t) + value(g)*2 + value(s)*2 + value(w)*2
- value(q)*4 - value(r)*2;
feedback(counter, Z[9 - Zrang]);

if ((flag == 0 AND counter !=0 AND XYrang %2 ==0) OR odd_flag == 1)
odd_flag =1;

XYrang++;

/* output result */

result = 0;

for (Zrang = 0; Zrang <= §; Zrang++)
{result = result*2 + value(Z[8 - Zrang]);
printf("Z %121d\n", value(Z[8 - Zrang]));

)
printf("result%121d\n", result);
exit(0);
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Appendice B

Programme 2
/* Comment: x++ is the same as X = X + 1, ie increment the contents of x */

#include </usr3/syc/walker/p2c/p2c.h> /* this contains all the */
/* standard header files */

#define p 0 /* positive bit */
#definem 1 /* negative bit */

#define AND &&  /* means that && is replaced by AND for easy of reading */
#defineOR | | /* means that |l is replaced by OR for easy of reading */

#define bt 31 /* this line defines the number of digits in the result */

typedef long digit[2];  /* definition of arrays */
typedef digit number[bt];

Static long XYrang, Zrang, start, flag, b, odd_flag, transfer, result;

Static digit g, t, s, W, q, T;

Static number X, Y, Z, Xparallel, Yparallel, Zparallel, Xcarry, Ycarry, Zcarry,
XYsum, XYZsum, Total_sum, negZ, retain, old_value, new_value;

Static Void resdigit(x) /* reset function */
long *x;

x[p] =0;

x[m] = 0;
}
Static Void setdigit(x)  /* reset function */
long *x;

x[pl=1;

x[m] = 1;
Static Void reset(x) /* reset function */
digit *x;
{

long rang;

for (rang = 0; rang <= (bt-1); rang++) {

x[rang][p] = 0;
x[rang](m] = 0;
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Static Void set(x) /* set function */
<{iigit *X;

long rang;

x[0][p] = 0;

x[0][m] = 0;

for (rang = 1; rang <= (bt-1); rang++) {
x[rang][p] = 1;

JX[rang][m] =1;

}
- Static long value(x) /* returns 1,0, -1 */
long *x;

return (x[p] - x[m]);

Static Void trace(name, t) /* permits contents of registers to be watched */
Char *name;

digit *t;

{

long index;

printf("%s ", name);
for (index = 0; index <= (bt-1); index++)
printf("%31d", value(t[(bt-1) - index]));
putchar(\\n");
}

Static Void lecture(coded) /* load data */
digit *coded;
{

long input, rang, next, binary;

scanf("%1d", &input);
next=1;
for (rang = 0; rang <= (bt-1); rang++) {
binary = (input / next) % 2; /* mod 2 */
printf("%12ld\n", binary);
next *=2;
if (binary ==0) {
coded[rang][p] = 0;
coded[rang][m] = 0;

if (binary == 1) {
coded[rang][p] = 1;
coded[rang][m] = 0;

if (binary ==-1) {
coded[rang][p] = 0;
coded[rang][m] = 1;
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Local Void ppmA(inlp, in2p, inm, outm, outp)  /* ppmA */
long inlp, in2p, inm, *outp, *outm;

*outp = !((inlp AND in2p) OR ((!inm) AND inlp) OR ((!inm) AND in2p));
*outm = !((*outp AND (inlp OR in2p OR (!inm))) OR (inlp AND in2p AND (linm)));

}
Local Void ppmB(inlm, in2m, inp, outp, outm) /* ppmB */
long in1m, in2m, inp, *outm, *outp;

*outm = ((inlm AND in2m) OR (inp AND inlm) OR (inp AND in2m));
*outp = !(((!*outm) AND (in1lm OR in2m OR inp)) OR (inlm AND in2m AND inp));

Static Void addition(operand1, operand2, sum, carry) /* Adder*/
digit *operandl, *operand2, *sum,

long *carry;

{

long rang;
number interim;

interim([0][p] = 1;
sum[0][m] = 0;
for (rang = 0; rang <= (bt-2); rang++) {
ppmA (operand1[rang][p], operand2[rang][p], operand1[rang][m],
&interim[rang][m], interim[rang + 1]);
ppmB (interim[rang][m], operand2[rang][m], interim[rang][p],
sum(rang], &sum[rang + 1][m]);

ppmA (operand1[bt-1][p], operand2[bt-1][p], operand1[bt-1][m],
&interim([bt-1][m], carry);

ppmB(interim[bt-1][m], operand2[bt-1][m], interim[bt-1][p],
sum[bt-1], &carry[m]);

}

Static Void SPregister(weight, serial, parallel) /* loads SP-register*/
long weight;

long *serial;

digit *parallel;

parallel[weight][m] = serial[m];
parallel[weight][p] = serial[p];

if (weight > 1) {

parallel[weight - 1][m] = serial[p];
}para.llel[weight - 1][p] = serial[m];

Static Void recursionreg(input, output, carry) /* alters weight on contents */
digit *input, *output; /* of recursive register ¥/

long *carry;

{

long rang;
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for (rang = 1; rang <= (bt-1); rang++) {
output[rang][m] = input[rang - 1][m];
output[rang][p] = input[rang - 1][p];

carry[p] = input[bt-1][p];
carry[m] = input[bt-1][m];
output[0][m] = 0;
}Output[Ol [p1=0;

Static Void multiplication(multiplier, multiplicant, product) /* vector by digit multiplication*/
long *multiplier;
- digit *multiplicant, *product;

long rang;

for (rang = 0; rang <= (bt-1); rang++) {
product{rang][p] = !((multiplier[p] AND multiplicant[rang][m]) OR (multiplier{m] AND
multiplicant(rangl[p])); _ - '
product[rang][m] = !((multiplier[p] AND multiplicant[rang][p]) OR (multiplier[/m] AND
mu}ltiplicant[rang] [m]));

}

/* This function takes the place of the counter. */

/* However, it carries out the same operation. */

Static Void evaluation(old_counter, w, s, g, t, q, T, new_counter)
long *w, *s, *g, *t, *q, *r;

digit *old_counter, *new_counter;

{
digit a, b, x0, x1, y0, y1;
number interim;

ppmA(g[p], s[p], r[p], &b[m], a);
a[p] = !a[p];

ppmA(g[m], s[m], r[m], b, &a[m]);
a[m] = !a[m];

ppmA(old_counter{1][p], a[p], q[p], &xO0[m], x1);
x1[p] = x1[p];

ppmA(old_counter[1][m], a[m], g[m], x0, &x1[m]);
x1[m] = Ix1[m];

ppmA(old_counter[0][p], b[p], 0, &yO[m], y1);
y1[p] = lyl[pl;

ppmA (old_counter[0][m], b[m], 0, y0, &y1[m]);
y1[m] =!yl[m];

ppmA(0, t{p], 0, &interim[1][m], interim[1]);

ppmA(y0[p], w[p], yO[m], &interim[2][m], interim[2]);

ppmA(x0[p], y1[p], xO[m], &interim[3][m], interim[3]);

ppmA (old_counter[2][p], x1[p], old_counter[2][m], &interim[4][m], interim[4]);
ppmA(old_counter[3][p], 0, old_counter{3][m], &interim[5][m], interim[5]);
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new_counter[0][m] = 0;

ppmB(interim[1][m], t[m], 1, new_counter{0], &new_counter{1][m]);
ppmB(interim[2][m], w[m], interim[1][p], new_counter{1], &new_counter{2][m]);
ppmB(interim[3][m], y1[m], interim[2][p], new_counter{2], &new_counter[3][m]);
ppmB(interim[4][m], x1[m], interim[3][p], new_counter{3], &new_counter[4][m]);
ppmB(interim[5][m], 0, interim[4][p], new_counter[4], &new_counter[5][m]);

/* this function is closer to the gate level than the previous version */
Static Void feedback(counter_out, newZ)

digit *counter_out;

long *newZ;

if (value(counter_out[3]) !=0) {
newZ[p] = counter_out[3][p];
newZ[m] = counter_out[3][m];

else {
if (value(counter_out[2]) !=0) {
newZ[p] = counter_out[2][p];
newZ[m] = counter_out[2][m];

else {
if (value(counter_out[1]) !=0) {
newZ[p] = counter_out[1][p];
newZ[m] = counter_out[1][m];

else {
if (value(counter_out[0]) !=0) {
newZ[p] = counter_out[0][p];
newZ[m] = counter_out[0][m];

else {
newZ[p] =0;
newZ[m] =0;

}
}
}
}

main() /¥ Main part of program */

/* Clear all variables */
reset(X); reset(Y); reset(Z);
reset(Xparallel); reset(Yparallel); reset(Zparallel);
reset(Xcarry); reset(Ycarry); reset(Zcarry);
reset(XYsum);
reset(XYZsum);
reset(negZ);
reset(Total_sum);
reset(retain);
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reset(new_value);
reset(old_value);
resdigit(w);
resdigit(g);
resdigit(t);
resdigit(q);
resdigit(r);
resdigit(s);
start = 0;
Zrang = 1;
XYrang = 1;
flag = 0;

- odd_flag = 0;

printf("Enter first number, X:"); /* Read in Numbers */
lecture(X);

printf("Enter second number, Y:");

lecture(Y);

/* Find first non zero digit in either number */
while ((value(X[(bt-1) - start]) == 0) AND (value(Y[(bt-1) - start]) == 0))
start++;

while (XYrang < bt OR Zrang < bt) {

if (XYrang < bt + 1 - start) {
SPregister(bt-3 - XYrang, X[bt - start - XYrang], Xparallel); /* fill X */
multiplication(X[bt - start - XYrang], Xparallel, Xcarry); /* register */

SPregister(bt-3 - XYrang, Y[bt - start - XYrang], Yparallel); /* fill Y */
multiplication(Y[bt - start - XYrang], Yparallel, Ycarry); /* register */

addition(Xcarry, Ycarry, XYsum, w); /* Add to get sum of 2 squares */
w[p] = (‘w[pD);

} else {

set(XYsum);

}setdigit(w);

SPregister(bt - Zrang - odd_flag, Z[bt - Zrang], Zparallel); /* fill Z register */
multiplication(Z[bt - Zrang], Zparallel, Zcarry);

for (b =2; b <= (bt-1); b++) {

negZ[b][p] = Zcarry[b - 2][m];  /* negate contents of Z reg. */
}nch[b][m] =Zcarry[b- 2][p);  /* and multiply by 4 */

memcpy(q, Zcarry[bt-1], sizeof(digit)); /* remove MSB for counter */
memcpy(r, Zcarry[bt-2], sizeof(digit)); /* remove next MSB */

addition(XYsum, negZ, XYZsum, s);  /* add the three numbers */

s(p] = (!s[p]);

addition(XYZsum, retain, Total_sum, g); /* retain is the contents of the */

glpl = (glp)); /* recursion register */
_recursionreg(Total_sum, retain, t);
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if (flag == 1 OR value(Z[bt-Zrang]) !=0) {
Zrang++;
}ﬂag =1;

evaluation(old_value, w, s, g, t, q, I, new_value);
feedback(new_value, Z[bt - Zrang]);

/* transfers new_value to old_value */

for (transfer = O; transfer <= (bt-1); transfer++) {
old_value[transfer][p] = new_value[transfer][p];
old_value[transfer][m] = new_value[transfer][m];

}

if ((flag == 0 AND value(Z[bt-Zrang]) != 0 AND XYrang%2 == 0) OR odd_flag == 1)
odd_flag = 1; o

XYrang++;
}

/* output result */

result = 0;

for (Zrang = 0; Zrang <= (bt-1); Zrang++)
{result = result*2 + value(Z[(bt-1) - Zrang]);
printf("Z %121d\n", value(Z[(bt-1) - Zrang]));

}
printf("result%121d\n", result);
exit(0);
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Annexe 171

Exemple de calcul de la distance euclidienne pour les valeurs d'entrées 3 et 5§

Entrée du premier nombre, X:3

1

1

0

0

0

0

0

0

0
Entrée du second nombre, Y:5

0

0

1

0

0

0

0

0

0
Z 1
zZ 1
Z -1
Z 0
Z 0
zZ 0
z 0
z 0
Z 0
résultat 320

5*64 =320 Correct.



172

Annexe

D bkgnd
Listening ..

L:pop-up menu

M:type-specific command

R:deskmenu

(J— /clock

(% in time_units)

T T T T T
1 1 1 1 L A
T T T ] T T
i Iy 1 1 1 1
T T T T v T
1 1 1 1 L L
T T L) T I T
L 1 1 Il 1 1
) T ) 1 T T
L L 1 1 1 L
T ¥ T T v T

trol.

0— 72 con

he.

I 1
Z2m_out
1 T

T T T v T
1 1 1 1 1
T ) T T T
.
1 1 1 1 Il
T T T T T
1 1 1 1 1
1 Ll 1 T T
L 1 1 1 1
Ll Ll L] ¥ l
1 1 1 1 1
1 ) T T T
.
1 1 L 1 1
T T T T T
.
1 1 1 1 1
¥ L] i T T




Annexe 173

Exemple de calcul de la distance euclidienne pour les valeurs d'entrées 5§ et 12

Entrée du premier nombre, X:5

1

0

1

0

0

0

0

0

0
Entrée du second nombre, Y:12

0

0

1

1

0

0

0

0

0
Z 1
Z -1
Z 1
Z 1
Z -1
z 0
yA 0
Z 0
Z 0

résultat 208

13*16 =208 Correct.
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Annexe 175

Exemple de calcul de la distance euclidienne pour les valeurs d'entrées 7 et 17

Entrée du premier nombre, X:7
1

1

1

0

0

0

0

0

0
Entrée du second nombre, Y:17

1

0

0

0

1

0

0

0

0
zZ 1
Z 1
4 -1
zZ -1
4 1
Z -1
zZ -1
yA 1
4 1

résultat 295

18.4375 * 16 =295 Correct.
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Annexe 177

Exemple de calcul de la distance euclidienne pour les valeurs d'entrées 23 et 23

Entrée du premier nombre, X:23
1

O O O = O =

0
Entrée du second nombre, Y:23
1

1

1

0

1

0

0

0

0
Z 1
Z 0
Z 0
A 0
Z 1
Z -1
Z -1
Z 0
Z 1

résultat 261

32.625 * § =261 Correct.
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Annexe 179

Exemple de calcul de la distance euclidienne pour les valeurs d'entrées 25 et 25

Entrée du premier nombre, X:25
1

S O O = = O O

0
Entrée du second nombre, Y:25
1

0

0

1

1

0

0

0

0
zZ 1
Z 0
Z 1
Z -1
Z -1
Z 1
Z 1
Z -1
Z 1

résultat 283

35.375 * 8 =283 Correct.
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Résumé

Dans le cadre de cette thése nous avons étudié l'implantation des algorithmes de
l'arithmétique "en ligne". En particulier, la réalisation de deux circuits destinés aux applications
exigeant une précision infinie est exposée. En effet, dans de nombreux domaines tels que la
génération de nombres aléatoires, cryptographie, calcul formel, arithmétique exacte, réduction
de fraction en précision infinie, calcul modulaire, traitement d'images..., les opérateurs
classiques manquent d'efficacité. Face 2 ce type de problémes, un reméde peut €tre apporté par
le calcul en ligne selon lequel les calculs sont faits en introduisant les opérandes en série chiffre
a chiffre en notation redondante. Nous obtenons ainsi un haut degré de parallélisme et une
précision variable linéairement.

Le premier circuit présenté implante un algorithme de PGCD nommé EUCLIDE offrant,
d'apres les simulations, le meilleur compromis cofit matériel/performance. I1 donne également
les coefficients de Bezout. Ce circuit est appelé a résoudre les problemes li€s au temps de calcul
du PGCD par les méthodes classiques rencontrés dans beaucoup d'applications.

Une deuxiéme application montre la possibilité de fusionner des opérateurs en ligne afin
d'obtenir un opérateur complexe. L'exemple traité dans cette thése est celui de la distance

euclidienne : Z = YX2 + Y2 utilisée, entre autres, pour la résolution du moindre carré des
systemes linéaires.

Abstract

In this thesis we have studied the implementation of on-line arithmetic algorithms. In
particular, the design of two VLSI circuits destined for high-precision applications is shown. In
fact, in numerous fields, such as pseudorandom number generation, cryptography, computer
algebra, exact arithmetic, reduction of fractions with infinite precision, modular computing,
image processing..., classical operators are inefficient. A solution to this type of problem can
be provided through on-line arithmetic by which computations are performed by introducing
operands serially digit-by-digit in a redundant notation.

The first circuit presented implements a GCD algorithm known as EUCLIDE providing,
according to simulations, the best hardware cost/performance compromise. It also provides the
Bezout coefficients. This circuit is to be used in order to solve problems related to the classical
GCD method found in many applications.

A second application shows the possibility of cascading on-line operators in order to build
up new ones. The example reported in this thesis is that of the on-line computation of the

euclidean distance : Z = YX2 + Y2 used, among other things, in the least-square resolution of
linear systems.

Mots-clés

PGCD, PGCD étendu, Notation redondante, Précision infinie, Calcul en ligne, Distance
euclidienne, Conception VLSI






m département des études doctorales

AUTORISATION de SOUTENAHNCE

VU les dispositions de I'Arrété du 30 mars 1992 relatif aux Etudes doctorales

VU les rapports de présentation de

. Monsieur BESSALAH Hamid
Monsieur MULLER Jean-Michel

Monsieur BOURAOUI Rachid

est autorisé(e) a présenter une theése en soutenance en vue de l'obtention du diplome

de DOCTEUR de LINSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE, spécialité

"  Microélectronique "

Fait a Grenoble, le 6 janvier 1993

/ BV.

nt de I'INPG

{
Pour | >

tcole Doctorale
J.LL LACOUME

le Dire







	00000001.tif
	00000002.tif
	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000008.tif
	00000009.tif
	0000000a.tif
	0000000b.tif
	0000000c.tif
	0000000d.tif
	0000000e.tif
	0000000f.tif
	0000000g.tif
	0000000h.tif
	0000000i.tif
	0000000j.tif
	0000000k.tif
	0000000l.tif
	0000000m.tif
	0000000n.tif
	0000000o.tif
	0000000p.tif
	0000000q.tif
	0000000s.tif
	0000000t.tif
	0000000u.tif
	0000000v.tif
	0000000x.tif
	0000000y.tif
	0000000z.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	0000001a.tif
	0000001b.tif
	0000001c.tif
	0000001d.tif
	0000001e.tif
	0000001f.tif
	0000001h.tif
	0000001i.tif
	0000001j.tif
	0000001k.tif
	0000001l.tif
	0000001m.tif
	0000001n.tif
	0000001o.tif
	0000001p.tif
	0000001q.tif
	0000001r.tif
	0000001s.tif
	0000001u.tif
	0000001v.tif
	0000001w.tif
	0000001x.tif
	0000001y.tif
	0000001z.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	0000002a.tif
	0000002b.tif
	0000002d.tif
	0000002e.tif
	0000002f.tif
	0000002g.tif
	0000002h.tif
	0000002i.tif
	0000002j.tif
	0000002k.tif
	0000002l.tif
	0000002m.tif
	0000002n.tif
	0000002o.tif
	0000002p.tif
	0000002q.tif
	0000002r.tif
	0000002s.tif
	0000002u.tif
	0000002v.tif
	0000002w.tif
	0000002x.tif
	0000002y.tif
	0000002z.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	0000003a.tif
	0000003b.tif
	0000003c.tif
	0000003d.tif
	0000003e.tif
	0000003f.tif
	0000003g.tif
	0000003h.tif
	0000003i.tif
	0000003j.tif
	0000003l.tif
	0000003m.tif
	0000003n.tif
	0000003o.tif
	0000003p.tif
	0000003q.tif
	0000003r.tif
	0000003s.tif
	0000003t.tif
	0000003u.tif
	0000003v.tif
	0000003w.tif
	0000003x.tif
	0000003y.tif
	0000003z.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	0000004g.tif
	0000004h.tif
	0000004i.tif
	0000004j.tif
	0000004l.tif
	0000004m.tif
	0000004n.tif
	0000004o.tif
	0000004p.tif
	0000004q.tif
	0000004r.tif
	0000004s.tif
	0000004u.tif
	0000004v.tif
	0000004w.tif
	0000004x.tif
	0000004y.tif
	0000004z.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000055.tif
	00000056.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	0000005a.tif
	0000005b.tif
	0000005e.tif
	0000005f.tif
	0000005g.tif
	0000005h.tif
	0000005i.tif
	0000005j.tif
	0000005k.tif
	0000005l.tif
	0000005m.tif
	0000005n.tif
	0000005o.tif
	0000005p.tif
	0000005q.tif
	0000005r.tif
	0000005s.tif
	0000005t.tif
	0000005u.tif
	0000005v.tif
	0000005w.tif
	0000005x.tif
	0000005y.tif
	0000005z.tif
	00000060.tif
	00000061.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000068.tif
	0000006b.tif
	0000006c.tif
	0000006d.tif
	0000006e.tif
	0000006f.tif
	0000006h.tif
	0000006i.tif
	0000006j.tif
	0000006k.tif
	0000006l.tif



