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INTRODUCTION GENERALE

Among all the disciplines of mathematics, the
theory of differential equations is the most important
one. All areas of physics pose problems which lead to
the integration of differential equations. In fact, it is
the theory of differential equations which shows the
way to understanding all time-dependent natural
phenomena. If, on the one hand, the theory of
differential equations has extreme practical significance,
then, on the other hand, it attains a corresponding
theoretical importance because it leads in a rational way
to the study of new functions or classes of functions.

Sophus Lie (1894)
INTRODUCTION GENERALE :

La théorie des équations différentielles ordinaires est importante dans plusieurs
applications : Mathématique, Physique, Mécanique céleste, Mécanique quantique, Biologie et
bien d'autres domaines.

Parmi les types d'équations différentielles fréquemment utilisés, on note les systtmes
de la forme

+o0

= A®YX) =x9{3Y Axxk}Y(x) -
k=0

d Y(x)
(E.1) i

ol x est une variable complexe, les Ay sont des matrices carrées a coefficients dans IR ou dans
C d'ordre n ( n est un entier 21 ), q est un entier et Y est un vecteur colonne de n composantes.

Pour résoudre ces systémes, des méthodes numériques classiques ( Euler et Runge-
Kutta ) ont été proposées. Ces derniéres ne sont pas applicables pour le calcul d'une solution du
systéme (E.1) au voisinage d'un point singulier. Devant ce probléme, on s'oriente vers le calcul
exact ou formel qui permet, par l'utilisation des représentations exactes des nombres algébriques,
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de surmonter la difficulté rencontrée. De Plus, la résolution de ces systémes par le calcul formel
n'est pas un probléme simple. Depuis les années 1877, plusieurs études ont été faites dans ce
domaine. On peut noter les contributions de Thomé [Thom77], Poincaré [Poin85], Sauvage
[Sauv86] et Horn [Horn92]. De nombreuses directions d'études sont possibles. Nous en
retiendrons deux :

1. Méthode du vecteur cyclique : L'origine de cette méthode remonte aux travaux de
Birkhoff [Birk30] sur les systémes aux différences. Elle a été reprise par Cope [Cope36]
pour les systémes différentiels lin€aires. Deligne [Deli70] a démontré ensuite que la résolution
du systéme (E.1) peut se ramener a celle d'une équation différentielle linéaire scalaire d'ordre n
grace au lemme du vecteur cyclique. Les solutions de cette derniére peuvent étre obtenues par les
procédures algébriques développées par M.A.Barkatou, J .Della-Dora, C.Dicrescenzo, D.Duval
et E.Tournier dans un logiciel de calcul formel général DESIR ( voir [Bark89], [DDDT82] et
[Tour87] ). Cette méthode a les deux buts suivants :

o Classifier les singularités du systéme différentiel a partir de I'opérateur différentiel associé,
o Construire une matrice fondamentale de solutions du systéme différentiel.

Cette méthode s'avére coiiteuse et donne des transformations compliquées ( voir chapitre II dans
la thése de [Hila87] ). Néanmoins, elle est d'une grande importance théorique et mériterait des
€tudes plus completes.

2. Méthode directe : La méthode consiste i transformer le systéme (E.1), 4 l'aide de
transformations analytiques ( formelles ), en une forme simplifiée, appelée forme canonique,
qu'on peut résoudre. Birkhoff [Birk30] a proposé la méthode dans un cadre "générique”.
Gantmacher [Gant59] et Masani [Masa59] prouvent que dans le cas général ( si on n'impose
pas de conditions sur la partie la plus pélaire Ag de A(x) ), il n'existe pas de transformations’
analytiques permettant de transformer le systéme (E.1) i une forme canonique. Ces observations
n'altérent en rien I'importance théorique des travaux de Birkhoff qui reste le coeur du probléme
de T'intégration des équations différentielles. A coté de ces travaux, il faut ajouter
d'innombrables contributions de : Trjitzinsk [Trji34] et Ramis [Rami84] pour I'étude des
convergences des solutions du systemes (E.1) dans des secteurs bien choisis autour de la
singularité. Hukuhara [Huku54] et Sibuya [Sibu62] se sont intéressés 2 1'étude des systémes
différentiels du type (E.1) avec parameétres. Turrittin [Turr55], Wasow [Waso065], Lutz
[Lutz69], Katz [Katz70], Jurkat [Jurk71], Malgrange [Malg74-81] Gérard et Levelt
[GéLe73]-[Leve75], Balser [Bals79], Babbitt et Varadarajan [BaVa82], Ramis
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[Rami84], Schifke [LuSc85] et Hilali [Hila87] se sont intéressés soit aux calculs des
invariants soit 4 I'étude de solutions des systémes (E.1) et leurs convergences. Ces personnes
ont approfondi les approches existantes et ont ajouté de nouvelles méthodes. H.L.Turrittin et
W.Wasow ont démontré qu'une matrice fondamentale de solutions formelles du syst¢me (E.1)
peut se représenter sous la forme !

(E.2) @(x) = S(x/m) xR exp{ Q(xV/m) }
ou
o m est un entier positif convenablement choisi,
« R est une matrice carrée d'ordre n a coefficients dans C,
o Q(xVm) =QpxVm 4+ Qpq x®Dm4 4+ Qp x-1/mte] que les Q; ( 1<i <h ) soient
des matrices carrées d'ordre n diagonales a coefficients dans C et h est un entier <
m(q-1),
oo

o S(xV/m) = x-kdmy § xk/m op kg est un entier positif, S étant des matrices carrées
k=0
d'ordre n a coefficients dans C.

IIs ont proposé une méthode pour calculer ®(x), appelée, par la suite, méthode de Turrittin-
Wasow. Cette derniére, consiste a réduire le systéme (E.1), en plusieurs systemes différentiels
séparés, chacun étant :

(1) soit une équation différentielle scalaire d'ordre 1,
(2) soit un systeme différentiel sous forme (E.1) avec q=1.
Dans ce deux cas, les solutions formelles peuvent €tre calculées.

Pour séparer le syst¢me (E.1) soit en (1) soit en (2), ils utilisent successivement les
trois types des transformations :

(i) une pour la mise sous forme de Jordan de la matrice Ay,
(ii) une pour la mise sous forme normale d'Arnold de A(x),
(iii) une de shearing
En général, (ii) coiite trés cher en calcul ( voir [Waso065] ). Devant ce fait, nous proposons
une nouvelle approche algorithmique. Celleci utilise :

1 exp{M} désigne la matrice exponentielle d'une matrice carrée M. lLe, exp{M} =3, %‘ ( écriture formelle ),
&0 k!
x® = exp{R log x}.
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(i') une transformation pour la mise sous forme de Jordan de la matrice Ay,
(ii") une transformation de shearing,
(iii") Dans le plus mauvais cas, une transformation plus simple que celle de
(ii).
Cette approche nous permet de donner un algorithme constructif c'est-a-dire programmable grace
auquel le degré h du polynéme Q(x-/m) défini en (E.2) est calculé 3 partir des coefficients A;,
0<i<n(q-1), de la matrice A(x).

La résolution d'un systeme différentiel linéaire de dimension deux est important en
pratique. Pour cela, dans le dernier chapitre, nous allons développer une méthode permettant de
construire une matrice fondamentale de solutions au voisinage d'une singularité.

Organisation de la these :

Dans la chapitre I, on développe une procédure pour calculer une matrice
fondamentale de solutions ®(x) du systeme (E.1) au voisinage d'un point régulier. Ensuite, on
étudie, dans le paragraphe 3, une méthode pour construire ®(x) lorsque la matrice A(x) admet un
pole simple en x = 0. Dans le cas o 1'ordre polaire q de A(x) est 2 2, on étudie 1'algorithme de
réduction de Moser [Mose60] qui transforme le systéme (E.1)  une forme dite M-irréductible
permettant de caractériser la nature de la singularité ( régulire ou irréguliere ) en x = 0. Dansle
cas d'une singularité irréguliére, la méthode de Moser ne peut pas €tre un outil pour calculer
D(x). Ce cas sera étudié en détail dans le chapitre III.

Dans le chapitre II, nous nous intéressons 2 la construction algorithmique de la forme
normale d'Arnold de matrices dépendants de parametres A(x). Pour cela, on étudie les
déformations d'une matrice carrée donnée Ag. Se basant sur le théoréme.3.1.1 et le
centralisateur Z(Ag) de Ag, on a réussi 4 construire et i caractériser une déformation
miniverselle de Ag et la forme normale d'Arnold de A(x); cette derniére constitue une étape clef
dans la méthode de Turrittin-Wasow. Cette méthode n'est pas facile a programmer ( voir
[Chen90] ). Devant ce probléme, nous proposons une nouvelle forme de A(x) que nous
appelons forme induite. Cette forme a les avantages suivants :

o Elle est programmable et moins coiiteuse en complexité de calcul que celle d'Arnold,
o Elle donne le méme résultat que la forme d'Arnold sur les systemes différentiels

linéaires.
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Grice 2 cette forme, nous proposons, dans le chapitre III, une nouvelle approche algorithmique
pour calculer le degré h du polynéme Q(x-1/m) défini dans (E.2).

Dans le chapitre III, nous nous intéressons au calcul du degré h du polynéme
Q(x-V/m) défini dans (E.2). Lorsque le point x = 0 est singulier irrégulier, 'algorithme de Moser,
étudié, dans le chapitre II, ne peut pas calculer h. Face a ce probléme, nous allons proposer une
nouvelle approche algorithmique. Celle-ci est constituée de :

« Trois types de transformations : Jordan, shearing et une transformation simple,
o Un test sur la dimension de 1'orbite d'une matrice donnée ( voir [Arno71] ).

Dans cet algorithme, le calcul des transformations de shearing est essentiel. De ce fait, nous
proposons une formule simple ( voir lemme 3.3.1 ) pour les déterminer. Grace a elle, le degré h
du polynéme Q(x-1/m) se calcule & partir des coefficients A;, 0 < i < n (g-1), de la matrice A(x).
Cette formule coincide avec celle trouvée dans [BaVa82] pp. 32. A titre de comparaison, dans
le paragraphe 5, nous présentons, bri¢vement, les quatres étapes de la méthode de Turrittin-
Wasow, et nous montrons sur un exemple simple comment les deux méthodes se comportent.

Dans le chapitre IV, nous nous intéressons a la résolution des systémes différentiels
de dimension deux. La méthode développée ici permettant la construction d'une matrice
fondamentale de solutions.

Enfin, la conclusion résume les idées essentielles illustrées dans ce document et met en
lumiére les directions de recherche qu'il nous parait important d'explorer dans le futur.






-11-

CHAPITRE 1 Systémes différentiels linéaires a singularité réguliére

"Il y a deux sortes de gens qui n'auront jamais assez :

ceux qui envient les riches et ceux qui sont avides de savoir "

CHAPITRE1

SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A SINGULARITE
REGULIERE

Introduction
Solutions formelles au voisinage d'un point régulier
Solutions formelles au voisinage d'un point singulier régulier

3.1. Cas générique
3.2. Cas général

Réductibilité au sens de Moser
Exemples

Conclusion
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SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES A SINGULARITE
REGULIERE

1. INTRODUCTION

Considérons, le systéme différentiel linéaire homogene

(1.1) Y = A®x) Y(x)
ou
e x est dans C,
e Y(x) est un vecteur ( fonction de la variable x ) ayant n composantes,
. - QX.
oY o’

e A est un €lément de M( n, C((x)) ) ot M( n, C((x)) ) désigne l'anneau des
matrices carrées A(x) de la forme

+oo

(1.2) A)=x19 Y Apxk
k=0
avec q est entier 2 0 et les Ay, k 2 0, sont des matrices carrées d'ordre n 2

coefficients complexes.

Historiquement, le probléme d'intégration des systtmes différentiels dans le champ
complexe est extrémement ancien et a été étudié par des nombreux mathématiciens. Parmi eux,
on peut noter les travaux connus de Poincaré [Poin85] et celui de Birkhoff [Birk09]. Ce
dernier a donné une technique généralisant la théorie développée par Poincaré. En particulier, il a
déterminé la forme des solutions d'un systme (1.1) au voisinage de la singularité. D'autre part,
il est connu que Sauvage [Sauv86] et Birkhoff [Birk30] ont introduit, pour la premicére fois,
la notion analogue de points réguliers, singuliers réguliers et singuliers irréguliers pour un
systéme différentiel linéaire. En plus, ils ont démontré que la nature des solutions en un point
quelconque dépend, comme dans le cas des équations différentielles scalaires, du comportement
des coefficients de la matrice A(x) du systeme différentiel (1.1).
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La résolution du syst¢me (1.1) dépend de la nature de la matrice A(x). En effet, si A
appartient a M(n, C[[x]] ) ou C[[x]] désigne 1'algebre des séries formelles, nous verrons,
dans le paragraphe 2, que toutes les solutions du syst¢me (1.1), au voisinage de I'origine, sont
dans #M(n, C[[x]] ). Ces derniéres peuvent tre calculées a partir de formules de récurrences.
D'autre part, si A est un élément de M( n, C((x)) ) ayant un pdle simpleenx =0 (x=0
s'appelle, dans ce cas, point singulier régulier ) alors on sait, d'aprés le théoréme fondamental
de l'existence ( voir [Was65] p.3 ) qu'il existe formellement une matrice fondamentale de
solutions du systéme (1.1) de la forme

(1.3) d(x) = S(x) xR
ol S(x) est une matrice carrée d'ordre n uniforme ( c'est-a-dire S(x) = S(xe2i%) ) dans un
voisinage de l'origine.

Lorsqu'on veut résoudre le systéme (1.1) au voisinage de l'origine pour un élément A
de M( n, C((x)) ) ayant un pdle d'ordre supérieur ou égal a 2, on doit distinguer les deux
points essentiels suivants :

(i) On peut, par changement de variables qui ne modifie pas la nature de la singularité et qui
permet de diminuer 'ordre polaire de A(x) jusqu'a avoir un pole simple auquel cas on a une
solution matricielle sous la forme (1.3).

(ii) On ne peut pas diminuer l'ordre polaire de A(x) jusqu'a avoir un pdle simple. C'est un cas
tres difficile a traiter [Hila87]. Dans ce contexte, 'origine est une singularité irréguliére
du systeme (1.1).

Dans ce chapitre, on s'intéresse a résoudre, au voisinage de l'origine, un systéme
différentiel du type (1.1) vérifiant le point (i) ci-dessus. Le choix de x = 0 n'exclut pas la
généralité de l'intégration d'un tel systéme au voisinage d'un point quelconque x = xg. En effet,
une translation de la forme x - xg ou 1/ si X¢ = oo, peut nous ramener a l'origine. Dans tout ce
qui suit, nous supposons que 1'étude du systeme (1.1) se fera au voisinage de l'origine. Dans la
littérature, plusieurs algorithmes existent permettant de résoudre le syst¢me (1.1) dans les
conditions du point (i) ( voir par exemple [Mose60], [Malg81], [Katz70], [Leve75] et
[JuLu71] ). Sur les idées de Horn [Horn92], Moser a obtenu un crittre donnant une
condition nécessaire et suffisante pour la réduction de l'ordre polaire q du systeéme (1.1). Se
basant sur ce critere un algorithme a ét€¢ donné, dans le cas d'une singularité réguli¢re, pour
construire des transformations simples permettant d'écrire le systéme (1.1) avec un ordre polaire
q =1 (voir [Diet78] et [Hila87] ). IL a I'avantage d'étre le plus simple 2 comprendre parmi
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les autres algorithmes existants. D'autre part, il a le possibilité de construire les transformations
nécessaires conduisant a la résolution directe du systtme (1.1). De ce fait, nous préferons
adopter une telle méthode dans la suite de ce chapitre. '

Contenu du chapitre : dans le prochain paragraphe, nous allons donner un algorithme pour
construire les solutions du systéme différentiel (1.1) au voisinage de l'origine ayant A comme
€lément de M( n, C[[x]] ). Puis, nous consacrons, dans le paragraphe 3, i la construction
algorithmique d'une matrice de solutions ®(x) définie par (1.3) du systeme (1.1) tel que A soit
un €élément de M( n, C((x)) ) ayant un pole simple en x = 0. Dans le paragraphe 4, nous nous
int€ressons a resoudre le systéme (1.1) pour une matrice A(x) ayant en x = 0 un péle d'ordre q >
2. Pour cela, on va développé un algorithme de réduction se basant sur le crittre de Moser
[Mose60]. Cette derniere permet de transformer le syst¢me différentiel (1.1) sous forme dite
M-irréductible . Dans le paragraphe 5, nous illustrons l'algorithme par des exemples. Et
finalement, nous concluons dans le paragraphe 6.

2. SOLUTIONS FORMELLES AU VOISINAGE D'UN POINT REGULIER
Considerons le systéme différentiel linéaire

(2.1) Yx) = A(x) Y(x)

ol A est un élément de M( n, C[[x]] ).

Pour calculer toutes les solutions du systeme (2.1), il suffit, de calculer une matrice
fondamental de solutions du systeme (2.1) (on appelle matrice fondamental de solutions du
systtme (2.1), une matrice carrée ®(x) formée de n vecteurs D, Dy, ..., P, lmealrementt
indépendants solutions du systéme (2.1) ). L'objective est de calculer une matrice fondamentale
de solutions ®(x) du (2.1) au voisinage de T'origine. Pour cela, on tente de calculer d(x) sous la
forme

«+o00

(2.2) D)= Y P;xi
» i=0
ou les @;, i > 0, sont des matrices constantes carrées d'ordre n & coefficients complexes a

calculer. Pour spécifier les ®;, nous adoptons la méthode des coefficients indéterminés bien que
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d'autres méthodes de calcul plus puissantes que celle-ci ( telle de Newton [KuTr78] ) peuvent
se trouver dans la littérature. La méthode s'exprime comme suit : substituons 1'équation (2.1)
dans le systéme (1.1). Ceci étant fait, on identifie les coefficients de x! de chaque membre. On
obtient la formule matricielle de récurrence :

@, =Ag P

2.3)
@d; =IT{A0 D1+ A D2+ ...+ A (I)o}, (i=2,3,...)

Si on choisit la matrice @ inversible, en particulier ®g = I,,, alors tous les coefficients de
1'équation (2.2) peuvent étre calculés, successivement, par cette formule. Et donc, la matrice
obtenue par 1'équation (2.2), de cette fagon, est une matrice fondamentale des solutions du
systeme différentile (2.1).

Remarque 2.1 : Dans cette thése, on n'étudie pas le probléme de la convergence de solutions
des systemes différentiels lin€aires.

Maintenant, nous présentons la procédure "resolution-point-régulier (A(x), n, m)"
permettant de calculer une matrice fondamentale tronquée jusqu'a I'ordre m désiré, solution du
systeme différentiel (2.1).
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resolution-point-régulier (A(x), n, m) :
entrée : A(x) un élément de M( n, ClIx1]1 ), m un entier > 1.
| sortie : D(x) matrice carrée d'ordre n, tronquée jusqu'a l'entier m désiré,
solutiondeY = A(x) Y

début
Dy:=1,
Dix):=0 { O est la matrice carrée nulle d'ordre n }
pour i=2 jusqu'a m faire
début
S:=0
pour j= 0 jusqu’a (i-1) faire
début
S =5+ Aj¢(i-1-j)
fin
¢i = -1; S
D(x) := P(x) + D; xi
fin
fin.

Ce paragraphe était consacré a I'étude des systémes différentiels linéaires de la forme
- (1.1) ayant comme matrice A(x) un élément de M( n, C[[x]] ). Si on remplace maintenant
I'ensemble M( n, C[[x]] )) par un autre plus grand par exemple celui de M( n, C((x)) ) et si
on prend A un élément de cet ensemble ayant au moins un pole en x = 0, alors il est tout a fait
naturel de poser les questions suivantes :

e Est-ce que, dans ce cas, une matrice fondamentale des solutions du systeme (1:1) -
appartient aussi a M( n, C[[x]] ) ?

e Sinon, quelle est sa forme ?

® Y a-t-il des méthodes constructives pour la calculer ?

Dans ce qui suit, on se consacre 2 étudier le systeme différentiel (1.1) avec A(x) une
matrice ayant un pdle simple en x = 0.
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3. SOLUTIONS FORMELLES AU VOISINAGE D'UNE SINGULARITE
REGULIERE

Considérons un systeme différentiel linéaire de la forme

+o0

3.1 YX) =AX) Y(x) avec AX)=x1 Y Agxk
k=0

L'objectif de ce paragraphe est de calculer ®(x), une matrice fondamentale formelle de
solutions de ce syst¢me. En général, on sait ( voir chapitre I ) que ®(x) est de la forme

d(x) = S(x) xR
Puisque A(x) est supposé avoir un péle simple en x = 0, nous allons voir que S(x) peut
s'exprimer sous la forme

+oc0

Sx)= Y, Sixk avecventier 20.
k=-v

Le coeur de l'algorithme qui construit ®(x) consiste a calculer un élément T de
GL( n, C[[x]]) : groupe des matrices carrées T(x) d'ordre n a cofficients dans C[[x]] défini
par

+co

Tx)= Y, Tixi avec detTo#0
Ci=0
de telle fagon qu'en faisant le changement de variable

Y(x) = T(x) Z(x)
le systéme (3.1) se rameéne au -

(3.2) Z(x) = B(x) Z(x)
tel que B(x) puisse s'écrire
(3.3) B(x) =x1By

ou B est une matrice carrée constante.

Considérons les développements formels des matrices A(x) et B(x) comme suit :

oo 400

AX)=x1Y Axi et Bx)=x1) Bixi
i=0 i=0
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En multipliant 3 gauche les deux termes de I'égalité (3.3) par la matrice T(x), on obtient
I'équation

T(x) = A(x) T(x) - T(x) B(x)
Substituons les développements précédents de A, B et T dans cette relation, nous obtenons
formellement -

+o0 <+o0 i
ATl =x1[ ¥ { 3 (AjxTk - TuBiy }xi ]
i=0 i=0 k=0
et donc
400 +oo i
2iTxi=3% { 3 (AiTk - TiBiy Jxi
i=0 i=0 k=0

En identifiant les termes en xi dans les deux membres de cette égalité, nous obtenons le systéme
d'équations matricielles ci-dessous :

AgTp-ToBp =0
(3.4)

i-1
(Ag-i I)T; - TiBg = - kzo (AixTx - TiBiy) i1

Choisissons maintenant pour Bg la forme de Jordan de Ag et Ty la matrice de passage. Le
systeme (3.4) s'écrit :

Ty AgTo = By
3.5

i-1 -

(Ap-iIpTi-TiBp=H; ol H;=- D AT, il
k=0
La matrice H; ne dépend que de Ty, Ty, ..., Tj.1.

Pour que le systéme (3.5) admette une solution unique en Tj, il suffit que 1'équation
homogene

(3.6) (Ag-i IT; - T(Tg'AgTo) = 0
admette, pour tout i > 1, comme seule et unique solution la solution triviale T; = 0. Le théoréme
suivant, démontré dans [Gant59], permet de résoudre cette €quation
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Théoréme.3.1 [Gant59] L'équation matricielle AX -X B = 0, ou A et B sont des matrices
carrées d'ordre n a coefficients dans C, admet pour unique solution, la solution triviale X = 0 si
et seulement si A et B n'ont pas une valeur propre commune.

A partir de ce théoré¢me, deux cas importants sont a considérer :

Cas 1: Il n'existe pas deux valeurs propres de Ag qui différent entres elles d'un entier. Ce cas
s'appelera cas générique. A

Cas 2 : Il existe au moins deux valeurs propres de Ag qui différent entre elles d'un entier. Ce
cas s'appelera cas général.

D'abord, étudions le cas générique :

3.1. Cas générique

Le théoréme suivant permet de calculer une matrice fondamentale des solutions du
systeme différentiel (3.1).

Théoreme.3.2 [CoLe55] Si les valeurs propres de la matrice Ag ne différent pas entre elles
d'un entier, alors le systéme (3.1) admet comme matrice fondamentale de solutions la matrice

D(x) = T(x) xBo

ouT(x)= Y, Tix' estun élément de GL( n, C[[x]] ) tel que T(,le Ty = By soit la forme de
i=0 '
Jordan de A et les matrices Ty , pour k 2 1, se calculent par la relation de récurrence précédente

(3.5).

Preuve ; En effet, puisque les valeurs propres de la matrice Ag ne différent pas entre elles d'un
entier alors on a vu, précédemment, qu'une transformation de la forme

<400
Tx)= Y, Txi
i=0
avec Ag To - ToBg = 0, peut étre déterminée d'une fagon unique telle que le changement de

variable Y (x) = T(x) Z(x) réduit le systeme différentiel (3.1) a la forme
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Z(x) =x1 By Z(x).
Or, il est évident que ce syst2me admet xBo comme matrice fondamentale de solutions 1. Par
conséquent,
®d(x) = T(x) xBo
est une matrice fondamentale de solutions du systéme (3.1). D'autre part, de I'équation

A9 To-ToBo=0
on peut choisir pour By la forme de Jordan de Ag et Ty une matrice de passage. Ce qui acheve la
démonstration du théoreme. W

3.2. Cas général

Maintenant, on suppose que Ag admette au moins deux valeurs qui différent entre elles
d'un entier. Le but est de construire une matrice fondamentale de solutions du systtme (3.1). La
méthode développée ici, est die 2 Wasow [Was065] bien qu'on puisse trouver son idée dans
l'article de Turrittin [Turr55]. L'idée de base de la méthode consiste a2 former une
transformation T(x) de GL( n, C((x)) ) permettant de se ramener au cas générique précédent.
Autrement dit, si I'on désigne par B(x), la matrice

B(x) = T/(x) Ax) T(x) - T1(x)T(x) = x-1 { Z Byxk }

Alors les valeurs propres distinctes de la matrice de téte Bg de B(x), ne différent pas entre elles
d'un entier.

Le premier pas consiste & mettre la matrice Ay sous forme de Jordan. Désignons par
A1, A, As, ..., A, les valeurs propres de Ag qui different entre elles d'entiers et par 1i,..., i, les
autres valeurs propres qui ne différent pas entres elles d'entiers. Soit n; la multiplicité algébrique

de la valeur propre A; et m; celle de la valeur propre ;. On a alors, 1'égalité
n=Mm+nm+..+ n)+M o M=mj+ mp + ... + m;.

1 Le calcul de xEo fait l'objet des plusieurs sujet de recherche [MoVL78], [GoVL90], [Ozel87] et
[Gil92].
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Sans perte de généralité, on peut supposer que les A1, Ay, A3, ..., A; sont données pér

A=Atk (i=2,...,1)
ou les entiers k; sont ordonnés comme suit

0<kj <k; <..<k;.
Donc, Ag peut s'écrire sous la forme

J1 OO
Ap=10J,0
001J3

e J; est la matrice diagonale par blocs correspondant aux valeurs propres f1,..., Hr,
e J; est la matrice diagonale par blocs correspondant 2 la valeur propre Aj,
e J3 est la matrice diagonale par blocs correspondant aux valeurs propres A2, A3,...,A;.

Effectuons maintenant sur le syst¢me (3.1) la transformation

Yx)=S(x)Z(x) avec S(x)=diag(ly, In,, x In-M+ny)
on obtient le systéme
Z(x) =x! B(x) Z(x)
ou nous avons pos¢ :
3.7 Bx)=x { S1(x) A(x) S(x) - $"(x) $(x) }.

Pour vérifier si le cas générique se présente, on doit calculer la matrice Bg = B(0) c'est-a-dire
(3.8) Bo=B(0) =[x { S}(x) A() S(x) - S1x)S®) }] x=0 -

Pour cela, on partitionne la matrice A; en blocs suivant la méme décomposition que Ag. On
trouve la forme ci-dessous
Al; Al Al
Ar=| Ay Ay Al
Ay Al Al

o A}, Al et Al; désignent les blocs d'ordre respectives MxM, Mxn; et
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Mx{n-(M+n;)}.

oAl , AL, et Al désignent les blocs d'ordre respectives njxM, nyxn; et
n;x{n-(M+n;)}.

o AL, Al, et Al; désignent les blocs d'ordre respectives {n-(M+n;)}xM,
{n-(M+n;) }xn; et {n-(M+n;) }x{n-(M+n;)}.

A l'aide de ces notations, on trouve

Ji 0 0
Bo= 0 Ja 0
A} AL T3-IpMem)

Les valeurs propres de cette matrice sont

Miseees Ur , A1, Az -1, As-1, ..., A1
De plus, chacune de ces valeurs propres admet la méme multiplicité algébrique initiale. D'ol, en
répétant le méme procédé k; fois, les valeurs propres de la matrice de téte du systtme final sont

Miyeess Bry A7, [7»2 k= 7\.1] » A3-K1, .., Ak

Par conséquent, on peut ainsi ramener toutes les valeurs propres qui différent entre elles d'un
entier a étre égales. Ce procédé s'arréte au bout de ( ki +k; + ... + k; ) pas pour nous fournir
un systeme

Y=x1{ Z Cxk}Y

ou les valeurs propres de la matrice C ne dlfférent pas entre elles d'un entier. Nous sommes
dans le cas générique et donc, une matrice fondamentale de solutions ®(x) de systeme (3. 1) est
donnée par

d(x) = T(x) F(x) xCo

ou la matrice F(x) est calculée partir du théoréme.3.1.

Remarque.3.1 : En pratique la complexité de cet algorithme est importante ( voir [Hila87],
[Chen90] et [Gil93] ) parce que :
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1- Tester si les valeurs propres de la matrice Ag sont différentes ou non d'entiers n'est pas un
probleéme facile au moins, dans le cas numérique.

2- L'algorithme transforme ( k; + ks + ... + k; ) fois Ag sous forme de Jordan et modifie
(kj +ky + ... + k; ) fois le systéme (3.1). Ce qui est coiteux en complexité ( voir [Gil93] ).

Jusqu'a ici, on a étudié les systemes différentiels linéaires au voisinage de 1'origine de
la forme Y(x) = A(x) Y(x) ol A est un élément deM( n, C((x)) ) ayant au plus un pdle simple
en x = 0. Maintenant, il s'agit de traiter le cas ou la matrice A(x) admet en x=0 un podle d'ordre
strictement supérieur a 1. Ceci fait I'objet du paragraphe suivant.

4. REDUCTIBILITE AU SENS DE MOSER

Considérons le systeme différentiel

4.1) YR =AX) YX) = { x93 Apxk} Y(x)
k=0

e g est un entier > 2,
e Ay est matrice constante carrée d'ordre n a coefficients dans C,
e la matrice de téte Ag de A est supposée non nulle.

Tout d'abord, on sait ( voir paragraphe précédent ) que si q = 1 alors l'origine est une
singularité réguliére du systeme (4.1). Mais, cela peut étre vrai aussi lorsque q 2 2. D'ou,
l'intérét de caractériser les systemes différentiels de la forme (4.1) ayant en x = O une singularité
réguliere. Il était prouvé par Horn [Horn92] que dans le cas d'une singularité régulicre, on
peut transformer le syst¢me (4.1) par une transformation Y(x) = T(x) Z(x) ou T est un élément de
GL( n, C((x)) ), en un nouveau systéme

4.2) , Z(x) = B(x) Z(x)
tel que la matrice
B(x) = TIx)A®X) T(x) - TI(x) T(x)
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admet un péle simple en x = 0. Bien que ce critére donne une condition nécessaire et suffisante
pour caractériser une singularité réguliére, il ne peut pas €tre utilisé pour décider a propos de la
nature de la singularité pour un syst¢éme différentiel linéaire donné. De plus, on ne connait pas
une méthode constructive pour calculer T(x) c'est-a-dire il n'est pas facile de connaitre le nombre

+oc0
de termes de la transformation T(x) = ¥ Tix! nécessaires pour la réduction précédente (4.2).

i=-0

A cet effet, nous allons voir le caractere pratique du critére de Moser [Hila87]. Ce
critere conduira 2 la construction de l'algorithme de M-réductible qui sera présenté plus tard.

Moser a démontré que si on associe a tout systéme différentiel (1.1), les deux nombres
rationnels suivants :

4.3) mA)=q-1+ fl- o r=rang(Ag)<n
et
(4.4) wA =Inf { m(T'A®T-T!T)/ Te GL(n,C(x))) }

On a alors la caractérisation

x =0 est un point singulier régulier du systtme 4.1) & uAa <t

Dans la suite, on appellera (A) l'invariant de Moser associé au systéme (4.1) (ouala
matrice A ). Le reste de ce paragraphe sera consacré au calcul de cet invariant. On commence
d'abord, par définir les significations des trois mots suivants ( M-irréductible, M-réductible et
équivalentes ). -
Définition.4.1 Considérons les nombres de Moser m(A) et Y (A) définis par (4.3) et (4.4).
On dira que le systéme différentiel (4.1 ) (ou la matrice A(x) ) est M-irréductible ( au sens de
Moser ) si on a m(A) = u(A). Sinon, on dira que le systéme différentiel (4.1) ( ou la matrice
A(x) ) est M -réductible



-25-

CHAPITRE 1 Systéemes différentiels linéaires a singularité réguliere

Définition.4.2 Soient A et B deux éléments de M( n, C((x)) ). On dira que A et B sont
équivalents s'il existe un élément T de GL( n, C((x)) ) tel que

B(x)=T-Y(x)A(x)T(x)-T-Y(x)T (x)
Les systémes différentiels linéaires associés a A et B sont dits aussi équivalents par T.

Nous supposerons dans la suite que m(A) > 1. On va examiner dans quelles
conditions, le systeme différentiel (4.1) est M-réductible. Ceci sera donné par le théoréme
suivant qui conduira a un algorithme calculant I'invariant fL(A).

Théoréme.4.1 [Mose60] Sim(A)>1 alors le systéme différentiel (4.1) est M-réductible si
et seulement si le polyndme p (A) défini par

(4.5) p(A)=[x"det (x4-1A(x)+ Ap)] k=0
ou r est le rang de la matrice A, est identiquement nul en A.

De ce théoréme, on déduit la remarque essentielle.

Remarque.4.1 : Le polynéme p(A) peut s'écrire aussi sous la forme

p(A)=xrdet ( B0+ A+ A1) k0.
Donc, p(A) ne dépend que de Aget A;.

On rappelle que le but est le calcul de l'invariant de Moser W(A) défini par (4.4). En
fait, celui-ci est lié au calcul de m( T'A T - T'1 T') pour tout T dans GL( n, C((x)) ). Donc,
la question est de savoir si parmi toutes les matrices T, il y a des transformations spéciales pour
diminuer m(A). Le théoréme suivant répond affirmativement.

Théoréme.4.2 [Mose60] Si A est un élément M-réductible de M( n, C((x)) ) tel que
m(A) > 1 alors la réduction de m(A) peut étre obtenue a l'aide d'une matrice T(x) de la forme

T(x)=(Po+xP1)D(x)
ou
ePpe GL(n,C) et Pie M(n, C),
o D(x)= diag(x%, ..., x%) tel que les a; sont des entiers relatifs ordonnés de la
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maniére suivante : 01 < 0 £ ... < @ .

Maintenant, nous allons donner une condition nécessaire pour que le rationnel m(A) du
systeme (4.1) diminue.

Proposition.4.1 Considérons A et B deux éléments de M( n, C((x)) ) tels que :

AX)=x9 3 A;xt avec g>1 et Ap#0
i=0

et

B(x)=x"9 Y Bixi avec q' et By#0.
i=0
Si A et B sont équivalents dans M(n, C((x)) ) et si q° < q alors, la matrice Ag est

nilpotente.

Preuve : La démonstration de cette proposition est un cas particulier de celle du théoréme.3.1.1
du chapitre ITI. W

Maintenant, on peut donner I'algorithme de M-réductibilité [Hila87].

Algorithme de M-réductibilité.
Cet dgoﬁtMe construit une transformation T(x) de GL( n , C((x)) ) telle que
m(T!AT-T!T)=p(A).
L'algorithme est constitué des trois étapes suivantes :

Etape.l Cette étape consiste & construire une matrice constante ( que I'on notera par la suite
P(Ag) ) de maniére que le changement de variable

Y(x) =P Ag ) Z(x)

transforme le systéme différentiel (4.1) en un nouveau systéme de la forme
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Zx)=x49{ Y, AS) xk } Z(x)
k=0
tel que :

e les r premiéres colonnes de la matrice Af)l) sont linéairement indépendantes et les n-r
colonnes suivantes sont toutes nulles.

e les matrices AS), k 2 0 sont données par la formule de récurrence
AP = P(Ag) AxP(Ag) k=0,1,.., .

La matrice P;(Ag) se calcule comme suit : Puisque le rang de la matrice Ag est r alors, il est
connu qu'il existe n-r vecteurs colonnes ®;, ®3, ..., Wy linairement indépendants tels que

4.6) Agwi=0 i=12,..,nT
On peut donc compléter la famille des vecteurs @; (i=1, 2, ..., n-r ) de maniére a avoir une
base de C™. Appelons

4.7 T=(e1,€7,..,¢€, 0, 07, .., Opr)

cette nouvelle base. P Ag ) est la matrice de passage de la base canonique de C® a la base T
définie ci-dessus. Comme les vecteurs ®; , i = 1, 2, ..., n-r , ont été choisis dans le noyau de la
matrice Ag ( voir I'équation (4.6) ), en appliquant P Ag ) & la matrice Ag, on trouve que les n-r
derniéres colonnes de la matrice

438) Ay =P Ag) Ao P Ag)

sont toutes nulles.

Etape.2 . On peut écrire la matrice Ag comme suit :

11
0
49) ag=| B
A O
ou A(l)l est une matrice carrée d'ordre r et A%l une matrice a n-r lignes et r colonnes.
Partitionnons ensuite la matrice A; de 1a méme maniére que celle de Ay, on obtient

All al?

4.10) A=
R
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ou A}l et A%z sont deux matrices carrées d'ordres r et n-r respectivement.
Maintenant, introduisons les matrices :

Dr( X ) = dlag ( X Il" In-r )’
4.11)

Rl(l,x)=kln+%+A1
Avec ces notations, le polynome p(A) défini par I'équation (4.5) devient

(4.12) PO =[(det Ry(A, x)) (det Dyx))]x = o

En utilisant les décompositions (4.9) et (4.10) de Ag et A, on obtient tout simplement

(4.13) p(A) =det G(A, L)
ol G( A, A) désigne la matrice

A{l)l A12
(4.14)  G(A,A)=[Ri(A x)DdX) Jx=0 = ,

A3l A2 4+ A1,
D'ou, le résultat suivant

la matrice A(x) est M-réductible < det G(A, A )=0

11 est clair, d'aprés la forme de G( A, A ), qu'une condition suffisante ( mais non
nécessaire ) pour que A(x) soit M-réductible est que les vecteurs lignes de la matrice

(4.15) L=[ A}l Al?]
soient linéairement dépendents.

L'idée maintenant est de prouver que suivant le rang de la matrice L, nous pouvons
construire des transformations T(x) de GL( n, C((x)) ) permettant de réduire la quantité m(A).
Pour cela, nous nous intéressons 2 étudier les deux possibilités suivantes :

rang(L)<r et rang(L)=r.

Traitons la premieére possibilité.
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Possibilité.1 : rang (L ) <r

La proposition suivante nous indique quelle genre de transformations nous utiliserons
pour diminuer le nombre rationnel m(A).

Proposition.4.2 [Hila87] Si A est M-réductible et si rang ( L ) < r, alors la réduction
s'obtient a l'aide de la transformation diagonale

(4.16) T(x)=D/x) on Dy x)=diag(xl,I)
Preuve : Soit B(x) la matrice

4.17) B(x) = D} (x) A(x) Dy(x) - D(x)"!Dy(x)
alors

m(B) <m(A).
En effet, développons 1'expression (4.17), on obtient

+oo
B(x)= x93 B - L diag ( I Onr)
i=0

avec

0 0
Puis,queq>1etrang(Bo)=rang([A(1)1 A}z])=rang(L)<r,onaalors

11 12
A
B, {M 1 .

rang( Bo)

m(B)=q-1+ N

Ceci conclut la démonstration. B

<q-1+L=m(A).

Remarque.4.3 : Lorsque rang( Bg ) = 0 alors I'entier q est réduit d'une unité au moins.

Il nous reste maintenant a étudier soigneusement la deuxieme possibilité : celle ou
rang(L)=r.

Possibilité.2 : rang (L ) =r

Etape.3 Dans cette étape, on suppose que la matrice G( A, A ) définie par I'équation(4.14) est
- singuliére identiquement en A et que rang( L ) =r. Nous allons procéder comme suit :
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(i.1) On étudie le cas ot G( A, 0 ) admet une forme particulitre dite s-triangulaire avec
condition de dépendance ( s.t.c.d en abrégé ) et on donne la transformation de réduction
correspondante ( voir [Hila87] ).

(i.2) Lorsque G( A, 0 ) admet une forme quelconque, on démontrera que par une .
transformation constante, on peut toujours se ramener  un systéme différentiel dont la
matrice G( A, 0) est s.t.c.d.

Tout d'abord, on aborde le cas (i.1) en commengant par la définition de la forme
s.t.c.d.

Définition.4.3 La matrice G (A, 0 ) est dite s.t.c.d si elle est de la forme

11
All 412 4 Ui U;
(4.18) G(A,O)=[ 0 }= Vi Wi W,
A3l A2
0 0 Ws
ou

o U; et U, sont respectivement de dimensions r x (n-r-s)etrxs.,

e V est de dimension (n-r-s) xr avec 1 <s <n-r,

e Wy et W3 sont de dimensions respectives (n-r-s) x (n-r-s) et (n-r-s) X s,

' e W3 est une matrice carrée d'ordre s triangulaire supérieure a diagonale nulle,
vérifant la condition de dépendance |

(4.19) rang( A(}l U, )<r

Dans le cas out G( A, 0) est s.t.c.d, nous allons déterminer une transformation T(x) de
GL( n, C((x)) ) permettant de réduire le rationnel m(A). Ceci est donnée par -

Proposition.4.3 [Hila87] Si A est M-réductible et si G( A, 0) est s.t.c.d alors la réduction
s'‘obtient a l'aide de la transformation

(4.20) T(x) = diag (x Iy, Iy_p.g x1I5).

Preuve : Soit

B(x) = T()" A®) Tx) - T®)'T(x) =x9 3, Bixi - L diag ( I, Oppg, 1)
i=0

1=
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alors
Al U 0
Bo={ 0 0 O
0O 0 o

Or, d'apres la condition (4.19), rang(Bg) =rang([ A}'! U; 1) <r. Donc

m(B)=q-1+ran———————-gle0)

Ce qui acheve la démonstration.

< q-1+I=m().

Pour terminer cette derniére étape, il suffit de prouver le cas (i.2) c'est-a-dire on peut
toujours se ramener a un systeme différentiel dont la matrice G( A, 0) est s.t.c.d ou s est un
entier compris entre 1 et n-r. En effet, considérons de nouveau la matrice G(A, 0). Soit

[ W1 ]
wr
Wr.+1

Wn
un vecteur du noyau de la matrice transposée de G(A, 0) c'est-a-dire

(4.24) | 1G(A, 0) w= 0.

Le fait que rang( L ) =r, cela permet de déduire qu'au moins une de composantes w; ( r<i<n ) du
vecteur w est non nulle. En appliquant éventuellement & la matrice A(x) une permutation sur ses
n-r derni¢res lignes, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que wy # 0.

Soit Py la matrice dont la i*™ ligne est formée par le i¥™ vecteur de la base canonique.
Si i#n et la ni®me ligne est formée par le vecteur w, i.e.

Py = (e1,e2,..,€p-1,W)
Appliquons alors au systtme (4.1) la transformation Y = P'l1 Z, on obtient le systtme

Z=AWx)Z avec AD(x)=P; A(x) P}

Remarquons que AL = P; AgPy! a la méme forme (4.9) que Ay puisque P; et Ap sont deux
q q 0 1 P
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matrices triangulaires inférieures par blocs et le deuxieéme bloc diagonal de Ag est nul. D'autre
part, la ni*me Jigne de la matrice G(A®, 0) est nulle parce que le vecteur w a ét choisi dans le
noyau de 'G(A, 0). Donc, G(A®, 0) est de la forme (4.18) avec s > 1. En réiterant le méme
procédé k fois, on obtient un systéme différentiel dont la matrice G est de Ia forme

A}! U; U
(4.22) G(A®, L) = Vi Wity Wy
0 0 W3+ Mk

ol W3 est une matrice carrée d'ordre k, triangulaire supérieure a diagonale nulle. En développant
det G( A®, 1)) par rapport aux k derniéres colonnes, on obtient

Ay U;

(4.23) det GCA®, A ) = A¥det
Vi WitAlprx

Si les vecteurs lignes de la matrice G( A®, 0 ) ne vérifient pas la condition (4.19) alors on

applique de nouveau  la matrice A® J'inverse de

Py = (€1,€2,04,€0-1-k-1, W, €nrektlserer€y)
ou, cette fois, le vecteur w est un vecteur du noyau de la transposée de la matrice G( A®, 0 ).
Au cours de cette procédure, soit la condition (4.19) est vérifiée pour un k < n-r, soit elle lest
pour k = n-r auquel cas la condition (4. 19) est nécessairement vérifiée car

det G(A®, 1) = A"det A} = 0.

Apres avoir donné explicitement les étapes de l'algorithme, résumons-le comme suit :
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Algorithme de M-réductibilité

début
q* := q { ql'ordre polaire de A(x) }
detG(A,A) : #0
tant que ( q* > 1 etdet G(A, A ) =0 ) faire
{ calcul du rang de Ag par la méthode de Gauss. Cette méthode
r:=rang(Ag)  donne par la méme occasion une matrice P telle P1A( P soit
sous la forme (4.9) }
calcul de la matrice G( A, A)
si det G( A, A) n'est pas identiquement nul en A alors | arrét de l'algorithme |
sinon
mettre G( A, 0) sous forme s.t.c.d { voir définition.4.3 }
appliquer la transformation diagonale : T(x) = diag (x I, Ip_p_g, xIs)
fin-tant que

retourner q*
fin-algorithme.

Cet algorithme caractérise les systemes différentiels a singularités régulieres. En effet,
si le systéme différentiel de départ est a singularité régulieére, en calculant successivement les
transformations To, T}, ..., Tk, permettant & chaque pas de réduire le nombre rationnel de Moser

= r
m(A)= q-1+

on peut ramener ainsi l'entier q a 1 en au plus (n-1)(g-1) pas ( voir [Diet78] et [Hila87] ).
En général, la transformation donnée par I'algorithme
T(x) = To(x) T1(x) ..., Ti(x)

conduit a un systeme différentiel de la forme

+00
Yx)=x9{ Y Axi }Y(x)
i=0
ol q* est la valeur minimale de l'entier q lorsqu'on applique & (4.1) toutes les transformations de
GL( n, C((x)) ). Par conséquent, l'invariant de Moser est immédiat
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= 1 rang( 0
H(A) = g1+ 2080

et on a la caractérisation

x = 0 est un point singulier régulier du systtme (4.1) < qg* =1

4. EXEMPLES

1. Exemple ou x = 0 est une singularité réguliére sans utiliser la forme s.t.c.d : Soit la matrice

x2 0 0
AX)=x2| 1.x x3 2x
x2 0 x2
Ona:
000 000
9=2, Ao=|10 0|, r=rang(Ag)=1 et GA,A)=|1 A 2
000 00A

La matrice G(A, 1) est singuliere identiquement en A, A est donc M-réductible. La premicre
ligne de G(A, A) est nulle, en vertu de la proposition.4.2, on applique a A(x) la transformation

T(x) =diag (x,1,1)

On obtient alors
0 0 O
AD=TTAT-T!T=x1| 1x x 2 -
x2 0 x

Donc x = 0 est un point singulier régulier du systtme Y(x) = A(x) Y(x). Une matrice
fondamentale de ce systéme est donnée par

D(x) =T(x) Y(x)

ol '¥(x) est une matrice fondamentale du systéme Y(x) = AD(x) Y(x) que I'on sait calculer par le
paragraphe.3.
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2. Exemple ou x = 0 est une singularité réguliére avec l'utilisation de la forme s.t.c.d. Soit la
matrice
x2 x2 x

AX)=x2?| 1.x 0 x+x2

x2 x2 0
Ona:
000 001
q=2, Ap=|10 0|, r=rang(Ag)=1 et GAA,M)=|1 A 1
000 00 A

La matrice G(A, A) est singuliére identiquement en A, A est donc M-réductible sans que la
premicre ligne de G(A, A) soit nulle. Donc, on doit metire G(A, 0) sous une forme s.t.c.d
( voir définition 4.3 ). Or, G(A, 0) est déja sous forme s.t.c.d avec s = 1. Donc, en vertu de la
proposition.4.3, on applique a A(x) la transformation

T(x) =diag (x, 1, x)

On obtient alors
-1+4x 1 1
A(l) = T'1 AT- T'l T =x1 1 -X x-|-x2
1 1 -1

Donc x = 0 est un point singulier régulier du syst¢me Y(x) = A®x) Y(X).

3. Exemple ou x = 0 est une singularité irréguliére : Soit A(x) la matrice

X x+x2 X
AX)=x2| 1 x x+x2 -
0 0 X
Ona:
000 0 1 1
q=2, Ag=|10 0|, r=rang(Ag)=1 et GA,A)=| 1 1+A 1
000 0 0 1+A

Comme det G(A, A) =- (1+A) n'est pas identiquement nul en A, la matrice A(x) est M-
irréductible. Donc, x = 0 est une singularité irréguli¢re de A(x).
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S. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons voulu calculer une matrice fondamentale de solutions au

voisinage de l'origine d'un systéme différentiel linéaire de la forme
E) Yx)=AX)Y(X) avec Ae M( n, C((x)) ).

Pour réaliser ceci, d'abord, dans le paragraphe 2, on a donné une procédure qui calcule une
matrice fondamentale de solutions de (E) au voisinage d'un point régulier x = 0.

Dans le cas ol x = 0 est un point singulier régulier de (E), on a développé un
algorithme permettant de calculer une matrice fondamentale des solutions lorsque A(x) admet un
pole simple en x = 0. Par contre, pour les systdmes ayant la forme (E) et tel que A(x) admette un
pole q 2 2 en x=0, nous avons donné un algorithme permettant de caractériser d'une part, la
nature de la singularité, d'autre part, de calculer successivement les transformations
To, Ty, ..., Tk telles que la transformation produit T(x) = To(x) T1(x) ... Tg(x) conduit & un
systtme différentiel de la forme Y(x) = A*(x) Y(x) oit A*(x) admet un pileq*enx=0. q*estla
valeur minimale de l'entier q lorsqu'on applique 4 (E) toutes les transformations de
GL (n,C((x))).

Si q* = 1, alors on a pu calculer une matrice fondamentale d>*(x) de solutions du

systtme Y(x) = A*(x) Y(x). Par conséquent T(x) <I>*(x) est une matrice fondamentale de
solutions du systéme initial (E).

Dans le cas ol x = 0 est un point singulier irrégulier du systéme (E) ( c'est le cas ou
q* > 1) on n'a pas pu calculer, moyennant l'algorithme de Moser, une matrice fondamentale des
solutions de (E). Pour cette raison, dans le chapitre III, nous allons proposer un nouvel
algorithme pour calculer une matrice fondamentale de solutions de (E) dans un voisinage de
l'origine sans avoir a connaitre la nature ( réguliére ou irréguliére ) de la singularité. Pour cela,
on doit, d'abord, passer par 1'étude de la théorie de déformations de matrices dépendants de
parametres.
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”

" Le mérite appartient a celui qui commence, méme si le suivant fait mieux
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THEORIE DE DEFORMATIONS
DES MATRICES DEPENDANT DE PARAMETRES

1. INTRODUCTION

Soit A une matrice carrée d'ordre n ( n est un entier > 2 ) a coefficients dans le corps
des nombres complexes C. Supposons que A admette une valeur propre multiple et que nous
voulions réduire A 2 sa forme de Jordan. Ce processus n'est pas une opération numériquement
stable parce que par une perturbation aussi petite que I'on veut de la matrice A, on peut détruire
complétement la structure de la forme de Jordan de A. Ainsi, si la matrice A n'est connue
qu'approximativement alors cette procédure de réduction peut donner, dans certains cas, des
absurdités. Traitons l'exemple suivant :

A(K):[O }"J oi AeC.
00

La forme de Jordan de A(A) est
00] .a_ 1 0] oo
[0 O] siA=0 [0 1} siA=0
JM = et PV =
01 .
[oo] st A=0 [ ! O]six;eo
0 1/

est la matrice de passage de A(A). La matrice P(A), en tant qu'une fonction de A, est discontinue
enA=0.

Pourtant si les valeurs propres multiples peuvent constituer une situation instable
(numériquement) pour une matrice seule, elle est stable pour une famille des matrices paramétrées
i.e., en perturbant la famille, on ne supprime pas les valeurs propres multiples de la matrice de
cette famille. Nous voulons réduire chaque membre de la famille 2 la forme de Jordan. En
général, la transformation, qui est définie par la matrice de passage, va dépendre discontiniiment
du parametre ( comme indique I'exemple précédent ). 11 se pose donc la question suivante :
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Quelle est la forme la " plus simple " a laquelle on puisse réduire, d'une fagon réguliére toutes
les matrices proches d'une matrice donnée ? Ces familles s'appeleront, dans la suite, forme
normale d’Arnold. Cette forme joue un role essentiel dans la théorie de réduction des systémes
différentiels linéaires au voisinage des singularités. En particulier, elle constitue une étape
importante dans 'algorithme de Turrittin-Wasow, présenté dans le chapitre IV.

Dans ce chapitre, nous verrons que la construction de la forme normale d'Arnold n'est
pas un probléme facile a réaliser sur ordinateur ( voir [Chen90] ). Pour cela, nous nous
sommes amenés a construire une nouvelle forme appel€e, par la suite, forme induite ayant les
avantages suivantes :

1- elle sera calculable et moins coiiteuse en calcul que la forme normale de Arnold,
2- elle aura le méme effet sur les systémes différentiels linéaires a singularités que celle de la
forme normale de Arnold ( pour cela voir l'algorithme proposé dans le chapitre IV ).

Contenu du chapitre : le prochain paragraphe est consacré aux définitions et aux concepts de
base qui seront utilisées par la suite, en particulier, la définition des déformations verselles et
miniverselles. Puis, la théorie générale de déformations verselles sera détaillée dans le
paragraphe 3. Pour cela, nous allons commencer par définir la transversalité de deux sous-
espaces vectoriels. on donnera, dans la section 3.1, le théoréme 3.1.1. Celui-ci nous permet de
caractériser le centralisateur d'une matrice donnée Ag. Ce dernier, & son tour, nous aide a
construire d'une part, une déformation miniverselle de Ag, d'autre part, de donner sa forme
explicite. Dans le paragraphe 4, nous nous intéressons a la construction algorithmique de la
forme normale de Arnold. Puis, le paragraphe 5 se consacre a la construction de la forme induite
des matrices dépendants d'un parametre. Et finalement, on conclue dans le paragraphe 6.

2. DEFINITIONS ET CONCEPTS DE BASE

Ce paragraphe est consacré aux notations et définitions utiles qu'on aura besoin pour
étudier la théorie des déformations verselles de Arnold [Arno71-72-80] et [Wigg90].
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2.1. Notations
IR : le corps des nombres réels,
C : le corps des nombres complexes,

CI[x]] : l'algebre des séries formelles a coefficient dans C,
C((x)) : le corps de fractions de CI[[x]] ( corps des séries méromorphes formelles 2 l'origine ).

Soit E un anneau commutatif unitaire quelconque. Notons :

M(n, E ) : I'ensemble des matrices carrées d'ordre n 3 coefficients dans E,
GL(n,E) : le groupe des matrices carrées inversibles d'ordre n & coefficients dans E.

2.2. Définitions [Arno80] :

Dans cette section, nous donnons une série de définitions concernant la famille de
matrices carrées d'ordre n i coefficients dans C.

Soit U un voisinage de l'origine des coordonnées dans un espace ( de parametres CT ),
ol r est un entier > 1.

Définition.2.2.1 On appelle famille de matrices carrées d'ordre n, une application
holomorphe

ou 2,=(11, 12, eery l,)e U.

Définition.2.2.2 Considérons Ay un élément de M(n, C). On appelle déformation de
Ao toute famille de matrice A(2) vérifiant

A(0) = Ay.

Définition.2.2.3 Soient A(A) et B(1) deux déformations de Ag. On dit que A(A) et B(A)
sont équivalentes s'il existe une déformation C(A) de la matrice unité telle que

B(A)=C1(A) A(A) C(A)
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Définition.2.2.4 Soit U’ un voisinage de l'origine dans C™ ( m entier donné 2 1) et soit @
une application holomorphe définie par

W -mmmmmmmeee >A=d) avec @D0)=0
1- On appelle famille induite par l'application D, la famille D*A définie comme suit :

(P*A) W) = A( D) ), pe U".

2- On déduit la définition d'une déformation induite @*A de Ao comme étant :

(P*A) W) =A( D) ), ue U’
avec

(P*A)(0) = A( D(0) ) = A(0) = Ao.

Définition.2.2.5 Soit A(A) une déformation de Aqy. On dit que A(A) est une déformation
verselle si toute déformation B(L) de Ag est équivalente @ une déformation induite par A(A).
Autrement dit, il existe une application holomorphe @ d'un ouvert U’ de C™ dans un ouvert U
vérifiant :

B(w) =Cuy (@*A) ) C(w), pe U et &0) =0.

Définition.2.2.6 Une déformation verselle A(A) de Ay est dite universelle si l'application
induite @ est déterminée uniquement par la déformation B().

Définition.2.2.7 Une déformation est miniverselle si elle est verselle et si la dimension
de l'espace des paramétres est la plus petite possible parmi toutes les déformations verselles.

possibles.

On clarifie ces définitions par les exemples suivants :

3.1. Exemples

1- déformation universelle. Soit Ay = diag(a;,a;, - -,a,) une matrice diagonale ayant sur la
diagonale les nombres complexes aj,az, ..., ap. Supposons que les a; soient distincts,
l'application définie sur un ouvert U de 0 dans C" de la mani¢re suivante :
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A:UCP----- >M( n, C )
A > A(A) = diag( aj+Ay, ..., ag+Ag )

est une déformation universelle de Ag.( voir dans [Arno80] page 226 ).

2- déformation verselle et non-universelle. Soit, pour n = 2, la déformation

A : c4 > (2, C)
(A1, A2, Az, Ay ) mmmmmmeeee->A (D) =[ MR ]
‘ A M

A(A) est manifestement une déformation verselle de la matrice nulle. En effet, il suffit

d'identifier C* et M(2, C ) et de prendre ®(A) = A et C(A) = I, ( I, désigne la matrice unité
dordre 2). Mais elle n'est pas universelle parce que si nous prenons la déformation

S )
B = -1,
w [m m] avec uj#

et si on pose

pe="51 7 ] e ww=qm, ez, T o

on trouve que
(Eq.1) B(Ww) = D) !A(¥()) D(u) .

D'ou, il existe deux fonctions @ et ¥ non identiques si K1, U2 # O telles que la relation (Eq.1)
soit vérifiée. Ceci prouve que A(A) n'est pas une déformation universelle (voir définition 2.2.7)

3- déformation non-verselle. La déformation -

A : C* > M(2, C)
(M, A2, A3, Ay )mmmmme> AQA) =[ 0 1 }

A0

01

00 ] serait semblable a une matrice A(A),

n'est pas verselle sinon toute matrice voisine de [

donc serait de trace nulle, ce qui est absurde.
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4- déformation universelle. La déformation

A()») . C4 > M(Z, C )
(A1, Az, A3, Ay Jmmmmmmmmeeeee >A(}~)={ 0 1 ]
M A

est universelle. En effet soit

om 1+ ]
B(w) =
W) [ K3 Ma

01

. ] B(W) s'écrit sous forme

une déformation de la matrice Ag = [

B() = C(W)! A(@(w) ) C(w)

avec C(u)=(T+1u—27[ Jl 13;12} et ®(W) = (- det B(w), Tr B(w) ) od det B() et Tr B()

désignent respectivement le déterminant et la trace de B(u). Puisque @ dépend uniquement d

B(Ww), A(A) est une déformation universelle.

Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier, en détails, la théorie générale des
déformations verselles [Arno72].

3. THEORIE GENERALE DE DEFORMATIONS VERSELLES

D'abord, nous commengons, ce paragraphe, par définir la transversalité de deux sous-
espaces vectoriels d'un espace vectoriel donné. Puis, on démontrera ( théoréme 3.1.1) quiil y a
deux sous-espaces vectoriels spéciaux transverses dans M( n, C ). Ce théoréme sera
important dans la construction de la forme normale d'Arnold et la théorie de réduction des
systémes différentiels linéaires a singularités qui sera explicitée plus tard ( voir les chapitres
suivants ). Ensuite, on considére un élément Ag de M( n, C ) et on caractérise une déformation
miniveselle de Ag. Et finalement, on constate qu'on pourra construire les déformations
miniverselles de Ag a 'aide d'un sous-espace vectoriel noté Z(Ag), le centralisateur de Ay.
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3.1. Transversalité

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur IR et soient S; et S; deux sous-
espaces vectoriels de E.

Définition.3.1.1 [Arno80] On dit que Sy et Sy sont transverses si on a

E = S 1+ Sz.
En particulier dans le cas d'un espace vectoriel de dimension finie,on a
dimE <dim S| + dim S,
ou dim E désigne la dimension de l'espace vectoriel E.

Exemple : Considérons deux plans S; et S; de E = IR3 qui se coupent suivant un angle non
nul ( voir figure.1 ci-dessous )

Figure. 1: S; etS> sont transverses dansIR >

alors S; et S, sont transverses dans IR3
Maintenant, considérons Ag un élément de M(n, C ), Uc C*, un voisinage de 0 ol
I est un entier 2 1 et A une déformation de Ag. Le théoréme 3.1.1 suivant nous donne une

condition nécessaire et suffisante pour que la déformation A de Ag soit verselle.

On désigne par C(Ag) le sous-espace vectoriel de M( n, C ) définie comme suit :

(G.1.1) C(Ag) = {A¢B-B Ag/BeM(n, C) }
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Théoréme.3.1.1 ( [Arno80], [Wigg90] ) Si A est une déformation de Ag définie sur un

voisinage ouvert U de 0 dans C* on a alors :
A est verselle si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels Im A'(0) et C(Ag) sont
transverses. Autrement dit

(3.1.2) M(n,C) =1ImA(0) + C(Ap)

ou A'0) : CF - >M( n, C) est la différentielle de A en 0 et Im A'(0) désigne l'image de
l'opérateur A'(0).

Remarque.3.1.1 : D'aprés 1'équation (3.1.2), on peut minorer la dimension r de l'espace de
parametres C' comme suit :

(3.1.3) ~ r > dim ImA'(0) 2 n2 - dim C(Ay).

Dans la suite, nous nous intéressons a caractériser une déformation miniverselle d'une
matrice donnée Ag. Pour réaliser ceci, on doit, d'abord caractériser ce qu'on appelle le
centralisateur Z(Ag) de la matrice Ag. Ceci fait 1'objet du paragraphe suivant.

3.2. Caractérisation du centralisateur d'une matrice

Le but de ce paragraphe est de calculer la dimension du centralisateur Z(Ag) de Ag. En
effet, nous verrons, dans le paragraphe 3.3, qu'on pourra construire une déformation
miniverselle de Ay a partir de Z(Ag). De plus, le nombre de parametres d'une telle déformation
n'est autre que la dimension du sous-espace vectoriel Z(Ag). Pour déterminer la dimension de
Z(Aop), nous allons considérer les deux cas suivants : -

Cas 1 : Ajadmet une unique valeur propre,
Cas 2 : Apadmet aux moins deux valeurs propres distinctes.

Soit Ag un élément de M( n, C ). Commencons par la définition de Z(Ag).
Définition 3.2.1 On appelle centralisateur de Ay, noté Z(Ayp), le sous-espace vectoriel

de M(n, C)
(3.2.1) Z(Ag) = {BeM(n, C) [ AgB - BAg=0}.



-46 -

CHAPITRE 11 Théorie de déformations de matrices dépendant de paramétres

Désignons par k = (k;,k,..., km) une suite d'entiers positifs ordonnée de la fagon

suivante
(3.2.2) ki2kp2...2 k> 1.

Et notons aussi

(3.2.3) M = ky+kp+...+ kg,

Remarquons déja que pour tout P dans GL( n, C ), Z(A) et Z(P'lle P) sont
isomorphes par B -------- >P !B P. On raméne I'étude de Z(Ay) au cas ol Ay est sous forme de
Jordan
(3.2.4) Ag = diag( J1(a1,k1),J2(a2,k2),...,Js(as,ks) )
ou

® a1,ay,...,a5 sont les valeurs propres distinctes de A,
e Ji(a;,k;) désigne le bloc de Jordan généralisé d'ordre k] associé a l'unique valeur
propre a; défini par

ki = (ki Kip,..., ki) et Ji(a,ky) =ajly, +diag(Ji1,Jiz,... ,Jis)
avec Jj; est le bloc de Jordan de dimension kj; ayant la forme

01

Jij=0 si kij=1 ou Jij=

o n=[ki| ko] +...+k{.
Cas 1: Ao admet une unique valeur propre

Ici, l'objectif est de calculer la dimension de Z(Ap) ol Ay est une matrice ayant une
unique valeur propre a. Comme on I'a d€ja dit, nous pouvons supposer que

si k;>1,

Ap=7(a,k)
ou k = (k1,k2,....ks) est une suite d'entiers vérifiant (3.2.2). Le lemme suivant permet de
déterminer la dimension de Z(Ag).
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Lemme.3.2.1 [Gant59] La dimension du centralisateur Z(Ag) de Ag est donnée par la
formule

(3.2.5) dim Z(Ag) = i Q2i-1)k;

i=1

Preuve : D'abord, il n'est pas difficile de constater que

Z(Ag) =Z(Ag - aly).
Par conséquent, il suffit de prouver ce lemme pour une matrice Ag ayant comme unique valeur
propre la valeur propre zéro. On suppose donc que

Ag=TJ (0,K) avec K = (ki.kp,.....ks), ki2kp2...2k21 et n = ky+ko+....+ks.

Remarquons que la base canonique ( €1, €2, ..., €n ) de C® peut s'écrire :

f1, "Aof1, ... tAECIf) £, tAGH, ... tARIE, 1 s £, YA .., tAKTIE,

ol

e 'Aq désigne la matrice transposée de Ag,

® fl =ep, f2= Cky+1s cooees ’ fs = €k tksot... tkotky+1s
o IAff; =0, 1<i<s.

Soit B un élément de Z(tAg) et soit &; = Bfj, i = 1,2,....,s. On a alors
A, — Ak _ Kie _ ) k;
Ag € =tAgBfi = BtAgfi= 0, donc, & € KertAg.

Considérons ¥ I'application linéaire définie par

¥ : Z(Ag) ------------ > ﬁ Ker tAléi
i=1

B >Y¥Y(B)=(g, €2, ..., €)
¥ est un isomorphisme. En effet:
¥ est injective: Si ¥(B) =0 alors les €; sont nuls et on a,

BiAl fi=tAlB fi=tAl g =0, 1<i<s et 0<j<ksl
donc .
B =0.
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¥ est surjective : Soit €1, €3, ..., £; & € Ker tAléi, et définissons Be #(n, C ) sur la base
canonique par

BAlfi=tAhe pour i=1,2,..,5; j=0,2,., k1.
Ceci implique que B € Z(tA¢). En effet, pour 0 < j<ki;-2,ona

(BrAg)(Af)= BIAl 'fi= 1Al e = tAgtAD & = (AGB)(tALE).
Pour j=k;i-1,0na
(tAoB)(tAST'f) = tASie;=0 parce que g;eKer tAy
et
(BtAg)(AST'f) = BIAK £, = 0.
On déduit que ¥(B) = ( €1, €3, ..., & ), d'oi ¥ est surjective. Donc, ¥ est un isomorphisme.
Par conséqugnt, ona

(Eq.1) dim Z(tAq) = i dim Ker tA%.

i=1

Calculons maintenant dim Ker IAI(?. En effet, remarquons que si J(m) ( m étant un entier > 1 )est
le bloc de Jordan d'ordre m ci-dessous

01
=
0
on a alors
. k_| k si kSm
dim Ker J(m)* = m si k>m i
donc

S

Y dim Ker U(k;" -
i=1
= (kj + ki+...4Kk; ) + kjyp +... 4K

= ikl + k1+1 +...+ks

dim Ker A

Par conséquent 1'équation (Eq.1) devient

dim Z(tAg) = i (ik; + Kiyq +...+Kg) = i (2i-1)k;.

i=1 i=1

Le fait que Z(tAg) et Z(Ag) sont isomorphes achéve la démonstration du lemme. W
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Reprenons les notations de (3.2.4) :
AO = dlag( Jl(al’El)’J2(a2:E2)s'"’Js(as’Es) )

e aj,az,...,a5 sont les valeurs propres distinctes de Ao,
e Ji(a;,k;) désigne le bloc de Jordan généralisé d'ordre ki associé 2 I'unique valeur
propre a; défini par

Ei = (ki1.Ki2,...» Kig;) €t Ji(ai,Ei) =a;l,, +diag(Ji1.Ji2,... JJis;)
avec Jj; est le bloc de Jordan de dimension k;; ayant la forme
01

Jj=0 si kj=1 ou Jj=

o n=[kj| +ka +...4K{.

si kj>1,

[ Y

Alors, la dimension de Z(Ag) se calcule par

Théoréme.3.2.2 [Arno72) La dimension du centralisateur Z(Ag) de Ao est donnée par la
formule '

(3.2.6) dim Z(Ao)='21 _le (2)-1)kij
1=1 j=

‘Preuve : Notons d'abord que

(Eq.1) | Z( J(a;k) ) =Z(JOk) ), i=1.2,.s.
Désignons par E; = Ker t(Ag -aiIn)E]. On sait que

(Eq.2) ‘ Ct=E; ® E;®...©E,.

Si B est un élément de Z(tAg), on a B(E;) ¢ E; ( Ici, B est l'operateur linéaire de C® dans C® ).
En effet, comme B commute avec tAy, il commute avec YAy - a;Iy), 1< i <s. Donc, pour tout
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x€ Ej,ona

(Ao -aly) 9B x = BAg-aL) k=0, don Bxe E;
ceci prouve que B(E) c E;.

Notons
(Eq3) Bi=BlEp i= 1,2,...,8
on a donc
'Aolg = J(ajky), i = 1,2,....s = B;tI(a;kyp = tJ(a,k)B;

= Bie Z(J(apk;) ) = Z(J(0ky) ) .

Soit W 'application
s —
¥ : Z(tAg) ---------——-> [] Z(tJ(0,k))
i=1
B --------—----->¥(B) = (B ,B>,...,By)

ou les B; sont définis par (Eq.3). I est clair que ¥ est un isomorphisme. Par conséquent

s —
(Eq.4) dim Z(Ag) = 3. dim Z(9(0K))
Mais d'apres le lemme 3.2.1, 0n a )
Si
dim Z(4J(0,k;) ) = .Zl (2j-Dk;j
]j=

Substituons cette équation dans (Eq.4), nous obtenons

S Si
dim Z(A) = dim Z( tAg) = Zl 2 (25-Dk;;
i=1j=1
Ce qui acheve la preuve du théoréme. W

Remarque.3.2.1 : 1l est clair que pour j 1, on a 2j - 1 21, d'od de I'équation (3.2.6), on
peut minorer dim Z( Ag) comme suit :

dmZ(A)23 S ki 2 S Kl

i=1j=1 i=1
Y
(3.2.7) dim Z( Ag) 2n.

L'égalité a lieu si et seulement si s; = 1 pour tout i, donc si chaque suite k; est réduite 2 un seul
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élément k;;. Dans ce cas, on a
Ap = diag (J(apkip) ), i = 1,2,....8.

De méme, dim Z(Ag) = n lorsque Ag est formé d'un seul bloc de Jordan, ou, a I'opposé, lorsque
la matrice Ap admet n valeurs propres distinctes.

Nous allons voir, dans le prochain paragraphe, comment a partir de la formule (3.2.6),
on peut connaitre le nombre de parametres d'une déformation miniverselle de Ag.

3.3. Construction d'une déformation miniverselle d'une matrice a
I'aide de son centralisateur

Etant donnée Ay un élément de M( n, C ). On veut construire une déformation
miniverselle de Ag. Pour cela, nous allons utiliser essentiellement les propriétes précédentes du
centralisateur Z(A() de Ag. Sans perte de généralité, on peut supposer que la matrice Ag est sous
forme de Jordan. Considerons l'application

(3.3.1) A:Z(Ag) --------mmmmee > M(n,C)

ol A désigne la matrice adjointe de Ag et Z(Ag) le centralisateur de Ag ( voir définition 3.2.1 ).
Avec ces notations, on a

Théoréme.3.3.1 L'application A, définie par l'équation (3.3.1), est une déformation
miniverselle de Ag

Preuve : Pour prouver que l'application A, définie ci-dessus, est une déformation miniverselle
de Ay, on doit démontrer que :

(i) A est verselle,
(ii) A a un nombre minimal de parametres.

Pour prouver le premier point (i) il suffit, d'apres le théoréme 3.1.1 de démontrer que

M(n, C)=ImA'©0)+C(Ag)
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Pour cela, on définie sur I'espace vectoriel complexe #( n, C ) le produit scalaire hermitien
suivant :

VM,Ne #(n, C), (M,N)=Tr(MN"

ol par Tr (M), on désigne la trace de la matrice M.
Maintenant prouvons les égalités suivantes :

Im A'(0) = Z(Ap = C (Ag )}
ol C (Ag )+ désigne le sous-espace orthogonal de C (Ag). En effet, 1a valeur de la dérivée en
Zéro de 'application A est l'identité. Donc

Im A'(0) = Z(Ap)
Prouvons ensuite que
C(A0)t=Z(Ap)
En effet :
BeC(Agy* & VMenM(n, C), (MAg-AyM) B)=0
& VMe M(n, C), Tr((MAg-AgM)B*=0
© VMe #(n, C), Tr(MAgB*) -Tr (AgMB* =0
& VMe #(n, C), Tr(MAgB*) -Tr (MB*Ag)=0
& VMe M(n, C), Tr (M(AgB* - B*Ag) )= 0
& VMe #(n, C), Tr(M(BAy-AsB)* ) =0
& VMe M(n, C), (M(BAyAB))=0

Le fait que le produit scalaire précédent est non dégénéré : MX)=0VXeMnC)=
M = 0 nous permet d'obtenir les équivalences

BeC(Ag)te AB=BAj & Be Z(Ap)
C(Ap Y =Z(Ap).
Pour le reste de la démonstration du point (i), on utilise la relation classique

M(m, C) =C(Ag)Y-®C(Ay).
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Or, C (Ag )t =Z (Ag) = Im A'(0). Onadonc
*) Mm, C ) = Im A'0) ®C (Ap).

Ceci signifie exactement que I'application A ainsi définie par (3.3.1) est une déformation verselle
de Ag ( voir théoréme 3.1.1 ). Pour finir la démonstration de ce théoréme, il nous reste a vérifier
que la déformation A a un nombre minimal de parametres. En effet, de '€quation (*), on conclut
que

dim #M(n, C ) = dim Im A'(0) + dim C ( Ag)
& n2=dim Z( Ag) +dim C (Ag)
& dim Z(Ag) =n2 - dim C (Ag).

Donc, dim Z( AB) =n2 - dim C ( Ap ) est bien un minimum ( voir I'équation (3.1.3) ). Ceci
conclut la démonstration du théoréme.

D'apres 1'étude faite précédemment, on sait construire une déformation miniverselle
(théoréme 3.3.1). La question est alors : Quelle est la structure matricielle de cette déformation
miniverselle ? La réponse fait I'objet du prochain paragraphe.

3.4. Forme générale des déformations miniverselles

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a construire la forme de la déformation
miniverselle suivante

(3.4.1) A Z(Ay) ----------mm-- > M(n,C)
B - >AB)=Ap+B

Pour cela, il suffit de donner la structure des éléments du centralisateur Z(Ap) de Ag.
Dans tout ce paragraphe, la matrice Ag est supposée étre sous forme de Jordan. Faisons, de
plus, I'hypothese suivante :
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(H.1) Ag ne posséde qu'une seule valeur propre a et une série de blocs de Jordan tels que :

Ao =J(a, k) = diag (J1(a,k1).J2(a.kp),... (a,ks) )

avec
o E= (kl N k2 geeey km N km+1,..., ks ),
® Ji(a,k;) est le bloc de Jordan d'ordre k;,
[ J kl 2 k2 ->....2 km > km+1=km+2=no= ks =l-
Notons par p I'entier

(3.4.2)  p=kpytot ke

Avec tout ce qui précede, la structure des éléments de Z(Ao) est donnée par
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Proposition.3.4.1 [GantS9] Les matrices représentées sur la figure.2 ci-dessous sont les
seules qui commutent avec la matrice A ( dans la figure.2, m est choisi égale a 3 )

Ky ky k3 p
M cecsscessse %
ky
0 0 0 0
* ooooooooooo *
ks
B=
0 0 0 0
K cecrecccene %
k3
0 0 0 0
¥ ¥ T EET T F
0 0 0 H . p
* % * veoleeeene *

Figure. 2 : B commute avec la matrice Ap

Dans cette figure, sur chaque segment oblique paralléle a la diagonale les nombres sont égaux
mais ils différent entre les divers diagonales. Les * répresentent les endroits ou l'on peut
trouver des éléments non nuls de C (remarquons que le bloc (p, p) est une matrice
quelconque).

Preuve : Enrésolvant I'équation matricielle -

AgB-BAg=0
on obtient la forme recherchée ( voir chapitre VIII de[Gant59] ). W

Par analogie avec la figure.2, on déduit que les matrices représentées dans la figure.3
sont les seules qui commutent avec la matrice AB
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A\
-

ooooooooooo

oooooooooo
.

o
ooooooooooo

Figure. 3 : B commute avec la matrice Ao

Remarque.3.4 :

e La dimension de Z(AZ) ( qui est la dimension de Z(Ao) ) est égale au nombre de segments
obliques dans la figure.3.

o Dans le cas oil la matrice Ao possede plusieurs valeurs propres distinctes, on écrit Ay sous la
forme de Jordan comme en (3.2.4). Alors, les matrices commutant avec la matrice Ay seront
diagonales par blocs, et de plus 2 chaque valeur propre correspondra un bloc de la forme décrite
sur la Figure 2 ci-dessus. Et donc, d'aprés la proposition 3.4.1, on conclut qu'une déformation
miniverselle de Ag est Ag + B* ol B* est une matrice diagonale par blocs telle que chaque bloc
diagonal est de la forme décrite dans la figure.3 ci-dessus.

On motive la proposition 3.4.1 par l'exemple suivant :
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Exemple :
1- Soit Ag=J(a,k)avecae C et k=(3,2). Ona:

b1 by bz bg bs
0byby 0 by

BeZ(Ap)) < B={00b, 00| oube C
0 bg b7 bg bg
0 0 be O bg

2- Soit Ag =diag( J;(a;, k; ), Jo( 2, k2 ) ) avec a3, ae C, a; # ap, k1= (2,1) etko= (2).

Ona:
bijbabs 0 O
0bj 000
BeZ(Ag) © B=|0bsbs0 0 ou bje C.

0 0 O0bgby
0 00 Obg

Maintenant, nous allons définir la forme normale d'Amold. Pour cela, d'abord, nous

choisissons une base de l'espace vectoriel Z(AB) de la maniére suivante :

A chaque segment oblique de la figure.3, on associe une matrice composée de zéros
et d'unités de telle sorte que les unités soient situées sur ce segment oblique.

Ensuite, d'apres la structure des éléments de Z(AB), nous constatons que ce dernier est

isomorphe 2 un espace vectoriel, noté A (AB ) défini comme suit :

A (AB ) : I'ensemble des éléments B de M( n, C ) ayant la forme
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Ki K> Kj K P
Ki
BHE  creniernniittitiettiiiittiettttttitittetettttttttiteeseresnsnreensneeratseaneosnssssessnnnns *
*
K
K eeiiereerrennnneennnnseossnnnnnnessssssnnns X
*;
B=
Ki
*** 000000000000000000000000000000000000000000 *
%
Ko
UV
..... * ceeed
i 1P
* *° ’ * '* 3 eeescccceces *

Figure. 4

ol les * répresentent les endroits ot I'on peut trouver des éléments non nuls de C. D'oa

(3.4.3) Z(Ap) est isomorphe a A (Aj))

Maintenant grce a tout ce qui précéde, on peut définir la forme normale d'Arnold de la
matrice Ag comme suit

Définition.3.4.1 On appelle forme normale d’Arnold de Aq une matrice A + B telle que B
soit un élément de M( n, C ) ayant une forme similaire a celle décrite dans la figure 4 ci-

dessus

Le paragraphe suivant est consacré 2 la construction algorithmique de la forme normale
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de Arnold d'une déformation.

4. ALGORITHME POUR CONSTRUIRE LA FORME NORMALE D'ARNOLD

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons 2 la construction algorithmique de la forme
normale d'Arnold d'un élément A de M( n, C[[x]] ). Le fait qu'on ait choisi les matrices ayant
un seul paramétre x n'exclut pas de la généraliser ( par exemple, dans la théorie de bifurcations et
les systtmes dynamiques, on rencontre des matrices dépendant de plusieurs parametres
[Arno80], [Kocc84] et [Wigg90] ). Cepeﬁdant, pour la suite, nous aurons besoin d'un
seul parametre.

Soit A un élément de M( n, C[[x]] ). A peut s'écrire formellement comme suit :

4.1) AX)=Ag+ 3 Agxk
k=1

ol les Ay appartiennent 2 M{ n, C ). Nous savons que par une transformation de similitude de
matrice constante, la matrice Ag peut se ramener a la forme de Jordan. On peut donc supposer
dans la suite de ce paragraphe, que A(0) = Ag est déja sous la forme de Jordan. C'est qui fait
I'hypothese suivante :

(H.2 ) A(0) = Ag est sous forme de Jordan.

Désignons par A1, A2, ..., As les valeurs propres distinctes de Ag et par ny, ny, ..., s
leurs multiplicités respectives. Dans ce cas, on a

np+m+..+ng=n
De plus, si Ag vérifie I'hnypothése ( H.2 ) alors elle peut avoir la forme

OqkD o)
Jo(A2.k2)

L O JS()"Sa_k’S) =

ek = (ki;, ki2 , ..., ki, ), i= 1,2, ...,s avec
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U
' H, =[EJ =k +kp+..+ky et ki 2kp ... 2k 21

o Ji(Aikp) = Ay Iy, + diag( Ji1,Jiz,....Jis; ) avec

01

pour j=1,2,..,s;, ona Jj= est d'ordre k;;.

]
0
Le théoréme suivant est en quelque sorte une procédure pour construire la forme

normale d'Amold de la matrice A(x).

Théoréme.4.1 Avec les notations précédentes, il existe un T dans GL( n, C[[x]] ) tel que
Si

B(x) =Tl (x) A(x) T(x) =By + Y. xiB;
i=1
Alorsona :

Bo=Ag et Bi € Z(Ay) (i21).

Preuve : Définissons une série d'éléments de M( n, C[[x]])

A=AD AD  A@
on définit A) de 1a fagon suivante :

AD=TD" AOTO = TM=14x T(ll)

ou I'élément T(ll) de M( n, C) est choisi de sorte que A(ll) € Z (Ap). Cette condition nous
donne T

(3.2.2) A(11)=A(10)+A0'I‘11)-T(11)A0
En effet, le théoréme 3.3.1 nous affirme qu'il existe un T(ll) dans M( n, C) tel que

AP+ ATV - T Age Z (AY).
Maintenant, on suppose que A, A®, ..., A®) sont construits de la fagon suivante :

AR =T®" AGDTE TR =] 4 xk T 1<ks<m
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tels que les coefficients de A® satisfassent

AP ez(Ap) , 1<isk

Alors, on construit A®@+D de la fagon suivante :

A@HD - T@+)! A@) T@+) | T@+D) = ] 4 xme1 D
De cette équation, on déduit les relations de récurrence :

AP 2 Ay, APD = A™ pour 1 <K<m

(3.2.3) (n:_l:ll) = (n}zl + A-O T(m"'l) - T(m+1) AO

m+1 m+1

A(m+1) = A A pmil) _T(m+1)A§m+1) izl

m+1+H +1+1 m+l m+1

Choisissons maintenant T(;*'ll) dans M( n, C ) de sorte que

1 *
e Z(A).
D'apres 'équation (3.2.3), nous remarquons que la transformation T@+1)(x) ne change pas le
coefficients A™, 1<k<m de la matrice A®(x). Donc si nous définissons une transformation

Ta(x) par

(3.2.4) Ta®) = IT (1+xkTY)
k=1

( On ne s'intéresse pas a la question de convergence de ce produit formel ),
Et si nous appliquons la transformation T4 sur la matrice A(x), nous obtenons

B=TL ATy -
une matrice vérifie les propriétés démandées. Ceci conclut notre démonstration. Wl

Remarque.4.1 : Pour tout m > 0, TV dépend de A; , 1 < i < m+1. De plus A@*D dépend

m+1
seulementde A;j,1 <i<m.
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5. FORME INDUITE DE MATRICES DEPENDANTS DE PARAMETRES

5.1. Position du probléme

Parmi les matrices dépendant des paramétres, on s'intéresse, comme on 1'a déja dit
dans le paragraphe précédent, 3 A(x) ot A est un élément de M( n, C[[x]] ). Soit A un
€lément de M( n, C[[x]] ). A peut s'écrire

(5.1.1) ' AR =Ag+ Y Axi
i=1

On suppose, dans ce paragraphe, que la matrice Ay est sous la forme de Jordan. De
plus, elle admet une unique valeur propre a c'est-a-dire :

(5.1.2) Ao =J(a, k) =diag (J(aky), J(aky), ..., J(aky) )
ol
k= (K1 ,K2 s ki » Ko Toeens K ), k1 2 k2 2.2 kp > ke 15kmeo=...= k¢ =1

n=

et

Notons aussi
(5.1.3) p = km+1+...+ kS‘

Le but est de construire une forme induite de A(x) telle que celle-ci soit programmable
et moins codteuse en complexité de calcul que celle d'Amnold. De plus, 'avantage essentielle de
cette nouvelle forme est qu'elle aura le méme effet que la forme normale d’Arnold sur les
systémes différentiels linéaires a singularités. Grace a une telle forme, on propose, dans le
chapitre 11, une nouvelle approche algorithmique pour la résolution des systémes différeritiels
linéaires a singularités.

Commengons par donner la définition d'une forme induite de A(x).

Définition.5.1 On dit que la matrice A(x) est sous une forme induite si A(x) peut s'écrire
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(54) A(x) = Ag + Ainr (X) + Agyp (x)

avec
® Agup(x) est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est nulle,
® A;nA(x) est une matrice triangulaire inférieure ayant la forme suivante :

ki ky ks p
0 0 0; 0]k
* rrrereneanas *
A @)= 0 0 0; Olk
; * vereernenns *
0 0 00|k
Kok
H ok,
0 0 f o =dp
Pk ik Heneoso
Figure. 5

ou les étoiles représentent les endroits ou l'on peut trouver des éléments non nuls de C[[x]].
Dans cette figure, m est choisi égale a 3.

Exemple : La matrice carrée d'ordre 5

0 1+ x x2 x3
0 0 1 x2 x
AX)=| x2 x3 x x2 «x B
X 0 O 1
L x3 0 x2 x J

est une forme induite (icik; =3, kp =2 etp =0).
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3.2. Algorithme pour construire une forme induite

Dans ce paragraphe, nous allons prouver que pour tout €lément A de M(n, C[[x]] ),
<+oco
5.2.1) AX)=Ag+ )Y Axi
i=1

il existe un T dans GL( n, C[[x]] ) tel que T-1(x) A(x) T(x) soit une forme induite. Pour cela,
nous définirons une transformation Déduire-zéro-en-bas dans la matrice Aj comme suit :

Définition.5.2 Une matrice Déduire-zéro-en-bas dans A; est une matrice de la forme

§ilx) =1 + x'T;
ou I est la matrice unité et T; est une matrice carrée d'ordre n triangulaire inférieure dont les
éléments diagonaux valent zéro et telle que si

i-1 +eo
(5.2.2) BO)=L0) AW L) = 3 xkAy+xiBi+ 3 xkB,
k=0 k=i+1

alors B; est une matrice ayant la forme spéciale suivante :

Figure. 6

ou les étoiles et les parties hachurées représentent les endroits ou I'on peut trouver des éléments
non nuls de C.
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L'algorithme proposé ici, pour calculer une forme induite de A(x), consiste de
construire, A chaque étape, une transformation {;(x) = I + xiT; Déduire-zéro-en-bas dans A;.
Autrement dit il faut construire une matrice Tj triangulaire inférieure a diagonale nulle telle que la
matrice B; définie par

i-1

(5.2.3) B (x) = {(x) A %) Gix) = 2 xkA, +xi[ By |+ z xk By

k=0 k=i+1
soit de la forme spéciale explicitée par la figure.6. En effet, cette équation peut s'écrire
A (x) G(x) = G { Z xkAg + xi B; + kz 1 xk By }
=i+

Donc moyennant 1'équation (5.2.1) et {i(x) =1+ x1 T;, on a

+o0

[Ag+Y Axi J{I+xiTy}-{I+xiT; }{2 xkAy + xi B + z xkBy } =0
i=1 k=i+1

D'ou, cette équation nous permet de trouver que

(5.2.4) AgT; - T; Ag + A; = B;

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la résolution de cette équation c'est-a-dire nous allons
donner un algorithme pour construire une T; matrice triangulaire inférieure a diagonale nulle telle
que la matrice B; ait de la forme spéciale explicitée par la figure.6. D'abord, nous commengons
par simplifier I'écriture, notons -

J@aky)=J;, pour u=12,.;s

Et on décompose en blocs les matrices constantes T;, A; et B; suivant 1a méme décomposition
que Ag donnée par (5.1.2). Ces blocs seront notés respectivement par

T, AV et BYY avec uv=12,..5s.
ou M™ désigne le bloc qui se trouve a la position (u,v) de la décomposition ci-dessus.
De méme, on note les éléments de la ji®me ligne et la ki®me colonne de ces blocs respectivement
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i, ajY et bif avec j=1,..nyetk=1,.,n,.

Avec ces notations, I'équation (5.2.4) s'écrit

(5.2.5) LTV -TVI, + AV =BY | od uv=1,2,.s.

Pour résoudre ces équations c'est-a-dire calculer T}" et BY", nous devons procéder
comme suit :

1) Siu < v alors prenons
Blilv = Alllv
Cela nous permet de choisir
TV =0.

2) Siu > v alors I'équation (5.2.5) s'écrit

i1 B + oY =0y

avec
thoelx = 0 =0, j=1,..,nyetk=1,.,n,.

choisissons T}" de la maniére suivante ;

° ‘Ill‘.:,k= a%:',k_,,l,lSkSnv-l,

° .lil,\l'(-l = ﬂjlil,k'f'a}lg, j=nu, ...,1 et 2Sk$nv,
Cela nous permet de construire le bloc BY" par

o ;’l‘(’= 0, 1<j<nyet 2<k<n,,

uv _ \4 :
e Dy = fjl+l’1+a§ll\’, ISanu.

Explicitons la construction de T} : d'abord, on construit la derniére ligne. Puis, on procede de
bas en haut dans les lignes qui restent en suivant la fléche sur la figure ci-dessous (le calcul de
k-1 nécessite d'abord le calcul de 1K)
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le dernier a calculer

Dy Ny
— —~p— -
T =| 5 s |2 o BES 0 fu
—_

ol les étoiles représentent les endroits ol on peut trouver des €léments non nuls de C. Dans ce
cas, nous n'avons pas donné la forme du bloc T}" parce qu'elle est, a priori, pleine.

3) Siv =u alors I'équation (5.2.5) devient

- Bl + ot =}

avee
t:\Ir"l,k = ﬂ_|l,'|0 =0 ’ js k= 1,..., ny.

Choisissons T}" de la mani¢re suivante :

.t;lll::(),lsjsksnu,

* b+1k T ‘lj',"k-l' ay,l1<ks<jSn,-1,
Cela permet de construire le bloc B{* & partir des équations suivantes :

e b= all 1<j<k<n,,
ebi=0,15kSj<nyl,

’b:i,k=a:i.k'tgi,k-1 ,1<k<n,.

Explicitons la construction de T{* : d'abord, on annule la partie supérieure de T{". Ensuite, dans
la partie strictement inférieure, on commence, d'abord par construire les éléments de la premiére

colonne de T{" de haut en bas, puis pour le calcul des colonnes qui restent de T}", on procede de
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gauche a droite et en suivant la fléche de la figure ci-dessous ( le calcul de t“jl k+1 Décessite
d'abord le calcul de £} ).

le premier a calculer Iy
A
% . O
- | ““

AL N
le demnier 2 calculer —j—

Donc, T{" et B{* sont de la forme :

les parties hachurées et les étoiles représentent les endroits oil on peut trouver des éléments non
nuls de C.

Finalement, si on résoud toutes les €quations du type (5.6), on obtient T; une matrice
triangulaire inférieure a diagonale nulle et B; a la forme recherchée ( voir la figure.6 ). D'ou le
théoréme

Théoréme.5.1 Avec les notations précédentes, il existe T une matrice carrée d'ordre n
triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux valent 1 a coefficients dans C[[x]] telle que
T(x) A(x) T(x) soit une forme induite.

Remarque.5.1 :

e Il est clair qu'une forme induite de A(x) moins codteuse en calcul que celle d'Armold car la
construction de la forme d'Arnold nécessite 1'utilisation de l'inverse d'une matrice pleine {(x).
Tandis que dans la construction d'une forme induite, on utilise I'inverse d'une matrice x) =1+
T(x) ot T(x) est triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux valent zéro c'est-a-dire
nilpotente.
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o Nous verrons, dans le chapitre suivant, que la forme normale d'Arnold et la forme induite d'un

opérateur différentiel linéaire, associé a une matrice A(x) de la forme

A(x) =x9{Ag+ 2, Ajxi }avecqentier>2et Ag#0,
i21
peuvent étre calculées comme dans le cas des deux théorémes 4.1 et 5.1 sauf qu'on ajoutera a la

matrice {!(x) A(x) {(x) le terme c'l(x)%(ﬁ.

6. CONCLUSION

Les objectifs principaux de ce chapitre étaient la construction algorithmique de la forme
normale d'Arnold et de la forme induite d'un élément A de M( n, C [[x]] ). Pour cela, nous
nous sommes intéressés d'abord, aux déformations d'une matrice donnée Ag de M( n, C ).
Puis, a l'aide du théoréme 3.1.1 et de la notion de centralisateur Z(Ag) de Ag, on a pu réussir a
construire et caractériser une déformation miniverselle de Ag. On en a déduit la forme normale
d'Amold de A(x) ( voir théoréme 4.1 ). Cette forme n'est pas facile & programmer ( voir
[Chen90] ). De ce fait, nous avons proposé une nouvelle forme de A(x) appelée forme induite
| ayant les avantages suivantes :

1- Elle est programmable et moins coiiteuse.au point de vue de la complexité des calculs que celle
d'Arnold. _
2- Elle aura le méme effet que la forme d'Arnold sur le systtmes différentiels lin€aires a
singularités ( Pour cela voir l'algorithme propos€ dans le chapitre suivant ).
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" La beauté est demi-faveur du ciel, l'intelligence est un don ”
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CALCUL DE L'ORDRE EXPONENTIEL D'UN
SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE AU VOISINAGE D'UNE
SINGULARITE : Nouvelle Approche Algorithmique

1. NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler et introduire les notations et la terminologie
nécessaire pour notre étude. Soient :

Z : I'anneau des entiers relatifs.
Q : le corps des nombres rationnels.
C : le corps des nombres complexes.

Soit b un entier tel que b>1. On note :
C[[x1/2]] : I'algébre des séries formelles i une indéterminée x 1/b c'est-a-dire

+o0

(1.1) fe C[[x®]] & fx)= Y fixi® on fie C.
i=0

1

C((x1/b)) :1e corps de fractions de C[[x 1/ b]]. 11 se caractérise comme suit :

+00 -

(1.2) fe C(xh) & fx)=xw ¥ fxib
i=0 :
ol y appartient & Z, les f; sont des nombres complexes et fo # 0. Dans la suite, /b s'appelera

I'ordre de f et on le notera :
(1.3) ord(f) = yb (avec la convention ord(0) = + e ).

C(x)*= U C(xb)) :le corps des séries formelles de Puiseux.
b21
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Soit E un annneau commutatif unitaire. On note :
M(n, E) :Il'anneau des matrices d'ordre n a coefficients dans E.
GL( n, E) : le groupe des matrices d'ordre n inversibles a coefficients dans E.

Si E = C((x!/P)) pour un entier b 2 1 et si A est un élément de M( n, C((x1/b)))
alors A peut s'écrire

1.4 A®X) = x¥b 2 A; xi/b
ol =0

e A; est un élément de M(n, C),

e Ag#0,

e Y appartient a Z.

Dans 1la suite, /b s'appelera 1'ordre de A et sera noté ord(A) = y/b.

On peut constater que :
M (m, C((x))*) = o M( n, C((x!/b))),
GL( n, C(x))") = U GL( n, C((x'?))).
b21

2. INTRODUCTION

On considere le systeme différentiel linéaire

2.1) Y(x) = ARx) Y(x) = { x00@®) D' A; xib } Y(x)
i=0
ol
ebestunentier 21,
e ord(A) appartient a Q,
e x appartient a C,

e Y est un vecteur colonne nx1 fonction de x,
vy=4dY

T &

e les A; sont dans M(n, C).
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D'aprés les travaux du Turrittin [Turr55], il est bien connu que le systeme (2.1)
possede, dans un voisinage de l'origine, une matrice fondamentale de solutions formelles ayant
la représentation suivante :

2.2) D(x1/) = §(x1/bm) xR exp{ Q(x-1/bm) }
ol |
e m est un entier positif convenablement choisi,
e R appartient a M( n, C),
o Q(x-1/bm) = Q, x-Wbm + Q, ; x-(b-D/bm 4 | 4 Q, x-1/bm ge] quelesQ; (1<i<h)
soient des matrices diagonales de #¢( n, C ) et h est un entier < -bm(ord(A)+1),

+co
o S(x1/bm) = x-kabmy S, xk/dbm o kg est un entier positif, Sy appartiennent 2
k=0

M(n, C) et det S(x~1/bm) #0six#0.

La matrice Q(x-1/bm), qui est invariante 2 une permutation prés par les transformations
appartenant 3 GL(n, C((x))*), est importante a étudier. En effet, elle joue un réle principal
dans, la construction asymptotique des solutions, les calculs des lignes de Stokes [Was065],
ainsi que dans la théorie de k-sommabilités et multisommabilité [Rami85]. En particulier,
Q(x-1/bm) détermine le comportement asymptotique de toutes les solutions du systéme (2.1) dans
un secteur convenablement choisi. Une quantité essentiellement importante a regarder est le
degré h/bm du polynéme matriciel Q(x-¥bm), Cette quantité¢ gouverne la croissance ou la
décroissance des solutions formelles du systéme (2.1) proche de l'origine. Ceci 2 son tour
contrdle le développement asymptotique des solutions du systeme différentiel (2.1). Mais grace
aux travaux du Trjitzinsky [Trji34], on sait que la matrice (2.2) est un développement

asymptotique d'une vraie matrice fondamentale de solutions si on restreint x1/° au secteur £
défini par o

0< |xIP|<§; et Iarg(xl/b)-9|<62.

De ce fait, la connaissance du rationnel h/bm nous permet d'étudier le comportement des vraies
solutions dans des secteurs bien choisis centrés a l'origine ayant comme ouverture des petits
angles. Dans tout ce qui suit, I'invariant h/bm s'appelera ordre exponentiel du syst¢me (2.1)
et sera noté par OE(A).

Position du probléme. Comment peut-on calculer effectivement 'ordre exponentiel du
systtme (2.1) ?
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Ce probléme a été posé ( au moins dans le cas scalaire ) au si¢cle dernier. On peut noter
les contributions de Thomé [Thom?77], Poincaré [Poin85], Sauvage [Sauv86] et Horn
[Horn92]. Et depuis, deux directions ont €té suivies :

1. Les méthode indirectes : On peut citer parmi celles-ci, la méthode du vecteur cyclique :
elle consiste a transformer le syst¢éme (2.1) en une équation différentielle linéaire scalaire d'ordre
n grace au lemme du vecteur cyclique ( voir lemme II, 1.3 dans [Deli70] ). On peut d'ailleurs
par le biais de cette méthode donner une matrice fondamentale de solutions du systeme (2.1). En
utilisant le codeDESIR réalisé par l'équipe Calcul Formel de Grenoble ( voir [DDDT82],
[Tour87] et [Bark89] ). Cette méthode s'avere trés cofiteuse et donne des transformations
trés compliquées ( voir chapitre II dans la thése de [Hila82] ). Néanmoins, elle est d'une
grande importance théorique et mériterait des études completes. Pour plus d'informations sur
cette méthode, on peut consulter par exemple [Hila87], [Tour87], [Malgr79], [Katz70] et
[Deli70]. Mais il est intéressant de pouvoir calculer 1'ordre exponentiel directement sur le
systéme sans avoir a utiliser la méthode du vecteur cyclique, d'autant plus que cet invariant est
uniquement déterminé par la connaissance des valuations des coefficients de 1'équation
différentielle obtenue par la méthode. C'est ainsi que K. Kitagawa [Kita83] a remarqué que
T'on peut lier cet invariant a la structure matricielle du syst¢me. Pour cela, il considere au lieu du
nombre ord(A) dans (2.1), l'ordre du pdle de A(x) au sens de Volevic [Volev60], appel€ le
poids formel Ps du péle du systeme (2.1). Cette définition lui permet d'avoir un calcul direct de
l'ordre r des solutions ( voir [Kita83] p.434 ), par une méthode n'utilisant que les coefficients
du polynéme caractéristaique associ€ a la matrice A(x). Dans le méme ordre d'idées, une
méthode similaire est donnée dans [HiWa87] pour le calcul de I'invariant de Katz, lorsque le
systéme étudié est écrit sous une forme irréductible ( au sens de Moser [Mose60] ). On peut
citer aussi la méthode utilisée par [Lutz72] et [LuSc85] qui consiste a calculer 1'ordre
exponentiel en faisant un recurrence sur la matrice A(x) du systéme (2.1).

2. Méthodes directes : Parmi ces méthodes, on s'intéressera essentiellement 2 la méthode de
Turrittin-Wasow. S'inspirant des idées de Birkhoff [Birk30] qui consiste a transformer le
systtme (2.1), a l'aide de transformations analytiques, en une forme simplifiée, appelée forme
canonique, plus facile a étudier, Turrittin [TurrS5] et Wasow [Waso065] ont proposé une
méthode pour calculer une matrice fondamentale de solutions du syst¢me (2.1). Cette derniere,
consiste a réduire le systéme (2.1), en plusieurs systémes différentiels séparés chacun étant :

(1) soit une équation différentielle scalaire d'ordre 1,
(2) soit un systeme différentiel sous forme (E.1) avec q = 1.
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Ceci se fait en utilisant successivement les trois types des transformations :

(i) une pour la mise sous forme de Jordan de la matrice Ao,
(ii) une pour la mise sous forme normale d'Arnold de A(x),
(iii) une de shearing

En général, (ii) coiite trés chére en calcul ( voir [Chen90] ). Devant ce fait, nous proposons,
dans ce chapitre, une nouvelle approche algorithmique. Celleci utilise :

(i') une transformation pour la mise sous forme de Jordan de la matrice Ag,
(ii') une transformation de shearing,
(iii*) Dans le plus mauvais cas, une transformation plus simple que celle de

(ii).

Cette approche nous permet de donner un algorithme constructif c'est-a-dire programmable et qui
permet le calcul du degré h du polynéme Q(x-¥m) défini en (2.2). Ce calcul se fait & partir des
coefficients A;, 0 < i < bn (-ord(A)-1), de la matrice A®x).

Contenu du chapitre : Dans le prochain paragraphe, on commence par rappeler les
définitions d'un : Point régulier, point singulier régulier et point singulier irrégulier. Ensuite,
dans le paragraphe 3.1, on définit 1'’ndice Rationnel dlrrégularité, noté dans la suite IRI(A),
d'un élément A de M( n, C((x))*) tel que ord(A) < -1. Ce dernier joue un rdle important dans
la détermination de OE(A). Dans le paragraphe 3.2, nous nous intéressons au calcul de I'ordre
exponentiel du systeme (2.1) lorsque la matrice de téte Ag de A(x) est non-nilpotente. Dans ce
cas, la proposition 3.2.1 nous permet de déterminer I'OE(A). Le cas général sera étudié dans le
paragraphe 3.3. Dans ce cas, nous allons procéder comme suit : dans la section 3.3.1, nous
montrerons, brievement, un certain nombre de résultats relatifs aux Orbites dont un usage
important sera fait dans la suite de ce chapitre. Ensuite, la section 3.3.2 sera consacrée 2 la
forme générale de l'algorithme. Nous allons expliciter, dans le paragraphe 3.3.3, les
transformations utilisées par cet algorithme. Parmi elles, on détaillera les trois types de
transformations "Jordan, shearing et Déduire-zéro-en-bas". Dans le paragraphe 3.3.4,
nous illustrerons notre algorithme sur quelques exemples. Dans, le paragrphe 4, on résume les
quatres €tapes de la méthode de Turrittin-Wasow. Puis, dans le paragraphe.5, nous comparons
les deux méthodes sur un exemple simple. Une conclusion est donnée dans le paragraphe 6.
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3. NOUVELLE APPROCHE ALGORITHMIQUE POUR CALCULER L'ORDRE
EXPONENTIEL

Pour calculer OE(A), on commence d'abord, par rappeler la nature de la singularité en
zéro ( voir [Turr55] et [Waso065] ) du systéme (2.1) :

1- Si ord(A) > -1, on dit que x = 0 est un point régulier du syst¢éme (2.1). Et dans ce cas, dans
la représentation (2.2),on a:

R=0, m=1 et Qx-/b)=0.
2- Si ord(A) = -1, on dit que le point x = 0 est singulier régulier du systtme (2.1) etona:
m=1, R#0 et Q(x'1/b) =0.

3- Si ord(A) < -1, la singularité en x = 0 peut étre réguliere. Ceci vient du fait que ord(A) peut,
dans certains cas, étre diminué par des changements de variables appliqués sur Y(x). Dans le cas
ol on ne peut pas réduire ord(A) jusqu'a -1, on dit que x = 0 est un point singulier irrégulier
du systtme (2.1) eton a

Q(x'l/bm) # 0

Danslescas1et2,ona

3.1 OE (A) =0.
De ce fait, notre probléme se raméne, dans tout ce qui suit, & celui du calcul de l'ordre
exponentiel du systéme (2.1) dans le cas

ord(A) < -1.

Dans le cas d'une singularité réguli¢re, la croissance ou la décroissance des solutions
du systeéme (2.1) est de l'ordre de O(x”R“ )lol R est la matrice définie par 1'équation (2.2).
Par contre, lorsque x = 0 est une singularité irréguli¢re, il n' y a pas de critere simple pour
mesurer les comportements des solutions du systéme (2.1). De ce fait, le but de ce chapitre est
de donner une méthode constructive pour calculer l'ordre exponentiel du systeme (2.1) au
voisinage d'une singularité irréguliere. Pour cela, nous définissons, dans le prochain

1) ParM] = g ,i imyl, on désigne la norme d'une matrice M = (my;) carrée d'ordre n a coefficients dans C.

—
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paragraphe, I'Indice Rationnel d'Irrégularité de A(x). Celui-ci est lié a I'OE(A) par une relation
simple.

3.1. Indice Rationnel d'Irrégularité

Dans ce paragraphe, nous définissons I'équivalence entre deux &léments A et B de
M(n, C((x))*). Puis, a l'aide de cette équivalence, on définira I'Indice Rationnel d'Irrégularité
d'un €lément A de M(n, C((x))*). Ceci étant fait, on démontrera ( théoréme 3.1.1 ) une
condition nécessaire pour que l'ordre d'un €lément A de M(m, C((x))*). augmente. Ce
théoréme jouera un rdle clef dans la suite.

Définition.3.1.1 Soient A et B deux éléments de M(n, C((x))*).. On dit que A et B sont
équivalents s'il existe un élément T dans GL(n, C((x))*) tel que

(3.1.1) B=T1AT-T-'T.
Pour simplifier 'écriture, dans la suite, on désigne par T [A] l'expression suivante :
(3.1.2) | TAI=T'AT-T-'T.

Etant donné A un élément de M(n, C((x))*), la définition de 1'Indice Rationnel
d'Irrégularité de A est :

Définition..?.].z On appelle Indice Rationnel d'Irrégularité de A, noté IRI(A), le
rationnel -

IRI(A) = Sup [(min{-1,0rd(T[A])}]

(3.1.3) TeGL(n, C'((x)))

Remarque.3.1 :

o IRI(A) est visiblement invariant par les ransformations T de GL(n, C((x))*) c'est-a-dire
IRI(A) = IRI(T[A] ).

o IRI(A) = -1 si et seulement si x = 0 est un point régulier ou singulier régulier du systtme
(2.1). En effet, si IRI(A) = -1 alors il existe T dans GL(n, C((x))*) tel que
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ord(T[A]) = -1.
Si ord(T[A] ) > -1 alors x = 0 devient un point régulier du syst¢tme (2.1). Sinon x = 0 est un
point singulier régulier du syst¢me (2.1).
(i) six =0 est un point régulier du systéme (2.1), on a ord(A) > -1 = IRI(A) =-1.
(ii) si x = O est un point singulier régulier du systtme (2.1) alors il existe T dans
GL (n, C((x))") tel que ord(T[A]) =-1 = IRI(A) = -1.
D'ou dans les deux cas, on a IRI(A) = -1.

Dans le cas ou x = 0 est un point régulier ou singulier régulier, on a donc démontré la
relation

(3.14) OE(A) = -IRI(A) -1.

Celle-ci sera démontrée, en toute généralité, dans le paragraphe 3.3.3.3 ( proposition 3.3.2). De
ce fait, la détermination de IRI(A) nous permet de calculer automatiquement OE(A). Dans la
suite, nous nous intéressons a calculer IRI(A). Pour cela, commengons par démontrer une
condition nécessaire pour augmenter 1'ordre d'un élément A de M(n, C((x))") vérifiant ord(A) <
-1. Cette condition est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme.3.1.1 Soient A et B deux éléments équivalents de M(n, C((x))*) tels que
ord(A)<-1 et ord(A) < ord(B). Alors la matrice de téte Ao de A(x) est nilpotente.

preuve : Puisque A et B sont équivalents, d'apreés la définition 3.1.1, il existe T dans
GL (n, C((x))" ) tel que :

(Eq.1) B=T[A]=T!'AT-T!T
Grace au lemme suivant, décrivant la décomposition d'un élément T de GL ( m, C((x))" ) sous
Jorme normale de Smith ( voir [Mose60] et [MacD33] ) :

Chaque T de GL( n, C((x1/)) ), b est un entier > 1, peut se décomposer sous la forme

T(x) = P(x) D(x) Q(x)
ou
o P et Q sont dans GL( n, C[[x!/P]]) tels que det P(x) = 1 et det Q(0) #0,
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® D(x) =diag(xn/b, x2fb, ..., xmdb ) tels que les r; , 1<i <n , sont des entiers relatifs ordonnés
de la fagon suivante : ry<ry<..<r, .

Décomposons T sous la forme de Smith
T(x) = P(x) D(x) Q(x)
ol P(x), D(x) et Q(x) sont définis précédemment. De ce fait, I'équation (Eq.1) devient

B=@Q'D'P)HAPDQ-(Q!D!P){ PDQ+PDQ+PDQ )

4
(Eq.2) B=Q!{D!(PIAP-P!P)D-DD} Q- QlQ.
Posons maintenant
(Eq.3) A=P[A] et B=Q![B].
Donc, I'expression définie par (Eq.2) devient
B=D[A].

P et Q appartiennent 3 GL( n, C[[x1/P]] ). Donc,elles peuvent s'écrire sous la forme

P=3 Pixi® et Q=Y Q xi/
i=0 i=0
ot Py et Qp sont dans GL( n, C). Par conséquent, d'aprés 1'équation (Eq.3), on obtient les

deux relations :

Ao=Pj AgPy et Bo=Qo By Q'
ol Ag et ﬁo désignent les matrices de téte de A et B respectivement. On a donc :

A nilpotente < Ao nilpotente ,
ord(A)=ord(A) et ord(B)=ord(B). -

Le probléme se rameéne donc a prouver que Ko est nilpotente. En effet, on a déja B=D [K]. n

n'est pas difficile de vérifier, en utilisant le fait que DD'! + D D! =0, que

(Eq.4) A=D!'[B]=DBD!-DDL
Notons maintenant

A=(F) ) et B=(byx))
Ceci permet d'écrire I'équation (Eq.4) sous la forme
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Fj(x) =by(x) xG- WP + 1y/b &5 x°1
ol 1<i,j < n et §;; est le symbol de Kronecker.
De cette équation, nous allons prouver que la matrice Ag est nilpotente. En effet, d'aprés la
définition de ord(ﬁ), on a
ord(B) = Jin ord( b; )
donc
ord( B ) < ord( Eij ) pourtout 1<ij<n
Si nous supposons maintenant que i 2 j alors, d'apres la forme normale de Smith, on a

;21 = ord( byj(x) xi - W/ ) > ord(by(x))

donc
ord( Eij(x) x@-1b ) > ord( B )
d'ou
ord(aj(x) ) = ord( Sij(x) X@-5/P 4 13/b §;; x'1 ) 2 min { ord( B), -1}
Mais
ord(B) = ord( B )
on a donc

ord(&;;(x) ) = ord( by(x) x@ -/ + r;/b §; x1 ) = min {ord(B), -1 }
Mais d'apres les hypotheses du théoréme, on a
ord(A) < -1 et ord(A) < ord(B)
d'ou
ord(A) < min {ord(B), -1}
De ce fait, on conclut que
ord(&;(x) ) = ord( bi(x) x& -/ + ry/b & x1) > ord(A)

Ceci permet d'écrire 8;;(x) sous forme .
Bj00) = xordA) F50x)

ou Efi'j estdans U Clix']] tel que 'é?j(O) # 0. De cette équation, on déduit que la matrice A est
b>1

triangulaire supérieure a diagonale nulle, donc nilpotente. Mais le fait que Ap= Pbl Ag Py, nous
permet de conclure que Ag est aussi nilpotente. Ce qui acheve la démonstration. Il

De ce théoréme, on déduit que si A est dans M(n, C((x))") tel que ord(A) < -1 et si sa
matrice de t€te Ag est non-nilpotente, alors on ne peut pas augmenter l'ordre de A par

équivalence. Par conséquent, ['étape de base, dans ce qui suit, consiste a transformer par
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équivalence la matrice A(x) en une autre matrice B(x) telle que cette derniére ait une matrice de
téte Bo non-nilpotente. De ce fait, nous allons étudier, dans le prochain paragraphe, le cas d'un
€lément A de M(n, C((x))*) ayant une matrice de téte Ay non-nilpotente. Nous verrons, plus
tard, que le cas général se ramene au calcul de I'TRI(B) ol B est un élément de M(n, C((x))*)
ayant une matrice de téte Bo non-nilpotente.

3.2. Calcul de l'ordre exponentiel : cas non-nilpotent

Soit A un €lément de M(n, C((x))*) tel que ord(A) < -1, de matrice de téte Ay non-
nilpotente. Dans ce cas, on a

Proposition.3.2.1 Avec les notations précédentes, si Ay est non-nilpotente et ord(A)<-1

alors
IRI(A) = ord(A).

Preuve : Considérons T un élément quelconque de GL(n, C((x))* ). Soit

B=T[A]
Le théoreme 3.1.1 nous permet de supposer que ord(B) < ord(A) car sinon Ay serait nilpotente.

Par conséquent, pour tout entier b > 1, on a les inégalités ci-dessous :

ord(T[A] ) < ord(A) < -1
4
min (-1,0rd(T[A]))<ord (T[A])<ord(A)

4
Sup min {-1,0rd(T[A])} <ord(A)
TeGL(n, C((x))")

U
IRI(A) < ord(A).
Mais, d'apres la définition de IRI(A), on a évidemment IRI(A) 2 ord(A). D'ou,
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IRI(A) = ord(A).

Ceci conclut la démonstration.

Exemple : Soit A un élément de M( 2, C((x)) ) tel que

o= san) =551 [0 L[ 9]
Calculons IRI(A). Tout d'abord :
. 101 .
ord(A)=-3 et Ap [O 0 ]est nilpotente.

Prenons maintenant pour transformation T(x), la matrice suivante :

T(x)=[ o ]e GL( n, C((x2) ).
0 xl/z

Donc la matrice définie par

B=T[A]=X'5/2{[(1) (1)]+x1/2[(1) g]+x3/2[ g _32] }

01

a une matrice de t€te By =[ 10

} non-nilpotente. Par conséquent, la proposition 3.2.1 nous

permet de déduire la relation

IRI(B) = IRI(A) = -5/2

Cet exemple nous conduit & poser la question suivante :
Si A est un élément de M(n, C((x))") tel que ord(A) < -1 et Ag est nilpotente. Existe-t-il une
méthode permettant de construire une transformation T de GL(n, C((x))") telle que la matrice
de téte de T[A] soit non-nilpotente ? -

La réponse affirmative a cette question fait I'objet du paragraphe suivant.

3.3. Calcul de l'ordre exponentiel : cas général

Considérons A un élément de M(n, C((x))*) tel que ord(A) < -1 de matrice de téte Ag
nilpotente. Comment calculer IRI(A) ?. A cet effet, nous proposerons, dans le paragraphe
3.3.2, un algorithme permettant de calculer IRI(A). Ce dernier utilisera, d'une maniere
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essentielle, les propriétés de 1'orbite de Ay.

3.3.1. Orbite d'un élément de w( n, C)
Soit M un élément non nul de M(n, C ).
Définition.3.3.1 On appelle orbite de M, notée OR(M), l'ensemble
(3.3.1) ORM)={P!MP / Pe GL(n,C)}.
Nous désignons par ady I'opérateur linéaire défini de la facon suivante :

(3.32) M(n, C) -cemmee > M(n, C)
N> ady(N)=MN-NM

Rappelons maintenant quelques propriétés importantes de OR(M) (voir [Arno71] ) :
® La dimension de l'orbite, en tant qu'une variété différentiable, est donnée par la formule
(3.3.3) ‘dim OR(M) = dim #( n, C) - dim Ker adp = n2 - dim Ker ady
Si M est nilpotente et écrite sous forme de Jordan

M = diag (J;, I ..., J5)

e J; est un bloc de Jordan d'ordre n;, -
e les n; sont supposés ordonnés comme suit : n;> ny ...

Y
5

v
=

on a alors I'égalité

S
(3.34) dimKerady= Y (2i-1)n
i=1
Dong, I'équation (3.3.3) devient

(3.3.5) dim ORM) =n2 - }s: (2i-1)n;

i=1
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En particulier, si M est formé d'un seul bloc de Jordan, on a :
(3.3.6) dim ORM)=n2-n

® Proposition [BaVa83] : Soient M et N deux éléments nilpotents non nuls de
M(n,C). SiN#M et Ne M+ Ker ady' o M” désigne la matrice adjointe de M. On a
alors l'inégalité

(3.3.7) dim OR(N) > dim OR(M).

Gréce a cette proposition, nous allons prouver que notre algorithme pour le calcul de
IRI(A), qui sera explicité dans le prochain paragraphe, s'arrétera en un nombre fini de pas.

3.3.2. Forme générale de I'algorithme

Entrée : A un élément de M(n, C((x))*) tel que ord(A) < -1 et la matrice de
téte Ag de A est nilpotente.
Sortie: IRI(A).

Algorithme recherche-IRI(A)
début
tant que Ao est nilpotente faire
transformer par équivalence A en B tel que
ord(B) > ord(A)
si By est non-nilpotente alors IRI(A) = ord(B)
sinon si dim OR(By ) > dim OR(Aq ) alors A : =B
sinon transformer par équivalence A en C el que
ord(A) = ord(C)
A:=C
fin tant que
fin début

Dans le reste de ce chapitre, nous nous intéressons a étudier explicitement cet
algorithme.
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3.3.3. Transformations utilisées
L'algorithme utilise les trois types de transformation suivants :

e Mise sous forme de Jordan
o Tranformation de shearing
e Transformation Déduire-zéro-en-bas

Détaillons ces transformations en commengant par

3.3.3.1. Mise sous forme de Jordan

Le premier pas  faire est de mettre la matrice Ag sous forme de Jordan 2. En effet, il
est bien connu ( [Gant59] et [Gil93] ) qu'il existe une matrice P de GL(n, C) permettant de
transformer la matrice Ay sous forme de Jordan. De ce fait et sans perte de généralité, on
suppose, dans la suite, que Ag est sous forme :

(3.3.8) Ag =diag (J1, J2,...., J§)
ou

e J; est un bloc de Jordan de dimension n;,

e n=n; +n +..+n;

e les n; sont supposés ordonnés de la maniére suivante : nj2m2..2ns21.

Notre algorithme utilise d'une facon essentielle une transformation de shearing.

2) En général, la forme de Jordan joue un réle principal dans la résolution des systémes différentiels linéaires

ou non-linéaires. En particulier, pour les systémes différentiels linéaires, les méthodes existantes pour la

résolution formelle sont, en quelque sorte, construites apreés la mise sous une forme de Jordan de la matrice de

téte Ao de ce systéme. Pour éclaircir le rdle essentiel d'une forme de Jordan, il suffit de traiter I'exemple simple

suivant :

Y (x) = Ao Y(x)

on Ao est élément de M(n, C ), qui admet ®(x) = exp(Acx) comme matrice fondamentale de solution.

Si Ao est une matrice quelconque, il est impossible de calculer exactement la somme infinie 2 sans
=0 j!

transformer Ao . Par contre, ceci est faisable en mettant soit Ao sous forme de Jordan [Gil92] soit on utilise

des approximations de Padé [Roch80].
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3.3.3.2. Transformations de shearing

Historiquement, les transformations de shearing sont utilisées pour la premiére fois
dans les travaux du Turrittin [TurrSS5]. Leurs intéréts ne sont pas négligeables, surtout dans la
construction d'une matrice fondamentale de solutions des systtmes différentiels ordinaires
[Waso065] ou dépendant de paramétres [Sibu62]. La définition d'une transformation de
shearing est la suivante :

Définition.3.3.2 On appelle matrice de shearing, une matrice notée S, définie comme

suit :

(3.3.9) Sa(x) = xHe

ou

(3.3.10) ae Qi et Hg=diag(0, a, 2a,.., (n-1)a).

Nous allons voir, plus tard, que le calcul de IRI(A) est basé sur un choix convenable
du paramétre o.. D'abord, nous étudierons l'effet d'une transformation de shearing sur un
élément de M(n, C((x))*).

E 'un nsformation ri

Soit A un élément de M(n, C((x))*) tel que ord(A) < -1, de matrice de téte Ag
nilpotente et supposée écrite sous forme de Jordan Notons Ej; ( 1 <1i, j < n ) la base canonique
de M( n, C ) c'est-a-dire Ej; est une matrice d'ordre n ayant 1 en position (i,j) et zéro ailleurs.
A(x) peut s'écrire

(3.3.11) A(x) = xo19A) { Ag+ Y ( i a; B ) xt/b )

=1 ij=1
oubestunentier2let ajje C pour 1<ij<n etr=1,2,..,00.

Maintenant, effectuons sur I'équation (3.3.11) une transformation de shearing (3.3.9).
On obtient la nouvelle matrice

(33.12) B=Sy[A]l=

it n
= xO!'d(A)+a { AO - Ha x(' ord(A)-1-a )+ Z ( Z all.j El] ) xl'/b - (l-J+l )a } .
r=1 ij=1
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L'objectif de la transformation de shearing (3.3.9) est, d'une part, d'augmenter 1'ordre
de A(x) autant que possible, d'autre part, de choisir le parametre o de fagon a introduire des
€léments non nuls, quand c'est possible, dans la matrice de téte Ag de A(x). On remarque :

i<j=ij<0=i-j+1 S0= (i-j+l) a S0 =1/ - (i-j+1) a > 0.

Donc, il est impossible d'introduire un élément non nul dans la partie strictement supérieure de
Ag. Maintenant, on constate que si o prend la valeur

(3.3.13) o = min {-ord(A)-l,i—_S%/ 1<j<i<n, 1Sr<e et &#0},

alors la matrice de téte By de la matrice B, définie par I'équation (3.3.12), sera différente de Ay.
Le calcul de o est impossible & partir de cette formule parce que l'indice r varie de 1 a I'infini.

Donc la question principale qui se pose alors est : Peut-on borner r de fagon que « atteint la
valeur définie dans (3.3.13) ?

Dans la suite, nous proposons une borne de r qui répond a cette question. Cette borne
est donnée par

Lemme.3.3.1 Soit P = b n (- ord(A)-1 ) -1 alors

(3.3.14) o = min {-ord(A)-l,;i%/ 1<j<isn, 1<r <P et afj#0}

Preuve : En effet,

I>P = —f&>r—.>_-ord(A)-l pour1 <i,j<n.

i-j+1 ~bn )
Donc
min {i—fj%/ 1<j<i<n, 1 >P et &;#0 ) >- ord(A) -1.
On déduit que

o =min {-ord(A)-l,i—j%/ 1<j<i<n, 1S1 <P et &=0).

Ce qui achéve la démonstration. Wl

Remarque.3.2 : Chaque fois qu'on aura besoin de calculer o, on utilisera la formule
précédente (3.3.14). 1l est clair d'aprés cette formule qu'on aura besoin de O(-bn3.0rd(A))
opérations élémentaires pour déterminer o..
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Maintenant, nous résumons l'effet d'une transformation de shearing sur la matrice
A(x), définie par 1'équation (3.3.11), par le théoréme suivant :

Théoréme.3.3.1
(D) Si aa=-o0rd(A)-1 alorsona
B=S4[A]l=

*° n

=x1{Ag-Hg+ 2 ( Z aijij) x7b - (i5j+1)(-b ord(4)-1) }
r=1 ij=1

(D) Si0O<a<-ord(A)-1alorsona

B=Syg[A] =

0 n
= xordAy+a { Aq - Hy x-ord(4)-1-op Z ( z alrj El.l) xrb-(ijrl)a}
' r=1 ij=1
ou la matrice de téte Bg de B(x) s" exprime comme suit :

m
— r . -
Bo = Ag +k§,l @ iEis je

avec (ry, ipjr) ,k=1,2,..,m, étant tous les triplets qui vérifient :

rilb ___rnb _  __rwb  _ a
V+iy-j1 1+ia-jo " 1+im-jm
et

Tk —
.aik‘ik¢0 ' k— ly 29 ey m.

En particulier, By est déterminée uniquement par les

A;,0<i<P, ou P=bn(-ord(A)-1)-1.

Dans le cas (I), notre algorithme recherche-IRI(A) est terminée :

IRI(A)=-1 et OE(A)=0.
Dans le cas (II), si la matrice B est non-nilpotente, on peut encore conclure

IRI(A) = IRI(B) = ord(B) = ord(A) + a.

Mais si B est aussi nilpotente et si dim OR(Bg) < dim OR(Ay), que doit-on faire ? Dans cette
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situation, nous devons utiliser d'autres transformations que nous allons expliciter dans la suite

3.3.3.3. Transformation Déduire-zéro-en-bas
Etant donnée A(x) une matrice de la forme

(3.3.15) A(x) = xordA) { Ag + XD Ay + ..+ xib A +... }
ol

e bestunentier>1,

eord(A) < -1,

e Agest nilpotente. De plus, Ag est supposée écrite comme suit :

(3.3.16) Ag = diag (J1, J2 ,...., J5)
avec

e J; un bloc de Jordan d'ordre n;,

e les n; supposés ordonnés de la maniére suivante :

N 2m 2.2 Ny > Npi] = Nyl =...= N =1.
Notons
p = Nm+1 + Nm+2 +..+ Ng.

Nous rappelons la définition d'une transformation Déduire-zéro-en-bas dans la matrice
A (voir définition.5.2 du chapitre IT )

Définition.3.3.3 Une matrice Déduire-zéro-en-bas dans A; est une matrice de la forme
suivante 3 : .

Gi(x) =1 + xi/bT;
ouT; est une matrice carrée d'ordre n triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux valent
zéro et telle que si

i-1 +oo
(3.317) B = CI[A] = xord(A) { z xk/bAk + xilb Bi + Z xkib Bk}
k=0 k=i+1
alors B; est une matrice ayant la forme spéciale suivante ( ici, la matrice A est formée de trois

blocs de Jordan d'ordre >1 )

3 )1 est la matrice unité. Dans le cas ou il est nécessaire d'indiquer son ordre n, nous écrivons I,
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{01

sk eceecsseccccs O
Bi= O {n,
0 E o0 n3
R
* * p
Figure. 1

ou les étoiles et les parties hachurées représentent les endroits ou l'on peut trouver des éléments
non nuls de C.

Algorithme pour construire une matrice {y(x) :

Par analogie avec la méthode proposée dans la chapitre II page 62, on peut construire
une matrice T;j triangulaire inférieure a diagonale nulle telle que la matrice B;, définie par
(3.3.18), soit de la forme spéciale explicité par la figure.l ci-dessus.

Maintenant, on résume l'algorithme pour le calcul de IRI(A) par l'organigramme
suivant :
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Chemin C1

A(x) tel que ord(A) <-1.

i=0
j
A :=P[A] ol P est une
matrice de passage pour
mettre Ay sous une forme
de Jordan
Ay est non-nilpotente

Faisons une transformation
de shearing. B : = Sy[A].
Déterminer la valeur de o

A
Q o = -ord(A) -1 oui

O

()

IRI(A) = ord(A)

IRI(A) = ord(A) +a

ouil

Chemin C2

|

CBO est non'-nilpotente)»@

mettre By sous forme de Jordan
et soit Q une matrice de passage

_Cdim OR(Bg) > dim OR(A@

(o

1:=1+1;
faisons Déduire-zéro-en-bas
dans A, c'est-a-dire
A =([A]
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I nous reste maintenant a prouver que la procédure recherche-IRI(A) s'arrétera en
un nombre fini de pas. Ceci est basé sur le résultat suivant :

Proposition.3.3.1

(I) Le nombre K1 de parcours du chemin C1 dans l'algorithme recherche-IRI(A) est
borné comme suit :

K1 < %(n2 - n).
(II) Le nombre K2 de parcours du chemin C2 avec une méme matrice A(x) est bornée
comme suit :

K2 <bn( -ord(A) -1) -1.

Preuve :

(I) L'idée principale est de déterminer les matrices nilpotentes M de M(n, C ) telles que la
dimension de OR(M) soit maximale. En effet, soit M un élément de #M(n, C ) nilpotent.
D'aprés 1'équation (3.3.3), on a I'égalité suivante :

dim OR(M) = n? - dim Ker adpy

D'ou, dim OR(M) est maximale si et seulement si dim Ker ady est minimale. Or, d'aprés
I'équation (3.3.4), et si M est déja écrite sous forme de Jordan

M = diag(J,J2,...J5)
avec J; un bloc de Jordan de dimension n; tel que ny=2ny2...2ng21, on a

S
dim Ker adpm =, (2i-1)n;
vl
De ce fait, il est clair que cette dimension est minimalle si et seulement si s = 1. Par conséquent,
M est formée d'un seul bloc de Jordan. On a donc -

dim Ker adpy =n

On déduit que la dimension maximale de 'orbite d'une matrice nilpotente de #(n,C) est (n2-n).
D'autre part, la dimension de I'orbite d'une matrice nilpotente de M(n, C) est paire parce que si
M est un élément de M{(n, C ) nilpotent, on a les égalités

S
dim OR(M) = n2 - dim Ker ady =n2 +n-2 Y, in;.

=1
Par conséquent, le nombre de parcours du chemin C1 dans l'organigr;mme précédent
est borné par
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K1 S%—(nz-n).

(II) Apres avoir effectué P transformations (ot P = bn(-ord(A)-1)-1 ) Déduire-zéro-en-bas sur
la matrice A(x), on trouve que les coefficients A, i=1,...,P de la matrice

A= CplCpal..5i[AL.] ]

ont les formes spéciales ( voir figure.1 ). Dans ce cas, effectuons en plus une transformation de
shearing sur cette matrice A(x)

B = Sq[A].

Si on a ( By est nilpotente et o # -ord(A) -1 ) alors dim OR(Bo) > dim OR(Ag) parce que,
d'aprés le théoréme 3.3.1, la matrice By est de la forme

m
Bo=Ag + Z ali.:jkEikik
k=1

1K)k
Ker ad,;. Et par suite, les conditions de la proposition, énoncée dans la page 90, sont vérifiées :

m
ou les a{:jk proviennent de A, r = 1, 2, ..., P. Donc, la matrice 3, a*. E;;, appartient au
k=1

By est nilpotente, Bo# Ag et Bpe Ap + Ker ady;.
D'ou :
dim OR(By) > dim OR(A).
Ce qui acheve la démonstration de la proposition.

Terminons en démontrant la relation entre OE(A) et IRI(A) annoncée en (3.1.4).

Proposition.3.3.2 Si A est un élément de M(n, C((x))*) alorson a :
OE(A) = -IRI(A) - 1

Preuve : En effet, d'apres la définition de I'IRI(A), deux cas sont & considérer :

Cas 1: IRI(A) = -1. Dans ce cas, on a d€ja dit que x = 0 est un point singulier régulier du

systeme différentiel linéaire associé 3 A(x). Par conséquent,ona:

OE(A)=0 et -IRI(A)-1=0 = OE(A) = -IRI(A) - 1.
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Cas 2 : TIRI(A) > -1. Dans ce cas, 'algorithme précédent a permis de construire une matrice T
de GL( n, C((x))*) telle que
IRI(A) = ord(T[A]).

Notons B = T[A]. Alors, la matrice de téte By de B est non-nilpotente. Dans ce cas, le calcul
d'une matrice fondamentale de solutions formelles du systéme différentiel

Y(x) = B(x) Y(x)
au voisinage de l'origine prouve que OE(B) = - ord(B) - 1 ( voir [Was065] ). Mais, d'apres la
définition de 'OE(A) et la proposition.3.2.1,0on a :

OE(A)=0OE@B)=-ord(B)-1 et IRI(B)=IRI(A)=ord(B).
D'ou
OE(A) =-1IRI(A) - 1.
Ceci conclut notre démonstration. Il

Dans le prochain paragraphe, nous allons illustrer notre algorithme sur quelques
exemples.

3.3.4. Exemples

a) Une seule transformation de shearing
Calculons IRI(A) de la matrice A(x) définie par :

(a.1) A(x) =x0mdA) { Ag+xIP A +x2P Ay + ... ) -
ol

e best un entier = 1,

eord(A) < -1,

e Ag est formée d'un seul bloc de Jordan c'est-a-dire

(a.2) Ag=
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e les matrices A, r=1,2,..,PouP=bn (- ord(A)-1) -1 sont de la forme
K

(@.3)

oulesay;,1<r<Pet1<j<nsontdansC etla partie hachurée représente I'endroit ou 1'on
trouver des éléments non nuls de C. En effet, effectuons une transformation de shearing sur
A(x), on obtient

(a.4) B = Sy[A]
Déterminons a. par la formule (3.3.14). On aura deux cas & considérer

Sia =-ord(A) - 1 alors IRI(A) = -1.
Si0<oa<-ord(A) - 1 alors, dans ce cas, la matrice By est de la forme '

(3.5) BO AO + Z 1k, Jk Elk, Jx
ou (ry, ix.jx ), k=1,2,.., m, sont tous des tnplets vérifiant

I et & #0,k=1,2,..m.et 1< <P, 1<k<m.
1 +ig - jx o)k

Grace a la forme (a.3) des matrices Ar, , 1 <1 <P, les éléments de la forme a“‘ de l'équatlon
(a.5) proviennent de la derniére ligne ces matrices A;,. Donc, le forme de la matnce By est'

compagnon :
01 O

N B

Tl o...01
_Blﬁ2"‘BnJ

ouBi,i=1,2,..,n, sont des constantes complexes parmi les a*.,k=1,2, .. m, l'un au

ik,ji’
moins étant non nul. Par conséquent, la matrice By est une matrice non-nilpotente. Donc,
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d'apres la proposition 3.2.1, on obtient le résultat suivant:

IRI(A) = IRI(B) = ord(A) + o

Mé e shearing et Déduire-zéro-en- er par le in C1

Ici, nous déterminons IRI(A) d'une matrice A(x) a l'aide des transformations de
shearing et Déduire-zéro-en-bas sans passer par le chemin C1 défini sur l'organigramme
précédent. Soit

010 023 012
(b.1) A(x)=x-3{[o 01[|+x|30 5]+x2{3 04|}

000 0-30 501

D'abord, faisons une transformation de shearing sur A(x), on obtient

| B = So[A]
ol o est donné par la formule (3.3.14)

=mi r <r< <i<i < [
o mm{2,i_j+1/l_r_2,1_3_1._3eta§]¢0}

=min { 1, 1/2, 2/3,2} = 1/2.

Mais, d'autre part, la matrice de téte By de B(x) est

010
Bo=Ap+3Ex+(-3)Esxx=|3 0 1
0-30

11 est clair que cette matrice est nilpotente et semblable & Ag. Donc, OR(Bg)= OR(Ay). De ce
fait, nous commencons 4 simplifier A(x) par une transformation {;(x) Déduire-zéro-en-bas dans

A;. On définit la matrice A) comme suit :

1 0 0
(b.2) AD:=g[A] ou §i(x) =I+XT1=[ o 1 0 J
3x 0 1

Apres le développement de (b.2), on obtient
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ADX) = %) AK) ) - GAx) Cux) =

010 023 9
x3{l0 0 1|+x[ 00 5|+x2| 12
000 000

O =

2 6 0 0
4 [+x3] .12 0 0
6

10 27 3

0O 0 o0
+x* 0 0 o0 |}
-18 0 0
Effectuons, de nouveau, une transformation de shearing sur cette matrice et désignons le résultat
par C. .
C = So[AD]
ol

=min { 2/3,1,4/3,5/3,2}=2/3
En calculant la matrice de téte Cyy de C(x), on trouve que

o =min { 2, .’H /1<r<4,15j<i<3etd;#0 )

010
C0=A0+a%2E31=[0 01 }
500
est une matrice non-nilpotente. Donc, d'aprés la proposition.3.2.1, nous avons

IRI(A) = IRI(C) =ord(C)=-3+2/3=-7/3 |,

Ici, nous traitons un exemple ol le chemin C1 défini sur I'organigramme précédent,
sera parcouru. Déterminons IRI(A) pour le systeme différentiel suivant : -

010 100
(c.1) Ax)=x3{|0 0 OJH{I 1 OJ }

000 111

En effet, faisons une transformation de shearing sur cette matrice. On obtient

(c.2) B = Sy[A]
ou o se calcule par

o=min { 1/3,1/2,1,2 } = 1/3.
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Comme 0 < o < -ord(A) - 1, on regarde la matrice de téte Bg de B(x), on trouve

010
Bo=Ao+a§1E31={O 0 OJ
100
Faisons maintenant le test

dim ORBg) =n2-n=6>dim OR(Ag)=n2-5=4. (Iciin=3).
Donc, nous sommes dans la situation ot on doit passer par le chemin C1 décrite sur

l'organigramme de la page 101. Autrement dit, on doit calculer IRI(B) ou B(x) est défini par
(c.2). En effet,

010 000 100 000
Bx)=S15[Al=x83 {000 |+x3 100 |+x2B 01 0|[+x530-10]}
100 010 001 00-2

Mettons maintenant la matrice de téte de B(x) sous forme de Jordan. Ceci se fait par le
changement de variables
010
P=1001|

100
Appliquons P sur la matrice B(x). On obtient une nouvelle matrice C(x) :

0107 [001 100 200
001 |+x1Bogo00|+x3010|+x|000]]}
| 00 -1

000 010 001

C = P[B]= x83 {

Recommengons les mémes calculs qu'avant pour calculer IRI(C). On peut constater que

IRI(A) = IRI(C) = -8/3 + 1/6 =-5/2 -

4. METHODE DE Turrittin-Wasow

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a rappeler, bri¢vement, la méthode de
Turrittin-Wasow pour le calcul d'une matrice fondamentale de solutions formelles ®(x) du
systéme (2.1) au voisinage de l'origine. Turrittin [Turr55] a proposé une méthode directe pour
calculer la matrice ®(x). Cette méthode a ét€ améliorée plus tard par Wasow [Was065]. De ce
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fait, nous nommerons la méthode de Turrittin-Wasow.

Le principe de la méthode consiste a réduire le syst®me différentiel (2.1), en plusieurs
systemes différentiels séparés chacun étant :

(1) soit une équation différentielle scalaire d'ordre 1,
(2) soit un systtme différentiel sous forme (1.1) avec q=1.

Dans le cas (1), les solutions formelles peuvent-étre calculées facilement ( voir exemple
2 du chapitre I). Si le cas (2) se répresente de nouveau alors la méthode étudiée, dans le
paragraphe 3 du chapitre II, est utilisée pour calculer &(x).

La méthode de Turrittin-Wasow ( voir [TurrS5], [Waso065], [BaVa83] et
[Chen90] ) se résume par les étapes suivantes :

L1._Etape, Cette étape consiste 2 mettre la matrice de téte Ag de A(x) donnée par (2.1) sous la
forme de Jordan décrite comme suit :

4.1) Ag = diag( J1(A1,k1).J2(A2.k2),.... Ts(As . Ks) )
ou
® A1, A, ..., A sont les valeurs propres distinctes de Ay,
ok; = (ki1.Ki2,..., kis,) est une suite d'entiers positifs ordonnée de la fagon suivante :

4.2) ki1 2kp 2 ... 2 ki 2 1,
et
(4.3) I.l—(,l = kil + ki2 + ...+ kisi -

e Ji(Ai,k;) désigne le bloc de Jordan d'ordre IEJ associ€ a la valeur propre A; c'est-a-dire

Ji(Aikp) = Al + diag(ip, Jig,..., Jis) avecJ ij est le bloc de Jordan de dimension ki;
ayant la forme
01

Jy=0 si kj=1 ou Jj;=

o n=lki| kg +..4k{.

si kij >1,
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Ceci étant fait, on fait les deux tests :

(Tes.1) sis=1 c'est-a-dire admet une unique valeur propre alors aller a I'étape.2.
(Tes.2) sis> 1 alors il existe ( voir théoréme.11.1 dans [Was065] pp.54 ) une matrice carrée
d'ordre n

4.4) Tx)=]] (I+xkPTy)
k=1
telle que B = T[A] soit sous la forme

(4.5) B = T[A] = x°rd®) diag ( B(x), B2(x), ..., Bs(x) )

ou B;, 1 €i<s, sont dans M( ki, C[[x!/®]] ), [ki est la multiplicité algébrique de la valeur
propre A;. La matrice B;(0) est le bloc de Jordan de la matrice Ag correspondant a A;.

le systéme (2.1) se sépare donc en s systemes différentiels linéaires de dimension

Ik, IEZI, ..., [kd, chacun inférieur 2 n et tel que la matrice de té€te de chacun de ces systemes admet
une unique valeur propre. Ceci étant faits, aller a 1'étape 2 suivante.

2._Etape. Dans cette étape, on suppose que la matrice Ag a une unique valeur propre A. Le
but est de transformer Ag a une matrice nilpotente. En effet, la matrice exponentielle suivante

— A L 1+ord(A)
4.6) exp { Trord(A) x1+ordA) T }

permet d'annuler la valeur propre A parce que ce changement de variable effectué sur (2.1) va

remplacer Ag par Ag - A I et laisser les autres matrices inchangables. Maintenant aller & I'étape 3
suivante. -

3._Etape. Ici, on suppose que Ag est sous la forme de Jordan et qu'elle est nilpotente. Cette
étape consiste 2 mettre A(x) sous la forme normale de Arnold en se basant sur le théoréme
suivant [Waso065] :
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1l existe un élément T de GL( n, C[[x!/?]] ) tel que la matrice B = T[A]
s'écrit

Ty
(4.6) B =T[A] = xord®{ Ay + 3, [Z r AiJX’”’ }

r=1li=1

S
ou aj sont des constantes complexes, d = Y 2i-Dn; et (Aq, Ay, ..., 4;)
i=1
forment une base de l'espace vectoriel A (A:, ). (A (A:, ) est déja défini dans le
chapitre II. page 58 ).

Ceci étant faits, on va a I'étape suivante.

4. Etape, Cette étape consiste a appliquer sur la matrice B(x) définie par (4.6), une
transformation de shearing S, on obtient

4.7 C=S4[B]
On calcule maintenant le paramétre o comme étant

o= min {-ord(A)~l,u—r%1 ot 1<i<d, ISt <+oo tel que a;#0 }

i-Vi
ol ; et v; sont les numéros de la ligne et colonne du coefficient non nul de la matrice A;.

e Si o = - ord(A) -1 alors x = 0 est une singularité réguliére de (4.7). On peut donc
calculer une matrice fondamentale de solutions formelles de (4.7). Par conséquent,
une matrice fondamentale de solutions formelles du systeme (2.1) sera calculée.

e Sinon alors aller a I'étape 1 ensuite, faire le méme procédé en remplacant la matrice
A(x) du systeme (2.1) par la matrice C(x) donnée par (4.7). -

Remarque.4.1 : 11 a été prouvé dans [Was065] pp. 103-110, qu'aprés un nombre fini de
pas, la méthode de Turrittin-Wasow permet de calculer théoriquement une matrice fondamentale
de solutions formelles du systéme (2.1) au voisinage de x = 0.
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5. COMPARAISON PAR UN EXEMPLE ENTRE LES DEUX METHODES

Dans ce paragraphe, nous allons faire une comparaison par un exemple entre la
méthode de Turrittin-Wasow et la notre ( celle qui calcule l'ordre exponentiel d'une matrice
- fondamentale de solutions formelles ). L'exemple étudié ici est déja traité dans [Chen90]. Soit

0 1 2x2 -X
AG) = x2 0 -X 1 0
0. 0 X
L x3+x4 -x2 x+x4+x5 0 i

Calcul de OE(A) par la méthode de Turrittin-Wasow :

En effet, puisque la matrice de téte Ag de A(x) est déja sous la forme de Jordan et elle
est nilpotente, on doit alors regarder 1'étape 3 de la méthode de Turrittin-Wasow ce celle ou on
doit mettre A(x) sous la forme de Amold. Ceci se fait par la matrice suivante :

1 x2 x O
0 1
Te) = 0 0
0 X 1 0
L 0 0 0 1
on obtient
0 1 0 0 |
0 0 1 0
B(x) =T[A] =x2
0 0 0 1
| x3+x4 0 X 0o

Maintenant, effectuons sur B(x) la transformation de shearing S1,2(x) , on obtient -

0 1 0 0
o o0 1 o 0 0 0 0
C(x) = S1p[B] = x°32{ S0 120 0 Hypy
0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 3
Lx+x2 O 1 0o 2

Remarquons que la matrice de t€te



- 104 -

CHAPITRE 111 Calcul de l'ordre exponentiel d'un SDL
0100
0010
Co =
°“looo01
0010
de C(x) a une valeur propre nulle de multiplicité 2 et deux valeurs propres simples + 1. Donc,

elle est non-nilpotente. Donc
IRI(A) = -3/2 ===> OE(A) = -IRI(A)- 1 = 1/2.

Calcul de QE(A) par notre méthode :

Puisque Ag est sous forme de Jordan et nilpotente, on doit utiliser la transformation de
shearing S;/5(x) , on obtient

i 0 1 -2x5/2 x2
0 -3/2x112 1 0
B(x) = S12[A] = x32 f
0 0 0 1
L x+x2 x12 14x34x4  -3/2x12
On constate aussi que la matrice de téte
0100
0010
Bo =
°“looo1
0010

de B(x) est non-nilpotente. Donc
IRI(A) =-3/2 ===> OE(A) = -IRI(A)- 1 = 1/2.
On déduit de cet exemple que le calcul de l'ordre exponentiel de A(x) nécessite : -

- Deux transformations T(x) et S; 12(x) par la méthode de Turrittin-Wasow
- Une seule transformation S;,>(x) par notre méthode

Remarque.4.2 : Notre approche algorithmique peut étre étendue pour trouver une matrice
fondamentale de solutions du systtme (2.1). En effet, une fois qu'on a calculé 1'ordre
exponentiel du systéme (2.1), on obtient un systéme différentiel du méme type que celui de (2.1)
et ayant une matrice de téte non-nilpotente. Dans ce cas, on fait les deux tests (Tes.1)-(Tes.2)
de l'étape 1 de la méthode de Turrittin-Wasow. On applique donc soit la transformation (4.4)
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_ ou soit (4.6). Ensuite, suivant ces deux transformations, on réapplique la méthode pour le calcul
de l'ordre exponentiel sur les syst¢mes obtenus.

6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux solutions formelles du systéme différentiel
linéaire suivant :

® YX)=A®Y®X ot Ae M(n, C((x)").

Pour réaliser ceci, on est passé, d'abord, par la caractérisation de la nature de la
singularité a l'origine ( point régulier, singulier régulier et singulier irrégulier ).

Dans le cas d'un point régulier ou singulier régulier, 1'étude de comportement des
solutions du systéme (E) est un probléme classique [Was065]. Par contre, dans le cas d'une
singularité irréguliere, I'étude des solutions du syst¢me (E) devient beaucoup plus compliquée.
Nous avons vu, dans l'introduction, que le comportement des solutions de (E) dépend d'une
maniére fondamentale du calcul de 1'Ordre Exponentiel d'une matrice fondamentale des solutions
du systtme (E). Nous avons proposé un algorithme pour calculer 'OE(A) du systeme (E). Cet
algorithme est constitué de : '

e Trois types de transformation ( Jordan, Shearing et Déduire-zéro-en-bas ),
o D'un test sur la dimension de I'orbite d'un élément M de M( n, C).

Dans notre algorithme, le calcul du paramétre o des transformations de shearing est
capital. Nous avons proposé une formule simple ( voir lemme 3.3.1 ) pour déterminer o.. Gréce
aelle, 'OE(A) du systéme (E) se détermine a partir des coefficients A , 0<i < bn (- ord(A)-1),
de A(x).

Grice a l'algorithme présenté dans ce chapitre on peut, en combinant avec la méthode
de Turrittin-Wasow, résoudre le systtme différentiel linéaire (E). Ceci peut se faire de la
maniere suivante : |
Pour chaque syst¢me différentiel admette une matrice de téte ayant plusieurs valeurs propres, en
utilisant 1'étape 1 de la méthode de Turrittin-Wasow, on sépare le systéme initial en plusieurs
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systtmes. La matrice de téte de chacun de ces syst2mes admet une unique valeur propre A ( A=0
). Pour chacun de ces systémes, on fait le changements de variables de type

Y(x) =exp { x1+IRI(A) T 17(x)

A
1+IRI(A)
on obtient un nouveau systtme du méme type que (E) et ayant une matrice de téte nilpotente.
L'algorithme proposé dans ce chapitre permet de transformer en systéme ayant une matrice de

téte non-nilpotente. Puis, on réitére ce procédé. A la fin on obtient une suite des systemes

- Soit des équations différentielles linéaires scalaires d'ordre 1
- Soit des systémes différentiels linéaires tels que ord(A) = -1.

Dans ces deux cas, on sait résoudre le probléme.
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" Si tu connais tes limites et que tu trouves ton bonheur en les
respectant, tu peux réussir toute une vie. Mais si la mauvaise
lumiére du désir t'attire toujours plus loin, d'une chose a l'autre, tu
finiras dans le néant "

CHAPITRE IV

ALGORITHME DE RESOLUTION
- DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
DE DIMENSION DEUX AU VOISINAGE D'UNE SINGULARITE

1. Introduction
2. Transformations préliminaires |
3. Cas ou la matrice Ao admet deux valeurs propres distinctes

4. Cas ou A( est formée d'un seul bloc de Jordan

>

Exemple : équation d'Airy

4

Conclusion
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ALGORITHME DE RESOLUTION
DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
DE DIMENSION DEUX AU VOISINAGE D'UNE SINGULARITE

1. INTRODUCTION

La théorie des équations différentielles linéaires, a coefficients séries formelles, du
second ordre, joue un role essentiel dans plusieurs applications. Plusieurs équations spéciales de
ce type ont €t€ étudiées dans le grand détail parce qu'on les rencontre fréquemment dans des
problémes physiques et technologiques. Parmi elles, on cite I'équation d'Airy, 1'équation de
Bessel, I'équation de Legendre, 1'équation de Mathieu, I'équation hypergéométrique et
I'équation de Van der pol.

De ce fait, nous nous intéressons, dans ce chapitre, 4 la résolution, au voisinage de
T'origine de C, des systémes différentiels linéaires de dimension deux de la forme suivante :

dY(x)
dx

(1.1) =AR) Y®) =x9 ¥ Ayxk]}Y(x)
k=0

N

ol
e X appartient 4 C,
e g est supposé un entier > 1,
¢ Y(x) est un vecteur colonne i deux composantes,
e A est une matrice carrée d'ordre 2 i coefficients dans C.

Pourquoi ce systéme ? En effet, on sait que le probleéme de résolution d'une équation
différentielle linéaire, A coefficients séries formelles, du second ordre de la forme :

2
(12) 2200 L8 1 2,00 BB 1 4yyy= 0

ol a;(x) sont deux séries formelles, peut étre transformé au probléme de résolution d'un systéme
différentiel linéaire du type (1.1). Ceci peut étre fait par le changement de variable
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(x)
(1.3) _ Yx) = y
dy(x)
dx

Si y(x) est une solution de I'équation (1.2), alors ce vecteur Y(x) est une solution du
systeme différentiel

dye _| O
dx Ca(x)  ai(x)

a(x)  a(x)
Réciproquement, si Y(x) est une solution de ce systéme, alors la premi¢re composante y;(x) de

Y(x) satisfait I'équation (1.2).

Y(x)

Comme on a déja dit, dans les chapitres précédents, parmi les approches existantes
pour résoudre le systeéme (1.1), il en a deux intéressantes :

Approche du vecteur cyclique et Approche directe.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'approche directe. Cette derni€re consiste,
lorsque la matrice Ag posséde deux valeurs propres distinctes, a chercher une transformation
formelle du type

(1.4) Y(x) =T(x) Z(x)
avec

Tx)= Y, Tgxk et detTo=0
k=0

conduisant en un nouveau systéme différentiel de la forme

(1.5) d(x) B(x) Z(x) avec B(x)=T(x) A(X) T(x) - T'X( )dT(x)

telle que B(x) soit une matrice diagonale. Dans ce cas, on découple ce systéme en deux
équations différentielles linéaires scalaires, chacune d'ordre 1. Dans ce cas, une matrice
fondamentale de solutions formelles du syst¢tme (1.5) peut déterminer facilement. Par

conséquent, une matrice fondamentale de solutions du systéme (1.1) sera calculée.

A. Hilali, dans le chapitre 8 de sa the¢se [Hila87], a pu modifier 1'approche directe
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pour construire une matrice fondamentale des solutions du systéme (1.1). Sa méthode consiste 2

- transformer le systéme (1.1) en une forme dite Super-irréductible. Ceci étant fait, il démontre
que le polygone différentiel de Newton de cette forme coincide avec le polygone algébrique de
Newton (pour les définitions des ces deux polygdnes (voir [Hila87] dans Journal of
Symbolic Computation.4(3) p.335-349 ). Sur les critéres de ce dernier, Hilali a proposé un
algorithme pour résoudre le systéme (1.1).

Dans ce chapitre, nous proposons aussi, en modifiant l'approche directe, la mise en
ocuvre d'un algorithme permettant la construction, d'une manidre directe, d'une matrice
fondamentale de solutions du systéme (1.1) au voisinage de x = 0, point singulier de (1.1). Cet
algorithme utilisera des résultats du chapitre III.

Contenu du chapitre : Le prochain paragraphe est consacré 4 quelques transformations
préliminaires nécessaires pour la suite. Dans le cas ot la matrice Ap admet deux valeurs propres
distinctes, nous allons proposer, dans le paragraphe 3, une procédure de résolution pour calculer
une solution du systeéme (1.1). Puis, 4 I'aide d'une permutation simple, nous construisons une
autre solution, linéairement indépendante avec la premiére. On termine ce paragraphe par un
exemple illustratif. Dans le cas ol Ag admet une unique valeur propre, nous proposons, dans le
paragraphe 4, une technique qui transforme le syst¢tme (1.1) en un nouveau systtme du méme
type et tel que la nouvelle matrice Ay admette deux valeurs propres distinctes. Par conséquent,
nous appliquons l'algorithme du paragraphe 3 pour déterminer les solutions. Dans le paragraphe
5, nous appliquons I'algorithme sur I'équation d'Airy. Enfin, on concluera dans le paragraphe
6.

2. TRANSFORMATIONS PRELIMINAIRES

D'abord, rappelons que la structure d'une matrice fondamentale de solutions formelles
@(x) du systéme (1.1), dans un voisinage de l'origine est donnée par

(2.1) D(x) = S(x1/m) xR exp{ Q(x-V/m) }
ou dans cette représentation, on a :

e m est un entier positif convenablement choisi,
o R est une matrice carrée d'ordre 2 a coefficients complexes,
o Q(x/m) = diag ( q(x-1/m), gy(x-V/m) ) te] que gi(x-/m) (i=1, 2) soit un polynéme
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de degré h (h <2(g-1) ) en x-1/m sans terme constant,
400
o S(xV/m) = x-kdm ¥ §, xk/m oy kg est un entier positif, les Sxappartiennent 2

k=0
M( 2, C).

Comme, on 1'a déja dit 1'objectif est la construction effectif de la matrice ®(x) donnée
par (2.1). Pour cela, on transforme la matrice de téte Ag de A(x) sous la forme de Jordan. Ceci
se fait par une matrice P carrée d'ordre 2 constante inversible. De ce fait et sans perte de
généralité, on suppose, dans la suite, que la matrice Ay soit sous forme de Jordan. Donc, la
matrice Ag admet 1'une de trois formes suivantes :

Ag O

0 uo
ouAg, o€ C et Ag# M.

Ag 1

, Forme.b = et Forme.c=
Ao 0 Ao

Forme.a = |

Remarquons que si la matrice Ag a la forme "Forme.c" alors un changement de
variable du type exponentiel

2.2) Y(x) = exp[-lz‘% x4 L] Z(x)

appliquée au syst2me (1.1), permet d'annuler ( bien, sir lorsque A9 # 0 ) la matrice Ag. Ceci va
diminuer I'ordre polaire q d'une unité. Et donc, on obtient le systtme différentiel

(2.3) =x@D{ A; +xA; + x2A3 + ... } Z(X).

dZ(x)
dx

Comme précédemment, sur ce systéme, nous appliquons une matrice P inversible
constante pour transformer la matrice A; sous forme de Jordan. Si de nouveau la matrice A est-
de la forme "Forme.c", alors on réapplique un changement de variable du type (2.2). On
obtient, de nouveau, un systéme différentiel ayant cette fois-ci un ordre polaire g-2. Si a chaque
fois ce phénomene se reproduit, alors on aura a la fin q = 1. Et donc, le point x = 0 est une
singularité réguliére du syst¢me différentiel (1.1). Par conséquent, on sait ( voir chapitre Il ) que
le syst¢me (1.1) admet une matrice fondamentale de solutions formelles

d(x) = S(x) xR
ou S(x) et R sont deux matrices définies comme dans (2.1).
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Ceux-ci nous ramenent donc & supposer, dans la suite, que la matrice Ag soit de la
forme :

"Forme.a" ou "Forme.b".
Pour chacun de ces deux cas, nous allons proposer une procédure calculant une matrice ®(x).
Commengons par étudier le premier cas.

3. CASOU Ao ADMET DEUX VALEURS PROPRES DISTINCTES

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons  calculer une solution du systéme

11 0 oo 11 12
3.1) dY(")=x-q{[ % }+ % % xyvm
dx O 362 k=1 aﬁl aﬁz

ola)e C,1<ij<2etk>1 tels que aj! # a§2. Pour cela, nous allons procéder comme suit :

1- D'abord, nous nous intéressons & construire une solution d'un systeme différentiel linéaire
vérifiant une propriété (Pg-2) définie ci-dessous.

2- Ensuite, nous démontrons que le systéme (3.1) peut étre transformé a 1'aide des
transformations inversibles en un nouveau systéme différentiel vérifiant la propri€té (Pg.2).

Définissons la propriété (Pg.2) comme suit :
On dit qu'un systéme différentiel linéaire du type (1.1) vérifie (Pq.) siona:

e A est une matrice diagonale et admet deux valeurs propres distinctes
o A, k = 1,2,...,q-2 sont des matrices triangulaires supérieures.

Si maintenant un systéme différentiel linéaire du type (1.1) vérifie la propriété (Pg.5).
La proposition suivante nous permet alors de construire une solution.

Proposition.3.1 Si le systéme (3.1) vérifie la propriété (Pq.3) alors une solution Y(x) de
(3.1) est obtenue par la formule

(3:2) Y(®) = expl q1(D)}xk Ulx)

ou
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1 11 all all
1% 1q,9 2 43 2, %2
1y xa+ 2—x29+  +L=x2+ L2 x

* ai x ) 1-q 2-q 2 -1

eu=all

o U(x) est un vecteur série formelle solution du systéme

au (x)
dx

(3.3)

avec

x"4B(x) U(x)

e B, = Ak-alil I, 0sk<g-1,
e By=Ay k>q-l.

Preuve : En effet, dérivons Y(x) par rapport a x, on obtient

T = explay G 19 ‘“(l) UG+ 't UG + S5 ).
Substituons cette expression dans le systéme (3. 1) et simplifions ensuite par exp{ql(;)}xﬂ, nous
aurons
(3.4) ‘g:_) U+ px! U + 39X dU(x) =xa{ Y Ak JUX).
o, k=0
a(x) _ =xq{a)! +a}lx+..+alkxa3+allxe2} et p=al}
ax 1 a5 x13 +agh x et U=agy.

Donc, I'équation (3.4) devient

due) _ xq{ Y, Agxk- 2 all I JU(x)
dx k=0 i=0
En posant
q-1 B
Bx)= X Axk-Y all I,
k>0 i=0
nous obtenons
3.5) d‘;i") xBx)UX)
avec

e By = Ak-akl I, 0<k<qg-1,
e By=Ay, k>q-1.

Pour terminer cette démonstration, il nous reste a prouver que le syst¢tme (3.5) admet une
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solution U(x) série formelle. En effet, nous allons chercher une solution U(x) du systéme (3.5)
de la forme

3.6) U(x) =Up+xU; + ... + xkUy + ...

ou les Uy sont des vecteurs colonnes 3 2 composantes dans C avec Up# 0. Pour cela,
Substituons formellement I' expression (3.6) dans 1'équation (3.5) et multiplions chaque membre
par x4, nous obtenons la relation

Z (k+1) Ugyp x0% = Z ( Z Bg-1Ujpxk
k=0 i=0
En identifiant, terme 2 terme, les deux membres de cette égalité, on obtient les deux relations :

3.7 2 BxiUi=0, k=0,1,..,q-1,

i=0
(3.8) Z ByiUj = (k-qﬂ)quu, k=g, q+l,.

Nous nous intéressons maintenant résoudre ces €quations ( les inconnus sont les U; ). En effet :
Pour k = 0, on a I'équation

By Ug=0.
Comme le coefficient b)! = ag? - a)! de la matrice By, est supposé non nul ( parce que le systéme
(3.1) vérifie (Pg.2) ) alors une solution non triviale de cette €quation est donnée par

(3.9) Uo= ["(‘)OJ
ol &g est une constante complexe non nulle arbitriare. -
Pour k = 1, I'équation (3.7) se réduit a

BoU; + B; Up =0.
Celle-ci admet U; = [08} comme solution oll ¢.; est une constante arbitraire.

En général, grace a la structure matricielle des matrices B 1:B2,...,Bq-2 ( la premitre colonne de
chaque matrice est nulle ) et au choix de Uy, on peut choisir les vecteurs U, Up, ., Usi1 (s <
q-2) de la méme forme que Uy. On obtient, pour k=s, I'équation
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s-1
BOUS +Z Bs-lul = O .
i=

Celle-ci a comme solution générale

(3.10) U =[°68] pour s=1,2, ..., q2

ol les o sont des constantes complexes, pour l'instant, arbitraires.

Maintenant, considérons le cas ol k = g-1. L'équation (3.6) devient donc

q-2
(3.11) BoUg1 + .zl Bg.1.iUi + Bg.1Ug = 0.
1=

Or, de I'équations (3.8) et (3.10), nous avons

Bg1s Us=0 pour s=1,2,..,4q-2.
Donc, I'équation (3.11) peut s'écrire

Ceci peut s'écrire, encore, sous la forme d'un syst¢me linéaire homogéne

0 0
(3.13) : [ Co } -0
al  aj’-ap Be-1
ol 4.1 est la deuxi¢éme composante de Ug.; et 0o €tant le parametre défini dans (3.9). Nous

pouvons donc considérer que Bg.; est déterminé a partir du systtme (3.13) en fonction du
parametre 9. On a 1'égalité

a‘2]_l Olg-1
Bo-1=- » g ¢ Uas=
a5 -a9 21
- aq'l o
2 11 0
L a5 -9 _

oll 0,1 est une constante arbitraire pour I'instant.

D'une maniére générale, nous allons montrer comment nous déterminerons les autres
vecteurs Uy pour k 2 q. Pour cela, posons d'abord :
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Uq+s=[aq+s }, SZO.

Remplagons k par g+s dans (3.8), on obtient

(3.14) BoUgis + X1 + Bg-1Us+1 +32 = (s+1)Ugyg
ol

e =B1Ugs +BoUgus 2 +..ot Bg2Usso,

e3> =BgUs+Bg4 Uy + ... + Bg+sUo.

Comme la premiére colonne de chaque matrice By , k < q-2 est nulle alors la somme
21 ne dépend que de Bg.s.; , Bg+s-2 s Bs+2 supposés connus. Et par suite, les deux sommes
21 et X sont indépendantes des o , k> s . Donc, 'équation (3.14) s'écrit comme suit :

BoUgss + [Bg-1 - (s+DL]Usy; =- (31 + X2).
Cette équation s'écrit matriciellement

~(s+1) 0 sl
11

3(21.11 3(2)2-a0 Bq+s
Or, X1 + X est un vecteur connu. Ce systéme linéaire admet donc une solution unique parce
que la matrice

}=-(21+22)-

- (s+1) 0

21 22_.1
agh  ag-aj!
est toujours inversible pour tout s > 0. Par conséquent, les constantes 0.,; et Bg+s sont
déterminées d'une maniére unique. D'oll, U(x) est construite par cette méthode. Ce qui achéve

la démonstration de la proposition. Wl -

Jusqu'au ici, nous avons développé une méthode pour construire une solution d'un
systtme différentiel linéaire du type (1.1) vérifiant la propriété (Pg2). Pour terminer ce
paragraphe, il nous reste a prouver qu'en général le systéme (3.1) peut se transformer en un autre
systeme différentiel vérifiant (Pg-2). Cela se démontre par la proposition suivante.
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Proposition.3.2 1l existe { une matrice carrée d'ordre 2 triangulaire inférieure dont les
éléments diagonaux valent 1 et a coefficients dans C[[x]] telle que Y(x) = {(x) Z(x)
transforme le systéme (3.1) en un nouveau systéme

dg (x)
dx

di(cx-) =B(X)Z(x) avec B(®) =L AW -

vérifiant la propriété (Py.5).

Preuve ;: Définissons une série de systemes différentiels linéaires

. +o [ 11(0) ,12(0)
dY® _ @) YO=xa (3 | % % gy y®
dx k= 0 ail(l) a;kz(l)
comme suit :
: , 1 dG
AD =1 AGD L . 155
Gl AT g
avec
e AD = A
e %=1,

e i(x) =1, + xi T; ou Tj est choisie de telle fagon que la matrice Agi"'l) définie par

(3.15) » AgTi- T Ag+ AV= Al*D
soit triangulaire inférieure. Pour que ceci soit valable, nous choisissons T; comme suit :

0 0
Ti=
21(i
a’ @ 0
11(0)_,22(0 -
L ay P-ag @ d
Itérons cette procédure de i=0 jusqu'au i = q-2, on obtient la matrice inversible
suivante :
q-2

(3.16) Ca) = II 2 +xiTy).

i=1
Dong, le changement de variableY(x) = { A(X) Z(x) transforme le systéme (3.1) en un nouveau
systéme

3.17) %ﬂ(x) Z(x)

vérifiant la propriét€ (P, ,). Ceci conclut notre démonstration.

q-2
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Remarque.3.1 : D'aprés la proposition.3.1, le systéme (3.17) admet une solution de la forme
UR) = exp{ql(%)}x&L U(x). Donc, le systeme (3.1) aura {5 (x)U(x) comme solution.

Maintenant, nous résumons la méthode pour construire une solution du systéme
différentiel (3.1) par la procédure suivante.

Calcul-d'une-solution-Forme.a (A(x), q
Entrée : A(x) matrice du systéme différentiel (3.1) et l'entier q>1.
Sortie : une solution du systéme (3.1).
début
i:=0
si le systéme(3.1) ne vérifie pas la propriété (Pg.2) alors
tant que i < q-2 faire
sia?' =0alorsi := i+l

si gl #0alors AD : = 1 AGD G- C{l%ii

{ Ce changement de variable utilisé pour annuler I'élément a?! }
fin tant que

- calculer le polynome q; ( % ) par
11 11 11 11
1% l-q+ﬂ_ 2-q + +aq_'3 -2+&2. -1
q1(5) 1_ch . 2-qx R X
- calculer 4 =al}
- calculer U(x) a partir des relations des récurrences (3 7)et(3.8)

- une solution du systéme (3.1) devient

Y() = exp {qiB)}xk U
fin début.

Remarque.3.2 : Pour calculer une autre solution linéairement indépendante avec celle calculée

par cette procédure, il suffit de faire d'abord une permutation P = [ (1) (1) ] sur le systéme (3.1).
Ensuite, nous réappliquons la méme procédure sur le systtme différentiel obtenu.

Exemple : Construisons une solution du systéme différentiel

dY _ A 0 Y0 = x _4[ 2+x+x2  2x+2x2
2x2 1+3x+3x2

dx ] Y@
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Puisque la matrice Ag = A(0) = diag(2,1) est sous forme "Forme.a", alors pour calculer une
solution de ce systéme, il suffit d'utiliser la procédure précédente. Dans cet exemple, on doit
varier i =0, 1, 2 ( parce que, dans ce cas, q=4).

Pour i=0.on a :

a§! = 0 alors i devient 1 et on recommence la boucle de nouveau.
Pouri=l.ona:

a3l = 0 alors i devient 2 et on recommence la boucle de nouveau.
Pouri=2.ona:
a3! = 2 # 0. Faisons le changement de variable

Cz(X)=[ 1o ]
2x2 1

On obtient
AR :=G AL C‘dcz x4[

2 + X + x2 +4x3+4x4 2x + 2x2 }
4x3+4x4-12x5-8x6  143x+3x2- 4x3 - 4x4

D'ou, une solution du systeme différentiel associ€ a cette matrice A(x) est donnée par :

Y(x) = expl ) ] x# Ux)

avec
11 all 11
230 (3, 3 0. % (2,3 1,2 41
oq() 3x _2x+_1x X 2x X
ep=all=4
o U(x) est un vecteur série formelle calcul€ a partir des relations de recurrences (3.7) et
(3.8).

Par suite, une solution Y(x) du systeme différentiel initial est égale a

1 0

Y(x) = exp {:32 x3- %x"’- - x1} x‘{ 02
X 1

] Ux).

On a terminé complétement 1'étude du premier cas ( Ag est de la forme "Forme.a" ), il
nous reste a traiter le cas ou Ag est de la forme "Forme.b" c'est-a-dire la matrice Ag est formée
d'un seul bloc de Jordan. Ceci s'aborde dans le paragraphe suivant.
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4. CAS OU A, EST FORMEE D'UN SEUL BLOC DE JORDAN
Dans ce paragraphe, nous supposons que notre systéme est de la forme

@.1) DB = ADY() = x9( A+ x A; +x2A; +... ) Y(3)
ol
Ay [lo 1 } do€ C
= et e C.
0 Ao
Comme on I'a déja dit une solution d'un tel systéme peut s'exprimer comme suit :

4.2) Y(x)=explah)) # UQ

ol

e t est une variable liée par x par une ramification de la forme x = t® (m € IN*),
e U est une constante complexe,

° q(-l—) est un polynéme en L sans terme constant de degré au plus 2q-2,

o U(H) = [g;gg] etles Uy(t), i=1,2, sont dans C((t)).

Dans ce paragraphe, nous proposons une technique pour construire une solution Y(x)

de systtme sans le mettre sous une forme Super-irréductible [Hila87]. L'idée consiste a
effectuer des transformations inversibles sur (4.1) de maniére a obtenir a la fin un systéme
différentiel sous la forme (3.1) ( voir paragraphe 3 ). Ceci étant fait, on peut donc construire, a
l'aide de la procédure du paragraphe 3, une solution Y(x). En effet, Pour réaliser ce travail, on
commence 3 noter '
AG) = x*l[ 200 2% }

a21(x) a22(x)
avec

aij(X)=L§an xk |1 .<_i,j_<.2etaEe C.
D'aprés la structure de Ay et avec ces notations, on a :
11
a; 1
% =[ 0 at [

Si a}! # 0 alors effectuons sur le systéme (4.1) le changement de variable
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a)!
(4.3) Y(x) = exp{ Tq x1-q L} Z(x).
Nous obtenons
11,12
dZ(X)_q[Ol] a9 2
4.4) o =X { 00 + 2 @ +x2A; + ...} Z(x).

Maintenant, suivant que a3! soit nul ou non, nous transformerons le systéme (4.4), soit
en un nouveau systeme tel que la nouvelle matrice Ay admette deux valeurs propres distinctes
auquel cas une solution sera déterminée par le paragraphe 3, soit de diminuer 1'ordre polaire q
d'une unité. La proposition suivante fait le travail.

Porposition.4.1 [Hila87] :

i) Si a%l # 0 alors la matrice S(x) = diag( 1, x1/2 ) transforme le systéme (4.4) en un nouveau
systéme tel que sa matrice Agy posséde deux valeurs propres distinctes 2 «/-a%_l .

(i) Si a%l = 0 alors la matrice D(x) = diag( 1 , x ) transforme (4.4) en un nouveau systéme
ayant g-1 comme ordre polaire.

Preuve : (i) La ramification x = t? change (4.4) en un nouveau systéme de la forme

%Y{_ =B(t) Y(t) avec B(t)=2tA@).

Appliquons sur ce systeme la transformation

Y(t) = S(t2) Z(v).
On obtient

dZ(v

=C() Z(t) =t @D { ¥ C t* }Z(p)
dt k=0

C = S BOSE) - s-l(t?')dsét—‘z).

Faisons le calcul de la matrice Co, on trouve que

c0=2[ 0 1 ]
al o0

Puisque aj! # 0 alors la matrice Co admet deux valeurs propres distinctes + 2 v/a3!. Ceci prouve
la partie (i).
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(i) La matrice D(x) change le systéme (4.4) en un nouveau systéme de la forme

dY(X) - -1 -l @
4.5) W TE {D*Ax)D-D ax 1Y (x).

Par un simple calcul de D'!A(x) D - D! %, nous obtenons :

1 = x-@D 2A, + .. 1dD _ -1[0 0],
D'Ax)D=x {Ag+x2A1+..} e D dx X 01

D'ou, I'équation (4.5) devient

__d’gf‘) =x@D {(Ag +xA; +...) - xq-Z[ g ‘1) ] Y ().

Donc ce systéme a comme ordre polaire (q-1). Ceci achéve la démonstration de (). W

Remarque.4.1 : Si chaque fois, on obtient un systtme différentiel ayant Ag nilpotente et
vérifie la condition (ii) de cette proposition, nous arrivons 2 la fin 2 un systéme différentiel ayant
q=1. C'est le cas d'une singularité réguliére que 1'on sait résoudre parfaitement ( voir paragraphe
3 du chapitre IT ).

Résumons ce paragraphe par la procédure suivante :
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Calcul-d'une-solution-Forme.b (A(x),q)
Entrée : le systéme différentiel (4.1) et l'entier q > 1
Sortie : une solution Y(x) du systéme (4.2)

début
g :=¢q { q* est un entier initialisé d q }
tant que q*> 1 faire

11
si ao = a02¢ O alors le changement de variable Y (x) := exp [ — xl‘q ]1Y(x)
1-¢*

transforme Ag G une autre matrice nilpotente. On obtient
A(x) == Ax) - afx 71, ,
si al = 0 alors effectuons le changement de variable Y(x):= D(x) Y(x)
avec D(x) = diag(1, x) , on obtient :
A(x) :=D'A(x) D - D! Z—g ;
A(x) : =xA(x); q" =q*-1.
Mettons Ao sous forme de Jordan. Désignons par P sa
matrice de passage : A(x) : = P-1A(x) P.
si g* = 1 alors x = 0 est un point singulier régulier. Donc, on sait, dans ce cas,
calculer une solution. | Arréter lalgorithme |.

si a?' # 1 alors

x =12 { ramification } ; A(t) :=2tA(1%);

A) = s-l(zZ)A(t)s(ﬂ)-s-l(ﬂ)L oix S(t) = diag(1,1)

q*:=2q*-2.

D'apreés la proposition4.1, la matrice Ao admet deux valeurs propres
distinctes 2+ a1. Donc, on diagonalise Aq par une matrice de passage Q.
On obtient

1 1
Q= , AM=01AWQ, et
[ vajl  Vail ]

Ag = diag(+24 al?, - 24/al?). Celle-ci est de la forme "Forme.a".
On applique donc la procédure du paragraphe 3 pour déterminer une
solution. | Arréter l'algorithme |

fin début.

Maintenant, nous allons appliquer cet algorithme sur un exemple simple mais important
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S. EXEMPLE : équation d'Airy

Dans ce paragraphe, nous voulons chercher, par la méthode développée précédemment,
une solution, au voisinage de I'infini, de I'équation d'Airy

———=-Xxy(xX)=0 ou y(x) est une fonction scalaire de x.

d%y(x)
(5.1) v

En réalité, une solution de cette équation, au voisinage de I'infini, peut étre bien siir
construite a l'aide de la théorie de l'intégrale de Laplace [Was065] ou par le logiciel DESIR
construite par I'équipe du Calcul Formel de Grenoble [DDDTS2].

D'abord, on a vu ( voir I'introduction ) qu'on peut transformer, par la transformation
(1.3), I'équation (5.1) au systeme différentiel linéaire suivant :

dYx) _[0 1 RRLY
(5.2) X -[ 0 o] Y®) od Y(x)= |
dx

Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes intéressés par 1'étude des systeémes
différentiels linéaires au voisinage de l'origine. Au contraire ici, notre domaine d'étude est un
voisinage de l'infini . Pour cela, on fait d'abord, le changement t = x-1. Donc, (5.2) devient le
systéme

dY() _ [0 -t
(5.3) o=t [_1 0] Y .

Pour obtenir un systtme différentiel linéaire de la forme "Forme.b", il suffit
d'effectuer sur (5.3) le changement de variable

Y@ =[‘; (1)]2(0,
on trouve

dZ(v) _3[0 1
(5:4) ar v [t 0] 2.

Par conséquent, la procédure "Calcul-d'une-solution-Forme.b" nous permet de calculer
une solution de ce systéme au voisinage de t = 0. En suivant bien les instructions de cette
procédure, on constate que
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q=3 et A(t):x-3{[g (1)]”[(1) g]}c'est-é-direa%l=l¢0.

Donc, on doit faire la ramification t = 72. On obtient le systéme

EO _ s [ 0 2 ] Z() .
& 212 0
Sur ce systéme, nous faisons la transformation

29} 9o

Nous aurons

dU(t) _ 4| 0 2
T [ 2 - }U(T).

Effectuons sur ce syst¢éme le changement constant

U = [} _11]V(:) .
On obtient

e (38l B

Ce systtme est de la forme "Forme.a". Donc, nous appliquons la procédure du
paragraphe 3 pour calculer une solution au voisinage de T=0. D'oll, une solution de ce systéme

est donnée par
V(1) =exp {-2/3 13} T2 W)
ou W(1) ==[ g;g; } est un vecteur séric formelle qui se détermine par les formules de

récurrences (3.7) et (3.8). Par conséquent, une solution du systéme (5.2) est

Y(x) = exp {-2/3 x3/2} x1/4|:
-1 -1 Wo(x-112)

D'ow, une solution, au voisinage de x = o, de 'équation d'Airy (5.1) est donnée par

x-172 _x-l/z][ Wi(x-172) } -

y(x) = exp {-2/3 x32} x-1/4 { Wi(x-112) - Wa(x"112) } |,
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6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés par la résolution des systémes
différentiels linéaires de dimension deux. Pour cela, nous avons développé une méthode de
résolution en se basant sur I'approche directe proposée par Turritin [Turr55]. Cette derniére a
consisté la mise en oeuvre d'un algorithme permettant la construction d'une maniére directe une
matrice fondamentale des solutions du systéme (1.1) au voisinage d'une singularité.

Dans le paragraphe 3, nous avons vu que les propositions 3.1 et 3.2 forment I'étape de
base de notre algorithme parce que si la matrice Ag du systéme (1.1) est formée d'un seul bloc de
Jordan, nous transformons ( voir la proposition 4.1 ) le systeme différentiel initial en un nouveau
systeme du méme type et tel que la nouvelle matrice Ay ait deux valeurs propres distinctes.

La méthode nous a permis de construire une solution de I'équation d'Airy (5.1) au
voisinage de I'infini.

La généralisation de la méthode, pour les systémes différentiels linéaires de
dimensions 2 3, n'est pas, 4 présent, un probleéme facile.
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" L'homme prospére est comme l'arbre : il est entouré tant qu'il est
couvert de fruits; Mais sitot les fruits tombés, tous s'éloignent a la
recherche d'un arbre meilleur "

CONCLUSION GENERALE :

Dans cette thése, nous avons étudi€ les solutions formelles d'un systéme différentiel
linéaire ordinaire, dans un voisinage de l'origine de C, de la forme suivante :

<+c0

9Y® _ A Y =x9{S Apxk JY()
k=0

(E.1) i

ol x est une variable complexe, les Ay sont des matrices carrées, q est un entier et Y est un
vecteur colonne de n composantes. Une matrice fondamentale de solutions formelles de ce
systeme, au voisinage de l'origine, s'écrit sous forme

(E.2) ®(x) = S(x1/m) xR exp{ Q(x-1/m) }

avec Q(x'1/m) = Q xW/m + Q. x-G-D/m 4+ | 4+ Q; xI/m et Q; ( 1<i <h ) sont des matrices
carrées diagonales a coefficients dans C et h est un entier <m (g-1). L'ordre ( h/m ) joue un rdle
trés important dans I'étude du comportement asympotique de solutions.

H.L. Turrittin et W. Wasow ont proposé une méthode algorithmique pour calculer
®(x). Cette méthode coiite chére en calcul. Devant ce fait, nous avons proposé une nouvelle
approche algorithmique pour trouver ®(x). Cette approche a l'avantage d'utiliser des
transformations simples et moins coiteuse en calcul. De plus, notre approche permet de donner
un algorithme constructif ( programmable ) grice auquel le degré h du polynéme Q(x-1/m) défini
en (E.2) se calcule a partir des coefficients A;, 0 <i < n (g-1), de la matrice A(x).

Vu l'importance pratique des systémes différentiels de dimension deux, nous avons
proposé, dans le dernier chapitre, une méthode ( programmable ) inspirée de 'approche générale
pour calculer les solutions au voisinage d'une singularité

Une suite naturel de nos travaux est I'étude des solutions du systéme différentiel
linéaire ordinaire dépendant des paramétres, de la k-sommabilité et la multisommabilité.
D'autre part, il sera intéressant d'analyser les méthodes qui combinent notre approche
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algorithmique avec I'aspect calcul numérique. Nous voulons comparer notre approche avec la
forme "Super-irréductible” de A. Hilali et la forme "Rationnelle” de R. Sommeling : travail récent
qui vient d'étre effectué. Nous aimerions trouver des méthodes probabilistes pour classifier les
systemes différentiels du type (E.1) ayant besoin des transformations Déduire-zéro-en-bas.
Finalement, nous voudrions voir, dans un proche avenir, quelles sont les modifications 2
apporter a notre approche si on applique des techniques des Forme normale du Poincaré-Dulac.
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