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Résumé

La présente these traite de la modélisation, de la simulation numérique et du contrdle
optimal de I’équilibre et de I’évolution de la configuration du plasma dans un Tokamak.

Dans le premier chapitre, on établit les équations aux dérivées partielles régissant le
comportement du plasma dans un Tokamak.

Dans le deuxiéme chapitre, on résout tout d’abord le probléme de I’équilibre du plasma
par la méthode des éléments finis et un algorithme de Newton. On s’interesse ensuite au
probléme du contréle de I’équilibre : il s’agit de déterminer des courants dans les circuits
du Tokamak de fagon a ce que le plasma ait une configuration donnée. On introduit pour
cela un Lagrangien, et on dérive un systéme d’optimalité que 1’on résout par un algorithme
de gradient conjugué. Trois exemples typiques illustrent cette deuxiéme partie.

Dans le troisieme chapitre, on développe un modéle pour ’évolution de la configuration
du plasma au cours d’une décharge. On résout ce probléme par un algorithme de Newton;
deux exemples de simulation numérique sont présentés.

Enfin dans le quatriéme chapitre, on traite le probléme du contrdle de I’évolution de
la configuration du plasma. Il s’agit de déterminer des lois d’évolution pour les courants
ou les tensions dans les circuits du Tokamak de maniére & réaliser une évolution donnée
de la configuration du plasma. Ce probléme est résolu en introduisant un Lagrangien de
maniere analogue a ce qui est fait dans le deuxiéme chapitre. Enfin, on cherche une loi de
feed-back de type PID qui asservisse la forme du plasma.

Mots clefs

Physique des plasmas - Fusion nucléaire
Tokamak

Controéle optimal - Optimisation
Lagrangien
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INTRODUCTION

La these présentée ci-aprés concerne la modélisation, la simulation numérique et le
contrdle optimal de I’évolution de 1’équilibre du plasma pour le Tokamak NET.

Le Tokamak est un dispositif expérimental dont le but est de produire de I’énergie
en contrélant des réactions de fusion de noyaux de deutérium et de tritium (isotopes
de I'hydrogéne). En portant un mélange de deutérium et de tritium & de trés hautes
températures, on obtient un gaz ionisé appelé plasma.

Le plasma est maintenu en équilibre & I'intérieur de I’enceinte du Tokamak grace a des
courants dans des bobines externes. Il est important de contréler la position du plasma dans
cette enceinte car les hautes températures auxquelles est soumis le plasma, et l'intensité du
courant plasma excluent tout contact avec les parois matérielles du Tokamak, sous peine
de créer des dommages irréversibles. Ce contréle est réalisé en calculant les courants des
circuits du Tokamak de maniére & optimiser la configuration du plasma.

Dans le premier chapitre, on construit un modéle pour I’équilibre axisymétrique du
plasma. A partir des équations de la MHD et en faisant I’hypothése de symétrie axiale,
on écrit les équations satisfaites par le flux magnétique poloidal ¥(r, z,t) dans une section

poloidale du Tokamak :

v =0 sur 'axe Oz et 4 Vinfini
N,
oy O S . 1 .
L'(,b = - T—at lﬂcv +n§=1]m 13c,m + /To JPI:¢(r’¢’t) ln')’

I, = /ﬂ Got (1) dS

avec
2 = {M & Qu/y(M) > sup v}
D={MeQ,/PM.V$(M)<0} U {X€QuX#P/V(X)=T}

1[6 10. 0 18.)]

L=-2lm6a) + &6a

ou Q., est 'ensemble des parois internes Q:, et externes Q¢, de la chambre & vide, de con-
ductivité o,. S est le m**™e circuit (m = 1,..., N.) composé de bobines de champ poloidal et
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de leurs connexions, avec une densité de courant jm homogene ; Q, est la région du plasma
dans laquelle circule le courant plasma I, défini a partir de la composante toroidale de la
densité de courant j,, ; Q4 est la région de la chambre & vide accessible au plasma et P,
est ’axe magnétique.

On dérive aussi des équations pour les circuits :

d o dl
Vi = 2“/5:,.. qiﬁ ds +§[Mik? + R Ik} t=1,..,N,

ol M est la matrice des inductions mutuelles entre les parties non axisymétriques des
circuits, et R est la matrice des résistances mutuelles.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite le probleme de I’équilibre du plasma, et pour cela
on résout le systéme d’équations du premier chapitre, en discrétisant par une méthode
d’éléments finis et en appliquant un algorithme de Newton.

Puis on résout le probléme du contréle de I’équilibre du plasma. Ce probléme consiste
a déterminer les courants dans les circuits de fagon a ce que le plasma ait une configuration
donnée. Pour cela, on cherche & minimiser une fonction-coiit de la forme :

J(I,¢) = %j{, [w(M) - w(M,)]* dI + %[t/}(S)—lbs]z + %ZI?

i=1

ou I'y est le bord du plasma désiré et M, un point particulier de Iy ; S est un point de
la région du vide pour lequel on souhaite que le flux ait la valeur s ; le dernier terme
représente le coiit énergétique de la configuration. :

Le probleme de contrdle consiste & déterminer un ensemble de m courants et le flux
magnétique poloidal y tels que les équations d’état soient satisfaites et que la fonction-coiit
soit minimale. Pour résoudre ce probléme, on introduit un Lagrangien et on dérive des
équations pour I’adjoint du systéme, ainsi qu’une condition d’optimalité, qui constituent,
avec les équations d’état, le systéme d’optimalité 3 résoudre.

La résolution se fait par une méthode quadratique séquentielle qui consiste & résoudre
une suite de problemes de contréle avec des équations d’état non linéaires et une fonction-
colit quadratique.

Dans le troisiéme chapitre on s’interesse & 1’évolution de I’équilibre du plasma. Une
des caractéristiques d’un Tokamak est que la valeur du flux sur I’axe magnétique décroit
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au cours de la décharge (les lois d’Ohm et de Faraday doivent donner le méme champ
électrique), et il est donc nécessaire de déterminer le champ du transformateur qui a pour
effet de modifier la valeur du flux magnétique sans changer la configuration du plasma. On
complete donc le modeéle du premier chapitre par des équations traduisant la dynamique
du systéme. On écrit la densité de courant plasma toroidale comme :

Joe = ip(rCpFp(¥) + gr)iff('ﬁz))

On dérive alors une équation pour le coefficient C, & partir de 1'expression de beta
poloidal ; une équation pour le coefficient C; & partir des expressions du champ électrique
sur 'axe magnétique (lois d’Ohm et de Faraday) ; une équation pour le courant plasma
réduit ¢, = p,I, & partir de expression de la puissance dissipée dans le plasma.

On discrétise le systéme d’équations de maniére implicite en temps et par une méthode
d’éléments finis en espace, et on résout le probléme discrétisé par un algorithme de Newton.

Dans le quatriéme chapitre, on traite le probléme du contréle de 1’évolution de I’équili-
bre du plasma. Dans le troisiéme chapitre les courants dans les circuits étaient donnés de
facon empirique et I’évolution du plasma n’était pas contrdlée. Or il est nécessaire, pour
des raisons essentiellement matérielles, de contrdler cette évolution.

Deux approches sont proposées : contréler les courants dans les circuits de facon a
optimiser la trajectoire du plasma sur un ensemble discret d’instants, ou alors contrdler les
tensions aux bornes des circuits de fagon & optimiser globalement ’évolution du plasma
sur un intervalle de temps. Dans les deux cas, on résout un probléme de contréle pour des
équations d’état non linéaires et une fonction-cotit quadratique.

Les courants ou tensions obtenus par une de ces deux méthodes peuvent étre utilisés
pour réaliser une préprogrammation du systéme, mais lors du fonctionnement réel du
Tokamak il peut étre nécessaire d’ajuster ces courants ou tensions et dans la derniére
partie de ce chapitre est décrit un principe de régulation par un feed-back P.I.D.
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CHAPITRE I

TOKAMAK

MODELE MHD

Introduction

Le plasma constitue le quatriéme état de la matiére. Il est obtenu & partir de
réactions de fusion de noyaux de deutérium et de tritium. Ces réactions de synthése
produisent de I’énergie et des recherches sont actuellement menées pour contréler les
réactions notamment grace & des dispositifs expérimentaux tels que les Tokamaks.

Les équations gouvernant le comportement du plasma dans un Tokamak sont les
équations de la MHD (magnétohydrodynamique) : équation du mouvement, équation
de conservation de la masse, loi d’Ohm et équations de Maxwell. Dans ce chapitre on
va définir ce que 'on appelle le flux magnétique poloidal v, et dériver des équations
d’état décrivant le comportement de y dans chacune des régions du Tokamak.

I.Fusion et Tokamak

Dans la nature, il existe une source d’énergie qui utilise des réactions de synthése
a partir de noyaux d’hydrogéne ou de ses isotopes, le deutérium et le tritium.

L’énergie produite par ces réactions de fusion a d’abord été utilisée pour la réalisa-
tion de la bombe & hydrogene (bombe H, 1951). On a aussi cherché & reproduire ces
réactions de fusion de maniére contrdlée, lente et progressive en laboratoire et deux
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voies de recherche restent actuellement ouvertes : le confinement inertiel (travaux
publiés en 1972) et le confinement magnétique (premiers travaux en 1958). Le but
de ces dispositifs expérimentaux est d’obtenir un taux de réaction suffisamment élevé
pour que le bilan énergétique soit positif.

La méthode la plus prometteuse consiste & chauffer un mélange de deutérium et de
tritium (D-T) & une température suffisamment élevée afin de produire les réactions de
fusion. Cette trés haute température est nécessaire pour que les vitesses thermiques
des noyaux soient suffisamment grandes pour vaincre la répulsion électrostatique qui
s’oppose & leur rapprochement. La fusion réalisée de cette maniére est appelée fusion
thermonucléaire et la réaction D-T est la suivante :

D+ T — “He + n + 17.6MeV

Le température nécessaire est de ’ordre de 100 millions de degrés centigrade, ce qui
correspond & une énergie cinétique d’environ 10 Kev. A cette température, le gaz neu-
tre est totalement ionisé. Cet état de la matiere est appelé plasma.

On pourrait envisager des réactions de fusion de deux noyaux de deutérium, mais
la température de chauffage serait alors beaucoup plus élevée.

Une premiére étape vers le contréle de la fusion est d’atteindre le break-even (ou
faisabilité scientifique) pour lequel la puissance libérée par les réactions de fusion doit
étre égale a la puissance nécessaire pour chauffer le plasma. Ce régime ne corres-
pond pas encore & celui d’un réacteur en fonctionnement. Pour cela, il faut que le
plasma soit en ignition, c’est-i-dire que les réactions de fusion soient suffisamment
nombreuses et fréquentes pour entretenir la réaction sans apport extérieur d’énergie.
Plus précisément, la puissance cedée au plasma compense la puissance perdue. Cette
puissance est liée au temps de confinement r. Le domaine d’ignition est atteint lorsque
le critére de Lawson est satisfait (cf J .Wesson) : '

ntT > 5a6.102! KeV.s.m=3

ol n est la densité de particules et T la température.

Ce critére peut simplement s’interpreter de la fagon suivante : il faut maintenir
une densité de noyaux assez forte pendant un temps suffisamment long et & une
température suffisamment élevée pour réaliser les conditions nécessaires au fonction-
nement du réacteur.

Le break-even correspond au produit :

ntT ~ 810%° KeV.s.m™3 .



Revenons maintenant aux deux dispositifs expérimentaux envisagés pour réaliser
la fusion nucléaire :

confinement inertiel : un mélange D-T est contenu dans une capsule sphérique
(r ~ 60um) appelée cible. Cette capsule est soumise & un fort rayonnement (lasers ou
faisceaux d’ions) de maniére & comprimer trés rapidement le mélange qu’elle contient.
A la fin de la compression, les réactions de fusion fournissent ’énergie nécessaire au
chauffage du combustible et permettent de maintenir pendant la durée r (~ 10~ 1s)
de I'implosion les conditions de fonctionnement du réacteur. La den51te est donc trés
élevée (> 10%'m=3) de fagon A satisfaire le critére de Lawson.

confinement magnétique : un gaz composé de deutérium et de tritium est intro-
duit dans une enceinte & vide ot il est ionisé par un champ électrique et produit ainsi
un plasma. Ce plasma est alors amené et maintenu & trés haute température, et ces
hautes températures excluant tout contact avec des parois matérielles, le plasma
est confiné grace & un champ magnétique. Le temps de confinement (~ 1s) est
alors plus long que lors du confinement inertiel et la densité plus faible (~ 10%°m=3).
Ce confinement peut étre réalisé par des dispositifs tels que les ’stellarators’, les
miroirs magnétiques et les Tokamaks (de ’acronyme russe pour chambre magnétique
torique).

Dans cette these, nous allons étudier le comportement du plasma dans un Tokamak
(Tokamak NET sur la figure (I.1.1)).

La figure (1.1.2) représente le schéma de principe du Tokamak. Le principe de
fonctionnement est le suivant : le plasma est confiné dans la chambre 3 vide grace & un
champ magnétique qui a des composantes poloidale et toroidale. Le champ magnétique
poloidal est dii au courant plasma induit par les courants circulant dans les bobines
qui entourent ’axe de symétrie du tore ; le champ magnétique toroidal est produit par
un certain nombre de bobines disposées dans des plans poloidaux.

On peut montrer que les lignes de champ magnétique doivent s’enrouler au moins
une fois autour de l’axe vertical pendant qu’elles effectuent une révolution dans le
sens poloidal pour que le plasma ne soit pas sujet 3 une instabilité MHD extrémement
violente ; le champ magnétique toroidal est alors nécessaire pour stabiliser le plasma.

Ces lignes de champ magnétique engendrent des surfaces magnétiques qui ont
la topologie de tores emboités. On appelle axe magnétique la surface magnétique

dégénérée réduite a une ligne fermée. Le bord du plasma correspond & une surface
magnétique particuliére définie comme la surface ayant un point de contact avec la
premiere paroi de la chambre & vide (cas d’un limiter) ou comme la surface pour
laquelle il existe un point ol le gradient du flux magnétique poloidal est nul (cas d’un
X-point ou point hyperbolique) ; ces notions seront approfondies dans la suite de ce
chapitre.



1- Transformateur

2- Couverture neutronique

3- Plasma

4- Chambre 3 vide

5- Extraction du plasma

6- Protection biologique - Cryostat

7- Bobines de controle
8- Bobines du champ toroidal
9- Premiére paroi

10- Parois du déflecteur
11- Bobines du champ poloidal

Figure (1.1.1) : Tokamak NET
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Bobine du trz‘msformateur

Ligne de courant plasma Ligne de champ magnétique

Figure (1.1.2) : Schéma de principe du Tokamak

II.Equations fondamentales du modéle MHD

Bien qu’un plasma chaud soit la forme la plus élémentaire de la matiére, le libre
parcours moyen de ses constituants, entre deux collisions, est trés long et rend le
probléme du confinement magnétique trés compliqué. ‘

Comme cela a été dit dans le paragraphe précédent, on ne considére que des con-
figurations fermées du type Tokamak, dans lesquelles les électrons et les ions peuvent
rester confinés pendant un trés grand nombre de ’temps de collision coulombienne 7., .
Si on appelle v le temps de vie moyen du plasma, on a :

v > Teoll

Cette inégalité implique que dans le cas d’une machine fermée, la pression est un
scalaire.



1.Les équations du modéle MHD

Dans le systéme d’unités internationales (MK SI), les équations fondamentales du
modeéle MHD sont :

—

paa—: + p('z?"?)_v" = 7x B - ?p (équation du mouvement) (1.2.1)
3,0 . —_— 3

B + div(p7) = 0 (conservation de la masse) (1.2.2)
E+vxB=7.7 (loi d’Ohm) (1.2.3)

auxquelles s’ajoutent les équations de Maxwell :

div(—ﬁ) =0 (conservation de —B)) (1.2.4)

7 = rot (E) (loi &’ Ampére) (1.2.5)
Ho

% = —rot (—E-)) (loi de Faraday) (1.2.6)

o E et B sont respectivement les champs électrique et magnétique, ; est la densité
de courant, p = p(7,1) est la densité de masse et 7 = (7, t) est la vitesse du fluide ; p,

est une constante représentant la perméabilité magnétique du vide ; 7 est le tenseur
—

s . s e, . . 92 . — — — — — —_ B

de résistivité qu1 peut aussi s’écrire sous la forme =7 € € + nLeLeL avec = ¥l

— . . \ -
et e, vecteur unitaire orthogonal & B.

Remarque
La loi d’Ampeére (1.2.5) implique que divj = 0.

Dans la suite, on montrera que pour les cas qui nous interessent, n, n’intervient
pas et on admettra que 5 est donné par ce qu’on appelle la résistivité de Spitzer.

2.Simplification de 1’équation de conservation du moment

En faisant une analyse des ordres de grandeur, on va montrer qu’il est possible de
négliger certains termes de I’équation du mouvement (1.2.1).
Soit ¥4 la vitesse d’Alfvén (caractéristique des instabilités du plasma) :

B
v

A =
Ho
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Au moyen de la loi d’Ampére (1.2.5), on peut écrire :

ou [4] désigne la dimension de A dans le systéme d’unités internationales et L est
la longueur caractéristique du systéme (pour un Tokamak du type NET ou ITER, L
est de I'ordre du décimétre).

En faisant le rapport entre le membre de gauche de ’équation (7.2.1) et 7 xB,on
g )

" ]
N e R R
BT = Tl - 1] T WA

Typiquement v4 est de l’ordre de 106m/s = 103%km/s ; or dans les Tokamaks considérés
la vitesse v du plasma est beaucoup plus faible que la vitesse d’Alfvén va. On a alors

Q <1
c’est-a-dire

b2 < (18]

et on peut ainsi négliger le terme p%-: +p(7. V)7 dans ’équation (I.2.1) a tout instant
si le systéme est stable du point de vue MHD (cette condition sera dorénavant admise).
L’équation du mouvement se réduit donc & :

Vp = 7xB : (1.2.7)

qui serait I’équation exacte dans le cas d’un équilibre.

3.Surfaces magnétiques

A partir de ’équation (I.2.7), on peut écrire :

BYVp =0 (1.2.8)
T.Vp =0 (1.2.9)

La relation (1.2.8) implique que les lignes de force du champ magnétique doivent
étre contenues sur des surfaces & pression constante (en admettant pour le moment
que de telles surfaces existent).

Les surfaces constituées des lignes de force du champ magnétique B sont appelées

surfaces magnétiques.



D’apres la relation (1.2.9), le vecteur densité de courant 7 s’appuie aussi sur des
isobares et donc sur les surfaces magnétiques. On peut écrire :
— 1
] —

7B x Vp (1.2.10)

pun—y
= aB +

avec en général o # 0.

Remarque _
On peut montrer que les surfaces magnétiques existent dans le cas ot elles ont la

topologie d’un tore (cf M.D.Kruskal - R.M.Kulsrud). Cette topologie est réalisée dans
le cas d’une décharge Tokamak.

4.Systémes axisymétriques

Deés maintenant, on considére des systémes axisymétriques, ce qui consiste 3 sup-
poser que dans le systéme de coordonnées cylindriques (r, ¢, z), le champ magnétique
B est indépendant de I’angle toroidal ¢.

Dans un espace contractile 1’équation (1.2.4) implique D’existence d’un potentiel
vecteur 4 tel que B=V x 4 (cf H.Flanders). On a donc :

_ 04,
Oz

B, =
(1.2.11)
10
Bz = ;E:(TA‘P)

Soit € un cercle de rayon r centré sur I’axe r = 0 et s’appuyant sur un plan paralléle
au plan équatorial z = 0 situé & une hauteur » ; soit D le disque dont la circonférence
est C. On calcule le flux ¥* de B & travers le disque D : )

/BdS.—./BzdS
D D

v
= 271'/ ¥ B, dr' = 27r/ i(r’A‘p)dr'
0 0 or’

¢*

= 271 r A,

On définit alors le flux magnétique ¢ par :
¢*

v =2 =14, (1.2.12)



Considérons maintenant la projection d'une ligne de force de B sur un plan méri-
dien ¢ = ¢**¢ ; cette projection est donnée par dr/B, = dz/B,. On peut alors écrire

r(B.dr — B, dz) = 0

19 04, |\ _
= r (;a—r(r Ap) dr + 22 dz) = 0

0 0
= a—r(r Ap) dr + a—z(r Ay)dz = 0

<= d(rd,) =0

C’est-a-dire que le flux magnétique 4 = rA,, est constant sur une surface magnétique.

Il est donc clair qu’une surface magnétique peut étre identifiée soit au moyen du
flux magnétique ¢, soit au moyen de la pression p. On choisit ¥ pour identifier les sur-
faces magnétiques conformément & un grand nombre de travaux numériques en MHD.

On peut maintenant représenter le champ magnétique de la facon suivante :
B = - Vi x e, + e (1.2.13)

ou e, est le vecteur unitaire dans la direction toroidale et f = rB,.

A partir des expressions (I.2.5) et (1.2.13), on peut déduire I’expression de la densité
de courant : '

—.—»____lan,-—._i_l(aB,_a&)_‘ 1 9

Sl _ e, © (1.2
J Ko Oz e fo \ Oz ar ) % porar(r By) (1:2.14)

Soit M un point de I’axe Or ; soit ¢’ le cercle de centre M situé dans le plan poloidal
¢ = c** et passant par le point (r, ¢, z), et D’ le disque ayant ce cercle pour circonférence.
Le flux de la composante verticale de la densité de courant & travers le disque D’ est :

r r
/ J:(r',2) dS’ 27r/ v g (r',2) drf = 27r/ -l—il(r'B¢) dr’
D’ 0 0 HoOr
, ; (1.2.15)
T T
—r B, = — f(r,z
T Be = - (r,2)

On retrouve ainsi que ce sont les courants dans un plan poloidal qui engendrent le
champ magnétique toroidal.



A partir de 1’équation (1.2.8) et de ’expression (1.2.13) du champ magnétique, on
- déduit que Vp est colinéaire 3 V4, et donc que la pression est constante sur chaque
surface magnétique.

A partir de Iéquation (7.2.9) et de I’expression (1.2.14) du vecteur densité de courant,
on déduit que V£ est colinéaire 3 Vp, et donc que f est aussi constante sur chaque
surface magnétique, soit :

p(r,z,t) = p(y(r, z,1), t)

(1.2.16)
f(rzt) = f(¥(r,z2,1),1)

5.Densité de courant

Revenons tout d’abord sur I’expression de la densité de courant ;.
On réécrit le systéme (1.2.11) & partir du flux magnétique o :
10y
Br= =15
199

T oror

auquel vient s’ajouter ’expression de la composante toroidale du champ magnéti-
que : B, = f/r.

En reportant ces composantes dans Iexpression (1.2.14) pour 5, on obtient :
8 1041 — 1 8f —
5= ( )] € +

or\r or por or

— 1 — 1 1
7=-2Y 2%

Lot Oz e = fo LBz \r 52

) +

On définit 'opérateur L :

110,10 0 ,10.
=~ mlmEE + 26
On obtient alors : .
7

= - r'v*fx e + Ly e, (1.2.17)

Les expressions (1.2.13) et (1.2.17) sont vérifiées dans tout Pespace (air,plasma)
puisqu’elles sont obtenues uniquement & partir des équations de Maxwell et de I’hypo-
thése de symétrie axiale.
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II1.Equations pour le flux magnétique v

Dans le paragraphe précédent, on a introduit I’hypothese de symétrie axiale ; on
considére donc une section poloidale du Tokamak représentée par le demi-plan (r > 0; z) -
Fig (1.3.1) - L’axe 0z est I’axe vertical du tore et I’axe 0r est la section du plan équatorial.

Le domaine Q est constitué essentiellement de deux régions qui sont 1’air Q, (con-
tenant les bobines de champ poloidal B;) , le plasma Q, et sa frontiére I',. La chambre
a vide est délimitée par une paroi externe Q¢, et une paroi interne @, qui elle-méme
délimite la région du vide accessible au plasma.

Nous allons maintenant écrire les équations pour le flux magnétique ¢ dans les

différentes régions, c’est-a-dire écrire Ly = j, et exprimer la composante toroidale de
la densité de courant dans chaque domaine de Q.

1.Lair Q,

La région Q, contient les circuits électriques, les parois de la chambre & vide et la
région du vide extérieure au plasma.

a.Parois de la chambre & vide

On note Q., = Q¢ UQE,.
D’apres la loi d’Ohm (1.2.3), on a :

E, = — j, dans Q.

ol o, est la conductivité des parois de la chambre & vide et E, est la composante
toroidale du champ électrique.

A partir de la loi de Faraday (1.2.5) et du potentiel vecteur 4, on peut écrire la
composante toroidale du champ électrique

04, 10y
Be=- =%
et on obtient finallement
_ oy OY
L¢ = - 7?37 dans ch (1.31)
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Chambre a vide Q.,

B; H
Bs
B
B,
S
B,
B,
Bg |

Bio |

Figure (1.3.1) : Section poloidale du Tokamak
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b.Les circuits électriques

Un circuit électrique se compose de bobines de champ poloidal et de leurs con-
nexions. On définit ainsi N. circuits indépendants S, ,,m = 1,...,N,. On suppose que
la densité de courant est homogéne dans chaque circuit et on note Jm, Sa@ composante
toroidale dans le m**™¢ circuit. On a alors :

LY = jm m=1,..,N, ' (1.3.4)
On définit le courant I,, circulant dans le mi*™e circuit :

In = / jm dS (1.3.2)

On peut maintenant s’interesser & ce qui se passe dans chaque circuit afin de dériver
ce que l'on appelle des lois de comportement.

Soit 7 (7,9, 2,t) la densité de courant correspondant 4 un courant unitaire circulant
dans le k™ circuit (la dépendance en ¢ est introduite car il peut exister des branches
non axisymétriques) et soit gx(r, z,t), la valeur moyenne sur ¢ de la composante toroidale

de 7 :
1 21!’_) —
ak(r,z,t) = 5 / Tk e, dp (1.3.3)

On suppose que le champ electrlque total E est la somme d’un champ electnque E,
engendré par le champ magnétique B, et d’un champ électrique extérieur E,. D’aprés
la loi d’Ohm, on a :

fl + fz = 1)7 pour les circuits électriques
A partir de la loi de Faraday et ’expression du champ magnet1que en fonctlon du

potentiel vecteur A, on peut écrire le champ électrique E, :

E = - o4 _ Vo
YT TH
ou & est le potentiel scalaire.
On a alors
— oA
E, = v + VQ + 17]

En multipliant scalairement cette équation par 7 ,, et en intégrant sur tout ’espace
U occupé par les circuits, on obtient :

/JmEde /Jm dV+Z/\7kadV

13



On pose

Vin = / Tm . Ez dV F.E.M dans le m*™® circuit
U
Ne - =

Ry = Z / Im- T dV matrice des résistances mutuelles
k=1YU

On décompose ’espace U en U’ + U” ou U’ est la région de l’espace contenant les
parties axisymétriques des circuits et U” est la région restante. Dans U’ la composante
toroidale du potentiel vecteur est A, = ¢/r et donc :

oA

— 271‘_) —*3A
——dV = . — rdpd
I W[ f T e

= 27r/ qm(r,z,t)%? ds

c,m

Pour la région U” (branches non axisymétriques), on obtient :

04 & dl
- 3
——dV = My —
o ™ kz_: ™ dt

OU My = My, est 1’élément de matrice des inductions mutuelles entre les parties
non axisymétriques des mi¢me et kitme circuits.

Cette formulation est vraie si les branches non axisymeétriques ne contiennent pas
de matériaux ferro-magnétiques ; dans le cas contraire, il faudrait ajouter un terme

modélisant les courants de surface alors non nuls.

On obtient finallement ’équation suivante pour le mi®™¢ circuit :

8% AL dly '
Vm = 2#Lc’m qmst— ds +;[Mmk—dT + ank Ik] m=1,...,Nc (135)

C.Qa hand Qr'n _l ]Srm

Dans la région de l'air privée des parois de la chambre & vide et des circuits
électriques, la densité de courant est nulle :

N
Ly =0 dans Qa — Qv — | J Sem (1.3.6)

i=m
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2.Le plasma

On considére a présent la région du plasma. Il a été montré dans le paragraphe
précédent que sur chaque surface magnétique, p et f sont constantes.

Dans la relation d’équilibre (1.2.7), on remplace B et 5 par leurs expressions (1.2.13)
et (1.2.17) respectivement et on obtient :

= L'ﬁ — I = :
Vb= S-VE - Vs (1.3.70)
Si on note
Ve _ 9 et vf _
VY 5% VY 0y
on peut écrire (I.3.7a) sous la forme :
_ Bp 1 of
Ly = rg-+ = fo (I1.3.7)

Cette équation est appelée ’équation d’équilibre de Grad-Shafranov.

On va donner une autre formulation de I’équation (1.3.7). Pour cela on écrit —E et
f3% comme :

op _ @)
3 Z Fp(,1)

(1.3.8)
f j—f; = () F1(bt)

ol ¢, et c; sont des coefficients tels que le courant plasma I, vérifie :

L(t) =/ Jo dS

t4

P F + L0 as

Ho n,[

et ou 7, et F; sont des fonctions données du flux normalisé ¢, lequel est défini & partir
du flux magnétique ¢, de sa valeur ¥, sur ’axe magnétique et de sa valeur v; sur le
bord du plasma : ~

Ya — Y

"pa -

Dans les configurations traitées, ¢ croit du bord du plasma jusqu’s I’axe magnétique,
et on a donc ¢ € [0,1].

v =

L’équation de Grad-Shafranov devient donc :
_ p( ) 210l
Ly = r Fold,t) + L2 F1(@00) dans Q, (1.3.9)
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3.Conditions aux limites

a.Conditions aux limites du domaine Q

Le domaine Q n’est borné que par ’axe O0z. Par définition du flux poloidal -(1.2.12)-,
¢ est nul sur 'axe Oz et & I'infini. Les conditions aux limites sont donc :
{d; =0 sur Oz

o (1.3.10)
v =0 a l'infini

b.Le bord du plasma T,

Le bord du plasma est défini comme étant la ligne de flux la plus externe qui est
a l'intérieur de la région délimitée par la premiére paroi de la chambre & vide. Dans
une configuration de type limiter, I, est I’équipotentielle de tangente intérieurement
a la premiére paroi de la chambre & vide. Dans une configuration de type X-point, T,
est équipotentielle de ¢ passant par un point hyperbolique de la région accessible au
plasma et pour lequel V=10 ; dans ce cas I, et la premiére paroi de la chambre &
vide n’ont pas obligatoirement un point de contact.

On peut définir le bord du plasma T, comme :

Ly={MeQ/vM) = sup ¢} (I.3.11)
avec
D={MeQi,/P.M.V$(M)<0} U {X€Q,X#P/Ve(X)=T0) (1.3.12)

ou P, est 'axe magnétique et Q, est la région du vide accessible au plasma.

L’ensemble D est ’ensemble des points de la région du vide accessible au plasma
pouvant étre des points limiters ou des points hyperboliques (ou X-point). D peut
s’écrire comme ’union des deux sous-ensembles : le premier est constitué des points de
la paroi interne de la chambre 3 vide pour lesquels le gradient du flux magnétique est
dirigé vers 'intérieur du plasma, et il représente ’ensemble des points limiters possi-
bles ; le second est constitué des points de la région du vide accessible au plasma pour
lesquels le gradient du flux magnétique est nul, et il représente I’ensemble des points
hyperboliques possibles.

On suppose que la densité de courant de surface sur le bord du plasma est nulle.
On peut alors écrire les conditions de continuité & I'interface plasma-vide :

(50), = (50).

(’d))z = (¢)e

sur T, (1.3.13)
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ou les indices i et e désignent des quantités calculées respectivement a l'intérieur et a
Pextérieur du plasma, et 2 désigne la dérivée normale sur T, dans la direction sortante
au plasma.

Ces conditions de continuité sont aussi satisfaites sur toutes les autres interfaces,
a savoir air-parois, air-bobines et vide-parois de la chambre 3 vide.

On peut maintenant définir la région Q, du plasma :

QB={MeQs/vM) > sgpd)} ' (1.3.14)

avec D donné par (I.3.12).

Les équations (1.3.1),(1.3.6) et (1.3.7), et les conditions aux limites (1.3.10) et (1.3.13)
constituent 1’équation du flux magnétique ¢ dans le domaine Q. Dans le deuxiéme
chapitre, on étudiera le cas de ’équilibre (cas statique) pour lequel le terme d’évolution
du flux, %%, est nul. Dans les chapitres suivants, on s’interessera & 1’évolution du
plasma au cours d’une décharge; & I’équation du flux magnétique viendront s’ajouter
les équations (1.3.5) pour les circuits, ainsi qu’une équation d’évolution pour le courant
plasma.
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CHAPITRE II

EQUILIBRE DU PLASMA

CONTROLE DE L’EQUILIBRE DU PLASMA

Introduction

Dans le chapitre I, on a dérivé les équations décrivant le comportement du flux
poloidal ¢ & tout instant de la décharge. Dans ce chapitre, on ne s’interesse qu’a
’équilibre, c’est-a-dire que dans le modéle que nous allons étudier, on ne prend pas en
compte les termes évolutifs.

On va tout d’abord écrire le systéme d’équations 3 résoudre, composé de ’équation
pour le flux magnétique poloidal ¥, d’une équation pour le courant plasma total I, et
de deux équations pour le flux magnétique poloidal ¢, sur ’axe magnétique et le flux
¥» au bord du plasma. A partir de ce systéme d’équations, on va donner la formulation
faible du probléme, définir un probléme discret et mettre en oeuvre une méthode de
résolution utilisant un algorithme de type Newton.

La seconde partie de ce chapitre sera consacrée au probléme inverse stationnaire.
Il consiste a calculer les courants dans les circuits de fagon & réaliser une configuration
d’équilibre donnée. Ce probléme peut étre formulé comme un probléme de contréle
avec des parameétres de contrdle, des équations d’état et une fonction-cotit. Il est résolu
en introduisant un Lagrangien et en dérivant des équations pour I’adjoint du systéme.
On résoudra le probléme discret grace a un algorithme composé d’itérations externes
de Newton, chaque itération consistant & définir et minimiser une fonction-coiit via des
itérations internes de Gradient Conjugué.

Enfin on illustrera la résolution du probléme inverse stationnaire par trois cas
typiques.

19



I.Equations

1.Expression de j, dans le plasma

L’expression générale de j, dans le plasma est donnée par :

x
‘s

THo

Jo = r:—ifp(tZ) +—=F;(¥) dans Q, ' (I1.1.1)

On pose ¢; = A, et ¢} = A¢;, ol le coefficient de normalisation A est calculé de sorte
que le courant plasma :

I = / jpdsS (I1.1.2)

P

ait une valeur fixée, et o1 ¢, et ¢; sont des coefficients donnés.

On a donc ’équation suivante pour A :

A -
b= /ﬂ o 9)is (I1.1.3)
avec _
9(r, %) = r& Fp(4) + %f; ) (I1.1.4)

2.Equation pour ¥ dans

Dans le premier chapitre, on a donné les équations satisfaites par y dans tout
I’espace et & chaque instant. Dans le cas d’un équilibre, ces équations deviennent :

(
Ly = j; dans le circuit S.;,i=1,..N,

Ne
Ly =0 dans Qa—USc,i

i=1

A - 5 -
== [&m@)+ LF@)]  dans @,

\

ce qui peut aussi s’écrire :

N,
3 . A _
Ly = Z;ﬁ Ls.i + 2-9(r,¥) la, (11.1.5)
=
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ou 1s,, et 1g, sont les fonctions caractéristiques pour S.; et Q, respectivement.

Pour écrire les équations (11.1.4) et (I1.1.5), il est nécessaire de pouvoir calculer le
flux normalisé ¢ et donc le flux ¥, sur ’axe magnétique et le flux ¥, au bord du plasma;
on les définit par :

e =sup ¢ (I1.1.6)

P
Yy =sup ¢ (I1.1.7)
D .
avec

Q= {M € Qa/p(M) > sup ¥}

D={MeQ,/P.M.V$(M)<0} U {X€QuX#P/V$(X)= T}

On définit le probléme (Pg) de la fagon suivante : étant donnés la fonction g(r, ¥), les
courants I; dans les circuits S, ; et le courant plasma I,, trouver (v, ¢q, ¥5, A) satisfaisant
les équations (I1.1.3) — (I1.1.7),(1.3.10) — (I.3.11) et (I1.3.13) — (1.3.14).

II.Formulation faible

Soit Q, un sous-ensemble de R?. L’espace L%(Q,) (respectivement L2(Q,;rdrdz)) est
'espace des fonctions de ,, qui sont de puissance 2 intégrables par rapport & la mesure
de Lebesgues drdz (respectivement rdrdz) :

L*(Q,) = {¢ a valeurs réelles // |¢[drdz < o}
Q,
L*(Q;rdrdz) = {¢ & valeurs réelles // |$[Prdrdz < oo}
Q

Soit I’espace de Hilbert :

8¢ o
i)

(@5 rdrdz) = {6 € L2(,) / %w € [*@rdrd)]’}  avee Vo= (
On définit I’espace :

Vo) ={se B @rdrd:)NC(Q) / $=0sur Oz et $=04 Vinfini } (I1.2.1)
ou C°(Q) est I’ensemble des fonctions continues sur le domaine Q.

On cherche ¢ € V°(Q) qui vérifie ’équation d’état (I1.1.5).
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Le domaine Q étant un demi-plan, c’est-a-dire un domaine infini, il semble vain de
vouloir résoudre 1'équation d’état (II .1.5) dans tout Q. On va donc se ramener & un
domaine borné Q; de R? et donner 'expression du flux magnétique poloidal & I’extérieur
de ce domaine en fonction de ses valeurs sur le bord du domaine Q;. Pour cela on va
utiliser la méthode décrite par R.Albanese, J.Blum et O.De Barbieri.

Soit € un demi-cercle de centre O, de rayon p, délimitant un domaine ©; ; C est
construit de maniére & ce que les structures passives et les circuits du Tokamak soient
dans le domaine ;. On définit le domaine extérieur Q. par Q. = Q- Q;. On peut
déterminer le flux ¢ en tout point (re,ze) de Q. a partir de ses valeurs sur le contour ¢
au moyen de la formule de Green :

1 oG~
c por On

P(re,ze) = — ¥ dl

ou Z est la dérivée normale dans la direction sortante de Q;, et G* est la fonction de

Green définie par :
LG* = §(P-P.)

G =0 sur C, en r =0 et 4 Vinfini
G* peut étre déterminée en placant une source unitaire au point P, = (r,z,) et
une source image d’intensité —p, /p., avec p, = Vi + 22, située au point P; = (r;, z;) avec
i = re(pe/pe)? , 2z = ze(pc/pc)?. Son expression est :

G(PIP) = L2 \/rw[Flkep,) — Flkyy,)]

T

avec

41‘17’2
(r1472)% + (21 — 22)2

F® = 1[0-5)xw® - 5w) bpups =

ol K et E sont les intégrales elliptiques respectivement de premitre et de seconde
espeéce. :

On peut ainsi se ramener au domaine Q; et résoudre I’équation d’état (11.1.5) dans
ce domaine.

On définit ’espace : |
V(%) = {¢ € B (Q;rdrdz)N C*(Q) / ¢ = 0 sur 0z} (I1.2.2)
Notre probléme se réduit maintenant & trouver 4 € V() tel que I’équation (11.1.5)
soit vérifiée.
On multiplie équation (II.1.5) par une fonction ¢ € V() et on intégre sur Q;. On
obtient alors :

Nc
—/s;; /%[?9% Gg—f) + %(%g—f)]ds =; /S ¢5idS + #i /ﬂ #9(r,9)ds (11.2.3)
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.- 1Vy et 1V¢ appartenant & [L%(®;,rdrdz)]’, on en déduit que 1V4.V¢ appartient a
L'(;). On peut donc intégrer par parties le membre de gauche de I’équation (11.2.3) :

L EFGE) + mGE) = [T Feas - f 5

Le bord 69; du domaine Q; est constitué du contour C et du ~segment [—p., p;] de
I’axe Oz sur lequel la fonction ¢ est nulle. On a donc :

_/ - [ar(i?ﬁ) + az(}»gf)]ds /n_,,

por an

On peut écrire I'intégrale sur le contour ¢ sous forme auto-adjointe d’aprés R.Alba-
nese, J.Blum et O.De Barbieri :

“Frr e = e

1 —
+ ﬂ}é]{ww 1) = 6(P2)] M(P1, Py) [$(P1) —¥(Py)] diy dly

avec
U(Py, Ps)

7P _
M(Py, P2) 2m(rirs)?

2—k
U(Pl,Pz) = kPlP? [2—2%_211’2_E(kp1p2) - K(kpxpz)]
Pip2

N = 1[ - + L - l]
rlvri+(z+p)?  rP+(z—p)2  Pe

- On note C(¢, ¢) la forme auto-adjointe écrite ci-dessus. On a finallement :

'fn.. j [6r(}~gf) + az(igf)]ds /n ,‘ir V$.VédS + C¥,9)

En reprenant les définitions (1.3.3) — (1.3.4) pour le courant I; et pour ¢; dans le ##™¢
circuit, on peut écrire :

si le ##™¢ circuit est une bobine de champ poloidal (ou circuit étendu) :
¢jidS = I ¢ ¢; dS ; (I1.2.4)
Se,i Se,i
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. si le #™¢ circuit est réduit & un courant filamentaire situé au point P; de Q; :

¢ ji dS = L ¢(P) . (I1.2.5)
Sc,i

En reportant les expressions (11.2.3) — (I1.2.5) dans (11.2.2) et en multipliant par u,,
on obtient la formulation faible pour Iéquation du flux magnétique :

/ L 9.V6dS + C(4,9) ~ A/ o(r,9) & dS
i 2y

Ny N,
-3 kol /S Gm 6dS — S poln 6(Pa)=0 Vo€ V(Q)

m=1 m=N;+1

A cette équation viennent s’ajouter les équations (I1.1.6),(I1.1.7) et (II.1.3) pour
Ya, ¥ €t A respectivement.

On peut maintenant définir le probleme (Pg) de la facon suivante : étant donnés la

fonction g(r, ), les courants I; et Ip, trouver (¢, 4a,%s,2) € V() x R® tel que le systéme
suivant soit satisfait :

f 1——» —_— -
/;ng.VquS + C(¢,¢) — z\/nrg(r,w)rﬁds

N N.
- Zﬂoh/s g ¢ dS — Z pol; ¢(P)=0 V¢ e V()
i=1 Y

: i=N;+1

| o =supy (I1.2.6)

P

% = sup ¢
D

A -
I, = —/ o(r, ) dS
\ Ho Ja,

o

ou N; est le nombre de circuits de champ poloidal et N, — N, est le nombre de circuits
filamentaires.

Remarque (171.2.1)

L’équivalence des problemes (Pz) et (Pg) peut étre démontrée de maniére analogue
a ce qui a été fait par J.Blum (cf /1/ Chap.1).
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ITI.Résolution du probléme (PL)

Afin de résoudre numériquement le probléme non linéaire (Pg), non linéaire du fait
de l'expression de la densité de courant dans le plasma et de la frontiére libre I, du
plasma, on discrétise tout d’abord les équations du probléme (Pg) par une méthode
d’éléments finis, et on résout le probléme discrétisé grace a un algorithme de Newton
ou de quasi-Newton.

1.La méthode des éléments finis

Soit 7;, une triangulation de Q; obtenue & partir d’éléments triangulaires courbes T'
de diameétre inférieur & I ; par définition on a :

Q,':UT

TeT

avec la condition que pour deux éléments distincts T; et T», leur intersection est soit
vide, soit réduite & un sommet, soit réduite & un coté.

On utilise des éléments triangulaires courbes afin de suivre exactement le contour

C délimitant le domaine Q;, ainsi que les parois de la chambre 3 vide.

On associe a la triangulation 7;, 'espace Vi défini par :
Vi={6€C®)/VTET,drecPret $=0sur 0z}

ou P, désigne l'espace vectoriel des polynomes de degré 2 & coefficients réels.

Dans chaque élément T, on définit 6 noeuds : 3 noeuds sont les sommets de 1’élément
et les 3 autres noeuds sont les ‘milieux’ des cotés de ’élément. Soit S; ’ensemble des
noeuds du maillage, de cardinal M ; en tout point M; € S; on définit la fonction ¢; € L;

<p,'(Mj) = b siM;je S -0z
wi(M;)=0 si M; € Oz

L’ensemble des N; fonctions ¢; constitue une base de V;.
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On peut maintenant définir le probléme discret (P) : trouver (v, va,¥s,\) € Vi x R3
satisfaisant le systéme discret :

/%%.V_«;db’ +C9) = A gr,9) ¢ ds

N, N
- Z#OL‘/ 4 ¢dS — > poL ¢(P)=0 VéeV
i=1 Sei i=Np+1
J Y = sup - (11.3.1)
QP

%y =sup ¢
D

L= i/ﬂ o(r, ) dS

\ o

Le systeme discret (11.3.1) est une approximation du systeme (11.2.6).

Puisqu’on utilise des fonctions de V; qui sont quadratiques sur chaque élément de la
triangulation, le maximum ¢, du flux dans le plasma €, et le maximum v, du flux sur
le bord du plasma T, ne sont pas nécessairement atteints en des noeuds du maillage.

Pour calculer I'intégrale sur ©; (respectivement Sei et Q,), on calcule la somme
des intégrales sur chaque triangle T € Q; (respectivement S.; et Q,) oti I'intégrale sur
un triangle T € 7; est calculée par la méthode d’intégration numérique de Gauss (cf
G.Strang - G.J.Fix).

Pour résoudre le probléme discret non linéaire (P{), on utilise la méthode de New-
ton qui consiste & résoudre une suite de problémes linéaires. ‘

2.La méthode de Newton

Dans le systéme (I1.3.1) les équations pour %, et ¥, font intervenir le calcul du
maximum du flux sur le plasma et sur le bord du plasma. Afin d’utiliser la méthode
de Newton, il est nécessaire de faire deux hypothéses sur 'unicité de ces maximums.

Hypothese 1
Le Sup ¢ sur Q, est atteint en un unique point P,, qui est un point & 'intérieur

de Q, et est appelé ’axe magnétique . Le voisinage de ce point est supposé étoilé.
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Hypothése 2

Le Sup ¢ sur D est atteint en un unique point P, qui est soit I'unique point de
contact entre le bord du plasma I, et la premiére paroi de la chambre & vide Q,, soit
le point ou le gradient du flux est nul (point hyperbolique).

Ces deux hypothéses nous permettent d’écrire les équations (I1.1.6) et (I1.1.7) sous
la forme :

¢a = "/’(Pa)
Yo = P(Py)

L’ensemble des fonctions ¢; constituant une base de Vi, on peut décomposer v dans
cette base ; en tout point M € Q; :

Nx Nl
Y(M) =3 (M) pe(M) = M) =3 b pu(M)
k=1

k=1

On note z = (y1, ..., ¥n,, ¥a, %5, A) ; le systéme d’équafions (I1.3.1) devient alors :
E(z)=0.

L’algorithme de Newton pour un tel systéme s’écrit :

z° donné
-1
R [E’(x")] E(z™)
ou 'exposant n indique I'itéré n et ol E/(z") est la matrice de Newton donnée par
la proposition suivante : :

Proposition (11.3.1)

Les éléments non nuls 4;; de la matrice E’(z") sont :
V4;.V¢ ) :
A= [ TR s 4 G(gy,00 - v [ 42tk eds  1<ik<H
Q; r ar Y

- yn 99 in
Ajng1=— A az é; % kz dS

Og
AjNgz=— X" s é; 35 kP dS

AjN43 = —/;2 ¢; g(r,¥") dS
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Ans1r = — ¢k(Py) 1<k N
Anginm+1 =1

ANit2.k = — ¢k (P]) 1<k<N
An+2,n42 =1

Anitap = A"/ 29 kn ¢ ds 1<k<N,
ANi43 N4l = ,\"/n gz k” dS

AN+, Np2 = X‘/n 3 k% dS

AN1+3,N1+3 = \/3; g(ry J)n) dS

avec J;“ ;Z
-1 1- n

| e —— kP = —

VT gn —yp T Yn—yp P yn —gp

Avant de donner la démonstration de cette proposition, on rappelle la définition
de la dérivée au sens de Gateaux et on démontre un lemme.

Définition (11.3.1)

Soit 1’espace de Hilbert V et la fonction f: V — R. On appelle Gateaux-dérivée de
f en ¢ dans la direction ¢, la limite, si elle existe, de :

OF N = (5 6) = 1ing LCEF99) = F(®)
(55:9) = F@ie) = fim 2

Lemme (I1.3.2)

La Gateaux-dérivée de Jo, Q(®¥) dS en ¢ dans la direction ¢ est :

(5, 0 099) = [ (021 + f 850
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La dérivée de Jo, @Q(¥) dS par rapport & v est :

] [0 e e
5% /n v) dS ‘/9,, R A i

Démonstration

Le premier terme de chacune des expressions est évident.

Le second terme vient du fait qu'une variation ¢ = 8¢ de v dans le plasma entraine
une variation de la frontiére libre du plasma.

Considérons un élément de longueur d! sur le contour du plasma. Cet élément
est déplacé selon la direction d7 lorsque ¢ subit la variation 4 et on a :

T+ VY.dT =4 )
Soit 7 la normale sortante 3 la surface de flux ¥ = 1y, c’est-a-dire la frontiére du

plasma :

—

= - YV
V9l

On obtient donc en remplacant V¢ dans (1) par son expression en fonction de =

La variation de surface ¢S diie & la variation de flux ¥ est alors :

. ok
dS=7.d7T dl = ol dl
et donc :
- b u_ T4 AW i
/5, Q(Y) dS—}i, Q(Y) Vol dl — . TVl dl (cqfd)

Démonstration de la proposition (77.3.1) :

On écrit tout d’abord la premiere équation du systéme E(z) = 0 pour chaque
fonction de base ¢; € Vi. Le systéme devient alors un systéme de N; + 3 équations a
N; + 3 inconnues.

Les termes 4,1 < j < Ni+3,1 < k < N; sont obtenus en calculant la Gateaux-
dérivée de Ej(z) en ¢ dans la direction ¢;. Cette dérivée est évidente pour tous les
termes linéaires ; le seul terme non linéaire en v est :

Q,
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On applique le lemme (11.3.2) & ce terme et on obtient :
0 _ s )
(5{5/0 ¢; 9(r,¥) dS;¢k) =/n ¢j(é%;¢k)ds+fi: é; g(r, %) l—% dl

L’intégrale sur le bord I, du plasma est nulle car on ne considére ici que des
fonctions g(r,%) qui s’annullent pour % = 0. ¢ étant une fonction de Yona:

(g;gzm) = gi' (%;“) = gzgz ¢a—-1¢b P

soit en posant :
-1

ky = ———

¢a"‘/)b’

0 . - ) _ . Og
(%/{;, ¢] g(r7¢)ds;¢k) "LP¢] 5"'7; kt[) ¢k ds

Les éléments de matrice 4; n,41,1<j < Nj+3 , (respectivement 4; v, et AjNi+3)
sont obtenus en calculant la dérivée de E;(z) par rapport a ¥, (respectivement y;, et
2). Tous les termes linéaires sont évidents & calculer ; le seul terme non linéaire (en

Yo et ) est :
L@m@w

Sa dérivée par rapport a ¢, est obtenue en dérivant g par rapport a 1,. Sa dérivée
par rapport a v est obtenue en appliquant le lemme (I1.3.2). On calcule d’abord la
dérivée de g par rapport & v, et v :

dg _ 0y 6113_69 1-¢y _ dg

e OO0 OYa 0% Ga—ts 0% °

99 _09 0% _08g & =9 .
9y 0% 0% 0% Ya—tr 0%

La fonction g(r,¢) étant nulle sur le bord du plasma, le second terme de I’expres-
sion de la dérivée par rapport & 4, dans le lemme (11 .3.2) est nul. On a finallement

4 o dS) = [ o 99
BE([}P¢J g(r,t/)) dS)—L’¢] 6’& ka dS

z%M%W@“FL%%““ (cafd)

On peut remarquer que la matrice E'(z) est constituée d’une sous- matrice Nix N
symétrique. Pour inverser la matrice E'(z) on met la sous-matrice symétrique sous
forme triangulaire grace & la méthode de Crout (cf A.Jennings) et on fait ’inversion
de la matrice entiére grace & la méthode de Woodbury (cf G.H.Golub - C.F.Von Loan).
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Résultats numériques

La méthode de Newton converge quadratiquement pourvu que la donnée initiale
z° ne soit pas trop éloignée de la solution cherchée. Dans le code PROTEU S, z° est
calculé de maniére & avoir un plasma circulaire.

3.Algorithme de quasi-Newton

La méthode de Newton a l’avantage de converger de maniere quadratique, mais
elle nécessite I'inversion de la matrice E'(z") & chaque itération ce qui est coliteux en
temps de calcul. On peut améliorer cela en utilisant la méthode de quasi-Newton qui
consiste & calculer la matrice £'(z°) pour la premiére itération et & garder cette matrice
pour les itérations suivantes :

z° donné
-1
zn+1 =" = [EI(.’BO)] E(.’l!n)

IV.Controéle statique du bord du plasma par des courants externes

Dans le début de ce chapitre, le probléme était de trouver la configuration d’équili-
bre et la frontiére libre du plasma lorsque les courants dans les circuits étaient donnés.
On va maintenant résoudre le probléme inverse qui consiste 3 calculer les courants dans
les circuits de fagon & obtenir une configuration magnétique donnée.

L’approche présentée, qui tient compte des non-linéarités du probléme, est celle
proposée par J.Blum /1/ et consiste & formuler le probléme comme un probléme de
contrdle optimal pour le systéme d’équations aux dérivées partielles (11.1.5) — (II.1.7) ,
(I1.1.3).

1.Le probléme de contréle

On désire déterminer les courants dans les circuits de fagon a ce que le plasma ait
certaines caractéristiques telles que la forme ou la valeur du flux en certains points.

Ce probléme est formulé en termes de contrdle optimal avec des parametres de
controle, des équations d’état et une fonction- coiit.
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a.Les paramétres de controle

Parmi les N, circuits du Tokamak (typiquement N, = 7 pour N ET), on distingue 2
catégories :

- les m circuits S.;,...,S.m pour lesquels les courants I, sont les parametres de
contrdle ; on suppose que les m; premiers courants sont des courants étendus (dans
les bobines de champ poloidal) et que les m — m;, autres courants sont des courants
filamentaires.

- les No—m circuits restants pour lesquels les courants I; sont donnés et gardés fixes
au cours de 'optimisation.

Le vecteur I = (I, ...,I,) € R™ est appelé vecteur de contrdle et ses m composantes
sont les paramétres de contréle. Ce vecteur peut étre sujet & des contraintes telles que
la positivité de ses composantes ou une borne supérieure pour sa norme, aussi note-t-on
Uaa le sous-ensemble de R™ constitué des controles admissibles. Dans les cas étudiés,
on a U,y = R™ (cas sans contraintes).

b.Les équations d’état

Le vecteur d’état (v,va,%s,A) € V() x R® , ol V(Q;) est défini par (I1.2.2), satisfait
le systeme d’équations (17.2.6) , qui peut étre réécrit en distinguant les circuits dont les
courants sont des parameétres de contrdle et ceux dont les courants sont donnés :

( 1 —_— —_ _ m,
- . d - - i 1
[ 7% Foas + 0w ~ 2 [ o) as Sowoki [ agds
m N
= D mk6R) = Y wek [ aéds =0 Vé € V()
i=my+1 i=m+1 Se,i ,
3 e = sup ¥ . (I1.4.1)
2,
Ys =supy
D
A -
IP =— g(r, ¢) s
\ Ko Ja,

avec
Q ={M € Qa/(M) > S%p ¥}

D={MeQi,/PM .V (M)<0} U {X €Qs,X# P/ V9 (X)= T}

c.La fonction-cofit

Suivant les caractéristiques demandées pour le plasma, on définit différents proble-
mes de contrdle.
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Controéle de la forme du plasma

On veut que la frontiére libre du plasma T, soit aussi prés que possible d’un contour
désiré I'y qui peut étre tangent a la premiere paroi de la chambre & vide dans le cas ot
la configuration désirée est de type limiter, ou qui peut n’avoir aucun point de contact
avec la premiére paroi de la chambre & vide dans le cas ou la configuration souhaitée
est de type X-point.

Pour rendre T, aussi proche que possible de Ty, on minimise la fonction-cotit J; :

=5 $ Gn[pon - v a

ol M, est un point de référence situé sur le contour T'; et a(M) sont des coefficients
(ou poids) permettant de moduler le degré de précision pour certains points du contour.
La nécessité d’introduire ces poids se justifie par la facon dont le contour I'y est donné
dans le code PROTEUS ; dans la derniére partie de ce chapitre consacrée aux résultats
numeériques, on explicitera comment donner Ty.

Si J; est nulle, alors I'; est la ligne de flux passant par M.

Si la configuration désirée est de type X-point on peut imposer une condition
supplémentaire, & savoir qu’au point hyperbolique le gradient du flux magnétique est
nul. On minimise alors la fonction-cott J, :

ol wx C Q4 est un voisinage du point hyperbolique (24 désignant la région du vide
accessible au plasma).

La nécessité de minimiser la norme du gradient du flux magnétique sur un voisinage
du point hyperbolique, et non simplement d’imposer que ce gradient est nul en ce point,
vient du fait que le flux magnétique est une fonction L? et donc son gradient est deﬁm
presque partout sur Q.

Cette condition seule n’impose pas qu’alors la configuration est de type X-point,
mais ajoutée a la fonction-coiit J; elle assure une plus grande précision sur la localisa-
tion du point hyperbolique.

Controle de la valeur du flux v

On désire que le flux magnétique ¢ ait une valeur donnée en certains points du
domaine Q;, tels que ’axe magnétique ou un point de la frontiére du plasma.

Soit S un point quelconque de ©; et soit ys la valeur souhaitée pour le flux au point
S. On minimise la fonction-cotit Js :

=3 [¥® - ws]’
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Dans le cas de I'axe magnétique, on veut que le flux v, sur I’axe soit égal au flux
fixé 4. Or on ne connait pas & priori la position de cet axe. On minimise alors la
fonction-cofit J, :

1 2
Ja = 5 [a = va]

Enfin dans le cas du bord du plasma, on veut que le flux ¢, au bord soit égal au
flux désiré ¢5. De méme que pour I’axe magnétique, on ne sait pas a priori ou se situe
cette frontiére. On minimise alors la fonction-coiit Js :

Is= 5[ —vs]”

Lorsque la fonction-cofit Js (respectivement J, et Js) est nulle, le lux magnétique
est exactement celui souhaité au point fixé S (respectivement sur 1’axe magnétique et
sur le bord du plasma).

Contréle d’une ligne de flux particuliére

Dans le cas d’une configuration X-point, certaines quantités ne peuvent pas étre
calculées sur la derniére surface magnétique (bord du plasma) aussi est-il habituel en
physique des plasmas de calculer ces quantités sur une surface de flux particuliére qui
est généralement la surface contenant 95% du flux total contenu dans le plasma. Il est
donc interessant de pouvoir imposer une ligne de flux quelconque du plasma.

On repere une ligne de flux par le flux normalisé % car on ne peut pas connaitre &
priori le flux en tout point du plasma. Soit donc Ty la ligne de flux pour laquelle ¢ = ¢
avec 0 < 6 < 1. On minimise la fonction-coiit Jg :

To= 3§ o [ua) - v(vo)

ol N, est un point de référence sur Ty et ot @¢(N) sont des poids introduits pour mo-
duler 'importance de certains points de T. :

Cas général

On ne considére maintenant qu’une fonction-cofit J (I,4) :

I =3 }g a(a) [v(0) - v(at0)] @t + ex /w ) w ds

+ L) —vs| + Rlva-wa]” + ZZ[vs-va]’ (11.4.2)

+ 5§ @) -vo)]'a + 13k 2

i=1

Les coefficients a(M), ax, as, @4, ap, ag(N) et k; peuvent &tre pris égaux a zéro suivant
le probleme considéré. En particulier, il est possible en théorie de fixer le bord du
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plasma T'; et une ligne de flux particuliére Ty, mais en pratique cela ne peut pas étre
correctement réalisé du fait du nombre limité des parameétres de contréle ; on choisira
donc (M) = 0 lorsque l'on voudra fixer la ligne de flux Ty et as(N) = 0 lorsque l'on
voudra fixer la frontiére du plasma ;.

Le dernier terme de la fonction-coiit représente le cotit énergétique de la configu-
ration.

d.Le probléme de contrdle
Le probleme de contréle optimal (P;) peut étre formulé de la facon suivante : trouver
I €Uaa et (¥,%q,%p,A) € V() x R? qui satisfassent les équations (17.4.1) et tels que :

J(I,9) = Inf J(I',¢')
II E uad
(¥, %%, ¥4, X') € V(%) x R? solution de (I1.4.1)

Des conditions suffisantes pour ’existence d’une solution au probléme du contréle
de la forme du plasma pour un modele simplifié sont données par J.Blum /1/.

2.Lagrangien et systéme d’optimalité

Puisque les équations d’état ne sont pas linéaires, on doit définir un Lagrangien
afin de dériver formellement les conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme
(Pr). On définit le Lagrangien £ :

L(I,(%, %a, ¥, N), (X, v))

= J09) + [ 190.xds + Cwo) - A [ o6 x as

U c e (11.4.3)
-Z#oIi/ g xdS — Y poli x(P) - Y F'OIi/ g xdS
i=1 Se,i i=my+1 i=m+1 Se,i

+ n [%—sgfw] + Vz[@bb-s%pt/)] + va[/\/n’g(r,&) s - ﬂolp]

pour I € Usa , (¥,%a,%5,2) € V() x R® et (x,v) € V(%) x R®. (x,v) est appelé
multiplicateur de Lagrange.

Une condition nécessaire et suffisante pour que (I, (%, ¥a, %5, X)) soit solution du
probléme de contréle (Pr) est que (I,(%,%a,¥s, A), (x,v)) soit point-selle pour le Lagran-
gien L :

L:(I’ (¢, ¢a; ¢b) ’\)a (X,’ VI)) S L(I: (¢, ¢4) 1/)5’ A)) (X) V)) S ‘C(Ila ('/)/’ :z’ 1/’2, A,)y (X; V))

V(I (¥, ¥, ¥, X), (X', V")) € Usa x V(%) x R® x V() x R

(I1.4.4)
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En développant I'inégalité de gauche de (II.4.4), on retrouve les équations (I1.4.1)
pour le flux magnétique. L’inégalité de droite nous permet d’écrire les équations pour
I'adjoint du systéme, ainsi que la condition d’optimalité.

Proposition (1I.4.1)

L’adjoint (x,v) € V() x R® satisfait les équations :
/—VX.V¢dS + Clx,8) - )\/ X 22 ky ¢ dS
Qr o, O

—v1 ¢(Pa) — vz ¢(Py) — 1/3,\/n g;% ky ¢ dS

- _ fi o(M) [B(M) — ()] [6(M1) ~ 6(0o)|dl — ax /wx ZIAZI

r

~ asd(5)[9(S) ~¥s| ~ and(Po)[ba—va] ~ ano(B)[vs - vs]
(I1.4.5)
- fi o () [6(V) — $(No)] [8() = 6(¥0)] V6 € V()

g ag
—/\/ —= ko dS + v; + v3 ) =k, dS = 0
n,xa¢ ' > Ja, 5%

dg Og
- — ky dS + v +u/\/ == ky dS = 0
n’xw b 2 3 o, EW 3

—/ x 9(r, %) dS + Vs/ g(r,¥) dS=0
2, Qp

La condition d’optimalité pour le vecteur de contréle I est :

ki I; — Ilo/ g xdS =0 i=1,..,m

(I11.4.6)
ki I; — po x(P) =0 t=my+1,...,m

Démonstration
L’inégalité de gauche de (I1.4.4) peut aussi s’écrire :

(360 (60,00, 0, 0 ))s6) = 0 V6 € V()

%ﬁ(f,(zp,wa,mﬁ),(x,v)) =0
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'5?&75(1,(¢,¢a,¢b,x),(x,v)) =0

%E(I,(@b,:ba,%,z\),(xw)) =0

(o0 (e, 0., )i I = 1) 2 0 VI' € Ug

En développant les 4 premicres égalités de maniére analogue & ce qui a été fait
pour le calcul de la matrice de Newton (proposition (I1.3.1)), on obtient le systéme
d’équations pour 1’état adjoint.

En développant la 5™ inégalité du systéme ci-dessus, on obtient la condition
d’optimalité suivante :

my m
-0k —po [ xads] + Y WDk L -pxP)] 2 0. Vet
im1 Se,i i=my+1

Or dans notre probléme #,; = R™ ; il s’agit donc d’une optimisation sans contraintes.

L’inégalité précédente devient alors une égalité, et on obtient la condition d’optimalité
donnée dans la proposition.

(cqfd)

Remarque

Les quantités

Gi=k; I, — p / ¢ x dS
' °Js.. (I1.4.7)
Gi=ki I — po x(P)
sont les composantes du gradient de la fonction-coft pour respectivement i = 1,...,m;
eti=my+1,...m.

Le systéme d’optimalité pour le probléme (P;) est le systéme constitué par les
- équations d’état (II.4.1), par les équations pour I’adjoint (I1.4.5) et par la condition
d’optimalité (I1.4.6).

Interprétation de ’adjoint en termes d’équation aux dérivées partielles

L’adjoint (x,v) € V() x R3 est l'inconnue du systéme d’équations (I1.4.5). La
premiere équation de ce systéme est une formulation faible de I’équation pour ’adjoint
et on peut écrire ’équation aux dérivées partielles correspondante.
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On rappelle que 6y désigne la mesure de Dirac au point M € Q, et que ér est la
mesure sur le contour I' définie par :

(60, ) =]£f dl

L’équation aux dérivées partielles satisfaite par 1’adjoint est obtenue de la facon
suivante : dans la premiére équation de (I1.4.5), on considére une fonction ¢ € D(%)

(D(:) est 'ensemble des fonctions C* & support compact dans ;) et on applique la
formule de Green 4 :

Vé . Vx
Vé.Vx ds + C(¢,x)
Q; r

=/ Mdg+/ Mds_fl¢axd1
Qi-ox wx r cT

r on

1
=/ to Lx ¢ dS + 19
Qi-ax a(u-ox) T On

+/ uoLx¢ds+f 1 a—"dz—flqsa—"dz
wx wx T On cr On

_ 1 8x
_/Q‘,uoLx¢dS +£wx;¢[%] di

ol §(Q; —ax) désigne le bord du domaine ©; —ax qui comprend le contour ¢, un segment
de I’axe Oz et du bord dwx du domaine w x ; & est la dérivée selon la normale sortante
au domaine Q; ou w; ; [g,{-] = ng-“,;"i - %;—" est le saut de la dérivée normale de y sur le
bord dwx (Xin: €t xes: sONt respectivement les valeurs de x a lintérieur et & ’extérieur
de wx). L est 'opérateur défini au premier chapitre.

D’autre part, en appliquant la formule de Green 3 :

ds =/‘;x/,zoL1/z¢dS +£ la—¢d>d1

wx T 0N

r

/ VY.V
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On obtient alors la formulation forte pour ’adjoint :
99
Bo Lx — A (x —va) 3 ky 1o, — v1 ép, — v3 6p,
=~ (broa - v0L) + b § (NN - v0) dl
— ax po LY luxy — as bs (¥(S) — ¢s)
— a4 bp, (Ya—%a) — ap bp, (¥ —¥B)

- (6Fa)a9(¢—¢(N0))) + 6No‘£ ao(N)(¢(N)_¢(N°)) dl

1 10x] _ 1 9y
o) = - o
Xezxt = Xint sur Owx

Les trois autres équations de (11.4.5) restent les mémes.

3.Résolution numérique

Le probléme (P;) est un probléme de contrdle optimal avec des équations d’état
non linéaires et une fonction-coiit quadratique. Pour résoudre ce probléme on utilise
une méthode séquentielle quadratique dérivée de la méthode de Newton dans laquelle
le vecteur de contréle I est modifié & chaque itération de facon & minimiser la fonction-
cott.

Le but de la méthode utilisée est de résoudre le probléme discret dans lespace
Vi x R® ; elle se compose d’itérations externes dont la ni*™¢ consiste a définir un
probléme de contrdle (P}) pour le systéme linéarisé en (¢, 47,47, \*) € Vi x R® ; ce
probléme est lui-méme résolu par des itérations internes de Gradient Conjugué et
(InH1, gntl yptt g+l Antl) est alors optimum pour le probleme (P7).

Dans la suite on utilisera les notations du paragraphe IIT de ce chapitre; on posera
en particulier z = (¢, ¥q, ¥s, A).

a.Le probleme (P?)

Soit (I°,¥°, ¥2,¥?,)%) € R™ x Vi x R3.
La n +1%*™¢ jtération de Newton consiste & trouver z solution de :

[E'z™)] = = [E'(z")] 2 - E(z")
ol la matrice E'(z") est donnée par la proposition (II.3.1).
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.. En simplifiant le second membre on peut réécrire ce systeme sous la forme :
[E'(e™)] = = Ei(Im)) + Eo(I) (I1.4.8)

avec

( N

Ey; = Z ﬂoIi/ g ¢; dS J=L.,N
Sc,i

i=m+1

E0N1+1 =0
E0N1+2 =0

Eoni+3= o Ip

\

et

r m;y m
By=Ymk [ w645+ 3 mk(B) j=1,..M
i=1

Sc’i i=m1 +1

J Ein41=0

Ein42=0

Ein43=0

\

Le probléme (P}) est alors le suivant : trouver (I"*1,z7+1) € R™ x Vi x R® solution de
(I1.4.8) et tel que :

- J(IMH, ™) =Inf J(I, )
I E uad
(¥, %a,%5,A) € Vi x R™ solution de (I1.4.8)

De méme que pour le cas continu, on peut écrire le systeme d’optimalité pour (P7) :
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Etat du systéme

(

—_—ntl

=Vy  .VédS + C(¥"t,¢) — A"“/m g(r, ") ¢ dS

o7

_An/
2

=Z#O(I"+l)i/s ¢ ¢ dS + Z po(I*t); ¢(Py)
i=1 o

i=m1+1

n ,.n n n n n 0 nn
slkg v+ k2wt 4w 5 e as

N,
+ 3 noIi/S 4 $dS Ve Vi

i=m+1

Pt = supynt!
a;

1
T = supy™!

w [
o

+,\"+1/mg(r,1,5"‘) ¢ dS = p, Ip

i

n /n n o, n n ,n 0 n
B[S v+ e+ | ] o) ds

n
P

(I1.4.9a)

Etat adjoint

(

\

TTUHLTa4S + O e) = 3 [ x 2 gnd7) kg 6 ds
T o 0¥

B it e(Bg) - e [ gt g 6 ds
= - }i a(M)[t/;”“'l(M)—z,b”"’l(Mo)] [¢(M)—¢(Mo)]d1
. n+l -y
- ax [ ST as — ase(s)[pis) - vs)

= cad (P[0t — | — apg(PPH)[uptt - ws]

= § aa)[$1 () = g ()] (V) = 6(0e) Y
Te

P _ 5 )
_\n n+1 n n n+41 n+lyn _ n n -
,\/mx 57 9 ) 7 S + o7t 4 03 ,\/Q: 57 9 07) K S = 0

P
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[ [ Zge by by ds a4 700 [ g5 o) K S = 0

)

= [ e a5 + 5 [ gt as=o
\ Q; 4

4

(I1.4.10a)
- Conditions d’optimalité
k(M) — ﬂo/ g X"*1dS = 0 i=1,..,m
k; (In+1)i - Ko Xn+1(Pi) =0 t=my+1,...,m
(I14.11q)
On peut simplifier les systémes d’équations en les écrivant comme :
[E'(z™)] ™ = Ey(I™*Y) + Eo(I) (I1.4.9)
[E'@)]T (1,04 = By(znt) (11.4.10)
G'tl = ¢ (I11.4.11)

ou E,, E, et E, sont les vecteurs de RM+3 de composantes :

( Ne
Ey; = Z ,uofi/ g ¢; dS J=1,.,.M
Sc,i

i=m+1

E0N1+1 = 0
E0N1+2 =0

Eoni+3 = o I

\

’ m; m B
Ey; =Zﬂ0(1n+1)i/ g ¢; dS + Z po(I™*1); ¢;(P) i=1.,N
i=1 Sc,t’ i=m1+1
Einy4+1=0
)
Ein42=0
Ein4s=0

\
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r

Eyy= = § aOn)[ (M) 6+ (0)] [6000) - 6(a40)]

- n+1 -y
~ax [ TV 45 _ass(9)[urri(s) - vs]

wx r

~ aad(PI It — va] = apg(P[H)[upt - ys)

J -4 (W) [y ) - W) [0 - sWa)al =10
Ean41=0
Eany2=0
' Ean3 =0

\

et ou les composantes du vecteur G sont données par (II 4.7).

b.Algorithme de Gradient Conjugué

On résout ce probléme de contréle optimal par des itérations internes de Gradient
Conjugué. Avant de donner ’algorithme de Gradient Conjugué appliqué au probléme

(P?), on rappelle en quoi il consiste et on pourra ensuite faire le paralléle avec notre
probléme.

Soit I un vecteur de R™ et J(I) une fonctionnelle quadratique :

J(I) = %ITAI -BTI+D

avec A matrice (m x m) symétrique définie positive, B vecteur de R™ et D scalaire
réel. La matrice A étant définie positive, on peut définir le produit scalaire :

(I,I') 4 = ITAI' I,LI' e R™

On cherche T € R™ tel que I minimise la fonctionnelle J(I).

L’algorithme de Gradient Conjugué s’écrit :

I donné

Iiy1=Ir —prwr  pour k>0
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ou la direction de descente w; est donnée par :
wo = J'(Ip)

W = J’(Ik) <+ ﬁkwk._l pour k£ >0

avec f; tel que les directions w; et wy_; soient conjuguées pour le produit scalaire
associé a A, soit (wi,wir_1)a =0,

et ol le pas de descente p; vérifie :
J(Ix - Prwi) = inf J(I — Pek)
p>0

L’algorithme de gradient conjugué converge théoriquement en m itérations.

Revenons a présent au probléme (P}); la fonction-cofit 3 minimiser est la fonction
J(1,¢) donnée par (I1.4.2) et on cherche | qui réalise ce minimum. On applique donc la
méthode du Gradient Conjugué décrite précédemment pour réaliser cette minimisation
en ayant soin de noter que le flux magnétique ¢ dépend linéairement des courants dans
les circuits du Tokamak.

On repére par l'indice j le jé™¢ itéré de Gradient Conjugué. L’algorithme est le
suivant ; initialiser le vecteur de controle :

g=r
Calculer z? en résolvant :
[E'(z™)] 25 = Ei(I3) + Eo(I°% (I1.4.12)
Calculer ’adjoint (x},v}) en résolvant :
(BT (F,v0) = Ea(a?) (I1.4.13)

Calculer le gradient de la fonction-cofit :

GPi=ki (IF) — o /S g X dS i=1,..m
(I11.4.14)
(G?)t =k; (I?)i - Ho X;‘(R) i=my+1,...,m
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Calculer le vecteur de contréle I?,, et le vecteur d’état 27, :

= — oW
=1 = pjuj

i o (I1.4.15)
Ti+1= %5 — P %5
Cette écriture se justifie & partir de (171.4.9) de la facon suivante :
2(I4) = [E'M) 7 Er(Iy1) + [B' (™) T Bo(1%)
= 2(y) =[BT B - AP [E' ™) T Erw]) + [E'(2™)] T Eo(I°)
= 2(lfy) ==(I}) - pf2(W])
= =g
Dans (11.4.15) la direction de descente w? (et z7) est obtenue par :
wi =G} + fwi_,
S (I1.4.16)
Tj =T P
ou z} correspond simplement & Z(G?) et o B} = — Brum/Bien avec :
ram = @O [F00) = (0] [B1-,(M) - Fos (M)
d
Yor.Vor S
+ox / S B 45 4 as F(S) F_u(S)
wx
+aa(ba)] Ba)j-1 + an(@)] (B)}-s
+ $ @[T = T 0V0)] [B-a () ~ B (V)]
(I1.4.17)

+ i‘: ki(G7)i(wi_1)s
e = @00 [T () = Fs(e)] 't + ax [
+ as[B@)] + aa[@p]” + as[@ip]’

+ ‘é ae(N) [’\;‘—I(N) - 17;?_1(]\/’0)] 2dl + 2"‘: ki(w?_l)?

i=1
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Dans (11.4.15) le pas de descente P} vérifie :
T = p]f 07 = p747) = inf T(I7 — g, 7 ~ pi7)

SOIt % = ppum/paen avec :

D = }]{F oD [ur () = w3 ()] [B(00) ~ B (o)

+ ax/‘; -m ds + as[lb}‘(S)—il)s]?Z}’(S)

r

+ @al@o)} = va] )} + a8} - v @)

+ 0D [43N) - v 0] [F V) - o) a

o, (11.4.18)
+ 2 k(o)

i=1
V%[

ds

Pden =frd a(M)[{b;’-‘(M)—JJ’!(MO)]ZdI + ax‘/‘;

X

+ as[BO)] + an[@]” + as[@)]’

+ fi_:o ag(N) ['Z?(N) - 1Z;“(J\/'o)] 2dI + ik*("-’?)f

i=1

Le nombre de parameétres de contréle étant égal & m, algorithme de Gradient
Conjugué converge théoriquement en au plus m itérations. On peut alors déduire :

= b 44
(11.4.19)
™t = zn,

Les itérations externes se terminent lorsque le critére de convergence est satisfait.
On note ¢ I'erreur maximale autorisée (erreur absolue) ; la convergence est obtenue
lorsque :

lz"*! — z"| < e

Le schéma (11.4.20) représente le schéma de principe de ’algorithme décrit ci-dessus.

Dans le paragraphe suivant, des résultats obtenus avec cet algorithme sont présentés
et commentés.
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1° donné’
Initialisation de x°

’( Itérations externes)

Calcul de la matrice E'(x") pour le systéme (11.4.9)

!

g ="

Calcul de x§ en résolvant (11.4.12)

ltérations internes e
( erations in rnesr

Caleul du I'adjoint {x,/}) en résolvant (11.4.13)

|

Caleul du Gradient G} d'apres (1l.4.14)

~
Calcul de x7

wh = G§ Calcul de 80 d'apres (1.4.17)
B =33 Calcul de wf etX} d'aprés (Il.4.16)

t—1

!

Calcul du pas de descente pf d'apres (11.4.18)

\
Caleul de 174 et x[yy d'aprés (11.4.15)

convergence

oui

FIN

Schéma (I11.4.20) : schéma de principe
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V.Résultats numériques

Trois cas typiques vont illustrer la méthode de résolution du probléme inverse sta-
tique décrite précédemment. Le premier exemple est celui d’une configuration de type
limiter pour laquelle on impose la valeur du flux sur l’axe magnétique. Le deuxiéme
exemple est celui d’une configuration avec un unique point hyperbolique dans la partie
inférieure du plasma (ou single null). Le troisiéme exemple est celui d’une configura-
tion X-point symétrique par rapport & ’axe horizontal Or, pour laquelle on impose une
ligne de flux particuliére Ty pour 6 = 0.90, et la valeur du flux sur le bord du plasma.

La configuration limiter est la configuration naturelle pour une décharge Tokamak
lorsque le plasma commence 3 se former. En effet, le plasma est alors relativement petit
et le courant plasma relativement faible, et une configuration X -point nécessiterait de
tres forts courants dans les bobines de champ poloidal By et By, (cf figure (1.3.1)).

Lorsque le chauffage du plasma devient important, le plasma ne peut plus toucher
les parois du Tokamak car les matériaux ne résisteraient pas & de telles températures.
On a alors une configuration X -point, avec soit un seul point hyperbolique (single null),
soit deux points hyperboliques (double null). On a choisi de présenter un exemple avec
un seul point hyperbolique afin d’illustrer un cas non symétrique par rapport & ’axe
horizontal Or du tore, et un cas avec deux points hyperboliques pour lequel une ligne
de flux particuliére I'y est imposée.

Avant de donner ces trois exemples, il est nécessaire d’expliquer la facon dont la
frontiére du plasma désirée T'; ou une ligne de flux particuliére Ty sont introduites.

1.Donnée des lignes de flux désirées

Dans la section poloidale du tore, on définit les points du plasma P, P,, Ps, P, tels
que :

P = (r,z1) : point du plasma dont ’abscisse est minimale (et positive)
Py = (ry,22) : point du plasma dont ’ordonnée est maximale '
P3 = (r3,z3) :  point du plasma dont ’abscisse est maximale (et positive)
Py = (r4,24) :  point du plasma dont ’ordonnée est minimale

a.Cas z; = 25

Dans le cas ou les points P, et P; ont des ordonnées égales, on définit le rayon mini-
mum a,, le rayon maximum r,, lellipticité supérieure e, et inférieure e, la triangularité
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supérieure t, et inférieure t; du plasma par :

_ Ts—mn _T3+mn
a = —3 To = 5
z1+ 23 21+ 23
22— 2 ~24 + )
es = ———= e =
a, Qo
To— T2 To— T4
t, = t;, = 2=
a, a,

Le bord désiré du plasma Ty est alors calculé a partir des quantités définies ci-
dessus, comme étant une courbe continue passant par les points P, & P,.

Supposons que ’on désire une configuration avec un point hyperbolique dans la
partie supérieure du plasma. On calcule alors deux morceaux d’ellipses, le premier
passant par les points P;, P; et de centre Ps, le second passant par les points P,, Ps et
de centre P;. Les points (r,z) de la courbe ainsi obtenue vérifient alors :

.
_ 4—(t, +1)2 4e2a? .
T =71, + a p 4—(t,+1)2_(z—23)
{ (I1.5.1a)
712522
( 4—(t,—1)2 4e2a?
- — L4 s¥o _ _ 2
TETe T Gt e? \/4 gy ey s A CAute))
< (I1.5.1b)
23<2< 2y

Supposons maintenant que I’on désire une configuration de type limiter dans la
partie supérieure du plasma. On calcule alors la courbe paramétrique définie par :

T =71 + a COS((P + 1, sin 50)
(I15.2)
21+ 23

z = egsingp + 5 Ses

On peut calculer de maniére similaire une courbe représentant le bord désiré du
plasma dans la partie inférieure du plasma a partir des points P;, Ps, P, et de Uellipticité
et de la triangularité inférieures.

On obtient alors le bord désiré I'y du plasma comme étant ’'union de la courbe de
la partie supérieure du plasma et celle de la partie inférieure du plasma. On choisit
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alors Ny points M; de ce contour et on minimise la fonction-cofit J{ définie par :

Ny

Il =) (M) [$(M;) - (M) (I1.5.3)

=1

b.Cas 2z # 2

Supposons maintenant que les points P, et P; aient des ordonnées non égales,
I'utilisateur du code de calcul doit alors donner lui-méme les coordonnées de N, points
sur le contour désiré I'; du plasma ; on minimisera ainsi la fonction-cott J; définie par
(I1.5.3).

c.Ligne de flux 1,

Le cas d’une ligne de flux Ty désirée est traité de maniére similaire : on définit 4
points Pig, Pag, Psg, Psp de la ligne de flux désirée pour lesquels ’abscisse ou l’ordonnée
est soit maximale soit minimale.

Si les ordonnées des points P,y et Ps, sont égales, on définit les ellipticités et tri-
angularités correspondant aux 4 points et on calcule le contour I'y par une formule
analogue & (I1.5.2) ; on choisit alors N, points de ce contour.

Si les ordonnées des points Pjy et Ps; ne sont pas égales, 'utilisateur doit donner
les coordonnées de N, points sur la ligne de flux désirée T,.

A partir de N, points N; de cette ligne de flux souhaitée on minimise la fonction-cofit
J¢ définie par :

Ne ’
Jo =Y ag(N:)[$(N;) — p(Ny)]? _ (I15.4)

i=1

2.Présentation des résultats

Chaque sortie graphique représente le plasma dans un plan poloidal. Qutre la sor-
tie graphique, on précise quelles sont les données utilisées et quels sont les résultats
numeériques obtenus.

a.Cas d’un limiter

Données :
Courant plasma total : I, = 10 MA
Coeflicients : & = 0.0098; & = 4.255

Profil du courant plasma: g(r,¢) = r & (-9 + rlg (1-492)
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Nombre de circuits étendus :
Courants initiaux :

Nombre de circuits filamentaires :

Position et courants initiaux :

Nombre de points sur Ty :
Poids :

Ellipticités :

Triangularités :

Rayons minimum et maximum :

Flux sur I’axe magnétique :

Poids des courants :

Erreur maximale autorisée :

Résultats :

N1 =4

L =L = 5MA

Iz =1, = 10 MA

3

Ps = (4.00,90) ; I; = 5MA
P = (11.5,6.0) ; Is = —2MA
Pr = (11530) ; I, = —2MA

Ng =9

a(M;) = 10° , it = 1,..,Ng

€s = € = 1.41

ts = t; = 0.075

a, = 2.12 (m) ; R, = 5.85 (m)
Ya = 126.5 (Wb) ; as = 107
k; = 10~ , i =1,...,4

ks = 4.4 10¢

ke = k7 = 3.6 10-3

€ = 10°°

Le programme converge en 9 itérations externes.
L’erreur finale est Res = 5.7 10-6.

Courants dans les circuits : I
I
I3
1
Courants filamentaires : Is
I
I7

Coefficient de normalisation :
Axe magnétique :

Flux :
Point limiter :

Flux :
Volume du plasma :

= 544 MA
5.00 MA
11.65 MA
12.46 MA
2.69 MA

- 098 MA
= —361 MA

A =127

re = 5.965 (m) ; 2, = 0.0 (m)
Ya = 1265 (Wh)

ry = 3.710 (m) ; z = 0.0 (m)
¥y = 79.83 (Wb)

Vo = 726 (m3)
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L’erreur calculée est une erreur absolue portant sur des quantités qui sont de ’ordre
de I'unité et cela explique donc la valeur de 1’erreur maximale autorisée e.

La figure (11.5.1) représente le plasma et les lignes de flux poloidal & I’intérieur de
la chambre a vide.

Sur cette figure, les points de T'; sont repérés par des croix. Les positions de I’axe
magnétique et du point limiter sont repérées par une croix.

20 30 40 50 .0 70 80 9.0 100
1 1 1 ITERTI RN INUTI N Liagatiaial 1 1 teagatoeaed 1 1
e Holf mesh used :  GHS:ITER.I4RH 3
3 S
3 x3
&3 3
3 F o
-] i
o3 F o
S E 7
[ E2
~ 4 .1
LE F o
© //_\\ F o
I
LE U X
E ET
[ F o
o~ . |- o
3 F
LE X
L= -_sd
(= E !
LE E o
- J - -
= E
23 F o
o 4 L o
v 3 E 5
o Teme = 4.00006401 3 [ o
' E 6v = 5000 W E ¢
..,x.n]nu|vuu.nu...u,u--|u--|u..|1u;..-u,.-vr[uu,un,u-n'....,....'-u.
20 30 40 50 60 7.0 80 9.0 100

Figure (11.5.1) : Configuration limiter
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b.Cas d’un ‘single-null’

Données :

Courant plasma total :
Coefficients :

Profil du courant plasma, :

L

S

22 MA
0.123 ; &

3.415

9(r¥) = 1 (1-9%) + r71 & (1-9¢?%)

Nombre de circuits étendus : N,
Courants initiaux : I
I3
I5
I7
Iy
I
I3
Nombre de points sur Iy :
Poids :
Ellipticités :
Triangularités :
Rayons minimum et maximum :
Ordonnée :
Point hyperbolique :
Poids :

Poids des courants :

Erreur maximale autorisée :

Résultats :

14

—-16.87 MA
-13.33 MA
4.59 M A
-5.07 MA
12.30 M A
-5.60 MA
—4.96 MA

Le programme converge en 29 itérations externes.
L’erreur finale est Res = 7.01 10-5.

Courants dans les circuits :

I, = -1610 MA
Is = -13.00 MA
Is = 596 MA

I; = =575 MA
Iy = 1297 MA
I;; = -5.64 MA

I13 = —492 MA
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I,
Iy
Is
Is

I
I,
I

)

’

I, =

I,
Is
Is
L
L
I

0
2
4

-13.99 MA
—10.86 M A
13.61 MA
10.65 M A
3.88 MA
1187 MA
—-18.7T MA

-13.57 MA
—-9.80 MA
12.68 MA
1457 MA
3.17T MA
12.14 MA
—18.90 MA



Coefficient de normalisation: A = 1.63

Axe magnétique : ra = 6.00 (m) ; za = 0.83 (m)
Flux : Ya = 119.3 (Wb)

Point hyperbolique : o= 478 (m) ;  z = -3.95(m)
Flux : %y = 26.58 (Wb)

Volume du plasma : V, = 853 (m?)

290 3.0 4.0 8.0 6.0 70 8.0 9.0 100
IRLITRTI SRUNE SURNE IRUTURRRNE UNNRE FERTS INYVI FENTY INNTI IR FUTTY INRTITNETS ICATI IOV Y,

o ] E o
© ] E ©
E 3
o] E S
© ] E ©
o] E o
- o I -
LE Fo
] =
E £ o
o~ -
E 3
-3 3
L Lo
e 3 F o
= 2
E E
3 E
LE E o
24 -2
L= F o
LE o
o~ E o
Y 3 E
S C
2 3 -3
L =3
[ E!
3 3
3 -
CE E o
- 4 F -
T F
3 E
3 E
3 E
LE o
0 C o
Y 3 -1
g3 Time = 0.000E+00 3 [ o
-4 - ©
3 ov = 10.000 Vs X
E E

Figure (11.5.2) : ‘Single-null’
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La figure (I1.5.2) représente le plasma et les lignes de flux poloidal & intérieur de
la chambre a vide.

Sur cette figure, les points de la frontiére désirée du plasma sont repérés par des
croix. On peut remarquer que tous les points marqués se situent sur la ligne de flux
représentant le bord du plasma T, sauf le point en bas & droite. Cette localisation est
diie au poids affecté & ce point (voir les données). _

Les positions de I’axe magnétique et du point hyperbolique sont repérées par une
Croix.

c¢.Cas d’un ‘double-null’

Données :
Courant plasma total : I, = 22 MA
Coefficients : & = 0.123; ¢; = 3.415

Profil du courant plasma : g(r,¢) = r & (1-92) + r~! & (1—$?)

Nombre de circuits étendus: N, = 7

Courants initiaux : I = L = -20.00 MA
Is = —-10.00 MA
Iy = 0.00 MA
Is = 5.00 MA

Is = I; = =5.00 MA

Ligne de flux désirée pour : f = 0.9
Nombre de points sur Ty : Ne =9
Poids : a(Ni) = 102 s t = 1,...,,Ng
Ellipticités : es9 = eip = 1.95
Triangularités : tse = tig = 0.39
Rayons minimum et maximum : ae = 1.98 (m) ; R, = 5.95 (m)
Point hyperbolique : rx = 459 (m) zx = 4.80 (m)
Poids : ax = 102 ’
Flux sur le bord du plasma : Yp = 48.85 (Wb) ; ap = 10!
Nombre de parameétres de controle: m = 6
Poids : k; = 10~* , i =1,..,3
ks = 4.4 10~%
ke = k7 = 3.610°3
Erreur maximale autorisée : € = 1075
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Résultats :
Le programme converge en 9 itérations externes.
L’erreur finale est Res = 6.7 10-7.

Courants dans les circuits : I, = —10.76 MA
I, = =383 MA
I3 = 11.33 MA
Is = 1991 MA
Is = —8.45 MA

I; = —-396 MA

Coefficient de normalisation : A = 1.31

Axe magnétique : ' ra = 6148 (m) ;  z, = 0.0 (m)
Flux : Yo = 141.8 (Wb)

Point hyperbolique : o= 4.59 (m) 2z = 4.81 (m)
Flux : ¥y = 48.82 (Wb)

Volume du plasma : V, = 1012 (m®)

La figure (11.5.3) représente le plasma et les lignes de flux 3 lintérieur de la chambre
a vide.

Sur cette figure, les points de la ligne de flux désirée sont repérés par des cercles.
On peut remarquer que 16 points sont marqués alors que Ny = 9 ; cela vient du fait
que l'on a supposé que la configuration magnétique était symétrique par rapport &
I'axe horizontal Or ; les calculs n’ont été faits que dans la partie supérieure (z > 0) et
les résultats ont été étendus dans la partie inférieure par symétrie par rapport 3 I’axe
horizontal.

Les positions de l’axe magnétique et des 2 points hyperboliques sont repérées par
une Croix.

d.Caractéristiques des résultats

Dans les trois cas présentés le comportement de la fonction-coiit est identique. Pen-
dant les 3 premiéres itérations externes, la fonction-cotit a une valeur élevée au début
des itérations de Gradient Conjugué (~ 10%), et atteint une valeur relativement petite
a la fin de ces itérations(~ 1.). Puis la fonction-coiit continue & diminuer au cours des
itérations externes jusqu’a atteindre une valeur minimale (~1071).

Enfin, les temps de calcul sur CRAY — Y MP 8.32 sont de 35 s.CPU pour les confi-
gurations limiter et ‘double-null’, et de 300 s.CPU pour la configuration ‘single-null’.
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Figure (11.5.3) : ‘Double-null’
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CHAPITRE III

EVOLUTION

DE I’EQUILIBRE DU PLASMA

Introduction

On pourrait considérer le probléme de la dynamique du courant plasma dans un
Tokamak comme celui de I’évolution d’un transformateur non linéaire, c’est-a-dire que
les courants dans les bobines de champ poloidal varient de fagon donnée, géneérent un
courant plasma (qui est chauffé par chauffage ohmique), et font varier la forme et la
position du plasma & l'intérieur de la chambre & vide.

Au début de la décharge, il n’existe pas de courant plasma dans un Tokamak mais
seulement un vide de base et quelques électrons libres dans la chambre & vide dont
la présence s’explique par I’action des rayons cosmiques. A ce moment, on fait varier
rapidement le courant dans le solénoide central ce qui engendre, par effet inductif, un
trés grand champ électrique E (plusieurs dizaines de Volts / cm) dirigé selon ’axe
toroidal e,. Ce champ électrique accélére trés rapidement le peu d’électrons existants ;
le champ magnétique étant uniforme, les électrons ont une trajectoire circulaire autour
des lignes de flux de ce champ avec un rayon de Larmor inversement proportionnel &
I'intensité du champ magnétique. Par effet avalanche, le nombre d’électrons augmente
rapidement du fait des collisions inélastiques entre les électrons existants et le peu
d’atomes présents dans la chambre & vide. Ce processus engendre un courant plasma
qui est au début uniquement dirigé selon ’axe e,. A son tour ce courant crée un champ
magnétique poloidal qui agit sur le courant plasma, le dévie et crée ainsi un courant
poloidal. A un certain moment, il se crée des surfaces magnétiques qui contiennent
les lignes de force du champ magnétique B et celles du courant plasma. Une fois les
surfaces magnétiques créées commence alors la phase de la décharge & laquelle nous
nous interessons.
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Le probleme que nous allons maintenant résoudre est celui d’établir la, relation en-
tre ’évolution du courant plasma, la résistivité, la position et le profil du plasma, et la
valeur des courants dans les bobines de champ poloidal dés que les surfaces magnétiques
existent.

Tout d’abord, on va examiner les conséquences de I’équation de Grad-Shafranov
et plus particuliérement de la simplification faite dans I’équation du mouvement en
négligeant la vitesse.

En combinant ’équation du mouvement :

D7 — —_ = . DT 87 —_ =
p—Dt—_—Vp+_7 x B ou s ——at—+(v.V)v
avec les équations de Maxwell :
dw(?) =0
—
— — /B
= rot (—
7=t (2)

ou le champ magnétique s’écrit :
B=1Vixe + s

on obtient la composante toroidale de la densité de courant plasma :

j4p= - v-(”ir %)
- r[pl—); + Vp + ”3;2 Vf].lvv;f’lz

Sil’on considére des échelles de temps plus longues que le temps de Alfvén 7, = L/v,,
ou L est la longueur caractéristique du systéme et v, est la vitesse de Alfvén définie par
Ta=B/ VEop, on peut négliger le terme p%—f—) et on obtient, dans le plasma, 1’équation
de Grad-Shafranov classique. '

En d’autres termes, I’équation de Grad-Shafranov nous permet bien de considérer
des phénoménes variables dans le temps, mais du fait de la simplification, on ne connait
rien sur le champ des vitesses dans le plasma. Ceci engendre évidemment une diffi-
culté non négligeable lorsque I’on veut modéliser ’évolution dans le temps d’un milieu
déformable comme c’est le cas pour le plasma.

On peut aussi observer que ’équation de Grad-Shafranov ne contient pas ’action
du champ électrique (£ + v xB = 7 .7). Or on pourrait se poser la question
suivante : peut-on déterminer au moyen de la seule équation de Grad-Shafranov le
mouvement du plasma lorsque I’on a éliminé la vitesse ? La réponse est évidemment
NON. Mais on ne veut pas modifier ’équation de Grad-Shafranov qui est parfaitement

valable sur les échelles de temps considérées.

60



En fait, une des difficultés de notre probléme est liée au réle du ‘champ du transfor-
mateur’, avec lequel, dans un Tokamak, on sous-entend la chose suivante : considérons
un Tokamak sans plasma ; on peut toujours déterminer des valeurs de courants dans
les bobines de champ poloidal qui produisent un flux magnétique v(r, z) sensiblement
constant & l'intérieur de la chambre & vide ; il est bien évident que la géométrie du
systeme, c’est-a-dire I’extension de la chambre & vide et la position des bobines de
champ poloidal sont trés importantes pour réaliser un tel flux, alors que les structures
passives ne font quant 3 elles qu’introduire un temps de retard. On peut renormaliser
les courants dans les bobines de champ poloidal de facon & avoir un champ de transfor-
mateur de flux unitaire a 'intérieur de la chambre & vide et cela au moyen d’une seule
constante o. En faisant varier « dans le temps, on peut adapter le champ du trans-
formateur et engendrer ainsi le processus avalanche, en gardant toujours le champ du
transformateur nul sur ’axe vertical du tore et & I’infini.

Si I’on considére maintenant ’équation de Grad-Shafranov avec des courants I, ®
donnés dans les bobines de champ poloidal, on peut résoudre le probléme consistant &
déterminer y(r,2,t) a chaque instant et on détermine aussi la valeur 4,(t) du flux sur
I’axe magnétique et de sa dérivée temporelle v,(t).

On peut montrer que ¥, est négatif. En effet considérons 1’équation de Grad-
Shafranov sur 'axe magnethue

o = - L[2E%) + LA

1 (6211) 62;&) 1 8¢

HoTq \ Or2 + 022/ |a ;torgz‘??h
= Je(a)

Or sur I’axe magnétique, le flux est maximum et donc :

o _

6r|a -

2y 9%

(37 *+ 32), <0

En exprimant la composante toroidale E, du champ électrique sur I’axe magnethue
a partir des lois de Faraday et d’Ohm, on a :

Bo@) = - 2 = (@) jp(@)
d’ou
7/;a = — ra Ny(a) je(a)

me) (T4, Ty <o

Bo \Or? 8z2 /)
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Or, en ajoutant aux courants donnés I,(t) des courants correspondant au champ
du transformateur, on peut modifier la valeur du flux magnétique & chaque instant
tout en satisfaisant & I’équation de Grad-Shafranov et en ne modifiant pas la forme et
la position du plasma. On peut donc obtenir un fux magnétique quelconque sur I’axe
magnétique et ne pas satisfaire ¢, < 0. Ceci montre donc bien que I’équation de Grad-
Shafranov seule ne peut pas modéliser correctement I’évolution du flux magnétique
dans le temps et il faut donc compléter le modéle par des équations traduisant la dy-

namique du systéme.

Pour justifier ce qui va étre fait dans la suite, on peut considérer un exemple
extrémement simple et connu depuis quelques siecles : celui d’une particule de masse
élémentaire soumise & une force centrale.

Au lieu de consideérer les trois composantes de I’équation du mouvement :

= I

on peut simplifier les équations de la facon suivante :

on observe tout d’abord que dans un tel systeme, le vecteur de mouvement angulaire
est conservé et par conséquent la trajectoire se situe dans un plan ; en réécrivant les
équations du mouvement dans ce plan, on élimine déja une composante.

On peut montrer ensuite que le vecteur de Runge-Lenz (cf S.Weinberg) est conservé,
ce qui nous permet d’éliminer encore une composante.

Enfin, en écrivant simplement 1’équation de conservation de I’énergie, on peut
obtenir une connaissance compléte du mouvement.

m

Dans notre cas, il n’est pas possible de réaliser une procédure aussi simple puisque
le milieu est continu et non linéaire, mais on va monter que l'on est capable d’obtenir
tous les renseignements dont on a besoin pour décrire le mouvement tout simplement
en écrivant une équation différentielle pour ’évolution du courant plasma.

I.Le modeéle physique

Dans cette partie, on va dériver une équation différentielle pour le courant plasma.
Pour cela, on va exprimer la puissance totale dissipée dans le plasma :

Py(t) = / T.F av (II1.1.1)
Va(t)

ou V, désigne le volume occupé par le plasma.
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1.Premieére expression pour P,

En tout point M du plasma, on définit un systéme de coordonnées (C1), de vecteurs
unitaires e,, ¢, , &, donnés par :

4 —
—_— V
ey = T¢
Ve
| € = vecteur unitaire dans la direction toroidale

€ = ey X e, = vecteur unitaire dans la direction poloidale

\

Dans ce systéme, le champ magnétique B et la densité de courant 7 s’écrivent :

'§’=£?+|v¢|e—p~
r r

€

(I11.1.2)

-
J

op 1 0f) — | IV¥| of —
Fa e wl E i

On définit maintenant le systéme de coordonnées (C2), dont les vecteurs unitaires
e, eL, ey sont donnés par :

r? %
v = =
|V |
—
<—_ B
‘o = =
|B|
Z:?X;ﬁ.

\

Dans ce systéme, le champ magnétique B et la densité de courant 7 s’écrivent :

F:B?"’

(II1.1.3)
- _ 17.06p  B2Of1 — |Vy| 9p —
R A R I o

avec

B = %,/“f2 T VR (I11.1.4)
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.- En utilisant I’expression du champ électrique donné par la loi d’Ohm, on a :

- = - =
-J

iE =777 - ¥xB] (I11.1.5)

Considérons tout d’abord le premier terme du membre de droite de I’équation
(111.1.5) ; dans le systéme de coordonnées (C2), il s’écrit :

= [ ey + o el].Imiy e + mujs ex)

= mij + nuil
_ 1.9 B o V2 op,*
= 52 [f % + I’ EJ] + 7L 52 (%) (111.1.6)
Exprimons maintenant ’autre terme :
7[—17 x ?] = T[? x 7]
. op —
= V[ 1Vl 55 @]
_ Op —
=35 7V (111.1.7)
et donc s
P(t) = / it + it + 22 V.V dv 11118
»(t) V() [’7".7" nLj1 Em v “/’] ( )

On cherche maintenant une expression de 7. Ve ; on part de la composante

toroidale du champ électrique donné par la loi de Faraday avec B donné par (II1.1.2) :

= — 1 09
Ep = E.ep = -~ = (II1.1.9)
\ (7 7). = mai o - o + nujL e ey
— 1 1 2 2 Op B? of
= B [; (m 2 + 0o [VY )% +ooamt a¢] (I11.1.10)
TxB).e = B, (Txe). e +B, (Vx75) ¢y
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= By [V x(ey x &) ey

—_—

By (T.ep) e - ¢y - B, (T.ey) & - &

—

.V | (II1.1.11)

S|

En reportant les expressions (I11.1.9) — (I1I1.1.11) dans la loi d’Ohm, on a :

—_ A

- 1
V.V = - o = B [ (nn 2+ IWI) Op + n" f (I11.1.12)

5]

On réécrit maintenant l’equat1on (II1.1.5) en utilisant les expressions (I11.1.6) et
(111.1.7) dans laquelle 7. V¢ est donnée par (I11.1.12) :

- = 1 i) B26 V
oY 8 1 1 of &
—%%——(flufz-l-mlvtblz)( ) —;;nuf%ﬁ
TE = L Of Op 1 pa (0F\' _ 0y Op
IE=mmf sy Tt amB (w) 3 7 (I11.1.13)
On pose : 5
P,=ﬂo‘a—§ et 17:772-,

et on obtient alors la premiére expression de la puissance dissipée dans le plasma :

—_ / af 2 6f — a¢ /
P,(t) = /v,(t){" i 35 * B (6¢) ] = P} av (I1I1.1.14)
Remarques

1. Les deux premiers termes de 1’équation (II1.1.8) représentent la puissance ab-
sorbée par le plasma au moyen du chauffage ohmique (puissance qui est toujours posi-

tive). Le dernier terme représente la puissance nécessaire pour déformer et faire bouger
le plasma dans ’espace.

2. C’est seulement dans la limite 7 = 0 que 'on peut interpréter le dernier terme
de (II1.1.14) comme étant la puissance nécessaire pour déformer et déplacer le plasma.
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3. L’expression (II1.1.14) ne fait pas intervenir 5, mais seulement 7 ; cela s’accorde
avec les résultats expérimentaux puisque ’on sait expérimentalement que 1’évolution
dans le temps du courant plasma dépend uniquement de la composante g du tenseur
de résistivité.

2.Seconde expression pour P,

On peut exprimer en tout point M du plasma, le champ électrique E en fonction
du potentiel vecteur A et du potentiel scalaire & :

oA

— 5 - Vau)

EM) =

avec

| MM |
ou le volume V., désigne la région de l'espace dans laquelle circulent des courants.

Cette région comprend le plasma V,, les bobines de champ toroidal W,, situées dans
un plan poloidal, et les N. bobines de champ poloidal Wnp,n=1,...,N, ; soit :

N.
Vo =V, |J W, | Wn

n=1

L’expression (II1.1.1) devient alors :
p—y
i (Mt
PP(t) = = & 7pI(M:t)'ﬁ{/ %_) dv’
47 Ve 8t Vy |MM'|

— N, e ’

Mt ‘ j !

N / I (MY Z/ I n(M',1) dV’} av (I11.1.15)
Wq |MM/| n=1 Wa IMM’I

+ Va(£)p(2)

ol Vu(t) est la tension appliquée au plasma ; or aucune tension n’est appliquée
directement au plasma et le dernier terme de cette équation est nul.

On transforme tout d’abord le terme contenant I'intégrale double sur le volume du
plasma en utilisant la formule :

g_t(/vu)flfz dV) = /V(t)(h%-i-fzaati)dlf + .V fifs do

(1)
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ou I(t) désigne la surface du volume V(t), et & est la normale & cette surface selon la

direction sortante.
On a donc :

J, Fuonog{ [ —l—M(—Z—Ii) v av

_i{l/ / JPI(M:tLj pI(M,’t) dv’ dV}
ot 2 Jv, Jy, | MM |

_ (?—> / pI(M t) ]pI(M t) dvl d
Zp

| MM |
On pose :
- 7 I(M7t)
Tp(M,t) = =2~ 2~
N AD

1 T ot(M,8).T (M’ 1)

Lpp(t) = 4= / PR RN gyt gy (I11.1.16)
T Jv, Jv, | MM |
2 T (M, ). T (Mt

Q) = L& [ @w) [ LoD THLD 4y g,
T z, Ve 'MMII

ou L,, est appelée self-inductance du plasma. On a donc :

J Faonn5{[ ’“:4(—];'” vhav = g {JE0L0} - 2 o0

Dans les bobines de champ poloidal et de champ toroidal, la densité de courant 7
peut s’écrire comme le produit de la densité de courant unitaire 7 et de ’intensité I

du courant :
TaM'8) = L) Ta(M')

T M 1) = L) T (M)

/v, 7,,,(M,t).%{/ ) -j%’Tt) dV’}dV

= 4 / / (M- T (M)
| M|

/v, 7PI(M,t).%{/ . I_j\gl,’_l) dV’}dV

- - ’
= d_I.q_ / / JpI(Maﬁ"Jq(M) av’ dv
w | MM’ |

d’ou
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On définit les inductances L,, et L,, comme :

_ 1 T (M, 1). Tn(M)
Lon(t) = 25 av’ dv (I11.1.17)
W IMM’ I
Lpg(t) = %/ TotM.)-T (M) 11 oy (II1.1.18)
We | MM |

et on a donc : -

- !
TP,(M,t).gt-{/ JaMY) dV’}dV = 47 L,(t) % Lon(t)
Vs Wa | MM’ |

- T (Mt
jp,(M,t).ﬁ{ / MY dV’}dV = ar L) Lo o)

On définit les courants dits ‘réduits’ :

b = po Ip
i = po I,
ig = po I

On peut maintenant réécrire (I111.1.15) :

d /1 : di,
Pp(t) = — _[dt( i2 Lp,,) - Qp + i Lpy =2 — +E Lon ] (I11.1.19)

A partir des expressions (II1.1.14) et (II1.1.19) pour la puissance dissipée dans le
plasma, on obtient 1’équation différentielle suivante pour le courant plasma réduit :

d/1 di =
(§ szp) - @ + 5 pq_th“*'zzp pn dt

(I11.1.20)
+’fv{n [P’fg + B? (gf;)] - %P'}dv =0

Remarque

L’équation habituelle pour le courant plasma : I,(t) = Ja, Jri0dS est déja contenue
dans 1’équation (II1.1.20) sous la forme 1 = Ja, Jp1,0dS dans les expressions des induc-
tances Lp,,Lyn et L,,. Elle ne peut donc plus étre une équation a résoudre ainsi que
cela était le cas dans le probléme de I’équilibre.

68



.

En principe, I’équation (171.1.20) peut étre traitée numériquement, mais en pratique
elle présente quelques problémes diis & ’expression de la self-inductance L,p du plasma.
Lyp est exprimée au moyen d’une intégrale double sur le volume du plasma et son calcul,
réalisé sur une surface dans un plan toroidal (hypothése de symétrie axiale) est trés
coiiteux en temps ; en effet pour chaque point de Gauss M dans un élément du maillage
a l'intérieur de la région du plasma (¥(M) > ¥3), on calcule une intégrale sur le plasma
en utilisant tous les points de Gauss M’ tels que en ces points $(M’) > ¥ ; lorsque le
point courant M co1nc1de avec le point considéré M’, on a une divergence numérique
(on doit calculer 1/| MM ’| dans ’expression (I11.1.16) de L,,). On pourrait éliminer
cette divergence numérique, au moins d’une facon partielle, en choisissant un nombre
de points de Gauss différent pour chacune des deux intégrales, mais il subsiste encore
des effets numériques ‘presque infinis’ lorsque le calcul des deux intégrales se fait sur
le méme élément.

On a réussi a éliminer ce pseudo-probléme (en réalité la self-inductance Ly, n’est ja-
mais divergente), en transformant I’expression i2L,p de fagon a n’avoir que des intégrales
simples & calculer sans problémes de divergence numérique.

3.Nouvelle expression pour 2Ly

On part de 'expression de I’énergie magnétique contenue dans le plasma :

w, = L / "B av
2 Ve(t)

o H est l'induction magnétique égale a B /t.. En utilisant cette expression pour
H on obtient immédiatement la premiére forme pour I’énergie magnétique W, :

av (II1.1.21)

On exprime maintenant le champ magnétique B & partir du potentiel vecteur A :

—_ — —_—
B = Vx4
d’ou
1 —
W, = 5/ (Y x4)av
P
= W, = %/ {71’.('v*xH) + V(Tq’xﬁ)] dv

V,

Le premier terme peut s’exprimer en utilisant la loi d’Ampére 7 =V x H.
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Pour le second terme on utilise la formule suivante :
/ Vg dv = / 7.Q do
v, T,

ol 7 est la normale sortante & la dernitre surface de flux £, du plasma ; soit
= — ¢, par définition de &, .
On peut donc écrire :

n

1 —_— — 1 —_ =
w, = —/ A.j dV - / A X B). ey do
2 Vp I 2p0 2,,( ) v

En reprenant les définitions (171.1.16)— (111 .1.18) pour les inductances et la définition
du potentiel vecteur 4, on a :

. N¢
/ AJ AV = po IZ Loy + po Iy Lyg I, + po LY Ly I
VP

n=1

On peut d’autre part transformer Pintégrale de surface :

/(Z’x?).a; do = ]{ or r (7 x B). o7 di
2’

P

= 2n }{ r [Ay,B, — A,B,] di
Ty,

27rj£ r [%Bp - Apf] di

T
P

Or sur le bord du plasma T, f est égale 4 f,, et le flux est égal a 4. Il reste donc :

—_—

Bdl = § BTl = / (VxBTS
Q’

La seconde forme pour 1’énergie magnétique W, est alors :
P

N,
1 1 1 <
W, = — 2 +—iLi+——z’§:Lz'
4 2“0 p ~pp 2“0 P ~pq “q 2/‘0 Pn_1 pn ‘n
= (I11.1.22)
T T f
- — i, + — / = ds
o (2 P Lo fo a, T
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Des expressions (I111.1.21) et (111.1.22), on tire ’expression de 2Lpp :

Ne
ig Lop = — ip Lpgig — ip 3 Lpn in + 27 % ip

n=1

—27rfo/ -f-dS+/BZdV
Q, T Vp

P

d’oti la nouvelle équation pour le courant plasma :

df 1. A U O .
EZ —§szpqlq - ‘2-2szan11 -|-7l"l/)blp

n=1
—7rf,,/ fds-;-l/ Bde}
o, T 2 Ve
N (I11.1.23)
, di, | < di,
‘Qp'*"prqE'*' ’prnE
n=1
! af 2 af 2 6¢ /
+/VP{”[Pfa¢ + B (a¢)] a T'pdv =0

L’équation (II1.1.23) est I’équation qui décrit ’évolution dans le temps du courant
plasma dans le Tokamak en fonction des courants dans le bobines externes, de la po-
sition du plasma et des profils P’ et fy'.

4.Equations pour beta poloidal et i,

Revenons maintenant au systéme d’équations décrivant 1’évolution du plasma ; il
est constitué de ’équation d’évolution du flux magnétique, des équations pour le flux
sur l’axe magnétique et sur la frontiére du plasma ainsi que de 1’équation pour le
courant de plasma que nous venons de dériver. Mais il reste encore deux quantités
inconnues dont une est évidente et I’autre est plus cachée.

L’expression de la composante toroidale de la densité de courant dans le plasma
est donnée par ’équation de Grad-Shafranov :

. _ _Op 1 . of
e = "5 ol 8
avec
op _ olt) . -
% - Lo fp(¢7t)
(II1.1.24)
af * n
f 3 = c}(t) Fr(9,1)
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On écrit c; et ¢} sous la forme :
¢ = i Cp et ¢t = i, Cp
On obtient donc :

Ho Jpte = ip [r Co Fo(¥) + —Cri f;(zZ)] (I11.1.25)

Les quantités C, et C; sont alors 4 déterminer. Or on ne peut pas utiliser ’expres-
sion usuelle du courant plasma I, d’aprés la remarque (I111.1.1). On va donc chercher
d’autres conditions devant étre satisfaites dans le plasma.

a.Beta poloidal

Le coefficient beta poloidal g, est défini comme le rapport entre la pression cinétique
du plasma et la composante poloidale de sa pression magnétique :

fy.pdVv
ﬂp = 31 z

im_ofV, BZ dV

On exprime la pression p comme une fonction de ¥, puis comme une fonction de ¥
en utilisant (1I1.1.24) :

"
p¥) = o) + [ gg@ dy

¥
= Ko P(¥) = po p(vs) + /¢ ip Cp Fp(y) dy

On fait le changement de variable :

_ Yo — Y
yme= ¢a—¢b ’
on obtient :
%
bo ) = o ) = iy Gy (ba =) [ Fy(a) o
On pose :

_ ¥
GW) = [ (@) ds
et on rappelle I'expression de composante poloidale du champ magnétique :

5, = 19l

r
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En reportant dans I’expression de beta poloidal les quantités ci-dessus, on obtient

V 2 - -
% /QPI :-M ds + /n r[lp CP (¢a—¢b) gp(¢) — Ko p(¢b)] dS =0 (III.1.26)

P

b.Evolution du flux sur ’axe magnétique

Il reste maintenant & expliquer ce que I'on sous-entend par quantité cachée. Au
début de ce chapitre, nous avons vu qu’il était essentiel de déterminer I’évolution dans
le temps du champ du transformateur de facon & ce que la valeur du flux sur ’axe
magnétique décroisse au cours de la décharge. Donc en fixant ¢, on fixe de maniére
unique le champ du transformateur.

On peut obtenir une équation pour ¥, en écrivant que sur l’axe magnétique, la
composante toroidale du champ électrique donné par la loi de Faraday doit étre égale a
la composante toroidale du champ électrique donné par la loi ’Ohm. Si (ra, za) désigne
la position de ’axe magnétique dans un plan poloidal, on a :

Ey(ra,zs) = — % % —(7a, 24) d’apreés la loi de Faraday

Etp(ra) Za) = (Ta, za) jpl,(p("a, Za) d’aprés la loi d’Ohm

En écrivant la condition d’égalité des deux champs et en expnmant Jpi,e @ l'aide de
(I11.1.25), on obtient :

Ta

Ya _ M(Pa) 2 [ra Cp Fp($=0) + % Fi(¥ = 0)] (I11.1.27)

Les équations (I111.1.26) et (II1.1.27) peuvent étre interprétées comme des équations
permettant de déterminer C, et C; ou le coefficient g, et la résistivité 5 sont donnés.

IT.Résolution numérique du probléme évolutif

La résolution numérique du probléme de ’évolution utilise la méthode de Newton
(ou de quasi-Newton) pour le systéme discrétisé en temps.
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.. Le probléme a résoudre est le suivant : trouver (¥, %a, ¥, (In), Cp, Cy,4p) solution du

systéme :
N,
_ o 0% O i G-
Lp=-220,, +nz=:11n I + Z[GR0) + ZLFE)1a,
) e dI

i = 27‘.,/5‘;,,‘ qk-a_t- ds +"Z=:I[Mknw + R, In] k= 1,..., N,
%a = supe

¥y = supy

D
Bp

Vy|? . -
% /ﬂ'_;“- is + /n’r[zp_cp ($e =) Go(#) — o p()] dS = 0

M (Pa) ip [ra Cp F(0) + gf. ]-'f(o)] + ¥ _

Tq
dii{—% ip Lpg i -%ingﬂ, in +T ¢y dp —wfo/r;’£d5' +7r/n’rBz dS}
- Qp + ip Ly %i—q +nzI:c:lip Lpn t%n
+21r/nPr{17 [P'fa% + B? ((%)2] - %—'fp'} d$ =0

avec
Q ={M e Qa/v(M) > sup ¥}

D={MeQ./P.M.V§(M)<0} U {X€QuX# P/ V$(X)=T}

La deuxiéme équation du systéme est I’équation des circuits. En fait les circuits
peuvent étre régis soit en tension (la tension est donnée et I'intensité du courant est
] inconnue), soit en courant (1'intensité du courant est donnée et la tension est inconnue).
Lorsque le k**me circuit est régi en courant, I’équation pour ce circuit n’est pas une
équation du systéme & résoudre et elle n’est utilisée que comme sortie pour déterminer
la tension.
Lorsque le k#*™¢ circuit est régi en tension, I’équation pour ce circuit est une équation
du systéme et l'intensité du courant I, est alors une inconnue.

1.Nouvelle expression pour Loy

L’inductance Ly, pour le n*®™e circuit est :

1 / ?pI(M,t).yn(M,’t)
Ly = — —
ar Jv, Jw, | MM’ |

av'’ dv
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Proposition (I11.2.1)

L’inductance Lyn,n =1,..., N, est donnée par :
Lm = 2 / r Joto(M) Fa(M) dS (I11.2.1)
QP

ou F,(M) est défini & partir des intégrales elliptiques de premiere et deuxiéme espéce
K(k) et E(k) par :

Fa(M) = /S P In(M') = [@—F)K®¥) — 2B(H)] dS’

avec
a =/(r+r)2 + (z-2z')2
47y’
2 _
o=
Démonstration

Dans le systéme de coordonnées cylindriques (r, ¢, 2), on a :

IO—I\-’/II2 = r? 4 (2-2')?

oM’ |2 =

|MM' |2 = 2 + (z=2")2 — 2rr'cos¢’ + r'°

Dans les bobines de champ poloidal, le vecteur densité de courant est umquement
dirigé selon ’axe toroidal e,, ce que ’on peut écrire :

Ta(M') = Ju(M') &5 (M)

et on en déduit :

Toa(M).Tu(M') = T o(M) o (M) . Ta(M') & (M)

= Tpi,e(M) Ja(M') cos¢’

d’ou
' /
Lyn = -}-—/ / Tpt,o(M) Tn(M') cosp V' dv
Wn \/7'2 + (z=2)2 — 2rr'cosy’ + 12
n [ cos ¢’ ) e
Ly = — 27rr rJ,,W(M)J,,(M) do' dS' dS
\/"2 +(z—2")2 =2rr'cos ¢’ + r?

75



On définit I par :

cos ¢’

27
I =/
0 \/r2 + (2=2)2 — 2rr'cosg’ + r?

/

dy

Par parité de la fonction sous le signe intégral, on peut se ramener 3 une intégrale
sur 'intervalle [0, z]. En faisant le changement de variable ¢ = 3(m — ¢') et en utilisant
cos ¢’ = —(1 — 2sin? ), on peut écrire :

z - _ 2
I=4/2 (1-2cos*6) do .
0 \/(r+r’)2 + (2-2')?2 — 4rr'sin?9
On pose
02 — (r+r’)2 + (2_21)2
4rr!
2 _
K=
et on obtient alors :
z = )
I = _i/z_ﬁ.dg_F 8 2_%(19
@ Jo 1— k2sin2¢ @ Jo 1—k2sin%6
k. 51 k2ain2
— I=_i/’—_1 d€+—8—2 Ploksinio+1
@Jo \/1—k2sin?g ak® Jo  \/1-k2sin?6
4 2, (% 1 8 %m
p——4 I__a(l—k_i)‘/omde_m‘/; 1—£k2sin° @ d¢

En utilisant les intégrales elliptiques de premiére et deuxieme espece K (k) et E(k)
définies par :

K(k) = /2*1-_% -1
0 1—k2sin?%46

E(k) = /2\/1—k2sin20 do -1 <k<1
0

IA

E<1

on a : 4
I = m[(2-1&) K(k) -2 E‘(k)].

On définit F,(M) comme :

Fo(M) = / ' Ta(M' alkg [(2-F)K(k) — 2E(k)] dS’

c,n

et on obtient alors ’expression (111.2.1) pour L,,.
P P

(cqfd)
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L’expression pour F,(M) ne fait intervenir que la géométrie du systéme et la densité
de courant unitaire dans les bobines de champ poloidal, qui est supposée uniforme. On
peut donc calculer numériquement F,(M) pour tout point M du maillage une seule fois
pour toutes.

2.Formulation faible

On peut négliger I'inductance mutuelle L,, entre le plasma et les bobines de champ
toroidal pour deux raisons. Dans les bobines de champ toroidal, le vecteur densité de
courant est dirigé selon la direction poloidale ; le produit scalaire entre ce vecteur et le
vecteur densité de courant plasma (dans l’expression (I11.1.18) pour L,,) ne fait donc
intervenir que le courant plasma poloidal qui est petit par rapport au courant plasma
toroidal. De plus les bobines de champ toroidal sont les plus éloignées du systéme et
donc la mutuelle L, est négligeable par rapport aux mutuelles L,, entre le plasma et
les bobines de champ poloidal.

On suppose en outre que la densité de courant plasma _fp, est nulle sur le bord du
plasma ; 'intégrale @, - (II1.1.16) - est donc nulle.

Gréce a ces hypothéses et & la nouvelle formulation de L,, on peut réécrire ’équa-
tion (I1I.1.23) pour le courant plasma sous la forme :

df . o . f
a{—zp/nprjpl,cpZFnzndS + Ty ip —7rfo/ ;dS +7r/anzdS}

n=1 p P
N .
+ 24 / r Jotp O Fn in ‘%‘ds (I11.2.2)
2, n=1
rp 08 L g (O % o s
+21r/nr{17[Pf6¢+B(a¢)] o P/ dS =0

P

Enfin, on suppose que la pression sur le bord du plasma est nulle ; on peut alors
réécrire I’équation du beta poloidal comme :

V|2 i _
52—*’ /ﬂ'—f—' S + i, C, (¢a—¢b)/nprg,,(¢)ds -0

Soit ’espace :

T
L0,7;v@) = {6evi)/ ] (Blviay)” dt < oo} (111.2.3)
0

ou V(Q) est l’espace de Sobolev défini par (11.2.2) et ol | |v(q,) désigne la norme
dans cet espace.

7



On rappelle I’équation pour le flux magnétique ¢ :

N, .
_ oy, OY X tp " Ct ri7
Ly = — iy lq,, +Z]n s, + lTo[GCfp(¢) + Tf(¢)} la,

On obtient la formulation faible de 1’équation pour le flux magnétique en multi-
pliant I’équation du flux par ¢ € L2(0,T; V(%)) et en intégrant sur le domaine Q. En
utilisant les fonctions de Green définies au deuxiéme chapitre, et en multipliant par p,,
on obtient :

n=1

/¢M%’ds+ Y-V¢ s 4 cw,9)
cv r ﬂ,‘ r

N
Sl [ 0édS =0 VeI 0TiV()

n=1 Se,n

"/ Ho jpl,zp ¢ dS —
Q,

On peut maintenant formuler le probléme (Pe) de la fagon suivante : étant donnés
les courants I(t) (si les circuits sont régis en courant) ou les tensions V() (si les
circuits sont régis en tension), les profils %,(¢,t) et Fi($,t), B(t), n et oy, trouver
(%, (In), Ya, %1, Cp, Cy, i) € L%(0, T; V(%)) x (RN x [0, T]) x (R®x [0,T])x qui vérifie le systéme
d’équations suivant :

r — —
ol % ys o [ Y-V s 4 o g)
Qo T Bt Q; r
N
—/n Ho pip ¢ dS =D o I,,/S g $dS = 0 V¢ € L?(0,T; V(%))
P n=1 en
N,
oAt ) < poAt dI, _ _
= poAt[gc’quat ds nZ::l MR+ R L] = 0 k=15,
Yo = supe
Y5 = supy
D

——-2 -
%L ‘v:bl dS+iPCp(¢a—¢b)Lrgp(¢)ds=0
M (Pa) ip [ra Cp F(0) + % }';(0)] + %g — 0

a

df . = L . f
az{—zp/&;’rjpz,‘PZFnzndS + 7 Yy g —-7rfo/n ;dS +7r/$;rB2dS'}

n=1 P P
. & dig
+ 2zp/n r Jolo Y Fa — a5
? n=1
2 3
+27r/ r{n[P’f-g—:; + B? (%’2)] - 7%P’}als =0

\ P

(I11.2.4)

78



-

3.Schéma numérique

Ainsi que cela a été fait dans le cas de 1’équilibre, on définit un maillage constitué
de triangles courbes, et un espace V; approximant V(;). On peut écrire %(r, z,t) en tout
point M € Q; :

N
Y(r,z,t) =3 9i(t) ¢(r,2)
ji=1

ou les fonctions ¢;,j = 1,..., N; constituent une base de V; et y;(t) désigne la valeur du
flux magnétique au j*™* noeud du maillage et & I'instant t.

D’autre part on discrétise en temps de maniére implicite ; toutes les équations du
systéme (I11.2.3) sont typiquement de la forme :

[a@0% ds + Zaxe = a0

et on les discrétise en temps :
-z Q-Q> _
ot s + B52 = as

avec ¥ =y(t) et y = y(t + At), ou At est le pas de temps du schéma (pas de temps varia-
ble).

On suppose qu’a l'instant t toutes les quantités sont connues et on veut calculer
¢ = (¥, (In), Ya, ¥s,Cp, Cs,1p) & 'instant ¢ + At comme étant la solution du probléme (Pg).

On écrit le systéme d’équations (111.2.3) sous forme simplifiée E(z) = 0, ol E est un
opérateur non linéaire.

La méthode de Newton s’écrit :

2 = 2

"t = gn [E'(:c”)]—lE(z") n>0
Les élements de la matrice E’(z") sont donnés par la proposition suivante‘:
Proposition (I11.2.2)
Les éléments A;; a priori non nuls de la matrice de Newton E’(z") sont :

dS + C(¢j,¢r)

R . HoOy V¢) .V,
Ajr = /r;“% AL or dS + ng——"

_ cr
- /n 8 [rOpFy () + LFyW@M)EG 6x dS 1< jk < N
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Aj»Nl"‘i =

AjN,41 =

Aj,N.+2 =

AjN.43 =

AjNy4a =

AjN,42 =

Antir =

ANy +i,Ni +k

AN, 41,k

AN, 4+1,N, 41

AN, 42,5 =

AN, +2,N,+2

0 RGE) = -1 1<j <N
"ﬂo/ 9 ¢; dS R(E = +1 M+1<i< N+ N,
Sc,x’
N n -l (i3 C? ! (7 n .

- [ abopmen + Lrwm)e as 1<i< N
k23 N ! (] C? ! (o7 n .
- [ el + Lrwmli s 1<j<N
_ig/m‘ﬁj rFp(¥") dS 1<j<N

1, - .
=i [ 4 1Fi) ds 1<i<n

a;

n Iy C? [y n .
- [ b + Lr @ as 1<i< N,
0 RE) = -1 1<k< N
o [ @i énas R(E) = + 1 M+1<i<Ni+N,
=1 RGE) = —leti=k
=0 RGE) = —letitk
= - £2[Mx + AtRy] RG) = Rk) = + 1

N+1<i4,k< N + N,

- ¢(P7) 1<k< N
=1
— ¢r(P}) 1<k< N
=1
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AN, 43k =

AN, +3,N, +1

AN, +3,N, +2

AN, +3,N,+3

AN,+3,N,+5

AN, 44,k

AN, +4,N,+1

AN,+4,N,+3

AN, +4,N, +4

AN, +4,N, 45

[Vy"|

Vyn. Vg
ﬂp/MdSJr —— g dl

T4

- ig/ﬂ r CP Fp(87) é& dS

n
P

=5 [ ropla-m mE + 6] 4

=g [ rop[i @ - 60 as -
=g [ 1@ - W) GEY as

=),

r Cy (xb,’,‘

n
P

= ¥f) Gp(¥") dS

<3

Cﬂ
+ mPD[re &g 70 + L 50 hrg sxe)

1<k< MV
S
n
B vy,

Omy(Pg n i
ra At{%—)-[ra G} F(0) + = ()]

. oy (P2 cr
=1-dr At{M[ra Cp 7(0) + —L F,(0)]

o

C
+ (PP [ra G 70 + =+ ;(0)]}1::;
= z;,‘ rz At 77||(P:) .7‘},(0)

At my(Pg') F5(0)

At y(PR)[ra CF F5(0) + —f—f’: F1(0)]
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AN,456 =

AN'+51Nl+i

AN’+5le+1

o - Cn - Nc -
Zt 3/9 [r Cp Fo(4™) + -r—f f}(¢n)]k,’; ok ZIF, (I; — 2L) dS

T 2f" = fo) % n o0 ?1/’"' V_‘;k
T Aoy 7 f HM¢£+B%—T—M
i ve7] o , 0f 2 (OF
+Er‘n ¢kd1+27r/r6d;[Pf%+B (01/;)] ky ¢r dS

o [ @2 G ol £ + B 7@ K 4

2 (9f n 2 (0f\? . oF
+ﬁ%ﬁv¢wrh%w)uﬁm
I 2 Of i R
27(%) G + 2B 52 2o ff(¢)k¢¢k}
0 I cr _ ‘
=%1}"/n:r[rcpfp(¢)+7fff(¢ )]RdS %(Z):-}-l
=0 §R(z) = -1

1<i<N,

”on n gl 0n C 1 (7N nNc
= At "/n ["Cp Fod") + —= Fp(d )]Ic N Fi (Ii-2L) ds

i=1

* é (anr_fO) ;fcn[ Gr(¥") - (1-97) f,wn)J
+27l'/ rg'Z[Plf—{ + B2 (gi)z]n kn ds

+ 27r/nn1' 7]"{(1';)2 C'; ?[-7:;;(15") }}(1;") + }-p(lzn) ]_-}(1/;1;)] kf,

+ 2 () 2 o[- 6 - a-o 5]
+ 2 B (gf/:) G2 [g @) + 1-97) ff(zb")]
+ 2 32 gz; an }-}(wn) kn } ds

- 274-/",' ¢A—;¢ i Gy F(¥") k7 dS
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] _ cn _ N. R
Awssngs = B2 /mr [ ez 7@ + <L 7@ B YF (hi-28) ds
P i=1
L X (an "fO) 2 C}z
tar Tt ap T

thr V4" dI+2/ gZ[P’f5£+BZ(g£>] k2 dS

[6:@) = 9" F5(97)] ds

+ 27r/n r {(z”)2 cr f[f-;(;/?") Fr (@) + f-p(zﬁ")f}(d?”)] kg

+ 2 (%’) 2 CFlos@") — ¥ ()]

)

+ 2 B? (g—:’;) (f,,)z[ Gr(¥") +9" ff(w")]

B2g?

+ 2 5%

.”-'f(;b") ky } ds

- 2w/nr YoV pop B K ds

AN,+5,N,+3 = Zot z;;/ 2fp(¢n)EF (L — 2L;) dS

n

+27r/n»r n ()" CF Fp(¥") F1(¥7) dS — 27r/ r ¢A';¢ i Fp(4") dS

T [ @)
At Qn r k" f"

vor [ eol@y g R Hen + 5 (E) E & 9"

Ans s = Bo / B S R (5 -20) ds +

At P 2 G;(§) ds

n

+ 2 B? gﬁ; =R - 5 (;)2 gf(¢")]}

o _ Cn _ Nc ~
Avssnes = 52 [ v lrop £ + L HEY] LR (6-28) ds

P i=1

+ __7_"_/ (21 = fo) Cn g('(,b") ds

+ — ¢
At 7P At Jan T k"f"

6f)2 Cf

) Gi(y™)

+27r/nr n{2z Cy C} Fo(¥™) F5(¥™) + l (

2 33; = F@[L - & (f,,)z gf(w")]}

_ 21/; ¢A;¢ cr Fy(#") dS

+ 2B

83



avec N, = Ni + N, (i) = — 1si le ¥ circuit est régi en courant et R(i) = + 1 si
le i*me circuit est régi en tension.

Démonstration

La démonstration est analogue & la démonstration de la proposition (I1.3.1). Les
seuls termes ‘nouveaux’ sont ceux faisant intervenir des intégrales sur le bord du plasma
Tp, et ceux obtenus a partir des dérivées de f, 2L 55 €t de n.

Les intégrales sur le bord du plasma sont obtenues en calculant la Gateaux-dérivée
par rapport a y dans la direction ¢ et la dérivée par rapport a v; de :

_ [V
@ —/;Z — d

P

szj rB*dS - f, %dS

2, 2y

En appliquant le lemme (11.3.2) & ces deux intégrales, on a :

0Q1 .\ _ VY. Ve Vel? ¢
(3¢’¢)—2n,_r—ds+r, o g

=2 Md5+}{ Vel
2, r r

r
4

oY T
On rappelle que B2 = (|V¢|2 + £2)/r2 ;

%%@:iﬁwa%+m%¢“+fwﬁ”%%“

1 (9f f ¢
—fo/np;(%;qﬁ)dS—f T o &

0@ _ _ f Vel 1 Ivel
= j‘{ g 4= }i dl

Qs of Vel+ £ 1
o= i 35 95 - f T
1 8f f 1
‘f/ a¢“+”f v 4

Or sur le bord du plasma, f est égale & f, et il reste donc :
Q2 N _ [ V$.V8 2f — fo (0F vyl
(¢,¢)_2n’—r—ds+np7(a¢ )dS+}{’ s a

0Q2 _ [ 2f—f, Of V¥l 4
W Jo, T O 45 - % 4
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On obtient ainsi les intégrales sur le contour du plasma T, des termes AN, 43,1,
AN,+5,k5 AN, +3,N,+2 €6 AN, 45N, +2-

On calcule maintenant les dérivées de 7 ; n est une fonction du flux normalisé ¥ et
ses dérivées sont donc :
_ 31;. _ 617 -1 _ 617
(5m:4) = 5 (50 = m = skt
On _ 00 0% _ om 1-% _ oy,
a¢a a";b a¢a alb "l’a ‘¢b 6"/)

On _ 0o _om ¢ _ o,
% — 0% 0%, 0% Ya-ws _ 8%

Il reste enfin a calculer les dérivées de f et 2L ; on va exprimer ces deux quantités
en fonction de i,,Cy, ky et ¥ ; on rappelle que :
0 . -
f % = i Cy Fs(4)
af? o
= 3{/7— I‘-)% = i, C; F4(%)
of? _ i Gy -
= " Tk Fi ()
On en déduit alors :
f = [fo + 2 lkaj gf(t/;)]
af ip Cy -

avec

_ ¥
G;(@) = / Fi(z) do

On peut maintenant calculer les dérivées de f :

(%W’) = % 21—2& G5 (%) (g—im) = % F1(¥) ¢

0 1
S = 52 cf[,c2 L6 + 5 G0 o

3, C - - -
= 22 6,0) - 1-9) 7
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of 1

1 Ok,

_ = 7 1 /(T a";
5w = 77 20 Ol g 90 + G0 5]
C
= 22[5,0) - ¥ 50)]
of 1 2 - -
56 = o w2 90 = 25 G0
of 1 2C - C -
% = 5w 9P = 5@
et les dérivées de f/, = 3
(?f_:ﬁ.qs) _ _ 0Cs (ﬁ.d,); v wCs 7 (0%
S 7 (5594) 71 + 2L 76) (5539)
ipC - i - ; -
= -2 L 71 (9) 2C1 Fi(¥) ¢ + L%} Fi(4) ky ¢
; 7 7
1 /,,\2 i»Cs
=-;(B) e+ L HG k s
of, ,C N
e = = 5 105 + B A
»Cs ., . o
= - 2L Al-9® - a-9 f,«w)] + 2L )
8f, ipC - 0 C
ipC - - - ; -
= - Ae® -9 ffw)] + ’Pff F) b
af{p _ Z. - i Cf
so; = F RO - HLEG) 2L
_ i - »Cs , -
= FHD- 24 gfw)]
0f¢, _ Cf = 3, C
= F R0 - e L
= % £ wCs o 7
= FH0O0 - 2 gfw)]
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Enfin, dans ’équation de ¢,, on calcule les dérivées de facon analogue & ce qui a
déja été fait, mais on évalue ces dérivées sur I’axe magnétique, c’est-a-dire pour % = 0.
On a alors ky (4 = 0) = ky, ko(¥ = 0) = —ky et ks(¢ = 0) = 0.

(cqfd)

ITI.Résultats

Afin d’illustrer la résolution du probléme de I’évolution de I’équilibre du plasma,
on a cherché a passer d’une configuration magnétique de type limiter & 50s, & une con-
figuration de type X-point & 60s.

On a d’abord déterminé les courants dans les circuits de telle sorte que les confi-
gurations a 50s et & 60s soient celles envisagées. Pour cela, on a utilisé le code inverse
statique (deuxiéme chapitre) avec un profil plat pour la densité de courant plasma :
Fp(¥) = F;(¥) = 1-¢?%. Les courants dans les circuits a l'instant ¢ (50 < ¢ < 60) sont alors
calculés par simple interpolation linéaire.

On a alors tenté de résoudre le probléme de 1’évolution de ’équilibre du plasma avec
ce scénario pour les courants dans les circuits, un profil plat pour la densité de courant
plasma et un pas de temps constant (At = 1.s). Mais lorsque la configuration X-point
apparait, c’est-a-dire lorsque le point hyperbolique entre vraiment dans la région du
vide accessible au plasma (pour t ~ 54), le volume du plasma varie fortement au cours
des itérations de Newton et ’algorithme ne converge pas. En fait, avec le profil choisi
(1-9?), la densité de courant est trés grande au bord du plasma et cet effet n’est
pas négligeable dans le terme de la puissance absorbée par le plasma : la fonction f i
(~ F;(¢)) est multipliée par la résistivité qui est beaucoup plus grande sur le bord du
plasma que sur ’axe magnétique (3 ordres de grandeur).

Afin d’obtenir la transition dans la configuration magnétique, on a procédé de deux
manieres : la premiére consiste & augmenter le pas de temps At au voisinage de transi-
tion (lorsque I’algorithme de Newton ne converge pas) ; la seconde consiste & modifier
le profil de la densité de courant plasma et de passer d’un profil plat & 50s (1 — %2), &
un profil piqué a 54s ((1—¢)?) et & garder ce profil jusqu’a I'instant final de la simulation.

Les données sont les suivantes :
Pas de temps : At=1.s
Courant plasma a 50s: I, = 12 M4
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Coefficients a 50s : c; = 0.001228 ; ¢} = 4.5258

Beta poloidal : a 50s By = 0.100
a 59s Bp =0.124

Courants dans les circuits : & 50s a 59s

I 0.28 MA -3.7T8 MA
I 3.39 MA -3.78 MA
I3 10.33 M A 8.86 MA

I, 10.75 M A 10.06 M A
Is 9.71 MA 12.00 M A
I -389 MA 580 MA
I -1.66 MA -—-179 MA

La résistivité n est donnée par la résistivité de Spitzer (cf L.Jr.Spitzer) :

2($) = k lf A_
TZ ()

ou k est une constante, T. est la température électronique (en KeV) et A est un
coefficient dépendant de T, et de la densité électronique n. (en m=3).

Dans le premier cas - figures (I111.3.1a) & (II1 :3.1d) - le profil de la densité de courant
plasma est 1 —¢2. Au temps ¢ = 55s, Palgorithme de Newton n’a pas convergé ce qui
peut s’expliquer par le fait que le calcul de la matrice de Newton pour les éléments
du bord du plasma ne se fait que sur les points de Gauss G & l'intérieur du plasma
(¥(G) > ¢3) mais en ne leur affectant pas le poids correct ; cette maniére de procéder
est trés sensible au voisinage de la transition. Le pas de temps a alors été multiplié
par 2 (At = 2s) pour passer au temps t = 56s et Valgorithme de Newton a convergé
quadratiquement. Puis le pas de temps a de nouveau été pris égal a 1s jusqu’a la fin
de la simulation.

Sur la figure (111.3.2) sont représentés, en fonction du temps, le courant plasma I,
le volume du plasma V,, le flux sur I’axe magnétique ,, et la différence de flux entre
I'axe magnétique et le bord du plasma 4, — 5. Avec le profil choisi pour la densité
de courant plasma, le courant plasma I, doit augmenter au cours de la simulation et
on peut le constater sur le premier graphique. Le volume du plasma V, augmente
jusqu’a ce que le point hyperbolique entre dans la région accessible au plasma (& 54s),
puis diminue lorsque la position de ce point évolue (son ordonnée décroit). Enfin le
flux ¢, sur I’axe magnétique diminue, ce qui est en accord avec la remarque faite dans
I'introduction de ce chapitre.
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Dans le second exemple, on fait varier le profil pour la densité de courant plasma
de facon linéaire entre 50 et 54s :

- - 54—t - 54—t -
Fo#) = F@) = =19 + (1-==)(1-9)’ 50<¢t <54
En d’autres termes, on passe d’un profil plat & 50s & un profil piqué & 54s, profil que
I’on conserve jusqu’s 60s.

Avec un tel profil, on doit s’attendre & ce que le courant plasma diminue entre 50
et 54s car le fait de passer d’un profil plat & un profil piqué a pour conséquence une
augmentation de la self inductance L,, du plasma et donc une diminution du courant
plasma i,(t). A partir de 54s le courant plasma doit de nouveau augmenter. On peut
voir sur le premier graphique de la figure (111 .3.4) que le courant plasma varie de la
fagon prévue. '

Avec le profil piqué, la triangularité et Vellipticité du plasma doivent étre différentes
de celles requises dans le code inverse statique lors du calcul des courants dans les cir-
cuits (le profil était alors plat). Le plasma & 60s est trés peu allongé (figure (111.3.3d))
car les courants dans le cinquiéme circuit (bobines By et B, sur la figure (I 3.1)), qui
sont a l'origine de I’allongement du plasma, sont alors plus éloignés du plasma du fait
du profil piqué. Ces courants n’étant pas suffisants pour allonger le plasma, le volume
du plasma diminue (figure (111.3.4)).

Sur le dernier graphique de la figure (I11.3.4) est représentée 1’évolution dans le
temps de la différence de flux entre I’axe magnétique et le bord du plasma, v, — 4. On
remarque que cette différence croit, ce qui correspond bien aux résultats expérimentaux
pour le ‘start-up’ dans un Tokamak. "
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CHAPITRE IV

CONTROLE DE L’EVOLUTION

DE L’EQUILIBRE DU PLASMA

Introduction

Dans le chapitre précédent on calculait la trajectoire du plasma lors d’une décharge
avec des courants dans les circuits ou des tensions appliquées aux bornes des circuits
donnés selon que les circuits étaient régis en courant ou en tension.

Or il est bien évident qu’avec des courants (ou des tensions) dans les circuits donnés
a priori, I’évolution de I’équilibre du plasma est quelconque, ce qui est incompatible
avec le fonctionnement réel d’'un Tokamak. Il convient donc d’optimiser la trajectoire
du plasma tout au long de la décharge en contrélant les courants ou les tensions des
circuits.

La premiére idée est d’optimiser la trajectoire du plasma en contrélant les courants
dans les bobines de champ poloidal & chaque instant de la décharge. On a alors &
résoudre une suite de problémes de contréle ol les équations d’état sont les équations
d’évolution discrétisées en temps (de maniére implicite).

La deuxiéme idée est d’optimiser la trajectoire du plasma de maniére globale en
déterminant les lois d’évolution des tensions aux bornes des circuits. On résout alors
un probléme de contréle pour des équations d’état paraboliques, les parameétres de
controle étant les tensions.

L’ensemble des courants ou tensions déterminés par 1'une de ces deux méthodes,
peut alors étre utilisé pour une préprogrammation. Mais lors du fonctionnement réel
du Tokamak, un réajustement des courants ou des tensions peut étre nécessaire pour
assurer la stabilité du systéme, et on présente, dans la derniére partie de ce chapitre,
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un principe de régulation par un feed-back de type P.I.D (Proportionnel Intégral et
Dérivé).

Les équations d’état sont les équations développées dans le troisiéme chapitre, &
savoir :

N, .
_ _ 0 Y S ip > Cs o
Ly = -~ L 221, +;J,, Ison + Z[rGF() + ZLFD)1a,
G Je dl,
Vi = 27Lc,k qka dsS +’;[M]m—dt— + Rin In] k=1,..,N,
Y = sup
Yy = supy
D

vy|? . b
2 [ 'T’f"d“z,,cp(m-w)/nprgpw)ds =0

P

: C a
M(Pa) ip ['ra Cp Fp(0) + r—f }}(0)] + 1f— =0

=i [ L s on s fasn [ vy
—<—1 T F, i, dS + e = dsS + B* dS
7 pn’r pl,v’; Z Ty ip —7 f o, 7 Wn,r
i di
+ 21,,_/9»1‘ Jpg,g,nX::an in st
, L OF L o (BENT Bw } _
+27r/npr{q[Pf%+B (%)] 5 P'pds =0

en faisant les hypothéses que I'inductance mutuelle L,, entre le plasma et les bobines
de champ toroidal est négligeable, que la pression p(v¥) et la densité de courant plasma
7p, sont nulles sur le bord du plasma. Et avec :

Q= {M e Qu/y(M) > sup ¢}

D={MeQi,/P.M.V§(M)<0} U{X€QuX#P/Vp(X)=T)}
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I.Contréle de 1’évolution & chaque instant

Ce probléme semble & priori redondant avec le probléme du contréle de I’équilibre
(deuxiéme chapitre). Mais il existe deux différences essentielles : la premiére est le
systeme d’équations ; la seconde réside dans le fait qu’il faut assurer une certaine
continuité dans 1’évolution des courants . Cette continuité est nécessaire en pratique
car on ne peut pas imaginer un dispositif expérimental pour lequel les intensités des
courants dans les circuits varient de fagon chaotique a chaque instant (action du champ
du transformateur).

La maniére de procéder reste néanmoins la méme que celle pour le contrdle de
I’équilibre, avec I'introduction d’une fonction-cofit, d’un Lagrangien et d’un adjoint.

On désire optimiser la trajectoire du plasma de I’instant ¢, a 'instant ¢;. On définit
un ensemble discret d’instants ¢y, ...,¢; auxquels on va définir un probléme de contrdle.

1.Le vecteur de controle

Soit I = (I1(¢;),...Im(t;)) € R™ x {t1,...,t;} le vecteur dont les composantes I(t;),i =
1,..,m;j=1,.., f sont les intensités des courants dans les bobines de champ poloidal ou
des courants filamentaires aux différents instants de la discrétisation en temps.

On suppose que les N. — m circuits restants sont régis en courant et que les lois
d’évolution de ces courants sont données.

2.La fonction-cotit

Notre objectif est de controler le déplacement du plasma au cours de la décharge,
c’est-a-dire controler la forme du plasma aux instants t,,...,t; de la décharge grace aux
m courants dans les circuits. On doit donc minimiser & chaque instant la fonction-cott
suivante :

| =

J(1(t;),¥) =

a(M’tf)[’/’(M)—tb(Mo)]z d + axz(tj)/ | Vy |2 i
) ox T

2 Ta(t;
33 ke [15) ~ Bty

i=1

(Iv.i.1)
. |

ou I'4(t;) est la frontiére du plasma désirée a l'instant ¢t; et M, est un point particulier
de cette frontiére ; wx est un domaine autour du point hyperbolique souhaité dans le
cas d’une configuration X-point et la position de ce point peut changer au cours de
la décharge ; enfin le dernier terme de la fonction-coilit est le coflit énergétique d’une
telle configuration, I;(t;—1) étant 'intensité du courant dans le i*™¢ circuit & l'instant
tj—1; cette expression du cotit énergétique a ’avantage d’assurer une certaine continuité
dans I’évolution des courants au cours de la décharge.
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3.Les équations d’état

Les équations considérées sont les équations d’état rappelées au début de ce chapitre
(sans I’équation des circuits car ces derniers sont régis en courant) discrétisées en temps.

Afin de simplifier les notations, on va réécrire le systéme & résoudre et raisonner
sur le systéme simplifié.

On définit T € R’ comme étant le vecteur (¥a, ¥, Cp, Cy,4p) ; on note (¢, T) le vecteur
d’état a l'instant ¢; et (v*,T*) le vecteur d’état & Pinstant tj-1 avec t; = t;_; + At. Le
systéme d’équations & résoudre peut alors s’écrire : _

o LYy + A1y = Fiy(9,X) + B, I
(IV.1.2)
az($,T) + bo(4,0) I + f5 = 0

ou A; est une fonction non nulle sur les parois de la chambre & vide, Fi, a,, et b, sont
des opérateurs non linéaires, B; est une fonction non nulle dans les bobines de champ
poloidal et f; une fonction de 1’état du systéme a l'instant ¢;_,. L’expression de ces
quantités est donnée en annexe 1.

4.Le probléme de contréle

Le probléme (P;) & résoudre & linstant t; est le suivant : étant connu 1’état du
systéme jusqu’a 'instant t;_, et donnés & l'instant t; les courants In4i, ..., Iy, non sujets
au controle, les fonctions F,(¥), F;(¥), n(¥) et o, trouver (Z,%,T) € R™ x V() x RS qui
vérifie les équations (IV.1.2) et tel que :

J(I,¢) = Inf J(I',9')
Il e Rm
(¥, YT)eV(Q) x R®

ou V() est I’espace de fonctions défini par (I1.2.2).

Comme dans le cas du contréle de I'équilibre du plasma, on veut dériver des
équations pour I’adjoint (x,v) € V(Q:) x RS, et on définit pour cela le Lagrangien :

L(L,%,7),(x,v)) = J(I,9) +/ x A1 ¢ dS +/.W—;V’£ ds
Nc
+ C(%,x) —/ﬂ Fi(,T) x dS -> I Bi; x dS (IV.1.3)
P i=1 c,i

N
+ V[ag(zl),'f) +sz,i(¢‘,'r) L + f;]

i=1
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Résoudre le probléme (P;) consiste donc & résoudre le systéme d’optimalité constitué
des équations d’état (IV.1.2), des équations pour I’adjoint et de la condition d’optimalité

(cas sans contraintes).

On note &y la mesure de Dirac au point M € ; et ér la mesure sur le contour I'

(5p,f) =f;f dl

définie comme :

L’adjoint (x,v) € V() x R® vérifie le systéme d’équations suivant :

N,
(ﬂo Lx + A1 xla, — F{ xla, + V[Aé +Y B, Ii]

i=1

= ~(sroa@-v0L) + tu, § N0 - v0L) i

- ax Ho L"/’ lwx

J oF 5 N, o (IV.1.4)
1 as 2i .| _
- QPWXdS + l/[-a—,r +;——6T Iz] =0
10 19
- 5%] === 3_:/‘: sur Gwx
Xint = Xezt sur Owx

\

avec Fy, A%, et B} définis par :

QPF; ¢ dS =/n,(%;¢) ds

~/$;,A12 sas = (52;4)

‘/QPB;,,- $dS = (%'¢) i = 1,..,N.

La condition d’optimalité pour la i*™¢ composante du vecteur de contréle (courant
dans le i#™¢ circuit) dans le cas sans contraintes est donnée par :

ki(Ii—I:) —/ Bl,,’ x dS + l/bz,i(lb,'r) =0 T = 1,...,m (IV.1‘5)

c,i
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Le systéme d’équations pour I’adjoint est obtenu en calculant tout d’abord la
Gateaux-dérivée du Lagrangien £ par rapport & v dans la direction ¢ et en formulant
I’équation ainsi obtenue en termes d’équation aux dérivées partielles, puis en calculant
la dérivée de £ par rapport & T.

La condition d’optimalité pour la i#me composante du vecteur de contréle I est
obtenue en dérivant £ par rapport & I;.

On peut montrer que la dérivée de £ par rapport a I; est égale & la dérivée de la
fonction-cotit J par rapport & I; :

oJ oL x
a_I,' = sz = ki(L; - I;)—‘/Sc"‘ Bii x dS+v ba (v, T)

On suppose que l’état du systéme (v, T) dépend linéairement des courants dans les
circuits, ce que I'on peut noter par (y;, Yr).

On calcule tout d’abord la Gateaux-dérivée de la fonction-coiit J par rapport a I
dans la direction I' - I :

oJ _
(Fr7=1) = $_ D900 = 6104)) (vr-10) = w1101
— _ (IV.1.6)
+ Clx/ ﬁvzﬁ! - 7.V¢II_I dS + Zki (I,' - I:)(I: - Ii)
wx i=1

On multiplie la premiere équation de (IV.1.2) par x et on intégre sur Q;. On écrit
cette équation pour (¢, Ty), puis pour (¢;,Y;), et on soustrait. On écrit la seconde
équation de (IV.1.2) pour (¥r/, Y1), puis pour (%1, Tr), et on soustrait. En sommant les
deux équations, on obtient :

dS + C(x,¥r — ¢r)

/ﬂ X Ai(¥r — 1) dS + Vx -(V'/): - V¢p)

Q;

—/ﬂ [(%—?;w-w) + %{;_1(*1‘,,—'1‘1)] x dS

—Z/ Bii x (I - L) dS (Iv.rn
i=1 Y Sei

+ V[(%%; Y — 1!’1) + %?(Tp - TI)]

+ V[(%;'pl"'ﬁ!) I+ %(Tﬂ —TI) I +Zb21i (I{—I,)] =0

i=1
On considére maintenant la premiére équation pour I’adjoint écrite sous forme faible
pour ¢ = ¢ — ;. On ajoute la seconde équation de (IV.1.4) multipliée par (Tp —7Yy), et
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on obtient :

/ X Av(br —¥1) dS + / VX V¥ = V8045 4 Gty — i)
ﬂcv ni r

/ (%Zlﬂ/)f' ¢I) x dS + V[( 1/),1,01 1,1)1) + (al:z,iﬁp !/JI) I]

F,
- ?-—1(‘r,,_ xds + v|9% —=(Tr =71) + %(T,, Tr) I (IV.1.8)
a, 0T oY oY _

- -fra a(M) (¢I(M) - qb;(Mo)) (¢11_1(M) _ ¢I'—1(Mo)) al
- aX/ -V_—;/);'Yip'l ds

A partir des équations (IV.1.7) et (IV.1.8), on déduit :

}i a(M) ("/’I(M) - ¢1(Mo)) (¢I'-I(M) - ¢I'—I(Mo)) dl

:—-Z/ B, x (I} - I,) dS +Zb21(I—Iz

i=1

En substituant cette expression dans (IV.1.6) on obtient :

(g‘; - 1) Ek (L - YT = )

—Z/ B, x (I - L) dS +Zb2: (I; - L)
i=1 i=1

On en déduit alors ’égalité désirée.

5.Résolution numérique

On résout le probléme d’optimalité (P;) de facon identique au probléme inverse
statique. On discrétise tout d’abord les équations d’état par une méthode d’éléments
finis.

L’algorithme décrit ci-dessous utilisera les notations introduites lors de la résolution
numérique du probléme inverse statique ainsi que celles du chaptitre II1.

On suppose que toutes les quantités sont connues jusqu’a l'instant ¢;_; ; & l'instant

t =t;, les courants des N.—m circuits ne faisant pas ’objet du controle sont donnés, ainsi
que les profils des fonctions F,(9), F;(¥), n(¢¥) et la conductivité de la chambre a vide o,.
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La n*®me itération externe (itération de Newton) est repérée par I’exposant n, et la
j™¢ itération interne (itération de Gradient Conjugué) est repérée par l'indice j. On
note z = (¥, T) et y = (x,v).

L’algorithme est alors :

=1 pour I € R™
Calculer z solution du systeme (IV.1.2) :

3 = 2" — [AE")]7 E@=")

ou la matrice A(z") est donnée par la proposition (I11.3.2) et E(z") est le systéme
d’équations (1V.1.2) (formulation faible).

Commencent alors les itérations de Gradient Conjugué.
Calculer I’adjoint y? solution du systéme d’équations (1v.1.4) :

P = [(A(;c"))T]-l Ei(z})
By = - }g (M) [ (M) — 47 (M.)] [$(M) - $4(M,)] dI

Tyr. Ve
—Otx/ Mds 1<k< N
wx

r

Eyp = 0 N+1<k<N+5

Calculer les composantes du gradient G} de la fonction-coiit d’apres (IV.1.5) :

(G})i = k[(I})i-17] - /s X7 Bii dS + v bai(a])

21

et z7 en résolvant :

2 = [AE")]7 Eu(G})

Eyy = Z(G;-‘),-/ Bii¢rdS 1<k<N
=1 c,i

m
En =) bou(z?) (G Ni+1<k< N +5
i=1
Déterminer la direction de descente w? (et z7) :
sij=0 wpy = G}

n o
o = Zg
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sij>0 W} G} + B} wi,

n n n  n
g} = 2} + B 27,

ﬂ;‘ - ﬂnum

ﬂden

Buum = j{u o) [ (M) = 5 (Mo)] [ (M) = 974 (M) a
+ ax / M ds
Vol

r

Bin = @ON TN -G 00)] " dl + ax |

wx

Calculer le pas de descente P}

n _ Pnum
P = —
Pden

prom = 2004300 - v 0] [F(40) - F10)] @

ds + Em: k,‘(I}‘)i(w;-‘);

i=1

Vyr. Vor
+ ax / _’/’:T_'&
wx
-_— —— 2
pan = § o) [FF00) - F(0)]
d
ST
+ aX/ I—?’—Ids + 3 kiw))?
wx =1

En déduire les nouveaux courants et le nouvel état :

Vh=¢—ﬁ#

2% = z? — pt
i+l = T P Zj

Si j # m alors continuer les itérations iternes.

Sij=m alors:
+1
{ i I
n4+1l __ n
z - zm+1

Si la fonction-coiit n’est pas minimum continuer les itérations externes ; sinon cal-
culer les courants a 'instant suivant ¢ + At tant que ¢ + At < t;.
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6.Résultats

L’exemple choisi est celui de 1’évolution de ’équilibre du plasma entre 40 et 50s pour
‘une configuration limiter et avec le profil 1 - ¢2 pour la densité de courant plasma. La
configuration reste de type limiter au cours de I’évolution mais le volume du plasma
augmente.

Les figures (IV.1.1a) et (IV.1.16) représentent le plasma dans la chambre & vide aux
temps 40 et 50s. ,
Le premier graphique de la figure (IV.1.2) représente 1’évolution dans le temps du
courant plasma. On constate que celui-ci augmente réguliérement au cours de la
décharge, tout comme le volume du plasma.
Les graphiques (IV.1.3a) & (IV.1.3¢) représentent I’évolution des courants dans les cir-
cuits, lesquels sont les parameétres du contréle. L’évolution de ces courants est réguliére,
satisfaisant en cela le critére introduit dans la fonction-cofit (IV.1.1).

Les données sont les suivantes :

Pas de temps : At=1s

Courant plasma a 40s: I, = 10 MA
Coeflicients a 40s : ¢ =0.01795 ; ¢} = 6.3752
Beta poloidal : a 40s Bp = 0.96

a50s B, =0.100

Fonction-coiit : a40s & 50s

Nombre de points sur 'y : 9 9
Poids a(M) : 1.0 1.0

Ellipticité e, = ¢; : 1.41 1.77
Triangularité t, = ¢; : 0.14 0.31
Rayon maximum R, : 5.63 5.87
Rayon minimum a, : 1.91 2.16

Courants initiaux Poids k;(t) , 40 <t < 50
I =39TMA k; =103
Ip=6.18 MA ko =10-3
I3=13.07T MA k3 =103
I, =9.07T MA ky =103
Is =10.76 MA ks = 4.1073
Ie=—-444 MA ke = 36.10~3
I;=-0.98 MA k7 =36.10"3
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II.Contréle d’une décharge

On veut maintenant optimiser globalement la trajectoire du plasma et réaliser
ainsi une évolution donnée. On va résoudre un probléme de contréle pour des équations
d’état évolutives, ol les parameétres de contrdle sont les tensions aux bornes des circuits.

On note ¢ = 0 I'instant initial de la décharge et t = T I'instant final.

1.Le vecteur de contréle
On suppose que les m circuits sujets & un contréle sont régis en tension et que les
N — m circuits restant sont indifféremment régis en tension ou en courant ; on notera

E, I’ensemble des circuits régis en tension et N, son cardinal (N, > m).

Soit V = (Vi(2), ..., Vm(t)) le vecteur de R™ x [0,T] dont les composantes sont les ten-
sions aux bornes des bobines de champ poloidal & tout instant de la décharge.

2.La fonction-coiit

La forme désirée du plasma est donnée de fagon analogue au cas statique, a savoir
qu’a tout instant on donne la frontiére et la configuration du plasma.

La fonction-colit & minimiser est la suivante :
T(1
) = [{34 e o0 -pon)] a
0 Ca(t)

ax(®) [ | Ve[ I, oo
+ =5 = ds+2§k,(t)v;(t) dt

oll Ty(¢) est le contour désiré du plasma & l'instant ¢, et M, un point de ce contour.
wx est une région autour du point hyperbolique si la configuration désirée 3 ’instant
est de type X-point. Enfin le dernier terme représente le coiit énergétique de la con-
figuration. A
a(M, ), ax(t), ki(t) sont des poids permettant de moduler I'importance des différents ter-
mes.

3.Les équations d’état

Les équations d’état sont les équations évolutives du chapitre III.
On définit les espaces :

Usa = R™ x [0,T] (Iv2.1)
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§°0,7) = L*(0,T5%%) x (RM x 0,7]) x (B®x [0,7]) (IV.2.2)

ou L*(0,T;%;) est 'espace de fonctions défini par (I11.2.3) et N, est le nombre de
circuits régis en tension et pour lesquels les intensités des courants sont inconnues.

Le vecteur d’état (v,I,T) € $2(0,T) vérifie le systéme d’équations suivant :

(8 L
A G lan + p L6 = RW) In, + Y Bu ki 1s,,

=1

oy < dI;
Vo — s -3 [DuZt 1] = V.
$ As Vi .. At By g : ds 2 [Dk, o + Dy, I,] 0 ke E, (Iv.2.3)

d drI
F2WLY) + fs(0,7) + bs(¥,1) = = 0
avec

Q ={MeQs / pM) >s%p¢}

D ={MeQ, / V¢ (M). F.M<0} U {X €Q0,X# P,/ V§(X)=T)

ou Ay, By, Az, D et D’ sont fonction de la géométrie du systéme ; Fi, as, fs, et bs sont
des opérateurs non linéaires. On trouvera en annexe 2 I’expression de ces différentes
quantités. '

4.Le probléme de controle

Le probleme de contréle (P.) a résoudre est le suivant : étant donnés les voltages
(ou les courants) aux bornes des N, — m circuits non sujets & un controdle, les fonctions
Fp(¥), F5(¥), la composante ny($,t) de la résistivité et la conductivité de la chambre &
vide o, trouver (V,4,1,T) € Uq x S%(0,T) qui vérifie le systeme d’équations (IV.2.3) et tel
que : :

J(V,¥) = Inf J(V', )
V, G Uad
(¥, I',T") € $%(0,T) lié & V' par (IV.2.3)

Les équations d’état n’étant pas linéaires, on résout le probléme (P.) par la méthode
du Lagrangien de maniére similaire & ce qui a été fait pour les problémes de controle
précédents.
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Soit (\,7,v) € 5%(0,T) 'adjoint du systéme. On définit le Lagrangien £ comme :

LV, LY), (x,7,v) = J(V,9)

TATRTE TRy AP

- / Fu($,Y) x dS —iz,- / X Bis dS (1V.2.4)
Q et _

c,i

N, 61/)
+Zyj[A2 /At By =2 dS - Z(DJ,- =+ Dy I,-)]

=1

Fo[ a1 T) + A1) + b 1) %]}

=1

Une condition nécessaire et suffisante pour que (V, (¢,1,T)) € Uaq x S2(0, T) soit solu-
tion du probléme (P.) est que (V,(¥,1,T),(x,7,v)) soit point-selle pour le Lagrangien

LV,(4, L), (7)) £ LV, (%, LT),(x,7,v) £ LV, (@, I, 1), (x,7,v))

Y (V,@LTT), (Y, V) € Uaa x S%(0,T) x S2(0,T)

En développant 'inégalité de gauche, on retrouve que (v, I, T) satisfait les équations
d’état (IV.2.3).

En développant I'inégalité de droite, on obtient les équations satisfaites par I’adjoint
(x,7,v), ainsi que la condition d’optimalité.

On rappelle que 63, désigne la mesure de Dirac au point M € Q; et que ér est la
mesure sur le contour T.

Proposition (1V.2.1)

L’adjoint (x,7,v) € S?(0,T) satisfait le systéme d’équations suivant :

4

dy

9
X lo., + #o Lx — F{(%,T) x 1o, + At B, s

—Alc‘?t

- —A(¢IT) + v F3($,Y) + v By(,T) I
= ~(brualo =001 + bu, § aGOEO - v0) d

= ax Ho L¢ lwx

113



N,
( . 4% /
/Sc,.- By; x dS +jz=;(DzJ dt Dz] 7.7)
dv 8 d .
- 71; F‘E - = bs($,7) = 0 i€ E,
3F1 dv aaa 6f3 663 dI _
W T X T T TV TVar w = O
J1ox) _ 10y
;[E{] = =% sur Swx
Xint = Xest sur Qwx
x(T) =0
yT) =0
L v(T) = 0
La condition d’optimalité pour le jé™¢ circuit est :
kj(t) VJ(t) + Ay 7(t) =0 i=1,..,m
Démonstration
L’inégalité de droite de la condition de point-selle peut aussi s’écrire :
oc .
(55:4) = o NGO
% =0 i€ E, ) (%2)
-g—é—: =0 (m)
gé =0 ]: 1,...,m (lv)
J

En développant les trois premiéres identités on obtient les équations pour ’adjoint.
En développant la quatriéme identité on obtient la condition d’optimalité.

On considére I'idendité (i). Avant de calculer la Gateaux-dérivée du Lagrangien
par rapport a ¢ dans la direction ¢, on effectue les intégrations par parties suivantes :

T a¢ T ax
/0 /CVXAIETdet = —/0 ncv"/}Ala—tde‘t

+ [ 4D x@ - w0 xO] ds

114



TN., TNv
/ 27,/ At B ; 22 a¢ dS dt = / d"f/ At By ; ¢ dS dt

+ z;; /St’j At By ; [¢(T)7j (T) — ¥(0)y; (0)] ds

T
/ v i(13(‘l,b,[, T)dt = - d_l/ az(v, I, T) dt
o dt 0

+ v(T)a3(T) — v(0)as(0)

On développe ’égalité (i) :

(35:9) = [ T{ ¢ 0 CO6O (0D = (1) (6000) ~ 6(04,)) a

+ax(t)fdx%;v¢d5 /¢A1 ds /Mds

OF; &= dv;
+ C00o) - [ (Gi6) xas + 32 [ aimygas
P ij=1

oY S,
- F (o) + v () + v (Bie) B}
+ /ﬂ _9(T) 4 X(T) dS —Z_‘;yj(T) /S 8By o(T) dS

6(13

V() (F7:9(D) =

On définit F{ et Q5 (Qj désignant A}, B ou F) :

/QPF{w,r)ws - / (%) as

[ @ e ds = (32:9)

On choisit ¢ € D(]0,T[; V()) ; on obtient alors la premiére équation pour ’adjoint,
et I’équation sur le bord du domaine wx (formulation en termes d’équation aux dérivées
partielles).

On multiplie la premiére équation pour ’adjoint par ¢ € 52(0,t), on intégre en temps

entre 0 et T, et on soustrait a (§5;¢) = 0. On obtient ainsi qu’a I'instant final I’adjoint
est nul.
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Les deux autres équations pour I’adjoint sont simplement obtenues en développant
(#) et (i) apres avoir fait les intégrations par parties nécessaires.

Enfin, en écrivant l'identité (iv), on obtient la condition d’optimalité.

(cqfd)

Remarque

L’adjoint (x,7,v) est solution d’un probléme rétrograde. Afin de résoudre les
équations évolutives satisfaites par I’adjoint (proposition (Iv.2.1)), on part de I'instant
final T (I’adjoint est nul & cet instant) et on remonte dans le temps jusqu’a ’'instant
initial.

5.Résolution numérique

On résout le probléme de contréle (P.) de la facon suivante : on calcule I’état
du systéme & l'instant initial. On itére jusqu’a satisfaire un critére de convergence;
ces itérations consistent & calculer 1’état (v,1, T) de l'instant initial & I'instant final
(algorithme de Newton) et & ensuite minimiser la fonction-cofit J (V, %) grace a un algo-
rithme de gradient conjugué. Plus précisement chaque itération de gradient conjugué,
ou itération interne, consiste & déterminer 1’adjoint (x,7,v) de l'instant final & I'instant
initial (probléme rétrograde) , puis & calculer les directions et le pas de descente pour
le vecteur de contréle V(t) et ’état du systéme.

On suppose que les profils F,(¥), F;(¥), la composante paralléle ny(¢,t) de la résistivi-
té et la conductivité o, de la chambre & vide sont donnés, ainsi que les lois d’évolution
des N.- N, courants dans les circuits régis en courant et des N, —m tensions aux bornes
des circuits régis en tension (tensions qui ne sont pas des parameétres de contrdle).

On discrétise en temps les équations d’état (IV.2.3) (écrites sous la forme faible),
ainsi que les équations pour ’adjoint. On définit alors une triangulation 7; du domaine
i, et une approximation V; de V(%). Le nombre de noeuds du maillage est N;.

On pose z = (3,1, T) et y=(x,7,v)-
On note f(m) le nombre maximal d’itérations de gradient conjugué (f(m) est une
fonction du nombre de parameétres de controle).

L’algorithme est le suivant :

z(t = 0) donné
{ V(it=0) =0
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Commencent alors les itérations externes repérées par ’exposant n

Initialisation de V(t). t=0,..,T

Calcul de I'état z"(t) par des itérations de Newton (repérées par 'indice 1) :

zo(t) = 2"(t— At) = z*

() = ) - [Aw®)] E(@®)

ol la matrice A(z:(t)) est donnée par la proposition (I11.3.2) et E; (z:1(2)) est le vecteur

By= - [ a4 2% s -/ Yor -V 45 _ C(én, )
Qo Q; r

N
+ [ Py 6 ds + 30 [ Buion s
P i=1 Se,i

Ey vk = — Az (Vi) +/ Bix (Y1 —%*) dS

Sc,k
N,
2 I); = I
+3 (0BT D) keE,
=1
’IaT - ‘)I*’T‘
Ei Ntk = — as(n, &1, 1) A:3(¢ ) _ Ja(tr, 1)

L-rI
— ba(1, 1))~ —

A convergence, On pose :

zi41(t)

A(zi(2))

z(t)

A™(1)

Les itérations internes, repérées par l'indice j débutent :
{ 2i(t) = (1)

V') = V()

Calcul de l’adjoint y?(¢),t =T, ...,0

t=0,..,T

v (T) =0

50 = ()] B e+ an)
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2t + At AL
Es =/ P A iAt—) A -Z(')’;)i(t'f'At)/ By, ¢ dS
ﬂc,, i=1 Sc,i

VRt + At) rdaz s)w?-%k
+ T(W,fﬁk) - ax(t) wx——— dS

- 0000 - w00 B0 - 00 @ 1<E<N

b4

l/;z(t + At) 8a3
Es vyt = A \aL
+ bak(Y](t+ At), TPt + At))} ke E,
vt + At) §
EZ’N"'k:LAt—)a—aT% 1<k<5

Calcul des composantes du gradient G?(t) de la fonction-cotit :

(G7)i(®) = k(®)(V)i(t) + Az (3}):(t) i=1,.,m; 0<t<T

et du vecteur d’état Zf(t) correspondant :
n n -1 n
27t = [4"0] Es(Gh)
Esrp =0 1<k<N; NXk<LN+5
Esn4r = — Az (G7)(t) ke E,

Calcul de la direction de descente Wi (t) (et z7(t)) :
sij=1 oi(t) = GI(t)

2(t) = z3(t)

st j>1 wi(t) G7(t) + 67 wi_y(t)

() = TF() + B 7,0 t=0,.T
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avec :
ﬂ? = - :Bnum/ﬁden
frum = [ T{ fd(t (MO [F M) — FOL)] [Fo0) ~ §7,01)]

+ ax(t)/ MJ_ dS}

un = [ { #2000 [Fhon - Fhon) @

vor |
+ ax(t) / M+"- dS} dt
wx

Calcul du pas de descente p7

T = Pnum/Pden

Pj
am = [{§,  ats0[ir00 - wpon)] [Foo - Fow) a

+ ax(t)/ Wn SV s +zk(t) VP)() (w"),(t)} dt

pion = [ {$,., o0 [@(M) - Fow) a

ax(t dS ki(t) (W3t
+ ()/wx +; (0 ( )()}

En déduire les nouveaux voltages et le nouvel état du systéme
V) - 6w

T — o} ZH() t=0,..T

{v;;l(t) =

-"3?+1(t)

Si j < f(m) alors continuer les itérations internes

Si j = f(m) alors

Vi) = Vi)
"t (t) = 2}y, (1) T
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Continuer les itérations externes jusqu’a satisfaire le critere de convergence. On
note ¢ la tolérance (ou erreur maximale autorisée) ; la convergence est atteinte si :

[Vrtl — yr < €

6.Résultats

L’algorithme décrit ci-dessus est cofiteux en temps de calcul et nécessite une grande
place mémoire pour le stockage de la matrice de Newton & chaque pas de la discrétisa-
tion en temps. On ne peut donc pas réaliser une optimisation sur un intervalle de
temps trop grand (~ 10s) car il faudrait alors stocker un nombre important de matri-
ces. On se limite pour 'instant & des intervalles de temps de l'ordre de 1s, et & des pas
de temps de quelques dizaines de millisecondes.

On traite le cas d’une configuration limiter entre 50 et 50.9s. On optimise, sur cet
intervalle de temps, la trajectoire du plasma de sorte que la configuration soit de type

limiter et que le plasma augmente de volume.

Les données sont les suivantes :

Pas de temps : At=5.10"2s

Courant plasma a 50s: I, = 12 MA
Coefficients 3 50s : c; =0.01228 ; ¢} = 4.5258
Beta poloidal : a 50s Bp =0.100

45095 B, =0.102

Courants initiaux : I, = 0.28 MA
I, = 338 MA Is = 10.33 MA
I, = 10.75 MA Is = 9.71 MA
Is = =339 MA I = -166 MA
Fonction-coiit : ab50s & 50.9s
Nombre de points sur Iy : 9 9
Poids o(M) : 1.0 1.0
Ellipticité e, = ¢; : 1.77 1.87
Triangularité t, = ¢; : 0.31 0.36
Rayon maximum R, : 5.87 5.89
Rayon minimum a, : 2.16 2.18
Poids ki(t) , 1<i<m: 2.1072  2.10-?
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Les figures (IV.2.1a) et (IV.2.1b) représentent le plasma dans la chambre & vide aux
temps 50 et 50.9s.
Les graphiques (IV.2.3a) & (IV.2.3g) représentent 1’évolution des tensions aux bornes des
circuits, lesquelles sont les parameétres du contréle. Le brusque saut entre 50 et 50.05s
s’explique par le fait qu’a l'instant initial les tensions sont nulles par définition.

Pour réaliser cette simulation; le nombre d’itérations internes de gradient conjugué
a été fixé égal & 7 (nombre de circuits indépendants). L’algorithme a convergé en 8
itérations externes et l’erreur & la convergence est de 1.4 10-5 (tolérance ¢ = 10-4). Le
temps de calcul sur CRAY est de 1000s.CPU.
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ITII.Commande feed-back

Dans les paragraphes précédents, une méthode pour déterminer les intensités des
courants dans les circuits ou les tensions aux bornes de ces circuits a été mise en
oeuvre. Ces intensités ou tensions ont été calculées de facon & réaliser au mieux une
évolution désirée de 1’équilibre du plasma et elles peuvent alors étre utilisées pour
une préprogrammation. Mais lors du fonctionnement réel du Tokamak, il peut étre
nécessaire de réajuster la valeur de ces intensités ou tensions afin d’assurer la stabilité
du systéme et de compenser les imprécisions de la, préprogrammation. Ce contrdle de
la forme du plasma est réalisé grace & un feed-back dont le principe va étre décrit dans
ce paragraphe.

L’idée est la suivante : & partir de mesures du flux magnétique sur les parois de
la chambre & vide, adapter les tensions aux bornes des circuits de facon & amener le
systéme que constitue le plasma dans la chambre 3 vide, & un état d’équilibre.

Il faut pour cela établir des lois de comportement des tensions en fonction des
mesures du flux magnétique. On s’interesse & un modele de régulation par contre-
réaction, ou feed-back, dit PID pour Proportionnel Intégral et Dérivé.

1.La commande PID

Soit un contour I'y dans la région accessible au plasma, correspondant & une ligne
de flux magnétique. Il est impossible de mesurer directement le flux magnétique sur un
tel contour car aucune sonde ne peut résister aux températures auxquelles est soumis
le plasma. On peut par contre extrapoler la valeur du flux sur T, 3 partir des mesures
du flux et de sa dérivée normale sur les parois de la chambre & vide (cf J.Blum /2/).

Soient Ny + 1 points du contour Ty. On définit le vecteur Ay € RNe par :
(A¢)i = "/’(Ml) - "p(Mo) 1<i< Ny

ol M,, My, ..., My, sont les points du contour T,.

On définit la tension aux bornes des circuits & linstant ¢ 3 partir des mesures du
flux aux N; + 1 points de T'; a 'instant ¢ — 7 :

Vi) = 0 sit<T
(IV3.1)

t—7

G AY(t—-1) + G %Atﬁ(t -7) + G” AY(t') dt'  sit>rT
0

140,
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7 est le retard correspondant au temps nécessaire pour les mesures du flux ou de quan-
tités dérivées, et pour leur analyse.

G,G',G" sont des matrices a déterminer.

Les trois termes de cette loi de feed-back ont tous une signification propre : le
premier terme signifie que la tension est proportionnelle au flux magnétique v ; le
deuxieme terme fait intervenir la dérivée des mesures du flux magnétique et son réle
est d’anticiper sur les variations brutales de Ay ; le troisiéme terme est une intégrale
et son role est de ramener Ay égal a 0 afin que le feed-back puisse étre efficace (si Ay
est petit, le feed-back n’agit pas).

Ainsi que cela a déja été précisé, les matrices G,G’,G"” sont & déterminer et on
va exposer une méthode théorique permettant de calculer les coefficients de ces trois
matrices, et qui consiste a résoudre un probléme de contréle dont les paramétres de
controle sont ces coefficients.

2.Le probléme de controdle

Dans cette partie, on va expliquer ce que sont les paramétres de contréle, expliciter
la fonction-coiit & minimiser et rappeler les équations devant étre satisfaites par le flux
magnétique.

On suppose qu’a 'instant initial ¢ = 0 on perturbe le systéme et on étudie l'effet
de cette perturbation jusqu’a l’instant ¢t =

a.Les paramétres de controle

On cherche & déterminer les coefficients des matrices G, G’, G” et ce seront donc eux
les parameétres de contréle.

Deux idées sont possibles : les matrices sont constantes sur des sous-intervalles de
temps de [0,7] dont la longueur dépend de la physique du probléme, ou au contraire
sont des fonctions du temps. La seconde idée peut s’avérer plus réaliste mais elle
présente I'inconvénient de devoir déterminer un trés grand nombre de paramétres de
controle et risque d’étre cotiteuse en temps de calcul.

On choisit donc de s’interesser uniquement au cas ot les coefficients sont constants
sur des sous-intervalles de [0,7]. Soit [t,,t;] un de ces intervalles de temps tel que ¢, > 0,
t; <Tett—t, >7. On va développer la théorie du feed-back sur cet intervalle de
temps, ’extension au cas général sur [0,7] étant triviale. On définit ¢, :

t_o=0 sito=0
to = t, — 7 sito #0 (t, > 1)
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On suppose que les N, circuits sont régis en tension et que ces tensions satisfont la
loi de feed-back (1V.3.1) qui sur ’intervalle [t,,t1] devient :

(V(t)=0 sito,=0ett<7r
d
V(i) = GAY(t—7) + G —Ay(t -
4 ® ve=1) avt=n (Iv.3.2)
t—7
+ G” Ay(t') at’ sit>r

( to

Les parameétres de contrdle étant les coefficients des matrices G,G',G”, on a donc
3 x (N x Na) parametres de contrdle pouvant étre sujets & des contraintes (paramétres
positifs,borne supérieure pour certains parametres,...) ; on note U,q le sous-ensemble
de R3x(NexNe) des coefficients admissibles.

b.La fonction-coiit

La ligne de flux Iy sur laquelle est mesurée le flux magnétique est choisie comme
étant la frontiére désirée du plasma. On cherche donc & satisfaire le critére d’optimisa-
tion :

13 s Ne
J = %[0 ‘é‘d[d)(M)—lb(Mo)]z dl dt + g/t, ;V;(t)z dt

ou K est un coefficient ayant un réle pondérateur dans la fonction-coiit, et la tension
Vi(t) est donnée par la loi de feed-back (IV.3.2).

Afin de simplifier les notations pour n’avoir qu’une seule expression de la tension
V(t) sur lintervalle [t,,t,], on pose :

t=20 pourt,=0ett<T
t =t—-71 pour t > 71
Ay =0 pourt,=0ett<T

[
!

= Ay(t) pour ¢t > 1

Si on note ¢ un vecteur de Uad, on peut alors réécrire la la fonction-coiit sous la
forme :

_1 t 2 Ner Xs - '
169 =3 [ { # Wan - w00 at + K ;[;c; (Ay);
N N, . , (IV.3.3)
+> .Gy 7 (A¥); +) Gy / (A);(t) dt’] } dt
j=1 j=1 to
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c.Les équations d’état

Les équations d’état sont les équations de 1’évolution données dans le troisieme
chapitre. En utilisant ’expression (IV.3.2) pour la tension aux bornes des circuits et les
notations précédemment introduites, on peut réécrire les équations d’état pour ¢ € [¢,, tl]
sous la forme :

( a¢ N
Mo L + Ai5rla,, =) BinInls,, + Fi(,7)
n=1
27 oy
ﬂ_o Sc,Bltat s +E[Mznd_t + Rin I, ]
4 (IV.3.4)

t
= Gi AY + G —A¢ + GY [ Ay(@') dt’ i

to

1,...,N,

%aa(lb,I,T) + BT I + fa(o,T) =

avec

Q ={MecQ,/ 1/)(M)>s%p¢}

D ={MeQ, | V§(M). LM<0}U{X €QuX#P, | V§(X)=T0)

et ou (¢,1,Y) est le vecteur d’état, G;,G.,GY désignent les #™¢ lignes des matrices
G,G',G", et les quantités A4,, B,, Fy, as, bz et f; sont définies en annexe 2.

d.Le probléme de contrdle
On définit ’espace S%(t,,t,) par :
S(toyts) = L*(to,t1; V(@) x (RN x fto.t:]) x (B fto,t1])

Le probléme de contrdle a résoudre est le suivant : étant donnés les fonctions
Fo($), F5(¥), la résistivité ny(), la conductivité de la chambre & vide o, et le coefficient
By, trouver (G,4,1,T) € Uaa X S%(t,,t1) qui vérifie les équations (IV.3.4) et tel que :

J(G,¥) = Inf J(G',¢")
gl € uad
(@', I',Y) € S%(to,,t1) lié & G’ par (IV.3.4)
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3.Résolution du probléme de controle

Les équations d’état étant non linéaires, on définit le Lagrangien £ :

‘C(g’(¢: I, T), (X’ g V)) = J(g, ¢)

t1 i —
+/ {/ xAlgt—'pdS+/ ———V¢'vxd5+0(x,¢)'
to cv Q2 r

N,
_/ XFB@1)dS =S I, [ By x dS
2

n=1 Se,n

(IV.3.5)
N, d 1
30 [AZ(G,- AY + G Zav + 6f [ ap) a)
to

i=1

8 oL dI
— At 5 B % dS -gl(Mmd—t" + Rin In)]

+ v[%aa(%b,l,'r) + b3(¥, 1) I + f3(¢’T)]} dt

En calculant la Gateaux-dérivée de £ par rapport & v dans la direction ¢, et les
dérivées de £ successivement par rapport & I et T, on obtient le systéme d’équations
satisfaites par ’adjoint. Ce systéme est celui donné dans la proposition (IV.2.1).

En dérivant £ successivement par rapport & chacun des coefficients des matrices
G,G",G", on obtient ’expression des composantes du gradient de la fonction-coit :

t1
o= @k + % A) V(t) dt
o
avec k=N, x (i—1)+j
/ " d
Jr = 5 7 (A¥); (K + 7 Az) V(t) dt
avec k=N x Ny + Np x (1 — 1)+
t1 t
io= [ [@awe)a (K + % ) v @
to Jto

avec k =2X N X Np+ Np x (i—1)+j
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4.Résolution numérique et idées d’investigation

Le but du contréle feed-back est de déterminer les matrices G, G’ et G” afin de pou-
voir ensuite les utiliser en temps réel pour adapter les tensions aux bornes des circuits
a partir des mesures du flux magnétique en des points de la paroi de la chambre 4 vide.

A partir du systeme d’optimalité obtenu ci-dessus, et en appliquant un algorithme
de gradient conjugué comme cela a été fait dans le paragraphe précédent, on peut
résoudre ce probléme de contrdle et obtenir ainsi les coefficients des matrices G,G’ et
G". Cela n’a pas été implémenté dans le code de calcul PROTEUS et reste donc une
voie de développement possible.

Le modéle présenté dans ce chapitre est un modéle construit & partir d’un feed-back
Proportionnel Intégrale et Dérivé, et on pourrait utiliser d’autres type de commandes
feed-back.

En utilisant le modele proposé, il serait interessant d’effectuer plusieurs pertur-
bations différentes du systéme et de déterminer les matrices G, &, G" pour chacune
de ces perturbations afin de mesurer la stabilité, ou la non-stabilité, du modéle, et
éventuellement de changer de commande en fonction des résultats obtenus.

On pourrait envisager un modé¢le ot les matrices G, G’ et G” seraient dépendantes du
temps. On serait peut-étre amener & simplifier le modele, d’une part pour ne pas avoir
trop de parametres de contrdle & déterminer (les coefficients des matrices & chaque
instant), et d’autre part parce que la dépendance temporelle pourrait permettre de
simuler la réalité simplement avec par exemple un feed-back Proportionnel.

Enfin, il reste le probléme de la localisation de points de mesure du flux magnétique
qui permettraient de rendre compte au mieux de la position et de la forme du plasma
et donc d’avoir un modéle assez précis et efficace.
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ANNEXE 1

Le couple (¢, T) désigne le vecteur d’état a I'instant ¢, avec T = (., b5, Cp,Cy,ip) 5 (¥, T*)
est le vecteur d’état a l'instant ¢ — At¢.

Les fonctions A;, B; et les opérateurs Fy, as, by et f3 introduits dans le paragraphe I du
chapitre IV sont définis comme :

HoTy
A = 1
1 rAt e
Bin = po qn ]‘Sc,n 1<n< N,

F@,T) = 22 g 10, + (rGF@) + LF@) 1o,

az(¥, M) = Ya — supy

4

ax(, V)2 = ¥ — S%PL/)

2 -
a2, s = f;_p /n VOE 45 & 6,00 — va) /ﬂ r G,(d) dS

r

C
ax(®, D = m(P) ip ra M (reGp 7 (0) + ZLF5(0)) + v

r

T = b + x| (o8 - £L) as

+ o7 /ﬂ r(Pisy + B - ‘”;t'” P ds
Ho . " Cy . -
+ 2k /n Pr(rc,,f,,(«p) + Tff(zp)) ;Fn I ds
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bon($,T); = 0 1<j<4;1<n<N,

Y n o+ Strz
ban(, s = = 55 [ r(rGoR) + LAyD)F, as
f5|j =0 1<5<3
f5]4 = -1

o Ho .« 7. C} 7 =
B = kg /ﬂ (rRm@) + ZLE@) Y Fa I ds

n=1

- S - -Z—t/‘;;(r(B*)z - ffr—) ds
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ANNEXE 2

Le triplet (1,1, T) désigne le vecteur d’état & l’instant t, avec T = (¥, %3, C ,Cr,1p).
p gn P Ufslp

Les fonctions A, Bi, A, D, D', et les opérateurs Fi, as, b3 et fs introduits dans le
paragraphe IT du chapitre IV sont définis comme :

A = HoTv
r
Bii = po ¢ 1<i< N,
e
Di; = 22l g, 1<E<N 5 1<i<N,
;c,i=”;itRki 1<k<N,; 1<i<N,

ou les matrices M et R sont les matrices des inductions mutuelles entre les parties non
axisymétriques et des résistances mutuelles.

Fi(y,T) = ip("cp]:p(@z) + %ff@))

a3($,1,T); = 0 1<j<3

a3($, 1, T)a = At ¢,
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- C L
s LT = — po iy /n r(rGF @) + L) SR L ds

$3 =1

+7r¢1,ip+7r/

np'(rB2 - fo—) ds

.
b3i(¥,T); = 0 1<j<4;1<i<N,

6546, s = 210y [ #(rGo7,0) + L) R as

P

f3(¥, 1)1

%a — supy

P

f3(¥, 1))z ¥y — Sgpiﬁ

2 -
pwme = & [ B as + o,m-w [ ro,w) as

P

F D = m(Pe) iy e 81(raGy5,0) + Lry(0)

fa, D = 2 [ efo(Prsy + By2) - 2P as

2,
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Résumé

La présente thése traite de la modélisation, de la simulation numérique et du contrdle
optimal de 1’équilibre et de I’évolution de la configuration du plasma dans un Tokamak.

Dans le premier chapitre, on établit les équations aux dérivées partielles régissant le
comportement du plasma dans un Tokamak.

Dans le deuxiéme chapitre, on résout tout d’abord le probléme de 1’équilibre du plasma
par la méthode des éléments finis et un algorithme de Newton. On s’interesse ensuite au
probléme du controle de 1’équilibre : il s’agit de déterminer des courants dans les circuits
du Tokamak de facon a ce que le plasma ait une configuration donnée. On introduit pour
cela un Lagrangien, et on dérive un systéme d’optimalité que ’on résout par un algorithme
de gradient conjugué. Trois exemples typiques illustrent cette deuxiéme partie.

Dans le troisieme chapitre, on développe un modéle pour I’évolution de la configuration
du plasma au cours d’une décharge. On résout ce probléme par un algorithme de Newton;
deux exemples de simulation numérique sont présentés.

Enfin dans le quatriéme chapitre, on traite le probléme du contrdle de I’évolution de
la configuration du plasma. Il s’agit de déterminer des lois d’évolution pour les courants
ou les tensions dans les circuits du Tokamak de maniére 3 réaliser une évolution donnée
de la configuration du plasma. Ce probléme est résolu en introduisant un Lagrangien de
maniére analogue & ce qui est fait dans le deuxiéme chapitre. Enfin, on cherche une loi de
feed-back de type PID qui asservisse la forme du plasma.

Mots clefs

Physique des plasmas - Fusion nucléaire
Tokamak

Contréle optimal - Optimisation
Lagrangien
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