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Présentation générale

Les travaux que nous présentons dans cette thése ont été effectués au Cen-
tre de Mathématiques Appliquées(CMAP) de I’Ecole Polytechnique entre 1989 et
1991, et au Laboratoire de Modélisation et Calcul - I'Institut d’Informatique et de
Mathématiques Appliquées de Grenoble (LMC-IMAG) entre 1991 et 1993.

La plupart des phénomenes de la mécanique des fluides peuvent étre modélisés
et régis par le systéme non-linéaire d’équations de Navier-Stokes, qui décrit des
écoulements d’un fluide soit parfait, soit visqueux et des écoulements en régime,tant
laminaire que turbulent. Au fur et & mesure que I’étude des méthodes numériques
au service de la mécanique des fluides se développe trés rapidement en s’appuyant
sur les progres considérables de I'informatique scientifique,surtout ’apparitition des
ordinateurs de plus en plus puissants dans ces dernieres décennies, la mécanique des
fluides numérique (Computational Fluid Dynamics ou CFD en anglais) est en passe
de devenir un outil de mise en point aussi important que les essais expérimentaux
qui sont souvent trés coliteux et irréalisables. Parmis de nombreuses méthodes
numériques, la méthode particulaire(vortex method en anglais) ou cell de couplage
particules-grille (vortex in cell ou VIC method) s’avére étre particulierement adaptée -
4 approximation des problémes de la physique mathématique ou les effets de con-
vection dominent. En outre, grace & une interprétation physique naturelle, elle est
parfaitement adaptée a la simulation numérique des écoulements d’un fluide incom-

pressible & la fois parfait et visqueux a de trés grands nombres de Reynolds.

Cette these est consacrée a ’étude mathématique et numérique des méthodes
de couplage particules-grille en Mécanique des Fluides incompressibles, et selon la

nature d’un fluide parfait ou visqueux, elle se compose de deux grandes parties:
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1é Partie: Méthodes couplées particules-grille pour les équations d’Euler

On consideére les équations d’Euler qui régissent les écoulements bidimension-
nels d’un fluide newtonien parfait incompressible homogene, écrites en formulation

courant-tourbillon:

%_‘;’+(curz¢-V)w =0, zeR,t>0 (1)

(E) w(-0) = wy, z€ R (2)
-AY = w, (3)

V¥ — 0, |z]—> o0 (4)

ol w est le tourbillon du fluide et 1 est la fonction de courant.

Le travail de la premiére partie a pour but d’introduire une méthode de cou-

plage particules-grille qui permet de résoudre numériquement le probleme (E").

Les premieres simulations particulaires en mécanique des fluides ont débuté
en 1931 par J.Rosenhead[63]. Néanmoins, les méthodes particulaires(ou appelées
méthodes de vortex) n’ont été bien développées que récemment (cf., F. Harlow
(1964) [44], K.V. Robert & J.P. Christiansen (1972) [62], A.J. Chorin (1973)
[19], A. Leonard (1980) [47], etc.). Du c6té théorique, la convergence de la méthode
de vortez pour approcher les équations d’ Euler a d’abord été démontrée par O. Hald
(1979) [42], puis généralisée par J.T. Beale & A. Majda (1982) [2] [3] et G.H.
Cottet (1982) [21]; C. Anderson & C. Greengard (1985) [1] ont ensuite donné
une version plus simple de la démonstration de G.H. Cottet et J.T. Beale & A.
Majda.

L’idée principale des méthodes de vortez usuelle est grosso modo basée sur.

(1) Papproximation du tourbillon initial par une mesure qui est en fait une com-

binaison linéaire de masses de Dirac;

(i1) le calcul du champ de vitesse par I'intégrale de Biot-Savart avec régularisation

du noyau de Green;

(iii) le transport, sans perte d’information sur les particules, du champ tourbil-
lonnaire le long des trajectoires de particules associées au champ de vitesse

calculé. -
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Les méthodes particulaires offrent un bon nombre d’avantages par rapport aux
méthodes numériques usuelles (différences finies, éléments finis, méthodes spectrales,
etc.) Dans le cas d’écoulements assez réguliers, il est bien connu que la précision
de la méthode particulaire n’est limitée que par la propriété de régularité et de
moments de la fonction cut-off utilisée pour calculer la vitesse a partir des particules
de fluide. Par conséquent, il est tout a fait naturel de penser, d’une part a chercher
des fonctions cut-off réguliéres et de bonnes propriétés de moments, d’autre part
3 construire des noyauzr ezplicites de Green afin d’obtenir un plus haut ordre de
la précision (cf. J.T. Beale & A. Majda (1985) [4], (1988) [5] et M. Perlman
(1985) [55], etc.). Néanmoins, il semble non seulement difficile de les construire pour

la plupart des conditions aux limites, mais encore elles sont coliteuse a calculer.

Dans notre travail, d’une part, il nous semble plus avantageux d’utiliser pour
fonctions cut-off des fonctions B-splines avec une méthode d’accélération de la
convergence pour améliorer la précision de la méthode; d’autre part, au lieu d’utiliser
dans I’étape (ii) la méthode intégrale qui est coiiteuse !, on calcule le champ de
vitesse a 1’aide d’une fonction courant obtenue par une méthode de différences finies
sur une grille fixe eulérienne considérée comme un algorithme rapide 2, qui s’adapte
3 presque toutes sortes de conditions aux limites sur un ouvert borné quelconque
de IR? de frontiere I' assez réguliere. En d’autres termes, notre méthode consiste a
coupler l’approzimation particulaire (pour résoudre ( 1)-( 2) ) et l’approzimation de
différences finies (pour résoudre ( 3)-( 4) ). Elle s’apparente aux méthodes P.I.C
(particle in cell) introduite en physique des plasmas par Buneman (1968). En
mécanique des fluides incompressibles, on la retrouve sous le nom de méthode V.I.C

(vortex in cell); on l'appellera ici la méthode de couplage particules-grille.

Le plan de la premiére partie qui regroupe les Chapitres 1- 6 est le suivant:

On commence par exposer,au Chapitre 1, les diverse formulations équivalentes
des équations d’Fuler, on s’intéresse particulierement a la formulation en vitesse-
tourbillon; on rappelle ensuite des résultats sur le théoreme d’existence et d’unicité

des solution des équations d’FEuler.

Dans le Chapitre 2, on se propose d’introduire une méthode de couplage

1(O(N?) opérations élémentaires, ou N est le nombre de particles.
2Q(M log M) + O(N) opérations,oll M est le nombre de points de grille. -
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particules-grille afin de simuler numériquement 1’écoulement bidimensionnel d’un
fluide parfait incompressible. L’idée principale est de conserver un traitement la-
grangien pour le champ de rotationel, et de résoudre 1’équation de Poisson, par
une méthode des différences finies pour la fonction de courant sur une grille fixe
eulérienne, de fagon & déterminer le champ de vitesse. On énonce également le
résultat d’existence et d’unicité des solutions d’approximation ainsi que celui de

convergence.

L’étude sur la résolution numérique du probléme de Neumann pour ! ’équation
de Poisson par les méthodes de différences finies, permettant de calculer la fonction
de courant, fait 'objet du Chapitre 3. Il s’agit de la discrétisation du laplacien et de
l'opérateur de frontiére, et de I’estimation de cette approximation en norme discréte
de W', L’outil essentiel et efficace est d’utiliser la fonction discrete de Green en

maillage prédéterminé.

Le Chapitre 4 rappelle d’abord le principe de ’approximation particulaire
pour le probleme modéle et les résultats classiques. On présente ensuite la famille
des fonctions B-splines qui joueront un réle double important dans le cadre de
méthodes de régularisation et dans le cadre de méthodes d’interpolation. On établit
a l’aide des fonctions B-splines le passage inversible entre les particules et le maillage
préétabli. On utilise également une technique itérative pour améliorer la précision

de la méthode VIC proposée dans le Chapitre 2.

Le Chapitre 5 est consacré a démontrer le théoréme de convergence de la
méthode de couplage particules-grille pour les équations d’Euler. On essaie d’une
part de séparer les diverses sortes d’erreurs dues aux différentes approximations,
d’autre part d’établir les lemmes de consistance et de stabilité; grace a eux, on -

trouve I’estimation d’erreur globale.

On fait au Chapitre 6 une série de problemes tests numériques en choisissant
les distributions initiales de tourbillon & symétrie radiale. Le but de cette étude
numérique est de valider la méthode de vortex que I’on a étudiée dans les Chapitres
précédents, par des calculs d’erreurs entre une solution analytique et la solution

calculée correspondante, et on montre efficacité de ces téchniques.
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2¢me Partie: Méthodes couplées particules-grille pour les équations de

Navier-Stokes

Dans la deuxiéme partie, on se propose d’étudier la résolution numérique des
équations de Navier-Stokes & grand nombre de Reynolds par les méthodes particu-

laires(méthode de vortex) ou couplées particules-grille(méthode V.I.C.).

La méthode particulaire qui est une méthode lagrangienne, a été d’abord in-
troduite en 1931 par J. Rosenhead [63] et largement développée depuis une dizaine
d’années; c’est un outil trés efficace 4 la simulation des écoulements de fluide par-
fait incompressible. L’extension de cette méthode au traitement des écoulements de
fluide visqueux régi par les équations de Navier-Stokes est assez récente par deux
approches différentes: A.J. Chorin(1973) [19] élargit le champ d’applications des
méthodes particulaires en tenant compte des effets de diffusion visqueuse. Il a pro-
posé la premiere méthode de vortex de marche aléatoire en espace: elle consiste a
la superposition d’un mouvement brownien des particules a la convection de fluide.
L’effet du terme de diffusion visqueux est donc de changer la position des particu-
les. Malgré la simplicité de la mise en ceuvre de cette méthode, sa précision est
fortement liée avec le choix de la variable aléatoire et demande un grand nombre de
particules. Par contre, G.H. Cottet & S. Mas-Gallic(1982) [25] [22] ont intro-
duit une méthode de vortex déterministe , basée sur une méthode de décomposition
de ’équation de transport-diffusion du tourbillon en une partie de convection pure
et une partie de diffusion. L’idée principale est de traiter les termes de convection
par une méthode particulaire et le tourbillon est transporté par le fluide a la vitesse
du fluide, tandis que les termes de diffusion sont résolus d’une maniere explicite
dans laquelle le noyau de 'opérateur de la chaleur se choisit comme une fonction
cut-off en jouant un double role. La distribution de tourbillon est reconstruite 3
la fin de I’étape de diffusion et le poids de particules a été modifié sous l'effet de
la diffusion visqueux. Parallélement, une schéma conservatif de cette méthode est
revenu de Choquin et Huberson (1982) [17]. Il faut signaler que les positions
des particules ne sont pas touchées par la diffusion et que la précision attendue
n’est limitée que par la précision de la méthode de splitting O(v7). Ce sont deux
différences principales entre la méthode déterministe et la méthode aléatoire. Ces

résultats avec le fait que la méthode produit une petite viscosité numérique, ont été
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confirmés par de récents tests faits par J.P. Choquin & S. Huberson ainsi que
B. Luquin et montrent que la méthode déterministe peut donner un simulation
précise des fluides trés peu visqueux. Suivant les idées développée par R.A. Gin-
gold & J.J. Monaghan (1983) [39], une généralisation de la méthode déterministe
directe (sans décomposition) a été introduite et étudiée par S. Mas-Gallic & P.A.
Raviart(1987) [53] et P. Degond & S. Mas-Gallic (1989) [31]. L’idée clé est,
d’une part, d’introduire une équation auxiliaire intéro-différentielle en remplagant,
dans les équation de convection-diffusion, le Laplacien par un opérateur intégral
Afw = e7%(¢, xw — w) et d’autre part, de résoudre I’équation auxiliaire par une
méthode particulaire dont le poids de particules est modifié sous l'effet de la dif-
fusion visqueux sans changement de leur position. De plus récents travaux sont
ceux de D. Fishelov (1990) [35], (1991) [36]. Ecoulements bidimensionnels ont été
calculés avec ce type de méthode par J.P. Choquin & S. Huberson [17] et par
B. Lucquin-Desreux. Ils ont favorablement comparé les résultats de la méthode
déterministe avec ceux de de la méthode de marche aléatoire. Un inconvénient com-
mun a tous les schémas lagrangiens est que les éléments du calcul souffrent des effets
d’extréme distorsion aprés un certain nombre de pas de temps, comme le fait re-
marquer par Van Dommenlem & Shen (1977) [68]. La distorsion empire lorsque
le schéma est appliqué au cas tridimensionnel. Afin d’éviter ce genre de distorsion,
H.N. Najm(1992) [56] a proposé un procédé de redistrubution de tourbillon. Bre-
nier & Cottet (1992) [14] définissent une technique de méme nature mais les points

de réinitialisation sont tous distribués de maniere aléatoire.
Le plan de la deuxiéme partie qui regroupe les Chapitres 7- 10 est le suivant:

Le Chapitre 8 est un préambule du Chapitre 9 ou on donne les bases de
'analyse mathématique de ’'approximation particulaire et de sa régularisation. C’est
aussi un complément et une extension des résultats classique que 1’on a exposés dans
le Chapitre 4 de la premiére partie. En effet, on généralise ces résultats aux espaces

de Sobolev a exposant négatif, surtout & certains de ses sous-espaces.

Nous abordons au Chapitre 9 I’étude de la résolution des équations de Navier-
Stokes par la méthode particulaire basée sur une méthode de décomposition: la
convection est traitée par la méme méthode particulaire qu’au cas non visqueux

étudié dans la premiére partie de cette thése, tandis que la diffusion est résolue
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par une technique de régularisation produisant une diffusion numérique qui permet
de simuler la vraie diffusion physique, avec une réinitialisation de la distribution
de particules a la fin de I’étape de diffusion. Ensuite, on se consacre a ’analyse
mathématique de cette méthode grice a ’étude de I’extension de I’approximation
particulaire aux sous-espaces spéciaux de Sobolev que ’on a fait dans le Chapitre 8.
On analyse d’une part les diverses sortes d’erreurs dues aux différentes approxima-
tions, on établit d’autre part les lemmes de consistance et de stabilité. Enfin, on

obtiendra le théoreme de convergence en ayant recours a une technique de G.H.
Cottet (1988) [24].

Nous terminons cette partie par ’étude des méthodes de couplage particules-
grille pour la résolution des équations de Navier-Stokes. Bien que les méthodes
particulaires soient parfaitement adaptées au traitement numérique de la convection,
elles sont moins bien adaptées au traitement numérique d’autres termes tels que la
diffusion. Par ailleurs, elles deviennent relativement couteuses lorsque le nombre
de particules augmente. Il est alors tentant de coupler une méthode particulaire
a une méthode traditionnelle du type méthode de différences finies ou méthode
d’éléments finis. Cela a été trés tot envisagé par F. Harlow (1964) [44]. On
introduit une autre grille fixe eulérienne sur laquelle on traite le terme de diffusion
par la méthode traditionnelle. La difficulté principale est le probléeme de passage
entre la représentation de type particulaire(lagrangien) et la représentation de type
eulérien. En fait, cette difficulté n’a été résolue que récemment par J.U. Brackbill
& H.M. Ruppel (1986) [8] et puis analysée par P.A. Raviart [60] pour ’équation
de convection-diffusion. Dans le Chapitre 10, on décrit d’abord une méthode couplée
particules-grille, c’est un schéma de V.I.C. sans décomposition pour les équations
de Navier-Stokes et étudie ses caractéristiques, puis on démontre un résultat de -
convergence dans le cas linéaire. On l’applique enfin a la simulation numérique
directe des écoulements turbulents périodiques gérés par les équations de Navier-
Stokes qui a été envisagée par W.D. Henshaw, H.O. Kreiss et al (1991) [46] en
utilisant une méthode pseudo-spectrale et une méthode de vortex simplement pour
les équations d’Euler. On obtient les premiers résultats satisfaisants par la méthode

de Vortex In Cell pour ce cas test difficile.
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Partie 1

Méthodes de Couplage
Particules-Grille pour les

Equations d’Euler












Chapitre 1

Le probléeme continu

L’objet de ce chapitre est de mettre en évidence les formulations
principales des équations d’Euler. On s’intéresse essentiellement
a la formulation en vitesse-tourbillon attrayant dans laquelle le
terme de gradient de la pression disparait explicitement et la
contrainte de I'incompressibilité est automatiquement satisfaite.
D’oti beaucoup de méthodes numériques provenues introduisent
trés peu de viscosité numérique. A ce propos, il nous semble con-
venable de traiter le probléme avec le grand nombre de Reynolds
au cas visqueux. On établit d’une part I’équivalence entre les
diverses formulations, et on donne d’autre part un théoréme

d’existence et d’unicité des solution des équations d’Euler.
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Un trés grand nombre de problémes de la physique mathématique peuvent
étre modélisés par les équations d’Euler! lorsque le fluide newtonien? est parfait: les

effets de viscosité sont supposés négligeables.

On se limite d’abord a étude d’un fluide parfait newtonien en écoulement

incompressible bidimensionnel.

1.1 Diverses formulations équivalentes

On commence par rappeler succinctement quelques formulations équivalentes
des équations d’Fuler bidimensionnelles fréquemment utilisées. La formulation en
variables primitives vitesse-pression des équations d’Euler homogénes dans le plan

avec conditions aux limites de vitesse nulle a I’infini est la suivante:

Pour z € R*,t > 0 et uo € L?_(IR?), trouver un couple (u,p) dans

loc

'espace C (Ry; L2, (IR?)) x D' (R4 x R?), solution du systéme

loc

%—+(u~V)u+%gradp = 0, zeR*,t>0 (5)

() u(-,0) = wuo,z€ R? (6)
divu = 0, z€ R*,t>0 (7)

|u(z,t)] — 0, quand |z|—o00,t>0 (8)

ol u = (uy,uz) est le vecteur de vitesse du fluide dans le repere considéré,
z = (21,22) € R? désigne les coordonnées spatiales d’Euler de la particule considérée

a linstant ¢; o > 0 est la masse volumique et p > 0 est la pression du fluide . -

Remarque 2.1. Les principales difficultés associées a la résolution des équations

d’Euler en variables primitives sont les suivantes:

e la présence de la contrainte d’incompressibilité divu = V - u = 0 qui doit
étre satisfaite a n’importe quel moment ne permet pas d’utiliser une méthode

explicite aussi simple;

1 Leonhard Euler, né a Basel le 15 avril 1707 et mort & Saint Petersbourg le 18 septembre 1783.
2Isaac Newton, né ¢ Woolsthorpe le 25 décembre 1642 et mort ¢ Kensingtan le 20 mars 1726.
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e il manque des conditions aux limites pour la pression.

En prenant le rotationel de ( 5), en notant la vorticité de la vitesse®

_ _Ouy Oy
w=curlu= 92, 55 9)

et tenant compte du fait que
curl (grad p) = 0,
on en tire la formulation en vitesse-vorticité qui s’écrit de la maniére suivante:
Pour z € IR?,t > 0 et wy € L*(IR*) L*(IR?), trouver un couple (w,u)

dans l'espace L®(Ry; L'(IR*)NL*(R?)) x C (Ry; L2 (IR?)), solution

du systéeme

%w+(u-V)w =0, z€ R ,t>0 (10)

(E) w(e,) = wol(e), zeR? (11)
roty = w (12)

dvu = 0 (13)

et vérifiant la condition a l’infini suivante:
u— 0 lorsque |z| — oo (14)
ou u est le champ de vitesse et w est le tourbillon.

On fait remarquer que dans la formulation en vitesse-tourbillon, le terme de
gradient de la pression disparait explicitement et la contrainte d’incompressibilité

est automatiquement satisfaite.

De maniere équivalente, on peut remplacer les équations ( 12)-( 14) par la loi
de Biot-Savart

u = K * W (15)
. _ 1 2
ou K (1‘) = m (—1172, .'171), z€R (16)

3En effet, & = rotd = (0,0,w). -
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La fonction de courant permet de ramener ’étude du champ vectoriel de vitesse
d’un fluide incompressible & un champ scalaire. En effet, puisque divu = 0, il existe

une fonction de courant ¥* telle que

0 0
u=curly = (%,—5-;%

donc
w = curlu=-Avy
ol p = Gxw
ot G(z) est la solution élémentaire de 1’ opérateur de Laplace ® ou le laplacien A
1
G(z) = —5-logla]

Il est clair que ¢ est déterminé a une constante additive pres.

Remarque 2.2. On peut introduire une fonction de courant pour tous les écoulements
incompressibles & deux dimensions, qu’ils soient visqueux ou non; par contre, on ne
peut introduire de fonction potentiel de vitesse que pour des fluides parfaits sans

viscosité.

On a finalement les équations d’Euler formulées en terme de fonction de

courant et de vorticité :

Pour z € R*,t > 0 et wy € L*(IR?)( L*°(IR?), trouver un couple (w,3))
dans P’espace L®(R,;L'(IR*)NL*(RR?*) x C(R,; H} (IR?)), solution

du systeme

%w-{-(curld)-V)w = 0, zeR*,t>0 (17)

(E') w(,0) = wy,z€ R? (18)
-AYp = w,z€R? (19)

V| = 0, [z] — o0 (20)

ol w est le tourbillon du fluide et 3 est la fonction de courant.

4Plus précisément, il existe un potentiel vecteur de la vitesse 15 tel que @ = rot;; qui, pour des
écoulements bidimensionnels, se réduit & ¥ = (0,0, %), ol 9 représente la composante du potentiel
vecteur suivant la direction perpendiculaire au plan de I’écoulement.

5 Pierre-Simon Laplace, né ¢ Beaumont-en-Auge le 28 mars 1749 et mort a Paris le 5 mai 1827.
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Remarque 2.3. En prenant

oG 0G 1

K(z) = curl G(z) = (3:232’ " oz, . |z]? (—z2,21)

(21)

on retrouve la loi de Biot-Savart;

Remarque 2.4. Le noyau intégral K(z) a une seule singularité autour de I’origine

z=0.

G. H. Cottet (1982) [21] établit I’équivalence entre les diverses formulations
des équations d’Euler (£), (E') et (E) a partir desquelles il donne, sous certaines
conditions initiales, des résultats d’existence et d’unicité des solutions ainsi que ceux

de régularité et de décroissance & !’infini.

Remarque 2.5. Une fois le systéme (E) ou (E') résolu, il convient d’en déduire la

pression qui satisfait, comme la fonction de courant, I’ équation de Poisson ®:

Oy % 0% 2
Ap = 2 . - 22
P e (09:2 Oy? 0z0y (22)
Notons cependant que le calcul de cette pression n’est pas nécessaire & la résolution
du systéme (E').

6 Siméon-Denis Poisson, né a Pithiviers le 21 jutn 1781 et mort & Paris le_25 avril 1840.



1.2. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE 11

1.2 Théoréme d’existence et d’unicité

On rappelle également que lorsque le tourbillon initial wy est suffisamment
régulier, le probléeme (E) posséde une unique solution classique (voir F.J.Mc Grath
(1968) [54], V.I. Youdovitch (1963) [69] ou T. Kato (1972) [45]). J. P. Choquin
& G. H. Cottet (1988) [16] se sont intéressés au cas de la solution faible .

On les résume ici dans le théoréme suivant:

THEOREME 1.1 Siwg € L*(IR*) N L*®(IR?), alors le probléme (E) admet pour tout
t > 0 une solution faible unique w € L*(0,T; L*(IR*) N L>(IR?)) qui peut s’écrire,

le long des courbes caractéristiques X (s;z,t) associées d la vitesse u(z,1),
w (z,t) = wo (X (0;2,t)), ze€ R, t>0 (23)

ou X (s;x,t) est aussi la solution du systéme d’équations différentielles ordinaires

%X(s;x,t) = u(X(s;z,t),s), ze€R?,s,t>0 (24)

X (t;z,t) = =z, te€R*,t>0 (25)

De plus, si wo est suffisamment régulier et intégrable sur IR?, alors la solution clas-
p g g ’

sique du probléme (E) existe et vérifie

o> llog + (s Dllose = Mo lloz + 1w llon
e (2l < CClIw 58 llon + 11w (58 lloge)
lu(z,t) = u(y,)] < C(lwolloy + lwollo,o) I = ¥1 (1 + [log |z — ylI)

(
lu(z,t) —u(z,s)] < C (lwolloy + llwolloeo) It — 5| (1 + llog [t — s]I) ~

IN

IN
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1.3 Propriétés de conservation

On peut trouver enfin les propriétés de conservation des équations d’Euler.

PROPOSITION 1.1 Pour une raison de simplicité, on suppose que wo (et donc w) a
un support compact. Alors, on a, pour tout t € [0,T], les invariants intégrauz des

équations d’Euler suivants:

(i) (théoréme de Kelvin: conservation de la circulation totale )
L(t) = /B2w(a:,t)dx = I(0) = /R2 wol(z)dz;
(ii) (conservation de l’impulsion linéaire )
L(t) = /R2 zw(z,t)dz = I,(0) = /132 2wo(z)dz;
(iii) (conservation de limpulsion angulaire )

Lt) = /132 lz2w(z, t)dz = L(0) = /IR2 |z |*wo(z)de;

(iv) (conservation de l’enstrophie)

L) = /Jzz2 lw(z,t)Pdz = I(0) = / (z)Pdz

2 10
(v) (conservation de ’énergie totale )
L) = [plue0Pde = BQ) = L) = [, lu(@)ds,
ou

Et) = /132 w(z,1)(G * w)(z)dz.

Puisque les propri€tés de conservation ont des significations physiques tout 2
fait importantes, il convient qu’elles puissent étre exactement satisfaites lorsque 1’on

utilise une méthode d’approximation numérique du probléme.



Chapitre 2

Méthode de couplage

particules-grille

Dans ce qui suit, on se propose d’introduire une méthode
de couplage particules-grille (méthode V.I.C.) afin de simuler
numériquement ’écoulement bidimensionnel d’un fluide parfait
incompressible. L’idée principale est de conserver un traite-
ment lagrangien pour le champ de rotationel, et de résoudre
Iéquation de Poisson, par une méthode des différences finies
pour la fonction de courant sur une grille fixe eulérienne, de
facon & déterminer le champ de vitesse. On énonce enfin le
résultat d’existence et d’unicité des solutions d’approximation

et celui de convergence.

13
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2.1 Description de la méthode VIC

2.1.1 Discrétisation particulaire

Pour simplifier, on suppose que wy est & support compact, de support B (wp).
Soit A > 0 un parametre destiné & tendre vers 0; pour tout entier p = (p1,p2) € z?,

on pose

B, = {z|z=(z1,22) € R?, (pi—1/2)h <z < (pi +1/2)h,i=1,2}
z, = ph= (pih,ph)

FIGURE 2.1 Cellules des particules

On approche d’abord la condition initiale wo par une combinaison linéaire de -

masses de Dirac':
wo (z) = wh(z) = Z a,8(z —zp) (26)

ot z — &(z — z,) désigne la masse de Dirac concentrée au point z, € IR?, encore
appelée particule p; a, = h*wq (z,) est le poids de la particule p; b > 0 désigne la
distance interparticulaire. On dénote ici et partout dans la suite par 3_, la somme

finie 31, 1<, IV est une certaine constante ad hoc.

L paul Adrien Maurice Dirac, né @ Bristol le 8 aoit 1902 et mort ¢ Tallahasses 1984.



16 CHAPITRE 2. METHODE DE COUPLAGE PARTICULES-GRILLE

Silon dispose d’une approximation u” de u, la méthode particulaire d’approximation

du probleme (E) consiste alors & résoudre

duwh R 3 2

(Eh) w" (,0) = wg , € R (28)
dont la solution mesure est donnée explicitement par

wh (z,t) = Y a,é(z— zg(t)) (29)

ou zk(t) = X" (t;z,,0) sont les courbes caractéristiques au systéme de coordonnée
lagrangienne associées & la vitesse calculée u”, c’est-a-dire les solutions du systéme

d’équations différentielles ordinaires:

4 XM (t52,0) = b (XP(52,0),0), pe 2P, >0 (30)

X" (0;2,,0) = =z, , p € Z* (31)
On aura besoin dans la suite du tourbillon régularisé w! défini par

wh(z,t) =Wl (1) * €. =Y b (z—zk(t)) (32)

p

ou € > 0 est un paramétre de régularisation et

&) =ec7¢(D) (33)

ou { est une fonction de régularisation, appelée encore fonction ”cut-off”, de IR?

dans IR?, vérifiant la (propriété de moments & I’ordre T)

Jpaé@ds =1 5o
Hg(r) /szaﬁ(a:)dx = 0,1<|a|<r-1, a € R? (35)
Sl 6@ 1de < oo (36)

En pratique, la fonction "cut-off” £ sera le plus souvent & support compact.



2.1. DESCRIPTION DE LA METHODE VIC 17

2.1.2 Discrétisation sur grille

Afin de compléter notre approximation du probléme (E), il reste a coupler wh
et u® en remplagant ( 19)-( 20) par leur analogue numérique. On prend d’abord
une boite assez grande Qg = (—R, R)2 € R?, R > 0, de frontiere T'g telle que
B(wo) C Qr. On consideére le probleme de Neumann? pour I’équation de Poisson,
défini par Pg (w), ol w est supposé connu,

Pg(w)

{—Ad) = w, dans Qg (37)

-5%;& = gr(w), surTp

ot n = (ny,n2) est le vecteur unitaire de la normale & I'r dirigée vers I’extérieur du
domaine Qg; gr(w) est donné et satisfait & la condition de consistance (compati-
bilité):

/Qaw(:c)da:=—/l_RgR(w)ds (38)
pour que le probleme Pg (w) soit bien posé et qu’il ait une solution unique & une
constante additive prés. Pour assurer 'unicité de la solution, on suppose que par

exemple

/QH b(z)dz = 0 (39)

On introduit ensuite une application linéaire £ de IR dans R® telle que si 3

est la solution du probléme Pg (w)

l dans Q
L(w) = curly , dans Qg (40)
0, alleurs
Il est bien connu que, en dimension d = 2, on a dans tout le plan : -
Y = Gxw (41)
G(z) = _l_o:gl_xl’ z = (z1,2;) € R* (42)

27

ou G est la solution élémentaire de l’opérateur de Laplace A, analytique harmonique
sur IR?\{0}, localement intégrable sur z € IR® et la seule solution élémentaire radiale

3 une constante additive pres, etc.

2Karl-Gottfried Neumann, né @ Konigsberg le 7 mai 1832 et mort a Leipzig le 27 maz 1925.
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Gréce au Théoréme 1.1, on a immédiatement le

LEMME 2.1 Siw est la solution classique du problémes (E). Alors lapplication £
définie par ( 40) vérifie

I£(@)(@,1) = L@)w D] < C (llwolloy + lwolloes) |2 =yl (1 + llog |z — y]])
[L(w)(2,t) = L(w)(z,8)] < Clllwollo, + llwolloco)lt = 51 (1 + [log |t — )
I£(@) () lloee < C(llwollos + llwolloeo)

On se propose d’ores et déja d’étudier la résolution numérique du probleme
Ppr(w). Avant tout, on introduit un maillage uniforme de la facon suivant, soit

N = [25—"] un entier positif et notant les points de grille par
T=2z;=(21,23) OUZTm = —R+jne, 0<jn <N, m=1,2
on définit alors

= {:ZZ[$=($1,.’II2), wmz"R“l'jme, OS]mSN, m=1,2}

™

= {$l$=($1,$2), zm=_R+jm5’1SijN_l ) m=1,2}
= Qe\Qe

==

o

Dans le cas plus général, il convient d’introduire les notations suivantes (voir
Guo Ben-yu (1988) [41] et J.H. Bramble & B.E. Hubbard(1964) [9)).

On désigne par R%,, I’ensemble des points de grille dans IR*:
Bdez {zlzl::(zlax%"',zd) ERd, Tm =jm€7 jm € Z, 1Sde} -

Par conséquent, e,, = (0,---,0,1,0,---,0) € R, ,1<m <d. Les deux points
N e’ N’
m-—1 d—m
z,y € IR%. sont dites ” voisins 7 sl

Xd: |Zm — Ym| =1

£

m=1

On désigne par V(z), ensemble des points voisins de z € IR?,.



2.1. DESCRIPTION DE LA METHODE VIC 19

On note ensuite

Q. = QOB = {z]z€Q, e R}

!

Q, = {z]z€Q.,V(z) CO}

€

O o= 0\ ouQ =

€

Q:Zi = {x|x€Qe,x:I:am€6mEP, 0<amsl}
%. = U

d
&= U %Un

m=1
I, = {x]xer,xzpameemeﬂzj,ﬁ,0<amsl}
Fs,m = F:,mUF;,m

d

FIGURE 2.2 Maillage uniforme
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Une fonction u est dite fonction de grille si elle est définie sur les points de

grille. Pour la dérivation numérique, on définit de plus les quantités suivantes:

Uy, (z) = g(u(x-i-eem)—u(:c))
Uz, () = é(u(x)—u(m—eem))
iy (2) = 5 (tap (2) s (2)) = o (u(z +cem) = u(e —cep))
SRl Pelr A
Bemu(z) = (Us, (2))z, = (Usn (2)),,
Acu(z) = 7:—1 Aepu(z)

Enfin, on définit pour toutes fonctions de grille u(z) , v(z), les quantités:

(u,v) = (u,v)g =€) u(z)v(z)

z€Q,
lul® = lulgze, = (u,u)
Ml = Nullocq, = max|u(z)]
luhe = [thee = max max (|u.,(2)l, [us.(2)])
lul, = luloar, = ¢ 3 v(a)
z€l,

On est maintenant en mesure de discrétiser le probleme Pg(w) par la méthode

des différences finies®.

Pour toutes fonctions données w(z) et g, (z), on cherche une fonction de -

grille ¢(z) vérifiant
A (z) = w(z), z€.

P!(w) Yo = gu(z), zel. (43)
522@60;¢($) =0

De toute évidence, cela n’est rien d’autre que le schéma de discrétisation auz différences

finies a cing points de 'approzimation du Laplacien A. 1l est bien connu que si

3Dans le Chapitre suivant, on va introduire une autre approximation discréte P (w).
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¥ (z) € C*(IR?), alors
|AY () — AT (z)| < Ce?

Lorsque l’on obtient ¥ (z) = —A'w(z), une approximation de la fonction-

courant sur grille réécrite en
Q. ={z = z,|lz, = (—R+1e,—R + je),1 <i,j < N -1}

on note
Y(z) = b(z,) = ¥i;, V€

Pour tout point de grille z, € (1, on désigne les différences divisées d’ordre deuz de

¥ par les formules de dérivation usuelles suivantes:

2 (Vi1 — Yic15) 1=1,2,---,N—-1
oy(z,) = (aﬂb)zj = 2—15'(—31,&0,]‘ + 4t ; — o) 1=20 (44)

=(UN-2; — 4¥N-1; + 3UN,;) i=N

3 (Vi1 — i) j=1,2,---,N -1
By (e = (B¥)y =1 (=3hio+4bin—iz)  j=0 (45)

=(YiN-2 —4PiN1+3ViN) j=N
On note alors

(029 (z4), =019 (25)) , 24 € Qe

0, atlleurs

Ly (w) =L (w)ij = curle = { (46)

d’out on peut définir une application d’approzimation L* de L

LM (w) (@) =I(Lyw) = D Ly(w)l(z—z) (47)

IQGR2Q
ou {l(z — xg)}xgeﬁe est un ensemble de fonctions de base de l’interpolation de
Lagrange* vérifiant: [.(0) = 1, Ly(w) = Lc(w);; s’appellent coefficients de fonction
de l”interpolation. L’ordre de la précision de la fonction d’interpolation sera de

préférence supérieur ou égal a celui de la méthode de différences fintes.

4 Joseph-Louis Lagrange, né a Turin le 25 janvier 1736 et mort & Paris le 10 avril 1813.
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2.1.3 Description de la méthode V.I.C.

On est maintenant en mesure de coupler w” et u”. 1l est bien naturel de poser:
= LMW

Malheureusement, comme w* € M(IR?), ’espace des mesures sur IR?, ’application
L" (w*) n’a pas de sens. Par contre, on couple w" et u* de la maniere suivante, avec

une régularisation de w”:
uh = LM (wh) = LM (kg (48)

En résumé, on introduit en fait une méthode de couplage particules-grille de la

résolution du probleme (E), définie par

W (z,t) = Y epé(z— zh(1), ap = hPwo(z,) (49)
(E2) h(x t) = LMwh*&) (1) (50)
dt p(t) = uh (:c;‘ (t),t), xﬁ 0) = z,,Vpe Z* (51)

On désigne par @} (t) : t — z& (2).

Finalement, la méthode est définie de la maniére suivante: étant donné une
subdivision 0 < ¢; < --- < T de [0,T] avec t, = nr, on cherche & déterminer des

valeurs approchées w™™ des valeurs w(-, t,) prises par la solution exacte:

(1) Partant au temps t, = nt d’une approzimation particulaire w™" de w (z,t,) de

la forme
Z a, 6 (z — x -

on projette les valeurs particulaires sur la grille fixe eulérienne et on définit

pour tout point de grille z; € Q,, Vj € Z2

Jpo= o))
P

. n JT} : n
w;" = Awh,n — ZP aP‘lo.’l(zp)/ i ST J] §é 0 (52)
0, siJi=0
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(2) on résout le probléme de Neumann pour 1'équation de Poisson Pg(w?) sur la
grille & ’aide d’une méthode de différences finies d’ordre supérieur ou égal a
deux; cela nous donne une approximation 7 de fonction courant sur grille, on
définit

uf = L, (Iw]) = £, ((To A", jez°

(3) Ensuite, on transfére les quantités calculées uj} de la grille aux particules .
L’idée principale consiste & interpoler u} sur particules a ’aide de la méthode

de linterpolation de Lagrange. On pose
wbr(a) = I(u}) = Y ull(z—z;) = L (T 0 A)wh™) = I(curl(—A7 (Aw*™)))
jeZ?
oul(z—z;) =¢j(z)=¢ (%l) , ¢ = X x X, est une fonction de base de
’interpolation bilinéaire par morceauz sur le maillage uniforme.
(4) Enfin, on peut résoudre, sur I'intervalle (t,,%n41), le probléme suivant:

h
.a_cd_+v.(uh’nwh) = 0

ot
wh (',tn) — wh,n

en résolvant le systéme des équations différentielles ordinaires:

d

ﬁgc;;v"(t) = U2k (1),1), ta <t <tpp
xﬁ’”(tn) = z;

d’ou l’on trouve la solution mesure exacte du probléme précédent:

WP (z) = 3 a8 (z — 2ith), 2 = 2T (tey) N
P

REMARQUE 2.1 On remarque que le shéma (52) est conservatif:

Z J]"w;z = Z hZWQ(l'p)
p

J

et que le passage de particules en grille est stable dans L? (voir Lemme 4.6):

Yo 2P < 3 R lwo(ep)
J 14
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Le diagramme de ce schéma est le suivant:

sur particules sur grille

(X I’l’ ap) - > (] n: wg

assign2
* sepx4

“ (Xg) = interp2 Ug
rk4 ¢

X5, o)

FIGURE 2.3 Diagramme de schéma V.I.C. pour les équations d’Euler

2.1.4 Discrétisation en temps

Maintenant, il ne reste qu’a résoudre le systeme des équations différentielles
ordinaires pour z}. Théoriquement, on peut prendre toutes les sortes de méthodes
numériques. Dans la pratique, on préfére la méthode de Runge-Kutta® ® d’ordre 4
pour obtenir une approximation a:;“"l de la trajectoire :c;"" (tn41) associée a la vitesse

calculée uP™ au temps t = t,y;.

S Carl-David-Tolmé Runge, né ¢ Bremen le 30 aoit 1856 et mort & Gottingen le 3 janvier 1927.
SW. Kutta, 1867 - 1944. -



2.1. DESCRIPTION DE LA METHODE VIC 25

2.1.5 Implémentation

Nous décrivons ici I'implémentation de la méthode VIC.

Le programme de calcul est programmé en Fortran et a fonctionné sur une
station de travail SUN. Il est divisé en différents sous-programmes et nous en

présentons un organigramme:

Initialisation de
distribution de particules

boucle sur le nombre
de pas de temps

Calcul de fonction courant
sur grille : sepx4.f

!

Calcul de vitesse sur grille
curlg2.f

Interpolation sur particules
interp2.f

'

Calcul de trajectoires
de particules: mrkd4.f

'

approximation particulaire
et régularisation: assign2.f

Fin

FIGURE 2.4 Organigramme du schéma V.I.C.
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2.2 Résultats principaux

On se fixe m > 2 et suppose que

(H1) wo est suffisamment régulier;

.

(H;) la fonction cut-off ¢ est choisie dans la famille des fonctions B-splines:

¢ = A

(H3) Ep lap{ < +00;
(H,) il existe des constantes ¢ > 0 et @ > 8 > 1 telles que

e < h < P

On énonce d’abord le théoréme d’existence et d’unicité des solutions du probléme

(E!) dont la démonstration peut étre réalisée comme d’habitude (voir, par exemple,
P.A. Raviart [59] (1985)):

THEOREME 2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), alors pour tout T > 0, il eziste

une mesure unique w”(z,t) et une fonction continue unique u” (z,t), solutions du
probléme (EF).

Notre principal résultat est le théoréme de convergence de la méthode VIC pour la

résolution des équations d’Euler que ’on énonce de la maniére suivante:

THEOREME 2.2 Sous les hypothéses (Hy) — (Hy), alors pour tout T > 0, et s > 0
arbitrairement petit, il existe deuzr constantes eg > 0 et C = C(s) > 0 indépendantes
de € et h telles que pour tout € €]0,¢0] et tout t € [0, T

s 5'm—l

mpx (1) = 2h 0] < 5 {4 logel + 2]

c (. B
”u('7t)_uh('vt)|lo,oo < E_S{E +€2| log€|+€m—1}

On va le démontrer dans le Chapitre 5.
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2.3 Vérification des propriétés de conservation

Maintenant, on s’intéresse aux invariants de la méthode de couplage particules-

grille proposée et on énonce un résultat analogue a celui de la Proposition 1.1

PROPOSITION 2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (H3). Alors, pour tout t € [0,T], on

a les invariants suivants pour la méthode particulaire proposée:

(i) (circulation totale )

() = /1R2 wh(z,t)dz = 3 ap = I5(0);

(ii) (impulsion linéaire )

L) = [paawh(@t)de = T aya(t) = L)

(iii) (impulsion angulaire )

1) = [pa lal*(e,0)dn = T aleh0] = L (0);

(iv) (énergie totale )
1) = [pa Wt (0 de = 1(0),

Démonstration.(esquisse)
En effet, d’apres I’expression explicite de la solution mesure ( 49), on peut trouver

directement
Itt) = /B2 Yz —ah)dz = Y ay
P p
IMt) = /R2 > opab(z — x’;)d:c = Y apx;}(t),
) )
2
B = [T olel8e—ch)ds = Y apleb(0)
P P
En dérivant I}*(t) par rapport au temps et utilisant ( 50)-( 51), on trouve que

dIt
G = L@y
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= Tael{ele - )} o) ¥ a0,
T = T a0,
= Tapeq (25(t) +24(8)) Lo — ;) (=50)
L e (5 () = 24()) L{Eelz — 24 ()} (<h(2)) & oa(p, )
Comme la fonction B-spline est paire
£(-z) = &(z) et donc Bif(—z) = —8(z) i=1,2

on peut vérifier aisément que

o1(p,q) = o1(¢,p) = —o1(p,q)
02(p,q) = D ey (2h(t) + z4(t)) L{E(z — 2P (1))} (2h(2)) + 0

= 03(¢,p) = —02(p,q)
d’ou ’on tire
o1(p,q) = o2(p,q) = 0

En d’autres termes
b



Chapitre 3

Méthodes de différences pour le

probleme de Neumann

On a pour but d’étudier la résolution numérique du probléme
de Neumann pour I’équation de Poisson, par la méthode des
différences finies en maillage fixe, permettant de calculer la fonc-
tion de courant. Il s’agit de la discrétisation du laplacien et de
Iopérateur de frontiére, et de l’estimation de cette approxima-
tion en norme discréte W, L’outil essentiel et efficace est
d’utiliser la fonction discréte de Green en maillage prédéterminé.
L’estimation maximale est trés technique. Cette étude per-
met de caractéristiser le comportement de discrétisation aux

différences finies.

29
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3.1 Introduction

On se propose d’abord d’étudier la stabilité et la consistance du schéma P, (w)
de discrétisation du probleme de Neumann, défini dans le chapitre précédent, en
ayant recours & une méthode introduite par R. Courant!, K. Friedrichs & H.
Lewy(1928) [29]. L’idée principale est de chercher d’abord une fonction de Green 2
discréte pour lopérateur de différence A, (c’est-a-dire celui du schéma a cing points)

vérifiant:

—-A. G (z,y) = e26(z,y) z €N,
»(zy) = 0 z €T,

ol 6 (z,y) est le symbole de Kronecker ®:

1, T=y
0, =z#y

Néanmoins la matrice des coefficients du systéme est singuliére avec rang = Ny —1,

6(z,y) = {

ot N est le nombre de points intérieurs de Q.. On cherche & franchir cette difficulté
et on définit une fonction de Green discréte au sens généralisé, encore notée par
G* (z,y) vérifiant

A G (z,y) = €%6(z,y) - Ni'e™, z€ (53)
G (z,y) = 0 zel, (54)

Comme

2 e (8(zy)-N') =0 -

T

( 53)-( 54) admet donc une solution unique @ une constante additive pres.

Dans ce qui suit, la fonction de Green discréte jouera un role tout a fait

important et déterministe.

1 Richard Courant, né a Lublinitz le 8 janvier 1888 et mort & New Rochelle 1970.
2George Green, né a Sneinton le 14 jouillet 1793 et mort d Sneinton le 31 mars 1841.
3Leopold Kronecker, 1823-1891, né & Leignitz et mort a Berlin. -
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3.2 Cas d’un ouvert () rectangulaire

On considere tout d’abord le cas particulier ou Q est rectangulaire.

3.2.1 Représentation de la solution

On donne d’abord le résultat suivant:

LEMME 3.1 Pour toutes fonctions de grille u(z) , v(z), on a

(i) 2(u,Acv)+ Z_l{(uxm,vxm)+(u5m,vim)} = 2B(u,v)

( i) (u, Acv) = (v,A.u) = B(u,v)— B(v,u)
(iti) Si vy(z) =0,VzeTl,, alors B(u,v) = 0

ou

d
B(u,v) = Y Bn(u,v)

Bn(u,v) = 52_1 S (u(z) +u(z —cem)) - va (2)
xGFem
+-—— Z (u(z) +u(z+cen)) va(z)

Démonstration. La derniére assertion est évidente et on va démontrer les deux

premieres. Pour des raisons de techniques de simplicité, on suppose

Qe = {z|z= (21,22, , 2q), e < 2y < (Jn—1)e, m=1,2,---,d}
et on note )

T = (1,5 Tme1, Ty Tmg1, ", Td) = (Zm,Tm), T€ R:, Zm € IRS‘I

J= (i s Jmetsdmodmats 5 5d) = (modm) s J € Z%,3m € 2%

Alors, on écrit d’apres la transformée d’Abel, pour tout z € Q.

IJm—1

Y { Uz, (T) )5 -u(x)+uxm(:v)-vzm(a:)}

Jm=1

 Niels Henrik Abel, né & Finnoy le 25 aoiit 1802 et mort & Froland le 6 quril 1829.
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Jm=—1
= 3 {(van(®) = ven(e o)) - u(e) + (u(z + om) ~ u(a)) - ven(2))
Im—1
= ‘Z_il { (Vo (Ems dm €) = Vap (Bms (m — 1)€)) - u (Em, Jm €)
+ ( u (j"'m’ (]m + 1) 5) —u (imajm 5) ) * Uz, (jmajms) }
Jm—1 Jm—2
= 3 ult, (i 1)e) Ve (Bms ) = 2o s (i + 1)6) - Vi (B, )

= w(GmyJIm€) - Von (Em, (S = 1) €) = & (Zm»€) - Vo (Em,0)

= u(ﬁ:m,Jms).vn(:im,.]me)+u(:?:m,e)-vn(:im,O), m=1,2,---,d (55)

On peut réécrire également

Im—1
e 2 (050 (@))ep (@) + 20 (@) - ven (2) }
= U (Em, (Jm = 1)€) Vo (Em, Jm€) + U(Em,0) - V5 (Em,0) (56)

On a donc en combinant ( 55)-( 56)

¢ i‘: (2u(2) e (@) + ttay (2) - Vo (2) + Uz (2) - 02,1 (2)}

= (u(Em,Im &) + U @Emy(Jm —1)€)) - Vn (Em, Im€)
+ (4 (2m,0) + u(Em,€) ) - Un (Em,0) (57)

d’oti l’on obtient en multipliant par £~?

Q(u’Asfmv) +(u$m’v$m)+(u5m’v5m)

= ¢ zs; (2u(z) - A - 0(T) + Uz (T) Vo (T) + Uz (T) - V2, (2))

{EHEE)

Jm—1 Jm—1
= gi-1 E {5 Z(...)} = 5d-1Z{...}

= ¢! (u(z)+u(z—cen))-va(x)
zeld
+et Y (u(e)tu(z+een)) va(a)
z€lem

= 2 Bn (u,v) - (58)
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On a finalement en le sommant pour m = 1,2, - - - ,d

2(u, Av) + Z {(¥ems Vor) + (Usm, vz,)} = 2 Z B (u,v) = 2B(u,v) (59)

m=1

De la méme facon, on obtient ainsi pour v, u

d
2(v,A5u).+ > { (Ve g, ) + (v, us, )} = 2 B (v,u)

m=1

On en déduit que
(u,A:v) = (v,Acu) = B(u,v) — B(v,u)
L)

Gréace au Lemme 3.1, on peut avoir une représentation de la solution v du
probleme P, (w) a l'aide de la fonction de Green discrete Ge (z,y). De maniere

précise, on a le résultat suivant:

LEMME 3.2 Soit G*(z,y) la fonction de Green discréte définie par ( 53)-( 54).

Alors la solution du probléme P.(w) est donnée ezplicitement par

v(z) = € Y G (2,9) w(y)

yGQc

+3 Z Z {G*(z,9) + G°(z,y — cen)} - 9u(y)

+53X T {CEn+CEytedt-aw  (60)

m=1 yGF:m

De plus, on a lestimation suivante:

1l < C {1@lwa. + I 9lleor. } sup |G*(2,1)] (61)

zyest,
Démonstration. Comme

(%, =A:G(2,)) = (¢,e7%6(z,) — Ny'e™?)
p(z) - Nite™ (62 > ¢(y)) =1 (2)

I

yeoe



3.2. CAS D’UN OUVERT Q RECTANGULAIRE 35

D’aprés le Lemme 3.1 (ii)-(iii) et en remarquant que
u=9%,v=G,v, =0 =B(u,v) =0
on a
P(z) = —(4,8:.G(z,))
= B(G(z,"),%) - (G(z,-), Act)

= B(Ge(z,-),gw)+(Ge(x,-),w)
= Y G(z,y) - w(y)

yEQz
2
I3
t5 2 2 AGF@Y+G(@y—cen)}-9.()
m=1‘y€[‘;",m
2
13
t5 2 L AGCEY+E@yteen) ) g.)
m=1y€p;m

En utilisant de nouveau le Lemme 3.1 (i) pour u =1, v = %, on obtient

B(1,¥)—(1,A.%) = 0

Par conséquent, on a pour toute constante C

B(G+C,¢)— (G (z,))+C,A %)
= B(G*,%) - (G*(2,-),Ac¥) + C{B(L,¥) — (1, Ac¥)}
= B(Gv) - (G (z,),A: %) = ¥ () (62)

Cela prouve que G*(z,y) peut étre ajouté & une constante quelconque. Gréce a
la représentation de la solution ¢, on obtient aisément l’estimation ( 61) et la -

démonstration est donc achevée. n
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3.2.2 Estimation maximale d’erreur

Dans le cas ou () est rectangulaire, on peut établir un résultat de stabilité qui

joue le réle du principe du mazimum .

LEMME 3.3 Soit Q) rectangulaire. Sila fonction de grille b est solution du probléme

P, (w), on a alors

T
19len, < e (Zl0gel+cr) {I At llug, +Ibullr,}
||Om leog, < c2ll A ||°o’ﬁe , Stn(z) =0 surl,

0t Om ¥ (m = 1,2) sont définis par ( 44)-( 45).

Démonstration. Grace au Lemme 3.2, il ne nous reste qu’a majorer G (z, y). Dans
notre cas ou {2, est un rectangle, on peut donc construire une fonction discréte de
Green sur ) en ayant recours & la méthode de Fourier . Sans perdre de généralité,
on suppose que Je = 1, z = (21,73) € R? ot =, = (2 + 1)/(2J) , m = 1,2.
Alors, z € Q. si 0 < j, < J—1letz €L, sij, =—1ouJ. En posant d’abord

@, () = cosbymzy coslorz,, 0L, <J—-1 (m= 1,2) (63)

tels que
—Aevur, (2) = Aponn(z) Q. (64)
Prtan (2) = 0 zel. (65)

d’ou on obtient

L 14 ’
Ao, = 4€7° (sinz%g + sinz%e> , 0, <J-1(m=1,2) (66)
En vertu de I’ orthogonalité des fonctions trigonométriques , on peut vérifier sans
peine que
0, b # 4 ou £y # 0,
E 993122 ($) S‘OZ;Z; ($) = J2/2 9 ‘em = E;-n,(m = 1)2)7 El ZZ = 0 (67)
z€Q,

T4, b =10,(m=1,2), L4, #0

3Jean-Baptiste Joseph Fourier, né & Auxerre le 21 mars 1768 et mort 3 Paris le 17 mai 1830.
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Posant maintenant
J-1 J-1

G* (:L',y) = Z Z Qg1e, (y) Pe e, (:B) (68)

£,=0 £2=0

et utilisant également les relations ( 64)-( 66), on obtient donc

J-1 J-1
—AG (z,y) = Y. D e (¥) s Pne (2), T €Q
43=0 £2=0
G (z,y) = 0, zel.

D’autre part, G* (z,y) doit vérifier aussi
A G (z,y) = €726(z,y) — Nie? zeQ.

Autrement dit, on cherche as ¢, (y) tels que
-1 J-1
Z Z ane, (Y) Aae, P10y (z) = ) (a:,y) - Ny e? zeq. (69)
;=0 £2=0

En faisant le produit scalaire de ( 69) avec ¢y, (z) et utilisant ( 67), on trouve

immédiatement que

Ay Ay

tesbpmoentinty | silily#0,0<Ln < J -1

(70)

2 cos {17y coslomyn , stlily=0,0<¢,<J-1
ag e, (y)

Puisque Ao = 0. ago (y) peut étre choisi librement et on prend simplement
a (y) = 0. Alors on obtient une représentation de la fonction de Green discréte

sur le rectangle €,:

G (r.y) = Jz:_l szl cos {; Tz cos fitxg cos €21£7r Y1 €os Lo Y2 )
61=1£,=1 sin® 22E + sin”27=
€2 1= cos £y mxy cos by Ty,
2 6=1 sin“¥121§
€2 121 cos by x4 cos Ly Ty, o
7 42Z=1 sin? &27< (71)

Puisque sinz > —x pour tout 0 <z < 7,ona donc

J-1J-1 Jll

|G (2,9) | Zzez_{_gz Zgz

£1=142=1 =1 -
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St I ot et e
< + +). =
21—212—2£ +£2 1—11+€2 y 1+463 i b
< +3 = Ih+3]
01=24,=2 e + ZZ ZZ
ou
h=Slcesl_™ fonction décroi
1 = 7 S > 2= ( 7oy est une fonction décroissante )
=1 "1 £=1"1
pit il | J rJ dz, dz, /2 V2 rdr 1
- < < [Tap [T = Ziogv2
IO £1=252=2£%+'e% - ‘/1 ‘/1 $%+$2 - ‘/(; 1 r? 2 Og\/_J
d’ou l’on tire
2
|G%(2,)| < Flog V2T + % < 2 (] loge|+C) (72)

D’autre part, grice a I estimation intérieure discréte de Schauder (voir A. Brandt
(1966) [13] ), si ¥ (z) = 0 sur T¢, on a alors

|¢ ll,oo,ﬁ; <C “ Ay Ho,oo,ﬂc

ceci nous donne |’ estimation mazimale annoncée. n

Remarque. Si ¥ (z) € C* est solution du probléme Pr(w) et 1 est solution du

probléme approché P! (w), alors ¢ = ¥ — 1 vérifie
—AY(z) = O(?), zeq. (73)
¥n(z) = O(e), zeTl. (74)

Selon le Lemme 3.3, on obtient la méme estimation que celle de J.H. Giese (1958)

[38]:
1% =¥ llen = O(cllogel) (75)
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3.3 Cas d’un ouvert () non rectangulaire

Lorsque ’ouvert Q n’est plus rectangulaire, il est peu possible d’obtenir une
représentation explicite de la fonction discrete de Green sur {1.. On montrera com-
ment on peut généraliser la discrétisation et adapter la technique de ’estimation
d’erreur, grace & une étude approfondie des propriétés de la fonction de Green

discrete.

3.3.1 Nouveaux opérateurs d’approximation

Dans le cas général, on s’intéresse a l’analogue discret du probleme de Neu-

mann pour le Laplacien qui a les propriétés suivantes:

e ’approximation de la frontiére comporte trois points intérieurs (et un point
au bord);

o la matrice de discrétisation du systéme est de type positif;

e lerreur de troncature tend vers zero quadratiquement (QO(e?)).

r
P2
P1 /Tl | )
P P3
@
[ P4

Qe

FIGURE 3.1 points au bord
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On désigne d’abord par A, I’ opérateur de Shortley- Weller (voir Shortley & Weller
(1938) [65]), approximation du Laplacien, sur Q. = Q. (JQ, définie de la facon
suivante: si z € Q_, A, (z) = A9 (2); si z € QF, par exemple, = — ap cey € I,
T+ am€en €, 0u0<a, <1 pourm=1,2 (voir fig 3.1), on définit alors

2

Aszb(m) = { zp(a: a1€61)+‘i—_:—a1’¢1($+661)

a(1+a)

1 1
+a2(1+a)¢(fl) 02662)+m¢($+862)

~ (54 2) v@) (76)

ay a3

D’apres la formule de Taylor, on vérifie aisément que

6452 Q:EQ; \11604

77
cze z€Q VelC? (77)

[A U (z) = AT (z)] < {
On doit ensuite introduire une approximation, de I'ordre O (£2), de la dérivée
normale telle que les équations auz différences finies appartenant au probléme de
Neumann conduisent & une matrice de type positif qui assure le principe du mazi-
mum. Pour cela, on construit I’ opérateur de frontiére de Bramble-Hubbard (1964)

[9] au-dessous:

3
0v(e) = Y a(@) {v(@) -0}, cel. (78)
=1
ol a = (aj, 0y, a3) est une fonction de frontiere ' et les trois points intérieurs

distincts £ € Q. = Q;UQ; , ¢ = 1,2,3 peuvent étre choisis tels que pour ¢
suffisamment petit, o; > 0, o; = O(e™?), vérifiant de plus

3 , . .
Z a; (z) :I:g’) =1 z0= (z&",xé”) € Q.

=1 .

iai(w)xf) (1+m§i)K(:c)) =0

i=1
3 2 2
> ai(z) (zﬁ’) —z{) ) = 0

=1
ou K(z) est la courbure de I' au point z € I'. On peut vérifier aisément que

3 i)
bo(z) - { +Z[”‘2 (=2%(2)) | Lo, 2 (éhg())”

=1

< Ce?, zel (79)
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3.3.2 Deuxiéme schéma discret et son estimation d’erreur

On discrétise maintenant le probléme Pr (w) d’une autre maniere:

pour toutes fonctions données w , gu, on cherche une fonction ¢ vérifiant

-Ay(z) = w(z), z € 2\ {zo} (80)
207 N

P (w) Ontp(z) = ;az { ; ) +m§')w§')—aggi )} €l (81)

¥(zo) = domné,  zo€Q, (82)

On peut démontrer que la matrice du systéme PX(w) est de type positif.

On définit maintenant la fonction discrete de Green, notée par G, (z,y), cor-

respondante & P (w):

~A.G.(z,y) = €268(z,y), z€Q\{zo} (83)
0, G:(z,y) = € '6(z,y), ze€T. (84)
Gs (an y) =6 (1:0’ y) >0 (85)

En remarquant que la matrice des coefficients du systeme P!/ (w) est positive, et
donc inversible ainsi que non-négative: G.(z,y) = 0. De plus, on a pour toute
fonction de grille ¢ (z)

P(@) =€ Y Ge(z,y)(—Ach(y)) +¢€ D Ge(@,)0n9(y) + Ge(z, 20)¥(20) (86)
y€Qe\{zo} yerl.

En effet, si I’on note

wo(z) =2 Y. Gz, y)(~ADW) + € Y Ge(z,y)0n%(y) + Ge(z,20)P(20)

yGQc\{xO} y€rl,

on a ainsi en vertu des relations ( 80)-( 85)

_Ae dJO (37) = “Ael/) (:II) ’ S Qs \ {"L'O}
a'n. /‘)Z)O (JJ) = and’(x) ) TE Pe
%o (20) (U (fvo) -
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D’ou lon tire ¢ (z) = 4o (z). En particulier, si 'on prend v (z) = 1 dans ( 86), on
a immédiatement

Gs($a$0) = 1, mEQe=QsUrs

Par conséquent, on peut réécrire

Y(z) — (o) = € 3 Ge(z,y) (~Acp(y)) +¢ 3 Ge(e,y)0ntb(y) (87)

y€Q\{z0} yerl.

Si ¥ (z), ¢ () sont solutions des problémes Pg(w), P! (w)

respectivement, on a alors pour ¢ = ¥ (z) — % ()

|$(2)| <  max IAetZ(y)I{s2 > Ge(w,y)}

y€Q\{z0} y€Q\{z0}

+ max | A% (y) | {62 > Gs(“”y)}

yeQ?
+ max |8, (y)| {s > Ge(x,w} (83)
Y y€rl,

En suivant P’étude des propriétés de G.(z,y) faites par J.H. Bramble & B.E.
Hubbard(1964) [9] [10] [11], on peut obtenir les estimations suivantes:

£ Y Gley) < alloge] (59)
v, \{zo}

e? Y Ge(z,y) < coelloge] (90)
=

e Y, Ge(z,y) < csllogel (91)
y€l,\{zo}

Alors, on en déduit que

m%xI\I'(x)—zb(a:)|§Ce:2[logel, si ¥ecCH (92)

z€§2,

ol C' > 0 est une constante indépendante de «.
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3.3.3 Estimations de ’erreur de discrétisation de dérivées

Il est important d’avoir I'information concernant le comportement des erreurs
de troncature. Dans notre cas, on doit plutét avoir la connaissance des erreurs des
différences divisées. Par exemple, si ’erreur d’une telle approximation est d’ordre
O(€?), il est évident que erreur de la différence divisée est au moins en O(e). 1l
est plus intéressant de demander quand les erreurs des différences divisées sont aussi
d’ordre ()(e?). Pour cela, on considére maintenant ’approximation de la solution

du probleme suivant
-A¥(z) = f(z), z€ (93)
U(e) = g(z), <€l (94)

En utilisant 'opérateur de Shortley- Weller A, approché du Laplacien A, on le résout

par le schéma suivant:

—Acp(z) = f(z), z€Q.=QUQ; (95)
Yp(z) = g(z), zel. (96)
Si I’on suppose de plus que la solution du probleme suivant
Auo(e) = 35 (W (@) + () €D (97)
Yo(z) = 0, zel (98)

existe et a ses dérivées secondes lipschitziennes continues ®, et que 1'on remarque

que pour tout ¥ (z) € C® (Q)

CAU(e) - AU(e) = — 5 ((e) + U(@) + O(e") = ~e*A(#) + O)

on peut trouver aisément le développement asymptotique suivant (méthode de Richard-

son ):

LEMME 3.4 Pour tout z € ),
U (z) — ¢ (z) = %o (z) € + 1 (2,6) € (99)

ou Yy (z,€) est une fonction uniformément bornée par rapport a et €.

8 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, né & Konigsberg le 14 mai 1832 et mort a Bonn le 7 octobre
1908. -
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D’otli ’'on peut obtenir I’ estimation uniforme d’erreur suivante:

LEMME 3.5 Soit e(z) = ¥(z) — ¢(z). Alors

max [e(z)] = O(e?)

z€eq,

le(z) — e(y)|

lx_yl 0(52)7 Vla:—y|=£

On cherche ensuite a trouver une formule discréte de la moyenne . Pour cela,

on introduit la solution élémentaire g. de telle sorte que
~Acge(y,2) = €7%6(y,2), yeq, (100)

Pour tout z € Q. fixé, on note r = r(y) = ly—=z|, Yy € Q.. On choisit r; , ry avec
r1 < T3, les rayons des cercles concentriques de centre z, noté respectivement par
B(ri,z) (i = 1,2), tels que B(r,z) C Q lorsque r < ry +¢. On définit une fonction
indéfiniment différentiable ¢ (y,x) vérifiant

1, rnr
, ) = 101
¢(y,z) {0’ > (101)
et posons
3 (y,2) = 6(y,2) 9. (y,7) (102)
Pour toute fonction de grille w, on y applique alors I’ identité de Green
<t Z w(y) Acge(y,z) = & Z ge(y,z) A w (y) (103)

vEQ, ven,

En faisant la convolution entre ( 100) et w(y), on obtient d’aprés ( 103) pour tout
z€Q,

w(z) = 522;, w(y) Aede (y,2) —€* Y Ge(y,7) Acw (y) (104)
yFz veQ,

Puisque A, g (y,z) = 0 si z # y et y€B(r,z) lorsque r > r,, on a donc pour ¢

beaucoup plus petit que r,

w(‘r) = ¢ Z w(y) Asge(yax) —é° Z gi(y’x) Acw (y) (105)

r>r1—¢€ veql -
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En particulier, si ’on prend par exemple
w(z) =¥z, () m=1,2

ou 7 est une fonction de grille quelconque, on trouve

Yz, (2)
= 52 z 'l»bﬂm (y) Ae gs (ya 23) - 62 Z gc (ya $) Ae"/’ﬂm (y)
ToT1—€ y€eQ.
= & 3 PO(AGY,2);, —€ 2 e(v,2) (At (y));,  (106)
r>ry—¢€ yeQ.

D’apres |’ analyse des propriétés de la fonction de Green faite par Duffin(1956)
[32], (1958) [33] et Forsythe & Wasow(1960) [37], il existe une constante ¢; > 0
indépendante de ¢ telle que

&2 Y 3.(,2)] < & (107)
y€Q¢
| (Acfe (y,2) )5, | < & pourr2r—e¢ (108)

Alors, on déduit de ( 106)-( 108) que

$en (@)1 S e {19 e + 2,

(8.8, 0]} (109)
ol ¢; > 0 est une constante indépendante de . D’ailleurs, comme A, g. (y,z) est
suffisamment régulier pour r > r; — ¢, alors pour ¢ suffisamment petit, la différence
divisée quelconque d’ordre n > 1 notée par D?, de A, g.(y,z), est bornée et par

conséquent il existe une constante ¢, indépendante de ¢ telle que

D7 (2| < oo { 19l + max [DXASW)I |, n21  (110)

ou ¢ est une fonction de grille quelconque. Lorsque I’on prend ¥ (z) , 9 () solutions

des problemes exacts et approchés, on a pour leur diffrence

b(@) = ¥(2) =¥ (2)
D29 @) < o { 19]g + max, D2 (AD)] ] (1)

Si U (z) est suffisamment régulier dans 'intérieur de 2, on peut vérifier par le

développement de Taylor que

|DI(AH)| < e - (112)



46 CHAPITRE 3. METHODES DE DIFFERENCES POUR LE PROBLEME DE NEUMANN

ou c; > 0 est une constante indépendante de ¢, mais dépendante des valeurs des
dérivées de certains hauts ordres de ¥ dans des sous-domaines compacts B (r,z)

pour r < 1y +¢ de Q. Par conséquent, on a sans égard pour la condition aux limites
D29 ()| < o {19 |wqr +cie?} (113)
D’autre part, I’estimation | b | 0,0, dépend bien entendu du probleme particulier aux
limites et de Papproximation utilisée & la frontiere et au bord. Pour le probleme
de Neumann et la discrétisation correspondante, définie par ( 80)-( 82), on obtient
selon ( 92)
[P, = O(&?|loge]) (114)
on déduit de ( 111)-( 114) que
| D2(¥ (z) =4 (z))]| = O(e’+¢€’|loge]) = O(e’|log e]) (115)
Vu que
curl ¥ (z) —crul’ ¢ (z) = (curl —curl®) ¥ (z)+ curl® (¥ (z) — ¢ (z))
il s’ensuit finalement que
max lcurl ¥ (z) —curlf ¢ (z)| < C(e?+¢€%|logel) (116)
En résumé, on énonce I’estimation des dérivées de I’erreur ¥ — 1:

LEMME 3.6 Supposons que Q est un ouvert borné de frontiére I' assez réguliére .

Si ¥ (z) € C°(Q) , ¥ (z) sont respectivement les solutions des problémes Pg(w) et

P (w), on a dlors
| ¥ — P lion, < Ce’lloge|, k=0,1 (117)

ot C > 0 est une constante indépendante de €.



Chapitre 4

Approximation particulaire et

régularisation

L’objectif du présent chapitre est de nous amener peu a peu
dans le ”vif du sujet” de I’Approximation particulaire et sa
régularisation. Pour commencer, on expose sans démonstration
le principe de approximation particulaire ainsi que les résultats
classiques pour le probléme modéle de I’équation de convection
et I'on précise également les notations qui seront utilisées dans
la suite. On présente ensuite la famille des fonctions B-splines
qui joueront un double réle important dans le cadre de méthodes
de régularisation et dans le cadre de méthodes d’interpolation.
Gréace & eux, on établit le passage inversible entre les partic-
ules et le maillage préétabli. Finalement, on évoque la possi-
bilité d’accélération de la convergence a l’aide d’une technique

itérative.
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4.1 Solutions des équations hyperboliques linéaires

Soit Q un ouvert de R* de frontiere I'. On désigne par n = (ny,ng,---,ng)
le vecteur unitaire de la normale a I' dirigée vers ’extérieur de Q2. On considere le
probléme de Cauchy mizte ! pour I’équation modéle suivante, I’ équation de convec-

tion sous forme conservative:

étant donné une fonction ug :  — R' et une fonction g : 7 — R', on

cherche une fonction u : Qr — IR" telle que

L :@.{.Zd:i(.).q. = f, dansQ (118)
us - 2 5a; a;u) +apu = f, ans Qr

u(-,0) = wug, dansQ (119)

u = g, suryg (120)

ou

Qr = Qx(0,7)
7 = {(@thzel(),te (0,7}
I~(#) = {z€Tl;(a-n)(z,?) <0}

FIGURE 4.1 un ouvert et sa frontiére

1 Baron Augustin-Louis Cauchy, né a Paris le 21 aoit 1789 et mort d Sceauz le 23 mai 1857.
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a = (a1,as,---,aq) est un champ de vecteur défini de Qr — IR?, ag et f sont des
fonctions scalaires. En pratique, a peut s’interpréter comme un champ de vitesse,

ag comme un coefficient d’absorption et f comme un terme source.

Il est bien connu que ce genre de probléme peut &tre résolu par la méthode des
caractéristiques . De maniere précise, on désigne par t — z = X (¢;¢,s) les courbes
caractéristiques associées a la vitesses a qui sont les courbes intégrales du champ a,

c’est-a-dire les solutions de I’ équation différentielle ordinaire :

flﬂ(t;téf_) = a(X(¢,s),t), te(0,T) (121)
X(s;6,5) = ¢ (122)

FIGURE 4.2 courbe caractéristique

PROPOSITION 4.1 Supposons que pour tout entier m > 1

a; € L®(0,T; W™=(RY), 1<i<d.

Alors, les courbes des caractéristiques sont définies globalement pourt € [0,T] et on
a pour tout indice a € IN* avec 1 < |a| < m
ao
t— o= Xit,) € C°(0,T; L(R* x (0,7))), 1<:i<d.
On peut considérer que (z,t) est un systéme de coordonnés eulériennes tandis que
(€,t) est un systéme de coordonnées lagrangiennes ? associées au champ de vitesse

a.

2 Joseph-Louis Lagrange, né & Turin le 25 janvier 1736 et mort @ Paris le 10 avril 1813.
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On introduit ensuite la transformation de Jacobi ® encore appelé le jacobien

de £ — z = X(t;¢,s):

agj(t; §, S)

On peut vérifier les résultats classiques suivants:

J(t;€,8) = det( 0X; ) (123)

PROPOSITION 4.2 Supposons que a; € L®(0,t; W¥*(IR%)) pour 1 < i < d. Alors,
t — J(t;€,s) € C°0,T; L=(R? x (0,T)) et on a

() J(€,8) >0 et J(tz,1) = I;

(i) J7(t &) = J(s5z,t);

(iii) J(r;€,8)0(s;2,t) = J(ri2,1);

(iv) £J(t:€,5) = J(t¢€,s) (diva) (X(t;€,5),1);

(v) il eziste une constante C > 0 telle que

e Ol < J(t;¢,5) < Ml Yz e R, Vs,t€[0,T).

REMARQUE 4.1 Il est souvent agréable mathématiquement d’utiliser la forme non
conservative de I’équation ( 118). On peut récrire

d 9 i du )
;%(aiu) = ;ai-a—xf+(dzva)u

)

de sorte que l’équation ( 118) devient

_ Ou d du NN
Lu=§+2a,~-é-:v—+aou = f, (124)

=1 t
ot

Go = ag+ diva (125)

DEFINITION 4.1 Une fonction u € C*(Qr)NC°(Qr) est dite solution classique du
probléme de Cauchy mizte, si elle vérifie ( 118) ou ( 124), ( 119)-( 120).

3 Karl-Gustav-Jacob Jacobi, né @ Potsdam le 10 décembre 1804 et mort ¢ Berlin le 18 février
1851. ~
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Sous des hypothéses convenables portant sur des données, on peut donner une ex-
pression explicite de la solution classique & 1’aide de la méthode des caractéristiques

et on énonce le théoréme d’ezistence et d’unicité de la solution classique :

THEOREME 4.1 On suppose que & € C*°(Qr) , a; € CY(Qr), 1 < i < d et g—;}%,
1 < ¢ < d, restent bornés dans Qr. Alors, si ug € C'(RR?), f € CY(Qr), le
probléme ( 118) ou ( 124), ( 119)-( 120) admet une solution classique unique u

donnée ezplicitement par
w(z,t) = uo(X(0;z,8))J(0;2,t) exp {— / t ao(X(s;m,t),s)ds} +
/ CF(X (532, 1), 8)J(s; 2, 1) exp -]  ao(X (033, 1), 0)do } ds
ou u(z,t) = uo(X(0;z,t))exp {- / o(X (s; :c,t),s)ds} +

/Ot f(X(s;z,t),s)exp {__ /: ao(X (o a:,t),a-)da} ds

REMARQUE 4.2 En particulier, considérons le cas ot
Q=R G=0, f=0,

on déduit bien que
u(z,t) = uo(X(0;z,t))

Ce qui ezprime que la solution u est constante le long des courbes caractéristiques.
Au cas ou

o # 0 (diva #0), a0 =0, f =0,

u(z,t) = uo(X(0;z,t))J(0;z,¢)

En fait, les formules précédentes restent valables sous des hypotheses de régularité
moins forte portant sur les données. Cela nous conduit i affaiblir la notion de
solution et a introduire la notation de solution faible. Soit L I'opérateur différentiel
linéaire de forme conservative défini par ( 118) et on désigne par L* son adjoint
formel donné par

* av d av o
L*v = i > aiz—+dov (126)

i=1 t -
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DEFINITION 4.2 Une fonction u € L}, (IR® x [0,T|) est appelée solution faible du
probléme ( 118)-( 119), si elle vérifie pour tout ¢ € C(IR? x [0,T) *

/OT [ L) dadt = /OT /]Rd Fodzdt + /Rd wo(z)e(z, 0)de (127)

At

T

supp(p)

AR

0

- X

FIGURE 4.3 support de fonction ¢

REMARQUE 4.3 Si u est une solution classique du probléme, alors elle est aussi la

solution faible du probléme.

REMARQUE 4.4 Si l'on prend en particulier p € CP(IR*x]0,T|), on obtient que

toute solution faible u vérifie au sens des distributions sur Qr

Lu = f, D(R*x]0,T])

On peut maintenant énoncer le théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible:

THEOREME 4.2 On suppose que a; € L=(0,T; Lip(IR?)) °, 1 < i < d et que
ap € L. (IR* x [0,T)). Alors, si uo € L'(IR?) et f € L*(0,T; L'(RRY)),

4¢’est-a-dire que ¢ est une fonction de classe C! & support compact contenu dans R? x [0,T7.
3Ceci signifie que pour tout t € (0,7T), la fonction z — a;(z,t) est lipschitzienne continue dans
IR? avec
|ai(l’7t)—ai(y3t)iSMikc_yly V-’B,yEJRd

ou M; > 0 est une constante indépendante de t. -
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le probléme ( 118)-( 119) admet une solution faible unique u vérifiant pour tout
te€0,T]

/Rd u(z,t)dz = /Rd Ug €XP {- /Ot ao(X(s;z,0), s)ds} dz +

/Ot /Rd f(z,s)exp {_ /: ao(X (0; z, s)’a‘)dg} dzds.

REMARQUE 4.5 En particulier, lorsque ag = f = 0, on retrouve la propriété de

conservation

/Rd u(z,t)dr = /Rd up(z)dz.

Soit S une partie de JR%; on désigne par M(S) 'espace des mesures sur S, c’est-a-
dire M(S) = (C(S)), le dual de I’espace C3(S). On note < -,- > le produit de
dualité entre M(S) et C3(S).

DEFINITION 4.3 Une mesure u € M(Qr) est appelée solution mesure du probléme
( 118)-( 119) si elle vérifie la relation suivante:

<u, Lo >=<f0 >+ <ug,¢(-,0) >, Vpe C3(R* x[0,T)) (128)
On peut énoncer le théoréme d’existence et d’unicité de la solution mesure:

THEOREME 4.3 On suppose que a; € L*(0,T;Lip(R*))NC°Q7), 1 < i < d.
Alors, siug € M(R?) et f € M(Q7), le Probléme (118)-( 119) admet une solution

mesure unique u € M(Qr) donnée par -

T t
<u,p> = <ug<T —>/0 o(X(t;,0),1) exp{—/ ao(X (s; z, 0),s)ds} dt > +
()

< f,(z,8) — /T o(X(t;z,s),t) exp {—-/st ao(X (o; x,s),a)da} dt >

s

pour tout ¢ € CO(Qr)

REMARQUE 4.6 On peut préciser le résultat précédent. On suppose que
a; € L®(0,T; Lip(R%)), 1 < i < d, et que ap € L>(0,T; C°(R?)). Alors, si
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uo € M(IR%) et que f € L*(0,T; M(R%)), le Probleme ( 118)-( 119) admet une

solution mesure unique u € C(0,t; M(IR?)) donnée par
t
<u(o1,0> = <uop(X(t0) e {~ [ ao(X(s;,0),9)ds} dt > +
t t
[ <5690 s)ew{ - [ ao(X(e39),0)de} > ds

On donne maintenant les exemples fondamentaux de solutions mesures.

Exemple 1. Considérons le cas ou
Uy = 6($ _50)7 60 € Rda f =0 (129)

D’apres le Théoreme 4.1, la solution mesure du Probleme ( 118)-( 119) associé a

( 129) est donnée pour toute fonction ¢ € C3(Q7) par
T t
<u,p> = <uyT — /0 o(X(t;z,0),t) exp {—/ ao(X(s;:v,O),s)ds} dt >
0
T ¢

= /0 L,o(X(t;éo,O),t)exp{—/o ao(X(s;fo,O),s)ds} dt

def T

i /O ao()p(Xo(t),)dt = < an(t)6(z — Xo(t)), >

de sorte que

u(z,t) = ao(t)é(z — Xo(t)) (130)
avec  Xo(t) = X(t;6,0) (131)
ap(t) = exp{—/o ao(Xo(s),s)ds} (132)

ou la trajectoire de la particule t — Xy(t) et son poids ¢t — ag(t) sont les solutions -

respectives des systemes différentiels:

dX

d_to = G(Xo,t), te (OaT]a XO(O) = 50 (133)
d
gat-g +GQ(X0, t)ao - O, te (07 T], aO(O) = 1. (134)

Exemple 2. Considérons le cas ou la distribution particulaire initiale est donnée
par

Ug = 0, f = 6($ - 50)@6@ — to), éo € .Rd, to GlO, T] (135)
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En utilisant & nouveau le Théoréme 4.3, on obtient que la solution mesure du
Probleme ( 118)-( 119) associé & ( 135) s’écrit: Vo € C3(Q7)

<u,p> = < f,(z,8)— /ST e(X(t;z,s),t)exp {—/: ao(X (o; z,s),a)da} dt >
_ /OT o(X (& 6o, o), £) exp {- /tt ao(X (73 €o, o), a)da} dt
af /tT Bo(t)p(Xo(t),8)dt = < Bo(t)6(z — Xo(2), 0 >

de sorte que ’on a la solution mesure

u(z,t) = Bo(t)é(z — Xo(t)) (136)
avec  Xo(t) = X(¢;¢o,%0) (137)
Bo(t) = H(t—to)exp{— /t ao(xo(s),s)ds} (138)

ou H(t) est la fonction de Heaviside ® définie par

0, s1t<0
1, sit>0

H(t) = {

ou bien les fonctions ¢t — Xo(t) et ¢t — Bo(t) sont les solutions respectives des

systémes des équations différentielles:

%3 = a(Xo,t), tE(to,T], Xo(to) = & (139)
icgg+ao(Xo,t)ﬁo = 0, t€ (to,T), Bolte) = 1. (140)
Po(t) = 0, t € [0,%) (141)

REMARQUE 4.7 On dit que ( 130)-( 132) d’une part, et ( 136)-( 141) d’autre part,
sont les solutions particulaires fondamentales associées a Dopérateur différentiel du

premzier ordre L.

€ Oliver Heaviside, né & Londres le 18 mai 1850 et mort & Torquay le 3 féurier 1925.
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4.2 Approximation particulaire et régularisation

Pour fixer les idées et pour simplifier, on se borne a la résolution du probleme

de convection suivant:

L =@+Xd:i(a-u)+au =0 ze R te(0,T)
Y=o oz; - - ’

=1

U(’, 0) = Ug

Soit & > 0 un parametre destiné & tendre vers 0; Vp = (py,p2,---,P4) € Zz°,

on pose
{Bp = {.’L‘ll’=($1,"',33d)€Rda(pi_%)h<xi<(pi+%)h,i=1,""d}
z, = ph=(ph, - pih)

On appelle B, cellule p , z, centre de la cellule p respectivement. La méthode
particulaire d’approximation de ce probléeme consiste alors a approcher la condition

initiale uo par une combinaison de masses de Dirac’

w(z) ®uf = Y, ab(z—z,) (142)
veZ*

et & résoudre de maniére exacte le probleme

ot & 0 h

+z$(a,~uh)+aou = 0, (143)
u(,0) = uf (144)

Grace & la solution particulaire fondamentale, la solution exacte de ce probleme est

donnée explicitement par

u(z,t) = E a,(t) 6 (z — X,) (145)
pe Z°

oll a,(t),le poids de la particule p et X,(t) sa trajectoire, sont définis par
Xp(t) = X(t2,0) (146)
t
apft) = exp{= [ ao(X(s(s),5)ds} (147)
0

"Paul Adrien Maurice Dirac, né a Bristol le 8 aoit 1902 et mort ¢ Tallahasses 1984.
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En pratique, on résout numériquement les deux problemes différentiels suivants:

d—ft-e = aXpnt), te(O.T), X, (0 =<z  (148)
%-{-ao(){p,t)ap = 0, t€(0,T], o,(0) = a. (149)

On remarque le fait que V¢ € CJ(IR?)

<wme>m<utp>= Y ap(t)p(X,(t))
Zd
23S

En particulier, si u € L} (IR?), cela revient & approcher

Jpewede par pezzd“’”(t)”“X”(t”

Ceci peut donc s’interpréter comme une formule de quadrature sur JR®.

On se donne une formule de quadrature sur R®

Jpio(@ds x T Hg(z,), g€ CO(RYNIH(RY (150)
d
peZ
On associe ensuite & cette formule une approximation particulaire d’une fonction

quelconque de maniére classique qui soit compatible avec la grille R%, : on a pour
tout ¢ € C° (RR?)

Jpee@p@is = T Kol (151)
reZ

de sorte qu’au sens des mesures

w(z) = > hw(z,)é(z—z,) (152)
e Z*

ou £ — é(z — z,) désigne la masse de Dirac concentrée au point x, € IR , encore

appelé particule p. On pose

Mw(z)= Y Aw(z,)é(z—z,) = >, 8(z —z,) (153)
peZ* peZ°®

ol a, = h%w (z,) est le poids de la particule p.



4.2. APPROXIMATION PARTICULAIRE ET REGULARISATION 59

11 s’agit donc essentiellement d’étudier ’approximation des fonctions par des
combinaison linéaires de masse de Dirac, c’est-a-dire d’étudier I’erreur I1*w —w dans
un espace de mesure convenable. P.A. Raviart (1985) [59] présente systématiquement

les résultats, on en cite ici quelque-uns que 'on utilisera par la suite.

Posant

E(g)= [ra9(a)ds —Ezd kg (z,) (154)

on a alors ’estimation d’erreur sur I’intégration numérique associée a la formule de
quadrature ( 150):

LEMME 4.1 Soient m > 1 un entier et p > d/m,q=1—1/p. Alors, Il existe une
constante C > 0 indépendante de h telle que Uon ait Vg € W™? (R*) N L* (R?) si
m <2, ouVg € WP (RONW™ L (RY) sim >3

|E(g)| S Chm+d/q z |glm,p,Bk7 p E [1,%]
ke Z°

En particulier, pour la fonction B-spline ¢ = ¢, = x*™t)  p=0c0, m>1, ona

|E(g)] < Ch™|g],

A partir de la solution mesure, on veut construire la solution réguliere qui
approche la solution exacte dans un sens classique. Cela se fait naturellement par
une méthode de régularisation a l’aide de la fonction cut-off. Ceci nous ameéne a

proposer les deux lemmes suivants:

LEMME 4.2 Pour toute fonction cut-off ¢ (z) ayant les propriétés suivantes, ap-

pelées propriétés de moments r: -
() [fpar@ds =1
H(r) (i) [pae"¢(@)de = 0,1<|a|Sr—1,r22
(ii)) [ralel lg(@)lde < oo
Alors, on a pour toute fonction v € W* (R%), 1 < p < o0
“v_v*SOs ”0,p -<— C€r|v'r,p

ou C > 0 est une constante indépendante de ¢ et . (z) = e~% ¢ (z/¢)
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LEMME 4.3 Soit T € W=™" (R%), m > 0. Si la fonction cut-off ¢ () satisfait de

plus & la propriété de régularisation ¢ € W™ (IR?), on a alors

” T = Pe ||0,p < Ce_m” T "—m,p

ot C > 0 est une constante indépendante de €.

REMARQUE 4.8 On va étendre les deuz lemmes ci-dessus au cas plus général dans

le chapitre 8.

REMARQUE 4.9 On peut construire toutes sortes de fonctions cut-off satisfaisant
auz propriétés de régularité et des moments selon le besoin: & support compact, d

symétrie radiale, a fraction rationnelle, etc...
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4.3 Représentation de fonctions B-splines

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les fonctions polynémiales
par morceaux en particulier les B-splines intéressantes par leur faible coiit. De plus,
elle sont également les fonctions cut-off les moins coliteuses en temps machine. A
ce propos, les fonctions B-splines jouent un double réle important dans le cadre de

méthodes de régularisation ainsi que dans le cadre de méthodes d’interpolation.

4.3.1 En dimension d=1

On commence par considérer le cas d’une dimension.

DEFINITION 4.4 On définit les fonctions B-splines de degré m de la maniére sui-

vante:

Qo(z)

x(z) (155)
Q(z) = /HEQm_l(t)dt, m>1 (156)

1
=3

ot x(z) est une fonction caractéristique de Uintervalle (—3,3) :

1, |:L‘| <3
0
Xe) =622 = {1, o=
0, |z[>3
Exemples. B
(1) fonction chapeau :
1—|z|, lz| <1
M(z) =
0, |z] > 1
(ii)
2? +3, |z < 3
Q(z) = z2 %|x| + g, % <lz| < %

O -
8

v
(S [N
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(ii1

el -2+, el < 1
Lz + 22 - 2Jz| + $, 1<zl <2
0, |z] > 2

93(1:) =

fbiix)

th3(x)

I I o o o 2w o o o S e B B e 4.8 FrrTTTTTTY T T T T T T T T T T T T T
C ] [ ]

1 3 o]

L 4 [ ]
SE 4 3.5F b

B YT

fonction B-Spline. | = 2

fonction B-Splines 1 =1
rr
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tb2(x)
N
L)

aaa ot e e b ta o a g a gl gl

RN ERWEE RERNE WS W

g il TS IR S SN B N S 1 e dod i i I A AN ST BN U S SR N W S IR EN N A Y Ll 1 Al
-2.8 -1.5 -1.8 -.5 ] .5 1.8 1.5 2.8 -2.8 -1.5 1.5 2.8
= x

fonction B-Splime: 1 = 3

T T T T T T T T

fonction B-Spline: | = 4

4
IS
=

LJEZ BN S BN A S N N BN I S I SN B BN B S S N I I B S BN B N Bt N 2 B BN B J

i O 2 o 2
T

‘

L)
T
TS N N WS NN WS W W
ftbdix)
N
©
T
TS T T ITE ITA AT E W ES WA N WA N A

FIGURE 4.4 fonctions B-splines en dimension un
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On rassemble quelques propriétés de fonctions B-splines dont la démonstration
peut étre trouvée dans le livre de I.J. Schoenberg (1969) [64].

LEMME 4.4 Pour toutes les fonctions B-splines définies par ( 155)-( 156), on a

(1) (formule de polynéme )
Qo(z) = 625
J m
u(e) = o {0 (a4 2 ) 2
m! +

Jj=0 2

Cela veut dire que Q,,,(z) est un polynéme de degré m par morceaur, avec m+1
points de discontinuité de dérivée d’ordre m:
Tj =]_1712L1(‘7_—_-0,1”m+1)}

(ii) (formule récursive)
Q(z) = x
Qm(z) = Qo* Qg = ™, m >0
ot f x g est le produit de convolution;
(iii) (propriété de positivité et compacité de support)

Qp(—2z) =

Qn(z), Qn(z)>0
et supp(Qn) = [

m+1 m+1]

(iv) (propriété de régularité)

/°° On(z)dz = 1,

—0o0

la fonction Q. appartient ¢ W™ (IR') et D™Q,, est une mesure bornée.
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4.3.2 En dimension d > 1
Définition

Dans le cas d-dimensionnel, on définit les fonctions B-splines de degré m de

la maniére suivante: pour tout m >0

d
o(2) =¢n(2) = [[x™(@), o= (@1, z) e R (157)

i=1
Propriétés

Grace au Lemme 4.4, on peut vérifier aisément que ce produit tensoriel de

B-spline satisfait au
LEMME 4.5 Pour un entier m > 0,

(1) (propriété de positivité et compacité de support)

¢m(—2) = ¢m(z), Vz € R

em(z) > 0, Vze R?

[ m+1 m+1]d'
2 72 ’

supp(em)

(i) (propriété de régularité) ,, € W™®(IR?) et

[@mlloe < o0 -
10%¢mlloee < 00, VaeN |ao|=m+1

(iii) (propriété de moment)
/.Rd cpm(a:)dx =1
/Rd e on(z)dz = 0, Vne IN!

[ lePem(@)dz < oo
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fblx,y) 1 =2ng=128

fblx.y) 1 =1ng = 128

fbix.y) 1 = 3ng =128 folxy) 1= 4ng =128

FIGURE 4.5 fonctions B-splines en dimension deux
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4.4 Passage entre particules et grille

A partir de approzimation particulaire [I* w d’une fonction w par la formule
( 153), on définit une approximation w; de w (z;) en chaque point de grille z; € IR?,

de la maniére suivante: on pose
-z
J; = Zhd(p( p) = ZUP‘PJ (zp) (158)

ol @; (z) = ¢ (22), ¢ est la fonction B-spline de degré m, v, = h? est le volume de
particule p. Dans la suite, on considére J; comme étant le volume affecté au noeud

z; et calculé a partir des volumes de particules. On pose ensuite

A d *"3;» Zp 205 (Tp)
wj = J] zp: hw ‘TP) 99( ) - Ep VpP; (xp) (159)

Par contre, & partir des valeurs w; aux points de grille z; € IR?,, on définit également

une approximation de l’interpolation de Lagrange
I(w;)(z) = Z wj l; (160)

ou {l; (z)} est un ensemble de fonctions de base de l'interpolation (d-linéaire par

morceaux par exemple) tel que

max |w(z Zw (z)) i (2)] € C||wlye » Yw € W2 (IRY) (161)
z€
On note
Hew(z) =3 w(z;)l(z) = I(w(z;)) () (162)
j
En ce qui concerne la stabilité dans L?, on peut aisément vérifier le Lemme
ci-dessous:
LEMME 4.6
(i) max|w;| < max|w(z)]

(ZZ) Z.]jw]‘ = Ehdw(:cp)=2ap
i) T lel? < Yk,
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Démonstration. Remarquant que 3°; ¢; (z) = 1, 0on a
2 - 2
Zleij = Ejj g Z”pwp%(xp)l
3 J p

= Z Tt D vpvewp wep;(25)04(%q)

J y20
_ 1
< T v i@ i@ 5 (1wp P+ 1wl
i P.q
= Z Jj—1 Z v, v 9 (2p) 5 (24) | wp |2
3 Y214
= Z Vp | wp lz Z Jj_l (Z Vg Soj(xq)) @5 (zp)
P 3j q

= ZUPI“’HZ Z‘)oj(xp) = val“’p|2
P 7 p

On introduit ensuite un théoréme d’approzimation de l’interpolation (voir aussi
P.G.Ciarlet(1978) [20] ou R.Rannacher & R.Scott (1982) [58]) :

LEMME 4.7 Soit (B,P,Y.) un d-parallélotope de type m. On suppose d < 3 et
£ > 1. Alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de € > 0 telle que pour tout
entier k, 0 < k<{+1, on ait

|v—T.o ”k,q,B < celt1-k=d(1/p=1/q) | v ”£+1,p,B . Vove WHe (B)

oul/p+1/q = 1. En particulier, pour la fonction B-spline: lj(z) = ¢ (E‘T“’L),
Mev(z) = Y v(zg)l(z) = I(v(z;))(2)
ieZ®

on a pour k =0,1

lo=Iolima < CFvlhea, Yve W (RY)

On établira enfin les estimations d’erreur suivantes:

LEMME 4.8 Pour la fonction B-spline de degré m > 1: ¢ = @, = x+(m+1),
lj (z) = ¢1(Z22), on a pour tout w € W™ (IR?) avec v = max(r, m)

) R\™
(l) Ied’-']jl < thd (;) |(’9|m,oo
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() lele) =] = | a;) — Alw(en)
m+d m+d
X {e'lw|,,w+ (2) hnoabto+ (2) <1+s>"'nsonmmnw||m}

() o= Tl = llo = (T Ahs(el
< c,{e2uw||2m+ef|w|,,w+ (2) bt + (2) " +e)"‘||so||m||w||m,w}

(iv) lo-Trwl_,, < h™|w] Vp € 1,00

m,p
T h "
O e-Toreds, < cofdlobat (2) ot} el

ol ¢y, Ch,Cr,Cp, Cg SOnt des constantes indépendantes de € et h.

Démonstration.

(1) Comme
S (552) » fp (357 - <

on a pour tout m > 1 d’apres le Lemme 4.1

Jpe (B57) de = (22)
(s (25))] s owmei.
(2) En remarquant ensuite que

T, Helaes(an)| _ £y Blly)lpse)
phipi(z,) 2p héoj(p)
wij = J'Y hiw(z,)pi(z,) = e~ > hw(z,)pi(z,) + 74 e? — J;)w;

= (Mw=ge) () +e7¥(e = Jj)w

[A4;] =

-d 4=
et = Jj| =

|w; | < max [w(zp)| < [[wllo e

on a donc
lwj — (MMwx ) (g;)| = e™fe* =il wi| < e wlly., |4;]
D’ailleurs, puisque

(o) () = 3 Wla)e (2

€
~ —d Zj —
X o€ /dw(a:)cp( .

%) de = (wxp0) (@)
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on a en vertu du Lemme 4.1

| B; | E'(w*%—ﬂhw*%) (m])l
o @ (=) dz = S o (e (e

= 5—d
£ e

;- —dim j —

5 (s (55) < ovivfus (523
h m+d .
< oY) arorielnalel..

= e_d

m,00

Egalement

|G 1= | (w* e )(z5) —w; |
< |Bjl 4 |wj = (Mrw* . ) (25)] < IBjl+ e wlloeo 145]

< { (5) el + (2) a4 s)"‘||sp||m,o_ouwnm,w}

9

Par conséquent, en vertu du Lemme 4.2, on a pour w € W™ (IR%)

|D;| = |w(z;) —wj|l = [ (w —w* @) (z;) + (w* ¢ )(z;) — wj
< [(w—w*pe)(z)|+]C;| £ Cre™|wl, o, +1C;

h m+d h m+d
< C{e’]wlr,m+(;) el liloe + (2) (1+e>"‘||so||m,oo||w||m,oo}

(3) D’autre part, on peut écrire
w(z)=I(w;)(z) = (v-TLw)(z)+(Lw-1I(w;))(z)
= (w-TILw)(z) +Zj:(w(%‘) —wj) 1 (z)
En vertu du Lemme 4.7, on a pour tout w € W2 (IR?)
lo = Twllge < Ce*llw e

On remarque ainsi que
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si bien que

|(w = I(w;)) (=)
S Ml = Tewllg e +max |w(z;) — wil 3 1i(2) < ee*lwlly o, + max | Dy
J
h

m+d h m+d
< c{ezuwuzweflwlﬁw (2) olmalellon + (2) (1+e)’"usonm,w||wnm,w}

(4) En vue que

(Mo, ¢) = The(z)e(e) ~ [po@e@)ds = (v,9)

p

on trouve Yw € W™P(IR%), » € W™ (IR%) avec 1/p+1/g=1, 1< p< o0

(6=T08) = | fpue@) @i - Do ()b o)
< 1B(w)] < ch™wi,,
< ON N0yl ¥y

Autrement dit
|w-Tw| S Ch™ Wl p

e S
(5) Enfin, comme
w-—Tlrwxp, = (W—wre. )+ (w—T"w) g,
lo-Twseelly, < lw-wspel, +1(w=T"w) e,
= L +1
D’apres le Lemme 4.2
h=llo—wrgly, < O |ul,,, Yoe W (R

— TP b

D’apres le Lemme 4.3 et ’assertion (iv)

L=|(v-T"w)*g.],,
h m
< CemMw-Twl,, < C (E> |l » Vi € W (R
D’ou l'on tire

T h ™
o= vgalh, < Co e+ (2) ol s Voo
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Remarque. Il y a donc trois sortes d’erreurs:

(1) D’erreur de discrétisation associée a la formule de quadrature:
R\™ h m+d'
(8)"et (5™
(ii) Perreur de régularisation (r-moments): €", r2>2;

(iii) Perreur d’interpolation: €* peut étre améliorée lorsque I’on utilise des fonctions

d’interpolation d’ordre supérieur.
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4.5 Technique d’amélioration

Le probleme que I’on se pose, est si 'on peut améliorer la précision, en faisant
décroitre soit I'erreur de moments & 'aide d’une méthode itérative, soit 1’erreur

d’interpolation en augmentant le degré du polyndéme d’interpolation de Lagrange.

Selon I'idée de J.T. Beale(1987) [5] et en suivant I’analyse faite par P.A.
Raviart(1987) [60], on peut améliorer la précision en ayant recours & une méthode
itérative dans le cas d’un écoulement ol le tourbillon initial est assez régulier. En

effet, on a d’aprés le Lemme 4.8

o = hw(e,) m AT (@) (z5) = b Y w;l; (x,)

= Y { J;! Xq:aq HER) } li (2p)

= Z aq { hdZ']j_l 99]' (zQ) lj (mp) } = Z qu aq (163)

ou
Jog = h? Z Jj_l‘Pj(xq) li (zp) (164)
soit en notation matricielle J
Fa=xa
ou
F = (fog )yexne » @ = (ap)1p|51v2
On va en fait modifier les poids a;, des particules de maniére & définir des poids By

pour lesquels

Z foaBy = o (165)
9
ou FB = «a
Cela revient a résoudre le systeme précédent. Comme F est ”voisin” de 1’identité
1d:
F =~ Id

on écrit F sous la forme

F=1Id+(F-1Id) _
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ol F — Id est une ”petite” perturbation et ceci suggere de résoudre ’équation ( 165)

2 Vaide de la méthode itérative suivante:

) = at(Ii-F)F™, n20 (166)
BO = ¢ (167)

On peut vérifier que B tend effectivement vers o lorsque n tend vers linfini sous

des hypotheses raisonnables. On utilise la méthode itérative suivante:

wz(,o) = w(zy)

WP = wleg) + e = (Lo A = wlay) + o™ = 1 ™)(ay)

ou

wj(n-l) — Jj—l E X wén—l) ©; (zp)
P

de sorte que

I(w) (@) = X i (2)

soit une meilleure approximation de w (z):

On énonce le résultat suivant:

LEMME 4.9 Pour la fonction B-spline de degré m > 1: ¢ = @, l; (z) = o1 (£2),

[
on a pour tout w € W (IR%) avec v = max((n + 1)r,m)

(i) lw(z;) — V|
h m+d
< C {€(n+l)rlw|(n+1)r’oo + (Z) ”(Pllm,oo”w”m,oo + 62“w||2,oo}
(ii) o =1 @) ..,

n 7] h e
< c{a ol + (-) ||so||m,wnw||m,w+eznwnz,w}

ot ca, c; sont des constantes indépendantes de € et h. -



74CHAPITRE 4. APPROXIMATION PARTICULAIRE ET REGULARISATION

Démonstration. On se contentera de vérifier le résultat pour n = 1. On remarque

que

w,(ol) = w(z,) +wl(,°) —(Io A)wz(,o) = 2w(zp) — I (w;)(zp)
et pose

R(z) = (w—-w*¢:) ()
si bien que
AN ¢ ) I ) — J-t Rl .
w(mJ) w] = w (‘T]) 7 Z wp ‘PJ (:tp)
I3
= w(z;) = 2w+ J7 YR (w;) (2,) 05(z,) = A+ B
P

ol

A = (R=Reg)(a;) = w(e;) - 2w+ 0.)(;) + (05 00 * 0)(z;)
B = 2{(w=*:)(z;) —w;} + { ;! Zhd] (wi)(zp)pi(xp) = (w * e * 9’5)(‘33)}
= 2o pe) -} + {17 TR e - U 2 =)
+{(I(w;) —w * @) * ¢} (:BJ) =2Li+L+1;
En vertu du Lemme 4.2, on trouve pour tout w € W2 (IR?)

|A] = [(R—Rx¢.)(z;)]
S NB=B*¢ellooe S Cre"[Rl, oo = Cre’[|0 (w — w * @¢)|g o0

= C”‘erllarw - a”'w * <foS”O,oo S CA 62T| w l2r,oo
Il reste a estimer | B|. On remarque que

i) = (@ * 9e)(25) = wi| = IC;|
(@ e = T x 02)(2,)| + €7 = Tyl

m+d m+d
< c{(ﬁ) 1+ 9 Mol + (2 lvtm,wnwno,w}

L] = l(f(wj) f02)(33) = T3 R (w) (2,5 (0)

(Te5) # p0)(e) = (1)) | ’
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= | (T(ws) * pe = T I(w;) * o) ()] + e 7%e? = T3l |(2(wy))]
m+d m+d
c{(ﬁ) (4 & oMl + () |so|,,,,°°||wnom}

h m+d h m+d
< Cilz) 4" elmeol@lme + | =] 1#lncoll«llo
£

1Is] = [((I(w;) — w * @e) * ¢e) (;)]

IN

2 (Wi —wxge(z;)) li(2)

0,00

< (T(ws) = 0% @) * 2 logo < €l(@s) —w % @ello e
< e () = T (@ 2)(27)) oo + ITe(w % ) — w0 % Pelo o }
< c{ +clezllwl|2,°o}

< ofmaxfu; —ww el + ol = ¢ {max|Csl + el

h m+d h m+d
< cs{(g) hulilo + (2] (1+s>’“||¢nm,w||wnm,w+e2nwn2,oo}
En conclusion, on obtient donc
EIESTAFAA
h m+d h m+d
< c{(g) lneliloc+ (2) (1+e)"‘nsoum,wnw||m,w+ezuwnm}

D’ou l’on a la majoration de ’erreur d’approximation

lw(z;) —w|

h m+d h m+d
< c{e2f|w|2,,w+ (2) bl (2) @ +s)'"||«pnm,m||w||m,w+e“’uwnm}

13

De la méme fagon, on écrit

w(z)—I(wM) (@) = (v-TLw)(@)+ 3 (w(z) —w) li(2)

J

On obtient ainsi

o = I Il .
h

m+d
< C{ez’IwIZT,w+ 2] ||so||m,°°nwum,w+eznw||2,w}

Le résultat s’ensuit par récurrence. - n



76CHAPITRE 4. APPROXIMATION PARTICULAIRE ET REGULARISATION

Remarque. Il faut souligner que I’erreur due & I'interpolation, €2, peut étre améliorée

lorsque I'on utilise des fonctions d’interpolation d’ordre supérieur.



Chapitre 5

Démonstration du théoreme de

convergence

Aprés avoir fait une étude sur I’approximation
particulaire pour I’équation de convection et une analyse
numérique sur la discrétisation aux différences finies pour
le probléme de Neumann, on se consacre a démontrer
le théoréme de convergence de la méthode de couplage
particules-grille pour les équations d’Euler. On essaie
d’une part de séparer les diverses sortes d’erreurs dues
aux différentes approximations, d’autre part d’établir
les lemmes de consistance et de stabilité; grice a eux,
on trouvera l’estimation d’erreur globale a l'aide de

l'inégalité de Gronwall.

17
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Dans ce qui précede, on a établit tous les préliminaires dont on a besoin pour

démontrer le théoréme de convergence de la méthode VIC pour les équations d’Euler.

5.1 Introduction

La preuve du théoréme de convergence de ’approximation est basée sur I’exploitation
du couplage entre la famille {mj (t) — =k (¢) }je > €t la fonction u — uP. Selon les
définitions des caractéristiques, exactes ainsi qu’approchées, on a pour tout j € Z>
et tout £ >0

'55( i =2} ®) = u(zit)l) - u'(=®)1) (168)

(zit) = 22(®)) leo = O (169)

On va d’abord évaluer les quantités dans le membre de droite de ( 168) en fonction

des (:cJ (t)—zh(t )) On pose maintenant

() = (1) -zt ()
e(t) = {e(H)), g

1/p
le@ll, = {h2ZIej(t)|”} , 1<p<oo

JEJ
le@®ll, = max ;)

u(z,t) —ut(z,t) = Lw)(z,t) = LT o0 A (z,t) = 24: Ii(z,t) (170)

k=1
L(et) = L(w—wr ) (@1
L(z,t) = /R2 - y)w(y)dy — Z]a] (z —z;(t)
I(z,t) = Z}aj ez —z;(t )—:IajKe(w-m?(t)) (171)

I(z,t) = {L—-L"}(IoAwt)(z,1)
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en plus, si I'on note

Iy(&h(0),1) = Ko » b (2(8),8) — K, + wh(ah(t), 1) (172)
on peut écrire

i) = [ (ulails)s) —ui(zh(s), ) ds
/ t {  L(z;(s), ) + 5 L(2%(s), s)} ds

k=1 k=4

on obtient donc

; 1/p
e, < [ (hZZlu(:cj(s),s)~u"(w§’(s),s)l”)

JjeJ

3 . 1/p 5 1/p
< X /0 (hQZIIk(xj(s),s)V) ds+k2_;1 /0 (h22|1k(x§(s),s>1”) ds

k=1 Jj€J JjeJ

Si ’on pose

L(t) = (L(zi(),1),e;» k=1,2,3,4
L) = (B),),, (173)

et

1/p
@), = (h"’ZlIk(xj(t),t)l”) , 1<p<+4oo, k=1,2,3,4
Jj€J

JeJ

1/p
Is@)ll, = (h22|fs(w?(t),t)lp) , 1 <p<+oo, (174)

Il s’ensuit que

le@ll, < 3 [ 1)l s (173)
k=1
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Plan de la démonstration du théoréme:

Pour achever la démonstration du théoréme de convergence, il s’agit d’estimer
soigneusement ||e(t)||, ainsi que [|u(-,¢) —u"(-,1)|lp0- Afin de tirer 'estimation

désirée pour ||e(t)]|, , on aura besoin d’établir des estimations de

(i) ||fk(t)||p, k =1,2,4, en fonction de A et ¢;

(ii) ||fk(t)[|p, k = 3,5, en fonction de ||e(?)]|, et €.

Afin d’obtenir I'estimation finale pour [|u(-,¢) — u*(-,)||g o, On aura besoin des

estimations de

(iii) | Zx(-,t)llo00r £ = 1,2,4, en fonction de & et &;
(iv) |[Z3(-,?)llo,00> en fonction de |le(¢)]], et e.
On se consacre d’abord & la dérivation des estimations (i) et (iii) qui sont des

propriétés de consistance , puis on traite les estimations (ii) et (iv) qui peuvent étre

considérées comme les propriétés de stabilité .
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5.2 Propriétés de consistance

Puisque le tourbillon initial wy est & support compact, on note qu’il existe une
constante R > 0 telle que supp(w(-,t)) C Qg = (0,R)?, 0 <t < T. On commence

par étudier les propriétés de consistance. D’apres le Lemme 2.1, on a

| L(z;(t),8) | = | £ (w —wg.)(2;(2),1) |
< 1L = @ * 9e)llope
< C{llw—w*@ellg, +llw —w * @ellop0

En vertu du Lemme 4.2 et de la régularité de w(-,t), on obtient
10 oo < CE™ (00Dl + (- D)l,) < Cre” (176)
D’ailleurs, on récrit

I(zi(t),t) = L(w"*¢) — LY(To A)(wh))(z;(t),1)
= L(w"xpe— (To A)w") + £ ((To A)w™) = L2 0 A)(w™))

on peut trouver encore en vertu des Lemme 2.1 et Lemme 4.8
h m+2
[L(z;(t),t)] < C (52 + (-6—) + | (T o A)(Wh)) = LY 0 A)(wh))l)(l77)

si 'on définit

Ay = f = (ToA)w"), dansQp
B_i = g(f), sur I'p

et

A = f = (IoA)(w"), dans Q.
one = g(f), sur I',

on a immédiatement grace aux Lemme 3.3 et Lemme 3.6

[{£(Toa)wh)) - £ (To A)wh) } (z; (1), 1)]
< LT 0 A)(Wh) = LT 0 A)w"llopo < €% = e |y
Ce?| loge | , (178)

INA
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il s’ensuit donc de ( 177)-( 178)

h m+2
|l < Ca ( +(2) e |) (179)
D’autre part, on trouve pour tout p € [1,+o0[
15N, < (Weard JYPIL(1)lo0
Comme wp a un support compact, on a

< C1 (180)

2 —_ .
h®card J = meas (UJ.GJBJ)

de sorte que

L@, € aIhG)le < Cie” (181)

De la méme maniére, on obtient

_ . h m<+2
Il La(t) ||, < Cq (sr + (;—) +€?| loge I) (182)
Enfin, comme divu = 0 et w(z,t) = we(z(0;z,t)), on peut récrire
B(ei(t),t) = [ 2 Kelo — o(t59,0))wn(y)dy — b K. (& - () wo(z;)
jeJ

D’apres le Lemme 4.1 et les propriétés de régularité du noyau régularisé, on peut
trouver le résultat suivant ( voir P.A. Raviart (1985) [59] ):

LEMME 5.1 On suppose que la fonction cut-off ¢ € W™=1®([R*)NW™L1(R?)
avec m > 2 satisfait -

lz*|e(z)| < C, =z € R

Alors, il existe pour tout s > 0 une constante Cs = Cs(T,wo) > 0 telle que lon ait

hm
()0 < Csem_—H_s, te0,T] (183)

IR, < C

oy LE0T), 1<p<oo, (184)
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5.3 Propriétés de stabilité

On va maintenant se pencher sur ’étude du probléme de stabilité. Puisque

Ii(z;,t) = Z a;K.(z — z;(t)) — Z o;K.(z - x;‘(t))

jeJ jeJ
Is(z;(t),t) = Kc*wh(z;(t),t) — K. *w” (zh(2),1)

il s’agit des propriétés de régularité du noyau régularisé K, par fonction cut-off ¢ et

on rappelle d’abord quelques résultats suivants ( voir P.A. Raviart (1985) [59] ) :

LEMME 5.2 Soit £ un entier non-négatif. Alors les propriétés suivantes sont vraies

pour tout « € IN? avec |a| = £:

(i) st &£ € WEIP(IR?) avec £> 1 et p €]2,+o0], on a

N C
10°Kellp, < prrsey
(ii) si ¢ € W4°(IR?), on a
|0°K, ()| d%, z € R

(iii) st & € Wh(IR*) N\ W*Y(IR?) satisfait de plus
z|*?18%¢(2)] < C,
on obtient

K. (z)] < I'TCT 2] > ¢

En se basant sur les propriétés de régularité etablies dans le Lemme 5.2, on peut

montrer

LEMME 5.3 On suppose que la fonction cut-off ¢ € W1 (IR?) et qu’il eziste deux
constantes c¢; > 0 et v > 2 telles que

0%¢(2)l < ar(1+2)77, Yz e R?, |a|=0,1;.
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et qu’il existe une constante c; > 0 telle que
E S c
e
Alors, on a pour tout t € [0,T)

1L t)llow < Coe™*(1+ lle@llwe™)lle(®)ll,, s €10,1] et p > 2/s (185)
1BON, < Cal+ lle@lle™  lle@®l,, p>2 (186)

ou q est l’exposant conjugué de p.
On peut démontrer également le résultat suivant ( voir G.H. Cottet (1987) [23] ) :

LEMME 5.4 Soit T > 0. Alors, il existe des constantes C,, €y et hq telles que pour
t€1[0,T), e <co. h < hg, /e S C et p €]2,400:

() IKer (=)0l < c,,{ﬁ;+:+( LBl ey
@ Keetomaoh, < 2By (1 1 )” Ol ) e,

IA

3

(i) [Kex (o= o)D)l < Cp{1+——”e(?”°°}.

Grace au Lemme 5.4 (iii), on a donc

[15(1‘?(!).!)! = |(K * W * @) (25(t),t) — (K*wh *995)(3.}7‘1(t),t)|
< K =Gl e | ) - 250 |
< C{1+ lle®llwe™ ) |25t — 22(0) | (187)

et en vertu de (180)

sl < Cs{1+ lle@lle™ Y, (188)
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5.4 Estimation d’erreur globale

On est maintenant en mesure d’achever notre démonstration. Soit M > 0 une

constante fixée, on définit

Tr = sup{t € [0,T [le()ll,e < Me}. (189)

€

et on suppose qu’il existe des constantes ¢ > 0 et a > 5 > 1 telles que
cle* < b < cef. (190)

Gréce aux estimations ( 181), ( 182), ( 184), ( 186) et ( 188) on en déduit que
Vp €]2,4o00[ et Vo >0

T h e h™ 2 ¢
e, < Ci{ e+ (2) S+ eliogel + [[Ne(@)lds |, e 0T

En utilisant 1’inégalité de Gronwall ( voir J.K. Hale (1969) [43] ), on obtient pour
tout t € [0, 7]

h m+2 hm
le(?) ||p < C, {6’ + (2) + s + &2 log €] } (191)

Puisque

i 4
(w—u*) (- t)loe < ZIIIk (3 )lo00
En vertu de ( 176), ( 179), ( 183) et ( 185) avec la deuxieme inégalité de ( 190), on
peut obtenir pour tout t € [0,T] et Vo > 0,Vp > 2

m

h m+2 h B
(1) =) Dl < cs{ew(;) +€m-1+,,+e“’|logel+e—”ne<t>np}

Par conséquent, on déduit de ( 191) que Vs > 0 suffisamment petit

C R\™?  pm
Ju(-,8) = ut(-,t)llg 0 < e—f{e’+ (;) e 2|1oga|}, te[0,T7] (192)

Afin d’obtenir I’estimation de ||e(¢)]|,,, on remarque que

i€J

1/p
le@®)l, = »** (Zlej(t)l”) > B2P|e(t)]l (193)
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d’olt l’on tire en vertu de la premiére inégalité de ( 190)

el < ozl

En utilisant ’estimation ( 191) et choisissant p suffisamment grand, on obtient
Vs>0

Co |, (R\™* wm §
le@lle = 9" +{7) + oz tellogelp, t€0,T7]  (194)

Il ne reste maintenant qu’a démontrer que T = T pour ¢ suffisamment petit. En

effet, comme pour tout p > 0
li_r}(l)&” loge = 0
on a pour ¢ suffisamment petit
Ce™* (e' + ¢€? |logsl) < Me/4
et on peut choisir 8 > 1 tel que

c(s(ﬁ—l)m+l+5(ﬁ—1)(m+2)) < Me/4

m+2 m
c{(ﬁ) - 1} < Ce* < Mef4
gEm=

9

Par conséquent, on a pour ¢ suffisamment petit
le(T) e < Me/2

ce qui interdit 77 < T et acheve finalement notre démonstration. .
Remarque. On peut améliorer au moins le terme d’erreur de régularisation dans
Pestimation d’approximation, a I’aide d’une méthode itérative définie dans le Chapitre
6 et on peut démontrer de la méme facon en vertu du Lemme 4.9

m

h
max |z;(t) — 2" (t)] < S—s {e(n“)r + €| loge| + g } , te0,T]
J

m

n C n T h
lu(,8) = ()l < —{‘ ) +€2llogsl+€m_1}a te[o,T]







Chapitre 6

Simulation numérique des
équations d’Euler

bidimensionnelles

On termine par faire une série de problémes tests
numériques en choisissant des distributions initiales de
tourbillon & symétrie radiale. Le but de cette étude
numérique est de valider la méthode VIC que I'on a
étudiée dans les chapitres précédents, par des calculs
d’erreurs entre une solution analytique exacte et la so-
lution calculée correspondante. On montre efficacité de

ces techniques.

89






6.1. INTRODUCTION 91

6.1 Introduction

Pour tester la performance de la méthode VIC proposée, on choisit une distri-

bution initiale de tourbillon & symétrie radiale, c’est-a-dire que
w(z,y) = w(r), (z,y) € R’ (195)
ou r = (%4 3/2)1/2 (196)

En raison de la symétrie, les termes de convection disparaissent réellement
(effectivement). La solution correspondante des équations d’Fuler en bidimension
est donc un écoulement stationnaire, rotationnel d’un fluide parfait incompressible

avec une expression analytique du champs de vitesse suivante:

r

A(2,9) = (urr) = (~0,2) [ 0 (s)ds. (197)

En remarquant que

on a alors

(198)

FIGURE 6.1 vortex de cercle
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Les vitesses angulaires varient par rapport au rayon et les trajectoires de particules
sont des cercles centrés(tournent autour de) & lorigine. La configuration initiale
rectangulaire des particules calculées est gravement déformée. C’est la raison pour

laquelle on croit que ce genre de problémes donne un test significatif de la méthode.
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6.2 Problémes traités

93

On applique notre méthode étudiée au Chapitre 2 au probléme d’un tourbillon

unique avec un centre de cercle fini, utilisé par J.T. Beale & A. Majda (1982)

[3]. On considére d’abord le tourbillon initial assez régulier, dans C3(IR?) et dans

C™ pour r # 1:

(1_,’.2)3, 7‘_<_1
0, r>1

(EX1) wo(r) = {

our=(z+ y2)1/ 2. Alors, on a la fonction de courant

& [ -E(-0-r", r<l
ar | =&, r>1
1.8 1.6, 3 1,2 | 25
¢(r) — gz?" —ﬁr +ET'4—-27' +-1—9-2-, 7’<1
—3logr, r>1
et la vitesse
u =

{ 8—710- (1 -(1- r2)4) (-~y,z), r<1

'8'717(_:9)‘7")’ r>1

(199)

(200)

(201)

(202)

Les particules de fluide dans les rayons différents bougent aux vitesses (angulaires)

différentes. La période de rotation d’un particule située a la distance r de l’origine

diminue lorsque r décroit: par exemple, les vitesse angulaires autour de l’origine et

sur 7 = 1 sont les suivantes

ldy| 1

o= Tmra| = 2
. |1dy 1
fi= Imitg =3

dont les périodes de rotation s’obtiennent respectivement

2
t0= 7r‘—“-47('

fo

2
—_ 167
h -

t1=
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On peut vérifier aisément les invariants suivants:

T
T =/ dz = =
Izlgwm 4

— 2 -
L = /MSI jofewdz = 2
_Lh_1
T T 5
T
E, = / e = L
lzl<1 ol da 7
1 , 1217
E o= T ads = 5265

Si 'on prend le tourbillon initial plus régulier ci-aprés:

1-r3, r<i1
(EX2) wo(r) = 4 177)s 7% (203)
0, r>1
Alors, on a la fonction de courant correspondante
8
o _ {—113(1-(1—7»2)), r<l (20)
dr —ié_r’ r>1
B B s Al R A RS R HER U
—&logr, r>1
et la vitesse
2L (1-(1=r2)%) (- <1
'167('_'3/, Il:), r>1

Les particules pres de l'origine terminent une rotation en ¢ = 4, tandis que Jes

particules sur r = 1 finissent un tour en ¢ = 167. On a également les invariants

suivants:
e
<10 T8
I, = / 2pdz = =
2 l:c[(ll [fwdz 2
_ L _1
M 9
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On considére finalement le tourbillon initial non régulier:

(EX3)  wo(r) Lo r=l (207)
wo(r) =
° 0, r>1
Alors, on a la fonction de courant
dyp -5 r<l
i { 1 e (20%)
1 2
:(1=r%), r<1
P(r) = ¢ * 209
) { —3logr, r>1 (209)

et pour la vitesse

-y, ), <1
u = 21( y :Z) r (210)
F(_yvz), r 2 1

Cette fois-13, la vitesse angulaire ne varie plus en fonction du rayon et toutes les par-

ticules terminent un tour en ¢t = 4w. On donne aussi les invariants correspondants:

' = / wdz =7
lz]<1

L = [ lelfwds =2
2 Izlglmlwx 5

I 1
Ae = —_— = -
r 2
E, = / lwffde = =
lz|<1
1 2 1
E = _ d = -
7 Jz|<1 [uldz 8 -
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6.3 Résultats numériques

Le test numérique considéré est ’erreur relative sur le calcul de la vitesse.

Cette erreur, calculée en norme £2 sur les trajectoires des particules, s’exprime par

Bo(t) = (E"(t))m (211)

E4(t)
N

wvee (1) = 5 S UalX}0) - Ve X} (212)
N

Bt) = 5 3 IUa(Xh) (213

ou N désigne le nombre total de particules utilisées. Les particules sont initialement
placées en des points z,, centres d’un maillage régulier de taille A qui recouvre le carré
unitaire [—1,1] x [—1,1]. Seules les N particules de vorticité non nulle & I’instant
initial sont utilisées dans la suite du calcul. Le poids affecté & la particule centrée en
T, est ap = h*wo(z,) avec h = 2/n,. On prend n, = 20,25, 30, 35,40 et le nombre
total correspondant de particules utiles & l'intérieur du support est respectivement
de N = npt = 316,489, 716,973,1264. Le parametre de régularisation ¢ = 0.1 (ou
le nombre de points de grille m = 2/e = 20).

Selon la méthode proposée dans le Chapitre 2, on est amené i résoudre le

systeme différentiel suivant:

%x;f t) = (1‘2 (t),t), z;‘ (0) = z,,Ype Z?
ou uh (z,t) = Lk (I(w))) (2, )
wi(t) = zpe¥i@(t)
A W EHENO) )

La discrétisation en temps utilise soit un schéma du type Runge-Kutta d’ordre 4,
soit un schéma Adams-Bashforth d’ordre 2. Le schéma explicite du premier ordre
a €té éliminé, en raison de sa mauvaise précision ainsi que le schéma saute-mouton,

pour ses importantes oscillations entre les étapes paires et impaires du calcul.

Le pas de temps a été choisi assez grand: 6t = 1. Le temps de calcul est
T = 100. Lorsque I'on réduit le pas de temps de moitié(dt = 0.5,0.25), on trouve
qu’il n’y a pas de changement significatif sur la précision dans l'intervalle ¢ € [0,100].

Cela indique que les erreurs dominantes sont dues 2 la discrétisation spatiale.
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Sans calcul de volume

On fait d’abord un essai sans calcul de volume affecté au nceud z; et les

résultats sont illustrés dans la Figure 6.2. On peut constater que

e en t < 25, la précision est trés bonne (de l'ordre €?) et la courbe d’erreur est
réguliére pour des petits temps. En effet, plus on met de particules, meilleure
est la précision dans une ou deux périodes de rotations, mais elle est pire pour

des grands temps.

e au bout d’un certain temps(¢ > 25), ’erreur devient relativement grande a

cause de la géométrie déformée de la configuration initiale lagrangienne.

e d’une maniére significative, la courbe d’erreur ne empire plus régulierement,

au fur et & mesure que le temps s’écoule.

Schema de C.I.C.lcloud tn call) Schena de T.S.C.({triangular shaped cloud
LI B S S S R S S .28 —mr——mp——r——p—-"T——r—T—"TT—"T"TT T T T T T T

AP B
EREATA.
Sy | j/} 3

WY

224 1 1 § I N1 1 1 A1 L 1 ' 1 1 1 1 I P N1

FIGURE 6.2 Erreurs relatives sur la vitesse calculée sans volume
npt=316(A),npt=489(B),npt=716(C),npt=973(D ),npt=1264(E)
schéma de C.I.C.(1=2); schéma de T.S.C.(1=3)
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Avec calcul de volume

On espeére obtenir une meilleure précision pour une durée plus longue. On peut
réinitialiser la configuration de la distribution de particules couramment utilisée dans
la pratique pour les méthodes lagrangiennes. Ici, on ajoute une méthode itérative
proposée par J.T. Beale (1987) [5] en calculant le volume affecté au noeud z;. On

trouve que

e lerreur sur la vitesse est bien meilleure, sans itération, que sans calcul de

volume (cf. Figure 6.3 et Figure 6.4);

¢ 1ou2itérations réduisent d’une maniére significative ’erreur, mais la réduction

est tres lente avec plus d’itérations (cf. Figure 6.5 et Figure 6.6);

® sil’on augmente le nombre de particules (correspondant & n, = 20,25, 30, 35,40),
le parametre optimal s = 0.91165 (i.e. n, = 25) dans la relation ¢ = A* avec
0 <s < 1. (cf. Figures 6.5 et Figures 6.6 ). Cela correspond au résultat de
M. Perlman (1985) [57] (s = 0.95).

Enfin, on compare les choix de la fonction cut-off de type B-spline xx() avec
I = 2,3,4, et les résultats des schémas C.I.C.(cloud in cell) et T.S.C.(triangular
shaped cloud) sont meilleurs que ceux donnés par le schéma N.G.P.(nearest grid

point), comme le confirme la Figure 6.7.

Toutes ces conclusions ont été confirmées par I’étude de deux autres tourbillons
initiaux, de plus en plus singuliers, le deuxiéme étant la fonction caractéristique du

disque unité.
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7.1 Equations de Navier-Stokes

Les équations générales qui gouvernent le mouvement d’un fluide homogéne
newtonien visqueux en écoulement incompressible sont, dans un domaine volumique
Q de IR® occupé par le fluide, bien connues sous le nom de équations de Navier-Stokes

12

du

i +gradp = pAu (214)

divu = 0 (215)

ot u(z,t) = (u1, us,us) est le vecteur vitesse dans le repére considéré, z = (1, 3, T3)
désigne les coordonnées d’Euler de la particule considérée & l'instant t; o(z,t) > 0
est la masse volumique, p(z,t) > 0 est la pression du fluide et p est le coefficient de

viscosité dynamique; d/dt représente une dérivée particulaire:

3
%=g¥+(u-grad)=—%+§u;£g (216)
Dans un écoulement quelconque de fluide, la quantité de mouvement d’un fluide peut
étre transportée a la fois par convection et par diffusion. Les deux mécanismes (con-
vectif et diffusif) de transport de quantité de mouvement sont simultanément actifs
mais, suivant la vitesse et la géométrie de 1’écoulement, ils n’auront pas le méme
ordre de grandeur. Si I’on rapporte les longueurs a une longueur caractéristique L,
les vitesses & une vitesse caractéristique V et les masses a gL?, ’équation ( 214) se
met sous une forme analogue, mais avec un nombre sans dimensions

fluz convectif de la quantité de mouvement oV? _ VL
fluz diffusif de la quantité de mouvement = pV/L v

= Re,ou v = p/p(217)

dit le nombre de Reynolds ® de ’écoulement: il caractérise I'importance relative du
transport de quantité de mouvement par convection et par diffusion visqueuse; v est

appelé le coefficient de viscosité cinématique du fluide.

La formulation en tourbillon-vitesse des équations de Navier-Stokes est particu-

lierement intéressante, car les méthodes numériques mises en ceuvre a ce propos

! Claude-Louis-Marie Navier, né ¢ Dijon le 15 février 1785 et mort & Paris le 21 aoit 1836.

2George Gabriel Stokes, né @ Bornat Skreen le 13 aoit 1819 et mort ¢ Cambridge le premier
février 1903.

30sborne Reynolds, né a Belfast le 23 aoit 1842 et mort ¢ Somerset le 21 février 1912.
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ont une tres petite viscosité numérique et il nous parait convenable de traiter des
problémes avec un nombre de Reynolds trés élevé; en outre, comme on I’a déji re-
marqué, le terme de gradient de la pression disparait des équations et la contrainte

d’incompressibilité est automatiquement satisfaite.

On se limite ici & 1'étude d’un écoulement bidimensionnel. Dans ce cas,
’équation ( 215) de la conservation de la masse implique qu’il existe une fonction
¥(z,y,t), dite fonction de courant et définie (3 une fonction additive arbitraire du

temps pres) par

%% a"’) (218)

(u,v) = curl ¢ = (5-3;, 5

ou u, v sont les composantes cartésiennes de la vitesse. D’autre part, on appelle le

vecteur-tourbillon le vecteur

O=rotu=wk (219)
ol k est le vecteur unitaire directement perpendiculaire au plan et w est un scalaire
défini par
Oov Ou
w=curlu=— — —. 220
Oz Oy (220)

En prenant le rotationnel de ( 214), on élimine la pression et ’on obtient la formu-

lation en vitesse-tourbillon des équations de Navier-Stokes
0
—w+(w-Vw = vAw (221)

ot
Ay = —w (222)

Une fois le systeme résolu, il convient d’en déduire la pression satisfaisant

’équation de Poisson suivante:
_ & v (%)
Ap = 2 (0:c2 oy (3:533; (223)

Il faut bien marquer que le nombre de Reynolds joue un réle important.

Dans la premiere partie, on a considéré la limite v — 0: un fluide parfait,
Le., les effets de viscosité sont supposés négligeables, et les équations ( 214)-( 215)

deviennent les équations d’Euler.
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La viscosité du fluide exerce une action de freinage sur les particules. Dans la
pratique, v est trés petit et Re est trés grand: P’équation ( 214) n’est autre qu’un
beau probléeme de perturbation singuliére pour le probléme de convection pure, dans
lequel le terme d’ordre de dérivation le plus élevé(Au, du second ordre) est en
facteur d’un coefficient v trés petit. Ceci se traduit le long des parois, des lignes de
jet, des sillages, ou encore dans la structure des chocs, par une zone de variation

extrémement rapide de la vitesse, du type couche limite .

parois
| des vitesse

écoulement extérieur _\_ o -
— \
- \

- )
\
couche limite \

couche limite le long d'une parois

FIGURE 7.1 couche limite d’épaisseur §, en Q(1/v)

On pourrait voir que w, (respectivement u.) admet le développement asymptotique
(o]
w. = wo+ Z v wy,
n=1

oo
U = K*wu=u0+ZV"un B

n=1

oll wy, U, sont respectivement les solutions des équations suivantes:

0]
LEUJO = Ewo + (UO . V)wo = 0

ug = Kxuwy

wo(-, 0) = W
et

0
LRwl = awl + (UQ . V)wl + (ul . V)Wo = Awg
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U = K * w1
wl(-, 0) = 0
6 n—1
Lpw, = Fn + (uo - Vwp + (tn - VIwy = Aw,_y — Z(uk Vwpg, n>2
k=1
u, = K=x*w,
wa(-,0) = 0

d’olt l'on voit que la solution des équations d’Euler n’est quune approche du premier
ordre de la solution des équations de Navier-Stokes. On espére qu’une méthode de
vortex basée sur le développement asymptotique ci-dessus sera mieux que celle basée

sur la méthode de splitting classique.

L’étude de l'unicité est fortement liée & celle de la régularité (cf. J.L. Li-
ons(1968) [50]) et dans le cas tri-dimensionnel, 1'unicité est encore un probleme
ouvert. Or la régularité des solutions des équations de Navier-Stokes dépend du
nombre de Reynolds de I’écoulement. En général, lorsque le nombre de Reynolds
est petit, les solutions sont trés réguliéres, tandis que les écoulements turbulents
complexes sont associés & un grand nombre de Reynolds. W.D. Henshaw,

H.O. Kreiss et al (1991) [46] ont quantifié la relation entre le nombre de Reynolds et
la régularité de I'écoulement et montré que la plus petite échelle A;n, caractérisant
le plus petit tourbillon, est proportionnelle a la racine carrée de la viscocité di-

visée par le tourbillon maximal: (W—)l/ ?. par conséquent, le nombre de modes
-d

nécessaires pour représenter un écoulement turbulent est proportionnel & A% | ot

d est la dimension de ’espace.

Toutefois. lorsque le nombre de Reynolds Re dépasse un certain seuil Re* dit
Reynolds critique . I'écoulement change radicalement de nature et prend un caractére
aléatoire: ce régime est dit turbulent et la situation opposée, correspondant a la

relation Re < Re~, est dite laminaire - - - .

Les écoulements turbulents, trés répandus dans la mécanique des fluides in-

dustrielle, se calculent trés difficilement. Et pour deux raisons ci-apres [34]:

e Le spectre de ’écoulement est trés étalé: une grande variété d’échelles de
phénomenes interviennent. En particulier, les phénomenes & petite échelle, par

effet cumulatif, finissent par influer sur les phénomenes a grande échelle. Pour
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calculer un tel écoulement, il faudrait un ordinateur beaucoup plus puissant
que ce que ’on trouve actuellement de mieux sur le marché(par exemple, pour

les prévision météorologiques);

e Mais il semble qu’il y ait un doute sur la validité des équations de Navier-
Stokes elles-mémes. En particulier, en tridimensionnel, pour Re assez grand,
non seulement on n’a pas unicité de la solution, mais on connait méme des

contre-exemples.
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7.2 Propriétés des équations de Navier-Stokes

Pour les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles, on a les invariants et

loi de décroissance suivants
PROPOSITION 7.1 1) (invariant de la circulation totale )

T, = /1722 w(z,t)dz = /BZ wo(z)dz = To(t);
2) (lot de décroissance )

g /R2 2w (z, t)dz = T /B2 wdz = 4vT;

3) (relation de limpulsion angulaire )

f]R2 ]a:|2w(:c, t)dz

A = Jg2w(z,t)dz = A(0) + 4.
Démonstration. En effet, d’une part,
dt./w )dz = de— /V(u~w)+u/Awda:

On rappelle la formules de Green-Ostrogradski(théoréme de divergence ): soit  un

ouvert borné de R?, de bord T' = 0% assez régulier. On a
/ divvdz = /Fv -ndy, Yo e CoQ)NCYNQ)

en particulier, si u € CY(Q)NC?*(Q),on a

/QAudx=/FVu~nd7=/F%d'y B

%/w(x, )dz =0

d’ou I'on tire directement linvariant de la circulation totale.

et on obtient donc

D’une part, d’apres les formules de Green:

/s;vAudx = d7 /Vu Vvdz

/Q(vAu — ulAv)dz

Il
"J\'
<
|Q>
e
|
:
Q:
S
IS
2
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on a également
%/|x|2wd:c = /lez(—v("'“’)‘l'VA“’)dz
= /V]zlzuwd:v - V/V|x|2dex
= [Viaf'wodz - v [ Alolwde = 1 + 1,

Comme
u = K*xw
1
K(z) = 5(—22,71) = —K(-z)
2r|z|
Viz] = 2z=(z+y)+(z-v)
z-K(z) = 0
on a donc

I = / f (z + y)K(z - y)w(z)w(y)dzdy + / / (z — y)K(z - y)w(z)w(y)dzdy
= //(x + y)K(z — y)w(z)w(y)dzdy

En échangeant les variables x et y et tenu compte de la propriété asymétrique de la

fonction a intégrer, on trouve

L= [ [e+y)K( - y)(ek(y)dady
= — [ [r+2)K(y ~ e)o(y)(z)dady = 0
D’autre part,
L=v / Alzfwds = 4v / wdz

et on a finalement p
———/ |z|*wdz = 41//wd:z: = 4uT
dt

d’ol on déduit

/|x[2w(-,t)d:1: = / |z|2wodz + 4vtTo






Chapitre 8

Approximation particulaire et la

régularisation(suite)

Le présent chapitre est un préambule du chapitre
suivant ot on donne les bases de I’analyse mathématique
de l'approximation particulaire et de sa régularisation.
C’est aussi un complément et une extension des résultats
classique que 'on a exposés dans le chapitre 4. En ef-
fet, on généralise les résultats aux espaces de Sobolev
A exposant négatif. Afin de rendre l'ouvrage aussi "au-
tonome” que possible, tous les résultats pour la suite sont

démontrés.
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8.1 Notations

On utilise constamment dans ce chapitre et dans les suivants également un
outil trés important, celui des espaces de Sobolev ! (cf. S.I. Sobolev (1950) [66]
ou J.L. Lions & E. Magenes (1968) [49]). On travaille surtout dans les espaces
a exposant négatif. Les fonctions considérées seront a valeurs réelles sauf mention
tres explicite du contraire. On introduit pour tout entier m > 0 et tout p € [1, 400},

I’espace de Sobolev:
W (RY) < {f € L7 (R");0° f € L*(B"),|a| < m}

ou oy .
o° f= a=(a1,---,an)€ﬂV",[a|=za,~

=g Ao
axl s a(tg"' i=1

On munit W™® (IR") de la norme usuelle

1/p
N fllmp = (Z ll(’?“fllﬁ,p) , 1<p<oo

|x|<m

| flln., = max { sup_ essla"‘f(x)|}, p=00

lal$m | 4o

et de la semi-norme

1/p
Iflm,p = ( Z “aaf”g,p) ? 1Sp<OO

|afj=m

| F

max { sup ess|8°‘f(x)|}, p=00

lal=m | ¢

On désigne alors par W= (IR") I’ espace de Sobolev & exposant négatif, le
dual topologique de 1'espace de Sobolev W™ (R™) ou 1/p+1/p*=1,1< p < o0,
il est muni de la norme

| <T,9> |
ITI.., = sup {——
pEWm.P* (RTL) “ 14 ”m,p‘

ol < -, - > est la dualité entre un espace vectoriel et son dual. Rappelons le théoréme

de la représentation des distributions dans W~™" (IR"):

1Sergei Lvovitch Sobolev, né d Saint Pétersbourg le 6 octobre 1908. -
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T est une distribution de W=™" (IR") si et seulement si T peut s’écrire (de maniére

non unique) sous la forme:
T= Y 0fa, fa€L(RY, |a|<m
[er|<m

Une norme équivalente peut étre donc donnée par

||T||_m,p = inf {( Z | fa |]0”’p) ;T = Z 0% fo, fu € LP(R"), |a| < m}

lee|<m Je|]<m

De plus, on introduit un sous-espace ¥,,, de W=7 (IR") constitué des dis-
tributions ' € W=7 (IR") telle qu’il existe une constante C > 0 indépendante de
© € Wm™?" (IR"™) vérifiant

I<T,99>ISC( > lla"‘eollﬁ,}.)

1<) algm

Munissons le de la norme suivante:

1<|al<m

1
P*
[T = sup{|< T, > |/ ( > | 3"99“8,,,') Jp € W"‘”"(R")}
Il est évident que pour tout T € 9,,,
[T) e Z 1T M|

LEMME 8.1 Soient r et m deuz entiers positifs avec r < m. Soit {p;} une famille
d’entiers positifs dont {p;} est ’ezposant conjugué. Supposons que la distribution T

vérifie pour toute fonction ¢ € C§° (& support compact):
| <T,p>|< ZCklc,oIk,p;, Cy >0
r<k<m
Alors, on peut écrire (la décomposition n’est pas unique):
T = Z 0% 94
r<ialgm
avec
[ 9o llope < Ck, r<lal=k<ma
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D’apres le Lemme 8.1, toute distribution T € 9,,, peut également s’écrire

sous la forme

T= z 0% ga gaeLp(Bn)a IS|QISm

1<|al<m

La décomposition n’est pas unique. Par conséquent, on peut définir une norme

équivalente:

P
[T]—m,p = inf ( Z ”ga”g,p) IT'= Z 0°ga, 9o € LP(R"),1 < la] <m

1< algm 1<le|Sm

On rappellera , au fur et a mesure des besoins, les propriétés principales des

espaces de Sobolev dans la suite.
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8.2 Probléme linéaire de convection

Dans le chapitre 4 de la premiére partie, on a déja exposé quelques résultats
classiques sur ce probleme modele. Les résultats suivants, établis par G.H. Cot-
tet(1988) [24], concernent certaines propriétés de stabilité dans W=7 (R") et 9,5,
des solutions du probléme de Cauchy pour un systéme linéaire d’équations de con-
vection sous la forme conservative:

ow

ot

Lw =

+V.-(vw) = f (224)
w(-,0) = wo (225)

avec l’adjoint formel de 'opérateur différentiel L

L*cp‘:'—%—f +(v-V)p (226)

On définit les courbes caractéristiques, passant par le point z au temps s, as-
sociées au champs de vitesse v comme les solutions du systéme d’équations différentielles
ordinaires suivantes:

0
EX(t;(E,S) = U(X(t;xas))t) (227)

X (s;z,8) = =z (228)

et on désigne par J le jacobien de la transformation z — X (t; z,s):

J(t;z,s) = det (%—ifi(t;x,s)) (229)

j
Il est évident que lorsque wo, v et f sont suffisamment réguliers, la solution classique

du systeme ( 224)-( 225) est donnée explicitement par

w(z,t) = J(O;x,t)wo(X(O;w,t))+/;J(S;w,t)f(X(S;x,t),S)ds (230)

On a immédiatement le résultat classique suivant (voir P.A. Raviart(1987)

[60],par exemple):

LEMME 8.2 Soit v € L*(0,7; W™*(R™)"). Alors X € L*([0, 7] W™ (RR")").
De plus, si l'on suppose que wy € W™(IR") et f € L'(0,7; W=™?(IR")), alors
w € L=(0,7; W~™?(IR")). .
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Définition. w € L*(0,7; W~™?(IR")) est appelée solution faible du systéme ( 224)-
( 225) lorsqu’elle vérifie V ¢ € C° (0, 7; W™P"(IR"™)), & support compact contenu dans
[0,7) x R™ et L*¢ € L*(0,7; W™ (IR")):

[ et 0e0n > d=<wne(,0) >+ [ < (e (1) > dt. =

De plus, on rappelle enfin un lemme abstrait de J.P. Choquin & G.H. Cottet
(1988) [16]:

LEMME 8.3 Soientm > 1,1 <p< oo et >0. SiveE L®0,r; W™ (R")"),
wo € W—™(IR™), f € L*(0,7; W~™P(IR")), alors le systéme ( 224)-( 225) admet
une solution unique w € L*(0,7; W—™P(IR")) et il existe une constante C > 0

indépendante de T et v telle que

D < € (Iollmy + [ 1FC8)myds) s € [0,7]

De plus, si 'on suppose que v vérifie pour deux constantes A >1 et M > 0

m+1
|'u(-,t)|1,oo + z Al_klv(-,t)lkm < M; 0<t<r
k=2
St wg € Uy €t f € LY0,7;9m,), alors le systéme ( 224)-( 225) admet une unique
solution faible w € C(0,7; W—™P(IR")) telle que w = 31, w*, avec
w® € L®(0,7; LI(R")) et w* € L*®(0,7;9k,), k € [1,m]. De plus, il existe une
constante C = C(M, A) > 0 indépendante de T et v telle que pour tout t € [0, 7]

A0, + 3 A O]y SC ([t)mg + [ T 5)ompds) - m

k=1
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8.3 Régularisation des fonctions

On aborde de nouveau le probléme de régularisation. Comme il a été men-
tionné auparavant, on peut étendre les deux lemmes que I’on a exposés dans le

Chapitre 4 au cas plus général. On énonce d’abord le lemme suivant:

LEMME 8.4 On suppose que la fonction cut-off ¢ vérifie les propriétés suivantes

(propriété de moments r):

() [eée)ds =1 (231)
Hr(r) (i) /Rn:caf(x)dx = 0,1<lo|<r-1,r>2  (232)
(iii) /Rn 2" € (2)|dz < oo (233)

Alors, on a pour tout entier 1 < p < 0o

lo—v*&ll,,, < Celv |, s sil<r

Hv—v*{e”k’p < CeT”v”r_l_k’p, sid>2r,VO<k</{-r

Démonstration.
En effet, pour { = r. notre assertion est vraie (voir P.A. Raviart(1987) [60]). On

voit maintenant le cas général. Pour v assez régulier, on a

(v-veg)(@) = v(z)—/mnv@)@(w-y)dy

= —v c(r—y)d
Jn (v (@) =0 @) & (2~ y) dy
On écrit la formule de Taylor 2 avec reste sous forme intégrale:
v(y) = )+ Z D*v —z)’
s=1 s!
1 1 r—1 r T
+(r—1)!.[) (1=t D'v(z+t(y—=x))-(y—=z) dt
ou D*v(z) - y* = Dv(z)(y,---,y) est la valeur de la dérivée totale d’ordre s de v
int liqué -vect = (y,--- ‘est-a-dire:
au point z appliquée au s-vecteur y* = (y,---,y), c’est-a-dire
sfots
v(z)-y° = Y 0%
lel=s

2 Brook Taylor, né ¢ Edmonton le 18 aoit 1685 et mort & Londres le 29 déeembre 1731.
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de fagon que l'on ait en utilisant (i) - (iii)
(v—v*&)(z)
= [ (v@ v @) & - v dy

AT [ a7 { f Dol + = )y = 26l -

ou
() = [ Do(e+ty—2) - (v - =) ela - v)dy
z=t(:_:f—y) T /Rn DT’U QI — Z) 2" €y (z) dz
>0 yr Z Ay /B" 0% v(z — 2)2%¢e(2)dz

laf=r

= 7Y MN[0 v (2%6:)] (2)

|a|=7

(1) Dans le cas ou £ > r, on obtient VO < k < £ —r
0f (v—v*&) ()
1—1)"
- =ik {ZA CRC N EME )}

lee|=r

En remarquant que

z*&, € LNRY), |a| =
12 &alloy = [, 197 &e (@) lda < () [ ,,Iyl £(v)ldy < ca(et)”

on a alors selon I’ inégalité de Young 3
Ov*(z¢,) €ELP(RY), |al=7r, 0<£< T

180 % (&) llo, < 0%l lleEetlley < alet)Iol,

De sorte que

18% (v—v*&) o,
(r _1 1)! ,/: < _tf) Z Aol 9%tk v % (z%&eq) ||0’p dt

larf=r

C1 e’ 1 r—1
Gy AR PN IR

laf=r

IN

IA

Ca e’

— ol e,

<
- 7l

3 William Henry Young, né d@ Londres le 20 dctobre 1863 et mort & Lausanne le 7 juillet 1942.
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(2) Dans le cas ol 0 < £/ < ron aaussi Vo € W4 (R*),0<{<r

<U—’l)*£€,§0

1 1(1—¢)?
—(r—l)!/o( t') YN A< vH(2%€y),p > dt

laf=r

_ r—f+1 _ -1
((rll o /01 (1 tf) > Ao < 8 * (2%€,), 0% 40 > dt

|a|=r
on obtient ainsi en vertu de I’inégalité de Young pour toute fonction
e € Wt (R"),0<£<r,1/p+1/p* =1

|< v—-v*ée,cp >|

1 1 l_tr—l
= (r_1)!/o( tr) Z*a|<3lv*(x°'€et),8°“so >|dt

laf=r

1 1 1__ r—1
< (r_l),/o( 5 Alltt x (2260, 10° il e

-
¢ lacf=r

G e’

1
e AR D L 1

lod=r

<

Autrement dit, Vv € D (IR") et pour tout entier 0 <4< r

Ce™

”’U —Uvx 65“2—1',1) < T!Ivll,p
En utilisant la densité de I’espace D (IR") dans WP (IR™), on a enfin

o= v % Ellemr, S CElvy,, Yo e WHP(BY), 0< £ < r

™p —

(3) Dans le cas ot £ < 0, on a de la méme maniere qu’avant
© € WP (R™) et Vv € D (IR") et

<v—vxl,po>= Y Aa < vk (2%4),0% > dt

la|=r

(=)™ a-™
(r—=1)! /o tr

Comme Vv € W-l»(R™), il existe donc des fonctions gs € LP(IR™),
18] < |{], telle que

v = Z 8[395
1B1<€] -
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on a alors

| <v—vxb, ¢ > |

1 11—t N i
= (7'—1)"/(; r ZAO‘I<U*(5D €et),a¢>!dt
' lee|=7
1 1 1 —1 r—1
= (7-_]_)'/0 ( tr) Z AO‘ < Z aﬂgﬂ*(xafst),aago > | dt
) la|=r 181<lel
1 1(1-¢)"
= (r—l)'/o ( tr) 2 e ) |<9ﬁ*($a§et),8°’+ﬁ<p >|dt
' la=r  1BIIE]
1 1 (1 _ t)r—l . i
= (r— 1)1/0 = > A 3 llgsllo pllz*Ealloa 105 P ello e dt
) lal=r 18I
a €’ ! r—1
I AL DI D Py PR L B
' lal=r 181<]¢]
c e’ e
2
< = ( > ugﬁuz,,,) lelle
) 18114

Cela entraine Vv € W—FI? (R™) avec £ < 0

” v—-U* §€H£—r,p

= lv-vx{ ”—(r—l),p

Cae” . % n
: 1nf{( 5 ngﬁng,,,) o= Y 0, g5 € I(RY), IﬂISIEI}

181<1¢| 181<14l

IN

Cz e’

= 2ol

d’ol ’on tire

lo—vetl, ., € Cloll,, Yo e W (B, £ <0

Remarque. Il est bien connu que

(i) D(Q) est dense dans L? (Q) pour 1 < p < oo, ? C IR";

(ii) D (IR") est dense dans W§*? (IR™) = W™P (IR") pour m > 0,1 < p < oo;
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(iii) (W-m*(R"))" = W™ (R") pour 1 < p < 00,1/p+1/p* =1,m > 0;

(iv) Wm™? (IR") est réflexif pour 1 < p < co,m > 0. .

Maintenant, on démontre le lemme suivant:

LEMME 8.5 Soit T € W=™? (IR") avec m > 0. Alors, il existe une constante C > 0

telle que l’on ait pour tout entier k

IT*&ll-kp < Ce Ty

ot p = max(m — k,0) et la fonction cut-off ¢ € W' (IR™).

Remarque. Si T € W™? (IR") avec m > 0. Alors,
” T * 65 ”m,p S C ” T ”m,p
Démonstration. Puisque T € W~™7 (IR"), il peut s’écrire sous la forme

T= > 0Ffa, fa€L?(R"Y), |a|<m

la|<m

(1) En vertu des propriétés du produit de convolution:

(a) *(T+xS)=08'T+«S=T*¥S,VL>0
( b)) Tinégalité de Young: Vf € LP(R"),Vg € LY(R"),1 < p,q < oo et
1/p+1/g>1,alors fxg € L™ (IR"), et

1% gllo, < 1I£llo5 llgllo,g 08 1/r =1/p+1/g~1 -

on a ainsi pour tout 3 € IN",| 8| < £

F(T#&)=T+0% = Y, O faxC= Y furdP

laj<m lalgm
10°(T * €Mlo, < D0 Nfax 8 ellg, < 50 N fallo 0% Nlo
la|<m |la]<m
Vu que

0% (2)=0° (e £(2)) =e~HD (57¢) (%)
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1€ los = [ 1076 (2) | do
= =(n+lal) agy (X
Jn € (8°¢) ()| da
yi% —la| a
= A RO
= e-lal Igla,l
on en déduit immédiatement que
10°(T * €llo, < 30 N fallope N EN 5,
|| <m
< gm(m+IR) W€ meps 2 Nalloy,
le]<m
1 L
14 . p*
< e HDYE i (HE: Ilfallﬁ,p) (lz 17 )
al<m al<m

En d’autres termes, on a pour tout entier 3 € IN", | 3| < £

16°(T * &)llo,

< Ce“"‘*'ﬁ"llfllmHmJ inf { (Z ||fan’g,,p) T= Y 8fa fu € LP(Rn)}

lodf lo<m

S C E-(m+l) ” 5 " m+4,1 ” T ”—m,p
d’ol ’on tire pour tout k= —¢ <0
“ T = €€ ”—k,p < Ek_m ” T ” —m,p

(2) Pour tout entier 0 < k < m on a, de maniere analogue, pour toute fonction
o € WhP" (IR") avec 0 < k<m, 1/p+1/p* =1

<T*{¢,<,9>= Z <aafa*€e’90>= Z <fa*aa€e,90>

lo|<m lo]<m

= Z (_l)lal < fa*&,0% >+ Z (—l)k < fox 07, o>

lof<k k<|a|<m

En vertu des inégalités de Holder * et de Young,

< T *&,0 >|

4 Ludwig Otto Holder, 1859 - 1937. -
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< Y K farb@o>+ ¥ |< faxd°Fe, 050 >|

Jal<k k<lal<m
< Z ”fa*fello,p “aa‘P”o,p*+ Z ”fa*aa_kfe”o,p ”6k99 ”0,p‘
le|<k k<|a|<m
< D Mallop Mellog Tellipe + D0 M falloy 8% Ellos 12l e
le|<k k<|or|<m
< X Mallope™ P &l el
lee|<m
< 2 N fallope™ ™ ™ e lmmiea 12 1l pe
lee|<m
1 1
P p*
* k—m
< (Z IIfallﬁ,p) (E 1”) €7 1 €e Nlmmiea 12 lli o
le|]<m |a|]<m
d’ou ’on tire
T &l
' 1
p
< C el inf{(z ||fau:;,,,) T=3 é’“fa,faeL”(R")}
le lo]<m

< CE el mopa 1T N e
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8.4 Approximation particulaire

On va introduire de maniére générale une approximation particulaire d’une

fonction. En utilisant la formule de quadrature suivante pour toute fonction

g €C°(R™)N L (IR"):

/Rn g(z)de =~ D wig(é), wp=h" &l =kh (234)
ke Z™

on définit I’ approzimation particulaire de la fonction v € C° (IR™):

Mo € Y Wi(t)v(Xe())6(z = Xk () (235)
keZ™
Wi(t) = wid (¢ 0) (236)
Xe(t) = X(t&,0) (237)

ou Ji (t) et X () sont solutions du systéme suivant

%J(t;ﬁ,ﬂ) = J(t;£,0)(diva) (X(t;€,0),1), J(0;£,0) = 1 (238)
%X(t;ﬁ,O) = a(X (t¢€,0),1), X (0;¢,0)=¢ (239)

On a alors les deux lemmes suivants:

LEMME 8.6 Il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que l’on ait pour
toute fonction g € W™(IR") avecm > n

B(9)] €| [ag@da—b" 3 g(&)| < Ch™lglny -
keZ™
Démonstration. Voir P.A. Raviart (1985) [59]. .

LEMME 8.7 On suppose que le champ de vitesse a est assez régulier: il existe un
entier m > n pour lequel
da;
dz;
diva € L= (0,T; W™= (R"))

€ L*(0,T; WPt (R")), 1<i,7<n
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Alors, on a pour toute fonction v € W™P(IR"), 1 < p < 00

lo =)o l_,, < CA™|v|| 0<t<T

—m,p m,p ?

et pour toute fonction v € L (R"), 1 < p < o0
lo-T*O)vl_p, < Ch™|lvllp,, 0<t<T

ot la constante C > 0 ne dépend que de a et T.

Démonstration. (1) Sous les hypothéses de régularité du champ de vecteur a, on

peut vérifier aisément que la fonction

X (-5-,0) = (&t) — X (t;£,0) satisfait &

0X;

(+5,0)€C0, ;W™ (R"),1<4,j<n
0:1:,-

tandis que la fonction J (-; - ,0) — J (¢;¢,0) vérifie
']('; aO) € CO(O’T;Wm’OO (Rn))
(2) Soit maintenant o € W™ (IR") avec 1/p+1/g=1, on a

<v-T*Hv, p >

e (0@ de = T Walt) (v9) (Xa0))
keZ™

==X{t:6.0) / R (V) (X (5€,0))J(8€,0)dE — >~ wid(t; &, 0)(vp) (X (t; &k, 0))
R ke "
E((ve)(X(t-,0))J (¢ -,0))

I

D’apres le Lemme 8.6, on obtient en utilisant la formule de Leibniz 5 et la régularité
des fonctions X (¢; -,0), J (¢; -,0):

‘<v—Hh(t)v, go>l
|E ((ve)(X(E-,0))J (8 -,0))]
< GA™(ve) (X(8-,0)) I (t5-,0)) |4

I

S Gottfried Wilhelm Leibniz, né a Leipzig le premier juillet 1646 et mort ¢ Hanovre le 14 novem-
bre 1716. -
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< G Y CE(vp)Pgtmh)

- 0<k<m 0,1
< cy ctle,
< Czhm Z C;Ci lv(f)so(k—f)lo,k

£<k<m

En remarquant que

I fallos < Uflloyllgllo,> sif€LP(RY), g€ LY(R"),1/p+1/q=1
I fallor < Nfll_e,llglle,,si f € W4P(IR™), g € WHI(R™), £ >0
IFON ey < N flliy, SiFEW™P(R™),£>0,k>0

on en déduit que

|<v—T(@tw,p>| < Ch™ Y CECE[vOet9]
£<k<m ’

v P
g C ™ } : Ck Cl ” 0,p 0,9
: mk { ” v(l) ”—l,p ” So(k-l) ”Z,q

S Czhm Z C:;C]f { ” v ”l,p “ 1 “Ic-—l,q

£<k<m “ v ”0,p “ ¥ ”k,q

12l p 112 [l g

< cf
1o llop Il ¢ lm.q

En d’autres termes,

” v “m,p ” ¥ “m,q’ st v € W (Bn)

lv - () vll_,,, < { . n
? [ollopll#llmg» st veELP(R)

LEMME 8.8 Sous les hypothéses du Lemme 8.7. On suppose de plus que la fonction
cut-off € vérifie Uhypothése Hp(r). Alors, il existe une constante C = C(a,T,&) >
0 indépendante de h et € telle que l'on ait, d’une part, pour toute fonction v €
WeP(R"), £ € W™ (R"), p = max(m,r), m>0,r>2, 1<p<oco

h m
o= o loy < { ol + (2) ol b 0sesT
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d’autre part, pour toute fonction v € WP?(IR"), ¢ € WO(R™), p = max(£, r —{),
TZ2;eST—n; ]-SPSOO

” v = H:(t) v Ill—r,p S C {67‘] v Il,p + hT"e“ v "r—-l,p} ’ 0 S t< T

Démonstration. La premiere assertion est classique (voir P.A. Raviart(1987)

[60]). On démontrera la seconde. On peut écrire
v—TF v = (v—v*& )+ (v—TI"(t)v) * &,
D’aprés le Lemme 8.4, Vv € W (R"),£<r,r>21<p< o0
lo—v*&ell,_,, < Celv ],
D’apres les Lemmes 8.5 et Lemme 8.7, Vv € W ?(R"), r —£{>n,1<p< o0

(v - @)v) *&ll,_,, < Cillo -],
< G|

r—£,p

On en déduit donc le résultat cherché. n

LEMME 8.9 Si f € W™ (R*)NW™>(R"), avec | f|;, < ¢k, 0 < k < m,
1<p<L et

FEMf= ¥ vf(e,)8(z—g,) (240)
e Z™
Alors, on peut écrire de la maniére suivante:
F=F =%+ X X (241)
1<k<m - .

ol Ao € LY(R"), |M0||0,q < Ch™cp, Vi<g<p<
Ak € 0k,p7 [Ak ]—k,p S Chmc‘m—k, 1 S k S m

Démonstration. En effet, pour toute fonction ¢ € D(IR"), on a en vertu du

Lemme 8.6

| <f=Fre>| = | [pfodi— & B(f0) ()
MY/ A -
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< Ch™ fln, = Cib™

Z C'l;am—kfak(p

0<k<m

0,1

< Czhm{"amf“o,qnﬁouo,q'"l’ E |am_kf|0,p|3k‘p‘0,p‘}

1<k<m

1<k<m

S CZ R™ {Iflm,qlcplo,q' + Z lf Im—k,p "P |k7P‘}

D’apres le Lemme 8.1, on obtient le résultat cherché. .






Chapitre 9

Analyse numérique de la méthode

de vortex

Nous abordons dans ce chapitre I’étude de la
résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode
particulaire basée sur une méthode de décomposition:
la convection est traitée par la méme méthode de vor-
tex que dans le cas non visqueux étudié au chapitre 2,
tandis que la diffusion est résolue par une technique
de régularisation produisant une diffusion numérique qui
permet de simuler la vraie diffusion physique, avec une
réinitialisation de la distribution de particules. En-
suite, on se consacre & ’analyse mathématique de cette
méthode grace & I’étude de I’extension de ’approximation B
particulaire que I'on a faite au chapitre précédent. On
analyse d’une part les diverses sortes d’erreurs dues aux
différentes approximations, on établit d’autre part les
lemmes de consistance et de stabilité. Enfin, on obtiendra

le théoréme de convergence ayant recours a une technique

due & G.H. Cottet (1988).

141
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Ce chapitre est consacré a ’analyse numérique de la méthode particulaire
pour simuler les écoulements d’un fluide imcompressible visqueur a grand nombre
de Reynolds

9.1 Description de la méthode. Résultat princi-
pal

La méthode que ’on va introduire est basée sur la méthode de décomposition

en temps.

9.1.1 Notations

On introduit avant tout quelques notations que ’on va utiliser dans la suite.
On désigne par S” () wo, la solution w (+,t) des équations de Navier-Stokes sous la

formulation en vitesse-tourbillon:

ow

m—-{—(u«V)w—vAw =0, te€ R, t>0 (242)
(NS) u = Kxw,ze R (243)
w(0) = wo, z€IR’ (244)
ou v est la wiscosité cinématique et K est le noyau de Green en dimension d = 2
défini par

K=(_2—i21a§ﬂ z=(z,2,) € R? (245)

On note .
w(,t) = S(t)wo (246)
u(-,t) = K=*5(t)wo (247)

On désigne ensuite par E (t)wo, la solution des équations d’Euler , correspondantes

au cas ou v = 0 dans (INS):

%—L:+(u~V)w = 0, te€R*t>0 (248)

(E) v = Kxw, z€R? (249)
w(,0) = wo, ze€ R? - (250)
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et on note

wp(,t) = E(f)wo = wo(X(0;-,1)) (251)
ug(-,t) = K*xE()wo = Kxwo(X(0;-,1)) (252)
ou t — X (t;€,s) est la courbe caractéristique , passant par £ au temps s , as-

sociée au champ de vitesse u (z,t), c’est-a-dire, la solution du systéeme d’équations
p 9 b 2

différentielles ordinaires suivantes:

%X(t;{,s) = u(X(t6,8),t), t,s>0, ¢elR (253)

X(S;éas) = €> 3>0a €€B2 (254)

Le Jacobien de la transformation ¢ — z = X (t;£,s) est défini par

J(t;€,5) = det (2&(%6,8)) (255)
9¢;
Par ailleurs, on désigne par H" (t) wo, la solution de I’ équation de la chaleur :
(H”) g—‘:-mw =0, zeR,t>0 (256)
w(,0) = wy, z€IR? (257)

et on a la représentation intégrale suivante de la solution
wy (-,t) = H" (t)wo =T (-;vt) xwp (258)

ou I'(z;t) est la solution élémentaire appelée aussi le noyau de lopérateur de la

chaleur

T(z3t) = —71r—exp (_ﬂ) (250)
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9.1.2 Description de la méthode de vortex

Dans ce paragraphe, on présente un algorithme particulaire et une technique
pour traiter le terme de diffusion visqueuse des équations de Navier-Stokes. Soit

h > 0, on pose pour tout entier p = (py,p;) € Z*
B, = {z]z=(z1,72) € R?, (p; = 1/2)h<z; < (p; +1/2)h,i=1,2}
g, = ph= (pih,p2h)

On commence par noter

W (-,0) =wh(z)= > adé(z—zl) (260)
p€Z2
ou
T = T (261)
o = Kuw(z,), peZ’ (262)

On se donne 7 > 0 et suppose connue
W ta)= Y, ofb(z —zp) (263)
peZ2
approximation particulaire de w (+,t,) au temps t = n 7. En supposant de plus que

la fonction cut-off € vérifie les propriétés Hg(r) pour tout entier r > 2:

ijzﬁ(w)dw = 1 (264)

/sz"é(x)da: =0, 1<l|o|<r—1,aeN? (265)

Hy(r)  [plal €@)]de < +oo (266)
[ i@ = a#0, 2= (o1,2) € B (267)

Jpalel'1€(@) 1de < +oo

avec
0, T
£z = (5) (268)
ou le parametre de régularisation € > 0 vérifie
VT = %cl € (269)

on en déduit (wh (- tng1),ul (- ,tn+1)) de la maniere suivante:
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(i) étape de convection :

(ii)

Puisque
Wt (1) = > a6 (z—z,)
veZ?
ol z, est la position de la particule p € Z? au temps ¢, aprés une réinitialisation
de distribution de particules, et ay est son poids. On résout i partir de cela,
comme dans le cas fluide parfait, les équations d’Euler sur Dintervalle

t € [tn;tnt1] ou bien s € (0,7), t = t,, + s par la méthode de vortex:

h .t
LECDL) | (i Dpah(tats) = 0,26 B (0,7)

Os
(E") wﬁ- (ta+0) = Wb (-,tn), z€ R’
uh = K, * Wi

Cette solution s’écrit explicitement au temps o1 =t +7

N 7) def E, (1) (- ) = Z azé(z — x;‘"'l) (270)
veZ?
ou ’on note
ot =23 (1) = X (ta + T 2, 1) (271)

p
et s — X*"(s:z,) Lf xh (tn + s;52p,t,) est la solution du systéme suivant
d’équations différentielles ordinaires sur l'intervalle s € (0, 7):

d

I,\'h'"(s;xp) = Y oK. (Xh'"(s;:cp) — X (s; xq)) (272)
: 7
g€
X"0;z,) = (273)

En d’autres termes, on ne bouge dans [’étape de convection que les particules

sans changer leur poids au cours du temps.

étape de diffusion :
On régularise I’approximation particulaire &"(- ,t,) = Ex(7)wh(-,t,) avec une

fonction cut-off £, en posant

Wy tag1) = € xDP( 1) (274)

Si I’on prend le noyau de 'opérateur de la chaleur avec ¢ = \/VT comme une

fonction cut-off, ( 274) est exactement la solution de ’équation de diffusion.
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Or on peut choisir ici une telle fonction vérifiant Hz(r) comme fonction cut-off

et on démontrera plus loin que
lw* & — H'(r)w| < Clwlyg e’

Cela veut dire que I'on peut utiliser la diffusion numérique produite dans
I’étape de régularisation pour simuler la vraie diffusion physique avec une
précision satisfaisante. Enfin, on obtient les approximations particulaires de
(w(-t), u(-t)) au temps tn41 = t, + 7 en réinitialisant une distribution de

particules aux points z, a partir de la fin de wh:

W (tap) = Y, oftlé(z —z,) (275)
peZ?
ou
oftt = K (zy, tat) (276)
WP (s tar1) = Kex (L tagn) = D odV'Ko(z — z) (277)
veZ?

Autrement dit, on modifie dans ’étape de diffusion les poids des particules

avec une réinitialisation de la distribution des particules.

De facon formelle, notons I1*, H. et H; les opérateurs tels que

P (rtasr) E T (o) = () (& * Ba(T) (- tnan)
E (I (r) He(r)) Ea(r)eh (1) & Hu(r) Ba(r) " (-, ta)

c’est-a-dire:
Hy (1) = I*(7) He(7) (278)

Rappellons que A.J. Chorin(1973) [19] a proposé une méthode de marche aléatoire
(le modeéle de la marche au hasard) ou des particules bougent avec une vitesse
différente, K, * w + 1, ol 7 est une variable aléatoire bruit blanc centrée , de vari-
ance 2v, introduite pour modéliser le phénomeéne d’un mouvement Brownien'. Sa
précision est liée au choix de la variable aléatoire n et demande un grand nombre
de particules afin d’obtenir une résolution acceptable. G.H. Cottet & S. Mas-

Gallic(1984) [26] ont introduit une méthode de vortexr déterministe basée sur la

L Robert Brown, né i Montrose, Ecosse, le 21 décembre 1773 et mort @ Londres le 10 juin 1858.
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méthode de splitting. Elle consiste & traiter le terme de convection par une méthode
particulaire , tandis que le terme de diffusion est résolu de maniére explicite dans
laquelle le noyau de la chaleur se choisit comme une fonction cut-off en jouant un
dou’ble réle. Un inconvénient commun des schémas lagrangiens est que les éléments
du calcul souffrent des effets d’extréme distorsion apres un certain nombre de pas de
temps, comme I’a fait remarquer Van Dommenlem & Shen (1977) [68]. La dis-
torsion empire lorsque le schéma est appliqué au cas tridimensionnel. Afin d’éviter
ce genre de distorsion, on utilise ici une technique de la réinitialisation de la dis-
tribution de particules qui a été proposée par H.N. Najm (1993) [56]. Brenier
& Cottet (1992) [14] définissent une technique de méme nature mais les points
de réinitialisation sont tous distribués de maniére aléatoire. Ceci leur permet de

montrer la convergence dans le cas ol wy est seulement 3 support borné.

En pratique, on utilise une méthode de couplage particules-grille dont le dia-

gramme est le suivant:

Particules Grille
B —A e UG
* sepx4
(2
| * curlg
Ky -—— U
mrk4+

A
(XB+1 ’ag) —_— (_]‘lél"'lfz,mlgH-I/Z)

n+1 | |
(Dp+<

Q(B+l,ap“"1)

FIGURE 9.1 Schéma VIC avec splitting pour les équations de NS
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9.1.3 Résultat de convergence

Enongons notre résultat principal:

THEOREME 9.1 Soit wo € W™ (RN W™>®(IR?). Supposons de plus qu’il existe
des constantes positives ¢y et s > 0 telles que les paramétres de discrétisation satis-

fassent

h<ce™, wvr= —;-clez (279)

ou la constante ¢; est définie dans Hg(r). Soit m > 4 tel que
e <evr

et £ € W™ (IR?) vérifiant les conditions Hy (r) avec r = 2. Alors,il existe une

constante C = C(wp) > 0 indépendante de €, h et T telle que

[(u=u*) ()], < C (& +vr+hm™) < ewr, t€[0,7], p €200

h

ou u , w sont solutions du probléeme (NS) et u* , w* sont celles de la méthode de

vortex correspondante. .

REMARQUE 9.1 On remarque que

(1) L’ezposant r du terme €" est induit par ’étape de régularisation;
(11) Le terme vt vient de la méthode de décomposition en temps;

(iii) Le terme h™e'™™ vient de la discrétisation associée d la formule de quadrature.

REMARQUE 9.2 Cette estimation d’erreur nous montre comment choisir la distance

interparticulaire h en fonction du pas de la grille €. En effet, pour avoir une esti-

r—=1

mation d’erreur optimale en (O(e"), il faut choisir: h = O (51"‘ ™ ) .
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9.2 Résultats préliminaires

Il est commode pour ’analyse numérique de séparer les erreurs provenant
d’une part de la régularisation et de la décomposition de I’équation, d’autre part de

l’approzimation particulaire.

9.2.1 Erreur de régularisation

Dans cette section, on étudie I’erreur de régularisation. Comme le noyau K
n’est pas continu et qu’il a une singularité autour du point = 0, il est nécessaire
de le régulariser par une fonction cut-off £ vérifiant les propiétés Hg(r) pour tout

entier r > 2:

Jpré@de = 1
Hp(r)  [p.e"€(@)do
/R” |z|"|€(2) |dz < +o0

0, lglalsr—laaewn

K
A!

- -

o - = —

FIGURE 9.2 Noyau régularisé K,

Ve > 0, appelé parametre de régularisation, on désigne par K, le noyau régularisé

K. = K=x¢. (280)
o &l@) = eTe(S). (281)
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On rassemble ici quelques propriétés du noyau K ainsi que du noyau régularisé
K.:

LEMME 9.1 (i) Soit T € L*(R")NL* (IR"), alors

1K * Tllyo < € (ITllos + 1T Nlo,00 )

(ii) (Théoréme de Calderon ?): Soit T € L? (IR") pour p €]1, 00|, alors

K+ T}, < CliTlo,

(iii) (Inégalité de Sobolev ): Soit T € L? (IR™) avec 1 < ¢ < n, alors
K T € L? (IR™) pour p tel que

IK*Tll, < CliTllo, 1/p=1/g—1/n

(iv) Soient T € LI(IR"™) avec 1 < ¢ < n et £ € Wk (R") AW > (IR") avec
kE>0. Alors K. x T € WF? (IR") pour tout p vérifiant 1/p < 1/q—1/n et

K. * le,p < Ce—(k+a)l|T||o,q7 a=n(l/qg-1/p)—1

(v) Soient T € LP (IR™), p €]1,00[ et £ € WF-L1(IR™), k > 1. Alors
K.xT € WkP(IR") et

K. * le,p < Cel_k” T ||O,p

(vi) Soient T € 9,,, aveem > 1,1 <p< oo eté € W™ LY(R"), k> 0. Alors

|K€ * le,p S C 6l—m—k[T']—m,p

(vii) Sous les hypothéses Hg (r) avec r > 2, on a pour tout 1 < p < oo:

(K. -K)*T|,, < C¢ (IITIIM + IITll,,oo) , 5t T € WHH(R")NW™>(RR")
(K. —K)*T|l,, < Ce||T|| si T € W=L?(R")

— r—1,p?

2 Albert-Pedro Caldéron, né en 1920. -
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Démonstration. La démonstration des assertions (i)-(iii) sont classiques (voir
F.J. Mc Grath (1968) [54] et L. Bers, F. John & M. Schechter (1964) [7], par
exemple). G.H. Cottet (1987) [22] donne la démonstration des assertions (iv) et

(vi) pour k =0, et on peut la généraliser dans le cas général:
Pour T' € LY(IR") avec 1 < q < n, on a pour tout k > 0 et pour tout p tel que
1/p<1/q—1/n
0°(K.+T) = 9% x(K+T), Be N", |B| =k
D’apres l’inégalité de Sobolev

”K*T"o,p' SC”T”o,q’ 1/P1=1/q—1/na 1<qg<n

et linégalité de Young, on obtient

| (KexT) o, = 110°6x (K+T)|,,
< N &g, 1K+ Tl

< CliTlogI10°& Mo,

oul/r=1/p—1/p +1=1/p—1/qg+1/n+1.
Comme
P (2) = (eE(2) = V(8% ¢) ()
0%l = =B~ ¢,

En prenant
a=n/r"=n(l-1/r)=n(l/g-1/p) -1

on a immédiatement

I K5 *T Ik,p < Ce_(k+a) Ié Ik,r ” T ”0,q

De la méme fagon, en vertu de I’inégalité de Younget du théoréme de Calderon,
on obtient Vk > 1, £ € W51 (R™)

|KexT|,, = Z |8‘6§5*6(K*T)|0,p

Ipl=h—1

< X 18P, 10(K=T)|y,
IBl=h—1

< Cet* Il ¢ ”k—l,l | T ”o,p
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Pour T € ¥,,,, m>1,1 < p < oo, on peut écrire

0 0
T=-— 8"fi) + o ( 6“’f3)
0z, (0$|a|25:m—1 Oz, OSIOEm—l
avec

”f;z “0,p —<-C[T]-m,p, Z=1,2
Par conséquent,on a Vk >0, 8€ IN*, |B| =k
2
FPEK+T)=> %IS* ( 3 a°+ﬁg¢*f;)
i=1 9%i  \oglal<m—1

de sorte que I’on a d’aprés le théoréme de Calderon:

|K.xT|,, < C > [0+ fello,

0<]a|<m~-1
< C Y N0 oall falloyp
0<]a|<m~-1
< Csl-m—k|€Ik+m—l,1[T]—m,p' .

On introduit maintenant le probleme auxiliaire suivant:

%meV-(uewe) =0, z € R? (282)
(Ec) we(,0) = wy, z€R (283)
ue = Ko*xw, (284)
En notant
we(+,1) = Ee(t)wo (285)

on peut obtenir le résultat suivant pour les équations d’Euler (voir G.H. Cot-
tet(1988) [24]):

LEMME 9.2 Sous les hypothéses Hg(r) avec r > 2, on suppose de plus que
wy € W™ (R*) W™ (IR?) avec m > r. Alors il existe une constante C > 0 telle
que pour tout t € [0, 7]

198 (3 8) oy + 198 (4 8) o < C
19 (4 8) g + 190 () e < C
| (g =) (28)llo, S CE, 2<p< +oo
lws—w) (B, < Cc, 1Sp<+oo, 0<k<m. m
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9.2.2 Erreur de splitting

Comme notre méthode particulaire est basée sur une méthode de décomposition
en temps (méthode de splitting ), on rappelle ci-dessous le principe de la méthode de

splitting .

On considere de fagon générale et formelle le systéme suivant:

‘2—;‘+Au+Bu =0, te(0,7T) (286)
u(0) = wu (287)

ou A, B sont deux opérateurs * linéaires ou non. On a la solution explicite
u(t) = uge tA+BE) (288)

Soient 7 > 0 le pas de temps et t, = n7 € (0,T). On résout d’abord le systeme

d
—%1- +Au; = 0, te(0,7) (289)
u1(0) = wug (290)
en notant
ull? = uy(7)
et puis on résout le systéme
dUQ
up(0) = wl/? (292)
de sorte que l’on ait
uy(7) = u?e”™B = yge~T4e "B (293)

D’apres la formule de Taylor , on peut vérifier aisément que

(—r4+B) _ g-ra—rp _ | F(AB=BA)+O(°) = O(r?), si AB# BA
0, si AB = BA

3La méthode peut s’étendre au cas d’une décomposition finie quelconque. -
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Supposons que ’on connaisse u”, approximation de u a l’instant ¢, = n7, on
détermine alors u™*!, approximation de u & linstant t,4; = (n + 1)7 € (0,T), en

deux étapes: on considere d’abord la premiére partie de I’équation ( 286
P q

|
+
g
|

0, t € (tnytn+7) (294)
u(tn) = u” (295)

en notant

et puis on considére la seconde partie de ’équation

% + Bu, = 0, t € (tn,tn+7) (296)
up(ty) = u"ti/? (297)
On prend alors
ut =yt +7) = utV2%eTB = yre4e P (298)
et finalement, on trouve
wltngr) — ™ = u(t,)eTAHE) _ynemAeTB

— (u(tn) _ un) e—TAe—TB +
U,(tn) (e—‘r(A+B) _ e—‘rAe—TB)
— (u(O) _ uo) e~ (n+1)7A —(n+1)7B +

n

Z u(tn_k)e—kTAe—ka (e-—r(A+B) _ e—TAe—TB)
k=0

= O(7), T—0

L’intérét de la méthode de décomposition en temps que I’on vient d’esquisser est que
chacun des systémes peut étre intégré explicitement, il est alors concevable que 'on
puisse ainsi obtenir des estimations a priori plus fines que celles que 'on pourrait

obtenir directement sans décomposition.

On applique maintenant la méthode de décomposition en temps aux €quations
de Navier-Stokes et on a l’estimation a priori suivante (voir J.T. Beale & A.
Majda (1981) [6] ou G.H. Cottet & S. Mas-Gallic [25]): -
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LEMME 9.3 Soient wo € W3 (R*)NW3= (IR?) et T > 0. Alors, il eziste une

constante C = C(T) > 0, indépendante de v et t telle que

1(S*(®) = H” (2) E(#)) wolly,, < Cvt* (llwollsy + lwolls,) » ¢ € [0,T],p € [1, 0]

En remarquant que
(5*(t) = H*()Ee())wo = (S*(t) — H'()E(t))wo + H*(t) (E(t) — Ex(t)) wo

on a alors d’aprés les Lemme 9.3 et Lemme 9.2

LEMME 9.4 Sous les hypothéses du Lemme 9.2 avec m > max(r,3), i eziste alors
une constante C = C(wo) > 0 indépendante de € et h telle que pour tout entier
k>0

1(8*(t) = B () Ee(®)) woll b, < C(vt2+€"), pell o0
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9.2.3 Erreur sur la diffusion

Grace a la méthode de splitting, on peut décomposer les équations de Navier-
Stokes en d’une part les équations d’Fuler (comme dans le cas non visqueux déja

étudié dans la premiére partie) et d’autre part 1'équation de la chaleur.
Etudions maintenant la consistance de l’opérateur discret, H, (7), approché de

Iopérateur de la chaleur H” (7). On a le Lemme suivant:

LEMME 9.5 Soit la fonction cut-off ¢ € WH(IR?), paire et vérifiant
/R2 (z)dr = 1,
/R2z? () = a#0, i=1,2 z=/(z,2;) € R?
e 7l"€(@)dz < +oo

Supposons que .

VT = “'0152

2

Alors il existe une constante C > 0 indépendante de € et de h telle que l’on ait pour
toute fonction w € WP (IR?) avec 1 < p < +00

| {He(r) = H (1)} wllo, < Cv7)llwlly,
Démonstration. En effet, on écrit
{H () - H'("}w = w*f, —wtw-H'(T)w

Pour w assez régulier, d’une part, on peut vérifier en utilisant la formule de Taylor .

avec reste intégral
<w—wsc><z = [ (#(@) = w(v)eelz — y)dy
(0) [ (0 — 2)ec(a — v)dy
- =T /0 -0 [ Do+ tly = )y — 2) (e — y)dyt
= Laettufe) - — [EET 5 s (e8] (0

(7' - 1)‘ Y tr |a|=r

Il

|
t\')lv—'
Wl
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d’ou on tire pour r = 4

“w *x & — (w+ %clezAw)

IN

1 1 (1 — )1 N .
(7' - 1)! L t"') Z |A°’|”a w”O,p”x §t€”0,1

0,p |la|=r

< ae|wl,,

avec

cl=/_132$?€($)dw750, 1=1,% <=(z1,7,) € R’

D’autre part, comme
H' (t)w = T(vr) *xw

et en remarquant que
I(z;t) > 0
/IRZ [(5t)dz = 1
/JR2 wl(5t) = 0, i=1,2
/B2 0(t)de = 2t
/R2 z1zoI(5t)dz = 0
on trouve alors
IH (w ~(w+vTAw) |lo, < es(v 7)*| A%,

Si ’on prend
VT = =C1 €

on a finalement

lo* & = H*(T)wlly, < O (v7)* |lw]ly,
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9.2.4 Résultats préliminaires

En ce qui concerne les solutions des équations d’Euler et de Navier-Stokes, on
rappelle d’abord certains résultats de stabilité (voir, par exemple, F.J. McGrath
(1968)[54], J.T. Beale & A. Majda (1981)[6]):

LEMME 9.6 Soient wo € W* (RY)\W** (IR?) avec k > 0 et T > 0. Alors, il
ezxiste une constante C = C(T') > 0 telle que I’on ait pour tout t € (0,T)
| E@)wo iy + I EQ ol < C (ol + llwo leeo)
I5* (@) iy + 118" @ wollie < C (o lleg + w0l ) .

LEMME 9.7 Soient wo, € W2 (R®)NW?* (R?) et T > 0. Alors, il existe une
constante C = C(T) > 0 indépendante de v et de t € [0,T) telle que

I (8°(t) = E (%)) wollp, < C vt ([lwollyy + lwollpe ) » VP € [1,00] .
En notant
O (1) = H)E(t)wo = H(7)Ee(7) @ (-t —7) (299)
te(-,t) = Ke*x@(,1) (300)

et en remarquant
(W=@) (1) = (§(t) — H'(R)Ee(t)) wo + (H*(¢) — He(t)) we (1)  (301)
(u—1t) (1) = K#(w—0&)(1) + (K —-Ke) (1) (302)

on a finalement d’apres les Lemme 9.4, Lemme 9.5 et Lemme 9.1, Lemme 9.2

THEOREME 9.2 Soient la fonction cut-off ¢ € W*'(IR®) vérifiant les propriétés
Hi(r) avec r =2, wy € W™H(IR)) W™ (IR?) avec m > 4. Supposons de plus

1 2
VT = =1 €
2

Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de € telle que l’on az"t
[(v=a) () llo, < Cvr, t€0,7], p€[2,00]
”(w_[bs)('?t) ”—m,p < CVTa te [OaT]>pe [1,00]
”‘:’e('at) “m,l + ”‘:’e("t) ”m,oo < C
ot u , w sont solutions du probléme (E) et 4. , & sont définis dans ( 299)( 300). =
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9.3 Démonstration du théoréme de la conver-

gence

9.3.1 Introduction

- En utilisant les notations que I’on a introduites dans les paragraphes précédents,

on peut diviser I’erreur de la méthode sur tourbillon en deux parties:
(0= ") Crtwr) = @=G)(rtasa) + @ —P)(rtgn)  (303)
ou

(W =) (tnp1) = S(1)w(,tn) = He(7) Ee(T)e(-, t) (304)
(@ = ") (s tap1) = Ho(r)E(1)4(-,tn) — T (r) Ho(r) Ea(7)w (-, 1) (305)

Tout d’abord, on a d’aprés le Théoréeme 9.2
” (w - C‘}e ) (',tn+1) “o,p < CVT) te [O’T]a pPE [1’ oo] (306)
il ne nous reste qu’a étudier 'erreur (&, — w")(-,¢,41). On récrit ici

(@ — wh)(‘>tn+l) = H(7)E(T)2c(-tn) — Hh(T)He(T)Eh(T)“’h("tn)
= (H(r) - Hh(T)He(T))Es(T)G’s(’a tn) +
I (7) Ho(7) (Ee(T)@e(-, 1) — Ep(r)wh(,t,))  (307)

On va utiliser dans notre cas une technique de G.H. Cottet (1988) [24] afin

d’achever la démonstration du résultat de convergence.
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9.3.2 Lemme de stabilité

On s’intéresse d’abord 2 la stabilité de l’opérateur discret
My (1) = I*(r) He(7)

et on énonce le Lemme suivant:

LEMME 9.8 Sous les hypothéses du Théoréme 9.1, on peut écrire pout toute distri-
bution w € ¥, aveck <m,1 <p< oo

Ha(r)w = Ao+‘f} A (308)
=1
ol
[Aollo, < cre*[w],,, X €LI(R?),V1<qg<p< oo
ALy < { (o Melup N0 1212k
cte ™ [w] i, Ai € Vip, k+1<i<m

Démonstration. En effet, Vo € W*?" (IR?) aveck < met 1/p+1/p* =1

<HMW), > = ¥ R(wrk-9) (@)

veZ?
= (pezzz R (w * & - ) (zp) — /R2 (w* &) (x)ga(x)dx)
+ /m2 (wt) (2)p(2)de & I + I (309)

D’une part, comme w = 31 ¢joi<k 0%9as 9o € LP(R?%), avec 1 <k <m,1 < p<
et1/p+1/p* =1

Bl = | [ @r&) @) (@)do

= | <w*b,p> | = | <w,px&> |

< Z 0%gaspx & >| < Z | < 9o, 0% p x & > |

1<al<k 1<lal<k
k
< Y Ngallop 10°@llope lEcllor = D (Z ll9alo,5 ||3°’<P||o,p-)
1<ol<k i=1 \al=i

IA

k 1/p 1/p*
) (Z Hgallz,,,) (Z 116 g,p_)
Jor|=1 _

=1 |a|=i
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et donc .
| IO I S E [w]-i'pl(Pli,p‘ (310)
=1
D’autre part,on a pour m > 2, k <met 1< q<p< oo en vertu des Lemme 8.6 et
Lemme 8.5
L] = | X R (@rb-9) (@) = [po (@) (@)p(2)de
peZ?®
< Ch™Mw ¢, - ‘le,1 < ChR™ Z Crin |07 (w* &, ) & |0,1

=0

< Cchr (:w*@lm,qlsoxo,q.+z C;Iw*felm_i,plsoli,p->

i=1

M\™ [ _ N i e
=1
M\ ™ _ N i i
< ¢(2) o (M obr + £ G0l
=1

d’oli 'on déduit en remarquant que A™e™™ < ¢ lorsque m > 2

< Ha(r)(w), ¢ >|

k m
< {cTe"‘ [Plogr + (1 +e7e™*) 3 [l pe + ere™* 37 ISOL;,,-} [w]_kp (311)
=1 i=k+1

Par conséquent, on obtient grace au Lemme 8.9

Hh (T)w = /\0 +Z/\’
1=1
avec

olle, < ere™[w] do € LI(R?), V1< ¢<p< oo

_k’p’
D] (14 cTe™k) (W] it A €Dip, 1<:<k% -
1 . . u
o creFlw]_, ., A€y,  k+1<i<m

REMARQUE 9.3 Pour toute fonction w € LP(IR?) avec 1 < p < 0o, on a également

Hh(T)w = )\Q-I-EA,

=1
avec

[Xollo, < (L+er)|wllo, Ao €L (R),V1<g¢<p< oo
[Ail, < erefwll,, A€V,  1<i<m .
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9.3.3 Démonstration du théoréme

On pose maintenant

m+1

Tf = sup{te OIL e+ 3 SO S M| (B12)
k=2

en = (@D —wM)(,t) (313)

et on démontre le résultat de stabilité suivant

LEMME 9.9 Sous les hypothéses du Théoréme 9.1. Vn tel que t, < TY, on peut

écrire
h o \h
e, = /\O,n_l_ Z)‘k,n
k=1
ot ,\{;’” € LI(IR?) et \p €Y1, 1 <k <m, 1< g<p< oo et tel que si l'on note
h, 1 = yhs m—
yo = A" loge™ " + 2 Nk e™
k=1
alors il eziste une constante C > 0 indépendante de Ty, h et ¢ telle que ’on ait
Yn < CA™

par conséquent,

(@ = u")( tasi)llo, < Cih™e'™™

Démonstration. On va montrer ce résultat par récurrence en estimant e,.; en
fonction de e,. )
(1). Comme f = H.(7)E. ()%, € W™P(IR?) et |fl;, < ci, on peut écrire en vertu

du Lemme 8.9

(Ho(r) = TMr)Ho(7)) Be(m)oe(ta) = 3 o0+ (314)
=0
avec
166" o, < Ch™em,  pe™ € LY(IR?)

[P, S Ch™emei, pi™ €9, 1<i<m (315)
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(2). Puisque lerreur produite dans I’étape d’Euler

9u(tn+8) = E.(s)@e(-,t,) — EMs)wh(-,t,)

satisfait le systéme suivant

0
5o+ (W Vg = (W= 1) V)a,

9u(stn) = @e(vytn) — WP(- tn)

ﬂe_uh = Ke*gw

par hypothese de récurrence, on suppose l’erreur de discretisation au temps ¢, = nr

en = @e(sytn) —wh(-yta) = 3 ART (316)

k=0

avec \p™ € LI(IR?) et \'™ € ¥y, pour 1 < k < m, on peut alors écrire pour tout
s€0,7]

E.(8)Ze(-1tn) — Ba(s)(: Za L8)+ B (,s)  (317)

ot af™(-, s s) et 3%"(-.s) sont respectivement solutions des problemes:

2apt+ (uh-V)af™ = 0, s € (0,7)
a]l:n('vo) = ’\}l:’n

et
23T+ V)P = (W) V)E, s€(0,7)
B (,0) = 0 }

On est alors dans la situation du lemme 8.3 et on peut écrire pour chaque 0 < k < m

"(hs) = Y apr(hs),  s€0,7] (318)

0<£<k

ou ako(s) € LY(R*), k>0et aZ? 8) €y, 1 <L <k <m avec
llo (- $) < (14 en)Ag o, (319)

k
- h,n - h,n "
e Mokg (), + 2o lani (o, < (1+en) A", 1<Sk<m
=1 -
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Par conséquent, on a

m— h,n - h,n
e™ Hlaog o, < (L+en)e™ A" o
m— m— - h,n
et ll, +e™ M erll_y, < (I+en)e™ AT,
m— M - h, m— h,n
™|y llo, +€ l[ak,1]_1,p+"‘+5m Mlokily, < Q+en)e™ N,

2<k<m (320)

D’autre part,

(" = Ge) - V@ (ot + 8) (s tn+ )y, = IV ((WF = B)@e) (otn + 9

C”u uE"O,p

IN

et donc B*"(-,s) € 9, , avec

BNosp S C [ M@= w)Cota+ p)lo,dp (321)
Comme
(e —uM)(-,tn +5) = K. *(E (8)e(- tn) — En(s)w" (-, tn))

= ZZK *a (s )+ K. *Bh"()

k=0¢=0

on a d’apres lemme 9.1

m k
68 = Bt oy € 33N # 0l + K+ 8475, (322)
< cokina ), +ane -‘Z[az;%s L+ eenlB (),

Si ’on note

yrp(s) = sm"lillaﬁ:g llog +Zs "Z[a (s)]_,, + e™ 1B (s)]_1(323)

k=0

orn obtient alors en vertu de ( 320)-( 322)

V() S (1 +er)ia+C [ 4R(o)dp s €(0,7) (324)
ye(0) = yn
d’ou ’on tire selon I'inégalité de Gronwall

yp(s) < (1+cT)yn, Vse[0,7] - (325)
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(3). Rappelons que
ent1 = (Ho(r) = I*M(7)H(T))E(T)@(-, 1)
+ Ha(7) (Be(r)e(> t) — Ea(T)oh (-, )
= Z p?,n+1 + Hh(T) (ES(T)‘:’e(', tn) - Eh(T)wh('a tn))

Comme
m k
Hu(7) (Be(7)@: (-, tn) — En(r)h(-, tn)) = Ha(r) (,; ; agr(r) + ﬂ"’"(T))
m m m k
= HA(T)BY + 3 Ha(r)ens + Ha(r) Yo ot + 303 Ha(r)efy (326)
k=0 k=1 k=2¢=2

on peut écrire d’apres le Lemme 9.8

Hh(‘r)ﬂh’n = Z/\o,i, /\o,o (S Lq(R2), /\0,,‘ € 19,',1,, 1<:<m

=0
Hu(T)aps = Y Meoss Moo € LI(IR?), Ao € Uipy 1 <4 <m,0 <k <m (327)
=0
Hh(T)aZ:;l = ZAk,l,i) /\k,l,O € LQ(R2)7 /\k,l,i € 19i,p) 1 S 1 S m, 1 _<_ k S m
=0
Ha(r)agy = 3 Meeir Akgo € LI(R?), Apyy € Vipy 1 <2<m, 2<L<k<m
=0
avec
Moollo, < ere*[B™]_,,
[fodl_y, < Q4en)[B]_,,
Poil_i, < ere ], 2<i<m
Peoollo, < (1+er)llakgll,,,  0<k<m
7 h,n .
Proil_y, < erelllogglly, 1<i<m, 0<k<m
- h,n
Aesollo, < ere™[egl]_, 1<k<m (328)
Prialoy, < (T4er)[eph 1 1<k<m
t— h,n .
Peily, < ere™agT], 1<i<m, 1<k<m
Megollo, < cre™” [aﬁ:?]_e’p, 2<i<k<m
Peed iy < (tere™) o] ,,, 1<i<62<L<k<m
Peeddip < cre™ oy, (+1<i<m, 2<L<k<m
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En notant

ent1 = @e('stn41) — wh ytnt1) = Z ’\h m (329)
k=0

m m m k
)‘g,n+1 = pg’""'l + Xoo + Z ko0 + z Aka0 + E Z Ak,0

k=0 k=1 k_2£._2
/\iz,n+1 = h"+1+/\01+2/\k01+Z/\k11+22’\k#1 (330)
k=0 k_.2£._
/\?,n+l = hn+1-}-Ao,+zx\ko,+zkk1,z+zz/\klza QSZSm
k=21(=2

on trouve en vertu de ( 330) et ( 328)

em— h,n m_m-— h,n m—
0™ oy < k™™ Mg ™ o, + (1 +¢7)e IZH% llog
k=0

R Las TS > I RS 5 SE ST
k=1

k=24=2

6m—1[/\i’:,n+1]_1’p < chmem—l[pil,n-}-l]—l,p + (1 + CT)sm—l {[,Bh'n]—l,p +¢€ Z ||a2”g||0’q}

k=1
m m k
+ (1 +er)e™ Y o L, T (L 4er) SN em ey _e§331)
k=1 k=2 {=2
e, S ehmem T ™, +erem TN B, +ere™ 3 llengll,
k—
+ere™ Y [er] 1, +c7’22€ gy s 2<i<m
k=1 k=2¢=2
et on a finalement en utilisant ( 315),( 331) et ( 326) B
Ynt1 < Ch™+ (1 +cr)yp(s) L CR™+ (14" T)yn (332)

d’ou ’on tire pour tout nr < T]{} <T
Yns1 < (14 1) Flyoh™ < CreTh™
(4). D’ailleurs

m
e —ut = K. * (&, —wh) = S K. * Apntl
k=0 -
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en utilisant le résultat de stabilité suivant A2"*! € LI(IR?) et /\’,:’""'1 €Vkp, 1 <k<
m avec

C E‘.l—m hm

< Ce™pm, 1<k<m

IA

h,
1367 Mo,

h7
[Ak n+1]—k,p

on obtient en vertu du Lemme 9.1
m
~ h, h,
(@ — u™) (o tng)llo, < IKe* Ag™ o, + ; K. * Ae™ o,
m
S C1 ”/\g'vn'l'lllo,q + Z cksl"k[/\z,n'l'l]—k,p
k=1

S C (sl—mhm + Z el-kek—mhm)
k=1

< Cyhmet-m (333)

On peut montrer comme d’habitude que pour un choix approprié de la con-
stante M, on a Tp; = T. .

Pour terminer la démonstration du résultat de convergence, il suffit de re-

grouper les résultats du Théoréme 9.2 et du Lemme 9.9 en remarquant que
(v = ") () = (0= @) Cotnsa) + (e — u*) (- tas)
on obtient finalement
h r m_.1-m
I (u—u )Ho’pSC(s +vr+ A" ) < Cvr.

et la démonstration est achevée. n



Chapitre 10

Méthode couplée particules-grille

et ses applications

Nous terminons cette partie par I'étude des
méthodes de couplage particules-grille pour la résolution
numérique des équations de Navier-Stokes. On décrit
d’abord une méthode VIC sans décomposition basée sur
les techniques de la premiére partie; on étudie ses car-
actéristiques, puis on démontre un résultat de conver-
gence dans le cas linéaire. On lapplique enfin i la
simulation numérique directe des écoulements turbulents
périodiques gérés par les équations de Navier-Stokes qui
a été envisagée par W.D. Henshaw, H.O. Kreiss et
al (1991) en utilisant une méthode pseudo-spectrale et
une méthode de vortex simplement pour les équations
d’Euler. On obtient des premiers résultats satisfaisants
par la méthode de ”vortex-in-cell” pour ce cas test diffi-

cile.

169
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10.1 Mséthode V.I.C. pour les équations de Navier-
Stokes

Dans le chapitre précédent, on a proposé une méthode de vortex pour les

équations de Navier-Stokes & grand nombre de Reynolds(a faible viscosité):

(—;ta—w+(u~V)w—qu =0
v = Kx*xw (334)
U)(’, 0) = Wy
On introduit maintenant une méthode de ”vortex in cell”, basée sur les techniques

de la premiére partie et adaptée au cas visqueux: la méthode de couplage particules-

grille sans splitting d’opérateur consiste & chercher w* de la forme

wh(z,t) = 3 vpwi(t)8(z — zh(t)), avec v, = A (335)
ZZ
pe
solution de
u* = LMWP) (336)

wh(’ao) = wg = vawo(:cp)ﬁ(a: — zp)

ou de maniere équivalente, elle consiste a chercher des fonctions
t— {xh(t),wz’}(t)} dans [0, T] vérifiant le systéme différentiel suivant:

dt zp(t) = LYwp(1),2,(1) = Ieurl(=A7 (Awp(1))))(25), 73(0) = 24(337)

d®) = v ¥ AALOeER), b0 =wls)  (39)
ieZ?®

50 = Tl i3 (339)

w;(t) = Awh(t =

(pi(h(1) (340)

2

(1)

>

[

Sk
Il

Af; = 62fJ (341)

(t) -
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ol on remarque que le traitement de la vitesse reste le méme que dans le cas non
visqueux: la vitesse est calculée par I'intermédiaire de la résolution du probleme de
Neumann pour I’équation de Poisson pour la fonction de courant sur la grille. L’idée

clé de cette méthode est la suivante:

e la connaissance du tourbillon sur la grille va étre utilisée pour calculer le terme

de diffusion;

o leffet de diffusion ne modifie que le poids de particules sans agir sur leur
position; tandis que I'on néglige les effets de viscosité(v = 0), cette méthode
V.LC. est exactement celle décrite au chapitre 2 pour la résolution numérique

des équations d’Euler.

Par rapport au schéma VIC avec splitting illustré dans le chapitre 9, le diagramme

de la méthode VIC sans splitting est le suivant:

Particules Grille

X2 op AR %)
/ sepx4
Aw}f V24
|l curl&
Gyagk Ug

|
mrk4 ¢

& o) UX})

FIGURE 10.1 Schéma VIC sans splitting pour les équations de NS
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Pour I’analyse numérique de cette méthode, on considére d’abord le cas linéaire:

I’équation modele de ”convection-diffusion” suivante

2Lc?+(a'V)a.:—1/A<.u =0

ot
Via =0 (342)
UJ(°, 0) = Wy
et ’approximation corresponde est donc la suivante:
d
:ﬁwp(t) = a(z,(1),1), z,(0) = z, (343)
d
i) = v Alui(Opi(en(0),  wh(0) = wnlz) (344)
j

On commence par vérifier le Lemme suivant:
LEMME 10.1 La méthode de couplage particules-grille a les propriétés suivantes:
(1) (propriété de conservation entre passage particules-grille)
S ((t) = Yoh(t)
j P
(ii) (propriété de conservation)
S vpwh(t) = Y vpwr(0)
P )
(iii) (propriété de stabilité)

S ot @) < 3 vplwh(0)’

Démonstration. En effet, la premiere assertion est évidente selon la définition
( 340). En faisant la somme de ( 344), on a

FEmd0) = vE (Sueielo))

VZJj(t)%Aewj(t) =0
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Par ailleurs, on fait & nouveau la somme de ( 344) en multipliant 2v,wh(t) et on

trouve finalement

% Ywlut) = o ; (}p: va,’:sog-(zp(t))) Awi(t)

= 2v zwj(t)52wj(t) = —21/2(6wj)2 S 0 =

Passons & 1’étude de la convergence de cette méthode. En posant
e(t) = w(zp(t),) —wp(t), €i(0)=0
&) = (eh(t)),.p

on a

d »

9 d
Z0 = Fela )0+ (@ V(0,0 - Suh

= { Auw(ay(t),t) - Z_A;’wj<t>soj(mp<t>>} = vBi(z,(1),8) (345)
i
On peut diviser Perreur de consistance de la maniére suivante:

Wh(ep(0),8) = Aw(ey(t),1) — X(Aw)(e;)es(ay (1))

J

+2_ (Aw)(z)) = Aw(z;)) ;(2p(2))
+ 2T B)(J5(t) — €2)Aco(z;)p; (1)

+ Z ']J'—l(t) 8% (w(zj,t) — w;(t)) wj(z,(t))
j
En vertu du Lemme 4.8, on a directement -

Aw(zy(t),t) = 3 (Aw)(zj)ei(z,(1)| < [|Aw - AWy, < cfé?

J

2 (A = Adw(z)ei(z,(t)] < TNA = Adw(z;)|@s(z,(1))

J

< et Y (1) = epe?
J

L IT O — D Awl@)eizp)] < max I Ollwlly o max (1) - € X s(as(0)

J



10.1. METHODE V.I.C. POUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES 175

h m+2
o(3)
g

IA

IO ((z),t) — wi(t)) @i(z,(2))

IA

m+2
cor(er (37

vmax[B(t)l < OT) {ve? + (e + (b))} (346)

d’ou P’on tire que

En intégrant ( 345) de 0 a ¢, on obtient donc
-_— -_— T T
le®lle < 1@+ [ I1B(T)lldr
< 0T) {uet + 2 + ()™
On peut écrire comme d’habitude

w(-,t) = Mrw(,t) = w(-t) = Thw(,,t) + TPw(-,t) — MTrw(., 1) (347)

de sorte qu’il s’agit essentiellement d’estimer
T'w(,t) = Tew(-,t) = D vpe(t)oe(z — z,(t)) (348)

P

On a besoin du Lemme démontré par S. Mas-Gallic & P.A. Raviart (1987) [52]

LEMME 10.2 On suppose que la fonction cut-off ¢ est a support compact et satisfait
Jo(z)dr = 1 et que
P=2Z° vp = Re, T, = ph

Alors, lapplication linéaire

F=fodper — Fi(2,0) = 3 vpfot)pe(z — (1)) (349)

p€EP
est continue de £°(P) dans L®(IR?) et il existe une constante C(T) > 0 telle que

l’on ait pour toute suite f = (fo),ep bornée

12Ol gty < CON

< SmaxJ7 () max|o(z, 1) - wi (B T ei(a()
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D’apres le Lemme ci-dessus, on trouve

< CD)E®)e (350)

D voen()pe(z — z,(t))

0,00

< c*(T){us2+€—"2(ef+(h/a)’"“)} (351)

Il est maintenant possible d’énoncer un théoréme de convergence

THEOREME 10.1 Sous les hypothéses du Lemme 4.8 et Lemme 10.2, si I’on suppose

v = coe?

Alors, il existe une constante C > 0 telle que l'on ait

lo(-,8) = whllgee < C{ve? +&™ + (h/e)™*}, 0<t<T
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10.2 Simulation des écoulements turbulents

Maintenant, on applique la méthode de couplage particules-grille & la simula-
tion numérique directe des écoulements turbulents bidimensionnels périodiques pour

étudier 1’évolution des structures cohérentes.

10.2.1 Introduction

Les équations de Navier-Stokes, écrites la premiére fois il y a presque cent
ans, gouvernent les écoulements incompressibles newtoniens. Ces équations sont
particulierement difficiles & intégrer pour les nombres de Reynolds des applications

pratiques (supérieurs a 10°) & cause du phénomene de couche limite et de turbulence.

Le mot turbulence indique généralement le comportement chaotique d’un flu-
ide. Loin d’étre un phénomeéne exceptionnel, les écoulements turbulents gouvernent
le comportement de fluides se produits dans la nature. Il peut étre aisément observé
que les fluides tendent fréquemment vers un comportement chaotique plutét qu’un

comportement régulier.

Lorsque le champ de vitesse n’est plus régulier, le fluide peut s’écouler de
maniére trés compliquée et souvant imprédictible, dépendant du temps et de la
largeur de I’échelle. L’hypothese essentielle de la théorie de Kolmogorov est que dans
un écoulement turbulent il y a un équilibre d’approximation de ’énergie transférée

des grandes échelles vers les petites échelles.

H.O. Kreiss, W.D. Henshaw & L.G. Reyna(1991) [46] discutent des -
résultats analytiques et numériques ayant rapport a la plus petite échelle des équations
incompressibles de Navier-Stokes. La plus petite échelle, A,,;,, charactérise le plus
petit tourbillon. Ils ont préalablement montré que la plus petite échelle est pro-
portionnelle & la racine carrée de la viscosité divisée par le tourbillon maximale:
(Wvlljl_oo)llz et cherché & comprendre comment le résultat de la plus petite échelle se
rapporte (lie) au comportement de la loi de puissance du spectre d’énergie. Ils ont
fait des calculs numériques par une méthode pseudo-spectrale , puis ont essayé sans

succes de reproduire des résultats analogues par les méthodes de vortex(par marche
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aléatoire,puis par une méthode de vortex pour les équations d’Euler, en supposant

que la diffusion numérique produise par la régularisation puisse simuler la diffusion
physique).

On considere la solution des équations de Navier-Stokes incompressibles bidi-

mensionnelles sous la formulation de fonction de courant-tourbillon:

&+ (uf), + (v€), = vAE+f (352)
Ay = ¢ (353)
(u,v) = (Yys —%z) (354)

dans un domaine carré, de période 27, avec certaines conditions initiales & ¢ = 0.
La méthode pseudo-spectrale principalement utilisée pour des problémes munis de
conditions aux limites périodiques (voir D. Gottlieb & S.A. Orszag (1977) [40))
consiste a approcher en espace une solution &(z,y,t) par un polynéme de Fourier de

la forme:

Ni/2-1  Np/2-1

w(z’ y’t) = Z Z (':’(kl’ k2’t)ei(klz+k2y)a k= (kl’ k2) (355)

k1==Ni/2 ko=—=N, /2

dont le coefficient de Fourier &(ky, k2, t) est solution du systéme d’équations différentielles

ordinaires suivant:

@y + thy (W) + thy(vl) = —v(k2 4 k) (356)

(K +k) = o (357)

Le systeme précédent peut étre résolu en temps i 1’aide d’une méthode de Runge-
Kutta d’ordre 4. Le taux de décroissance des coefficients de Fourier &(k,t) en
fonction de k = |k| est directement lié & la régularité de la solution. On définit la
plus petite échelle comme ’échelle de longueur M, telle que le spectre |&(k)| est

exponentiellement petit pour tous les nombres d’ondes avec k = lk| > 1/Amin-

On applique ici la méthode couplée particules-grille sans splitting, décrite dans
le paragraphe précédent, a la simulation numérique directe des phénoménes de tur-

bulence. _
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10.2.2 Décroissance de données initiales aléatoires

On considere 1’évolution en temps des équations de Navier-Stokes pour des
données initiales aléatoires. Les conditions initiales pour le tourbillon sont choisies
telles que

|o(k1, k2)| = k= |(k1, kZ)l’ (358)

C
k+ (Vvk)”
avec une phase aléatoire dans l'intervalle [0,27]. (Actuellement le spectre initial est
mis a zéro pour tous les nombres d’ondes supérieurs a une certaine valeur de k).
La constante C est déterminée en normalisant la valeur maximale du tourbillon a 1
au temps t = 0: |w(,0)|c = 1. On utilise ici la transformée de Fourier discrete et
rapide en bidimension (voir 'Appendice A). La valeur de la viscosité est v = 107°
et le nombre de mode de Fourier est N = N; = N, = 128. Le nombre de points de
grille est m? = N? et le nombre de particules mis est Npgry = nf,, ou n, = 128,150
et 180. En général, on s’intéresse a la solution pour de grands temps et I'intervalle
en temps étudié est ¢t € [0,T], oo T = 100, et le pas de temps de calcul est dt = 0.1.

On présente finalement

1) graphiques de circulation, impulsion totale, I’énergie totale et I’enstrophie, comme

fonction du temps dans la Figure 10.2, on trace:

circulation totale TI'(t) = / wdz (359)

impulsion totale A.(t)

(360)
énergie totale  E(t) = {1/2(Iluf? + [ol)}”*  (361)

1/2
enstrophie totale |w(-,t)|| = (/ |w(:c,y)[2dxdy) (362)

On constate en particulier que la courbe d’enstrophie décroit exponentielle-
ment En effet, la pente donnant le taux de dissipation est importante au
début , puis devient plus faible au fur & mesure que les petites structures

disparaissent.

2) graphique de la décroissance spectrale du tourbillon en fonction de k. Dans la
Figure 10.3-a, on représente la courbe logarithmique de &(k) par rapport a

k. La quantité &(k)(k = 1,2,---) est définie comme la valeur moyenne de
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|l&o(ly, I2)| sur tous les vecteurs d’onde (I, l;) pour lesquels k est P’entier le plus

proche de [ = |(I3,13)| (la portée inértiale):

GJ(k)=( > ch(ll,lz)l)/( > 1) (363)

li-k|<1/2 li-kl<1/2

On trace log,, (w(k)) — log,o(k) pour des temps différents(tous les 10). On

remarque que si (k) = k7%, alors E(k) =~ k=21, ot & = 1 dans notre cas.
que q

3) graphiques des lignes d’iso-tourbillon (Figures 10.3-10.5). Les lignes pointillées
indiquent les valeurs négatives d’iso-tourbillons. On constate que les structures
turbulentes sont au début de tailles trés variables et constamment évolutives.
Les écoulements turbulents peuvent souvent étre considérés comme la su-
perposition d’une translation moyenne et de mouvements de rotation locale
d’échelles de tailles trés variables. L’écoulement développe vite des couches
de cisaillement fort qui s’enroulent en produisant un grand nombre de pe-
tites vorticités. Les petites vorticités se heurtent les unes contre les autres
en produisant des tourbillons de plus en plus grands. L’écoulement change
rapidement ses structures jusqu’a deux gros tourbillons(deux zones forte tour-
billonnelles) a direction opposée. Ce'scénario est bien de la turbulence bidi-

mensionnelle évoluant librement dans un domaine périodique.

4) graphiques de la surface spectrale de &(ky, k,) sous la représentation cosinus-
sinus. Les modes des plus basses fréquences sont situés en haut du graphique
de la surface(voir les Figures10.6-10.8). Seuls les 64 premiers modes sont
montrés dans le graphique de la surface. On constate qu’elle se dégrade tres

vite et puis ne semble quasiment plus changer au bout d’un certain temps.-

Lorsque l'on poursuit ’augmentation du nombre de particules: Npart = n2, ol
np, = 128,150,180 et 256, on observe qu’il n’y a pas de changement visible chez les
iso-tourbillons; par contre,la courbe de circulation présente moins d’oscillations(voir
la Figure 10.9). Cela montre que la méthode VIC converge de facon satisfaisante

pour ce cas test difficile.

Lorsque I’on fait la méme simulation en ajoutant la technique itérative de cal-

cul de volume affecté au point de grille, la seule différence perceptible par rapport aux
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résultats sans itération est dans le graphique de la circulation(voir la Figure 10.10).
Il ne semble pas que les itérations modifient les lignes d’iso-tourbillons ni la courbe

d’enstrophie.

Enfin, on doit signaler que la simulation numérique sans calcul de volume
donne des images des lignes d’iso-tourbillons de plus en plus floues lorsque le temps
s’écoule (voir les Figures 10.11-10.12), ce qui montre ’instabilité numérique. Si l’on
regarde ot la valeur de J; differe de €2, on trouve des zones limitées & des bandes

qui correspondent aux zones de fort grandient de tourbillon. En effet, comme

%/Iwﬁdm = —2/]Vw|2da:

on peut observer que dans la région a fort gradient du tourbillon, la dissipation est
importante(voir les Figures 10.13-10.14) et donc il faut bien résoudre la diffusion

dans cette région, sans introduire d’instabilité numérique.
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FIGURE 10.2 Résultats pour v = 1075, N = 128




184CHAPITRE 10. METHODE COUPLEE PARTICULES-GRILLE ET SES APPLICATION

Becadence Spectrale n=128 v=0.80001 ni=0
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FIGURE 10.3 Lignes d’isotourbillon: v = 1075, N = 128
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Decadence Spectrale.n=128 v=0.69081 ni=8
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Surface_Tourbillon_Spectral: t=18 v=.00001 n=128 Spectre tourbillonnaire: 1=20 v=8.00081 n=128 .

FIGURE 10.6 Surface du spectre tourbillonnel: v = 1073, N = 128
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Surface_Tourbillon_Spectral. t=38 v=8.00081 n=128 ' Spectre tourbillonnaire: i=480 v=0.00881 n=128

Surface_Tourbillon_Spectrals t=58 v=3.80001 m=128 Spectre tourbillonnaire: t=68 v=0.08001 n=128

FIGURE 10.7 Surface du spectre tourbillonnel: v = 10~5, N = 128
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Surface_Tourbillon_Spectral. t=78 v=0.00001 n=128 Spectre tourbillonnaire: t=80 v=0.80001 m=128

Surface_Tourbillon_Spectral: t=%8 v=0.00001 n=128 Spectre tourbillonnaire. t=180 v=0.00681 n=128

FIGURE 10.8 Surface du spectre tourbillonnel: v = 1075, N = 128



190CHAPITRE 10. METHODE COUPLEE PARTICULES-GRILLE ET SES APPLICATION
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FIGURE 10.11 Lignes d’isotourbillon sans calcul de volume:

v=10"%N =128 n, = 150
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FIGURE 10.14 le gradient du tourbillon représenté en niveauz de gris:
v=10"%¢=20, N =128, n, = 130
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Appendix A

Transformation de Fourier

J’ajouteral que le livre* de
Fouriera une importance capitale

dans I’histoire des mathématiques.

Henri Poincaré®, 1893.

%Fourier, Théorie analytique de la chaleur, 1822.

YHenri Poincaré, 1854-1912, né a Nancy et mort & Paris
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A.1 Transformation de Fourier (continue)

Il est nécessaire dans les problémes faisant intervenir des opérateurs différentiels
d’utiliser la théorie des distributions et la transformation de Fourier qui réhabilitent

la dérivation comme une opérateur simple de l’analyse !

A.1.1 Transformation de Fourier des fonctions de S

On pose
S(R*) = § = {u € C®; Vo, € N", z°DPu — 0 quand |z| — +oo};

S est ’espace des fonctions de classe C*™ a décroissance rapide a l’infini, qui n’est pas
un espace normé, mais dont la topologie peut étre définie par la suite (dénombrable)
de semi-normes:

u— sup |z*DPu(z)]
z€ "
qui en fait un espace métrisable complet.

Pour tout u € S, on peut définir sa transmormée de Fourier par la formule:

Flul@) = 4() = [pau@)e ™ dz; y e R (364)

et son inverse par la formule de réciprocité:
u(z) = F (il (z) = @1;)— Jrni )&= dy; @€ I (365)

On peut aussi considérer F défini par:

Flul(y) = /B” u(z)e¥dz; y € R (21166) |

que ’on nomme parfois co-transformation de Fourier. On peut résumer les pro-

priétés principales de la transformation de Fourier dans la

PROPOSITION A.1 (i) La transformation de Fourier F définie par (364) et F
définie par (866) sont deur isomorphismes de S sur lui-méme, d’inverse donné
par (365);

11. Schwartz, Théorie des distributions, Hermann, Paris, 1966 -
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(ii) Pour tout o, € IN", on a alors pour u € S

D Flu] = (1) Flz%y]

(iii) Pour tout o, B € IN*, on a alors pour u € S

F[DPu] = 4l y* Fu]

(iv) Pour tous u, v € 8, on a la formule de Parseval:

1 \ .
(u,v) = W(u’v)

(v) Pour tout u € S, on a la formule de Plancherel:

1

lull = —7%

Sl

REMARQUE A.1 Il est quelquefois plus commode pour des raisons de symétrie de

définir la transformation de Fourier par la formule:

Flul(y) = W/R" u(z)e " Vde; ye R" (367)

ou encore par

Flul(y) = /R" u(z) e ™=V dz; y e R (368)

alors on a F~1 = F. Avec l'une ou lautre de ces derniéres définitions, F conserve

ezactement le produit scalaire et la norme L? des éléments de S. -

Notre choix de la définition de F par (364) est motivé par le fait que c’est cette
définition qui est le plus généralement adoptée par les utilisateurs des équations aux

dérivées partielles. Nous énoncerons donc le

THEOREME A.1 La transformation F (resp. F) est (& un facteur constant prés)
une isométrie de S sur lui-méme lorsque I’on munit cet espace de la topologie induite

par celle de L.
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A.1.2 Transformation de Fourier des fonctions de S

Pour étendre aux distributions la transformation de Fourier, compte tenu du
fait que D n’est pas stable par cette transformation, on est conduit a introduire
I’espace vectoriel des formes linéaires continues sur S que 1’on désigne par S’ (ou plus
précisément, S'(IR") ). S’ est 'espace des distributions tempérées ou & croissance

lente.

Pour toute T € S', la transformée de Fourier de T notée F [T] ou T sera la
distribution tempérée définie par:

<T,p>=<T,p > pourtoute €S (369)

On peut énoncer la

PROPOSITION A.2 (i) La transformation de Fourier F définie par (369) et F

(définie de maniére analogue), sont deuz isomorphismes de S sur S';
(ii) Pour tout o, € IN", on a pour tout T € S’

D" F[I) = (-)F F [e°T]

(iii) Pour tout o, € IN", on a pour tout T € S’

F[DPT] = i 48 F[T)
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A.2 Transformations de Fourier discrétes et rapi-

des

A.2.1 En dimension un

Soit f une fonction 27-périodique a valeurs complexes. Son développement en

série de Fourier est donné par

fl@) =3 cje (370)

€z
De l'orthonormalité des fonctions €/* pour le produit scalaire
h L[ h(2)g(e)d
(he)= 3= [ h(e)g(e)de

résulte ’expression r
L ijz - g —tjz
&= (fe) == [ f(z)e d (371)

pour les coeflicients c;.
Soit S, I'espace de dimension finie engendré par les (2n + 1) fonctions de base
(etjz)—nstn‘

La fonction f, € Sy, obtenue en tronquant le développement (371) & I'ordre n, est
donc la meilleure approximation de f dans S, (au sens de la norme L?). Elle est

difficile a calculer, car il faut évaluer des intégrales pour calculer les coefficients c;j.

En revanche la fonction g, de S, de la forme
+n ..
gn(z) =D a;e

qui coincide avec f aux N = (2n + 1) points

_2k7r
T = N,

est telle que les a; vérifient les relations:

0<k<N-1

gn(zh) = iajeijz" = f(z) (372)
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la fonction g, est en fait I’interpolée de f dans S,,); relations que I’on peut réécrire
g q

sous la forme
N-1

- "
Z a,-ez’"N = 2
1=0

en posant zj def f(zi) et &of a; pour [ = j(modN).

En utilisant la relation

1 N-1 (i 1 - — l’
k=0 0 sinon,
on en conclut que
1 N-1 omidk )
a; == ze ¥, 0<j<N-1 (374)
N k=0

Nous faison dés & présent un certain nombre de remarques qui n’auront pas leur

place par la suite.

REMARQUE A.2 Ici, on a N = 2n+ 1. Les cas N pair correspondent au choiz de
S, comme l’espace engendré par
(ez]z)_n+1_<_j5n

qui est de dimension 2n.

DEFINITION A.1 On appelle transformation de Fourier discréte l'application de

.....

La transformation inverse a une expression analogue et méme plus simple, puisque:
N-1
ik
2k = Z aij ) (375)
—

N 2T . . . L2
ol w = e¥ est la racine principale d’ordre N de 'unité.

On voit que le calcule des z; a partir des a;, et réciproquement, implique
a priori (O(N?) opérations (i.e. multiplications et additions complexes) puisque’il

s’agit d’effectuer le produit d’une matrice N X N par un vecteur. -
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En fait, on va voir deux moyens différents qui permettent de ramener ce nombre
a O(N log, N), d’oli une économie considérable de temps de machine & calculer pour
des grandes valeurs de N. C’est ce qu’on appelle la transformation de Fourier

rapide.

La premiere est celle de Cooley et Tukey et s’applique dans le cas ou N = 2™
(ou 3™).

La deuxieme est celle de Good- Winograd et concerne le cas ot N est un pro-
duit de facteurs premiers entre eux. Toutes les deux reposent sur le principe de
l’accélération du produit d’une matrice par un vecteur, lorsque la matrice satisfait

a certaines propriétés de décomposition.

A.2.2 En dimension deux

On désigne par {2 le carré de coté 2:
Q =)0, 27[x]0, 27|

et f une fonction définie sur Q et 27-périodique en chacun de ses arguments. Son

développement en série de Fourier est donné par

flz,y) = Y cjpeil=th),
JkEZ

On appelle encore S, I’espace de dimension fini engendré par les fonctions
ei(jz+ky), —n<j, k<n .

qui est maintenant de dimension (2n + 1),

Soient N =2n + 1, et

2lr

IEW-, 0<1< 2n;

£

on cherche g, € S, interpolant f aux points {§,&,} c’est-a-dire telle que

9n(&1,€m) = f(&,6ém), 0<1,m < 2n. _
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Si ’on pose

Zim = f(éla fm)
gn(gl, ém) = Z ajkei(j:c-i-ky),
—n.<_jyk_<_n

on voit que les (2n + 1)* quantités aj; vérifient

27 (Gl km
Yape N U = g
ik

Finalement, le probleme de la transformation de Fourier discréte & deux dimensions

conduit a évaluer

1 .
L= —(jl4km)
a;r, = = ZimW
1 .
= (Z zlmw'km> wil —n<jk<n (376)
1 m

s 2z
ou w=ew.
On voit que ce probleme revient a effectuer 2N transformations de Fourier discrétes

a une dimension puisque l'on peut écrire
1 —i
A = -]W ; w7 blk (377)
ou ’on a posé
bie = Y w2y (378)

En effet pour £ fixé. ( 377) est une transformation de Fourier discréte & une dimension
(et N points). Il en est de méme pour ( 378) & [ fixé. On obtient donc un algorthme
impliquant Q(N?log, N) opérations.
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Résumé :

Ce travail concerne I’étude numérique des méthodes de couplage particules-grille
(ou appelée méthode de vortex in cell) en écoulements bidimensionnels de fuides

incompressibles, tant parfait(1°"¢ partie) que peu visqueux (2¢m¢ partie).

Dans la 1% partie de ce travail on s’intéresse a la résolution des équations
d’Euler incompressible par une méthode de vortex in cell (VIC). On propose une
technique itérative pour améliorer la précision du passage particules-grille. On
montre a la fois un théoréme de convergence de la méthode de vortex-in-cell et

Pefficacité de ces techniques sur des cas tests.

Dans la 2°™¢ partie, d’une part, on montre la convergence pour les équations
de Navier-Stokes d’une méthode de vortex utilisant la diffusion numérique produite
par la réinitialisation des particules pour simuler la diffusion physique. D’autre part,
on définit un schéma VIC basé sur les techniques de la 1¢"¢ partie et on l’utilise
pour la simulation de turbulence 2D périodique. On obtient les premiers résultats

satisfaisants par la méthode de vortex in cell pour ce cas test difficile.

Mots clés :

Equations d’Euler et équations de Navier-Stokes; méthode particulaire, méthode

de vortex in cell; fluides parfaits et visqueux, tourbillons, turbulence.
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