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Introduction

Les structures hybrides supraconductrices multiterminales apportent une physique très riche non
présente dans les structures à deux terminaux. Une des motivations pour les étudier est de pouvoir ob-
tenir des paires d’électrons corrélés séparés spatialement entre deux électrodes différentes. Ceci ouvre
des perspectives à long terme comme la possibilité de réaliser des circuits électroniques manipulant
l’intrication. Par exemple, il serait possible de réaliserune expérience de type Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR) [1, 2] avec des électrons [3, 4]. Cette expérience a étéréalisée avec des photons par Aspect [5],
mais pas avec des particules massives comme des électrons. En effet, en 1935, Einstein, Podolsky et
Rosen proposèrent une expérience de pensée, dans le but de mettre à l’épreuve les fondements de la
mécanique quantique. Le principe était : "Si sans perturberaucunement un système nous pouvons pré-
dire avec certitude (c’est-à-dire avec une probabilité égale à l’unité) la valeur d’une quantité physique,
alors il existe un élément de réalité physique correspondant à cette quantité physique" [1]. Les auteurs
en déduirent que la corrélation consiste en une propriété commune portée par chacune des particules.
Ce principe démontrait, alors, le caractère incomplet de lamécanique quantique "orthodoxe" ; il devait
exister des variables supplémentaires cachées. Ainsi, la théorie serait déterministe. Bell a montré [2],
en introduisant les inégalités de Bell, qu’une théorie de variables cachées conduisait à des prédictions
contraires à la mécanique quantique et vérifiables expérimentalement. La mécanique quantique prévoit
l’existence de situations qui violent les inégalités. Elles sont délicates à produire mais Alain Aspect
[6] a réussi à montrer, pour des photons, que dans de tels cas la nature se comporte conformément
aux prédictions de la mécanique quantique, violant les inégalités de Bell et invalidant toute théorie à
variables cachées dans sa formulation la plus simple.

Trois difficultés apparaissent lorsque nous nous plaçons dans la perspective de réaliser une expé-
rience EPR avec des électrons. La première difficulté est de réaliser et de comprendre le fonctionne-
ment d’une source de paires d’électrons corrélés. La seconde difficulté est de réaliser une expérience
EPR avec des électrons, ce qui nécessite des dispositifs quirestent assez complexes à contrôler [3]. La
troisième difficulté est de mettre en évidence des corrélations quantiques se propageant plus vite que
la vitesse de la lumière. Dans les dispositifs de physique dusolide, il est très difficile de manipuler
les paires d’électrons corrélés une par une. Notre objectif, ici, est de comprendre la première étape,
c’est-à-dire comment fonctionne une source continue de paires d’électrons corrélés basée sur des dis-
positifs supraconducteurs. Les processus d’Andreev [7] (voir Fig. 1) à une interface métal normal -
supraconducteur permettent d’induire des paires d’électrons corrélés (paires d’Andreev) dans l’élec-
trode normale. Par ailleurs, à une interface double métal normal - supraconducteur - métal normal les
processus d’Andreev non locaux permettent d’induire des paires séparées spatialement entre les deux
électrodes normales.

Plus précisément, dans une réflexion d’Andreev, un électronarrivant à une interface métal normal
- supraconducteur ne peut pas passer par effet tunnel dans lesupraconducteur si son énergie,ǫ, est
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inférieure au gap supraconducteur. Une paire de Cooper est créée et afin d’avoir conservation de la
charge et de la quantité de mouvement un trou (de charge et spin opposés à ceux de l’électron) est
rétrodiffusé. Il aura une énergie−ǫ afin d’avoir conservation de l’énergie. Le trou rétrodiffusé suivra
la même séquence d’impuretés en sens inverse que l’électronincident1. La réflexion d’Andreev peut
aussi être vue comme une paire d’électrons passant du métal normal au supraconducteur. C’est cette
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FIG. 1 – Schéma du processus de réflexion d’Andreev à une interface N-S, où un électron est injecté
dans une électrode normale. On a création d’une paire de Cooper qui part dans le condensat du supra-
conducteur et rétrodiffusion d’un trou (charge et spin opposés à ceux de l’électron) dans l’électrode
normale (a). Schéma en énergie pour la réflexion d’Andreev (b). e↑ représente un électron de spin up
et h↓ un trou dans la bande de spin down.

paire d’électrons dans le métal normal qui est appelée paired’Andreev [9]. Comme nous allons le voir,
d’autres processus apparaissent dans des structures à trois terminaux : les réflexions d’Andreev non
locales (voir Fig. 2b) [10, 11] et le cotunneling élastique (voir Fig. 2a) [12].

La réflexion d’Andreev non locale ou réflexion d’Andreev croisée [10, 11] correspond à un électron
incident à la première interface et à un trou transmis à la seconde interface. Plus précisément, un
électron incident arrive à la première interface N-S, si sonénergie est inférieure à celle du gap, il ne
peut pénétrer et une paire de Cooper est crée avec création d’un trou de spin opposé qui est transmis à la
seconde électrode normale. Le processus de cotunneling élastique consiste en un électron qui traverse
par effet tunnel le supraconducteur de la première électrode normale à la seconde. Ces deux processus
ne sont possible que si le supraconducteur n’est pas trop épais comparé à la longueur de cohérence
ξ : ξbal = ~vF /∆ dans la limite balistique avec∆ le gap supraconducteur,vF la vitesse de Fermi et
ξdiff ∝

√
leξbal du supraconducteur dans la limite sale (le < ξbal où le est le libre parcours moyen de

1A tension ettempérature nulle une paire d’Andreev se propage dans le métal normal sur la longueur de cohérence de
phaselφ. A température fi nie la propagation se produit sur la plus petite longueur entrelφ et lT , aveclT =

�
~D/kBT

et ~ la constante de Planck,kB la constante de Boltzmann,D la constance de diffusion etT la température. La constance
de diffusion vautD = v2

F τ/3 = vF le/3 à trois dimensions avecvF = ~kF /m la vitesse de Fermi etle = vF τ le libre
parcours moyen élastique etτ le temps de collision élastique. Finalement, la propagation de la paire d’Andreev se produit
sur inf(lφ, lT , lE) à température et énergieE fi nie, aveclE =

�
~D/E. Néanmoins, même à température fi nie, il existe des

électrons au niveau de Fermi. Une paire d’Andreev avec des électrons au niveau de Fermi aura une longueur de cohérence
très grande, seulement limitée par la longueur de cohérencede phase. C’est ce que l’on appelle la cohérence à longue portée
[8].
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FIG. 2 – Schéma du processus de cotunneling élastique à une jonction N-S-N où un électron est injecté
dans la première électrode normale et traverse par effet tunnel jusqu’à la seconde électrode normale
(a). Schéma du processus de réflexion d’Andreev non locale à une jonction N-S-N, où un électron
est injecté dans la première électrode normale avec création d’une paire de Cooper qui part dans le
condensat du supraconducteur et transmission d’un trou de charge et spin opposés dans la seconde
électrode normale (b).
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l’électron).

De nombreuses expériences sur les structures hybrides multiterminales ont été proposées afin d’es-
sayer d’obtenir des électrons corrélés. Nous décrivons trois de ces propositions dans l’ordre chronolo-
gique :

1) Deutscher et Feinberg [11] ont suggéré d’utiliser la polarisation en spin de bras ferromagné-
tiques pour séparer les paires de Cooper (voir Fig. 3). En prenant deux bras ferromagnétiques de
polarisation opposée, les électrons des paires de Cooper étant de spin opposés se répartiront dans
les deux bras. L’intérêt de considérer une interface doublemétal ferromagnétique - supraconduc-

bV V

S ξ

e e

e

FF

e

a

FIG. 3 – Schéma de la proposition d’expérience de Deutscher et Feinberg [11] pour essayer d’observer
des électrons enchevêtrés.

teur - métal ferromagnétique (F-S-F) avec des électrodes ferromagnétiques au lieu d’électrodes
normales est dû au fait que l’influence sur les propriétés de transport des corrélations non lo-
cales par rapport aux corrélations locales augmente avec l’augmentation de la polarisation de
spin dans l’alignement anti-parallèle. Par exemple, seulssont autorisés les processus d’Andreev
non locaux dans la limite de métaux ferromagnétiques polarisés à 100% dans l’alignement anti-
parallèle.

2) Deux groupes ont proposé des expériences utilisant des points quantiques. Choiet al. [13] ont
suggéré un double point quantique connecté par des jonctions tunnel à des bras supraconducteurs
(voir Fig. 4a). Il n’y a de couplage entre les deux points quantiques que par l’intermédiaire des
supraconducteurs. Les auteurs ont également proposé d’insérer un double point quantique à la
place de la jonction Josephson dans le bras supérieur d’un SQUID et d’étudier les corrélations
des spins dans les points quantiques (voir Fig. 4b).
Recheret al. [14] eux ont considéré deux points quantiques connectés à unsupraconducteur,
chaque point quantique étant connecté à un bras en métal normal (voir Fig. 5). En présence
d’une tension et dans le régime de blocage de Coulomb, des électrons venant des réflexions
d’Andreev peuvent passer par effet tunnel de manière cohérente dans chacun des bras normaux.
Dans le cas des jonctions avec des points quantiques, c’est l’énergie de Coulomb qui empêche
les deux électrons de passer dans le même bras. En effet, lorsqu’un électron passe dans un des
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FIG. 4 – Schéma de la proposition d’expérience de Choiet al. [13] pour essayer d’observer des élec-
trons enchevêtrés. (a) Deux points quantiques connectés par des jonctions tunnel (en pointillés) à deux
bras supraconducteurs. (b) SQUID avec le système (a) à la place de la jonction Josephson dans le bras
supérieur.
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FIG. 5 – Schéma de la proposition d’expérience de Recheret al. [14] pour essayer d’observer des
électrons enchevêtrés.

points quantiques, l’interaction de Coulomb entre les deuxélectrons empêche le second électron
de la paire de le suivre dans le même point quantique. Ainsi lesecond électron passera dans le
second point quantique.

3) Lesoviket al. [3] ont proposé une jonction entre un supraconducteur et un métal normal se
séparant en deux bras. Une tension est appliquée de manière àce que le supraconducteur injecte
des paires de quasiparticules dans le guide normal (voir Fig. 6). La séparation des électrons en-
chevêtrés est effectuée par la forme du guide et des filtres enspin ou en énergie placés sur les
bras normaux. En outre, les auteurs ont suggéré de mesurer les corrélations croisées du courant

S

e

e

V

V

N

FIG. 6 – Schéma de la proposition d’expérience de Lesoviket al. [3] pour essayer d’observer des
électrons enchevêtrés.

entre les deux bras normaux. En utilisant des filtres de Fabry-Perot ces auteurs ont également
proposé de manipuler l’intrication orbitale au lieu de l’intrication de spin. Par ailleurs, ils ont
proposé de tester la violation des inégalités de Bell [2] grâce aux corrélations croisées.
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Plusieurs expériences ont également été réalisées :

1) Beckmannet al. [15] ont considéré la géométrie de Deutscher et Feinberg [11] en mesurant
la résistance non locale (voir Fig. 7). Dans l’état supraconducteur, soit à basse température et

FIG. 7 – Echantillon de l’expérience de Beckmannet al. [15]. Image par microscope électronique de
l’échantillonT2 et schéma expérimental. Trois guides en fer verticaux sont connectés par des points
de contacts à une barre d’aluminium horizontale. Un exemplede courant d’injectionIA et de tension
de détection localeUA et non localeUB pour une paire de contacts est ainsi montrée.

tension bien inférieure au gap, ils observent une résistance non locale dépendante du spin et qui
décroît avec la distance entre les bras ferromagnétiques. Le signal étant cohérant avec les pré-
dictions de Falciet al. [12] faites pour la réflexion d’Andreev croisée (dépendences en distance
et en orientation relative du spin des électrodes ferromagnétiques).

2) Russoet al. [16] ont considéré une tricouche métal normal - supraconducteur - métal normal.
Dans cette expérience, les auteurs ont étudié une double jonction N-S-N (voir Fig. 8), injectant
un courantIa dans la première électrode normale, ainsi qu’une faible tension oscillante ena afin
de pouvoir mesurer la résistance non locale différentielle. Par ailleurs, ils ont mesuré la tension
Vb au niveau de la seconde électrode. Le résultat expérimentaldonne une courbe non nulle chan-

e

e

e

Vb

bI =0

Ia

a

b

S

électrode N

électrode N

Va

e

FIG. 8 – Schéma de l’expérience : jonction N-S-N large et fine avecinjection d’un courantIa dans
l’électrode normalea et mesure de la tension à l’électrodeb.

geant de signe et n’ayant pas d’explication théorique simple (voir Fig. 9), puisque dans la limite
tunnel le signal attendu devrait être nul [12]. Nous nous intéressons donc tout particulièrement
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FIG. 9 – Mesure effectuée par Russoet al [16]. La tension non localeV nl
ac = Vb est mesurée entre

l’électrode normaleb et le supraconducteur, sur un échantillon où le supraconducteur faisaitd =
15nm d’épaisseur en fonction de la tensionVdc = Va appliquée entre l’électrode normalea et le
supraconducteur. Soit la résistance non locale différentielle en fonction du courant.

à comprendre le transport non local dans une jonction métal normal - supraconducteur - métal
normal (N-S-N) par une approche basée sur des processus tunnel d’ordre supérieur.
Une proposition d’explication à cette expérience a été donnée par Levy Yeyatiet al. [17]. Les
auteurs montrent que des excitations de l’environnement électromagnétique sur le supraconduc-
teur peuvent jouer un rôle important en altérant l’équilibre entre les processus de cotunneling
élastique et les processus de réflexions d’Andreev croisées. Les excitations de modes de l’envi-
ronnement électromagnétique mènent à la dominance d’une contribution (cotunneling élastique
ou réflexion d’Andreev croisée) selon les symétries spatiales des modes de l’environnement
électromagnétique. Une conductance non locale négative est favorisée soit en augmentant les
transparences d’interface [18] soit par des interactions dans un mode symétrique [17].

3) Cadden-Zimansky et Chandrasekhar [19] ont considéré unegéométrie avec une électrode su-
praconductrice verticale (Al) connectée à de nombreuses électrodes normales horizontales (Au)
(voir Fig. 10). Cette géométrie est utilisée afin de pouvoir faire varier la distance entre les élec-
trodes normales. Ils trouvent que la contribution à la résistance non locale des processus de
cotunneling élastique et de réflexion d’Andreev croisée, à basse température et avec un courant
injecté nul, est positive indiquant que l’amplitude des contributions de cotunneling élastique est
plus importante que celle des réflexions d’Andreev croisées[18].

Par ailleurs, les mesures de transport ne sont pas les seulesà donner des informations sur les pro-
cessus non locaux. En effet, les mesures du bruit de grenaille donne des informations sur les porteurs
de charges [20]. En outre, les corrélations croisées de courant apportent, elles aussi, des informations
supplémentaires. Par exemple, le principe d’exclusion de Pauli impose que les corrélations de courant
croisées, dans des structures multiterminales où les électrons n’interagissent pas, soient toujours néga-
tives [21, 22]. Par contre, une source supraconductrice émettant des paires d’Andreev dans des guides
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FIG. 10 – (a) Echantillon de l’expérience de Cadden-Zimansky etChandrasekhar [19]. Image par
microscopie électronique d’un échantillon avec six guidesen or, chacun séparés de 210nm. Pour les
mesures, un courantI est envoyé à travers le guide inférieur dans le supraconducteur et la résistance
non locale résultante pour un système à trois terminaux est mesurée entre les guides en Au 1 à 6 et
le guide supraconducteur dénotéV−. Un petit courant ac est utilisé pour les mesures dépendantes
de la température et un courant dcI est injecté en parallèle au courant ac pour les mesures de la
résistance différentielle. (b) La dépendance en température de la résistance non locale de l’échantillon
est mesurée en utilisant les quatre premiers guides. Les nombres dénotant les courbes correspondent
au numéro du guide en (a).

normaux, peut donner des corrélations croisées de courant positives grâce aux paires de Cooper qui
ont une statistique bosonique [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29].

Dans cette thèse, nous allons traiter quatre grands sujets,tous relatifs aux structures hybrides conte-
nant un supraconducteur. Tout d’abord, nous nous concentrerons sur le transport non local dans une
jonction N-S-N à trois terminaux. Pour cela, nous étudierons la conductance non locale entre les deux
électrodes normales à l’aide de deux approches. La premièreest l’approche de Blonder, Tinkham et
Klapwijk (Sec. 1.2). Par cette méthode, nous pourrons mettre en évidence une possibilité d’augmen-
tation importante de l’amplitude de la conductance non locale due à la diffusion sur le désordre dans
les électrodes normales (§ 1.2.2.5). Effectivement, les impuretés dans les électrodes normales per-
mettent aux quasiparticules de tenter plusieurs fois de passer la barrière amplifiant de cette manière la
conductance non locale.

La seconde approche est la méthode des fonctions de Green (Sec. 1.3). Elle fait apparaître à l’ordre
le plus bas de la théorie de perturbations dans l’amplitude tunnel les deux processus bien connus de
cotunneling élastique et de réflexion d’Andreev non locale (Sec. 1.4.2). Ces deux processus ayant
une probabilité identique d’avoir lieu et des contributions opposées dans la conductance non locale,
ils s’annulent dans cette dernière [12]. C’est pourquoi, nous considérons les ordres supérieurs dans
l’amplitude tunnel. A l’ordre supérieur, la théorie des fonctions de Green fait apparaître un nouveau
processus que nous appellerons double réflexion d’Andreev (Sec. 1.4.3) et qui transmet deux élec-
trons de l’électrodea à l’électrodeb. En comparant les deux approches, nous pouvons constater que
c’est bien le processus de double réflexion d’Andreev qui domine dans la résistance non locale d’une
jonction N-S-N en l’absence d’interaction de Coulomb [17].

Une étape supplémentaire dans le transport de paires d’électrons corrélés séparés spatialement, est
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d’étudier le SQUID formé d’un nanotube de carbone réalisé par Cleuziouet al. [30]. Nous supposons
que le SQUID est plus miniaturisé que dans cette expérience de sorte à ce que le supraconducteur
central ait une largeur comparable à la longueur de cohérence du supraconducteur. De tels SQUIDs
seraient alors sensibles aux processus non locaux, ainsi denouveaux processus peuvent avoir lieu.
Ces processus ayant pour effet principal de diminuer le courant critique circulant dans le SQUID
(Sec. 2.3.1) et d’introduire des fluctuations d’échantillon à échantillon du supercourant (Sec. 2.3.2).

Après avoir discuté le transport non local dans différentesstructures hybrides supraconductrices,
la suite logique est d’étudier le bruit et les corrélations croisées (par exemple comme le proposaient
Lesovik et al. [3]). Nous allons considérer le bruit et les corrélations croisées de courant dans une
structure en forme deY connectée à trois réservoirs supraconducteurs. Par ailleurs, nous considérons
une jonctionY connectée à trois réservoirs supraconducteurs, car nous espérons que le bruit ainsi que
les corrélations croisées seront amplifiées par les réflexions d’Andreev multiples comme dans le cas
d’une jonction S-N-S. Effectivement, Leflochet al. [31] ont mesuré l’amplification de bruit, dans une
jonction S-N-S, prédite par Nagaev [32] et par Bezuglyiet al. [33].

Finalement, nous considérons des systèmes contenant des ondes de densité de charge (ODC), qui
peuvent être traité par le même formalisme que les structures hybrides contenant un supraconducteur.
Effectivement, il y a une analogie formelle entre ses deux études, qui sont basées sur le formalisme
Hamiltonien. Pour le cas N-S-N une compensation entre le canal normale → e (transmission d’un
électron) et le canal anormale → h (transmission d’un trou) découle des propriétés de transport dans
la limite tunnel. Pour des ondes de densité de charge la compensation entre le canal normal et le canal
anormal se traduit par l’impossibilité de faire passer des paires de Cooper sous le gap de l’onde de
densité de charge.

Dans un premier temps, nous nous intéressons à des processuscohérents dans les ondes de densité
de charge. Nous considérons des jonctions contenant des ondes de densité de charge telles que les
jonctions S-ODC et S-ODC-S. Les ondes de densité de charge ont un paramètre d’ordre fortement
différent des supraconducteurs. Effectivement, le condensat des ondes de densité de charge apparie un
électron et un trou appartenant à la même bande de spin. Nous constatons que les paires de Cooper ne
peuvent pénétrer que sur une longueur d’onde de Fermi dans une onde de densité de charge. Ainsi, les
jonctions S-ODC-S ne transportent pas de supercourant (Sec. 4.3.4).

Pour finir, les ondes de densité de charge nous permettent d’étudier un processus de boucle d’inter-
férence quantique dans un système à bandes interdites. Ce processus d’interférence quantique permet
d’expliquer les observations de Latyshevet al. [34] sur les oscillations de la magnétorésistance dans
un film d’ondes de densité de charge percé par des nanotrous (Sec. 4.4 et 4.5).





Chapitre 1

Transport non local dans une jonction
N-S-N

1.1 Motivations

Nous nous concentrons tout d’abord sur l’expérience de Russo, Kroug, Klapwijk et Morpurgo [16]
sur une tricouche métal normal - supraconducteur - métal normal (N-S-N) (voir Fig. 8). Les auteurs
mesurent un signal non nul et changeant de signe pour la résistance non locale en fonction de la tension.
Le fait de voir un signal et un changement de signe n’est pas évident à première vue.

Effectivement, à l’ordre le plus bas (ordreT 0 oùT est la transparence à chaque interface N-S) les
électrodes sont déconnectées. Par conséquent, aucun signal ne peut être mesuré pour le transport non
local. A l’ordre T , il n’existe aucun processus, car les électrons ne peuvent pas pénétrer à cet ordre
dans le supraconducteur sous le gap. Le processus le plus baspour une interface N-S est la réflexion
d’Andreev d’ordreT 2. A l’ordre T 2, Falci, Feinberg et Hekking ont mis en évidence la compensation
de deux processus : le cotunneling élastique (Fig. 2a) [12] qui transmet un électron et la réflexion
d’Andreev non locale ou croisée (Fig. 2b) [10] qui transmet un trou à la seconde électrode normale et
une paire de Cooper dans le supraconducteur. Ces deux processus ont même amplitude et transportent
des charges de signe opposé, ils s’annulent donc dans la conductance non locale. C’est pourquoi, nous
voulons déterminer le rôle des processus d’ordre supérieurdans un développement dans l’amplitude
tunnel.

Nous considérons deux approches microscopiques nous permettant de traiter la jonction N-S-N.
Nous étudions, en premier lieu, l’approche de Blonder, Tinkham et Klapwijk (BTK) (Sec. 1.2) en
remplaçant les barrières par un potentielHδ(x) (§ 1.2.2.2 et § 1.2.2.3). Cette méthode considère la
jonction N-S-N comme unidimensionnelle. Par ailleurs, afinde simuler le désordre dans les électrodes
normales, nous ajoutons des jonctions en métal normal en considérant N-N-S-N-N (§ 1.2.2.5). Les
jonctions supplémentaires permettant de simuler la diffusion sur des impuretés (l’électron peut tenter
plusieurs fois de passer l’interface N-S). Nous en déduisons que la conductance non locale d’une
jonction N-S-N peut être fortement amplifiée pour des électrodes désordonnées grâce à la diffusion sur
les impuretés, de même que la conductance "locale" à une seule interface N-S.

La deuxième méthode est l’approche des fonctions de Green (Sec. 1.3) à l’aide de la méthode de
Keldysh (Appendice B.4). C’est une méthode basée sur la théorie de perturbation. L’approche dia-
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grammatique du système N-S-N donne à l’ordre le plus bas les processus de cotunneling élastique et
ceux de réflexions d’Andreev croisées qui s’annulent dans laconductance non locale. A l’ordre supé-
rieur un nouveau processus intervient donnant une contribution négative à la conductance non locale :
c’est le processus de double réflexion d’Andreev (Sec. 1.4.3) qui transmet deux électrons à la seconde
électrode normale.

Les deux approches sont compatibles quant à la nature du processus de double réflexion d’Andreev
qui domine dans la conductance non locale dans un développement à l’ordreT 4. Par ailleurs, nous
expliquons pourquoi les processus de double réflexion d’Andreev peuvent se coupler à la résistance
non locale même si les transparences d’interfaces sont trèsfaibles.

1.2 Méthode de Blonder, Tinkham et Klapwijk (BTK)

1.2.1 Réflexion d’Andreev

Grâce à la théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer (Appendice A), nous pouvons introduire le
concept de réflexion d’Andreev. Dans la limite d’une jonction sans barrière (c’est-à-dire pour une
transparence parfaite) les électrons du métal normal incidents à énergieE ≫ ∆ passent à travers
l’interface déposant essentiellement toute leur chargeQ⋆, comme dans le cas tunnel. Par contre, les
électrons incidents du métal normal à énergieE < ∆ ne peuvent pas rentrer comme quasiparticules,
mais sont réfléchis dans le métal normal comme des trous, transférant ainsi une charge2e à travers
l’interface du supraconducteur. PourkBT eteV ≪ ∆ tous les électrons incidents sont réfléchis comme
des trous par la réflexion d’Andreev pour des interfaces parfaites (voir Fig. 1).

1.2.2 Théorie BTK

Nous commençons par la théorie de Blonder, Tinkham et Klapwijk [35] pour une jonction N-S
(§ 1.2.2.2). Ensuite, nous ajoutons progressivement des jonctions supplémentaires : N-S-N (§ 1.2.2.3),
N-N-S-N (§ 1.2.2.5) et N-N-S-N-N (§ 1.2.2.5). Pour cela, nous commençons par introduire les équa-
tions de Bogoliubov - de Gennes (§ 1.2.2.1).

1.2.2.1 Equations de Bogoliubov - de Gennes

Les équations de Bogoliubov - de Gennes [36] pour un supraconducteur sont données par

i~
∂f(x, t)

∂t
=

(

−~
2∇2

2m
− µ(x) + V (x)

)

f(x, t) + ∆(x)g(x, t) (1.1)

i~
∂g(x, t)

∂t
= −

(

−~
2∇2

2m
− µ(x) + V (x)

)

g(x, t) + ∆(x)f(x, t) (1.2)

où ∆(x) est une bande interdite dans l’énergie, c’est-à-dire le gap, V (x) est le potentiel,µ(x) est le
potentiel chimique etm est la masse de la particule.f(x, t) et g(x, t) sont respectivement les compo-
santes des électrons et des trous.

Considérons, tout d’abord, le cas normal avec∆(x) = 0. Dans ce cas, l’équation (1.1) est alors
l’équation de Schrödinger pour les électrons et (1.2) est l’équation à temps renversé pour les élec-
trons. Lorsqu’un électron normal satisfait l’équation à temps renversé, il se comporte comme un trou.
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Lorsque∆(x) 6= 0, les fonctions d’ondes des électrons et des trous sont couplées, faisant apparaître
un gap dans la relation de l’énergieE en fonction du vecteur d’ondek pour un cas invariant par trans-
lation. Une seconde conséquence est que la vitesse de groupe, vg = dE

d~k
, va à0 aux bords du gap. Pour

voir cela, nous pouvons résoudre les équations (1.1) et (1.2) pour une géométrie spécifique. L’exemple
le plus simple est pourµ(x), V (x) et ∆(x) constants, alors les solutions sont des ondes planes indé-
pendantes du temps. Nous considérons également pour simplifier que le système est unidimensionnel.
Nous pouvons alors faire l’ansatz suivantf(x, t) = ũeikx−iEt/~ etg(x, t) = ṽeikx−iEt/~. PourV = 0,
nous trouvons en résolvant le système que

E =

√
(

~2k2

2m
− µ

)2

+ ∆2. (1.3)

En fonction de cette énergie, nous pouvons déterminer deux valeurs de l’impulsion,

~k± =

√

2m
(

µ±
√

E2 − ∆2
)

. (1.4)

PourE < ∆, nous obtenons~k± = ±
(

~kF ± i
ξ(E)

)

où ξ(E) = ~vF√
∆2−E2

avecvF = ~kF /m

la vitesse de Fermi etξ(E) la longueur de cohérence à l’énergieE. Le transport non local à travers
un supraconducteur à tensionVb (voir Fig. 8) est atténué exponentiellement sur la longueurde cohé-
renceξ(E) avecE = eVb, car il s’agit de pénétration d’électrons à travers un supraconducteur (qui
ressortent dans l’autre électrode comme des électrons ou des trous) par l’intermédiaire de fonctions
d’onde évanescentes.

Nous utilisons la notationΨ =

(
f(x)
g(x)

)

, ainsi les équations de Bogoliubov - de Gennes prennent

la forme :



−i~ ∂

∂t +
(

−~
2∇2

2m − µ(x) + V (x)
)

∆(x)

∆(x) −i~ ∂
∂t −

(

−~2∇2

2m − µ(x) + V (x)
)



Ψ(x, t) =

(
0
0

)

(1.5)

Nous regardons, maintenant, les lois de conservation pour la probabilité et la charge. Nous définis-
sonsP (x, t) la densité de probabilité de trouver soit un électron soit untrou à un tempst et en position
x. Pour que ce soit une solution des équations de Bogoliubov - de Gennes (1.5) nous devons avoir
P (x, t) = |f(x, t)|2 + |g(x, t)|2. En outre, nous pouvons voir que

∂P (x, t)

∂t
+ ~∇ · ~JP = 0, (1.6)

avec~JP (x, t) = ~

m [ℑ{f(x, t)⋆∇f(x, t)} − ℑ{g(x, t)⋆∇g(x, t)}]. Le courant de trou entre dans (1.6)
avec un signe opposé à celui de l’électron, juste comme nous nous y attendons pour une particule à
temps renversé. Nous pouvons aussi montrer queJP ∝ vg = ∂E

∂~k . Ainsi, au bord du gap,JP est nul.

Nous pouvons également dériver une loi de conservation pourla charge des quasiparticules. Nous
assignons une unité de charge+e à l’électron et−e au trou, la densité de charge nette de la qua-
siparticule dans une des ondes excitées estQ(x, t) = e

(
|f(x, t)|2 − |g(x, t)|2

)
. Des équations de

Bogoliubov - de Gennes (1.5) nous obtenons

∂Q(x, t)

∂t
+ ~∇ · ~JQ(x, t) =

4e∆

~
ℑ{f(x, t)⋆g(x, t)}, (1.7)
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avec ~JQ(x, t) = e~
m [ℑ{f(x, t)⋆∇f(x, t)} + ℑ{g(x, t)⋆∇g(x, t)}]. Le terme de droite de (1.7) est un

terme de source qui connecte les quasiparticules avec le condensat. Dans le courantJQ les contribu-
tions des électrons et des trous au courant des quasiparticules ont le même signe. Effectivement, un
électron bouge dans la direction positive et porte un courant positif mais un trou bouge dans la direc-
tion négative. Il porte un courant positif à cause du signe desa charge. Tandis queJP ∝ vg = 0 aux
bords du gap,JQ = evF . Ainsi nous pouvons voir le courant de charge comme voyageant à la vitesse
de Fermi. Pour un métal normal, nous avons simplementJQ = eJP .

1.2.2.2 Jonction N-S avecV (x) = Hδ(x)

Selon l’idée de Blonder, Tinkham et Klapwijk [35], nous modélisons l’interface par un potentiel
Hδ(x). En utilisant les équations de Bogoliubov - de Gennes pour décrire la jonction, nous pouvons
traiter tous les cas de l’interface transparente à la jonction tunnel par raccordement des conditions
limites. Les conditions limites pour les particules voyageant deN àS sont les suivantes :

N S

d
b
a

e
hh
ec

e

x = 0

V (x) = Hδ(x)

FIG. 1.1 – Schéma de la jonction N-S à une dimension avec l’interface modélisée par un potentiel
Hδ(x).

i) Continuité deψ(x) àx = 0,
ψ(0) ≡ ψN (0) = ψS(0)

ii) Conditions sur la dérivée avec la fonctionδ(x),

~
2k2

2m

(
dψS
dx

∣
∣
∣
∣
x=0

− dψN
dx

∣
∣
∣
∣
x=0

)

= Hψ(0)

iii) La direction des ondes entrantes, réfléchies et transmises est définie par leur vitesse de groupe.
Les électrons entrant produisent seulement des particulessortantes.

Ainsi,







ψinc(x) =

(
1
0

)

eiq
+x

ψrefl(x) = a

(
0
1

)

eiq
−x + b

(
1
0

)

e−iq
+x

ψtrans(x) = c

(
u0

v0

)

eik
+x + d

(
v0
u0

)

e−ik
−x
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où ~q± =
√

2m
√
µ± E et ~k± =

√
2m

√

µ± (E2 − ∆2)1/2 (voir Eq. (1.4)) les coefficients sont
représentés sur la figure 1.1. Le coefficienta (b) est la probabilité de réflexion d’un trou (électron)
et c (d) la probabilité de transmission d’un électron (trou). En utilisant les conditions limites, nous
obtenons un système à quatre équations.

i)
(

1
0

)

+ a

(
0
1

)

+ b

(
1
0

)

= c

(
u0

v0

)

+ d

(
v0
u0

)

ii)

i~

2m

{

k+c

(
u0

v0

)

− k−d

(
v0
u0

)

− q+
(

1
0

)

− q−a

(
0
1

)

+ q+b

(
1
0

)}

= H

{(
1
0

)

+ a

(
0
1

)

+ b

(
1
0

)}

Nous pouvons prendre comme approximationk+ = k− = q+ = q− = kF , pour des énergies proches
de l’énergie de Fermi. Nous posons alorsZ = H

~vF
afin d’avoir une barrière sans dimension, sachant

que la vitesse de Fermi vautvF = ~kF

m . D’où le système à quatre équations suivant :







b+ 1 = cu0 + dv0

a = cv0 + du0

cu0 − dv0 + b+ 1 = −i2Z(1 + b)
cv0 − du0 − a = −i2Za

En le résolvant, nous obtenons :







a = u0v0
γ

b = − (u2
0−v20)(Z2+iZ)

γ

c = (1−iZ)u0

γ

d = iv0Z
γ

avecγ = u2
0 + (u2

0 − v2
0)Z

2.

Nous considérons la dynamique d’une interface N-S avec tension appliquée (Fig. 1.2). Nous avons
alors différentes possibilités de transmission. Vu cinématiquement, dans une approximation semi-
classique, les particules approchent de l’interface et sont transmises et réfléchies avec une certaine
probabilité.

Soit un électron incident sur l’interface de l’état normal avec énergieE > ∆, (0) : C(E) pour (4)
est la probabilité de transmission à travers l’interface avecq+ → k+, tandis queD(E) pour (2) est la
transmission avecq+ → k−, appelée transmission avec croisement de branche.B(E) pour (5) est la
probabilité de réflexion normale etA(E) pour (6) est la probabilité de réflexion d’Andreev. Le dernier
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FIG. 1.2 – Diagramme de l’énergie en fonction des vecteurs d’onde pour la jonction N-S.

processus implique le transfert d’une paire portant une charge2e à travers l’interface






A =

[

a

(
0
1

)

eiq
−x

]⋆ [

a

(
0
1

)

eiq
−x

]

=
u2
0v

2
0

γ2

B =

[

b

(
1
0

)

e−iq
+x

]⋆ [

b

(
1
0

)

e−iq
+x

]

=
(u2

0−v20)Z2(1+Z2)
γ2

C =

[

c

(
u0

v0

)

eik
+x

]⋆ [

c

(
u0

v0

)

eik
+x

]

=
(u2

0−v20)u2
0(1+Z2)

γ2

D =

[

d

(
v0
u0

)

e−ik
−x

]⋆ [

d

(
v0
u0

)

e−ik
−x

]

=
(u2

0−v20)v20(1+Z2)
γ2 .

Nous pouvons voir queb = d = 0 pour un système sans barrière (H = 0 etZ = 0). Physiquement
parlant cela signifie que toute réflexion est une réflexion d’Andreev et les transmissions se font sans

changement de branche. Dans ce cas,JQ = |u0|2+|v0|2
|u0|2 evF e

−2x/ξ(E). Le courant "disparu" réapparaît

comme un courant porté par le condensat. PourE < ∆, k+ etk− ont une faible partie imaginaire qui
conduit à une décroissance exponentielle sur une longueurξ(E)/2.

Pour trouver le courant dans notre modèle unidimensionnel,nous prenons la différence entre
f→(E) et f←(E) les fonctions de distribution aux points (0) et (5) sur la figure 1.2. Nous intégrons
alors sur l’énergie.

I = AJ = 2N(0)evFA
∫ ∞

−∞
dE [f→(E) − f←(E)]

oùA est une surface d’intégration effective incluant un facteur numérique pour la moyenne angulaire,
qui dépendra de la géométrie dans le cas à trois dimensions. Nous avonsf→(E) = f0(E − eV ) et
f←(E) = A(E) [1 − f→(−E)] + B(E)f→(E) + (C(E) + D(E))f0(E). Le courantINS est alors
donné par

INS = 2N(0)evFA
∫ ∞

−∞
dE [f0(E − eV ) − f0(E)] [1 +A(E) −B(E)] .

Nous pouvons voir que la réflexion ordinaire réduit le courant alors que la réflexion d’Andreev l’aug-
mente grâce au passage des paires de Cooper.
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1.2.2.3 Jonction N-S-N

Nous regardons le cas d’une jonction N-S-N. Nous supposons que le supercourant disparaît, donc
que le supraconducteur est à la masse. Cela nous permet de ne pas tenir compte de l’autocohérence du
gap supraconducteur et de supposer qu’il vaut∆ dans le supraconducteur, comme dans l’approche de
Falci et al. [12]. Nous pouvons effectuer cette hypothèse, car nous n’avons pas de champ magnétique.
Effectivement, l’autocohérence du gap est importante souschamp magnétique et pour des effets hors
équilibre. Par exemple, lorsque la phase du supraconducteur est dépendante de la tension.

b

d h
ec

e

N

d’h

c’
b’ h

ea’ae
h b

e

SN

x=0

N S N

(a)

(b)
l

x=l

Ia

V(x)=H   (x)δ1 δ21 2V (x)=H   (x−l)

V

FIG. 1.3 – Circuit électrique de la jonction N-S-N (a). Schéma dela jonction N-S-N à une dimension
avec la première interface modélisée par un potentiel répulsif H1δ(x) et la seconde parH2δ(x− l) (b).

Comme pour le cas d’une jonction N-S, nous considérons que tous les vecteurs d’ondes sont très
proches dekF et les barrières sont données par des potentiels répulsifsH1δ(x) etH2δ(x − l). Ainsi
pour l’électrode normale de gauche (L), nous avons la fonction d’onde

ψL(x) =

(
1
0

)

eikFx + a

(
0
1

)

eikF x + b

(
1
0

)

e−ikFx.

Pour la fonction d’onde du supraconducteur, nous avons la partie venant de l’électrode de gauche et la
partie venant de celle de droite.

ψS(x) = c

(
u0

v0

)

eikF xe−x/ξ(E) + d

(
v0
u0

)

e−ikFxe−x/ξ(E)

+c′
(
u0

v0

)

eikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E) + d′
(
v0
u0

)

e−ikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E).

Pour la seconde électrode normale (R) :

ψR(x) = a′
(

0
1

)

eikF (l−x) + b′
(

1
0

)

e−ikF (l−x).

Désormais quatre conditions limites (au lieu de deux) définissent le système, deux pour chaque inter-
faces.
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i) Condition de jonction des fonctions d’onde à la première interface :

ψL(0) = ψS(0)

d’où
(

1
0

)

+ a

(
0
1

)

+ b

(
1
0

)

=

c

(
u0

v0

)

+ d

(
v0
u0

)

+ c′
(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E) + d′
(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E).

ii) Condition de jonction des fonctions d’onde à la seconde interface :

ψS(l) = ψR(l)

d’où

c

(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E) + d

(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E) + c′
(
u0

v0

)

+ d′
(
v0
u0

)

=

a′
(

0
1

)

+ b′
(

1
0

)

.

iii) Condition de jonction des dérivées des fonctions d’onde à la première interface :

~
2k2

2m

(
dψS
dx

∣
∣
∣
∣
x=0

− dψL
dx

∣
∣
∣
∣
x=0

)

= H1ψL(0)

dψL(x)

dx
= ikF

(
1
0

)

eikF x + ikFa

(
0
1

)

eikF x − ikF b

(
1
0

)

e−ikFx

et
dψL
dx

∣
∣
∣
∣
0

= ikF

(
1
0

)

+ ikF a

(
0
1

)

− ikF b

(
1
0

)

dψS(x)

dx
= ikF c

(
u0

v0

)

eikF xe−x/ξ(E) − 1

ξ(E)
c

(
u0

v0

)

eikF xe−x/ξ(E)

−ikF d
(
v0
u0

)

e−ikF xe−x/ξ(E) − 1

ξ(E)
d

(
v0
u0

)

e−ikF xe−x/ξ(E)

−ikF c′
(
u0

v0

)

eikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E) +
1

ξ(E)
c′
(
u0

v0

)

eikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E)

+ikF d
′
(
v0
u0

)

e−ikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E) +
1

ξ(E)
d′
(
v0
u0

)

e−ikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E).

Commeξ(E) ≫ λF , nous pouvons négliger les termes avec un facteur1
ξ(E) . Par conséquent,

dψS(x)

dx
= ikF c

(
u0

v0

)

eikF xe−x/ξ(E) − ikF d

(
v0
u0

)

e−ikF xe−x/ξ(E)

−ikF c′
(
u0

v0

)

eikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E) + ikF d
′
(
v0
u0

)

e−ikF (l−x)e−(l−x)/ξ(E)
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et

dψS
dx

∣
∣
∣
∣
x=0

= ikF c

(
u0

v0

)

− ikF d

(
v0
u0

)

− ikF c
′
(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E)

+ikF d
′
(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E)

Nous pouvons poserZj =
Hj

~vF
avecj = 1, 2 et ainsi

c

(
u0

v0

)

− d

(
v0
u0

)

− c′
(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E) + d′
(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E)

−
(

1
0

)

− a

(
0
1

)

+ b

(
1
0

)

= −i2Z1

[(
1
0

)

+ a

(
0
1

)

+ b

(
1
0

)]

iv) Condition de jonction des dérivées des fonctions d’ondeà la seconde interface :

~
2k2

2m

(
dψR
dx

∣
∣
∣
∣
x=l

− dψS
dx

∣
∣
∣
∣
x=l

)

= H2ψR(0)

dψS
dx

∣
∣
∣
∣
x=l

= ikF c

(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E) − ikF d

(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E)

−ikF c′
(
u0

v0

)

+ ikF d
′
(
v0
u0

)

dψR
dx

= −ikFa′
(

0
1

)

eikF (l−x) + ikF b
′
(

1
0

)

e−ikF (l−x).

d’où
dψR
dx

∣
∣
∣
∣
x=l

= −ikFa′
(

0
1

)

+ ikF b
′
(

1
0

)

.

et

c

(
u0

v0

)

eikF le−l/ξ(E) − d

(
v0
u0

)

e−ikF le−l/ξ(E) − c′
(
u0

v0

)

+d′
(
v0
u0

)

+ a′
(

0
1

)

− b′
(

1
0

)

= −i2Z2

[

a′
(

0
1

)

+ b′
(

1
0

)]

.

Nous avons donc un système linéaire de huit équations à résoudre, pour obtenir les coefficients.
Ce sont les coefficientsa′ et b′, qui correspondent à la transmission d’un trou et respectivement d’un
électron, qui nous intéressent. Nous pouvons considérer deux cas limites avecZ = Z1 = Z2 : Z = 0
etZ → ∞ :

Z = 0 : Dans ce cas, il n’y a pas de barrière, l’interface est complètement transparente. Nous
trouvonsa′ = 0, ce qui est normal : sans barrière, il n’y a pas de création de trou du fait de
la conservation de l’impulsion. Dans BTK, le trou est diffusé avec un vecteur d’onde opposé à
celui de l’électron. Par conséquent, nous n’avons pas de conservation de l’impulsion si le trou
était diffusé vers l’avant. L’électron passe tout droit sans être réfléchi en trou.

b′ =
eikF lel/ξ(E)(u2

0 − v2
0)

u2
0e

2l/ξ(E) − v2
0
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La conductance non locale donnée parGab = e2

h (A′−B′) est dans cette limite toujours négative.
A′ est donné en moyennant sur les oscillations de Friedel par

A′ =
∫ l0+π/kF

l0−π/kF

dl
kF
2π

|a′|2, (1.8)

l’équivalent est obtenu pourB ′.
Z → ∞ : Dans ce cas, les barrières sont très importantes. Pour obtenir a′ et b′, il nous faut faire

un développement en série du facteurel/ξ(E) que nous gardons qu’au second ordre. Cela revient
à faire l’hypothèse quel ≥ ξ(E) : la longueur du supraconducteur est supposée un peu plus
grande que sa longueur de cohérence. Alors,

a′ = −u0v0(e
ikF l + e−ikF l)

el/ξ(E)(u2
0 − v2

0)Z
2

et

b′ = − u2
0e
ikF l + v2

0e
−ikF l

el/ξ(E)(u2
0 − v2

0)Z
2
.

Nous sommes intéressés par|a′|2 et |b′|2, nous moyennons sur les oscillations de Friedel à l’aide
de (1.8). Nous obtenons

A′ = B′ =
∆4e−2l/ξ(E)

8(∆2 − E2)2Z4
.

Par conséquent, la conductance non locale qui est donnée pare2

h (A′ − B′) est nulle à l’ordre
Z−4.

Dans le cas général, nous obtenons les coefficientsA′ etB′ par un petit programme qui résout le
système d’équation, grâce à une inversion de matrice, nous permettant ainsi d’obtenir la conductance
non locale.

Nous pouvons voir que la conductance non locale est toujoursnégative et prend sa valeur minimale
lorsqu’il n’y a pas de barrières (Z = 0). Elle tend vers 0 dans la limite où les barrières sont importantes
(Z → ∞). Elle est monotone entre ces deux limites. Par ailleurs, lavaleur absolue de la conductance
non locale diminue avec l’augmentation de la longueur du supraconducteur, car le processus de cotun-
neling élastique s’atténue exponentiellement avec la distance parcourue dans le supraconducteur.

Nous incluons maintenant la diffusion sur les impuretés dans les électrodes normales (§ 1.2.2.4) et
(§ 1.2.2.5) par un modèle simplifié d’effet tunnel sans réflexion (en anglais : "reflectionless tunneling").

1.2.2.4 Jonction N-N-S-N

Le désordre dans les électrodes normales permet, grâce aux diffusions sur les impuretés, aux élec-
trons arrivant à l’interface N-S de tenter plusieurs fois detraverser l’interface [37, 38], comme sur la
figure 1.5. Par exemple, un électron arrivant à l’interface N-S peut soit subir une réflexion d’Andreev
soit être réfléchi. S’il est réfléchi, la diffusion sur les impuretés des électrodes normales lui permet de
revenir à l’interface N-S et ceci jusqu’à subir une réflexiond’Andreev. Lorsque l’électron subit une
réflexion d’Andreev, un trou est rétrodiffusé, il suivra alors en sens inverse la même séquence d’im-
puretés que l’électron. C’est le processus d’effet tunnel sans réflexion qui confine les quasiparticules à
l’interface N-S (en anglais : "reflectionless tunneling").
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FIG. 1.4 – Conductance non locale, en unité dee2/h, en fonction de la barrièreZ1 = Z2 dans le
cas où l’énergie,E = 0.001∆, est bien au-dessous du gap, en fonction de différentes longueurs du
supraconducteur. La longueur du supraconducteur est en unité deξ, avecǫF/∆ = 1000 (où ǫF est
l’énergie de Fermi).
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FIG. 1.5 – Schéma de l’interface N-S avec électrode normale désordonnée. (a) L’électron (e) inci-
dent subit une réflexion d’Andreev à sa première approche de l’interface. L’électron est alors réfléchi
comme un trou dans la bande de spin down (h comme "hole" en anglais). (b) L’électron est réfléchi
à sa première approche de l’interface, les impuretés lui permettent de revenir à l’interface où il peut
à nouveau tenter le processus d’Andreev. (c) L’électron estréfléchi deux fois puis subit une réflexion
d’Andreev.
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Pour simuler le désordre dans les électrodes normales ou dans le cas où les électrodes normales
sont très fines (diffusions sur le bord), nous généralisons au cas multiterminal l’idée de Melsen et
Beenakker [39] consistant à insérer une jonction supplémentaire. L’introduction de cette seconde bar-
rière (structure N-N-S à deux terminaux) introduit un minimum dans la résistance en fonction de la
transparence de l’interface N-S. Le minimum pouvant être expliqué par l’apparition de modes de trans-
mission analogues à l’effet tunnel sans réflexion à travers une jonction N-S où l’électrode normale est
désordonnée (voir Fig. 1.5).

Nous commençons par considérer N-N-S-N (voir Fig. 1.6).
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FIG. 1.6 – Schéma de la jonction N-N-S-N à une dimension avec BTK.

Nous procédons comme pour la jonction N-S-N (§ 1.2.2.3). Lesfonctions d’ondes dans les diffé-
rentes parties valent

ψL(x) =

(
1
0

)

eikF (x+L) + a

(
0
1

)

eikF (x+L) + b

(
1
0

)

e−ikF (x+L)

ψN (x) = α

(
1
0

)

eikF (x+L) + β

(
0
1

)

e−ikF (x+L) + α′
(

1
0

)

e−ikF x + β′
(

0
1

)

eikF x

ψS(x) = c

(
u0

v0

)

eikF xe−x/ξ(E) + d

(
v0
u0

)

e−ikFxe−x/ξ(E)

+c′
(
u0

v0

)

e−ikF (x−R)e(x−R)/ξ(E) + d′
(
v0
u0

)

eikF (x−R)e(x−R)/ξ

ψR(x) = a′
(

0
1

)

e−ikF (x−R) + b′
(

1
0

)

eikF (x−R).

avec six conditions limites, deux pour chaque interfaces.
i) Condition de raccordement des fonctions d’onde :

ψL(−L) = ψN (−L)
ψN (0) = ψS(0)
ψS(R) = ψR(R)
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i) Condition de raccordement des dérivées des fonctions d’onde :

dψN (x)

dx

∣
∣
∣
x=−L

− dψL(x)

dx

∣
∣
∣
x=−L

= −2iZ1ψL(−L)

dψS(x)

dx

∣
∣
∣
x=0

− dψN (x)

dx

∣
∣
∣
x=0

= −2iZ2ψN (0)

dψR(x)

dx

∣
∣
∣
x=R

− dψS(x)

dx

∣
∣
∣
x=R

= −2iZ3ψS(R)

En résolvant ce système d’équations, nous trouvonsa′ et b′ et la conductance non locale est égale
à e2

h (A′ −B′), ouA′ etB′ sont donnés par (1.8).

La conductance non locale, pour une énergie bien supérieureau gap (E = 10∆) est donnée seule-
ment par les processus de cotunneling élastique. Les processus de réflexion d’Andreev ne pouvant
avoir lieu dans cette gamme d’énergie avec par conséquent une conductance non locale négative. Nous
pouvons voir (Fig. 1.7) que la conductance non locale en valeur absolue est maximale pour un système
sans barrière à l’interface N-S et diminue avec l’augmentation des barrières. Effectivement, les élec-
trons ont moins de probabilité de passer par effet tunnel si la barrière à l’interface N-S augmente. La
conductance non locale est strictement monotone.
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FIG. 1.7 – Conductance non locale en unité dee2/h en fonction de la barrièreZ1 dans le cas où
l’énergie est bien au-dessus du gap (E = 10∆), avecR = 5ξ etL = 10ξ où ǫF/∆ = 1000 (où ǫF est
l’énergie de Fermi).

Si nous considérons une énergie inférieure au gap (E = 0.001∆), il est cette fois-ci possible
d’avoir des réflexions d’Andreev. Néanmoins, les contributions des processus transmettant des élec-
trons sont toujours majoritaires, la conductance non locale restant toujours négative. Un minimum
dans la conductance non locale apparaît, ceci est dû à la contribution des réflexions d’Andreev qui est
positive et qui compense une partie de la contribution des processus de cotunneling élastique. Nous
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voyons donc apparaître des effets caractéristiques du confinement des quasiparticules à l’interface N-
S, qui se manifeste par un maximum de la valeur absolue de la conductance non locale (voir Fig. 1.8).
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FIG. 1.8 – Conductance non locale, en unité dee2

h , en fonction de la barrièreZ1 dans le cas où l’énergie
est bien au dessous du gap (E = 0.001∆), avecR = 5ξ et L = 10ξ où ǫF /∆ = 1000 (où ǫF est
l’énergie de Fermi). Les indice (1), (2) et (3) correspondent aux trois différents régimes de la figure
1.9.

Nous avons trois régimes différents (voir Fig. 1.9) : Dans unpremier tempsZ1 est tellement petit
que les électrons passent jusqu’à l’interface supraconductrice (1) et sont soit réfléchis dans l’électrode
normale soit transmis à travers le supraconducteur. En augmentant progressivementZ1, nous obtenons
un régime où les deux barrières sont du même ordre de grandeur, ainsi l’électron rebondit plusieurs
fois entre l’interface N-N et l’interface N-S avant de pouvoir traverser dans le supraconducteur c’est
le régime où l’électron est confiné près de l’interface N-S (2). Finalement, si nous continuons à aug-
menterZ1, nous arrivons à un régime où tous les électrons sont réfléchis à l’interface N-N (3). La
conductance non locale en valeur absolue diminue avec l’augmentation de la longueur du supracon-
ducteur (voir Fig. 1.10). Ceci vient du fait que la probabilité d’un électron de passer par effet tunnel
s’atténue exponentiellement avec la distance à traverser dans le supraconducteur.

1.2.2.5 Jonction N-N-S-N-N

Pour simuler le désordre dans les deux électrodes normales,nous introduisons maintenant une
double jonctions N de chaque côté du supraconducteur, décrites sur la figure (Fig. 1.11).



1.2. MÉTHODE DE BLONDER, TINKHAM ET KLAPWIJK (BTK) 25
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FIG. 1.9 – Trois différents régimes pour le passage des électrons à travers la jonction N-N-S-N. Les
trois régimes sont indiqués sur la figure 1.8.
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FIG. 1.10 – Conductance non locale en unité dee2
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est bien au-dessous du gap (E = 0.001∆), avecZ2 = 2. La longueurR du supraconducteur est donnée
parR = 4ξ,R = 5ξ etR = 6ξ etL = 10ξ avecǫF/∆ = 1000 (où ǫF est l’énergie de Fermi).
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FIG. 1.11 – Schéma de la jonction N-N-S-N-N à une dimension avec BTK.

Les fonctions d’ondes sont données par
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Nous avons huit conditions limites, deux pour chaque interfaces.
i) Condition de raccordement des fonctions d’onde :

ψNL
(−R1) = ψN1(−R1)

ψN1(0) = ψS(0)
ψS(RS) = ψN2(RS)
ψN2(RS +R2) = ψNR

(RS +R2)

i) Condition de raccordement des dérivées des fonctions d’onde :
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∣
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Nous moyennons le coefficient de transmission non local sur les oscillations de phase de Fermi
ϕ1 = kF (RS − R1)/2, ϕ = kFRS et ϕ2 = kF (R2 − RS)/2. C’est-à-dire, par exemple pour la

moyenne surϕ1 : Ga,b =
∫ R1+π/kF

R1−π/kF
dR1

kF

2π Ga,b(R1). Nous avons la même chose pour les deux autres
intégrales. La conductance non locale à tension nulle et pour ZL = ZR etZ1 = Z2 = 10 en fonction
deZL est représentée sur la figure 1.12.
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FIG. 1.12 – Conductance non locale en unité dee2/h en fonction de la barrièreZL = ZR avecZ1 =
Z2 = 10 (E = 0.0001∆). (a) à (f) correspondent à l’augmentation de la précision dans l’évaluation
des facteurs de phase de Fermi. La conductance non locale pour la jonction N-N-S-N est d’amplitude
bien inférieure au cas N-N-S-N-N ce qui montre l’importancedes réflexions multiples.

La conductance non locale est encore dominée par les processus transmettant des électrons, car
elle est toujours négative. Pour une précision suffisammentgrande dans le calcul de l’intégrale triple
la conductance non locale tend vers les valeurs négatives àZL = 0. La partie positive des courbes
pourZL petit sur la figure 1.12 n’est dû qu’à un manque de précision numérique. (Voir Fig. 1.23 pour
l’approche des fonctions de Green où nous pouvons obtenir une précision élevée du fait de la plus
petite taille de la matrice.)

En comparant le cas N-N-S-N-N avec la jonction N-N-S-N, nouspouvons constater que le désordre
peut augmenter fortement l’amplitude de la conductance nonlocale pour la diffusion des électrons sur
les impuretés. Effectivement, en diffusant sur les impuretés les électrons peuvent tenter plusieurs fois
de passer la barrière à l’interface N-S.

En conclusion, nous avons montré que le confinement des quasiparticules aux interfaces N-S et
S-N a pour effet d’augmenter la conductance non locale en valeur absolue et introduit un maximum.
Cet effet est le même que pour la conductance d’une jonction N-S [39].
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1.3 Méthode des fonctions de Green

La méthode des fonctions de Green est une seconde manière d’aborder le problème de la jonction
N-S-N. Nous nous basons sur le modèle de Caroli, Combescot, Nozières et Saint-James [40, 41] qui
résolvent le transport dans une jonction tunnel N-I-N.

Nous nous allons partir d’un modèle simple de l’Hamiltonienpour une jonction N-I-N (Appendice
B.1), où nous calculerons directement le courant tunnel (Appendice B.5). Cette méthode comporte
deux avantages :

1) La décomposition du système en trois parties (électrode gauche, barrière et électrode droite)
résulte immédiatement de la théorie des perturbations dansl’espace réel, sans augmenter la
difficulté mathématique.

2) Le courant peut être calculé directement, même à tension finie, avec l’aide de la théorie des
perturbations dans le système hors équilibre qui généralise la technique des diagrammes.

Nous suivons les notations utilisées habituellement dans la littérature : nous utilisons la notationω
pour l’énergie dans l’approche des fonctions de Green, qui correspond à la même quantité que l’énergie
E utilisée précédemment dans l’approche BTK.

1.4 Jonction N-S-N par les fonctions de Green

1.4.1 Principe des diagrammes

Les différents processus de transport peuvent être décritspar des diagrammes. Ainsi, la formule
de transport (B.8) obtenue par Caroli, Combescot, Nozièreset Saint-James [40, 41] est donnée par
I = (2π)2t2at

2
b
e
~

∫ µ+eV
µ

dω
2πG

A
αβ(ω)GRβα(ω)ρaa(ω)ρbb(ω) où ta et tb sont les amplitudes tunnel respec-

tivement à la première et à la seconde interface,µ le potentiel chimique etV la tension à l’électrodeb.
Cette formule de transport se généralise facilement à une somme sur les différents canaux de conduc-
tion pour des interfaces étendues. Nous pouvons représenter le transport non local dans une jonction
N-I-N, où I est un isolant à bande interdite, par le diagrammegénéral de la figure 1.13.
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FIG. 1.13 – Diagramme général du transport dans une jonction N-I-N, où t+2 > t+1 sur la branche "+"
du contour de Keldysh, ett−2 < t−1 sur la branche "-" remontant le temps.
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GAαβ est la fonction de Green complète avancée. Elle correspond àla destruction, en un tempst+1 ,

d’un électron à la première interface N-I et à la création, enun tempst+2 , d’un électron à la seconde
interface (avect+2 > t+1 ). Par conséquent, la fonction de Green avancée complèteGA

αβ correspond à la
transmission de gauche à droite d’un électron dans le sens dutemps. De la même manière, la fonction
de Green retardée,GR

βα, correspond à la destruction, en un tempst−2 , d’un électron à la seconde inter-

face et à la création, en un tempst−1 , d’un électron à la première interface. C’est-à-dire, un électron se
propage de gauche à droite dans le sens du temps sur la branche"+" et un électron se propage de droite
à gauche dans le sens inverse du temps sur la branche "-". Ce dernier est qualitativement équivalent à
un trou se propageant de gauche à droite dans le sens du temps.

Sur la figure 1.13 les lignes ondulées correspondent aux densités d’étatρaa etρbb dans les fonctions
de Greeng+,− etg−,+ faisant changer de branche du contour de Keldysh.

Les fonctions de Green complètes peuvent se décomposer comme une somme de trajectoires (voir
Fig. 1.14). Nous regardons en particulier la fonction de Green de propagation d’un électron de gauche
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=
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N

NN
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+ ...

à une interface

e

+

+

+

Rebond local

les deux interfaces

e

FIG. 1.14 – Quelques processus pour la fonction de Green connectant la première à la seconde élec-
trode normale.

à droite, soitGAαβ . L’électron peut passer directement de la première électrode normale à la seconde
électrode normale, c’est la trajectoire la plus simple. Néanmoins, il peut aussi rebondir sur une des
interfaces, une où plusieurs fois, avant de pénétrer dans laseconde électrode normale, c’est ce que l’on
appelle des rebonds locaux. Par ailleurs, l’électron peut être réfléchi à la seconde interface et revenir à
la première interface avant d’être transmis à la seconde électrode normale, ce sont alors des rebonds
non locaux. Le poids des trajectoires d’ordre supérieur diminue du fait des transparences d’interface.
D’autre part, la propagation dans l’isolant est très fortement atténuée à cause de la très petite longueur
de cohérence. Bien sûr, la fonction de Green pour la propagation en sens inverse du temps,GR

βα,
peut se décomposer exactement de la même manière et le transport est donné par la somme de tous
les processus possibles lorsque nous raccordons toutes lestrajectoires pour les fonctions de Green
avancées et retardées. L’intérêt de la discussion n’est pastant de décrire les processus multiples dans
un isolant que de généraliser plus tard au cas d’une jonctionN-S-N et des ondes de densité de charge
(Chapitre 4) où la longueur de cohérence est plus élevée.
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Nous pouvons considérer deux différents types de processus. En insérant, un trou traversé par
un flux magnétique certains processus se couplent avec le champ magnétique et d’autres non. En
premier lieu, nous considérons les processus ne se couplantpas au champ magnétique. Le processus à
l’ordre le plus bas ne se couplant pas au champ magnétique estla transmission directe, n’ayant aucun
rebond. Effectivement, avec un flux magnétique la fonction de Green avancée devientgA11(x, y) →
gA11(x, y)e

ie
~ � y

x
~Ad~r et la fonction de Green retardéegR11(y, x) → gR11(y, x)e

ie
~ � x

y
~Ad~r avec~A le potentiel

vecteur, ainsi les contributions du flux magnétique s’annulent. Les autres processus qui réagissent de
la même manière, sont les processus qui n’ont que des rebondslocaux, car alors nous avons également
juste le passage d’un électron (voir Fig. 1.15).

ρ

e NN

Rebond local à une interfacePropagation directe, sans rebond

e NIN I

Flux magnétique

e ρ
b,b

a,a
ρ a,aρ

e
b,b

FIG. 1.15 – Processus ne se couplant pas au champ magnétique.

Par contre, les processus ayant des rebonds non locaux peuvent se coupler au champ magnétique.
Par exemple, lorsqu’un trou est réfléchi à la seconde interface et revient à la première, nous avons un
mode de transmission retardé-retardé (voir Fig. 1.16) et lafonction de Green avancéegA11(x1, y1) et
la première fonction de Green retardéegR11(y2, x2) n’agissent plus sur le même site ainsi leurs contri-
butions au champ magnétique ne se compensent plus. Des oscillations de périodeh/2e apparaissent,
alors, dans le transport non local en fonction du champ magnétique. Ce type de processus sera étudié
en détail dans la section 4.5.1 pour une onde de densité de charge.

NIe

e

e

e

b,b
a,aρ

ρ

L’électron rebondit entre les deux interfaces

Flux magnétique

x2 y2

y1N x1

FIG. 1.16 – Premier processus se couplant au champ magnétique, un électron de la fonction de Green
retardée rebondit d’une interface à l’autre créant un mode de transmission retardé-retardé. Nous re-
trouverons ce processus au chapitre 4 sur les oscillations de résistance d’une onde de densité de charge
perforée par des nanotrous.
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Pour décrire les différents processus, nous avons considéré une jonction N-I-N avec un isolant à
bande interdite (voir Appendice D.1). De nouveaux effets interviennent lorsque nous considérons une
jonction N-S-N. Effectivement, le supraconducteur, sous l’énergie du gap, couple les canaux de trous
et d’électron.

1.4.2 Diagramme de réflexion d’Andreev non locale et de cotunnelingélastique

Nous nous intéressons de nouveau à la jonction N-S-N. Les premiers diagrammes apparaissant à
l’ordre le plus bas sont ceux de la réflexion d’Andreev, qui necontribue pas au transport non local, et
les processus de cotunneling élastique et de réflexion d’Andreev non locale.

Nous regardons, en premier lieu, le diagramme de réflexion d’Andreev à une interface N-S (il s’agit
d’un processus local) [42, 38]. Nous rappelons que la réflexion d’Andreev consiste en un électron de
spin up incident ayant une énergie inférieure à celle du gap qui ne peut pénétrer dans le supraconduc-
teur. Nous avons alors création d’une paire de Cooper et rétrodiffusion d’un trou dans la bande de spin
down. Sur le diagramme des fonctions de Green d’une réflexiond’Andreev (Fig. 1.17b), les indicese

R

N S

e

ee

h

e

e

h

SN(b)(a)

h
A

FIG. 1.17 – (a) Processus de réflexion d’Andreev. (b) Diagramme d’une réflexion d’Andreev. La ligne
bleue du diagramme correspond à la fonction de Green avancée, la ligne rouge à la fonction de Green
retardée et les lignes ondulées vertes aux densités d’état.

eth (électron et trou) correspondent aux indices de Nambu des fonctions de Green.

Maintenant, si nous considérons une jonction N-S-N, les deux processus à l’ordre le plus bas qui
interviennent dans le transport non local sont les processus de cotunneling élastique et de réflexion
d’Andreev croisée. Le courant pour le processus de cotunneling élastique est donné par

J = −
(2π)2et2aαt

2
βb

~

∫ µ+eV

µ

dω
2π
g11A
αβ (ω)g11R

βα (ω)ρa(ω)ρb(ω).

et le courant pour le processus de réflexion d’Andreev croiséest donné par

J =
(2π)2et2aαt

2
βb

~

∫ µ+eV

µ

dω
2π
g12A
αβ (ω)g21R

βα (ω)ρa(ω)ρb(ω).

Or g11A
αβ (ω)g11R

βα (ω) = g12A
αβ (ω)g21R

βα (ω), avec(. . . ) la moyenne soit sur le facteur de Fermi soit sur

les impuretés1. Par conséquent, le courant dû aux processus de cotunnelingélastique est compensé
1Les moyennes sur le facteur de Fermi et lesimpuretés des fonctions de Green du supraconducteur sont données respec-

tivement dans l’appendice B.6 et dans l’appendice B.7
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FIG. 1.18 – Processus de cotunneling élastique et de réflexion d’Andreev croisée, en haut. En bas
les diagrammes. Les indices des sites sont sur le premier schéma. Les lignes bleues des diagrammes
correspondent aux fonctions de Green avancées, les lignes rouges aux fonctions de Green retardées et
les lignes ondulées vertes aux densités d’état.

par celui dû aux processus de réflexion d’Andreev croisée [12]. La moyenne sur les facteurs de Fermi
consiste à moyenner sur les canaux de conduction [12].

1.4.3 Diagrammes d’ordre supérieur : Double réflexion d’Andreev

Nous étudions le coefficient de transmission associé à des processus de cotunneling. La conduc-
tance différentielle d’une jonction N-I-N est proportionnelle au coefficient de transmission (Caroliet
al. [40]) et nous faisons la même chose pour un supraconducteur.Nous avons alors en plus un coeffi-
cient de transmission dans le canal électron trou (Andreev non local).

Comme les processus de cotunneling élastique et de réflexiond’Andreev croisée s’annulent mu-
tuellement dans la conductance non locale, il nous faut regarder les processus d’ordre supérieur. La
plupart des processus s’annulent également deux à deux. Parexemple, le processus qui transmet un
électron par cotunneling élastique avec l’électron qui rebondit une fois sur chaque interface s’annule
avec le processus qui transmet un trou et une paire de Cooper attrapée par le condensat du supracon-
ducteur, avec l’électron qui rebondit sur la première interface et le trou qui rebondit sur la seconde
interface (voir Fig. 1.19).

Un processus qui a beaucoup d’importance est le processus dedouble réflexion d’Andreev (voir
Fig. 1.20) qui transmet deux électrons. Ce processus consiste en un électron incident avec une énergie
inférieure à celle du gap du supraconducteur, ne pouvant passer par effet tunnel dans le supraconduc-
teur, il y a une réflexion d’Andreev et un trou est rétrodiffusé. La paire créée s’étale sur l’ordre de
la longueur de cohérence. Ainsi, si la deuxième interface n’est pas trop éloignée, il peut y avoir une
seconde réflexion d’Andreev, qui peut être décalée par rapport à la première pour autant que la distance
soit inférieure à la longueur de cohérence, et ainsi deux électrons sont transmis.

Ce processus a une probabilité d’arriver qui décroît exponentiellement avec l’épaisseur du supra-
conducteur. Ceci est compatible avec le fait que Russoet al. [16] n’ont pas mesuré de signal pour des
épaisseurs du supraconducteur plus grandes que la longueurde cohérence. Par comparaison dans une
jonction N-S-N à deux terminaux nous avons des processus d’Andreev "locaux" à chaque interface
et propagation à longue distance d’une paire dans le condensat entre les deux interfaces. Un courant
serait alors mesuré même pour des épaisseur du supraconducteur bien plus grandes que la longueur de
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FIG. 1.19 – Deux processus d’ordreT 4 dans la transparence des interfaces et s’annulant mutuellement.
En premier, le processus similaire au cotunneling élastique et transmettant un électron, où l’électron
rebondit une fois localement sur chaque interface. En second un processus similaire à la réflexion
d’Andreev croisée, transmettant un trou. Ici l’électron etle trou rebondissent chacun sur l’interface
leur correspondant. Les lignes bleues des diagrammes correspondent aux fonctions de Green avancées,
les lignes rouges aux fonctions de Green retardées et les lignes ondulées vertes aux densités d’état.
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FIG. 1.20 – Processus d’ordreT 4 en transparence contenant deux réflexions d’Andreev locales et
transmettant deux électrons. Les lignes bleues du diagramme correspondent aux fonctions de Green
avancées, les lignes rouges aux fonctions de Green retardées et les lignes ondulées vertes aux densités
d’état.
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cohérence [43, 44].

Maintenant, un autre point important est que la transparence d’interface dans l’expérience de Russo
et al. [16] vaut approximativementT = 10−5 qui est extrêmement faible. Il nous faut donc nous poser
la question de pourquoi un processus d’ordreT 4 dans la conductance non locale est mesurable. Ceci
est une particularité de ce processus, sa résistance non locale, comme nous allons le voir, ne dépend
pas de la transparence aux interfaces dans la limite de très faibles transparences. Effectivement, la
conductance non locale de ce processus, peut se décomposer comme la conductance d’une réflexion
d’Andreev locale fois la conductance de la seconde réflexiond’Andreev et fois le propagateur dans
le supraconducteur qui ne dépend pas des interfaces. Le toutdoit être divisé par le nombre de canaux
du système, car les deux réflexions d’Andreev sont connectées par une propagation limitée par la
longueur de cohérence dans le supraconducteur et ne peuventpas être trop éloignées l’une de l’autre
dans la direction parallèle aux interfaces.

Gab(Vb) =
∂Ia
∂Vb

(Vb) =
[G

(R.A)
loc ]2(Vb)S(Vb)

Nch
(1.9)

oùG(R.A)
loc est la conductance de réflexion d’Andreev locale,Nch est le nombre de canaux parallèles à

l’interface etS(Vb) correspond à la propagation dans le supraconducteur. Le facteurS(Vb) ne dépend
pas des transparences d’interfaces.

En effet, chaque réflexion d’Andreev vient avec un facteurNch, car la conductance d’Andreev est
proportionnelle à la surface de la jonction. La conductancenon locale est également proportionnelle à
la surface de la jonction d’où le facteur1/Nch dans (1.9).

La transmission dans le supraconducteur implique d’évaluer la probabilité de diffusion du siteα
au siteβ (voir Appendice B.7) :

∫

d2βP(α → β) = ǫ2F

∫

d2βg11A
αβ g22R

βα

Dans un système diffusif nous avons, de même que pour le courant Josephson [45],

∫

d2βP(α → β) = ǫ2Fπ
2ρ2
S

2ω2 − ∆2

∆2 − ω2

∫
2πydy
√

d2 + y2
e−2

√
d2+y2/ξ ∝ 2ω2 − ∆2

∆2 − ω2

ξ

le
e−d/ξ (1.10)

avecRαβ =
√

d2 + y2 oùd est l’épaisseur du supraconducteur ety l’éloignement horizontal entre les
deux réflexions d’Andreev.

Dans l’expérience de Russoet al. [16], c’est la résistance non locale qui est mesurée. Or comme
nous avons un système à trois terminaux, la résistance est matricielle et la matrice de résistance est
donnée par l’inverse de la matrice de conductance.

(
Raa Rab

Rba Rbb

)

=

(
Gaa Gab
Gba Gbb

)−1

Nous en déduisons que la résistance non localeRab(Vb) est donnée par

Rab(Vb) =
−Gab

[G
(R.A)
loc ]2(Vb) − GabGba

.
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Comme la conductance non locale est de l’ordreT 4 et la conductance locale est de l’ordreT 2, nous
pouvons approximer la résistance non locale

Rab(Vb) =
−Gab(Vb)

[G
(R.A)
loc ]2(Vb)

= −S(Vb)

Nch
(1.11)

Nous voyons donc que la résistance non locale du processus dedouble réflexion d’Andreev n’a pas
de dépendance en transparence, puisque le propagateurS(Vb) dans le supraconducteur n’a lui même
aucune dépendance en transparence dans la limite des très faibles dépendances. De plus, la résistance
non locale est positive.

Par ailleurs, nous pouvons voir en faisant un développementperturbatif, que les premiers processus
à intervenir sont ceux ne dépendant pas de la transparence.

Gab(Vb) = A2T
2 +A4T

4 +A6T
6 + O(T 8)

Gaa(Vb) = C2T
2 + C4T

4 + C6T
6 + O(T 8)

Rab(Vb) = B−2T
−2 +B0 +B2T

2 + O(T 4)

La raison pour laquelleGaa est évalué à énergieVb est que l’énergie est fixée par la tensionVb appliquée
à l’électrodeb. Nous en déduisons

Rab(Vb) =
−Gab

G
(R.A)2
loc (Vb)

=
A2T

2 +A4T
4 +A6T

6 + O(T 8)

(C2T 2 + C4T 4 +C6T 6 + O(T 8))2
=

1

T 2

A2 +A4T
2 +A6T

4 + O(T 6)

C2
2 + 2C2C4T 2 + O(T 4)

Ainsi, B−2 = A2

C2
2

= 0, car nous avons vu queA2 qui correspond aux processus de cotunneling

élastique et de réflexion d’Andreev non locale est nul. Le coefficient suivant est

B0 =
A4 − 2A2C4

C2
2

C2
2

≃ A4

C2
2

le coefficientA4 correspond au processus de double réflexion d’Andreev.

1.5 Comparaison de l’effet tunnel sans réflexion - approche perturba-
tive

1.5.1 Modèle de liaisons fortes

Nous considérons maintenant un modèle de liaisons fortes (voir Fig. 1.21) pour une jonction N-N-
S-N-N. Les doubles jonctions normales sont là pour simuler le désordre. Les termes de hoppingt et t ′,
sont reliés aux termesZ des barrières dans le modèle de BTK parZ = (1− (t/T )2)/(2t/T ), oùT est
l’amplitude de saut en volume. Si nous regardons les variations de la conductance non locale obtenues
par le modèle de BTK et à l’aide des fonctions de Green, en identifiantZ avect/T , nous obtenons des
résultats fortement similaires mais pas parfaitement identiques pour la conductance non locale lorsque
l’approche des fonctions de Green et celle du modèle BTK sontremis à l’échelle l’un de l’autre. Ceci
n’est pas surprenant car la dépendance en énergie de la conductance d’une jonction N-S n’est pas
la même pour l’approche BTK et pour les fonctions de Green microscopiques (du fait d’hypothèses
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FIG. 1.21 – Jonction N-N-S-N-N avec le modèle de liaisons fortes.

différentes sur la géométrie et sur les barrières). Maintenant, nous allons montrer que la conductance
d’effet tunnel sans réflexion suit très bien la forme (1.9) issue de la théorie de perturbation.

La conductance localeGloc(Vb = 0, t/T , t′/T ) est tracée en fonction de la conductance non lo-
caleGab(Vb = 0, t/T , t′/T ) sur la figure 1.22. Nous introduisons, par ailleurs, un fit deGab(Vb =
0, t/T , t′/T ) = S(Vb = 0)G2

loc(Vb = 0, t/T , t′/T ) correspondant à (1.11) dans le cas où le nombre
de canaux estNch = 1, comme dans notre modèle unidimensionnel (voir Fig. 1.22).Le fit deGab(Vb =

10-5

10-4
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(h
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-(h/e2) Ga,b
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FIG. 1.22 – Corrélations entre la conductance locale (axe y) et la conductance non locale (axe x),
pour des pics similaires à ceux de la figure 1.12, comme une fonction d’un balayage det ′/T pour un
t/T = 0.05 fixé. Nous calculonsGloc(t

′/T ) etGab(t′/T ) que nous traçons l’un en fonction de l’autre
dans le cas à un canal :Nch = 1. (a)R/ξ = 5, (b)R/ξ = 4, (c)R/ξ = 3 et (d)R/ξ = 2. Les lignes
rouges correspondent au fitGab(t′/T ) ∝ (Gloc(t

′/T ))2.

0, t/T , t′/T ) = S(Vb = 0)G2
loc(Vb = 0, t/T , t′/T ) est vraiment très bien respecté. Ceci démontre la

validité de l’équation (1.11) et montre que le processus dominant dans la résistance non locale pour
de faibles tensionsVb est le processus de double réflexion d’Andreev, c’est-à-dire la création à une
interface d’une paire, sa propagation et sa destruction à laseconde interface.

1.5.2 Amplification due au désordre

Comme pour notre approche de BTK avec des jonctions supplémentaires, nous obtenons pour les
fonctions de Green la possibilité d’une forte amplificationde la conductance non locale par le désordre.
Nous traçons la conductance non locale normalisée par la conductance dans le cas sans impureté en
fonction du terme de hopping (Fig. 1.23). Ceci suggère que laconductance non locale est fortement
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amplifiée par les impuretés et qu’elle ne change pas de signe du fait de la diffusion sur le désordre. La
figure 1.23 pour les fonctions de Green est l’analogue de la figure 1.12 pour la méthode de BTK.
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FIG. 1.23 – Conductance non locale normalisée en fonction du terme de hopping pour une jonction
N-N-S-N-N par la méthode des fonctions de Green. La normalisation est faite par la conductance non
locale du système sans impureté.

1.6 Synthèse et comparaison à l’expérience

Le fait de comparer deux méthodes différentes (BTK et fonctions de Green) et deux régimes dif-
férents (régime perturbatif et effet tunnel sans réflexion)nous a permis d’aborder la jonction N-S-N
sous des points de vue différents. Nous avons mis en évidencele rôle que peut jouer la diffusion sur
le désordre. Effectivement, les doubles jonctions normales (N-N-S-N-N) ont fortement amplifié l’am-
plitude de la conductance non locale. Par contre, elles ne modifient pas le signe de la conductance non
locale qui reste toujours négative, indiquant que ce sont les processus transmettant des électrons qui
dominent dans le transport non local de notre modèle.

L’approche des fonctions de Green nous a permis d’établir les différents processus intervenant dans
le transport non local jusqu’à l’ordreT 4 oùT est la transparence normale. Nous avons vu que les deux
processus à l’ordre le plus bas dans l’amplitude tunnel sontles processus de cotunneling élastique
et de réflexion d’Andreev croisée. Néanmoins, ces deux processus s’annulent mutuellement dans la
conductance non locale, car ils ont la même probabilité d’avoir lieu mais transportent une charge de
signe opposé.

En regardant l’ordre supérieur, nous avons établi qu’un nouveau processus de double réflexion
d’Andreev qui transmet deux électrons est primordial. En effet, le processus de double réflexion d’An-
dreev est d’ordreT 4 dans la conductance non locale, mais il a la particularité (du fait de sa décom-
position en deux réflexions d’Andreev locales et un propagateur dans le supraconducteur) d’avoir une
résistance non locale indépendante de la transparence des barrières pour une transparence faible.

En traçant la conductance locale en fonction de la conductance non locale, nous obtenons un très
bon accord entre les simulations incluant l’effet du confinement das quasiparticules à l’interface N-
S dû aux impuretés et les expressions perturbatives. Indiquant par là, que c’est bien le processus de
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double réflexion d’Andreev qui domine dans le transport non local.

Nous pouvons comparer nos résultats avec l’expérience de Russoet al. [16].
1) Nous trouvons que la conductance non locale est négative,ce qui est en accord avec l’expé-

rience de Russoet al. [16] pour les basses tensions.
2) Notre théorie n’introduit pas de changement de signe dansla conductance non locale, ni de

disparition du signal non local au-delà d’une tension caractéristique.
3) L’ordre de grandeur de la résistance non locale que nous trouvons est plausible par rapport aux

mesures, y compris en l’absence d’effet tunnel sans réflexion.
4) La géométrie de l’expérience de Russoet al. [16] n’est pas équivalente à la notre, nous nous

trouvons dans deux régimes différents. Effectivement, l’énergie de Thouless à une interface vaut
ETh = D/A oùA est la surface de l’interface. Dans l’expérience de Russoet al. [16] les in-
terfaces sont étendues avecETh ≪ eV alors que dans notre géométrie unidimensionnelle nous
sommes toujours àETh ≫ eV .

Une question ouverte est de regarder le deuxième type de diagrammes ayant des modes de trans-
mission avancé-avancé ou retardé-retardé et qui se couplent au champ magnétique. Il est effectivement
important de comprendre les effets d’interférence quantique pour le transport non local. Afin d’avoir
une meilleure idée des effets de ces processus, nous les étudierons pour une structure d’ondes de den-
sité de charge dans le chapitre 4.

Pour le moment, nous allons considérer la géométrie plus complexe d’un SQUID formé par un
nanotube de carbone où les processus non locaux vont jouer unrôle important.



Chapitre 2

SQUID dc à base d’un nanotube de
carbone

2.1 Introduction

Comme nous l’avons vu précédemment, un fort intérêt est apporté aux structures hybrides conte-
nant un supraconducteur, car elles offrent la possibilité d’obtenir des paires d’électrons corréléés. Les
jonctions Josephson à travers un point quantique formé par un nanotube de carbone [46] et les SQUIDs
(Superconducting QUantum Interference Device) réalisés par Cleuziouet al. [30] peuvent être vus
comme des avancées dans les techniques de miniaturisation permettant une étape supplémentaire dans
le transport de paires d’électrons séparés spatialement. L’idée est de comprendre qualitativement le
système lorsque le contact avec le supraconducteur est petit

Les SQUIDs permettent de mesurer très précisément les flux magnétiques [47], le facteur de phase
magnétique étant différent pour les paires de Cooper passant à travers l’une ou l’autre des deux jonc-
tions Josephson. Par conséquent, il y a une modulation du supercourant total par le flux magnétique.

En outre, le SQUID formé d’un nanotube de carbone [30] permettra des mesures des moments
magnétiques de molécules individuelles. Effectivement, la molécule posée sur le nanotube de carbone
aura un flux magnétique pénétrant dans le nanotube de carbone. Ce qui aura pour effet de moduler le
supercourant du SQUID.

C’est pourquoi, les SQUIDs formés par un nanotube de carbonesont très prometteurs pour étu-
dier les états de spin d’une molécule magnétique individuelle placée sur le nanotube au niveau d’une
jonction Josephson, car le champ magnétique aura une forte pénétration dans la section du nanotube.

Parfois le nanotube de carbone est mal aligné (voir Fig. 2.1b) et le contact du nanotube sur le
supraconducteur central est très petit. En outre, la résolution de l’échantillon peut descendre jusqu’à
30nm, ainsi il sera possible de miniaturiser encore plus lesSQUIDs formés d’un nanotube de car-
bone pour que le supraconducteur central ait une dimension comparable à la longueur de cohérence
du supraconducteur. De tels échantillons peuvent être sensible à des réflexions d’Andreev non locales
dans le supraconducteur, ainsi de nouveaux processus sont autorisés. Ce sont les effets de ces proces-
sus "non locaux" dans un SQUID qui nous intéressent. Effectivement, nous cherchons à comprendre
qualitativement par un modèle simplifié les effets dus aux processus non locaux.

39
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a) b)

FIG. 2.1 – SQUID formé d’un nanotube de carbone réalisé par Cleuziou et al.[30](a). Exemple d’un
échantillon ou le nanotube est mal aligné, le contact du nanotube avec le supraconducteur à une très
faible surface (b).

2.2 Modèle à un canal

Nous considérons un SQUID formé par deux supraconducteurs reliés par un nanotube. Ce travail
est inspiré de l’expérience de Cleuziouet al. [30]. Le confinement quantique à chacune des jonctions
Josephson induit un point quantique discret, dont les niveaux d’énergie peuvent être contrôlés par deux
grilles latérales électrostatiques (V 1

g etV 2
g ). Nous pouvons alors passer d’un état résonant où un niveau

de chaque point quantique est aligné au gap du supraconducteur à un état hors résonant où aucun état
n’est au niveau du gap (voir Fig. 2.3). Pour être plus précis,ce sont les effets de taille finie et les
interactions de Coulomb qui, par confinement, impliquent que les jonctions se comportent comme
des points quantiques. Nous négligeons, néanmoins, les interactions coulombiennes dans les points
quantiques1. Les grilles peuvent également être utilisées pour ajusterdirectement l’interférence de
phase quantique des paires de Cooper circulant dans la boucle. En particulier, les jonctions Josephson,
effectuées par le même nanotube de carbone, peuvent être utilisées afin d’obtenir soit une jonction0
soit une jonctionπ [30]. Dans une jonctionπ le courant critique change de signe, il y a un déphasage
deπ : IS = Ic sin(φ+ π).

Un champ magnétique est appliqué au centre de la boucle formée par le nanotube. Les parties du
nanotube au contact du supraconducteur deviennent elles aussi supraconductrices grâce à l’ouverture
d’un minigap∆0 induit par l’effet de proximité. Notre modèle s’applique à l’état hors résonant (voir
Fig. 2.3) où les points quantiques agissent comme des barrières isolantes et peuvent ainsi être décrites
par une amplitude tunnel [49]. Ainsi, nous pouvons assimiler le système à un modèle à un canal en
terme de hopping (un nanotube à un feuillet contient deux canaux mais afin de simplifier nous n’en
considérons qu’un). Le nanotube est divisé en cinq parties connectées l’une à l’autre. De haut en bas

1Les couplages du point quantique au supraconducteur ne doivent pas être extrêmement petit de manièreà ce que la
capacité du point quantique soit assez large pour que l’on puisse négliger les effets de blocage de Coulomb [48]
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FIG. 2.2 – Schéma d’un SQUID formé par deux supraconducteurs déposés sur un nanotube de carbone.
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FIG. 2.3 – Mode hors résonant (a) et mode résonant (b) des états d’énergie d’un des points quantiques
du SQUID.
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nous avons : la partie haute supraconductrice par effet de proximité avec minigap|∆0| en contact avec
S′, le premier point quantique, la partie centrale avec minigap |∆0| en contact avecS, le second point
quantique et la partie basse supraconductrice avec minigap|∆0| en contact avecS ′.
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FIG. 2.4 – Géométrie du SQUID nanotube avec les termes de hoppingde l’état hors résonant.

En résumé, nous faisons plusieurs hypothèses simplificatrices :
1) L’effet de proximité entre le nanotube et le supraconducteur n’est pas décrit explicitement.

Nous traitons la supraconductivité induite dans le nanotube comme une supraconductivité en
volume. Nous utilisons, par conséquent, la dénomination gap au lieu de minigap.

2) Nous supposons que la densité d’état dans la fenêtre d’énergie du gap s’annule, c’est-à-dire
que nous sommes dans l’état hors résonant. Les points quantiques sont alors équivalents à des
barrières isolantes décrites par une amplitude tunnel [49].

3) Nous considérons le nanotube de carbone comme un unique canal de transmission.
4) Les interactions de Coulomb dans les points quantiques nesont pas prises en compte. Donc,
δ sur la figure 2.4 est considéré comme un effet de taille finie qui n’est pas dû aux interactions
coulombiennes.

5) Finalement, la distanceRαβ entre les sitesα etβ est supposée suffisamment petite (Rαβ ≥ ξ)
pour avoir des effets croisés, doncĝαβ 6= 0. Par contre, la distanceRα′β′ entre les sitesα′ et
β′ est supposée trop grande,Rα′β′ ≫ ξ et donc nous n’avons pratiquement pas de propagation
évanescente entreα′ etβ′ à travers S’ :̂gα′β′ = 0.

Comme nous le voyons sur la figure 2.5, le supercourant est donné par la somme des deux courants

IS(∆ϕ, φ) = I1(∆ϕ, φ) + I2(∆ϕ, φ) (2.1)

où∆ϕ = ϕR − ϕL est la différence de phase supraconductrice entre les deux supraconducteurs (voir
Fig 2.4).

Les courantsI1(∆ϕ, φ) et I2(∆ϕ, φ) peuvent être calculés de deux manières : soit à l’aide des
fonctions de Green (Sec. 2.2.1) soit en utilisant les relations thermodynamiques (Sec. 2.2.2)

IS(∆ϕ, φ) =
2e∆

~

(
∂Ω1(∆ϕ, φ)

∂(∆ϕ)
+
∂Ω2(∆ϕ, φ)

∂(∆ϕ)

)

(2.2)

où±Ω1,2(∆ϕ, φ) sont les états liés des niveaux d’énergie.
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FIG. 2.5 – Représentation du supercourant d’un SQUID formé par deux supraconducteurs qui sont
reliés par un nanotube.

2.2.1 Méthode des fonctions de Green

Le courant passant en1 est donné par

I1 =
e

~

∫ ∞

−∞
Tr
{(

t̂αα′Ĝ+
α′α(ω) − t̂α′αĜ

+
αα′(ω)

)

σ̂z

}

dω, (2.3)

où la trace s’effectue sur les indices de Nambu etσ̂z est une matrice de Pauli. Les self-energies pour
le hopping deα àα′ et deβ àβ′ sont données par

t̂αα′ =

(
ta exp(iφ/2) 0

0 −ta exp(−iφ/2)

)

, (2.4)

t̂ββ′ =

(
tb exp(−iφ/2) 0

0 −tb exp(iφ/2)

)

. (2.5)

avect̂αα′ = (t̂α′α)
⋆ et t̂ββ′ = (t̂β′β)

⋆. Les paramètres de hoppingta et tb sont reliés au coefficient de
transmission pour une jonction en métal normal (T a,bNN ) par

T a,bNN = (4t2/W 2)/(1 + t2/W 2)2 (2.6)

oùW = 1/πρN , avecρN la densité d’état du métal normal.

Le choix de jauge a été fait en considérant queRαβ ≥ ξ etRαβ ≪ Rαα′ , Rββ′ . La jauge estAx =
By/2, Ay = Bx/2 etAz = 0 avec l’origine sur la figure 2.4.B étant le champ magnétique appliqué

et ~A le potentiel vecteur.
∫ β
α
~Ad~r a alors une valeur finie et

∫ α′

α
~Ad~r = −

∫ β′

β
~Ad~r en supposant que

Rαα′ = Rββ′ . Nous négligeons la partie
∫ β
α
~Ad~r ≃ 0 carRαβ ≪ Rαα′ , Rββ′ . La propagation d’une

particule entreα′ etβ′ a une petite amplitude carRα′β′ ≫ ξ. Les processus non locaux entreα′ etβ′

sont donc négligeables, bien que
∫ β′

α′

~Ad~r 6= 0. Les équations pour̂tαα′ et pourt̂ββ′ prennent avec ce
choix de jauge la forme (2.4) et (2.5). Notons que nous supposons que le supercourant est suffisamment
faible pour ne pas tenir compte du gradient de la phase supraconductrice dansS ′.

La fonction de Green de Keldysh [40]̂G+(ω) est donnée par l’équation de Dyson-Keldysh

Ĝ+(ω) = (Î + ĜR(ω) ⊗ t̂) ⊗ ĝ+(ω) ⊗ (Î + t̂⊗ ĜA(ω)) (2.7)
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où ⊗ dénote une somme surα, α′, β et β′. La fonction de Green à l’équilibrêg+(ω) pour chacune
des électrodes isolées (i.e. avecta = tb = 0 dans Eqs. (2.4) et (2.5)) prend la forme [49]ĝ+(ω) =
nF (ω)(ĝA(ω) − ĝR(ω)). Par conséquent,

Ĝ+(ω) = nF (ω)
(

ĜA(ω) − ĜR(ω)
)

. (2.8)

Effectivement nous avons

Ĝ+(ω) = nF (ω)
(

Î + ĜR(ω) ⊗ t̂
)

⊗
(
ĝA(ω) − ĝR(ω)

)
⊗
(

Î + t̂⊗ ĜA(ω)
)

= nF (ω)
{(

Î + ĜR(ω) ⊗ t̂
)

⊗ ĝA(ω) ⊗
(

Î + t̂⊗ ĜA(ω)
)

−
(

Î + ĜR(ω) ⊗ t̂
)

⊗ ĝR(ω) ⊗
(

Î + t̂⊗GA(ω)
)}

= nF (ω)
{(

Î + ĜR(ω) ⊗ t̂
)

⊗
(

ĝA(ω) + ĝA(ω) ⊗ t̂⊗ ĜA(ω)
)

−
(

ĝR(ω) + ĜR(ω) ⊗ t̂⊗ gR(ω)
)

⊗
(

Î + t̂⊗ ĜA(ω)
)}

= nF (ω)
{(

Î + ĜR(ω) ⊗ t̂
)

⊗ ĜA(ω) − ĜR(ω) ⊗
(

Î + t̂⊗ ĜA(ω)
)}

= nF (ω)
(

ĜA(ω) − ĜR(ω)
)

Nous pouvons donc réécrire l’équation (2.3) pour le courantI1(∆ϕ, φ) comme

I1(∆ϕ, φ) =
e

~

∫ ∞

−∞
nF (ω)Tr

{(

t̂αα′

(

ĜAα′α(ω) − ĜRα′α(ω)
)

− t̂α′α

(

ĜAαα′(ω) − ĜRαα′(ω)
))

σ̂z

}

dω.

Nous avons l’équivalent pourI2(∆ϕ, φ) en changeantα enβ etα′ enβ′,

I2(∆ϕ, φ) =
e

~

∫ ∞

−∞
nF (ω)Tr

{(

t̂ββ′

(

ĜAβ′β(ω) − ĜRβ′β(ω)
)

− t̂β′β

(

ĜAββ′(ω) − ĜRββ′(ω)
))

σz

}

dω.

Nous pouvons voir quêGA,τ1τ2αα′ = (ĜR,τ2τ1α′α )⋆ de façon générale en l’absence de champ magnétique
(τ1 etτ2 sont les indices de Nambu). Dans le cas particulier qui nous intéresse, nous pouvons démontrer
cette relation à l’aide des équations de Dyson. En effet, nous avons

ĜAαα′ = ĝAαα′

︸︷︷︸

=0

+ĝAααt̂αα′ĜAα′α′ + ĝAαβ t̂ββ′ ĜAβ′α′

︸ ︷︷ ︸

=0

= ĝAααt̂αα′ĜAα′α′

ĝAαα′ = 0, car à l’ordre le plus bas les deux supraconducteurs sont déconnectés etĜAβ′α′ = 0, car
nous avons supposé que dans le supraconducteurS ′ la distanceRα′β′ est trop grande pour avoir des
effets croisés. De la même manière,ĜRα′α = ĜRα′α′ t̂α′αĝ

R
αα et comme pour un supraconducteurĝAαα =

(ĝRαα)⋆, les fonctions de Green étant réelles à l’ordre le plus bas etque t̂αα′ = (t̂α′α)⋆, nous avons bien
ĜAαα′ = (ĜRα′α)⋆. Par conséquent,

I1(∆ϕ, φ) = −
∫ ∞

−∞
nF (ω)Tr

{(

(t̂α′α)⋆
(

(ĜAαα′(ω))⋆ − (ĜRαα′(ω))⋆
)

+t̂α′α

(

ĜAαα′(ω) − ĜRαα′(ω)
))

σ̂z

}

dω

= −
∫ ∞

−∞
nF (ω)Tr

{

2ℜ
[

t̂α′α

(

ĜAαα′(ω) − ĜRαα′(ω)
)]

σ̂z

}

dω.
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En outre, les pôles dêGA et deĜR sont opposés, mais comme nous devons boucler le chemin d’inté-
gration dans l’autre sens, nous aurons des contributions opposées. D’où,

I1(∆ϕ, φ) = −4

∫ ∞

−∞
nF (ω)Tr

{

ℜ
[

t̂α′αĜ
A
αα′(ω)

]

σ̂z

}

dω

= −4

∫ ∞

−∞
nF (ω)ℜ

[

t11α′αG
A,11
αα′ (ω) − t22α′αG

A,22
αα′ (ω)

]

dω

où1 (2) est l’indice de Nambu pour l’électron (le trou). Maintenant, en supposant que nous sommes à

température nulle,I1(∆ϕ, φ) = −8iπρN
∫ 0
−∞ℜ

[

t11α′αG
A,11
αα′ (ω) − t22α′αG

A,22
αα′ (ω)

]

dω

Il nous faut désormais calculer la fonction de GreenĜAαα′(ω), pour cela nous utilisons le théorème
des résidus.̂G peut grâce à l’équation de Dyson s’écrire sous la forme,

Ĝ = ĝ + ĝ ⊗ t̂⊗ ĝ
︸ ︷︷ ︸

R̂

+ ĝ ⊗ t̂⊗ ĝ ⊗ t̂
︸ ︷︷ ︸

K̂

⊗Ĝ

d’où Ĝ =
(

Î − K̂

)−1
R̂ et doncGjl =

∑

k(−1)j+k
MkjRkl

det(̂I−K̂)
avecMkj les mineurs de la matrice

(̂I − K̂), ce qui nous donne

G11
αα′ =

M11R
11
αα′ +M21R

21
αα′ +M31R

11
βα′ +M21R

21
βα′

det(Î − K̂)
,

G22
αα′ =

M22R
22
αα′ +M12R

12
αα′ +M42R

22
βα′ +M32R

12
βα′

det(Î − K̂)
.

Pour calculer le résidus, nous faisons un développement en série du déterminant, autour des deux
valeurs propres des états liés, c’est-à-dire des deux valeurs propres négativesΩ1 et Ω2. En faisant
cette approximation nous négligeons les états du continuum(voir Fig. 2.6). Nous avonsdet( Î − K̂) =

A(ω − Ω1) + A1(ω − Ω1)
2 + · · · , doncA = ∂ det(̂I−K̂)

∂ω

∣
∣
∣
Ω1

et de la même manièredet(Î − K̂) =

B(ω − Ω2) + B1(ω − Ω2)
2 + · · · doncB = ∂ det(̂I−K̂)

∂ω

∣
∣
∣
Ω2

. Nous pouvons maintenant, utiliser le

théorème des résidus et effectuer l’intégrale

I1(∆ϕ, φ) = 16π2ρNℜ
[

tα′α

(

M11R
11
αα′ +M21R

21
αα′ +M31R

11
βα′ +M21R

21
βα′

A

∣
∣
∣
∣
∣
Ω1

+
M11R

11
αα′ +M21R

21
αα′ +M31R

11
βα′ +M21R

21
βα′

B

∣
∣
∣
∣
∣
Ω2

−
M22R

22
αα′ +M12R

12
αα′ +M42R

22
βα′ +M32R

12
βα′

A

∣
∣
∣
∣
∣
Ω1

−
M22R

22
αα′ +M12R

12
αα′ +M42R

22
βα′ +M32R

12
βα′

B

∣
∣
∣
∣
∣
Ω2

)]

En effectuant le même calcul pourI2(∆ϕ, φ) nous obtenons le supercourantIS(∆ϕ, φ) = I1(∆ϕ, φ)+
I2(∆ϕ, φ).
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Pour faire les calculs nous avons utilisé les fonctions de Green d’un supraconducteur :

ĝαα(ω) = ĝββ(ω) =
πρN
s

(
−~ω |∆0| exp(iϕL)

|∆0| exp(−iϕL) −~ω

)

,

ĝα′α′(ω) = ĝβ′β′(ω) =
πρN
s

(
−~ω |∆0| exp(iϕR)

|∆0| exp(−iϕR) −~ω

)

,

ĝαβ(ω) = ĝβα(ω) =
C(ω)πρN

s

(
−~ω |∆0| exp(iϕL)

|∆0| exp(−iϕL) −~ω

)

cos(kFRαβ)

+

(
−1 0
0 1

)

sin(kFRαβ)

et

ĝα′β′(ω) = ĝβ′α′(ω) =

(
0 0
0 0

)

,

avecs =
√

|∆0|2 − (~ω)2, |∆0| le gap supraconducteur,ϕL etϕR = ϕL + ∆ϕ les phases supracon-
ductrices (voir Fig. 2.4) etC(ω) = e−2Rαβ/ξ(ω). Ici, nous considérons les fonctions de Green à une
dimension, pour le cas à trois dimensions lessin(kFRαβ) et cos(kFRαβ) sont échangés et un facteur
1/Rα,β apparaît.

Nous définissons le paramètre qui détermine la force des processus non locauxC0 = C(ω = 0) =

e−2Rαβ/ξ0 avecξ0 = ξ(ω = 0). Avec cette définition, nous avonsC(ω) = e−2Rαβ/ξ(ω) = Cξ(ω)/ξ0
0 .

Si C0 = 0, il n’y a aucun effets croisés, c’est-à-direRαβ ≫ ξ, alors que pourC0 = 1 les effets
croisés sont maximum, c’est-à-direRαβ ≪ ξ. Les valeurs intermédiaires deC0 sont attendues pour
desRαβ de l’ordre deξ.

2.2.2 Relations thermodynamiques etétats liés

Le SQUID correspond à deux jonctions Josephson, une à chaqueinterface. Si les jonctions sont
éloignées l’une de l’autre d’une distance bien supérieure àla longueur de cohérence, elles sont indé-
pendantes. Pour un système à un canal, une énergie négative et une positive des états liés d’Andreev
sont localisées à chaque jonction.

Dans le cas d’une jonction Josephson, nous avons une valeur propre négativeΩ et une valeur
propre positiveΩ′ (Ω = −Ω′), soit un état lié. Dans le cas du SQUID nous avons deux valeurs propres
négatives et deux positives. Nous avons alors deux états liés qui correspondent aux quatre pôles de
la fonction de Green. Effectivement, lorsque nous n’avons pas de processus non locauxC0 = 0, nous
avons deux systèmes2×2. Le premier système nous donne une valeur propre négativeΩ1 et une valeur
propre positiveΩ′1 avecΩ1 = −Ω′1. De la même manière la seconde jonction amène une valeur propre
négativeΩ2 et une valeur propre positiveΩ′2 avecΩ2 = −Ω′2. Par contre, si nous avons des processus
non locauxC0 6= 0, le problème devient4 × 4. Nous avons alors deux états liés. Le supercourant est
donné par la relation thermodynamique (2.2).

Le supercourant est effectivement obtenu en dérivant l’énergie libre par rapport à la différence
de phase∆ϕ. Beenakker [50] a montré qu’il y avait trois contributions au supercourant à partir des
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travaux de Bardeenet al. [51] sur les jonctions Josephson. A température nulle le supercourant est
réduit au premier terme donné par la somme sur les états discrets dans le gap :

IS(∆ϕ, φ) =
2e|∆0|

~

NABS∑

n=1

∂Ωn(∆ϕ, φ)

∂(∆ϕ)
θ [−Ωn(∆ϕ, φ)] (2.9)

oùφ est le flux magnétique emprisonné dans la boucle du SQUID, et oùNABS est le nombre d’états
liés d’Andreev. La fonction de Heaviside en énergieθ [−Ωn(∆ϕ, φ)] sélectionne les états liés d’An-
dreev sous le niveau de Fermi. Le second terme de [50] contient la contribution du continuum. Elle
est négligeable dans la situation considéré, car les termesde hopping ne dépendent pas de l’énergie2.
Nous montrons sur la figure 2.6 une variation typique du supercourant spectral en fonction de l’énergie.
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Supercourant spectral Nch=5

FIG. 2.6 – Variations du supercourant spectral pour une réalisation du facteur de phase de Fermi donné
dans le voisinage de~ω = hω/2π ≃ −|∆0|. Nous utilisons la différence de phase∆ϕ = 2, mais
des variations similaires du courant spectral sont obtenues pour d’autres valeurs de∆ϕ. Nous avons
également choisiC0 = 1.

Nous ne trouvons aucune contribution du continuum pour des énergies supérieures à|∆0| en valeur
absolue comme attendu. Nous en concluons que la contribution du continuum est bien négligeable
pour le modèle de hopping du SQUID dans l’état hors résonant lorsque les éléments de hopping sont
indépendants de l’énergie.

Le troisième terme de l’expression de Beenakker [50] s’annule lorsque le gap supraconducteur est
indépendant de la différence de phase. Ce que nous supposons. Les états liés sont obtenus grâce aux
fonctions de Green, à l’aide de l’équation de Dyson.

La dépendance des niveaux d’énergie (±Ω1,±Ω2) en champ magnétique est montrée sur la fi-
gure 2.8 pourC0 = 0 (sans effets croisés) etC0 = 1 (valeur maximale des effets croisés). Des valeurs
deC0 élevées sont attendues pour un conducteur à un ou deux canaux. L’augmentation deC0 implique
une répulsion des niveaux entre états liés à énergie positive et négative, car les processus de réflexion

2Une interprétation physique est que les états liés d’Andreev sont localisés dans le supraconducteur dans une région
de la taille de la longueur de cohérence. Un unique canal couple par un lien faible les deux supraconducteurs [49, 52] est
une perturbation très localisée qui ne se couple pas avec lesétats plus étendus dans les électrodes supraconductrices au-
dessus du gap. Ceci explique pourquoi les états du continuumsont presque insensibles à la différence de phase entre les
supraconducteurs dans la géométrie considérée avec des interfaces localisées.
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d’Andreev non locales induisent un couplage entre électrons et trous à énergies opposées. Pour un
contact symétrique avecta = tb, les équations de Dyson peuvent se diviser dans une partie symé-
trique et une partie antisymétrique et les états liés prennent la forme simple ci-dessous pour un champ
magnétique nul (φ = 0) :

Ω±s (∆ϕ) = ±|∆0|
√

A+(∆ϕ)/
√

B+(∆ϕ) (2.10)

Ω±a (∆ϕ) = ±|∆0|
√

A−(∆ϕ)/
√

B−(∆ϕ) (2.11)

avec

A±(∆ϕ) = 2 cos(∆ϕ)τ (1 ± C⋆ sin(kFR)) + 1 (2.12)

+τ2 (1 ± C⋆ sin(kFR))2 + τ2C2
⋆ cos(kFR)2

et

B±(∆ϕ) = [1 + τ (1 ± C⋆ sin(kFR))]2 + τ2C2
⋆ cos(kFR)2 (2.13)

avecτ = π2ρ2
N t

2 = t2/W 2 et oùW = 1/πρN est la largeur de bande. C’est le même paramètre
que dans l’équation (2.6) et dans la référence [49].τ est relié à la transmission normale par l’équation.
(2.6). Les niveaux d’énergie sont déterminés de manière autocohérente, avecC⋆ la valeur deC(ω) où
~ω est remplacé par l’énergie de l’état lié de manière self-consistente.

En considérant le caskFRαβ = 2πn (avecn un entier) les niveaux d’énergie des états liés ce
déduisent des équations (2.12) et (2.13) et sont alors dégénérés :

Ω−s (∆ϕ) = Ω−a (∆ϕ) = −|∆0|
√

1 − α sin(∆ϕ/2)2 (2.14)

avec

α =
4τ

(1 + τ)2 + τ2C2
⋆

=
4t2/W 2

(1 + t2/W 2)2 + C2
⋆t

4/W 4
.

Le SQUID se réduit à deux jonctions S-I-S identiques, comme nous pouvons le voir en comparant
l’équation (2.14) à la référence [49]. Ceci montre que le canal de cotunneling élastique ne contribue
pas au supercourant en accord avec la figure 2.7c.

PourkFRαβ = π/2 + 2πn (avecn un entier) la dégénérescence est levée seulement siC⋆ 6= 0 :

Ω−s,a(∆ϕ) = −|∆0|
√

1 − αs,a sin(∆ϕ/2)2, avecαs,a = 4τ(1±C⋆)
(1+τ(1±C⋆))2

où le signe± correspond à la
partie symétrique/antisymétrique (s/a) respectivement.

En présence d’un champ magnétique (φ 6= 0), les états liés des niveaux d’énergie prennent la forme

Ω−s,a(∆ϕ) = −|∆̃0|
√

1 − αs,a sin(∆ϕ/2)2 − βs,a sin(∆ϕ)

avec

αs,a =
4τ cos(2φ)(1 ± C⋆)

(1 + τ(1 ± C⋆))2 − 4τ sin(φ)2(1 ∓ C⋆) ± 4τ2C⋆ sin(2φ)2
,
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FIG. 2.7 – Interférence de deux paires de Cooper dans un SQUID usuel sans processus non locaux
(C0 = 0) (a). Deux nouveaux processus dans le SQUID avec processus non locaux (C0 6= 0) : la
réflexion d’Andreev croisée qui contribue au supercourant (b) et le cotunneling élastique ne contribuant
pas au supercourant (c).

βs,a =
2τ sin(2φ)(1 ∓ C⋆)

(1 + τ(1 ± C⋆))2 − 4τ sin(φ)2(1 ∓ C⋆) ± 4τ2C⋆ sin(2φ)2
.

et

|∆̃0| = |∆0| −
√

1 − 4τ
sin(φ)2(1 ∓ C⋆) ± τC⋆ sin(2φ)2

(1 + τ(1 ± C⋆))2

Ou avec la forme (2.10) et (2.11)

A±(∆ϕ, φ) = (1 + τ(1 ± C⋆))2 − 2τ ∓ 2τC⋆
+2τ cos(2φ+ ∆ϕ) ± 2C⋆τ cos(2φ− ∆ϕ) ± 2τ 2C⋆ cos(4φ)
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FIG. 2.8 – Variation des niveaux d’énergie en fonction du flux magnétiqueφ sans effet croiséesC0 = 0
(a) et avec des effets croisés maximums. Les courbes sont calculées avecTα = 0.8, Tβ = 1, ∆ϕ = 0,
kFRαβ = 1.
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La méthode des fonctions de Green et les relations thermodynamiques donnent bien entendu le
même résultat.

2.3 Résultats

2.3.1 Réduction du courant critique

Si nous avons des effets croisés de nouveaux processus interviennent (voir Fig. 2.7). Nous pouvons
avoir la transmission d’un électron dans chaque branche à cause de la destruction d’une paire de Cooper
(Fig. 2.7(c)), ou encore la transmission d’un électron dansune branche et d’un trou dans l’autre due
à une réflexion d’Andreev non locale (Fig. 2.7(b)). Ainsi quebien d’autres processus mélangeant les
deux jonctions.

Nous trouvons une réduction du supercourant en augmentant la force des processus non locaux,C0.
La réduction intervient quelque soit la symétrie du SQUID, c’est-à-dire, le SQUID est symétrique si
les deux transparences sont égales et non symétrique dans lecas où les transparences sont différentes.
Elle est due à la répulsion des niveaux d’énergie vue en section 2.2.2. Sur la figure 2.9 le courant est
moyenné sur toutes les réalisations du facteur de phase de Fermi kFRαβ, correspondant à la moyenne
sur plusieurs échantillons avec un facteur de Fermi différent.

 Courant critique en unite de 103(h/2e∆) en fonction du champs magnetique
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FIG. 2.9 – Graphique du courant critique en fonction du flux magnétique (φ) pour des valeurs de (a)
Tα = 0.8 etTβ = 0.8 et (b)Tα = 0.8 etTβ = 1. Le courant critique est moyenné sur toutes les valeurs
dekFRαβ .

2.3.2 Fluctuations d’échantillon à échantillon

Nous observons que le supercourant fluctue d’échantillon à échantillon, lorsque nous considérons
un seul canal de transmission entre les supraconducteursS etS ′. Lorsqu’il n’y a pas de champ magné-
tique, les variations ne sont que sur l’amplitude du supercourant. Par contre, lorsque nous introduisons
un champ magnétique, des fluctuations d’échantillon à échantillon avec des extrema supplémentaires
sont obtenues selon les valeurs du facteur d’oscillations de FermikFRαβ (voir Fig. 2.10).
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FIG. 2.10 – Supercourant en fonction de la différence de phase∆ϕ, avec des processus non locaux
C0 = 1, pour différentes valeurs dekFRαβ , et pourTα = Tβ = 0.8, (a) sans champ magnétiqueφ = 0
et (b) avec un flux magnétiqueφ = 2.

2.4 Synthèse

Nous avons étudié, par un modèle de hopping, un SQUID formé d’un nanotube de carbone avec
la même géométrie que dans l’expérience de Cleuziou [30]. Nous avons considéré la possibilité de
miniaturiser encore plus le SQUID en prenant le supraconducteur central d’une dimension de l’ordre
de la longueur de cohérence. Notre modèle simplifié n’a pas apporté d’effets mesurables dus aux
processus croisés. Il semblerait que le SQUID ne soit pas un système adapté pour comprendre les
processus non locaux.

L’idée de réduire la taille du contact entre le supraconducteur et le nanotube a fait apparaître de
nouveaux processus non locaux jouant un rôle dans le supercourant. Le premier processus étant un
processus faisant intervenir le cotunneling élastique (sans conversion électron-trou) ne transporte pas
de supercourant. Par contre, le second processus faisant intervenir la réflexion d’Andreev non locale
(avec conversion électron-trou) transmet deux paires de Cooper (une dans chaque bras) et participe
donc au supercourant. Ces nouveaux processus non locaux ne se couplant que faiblement au conti-
nuum, dans le mode hors résonant, nous avons pu établir que lecontinuum ne participe pour ainsi dire
pas au supercourant.

Pour un système idéalisé à un canal, nous trouvons que les processus non locaux induisent des
fluctuations d’échantillon à échantillon dans la relation courant-phase. Ces fluctuations sont dues à la
dépendance dans le facteur de phase de Fermi des processus non locaux. Par ailleurs, les processus
non locaux induisent une réduction du courant critique du SQUID.

D’un point de vue des expériences futures, les nouveaux processus jouent un rôle dans un SQUID
connecté à un nanotube de carbone. Il pourrait être intéressant de mesurer la réduction du courant cri-
tique en augmentant la force des processus croisés, en faisant des comparaisons avec des échantillons
de différentes tailles ou à travers la dépendance en température de la longueur de cohérence. La tem-
pérature influence la longueur de cohérence du supraconducteur. Effectivement, dans le cas balistique
ξ = ~vF/|∆| et dans la limite diffusiveξ =

√

~D/|∆|, ainsi comme le gap du supraconducteur
diminue lorsque la température augmente, la longueur de cohérence augmente lorsque la température
augmente. Il est attendu que l’amplitude totale du supercourant diminue avec l’augmentation de la
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température, mais la contribution relative des processus non locaux augmentera. Une bonne caractéri-
sation des paramètres des échantillons tels que la transparence des interfaces ou le nombre de canaux
est requise afin de pouvoir distinguer entre les fluctuationsintrinsèques des processus croisés et les
variations non désirées des paramètres du SQUID en passant d’un échantillon à l’autre. Nous pouvons
donc en déduire qu’il est pratiquement impossible de mesurer cet effet.

Le transport dans plusieurs structures hybrides contenantun supraconducteur, nous a intéressé
jusqu’ici. L’intérêt de ces structures étant la possibilité, par exemple, d’émettre des paires d’électrons
corrélés dans différentes électrodes à partir des paires deCooper d’un supraconducteur. Dans cette
perspective, il est très important de comprendre au mieux les différents processus jouant un rôle dans
le transport pour ces différentes structures. Une étape supplémentaire dans cette compréhension est
d’étudier le bruit et les corrélations croisées qui nous donnent des informations complémentaires sur
les processus de transport.



Chapitre 3

Corrélations croisées dues aux réflexions
d’Andreev multiples dans des jonctions
multiterminales

3.1 Motivations

Nous considérons le bruit et les corrélations croisées de courant dans une jonction en forme deY
connectée à trois réservoirs supraconducteurs. Le bruit etles corrélations croisées sont importants, car
ils donnent des informations complémentaires sur les processus de transport. Landauer en 1998 disait
"Noise is the signal".

Effectivement, le bruit de grenaille [20] étant induit par les fluctuations de courant et de tension
donne des informations supplémentaires sur la quantification de la charge et les propriétés de transport.
Le bruit de grenaille est une conséquence de la quantification de la charge. Par exemple, dans une
jonction métal normal - isolant - métal normal, le bruit (quidans la limite tunnel vautS = 2eI avecI
le courant moyen) donne un accès direct à la chargee des porteurs de charge responsables du courant
[53]. Par ailleurs, dans la jonction supraconducteur - isolant - métal normal, le bruit de grenaille double
poureV < ∆ par rapport au bruit de grenaille dans un contact normal. Cela a été montré théoriquement
par Khlus [54] et vu expérimentalement par Leflochet al.[55]. Dans la limite tunnel (Γ ≪ 1) S = 2e⋆I
avece⋆ = 2. C’est une conséquence du doublement de la charge. Effectivement, les porteurs de charge
sont les paires de Cooper pour un contact S-I-N, car le transport est dû aux réflexions d’Andreev.

En outre, dans une jonction supraconducteur - métal normal -supraconducteur, Leflochet al. [31]
mesurent une amplification du bruit due aux réflexions d’Andreev multiples [56] avec un bruit d’ex-
cès prédit par Bezuglyi [33] et par Nagaev [32]. Les réflexions d’Andreev multiples incohérentes [57]
consistent en un processus de diffusion en énergie. Effectivement, les réflexions d’Andreev [35] per-
mettent de transférer une paire de Cooper dans le guide commeune paire d’électrons avec une énergie
sous le gap. A basse tension et à basse température, les électrons sont bloqués entre les supraconduc-
teurs. Ainsi, ils doivent effectuer plusieurs réflexions d’Andreev afin de gagner suffisamment d’énergie
pour s’échapper dans un des réservoirs (voir Fig. 3.1).

Une des motivations pour considérer un système à trois réservoirs supraconducteurs est l’amplifi-
cation du bruit due à ces réflexions d’Andreev multiples incohérentes. La question se pose de savoir

53
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FIG. 3.1 – Réflexion d’Andreev multiples pour une jonction S-N-S. Un électron est injecté du premier
supraconducteur à l’aide d’une faible tensionV , avec une énergie dans le gap du second supraconduc-
teur. L’électron subit alors une réflexion d’Andreev et un trou est rétrodiffusé. Ce trou subira à son tour
une réflexion d’Andreev à la première interface et ainsi de suite jusqu’à ce que l’électron ou le trou
puisse s’échapper.

si les corrélations croisées sont elles aussi amplifiées parles réflexions d’Andreev multiples, ce qui
amplifierait le signal expérimental.

A un contact métal normal - supraconducteur, les réflexions d’Andreev induisent un effet de proxi-
mité dans le métal normal proche de l’interface. A une interface métal normal - supraconducteur sur
une très faible distance des paires de Cooper quittent le supraconducteur pour le métal normal. Ces
états introduits par Andreev [7] modifient les propriétés électroniques du métal normal au voisinage
du niveau de Fermi dans la fenêtre d’énergie du gap (effet de proximité). Il en résulte une réduction de
l’amplitude d’appariement en paires de Cooper dans le supraconducteur (effet de proximité inverse).
Néanmoins, en présence d’un faible champ magnétique dans lemétal normal ou au-dessus de l’énergie
de Thouless, nous pouvons négliger l’effet de proximité.

Le bruit n’est pas le seul à transporter de l’information, les corrélations croisées peuvent, elles
aussi, donner des informations supplémentaires sur les processus de transport et les quasiparticules.
Par exemple, le principe d’exclusion de Pauli impose que lescorrélations croisées de courant soient
négatives, pour des électrons n’interagissant pas entre eux dans des structures multiterminales [20].
Dans le cas d’une jonctionY avec un réservoir supraconducteur, Martin a obtenu par l’approche des
fonctions d’onde des corrélations positives sous certaines conditions [24]. Par ailleurs, les corrélations
de courant dans un point quantique multiterminal connecté àun réservoir supraconducteur ont été
analysées théoriquement par Samuelsson et Büttiker [28]. Le réservoir supraconducteur introduit sous
certaines conditions des corrélations croisées positivesentre deux bras normaux, à cause du caractère
bosonique des paires de Cooper. Effectivement, un changement de signe dans les corrélations croisées
intervient selon les couplages du point quantique aux terminaux normaux. Alors que dans le cas où
tous les réservoirs sont en métal normal les corrélations croisées de courant sont toujours négatives s’il
n’y a pas d’interaction entre les électrons [58]. Par ailleurs, Lesoviket al.[3] ont utilisé les corrélations
croisées de courant pour proposer un test de violation des inégalités de Bell dans une structure enY
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avec un réservoir supraconducteur, en étudiant les corrélations entre les deux bras normaux. La viola-
tion des inégalités de Bell prouvant que le réservoir supraconducteur est bien une source d’électrons
corrélés.

Nous étudions les corrélations croisées de courant pour unejonction multiterminale. Elles sont
données par

Snm = 2

∫

dt〈δIn(t)δIm(0)〉 (3.1)

à tension et température arbitraire, avecδIn(t) = In(t) − In les fluctuations de courant dans le guide
n et In la moyenne temporelle du courant.

Il est possible d’obtenir une amplification des corrélations de courant par les réflexions d’Andreev
multiples incohérentes [56]. L’introduction de réservoirs supraconducteurs peut, par ailleurs, introduire
des changements de signes dans les corrélations croisées. Le signe des corrélations croisées de courant
peut donner une indication sur les processus intervenant dans le transport.

Dans ce chapitre, nous utilisons un approche semi classiquepour calculer les corrélations croisées
de courant dans une jonction triterminale connectée à des réservoirs supraconducteurs pour deux si-
tuations différentes : une jonction diffusive triterminale et un point quantique. Nous voulons étudier
s’il y a une amplification des corrélations croisées de courant par les réflexions d’Andreev multiples
incohérentes, le signe des corrélations croisées et s’il y aun changement de signe.

En premier lieu, nous considérons que les contacts entre la jonction multiterminale et les réservoirs
sont idéaux. Il n’y a pas de barrières. Seule la diffusion dans le métal normal intervient. Dans ce cas,
il nous faut déterminer les fonctions de distribution (voirSec. 3.2.1) dans la jonction afin de pouvoir
obtenir les corrélations de courant (voir Sec. 3.2.2). La diffusion dans le fil introduit une non linéarité
dans les corrélations croisées de courant, mais elles restent cependant toujours négatives.

En deuxième, nous négligeons les contributions de la diffusion dans le fil (GW ≫ GΓ avecGW
la conductance du fil etGΓ la conductance aux barrières) et considérons qu’il y a des barrières aux
contacts (voir Sec. 3.3). Par ailleurs, le transport dans lajonction est supposé incohérent. La jonction
en forme deY peut être assimilée à un point quantique. Dans ce cas, nous considérons le cas où
eV → 0 (voir Sec. 3.3.3) et le cas général oùeV est quelconque (voir Sec. 3.3.4). Nous observons une
amplification des auto-corrélations et des corrélations croisées dues aux réflexions d’Andreev multiples
et un changement de signe dans les corrélations croisées de courant.

3.2 JonctionY diffusive connectée à des réservoirs supraconducteurs

3.2.1 Fonctions de distribution

Nous considérons une jonction diffusive triterminale reliée à trois réservoirs supraconducteurs.
Les tensions de biais sont supposées beaucoup plus grandes que l’énergie de ThoulessETh = ~D/L2,
avecL la taille caractéristique de la jonction. Nous pouvons alors négliger la pénétration du condensat
du supraconducteur dans le micropont normal et le considérer comme un métal normal avec une fonc-
tion de distribution hors équilibre. C’est-à-dire, nous négligeons l’effet de proximité. Le transport est
incohérent. Ainsi, la jonctionY peut être considérée comme un fil diffusif. Dans la section 3.3 nous
introduirons des barrières aux contacts.

Nous utilisons l’approche semi classique de Boltzmann-Langevin. Cette approche a été formulée
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afin de calculer le bruit en courant dans un fil diffusif en prenant en compte le caractère stochastique
des collisions des électrons sur les impuretés. Cette méthode a été à l’origine proposée par Kogan et
Shul’man [59]. Ils considèrent que le courant et les fonctions de distribution fluctuent autour de leur
valeur moyenne et introduisent des termes de sources de Langevin à l’équation pour les fonctions de
distribution afin d’obtenir la densité de bruit spectral hors équilibre. Le calcul a été réalisé à l’origine
pour un fil diffusif normal [60], il a ensuite été généralisé au cas multiterminal par Sukhorukov et Loss
[58]. Nagaev [61] a rajouté les effets inélastiques. Finalement, Nagaev et Büttiker [62] ont introduit un
supraconducteur, pour résoudre le cas d’un contact métal normal - supraconducteur. Un des avantages
de cette approche est de pouvoir prendre en compte les interactions inélastiques. Néanmoins, nous
considérerons l’intégrale de collision inélastique nullepour commencer et les rajouterons par la suite
(Sec.3.2.3). Nous suivons le même développement que [58].

L’équation de Langevin pour les fluctuations de courant est donnée par

δ~j(~r) = −D∇δρ(~r) − σ∇δφ(~r) + δ~jext(~r),

oùD est le coefficient de diffusion dans le métal normal,σ est la conductivité électrique,δρ(~r) sont
les fluctuations de la densité de charge etδφ(~r) sont les fluctuations locales du potentiel électrique.
Les corrélateurs des courants externesδ~jext(~r) sont donnés par

〈δjα(~r1)δjβ(~r2)〉ω = 4σδαβδ(~r1 − ~r2)TN (~r1),

où

TN (~r) =

∫

dǫf(~r, ǫ) [1 − f(~r, ǫ)] ,

avecf(~r, ǫ) la fonction de distribution moyenne des électrons dans la partie normale de la jonction.
La fonction de distribution moyenne est presque isotropique dans l’espace des impulsions à cause des
fortes interactions avec les impuretés. Et le bruit est donné parS = 4

RL

∫ L
0 TN (x), avecR la résistance

de la jonction etL sa longueur.

Par conséquent, pour calculer la conductance ou les corrélations de courant de la jonction, il nous
faut la fonction de distribution moyennef qui obéit à l’équation de diffusion standard,

D∇2f = 0. (3.2)

Pour des interactions purement élastiques la fonction de distribution peut s’écrire sous la forme

f(~r, ǫ) =
∑

k

φk(~r)fk(ǫ) (3.3)

où lesφk(~r) sont les potentiels caractéristiques qui obéissent à l’équation de Poisson∇2φk(~r) = 0,

avec les conditions limitesφk(~r)|Lm
= δkm et ~N∇φk(~r)

∣
∣
∣
Ω

= 0, où ~N est un vecteur normal à la

surface des bras.

Tout ce qui est ci-dessus est identique dans les cas d’un contact N-S et dans le cas d’une jonction
S-N-S. Ce sont les conditions aux bords de l’équation de diffusion qui différencient les deux systèmes.

Pour simplifier le problème, nous découpons la jonctionY en trois parties (voir Fig. 3.2). La
géométrie de notre jonction triterminale doit être telle que la région de croisement soit petite, ainsi
nous pouvons supposer que la résistance de cette région est beaucoup plus petite que la résistance des
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FIG. 3.2 – JonctionY en métal normal reliée à trois réservoirs supraconducteurs. La jonction est
séparée en trois parties (Λ1, Λ2 et Λ3) selon ses bras. La partie centrale (en vert) est supposée avoir
une résistance négligeable. La surface de contact entre le brasj et le réservoirj est dénotée parLj et
la surface entre la partie centrale et le brasj est dénotée parCj .

bras et est donc négligeable. Le conducteur est divisé en trois sectionsΛk, aveck = 1, 2, 3, chaque
section étant associée à l’un des contacts. Divisée de cettemanière, chaque partie de la jonctionY peut
être vue comme un conducteur à deux terminaux S-N.

Par la suite, nous calculerons les fonctions de distribution pour différentes structures. En premier
lieu, nous étudierons la fonction de distribution dans le cas d’un contact S-N (§ 3.2.1.1). Notre jonc-
tion Y pouvant se décomposer en trois contacts S-N. En deuxième, nous calculerons la fonction de
distribution d’une jonction S-N-S (§ 3.2.1.2) pour observer les effets des réflexions d’Andreev mul-
tiples incohérentes. En troisième point, nous étudierons la jonction en forme deY avec trois réservoirs
en métal normal (§ 3.2.1.3). Afin de pouvoir comparer avec le cas où les trois réservoirs sont supra-
conducteurs. Finalement, nous nous concentrerons sur notre jonction triterminale avec trois réservoirs
supraconducteurs (§ 3.2.1.4).

3.2.1.1 Jonction S-N

Nous regardons donc en détail le cas d’un contact S-N (résolupar Nagaev et Büttiker dans [62])
avec une tensionV appliquée au réservoir supraconducteur. Pour des énergiessupérieures au gap
(|ǫ − eV | > ∆), c’est comme si nous avions deux métaux normaux,fL(ǫ + eV ) = f0(ǫ) et fR(ǫ) =
f0(ǫ), avecf0(ǫ) la fonction de distribution du réservoir normal,fL(ǫ) la fonction de distribution au
contact gauche (supraconducteur) etfR(ǫ) la fonction de distribution au contact droit (métal normal).
Par conséquent,fR(ǫ) = f0(ǫ) quelque soit l’énergieǫ. Dans le cas où la température est nulle, la
fonction de distribution du réservoir correspond à la fonction de Heaviside,f0(ǫ) = θ(−(ǫ+ ∆)).

Dans le cas où l’énergie est inférieure au gap (|ǫ − eV | < ∆), il y a une réflexion d’Andreev et
l’électron est réfléchi comme un trou, avec une énergie opposée (voir Fig. 3.3). Ainsi,fL(ǫ + eV ) =
1
2 (1 + fR(ǫ+ eV ) − fR(−ǫ+ eV )) qui peut s’écrire commefL(ǫ) = 1

2 (1 + f0(ǫ) − f0(−ǫ+ 2eV )) .
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FIG. 3.3 – Réflexion d’Andreev à un contact S-N, où le réservoirS est à une tensionV .

Par ailleurs, nous définissons les coefficients de probabilité de transmissionT (ǫ) et de réflexion
d’AndreevA(ǫ) en considérant que les contacts sont idéaux :

T (ǫ) =

{
1 si |ǫ| > ∆
0 sinon

et A(ǫ) =

{
0 si |ǫ| > ∆
1 sinon

. (3.4)

Les formules sont exactes, car nous considérons les barrières négligeables (voir [35] et § 1.2.2.2).

Nous avons une équation pour toute énergieǫ,

fL(ǫ) = T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) +
1

2
A(ǫ− eV ) (1 + f0(ǫ) − f0(−ǫ+ 2eV )) . (3.5)

3.2.1.2 Jonction S-N-S

Le cas d’un contact S-N-S a été résolu en détail par Nagaev [32]. Nous considérons queV1 = 0
et V2 = V , voir la figure 3.4. Pour des énergies supérieures au gap (|ǫ| > ∆ et |ǫ − eV | > ∆

2

N

S S

f f
L R

V =0
1

V =V

FIG. 3.4 – Jonction S-N-S.

respectivement à gauche et à droite), c’est comme si le système était normal ainsi

fL(ǫ) = f0(ǫ) si |ǫ| > ∆ (3.6)

et

fR(ǫ+ eV ) = f0(ǫ) si |ǫ− eV | > ∆. (3.7)
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Par contre, pour des énergies inférieures au gap (|ǫ| < ∆ et |ǫ− eV | < ∆ respectivement à gauche et
à droite), nous avons deux équations sur les fonctions de distribution pour le raccord au contact, une
sur la fonction et une sur sa dérivée,

{
fL(ǫ) = 1 − fL(−ǫ)

fL(ǫ) − fR(ǫ) = fL(−ǫ) − fR(−ǫ) si |ǫ| < ∆ (3.8)

et
{

fR(ǫ+ eV ) = 1 − fR(−ǫ+ eV )
fR(ǫ+ eV ) − fL(ǫ+ eV ) = fR(−ǫ+ eV ) − fL(−ǫ+ eV )

si |ǫ− eV | < ∆. (3.9)

Chaque ensemble à deux équations ((3.9) et (3.8)) peut se réécrire sans perte d’information en une
unique équation. Cette double relation correspond aux réflexions d’Andreev multiples. A l’aide des
probabilités de transmission et de réflexion d’Andreev (3.4), nous obtenons une équation valable pour
toute énergieǫ,

fL(ǫ) = T (ǫ)f0(ǫ) +
1

2
A(ǫ) (1 + fR(ǫ) − fR(−ǫ)) (3.10)

fR(ǫ) = T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) +
1

2
A(ǫ− eV ) (1 + fL(ǫ) − fL(−ǫ+ 2eV )) , (3.11)

Les fonctions de distribution peuvent être résolues soit numériquement en réécrivant le système
sous forme matriciel, soit analytiquement en séparant le système en bandes d’énergie.

1) Analytiquement :
Le système a été résolu analytiquement par Nagaev [32]. Nousne donnons pas ici le développe-
ment en détail, car nous faisons un développement similairedans le cas de la jonctionY reliée
à trois réservoirs supraconducteurs. Néanmoins, le calculse base sur une coupure en bandes de
l’énergie. Par exemple, en supposant que2∆

eV = N avecN un nombre entier, le rang d’énergie
pertinent est−∆ < ǫ < ∆ + eV et il peut se décomposer enN + 1 bandes de largeureV où
les fonctions de distributionfL(ǫ) etfR(ǫ) sont constantes.

2) Numériquement :
Nous donnons une idée de la façon numérique qui nous permet derésoudre cet ensemble d’équa-
tions. En insérant l’équation (3.11) dans l’équation (3.10), nous obtenons

fL(ǫ) = T (ǫ)f0(ǫ) +
1

2
A(ǫ) (1 + T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) (3.12)

+
1

2
A(ǫ− eV ) [1 + fL(ǫ) − fL(−ǫ+ 2eV )]

−T (−ǫ− eV )f0(−ǫ− eV ) − 1

2
A(−ǫ− eV ) [1 + fL(−ǫ) − fL(ǫ+ 2eV )]

)

.

De cette équation nous voyons quefL(ǫ) est seulement reliée àfL(ǫ + 2eV ), fL(−ǫ) et à
fL(−ǫ + 2eV ). Si nous écrivons l’équation (3.12) sous la formeMf̂ = A, avecM la matrice
contenant les coefficients,̂f le vecteur des fonctions de distributionfL et A le vecteur des
termes du réservoir (f0), très peu d’éléments de la matriceM sont non nuls. Nous prenons en
entréeǫ− 2nmaxeV, . . . , ǫ− 2eV, ǫ, ǫ+ 2eV, . . . , ǫ+ 2nmaxeV puis−ǫ+ 2nmaxeV, . . . ,−ǫ+
2eV,−ǫ,−ǫ − 2eV, . . . ,−ǫ − 2nmaxeV . Ainsi en calculant l’inverse de la matriceM nous
trouvons la fonction de distributionfL pour les énergiesǫ+ neV et−ǫ+ neV avecn un entier
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allant entre−nmax etnmax, pourǫ ∈ [0, eV [. Pour unnmax suffisamment grand, soitnmax >
N avecN < 2∆

eV < N+1, les fonctions de distributionfL(ǫ+2nmaxeV ) etfL(−ǫ−2nmaxeV )
sont connues (elles sont en dehors du gap et sont donc donnéespar la valeur du réservoir dans
l’état normal) et par inversion de la matrice nous avonsfL(ǫ+2neV ) etfL(−ǫ+2neV ) quelque
soitn.

3.2.1.3 JonctionY diffusive avec réservoirs normaux

Dans le cas où les trois réservoirs sont normaux les fonctions de distribution sont simplement
données parfj(ǫ) = f0(ǫ − eVj), avecj = 1, 2, 3, où Vj est la tension appliquée au réservoirj.
Par ailleurs, nous avons une fonction de distribution centrale reliée aux fonctions de distribution des
réservoirs par la loi des noeuds de Kirchhoff : la somme des courants traversant un noeud est nulle,
d’où

∑3
j=1 αj[fj(ǫ) − fc(ǫ)] = 0 et ainsi

fc(ǫ) =
α1f0(ǫ− eV1) + α2f0(ǫ− eV2) + α3f0(ǫ− eV3)

α1 + α2 + α3
(3.13)

avec lesαj =
Sj

lj
, Sj la section du brasj et lj sa longueur.

3.2.1.4 JonctionY diffusive avec trois réservoirs supraconducteurs

Pour la jonctionY diffusive avec trois réservoirs supraconducteurs nous avons quatre équations,
une pour chaque réservoir, similaire à l’équation d’une jonction S-N (3.5) et une de raccordement au
noeud central. Cette dernière équation correspond à la loi des noeuds de Kirchhoff.

{
fj(ǫ+ eVj) = T (ǫ)f0(ǫ) + 1

2A(ǫ) [1 + fc(ǫ+ eVj) − fc(−ǫ+ eVj)]
∑3

j=1 αj [fj(ǫ) − fc(ǫ)] = 0
(3.14)

T (ǫ) etA(ǫ) sont donnés par l’équation (3.4) toujours en supposant qu’il n’y a pas de barrières au
contact. Ces équations étant valables à toutes les énergiesǫ, nous pouvons les réécrire en considérant
ǫ→ ǫ− eVj

{
fj(ǫ) = T (ǫ− eVj)f0(ǫ− eVj) + 1

2A(ǫ− eVj) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eVj)]
∑3

j=1 αj [fj(ǫ) − fc(ǫ)] = 0
. (3.15)

De cette manière, en remplaçant lesfj(ǫ) dans la deuxième équation, nous obtenons une formule en
fonction defc pour différentes valeurs deǫ.

α1

{

T (ǫ− eV1)f0(ǫ− eV1) +
1

2
A(ǫ− eV1) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eV1)]

}

(3.16)

+α2

{

T (ǫ− eV2)f0(ǫ− eV2) +
1

2
A(ǫ− eV2) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eV2)]

}

+α3

{

T (ǫ− eV3)f0(ǫ− eV3) +
1

2
A(ǫ− eV3) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eV3)]

}

= 0
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Les casV1 = 0, V2 = pV etV3 = qV avecp et q des entiers peuvent être obtenus numériquement
par inversion de matrice.

CAS PARTICULIER V1 = 0 ET V2 = V3 = V :

Dans le cas particulier oùV1 = 0 et V2 = V3 = V , nous pouvons résoudre analytiquement le
système. En coupant le système par bande comme dans le cas d’une jonction S-N-S [32]. L’équation
que nous devons résoudre est désormais

0 = α1

{

T (ǫ)f0(ǫ) +
1

2
A(ǫ) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ)]

}

(3.17)

+(α2 + α3)

{

T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) +
1

2
A(ǫ− eV ) [1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eV )]

}

Nous pouvons voir quefc(ǫ) est relié àfc(−ǫ) et àfc(−ǫ+ 2eV ). Nous allons couper, le système par
bandes d’énergie selon le modèle de Nagaev [32]. Nous considéronsN un entier tel que 2∆

N+1 < eV <
2∆
N , alors deux types de bandes alternatives rentrent en jeu respectivement de largeurδ1 = 2∆−NeV

etδ2 = (N+1)eV −2∆, avecN+2 bandes de largeurδ1 etN+1 bandes de largeurδ2 (voir Fig. C.1
et Fig. C.2). Le calcul des fonctions de distribution est fait en détail dans l’appendice C.1.

Les fonctions de distributions sont des fonctions décroissantes allant de 1 à 0 par paliers. Elles sont
données par l’équation (C.1) et valent

f δ1;i1 = 1 − i
N+2 ; f δ2;i1 = 1 − i

N+1 ; f δ1;i
2 = f δ1;i3 = 1 − i−1

N+2 ; f δ2;i2 = f δ2;i3 = 1 − i−1
N+1 .

Ce résultat, identique au cas S-N-S, peut être justifié par lefait que les relations pourf1 etf2 = f3

sont valables pour tous lesαj. Par ailleurs,f1 = fL etf2 = f3 = fR oùfL et fR sont respectivement
les fonctions de distribution du réservoir gauche (L) et du réservoir droit (R) d’une jonction S-N-S.

3.2.2 Bruit dans une jonctionY diffusive

Nous regardons désormais le bruit dans une jonctionY diffusive en métal normal reliée à trois
réservoirs supraconducteurs. Nous suivons le même développement que dans le cas de réservoirs nor-
maux de Sukhorukov et Loss [58] sur des jonctions multiterminales complètement normales. Nous
pouvons pour cela séparer notre jonctionY en trois parties,Λ1, Λ2 et Λ3 (voir Fig. 3.2 et Sec. 3.2.1).
Le début du développement s’applique aussi bien au cas où lesréservoirs sont en métal normal qu’au
cas où les réservoirs sont supraconducteurs. Pour chacune des trois parties nous avons une fonction de
distribution,







fΛ1(x, ǫ) = x
l1
f1(ǫ) +

(

1 − x
l1

)

fc(ǫ)

fΛ2(x, ǫ) = x
l2
f2(ǫ) +

(

1 − x
l2

)

fc(ǫ)

fΛ3(x, ǫ) = x
l3
f3(ǫ) +

(

1 − x
l3

)

fc(ǫ)

.

où leslj représentent la longueur des bras. Nous considérons que chaque contact est unidimensionnel.
Les fonctions de distribution ont été obtenues analytiquement dans le cas normal (voir § 3.2.1.3) et
calculées numériquement dans le cas supraconducteur ainsiqu’analytiquement dans le cas particulier
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V1 = 0 etV2 = V3 = V (voir § 3.2.1.4). Pour chacune des sous sectionsΛj , nous avons un conducteur
à deux terminaux auquel correspond les potentiels caractéristiquesθj(~r) avec







∇ · σ̂(~r)∇θk(~r) = 0
d~s · σ̂(~r)∇ θk(~r)|S = θk(~r)|Lk

= 0

θk(~r)|Ck
= 1

(3.18)

où σ̂(~r) = e2vF D̂(~r) est le tenseur de conductivité etLk la surface de contact entre le réservoirk et
le bras normal correspondant.S est la surface le long des bras (voir Fig. 3.2). Nous supposons ici que
la conductivité ne dépend pas de la position :D̂(~r) = D. La deuxième équation vient du fait que nous
avons un contact parfait,θk(~r) est donc constant en chaque point du contact. Si nous considérons que
les bras sont unidimensionnels les potentiels vecteurs ne dépendent que de la distance dans le bras et
θk(x) = x

lk
.

Maintenant, pour le système total, nous avons trois nouveaux potentiels caractéristiques tels que
(voir Eq. (3.3)) :f(~r, ǫ) = φ1(~r)f1(ǫ) + φ2(~r)f2(ǫ) + φ3(~r)f3(ǫ). Ces nouveaux potentiels obéissent
à des conditions limites similaires à celles des potentielsθk







∇ · σ̂(~r)∇φn(~r) = 0
d~s · σ̂(~r)∇ φn(~r)|S = 0
φn(~r)|Lm

= δnm

. (3.19)

En outre, puisque chaque potentielφn(~r) est approximativement constant dans la région centrale
(de résistance négligeable) du conducteur multiterminal,nous pouvons écrireφn(~r)|Ck

= α̃n = cste
avecCk la surface entre le brask et la partie centrale. De plus, nous avons

∑

n α̃n = 1 qui découle de
la règle de somme desφn(~r) :

∑

n φn(~r) = 1.

Des conditions aux bords des potentiels caractéristiques (voir (3.18) et (3.19)) il suit que

φn(~r)|~r∈Λk
= α̃nθk(~r) + [1 − θk(~r)] δnk. (3.20)

A partir des potentiels vecteurs, nous pouvons calculer la matrice de conductanceGmn = −
∫

Lm
d~s ·

σ̂∇φn(~r). En remplaçantφn(~r) par l’équation (3.20), nous obtenons

Gmn = (α̃n − δnm)Gm, (3.21)

oùGm est défini parGm ≡ −
∫

Lm
d~s · σ̂∇θm(~r), avecα̃n donné par l’équation (3.21). Il nous suffit

d’utiliser
∑

nGnm = 0 pour chaquem pour obtenirα̃m = Gm

Gtot
, oùGtot ≡

∑

nGn. Nous pouvons,
par ailleurs, regarder les corrélations de courant

Snm = 2

∫

d~r∇φn(~r) · σ̂∇φm(~r)Π(~r) (3.22)

avec

Π(~r) = 2

∫

dǫf(~r, ǫ) [1 − f(~r, ǫ)] (3.23)

etf(~r, ǫ) est donné par (3.3). Ce qui en remplaçantφn(~r) par (3.20) nous donne

Snm = 2
∑

k

(α̃n − δnk)(α̃m − δmk)

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)Π(~r). (3.24)
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Maintenant, nous allons exprimerΠ(~r) en fonction desφn(~r). En remplaçant le1 par la règle de
somme

∑

n φn = 1 dans l’équation (3.23), nous pouvons réécrireΠ(~r) sous la forme :

Π(~r) = 2

∫

dǫ
∑

k,l

φk(~r)φl(~r)fk(ǫ) [1 − fl(ǫ)] . (3.25)

C’est ici que la différence se fait entre le cas de réservoirsnormaux et de réservoirs supracon-
ducteurs, car les fonctions de distribution qui interviennent dansΠ(~r) changent selon le cas que nous
considérons.

3.2.2.1 Réservoirs en métal normal

Nous commençons par nous intéresser au cas normal, dans ce cas les fonctions de distribution sont
simplement donnée parfn(ǫ) = fT (ǫ− eVn) avecfT la fonction de Fermi à températureT . Ainsi,

Π(~r) = 2

∫

dǫ
∑

k,l

φk(~r)φl(~r)
1

1 + exp
(
ǫ−eVk

T

)



1 − 1

1 + exp
(
ǫ−eVl

T

)



 .

Nous pouvons facilement effectuer l’intégrale sur l’énergie et nous obtenons

Π(~r) = e
∑

k,l

φk(~r)φl(~r) (Vk − Vl) coth

(
e(Vk − Vl)

2T

)

.

SiT → 0, nous retrouvons le bruit Johnson-Nyquist à l’équilibre :Π(~r) = e
∑

k,l φk(~r)φl(~r) |Vk − Vl| .
Afin de simplifier les notations, nous dénotonsZkl = e (Vk − Vl) coth

(
e(Vk−Vl)

2T

)

. Maintenant, si

nous nous limitons au cas où~r appartient àΛk

Π(~r)|Λk
=
∑

l,q

[α̃lθk(~r) + (1 − θk(~r))δlk] [α̃qθk(~r) + (1 − θk(~r))δqk]Zlq.

Nous pouvons substituerΠ(~r)|Λk
dansSnm (3.22), nous obtenons alors

Snm = 2
∑

k

(α̃n − δnk)(α̃m − δmk)

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)Π(~r)|Λk

︸ ︷︷ ︸

A

,

où

A =
∑

l,q

Zlq

{

α̃lα̃q

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)θ2
k(~r)

+ (α̃lδqk + α̃qδlk)

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)θk(~r)(1 − θk(~r))

+δlkδqk

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)(1 − θk(~r))
2

}

.
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Il nous faut effectuer ces trois intégrales. Elles se font enutilisant l’intégration par partie et
∫

d~s · ~A =
∫

dV∇ ~A ainsi queθk(~r)|Ck
= 1. Nous trouvons que







∫

Λk
d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)θ2

k(~r) = 1
3

∫

Ck
d~sσ̂∇θk(~r) = 1

3Gk∫

Λk
d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)θk(~r)(1 − θk(~r)) = 1

6Gk∫

Λk
d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)(1 − θk(~r))

2 = 1
3Gk.

Ce qui nous donne en utilisant la symétrieZql = Zlq :

Snm =
2

3

∑

k,l,q

(α̃n − δnk)(α̃m − δmk)ZlqGk {α̃lα̃q + α̃lδqk + δlkδqk}

Par conséquent, à température nulle et avecα̃k = σαk/Gtot où αk = Sk

lk
, Gk = σαk et Gtot =

G1 +G2 +G3







S11 = 2
3
G1(G2+G3)

Gtot
eV

S12 = −2
3
G1G2
Gtot

eV = S21

S13 = −2
3
G1G3
Gtot

eV = S31

S22 = 2
3
G1G2(Gtot+2G3)

G2
tot

eV

S23 = −4
3
G1G2G3

G2
tot

eV = S32

S33 = 2
3
G1G3(Gtot+2G2)

G2
tot

eV

Nous pouvons voir que le bruit dans un bras est toujours positif, alors que les corrélations croisées de
courant entre deux bras différents sont toujours négatives.

3.2.2.2 Un réservoir supraconducteur et deux réservoirs enmétal normal

N

S1

N

2

3

N

V

V

FIG. 3.5 – Jonction enY diffusive avec un réservoir supraconducteur.

Pour le cas à un seul réservoir supraconducteur (voir Fig. 3.5) les calculs sont similaires au cas à
trois réservoirs supraconducteurs (voir § 3.2.2.3). Par conséquent, nous ne donnons que les résultats
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sans développement mathématique. Sous le gap nous avons






SeV <∆
11 = 4

3
G1(G2+G3)

Gtot
eV

SeV <∆
12 = −4

3
G1G2
Gtot

eV = SeV <∆
21

SeV <∆
13 = −4

3
G1G3
Gtot

eV = SeV <∆
31

SeV <∆
22 = 4

3eV
G1G2(2Gtot+G3)

G2
tot

eV

SeV <∆
23 = −2

3eV
G1G2G3

G2
tot

eV = SeV <∆
32

SeV <∆
33 = 2

3eV
G1G3(2Gtot+G2)

G2
tot

eV

Au-dessus du gap :






SeV >∆
11 = 2

3 (eV + ∆)G1(G2+G3)
Gtot

SeV >∆
12 = −2

3(eV + ∆)G1G2
Gtot

= SeV >∆
21

SeV >∆
13 = −2

3(eV + ∆)G1G3
Gtot

= SeV >∆
31

SeV >∆
22 = 2

3
G1G2

G2
tot

(eV (Gtot + 2G3) + ∆(Gtot −G3))

SeV >∆
23 = −2

3(2eV − ∆)G1G2G3

G2
tot

eV = SeV >∆
32

SeV >∆
33 = 2

3
G1G3

G2
tot

(eV (Gtot + 2G2) + ∆(Gtot −G2))

Comme pour le cas avec trois réservoirs normaux les auto-corrélations de courant dans un bras
sont positives et les corrélations croisées de courant entre deux bras distincts sont négatives. Nous
pouvons constater un doublement du bruit sous le gap. Ce doublement est dû à la réflexion d’Andreev
et il correspond au doublement de bruit qu’on observe pour lebruit d’un contact S-N par rapport au
bruit dans un contact N-N.

A haute tension (eV ≫ ∆) le bruit et les corrélations croisées de courant pour unY à trois
réservoirs normaux et unY à un réservoir supraconducteur tendent vers la même valeur avec un bruit
en excès pour le cas à un réservoir supraconducteur.

Ce qui est plus surprenant est que les corrélations croiséesde courant ne sont pas doublées dans
le cas à un réservoir supraconducteur par rapport auY avec trois réservoirs normaux. Les corrélations
croisées de courant entre le bras deux et le bras trois (S23) sont même divisées par deux à basse tension.

3.2.2.3 Trois réservoirs supraconducteurs

Pour calculer le bruit de la jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs, nous devons repartir
des équations (3.24) et (3.25), soit

Snm = 2
∑

k

(α̃n − δnk)(α̃m − δmk)

∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)Π(~r)

avec

Π(~r) = 2

∫

dǫ
∑

k,l

φk(~r)φl(~r)fk(ǫ) [1 − fl(ǫ)] .

Dans le cas où nous considérons les bras comme unidimensionnel θk(~r) → θk(x) = x
lk

et∇θk(~x) =
1
lk

. Par conséquent,
∫

Λk

d~r∇θk(~r) · σ̂∇θk(~r)Π(x) = σ
Sk
l2k

∫ lk

0
dxΠ(x) =

α̃kGtot
lk

∫ lk

0
dxΠ(x)
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où α̃k = σαk/Gtot avecαk = Sk

lk
etGtot = G1 +G2 +G3. Or,

∫ lk

0
dxΠ(x) = 2

∑

p,l

(∫ lk

0
dxφp(x)φl(x)

)

︸ ︷︷ ︸

Ak
pl

(∫ ∞

−∞
dǫfp(ǫ) [1 − fl(ǫ)]

)

︸ ︷︷ ︸

Bpl

Nous calculons séparémentAkpl etBpl

Akpl =

∫ lk

0
dx {(α̃pθk(x) + [1 − θk(x)] δpk) (α̃lθk(x) + [1 − θk(x)] δlk)}

=
lk
3

[

α̃pα̃l +
1

2
(α̃pδlk + α̃lδpk) + δpkδlk

]

Le calcul deBpl est plus long, car il dépend des indices. Nous l’effectuons en détail dans l’Appendice
(C.2) dans le cas oùV1 = 0 et V2 = V3 = V . Il nous faut, maintenant, rassembler tout les termes.
Nous dénotonsCk

pl = 3
lk
AkplBpl et utilisons le fait queB11 = B22 = B33 = B23 = B32, B12 = B13

etB21 = B31.






Ck11 =
(
α̃2

1 + α̃1δ1k + δ1k
)
B11

Ck12 =
(
α̃1α̃2 + 1

2(α̃1δ2k + δ1kα̃2)
)
B12

Ck13 =
(
α̃1α̃3 + 1

2(α̃1δ3k + δ1kα̃3)
)
B12

Ck21 =
(
α̃2α̃1 + 1

2(α̃2δ1k + δ2kα̃1)
)
B21

Ck22 =
(
α̃2

2 + α̃2δ2k + δ2k
)
B11

Ck23 =
(
α̃2α̃3 + 1

2(α̃2δ3k + δ2kα̃3)
)
B11

Ck31 =
(
α̃3α̃1 + 1

2(α̃3δ1k + δ3kα̃1)
)
B21

Ck32 =
(
α̃3α̃2 + 1

2(α̃3δ2k + δ3kα̃2)
)
B11

Ck33 =
(
α̃2

3 + α̃3δ3k + δ3k
)
B11

Et donc, avec̃β = α̃2 + α̃3 et δ1k + δ2k + δ3k = 1

∑

p,l

Ckpl =
[

α̃2
1 + β̃2 + 1 + α̃1δ1 + β̃(δ2k + δ3k)

]

B11

+

[

α̃1β̃ +
1

2
α̃1(δ2k + δ3k) +

1

2
β̃δ1

]

(B12 +B21).

Par conséquent,Snm = 2
3

∑

k(α̃n − δnk)(α̃m − δmk)α̃kGtot
∑

p,l C
k
pl

Nous obtenons une formule quelque soit la valeur deeV , quelle soit dans ou hors du gap







S11 = 22∆+eV
3

G1(G2+G3)
Gtot

S12 = −22∆+eV
3

G1G2
Gtot

= S21

S13 = −22∆+eV
3

G1G3
Gtot

= S31

S22 = 2 α̃2Gtot

3

{

(2∆ + eV )(1 − α̃2) +
2(∆−(n+1)eV )((2α̃2−1)α̃3+4α̃2

3)
(n+2)(n+1)

}

S23 = −2
3α̃2α̃3Gtot

2∆(3−2α1+n(n+3))+eV (n+1)(n+4α̃1)
(n+2)(n+1) = S32

S33 = 2 α̃3Gtot

3

{

(2∆ + eV )(1 − α̃3) +
2(∆−(n+1)eV )((2α̃3−1)α̃2+4α̃2

2)
(n+2)(n+1)

}
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avecn =
[

2∆
eV

]
, les[. . . ] représentent la partie entière (rappelα̃k = Gk/Gtot).

Nous pouvons voir que le bruit et les corrélations croiséesS1k sont amplifiées par les réflexions
d’Andreev multiples incohérentes. Cette amplification estproportionnelle au nombre de réflexions
d’Andreev multiples possibles,N = 2∆+1

eV . Et les corrélations croisées de courant contenant le bras 1
sont toujours négatives.

3S

1

1

1/2

1/2 2/3

2

11
tot ∆ α 1

∆

2

eV/

YNNN

2G (α 2+α 3)

Y
SNN

YSSS

FIG. 3.6 – Schéma de la fonction 3S11
2Gtotα̃1(α̃2+α̃3) en fonction deeV/∆.

Par contre, quand le bras à tension nulle n’intervient pas, nous perdons la linéarité du signal et les
corrélations de courant sont données par morceaux. Pour plus de visibilité, nous pouvons comparer
S11 et S23 pour les trois jonctions diffusives en forme deY (voir Fig. 3.6 et Fig. 3.7). Nous voyons
donc que les auto-corrélations, comme le bruit dans le bras 1, et les corrélations croisées de courant
sont amplifiées par les réflexions d’Andreev multiples incohérentes.

Dans la limite des fortes tensions les corrélations croisées tendent dans les trois cas vers la même
limite avec une valeur d’excès pour leY avec trois réservoirs supraconducteurs et une perte dans les
corrélations croisées dans le cas avec un seul réservoir supraconducteur.

Dans le cas où̃α1 = 0.5 et α̃2 = α̃3 = 0.25, nous avons un système assimilable à une jonction
S-N-S, nous avons donc les corrélations croisées et le bruitdans les bras mis à tensioneV linéaires.
Les corrélations croisées sont négatives et les bruits sontpositifs quelque soit la géométrie (c’est-à-dire
pour toutes les valeurs desα̃j).

Nous considérons les courbes numériques obtenues avecV1 = 0, V2 = pV et V3 = qV (pour
p et q entiers) pour les deux cas particuliers :p = q = 1 et p = −q = 1. Pour commencer, nous
considéronsV1 = 0 etV2 = V3 = V . Nous retrouvons la jonction S-N-S pour les facteursα̃1 = 0.5 et
α̃2 = α̃3 = 0.25 (voir Fig. 3.8). Les corrélations sont linéaires en fonction deeV . Les auto-corrélations
sont positives et les corrélations croisées sont négatives. Par ailleurs, nous avons un bruit d’excès dû
aux réflexions d’Andreev multiples incohérentes.
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FIG. 3.7 – Schéma de la fonction −3S23
2Gtotα̃1α̃2α̃3

en fonction deeV/∆. La surface bleue correspond à la
zone possible pour les corrélations croisées de la jonctionavec trois réservoirs supraconducteurs pour
différentes valeurs dẽα1.
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FIG. 3.8 – Bruit et corrélations croisées pour une jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs
en fonction deeV/∆ avecα̃1 = 0.5 et α̃2 = α̃3 = 0.25, V1 = 0 et V2 = V3 = V . Le système est
assimilable à une jonction S-N-S.
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Si nous considérons des facteursα̃j tels que la jonction ne puisse pas être assimilée à une jonc-
tion S-N-S, nous voyons une non linéarité apparaître lorsque le bras à tension nulle n’intervient pas
(Fig. 3.9). Néanmoins, les corrélations croisées sont toujours négatives et les bruits restent positifs.
Nous pouvons par exemple le voir dans le cas avecα̃1 = 0.02 et α̃2 = α̃3 = 0.49 sur la figure 3.9.
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FIG. 3.9 – Bruit et corrélations croisées pour une jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs en
fonction deeV/∆ avecα̃1 = 0.02 et α̃2 = α̃3 = 0.49, V1 = 0 etV2 = V3 = V .

Nous considérons le cas où les tensions dans le bras deux et lebras trois sont opposées, c’est-à-dire
V1 = 0 et V2 = −V3 = V (p = 1 et q = −1). Ce cas se comporte de façon similaire au cas avec
des tensions identiques. Les corrélations croisées sont toujours négatives et les bruits toujours positifs.
Par contre, aucune non linéarité n’apparaît. Effectivement, contrairement au cas à tension identique,
le bruit et les corrélations croisées semblent rester linéaires pour toutes les valeurs des facteurs de
forme α̃j (Fig. 3.11). Les valeurs des corrélations sont du même ordrede grandeur que dans le cas où
les tensions sont identiques. Par ailleurs, comme attendu,lorsque tension tend vers 0, les corrélations
tendent vers la même valeur que dans le cas à tension identiques. Par contre, pour des tensions plus
élevées l’amplitude des corrélationsSij, pouri et j quelconque, est plus importante dans le cas où les
tensions sont opposées et cela quelque soit la valeur des facteursα̃j .

3.2.3 Interactionsélectron électron

Jusqu’à maintenant, les interactions inélastiques électron électron ont été négligées. Mais, dans le
régime des réflexions d’Andreev multiples incohérentes, les électrons subissent une diffusion en éner-
gie et restent longtemps dans la jonction, leur temps de diffusion est proportionnel à1/V 2. Ainsi, à
très basse tension le temps de diffusion dû aux réflexions d’Andreev multiples incohérentes excède le
temps de collision électron électron,τee. Nous ne pouvons donc pas les négliger. Dans l’équation de
Boltzmann-Langevin réduite à une équation de diffusion (3.2), nous avons considéré que les interac-
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FIG. 3.10 – Bruit et corrélations croisées pour une jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs
en fonction deeV/∆ avecα̃1 = 0.5 et α̃2 = α̃3 = 0.25, V1 = 0 etV2 = −V3 = V .
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FIG. 3.11 – Bruit et corrélations croisées pour une jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs
en fonction deeV/∆ avecα̃1 = 0.02 et α̃2 = α̃3 = 0.49, V1 = 0 etV2 = −V3 = V .
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tions inélastiques étaient nulles. Nous les réintroduisons,

Iin(ǫ, x) = Iee[f ] =
αee
EF

∫

dǫ2dǫ3dǫ4 {f(ǫ3)f(ǫ4)[1 − f(ǫ)][1 − f(ǫ2)] (3.26)

−f(ǫ)f(ǫ2)[1 − f(ǫ3)][1 − f(ǫ4)]}
×δ(ǫ+ ǫ2 − ǫ3 − ǫ4).

où αee est le paramètre sans dimension des interactions électron électron etEF l’énergie de Fermi.
Nous devons donc résoudre l’équation de diffusion (3.2) [32, 33]

−D d2

dx2
f(ǫ, x) = Iee[f ]. (3.27)

Nous commençons par étudier la jonction S-N-S. Dans le cas d’une jonction S-N-S et en faisant l’hy-
pothèse queIee[f ] dépend faiblement dex, soit poureV → 0 et kBT = 0, nous pouvons intégrer le
système deux fois par rapport àx. Le réservoir de gauche est à tension nulle et positionx = 0 et le
réservoir de droite est à tensionV et positionx = L,

−D[f(ǫ, L) − f(ǫ, 0)] =
L2

2
Iee(ǫ).

La même équation est valable pourǫ→ −ǫ. Nous soustrayons ces deux équations.

−D[f(ǫ, L) − f(ǫ, 0) − f(−ǫ, L) + f(−ǫ, 0)] =
L2

2
[Iee(ǫ) − Iee(−ǫ)].

Or nous pouvons voir grâce à (3.26) queIee(ǫ) = −Iee(−ǫ) et nous savons quefL(ǫ) = 1 − fL(−ǫ)
(3.8) et quefR(ǫ + eV ) = 1 − fR(−ǫ+ eV ) (3.9). Par conséquent,−D[f(ǫ, L) + f(ǫ+ 2eV,L) −
2f(ǫ, 0)] = L2Iee(ǫ). Par ailleurs,f(ǫ, 0) se situe entref(ǫ, L) et f(ǫ + 2eV,L) et doncf(ǫ, 0) ≃
f(ǫ+ eV,L). Nous nous retrouvons donc avec

L2Iee(ǫ) = −D
[
∂

∂ǫ
f(ǫ+ eV,L) − ∂

∂ǫ
f(ǫ, L)

]

eV = −D(eV )2
∂2

∂ǫ2
f(ǫ, L)

Finalement, nous obtenons avecDE = D(eV )2

L2 :

−DE
∂2

∂ǫ2
f(ǫ) = Iee(ǫ) (3.28)

Pour résoudre cette dernière équation, nous supposons qu’avec les collisions inélastiques le sys-
tème se thermalise à une températureT0 (voir [32]), soit le régime des interactions inélastiques fortes.
Il nous faut déterminerT0, et f(ǫ) sera presque la fonction de Fermi à températureT0. Nous multi-
plions l’équation (3.28) par l’énergieǫ avant d’intégrer sur l’énergie.

−DE

∫ ∆

−∆
dǫǫ

∂2

∂ǫ2
f(ǫ) =

∫ ∆

−∆
dǫǫIee(ǫ) (3.29)

Cette équation est résolue dans l’appendice C.3.

La valeur de la températureT0 est donnée parDE = ∆3T0e
−∆/T0 αee

EF
. En utilisant le fait que

T0 ≤ ∆,DE ≤ ∆4e−∆/T0 αee

EF
et doncT0 = ∆

ln(λ)
avecλ = αee∆4

(eV )2EFDE
.
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Maintenant, que nous avons la température thermalisant le système, nous pouvons remplacer la
fonction de distribution dans la jonction par une fonction de Fermi à températureT0 dans l’équation
pour les corrélations (3.24) avec (3.25). Nous en déduisons:

S11 = 4
G1(G2 +G3)

Gtot
T0 = 4GeffT0

S23 = −4
G2G3

Gtot
T0

3.2.4 Synthèse

Nous avons étudié par l’approche semiclassique de Boltzman-Langevin, la jonction diffusive en
Y avec des réservoirs idéaux (normaux ou supraconducteur). Dans le cas de la jonction avec tous les
réservoirs supraconducteurs, les réflexions d’Andreev multiples incohérentes amplifient fortement les
auto-corrélations et les corrélations croisées de courant. Les auto-corrélations sont positives comme
attendu et les corrélations croisées sont négatives. Effectivement, aucun régime de corrélations croi-
sées positives entre les deux bras à tensionV ou entre des bras de tension opposée n’est observé.
Par ailleurs, l’introduction de collisions électron électron inélastiques ne suffit pas pour générer des
corrélations positives de courant.

3.3 Point quantiqueconnecté à des réservoirs supraconducteurs

Contrairement à ce que nous avons supposé jusqu’à maintenant les barrières sont rarement né-
gligeables, c’est pourquoi nous considérons le cas inverse. Effectivement, par la suite, nous allons
négliger les contributions de la diffusion dans la jonctionet introduire des barrières (GW ≫ GΓ avec
GW la conductance dans le fil etGΓ la conductance des barrières). Cette limite revient à considérer
que la jonction enY est assimilable à un point quantique diffusif connecté à trois réservoirs. Comme
précédemment le système est incohérent. Nous nous concentrons sur le cas particulier oùV1 = 0
et V2 = V3 = V . Nous étudions dans un premier temps la jonction avec trois réservoirs normaux
(Sec. 3.3.1), puis celle avec un réservoir supraconducteur(Sec. 3.3.2). Finalement, nous étudierons la
jonction avec trois réservoirs supraconducteurs en commençant par regarder le cas limite oùeV → 0
(Sec. 3.3.3) puis le cas général (Sec. 3.3.4).

Désormais, ce n’est plus les variablesαj (Sj et lj où j = 1, 2, 3) qui déterminent la jonction triter-
minale, mais les barrières de transparenceΓj avec un nombre de canaux à chaque contactMj . Nous
considérons une barrière symétrique avecΓ2 = Γ3 etM2 = M3. La conductance dans l’état normal
à chaque contact,Gj = 2e2

h NjΓj, est supposée bien plus grande que le quantum de conductance,
ainsi nous pouvons négliger le blocage de Coulomb [63, 64] dans le point quantique. Nous supposons,
comme précédemment, que l’effet de proximité est négligeable.

Par ailleurs, dans le cas d’une jonction symétrique où le bras deux est identique au bras trois,S11 et
S23 permettent de définir toutes les corrélations. Effectivement,Snm = Smn et

∑

n Snm = 0, puisque
sans interactions inélastiques

∑

n δin(ǫ) = 0, impliquent que seulsS11 et S23 sont indépendants et
S12 = S13 = −S11/2, S22 = S33 = −S23 + S11/2.
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3.3.1 Point quantique avec troisréservoirs en métal normal

Nous utilisons un formalisme similaire à celui de Samuelsson et Büttiker dans [28]. Le système
est supposé incohérent et nous pouvons assimiler la jonction Y à un point quantique diffusif (voir
Fig. 3.12).

3

V
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Γ2

1M

N

N

N

Γ1

Γ2

M2

2Mi1

i2

i

FIG. 3.12 – Schéma de la jonctionY avec trois réservoirs en métal normal pour un système incohérent
assimilable à un point quantique diffusif.

Les courants sont donnés parIj =
∫∞
−∞ dǫij(ǫ) avec les courants spectraux







i1(ǫ) =
GQ

e M1T1(ǫ)[f(ǫ) − f0(ǫ)]

i2(ǫ) =
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

i3(ǫ) =
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

oùTj(ǫ) est le probabilité de transmission dans le réservoirj,Mj représente le nombre de canaux dans
le brasj etf0(ǫ) la fonction de distribution d’un réservoir normal. Par ailleurs, le courant spectral total
est conservé, car nous prenons des interactions inélastiques nulles, donci1(ǫ) + i2(ǫ) + i3(ǫ) = 0.
Nous pouvons en déduire la fonction de distribution dans le point quantique

f(ǫ) =
λ1f0(ǫ) + λ2f0(ǫ+ eV )

λΣ

avecλ1 = M1Γ1, λ2 = 2M2Γ2 etλΣ = λ1 +λ2. Ainsi, le courant dans le bras 1I1 = −λ1λ2
λΣ

GQV =

−G1V avecG1 = λ1λ2
λΣ

GQ la conductance dans le bras 1 (convention des courants sortant voir
Fig. 3.12).

Nous pouvons, maintenant, déterminer les fluctuations de courant






δi1(ǫ) = δi01(ǫ) +
GQ

e M1T1(ǫ)δf(ǫ)

δi2(ǫ) = δi02(ǫ) +
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )δf(ǫ)

δi3(ǫ) = δi03(ǫ) +
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )δf(ǫ)

où δi0j (ǫ) avecj = 1, 2, 3 sont les termes de source de Langevin. Grâce à la conservation des fluctua-
tions de courant totales :δi1(ǫ)+ δi2(ǫ)+ δi3(ǫ) = 0, (car les interactions inélastiques sont supposées
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nulles) nous obtenons les fluctuations de la fonction de distribution

δf(ǫ) = −δi
0
1(ǫ) + δi02(ǫ) + δi03(ǫ)

λΣ

e

GQ

Nous en déduisons que le bruit dans le bras 1 et les corrélations croisées entre les bras à tensionV sont
donnés par

S11 = 2

∫ ∞

−∞
dt
∫ ∞

−∞
dǫ
∫ ∞

−∞
dǫ′〈δi1(ǫ, t)δi1(ǫ′, 0)〉

=
2

λ2
Σ

∫ ∞

−∞
dt
∫ ∞

−∞
dǫ
∫ ∞

−∞
dǫ′
[
λ2

2〈δi01(ǫ, t)δi01(ǫ′, 0)〉 + 2λ2
1〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ′, 0)〉

]

S23 = 2

∫ ∞

−∞
dt
∫ ∞

−∞
dǫ
∫ ∞

−∞
dǫ′〈δi2(ǫ, t)δi3(ǫ′, 0)〉

=
2

4λ2
Σ

∫ ∞

−∞
dt
∫ ∞

−∞
dǫ
∫ ∞

−∞
dǫ′
[
λ2

2〈δi01(ǫ, t)δi01(ǫ′, 0)〉 + 2λ2(2λ1 + λ2)〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ′, 0)〉
]

Il nous reste à déterminer les corrélateurs des contacts N-Nde la jonctionY , or le corrélateur d’une
jonction N-N à tensionV est dérivé microscopiquement dans [65] et est donné dans notre formalisme
par

〈δi(ǫ, t)δi(ǫ′ , 0)〉 = δ(t)δ(ǫ − ǫ′)MΓ

×
{
f(ǫ)[1 − f0(ǫ+ eV )] + f0(ǫ+ eV )[1 − f(ǫ)] − Γ[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]2

}
.

Par conséquent, nous obtenons :

S11 = 2GQeV
λ1λ2

λ4
Σ

[
λ1λ2λΣ + λ3

2(1 − Γ1) + λ3
1(1 − Γ2)

]

S23 = 2GQeV
λ1λ

2
2

4λ4
Σ

[
λ2

2(1 − Γ1) − λ1(2λ1 + λ2)(1 − Γ2) − λ2λΣ

]

Nous constatons que le bruit est toujours positif, et les corrélations croisées sont toujours négatives.
Nous considérons̃S23 = S23

GQeV M2
ainsi S̃23 ne dépend plus deM1 etM2 mais dex = M1/M2.

3.3.2 Point quantique avec unréservoir supraconducteur

Lorsque nous remplaçons le réservoir à tension nulle par un réservoir supraconducteur (voir Fig. 3.14)
(étudié par Samuelsson et Büttiker [28]), le système se complique un peu, car nous avons désormais
des réflexions d’Andreev qui mélangent les énergies positives avec les énergies négatives.

Les courants sont donnés parIj =
∫∞
−∞ dǫij(ǫ) avec les courants spectraux







i1(ǫ) =
GQ

e M1

{
RA1 (ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)] + T1(ǫ)[f(ǫ) − f0(ǫ)]

}

i2(ǫ) =
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

i3(ǫ) =
GQ

e M2T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

RA1 est le facteur de réflexions d’Andreev ([35] avecΓ = 1/(1+Z 2), oùZ est le facteur sans dimension

de la barrière comme au chapitre 1) qui vaut pour|ǫ| < ∆ : RA
1 (ǫ) =

Γ2
1∆2

Γ2
1ǫ

2+(∆2−ǫ2)(2−Γ1)2
. Par
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FIG. 3.13 – Corrélations croisées normalisées parM2GQeV pour un point quantique avec trois réser-
voirs en métal normal avecΓ2 = 0.5 etV1 = 0 etV2 = V3 = V , x = M1/M2.

V

V

Γ2

1M

N

N

S

Γ1

Γ2

M2

2Mi1

i2

i 3

FIG. 3.14 – Schéma de la jonctionY avec un réservoirs supraconducteur pour un système incohérent
assimilable à un point quantique.
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ailleurs, en dehors du gap (soit pour|ǫ| > ∆) nous avonsRA
j (ǫ) =

Γ2
1∆2

(Γ1|ǫ|+
√
ǫ2−∆2(2−Γ1))2

. En outre, le

coefficient de transmission est nul dans le gap (|ǫ| < ∆), Tj(ǫ) = 0 et vaut en dehors du gap (|ǫ| > ∆),
Tj(ǫ) = Γj . En utilisant la conservation du courant spectral total,i1(ǫ) + i2(ǫ) + i3(ǫ) = 0, et le fait
quei1(ǫ) = i1(−ǫ), nous obtenons la fonction de distribution lorsque les bras2 et 3 sont identiques :

f(ǫ) =

{
f0(ǫ− eV ) si |ǫ| > ∆
M1RA

1 (ǫ)[1+f0(ǫ−eV )−f0(ǫ+eV )]+λ2f0(ǫ−eV )

M1RA
1 (ǫ)+λ2

si |ǫ| < ∆

où comme dans la section 3.3.1 :λ2 = 2M2Γ2.

Ensuite avec les fluctuations de courant (avecλ̃2 = λ2/2) :






δi1(ǫ) = δi01(ǫ) +
GQ

e M1T1(ǫ)[δf(ǫ) + δf(−ǫ)]
δi2(ǫ) = δi02(ǫ) +

GQ

e λ̃2δf(ǫ)

δi3(ǫ) = δi03(ǫ) +
GQ

e λ̃2δf(ǫ)

(3.30)

et la conservation des fluctuations de courant (puisque les collisions inélastiques sont supposées nulles)
ainsi que le fait queδi1(ǫ) = δi1(−ǫ), nous obtenons les fluctuations de la fonction de distribution
centrale (avec̃λΣ = M1R

A
1 (ǫ) + λ̃2)

δf(ǫ) =
M1R

A
1 (ǫ)[δi02(−ǫ) + δi03(−ǫ) − δi02(ǫ) − δi03(ǫ)] − λ2[δi

0
1(ǫ) + δi02(ǫ) + δi03(ǫ)]

λ2λ̃Σ

Le corrélateur d’une jonction S-N à tensionV est établi dans [66] et donné ensuite dans [28] pour
un formalisme électron trou et vaut dans notre formalisme (ǫ, −ǫ)

〈δi(ǫ, t)δi(ǫ′ , 0)〉 = δ(t)δ(ǫ − ǫ′)MRA(ǫ+ eV ) (3.31)

×{f(ǫ)f(−ǫ+ 2eV ) + [1 − f(ǫ)][1 − f(−ǫ− 2eV )]

−RA(ǫ+ eV )[f(ǫ) + 1 − f(−ǫ− 2eV )]2
}
.

Après quelques calculs nous trouvons le bruit pour le bras 1 et les corrélations croisées des bras à

tensionV (avecχ1 = M1
Γ2

1
(2−Γ1)2

)

S11 = 2GQeV
χ1λ̃2

2λ4
Σ

[

4λ̃3
2(1 −RA1 ) + χ3

1(2 − Γ2) + 4χ2
1λ̃2 + 4χ1λ̃

2
2

]

S23 = 2GQeV
χ1λ̃

2
2

2λ4
Σ

[

2λ̃2
2(1 − 2RA1 ) − χ1[λ̃2(2 − Γ2) + 2χ1(1 − Γ2)

]

S23 avait déjà été donné dans [28]. Nous avons des corrélations croisées positives pour des nombres
de canaux du même ordre de grandeur. Ensuite lorsque nous augmentonsx = M1/M2 les corrélations
croisées redeviennent négatives et finalement elles tendent vers 0.

Nous observons que les réflexions d’Andreev instaurent un régime de corrélations croisées posi-
tives ([28]), excepté lorsqueΓ1 → 1. Les corrélations croisées en fonction dex = M1/M2 sont tout
d’abord nulles avant de passer à un régime positif lorsque lenombre de canaux dans les bras sont du
même ordre de grandeur. Ensuite, en continuant à augmenterx nous passons dans un régime négatif
puis les corrélations croisées tendent vers 0.
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FIG. 3.15 – Corrélations croisées normalisées parM2GQeV pour un point quantique avec un réservoir
supraconducteur avecΓ2 = 0.5 etV1 = 0 etV2 = V3 = V , x = M1/M2..
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FIG. 3.16 – Schéma de la jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs pour un système incohérent
assimilable à un point quantique.
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3.3.3 Point quantique avec troisréservoirs supraconducteurs : limiteeV → 0

Les courants sont donnés parIj =
∫∞
−∞ dǫij(ǫ) avec les courants spectraux







i1(ǫ) = M1GQ/e
{
RA1 (ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)] + T1(ǫ)[f(ǫ) − fS1(ǫ)]

}

i2(ǫ) = M2GQ/e
{
RA2 (ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )] + T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − fS2(ǫ)]

}

i3(ǫ) = M2GQ/e
{
RA2 (ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )] + T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − fS3(ǫ)]

}
(3.32)

En dehors du gapfS1(ǫ) = f0(ǫ) et fS2,3(ǫ) = f0(ǫ + eV ). RAj sont les facteurs de réflexions d’An-

dreev qui valent pour|ǫ| < ∆ : RAj (ǫ) =
Γ2

j∆2

Γ2
j ǫ

2+(∆2−ǫ2)(2−Γj)2
. Par ailleurs, dans la limite deeV → 0,

en dehors du gap (soit pour|ǫ| > ∆) nous avonsRA
j (ǫ) = 0. En outre, le coefficient de transmission

est nul dans le gap (|ǫ| < ∆), Tj(ǫ) = 0 et vaut en dehors du gap (|ǫ| > ∆), Tj(ǫ) = Γj . La limite
eV → 0 implique que en dehors du gapf(ǫ) ∼= f0(ǫ), par conséquent les termesTj disparaissent et
nous avons pour les courants spectraux :







i1(ǫ) = GQ/eA1(ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)]
i2(ǫ) = GQ/eA2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]
i3(ǫ) = GQ/eA2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]

avecAj(ǫ) = MjR
A
j (ǫ).

Comme nous considérons la limite sans interaction inélastique, nous avons la conservation du cou-
rant spectral :i1(ǫ) + i2(ǫ) + i3(ǫ) = 0. Le point quantique peut être assimilée au système électrique
représenté sur la figure 3.17, cari1(ǫ) = − (i2(ǫ) + i3(ǫ)) = i1. En fait, le courant1 n’a pas de dé-
pendance en énergie. Effectivement, par la définition des courants spectraux et en utilisant la symétrie
des coefficients de réflexion d’Andreev, nous trouvonsi1(ǫ) = i1(−ǫ) = − (i2(−ǫ) + i3(−ǫ)) =
(i2(ǫ− 2eV ) + i3(ǫ− 2eV )) = i1(ǫ− 2eV ). Par conséquent, le courant spectral dans le premier bras
ne dépend pas de l’énergie.

i
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FIG. 3.17 – Réseau électrique équivalent à la jonctionY avec trois réservoirs supraconducteurs. Nota-
tions :f e(ǫ) = f(ǫ) etfh(ǫ) = 1 − f(−ǫ)

Ainsi,

A1(ǫ)i1 + (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) i1 =

−A1(ǫ) (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) [f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]

+ (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV ))A1(ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)]



3.3. POINT QUANTIQUECONNECTÉ À DES RÉSERVOIRS SUPRACONDUCTEURS 79

donc

(A1(ǫ) +A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) i1 = A1(ǫ) (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) [f(−ǫ) − f(−ǫ− 2eV )].

Par conséquent, en dénotantAeff (ǫ) = A1(ǫ)(A2(ǫ+eV )+A3(ǫ+eV ))
A1(ǫ)+A2(ǫ+eV )+A3(ǫ+eV ) , nous obtenons−2eV ∂f(ǫ)

∂ǫ =
i1

Aeff (ǫ) .

Nous avons les conditions aux bordsf(−∆) = 1 et f(∆ + eV ) = 0, donc

f(ǫ) =

∫∆+eV
ǫ dǫ 1

Aeff (ǫ)
∫∆+eV
−∆ dǫ 1

Aeff (ǫ)

∼=
∫ ∆
ǫ dǫ 1

Aeff (ǫ)
∫ ∆
−∆ dǫ 1

Aeff (ǫ)

.

Commei1(ǫ) = i1, nous avons comme pour le système S-N-S :I1 = 2∆i1,

i1 = −2eV Aeff
∂f(ǫ)

∂ǫ
=

2eV
∫∆
−∆ dǫ 1

Aeff (ǫ)

.

Par conséquent,

I1 =
4∆eV

∫ ∆
−∆ dǫ 1

Aeff (ǫ)

= GV avecG = 12GQ
M1M2Γ

2
1Γ

2
2

α1 + 2α2
(3.33)

oùα1 = M1Γ
2
1

[
8(1 − Γ2) + 3Γ2

2

]
etα2 = M2Γ

2
2

[
8(1 − Γ1) + 3Γ2

1

]
, (donnés dans [67]).

Maintenant que nous avons le courant, nous pouvons rechercher les corrélations de courant, pour
cela nous regardons les fluctuations de courant.

δi1(ǫ) = δi01(ǫ) +GQ/eA1(ǫ)[δf(ǫ) + δf(−ǫ)] (3.34)

δi2(ǫ) = δi02(ǫ) +GQ/eA2(ǫ+ eV )[δf(ǫ) + δf(−ǫ− 2eV )] (3.35)

δi3(ǫ) = δi03(ǫ) +GQ/eA3(ǫ+ eV )[δf(ǫ) + δf(−ǫ− 2eV )] (3.36)

Nous avonsδi1(ǫ)+δi2(ǫ)+δi3(ǫ) = 0, car nous négligeons les interactions inélastiques. Par ailleurs,
δi1(ǫ) = δi1 pour une énergie sous le gap. Effectivement, les fluctuations de courants du bras 1 ne dé-
pendent pas de l’énergie pour une énergie sous le gap, carδi1(ǫ) = δi1(−ǫ) = − (δi2(−ǫ) + δi3(−ǫ)) =
− (δi2(ǫ− 2eV ) + δi3(ǫ− 2eV )) = δi1(ǫ − 2eV ), puisque sous le gap les sources de Langevin
suivent les relations suivantes :δi01(ǫ) = δi01(−ǫ) et δi02(3)(ǫ) = δi02(3)(−ǫ− 2eV ). Par conséquent,

A1(ǫ)δi1 + (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) δi1 =

−A1(ǫ) (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )) [δf(ǫ) + δf(−ǫ− 2eV )]

+ (A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV ))A1(ǫ)[δf(ǫ) + δf(−ǫ)]

Ce qui nous donne après simplification

2eV
∂δf(−ǫ)

∂ǫ
=

e

GQ

{
δi1

Aeff (ǫ)
− δi01(ǫ)

A1(ǫ)
+

δi02(ǫ) + δi03(ǫ)

A2(ǫ+ eV ) +A3(ǫ+ eV )

}

.

Nous avons comme conditions aux bordsδf(−∆) = 0 et δf(∆ + eV ) = 0, donc en intégrant surǫ la
partie gauche et la partie droite, nous obtenons :

δi1 =

e
GQ

{∫ ∆+eV
−∆

δi01(ǫ)
A1(ǫ) dǫ−

∫ ∆+eV
−∆

δi02(ǫ)+δi03(ǫ)
A2(ǫ+eV )+A3(ǫ+eV )dǫ

}

∫ ∆+eV
−∆

1
Aeff (ǫ)dǫ

.
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En utilisant les équations (3.35) et (3.36) nous avonsδi2(ǫ) − δi3(ǫ) = δi02(ǫ) − δi03(ǫ). Comme
δi1(ǫ) + δi2(ǫ) + δi3(ǫ) = 0, nous trouvons que

{

δi2(ǫ) =
δi02(ǫ)−δi03(ǫ)−δi1

2

δi3(ǫ) =
δi03(ǫ)−δi02(ǫ)−δi1

2

Nous regardons le bruit dans le bras1.

S11 = 2

∫

dt
∫

dǫ
∫

dǫ′〈δi1δi1〉 = 8∆2

∫

dt〈δi1δi1〉

=
8∆2

[∫∆
−∆

1
Aeff (ǫ)dǫ

]2

∫

dt
∫ ∆

−∆
dǫ
∫ ∆

−∆
dǫ′
{〈δi01(ǫ, t)δi01(ǫ′, 0)〉

A1(ǫ)A1(ǫ′)

+
〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ′, 0)〉

4A2(ǫ+ eV )A2(ǫ′ + eV )
+

〈δi03(ǫ, t)δi03(ǫ′, 0)〉
4A2(ǫ+ eV )A2(ǫ′ + eV )

}

Dans le bras 1 nous avons des corrélations pourǫ = ǫ′ et grâce aux réflexions d’Andreev des corré-
lations pourǫ = −ǫ′. Toutes les autres corrélations sont nulles. De la même manière, pour les bras 2
et 3, nous avons des corrélations pourǫ = ǫ′ et grâce aux réflexions d’Andreev des corrélations pour
ǫ = −ǫ′ − 2eV , puisque les bras sont à tensionV . Par conséquent,

S11 =
8∆2

[∫∆
−∆

1
Aeff (ǫ)dǫ

]2

∫

dt
∫ ∆

−∆
dǫ
∫ ∆

−∆
dǫ′
{
[
δ(ǫ − ǫ′) + δ(ǫ+ ǫ′)

] 〈δi01(ǫ, t)δi01(ǫ′, 0)〉
A1(ǫ)A1(ǫ′)

+
[
δ(ǫ− ǫ′) + δ(ǫ + ǫ′ + 2eV )

] 〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ′, 0)〉
2A2(ǫ+ eV )A2(ǫ′ + eV )

}

=
16∆2

[∫∆
−∆

1
Aeff (ǫ)dǫ

]2

∫

dt
∫ ∆

−∆
dǫ







〈δi01(ǫ, t)δi01(ǫ, 0)〉
A2

1(ǫ)
︸ ︷︷ ︸

A

+
〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ, 0)〉

2A2
2(ǫ+ eV )

︸ ︷︷ ︸

B







Pour un contact S-N à tensionV , les corrélateurs sont donnés par (3.31), alorsA =
∫ ∆
−∆

2f(ǫ)f(−ǫ)
A1(ǫ)

dǫ

etB =
∫∆
−∆

2f(ǫ)f(−ǫ)
A2(ǫ)

dǫ. Par conséquent,

S11 = 16GQ∆
M1M2Γ

2
1Γ

2
2

α1 + 2α2
=

4

3
G∆ (3.37)

avecα1 = M1Γ
2
1

[
8(1 − Γ2) + 3Γ2

2

]
et α2 = M2Γ

2
2

[
8(1 − Γ1) + 3Γ2

1

]
. Le bruit dans le bras 1 est

donné parS11 = 4
3G∆ comme attendu.

Nous regardons maintenant les corrélations croisées,S23, entre les deux bras à tensionV :

S23 = 2

∫

dt
∫

dǫ
∫

dǫ′〈δi2(ǫ, t)δi3(ǫ′, 0)〉

=
1

2

∫

dt
∫

dǫ
∫

dǫ′
[
〈δi1δi1〉 − 〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ′, 0)〉 − 〈δi03(ǫ, t)δi03(ǫ′, 0)〉

]

=
S11

4
− 2

∫

dt
∫

dǫ〈δi02(ǫ, t)δi02(ǫ, 0)〉
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Par conséquent,

S23 =
S11

4
− 4GQ

∫ ∆

−∆
A2(ǫ)f(ǫ)f(−ǫ)dǫ (3.38)

Cette formule nous montre que les corrélations croisées sont amplifiées par les réflexions d’Andreev
multiples incohérentes. Elles sont du même ordre de grandeur que le bruitS11. En outre, les corré-
lations croisées peuvent être soit positives soit négatives en fonction du second terme. Nous pouvons
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FIG. 3.18 – Corrélations croisées̃S23 renormalisées parM2GQ∆ en fonction du facteurx = M1/M2.
Attention, ici nous normalisons par∆ au lieu deeV comme dans le cas normal. Les courbes ne se
croisent pas toutes au même endroit, cette impression n’estdue qu’à l’échelle.

observer sur la figure 3.18 qu’un nombre important de canauxM1 (en comparaison àM2) donne des
corrélations croisées positives et un petit nombre de canaux M1 (en comparaison àM2) donne des
corrélations croisées négatives. Pour un rapport deM1 surM2 fixé proche de 1 à 100 les corréla-
tions croisées peuvent changer de signe en fonction des transparences. Si la transparenceΓ1 croît les
corrélations croisées passent d’une valeur négative à une valeur positive.

Nous pouvons considérer plusieurs cas particuliers :
Cas 1 : Γ = Γ1 = Γ2

Dans ce cas,Aeff (ǫ) = Γ2∆2

Γ2ǫ2+(∆2−ǫ2)(2−Γ)2
2M1M2
M1+2M2

etG =
12Γ2GQ

8(1−Γ)+3Γ2
M1M2
M1+2M2

. Nous into-

duisonsx = M1
M2

et S̃23 = S23
GQ∆M2

. Nous pouvons alors réécrirẽS23 sous la forme

S̃23 = 4
Γ2

8(1 − Γ) + 3Γ2

x

x+ 2
− 4α(Γ)

oùα(Γ) est une fonction dépendant seulement deΓ, qui est positive quelque soit la valeur deΓ.

Si x → 0 alorsS̃23 < 0 ce qui correspond au cas limite oùM2 est très grand par rapport àM1.
Par contre, six → ∞ alors S̃23 > 0 ce qui correspond au cas limite oùM2 est très petit par
rapport àM1.
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FIG. 3.19 – Schéma de la fonctionα en fonction deΓ.
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S

FIG. 3.20 – Schéma de la fonctioñS23 en fonction deΓ dans le cas oùx→ ∞.

Cas 2a :Γ1 → 1 etΓ2 → 1
Dans ce cas,̃S11 = S11

GQ∆M2
= 16

3
x
x+2 et Σ = M2∆/3 avecΣ =

∫ ∆
−∆A2(ǫ)f(ǫ)f(−ǫ), donc

S23 = S11
4 − 4GQΣ. Par conséquent,

S̃23 =
4

3

x

x+ 2
− 4

3
=

−8

3(x+ 2)

Dans ce cas,̃S23 < 0 est toujours négatif. Lorsque lesΓj → 1, c’est comme s’il n’y avait pas
de barrière et nous retrouvons donc le même signe que dans le cas d’un fil diffusif.
Par ailleurs,S̃23 tend vers0 lorsquex→ ∞. C’est aussi vrai dans le "Cas 1", néanmoins il tend
vers les0 positifs, alors qu’ici on tend vers0 négatif.

Cas 2b :Γ1 → 1 etΓ2 ≪ 1
Dans ce cas̃S11 = 2Γ2

2 etΣ = 19
240Γ2

2M2∆ et donc

S̃23 =
Γ2

2

2
− 19

60
Γ2

2 =
11

60
Γ2

2

Dans ce cas limite,̃S23 > 0 est toujours positif et ne dépend pas dex.
Cas 3a :Γ1 ≪ 1 etΓ2 → 1

Dans ce casS23 = −36
35GQM2∆ donc S̃23 = −36

35 . Pour ce régime nous avons donc toujours
des corrélations négatives.

Cas 3b :Γ1 ≪ 1 etΓ2 ≪ 1
Nous obtenons ce cas limite en prenantΓ1 = βΓ2, avecβ un facteur de proportionalité. Puis
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nous faisons un développement en série autour deΓ1 = 0. Nous trouvons alors

S23 = M2Γ
2
2GQ∆

11M1Γ
2
1 − 38M2Γ

2
2

60(M1Γ2
1 + 2M2Γ2

2)

Soit

S̃23 = Γ2
2

11xΓ2
1 − 38Γ2

2

60(xΓ2
1 + 2xΓ2

2)

Nous constatons que dans ce cas limite, il est possible d’avoir un changement de signe des
corrélations croisées.

3.3.4 Point quantique avec troisréservoirs supraconducteurs :eV quelconque

Nous résolvons le système numériquement pour le cas généralaveceV quelconque dans le cas où
les bras deux et trois sont identiques. Pour cela, il nous faut mettre le système sous forme matricielle.

Les courants sont donnés parIj =
∫∞
−∞ ij(ǫ)dǫ avec les courants spectraux (3.32)







i1(ǫ) = M1GQ/e
{
RA1 (ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)] + T1(ǫ)[f(ǫ) − f0(ǫ)]

}

i2(ǫ) = M2GQ/e
{
RA2 (ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )] + T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

}

i3(ǫ) = M2GQ/e
{
RA2 (ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )] + T2(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]

}

Sans interaction inélastique la somme des courants spectraux est nullei1(ǫ) + i2(ǫ) + i3(ǫ) = 0.
Nous avons à chaque énergie :

{
M1(R

A
1 (ǫ) + T1(ǫ)) + 2M2(R

A
2 (ǫ+ eV ) + T1(ǫ+ eV ))

}

︸ ︷︷ ︸

α(ǫ)

f(ǫ)

+ M1R
A
1 (ǫ)

︸ ︷︷ ︸

β(ǫ)

f(−ǫ) + 2M2R
A
2 (ǫ+ eV )

︸ ︷︷ ︸

γ(ǫ)

f(−ǫ− 2eV )

= M1(R
A
1 (ǫ) + T1(ǫ)f0(ǫ)) + 2M2(R

A
2 (ǫ+ eV ) + T1(ǫ+ eV )f0(ǫ+ eV ))

︸ ︷︷ ︸

δ(ǫ)

Nous pouvons mettre ce système d’équations sous forme matricielleMf̂ = X avecf̂ le vecteur des
fonctionsf(ǫ) avec comme entréeǫ−2peV, . . . , ǫ−2eV, ǫ+2eV, . . . , ǫ+2peV,−ǫ+2peV, . . . ,−ǫ+
2eV,−ǫ,−ǫ − 2eV, . . . ,−ǫ − 2peV. Le vecteurX contient lesδ(ǫ) et la matriceM prend la forme
suivante :

M =

(
A B
C D

)

avec

A =











α(ǫ− 2peV )
. . .

α(ǫ− 2eV )
α(ǫ)

. . .
α(ǫ+ 2peV )










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D =











α(−ǫ+ 2peV )
. . .

α(−ǫ+ 2eV )
α(−ǫ)

. . .
α(−ǫ− 2peV )











B =











β(ǫ− 2peV ) γ(ǫ− 2peV )
. . . . . .

β(ǫ− 2eV ) γ(ǫ− 2eV )
β(ǫ) γ(ǫ)

. . . . . .
β(ǫ+ 2peV )











C =











β(−ǫ+ 2peV )
. . . . . .

γ(−ǫ+ 2eV ) β(−ǫ+ 2eV )
γ(−ǫ) β(−ǫ)

. . . . . .
γ(−ǫ− 2peV ) β(−ǫ− 2peV )











En calculant l’inverse de la matriceM , nous avons les fonctions de distributionf parf̂ = M−1X
quelque soit la température et la tension (Fig. 3.21 et Fig. 3.22). Les fonctions de distribution vont de
1 à 0 de manière monotone pourV très petit et de façon plus saccadée (qui rappelle les palliers du cas
diffusif) lorsque la tension augmente. A température non nulle, nous voyons apparaître des pics de la
fonction de distribution.

Nous pouvons voir qu’en prenant les même paramètres que Samuelssonet al.[68] nous retrouvons
les courbes du courant (Fig. 3.23) et de la conductance différentielle (Fig. 3.24), dans le cas particulier
oùM1 = 2M2. Par ailleurs, nous remarquons en∆ et 2∆ des marches pour les courant se traduisant
par des pics dans la conductance différentielle. Les marches sont dues aux réflexions d’Andreev mul-
tiples incohérentes. La marche en∆ est plus marquée sur la courbeM1 = 10M2, Γ1 = 1 et Γ2 = 2
Ceci vient du fait que nous considérons les bras deux et troisidentiques. Par conséquent, siM1 = 2M2

nous avons un système assimilable à une jonction S-N-S.

Nous regardons maintenant les corrélations, les fluctuations des courants spectraux sont données
par






δi1(ǫ) = δi01(ǫ) +GQ/eM1[R
A
1 (ǫ)(δf(ǫ) + δf(−ǫ)) + T1(ǫ)δf(ǫ)]

δi2(ǫ) = δi02(ǫ) +GQ/eM2[R
A
2 (ǫ+ eV )(δf(ǫ) + δf(−ǫ− 2eV )) + T2(ǫ+ eV )δf(ǫ)]

δi3(ǫ) = δi03(ǫ) +GQ/eM2[R
A
2 (ǫ+ eV )(δf(ǫ) + δf(−ǫ− 2eV )) + T2(ǫ+ eV )δf(ǫ)]

La somme des fluctuations est nulle puisque les interactionsinélastiques sont supposées nulles, c’est-
à-direδi1(ǫ) + δi2(ǫ) + δi3(ǫ) = 0. Nous avons donc l’équation suivante

[
M1R

A
1 (ǫ) + 2M2R

A
2 (ǫ+ eV ) +M1T1(ǫ) + 2M2T2(ǫ+ eV )

]
δf(ǫ) +M1R

A
1 (ǫ)δf(−ǫ)

+2M2R
A
2 (ǫ+ eV )δf(−ǫ− 2eV ) = −(δi01(ǫ) + δi02(ǫ) + δi03(ǫ))
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FIG. 3.21 – Fonction de distribution dans le point quantique en fonction de l’énergieǫ pour différentes
valeurs de la tension à température nulle,M1 = 2M2, Γ1 = 0.2 etΓ2 = 0.3.
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que nous pouvons mettre sous la forme matricielleMδ̂f = S, avecM la même matrice que celle pour
les fonctions de distribution ets(ǫ) = −(δi01(ǫ) + δi02(ǫ) + δi03(ǫ)). Par inversion de la matrice, nous
avonsδ̂f = M−1S. Les fluctuations de courant sont décrites en termes des fluctuations des courant
spectraux :

δIα =

∫ ∞

−∞
dǫδiα(ǫ) =

nmax∑

n=−nmax

∫ eV

0
dǫ [δiα(ǫ+ 2neV ) + δiα(−ǫ− 2neV − 2eVα)]

Le terme−2eVα est négligeable pournmax → ∞, Vα = 0 si α = 1 et Vα = V si α = 2, 3.
Nous avons inséré le terme−2eVα pour établir une symétrie entre les deux termes. Maintenant, nous
pouvons considérerǫ ∈ [0, eV ] et δIα peut se réécrire sous la forme

δIα =

nmax∑

n=−nmax

∫ eV

0
dǫ

{

Mα
GQ
e

[2RAα (ǫ+ 2neV + eVα) + TAα (ǫ+ 2neV + eVα)]

×[δf(ǫ+ 2neV ) + δf(−ǫ− 2neV − 2eVα)]

+δi0α(ǫ+ 2neV ) + δi0α(−ǫ− 2neV − 2eVα)
}

Nous inséronsσ = ±1 et définissonsV σ
α = Vα si σ = −1 et V σ

α = 0 sinon. Nous définissons
égalementγnα = Mα

GQ

e [2RAα (ǫ + 2neV + eVα) + TAα (ǫ + 2neV + eVα)]. De cette manière,δIα se
réduit à

δIα =

∫ eV

0
dǫ

nmax∑

n=−nmax

∑

σ=±1

γnαδf(σ[ǫ+ 2neV + 2eV σ
α ]) + δi0α(σ[ǫ+ 2neV + 2eV σ

α ]) (3.39)

Le corrélateur général pour une jonction S-N, avec le réservoir supraconducteur mis à tensionV , peut
être déterminé selon la même méthode que dans [66] et vaut dans notre formalisme

〈δi(ǫ, t)δi(ǫ′ , 0)〉 = GQMδ(t){ (3.40)

δ(ǫ − ǫ′)
[
T (ǫ+ eV )

{
f(ǫ)[1 − f0(ǫ+ eV )] + f0(ǫ+ eV )[1 − f(ǫ)] − T (ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )]2

}

+RA(ǫ+ eV ) {f(ǫ)f(−ǫ− 2eV ) + [1 − f(ǫ)][1 − f(−ǫ− 2eV )]

−RA(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]2
}

−2T (ǫ+ eV )RA(ǫ+ eV )[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )][f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]
]

δ(ǫ + ǫ′ + 2eVα)
[
RA(ǫ+ eV ) {f(ǫ)f(−ǫ− 2eV ) + [1 − f(ǫ)][1 − f(−ǫ− 2eV )]

−RA(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]2
}

−T (ǫ+ eV )RA(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]2

+4TA(ǫ+ eV )TN (ǫ+ eV ) {[f(ǫ) − f0(ǫ+ eV )][1 − f0(ǫ+ eV ) − f(−ǫ− 2eV )]}]}

Avec T = TA + TN , si |ǫ| < ∆ alorsTA = TN = 0 etRA + RN = 1. Par contre, si|ǫ| > ∆

alorsTATN = RARN avecRN = 4(1−Γ)(ǫ2−∆2)

(Γ|ǫ|+
√
ǫ2−∆2(2−Γ))2

et T = 2Γ
√
ǫ2−∆2(Γ

√
ǫ2−∆2+(2−Γ)|ǫ|)

(Γ|ǫ|+
√
ǫ2−∆2(2−Γ))2

. Ce

résultat (3.40) permet de reproduire le bruit à un contact S/N [54]. En combinant (3.39) et (3.40),
nous pouvons trouver numériquement le bruit et les corrélations croisées pour une tension et une
température arbitraire.

Pour le bruit et les corrélations croisées nous voyons clairement une structure non linéaire au gap
et à ses facteurs. Lorsque nous sommes dans un régimekBT ≤ eV ≤ ∆ les corrélations croisées sont
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dans un régime positif etS11 = 4
3G∆. Pour les valeursΓ1 = 1, Γ2 = 0.2, M1 = 10M2 etT = 0.1∆,

le bruit normalisé vaut∼ 0.05, nous avons bien un pallier à cette valeur. Notre modèle ne prend pas
en compte le régimeV = 0 pour lequel la relation de fluctuation dissipation donneS11 = 4GAkBT

etS23 = −2(GAGA2 /G
A
1 )kBT , oùGAj = (4e2/h)Mj

Γ2
j

(2−Γj)2
est la conductance d’Andreev à chaque

contact poureV, kBT ≪ ∆ etGA =
2GA

1 G
A
2

GA
1 +2GA

2
. Pour nos valeurs dans ce régime le bruit normalisé

devrait valoir∼ 0.02 et les corrélations croisées∼ −10−4. Néanmoins, nous n’observons pas la chute
du bruit jusqu’à la valeur thermalisée, car le casV = 0 n’est pas contenu dans notre modèle. Nous
pouvons voir que nos courbes remontent légèrement pour de faibles tensions, cette divergence peut
venir d’un problème de précision pour les points à basse tension. Un régime de corrélations croisées
positives est observé pourT < TC sur la figure 3.26. Nous avons fait l’hypothèse que∆ ne dépendait
pas deT , or ceci n’est vrai que pour des températures bien inférieures au gap.

En augmentant la tension au dessus du gapeV ≫ ∆, le système redevient normal et les corréla-
tions croisées repassent dans un régime négatif. Par ailleurs, la pente est la même que celle du point
quantique connecté à trois réservoirs normaux.

3.3.5 Interactionsélectron électron

Nous introduisons les interactions électron électron inélastiques pour notre point quantique connecté
à des réservoirs supraconducteurs, celles-ci sont importantes à basse tension à cause des réflexions
d’Andreev multiples incohérentes. Nous reprenons la même structure que dans la section 3.2.3 en in-
troduisant les barrières. Nous considérons S-I-N-I-S, l’équation (3.27) n’est pas modifiée, par contre,
nous n’avons plus la même équation de diffusion sur les énergies (3.28). Pour ce système, nous avons
les courants







iL(ǫ) =
GQ

e AL(ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)]
iR(ǫ) =

GQ

e AR(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]

id(ǫ) = −σS
e ▽ f

où iL(R) est le courant dans le réservoir gauche (droit) etid le courant à travers la jonction, avec
iL(ǫ) = id(ǫ) et iR(ǫ) = −id(ǫ). En partant de (3.27) et en intégrant une fois sur la position,nous
obtenons

LIee(ǫ) = −D [▽f(L) −▽f(0)]

= D
GQ
σS

{AL(ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)] +AR(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]}

soit

Iee(ǫ) = ETh
GQ
GN

{AL(ǫ)[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ)] +AR(ǫ+ eV )[f(ǫ) − 1 + f(−ǫ− 2eV )]}(3.41)

= ETh
e

GN
{iL(ǫ) + iR(ǫ)}

En combinantIee(ǫ), Iee(−ǫ) = −Iee(ǫ) et Iee(−ǫ − 2eV ), nous obtenons après un petit développe-
ment

−D̃E
∂

∂ǫ

(

Aeff (ǫ)
∂f(ǫ)

∂ǫ

)

= Iee(ǫ) (3.42)
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avecD̃E = 2
GQ
GN (eV )2ETh.

Comme précédemment, nous multiplions et intégrons par l’énergie.

−D̃E

∫ ∆

−∆
dǫǫ

∂

∂ǫ

(

Aeff (ǫ)
∂f(ǫ)

∂ǫ

)

= −D̃E

{

ǫAeff (ǫ)δ(ǫ)|∆−∆ −
∫ ∆

−∆
dǫAeff (ǫ)δ(ǫ)

}

= −D̃EAeff (0)

Par conséquent, nous avonsD̃EAeff (0) = ∆3T0e
−∆/T0 αee

EF
. Nous en déduisons la températureT0 :

T0 = ∆
ln(λ̃)

avecλ̃ = ∆4αee

EF D̃EAeff (0)
= GN

2GQAeff (0)λ.

Contrairement au cas diffusif, il ne nous suffit pas de réintroduire notre température effective dans
notre formule pur les corrélations de courant. Effectivement, nous n’avons plusδi1(ǫ) + δi2(ǫ) +
δi3(ǫ) = 0, maisδi1(ǫ) + δi2(ǫ) + δi3(ǫ) = Iee[f + δf ] − Iee[f ] + δiLangevin. Le terme de source
de Boltzmann-Langevin est toujours négligeable, par contre, contrairement au cas du fil diffusif, nous
ne pouvons plus considérer queIee[f + δf ] − Iee[f ] = 0. Par conséquent, il nous faudrait considérer
les fluctuations de l’intégrale de collision pour pouvoir obtenir les corrélations croisées.

3.4 Synthèse

En conclusion, nous avons étudié deux types de jonctions triterminales : la jonction diffusive sans
barrière et le point quantique. En premier lieu, lorsque tous les réservoirs sont supraconducteurs les
corrélations sont fortement amplifiées par les réflexions d’Andreev multiples incohérentes et ceci pour
nos deux jonctions étudiées.

Dans le cas de la jonction diffusive sans barrière, les auto-corrélations sont toujours positives
et les corrélations croisées sont toujours négatives. Effectivement, dans cette situation les réflexions
d’Andreev multiples incohérentes n’introduisent pas de régime de corrélations croisées positives, pour
les deux situations où les bras 2 et 3 sont à la même tension ou lorsqu’ils ont des tensions opposées. Par
ailleurs, si nous considérons le bras 2 et le bras 3 identiques et en posantM1 = 2M2 nous retrouvons
les résultats de Nagaev [32] pour la jonction S-N-S comme attendu. Les corrélations croisées montrent
une non linéarité lorsque les deux bras sont mis à une tensionidentique. En outre, l’introduction des
interactions électron électron ne suffit pas pour voir apparaître des corrélations positives.

Dans le cas d’un point quantique, les corrélations croiséesmontrent un régime de corrélations
positives, dû aux réflexions d’Andreev multiples incohérentes. Ce régime n’est pas le même que celui
trouver par Samuelsson et Büttiker [28] dans le cas où un seulréservoir est supraconducteur. Les
corrélations croisées positives viennent probablement dufait queN paires sont injectées dans le bras
1 avecN/2 électrons partant dans le bras 2 etN/2 électrons partant dans le bras 3. La contribution
négative viendrait des électrons passant du bras 2 au bras 3 et des électrons passant du bras 3 au bras
2.

Les corrélations de courant sont bien adaptées à une méthodede détection du bruit à l’aide de
SQUID dans des systèmes à basses impédances. D’ailleurs de telles mesures ont été entreprises dans
la thèse d’Olivier Coupiac dirigée par François Lefloch. Pour avoir une impédance encore plus faible
et faciliter les mesures, nous pourrions imaginer de généraliser les calculs dans le cas d’un système
complètement supraconducteur.
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Il reste encore de nombreuses pistes à explorer dont la principale serait d’introduire les effets
cohérents. Par exemple d’une façon similaire à celle de Cuevaset al. [52].





Chapitre 4

Ondes dedensité de charge

4.1 Motivations

De nombreux systèmes possédent une bande d’énergie interdite (ou "gap" en anglais) : supracon-
ducteurs, isolants à bande interdite, ondes de densité de charge (ODC) et ondes de densité de spin
(ODS). Les ordres de ces systèmes sont fortement différents, par exemple, les ondes de densité de
charge possèdent un condensat tout comme le supraconducteur, mais les paires de Cooper du supra-
conducteur sont remplacées dans le cas d’une onde de densitéde charge par des paires électrons trous
dans la même bande de spin. Ainsi, la coexistence entre ces différents ordres est habituellement diffi-
cile en volume.

Les progrès de la technologie de nanofabrication permettent des expériences de transport d’élec-
trons dans des structures de taille inférieure au micron contenant plusieurs électrodes avec différents
paramètres d’ordre. Il est difficile de trouver des manifestations quantiques du condensat d’une onde
de densité de charge. On peut penser à l’impossibilité de réaliser un SQUID avec une onde de densité
de charge : en dehors de contraintes géométriques, une paireélectron-trou ne se couple pas à un po-
tentiel vecteur. L’objectif de ce chapitre est de chercher des tests de cohérence de phase d’une onde
de densité de charge ou de spin. Nous cherchons tout d’abord si des paires d’Andreev venant d’un
supraconducteur peuvent circuler à travers une onde de densité de charge ou de spin. Dans un second
temps, nous nous intéressons à des phénomènes d’interférence quantique dans une onde de densité de
charge.

Nous commençons à étudier des jonctions S-ODC et S-ODC-S (Sec. 4.3). Pour cela, nous utilisons
les mêmes approches microscopiques que pour une jonction N-S-N. C’est-à-dire, l’approche de BTK et
une approche basée sur des fonctions de Green. Nous pouvons voir qu’une paire de Cooper pénétrant
dans une onde de densité de charge sous le gap de Peierls se déphase sur une longueur d’onde de
Fermi, alors que les états à une particule sont localisés surla longueur de cohérence de l’onde de
densité de charge. Il est, ainsi, pratiquement impossible d’observer un courant de Josephson à travers
une onde de densité de charge tant que le gap de l’onde de densité de charge est plus grand que le
gap supraconducteur (Sec. 4.3.4). Par contre, l’effet Josephson à travers une onde de densité de spin
est limité par la longueur de cohérence de l’onde de densité de spin et non par la longueur d’onde de
Fermi comme pour l’onde de densité de charge. Ainsi, un courant Josephson à travers une jonction
S-ODS-S peut être observé dans une structure dont la distance entre les contacts supraconducteurs est
de l’ordre de grandeur de la longueur de cohérence de l’onde de densité de spin.
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En outre, nous voulons étudier un effet d’interférence quantique pour des particules passant par
effet tunnel avec une énergie inférieure au gap sur une distance comparable à la longueur de cohérence
(Sec. 4.5.1). Cette localisation non standard est une conséquence des modes de transmission avancé-
avancé et retardé-retardé, déjà discutés par Altland et Zirnbauer [69].

4.2 Une onde dedensité de charge

De manière très qualitative, nous pouvons décrire une onde de densité de charge comme la mo-
dulation de la densité des électrons. Effectivement, dans un métal, la densité de charge est fortement
uniforme si nous supposons que les ions forment un réseau parfait. Par contre, dans un métal quasi uni-
dimensionnel des modulations statiques de la densité de charge sont stables sous certaines conditions
lorsque la température décroît sous la température critique de Peierls. Il est possible qu’à température
suffisament basse, l’énergie électronique diminue du fait de l’ouverture d’une bande interdite, et que
l’énergie de réseau augmente du fait de modulations du réseau. Une onde de densité de charge se
forme lorsque l’abaissement d’énergie électronique l’emporte sur l’augmentation d’énergie élastique.
La modulation de la densité des électrons est appelée onde dedensité de charge (voir Fig. 4.1).

(a)

ions

densité d’états

(b)

FIG. 4.1 – Schéma d’un réseau de ions pour un métal (a) et pour une onde de densité de charge (b).

Des effets mésoscopiques ont été prédits dans les ondes de densité de charge. L’onde de densité de
charge est un système à bande d’énergie interdite avec un condensat qui apparie un électron avec un
trou. Par conséquent, si nous considérons une interface N-ODC [70], nous avons une réflexion similaire
à une réflexion d’Andreev (voir Fig. 4.2). Lorsqu’un électron arrive à l’interface, si son énergie est
inférieure au gap, il ne peut pas passer par effet tunnel. Nous avons donc dans l’onde de densité de
charge création d’une paire électron trou avec un électron (de spin identique à l’électron incident)
réfléchi de manière à avoir conservation de la charge. Lors decette réflexion, une impulsion de2kF
est transmise à l’onde de densité de charge. Contrairement au cas de la réflexion d’Andreev où le trou
suit la même séquence d’impuretés que l’électron incident.L’électron réfléchi dans le cas d’une onde
de densité de charge, n’a pas le même facteur d’onde et ne suivra pas la même séquence d’impureté.
La paire électron-électron a donc une propagation incohérente dans la partie normale d’une jonction
métal normal - onde de densité de charge. Ce type de réflexion ne transporte pas de courant, par contre,
afin d’avoir conservation de l’impulsion, nous avons un transfert d’impulsion dans l’onde de densité
de charge.
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ODC 
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FIG. 4.2 – Réflexion sous le gap à une interface N-ODC. Un électronde spin-up et un trou dans la
bande d’énergie de spin-up s’apparient dans le condensat del’onde de densité de charge.

L’Hamiltonien d’une onde de densité de charge est donné par l’Hamiltonien de Peierls

HP = −
∑

x

[T + δ0 cos (2kFx)]
[
c+x+a0cx + c+x cx+a0

]
,

où T est l’amplitude moyenne de hopping avec une modulationδ0 et a0 le paramètre de réseau. En
effectuant un changement de la variable spatialex le long de la chaîne en la variable du vecteur d’onde
k, nous trouvons

H = −
∑

k

2T cos (ka0)c
+
k ck −

∑

k

∆c+k−2kF
ck −

∑

k

∆∗c+k+2kF
ck,

avec|∆| = δ0, le gap de Peierls.

En suivant la même méthode que pour les fonctions de Green d’un supraconducteur (Appen-
dice B.2), nous pouvons déterminer les fonctions de Green d’une onde de densité de charge. Il y a,
néanmoins, une différence capitale, ce ne sont plus les canaux électrons trous, mais les canaux de la
branche droite et de la branche gauche de la relation de dispersion qui interviennent, comme pour le
cas d’un isolant à bande interdite (Appendice D.1). Les fonctions de Green d’une onde de densité de
charge pour une propagation balistique sont donc obtenues àpartir de la matrice (D.1). Elles prennent
la forme1

ĝAα,β(ω) =

(
g0(ω) exp (ikF (xα − xβ)) f0(ω) exp (ikF (xα + xβ))
f0(ω) exp (−ikF (xα + xβ)) g0(ω) exp (−ikF (xα − xβ))

)

, (4.1)

où les pointsα etβ sont aux coordonnéesxα etxβ le long des chaînes etf0(ω) = 1
4T e
−R/ξ(ω) ∆√

|∆|2−(~ω)2

et g0(ω) = 1
4T e
−R/ξ(ω)

(

−~ω√
|∆|2−(~ω)2

+ i

)

et2T = ~vF .

Si ω ≫ ∆, f0(ω) → 0 et g0(ω) = i
2T e
−R/ξ(ω). La fonction de Green sur la branche droite prend

alors la forme attenduegRαβ = − i
2T e

ikFReiωR/~vF .

1Lors du calcul, il nous faut utiliser le fait queξL

k−2kF
= ξ

R

k , oùξ
L,(R)

k estl’énergie cinétique.
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4.3 Jonction S-ODC et supercourant

Dans un premier temps, nous voulons avoir une représentation physique de la jonction S-ODC.
Le potentiel des impuretés est supposé être assez faible pour que la phase de l’onde de densité de
charge soit la même que celle en l’absence d’impuretés. La limite balistique est justifiée par la très
faible longueur de cohérence de l’onde de densité de chargeξODC = ~vF /∆ODC ≥ 10nm . Il est
donc légitime de supposer que le libre parcours moyen élastique est plus grand que la longueur de
cohérence de l’onde de densité de charge.

Lorsqu’une paire d’Andreev issue d’un supraconducteur pénètre dans une onde de densité de
charge, le facteur aléatoire qu’acquiert l’électron de spin-up ne s’annule pas avec le facteur aléatoire
de l’électron de spin-down, menant à un déphasage de la paired’Andreev. Le modèle microscopique
discuté ci-dessous dans un système balistique montre que ledéphasage intervient sur la longueur de
Fermi qui est à peu près égale à la période d’oscillation de lamodulation d’une onde de densité de
charge. De la même façon qu’au chapitre 1 nous moyennons le supercourant sur les différents canaux
de conduction (voir (1.8) au chapitre 1). Cependant, les effets de moyennage sur les canaux de conduc-
tion et sur le désordre traité dans l’approximation des échelles sont souvent identiques (voir Appendice
B.6 et B.7 pour un supraconducteur). Nous allons maintenantcommencer par un argument qualitatif
décrivant l’effet d’une impureté sur une paire d’Andreev dans une onde de densité de charge.

4.3.1 Argument qualitatif

Considérons une jonction S-ODC. Nous pouvons supposer à faible tension appliquée que la densité
d’électrons hors équilibre injectés du fait d’une tension appliquée est modulée approximativement de
la même façon que la densité d’électrons à l’équilibre. En effet, les fonctions d’onde prennent la forme
ϕ(x) = eikxχR(x) + e−ikxχL(x), oùχR(x) etχL(x) sont des fonctions variant lentement à l’échelle
2π/Q avecQ = 2kF le vecteur de l’onde de densité de charge. La densité est alors proportionelle à
|ϕ(x)|2 = |χR(x)|2 + |χL(x)|2 + e2ikxχ†R(x)χL(x) + e−2ikxχR(x)χ†L(x) qui est modulée avec un
vecteur2k qui vaut approximativementQ.

Le nombre total d’électrons de spin-up en positionx le long de la chaîne,N (ODC)
e,↑ (x) = N0 +

N1 cos (Qx+ ϕ), est déphasé deπ par rapport au nombre total de trous de spin-down,N
(ODC)
h,↓ (x) =

N ′0 +N1 cos (Qx+ ϕ+ π) = N ′0 −N1 cos (Qx+ ϕ) impliquant le déphasage des paires d’Andreev.
En effet, un maximum dans le nombre d’électrons correspond àun minimum dans le nombre de trous.
Les quantitésN0,N ′0 etN1 sont respectivement le nombre d’électrons et de trous normaux et l’ampli-
tude de la modulation dans le nombre d’électrons. Le nombre total d’états disponibles estN0 +N ′0.

Maintenant, nous considérons une impureté non magnétique dans une onde de densité de charge.
La contribution de l’impureté à l’énergie d’un électron de spin-up

H(imp)
e,↑ = V (xi)

[

N
(ODC)
e,↑ (xi) −N0

]

= V (xi)N1 cos (Qxi + ϕ), (4.2)

est égale à la même quantité pour un trou de spin-down :

H(imp)
h,↓ = −V (xi)

[

N
(ODC)
h,↓ (xi) −N ′0

]

= V (xi)N1 cos (Qxi + ϕ), (4.3)

où xi est la position de l’impureté etV (xi) le potentiel de désordre de l’impureté. Les termesN0 et
N ′0 que nous soustrayons dans les équations (4.2) et (4.3) sans désordre, induisent un potentiel total (et
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donc un déphasage) exactement opposé pour un électron et un trou suivant la même séquence d’impu-
retés. Ainsi, ces termes ne déphasent pas la paire d’Andreev. Au contraire, les termesN1 sont additifs
pour les électrons de spin-up et les trous dans la bande de spin-down constituant une paire d’Andreev.
Il en résulte un déphasage entre les différents chemins suivant différentes séquences d’impuretés. Les
paires d’Andreev déphasent donc sur le libre parcours moyende l’électron, elles ne peuvent pas péné-
trer dans une onde de densité de charge.

Par contre, les paires d’Andreev peuvent pénétrer sur la longueur de cohérence dans une onde de
densité de spin (ODS) qui peut être décrite par deux ondes de densité de charge hors phases pour des
électrons de spin-up et des électrons de spin-down. Effectivement, le nombre d’électrons de spin-up est
N

(ODS)
e,↑ (x) = N0 +N1 cos (Qx+ ϕ), et le nombre d’électrons de spin-down estN

(ODS)
e,↓ (x) = N0−

N1 cos (Qx+ ϕ). La densité totale n’est donc pas modulée, mais la densité despin, elle, est modulée.

Le nombre de trous de spin-downN (ODS)
h,↓ (x) = N0 + N1 cos (Qx+ ϕ) est égal àN (ODS)

e,↑ (x) le
nombre d’électrons de spin-up. Nous concluons donc grâce à l’argument précédent qu’une impureté
non magnétique annule la phase aléatoire des électrons de spin-up et des trous de spin-down dans la
phase totale des paires d’Andreev se propageant à travers une onde de densité de spin. Ainsi, un effet
Josephson est possible sur une longueur de cohérence dans une onde de densité de spin. Nous pouvons
étudier de manière plus générale, la jonction S-ODC à l’aidede la méthode de BTK.

4.3.2 Expérience de Sinchenko et Monceau

Sinchenko et Monceau [71] ont mené des expériences de transport à travers un contact ponctuel
supraconducteur Niobium (Nb) - ondes de densité de charge (NbSe3) dont les chaînes étaient perpen-
diculaires à l’interface, le long de la direction de propagation du courant (voir Fig. 4.3). Ils trouvent un
pic de résistance dans le gap supraconducteur même pour des interfaces de transparence élevée, ce qui
est l’opposé de l’approche de BTK pour un contact N-S. Nous enconcluons que les paires de Cooper
du supraconducteur ne pénètre pas dans l’onde de densité de charge.

4.3.3 Résolution par l’approche de Blonder, Tinkham et Klapwijk

Nous évaluons, à l’aide de la méthode Blonder, Tinkham et Klapwijk [35], le transport sous le gap
à une interface S-ODC. Une approche de BTK pour une jonction N-ODC est donnée par Visscher et
Bauer [72]. Et une approche pour une interface S-ODC avec dessupraconducteurs non conventionnels
peut être trouvé dans [73]. Pour décrire une onde de densité de charge et les corrélations supracon-
ductrices sur le même pied d’égalité, nous introduisons unefonction d’onde à quatre composantes
correspondant aux opérateurs de création et d’annihilation c+k,R,↑, c

+
k,L,↑, ck,R,↓ et ck,L,↓ pour les élec-

trons sur la branche droite (R) et sur la branche gauche (L) despin-up et de spin-down et de vecteur
d’ondek. Nous soulignonsR etL pour éviter une confusion avec "avancé" et "retardé". La fonction
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FIG. 4.3 – Résistance différentielle (Rd(V )) en fonction de la tension appliquée pour un point de
contact supraconducteur (Nb) - ondes de densité de charge (NbSe3) de différentes sortes mesurées à
T = 3.6K. Les courbes (a) et (b) sont pour des jonctions avec une barrière tunnel isolante à l’inter-
face S-ODC. Les courbes (c)-(e) sont pour des points de contacts avec une conductivité directe (sans
barrière isolante) [71].
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d’onde dans la partie onde de densité de charge de la jonctionest donnée par

ψC(x < 0) =







ueiϕ

v
0
0






e
(ikF + 1

ξC
)x

+ b







ueiϕ

v
0
0






e
−(ikF− 1

ξC
)x

+ b′







v∗

u∗e−iϕ

0
0






e
(ikF + 1

ξC
)x

+a







0
0

ueiϕ

v






e
(ikF + 1

ξC
)x

+ a′







0
0
v∗

u∗e−iϕ






e
(−ikF + 1

ξC
)x
,

oùx est la coordonnée le long de la chaîne,u et v sont les facteurs de cohérence de l’onde de densité
de charge, etu∗ etv∗ sont leurs complexes conjugués etC représente l’onde de densité de charge.

La fonction d’onde dans le supraconducteur prend la forme

ψS(x > 0) = d







u0

0
v0
0






e(ikF− 1

ξs
)x + d′







0
u0

0
v0






e−(ikF + 1

ξs
)x

+c







v0
0
u0

0






e
−(ikF + 1

ξs
)x

+ c′







0
v0
0
u0






e
(ikF− 1

ξs
)x
,

oùu0 et v0 sont les facteurs de cohérence BCS. En raccordant les fonctions d’ondes et leurs dérivées
pour une interface hautement transparente, nous trouvons que tous les coefficients sont nuls saufb ′ et
|b′|2 = 1. Aucune charge n’est transportée par la réflexion d’une quasiparticule de la branche droite
d’une onde de densité de charge en une quasiparticule de la branche gauche, comme pour le cas d’un
contact N-ODC.

4.3.4 Absence de supercourant passant dans une onde dedensité de charge

Nous étudions, à l’aide des fonctions de Green, la possibilité de faire passer un supercourant dans
une jonction S-ODC-S. Pour cela, nous introduisons les fonctions de Green d’une onde de densité de
charge. Ainsi, il nous faut une fonction de Green pour les électrons et les trous de la branche droite et
de la branche gauche. Par conséquent, nous introduisons unefonction de Green4× 4 qui considère le
caractère électrons trous du supraconducteur et le caractère branche droite et branche gauche de l’onde
de densité de charge (aveceR↑ , eL↑ , hL↓ ethR↓ comme entrée).

ĝAα,β(ω) = −iθ(ω)

×









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〈
{

c
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Pour une onde de densité de charge (indice C) nous obtenons

g
A(C)
α,β (ω) =

1
√

|∆C |2 − ω2

×







−ωe−ikFRα,β ∆Ce
−ikF (xα+xβ) 0 0

∆⋆
Ce

ikF (xα+xβ) −ωeikFRα,β 0 0

0 0 −ωeikFRα,β −∆⋆
Ce

ikF (xα+xβ)

0 0 −∆Ce
−ikF (xα+xβ) −ωe−ikFRα,β







+i







e−ikFRα,β 0 0 0
0 e−ikFRα,β 0 0
0 0 e−ikFRα,β 0
0 0 0 e−ikFRα,β







(4.4)

et pour un supraconducteur (indice S)

g
A(S)
α,β (ω) =

1
√

|∆S|2 − ω2







−ωe−ikFRα,β 0 ∆S 0
0 −ωeikFRα,β 0 −∆⋆

S

∆⋆
S 0 −ωeikFRα,β 0

0 −∆S 0 −ωe−ikFRα,β







+i







e−ikFRα,β 0 0 0
0 e−ikFRα,β 0 0
0 0 e−ikFRα,β 0
0 0 0 e−ikFRα,β







(4.5)

A l’aide d’une structure de deux pointes supraconductricesen contact avec une onde de densité
de charge, comme sur la figure 4.4, nous étudions la possibilité d’avoir un supercourant à travers une
jonction S-ODC-S. Le supercourant est proportionnel àG11

αβG
22
βα, où les indices 1, 2 sont les indices

ϕ

α β

S S

ODC
ϕ

L R

FIG. 4.4 – Structure de deux pointes supraconductrices en contact avec une onde de densité de charge.

de Nambu dans la représentation4×4. A l’ordre le plus basG11
αβ = g

(C)
αβe↑+ . . . etG22

βα = g
(C)
βαh↓+ . . . .

En outre,g(C)
αβe↑ = g

(C)
11 + g

(C)
12 + g

(C)
21 + g

(C)
22 et g(C)

αβh↓ = g
(C)
33 + g

(C)
34 + g

(C)
43 + g

(C)
44 avec 1, 2, 3 et 4

les indices de la matrice (4.4). Ainsi, avec∆C = |∆C |eiϕ etsC =
√

|∆C |2 − ω2

g
(C)
αβe↑ = −2ω

sC
cos(kFRαβ) − 2 sin(kFRαβ) +

2|∆C |
sC

cos(kF (xα + xβ) − ϕ)

g
(C)
αβh↓ = −2ω

sC
cos(kFRαβ) − 2 sin(kFRαβ) −

2|∆C |
sC

cos(kF (xα + xβ) − ϕ)
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Le termeG11
αβG

22
βα est donc égal à l’ordre le plus bas àg(C)

αβe↑g
(C)
βαh↓. Il nous faut moyenner sur les

différents canaux de conduction, c’est-à-dire que l’on intègrekFRα,β dans une fenêtre de largeur

2π/kF (voir (1.8) au chapitre 1). Nous trouvonsg(C)
αβe↑g

(C)
βαh↓ = 0. Par conséquent, aucun supercourant

ne traverse l’onde de densité de charge à l’ordre le plus bas.

Le problème pour une onde de densité de charge diffusive nécessite l’utilisation de l’approximation
de Born décrite dans le chapitre 7 de [74] et dans [75]. Pour une onde de densité de charge diffusive
les fonctions de Green2 × 2 pour les composantes droites et gauches d’un électron de spin up sont
données par̂G = ĝ + ĝΣ̂Ĝ, en considérant le système avec des impuretés et avec l’approximation de
Born. La self-energie vaut̂Σ =

∫
(dk/2π)v̂ĝ(k, ω)v̂†, avecĝ(k, ω) la matrice des fonctions de Green

balistiques et̂v la matrice contenant les amplitudes d’avancée et de retour dues aux diffusions sur les
impuretés. En utilisant le même développement que Artemenko et Volkov [75], nous trouvons

Σ̂ =

∫
dk

2π

[

|u|2
(
gR,R(k, ω) gR,L(k, ω)
gL,R(k, ω) gL,L(k, ω)

)

+ |v|2
(
gL,L(k, ω) 0

0 gR,R(k, ω)

)]

,

avecu etv les amplitudes de retour et d’avancée dues aux diffusions sur les impuretés. Nous déduisons
des fonctions de Green pour un électron de spin-up que la fonction de Green pour une onde de densité
de charge avec impuretés est donnée par

GA,e,↑(ξk, ω) =
ω + ξk τ̂3 + ∆C τ̂

+ + ∆C
⋆
τ̂−

ω2 − |∆C |2 − (ξk)
2

, (4.6)

avec∆C = ∆C

[

1 − 1
τsC(ω)

]

, ω = ω
[

1 + 1
τsC(ω) + 1

τ ′sC(ω)

]

et ξk = ξk + α, où τ |u|2/~vF = 1,

τ ′|v|2/~vF = 1, ξk l’énergie cinétique par rapport au potentiel chimique,α une translation du potentiel
chimique, et∆C

⋆
le complexe conjugué de∆C .

Les matriceŝτ3, τ̂+ et τ̂− sont données par

τ̂3 =

(
1 0
0 −1

)

, τ̂+ =

(
0 1
0 0

)

et τ̂− =

(
0 0
1 0

)

.

Les fonctions de Green d’un trou de spin-down sont obtenues en échangeant∆C en−∆C comme
dans [72]. Le coefficient de transmission d’un électron et d’un trou est évalué dans [76] pour un supra-
conducteur.

Le supercourant pour une jonction S-ODC-S est∝
∫
(dk/2π)GA,e,↑(k, ω)GA,h,↓(k, ω) = 0, que

nous obtenons après évaluation des produits de matrices et intégration sur les vecteurs d’ondes. Cette
identité peut être comprise à partir de numérateurs des contributions normales et anormales dans
GA,e,↑(ξk, ω)GA,h,↓(ξk, ω), avec la contrainteω2 − |∆C |2 − (ξk)

2 = 0.

Nous en concluons que le propagateur d’Andreev est limité par le libre parcours moyen élastique
puisque le coefficient de transmission dans l’approximation d’échelle s’annule après une interaction
avec le potentiel électrique d’une impureté couplant les branches des électrons de spin-up avec les trou
de spin-down. Par conséquent, il n’est pas possible d’avoirun supercourant dans une onde de densité
de charge, la propagation des paires de Cooper étant limitéepar le libre parcours moyen élastique de
l’électron. D’autre part, dans un système balistique multicanal la propagation d’une paire d’Andreev
dans une onde de densité de charge est limitée par la longueurd’onde de FermiλF .

L’onde de densité de charge, tout comme le supraconducteur,est un système gappé, le transport
est donc donné par des diagrammes du type de ceux des figures 1.15 et 1.16. Nous nous intéressons
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tout particulièrement aux diagrammes se couplant au champ magnétique (Fig. 1.16) qui expliquent
les oscillations de la magnétorésistance dans un film d’ondede densité de charge percé par des nano-
trous [34].

4.4 Expérience de Latyshevet al.

flux de courant

ions

0
x

z
y

nanotrou
B

FIG. 4.5 – Schéma de l’expérience de Latyshevet al. [34], un film d’onde de densité de charge percé
de nanotrous par irradiation de ions.

L’expérience de Latyshevet al. [34] consiste en un film d’onde de densité de charge d’un composé
de NbSe3 percé par des nanotrous formés par des défauts colonnaires obtenus par irradiations de ions.
Le diamètre des nanotrous,D ≃ 10nm, est comparable à la longueur de cohérence balistique d’une
onde de densité de charge (ξODC = ~vF /∆ODC), avecvF la longueur d’onde de Fermi et∆ODC le
gap de Peierls d’une onde de densité de charge. Nous cherchons à interpréter les observations expéri-
mentales de Latyshevet al.pour des échantillons irradiés contenant des nanotrous et des échantillons
non irradié et ne contenant, par conséquent, pas de nanotrous.

Les observations de Latyshevet al. [34] sont les suivantes :
1) Absence d’oscillations dans la magnétorésistance pour des échantillons non irradié.
2) Absence d’oscillations dans la magnétorésistance pour des échantillons avec des nanotrous

mais sans mouvement de glissement.
3) Oscillations enh/2e dans la résistance comme une fonction du flux magnétique avecdes na-

notrous et avec un mouvement de glissement.
4) Magnétorésistance positive pour des champs magnétiquesfaibles avec des nanotrous.
5) Oscillations mesurées par Latyshevet al. [34] pour des températuresT ≃ 52K en présence de

nanotrous (ce qui représente une température élevée pour des oscillations cohérentes).
Pour comprendre l’expérience de Latyshevet al. [34], il nous faut considérer des processus simi-

laires à des processus de localisation faible (déjà évoquésSec. 1.4.1). Pour cela, nous commençons par
regarder les modes de transmission (Sec. 4.5) ainsi que la boîte de Hikami pour des systèmes gappés.
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FIG. 4.6 – Mesures [34] de la magnétorésistance à gauche pour un film d’onde de densité de charge
sans nanotrous et à droite pour un film percé de nanotrous par irradiation de ions.

4.5 Processusd’interférence quantique à travers une ODC

4.5.1 Autocroisement de modes de transmission dans un système à bande interdite

Nous considérons un système possédant une bande d’énergie interdite tel qu’un supraconducteur
ou une onde de densité de charge. La boîte de Hikami, décrite par Akkermans et Montambaux com-
plément C4.2 [77], est modifiée. L’autocroisement de modes de transmissions est décrit par ce que
l’on appelle une boîte de Hikami. Nous tenons en compte l’habillage de celle-ci par un mode de trans-
mission avancé-avancé ou retardé-retardé (voir Fig. 4.7).L’autocroisement d’un mode de transmission
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FIG. 4.7 – Boîte de Hikami dans un système possédant une bande d’énergie interdite, décomposée en
trois diagrammes, pour une énergie inférieure au gap.

peut alors se diviser en six parties, formées par trois modesde transmission avancé-retardé (I,II,III),
un mode de transmission avancé-avancé (ou retardé-retardé) ainsi que les deux moitiés de boîte (V,VI)
(voir Fig. 4.8).
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FIG. 4.8 – Croisement d’un mode de transmission découpé en six morceaux, pour un système à bande
interdite et une énergie inférieure au gap.

Tout comme pour un supraconducteur (Appendice B.7), il est possible de calculer à l’aide des fonc-
tions de Green d’une onde de densité de charge désordonnée (Sec. 4.3.4) ces modes de transmission
(Appendice E.1).

La principale différence, par rapport à un métal normal, estque les modes de transmission avancé-
avancé et retardé-retardé se propagent sur la longueur de cohérence. Ainsi, l’autocroisement d’un
mode de transmission ne se fait plus à l’échelle du libre parcours moyen de l’électronle, comme
pour un métal normal, mais sur la longueur de cohérence du système à bande d’énergie interdite
tel que l’onde de densité de charge lorsque l’énergie est inférieure au gap, qui est beaucoup plus
grande quele (voir Fig. 4.9). Cette propriété est capitale dans notre interprétation de l’expérience de

(b)(a)

Boucle de localisation faible dans un métal normal Boucle de localisation faible dans un système gappé
ξ
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A
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AA

R

R

RR R

AA
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l e

R

FIG. 4.9 – (a) Croisement d’un diffuson pour un métal normal. (b)Croisement d’un mode de trans-
mission pour un système avec une bande d’énergie interdite,lorsque l’énergie est inférieure au gap.
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FIG. 4.10 – Schéma des chaînes d’ondes de densité de charge, où une chaîne est interrompue par
un nanotrou, les flêches vertes représentent schématiquement l’émission et l’absorption des porteurs
normaux dus au freinage et à l’accélération du mouvement de glissement respectivement à gauche et
à droite du nanotrou (a). Le profil de∂ϕn(x, τ)/∂τ le long des chaînesn = 1, 2, 3 (b).

Latyshevet al. [34]. D’autre part, les autocroisements de modes de transmission dans un système à
bande interdite correspondent à une transmission dans un volume dont la dimension est fixée par la
longueur de cohérence.

4.5.2 Effetd’interférence quantique dans l’expérience de Latyshevet al.

Nous considérons la géométrie de l’expérience de Latyshevet al.[34]. Des effets caractéritiques de
systèmes désordonnés sont obtenus comme l’effet d’un moyennage sur les canaux de conduction (voir
appendice B.6 pour un supraconducteur). C’est pourquoi nous avons discuté précédemment l’autocroi-
sement d’un mode de transmission dans le cas d’un système à bande interdite en présence de désordre
et maintenant nous appliquons ce modèle balistique à une onde de densité de charge balistique avec
moyennage sur différents canaux de conduction.

Nous commençons par considérer le couplage entre le mouvement de glissement et des processus
d’interférence quantique. Dans un premier lieu, seul un petit nombre de chaînes d’onde de densité de
charge couplées par un terme de hopping transverse (t⊥) est discuté. Le cas plus réaliste d’une île en
métal normal autour du nanotrou sera étudié par la suite. Nous notons les chaînes interrompues par
les indicesk = 2, ...,N − 1 qui sont connectées par un terme de hopping transverse à deuxchaînes
ininterrompues (k = 1 au dessus du nanotrou etk = N en dessous du nanotrou). (voir Fig. 4.10a pour
N = 3).

Les chaînesk = 2, ...,N − 1 sont interrompues aux positionsx(k)
0 à la gauche du nanotrou et aux

positionsx(k)
1 à la droite du nanotrou (voirx(2)

0 etx(2)
1 sur la figure 4.10 pour le cas où une seule onde

de densité de charge est interrompue).

En supposant, en dehors de tout mouvement de glissement, quela phaseϕk(x, τ) à la positionx
le long des chaînesk = 1 et k = N au tempsτ , alors∂ϕk(x, τ)/∂τ = ω0, avecω0 la fréquence de
glissement correspondant à la relationj(k)(x, τ) = e

π
∂ϕk(x,τ)

∂τ entre le courant dans l’onde de densité
de charge et la dérivée temporelle de phase dans la chaîne de l’onde de densité de chaînek, donnée
dans [78].

Les conditions limites au bord du nanotrous mènent à∂ϕk(x, τ)/∂τ = 0 en x = x
(k)
i (i =

0, 1 et k = 2, ...,N − 1). Effectivement, aucun courant collectif ne glisse entrex
(k)
0 et x(k)

1 dans la
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direction parallèle à la chaîne. En outre,∂ϕk(x, τ)/∂τ = ω0 pourx ≪ x
(k)
0 etx ≫ x

(k)
1 , c’est-à-dire

le mouvement de glissement loin du nanotrou est retrouvé. Leprofil du mouvement de glissement
collectif résultant∂ϕk(x, τ)/∂τ (voir Fig. 4.10b pourN = 3) correspond à la conversion du courant
dans l’onde de densité de charge en un courant normal [79, 80,81, 82],∂ρk(x, τ)/∂τ . Le courant
normal émis (en accord avec les flèches sur la figure 4.10a) de la chaîne intermédiairek est donné par
∂ρk(x

(k)
0 ,τ)
∂τ = − e

π
∂2ϕk(x

(k)
0 ,τ)

∂x∂τ . Il est déduit de l’équation de continuité.

Les quasiparticules émises par le freinage de mouvement de glissement à gauche du nanotrou sont
réabsorbées à droite où le mouvement de glissement accélère, menant à une accumulation de la charge
aux extrémités des chaînes interrompues à gauche et à droitedu nanotrou. Cette accumulation est
décrite par le potentiel chimiqueδµ ≥ ∆. Le courantIk(Φ) émis de la chaînek est donné par

Ik(Φ) =
e

h

∑

m

∫ δµ

0
Tk→m(Φ, t⊥,~ω)d(~ω), (4.7)

où Tk→m(Φ, t⊥,~ω) est le coefficient de transmission sans dimension à énergie~ω transférant des
électrons de la chaînek à gauche du nanotrou à la chaînem à droite du nanotrou et prend la forme

T (Φ, t⊥,~ω) =

(
t⊥
T

)8

F (~ω) Ξ(~ω) cos

(
2Φ

φ0

)

. (4.8)

Le facteurΞ(~ω) représente l’amortissement de la tranmission sous le gap

Ξ(~ω) = exp

(

−y
(2)
1 − y

(2)
0

ξ(ω)

)

exp

(

−x
(2)
1 − x

(2)
0

ξ(ω)

)

, (4.9)

etF (~ω) prend la forme

F (~ω) = ℜ
[

4 |g0(ω)|4
{
(g0(ω))2 + (f0(ω))2

}{

|g0(ω)|2 + |f0(ω)|2
}]

, (4.10)

avecg0(ω) etf0(ω) des fonctions de Green de l’onde de densité de charge (4.1). Le terme|g0(ω)|2 +
|f0(ω)|2 correspond au mode de transmission de la branche inférieuresur la figure 4.11 et le terme
(g0(ω))2+(f0(ω))2 prend en compte le mode de transmission avancé-avancé de la branche supérieure.

Le mouvement de glissement induit un temps de déphasage du processus tunnel similaire à la
localisation faible, car la phase de l’onde de densité de charge évolue dans le temps au cours de l’en-
roulement de la localisation faible. Cependant, de tels effets ne sont pas sondés dans les expériences
telles que [34] car le mouvement de glissement est lent comparé à l’échelle de temps~/∆, avec∆ le
gap de Peierls.

Une évaluation balistique du coefficient de transmission dans les ondes de densité de charge est
justifiée, car les quasiparticules passent par effet tunnelsur de très petites distances correspondant au
diamètre du nanotrou, comparable à la longueur de cohérencede l’onde de densité de charge,10 nm
dans l’expérience [34]. Le moyennage du processus d’interférence quantique (voir Fig. 4.11) n’est
donc pas dû aux impuretés mais s’effectue sur la position de l’amplitude tunnel.

De même pour un isolant à bande interdite (voir Appendice. D.3), le courant tunnel sous le gap
pour les processus d’interférence quantique (voir Fig. 4.11) est périodique enh/2e en fonction du flux
entouréΦ.
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FIG. 4.11 – Processus similaire à la localisation faible autourd’un nanotrou dans des ondes de densité
de charge. Le moyennage sur la position des termes de hopping(points rouges) remplace le moyennage
sur les impuretés.

Les oscillations apparaissent seulement en présence du mouvement de glissement. Le couplage
bien que très faible dans le coefficient de transmission peutêtre compensé par l’intégrale sur l’énergie
dans l’équation (4.7), jusqu’à la valeur élevée du gap de Peierls dans le composé NbSe3 utilisé par
Latyshevet al. [34].

Cependant, Visscheret al. [83] ont déjà noté qu’une région endommagée de l’onde de densité
de charge autour du nanotrou devient normale. Le processus tunnel correspondant est montré sur la
figure 4.12 à énergie plus petite que l’espacement de niveauxde la région normaleδ. La propagation
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FIG. 4.12 – Processus d’interférence quantique autour d’un nanotrou dans des ondes de densité de
charge avec une zone endommagée autour du nanotrou et donc une région normale

à travers la région normale supportée par le mode de transmission avancé-avancé, vient du fait que
l’espacement de niveauxδ joue le rôle du gap. La valeurδ est comparable au gap de Peierls, comme
nous pouvons le voir de l’estimation de~vF /D, avecD le diamètre du nanotrou, menant àδ/kB ∼
100 K, avecvF ≃ 105 ms−1 du même ordre de magnitude que celui de la vitesse de Fermi. Comme
attendu, l’espacement de niveau d’un objet de tailleD ∼ ξ est comparable au gap de Peierls∆.
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4.5.3 Comparaison avecl’expérience de Latyshevet al.

Les mécanismes tunnel assistés par un effet d’interférencequantique combinés à l’accumulation
de charge due à la décélération des ondes de densité de chargeà l’approche d’un nanotrou mènent aux
mêmes comportements que dans l’expérience de Latyshevet al. [34] sur les oscillations enh/2e du
courant d’une onde de densité de charge autour d’un nanotrou. Les cinq observations des auteurs sont
reproduites qualitativement par le modèle (voir Sec. 4.4) :

1) Les boucles d’interférence quantique sont présentes même sans les nanotrous. Néanmoins, en
l’absence de nanotrous, elles n’introduisent pas d’oscillations dans la magnétorésistance, car il
n’y a pas d’accumulation de charge, si les chaînes d’ondes dedensité de charge ne sont pas
interrompues.

2) Lorsqu’il n’y a pas de mouvement de glissement dans les ondes de densité de charge, l’accu-
mulation de charge n’est pas possible. Par conséquent, nousne pouvons pas avoir d’oscillations
dans la magnétorésistance.

3) Les oscillationsh/2e périodiques de la résistance comme fonction du flux magnétique sont
obtenues pour des films d’ondes de densité de charge et avec mouvement de glissement, car les
nanotrous ont un diamètre de l’ordre de la longueur de cohérence. Ainsi, les boucles d’interfé-
rence quantique enferment approximativement la même aire que les nanotrous.

4) La magnétorésistance positive à bas champ est déjà obtenue pour des jonctions N-I-N (Appen-
dice D.3).

5) Les seules échelles d’énergie ou de température pour les processus d’interférence quantique
sont le gap de Peierls ou l’énergie d’espacement de niveau comparable au gap de Peierls.

4.6 Synthèse

Des effets d’interférence quantique "non standard" expliquent bien les principales caractéristiques
de l’expérience de Latyshevet al.[34]. Des oscillations cohérentes similaires apparaissent déjà dans un
isolant de bande interdite (voir appendice D.1) et ne constituent donc pas une signature du fondamental
quantique de l’onde de densité de charge.

D’autre part, nous avons montré qu’un supercourant ne circule pas dans une onde de densité de
charge si le gap de l’onde de densité de charge est plus grand que le gap supraconducteur, ce qui est
en accord avec les expériences de Sinchenko et Monceau [71].

Nous concluons qu’il n’est pas possible de mettre en évidence des effets de cohérence dans une
onde de densité de charge au moyen de la propagation d’un courant Josephson. D’autre part, l’expé-
rience de Latyshevet al.[34] semble bien constituer un effet d’interférence quantique dans un système
possédant une bande interdite. Une drection d’études expérimentale consiste à faire varier la taille des
nanotrous.



Conclusion

En conclusion, nous avons donc considéré sous différents points de vue des dispositifs à l’échelle
de la dizaine de nanomètres, permettant en principe de séparer en deux des paires de Cooper d’un
supraconducteur. L’approche théorique est basée sur le calcul du coefficient de transmission et s’étend
à d’autres systèmes comme des ondes de densité de charge.

Dans un premier temps (Chapitre 1), nous avons étudié le transport non local d’une jonction N-S-
N, afin d’essayer de comprendre les mesures de Russoet al. [16]. Les auteurs mesurent la résistance
non locale pour une tricouche N-S-N en injectant un courantIa dans la première électrode normale,
ainsi qu’une faible tension oscillante. La tricouche N-S-Nest très fine avec une épaisseur du supra-
conducteur de l’ordre de la longueur de cohérence et une grande surface d’interface. Pour notre part,
nous avons considéré une géométrie différente où la jonction N-S-N est unidimensionnelle, en utilisant
deux approches microscopiques : la méthode de Blonder, Tinkham et Klapwijk ainsi que la méthode
des fonctions de Green basée sur une développement perturbatif.

La méthode de BTK met en évidence l’augmentation importantede l’amplitude de la conductance
non locale due aux impuretés dans les électrodes normales. Effectivement, le phénomène d’effet tun-
nel sans réflexion joue un rôle important dans la conductancenon locale en permettant le confinement
des quasiparticules à l’interface N-S. Les impuretés dans les électrodes normales permettent aux qua-
siparticules de tenter plusieurs fois de passer la barrièreen amplifiant de cette manière la conductance
non locale. La conductance non locale reste toujours négative indiquant que ce sont les processus
transmettant des électrons qui dominent dans le transport non local.

L’approche des fonctions de Green, qui est une méthode perturbative, nous a permis d’établir les
différents processus intervenant dans le transport non local jusqu’à l’ordreT 4 oùT est la transparence
normale. A l’ordre le plus bas dans l’amplitude tunnel, il n’y a que deux processus : le cotunneling
élastique et la réflexion d’Andreev non locale. Néanmoins, ces deux processus s’annulent mutuelle-
ment dans le transport non local, car ils ont la même probabilité d’avoir lieu mais transportent une
charge de signe opposé [12].

En regardant l’ordre supérieur de la théorie de perturbation dans l’amplitude tunnel, nous avons
établi qu’un nouveau processus de double réflexion d’Andreev qui transmet deux électrons est primor-
dial. Du fait de sa décomposition en deux réflexions d’Andreev locales et d’un propagateur dans le
supraconducteur, le processus de double réflexion d’Andreev a une résistance ne dépendant pas de la
transparence des barrières, lorsque celles-ci sont faibles.

Par ailleurs, en comparant nos résultats avec l’approche des fonctions de Green et la méthode de
BTK, c’est-à-dire en traçant la conductance locale en fonction de la conductance non locale, nous
obtenons un très bon accord entre les simulations incluant l’effet tunnel sans réflexion et les expres-
sions perturbatives. Ainsi, le processus de double réflexion d’Andreev est bien le processus dominant
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dans le transport non local, en l’absence d’autres ingrédients comme par exemple les interactions de
Coulomb [17].

Comme le processus dominant est la double réflexion d’Andreev, la conductance non locale d’une
jonction N-S-N est négative, ce qui est compatible avec l’expérience de Russoet al.[16] pour les basses
tensions. Par ailleurs, ce résultat est également compatible avec les mesures effectuées par Cadden-
Zimanski et Chandrasekhar [19] pour une barre verticale supraconductrice connectée à deux barres
horizontales normales plus ou moins éloignée l’une de l’autre. Par contre, notre théorie n’introduit pas
de changement de signe dans le transport non local.

Une autre étape dans l’étude du transport de paires d’électrons corrélés séparés spatialement est
l’étude de jonctions Josephson à travers un point quantiqueformé par un nanotube de carbone (Cha-
pitre 2). Nous considérons le supercourant traversant le SQUID formé d’un nanotube de carbone réalisé
par Cleuziouet al. [30]. En miniaturisant encore plus le SQUID afin que le supraconducteur central ait
une largeur comparable à la longueur de cohérence du supraconducteur, de nouveaux processus non
locaux apparaissent. Ils jouent un rôle important dans le transport.

Le premier de ces processus fait intervenir le cotunneling élastique sans conversion électron trou et
ne transporte pas de supercourant. Par contre, le second processus fait intervenir la réflexion d’Andreev
non locale avec une conversion électron trou. Ce dernier processus transmet une paire de Cooper dans
chacun des bras du SQUID participant ainsi au supercourant.Dans le mode hors résonant du SQUID,
ces deux nouveaux processus ne se couplent que très faiblement au continuum, ainsi le continuum ne
participe pas au supercourant.

En outre, ces processus non locaux induisent, par la répulsion des niveaux d’énergie du SQUID,
une réduction du courant critique. Par ailleurs, pour un système idéalisé à un canal, nous trouvons que
les processus non locaux induisent des fluctuations d’échantillon à échantillon dans la relation courant
phase. Ces fluctuations sont dues à la dépendance dans le facteur de phase de Fermi des processus non
locaux.

Dans les deux premiers chapitres, nous avons étudié le transport de plusieurs structures hybrides
contenant un supraconducteur. Une étape supplémentaire pour comprendre au mieux les différents
processus jouant un rôle dans le transport est d’étudier le bruit et les corrélations croisées qui nous
donnent des informations complémentaires sur les processus de transport.

Par conséquent, nous considérons le bruit et les corrélations croisées dans une jonction en forme
deY connectée à trois réservoirs supraconducteurs (Chapitre 3). Le bruit de grenaille induit par les
fluctuations de courant et de tension donne des informationssur la quantification de la charge. Nous
regardons, en particulier, le cas de plusieurs réservoirs supraconducteurs, car les réflexions d’Andreev
multiples induisent dans le cas d’une jonction S-N-S un bruit d’excès.

Nous considérons deux cas limites : la limite des réservoirsidéaux sans barrière et la limite inverse
où les barrières sont importantes et les contributions de ladiffusion dans la jonction sont négligeables.
Dans un premier temps nous supposons que les réservoirs sontidéaux, il n’y a donc pas de barrière.
La jonctionY est alors considérée comme un fil diffusif. Nous observons une amplification du bruit
et des corrélations croisées due aux réflexions d’Andreev multiples. Une non linéarité apparaît et les
corrélations croisées sont toujours négatives.

Le deuxième cas limite correspond au cas où les barrières sont importantes. Cette limite revient
à assimiler la jonctionY à un point chaotique connecté à trois réservoirs. Dans ce caslimite, le bruit
et les corrélations croisées sont également fortement amplifiés par les réflexions d’Andreev multiples.
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Pour une tension faible, nous observons un changement de signe des corrélations croiséesS23. Il existe
des régimes où les corrélations croisées sont positives. Par exemple, lorsque le nombre de canaux des
bras à tension V,M2, est petit comparé au nombre de canaux du réservoir 1 (M1). Par ailleurs, pour
un nombre de canauxM1 et M2 du même ordre de grandeur, nous pouvons passer de corrélations
négatives à des corrélations positives en augmentant la barrière du réservoir 1 à tension nulle.

Finalement, dans notre approche pour une jonction N-I-N, nous avions séparé les différents pro-
cessus en deux catégories : les processus ne se couplant pas au champ magnétique et le processus se
couplant au champ magnétique. Le processus de double réflexion d’Andreev dans une jonction N-S-N
fait partie du premier type de diagrammes. Dans le chapitre sur les ondes de densité de charge (chapitre
4) nous avons surtout considéré les processus qui se couplent au champ magnétique. Ces processus ont
des modes de transport avancé-avancé ou retardé-retardé. Comme ce sont des processus d’interférence
quantique, ils peuvent introduire des oscillations enh/2e dans le transport. Nous avons vu que ces
oscillations permettent d’expliquer l’expérience de Latyshevet al. [34] sur un film d’ondes de densité
de charge percé par irradiation de ions.

Dans le chapitre sur les ondes de densité de charge (Chapitre4), nous avons tout d’abord considéré
les jonctions S-ODC et S-ODC-S. Les ondes de densité de charge ayant un paramètre d’ordre fortement
différent de celui du supraconducteur, par son condensat qui apparie un électron et un trou appartenant
à la même bande de spin, la jonction S-ODC aura un comportement différent que pour une jonction
N-S. Effectivement, contrairement au cas d’une jonction N-S, dans une jonction S-ODC les paires
de Cooper n’arrivent pas à pénétrer dans l’onde de densité decharge, car celle-ci déphase les paires
de Cooper sur une longueur de l’ordre de la longueur d’onde deFermi. De la même manière, aucun
supercourant ne peut traverser une jonction S-ODC-S. Par contre, si nous considérons une onde de
densité de spin, décrite par deux ondes de densité de charge hors phase pour des électrons de spin-up
et des électrons de spin-down avec une densité totale non modulée et une densité de spin modulée, les
paires d’Andreev peuvent pénétrer sur la longueur de cohérence dans l’onde de densité de spin.

Par ailleurs, nous avons étudié le transport dans un film d’ondes de densité de charge. Une locali-
sation non standard est représentée par des effets d’interférence quantique pour des particules passant
par effet tunnel avec une énergie inférieure au gap sur une distance comparable à la longueur de co-
hérence. Ces processus de localisation non standard induisent des oscillations périodiques enh/2e
permettant d’expliquer les observations de Latyshevet al. [34] sur des oscillations enh/2e de la ma-
gnétorésistance pour un film d’ondes de densité de charge percé par des nanotrous suite à l’irradiation
du film par des ions. Les boucles d’interférence quantique introduisent des oscillations périodiques en
h/2e lorsque nous avons accumulation de la charge aux bords des nanotrous, c’est-à-dire lorsque les
ondes de densité de charge subissent un mouvement de glissement. Les boucles d’interférence quan-
tique peuvent donc expliquer l’absence d’oscillation dansla magnétorésistance pour des échantillons
non irradiés et des échantillons avec des nanotrous mais sans mouvement de glissement, car dans les
deux cas il n’y a pas d’accumulation de la charge. Les oscillations enh/2e pour un film irradié avec
mouvement de glissement sont données par les processus d’interférence quantique avec l’accumula-
tion de la charge. Par ailleurs, les oscillations interviennent pour une températureT ≃ 52K, ce qui
est compatible avec l’ordre de grandeur du gap de Peierls et àl’espacement de niveaux d’une zone
normale entourant le nanotrou (les ondes de densité de charge étant abîmées sur une petite surface
autour des nanotrous lors de l’irradiation).

Parmi les questions ouvertes, nous pouvons citer la discussion d’effets cohérents dans une jonction
en Y connectée à trois réservoirs supraconducteurs. Une autre question ouverte importante est de
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comprendre de façon analytique les effets d’interférence quantique dans le transport non local à travers
un supraconducteur. En effet, nous avons montré que les boîtes de Hikami deviennent "non locales"
dans un système à bande interdite et il se pose donc la question de modifier la théorie de localisation
dans un supraconducteur pour des échelles d’énergie plus petites que le gap supraconducteur.



Annexe A

Théorie Bardeen, Cooper et Schrieffer
(BCS)

La théorie de Bardeen, Cooper, et Schrieffer fut proposée en1957 (prix Nobel de physique de
1972) [84] afin d’expliquer la supraconductivité. L’explication est basée sur la formation de paires
d’électrons, appelées paires de Cooper, sous l’effet d’uneinteraction attractive entre électrons résul-
tant de l’échange de phonons. L’idée physique est que le premier électron polarise le milieu par la
déformation du réseau. Cette déformation attire le second électron, donnant une attraction effective
entre les électrons. Si cette attraction est assez forte pour recouvrir l’interaction répulsive de Coulomb,
cela donne une interaction attractive nette et la supraconductivité en résulte1.

A.1 Paire de Cooper

Pour expliquer la formation des paires de Cooper, il nous faut montrer que la mer de Fermi d’élec-
trons est instable à la formation d’au moins une paire liée, quelque soit l’interaction, même si celle-ci
est très faible, pour autant que cette interaction soit attractive. Ce résultat n’est pas évident, car il est
connu en mécanique quantique qu’à trois dimensions, pour deux particules isolées, une interaction
attractive trop faible ne permet pas la formation d’états liés [85]. La présence de la mer de Fermi,
qui interdit aux deux particules d’occuper les niveaux d’énergie inférieure à l’énergie de Fermi est
l’élément qui permet l’existence de l’état lié pour une attraction faible.

Selon le principe donné par Cooper [86], nous considérons lemodèle de deux électrons amenés
à la mer de Fermi, àT = 0◦K. Les électrons interagissent entre eux, mais pas avec ceux de la mer
de Fermi excepté à travers le principe d’exclusion de Pauli qui affirme que deux fermions (ici les
électrons) indiscernables ne peuvent pas occuper le même état quantique. Par l’argument de Bloch,
qui suppose que l’état d’énergie le plus bas à une impulsion totale nulle, les électrons doivent avoir
une impulsion égale et opposée.

La fonction d’onde orbitale est la suivanteψ0(~r1, ~r2) =
∑

k gke
i~k~r1e−i

~k~r2 . En considérant l’anti-
symétrie de la fonction d’onde totale par rapport à l’échange des électrons, la fonction d’onde de deux

1Dans cette annexe, nous suivons le même développement que Tinkham [47]
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électrons singlets prend la forme :

ψ0(~r1 − ~r2) =




∑

k>kF

g~k cos(~k(~r1 − ~r2))



 (α1β2 − β1α2) (A.1)

avec(α1β2 − β1α2) la fonction antisymétrique du singulet de spin. En mettantψ0(~r1 − ~r2) dans
l’équation de Schrödinger, nous avons que le poidsg~k et les valeurs propres d’énergie sont déterminées
en résolvant,

(E − 2ǫ~k)g~k =
∑

k>kF

V~k~k′g~k′ (A.2)

oùǫ~k est l’énergie des ondes planes non perturbées etV~k~k′ sont les éléments de la matrice d’interaction,

V~k~k′ = 1
Ω

∫
V (~r)ei(

~k′−~k)~rd~r avec~r la distance entre les deux électrons etΩ la normalisation du
volume.V~k~k′ caractérise la force du potentiel pour disperser une paire d’électrons avec impulsion

(~k′,−~k′) à impulsion(~k,−~k). Si un ensemble deg~k satisfaisant (A.2) peut être trouvé avecE < 2EF
(EF l’énergie de la mer de Fermi), alors une paire d’état lié existe.

PourV~k~k′ = −V , si les étatsg~k sont en dessous d’un cutoff à l’énergie~ωc ≫ EF etV~k~k′ = 0 au

dessus de ce cutoff. Alors (A.2) vautg~k = V
�

k′ g~k′
2ǫ~k−E

et en sommant sur~k, nous avons

1

V
=
∑

k>kF

1

2ǫ~k − E
. (A.3)

En remplaçant la sommation par une intégration, avecN(0) la densité d’état du niveau de Fermi pour
les électrons d’une orientation de spin (A.3) devient

1

V
=

∫ EF +~ωc

EF

dǫ

2ǫ− E
=
N(0)

2
ln

(
2EF − E + 2~ωc

2EF − E

)

. (A.4)

Dans la plupart des supraconducteurs classiquesN(0)V < 0.3, nous pouvons donc utiliser l’approxi-
mation de faible couplage et ainsi (A.4) devientE ∼= 2EF − 2~ωce

−2/(N(0)V ). Il y a donc un état
lié avec énergie négative contenant des électrons ayantk > kF , c’est-à-dire avec énergie cinétique
supérieure à l’énergie de la mer de Fermi,EF .

La taille des états de paire de Cooper estξ0 ∼= a~vF

kTc
. Elle est beaucoup plus grande que la distance

inter particules. Par conséquent, les paires sont fortement chevauchantes, ce calcul n’est donc pas
suffisant.

A.2 Etat fondamental

La mer de Fermi étant instable sous la formation d’une paire de Cooper liée avec une interaction
nette attractive, nous devons nous attendre à ce que les paires se condensent jusqu’à un point d’équi-
libre. Cela arrivera quand l’état du système sera fortementdifférent de la mer de Fermi, à cause du
grand nombre de paires, et que l’énergie de liaison pour une paire supplémentaire tendra vers0. Le
calcul ci-dessus ne considère que deux électrons et supposeque les autres électrons qui sont sous la
surface de Fermi ne sentent pas l’effet de l’interaction. Lathéorie BCS lève cette objection en traitant
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tous les électrons sur le même pied d’égalité. Le traitementthéorique complet utilise l’Hamiltonien de
Fröhlich,

HF =
∑

~k,σ

ǫ(~k)c†~k,σc~k,σ +
∑

~q

~ω~qb
†
~qb~q +

1√
ω

∑

~k,~q,σ

g(~k, ~q)
[

c†~k+~q,σb~qc~k,σ + c†~k+~q,σb
†
−~qc~k,σ

]

(A.5)

où ck,σ (c†k,σ) est l’opérateur d’annihilation (de création) pour un électron de spinσ et d’impulsion

k, bq (b†q) est l’opérateur d’annihilation (de création) d’un phonond’impulsion q et g(k, q) est l’élé-
ment de matrice de couplage électron-phonon. A l’aide d’unetransformation canonique, il est possible

ck,σ

c
†
k+q,σ

g(k, q)
c
†
k+q,σ

g(k, q)

ck,σ

b
†
−q bq

FIG. A.1 – Diagramme d’interaction électron-phonon.

d’éliminer l’interaction électron-phonon de l’Hamiltonien de Fröhlich afin d’obtenir une interaction
effective entre les électrons. En considérant tous les électrons de la même manière,

HBCS =
∑

~k,σ

ǫ(~k)c†~k,σc~k,σ +
g√
ω

∑

~k,~k′,~q,σ,σ′

c†~k+~q,σc
†
~k−~q,σ′c~k,σ′c~k,σ. (A.6)

Dans cette notation, l’opérateur d’onde singlet est donné par

|ψ0〉 =
∑

k>kF

g~kc
†
~k,↑c
†
−~k,↓|F 〉 (A.7)

L’opérateur d’onde singlet (A.7) découle de (A.1) en considérantg~k = g−~k et |F 〉 est l’opérateur de la
mer de Fermi.

Par ailleurs, les électrons obéissent à la statistique de Fermi,

{c~k,σ, c
†
~k′,σ′

} ≡ c~k,σc
†
~k′,σ′

+ c†~k′,σ′c~k,σ = δ~k,~k′δσ,σ′ ,

{c~k,σ, c~k′,σ′} = {c†~k,σ, c
†
~k′,σ′

} = 0.

Nous pouvons également définir l’opérateur de nombre de particule n~k,σ = c†~k,σc~k,σ. La fonction

d’onde àN électrons la plus générale avec construction des paires de Cooper est

|ψN 〉 =
∑

ki,··· ,kf>kF

g(~ki, · · · , ~kf )c†~ki,↑
c†−~ki,↓

· · · c†~kf ,↑
c†−~kf ,↓

|φ0〉
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ce qui nous donne la fonction d’onde BCS.g(~ki, · · · , ~kf ) est le poids desN/2 paires et|φ0〉 est l’état
du vide.

La théorie BCS fait une bonne approximation en utilisant le champ self-consistant d’Hartree ou
l’approche de champ moyen, dans laquelle l’occupation de chaque état~k est seulement dépendante
de la moyenne d’occupation sur les autres états. Essentiellement, cela revient à considérer que nous
travaillons dans l’ensemble grand canonique. Nous avons alors l’état fondamental de BCS :

|ψG〉 =
∏

~k=~ki,··· ,~kf

(u~k + v~kc
†
~k,↑c
†
−~k,↓)|ψ0〉

où |u~k|2 + |v~k|2 = 1. Cette forme implique que la probabilité que l’état de pairesoit occupé (inoccupé)
est donnée par|v~k|2

(
|u~k|2

)
.

En faisant la transformation canoniquec~k,↑ = u†~kγ~k,0 + v~kγ
†
~k,1

et c†−~k,↓ = −v†~kγ~k,0 + u~kγ
†
~k,1

de

l’Hamiltonien BCS (A.6) nous pouvons le réécrire sous la forme,

HTC =
∑

~k,σ

ξ~kc
†
~k,σ
c~k,σ −

∑

~k

(

∆~k
c†~k,↑c

†
−~k,↓ + ∆†~kc−~k,↓c~k,↑ − ∆~k

b†~k

)

oùb~k = 〈c−~k,↓c~k,↑〉 et∆~k
≡ −∑~l

V~k~lb~l = −∑~l
V~k~l〈c−~l,↓c~l,↑〉.∆~k

est le gap dans le spectre d’énergie

du supraconducteur etξ~k =
√

E2
k − ∆2. L’opérateurγ~k,0 participe à la destruction d’un électron avec

(~k, ↑) où à la création d’un électron avec(−~k, ↓), dans les deux cas l’effet net est de réduire l’impulsion
du système de~k et de réduireSz par~/2. L’opérateurγ†~k,1 décroît l’impulsion de−~k et a l’effet net

d’augmenterSz par~/2. Lors de cette transformation canonique, si nous choisissons lesu~k et v~k tels

que les coefficientsγ~k,1γ~k,0 etγ†~k,0γ
†
~k,1

s’annulent si l’Hamiltonien est diagonalisé et nous trouvons :

|u~k|
2 =

1

2

(

1 +
ξ~k
Ek

)

, (A.8)

|v~k|
2 =

1

2

(

1 −
ξ~k
Ek

)

. (A.9)

Pour effectuer cette transformation canonique, nous partons de l’observation que les caractéris-
tiques de l’Hamiltonien BCS nous mènent à un état fondamental qui est une superposition de phase
cohérente avec les états de paires de Bloch(~k ↑,−~k ↓) occupés ou non occupés. A cause de la cohé-
rence, les opérateurs tels quec−~k,↓c~k,↑ peuvent avoir une moyenne non nulleb~k, alors que la moyenne
dans un métal normal, où la phase est aléatoire, est nulle. Deplus, les fluctuations autour de cette
valeur moyenne sont petites à cause du grand nombre de particules nécessaire. Par conséquent, si nous
écrivons un produit d’opérateur commec−~k,↓c~k,↑ = b~k + (c−~k,↓c~k,↑ − b~k) nous pouvons négliger les
quantités qui sont bilinéaires dans les fluctuations du terme entre parenthèse qui est supposé petit.

Néanmoins, en gagnant en simplicité par l’élimination des termes quadratiques des opérateurs
de création et d’annihilation de l’Hamiltonien BCS, nous avons perdu dans la forme approximée la
conservation du nombre de particules. Il y a maintenant des termes qui créent ou détruisent des paires
de Cooper.



Annexe B

Méthode des fonctions de Green

Cette annexe rapporte aux techniques des fonctions de Green. Les paragraphes sont relativement
indépendants.

B.1 Modèle de l’Hamiltonien

Nous considérons un système unidimensionnel fait de deux électrodes métalliques semi-infiniesN
etN ′ et d’une barrière isolanteI en nous basant sur l’article de Caroli, Combescot, Nozièreset Saint-
James [40]. Au temps initial,t0, nous négligeons toute interaction entre les corps. Nous supposons que
la fonction d’onde d’un électron peut être décrite en termesd’une base orthogonaleϕ(n)

l où la fonction

ϕ
(n)
l est localisée dans les environs du sitel et n est un indice de bande. En termes d’opérateurs de

création et d’annihilation correspondantc† et c, l’Hamiltonien prend la forme :

H =
∑

l,l′,n,n′

T n,n
′

l,l′ c
(n)†
l c

(n′)
l′ (B.1)

Dans les calculs, nous négligeons tous les processus interbande, ainsi nous retenons dans l’Hamil-
tonien (B.1) seulement lesϕl construits pour un niveau donné. Ceci correspond pour les métauxN et
N ′ à une approximation à une bande.

Les éléments de matrice de l’HamiltonienTlm entre deux fonctions de Wannier décroissent ra-
pidement avec|xl − xm|, ainsi nous pouvons négliger lesTlm qui couplent un site deN avec un
site deN ′. Cette hypothèse prend en compte le fait que la barrière à au moins trois à quatre couches
d’atomes. De plus, nous supposons que l’électrodeN est couplée à l’isolant par un seul élément de
matriceT ≡ Tαa. De la même manière, l’électrodeN ′ et l’isolant ne sont couplés que parT ′ ≡ Tbα′

(indice sur Fig. B.1).
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L’Hamiltonien (B.1) peut alors s’écrire sous la forme (indices représentés sur Fig. B.1)

H =
∑

λµ

Tλµc
†
λcµ

︸ ︷︷ ︸

Terme cinétique dansN

+
∑

λ′µ′

Tλ′µ′c
†
λ′cµ′

︸ ︷︷ ︸

Terme cinétique dansN ′

+
∑

ij

Tijc
†
i cj

︸ ︷︷ ︸

Terme cinétique dansI

+Tαac
†
αca + hc.

︸ ︷︷ ︸

CouplageN−I

+Tα′bc
†
α′cb + hc.

︸ ︷︷ ︸

CouplageI−N ′

’λ µ α α µ’ ’a i j b

I N’N

λ

FIG. B.1 – Schéma de la jonction N-I-N’ dans le formalisme des fonctions de Green.

La fonction de Green de l’électrode de gauche isolée estgλµ(ǫ). Ce propagateur est donné pour
tous les diagrammes allant du siteλ au siteµ sans jamais entrer dans la barrière. De la même façon,
nous notons pargλ′µ′(ǫ) et gij(ǫ) les propagateurs pour l’électrode droite et pour la barrière seule.
Puisque la barrière est isolantegij décroît exponentiellement avec|xi − xj|.

Le propagateur completGpq(ǫ) (où p et q sont les sites du système complet) est la solution de
ǫGpq(ǫ) −

∑

l TplGlq(ǫ) = δpq. En fait, pour calculer le propagateur completGλµ(ǫ), nous devons
prendre en compte l’excursion possible de l’électron à travers l’interface N-I :Gλµ(ǫ) = gλµ(ǫ) +
gλα(ǫ)TGaa(ǫ)Tgαµ(ǫ). De la même façon, pour N’-N’,Gλ′µ′(ǫ) = gλ′µ′(ǫ)+gλ′α′(ǫ)T ′Gbb(ǫ)Tgα′µ′(ǫ).
Et pour N-N’,Gλµ′(ǫ) = gλα(ǫ)TGab(ǫ)T

′gα′µ′(ǫ).

Nous devons maintenant calculer le propagateur completGij(ǫ) à l’intérieur de la barrière. Une
excursion de l’électron dansN ouN ′ peut être vue comme un processus de self-énergie correspondant
à seulement deux éléments de matrice non nuls :Σaa = Σ = T 2gαα et Σbb = Σ′ = T ′2gα′α′ .
L’équation de Dyson pourGij prend alors la forme :

Gij(ǫ) = gij(ǫ) + gia(ǫ)Σ(ǫ)Gaj(ǫ) + gib(ǫ)Σ
′(ǫ)Gbj(ǫ). (B.2)

L’équation est vraie pour tous les sites de l’isolant, et donc tout particulièrement pourGaa, Gab, Gba
etGbb. Nous pouvons donc résoudre le système contenant ces quatreéquations et trouvons :







Gaa =
gaa(1−T ′2gbbgα′α′)+T ′2gbagabgα′α′

D
Gab = gab

D
Gba = gba

D

Gbb = gbb(1−T 2gaagαα)+T 2gbagabgαα

D

avecD = (1 − T 2gaagαα)(1 − T ′2gbbgα′α′)− T 2T ′2gabgbagααgα′α′ . La fonction de Green exacte est
alors complètement déterminée parGλλ′ =

∑

µµ′ gλµTµµ′gµ′λ′ avecTµµ′ = TT ′gab

D δµαδµ′α′ .

Avec l’aide de ces fonctions de Green, il est possible de calculer le courant qui traverse la jonction
N-I-N’ par effet tunnel. Ce calcul est effectué en détail dans l’appendice B.5.
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B.2 Représentation spectrale

L’objectif est de déterminer les facteursa′ etb′ pour une jonction N-N-S-N-N (voir § 1.2.2.5). Pour
cela, il nous faut déterminer les fonctions de Green du supraconducteurgαα, gαβ , gβα et gββ à partir
de la fonction de Green complète et à l’aide de l’équation de Dyson.

Le supraconducteur est décrit par l’Hamiltonien BCS,H =
∑

σ ξkc
†
kσckσ+∆̄kc

†
k↓c
†
k↑+∆kck↑ck↓,

où ξk = ~2k2

2m − µ est la relation de dispersion de l’électron libre avecµ le potentiel chimique et∆ est
le gap du supraconducteur. Dans la représentation de Nambu,l’indice 1 correspond aux électrons et
l’indice 2 aux trous. Ainsig11 donne la propagation d’un électron. La fonction de Green avancée est
donnée par

gAij(t, t
′) = −iθ(t− t′)

(

〈{ci↑(t), c†j↑(t′)}〉 〈{ci↑(t), cj↓(t′)}〉
〈{c†i↓(t), c

†
j↑(t
′)}〉 〈{c†i↓(t), cj↓(t′)}〉

)

avecci↑ = 1√
N

∑

k e
ikxick↑.

Chaque composante peut être calculée séparément, nous regardons en détail la composante11

g11A
ij (t, t′) = −iθ(t− t′)〈ci↑(t)c†j↑(t′)

︸ ︷︷ ︸

A

+ c†j↑(t
′)ci↑(t)

︸ ︷︷ ︸

B

〉

Nous calculons séparémentA etB en remplaçantci↑(t) = eiHtci↑(0)e−iHt avecτ = t− t′

A = 〈0|eiHtci↑(0)e−iHteiHt
′

c†i↑(0)e
−iHt|0〉 = 〈0|eiHtci↑(0)e−iHτ c†i↑(0)e−iHt|0〉

= eiE
0τ 〈0|ci↑(0)e−iHτ c†i↑(0)|0〉 = eiE

0τ
∑

k,l

1

N
〈0|eikxick↑(0)e

−iHτ e−ilxjc†l↑(0)|0〉

Nous regardons un des termes de la somme avec les opérateurs de Bogoliubov de Gennes, qui sont les
opérateurs propres du système,ck↑(0) = ūkγk↑(0) + vkγ

†
−k↓(0).

〈0|ck↑(0)e−iHτ c†l↑(0)|0〉 = 〈0|(ūkγk↑(0) + vkγ
†
−k↓(0))e

−iHτ (ulγ
†
l↑(0) + v̄lγ−l↓(0))|0〉

= 〈0|ūkγk↑e−iHτulγ†l↑|0〉 = δkl|uk|2e−iEkτe−iE
0τ

Ainsi, A se réduit àA = 1
N

∑

k e
ik(xi−xj)|uk|2e−iekτ . De la même manière, nous trouvonsB =

1
N

∑

k e
ik(xi−xj)|vk|2eiekτ . Par conséquent,

g11A
ij (t, t′) = −iθ(τ) 1

N

∑

k

eik(xi−xj)
[
|uk|2e−iEkτ + |vk|2eiEkτ

]
.

Nous prenons la transformée de Fourier pour les fonctions deGreen en fréquence. Afin d’éviter la
singularité nous considérons une petite déviationη qui tend vers 0

g11A
ij (ω) =

1

N

∑

k

eik(xi−xj)

[ |uk|2
ω − Ek + iη

+
|vk|2

ω + Ek + iη

]

.

En prenant∆ → 0, nous retrouvons bien les pôles et les résidus de la fonctionde Green d’un métal.
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Les autres composantes des fonctions de Green sont trouvéesde la même manière et valent






g22A
ij (t, t′) = −iθ(τ) 1

N

∑

k e
−ik(xi−xj)

[
|uk|2eiEkτ + |vk|2e−iEkτ

]

g12A
ij (t, t′) = −iθ(τ) 1

N

∑

k e
−ik(xi−xj)ūkv−k

[
eiEkτ − e−iEkτ

]

g21A
ij (t, t′) = −iθ(τ) 1

N

∑

k e
−ik(xi−xj)v̄ku−k

[
eiEkτ − e−iEkτ

]
.

et après transformation de Fourier






g22A
ij (ω) = 1

N

∑

k e
ik(xi−xj)

[
|uk|2

ω+Ek+iη + |vk|2
ω−Ek+iη

]

g12A
ij (ω) = 1

N

∑

k e
ik(xi−xj)ūkv−k

[
1

ω+Ek+iη − 1
ω−Ek+iη

]

g21A
ij (ω) = 1

N

∑

k e
−ik(xi−xj)v̄ku−k

[
1

ω+Ek+iη − 1
ω−Ek+iη

]

Les conventions utilisées sont que pour les fonction de Green avancéesω → ω + iη et pour les
fonctions de Green retardéesω → ω − iη, avecη → 0+.

B.3 Fonction de Green dans l’espaceréel

Nous avons établi dans la section B.2 les fonctions de Green temporelles et en fréquence d’un
supraconducteur. Maintenant, nous voulons évaluer les fonctions de Green dans l’espace réel. Pour
cela, nous passons à une limite continue, la somme surk devenant une intégrale. Nous pouvons sé-
parer l’intégrale comme une intégrale sur le rayonR = xi − xj et deux intégrales angulaires. Nous

avonsg11A
ij (ω) = 1

N

∑

k e
ik(xi−xj)

[
|uk|2

ω−Ek+iη + |vk|2
ω+Ek+iη

]

= 1
N

∑

k e
i~k ~RF (k). Ainsi, les intégrales

angulaires ne s’appliquent qu’àei
~k ~R,

1

N

∑

k

ei
~k ~RF (k) ≃ 1

(2π)3

∫ ∞

0
dkk2F (k)

∫ π

0
dθ sin(θ)eikR cos(θ)

∫ 2π

0
dφ.

Or,
∫ π
0 dθ sin(θ)eikR cos(θ)

∫ 2π
0 dφ = 2π e

ikR−e−ikR

ikR etF (k) = F (−k), donc l’intégrale sur lesR de0
à∞ peut se transformer en une intégrale de−∞ à∞ et nous trouvons que

g11A
ij (ω) =

−i
(2π)2R

∫ ∞

−∞
dkkeikR

[ |uk|2
ω − Ek + iη

+
|vk|2

ω + Ek + iη

]

La fonction à deux pôles un enω = Ek et l’autre enω = −Ek, nous pouvons donc calculer l’intégrale
à l’aide du théorème des résidus.

Nous obtenons après intégration

g11A
ij (ω) =

2m

2πR~2
e−R/ξ(ω)

[ −ω√
∆2 − ω2

sin(kFR) − cos(kFR)

]

où ξ(ω) = ~vF√
∆2−ω2

est la longueur de cohérence.

De la même manière, nous pouvons trouver les autres fonctions de Green :






g22A
ij (ω) = 2m

2πR~2 e
−R/ξ(ω)

[
−ω√

∆2−ω2
sin(kFR) + cos(kFR)

]

g12A
ij (ω) = 2m

2πR~2
∆√

∆2−ω2
e−R/ξ(ω)eiϕ sin(kFR)

g21A
ij (ω) = 2m

2πR~2
∆√

∆2−ω2
e−R/ξ(ω)e−iϕ sin(kFR)
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Nous pouvons donc réécrire la fonction de Green du supraconducteur comme

gAij(ω) =
2m

2πR~2
e−R/ξ(ω) (B.3)

×
[

1√
∆2 − ω2

(
−ω ∆eiϕ

∆e−iϕ −ω

)

sin(kFR) +

(
−1 0
0 1

)

cos(kFR)

]

Cette fonction est valable pour le cas à trois dimensions. Sinous regardons le cas unidimensionnel
nous avons simplement une inversion des cosinus et des sinuset le facteur1/R disparaît.

B.4 Méthode de Keldysh

La technique des diagrammes habituelle nécessite le calculdu produit chronologique de la forme,
〈φ0|T{A(t)B(t′) . . .}|φ0〉 oùA(t) etB(t′) sont les opérateurs dans la représentation de Heisenberg.
Dans la représentation d’interaction, l’expression devient

〈φ0|S(−∞,∞)T{Ã(t)B̃(t′) . . . S(∞,−∞)}|φ0〉,

où la matriceS est définie parS(t′, t) = T{e−i � t′

t
dτHint(τ)}. L’Hamiltonien d’interactionHint est

supposé adiabatique démarrant àt = −∞ et s’éteignant àt = ∞. En l’absence d’effets irréversibles
S(∞,−∞)φ0 = eiαφ0, ainsi

〈φ0|T{A(t)B(t′) . . .}|φ0〉 =
〈φ0|S(−∞,∞)T{Ã(t)B̃(t′) . . . S(∞,−∞)}|φ0〉

〈φ0|S(∞,−∞)|φ0〉
.

Néanmoins, cette affirmation n’est pas vraie si l’évolutiondu système est irréversible, puisque le
système soit absorbe soit émet de l’énergie durant cette évolution. Mais, il est possible de généraliser
la technique des diagrammes. En effet,

〈φ0|S(−∞,∞)T{Ã(t)B̃(t′) . . . S(∞,−∞)}|φ0〉 = 〈φ0|Tc{Ã(t)B̃(t′) . . . Sc}|φ0〉, (B.4)

oùTc est un opérateur ordonnant le temps de droite à gauche, pas comme habituellement de−∞ à∞,
mais le long d’un contourC ayant une branche positive allant de−∞ à∞ et une branche négative
allant de∞ à−∞ (voir Fig. B.2). Les temps de la branche négative sont considérés comme postérieurs
à ceux de la branche positive. Ainsi,Sc = S(−∞,∞)S(∞,−∞) où les temps deS(−∞,∞) sont
sur la branche positive et les temps deS(∞,−∞) sont sur la branche négative.

Il est maintenant possible de calculer l’expression (B.4) avec la technique habituelle des dia-
grammes. Mais puisque les temps le long de la branche négative (notée avec−) sont postérieurs aux
temps le long de la branche positive (notée avec un+), nous devons utiliser quatre fonctions de Green.







G+
ij(t, t

′) = −i〈φ0|Tc{ci(t+)c†j(t
′
−)}|φ0〉 = i〈φ0|c†j(t′)ci(t)|φ0〉

G−ij(t, t
′) = −i〈φ0|Tc{ci(t−)c†j(t

′
+)}|φ0〉 = −i〈φ0|ci(t)c†j(t′)|φ0〉

Gcij(t, t
′) = −i〈φ0|Tc{ci(t+)c†j(t

′
+)}|φ0〉 = −i〈φ0|T{ci(t)c†j(t′)}|φ0〉

G̃cij(t, t
′) = −i〈φ0|Tc{ci(t−)c†j(t

′
−)}|φ0〉 = −i〈φ0|T̃{ci(t)c†j(t′)}|φ0〉

(B.5)
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FIG. B.2 – Schéma du contour de Keldysh avec les temps des différentes fonctions de Green.

Les différents temps sont représentés sur la figure B.2,T{. . .} ordonne de−∞ à ∞ et T̃{. . .}
ordonne de∞ à−∞.

Dans un calcul de diagrammes l’intégration est faite le longdu contourC, c’est équivalent à faire
l’intégration de−∞ à ∞ et à sommer sur les indices+ et −. Sommer sur+ et − est équivalent à
utiliser des matrices2 × 2. Par conséquent, la technique habituelle des diagrammes peut être utilisée
si nous définissons une matrice des fonctions de Green

G =

(
Gc G−

G+ G̃c

)

.

Avec ces conventions, l’équation de Dyson peut se réécrire sous la forme

Gij(t, t
′) = G0

ij(t, t
′) +

∫

dt1dt2G
0
ik(t, t1)Σkl(t1, t2)Glj(t2, t

′) (B.6)

où

Σ =

(
Σc Σ−

Σ+ Σ̃c

)

est la matrice de self-énergie etG0 est la matrice de fonction de Green en l’absence d’interaction. Les
fonctionsG+, G−, Gc et G̃c sont connectées parGc + G̃c = G+ + G−. De la même manière, nous
avonsΣc + Σ̃c = −(Σ+ + Σ−). Ainsi, parmi les quatre équations représentées par (B.6) seules deux
sont indépendantes. Ceci devient plus clair si nous prenonsla transformation canonique :

G → 1 − iσy√
2

(
Gc G−

G+ G̃c

)
1 + iσy√

2
=

(
0 GA

GR F

)

oùσy est la matrice de Pauli,

σy =

(
0 −i
i 0

)

.

La matrice de self-énergie devient alors

Σ →
(

Ω ΣA

ΣR 0

)

.

Les nouvelles fonctions sont reliées aux anciennes par







F = G− +G+ = Gc + G̃c

GA = G− − G̃c = Gc −G+

GR = G+ − G̃c = Gc −G−
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et






Ω = Σc + Σ̃c = −(Σ+ + Σ−)

ΣA = Σc + Σ+ = −(Σ̃c + Σ−)

ΣR = Σc + Σ− = −(Σ̃c + Σ+).

Nous n’avons plus que trois équations pour (B.6)

(
0 GAij
GRij Fij

)

=

(
0 G0A

ij

G0R
ij F 0

ij

)

+

∫

dt1dt2

(
0 G0A

ik ΣA
klG

A
lj

G0R
ik ΣR

klG
R
lj G0R

ik ΩklG
A
lj +G0R

ik ΣR
klF

A
lj + F 0

ikΣ
A
klG

A
lj

)

B.5 Courant par effet tunnel (jonction tunnel normale)

Nous déterminons grâce à l’Hamiltonien (B.1) et à l’aide de la méthode de Keldysh (Appendice
B.4) le courant d’électrons passant par effet tunnel. SoitP un point entre le sitei et le sitei + 1, le
courantJ au pointP est la différence entre le flux d’électrons de gauche à droiteet celui de droite à
gauche. Nous nous attendons à avoir un opérateurJ de la forme

JP =
∑

l≥i+1,m≤i
Almc

†
l cm −

∑

l≤i,m≥i+1

Almc
†
l cm.

Pour trouver lesAlm, nous utilisons l’équation de continuitéJP − JP ′ + ∂ρi

∂t = 0 oùP ′ est un point

entre les sites(i− 1) et i, tandis queρi = ec†i ci est la charge de l’électron autour du sitei. En utilisant
l’Hamiltonien (B.1), nous obtenons

∂ρi
∂t

=
1

i~
[ρi,H] =

e

i~

∑

m

(Timc
†
i cm − Tmic

†
mci)

lesAlm sont alors donnés parAlm = e
i~Tlm.

Dans un état stationnaire, le courant peut être calculé à n’importe quel point du système. Puisque
dans notre modèle la barrière est couplée àN (N ′) à travers un seul élément de matrice T (T’), il est
particulièrement pratique de calculer le courant entreα eta (entreb etα′). Pour un pointP entreα et
a,

J = 〈JP 〉 =
eT

i~

(

〈c†αca〉 − 〈c†acα〉
)

. (B.7)

Le calcul du courantJ est ainsi réduit à celui de la fonction de GreenGαa pour des temps égaux [41].
Si nous nous plaçons dans le cas de figure oùµ′ − µ = eV , nous avons

J =
(2π)2eT 2T ′2

~

∫ µ+eV

µ

dω
2π
GAba(ω)GRab(ω)ρα(ω)ρα′(ω). (B.8)

La principale différence entre notre résultat et l’expression obtenue par un Hamiltonien à effet
tunnel conventionnel vient de la forme du coefficient de transfert, qui dans notre modèle est égal à
|T |2 = T 2T ′2GAba(ω)GRab(ω). Notons que|T |2 est dépendant de la fréquence. Dans le cas simple que
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nous avons considéré, cette dépendance est très faible aussi longtemps queeV reste beaucoup plus
petit que l’énergie de la barrière. D’autre part, ce fait devient essentiel si nous incluons les effets de
la self-énergie tels que l’interaction électron-phonon.|T |2 dépend principalement de l’énergie et non
pas de l’impulsion. De plus,|T |2 dépend des propagateurs des électrodesgαα et gα′α′ à travers les
dénominateurs de renormalisation. C’est une nouvelle caractéristique du calcul qui pourrait affecté
profondément la forme de la structure de la self-énergie dans les caractéristiquesI − V .

B.6 Moyenne desdifférents produits de fonctions de Greeen

Les fonctions de Green d’un supraconducteur sont donnée dans le cas balistique par (B.3)1, nous
pouvons en déterminer les différentes moyennes sur les facteurs de Fermi aléatoires dans un supracon-
ducteur (données dans [18])

(g1,1
α,β)

2 = (g2,1
α,β)

2 = (g1,2
α,β)

2 =
π2ρ2

S

2(kFR)2
e−2R/ξ(ω) ∆2

∆2 − ω2

g1,1
α,βg

2,2
α,β =

π2ρ2
S

2(kFR)2
e−2R/ξ(ω) 2ω2 − ∆2

∆2 − ω2

g1,1
α,βg

1,2
α,β = g2,2

α,βg
1,2
α,β =

π2ρ2
S

2(kFR)2
e−2R/ξ(ω) 2ω2 − ∆2

∆2 − ω2

B.7 Mode de transmission pour un supraconducteur

Smith et Ambegaokar [76] évaluent le mode de transmission dans un supraconducteur en com-
mençant par une extrémité du diagramme d’échelle et en calculant récursivement les intégrales sur les
vecteurs d’ondes (voir Fig. B.3). Les modes de transmissionsont calculés avec les différentes matrices
2 × 2 aux extrémités. Les relations des quatre paramètres de récursions se réduisent à une série géo-
métrique d’une matrice dans le secteur(τ̂0, τ̂1), et à une autre série géométrique d’une matrice dans le
secteur (̂τ2,τ̂3), où τ̂n sont les matrices de Pauli, avecτ̂0 la matrice identité.

Plus précisément, nous définissons les quatre matrices

D̂q,δω(τ̂n) = v2

∫
d3k

(2π)3
τ̂3Ĝ(k, ω)τ̂nĜ(k + q, ω + δω)τ̂3,

oùn = 0, ..., 3, q = |q| est le module du vecteur d’onde, etδω est petit comparé à l’énergieω. (. . . )
représente une moyenne sur le désordre.

Le potentiel d’interaction du désordre microscopique est donné parv2 = 4πǫF /τe, avecǫF l’éner-
gie de Fermi etτe le temps d’interaction élastique, relié à la longueur d’interaction élastiquele par la re-

lation le = vF τe. Nous trouvonsD̂q,δω(τ̂0) = X
(
∆2τ̂0 − ω∆τ̂1

)
et D̂q,δω(τ̂1) = X

(
ω∆τ̂0 − ω2τ̂1

)
,

1Le préfacteur peut aussi prendre la formeπρS/(kF R), où ρS est la densité d’état du supraconducteur dans son état
normal
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FIG. B.3 – Représentation schématique du calcul récursif des matrices de mode de transmission
dans l’approximation d’échelle utilisée par Smith et Ambegaokar [76]. Les intégrales sur les vec-
teurs d’ondes sont effectuées récursivement en partant de la droite du diagramme. Les deux lignes
noires horizontales correspondent aux fonctions de Green avancées et retardées. Les points verts sont
les vertex dûs au désordre et les lignes verticales rouges correspondent aux lignes d’impuretés. Nous
avons montré les indices de Nambu(σA, σR) et (σ′A, σ

′
R) aux extrémités du mode de transmission.

dans le secteur(τ̂0, τ̂1), et

D̂q,δω(−iτ̂2) = X

(

−3D0∆δω
√

∆2 − ω2

2v2
F

τ̂3 − i(∆2 − ω2)τ̂2

)

(B.9)

D̂q,δω(τ̂3) = XD0δω

(

−D2
0∆δω

4v4
F

τ̂3 −
3i∆

2v2
F

√

∆2 − ω2τ̂2

)

, (B.10)

dans le secteur(τ̂2, τ̂3). Nous utilisons la notation

1

X
=

3D0(∆
2 − ω2)

v2
F

[
√

∆2 − ω2 +
D0q

2

4
− ωδω

2
√

∆2 − ω2

]

,

oùD0 = v2
F lE/2 est la constante de diffusion.

La relation entre les modes de transmission dans le supraconducteur et le transport non local est
donnée par la conductance non localeGa,b(Vb) = ∂Ia(Vb)/∂Vb dans la situationVa = VS = 0
utilisée dans les expériences [15, 16] (voir Fig. 8 pour les notations deIa etVb). La conductance non
localeGa,b(Vb) mesure la sensibilité du courant d’une électrode à la tension de l’autre. Ce qui peut
s’étendre systématiquement en puissance des amplitudes tunnel. Comme pour la réflexion d’Andreev,
la première contributionG(2)

a,b (ω) apparaît à l’ordreT 2. La conductance non locale est alors donnée par

G(2)
a,b (ω) = e2

h

[

T
(1,1)
(1,1) (ω) − T

(2,2)
(1,1) (ω)

]

, avec

T
(σ′A,σ

′

R)

(σA,σR) (ω) = T 2ǫ2F

∫
d3q

(2π)3
eiq.R

∫
d3k

(2π)3
Ĝ
σA,σ

′

A

α,β (k, ω)Ĝ
σ′R ,σR

β,α (k + q, ω).

La notationT
(σ′A,σ

′

R)

(σA,σR) (ω) correspond au coefficient de transmission relié au mode de transmission avec
les indices de Nambu(σA, σR) pour les propagateurs avancés et retardés à une extrémité, et les indices

de Nambu(σ′A, σ
′
R) à l’autre extrémité (voir Fig. B.3). Les coefficients de transmissionT

(1,1)
(1,1)(ω) et
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T
(2,2)
(1,1)(ω) représentent respectivement les processus de cotunnelingélastique et de réflexion d’Andreev

non locale.

Nous déduisons de l’équation (B.10) que la moyenne de la conductance croisée s’annule :G a,b(ω) =
0 à l’ordreT 2, en accord avec Falciet al. [12] dans le cas balistique, et avec Feinberg [87] pour le cas
désordonné.

Nous trouvons

T 1,1
1,1 (q, ω, δω) = T 2,2

1,1 (q, ω, δω) =
v2
F∆2

3D0(∆2 − ω2)[
√

∆2 − ω2 + D0q2/4 − ωδω/2
√

∆2 − ω2]



Annexe C

Jonction multiterminale

C.1 fonction de distribution pour V1 = 0 et V2 = V3 = V

Nous étudions en détail le calcul des fonctions de distribution de la jonctionY avec trois réservoirs
supraconducteurs pour le cas particulier oùV1 = 0 etV2 = V3 = V , nous résolvons (3.17) en séparant
le système en bandes d’énergie selon le modèle de Nagaev [32]. Nous considéronsN un entier tel que
2∆
N+1 < eV < 2∆

N , alors deux types de bandes alternatives rentrent en jeu respectivement de largeur
δ1 = 2∆ − NeV et δ2 = (N + 1)eV − 2∆, avecN + 2 bandes de largeurδ1 etN + 1 bandes de
largeurδ2 (voir Fig. C.1 et Fig. C.2).

N=1 :
Nous commençons par considérer le cas le plus simple avecN = 1 représenté sur la figure C.1. Nous

c=1

fc=0

f1

f1=0

f1=1 f∆− i=0, j=0 −∆

−   +eV

∆ ∆

fc

∆ +eV +eV∆ i=4, j=3

j=1

i=1

i=2

i=3

j=2

∆
0

eVeV

02

δ1

−   +eV∆

δ1

δ

δ

2

1

δ

FIG. C.1 – Représentation des bandes d’énergie pourN = 1 entre le réservoir1 et la partie centrale
dans le cas d’une jonctionY reliée à trois réservoirs supraconducteurs.

devons résoudre l’équation (3.17). Pour cela nous dénotonsfc(ǫ) par f δn;i
c lorsqueǫ appartient à la

ième bandeδn.

Bandesδ1 :
i=0 : f δ1;0c = 1

i=1 : α1

{
1
2 [1 + f δ1;1

c − f δ1;2c ] − f δ1;1c

}

+ (α2 + α3)
{

1 − f δ1;1
c

}

= 0

127
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i=2 : α1

{
1
2 [1 + f δ1;2c − f δ1;1c ] − f δ1;2

c

}

+ (α2 + α3)
{

1
2 [1 + f δ1;2c − f δ1;3c ] − f δ1;2c

}

= 0

i=3 : −α1f
δ1;3
c + (α2 + α3)

{
1
2 [1 + f δ1;3c − f δ1;2c ] − f δ1;3c

}

= 0

i=4 : f δ1;4c = 0

En résolvant les équations et en définissantβ = α2 + α3, nous obtenons facilement :

f δ1;0c = 1; f δ1;1c = 2α1+3β
3(α1+β) ; f δ1;2

c = α1+2β
3(α1+β) ; f δ1;3c = β

3(α1+β) ; f δ1;4c = 0.

Nous faisons le même développement pour les bandesδ2.

Bandesδ2 :
j=0 : f δ2;0c = 1

j=1 : α1

{
1
2 [1 + f δ2;1c − f δ2;1c ] − f δ2;1

c

}

+ (α2 + α3)
{

1 − f δ2;1c

}

= 0

j=2 : −α1f
δ2;2
c + (α2 + α3)

{
1
2 [1 + f δ2;2c − f δ2;3c ] − f δ2;2c

}

= 0

j=3 : f δ2;3c = 0

Par conséquent,

f δ2;0c = 1; f δ2;1c = α1+2β
2(α1+β) ; f δ2;2c = β

2(α1+β) ; f δ2;3c = 0.

En utilisant l’équation (3.15), nous pouvons déduire defc les fonctions de distribution des réservoirs.
La fonction de distribution du réservoir 2 est la même que celle du réservoir 3, car une tension identique
leur est appliquée.







f δ1;01 = 1; f δ1;11 = 2
3 ; f δ1;21 = 1

3 ; f δ1;31 = 0.

f δ1;02 = 1; f δ1;12 = 1; f δ1;22 = 2
3 ; f δ1;32 = 1

3 ; f δ1;42 = 0.

f δ2;01 = 1; f δ2;11 = 1
2 ; f δ2;21 = 0.

f δ2;02 = 1; f δ2;12 = 1; f δ2;22 = 1
2 ; f δ2;32 = 0.

N=2 :
Nous pouvons maintenant regarder le cas oùN = 2 représenté sur la Fig. C.2

Bandesδ1 :

i=0 : f δ1;0c = 1

i=1 : α1

{
1
2 [1 + f δ1;1c − f δ1;3c ] − f δ1;1

c

}

+ (α2 + α3)
{

1 − f δ1;1c

}

= 0

i=2 : α1

{
1
2 [1 + f δ1;2c − f δ1;2c ] − f δ1;2

c

}

+ (α2 + α3)
{

1
2 [1 + f δ1;2c − f δ1;4c ] − f δ1;2c

}

= 0

i=3 : α1

{
1
2 [1 + f δ1;3c − f δ1;1c ] − f δ1;3

c

}

+ (α2 + α3)
{

1
2 [1 + f δ1;3c − f δ1;3c ] − f δ1;3c

}

= 0

i=4 : −α1f
δ1;4
c + (α2 + α3)

{
1
2 [1 + f δ1;4c − f δ1;2c ] − f δ1;4c

}

= 0

i=5 : f δ1;5c = 0

En résolvant les équations nous obtenons :

f δ1;0
c = 1; f δ1;1

c = 3α1+4β
4(α1+β) ; f δ1;2c = 2α1+3β

4(α1+β) ; f δ1;3c = α+2β
4(α1+β) ; f δ1;4c = β

4(α1+β) ; f δ1;5c = 0.

Bandesδ2 :
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+eV

∆−

∆

∆ i=5, j=4

i=4

fc=0

f1=0

f1=1 fc=1

f1

j=3

i=3

j=2

i=2

j=1

i=1

i=0, j=0 

∆

c

∆

f

+eV

∆

−   +eV

−

∆
0

eV eV

0

2

1

1

1

1

2

2

δ

δ

δ

δ

δ

δ

−   +eV

δ

∆

FIG. C.2 – Représentation des bandes d’énergie pourN = 2 entre le réservoir1 et la partie centrale,
dans le cas d’une jonctionY reliée par trois réservoirs supraconducteurs.

j=0 : f δ2;0c = 1

j=1 : α1

{
1
2 [1 + f δ2;1

c − f δ2;2c ] − f δ2;1c

}

+ (α2 + α3)
{

1 − f δ2;1
c

}

= 0

j=2 : α1

{
1
2 [1 + f δ2;2

c − f δ2;1c ] − f δ2;2c

}

+ (α2 + α3)
{

1
2 [1 + f δ2;2c − f δ2;3c ] − f δ2;2c

}

= 0

j=3 : −α1f
δ2;3
c + (α2 + α3)

{
1
2 [1 + f δ2;3

c − f δ2;2c ] − f δ2;3c

}

= 0

j=4 : f δ2;4c = 0

Par conséquent,

f δ2;0c = 1; f δ2;1c = 2α1+3β
3(α1+β) ; f δ2;2c = α1+2β

3(α1+β) ; f δ2;3c = β
3(α1+β) ; f δ2;4c = 0.

En utilisant l’éq. (3.15), nous pouvons déduire defc les fonctions de distribution des réservoirs. La
fonction de distribution du réservoir 2 est la même que celledu réservoir 3, car une tension identique
leur est appliquée.







f δ1;01 = 1; f δ1;11 = 3
4 ; f δ1;21 = 1

2 ; f δ1;31 = 1
4 ; f δ1;41 = 0.

f δ1;02 = 1; f δ1;12 = 1; f δ1;22 = 3
4 ; f δ1;32 = 1

2 ; f δ1;42 = 1
4 ; f δ1;52 = 0.

f δ2;01 = 1; f δ2;11 = 2
3 ; f δ2;21 = 1

3 ; f δ2;31 = 0.

f δ2;02 = 1; f δ2;12 = 1; f δ2;22 = 2
3 ; f δ2;32 = 1

3 ; f δ2;42 = 0.

N général :
Nous pouvons déduire de ces deux cas particuliers, la forme générale des fonctions de distribution :

f δ1;i1 = 1 − i
N+2 ; f δ2;i1 = 1 − i

N+1 ; f δ1;i
2 = f δ1;i3 = 1 − i−1

N+2 ; f δ2;i2 = f δ2;i3 = 1 − i−1
N+1 .(C.1)

En outre, nous avons également une forme générale pour la fonction de distribution centrale, elle nous
est donnée par la loi des noeuds de Kirchoff soit la deuxième équation de (3.15) :

f δ1;ic = (N+2−i)α1+(N+3−i)β
(N+2)(α1+β) ; f δ2;ic = (N+1−i)α1+(N+2−i)β

(N+1)(α1+β) . (C.2)

Ces équations (C.1) sont les mêmes que celles obtenues dans le cas d’une jonction S-N-S par
Nagaev [32]. Il est possible de montrer quef1 = fL et f2 = f3 = fR, oùfL et fR sont les fonctions
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de distribution trouvées par Nagaev [32] pour les réservoirs gauche (L) et droit (R) dans le cas d’une
jonction S-N-S.f2 = f3 car la même tension est appliquée au réservoir 2 et au réservoir 3. Nous avons
deux équations pour la jonction S-N-S et trois pour la jonctionY avec réservoirs supraconducteurs.

1) fL(ǫ) = T (ǫ)f0(ǫ) + 1
2A(ǫ)[1 + fR(ǫ) − fR(−ǫ)]

2) fR(ǫ) = T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) + 1
2A(ǫ− eV )[1 + fL(ǫ) − fL(−ǫ+ 2eV )]

3) f1(ǫ) = T (ǫ)f0(ǫ) + 1
2A(ǫ)[1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ)]

4) f2(ǫ) = T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV ) + 1
2A(ǫ− eV )[1 + fc(ǫ) − fc(−ǫ+ 2eV )]

5) fc(ǫ) = α1f1(ǫ)+βf2(ǫ)
α1+β

Nous pouvons éliminerfc,
3’) f1(ǫ) = T (ǫ)f0(ǫ) + 1

2A(ǫ)[1 + α1f1(ǫ)+βf2(ǫ)
α1+β − α1f1(−ǫ)+βf2(−ǫ)

α1+β ]

4’) f2(ǫ) = T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV )+ 1
2A(ǫ− eV )[1+ α1f1(ǫ)+βf2(ǫ)

α1+β − α1f1(−ǫ+2eV )+βf2(−ǫ+2eV )
α1+β ]

3”) (α1+β)f1(ǫ) = (α1+β)T (ǫ)f0(ǫ)+
1
2A(ǫ)[α1+β+α1f1(ǫ)+βf2(ǫ)−α1f1(−ǫ)−βf2(−ǫ)]

4”) (α1 +β)f2(ǫ) = (α1 +β)T (ǫ− eV )f0(ǫ− eV )+ 1
2A(ǫ− eV )[α1 +β+α1f1(ǫ)+βf2(ǫ)−

α1f1(−ǫ+ 2eV ) − βf2(−ǫ+ 2eV )

Maintenant, si nous faisons l’hypothèse quef1 = fL et f2 = fR, nous pouvons voir que les
égalités3′′) et4′′) sont remplies, par conséquent, en admettant que la solutionest unique, nous avons
bienf1 = fL et f2 = fR.

C.2 Calcul des coefficientsBpl

Seulp = 1, 2 et l = 1, 2 nous intéresse carf2 = f3.

p = 1 et l = 1 :

f1(ǫ) = 1 si ǫ ∈] −∞;−∆] et f1(ǫ) = 0 si ǫ ∈]∆;∞] par conséquent, l’intégrale se réduit à une
intégrale de−∆ à∆,

∫ ∞

−∞
dǫf1(ǫ) (1 − f1(ǫ)) →

∫ ∆

−∆
dǫf1(ǫ) (1 − f1(ǫ)) .

Nous avonsN + 2 bandesδ1 et seules les(N + 1)èresbandes vont intervenir dansB11. Et nous avons
N +1 bandesδ2 et seules lesNèresbandes vont intervenir dansB11. Nous décomposonsB11 en deux
parties la première correspond aux contributions des bandes δ1 (Bδ1

11) et la seconde (Bδ2
11) correspond

aux contributions des bandesδ2.

Bδ1
11 =

N+1∑

i=1

δ1f
δ1;i
1 (ǫ)

(

1 − f δ1;i1 (ǫ)
)

= δ1

N+1∑

i=1

(

1 − i

N + 2

)(
i

N + 2

)

= δ1

(
N+1∑

i=1

i

N + 2
−
N+1∑

i=1

i2

(N + 2)2

)

= δ1
(N + 1)(N + 3)

6(N + 2)

Pour la dernière égalité, nous avons utilisé :
∑n

i=1 i = n(n+1)
2 et

∑n
i=1 i

2 = n(n+1)(2n+1)
6 . Nous



C.2. CALCUL DES COEFFICIENTSBPL 131

faisons la même chose pourBδ2
11

Bδ2
11 =

N∑

i=1

δ2f
δ1;i
1 (ǫ)

(

1 − f δ1;i1 (ǫ)
)

= δ2

N∑

i=1

(

1 − i

N + 1

)(
i

N + 1

)

= δ2

(
N∑

i=1

i

N + 1
−

N∑

i=1

i2

(N + 1)2

)

= δ2
N(N + 2)

6(N + 1)

En utilisantδ1 = 2∆ −NeV et δ2 = (N + 1)eV − 2∆, nous obtenons que

B11 = Bδ1
11 +Bδ2

11 =
1

6(N + 1)(N + 2)

(
2∆[N2 + 3N + 3] +N(N + 1)eV

)
(C.3)

p = 2 et l = 2 :

f2(ǫ) = 1 si ǫ ∈] −∞;−∆ + eV ] et f2(ǫ) = 0 si ǫ ∈]∆ + eV ;∞] par conséquent,
∫ ∞

−∞
f2(ǫ) (1 − f2(ǫ)) →

∫ ∆+eV

−∆+eV
f2(ǫ) (1 − f2(ǫ)) .

Nous avonsN+2 bandesδ1 et vont interveniri = 2, . . . ,N+2 dansB22. Et nous avonsN+1 bandes
δ2 et seules les bandesi = 2, . . . ,N + 1 vont intervenir dansB22. Nous décomposonsB22 en deux
parties la première correspond aux contributions des bandes δ1 (Bδ1

22) et la seconde (Bδ2
22) correspond

aux contributions des bandesδ2.

Bδ1
22 = δ1

(N + 1)(N + 3)

6(N + 2)

De la même manière nous avons

Bδ2
22 = δ2

N(N + 2)

6(N + 1)

En utilisantδ1 = 2∆ −NeV et δ2 = (N + 1)eV − 2∆, nous obtenons que

B22 = Bδ1
22 +Bδ2

22 =
1

6(N + 1)(N + 2)

(
2∆[N2 + 3N + 3] +N(N + 1)eV

)
(C.4)

Par conséquentB11 = B22.

p = 1 et l = 2 :

Bδ1
12 = δ1

N(N + 1)

6(N + 2)

Pour cela, nous avons utilisé
∑n

i=1(i+ 1)i = (n+2)(n+1)n
3 .

Bδ2
12 = δ2

N(N − 1)

6(N + 1)

Par conséquent,

B12 = Bδ1
12 +Bδ2

12 =
N

6(N + 1)(N + 2)
(2∆(N + 3) − 2(N + 1)eV ) (C.5)
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p = 2 et l = 1 :

Bδ1
21 = δ1

(N + 3)(N + 4)

6(N + 2)

Pour cela, nous avons utilisé
∑n

i=1 i(i− 1) = (n+1)n(n−1)
3 .

Bδ2
21 = δ2

(N + 2)(N + 3)

6(N + 1)

Par conséquent,

B21 = Bδ1
21 +Bδ2

21 =
N + 3

6(N + 1)(N + 2)
(2∆N + 4(N + 1)eV ) (C.6)

C.3 Equation de diffusion avec interactions

Nous devons résoudre (3.29). La partie de gauche est facile àintégrer. En supposant queT0 la
température qui thermalise le système est inférieure au gap∆, alors f(ǫ) ≈ θ(−ǫ) et sa dérivée
∂
∂ǫf(ǫ) ≈ −δ(ǫ). Maintenant, il nous suffit de faire une intégration par partie et nous obtenons que

−DE

∫ ∆

−∆
dǫǫ

∂2

∂ǫ2
f(ǫ) = −DE

∫ ∆

−∆
dǫǫδ(ǫ) = −DE (C.7)

Nous considérons la partie de droite

∫ ∆

−∆
dǫǫIee(ǫ) =

αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∞

−∞
dǫ2

∫ ∞

−∞
dǫ3

∫ ∞

−∞
dǫ4δ(ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 − ǫ4)

{ǫ1f(ǫ3)f(ǫ4)[1 − f(ǫ1)][1 − f(ǫ2)]
︸ ︷︷ ︸

A1

− ǫ1f(ǫ2)f(ǫ2)[1 − f(ǫ3)][1 − f(ǫ4)]
︸ ︷︷ ︸

A2

}

Nous avons toujours|ǫ1| < ∆. Si |ǫ2|, |ǫ3| et |ǫ4| < ∆ alors l’intégrale est nulle. Par contre, si une
des énergies est en dehors du gap, les termes contribuent à l’intégrale et si plusieurs énergies sont en
dehors du gap les termes sont négligeables par rapport aux termes où seule une énergie est en dehors
du gap. Nous listons les différents cas où une des énergies est en dehors du gap.

1) |ǫ2| > ∆, |ǫ3| < ∆ et |ǫ4| < ∆
ǫ2 > ∆ : A1 = ǫ1f(ǫ3)f(ǫ4)[1 − f(ǫ1)] = a1 etA2 = 0
ǫ2 < −∆ : A1 = 0 etA2 = ǫ1f(ǫ1)[1 − f(ǫ3)][1 − f(ǫ4)] = a2

2) |ǫ2| < ∆, |ǫ3| > ∆ et |ǫ4| < ∆
ǫ3 > ∆ : A1 = 0 etA2 = ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)][1 − f(ǫ4)] = a3

ǫ3 < −∆ : A1 = ǫ1f(ǫ4)[1 − f(ǫ1)[1 − f(ǫ2)] = a4 etA2 = 0
3) |ǫ2| < ∆, |ǫ3| < ∆ et |ǫ4| > ∆
ǫ4 > ∆ : A1 = 0 etA2 = ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)][1 − f(ǫ3)] = a5

ǫ4 < −∆ : A1 = ǫ1f(ǫ3)[1 − f(ǫ1)[1 − f(ǫ2)] = a6 etA2 = 0
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Nous pouvons voir que ces six termes sont équivalents, en prenantǫj → −ǫj pour j = 1, . . . , 4
et en utilisant le fait quef(ǫ) = 1 − f(−ǫ), alorsa1 = −a2, a3 = −a4 et a5 = −a6. Ensuite, en
échangeantǫ3 ↔ ǫ4, nous avonsa3 = a5 et finalement avecǫ3 ↔ −ǫ2, a3 = a2. Par conséquent,

∫ ∆

−∆
dǫǫIee(ǫ) = −6

αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−∆
dǫ2

∫ ∆

−∆
dǫ3

∫ ∞

∆
dǫ4ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)[1 − f(ǫ3)]δ(ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 − ǫ4)

= −6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−∆
dǫ2

∫ ∞

∆
dǫ4ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ4 − ǫ1 − ǫ2)θ(∆ − |ǫ1 + ǫ2 − ǫ4|)

= −6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2

∫ ∆+ǫ1+ǫ2

∆
dǫ4ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ4 − ǫ1 − ǫ2)

= −6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2

∫ ∆

∆−ǫ1−ǫ2
dǫ̃ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ̃)

Nous coupons en deux l’intégrale avec une partieJ< où ǫ1 + ǫ2 < ∆ et une partieJ> où ǫ1 + ǫ2 > ∆.
PourJ<, f(ǫ̃) ≃ e−ǫ̃/T0 car nous nous trouvons à desǫ̃ > 0.

J< = −6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2

∫ ∆

∆−ǫ1−ǫ2
dǫ̃ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ̃)θ(∆ − ǫ1 − ǫ2)

= 6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)T0

[

e−∆/T0 − e(−∆+ǫ1+ǫ2)/T0

]

θ(∆ − ǫ1 − ǫ2)

= 6T0e
−∆/T0

αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)




 1

︸︷︷︸

négligeable carǫ1+ǫ2>0

−e(ǫ1+ǫ2)/T0




 θ(∆ − ǫ1 − ǫ2)

= −6T0e
−∆/T0

αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2ǫ1 f(ǫ1)e

ǫ1/T0

︸ ︷︷ ︸

∼θ(ǫ1)

f(ǫ2)e
ǫ1/T0

︸ ︷︷ ︸

∼θ(ǫ2)

θ(∆ − ǫ1 − ǫ2)

= −6T0e
−∆/T0

αee
EF

∫ ∆

0
dǫ1

∫ ∆

0
dǫ2ǫ1θ(∆ − ǫ1 − ǫ2) = −6T0e

−∆/T0
αee
EF

∫ ∆

0
dǫ1ǫ1(∆ − ǫ1)

= −6T0e
−∆/T0

αee
EF

(∆3/2 − ∆3/3) = −∆3T0e
−∆/T0

αee
EF

Maintenant, nous regardonsJ> en utilisantf(ǫ̃) ≃ 1 pour ǫ̃ < 0 et ailleursf(ǫ̃) ≃ 0.

J> = −6
αee
EF

∫ ∆

−∆
dǫ1

∫ ∆

−ǫ1
dǫ2

∫ ∆

∆−ǫ1−ǫ2
dǫ̃ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ̃)θ(ǫ1 + ǫ2 − ∆)

= −6
αee
EF

∫ ∆

0
dǫ1

∫ ∆

∆−ǫ1
dǫ2

∫ 0

∆−ǫ1−ǫ2
dǫ̃ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)f(ǫ̃)

= −6
αee
EF

∫ ∆

0
dǫ1

∫ ∆

∆−ǫ1
dǫ2ǫ1f(ǫ1)f(ǫ2)



 ǫ1
︸︷︷︸

a

+ ǫ2
︸︷︷︸

b

− ∆
︸︷︷︸

c




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où

a ∼ −2∆3T0e
−∆/T0

αee
EF

b = −∆3T0e
−∆/T0

αee
EF

c = −3∆3T0e
−∆/T0

αee
EF

Par conséquentJ> ∼ 0 et donc

∫ ∆

−∆
dǫǫIee(ǫ) = −∆3T0e

−∆/T0
αee
EF

(C.8)

La valeur de la températureT0 peut alors être déterminée par l’équation (3.29)

DE = ∆3T0e
−∆/T0

αee
EF

(C.9)



Annexe D

Isolant à bande interdite

D.1 Description d’un isolant à bande interdite

Nous considérons le cas simplifié d’un isolant à bande interdite, qui a pour avantage d’être un
système gappé ne possédant pas de condensat. Pour la relation de dispersion d’un isolant à bande
interdite, nous prenons la relation de dispersion du modèleBCS.

Vecteur d’onde

k F

E
ne

rg
ie

F
−k

(vitesse de groupe négative)

Etats  vides

Etats  remplis

(vitesse de groupe positive)(vitesse de groupe négative)
Electron sur la branche LElectron sur la branche L Electron sur la branche R Electron sur la branche R

(vitesse de groupe positive)

FIG. D.1 – Représentation schématique de la relation de dispersion d’un isolant à gap∆, similaire
à celle de BCS. Les électrons avec des vecteurs d’ondes+kF appartiennent à la branche Ret les
électrons avec des vecteurs d’ondes−kF appartiennent à la branche L. Un électron sur la branche R
peut avoir une vitesse de groupe positive ou négative.

Les fonctions de Green avancées connectant les deux sitesα et β séparés par une distanceRα,β

sont données par

gAα,β(ω) =
πρN

kF |Rα,β|
sin (kF |Rα,β|)

−~ω
√

|∆|2 − (~ω)2
exp (−|Rα,β|/ξ(ω)),

oùρN est la densité d’états du métal normal,kF le vecteur d’onde de Fermi correspondant aux extrema
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de la relation de dispersion etξ(ω) = ~vF /
√

|∆|2 − (~ω)2 est la longueur de cohérence à énergie~ω
avecvF la vitesse de Fermi.

Nous séparons la branche droite (dénotéeR) de la branche gauche (dénotéeL) ayant un vecteur
d’onde≃ ±kF . Les indicesR etL sont soulignés pour ne pas mélanger avec les indices des fonctions
de Green avancéesA et retardéesR. Un électron de la brancheR peut avoir une vitesse de groupe
positive ou négative (voir Fig. D.1). Ainsi, la matrice des fonctions de Green2× 2 entre les tempst et
t′ et entre les positionsα etβ correspondante est donnée par [75]

ĝAα,β(t, t
′) = −iθ(t− t′)




〈
{

c†α,R(t′), cβ,R(t)
}

〉 〈
{

c†α,R(t′), cβ,L(t)
}

〉
〈
{

c†α,L(t′), cβ,R(t)
}

〉 〈
{

c†α,L(t′), cβ,L(t)
}

〉



 . (D.1)

Après transformée de Fourier, la matrice des fonctions de Green se réduit à

ĝAα,β(ω) = πρN
−~ω

√

|∆|2 − (~ω)2
exp (−|Rα,β |/ξ)

(
exp (ikFRα,β) 0

0 exp (−ikFRα,β)

)

(D.2)

pour la propagation d’une énergie~ω entre les deux points séparés parRα,β le long d’une chaîne
donnée.

Un couplage à un vecteur potentiel dû à un champ magnétique est obtenu en remplaçant̂gAα,β(ω)

par ĝAα,β(ω) exp
(

i2πφ0

∫ β
α A · dr

)

, où
∫ β
α A · dr est la circulation du vecteur potentiel sur un chemin

reliantα àβ etφ0 = h/e est le quantum de flux.

D.2 Transport dans un anneau isolant

Nous considérons une jonction tunnel, constituée d’un isolant à bande interdite avec une relation
de dispersion (Fig. D.1) entre deux électrodes normales.

Nous commençons par considérer l’expression pour la conductance d’une jonction Na-I-Nb de
Caroli, Combescot, Nozières et Saint-James [40]

G(ω) = 4π2 e
2

h
ρa,a(ω)ta,αG

A
α,β(ω)tβ,bρb,b(ω)tb,βG

R
β,α(ω)tα,a, (D.3)

où ~ω est égal à l’énergie de la tension de biaiseV , ρa,a(ω) et ρb,b(ω) sont les densités d’états dans
les électodes Na et Nb à énergie~ω. Les notationsta ≡ ta,α = tα,a et tb ≡ tb,β = tβ,b sont utilisées
pour les amplitudes de hopping pour les contacts avec les sitesα et β aux extrémités de l’isolant et
les sitesa et b respectivement en face des sitesα et β sur les électrodes normales (voir Fig. D.2).
L’équation (D.3) est valide pour tous les ordres des amplitudes tunnelta et tb, d’une jonction tunnel
avec des interfaces fortement transparentes. Les fonctions de Green complètes avancées et retardées
GAα,β(ω) etGRβ,α(ω) décrivent la propagation respectivement deα à β et deβ àα en incluant toutes

les excursions possibles dans les électrodes normales. Tandis quegAα,β(ω) et gRβ,α(ω) se restreignent à
l’isolant avecta = tb = 0. Physiquement, la propagation d’un électron à travers l’isolant de l’électrode
normale Na au tempsτa à l’électrode normale Nb au tempsτb1 se produit dans le même processus que

1correspondantà la fonction de Green avancéeGA
α,β(ω)
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I

V
I

a α β b

N N

FIG. D.2 – Représentation schématique du modèle de liaison forte pour une jontion N-I-N percée par
un trou.

la propagation d’un électron retournant de l’électrode Nb au tempsτb à l’électrode Na au tempsτa2.
Deux électrons se propageant vers l’avant et vers l’arrièreen temps peuvent rebondir indépendamment
aux interfaces durant le processus de transmission par effet tunnel (voir Fig. 1.14). Ceci correspond
aux contributions à la conductance des ordres supérieurs dans les amplitudes tunnel.

Nous pouvons faire un développement de la formule de transport et étudier les effets d’interférence
quantique en considérant une géométrie quasi unidimensionnelle formée d’un anneau isolant à bande
interdite, connecté à deux électrodes normales (voir Fig. D.3).

La fonction de Green avancée complète est donnée parGA
α,β =

gA
α,β

dA
a d

A
b −(d′a)A(d′b)

A (voir Eqs. (8) et

(9) dans [40]), avecdAa = 1− gAα,αtα,ag
A
a,ata,α, dAb = 1− gAβ,βtβ,bg

A
b,btb,β, (d′a)

A = gAβ,αtα,ag
A
a,ata,α et

(d′b)
A = gAα,βtβ,bg

A
b,btb,β. Après développement

GAα,β =
gAα,β

dAa d
A
b

+
(gAα,β)

2gAβ,α

(dAa d
A
b )2

(
tβ,bg

A
b,btb,β

) (
tα,ag

A
a,ata,α

)
+ ... (D.4)

Le développement dans l’équation (D.4) est justifié par l’amortissement des fonctions d’ondes dans
l’isolant [88, 18] : le second terme avec trois passage dans l’isolant est petit en comparaison du premier
terme invoquant un seul passage, en supposant que la moitié du périmètre de l’anneau est grande
par rapport à la longueur de cohérence. En séparant la propagation deα à β le long de la branche
supérieure et le long de la branche inférieure de l’anneau, ainsi qu’en incluant le facteur de phase relié
au flux enferméΦ, la combinaison des équations (D.3), (D.4) et degAα,βg

A
α,β = gAα,βg

R
α,β mène à des

oscillations dominantes enh/2e de la conductance en fonction du flux magnétiqueΦ. Par ailleurs,
nous avons une magnétorésistance positive à bas champ3.

2correspondantà la fonction de Green retardéeGR
β,α(ω)

3Le maximum de la conductance est pourΦ = 0.



138 ANNEXE D. ISOLANT À BANDE INTERDITE

αMétal normal Métal normal

Isolant

Isolant

x x’
x=0

φFlux
x’=0

y

y

1

2

y1=l1

y2=0

y1=0

y2= l2

β

’α β’

FIG. D.3 – Représentation schématique d’un anneau isolant quasi unidimensionnel à bande interdite,
connecté à deux électrodes normales.

Plus précisément, le champ magnétique est introduit en substituant la fonction de Green̂gAα,β(ω)

par ĝAα,β(ω) exp
(

i2πφ0

∫ β
α A · dr

)

, où
∫ β
α A · dr est la circulation du potentiel vecteur sur un chemin

reliantα àβ etφ0 = h/e est le quantum de flux. Nous gardons les termes oscillants à l’ordre le plus
bas dans la combinaisonGA

α,βG
R
β,α(ω) qui entre dans l’expression de la conductanceG(ω) (D.3). De

tels termes contiennent trois fonctions de Green avancée etune retardée, chacune contribuant à un
facteurexp (iπΦ/2φ0). Après moyennage sur les facteurs de phase de Fermi4 la partie oscillante de la
conductance à l’ordre le plus bas est proportionnelle àcos (4πΦ/φ0) = ℜ[exp (4iπΦ/φ0)], avec des
oscillations périodiques deh/2e de la conductance en fonction du flux magnétiqueΦ, typiques des
phénomènes de type localisation faible.

Le signe des oscillationscos (4πΦ/φ0) dans la conductance correspond à une magnétorésistance
positive à bas champ. Ceci est l’inverse de la localisation faible pour un métal normal. Des comporte-
ments similaires sont obtenus par Latyshevet al. [34] dans leurs expériences sur les ondes de densité
de charge.

D.3 Approche des fonctions d’ondes

Nous discutons les oscillations du courant par effet tunnelen fonction du champ magnétique à
l’aide du raccordement de fonctions d’ondes [89, 90]. Le butest de confirmer qualitativement l’ap-
proche des fonctions de Green et de présenter des résultats concrets pour les oscillations magné-
tiques. Nous considérons la géométrie sur la figure D.3 dans laquelle un anneau isolant est connecté
à deux électrodes normales. L’isolant à bande interdite estsupposé avoir une relation de dispersion
BCS comme décrit dans la section D.1. Les vecteurs d’ondes correspondants±kF ± i/ξ mènent aux
oscillations de la fonction d’onde avec périodeλF = 2π/kF et un amortissement dans l’isolant sur
la longueur de cohérenceξ. En suivant [89, 90] les fonctions d’ondesψL(x) dans l’électrode nor-
male gauche,ψ1(y1) dans la branche supérieure de l’anneau de longueurl1, ψ2(y2) dans la branche

4La moyenne doit être effectuéeà cause du caractère aléatoire du facteur de phase de Fermi à cause des diffusions sur les
impuretés. Nous avonsgA

α,βgA
α,β = gA

α,βgR
α,β
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FIG. D.4 – Coefficient de transmission d’un anneau formé d’un isolant à bande interdite avec la relation
de dispersion BCS en fonction du flux magnétiqueΦ enfermé dans la boucle, normalisé par le quantum
de fluxφ0 = h/e. Les différentes courbes correspondent à différentes valeurs deR/ξ. La valeur de
λF = 2π/kF est petite comparée àξ.

inférieure de l’anneau de longueurl2 etψR(x′) dans l’électrode normale de droite sont données par







ψL(x) = exp(−ikFx) + b exp(ikFx)

ψ1(y1) = ψα

sin (kF l1)
exp

(

−i2πφ0
y1A0

)

sin (kF (l1 − y1)) exp
(
y1−l1
ξ

)

+
ψβ

sin (kF l1) exp
(

i2πφ0
(l1 − y1)A0

)

sin (kF y1) exp
(

−y1
ξ

)

ψ2(y2) =
ψα′

sin (kF l2)
exp

(

−i2πφ0
y2A0

)

sin (kF (l2 − y2)) exp
(
y2−l2
ξ

)

+
ψβ′

sin (kF l2) exp
(

i2πφ0
(l2 − y2)A0

)

sin (kF y2) sin
(
−y2
ξ

)

ψR(x′) = b′ exp(ikFx
′),

où nous choisissons la jauge radiale avec une composanteA0 du potentiel vecteur et où les coefficients
b′ et b correspondent aux amplitudes de transmission et de retour.ψα, ψβ, ψα′ et ψβ′ dénotent les
amplitudes des composantes des fonctions d’onde de l’isolant localisées sur les différents noeuds. Le
raccord des fonctions d’ondes prend la forme,ψL(0) = ψ1(l1) = ψ2(0), ψR(0) = ψ1(0) = ψ2(l2), et
le raccord des dérivées des fonctions d’onde à gauche et à droite des noeuds est donné par

−∂ψL
∂x

(0) +
∂ψ1

∂y1
(l1) −

∂ψ2

∂y2
(0) = 0 (D.5)

−∂ψR
∂x

(0) − ∂ψ1

∂y1
(0) +

∂ψ2

∂y2
(l2) = 0. (D.6)

Ces équations sont déduites de l’intégration des équationsde Schrödinger avec respect des coordon-
nées sur toute la surface incluant les noeuds. Le coefficientde transmissionT0(Φ) = |b′(Φ)|2 est alors
évalué en moyennant sur les facteurs de phase de FermikF l1 etkF l2.
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Le coefficient de transmission est montré sur la figure D.4 pour différentes valeurs deR/ξ. Les
équations de raccord sont réduites par rapport à celles du métal normal [89, 90] pourR/ξ ≪ 1 et une
magnétoconductance positive de périodicitéφ0/2 est alors obtenue dans le rangR/ξ (comme pour la
localisation faible standard dans un métal normal, où l’augmentation d’un champ magnétique supprime
la localisation. Nous obtenons une périodicité deh/2e pourR/ξ ≫ 1, mais pas exactement de la forme
cos (4πφ/φ0) obtenue ci-dessus dans l’appendice D.2 dans les fonctions de Green microscopique.
Ceci est dû au fait qu’une magnétoconductance positive subsiste dans une région de faible champ
magnétique autour deφ = nφ0/2 (avecn un entier). Les harmoniques d’ordre supérieur jouent un rôle
également à cause des contacts fortement transparents utilisés pour la géométrie de l’anneau (Fig. D.3
et Eqs. (D.5) et (D.6)).



Annexe E

Onde dedensité de charge

E.1 Evaluation des diagrammesd’échelle pour le coefficient de trans-
mission

Pour inclure le désordre [91], nous regardons les modes de transmission, soit le coeffiecient de
transmission avec l’approximation d’échelle (voir Fig. B.3) évalué par la méthode de Smith et Ambe-
gaokar [76] par itération de

F̂ (τ̂n) =

∫
dk

2π

(
u w
v u

)†
ĜA(k, ω)τ̂nĜR(k + q, ω)

(
u w
v u

)

,

où u, v etw sont des variables aléatoires avec une distribution Gaussienne. Les matrices de Pauliτ̂n
sont telles que

τ̂0 =

(
1 0
0 1

)

, τ̂1 =

(
0 1
1 0

)

, iτ̂2 =

(
0 1
−1 0

)

et τ̂3 =

(
1 0
0 −1

)

.

Nous trouvons

F̂ (τ̂0) = (−A+B)(1 − α)~ωτ̂3 − 3A(1 + γ)∆iτ̂2

F̂ (τ̂1) = (A−B)(1 + γ)∆τ̂3 − 3A(1 − α)~ωiτ̂2

F̂ (iτ̂2) = 3(A+B)(1 + γ)∆τ̂0 − 3A(1 − α)~ωτ̂1

F̂ (τ̂3) = (−A−B)(1 − α)~ωτ̂0 −A(1 + γ)∆τ̂1,

avec

A =
m2

4~4k5
F

(8k2
F + 19q2)|u|2

(∆2(1 + γ)2 − ~ω2(1 − α)2)1/2

B =
m2

4~4k5
F

(8k2
F + 19q2)|v|2

(∆2(1 + γ)2 − ~ω2(1 − α)2)1/2
.
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En agissant deux fois aveĉF en accord aveĉG = F̂ 2 nous obtenons les équations2 × 2

Ĝ

(
τ̂0
τ̂1

)

=

(
a b
b′ a′

)(
τ̂0
τ̂1

)

Ĝ

(
iτ̂2
τ̂3

)

=

(
c d
d′ c′

)(
iτ̂2
τ̂3

)

,

avec

a = (A2 −B2)(1 − α)2(~ω)2 − 9A(A+B)(1 + γ)2∆2

b = A(10A −B)(1 − α)(1 + γ)~ω∆

b′ = −(A+B)(10A −B)(1 − α)(1 + γ) × ~ω∆

a′ = 9A2(1 − α)2(~ω)2 −A(A−B)(1 + γ)2∆2,

et des équations du même type pourc, d, c′ etd′ :

c = −3(A−B)(2A+B)(1 − α)(1 + γ)~ω∆

d = −9A
[
(A+B)(1 + γ)2∆2 −A(1 − α)2(~ω)2

]

c′ = (A−B)
[
(A+B)(1 − α)2(~ω)2 −A(1 + γ)2∆2

]

d′ = 3A(2A +B)(1 − α)(1 + γ)~ω∆.

La dernière étape consiste en une décomposition de la condition initiale sur les vecteurs propres dêG
et d’évaluer les coefficients de la série géométrique telle que

+∞∑

n=1

Ĝn
(
τ̂0
0

)

= A1

(
τ̂0
0

)

+B1

(
0
τ̂1

)

+∞∑

n=1

Ĝn
(

0
τ̂1

)

= A2

(
τ̂0
0

)

+B2

(
0
τ̂1

)

Nous trouvons

A1 = X
λ+

1 − λ+
ψ

(1)
+ + Y

λ−
1 − λ−

ψ
(1)
−

B1 = X
λ+

1 − λ+
ψ

(2)
+ + Y

λ−
1 − λ−

ψ
(2)
−

A2 = −X ′ λ+

1 − λ+
ψ

(1)
+ +X ′

λ−
1 − λ−

ψ
(1)
−

B2 = −X ′ λ+

1 − λ+
ψ

(2)
+ +X ′

λ−
1 − λ−

ψ
(2)
− ,
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avec

X =
1

2

(

1 − b′ − a

(b′ − a)2 + 4a′b

)

Y =
1

2

(

1 +
b′ − a

(b′ − a)2 + 4a′b

)

X ′ =
b

(b′ − a)2 + 4a′b

λ± =
1

2

(

a+ b′ ±
√

(a− b′)2 + 4a′b
)

ψ
(2)
± =

b′ − b±
√

(a− b′)2 + 4a′b

2b

et ψ(1)
± = 1. En effectuant le même calcul pour le secteur(iτ̂2, τ̂3) et en évaluant la série géomé-

trique comme
∑+∞

n=1 Ĝ
nF̂

(
τ̂0
0

)

dans les deux secteurs nous obtenons une expression de toutes les

composantes droite-gauche des coefficients de transmission d’une onde de densité de charge désor-
donnée. Ce dernier peut être utilisé pour évaluer les diagrammes sous le gap de processus similaires à
la localisation faible.
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