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Résumé 
 

Cette thèse est un travail de modélisation, commande, observation et simulation des 

systèmes électriques multimachines. L’aspect nouveau est constaté au niveau de l’utilisation 

de  l’observation d’état pour la commande en vue d’améliorer l’amortissement des systèmes 

électriques multimachines. Ce sujet est un sujet actuel et intéressant surtout avec le 

développement des réseaux de distribution. Des nouvelles sources, surtout les éoliennes, se 

trouvent en cogénération avec d’autre sources traditionnelles dans le même réseau ce qui met 

en question sa stabilité transitoire et dynamique. Cette thèse focalise sur l’impact de 

l’éolienne à vitesse variable sur le la stabilité du réseau électrique multimachine. L’éolienne, 

comme une source fluctuante, sera présentée, dans cette thèse, comme une source de 

perturbation qui influence la stabilité dynamique du réseau. Cette perturbation est liée 

directement à la commande de l’éolienne. L’éolienne est à machine asynchrone à vitesse 

variable commandée par orientation du flux statorique ou rotorique. Pour une telle commande 

la mesure du couple total est indispensable alors qu’il est difficilement mesurable. Dans ce 

contexte, un nouvel estimateur du couple total est discuté afin d’élaborer la commande. Nous 

comparerons entre trois types d’éolienne ; à MAS à vitesse fixe, variable et à MADA. Dans 

cette thèse, le modèle linéaire du système électrique multimachine sera obtenu en vue de la 

commande. Le modèle de l’éolienne ne sera pas inclus dans le modèle du réseau et l’éolienne 

sera considérée comme une charge passive. L’objectif final est d’améliorer les comportements 

dynamiques du système avec une commande par retour d’état statique. La commande et 

l’observateur d’état seront conçus par plusieurs méthodes très intéressantes parmi lesquelles la 

méthode LMI.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract  
 

This thesis is a work of modeling, control, observation and simulation of electrical 

multimachine power systems. The new aspect is found in the use of stat observer with control 

to improve electrical multimachine power system behaviour. This subject is a current and 

interesting especially with the development of distribution networks. New sources, 

particularly wind generators, located in a cogeneration with other traditional sources in the 

same network that calls into question its transient and dynamic stability. This thesis focuses 

on the impact of variable wind speed generator on the stability of multimachine power grid. 

The wind generator, as a fluctuating source will be presented, in this thesis, as a source of 

disturbance that influences the dynamic stability of the network. This disturbance is linked 

directly to the control of the wind generator. The wind generator is based on a variable speed 

asynchronous machine controlled by flux orientation in the rotor or in the stator. For such a 

control the total torque measure is indispensable while it is difficult to measure. In this 

context, a new estimator of the total torque is discussed in order to prepare the control. We 

compare three types of wind generator; with fixed speed asynchronous generator, with 

variable speed asynchronous generator controlled in the stator or in the rotor. In this thesis, 

the linear model of multimachine power system will be obtained for the control application. 

The model of the wind generator will not be included in the model of the network and the 

wind generator will be regarded as a passive load. The main objective of this thesis is to 

improve the dynamic behaviour of the system by static feedback gain. The control and the stat 

observer will be designed by several very interesting methods including LMI method. 
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Introduction générale 
 

Le problème de tous les jours et dans le monde entier est de répondre à la demande 

énergétique qui augmente de plus en plus. L’augmentation rapide de l’activité industrielle 

dans les pays développés et l’investissement des entreprises dans les pays qui assurent un coût 

de production moins élevé a accru très rapidement la demande mondiale d’énergie. Cette 

augmentation se traduit, en réalité, par une augmentation des prix du pétrole qui représente la 

source la plus importante de l’énergie. La réserve mondiale du pétrole diminue de plus en plus 

et dans les années qui suivent il n’y aura pas assez du pétrole pour couvrir la demande. Le 

climat de la terre évolue vers le mauvais et les sources naturelles d’eau se raréfient. L’énergie 

nucléaire n’est pas disponible pour tout le monde pour des raisons politiques ou financières, 

son installation coûte cher et elle peut être dangereuse au niveau écologique. L’utilisation de 

ces sources conventionnelles est alors limitée ou n’est pas encouragée pour des raisons liées à 

l’environnement. Pour toutes ces raisons le monde se dirige vers les sources renouvelables, le 

soleil, le vent, les courants sous-marins et d’autres pour produire de l’électricité. Actuellement 

l’électricité renouvelable ne fait qu’une petite portion de l’énergie produite mais cette portion 

va augmenter de plus en plus. Les sources d’énergie renouvelable, vu leurs puissances et leurs 

installations dans les réseaux de distribution, sont appelées aussi la production décentralisée 

ou la génération d’énergie dispersée. Les réseaux de distribution sont la dernière phase dans la 

procédure d’acheminement de l’énergie électrique à partir des centrales de productions aux 

consommateurs. Selon [1], l’architecture du réseau français, par exemple, comprend un réseau 

de transport, de répartition et de distribution. Le réseau de transport est un réseau maillé sur 

lequel sont raccordées les grandes centrales classiques comme les centrales nucléaires, 

hydrauliques… il comprend des lignes à très haute tension (400 kV, 225 kV). Le réseau de 

répartition comprend des lignes de 90 kV et 63 kV, les centrales électriques d’une puissance 

de moins de 250 MW ainsi que des utilisateurs industriels. Le réseau de distribution de 20 kV 

à 400 V fournit directement l’énergie au consommateur. Ce réseau est généralement de 

structure radiale, éventuellement bouclé dans les zones urbaines pour assurer la continuité de 

service. La production décentralisée basée sur des unités de production traditionnelle, 

renouvelable ou cogénération, s’installe de plus en plus dans les réseaux de distribution. Les 

générateurs électriques avec des turbines à combustion, les micro turbines à combustion, les 

éoliennes, les hydroliennes, les photovoltaïques et d’autres générateurs se trouvent en 

cogénération dans un seul réseau. Un réseau qui, dans le passé, n’était pas conçu pour ce 

genre de modification. Le réseau de distribution est devenu un réseau presque complet 

composé des producteurs, des consommateurs et de la transmission. L’écoulement de 

puissance et le bilan de tension ne dépendent plus  des consommateurs mais aussi des 

producteurs. Le problème de la stabilité bien connu dans les réseaux de transport est alors 

nouveau dans les réseaux de distribution. La stabilité angulaire, la stabilité de tension et la 

stabilité de fréquence doivent être revues, [1], ce qui signifie que la stabilité est toujours un 

problème actuel.  

 

Les éoliennes qui sont une partie importante de la production décentralisée influencent 

la stabilité du réseau auquel elles sont reliées. En effet, la puissance électrique produite par 

l’éolienne est fluctuante. Elle varie brutalement suite à une variation rapide de la vitesse du 

vent. Ceci peut être considéré comme une perturbation sur la puissance injectée dans le réseau 

et peut mettre en danger la stabilité du réseau. En plus, les éoliennes modifient la structure du 

réseau, cette modification change les comportements dynamiques des machines suite à une 

perturbation comme un court circuit.  L’intérêt d’étudier la stabilité dans les réseaux de 

distribution électrique est d’estimer l’impact de la production décentralisée sur les 
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comportements dynamique du réseau et d’essayer de trouver des solutions pour améliorer ces 

comportements.  

 

La présente thèse traite le problème de la stabilité dynamique d’un réseau de 

distribution avec la présence d’une éolienne. Les comportements dynamiques des générateurs 

interconnectés dans le réseau seront consultés et une solution pour les améliorer sera 

proposée. La solution proposée est d’agir sur les systèmes d’excitation des générateurs 

synchrones par des signaux supplémentaires. Ces signaux sont les commandes élaborées par 

la méthode de la commande par placement de pôles. La commande par retour d’état linéaire 

se sert de toutes les variables d’état du système qui ne sont pas toutes mesurables. Cette non 

mesurabilité implique l’utilisation d’un observateur d’état de l’ordre complet ou réduit pour 

pouvoir réaliser la commande. 

 

Le réseau de distribution dans cette thèse se compose de plusieurs générateurs 

synchrones alimentant des charges. L’éolienne sera considérée comme une charge passive qui 

injecte une puissance dans le réseau. Les raisons de cette considération seront discutées dans 

le premier chapitre. La propriété des machines synchrones interconnectées est qu’elles 

tournent à la même vitesse de synchronisme. C’est ce qu’on appelle la stabilité de l’angle du 

rotor de la machine synchrone. Le système électrique multimachine est stable s’il est capable 

de conserver le synchronisme de ces machines lorsqu’une perturbation apparaît.  Dans le cas 

où la perturbation est forte, la stabilité est appelée transitoire. Le système multimachine est 

décrit par des équations différentielles non linéaire. Cette stabilité peut être analysée par la 

méthode directe de Lyapunov. Par contre, pour une faible perturbation, c’est le terme stabilité 

dynamique qui désigne le phénomène de synchronisation. La stabilité dynamique est 

autrement appelée la stabilité des petites oscillations vu l’amplitude des oscillations produites 

dans le système. Ces oscillations ont pour origine une variation d’une charge connectée sur le 

réseau. Dans ce cas, le système  électrique multimachine peut être décrit par des équations 

linéaires et commandé par une méthode de commande linéaire pour améliorer ces 

comportements dynamiques, [2] et [3].    

 

Dans le premier chapitre, l’éolienne sera présentée comme une source de perturbation 

de type variation de charge. Après la modélisation de l’éolienne, sa commande à vitesse 

variable sera élaborée. Pour contrôler la vitesse, la commande vectorielle du couple 

électromagnétique sera utilisée. L’objectif d’un tel contrôle est de maximiser la puissance 

produite par l’éolienne lorsque la vitesse du vent est en dessous de sa valeur nominale. 

Lorsque la vitesse du vent dépasse sa valeur nominale, les pales seront commandées afin de 

limiter la puissance électrique à sa valeur nominale. Une comparaison de comportements de 

plusieurs types de configuration d’éoliennes sera discutée pour le même profile du vent. Les 

résultats de comparaison montreront l’efficacité de la commande de l’éolienne en vue 

d’optimiser sa puissance. En revanche, des pics de puissance seront surtout remarqués sur la 

puissance produite par l’éolienne à vitesse variable ce qui représente une perturbation vue du 

réseau. Dans ce chapitre, un nouveau estimateur du couple total sera discuté, un tel estimateur 

est indispensable pour élaborer la commande en boucle fermée de la vitesse mécanique.   

 

Le deuxième chapitre sera consacré à la modélisation d’un réseau de distribution 

multimachine. Une grande masse d’équations seront exposées afin de permettre au lecteur de 

comprendre le modèle complet du réseau. Le modèle non linéaire sera d’abord établi, ensuite, 

le modèle sera linéarisé et exprimé dans l’espace d’état. Selon le choix des variables d’état, 

surtout en ce qui concerne les angles des rotors, deux modèles seront distingués. Un modèle 

classique basé sur l’angle absolu et un modèle basé sur l’angle relatif des machines. Dans ce 
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chapitre, une comparaison sera faite entre le modèle absolu, le modèle absolu modifié et le 

modèle relatif. Une deuxième comparaison entre le modèle non linéaire et le modèle relatif 

linéarisé permettra de valider les démarches de la linéarisation. Nous allons traiter aussi le 

modèle relatif d’un réseau local de distribution connecté  à un réseau infini. L’objectif de ce 

chapitre est de justifier notre choix du modèle relatif et de valider les démarches de la 

linéarisation par les résultats de simulation. Il faut noter que le modèle de l’éolienne ne sera 

pas intégré dans le modèle du réseau pour simplifier le calcul et à cause de la difficulté de 

trouver le modèle dynamique du convertisseur de puissance et de sa commande. L’éolienne 

sera plutôt considérée comme une charge qui varie. 

 

Le troisième chapitre  aura pour  objectif d’améliorer les comportements dynamiques 

du réseau par une commande par retour d’état globale. Le principe de la commande par retour 

d’état statique sera abordé et son gain sera calculé de trois façons différentes ; d’abord, par la 

minimisation d’un critère énergétique dont le fameux problème du choix des matrices de 

pondération d’état et de commande sera discuté. Puis, par la méthode LMI (Linear Matrix 

Inequality) qui sert à imposer certaine dynamique sur les états du système en boucle fermée. 

La troisième méthode servira à optimiser le gain calculé par la méthode LMI. Elle est basée 

sur l’optimisation d’une fonction objectif basée sur la matrice de Lyapunov et le gain de la 

commande. Pour l’application de cette méthode, la méthode  d’optimisation de Rosenbrock 

sera utilisée. Le problème de la commande par retour d’état entier est que toutes les variables 

d’état ne sont pas mesurables ce qui implique leur observation. Ce chapitre présentera la 

conception d’un observateur d’état d’ordre complet et réduit. C’est une nouvelle contribution 

dans le problème de la stabilité dynamique des systèmes électriques multimachines. Le gain 

de l’observateur d’ordre complet et réduit sera calculé par les mêmes méthodes de calcul du 

gain de la commande par retour d’état.  

 

Dans le quatrième chapitre, nous allons appliquer l’étude théorique développée au 

cours du troisième chapitre sur un exemple d’un réseau de distribution. Nous allons concevoir 

la commande et l’observateur d’ordre complet et réduit. Les résultats de simulation vont 

montrer que les comportements du système équipé par un observateur et commandé en boucle 

fermée seront bien améliorés. Un retour plus rapide à l’état initial du système caractérisera les 

états de type mécanique. Nous allons remarquer que cette amélioration des états mécanique 

sera au prix des états électriques qui vont connaître des amplitudes relativement importantes. 

La comparaison entre le système avec et sans observateur sera aussi discutée pour confirmer 

la performance de l’observation d’état utilisée. 

 

Après la conclusion générale,  dans l’annexe, nous retrouverons les détails de la 

modélisation linéaire d’un réseau électrique multimachine en vue d’étudier sa stabilité 

dynamique. Nous trouverons aussi une validation numérique de la méthode de Rosenbrock. 
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CHAPITRE I : MODELISATION ET COMMANDE 
D’UNE EOLIENNE A VITESSE VARIABLE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre I                                                  Modélisation et commande d’une éolienne à vitesse variable 

 

7 

1 Introduction  
 

Dans l’introduction générale nous avons rappelé quelques définitions de la stabilité dans 

les systèmes électriques multimachines. Nous avons dit que le problème de la stabilité 

dynamique est nouveau dans les réseaux de distribution. Autrefois, ces réseaux ont été 

considérés comme passifs. Aujourd’hui, ces réseaux sont devenus actifs dans lesquels des 

nouvelles sources de production électrique s’installent de plus en plus. Parmi ces nouvelles 

sources, l’éolienne à vitesse variable apparaît comme une source intéressante. L’éolienne est 

un dispositif qui transforme l’énergie cinétique du vent en énergie électrique transmise au 

consommateur. La turbine éolienne récupère l’énergie cinétique du vent et la transforme en 

couple mécanique qui entraîne un générateur électrique synchrone ou asynchrone. La vitesse 

du générateur peut être contrôlée en agissant sur les tensions et la fréquence d’alimentation. 

Ce contrôle de vitesse vise à optimiser la puissance électrique envoyée au consommateur. Par 

contre, nous avons annoncé que l’éolienne à vitesse variable peut représenter une source de 

perturbation dans le réseau où elle fonctionne en cogénération avec d’autres générateurs 

synchrones classiques. Dans ce chapitre, nous allons expliquer pourquoi l’éolienne sera 

considérée comme une source de perturbation. Nous allons, d’abord, développer le modèle de 

l’éolienne à machine asynchrone en vue de la commander à vitesse variable. Ensuite, la 

vitesse de l’éolienne sera asservie en agissant sur le couple électrique par orientation du flux 

statorique ou rotorique. Cette méthode de commande exigera la connaissance du couple total 

qui sera estimé par un nouvel estimateur du couple. Une autre commande par vois mécanique 

sera aussi discutée. Il s’agit de commander les pales de la turbine éolienne en vue de limiter la 

puissance électrique produite. Un tel réglage de la puissance est nécessaire lorsque la vitesse 

du vent est supérieure à sa valeur nominale. La commande de l’éolienne vise alors à optimiser 

la puissance extraite du vent lorsque la vitesse du vent est inférieure à sa valeur nominale et à 

limiter la puissance électrique lorsque la vitesse du vent est supérieure à la valeur nominale. 

Après la partie modélisation et commande, la simulation sera abordée à la fin de ce chapitre. 

Trois types d’éolienne à machine asynchrone seront simulés. La première est une éolienne à 

machine asynchrone à cage à vitesse variable, la deuxième est une éolienne à machines 

asynchrone à cage à vitesse fixe et la dernière est une éolienne à machine asynchrone à double 

alimentation commandée à vitesse variable. Nous allons comparer  ces types d’éolienne pour 

montrer l’avantage de l’un par rapport à l’autre. Nous allons aussi valider par la simulation 

l’utilisation du nouvel estimateur du couple. Les résultats montreront  que l’éolienne à vitesse 

variable injecte ou absorbe instantanément de la puissance électrique ce qui perturbe 

l’équilibre de la puissance dans le réseau. Cette variation de la puissance de l’éolienne sera 

considérée comme une perturbation passive, c'est-à-dire, comme une variation d’une charge 

dans le réseau. Dans ce contexte, le modèle de l’éolienne ne fera pas partie du modèle du 

réseau dans les chapitres suivants.  

 

Maintenant, avant d’aborder la modélisation, nous allons expliquer pourquoi on a intérêt 

à commander l’éolienne à vitesse variable.  

 

2 Intérêt du contrôle  
 

La figure 1.1 illustre les caractéristiques non linéaires (puissance mécanique-vitesse 

mécanique). Pour chaque vitesse du vent il y a une courbe associée. L’éolienne, à qui 

appartiennent ces caractéristiques, fonctionne, sans commande, avec un vent dont la vitesse 

est comprise entre une valeur minimale ( smv /1.7min = ) et une valeur maximale 
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( smvn /12= ). Si la vitesse du vent est inférieure à minv  l’éolienne consomme de l’énergie 

électrique en mode moteur. Si la vitesse du vent est supérieure à nv  l’éolienne produit un 

excès de puissance électrique ce qui soumet le générateur à des contraintes électriques 

dangereuses. Lorsque la vitesse du vent varie entre minv  et nv , la vitesse mécanique du 

générateur  varie entre la vitesse de synchronisme sΩ  et la vitesse mécanique nominale 

nommecΩ , ce qui correspond au point 3, 2 et 1. Dans ce sens, et selon la figure 1.1, l’éolienne 

produit de la puissance mais n’est pas au maximum possible, voir points 2 et 3.  Cependant,  

sur les courbes de puissance il y a des points de puissance maximale (4, 5 et 6) qui 

correspondent à des vitesses différentes. Il est facile de constater, alors, que faire fonctionner 

l’éolienne à ces points de fonctionnement permet de maximiser la puissance extraite du vent 

lors de la variation de ce dernier [4]. Pour cette raison, et pour ne pas dépasser la puissance 

nominale du générateur éolien, deux politiques de contrôle, selon la vitesse du vent, 

permettent de maximiser l’exploitation de l’éolienne : 

 

1. Pour maximiser la puissance, lorsque la vitesse du vent est inférieure à sa valeur 

nominale, la vitesse mécanique de l’éolienne est contrôlée ce qui correspond aux points 4, 

5 et 6 par exemple. Cette commande permet aussi de commencer la production de 

l’énergie avec des vitesses du vent inférieures à minv , par exemple cette éolienne à vitesse 

variable commence  à produire de l’énergie dès la vitesse du vent qui égale à 

( =onv_ sm /4 ).   
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Figure 1.1. Caractéristique (puissance- vitesse mécanique) 

  

2. Pour fonctionner avec un vent dont la vitesse est supérieure à une valeur nominale et 

augmenter l’énergie électrique, l’angle des pales de l’éolienne est contrôlé afin de 

conserver la puissance produite proche de sa valeur nominale. Cette commande permet de 

fonctionner avec des vitesses du vent supérieures à nv , à condition que l’éolienne 

supporte les contraintes mécaniques. 

   

Résumé : la commande de l’éolienne permet de l’exploiter au maximum. La puissance 

électrique sera optimisée tout en fonctionnant sur une plage de vitesse plus importante.   
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3 Configurations de l’éolienne à vitesse variable  
 

L’éolienne à vitesse variable connectée au réseau est composée d’une turbine, un 

multiplicateur, un générateur, un convertisseur de puissance. D’autres éléments comme des 

filtres et des capacités de compensation réactive sont aussi ajoutés pour améliorer la qualité de 

l’énergie produite. Les transformateurs assurent l’adaptation de la tension au point de 

connexion de l’éolienne avec le réseau. La partie électrique de l’éolienne, en général, consiste 

en un générateur électrique synchrone ou asynchrone. Les machines synchrones utilisées sont 

plutôt à rotor bobiné avec un grand nombre de pôles [5] ; elles tournent, donc, à une vitesse 

lente et elles sont connectées à des réseaux de moyenne tension. La turbine éolienne est 

directement reliée au rotor sans multiplicateur de vitesse. Les machines à réluctance variable 

se classent aussi sous cette catégorie de générateurs [6]. Ces générateurs sont connectés au 

réseau 50 Hz  par l’intermédiaire d’un convertisseur de puissance. La puissance produite par 

ces éoliennes est généralement faible. 

La deuxième catégorie d’éolienne repose sur des machines asynchrones à cage ou à rotor 

bobiné. Ces machines tournent à une vitesse beaucoup plus importante que celle de la turbine 

éolienne d’où la nécessité d’utiliser un multiplicateur de vitesse. Cette technologie est utilisée 

pour les fortes puissances et retenue par les constructeurs pour la connexion au réseau 

moyenne tension. 

 

La machine asynchrone fonctionne en mode moteur ou générateur. Elle peut être alimentée 

par le stator (machine à cage ou à rotor bobiné court-circuité) ou par le stator et le rotor à la 

fois (machine à rotor bobiné). 

 

Dans ce chapitre, l’éolienne entraîne une machine asynchrone. Deux configurations 

seront traitées ; l’éolienne pilotée au stator et l’éolienne  pilotée au rotor. 

 

3.1 Eolienne à machine asynchrone à cage 
 

L’éolienne dans cette configuration entraîne  une machine asynchrone à cage 

connectée au réseau par l’intermédiaire d’un convertisseur de puissance situé au circuit 

statorique, voir la figure 1.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.2. Eolienne à MAS pilotée au stator 

 

 

Multiplicateur

Machine asynchrone

Réseau

Turbine

ac

dc

dc
ac

Onduleur

Transformateur

Redresseur

B
u
s 

co
n
ti

n
u



Chapitre I                                                  Modélisation et commande d’une éolienne à vitesse variable 

 

10 

Le redresseur assure des tensions et des fréquences variables à la sortie du générateur ce qui 

permet de conduire la vitesse de l’éolienne. Il reçoit ses consignes de tension et de fréquence 

du processus de la commande. L’onduleur est contrôlé pour garder constante la tension de bus 

continu (représenté par une capacité sur la figure 1.2). 

 

Les pales de la turbine éolienne sont orientables (commandable) pour permettre de limiter la 

puissance électrique produite constante et égale à sa valeur nominale lors des vitesses du vent 

très importantes. 

 

3.2 Eolienne à machine asynchrone à double alimentation 
  

Dans cette conception le stator de la machine asynchrone est connecté directement au 

réseau. Le convertisseur de puissance se trouve au circuit rotorique. Le redresseur alimente les 

enroulements rotoriques par les tensions et la fréquence de consigne qu’il reçoit de la 

procédure de  commande. L’onduleur est contrôlé d’une manière à garder constante la tension 

du bus continu. Cette configuration a l’avantage de réaliser des économies sur les 

convertisseurs de puissance car la puissance transitée par le circuit rotorique est faible par 

rapport à la puissance statorique dans la 1
ère

 configuration [4].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.3. Eolienne à MADA pilotée au rotor 

 

4 Modélisation de l’éolienne  
  

Dans ce paragraphe nous allons élaborer le modèle de l’éolienne pour la commander à 

vitesse variable. La turbine éolienne sera modélisée ainsi que le générateur asynchrone. Le 

modèle du convertisseur de puissance ne sera pas inclus dans le modèle de l’éolienne. En 

effet, la modélisation de cette partie électronique de puissance est difficile, surtout en régime 

transitoire. En plus, inclure le modèle du convertisseur dans le modèle complet augmente le 

temps de simulation. En plus, dans cette thèse, nous ne nous intéressons pas à la stratégie de 

la commande des convertisseurs, nous sommes plutôt intéressés par la variation de la 

puissance écoulée entre le générateur éolien et le réseau. Le convertisseur de puissance et sa 

commande sont supposés idéaux, c'est-à-dire que les puissances électriques à l’entrée et à la 

sortie du convertisseur de puissance sont égales. La figure suivante montre les deux parties à 

modéliser : 
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1. Partie mécanique I. 

2. Partie électrique II. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.4. Configuration d’une éolienne 

 

4.1 Partie mécanique 
 

Sur l’arbre de l’éolienne il y a la turbine éolienne, le multiplicateur de vitesse et le 

rotor du générateur. La turbine éolienne se compose de plusieurs pales fixes ou orientables. 

80% des fabricants fabriquent des turbines tripales pour des raisons de stabilité, de poids et de 

fluctuations mécaniques [4]. La turbine éolienne, en général, tourne à une vitesse nominale de 

25 à 40 ( mntr / ). Le multiplicateur adapte la vitesse de la turbine éolienne à celle du 

générateur électrique qui tourne à environ 1500 ( mntr / ). Avec les mêmes simplifications 

citées dans [4], le modèle de la partie mécanique peut être obtenu. L’élasticité et le frottement 

des pales avec l’air sont ignorés. 

  

4.1.1 Modèle de la turbine éolienne  
 

Le schéma bloc qui représente la turbine éolienne est illustré sur la figure 1.5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.5. Modèle de la turbine éolienne 

 

La turbine éolienne est caractérisée par les courbes du coefficient de puissance pC  qui 

est une fonction du rapport de vitesse 
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Où : 

 

tΩ  = Vitesse angulaire mécanique ( srad /  mécanique) de la turbine. 

v  = Vitesse du vent ( sm / ). 

ρ  = Densité de l’air 1.22 ( 3/ mKg ) à la pression atmosphérique à 15°C. 

R  = Rayon de la turbine = longueur de pale en ( m ).  

 

Pour notre exemple d’éolienne, le coefficient de puissance PC  est donné par la relation 

suivante 

λβ
ββλ

βλ ββλ

6

)
13

035.0

08.0

1
(5

43321 ))
1

035.0

08.0

1
((),( ceccccC

c

p ++++−−−−−−−−
++++

−−−−
++++

==== ++++
−−−−

++++
−−−−

         (1.1) 

 

Où : 

0068.0215

4.01165109.0

654

321

===

===

ccc

ccc
  

 

La figure 1.6 illustre les courbes de  )(λpC  pour plusieurs valeurs de (deg)β obtenues par la 

relation (1.1). 

 
Figure 1.6. Courbes du coefficient ),( βλpC  

 

Sur la figure 1.6, plusieurs courbes sont distinguées mais nous somme intéressés à celle qui 

possède le plus haut sommet. Cette courbe est caractérisée par le point optimal  

( (deg)0,475.0,1.8 max === βλ popt C ) qui est le point correspondant au maximum du 

coefficient de puissance PC  et donc au maximum de la puissance mécanique récupérée.  

Nous remarquons que l’augmentation de β  permet de dégrader le coefficient pC , et par 

conséquent, provoquer la diminution de la puissance mécanique récupérée sur l’axe de la 

turbine éolienne.  
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Le couple mécanique sur l’axe de la turbine est donné par la relation suivante :  

 

t

P

t

t
t

vRCP
C

ΩΩ

325.0 ρπ
========  en ( mN. )                                        (1.2) 

 

4.1.2. Modèle du multiplicateur 
 

Le multiplicateur est la liaison entre la turbine et le générateur. Il est supposé rigide et 

modélisé par un simple gain. L’élasticité et le frottement du multiplicateur sont négligés. Les 

pertes énergétiques dans le multiplicateur sont considérées nulles. Le couple mécanique de la 

turbine éolienne est divisé par le rapport de multiplicateur pour obtenir le couple mécanique  

sur l’arbre du générateur, [4]. 

 

tmec C
G

C
1

=                                                            (1.3) 

Où : 

G  = Rapport de multiplication (-). 

mecC  = Couple mécanique sur l’axe du générateur en ( mN. ). 

 

Le multiplicateur adapte la vitesse de la turbine à celle du générateur comme suivant 

 

tmec GΩΩ ====                                                           (1.4) 

 

Où : 

mecΩ  = Vitesse du générateur ( srad /  mécanique). 

 

4.1.3. Modèle de l’arbre    
 

 L’arbre du générateur est modélisé par l’équation suivant 

 

mecT
mec fC

dt

d
J Ω

Ω
−−−−====                                                (1.5) 

Où : 

 

J  = Inertie totale des parties tournantes ( 2.mKg ). 

f  = Coefficient de frottements visqueux. 

emmecT CCC +=  = Couple total de l’éolienne. 

emC  = Couple électromagnétique du générateur en ( mN. ). 

 

En fonctionnement générateur le couple électromagnétique emC  a un signe négatif. 

L’inertie totale est la somme de l’inertie du générateur et de la turbine ramenée au côté 

générateur c’est-à-dire : 

Générateur
Turbine J
G

J
J +=

2
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Le schéma bloc suivant représente le modèle de l’arbre de l’éolienne associé au modèle de la 

turbine 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.8. Modèle de l’arbre et de la turbine éolienne 

 

4.1.4 Modèle de l’actionneur des pales  
 

Le système d’orientation des pales sert essentiellement à limiter la puissance générée. 

Avec un tel système les pales sont tournées par un dispositif de commande appelé (Pitch 

control). En réglant l’angle d’orientation des pales, on modifie les performances de la turbine 

et plus précisément le coefficient de puissance, voir la figure 1.6. Les pales sont face au vent 

en basse vitesse et pour les fortes vitesses elles s’inclinent pour dégrader le coefficient de 

puissance.   

 

 

 

 

 

 

   

Figure 1.9.  Orientation des pales 

 

Le système d’orientation de l’angle des pales est approché par une fonction de 

transfert de 1
er

 ordre dans [1] et par un intégrateur dans [8, 9, 10]. Cet actionneur est 

commandé en boucle fermée pour asservir l’angle de calage des pales β  avec des contraintes 

sur β , [11, 12], voir la figure 1.10 :  

 

 

 

 

 

Figure 1.10. Modèle et commande du système de calage de pale 

Où : 

βτ   = Constante de temps de l’actionneur (s). 

maxmin ,ββ   = Limites de l’angle de calage des pales dépendant de la conception physique.  

s    = Opérateur de Laplace. 

refβ   = Référence d’angle reçue du processus de la commande de la puissance 

électrique. 
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4.2 Modélisation de la machine asynchrone 
 

Avant la mise en équations de la machine asynchrone dans les axes d  et q  prenons en 

compte les hypothèses suivantes : 

 

4.2.1 Hypothèses 
  

Avant de modéliser la machine asynchrone il est nécessaire de faire les hypothèses 

suivantes : 

 

� La saturation est négligée ; il en résulte que les inductances propres et mutuelles 

sont indépendantes des courants qui circulent dans les enroulements. 

� Les f.m.m. sont réparties sinusoïdalement dans l’entrefer de la machine, il y a 

symétrie par rapport à l’axe magnétique des enroulements. 

� Les encoches sont supposées inexistantes. 

� On ne tient pas compte de l’hystérésis et des courants de Foucault dans les parties 

magnétiques. 

 

 4.2.2 Equations du stator 
 

Les équations suivantes représentent le modèle de Park stator : 

 

ssqsdssd
sd wIRV

dt

d
φ

φ
++++−−−−====                                            (1.6) 

ssdsqssq

sq
wIRV

dt

d
φ

φ
−−−−−−−−====                                             (1.7) 

rdmsdssd ILIL ++++====φ                                                      (1.8) 

rqmsqssq ILIL ++++====φ                                                      (1.9) 

 
Où : 

 

sdφ , sqφ  = Flux du stator sur les axes d  et q . 

sdV , sqV  = Tensions du stator sur les axes d  et q . 

sdI , sqI  = Courants du stator sur les axes d  et q . 

sw   = Pulsation des courants statoriques. 

sR   = Résistance du stator. 

sL   = Inductance du stator. 

mL   = Inductance mutuelle entre le stator et le rotor. 

 

4.2.3 Equations du rotor 
 

Le modèle de Park du rotor est décrit par les équations différentielles suivantes : 

 

slrqrdrrd
rd wIRV

dt

d
φ

φ
++++−−−−====                                          (1.11) 



Chapitre I                                                  Modélisation et commande d’une éolienne à vitesse variable 

 

16 

slrdrqrrq

rq
wIRV

dt

d
φ

φ
−−−−−−−−====                                          (1.12) 

 

Pour la machine asynchrone à cage les enroulements du rotor sont court-circuités: 

0== rqrd VV  

Les équations (1.11) et (1.12) deviennent 

 

slrqrdr
rd wIR

dt

d
φ

φ
++++−−−−====                                              (1.13) 

slrdrqr

rq
wIR

dt

d
φ

φ
−−−−−−−−====                                              (1.14) 

sdmrdrrd ILIL ++++====φ                                                 (1.15) 

sqmrqrrq ILIL ++++====φ                                                  (1.16) 

Où : 

rdφ , rqφ  = Flux du rotor sur les axes d  et q . 

rdV , rqV  = Tensions du rotor sur les axes d  et q . 

rdI , rqI  = Courants du rotor sur les axes d  et q . 

slw  = Pulsation des courants rotoriques. 

rR  = Résistance au rotor. 

rL   = Inductance du rotor. 

mL   = Inductance mutuelle entre le stator et le rotor. 

rw  = Vitesse angulaire mécanique du rotor en ( srad / ) électrique. 

 

La pulsation rotorique : 

 

rssl www −=                                                      

mecr Pw Ω====  La vitesse mécanique du rotor 

P  = Nombre de paires de pôles de la machine. 

mecΩ  = Vitesse angulaire mécanique du rotor ( sec/rad ) mécanique. 

 

4.2.4 Equations du couple électromagnétique 
 

Le couple électromagnétique de la machine asynchrone peut être exprimé par  

plusieurs formes  d’équation comme suivant : 

  

(((( ))))sdrqsqrdmem IIIIPLC −−−−====                                      (1.17) 

                                                 (((( ))))sdsqsqsdem IIPC φφ −−−−====                                           (1.18) 

 (((( ))))sdrqsqrd

r

m
em II

L

L
PC φφ −−−−====                                      (1.19) 

       (((( ))))sdrqsqrd

rs

m
em

LL

L
PC φφφφ

σ
−−−−====                                (1.20) 

                                                  (((( ))))rdrqrqrdem IIPC φφ −−−−−−−−====                                         (1.21) 
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4.2.5 Schéma bloc du model de la machine asynchrone 
 
 Le schéma bloc de la machine asynchrone, qui n’est que l’image des équations déjà 

exposées, est illustré sur la figure 1.11. Les entrées sont les tensions statoriques, les tensions 

rotorique, la pulsation statorique et la vitesse mécanique. Les sorties sont les courants 

statoriques, les courants rotoriques, le couple électromagnétique et la puissance statorique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.11. Schéma bloc du modèle de la machine asynchrone 

 

C’est ce modèle qui sera utilisé pour la simulation dans l’environnement Simulink sous 

Matlab version 7. 
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5 Commande d’une éolienne 
 

5.1 Stratégie de la commande 
 

Comme nous avons vu dans le paragraphe 2, la commande de l’éolienne vise à 

maximiser son exploitation tant que les limites de sécurité sont respectées. Selon [13], deux 

zones de contrôle sont distinguées selon la vitesse du vent, voir la figure 1.12.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.12. Caractéristique (puissance électrique – vitesse du vent) 

 

1. Zone I   ( 0,, max =βλ popt C ) : c’est la zone d’optimisation de la puissance capturée par la 

turbine. Le contrôle vise à faire varier la vitesse de rotation de l’éolienne de manière à 

rester aux alentours de optλ . L’angle de calage étant fixe, le coefficient de puissance de 

l’éolienne est égal à sa valeur maximale maxpC , voir la figure 1.6. 

2. Zone II  ( nomnommec P,_Ω ) : dans cette zone, la vitesse de rotation est toujours égale à sa 

valeur nominale. Le contrôle de l’angle de calage des pales vise à maintenir la puissance 

électrique produite par l’éolienne constante à sa valeur nominale. 

 

Dans les deux zones la vitesse du vent est inférieure à une limite ( offv_ ) d’arrêt de l’éolienne 

déterminée pour des raisons de sécurité. 

 

5.2 Commande en zone I   
 

Dans la zone I , la vitesse de l’éolienne est asservie en contrôlant le couple 

électromagnétique du générateur asynchrone. Comme pour les moteurs asynchrones plusieurs 

méthodes de contrôle sont possibles, mais dans cette thèse, la méthode de la commande 

vectorielle a été choisie. 

 

5.2.1 Commande vectorielle du couple électromagnétique  
  

La commande vectorielle de la machine asynchrone se base sur une commande 

découplée du flux et du couple. On obtient alors des fonctionnements comparables à ceux 

d’une machine à courant continu à excitation séparée où le courant inducteur contrôle le flux 

nP

offvv _≥

onv_ nv
)(
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m

)(W
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et le courant induit contrôle le couple [14]. Dans cette étude deux commandes vectorielles 

sont analysées : la commande à flux rotorique orienté et la commande à flux statorique 

orienté. 

 

5.2.1.1 A flux rotorique orienté pour les machines pilotées au stator  
 

Il s’agit d’orienter l’axe d  dans la direction du flux rφ  ; donc, rrd φφ =  et 0=rqφ .  

L’expression du couple électromagnétique (1.19) devient alors sqrd

r

m
em I

L

L
PC φ====  qui ne 

dépend que de sqI  lorsque rdφ  est maintenu constant. Le flux est relié au courant statorique 

par l’équation différentielle suivante : 

sdmrd

r

r IL
dt

d

R

L
=+ φ)1.(                                               (1.22) 

Ce qui signifie que le flux rotorique ne dépend que de la composante directe du courant 

statorique. Ce découplage naturel interprète le choix  d’orientation du flux rotorique dans 

notre étude.  

 

Pour contrôler le flux et le couple le découplage des composantes du courant statorique est 

indispensable. Après le découplage nous obtenons les fonctions de transfert suivantes : 

 

refsq

I

sqrefsd

I

sd I
sT

II
sT

I _

0

_

0 1

1
,

1

1

+
=

+
=                            (1.23) 

 

La constante de temps en boucle fermée des courants 0IT  est très faible par rapport à 

rrr RLT /= , donc, elle peut être négligée dans le paragraphe suivant. Pour notre exemple I.1 

d’application numérique au paragraphe 6 de ce chapitre, )(4167.2 sTr ====  et nous avons 

proposé  )(0360.00 sTI ==== . 

 
5.2.1.1.1 Contrôle du flux rotorique  
 

Le flux est contrôlé par un régulateur PI en boucle fermée comme illustre la figure 

1.13. 

 

 

 

 

 

Figure 1.13. Contrôle du flux rotorique 

Où : 

φφ KT , = constante d’intégration et gain du régulateur du flux. 

 

La fonction du transfert du flux en boucle fermée est du premier ordre dont la constante de 

temps est choisie, dans l’exemple I.1 au paragraphe 6, comme )(0242.001.0 sTr ====×××× . 
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5.2.1.1.2 Contrôle du couple électromagnétique 
 

Le couple est contrôlé par un régulateur PI en boucle fermée de la façon suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.14. Contrôle du couple électromagnétique 

Où :  

CC KT , = constante d’intégration et gain du régulateur du couple. 

La fonction du transfert du couple en boucle fermée est du premier ordre dont la constante de 

temps est choisie, dans l’exemple I.1 au paragraphe 6, comme )(0360.000 sTT IC ======== . 

 

Le couple mécanique fourni par la turbine éolienne est considéré comme une perturbation sur 

le couple électromagnétique. 

 

5.2.1.2 A flux statorique orienté pour les machines pilotées au rotor  
 

Dans ce cas l’axe  d  est orienté dans la direction de sφ  donc, ssd φφ ==== et 0====sqφ . De 

(1.9) nous pouvons écrire 0====++++==== rqmsqssq ILILφ  ce qui donne rq

s

m
sq I

L

L
I −−−−==== .  L’expression 

du couple électromagnétique (1.18) devient alors rq

s

m
sdem I

L

L
PC φ−−−−====  qui ne dépend que de 

rqI  lorsque sdφ  est maintenu constant. Le flux est relié au courant statorique par l’équation 

différentielle suivante : 

rdmsd

s

s IL
dt

d

R

L
====++++ φ)1(                                             (1.24) 

Ce qui signifie que le flux rotorique ne dépend que de la composante directe du courant 

rotorique.  

 

Pour contrôler le flux et le couple le découplage des composantes du courant rotorique est 

indispensable. Après le découplage nous obtenons les fonctions de transfert suivantes : 

 

refrq

I

rqrefrd

I

rd I
sT

II
sT

I _

0

_

0 1

1
,

1

1

+
=

+
=                              (1.25) 

 

La constante de temps en boucle fermée des courants 0IT  est très faible par rapport à 

sss RLT /= , donc, elle peut être négligée dans la suite. Pour notre exemple I.3 d’application 

numérique au paragraphe 6 de ce chapitre, )(8730.1 sTs ==== et nous avons proposé 

)(0181.00 sTI ==== . 
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5.2.1.2.1 Contrôle du flux statorique  
 

 Le flux statorique est contrôlé par un régulateur proportionnel intégral. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.15. Contrôle du flux statorique 

Où : 

refsd _φ  = La consigne du flux sdφ . 

φK   = Le gain du correcteur. 

φT   = La constante de tempe de l’intégrateur.  

 

La fonction du transfert du flux en boucle fermée est du premier ordre dont la constante de 

temps est choisie, dans l’exemple I.3 au paragraphe 6, comme )(0187.001.0 sTs ====×××× . 

 
5.2.1.2.2 Contrôle du couple électromagnétique 
 

La relation (couple-courant) est une fonction de transfert du 1
er

 ordre : 
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0 1
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−−−−

====

φ

                                        (1.26) 

Le couple électromagnétique peut être contrôlé en boucle fermée selon le schéma suivant en 

utilisant un correcteur proportionnel intégral, voir la figure 1.16. 

 

 

 

Figure 1.16. Boucle fermée du couple emC  

 

refemC _  = Consigne du couple électromagnétique emC . 

CK   = Gain du régulateur. 

CT   = Constante de tempe de l’intégrateur.  

 

La fonction du transfert du couple en boucle fermée est du premier ordre dont la constante de 

temps est choisie, dans l’exemple I.3 au paragraphe 6, comme )(0181.000 sTT IC ======== . 
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5.2.2 Contrôle de la vitesse mécanique 
 

Pour le contrôle de vitesse on contrôle, en général, le couple électromagnétique en 

boucle fermée. On produit la consigne du couple électromagnétique en boucle ouverte [4] ou 

en boucle fermée [6, 15]. Dans cet étude, le régulateur calculé pour contrôler le couple 

électromagnétique, est utilisé pour contrôler le couple total emmecT CCC += . Cela permet de 

produire du couple électromagnétique autant que nécessaire pour opposer au couple 

mécanique afin de contrôler la vitesse. Le schéma du contrôle de vitesse est illustré sur la 

figure 1.17.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.17. Contrôle de la vitesse mécanique 

 

Où : ΩΩ KT , = constante de temps et gain du régulateur de la vitesse mécanique. 

Pendant la conception du régulateur de la vitesse mécanique la dyamique de )(sG en 

boucle fermée est négligée. Seulement la dynamique de l’arbre est prise en compte. Cette 

négligence est justifiée car la dynamique de )(sG  est très rapide par rapport à la dynamique 

de l’arbre. La fonction de transfert de la vitesse en boucle fermée est du premier ordre avec la 

constante de temps choisie dans le paragraphe 6 de )(4195.0 s  

La consigne de vitesse est obtenue de manière à optimiser λ . Selon la caractéristique 

),( βλpC , la figure 1.6, pour 0=β  la valeur maximale de pC  est obtenu lorsque optλλ = . 

Fixer λ  à sa valeur optimale avec la mesure de la vitesse du vent permet d’avoir  

R
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_ =Ω , [15]. 

Le problème est que le couple TC  n’est pas facilement mesurable ce qui demande 

l’estimation ou l’observation de cette grandeur. L’estimation du couple électromagnétique est 

possible alors que la non linéarité du couple mécanique complique son estimation.  Dans la 

littérature des auteurs [4] estiment la consigne du couple électromagnétique en boucle 

ouverte, d’autres [5, 6, 16, 17, 18] tentent d’observer le couple mécanique de la turbine. Dans 
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le paragraphe suivant, une estimation en boucle fermée de la somme des couples 

électromagnétique et mécanique sera présentée. C’est une solution qui évite d’estimer ou 

d’observer indépendamment ces deux couples.  

 

5.2.3 Estimation du couple total  
 

Un observateur d’état n’est pas utilisé car le couple concerné n’est pas une variable 

d’état. La dérivation de l’équation du mouvement mécanique donne ce couple mais introduit 

une amplification du bruit.  Nous avons pensé alors, à estimer TC  comme la sortie d’un 

régulateur PI comme illustré sur la figure 1.18. L’idée de cet estimateur est que le système, 

dont la fonction de transfert représente l’équation de mouvement mécanique, est commandé 

en boucle fermée. La sortie du régulateur PI sera, donc, le couple d’accélération estimé TC . 

La dynamique en boucle fermée de l’estimateur doit être plus rapide que celle de la boucle 

fermée du couple électromagnétique. Dans le paragraphe 6 la constante de temps de 

l’estimateur en boucle fermée est choisie )(0360.0 s ce qui est égale à la plus petite constante 

de temps des boucles fermées en cascade. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.18. Estimation du couple total TC  

Même si, dans le cas du couple mesuré, le système bouclé étant stable, rien ne garantit qu’en 

remplaçant la mesure du couple total par son estimation le système bouclé résultant soit 

stable. Il est donc nécessaire de vérifier qu’il est effectivement stable. La vérification consiste 

à vérifier la stabilité de toutes les relations entrée-sortie qui peuvent exister dans le système. 

Pour cette vérification il suffit de trouver la matrice d’état du système et calculer ces valeurs 

propres. Il faut que toutes les valeurs propres soient strictement négatives pour que le système 

soit stable. 

 

5.2.4 Vérification de la stabilité 
 

 Dans ce paragraphe nous allons montrer comment nous pouvons vérifier la stabilité 

interne du système illustré par le schéma bloc sur la figure 1.18. En effet, nous pouvons 

examiner les pôles de la matrice d’état qui correspond à ce système.  Le schéma suivant peut 

être réalisé dans l’environnement Simulink sous Matlab. Il illustre le système avec les 

différents points d’entrées et de sortie choisis. On peut calculer les différentes fonctions de 
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transfert entre ces points ce qui permet d’analyser les comportements de notre système ainsi 

que sa stabilité. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.19. Schéma de vérification de la stabilité 

 
Dans le paragraphe 6 d’application numérique nous allons voir que notre système est stable 

d’après ses pôles qui seront strictement négatifs. 

 

5.3 Commande en zone II   
 

La fonction de transfert entre refβ  et P  (puissance électrique produite) a été 

approchée par un système du 1
er

 ordre. Cette approche conduit à contrôler P  par un 

régulateur PI en boucle fermée,  voir la figure 1.20. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

Figure 1.20. Contrôle de la puissance électrique 

 

Si la vitesse du vent est inférieure ou égale à sa valeur nominale, le retour de la boucle fermée 

sera la puissance nominale (position 1). Si la vitesse du vent est supérieure à sa valeur 

nominale, le retour sera la puissance électrique mesurée à la sortie de la machine asynchrone 

(position 2). L’alternance entre les positions 1 et 2 assure la régulation de β  uniquement dans 

la zone II  et jamais dans la zone I . La fonction de transfert de la puissance en boucle fermée 

est du premier ordre dont la constante de temps choisie dans le paragraphe 6 est de )(01.0 s  
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6 Application numérique 
 

 

6.1 Exemple I.1. Commande à vitesse variable d’une 
éolienne à MAS à cage  
 
6.1.1 Configuration de l’éolienne 
 

Reprenons la même éolienne de (300 Kw ) déjà illustrée  par la figure 1.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.21. Eolienne à MAS pilotée au stator 

 

Données de la machine asynchrone :   
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Données de la turbine éolienne : 

 

).(50 2mKgJ = , 0=f , )(14 mR = , )/(12 smvnom = , 23=G )/(22.1 3mKg=ρ  

)(2.0,475.0,1.8 max sC popt === βτλ  

 

Comme nous avons annoncé dans le paragraphe 5.2.4, concernant la vérification de la stabilité 

du système avec l’estimateur du couple total, nous exposons, ci-dessous, les résultats de cette 

vérification. 

  

6.1.2 Vérification de la stabilité 
 

La matrice d’état obtenu du système, illustré sur la figure 1.19, est 
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Les valeurs propres de cette matrice sont 

 

 

0071.0

0072.0

7500.27

3640.2

7976.246944.12

−

−

−

−

±−

 

 

On remarque que le système possède des valeurs propres strictement négatives ce qui vérifie 

la stabilité du système. 

 

Maintenant, après cette vérification, nous allons afficher en figures les résultats de simulation 

 

 

6.1.3 Résultats de simulation  
 

La simulation débute avec des conditions initiales. La vitesse mécanique initiale est de 

( GRopt )./4.(λ ) et la vitesse du vent initiale est 4 (m/s). La machine est supposée déjà 

magnétisée. 

 

Le vent, sur la figure 1.22, varie en alternance au dessous et au dessus de sa vitesse nominale. 

Cette variation permet d’observer le fonctionnement de l’éolienne dans les deux zones de 

fonctionnement ( I et II ) discutées dans le paragraphe 5.1.  
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Figure 1.22. Variation de la vitesse du vent 

 

 

 

Sur la figure 1.23, la vitesse mécanique de l’éolienne est bien asservie pour optimiser la 

puissance dans la zone I  et pour être nominale dans la  zone II . 
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Figure 1.23. Variation de la vitesse mécanique angulaire 

 

 

 

 

Sur la figure 1.24, λ , en zone I , varie peu autour de sa valeur optimale alors que en zone II , 

il diminue car la vitesse du vent augmente et la vitesse mécanique est maintenue constante 

(nominale). On remarque que la vitesse mécanique et λ  ne dépendent pas de β , donc, les 

comportements avec ou sans  commande de β  sont les mêmes.  
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Figure 1.24. Variation du rapport de vitesse 

 

 

 

 

La figure suivante monter les variation de l’angle de calage des pales dans la zone I , l’angle 

β  est fixé sur sa valeur minimale alors qu’il varie dans la zone II .  
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Figure 1.25. Variation de l’angle des pales 

 

 

 

Sur la figure 1.26, sans commande de β , en zone II , pC  diminue peu en dessous de sa 

valeur maximale sous l’effet de la variation de λ . Avec la commande de β , pC  diminue 

grâce à la variation de  λ  et de β  en même temps. En zone I , pC  est maximisé grâce au 

contrôle de la vitesse mécanique. 
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Figure 1.26. Variation du coefficient de puissance 

 

 

 

 

Sur la figure 1.27, le signe négatif de la puissance électrique sP  signifie qu’elle est générée 

(produite). La variation de β , en zone II , a limité la puissance à sa valeur  nominale (300 

Kw ). La puissance est optimisée en zone I  grâce au contrôle de la vitesse mécanique. En 

zone II , si l’angle de calage des pales n’est pas contrôlé la puissance dépasse trop sa valeur 

nominale ce qui n’est pas acceptable.  
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Figure 1.27. Variation de la puissance électrique au stator envoyée au réseau 

 

La figure 1.28 montre qu’afin de contrôler sa vitesse,  la machine asynchrone produit un 

couple électromagnétique qui s’oppose au couple mécanique. Lorsque la vitesse mécanique 

est constante, grâce au contrôle du couple total TC , les couples (mécanique et 

électromagnétique) deviennent égaux en valeur absolue.  
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Figure 1.28. Couple mécanique et couple électromagnétique 

 

 

 

Sur les figures 1.27 et 1.28, des pics sont observés lors d’une variation rapide de la vitesse du 

vent (rafales). Ce sont des régimes transitoires normaux et indispensables du point de vue 

physique. En effet, la variation rapide de la vitesse du vent signifie une variation rapide de la 

vitesse mécanique de référence. Puisque la vitesse mécanique de la machine est asservie, la 

machine va accélérer ou décélérer aussi vite que possible pour répondre à cette variation. Pour 

accélérer (ou décélérer) la machine, un couple accélérateur est demandé, ce qui fait appel à 

une absorption (accélération) ou une injection (décélération) instantanée de la puissance 

électrique.  
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6.2 Exemple I.2. Comparaison entre une éolienne à vitesse 
fixe et une éolienne à vitesse variable 
 

Maintenant, nous comparons entre l’éolienne à vitesse fixe, la figure 1.29, et la même 

éolienne à vitesse variable, la figure 1.21, toutes les deux éoliennes ont des pales contrôlables. 

L’éolienne à vitesse fixe est connectée à un réseau d’une tension altérative triphasée  

équilibrée avec une valeur crête de  efficaceVU 2=  et un déphasage entre  les phases de 120 

degré.  La fréquence du réseau est Hzf 50= . Par la transformation de Park avec un 

coefficient 
3

2
=K  les composantes de la tension d’alimentation sont 

( efficacesqsd VVV 3,0 −== ). Avec cette transformation de Park, la puissance électrique est 

conservée.  

 

 

6.2.1 Configuration de l’éolienne 
 

  

L’éolienne à vitesse fixe a la configuration suivante 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.29. Eolienne à vitesse fixe 

 

 

6.2.2 Résultat de simulation 
 

La simulation démarre avec des conditions initiales : la vitesse mécanique égale à la 

vitesse de synchronisme en ( srad /  mécanique) et la machine est déjà magnétisée. La 

machine tournant à la vitesse de synchronisme produit une puissance électrique nulle.  

La phase de démarrage de l’éolienne n’est pas prise en compte parce qu’il ne fait pas d’objet 

de cette étude. Le vent varie selon le profil sur la figure 1.22. 

 

La figure 1.30 montre les variations de la vitesse angulaire de l’éolienne à vitesse fixe qui 

varie entre la vitesse de synchronisme et la vitesse mécanique nominale. C’est le contrôle de 

l’angle de calage de pales qui permet de ne pas dépasser la vitesse mécanique nominale 
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Figure 1.30. Variation de la vitesse angulaire de l’éolienne à vitesse fixe 

 

 

 

La figure 1.31 montre la variation de la vitesse dans les deux cas. Si la vitesse n’est pas 

contrôlée elle varie légèrement autour de sa valeur nominale en dessus de la vitesse de 

synchronisme (mode générateur de MAS). Ce fonctionnement est imposé par le réseau infini 

qui  alimente la machine par une tension et une fréquence constantes. Si la vitesse mécanique 

est contrôlée elle suit sa consigne pour maximiser la puissance électrique produite. 
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Figure 1.31. Vitesse mécanique 

 

 

 

La variation de la puissance électrique avec et sans  contrôle de vitesse est illustrée sur  la 

figure 1.32. Il est facile de constater que l’éolienne produit plus de puissance électrique 

lorsqu’elle fonctionne à vitesse variable qu’à vitesse fixe. Le contrôle de l’angle de calage des 

pales limite la puissance électrique à sa valeur nominale dans les deux cas. 
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Figure 1.32. Puissance électrique produite par l’éolienne à vitesse fixe et variable 

 

 

L’éolienne à vitesse fixe transforme la puissance cinétique du vent en puissance électrique. 

L’éolienne à vitesse variable a besoin d’une puissance électrique supplémentaire instantanée 

positive ou négative pour changer sa vitesse. C’est pourquoi les régimes transitoires sont 

moins importants sans contrôle de vitesse, la figure 1.32. 

 

6.3 Exemple I.3. Commande à vitesse variable d’une 
éolienne à MADA 
 
6.3.1 Configuration de l’éolienne 
 

Maintenant, prenons la même éolienne discutée dans l’exemple I.1 mais cette fois la 

machine asynchrone est à double alimentation (MADA) ce qui correspond à la figure 1.3. Le 

stator de la machine asynchrone est alimenté par une tension alternative triphasée équilibrée 

comme dans le cas de l’éolienne à vitesse fixe dans l’exemple I.2. La simulation commence 

avec des conditions initiales sur la vitesse mécanique ( GRopt )./4.(λ ), où ; la vitesse du vent 

de départ est de 4 (m/s). La machine asynchrone est supposée déjà magnétisée.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.33. Eolienne à MADA pilotée au rotor 

M
u

lt
ip

li
ca

te
u

r

Machine asynchrone

Réseau

T
u

rb
in

e

ac

dc

dc
ac

Onduleur

Transformateur

Redresseur

B
u

s 
co

n
ti

n
u



Chapitre I                                                  Modélisation et commande d’une éolienne à vitesse variable 

 

33 

6.3.2 Résultat de simulation 
 

Pour comparer avec l’exemple I.1 nous avons pris le même profil du vent, la figure 

1.22. Le vent sur la figure 1.34  varie en dessus et en dessous d’une vitesse 

nominale )/(12 sm . 
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Figure 1.34. Variation de la vitesse du vent 

 

Sur la figure 1.35, la vitesse mécanique de la machine asynchrone est bien asservie. Elle suit 

parfaitement sa consigne. Elle est variable lorsque la vitesse du vent est inférieure à )/(12 sm  

et conservée nominale lorsque la vitesse du vent est supérieure à )/(12 sm . 
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Figure 1.35. Variation de la vitesse mécanique angulaire 

 

Sur la figure 1.36, la puissance statorique et rotorique sont illustrées. Pour la machine 

asynchrone à double alimentation la puissance du rotor n’est pas nulle ce qui est le cas de la 

machine asynchrone à cage. La puissance totale envoyée au réseau par la MADA égale à la 

somme algébrique de la puissance au rotor et au stator en respectant la convention, c'est-à-dire 

rst PPP −−−−==== . Par convention, la puissance générée au stator est négative alors que la puissance 

générée au rotor est positive. Cela est dû au fait que la puissance rotorique est le produit 

glissement-puissance statorique sr gPP ====  et du faite que le glissement g  en mode générateur 

et négatif. La valeur de la puissance rotorique est très faible par rapport à la puissance 

statorique ce qui conduit à une réduction de dimensions ainsi que du prix du convertisseur de 
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puissance utilisé dans la MADA par rapport à la machine asynchrone à cage. Nous pouvons 

aussi remarquer que les régimes transitoires de la puissance sont concentrés au circuit 

statorique. Par conséquence, le convertisseur de puissance utilisé dans la MADA subit moins 

de contraintes aux régimes transitoires que celui utilisé dans l’éolienne avec machine 

asynchrone à cage. 
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Figure 1.36. Variation de la puissance électrique au stator et au rotor 

 

 

La figure 1.37 montre que le rapport de vitesse varie autour de sa valeur optimale afin de 

conserver le coefficient de puissance pC à sa valeur maximale, voir la figure 1.38. 
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Figure 1.37. Variation du rapport de vitesse 
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Figure 1.38. Variation du coefficient de puissance 

 

Sur la figure 1.39, l’angle de calage de pales est conservé nul lorsque la vitesse du vent est 

inférieur à )/(12 sm et varie lorsque la vitesse du vent est supérieure à )/(12 sm . Cette 

variation vise à limiter la puissance produite par l’éolienne à la valeur nominale, voir la figure 

1.36. 
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Figure 1.39. Variation de l’angle de calage des pales 

 

La figure 1.40 montre les variations des couples mécanique et le couple électromagnétique.  
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Sur la figure 1.40, on remarque que les deux couples ont la même valeur mais dans deux 

directions opposées lorsque la vitesse mécanique est constante. Cette conséquence est due à la 

commande de la vitesse mécanique de l’éolienne en agissant sur couple total. 

 

Nous allons maintenant comparer la puissance envoyée au réseau par les deux type 

d’éolienne : à machine asynchrone à cage et à machine asynchrone à double alimentation.  

 

La puissance envoyée au réseau par l’éolienne à MAS à cage est la puissance statorique sP  de 

la MAS tandis que la puissance envoyée au réseau par l’éolienne à MADA égale  la somme 

algébrique de la puissance au stator et au rotor ( )( rs PP −−−−++++ ) en réspectant la convention au 

rotor et au stator. 

 

La figure 1.41 illustre que la puissance envoyée au réseau est la même dans les deux cas, 

donc, il n’y a ni gain ni perte de puissance produite dans un cas par rapport à l’autre. 

L’avantage de l’utilisation d’une éolienne à MADA  est, alors, d’optimiser le fonctionnement 

de l’éolienne en utilisant des convertisseurs de puissance moins grands et moins chers avec 

moins de contraintes sur les convertisseurs en régimes transitoires.   
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Figure 1.41. Comparaison entre la puissance envoyée au réseau par l’éolienne à MAS et à 

MADA 

 

 

Sur la figure 1.41, nous remarquons que l’éolienne à MAS à cage ou à MADA échange la 

puissance électrique avec le réseau. Des pics de puissance sont remarqués sur la courbe de la 

puissance électrique. Ces pics représentent une injection ou absorption instantanées de la 

puissance électrique pour ajuster la vitesse de l’éolienne à une consigne imposée par la 

procédure de la commande. Comme déjà ci-dessus cité, dans l’exemple I.1, ces variations 

instantanées représentent des perturbations soudaines sur le réseau.  Les amplitudes de ces 

perturbations sont plus ou moins grandes selon la rapidité de la variation de la vitesse du vent. 

Dans ce contexte, la stabilité du réseau auquel l’éolienne est connectée est mise en question. 
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7 Conclusion  
 

Dans cette étude le problème du fonctionnement à vitesse variable d’une éolienne à 

MAS et à MADA a été abordé. La commande de l’éolienne a été conçue pour une 

optimisation de la puissance électrique produite, donc, une maximisation de l’exploitation de 

l’éolienne. La commande par orientation du flux statorique ou rotorique du couple a permis 

d’asservir la vitesse mécanique. Le problème que nous avons rencontré est que le couple total 

sur l’axe du générateur est nécessaire pour cet asservissement alors qu’il n’est pas disponible. 

Un nouvel estimateur a été conçu pour estimer ce couple, cet estimateur est basé sur le modèle 

de l’arbre de la machine avec un régulateur proportionnel intégral. Le réglage de la puissance 

électrique a été fait par une commande de l’angle de calage des pales. A la fin de ce chapitre 

trois exemples ont été développés. Une comparaison du fonctionnement entre trois types 

d’éolienne a été faite en vue de montrer l’avantage de l’un par rapport à l’autre. Les résultats 

de simulation montrent que  l’éolienne à vitesse variable produit plus d’énergie électrique par 

rapport à l’éolienne à vitesse fixe. L’éolienne à MADA a l’avantage de faire des économies 

sur les convertisseurs de puissance qui subissent aussi moins de régimes transitoires. Ces 

régimes transitoires, qui concernent la puissance, sont dus à la commande de l’éolienne à 

vitesse variable. Si le réseau, auquel l’éolienne est connectée, est infini, le réseau supporte 

bien ces régimes transitoires. Par contre si le réseau est local, il y a le problème de la qualité 

de la puissance produite et le problème de l’instabilité pour les systèmes de génération 

hybrides (synchrone + asynchrone). Ces régimes transitoires influencent l’équilibre entre la 

puissance générée et la puissance consommée ce qui est considéré comme une perturbation 

passive d’une charge dans le réseau. De ce point de vue, l’étude de la stabilité dynamique du 

réseau sera intéressante. Dans les chapitres suivants, le problème de la stabilité dynamique 

d’un réseau multimachine sera traité. Nous allons faire appel à la modélisation, la commande 

et l’observation en vue d’améliorer l’amortissement du réseau. Le modèle de l’éolienne ne 

sera pas inclus dans le modèle du réseau. Son impact sur le réseau sera considéré comme une 

variation de charge passive ce qui simplifiera grandement la modélisation et la simulation du  

réseau.  
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CHAPITRE II : MODELISATION LINEAIRE DES 
SYSTEMES ELECTRIQUES MULTIMACHINES POUR 

L’ETUDE DE LA STABILITE DYNAMIQUE 
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1 Introduction 
 

Dans le chapitre précédent nous avons défini le problème de la stabilité dynamique des 

réseaux d’énergie électrique. Nous avons vu que l’éolienne commandée à vitesse variable est 

une source de perturbation dans le réseau de distribution. Ceci est dû au fait qu’elle injecte ou 

absorbe une puissance électrique instantanée dans le réseau lors de la variation rapide de la 

vitesse du vent. Ce type de perturbation énergétique ressemble à une variation de la charge ou 

de la génération dans le réseau concerné. Pour étudier la stabilité dynamique d’un réseau 

d’énergie électrique multimachine nous avons besoin d’un modèle assez représentatif pour  le 

système étudié. Ceci va faire l’objectif de ce chapitre II. Dans ce chapitre, le modèle d’état du 

système électrique multimachine sera discuté. Nous allons comparer deux modèles (absolu et 

relatif) pour en choisir un pour une  représentation utile du système pour concevoir la 

commande. Les raisons de ce choix seront discutées et une validation numérique permettra 

d’approuver notre choix du modèle relatif. Le modèle non linéaire sera linéarisé et écrit sous 

la forme d’état linéaire ce qui permettra dans le chapitre suivant de concevoir une commande 

linéaire pour améliorer les comportements dynamiques du système. Ce modèle sera aussi 

utilisé pour concevoir un observateur pour les états non mesurables. Les démarches de la 

linéarisation seront validées par une application numérique qui permet de comparer les 

comportements du système non linéaire et du système linéarisé. Dans ce chapitre II, deux 

types de réseaux sont traités, l’un est un réseau local et l’autre est un réseau connecté à un 

réseau infini. Ce chapitre met l’accent sur la différence de traitement de ces deux types. 

 

2 Hypothèses 
   

Pendant cette étude  il est important de faire les hypothèses suivantes [19]: 

 

� La fréquence reste constante ce qui permet de conserver la notion de réactance des 

éléments du réseau. 

� Le comportement du réseau triphasé est équilibré et par conséquent il est possible de 

travailler avec la représentation monophasée du réseau. 

� Les éléments du réseau ne présentent pas entre eux d’impédance mutuelle. 

� Les lignes de transport sont représentables par des circuits en π , et les transformateurs 

par un circuit série (admittances linéaires). 

� Nous admettons que les charges alimentées par le réseau sont toutes passives et 

linéaires, assimilables à des impédances. 

 

Ces hypothèses de travail simplifient grandement l’élaboration d’un modèle du réseau et lui 

confèrent un rôle purement passif d’interconnexion entre les machines tournantes. 

 

Pour la machine synchrone les hypothèses suivantes sont prises en compte : 

 

1. La saturation est négligée, il en résulte que les inductances propres et mutuelles sont 

indépendantes des courants qui circulent dans les différents enroulements. 

2. Les forces électromotrices sont réparties sinusoïdalement dans l’entrefer de la 

machine, il y a symétrie par rapport à l’axe magnétique du rotor. 

3. Les encoches sont supposées inexistantes. 

4. On ne tient pas compte de l’hystérésis et des courants de Foucault dans les parties 

magnétiques. 
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5. Les termes dérivatifs dpψ et qpψ sont négligés du modèle du stator car ces termes 

décroissent très rapidement [3]. 

6. L’effet de la variation de la vitesse est négligé. Cette simplification est basée sur l’idée 

que la vitesse rω en ( )pu égale à 1.0. Cela ne signifie pas que la vitesse est constante 

mais que les variation de celle-ci sont très petites et n’ont aucun effet sur la tension au 

stator [3], [20], [21]. 

7. L’effet des amortisseurs dans le rotor est négligé. Cela réduit l’ordre du système étudié 

et minimise le nombre des paramètres à connaître concernant les amortisseurs qui sont 

souvent indisponibles [3]. 

 

 

 

Pour élaborer le modèle complet d’un réseau électrique multimachine il faut d’abord 

connaître les modèles des éléments qui composent le réseau. 

 

Un réseau électrique, selon la définition de IEEE [22], [23], se compose d’un ou plusieurs 

générateurs, consommateurs, lignes de transmission et tous les appareils liés au réseau. Les 

régulateurs de tension et de vitesse sont considérés comme des parties intégrantes du réseau. 

 

Pour cette étude et pour des raisons de simplification de calcul, le réseau est composé de 

 

• Charges statiques. 

• Lignes de transmission. 

• Générateurs synchrones. 

 

La représentation de ces composants sera d’abord exposée, ensuite, l’équation du réseau sera 

définie. Le réseau sera représenté par une matrice d’admittance constante. La taille du réseau 

sera réduite pour obtenir la matrice d’admittance finale. 

 

 

3 Représentation des composants du réseau 
 

3.1 Charge statique 
 

La charge statique dans un réseau électrique peut être linéaire ou non linéaire [3], dans 

cette étude nous allons considérer la charge linéaire comme illustré à la figure 2.1.  

 

Nœud de la charge 

                                                                          

                                                                                                                                                

                                                                                                  

 

                                                                                                                                                                                

                                                   

 

 

Figure 2.1. Modèle de la charge linéaire 
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Où :     
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LLL jBGY +=   = Admittance de la charge en pu . 

0LP       = Puissance active de la charge en pu . 

0LQ    = Puissance réactive de la charge en pu . 

0V       = Amplitude de la tension en pu .  

 

Les puissances et la tension de la charge sont calculées par l’étude de la répartition de 

puissance dans le réseau. 

 

Pour le système multimachine nous calculons une matrice diagonale qui représente les 

charges  installées sur tous les nœuds du système 
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n  = Nombre des nœuds.  

 
 

3.2 Ligne de transmission  
 

La courte ligne de transmission est représentée par son impédance en série. Les 

moyennes et longues lignes sont  représentées par un circuit π , voir la figure 2.2. La 

résistance de la ligne de transmission est souvent négligée car elle est petite par rapport à sa 

réactance [3].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.2. Modèle de la ligne de transmission 

 

Où : 

 

sz  =  Impédance en série. 

py  =  Admittance en parallèle. 

sz

2

py

2

py
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3.4 Machine synchrone 
 

3.4.1 Partie électrique 
 

La machine synchrone est connectée au réseau par un nœud dit générateur, en régime 

transitoire, elle est représentée par son modèle simple qui consiste à  une tension interne  
'

E  

derrière une réactance transitoire '
dX . La figure 2.3 montre le schéma du générateur connecté 

au réseau [3]. 

 

    

 

 

 

 

 

 

Figure 2.3. Schéma équivalent  d’une machine synchrone en régime transitoire 

Où : 

gI  = Courant de la machine  en pu . 

tE     = Tension terminale au nœud générateur en pu .  

'
E     = Tension interne derrière la réactance transitoire '

djX  en pu .  

 

Ce modèle est souvent utilisé dans la littérature [22], [24], [25]. 

 

 

3.4.2 Partie mécanique  
 

Le modèle de la  turbine qui entraîne la machine est négligé. La variation du couple 

mécanique est considérée nulle pendant la simulation. En effet, la turbine et son régulateur de 

vitesse possèdent des constantes de temps relativement élevées  en comparaison avec les 

constantes de temps électriques de la machine et du système d’excitation. Par conséquent, la 

variation du couple mécanique est relativement lente devant celle des termes électriques  et 

devant les oscillations produites suite à une petite perturbation [22], [24], [25]. Ceci justifie la 

négligence de cette partie là, c'est-à-dire que le modèle de la turbine ne fera pas partie du 

modèle de la machine synchrone dans cette thèse. Voici un tableau qui montre des exemples 

des constantes de temps des turbines réelles. 

 

 

Puissance Type de Turbine Constante de temps (sec) 
133 MW Turbine hydraulique 57.90 sec 

171 MW Turbine hydraulique 36.03 sec 

250 MW Turbine hydraulique 34.43 sec 

603 MW Turbine hydraulique 42.90 sec 

121 MW Turbine à vapeur 10.59 sec 

210 MW Turbine à vapeur 10.55 sec 

230 MW Turbine à vapeur 10.49 sec 

Tableau 2.1. Constantes de temps des turbines 

gdt IjXEE
''

+=

'
djX gI

tE

'
E
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3.4.3 Modèle de la machine synchrone 
 

En prenant les hypothèses faites sur la machine synchrone, celle-ci peut être modélisée 

par deux modèles, de deuxième et de troisième ordre [1].  

 

3.4.3.1 Modèle du deuxième ordre 
 

L’équation des couples en forme d’état est  

 

))1((
2

1
−−−= riDieimi

i

ri KTT
Hdt

d
ω

ω
          en ( spu / )                            (2.1) 

 

)1(0 −= ri
i

dt

d
ωω

δ
                                        en ( selecrad /. )                    (2.2) 

Où : 

 

HM 2=  = Constante de temps mécanique en seconde. 

H   = Constante d’inertie en 
MVA

MWs
. 

DK   = Coefficient d’amortissement mécanique en 
vitessededéviationpu

couplepu

.

.
. 

mT   = Couple mécanique en pu .  

eT   = Couple électromagnétique en pu .  

rω   = Vitesse angulaire du rotor en pu .  

δ   = Position angulaire du rotor en radian électrique par rapport à une référence.                                         

qui tourne à la vitesse de synchronisme 00 2 fπω =  en srad / . 

 0f    = Fréquence de base en Hz . 

t   = Temps en seconde. 

dt

d
  = Dérivée par rapport au temps. 

 

3.4.3.2 Modèle du troisième ordre 
 

Le modèle de troisième ordre se compose de l’équation des couples en forme d’état   

 

))1((
2

1
−−−= riDieimi

i

ri KTT
Hdt

d
ω

ω
          en ( spu / )                            (2.3) 

)1(0 −= ri
i

dt

d
ωω

δ
                                        en ( selecrad /. )                    (2.4) 

 

et de l’équation électrique de la machine  

 

))((
1 ''

'
0

'

gdididiqifdi

id

qi
IXXEE

Tdt

dE
−−−−−−−−−−−−====      en ( spu / )                            (2.5) 

Où : 
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'
0dT   = Constante de temps transitoire du circuit ouvert en seconde. 

'
qE  = Tension proportionnelle à  la composante directe du flux rotorique fdψ en pu . 

fdE  = Tension proportionnelle à la tension d’excitation directe fde  en pu . 

dX  = Composante directe de la réactance statorique en pu . 

'
dX  = Composante directe de la réactance statorique transitoire en pu . 

gdI  = Composante directe du courant au stator du générateur en pu . 

 

Le diagramme suivant peut être utile pour la détermination de l’état d’équilibre pour ce 

modèle. Il représente les relations vectorielles entre les différentes tensions et le courant de 

l’alternateur synchrone dans le repère de Park ( qd − ) [3]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.4. Diagramme de phase d’une machine synchrone 

 

Avec : 

 

aR  = Résistance du stator. 

qX  = Composante quadrature de la réactance statorique en pu . 

iδ  = Déviation angulaire entre la tension terminale et l’axe q  du repère de Park en rad . 

 

 
3.5 Modèle du réseau électrique d’interconnexion 
 

Il s’agit de  trouver la relation entre les courants et les tensions des nœuds du réseau. 

Un réseau d’énergie électrique consiste en plusieurs nœuds interconnectés par des lignes de 

transmission, il est représenté par une matrice d’admittance nodale constante et symétrique 

busY . L’équation (2.6) relie les tensions et les courants des nœuds à travers la matrice 

d’admittance du réseau. 

 

qaiR

dd iX
'

'
qE qE

IE

qeqi

di

de
tE gd IjX

'

gq IjX

'E
gI

ga IR

iδ

dqiX
dqd iXX )( −

d-axe

q-axe

dd iX
gd IjX



Chapitre II  Modélisation Linéaire des systèmes électriques multimachines  pour l’étude de la stabilité 

 

 

47 





















=





















n

bus

n V

V

V

Y

I

I

I

MM

2

1

2

1

                                                     (2.6) 

Où : 

 

[ ]TnIII L21   = Vecteur des courants injectés aux nœuds. 

[ ]TnVVV L21  = Vecteur des tensions des nœuds. 

busY    = Matrice d’admittance nodale du réseau. 

 
3.5.1 Réduction de la taille du réseau 
 

Dans le réseau les générateurs sont  connectés à des nœuds dits actifs ou générateurs. 

Les autres nœuds sont des nœuds passifs auxquels des charges linéaires passives sont  

connectées. Pour un objectif de trouver la relation entre les courants injectés par les 

générateurs et les tensions aux nœuds générateurs la taille du réseau peut être réduite en 

éliminant les nœuds passifs. Les charges sont considérées comme des admittances constantes 

et elles peuvent être incluses dans la matrice d’admittance du réseau comme dans l’équation 

(2.7). 

   

LbusbusL YYY +=                                                          (2.7) 

 

La taille du réseau électrique peut être réduite en éliminant les nœuds passifs ou sans 

générateurs par la méthode de Kron, voir l’annexe 2, [3, 22, 24]. Il s’agit donc de trouver la 

relation suivante : 

 

tredg EYI ====                                                         (2.8) 

Où : 

 

gI  = Courants injectés par les générateurs. 

tE  = Tensions aux nœuds générateurs. 

redY  = Matrice d’admittance réduite y comprises les charges passives. 

 

L’étape suivante est d’introduire les réactances transitoires des machines synchrones dans la 

matrice d’admittance réduite. La matrice d’admittance finale est obtenue avec l’équation 

(2.9). 

 
1'1 ])[( −− += dredf jXYY                                                    (2.9) 

Où :  

 
'
djX  = Matrice diagonale des réactances transitoires des machines synchrones. 

 

L’obtention de la matrice d’admittance finale permet d’écrire la relation (2.10) qui relie les 

courants et les tensions internes  des générateurs interconnectés. 
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'
EYI fg ====                                                           (2.10) 

'
E  = La tension interne de la machine synchrone derrière la réactance transitoire. 

 

L’équation (2.10) est l’équation finale du réseau. 

 

Maintenant, nous allons trouver le modèle complet du système électrique multimachine. Deux 

modèles non linéaires seront traités, un modèle de deuxième ordre et un modèle de 4
ème

  

ordre. Ils sont appelés du 2
ème

  et du 4
ème

  ordre selon l’ordre de la représentation de la 

machine synchrone dans le système. Nous avons choisi de présenter le modèle de 2
ème

  ordre 

pour un objectif de valider le changement de variable que nous allons proposer. Ce 

changement de variable concerne les angles des rotors des machines. En ce qui concerne le 

modèle de 4
ème

  ordre, le modèle non linéaire sera linéarisé et utilisé pour concevoir la 

commande linéaire par retour d’état afin d’améliorer les comportements dynamiques du 

réseau étudié.   

 

4 Modèle du 2ème ordre d’un réseau électrique 
multimachine 

 

Nous allons distinguer entre deux modèles, absolu et relatif selon l’angle du rotor. 

 

4.1 Modèle absolu 
 

Ce modèle est basé sur le modèle de deuxième ordre de la machine synchrone présenté 

par les équations (2.1) et (2.2). En pu  nous constatons que la puissance a la même valeur que 

le couple, [1], ce qui permet d’écrire. 

 

))1((
2

1
−−−= riDieimi

i

ri KPP
Hdt

d
ω

ω
                                      (2.11) 

)1(0 −= ri
i

dt

d
ωω

δ
                                                      (2.12) 

 

δ  = Position angulaire du rotor en radian électrique par rapport à une référence                                         

qui tourne à la vitesse de synchronisme 00 2 fπω = . 

 

L’équation (2.11) est une relation entre vitesse angulaire et puissance. Si le nombre des 

machines est m  la puissance électrique produite par la ème
i  machine sera donnée par  

 

)cos()Re()Re(
1

''
*'

1

*'*'

ijjifij

m

j

jij

m

j

fijigiei YEEEYEIEP βδδ −−=== ∑∑
==

              (2.13) 

Où : 

 
*

gI  = Le conjugué du courant du générateur. 

ijj

fijfij eYY
β

====  
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Les relations (2.11) et (2.12) avec l’équation (2.13) représente un système électrique 

multimachine décrit par un modèle de deuxième ordre que nous appelons absolu. Il est appelé 

absolu parce que l’angle du rotor de chaque machine est la déviation angulaire de son rotor 

par rapport à un axe de référence qui tourne à la vitesse de synchronisme. Nous allons 

remarquer plus tard dans ce chapitre que le modèle absolu obtenu dans cette thèse possède des 

pôles instables. Cependant, il est possible de trouver un modèle que nous appelons relatif qui 

garde les mêmes pôles du modèle absolu à l’exception des pôles instables.  

 

4.2 Modèle relatif 
 

Ce modèle est appelé relatif car la déviation angulaire du rotor de chaque machine est 

relative. C'est-à-dire qu’on fixe le repère de la première machine comme une origine angulaire 

par rapport à laquelle les angles de déviation des rotors de toutes les machines sont calculés. 

Pour obtenir ce modèle nous allons procéder comme suivant : 

 

Avec l’équation (2.12) on peut écrire    

   

)1()1( 100
1 −−−=− rri

i

dt

d

dt

d
ωωωω

δδ
                                        (2.14) 

ce qui donne 

)(
)(

10
1

rri
i

dt

d
ωωω

δδ
−=

−
                                               (2.15) 

 

Maintenant, l’angle relatif entre la ème
i  machine et la 1

ère
 machine est pris comme une 

nouvelle variable. 

11 δδδα −== iii                                                     (2.16) 

avec mi L,3,2,1====  

On remarque que 0111 ====−−−−==== δδα  cette variable d’état sera donc éliminée de la matrice d’état 

du système décrit par le modèle relatif. 

 

La déviation angulaire entre deux machines ( ji, ) dans le réseau sera alors 

 

jijiij ααδδδ −=−=                                                 (2.17) 

 

L’équation (2.15 ) avec (2.16) donnent 

 

)( 10 rri
i

dt

d
ωωω

α
−=                                                    (2.18) 

 

En considérant le changement de variable (2.17), les angles absolus dans l’équation (2.13) 

seront remplacés par les angles relatifs ce qui donne l’équation (2.19).  

 

)cos()Re()Re(
1

''
*'

1

*'*'

ijjifij

m

j

jij

m

j

fijigiiei YEEEYEIEP βαα −−−−−−−−============ ∑∑∑∑∑∑∑∑
========

              (2.19) 
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Les équations (2.11), (2.18) et (2.19) représentent le modèle relatif de 2
ème

 ordre d’un système 

électrique multimachine. Les tensions 
'

E  sont supposées constantes ce qui permet d’évaluer 

la relation puissance électrique et angle du rotor suite à une perturbation. Cette évaluation 

peut être faite par une intégration numérique. Ce modèle non linéaire peut servir pour l’étude 

de la stabilité transitoire (grandes perturbations) par la méthode directe de Lyapunov.  

Ce qui est intéressant dans ce modèle par rapport aux modèles dans [19] et [26], est qu’il 

n’exige pas d’avoir un amortissement proportionnel, 
i

Di

H

K
, constant ce qui est le cas général.   

Pour valider le changement de variable dans l’équation (2.16), l’exemple II.1 compare les 

comportements du modèle absolu et du modèle relatif. Nous allons remarquer que les deux 

modèles ont les mêmes comportements dynamiques. 

 

 

5 Modèle du 4ème ordre d’un réseau électrique 
multimachine 

 

Pour obtenir le modèle du 4ème ordre d’un réseau  électrique multimachine, le modèle 

du troisième ordre de la machine synchrone (2.3), (2.4) et (2.5) sera pris en compte. Le 

modèle du système d’excitation de la machine est introduit dans le modèle du système ainsi 

que l’interaction entre les machines.  

 

5.1 Modèle non linéaire du système d’excitation  
 

Les machines dans cette étude sont supposées toutes équipées par des systèmes 

d’excitation de type 1. IEEE illustré sur la figure 2.5, [1]. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.5. Le système d’excitation Type 1, IEEE 

 

 

Ce système peut être simplifier comme dans [22, 24, 25, 27] et voici les détails de 

simplification. 

 

sT

K

A

A

+1

sT

sK

F

F

+1

sTK EE +

1

)( fdE EfS =

MAXRV

MINRV

sTR+1

1 -
+

+
-

-

+

+

refV

Signale 
supplémentaire 

tE

Système d’excitation (IEEE type 1)

CV

V

SV

fdE
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5.1.1. Simplification du système d’excitation 
 

La saturation ES  est négligée en supposant que le point d’équilibre se situe sur la 

partie linéaire de la caractéristique fdfd IE , . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. 6. Caractéristique fdfd IE ,  

 

 

La constante de temps RT  du filtre peut être négligée car elle est faible par rapport aux autres 

constantes de temps et donc tC EV = . Le modèle simplifié est représenté par les équations 

différentielles suivantes : 

 

(((( ))))fdEA

E

fd
EKV

Tdt

dE
−−−−====

1
                                            (2.20) 

(((( ))))AAFA

A

A VVKVK
Tdt

dV
−−−−−−−−−−−−====

1
                                 (2.21) 











−−−−==== F

fd

F

F

F V
dt

dE
K

Tdt

dV 1
                                           (2.22) 

 

Où : tSref EVVV −+=  

fdE   = Tension d’excitation. 

refV   = Tension de référence. 

SV   = Signal supplémentaire. 

tE   = Tension terminale. 

AA TK ,  = Gain et constante de temps du régulateur de tension. 

EE TK ,  = Paramètres de l’excitateur. 

FF TK ,  = Paramètre du stabilisateur. 

RT   = Constante de temps du filtre. 

 

En négligeant les termes dérivatifs qui varient rapidement par rapport aux autres, 0=
dt

dVA  et 

0=
dt

dVF , le système d’excitation de la ème
i  machine sera représenté par l’équation (2.23). 

 

fdE

fdI
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fdi

FiAiEi

Ei
tiSirefi

FiAiEi

Aifdi
E

KKT

K
EVV

KKT

K

dt

dE

+
−−+

+
= )(                      (2.23) 

 

 

L’équation (2.23) sera utilisée dans le modèle complet du système appelé complexe. 

 

5.2 Relation entre les machines à travers le réseau 
d’interconnexion 
 

Pour comprendre les relations entre les machines à travers le réseau d’interconnexion 

nous présentons le diagramme illustré par la figure 2.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 2.7. Diagramme vectoriel d’un système électrique multimachine. 

 

Le diagramme représente la projection des tensions et du courant de la ème
i  machine 

synchrone dans un système électrique multimachine. Pour chaque machine il existe un repère 

de Park individuel ( )ii qd , . Pour le système multimachine, il existe un repère commun ( )QD, . 

L’axe appelé )0( =θrefAxe  est la référence d’angle fixée lors du calcul de la répartition de 

charge dans le réseau. Le repère commun ( )QD,  tourne à la vitesse de synchronisme. La 

déviation angulaire du rotor de la ème
i  machine est mesurée par l’angle iδ  ce qui correspond 

à un modèle absolu. Maintenant, si on choisi le repère ( )11 ,qd  comme un repère commun du 

système, la déviation angulaire de tous les rotors sera appelée relative, donc, on obtient le 

modèle relatif. Par conséquent, pour obtenir le modèle relatif nous nous intéressons à la 

déviation relative des rotors des machines c'est-à-dire,  

tiE

tdiE

tqiE
giI

'

iE

'

qiE

qiE

iOC

( ) gidi IXj ⋅'

( ) giqi IXj ⋅

( ) qidiqi IXXj ⋅− '

( ) gidi IXj ⋅

iE

diI
qiI

QAxe

DAxe

idAxe

iqAxe

iAngle δ

O

)0( =θrefAxe

+
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1δδ −j  ,           mj L1=   

Où 

 

m  = Nombre des machines 

Sur le diagramme la tension terminale de la ème
i

  
machine dans les coordonnées communes 

( )QD,  est donnée par l’équation suivante : 

 

qidiqigidiqiti IXXjIjXEE )( '''
−−−=                                   (2.24) 

 

'
qiE  = Projection de la force électromotrice (

'
iE ) sur l’axe ( iq ). 

qiI   = Projection du courant ( giI ) sur l’axe ( iq ), (valeur scalaire). 

 

Nous pouvons aussi constater que dans les coordonnées ),( QD à l’aide de la figure 2.7 : 

 

 

)90(''
ij

qiqi eEE
δ++++°°°°

====                 
)90( ij

qiqi eII
δ++++°°°°

====                   90j
ej

−=−         (2.25) 

 

 

iδ   = Angle de phase entre les axes ( )Ddi , . 

 

Remplaçant dans l’équation (2.24) nous obtenons :  

 

 

                           ij
qidiqigidi

ij
qiti eIXXIjXeEE

δδ
)( '')90(' −−−−++++−−−−==== ++++°°°°                            (2.26) 

 

Et alors, pour un système à ( )m  machines, l’équation matricielle de la tension terminale des 

machines :  

 

]][][[]][[]][[][ ''')90(
q

j
dqgdq

j
t IeXXIXjEeE

δδ −−−−++++−−−−==== ++++°°°°                      (2.27)  

 

Où: ][ )90( δ+°je , ][ δje , sont des matrices diagonales. 

 

][ '

dq XX −  et ][ '

dX  sont des matrices diagonales avec des valeurs scalaires. 

 

Reprenons l’équation matricielle (2.8). Les courants injectés dans les nœuds où il y a une 

génératrice sont : 

 

tredg EYI ====                                                        (2.28) 

 

Remplaçant ][ tE  dans l’équation (2.27) par sa valeur  dans l’équation (2.28), nous avons dans 

les coordonnées communes ),( QD  : 
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]]][][[]][][[[][ ''90(
q

j
dqq

j
fg IeXXEeYI

δδ −−−−++++==== ++++°°°°                           (2.29) 

Où : 
1'1 ])[( −− += dredf jXYY  =  La matrice d’admittance réduite y compris les réactances 

transitoires des machines '
diX . 

Pour la ème
i

  
machine dans les coordonnées communes ),( QD  : 

 

 

∑∑∑∑
====

++++°°°°
−−−−++++====

m

j

jj

qjdjqj
jj

qjfijgi eIXXeEYI
1

')90(' ))((
δδ

                        (2.30) 

 

 

Dans l’équation (2.30), le terme ij =  est inclus et ( )m  est le nombre des machines. 

 

L’expression du courant dans les coordonnées propres ( )ii qd ,  : 

 
ij

gii eIi
δ−−−−====  

Et alors : 

 

))((
)(')90('

1

ijijj

qjdjqj
ijijj

qj

m

j

fiji eIXXeEYi
δβδβ ++++++++++++°°°°

====

−−−−++++==== ∑∑∑∑                  (2.31) 

Où : 

 

ij
j

ijij eYY
β

⋅= , )( ijij δδδ −= . 

 

A partir de l’équation (2.31), les parties réelles et imaginaires des courants sont 

 

))cos()()sin(()Re( ''

1

qjijijdjqjqjijij

m

j

fijidi IXXEYii δβδβ ++++−−−−++++++++−−−−======== ∑∑∑∑
====

       (2.32) 

))sin()()(cos()Im( ''

1

qjijijdjqjqjijij

m

j

fijiqi IXXEYii δβδβ ++++−−−−++++++++======== ∑∑∑∑
====

        (2.33) 

 

Les équations précédentes contiennent les tensions internes des machines synchrones et les 

courants injectés par ces machines. La matrice d’admittance finale et le déphasage rotoriques 

des machines sont aussi présents. Ces équations seront le point de départ dans la linéarisation 

du système par rapport à un point d’équilibre donné.  

 

Maintenant, nous avons tout ce qu’il faut pour élaborer le modèle de ème4  ordre absolu et 

relatif complet et  non linéaire du système électrique multimachine. Ce modèle sera linéarisé 

pour avoir le modèle absolu et relatif en forme d’état linéaire. Le modèle absolu sous forme 

d’état linéaire sera modifié pour obtenir le modèle absolu modifié en choisissant des axes de 

référence. Cela fera l’objet d’une discussion sur la validité de cette modification. A la fin de 

ce chapitre nous développons une comparaison entre les trois modèles selon leurs 

comportements dynamiques.  
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6 Modèle du 4ème  ordre non linéaire complet 
 

Le modèle complet est basé sur le modèle de troisième ordre de la machine synchrone, 

le modèle du système d’excitation, le modèle d’interaction entre les machines interconnectées 

et d’autres équations auxiliaires.  

 

6.1 Machine synchrone  
 

La machine synchrone est représentée par le modèle du troisième ordre. 

 

))1((
2

1
−−−= riDieimi

i

ri KTT
Hdt

d
ω

ω
                                      (2.34) 

)1(0 −= ri
i

dt

d
ωω

δ
                                                      (2.35) 
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dididiqifdi
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qi
IXXEE
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dE
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6.2 Système d’excitation  
 

Le système d’excitation est simplifié à un système de 1
er

 ordre. 
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6.3 Relations entre les machines interconnectées dans le 
réseau 
 

Les composantes du courant injecté par la ème
i machine sont 

 

 

))cos()()sin(()Re( ''

1

qjijijdjqjqjijij

m

j

fijidi IXXEYii δβδβ ++++−−−−++++++++−−−−======== ∑∑∑∑
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       (2.38) 
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qjijijdjqjqjijij

m

j

fijiqi IXXEYii δβδβ ++++−−−−++++++++======== ∑∑∑∑
====

        (2.39) 

Où : )( ijij δδδ −=  

 

6.4 Équations auxiliaires  
 

En plus des équations précédentes nous avons besoin de quelques équations 

auxiliaires. 
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6.4.1 Equations des composantes des tensions terminales des 
machines 
 

qiqitdi IXE ====                                                          (2.40) 

didiqitqi IXEE
'' −−−−====                                                     (2.41) 

222
tqitditi EEE ++++====                                                         (2.42) 

 

6.4.2  Equation du couple électromagnétique 
 

Le couple électromagnétique est exprimé par la relation suivante 

 

qitqiditditigieiei IEIEEIPT ++++========≅≅≅≅ )Re(                                        (2.43) 

 

La puissance électrique produite par la ème
i machine est 
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δδβδδβ
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   (2.44) 

 

Pour avoir le modèle linéaire d’état du système, ce modèle non linéaire est linéarisé par 

rapport à un état d’équilibre choisi. 

 

Le calcul de l’état d’équilibre du système signifie le calcul des tensions, des déphasages des 

angles des rotors et des courants injectés par les générateurs. La première étape est le calcul 

de l’écoulement de charge par une méthode numérique comme Newton-Raphson ou une autre. 

Ensuite, calculer avec le diagramme, illustré par la figure 2.7, les angles de déphasages des 

rotors des machines iδ , les tensions et les courants ',,,, qiqiditqitdi EIIEE , enfin, calculer la 

matrice d’admittance finale fY .  

Le modèle de 4
ème

 ordre sera linéarisé pour obtenir la forme d’état linéaire. Toutes les 

équations de (2.34) à (2.37) seront linéarisées autour d’un point d’équilibre. La linéarisation 

des équations d’interaction entre les machines (2.38) et (2.39) conduit à avoir les coefficients 

621 ...,, KKK  qui sont des matrices constantes. Pour plus de détails voir l’annexe 3.  

 

7 Linéarisation du modèle 
 

Le modèle linéarisé est un ensemble des équations différentielles linéaires, nous allons 

distinguer entre deux modèles, absolu et relatif. Les deux modèles sont différents par la 

représentation des déviations angulaires des rotors des machines. En effet, si l’angle absolu iδ  

de l’axe de la machine avec l’axe D  est choisi, figure 2.7, le modèle est appelé absolu. Ce 

modèle est utilisé dans certaines références comme [1], [22]. Pour certaines raisons discutées 

ci-après ce modèle ne sera pas adopté, nous allons plutôt choisir le modèle relatif qui sera 

détaillé en annexe 4. Dans le  modèle relatif nous choisissons les angles relatifs des axes des 

machines iα  avec l’axe de la première machine équation (2.16). 
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7.1 Modèle absolu linéaire 
 

Ce modèle consiste en les équations suivantes où 
dt

d
s =  = Opérateur de Laplace. 

7.1.1 Equation de mouvement mécanique 
 

La linéarisation des équations (2.34) et (2.35) donne 
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1
riDieimi

i
ri KTT

H
s ωω ∆−∆−∆=∆                                   (2.45) 

riis ωωδ ∆=∆ 0                                                     (2.46) 

 

7.1.2 Equation électrique de la machine synchrone 
 

La linéarisation de l’équation (2.36) donne 
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7.1.3 Equation du système d’excitation  
 

L’équation (2.37) est linéarisée ce qui donne 
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7.1.4 Equations  d’état du modèle absolu linéaire 
 

Le modèle d’état du système électrique multimachine est décrit par les équations 

différentielles linéaires suivantes : 

 

riis ωωδ ∆⋅=∆ 0                                                                                                                (2.49) 
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Pour chaque machine il y a quatre variables d’état T
fdiqirii EE ][ ' ∆∆∆∆ ωδ . 
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7.1.5 Modèle d’état absolu 
 

Avec les équations d’état obtenues ci-dessus nous pouvons décrire le système 

électrique de m  machines  sous la forme suivante : 

 

111

11111

xCy

uBxAx

=

+=
•

                                                     (2.53) 

 

Où : 

 

1A   = Matrice d’état du système ( )mm 44 × . 

1B  = Matrice de commande du système ( )mm ×4 .  

1C  = Matrice de sortie ( )mm 42 × . 

 

1x = T
fdmfdfdqmqqrmrrm EEEEEE ][ 21

''
2

'
12121 ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ LLLL ωωωδδδ (2.54) 

 

Les variables d’état sont : 

 

• Déviation de l’angle absolu du rotor, δ∆  (rad. elec/second). 

• Déviation de la vitesse angulaire du rotor, rω∆ (Vitesse angulaire électrique pu ). 

• Déviation de la tension interne '

qE∆  en ( pu ). 

• Déviation de la tension interne d’excitation fdE∆  en ( pu ). 

 

Les variables de commande sont les signaux supplémentaires introduits aux systèmes 

d’excitation des machines. Produites par la commande optimale, ces commandes vont 

stabiliser le système. 

 

[[[[ ]]]]T
SmSS VVVu ∆∆∆ L211 ====                                                                                                 (2.55) 

 

Les variables de sortie sont les états mesurables du système (La vitesse angulaire et la tension 

d’excitateur) 

 
T

fdmfdfdm EEEy ][ 21211 ∆∆∆∆∆∆= LL ωωω                                                              (2.56) 

 

Après l’obtention du modèle linéaire absolu sous la forme d’état, dans les références [22], 

[24], [25], [28] et [29],  les auteurs ajoutent une étape supplémentaire. Il s’agit de modifier 

l’équation d’état du système en sélectionnant les axes de référence. 

 

7.1.5.1 Sélection des axes de référence pour le modèle absolu 
 

Dans les équations précédentes (2.53), les axes de référence du réseau étaient supposés 

avoir une vitesse constante, Undrill [29] a montré que cette hypothèse était incorrecte. Les 

référence [22, 24, 25] ont  suivi la même approche en considérant que la fréquence du réseau 

est toujours identique à celle d’une machine dominante. 
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Ainsi, les coordonnées communes ( )QD,  tournent en synchronisme avec les axes ( )qd ,  de la 

machine de référence. Cela signifie que la déviation de l’angle du rotor de cette machine est 

égale à zéro, donc, elle doit être éliminée. Par conséquent, l’équation (2.53) doit être modifiée 

comme il est indiqué dans [29] par élimination de la variable d’état δ∆  de la machine de 

référence dans les deux membres de l’équation. 

 

L’équation d’état modifiée a la forme suivante 

222

22222

xCy

uBxAx

====

++++====
••••

                                           (2.57) 

Où : 

 

2A   = Matrice d’état du système ( )1414 −×− mm . 

2B  = Matrice de commande du système ( )mm ×−14 . 

2C  = Matrice de sortie ( )142 −× mm  

2u  = Vecteur de commande du système ( )m . 

2x  = Vecteur  des variables d’état du système ( )14 −m . 

2y  = Vecteur de sortie du système ( )m2  

m  = Nombre de générateurs. 

 

Dans cette thèse nous n’allons pas suivre cette approche pour les raisons suivantes : 

 

• Contrairement à ce qui est dans [22], [24], [25], [28] et [29], nous constatons 

qu’aucune modification dans l’équation d’état du système ne doit être faite. En effet, 

en linéarisant le système nous nous intéressons à la déviation des angles des rotors 

autour de leurs points d’équilibre et non à la déviation par rapport à un axe tournant, 

donc la déviation de tous les angles des rotors doit être prise en compte. En résumé, 

lorsqu’on a linéarisé le système nous avons eu un nouveau repère qui est l’état 

d’équilibre et non plus le repère commun. 

 

• Si la déviation de l’angle du rotor d’une machine considérée comme référence est 

nulle,  ce qui justifie de la négliger selon [22], [24], [25], [28] et [29], cela conduit à 

constater qu’une perturbation sur la vitesse de cette machine n’influence pas les autres 

machine du système ce qui n’est pas logique du point de vue physique. 

 

 

 

 

7.2 Modèle relatif linéaire 
 

La différence par rapport au modèle absolu est dans les équations de mouvement 

mécanique et surtout dans les variations des angles rotoriques. Les valeurs des 

coefficients 61...KK  sont calculées dans l’annexe 4. 
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7.2.1 Equations différentielles linéarisées de mouvement 
mécanique 
 

Les équations (2.34) et (2.18) sont linéarisées pour donner 
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                                                       )( 10 rriis ωωωα ∆−∆=∆                                             (2.59) 

 

7.2.2 Equations d’état du modèle relatif linéaire  
 

Les équations d’état du système linéaire sont 
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La variable d’état 01 ====α∆ car la première machine est considérée comme référence donc dans 

l’équation d’état cette variable d’état sera éliminée. Nous allons donc obtenir la forme d’état 

suivante. 

 

7.2.3 Variable d’état  relatif 
 

Avec les équations d’état obtenues ci-dessus nous pouvons décrire le système 

électrique de m  machines  sous la forme suivante : 
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xCy
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+=
•

                                                     (2.64) 

 

Où : 

La première ligne et colonne dans la matrice d’état qui correspondent à 01 ====α∆  sont 

suprimées, nous avons alors : 

 

3A   = Matrice d’état du système ( )14()14 −×− mm . 

3B  = Matrice de commande du système ( )mm ×− )14 .  

3C  = Matrice de sortie ( ))142 −× mm . 
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Le vecteur d’état est de la forme  

 
T

fdmfdfdqmqqmm EEEEEEx ][ 21
''

2
'
121323 ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ LLLL ωωωααα====         (2.65) 

 

Où : 

 

)(),(),(,, 1131232 δδδδδδααα −−−−−−−−−−−−==== mm ∆∆∆∆∆∆ LL                                             (2.66) 

 

Les variables d’état sont : 

 

• Déviation de l’angle relatif de charge, α∆ ( rad. elec/second). 

• Déviation de la vitesse du rotor, rω∆ (Vitesse angulaire électrique ( pu )). 

• Déviation de la tension interne '

qE∆ ( pu ). 

• Déviation de la tension interne d’excitation fdE∆  ( pu ). 

 

Les variables de la commande sont les signaux supplémentaires ajoutés aux systèmes 

d’excitation  

 

[[[[ ]]]] T
SmSS VVVu ∆∆∆ L213 ====                                                                                                 (2.67) 

 

Les variables de sortie sont les états mesurables du système qui sont 

 
T

fdmfdfdm EEEy ][ 21213 ∆∆∆∆∆∆= LL ωωω                                                              (2.68) 

 

A la fin de ce chapitre, nous allons comparer par un exemple numérique les trois 

modèles, absolu, absolu modifié et relatif. Cette comparaison va permettre de voir la 

différence entre les trois modèles. Les pôles du modèle modifié sont différents de ceux du 

modèle absolu, par contre le modèle relatif possède les mêmes pôles du modèle absolu à 

l’exception des pôles nuls. Cette propriété du modèle relatif par rapport au modèle absolu est 

importante car pour calculer la commande optimale par la méthode basée sur la forme 

équilibrée discutée plus tard, il faut que les pôles du système soient strictement négatifs. 

 

Dans les paragraphes précédents, nous avons traité le problème d’un réseau local 

multimachine. Un autre type intéressant à étudier est le réseau local relié à un réseau infini. Le 

modèle d’un tel type de réseau sera discuté dans le paragraphe suivant  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre II  Modélisation Linéaire des systèmes électriques multimachines  pour l’étude de la stabilité 

 

 

62 

8 Modèle d’un réseau local connecté à un réseau 
infini 

 

  Généralement, un réseau d’énergie électrique local est connecté à un réseau infini. Un 

tel système n’est pas clairement traité dans la littérature. Avec l’analyse dans les paragraphes 

précédents  on ne sait vraiment pas quoi faire s’il y a un nœud infini. Plusieurs questions se 

posent à propos de comment un nœud infini est considéré lors de la modélisation et comment 

le traiter lors de la réduction du réseau. 

 

Le système électrique est composé de n  machines synchrones interconnectées et est connecté 

à un réseau infini par le nœud appelé ∞b . Le réseau est réduit en éliminant les nœuds sans 

générateurs. Le réseau infini est considéré comme un générateur synchrone avec une 

impédance nulle.  

Le diagramme, illustré sur la figure 2.8, représente les relations entre les tensions et les 

courants dans un tel système. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.8. Diagramme de phase de la ème
i machine 

 

 

L’équation des tensions terminales dans le réseau est : 
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qidiqigidiqiti IXXjIjXEE )( '''
−−−−−−−−−−−−====           avec inf≠i                      (2.68) 
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quantités du réseau infini, normalement, 1inf = . 

 

Les courants injectés dans les nœuds générateurs dans les cordonnées communes sont donnés 

par l’équation suivante : 
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Dans les cordonnées propres ii qd −  : 

 
)90( ij

gii eIi
δ−−−−°°°°====                                                    (2.70) 

 

Où l’angle de phase entre les axes  et  Ddi est ( )°− 90iδ . 

 

En remplaçant dans l’équation (2.69) nous avons : 
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(2.71) 

Les composantes du courant dans les cordonnées propres sont : 

 

)Im(),Re( iqiidi iiii ==                                               (2.72) 

 

En analysant l’équation nous pouvons écrire: 
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Les équations (2.73, 2.74) sont les équations de départ pour calculer le modèle d’un réseau 

local connecté à un réseau infini. Dans l’annexe 5 nous présenterons plus de détails pour 

obtenir le modèle linéaire d’un tel système.  
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9 Application numérique 
 

9.1 Exemple II.1. Validation du changement de variable 
 

L’objectif de cet exemple est de valider notre choix de changement  de variable 

effectué pour obtenir le modèle relatif discuté dans le paragraphe 3. Nous allons présenter les 

comportements dynamiques du modèle relatif et absolu du système non linéaire simple décrit 

par les équations (2.11), (2.12) et (2.13). Les résultats de simulation montreront que le 

système rejoint son état d’équilibre après la disparition du défaut, les comportements des deux 

modèles sont les mêmes.   

 

Prenons l’exemple du réseau exposé ci-dessous où il y a trois machines qui alimentent trois 

charges.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

Figure 2.9. Réseau électrique à trois machines 

 

 

Données des générateurs 
 

Ces données sont utilisées pour l’élaboration  du modèle linéaire et donc le modèle 

d’état du système. 
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Point d’équilibre 
 

Les résultats de la répartition de puissance du système obtenu par la méthode de 

Newton-Raphson : après 3 itérations et avec une précision de 51076814.1 −×  nous avons 

obtenu le tableau suivant 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D’abord il faut calculer totP  et totQ   comme lgtot PPP += , lgtot QQQ +=  ensuite 

commencer le calcul. 

 

Où : 

 

g  = Générée. 

l  = Consommée. 

 

Puissance mécanique des machines = puissance électrique générée:   

 

 

]6.09.05484.0[=mP  

 

 

La matrice d’admittance finale est  

 

 

















−++

+−+

++−

=

9249.12431.06881.01243.07998.00714.0

6881.01243.01251.22074.00147.10946.0

7998.00714.00147.10946.03445.24080.0

jjj

jjj

jjj

Y f  

 

 

Les machines synchrones sont représentées par le modèle simplifié discuté dans le paragraphe 

4 .  

Les tensions derrière les réactances transitoires '
dX  sont calculées après le calcul des courants 

injectés par les générateurs, elles ont les valeurs constantes suivantes :  
 

]1485.02253.12562.02323.11045.01079.1[
'

jjjE +++=  

-0,4000-0,80000,00000,0000-0,4000-0,8000-3,78351,00516

-0,5000-0,60000,00000,0000-0,5000-0,6000-3,08930,98915

-0,4000-0,60000,00000,0000-0,4000-0,6000-2,28301,00464

0,00000,00000,56010,60000,56010,6000-1,60801,05003

0,00000,00000,58520,90000,58520,9000-0,84261,05002

0,00000,00000,30410,54840,30410,54840,00001,05001

-0,4000-0,80000,00000,0000-0,4000-0,8000-3,78351,00516

-0,5000-0,60000,00000,0000-0,5000-0,6000-3,08930,98915

-0,4000-0,60000,00000,0000-0,4000-0,6000-2,28301,00464

0,00000,00000,56010,60000,56010,6000-1,60801,05003

0,00000,00000,58520,90000,58520,9000-0,84261,05002

0,00000,00000,30410,54840,30410,54840,00001,05001

Noeud )( puV )( puPg )( puPl)( puQg )( puQl
)( puPtot )( puQtot(deg)θ

ref

PV

PV

PQ

PQ

PQ
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]9102.67447.113883.5[=δ  en ( deg ) 

 

)( '
Eangle=δ   = Angle initial absolu du rotor.  

)( fYangle=β  = Matrice de phase de la matrice d’admittance. 

12211 δδδα −==  = Angle relatif du rotor de la 2
ème

 machine. 

13312 δδδα −==  = Angle relatif du rotor de la 3
ème

 machine. 

 

Nous avons simulé une coupure de la ligne 1-2, la ligne perdue est remise en service après  

200 ms. Pour la simulation cette coupure correspond  à une modification de la matrice 

d’admittance finale pendent 200 ms. La matrice d’admittance modifiée a la valeur suivante : 

 

 

















−++

+−+

++−

=

8958.12505.07446.01377.07026.00623.0

7446.01377.00157.22317.08262.00799.0

7026.00623.08262.00799.00272.23879.0

jjj

jjj

jjj

Y fp  

 

 

Nous allons comparer entre le modèle de 2
ème

 ordre absolu décrit par les équations (2.75), 

(2.76), (2.77) 

 

 

))1((
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1
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i
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              (2.77) 

 

et le modèle de 2
ème

 ordre  relatif décrit par 

 

))1((
2
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i
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H
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)( 10 rriis ωωωα −=                                                    (2.79) 
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==

              (2.80) 

 

 

Les équations de (2.75) et (2.76) d’un côté et les équations (2.78) et (2.79) d’un autre côté 

seront intégrées par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 sous Matlab. Les réponses 
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dynamiques des angles des rotors suite à la perturbation proposée sont illustrées sur la figure 

suivante : 

0 2 4 6 8 10 12
0

1

2

3

4
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6

7

8

Temps (s)

(d
e
g
) δ

21

δ
31

Modèle absolu 
et
Modèle relatif

 
 

Figure 2.10. Variation de l’angle du rotor 

 

 

Sur la figure 2.10, les deux courbes sont confondues ce qui valide le choix que nous avons 

effectué dans l’équation (2.16), dans le paragraphe 4. On remarque que le système rejoint 

l’état d’équilibre après la reconnexion de la ligne 1-2, les oscillations s’amortissent pendant 

presque 10 secondes. Comme nous avons déjà vu, l’avantage du modèle relatif est qu’il 

permet aussi d’analyser la stabilité transitoire par la méthode directe de Lyapunov pour 

l’analyse des grandes perturbations pour des machines qui n’ont pas le même rapport 
H

K D . 

 

 

9.2 Exemple II.2. Validation du choix du modèle relatif 
 

Dans l’objectif de comparer le modèle relatif et le modèle absolu modifié avec le 

modèle absolu nous présentons cette application numérique. En comparant les valeurs propres 

du système, nous allons montrer pourquoi le modèle absolu ne sera pas adopté. Ensuite, nous 

montrerons que le modèle relatif aura les mêmes comportements que le modèle absolu sans 

avoir des pôles nuls.  

  

Reprenons le réseau décrit ci-dessus  par l’exemple II.1 où il y a trois machines qui alimentent 

un réseau, voir la figure 2.9. La linéarisation du modèle de 4
ème

 ordre donne les résultats 

suivants. 

 

9.2.1 Modèle absolu 
 

Le modèle absolu sous la forme d’état est  

 

11111

1111

uDxCy

uBxAx

++++====

++++====
••••
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Où : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.2.2 Modèle absolu modifié 
 

Reprenons l’équation (2.57) comme suivant 

22222

22222

uDxCy

uBxAx

++++====

++++====
••••

 

 

En supposant que la première machine est considérée comme référence dans le système, la 

première ligne et colonne dans la matrice d’état 1A  seront éliminées. Cette modification 

traduit notre compréhension de la modification effectuée dans le paragraphe 7.1.5.1. Nous 

avons obtenu les matrices modifiées suivantes   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,0000 0,0000 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

-0,1371 0,0815 0,0557 -0,2700 0,0000 0,0000 -0,1469 0,0336 0,0037 0,0000 0,0000 0,0000

0,1755 -0,2928 0,1173 0,0000 -0,8677 0,0000 -0,0207 -0,3310 0,0131 0,0000 0,0000 0,0000

0,1258 0,1231 -0,2488 0,0000 0,0000 -1,3015 -0,0122 0,0566 -0,2655 0,0000 0,0000 0,0000

-0,0644 0,0370 0,0274 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3745 0,1072 0,0880 0,1289 0,0000 0,0000

0,2097 -0,3803 0,1705 0,0000 0,0000 0,0000 0,2510 -0,9702 0,1979 0,0000 0,2500 0,0000

0,1216 0,1531 -0,2747 0,0000 0,0000 0,0000 0,2347 0,2408 -0,9176 0,0000 0,0000 0,2500

-0,1709 0,1510 0,0199 0,0000 0,0000 0,0000 -11,5764 -3,6244 -3,4519 -0,4000 0,0000 0,0000

0,8121 -0,5351 -0,2770 0,0000 0,0000 0,0000 -7,5098 -6,0818 -4,8406 0,0000 -0,4000 0,0000

0,9712 0,1192 -1,0904 0,0000 0,0000 0,0000 -6,0947 -4,0932 -8,1202 0,0000 0,0000 -0,4000

=1A

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

=1C
=1D

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

20 0 0

0 20 0

0 0 20

=1B

0,0000 0,0000 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0815 0,0557 -0,2700 0,0000 0,0000 -0,1469 0,0336 0,0037 0,0000 0,0000 0,0000

-0,2928 0,1173 0,0000 -0,8677 0,0000 -0,0207 -0,3310 0,0131 0,0000 0,0000 0,0000

0,1231 -0,2488 0,0000 0,0000 -1,3015 -0,0122 0,0566 -0,2655 0,0000 0,0000 0,0000

0,0370 0,0274 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3745 0,1072 0,0880 0,1289 0,0000 0,0000

-0,3803 0,1705 0,0000 0,0000 0,0000 0,2510 -0,9702 0,1979 0,0000 0,2500 0,0000

0,1531 -0,2747 0,0000 0,0000 0,0000 0,2347 0,2408 -0,9176 0,0000 0,0000 0,2500

0,1510 0,0199 0,0000 0,0000 0,0000 -11,5764 -3,6244 -3,4519 -0,4000 0,0000 0,0000

-0,5351 -0,2770 0,0000 0,0000 0,0000 -7,5098 -6,0818 -4,8406 0,0000 -0,4000 0,0000

0,1192 -1,0904 0,0000 0,0000 0,0000 -6,0947 -4,0932 -8,1202 0,0000 0,0000 -0,4000

=2A
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9.2.3 Modèle relatif 
 

Le modèle relatif obtenu est le suivant : 

 

 

33333

33333

uDxCy

uBxAx

++++====

++++====
••••

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En comparant ce modèle avec le modèle absolu, nous remarquons que la matrice d’état du 

modèle relatif peut être obtenu en supprimant la première ligne et colonne ensuite en 

modifiant les deux premières lignes dans la troisième colonne. 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

20 0 0

0 20 0

0 0 20

=2B 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

=2C
=2D

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0,0000 0,0000 -314,1593 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -314,1593 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0815 0,0557 -0,2700 0,0000 0,0000 -0,1469 0,0336 0,0037 0,0000 0,0000 0,0000

-0,2928 0,1173 0,0000 -0,8677 0,0000 -0,0207 -0,3310 0,0131 0,0000 0,0000 0,0000

0,1231 -0,2488 0,0000 0,0000 -1,3015 -0,0122 0,0566 -0,2655 0,0000 0,0000 0,0000

0,0370 0,0274 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3745 0,1072 0,0880 0,1289 0,0000 0,0000

-0,3803 0,1705 0,0000 0,0000 0,0000 0,2510 -0,9702 0,1979 0,0000 0,2500 0,0000

0,1531 -0,2747 0,0000 0,0000 0,0000 0,2347 0,2408 -0,9176 0,0000 0,0000 0,2500

0,1510 0,0199 0,0000 0,0000 0,0000 -11,5764 -3,6244 -3,4519 -0,4000 0,0000 0,0000

-0,5351 -0,2770 0,0000 0,0000 0,0000 -7,5098 -6,0818 -4,8406 0,0000 -0,4000 0,0000

0,1192 -1,0904 0,0000 0,0000 0,0000 -6,0947 -4,0932 -8,1202 0,0000 0,0000 -0,4000

=3A

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

20 0 0

0 20 0

0 0 20

=3B

=3C

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

=3D

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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9.2.4 Comparaison des valeurs propres 
 

Maintenant, le calcul des valeurs propres de trois modèles permet de comparer entre 

eux. 

Modèle absolu 1A       Modèle absolu modifié 2A    Modèle relatif 3A  

 

6067.05401.0

8629.04968.0

6780.0

0000.0

8741.13683.0

3421.95031.0

2017.117033.0

j

j

j

j

j

±−

±−

−

±−

±−

±−

               

6058.05379.0

8552.05020.0

8235.13345.0

8435.67018.0

0956.117394.0

2700.0

j

j

j

j

j

±−

±−

±−

±−

±−

−

            

8629.04968.0

6067.05401.0

6780.0

8741.13683.0

3421.95031.0

2017.117033.0

j

j

j

j

j

±−

±−

−

±−

±−

±−

 

 

Le modèle absolu possède une valeur propre nulle, c'est-à-dire un pôle instable. Cela est 

attendu car l’angle du rotor est obtenu après l’intégration de la vitesse. Le modèle modifié ne 

possède pas les mêmes pôles que le modèle absolu. C’est normal car nous avons modifié la 

matrice d’état du modèle absolu. Au contraire, le modèle relatif garde les mêmes 

comportements du modèle absolu avec l’avantage d’avoir éliminé le pôle instable. Par 

conséquent, le modèle relatif linéaire servira plus tard, dans les chapitres suivants, pour 

concevoir la commande et l’observation du système. 

 

Maintenant, nous allons présenter les résultats de simulation en figures. Le schéma de 

simulation a été réalisé dans l’environnement Simulink de Matlab. 

 

 

9.2.5 Résultats de simulation 
 

Pour le modèle absolu, le modèle absolu modifié et le modèle relatif, la perturbation 

est une déviation de 0.1 pu  sur la tension d’excitation de la troisième machine 3fdE∆ . Nous 

allons afficher les résultats sur les figures suivantes.  
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Figure 2.11. Déviation de l’angle du rotor 
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Figure 2.12. Déviation de la vitesse angulaire du rotor 
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Figure 2.13. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire 
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Figure 2.14. Déviation de la tension d’excitation 
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Comme il était prévu, vu les pôles des modèles, les comportements dynamiques du modèle 

absolu et relatif sont identiques. Par contre, les comportements des états du modèle absolu 

modifié sont différents.  

 

9.3 Exemple II.3. Validation de la procédure de la 
linéarisation 
 

L’objectif de cette application est de valider le modèle relatif et les démarches de la 

linéarisation sous l’hypothèse des petits signaux. Nous allons comparer les comportements de 

ce modèle relatif linéaire avec le modèle non linéaire décrit par les équations  (2.37) à (2.44). 

Les résultats de simulation vont montrer que les comportements du système non linéaire  et 

les comportements du système linéarisé sont superposés ce qui valide les démarches de la 

linéarisation développées dans l’annexe 4. 

Le système non linéaire sera intégré par la méthode numérique de Runge-Kutta implantée 

dans Matlab. L’état initial du système doit être calculé avant de passer à l’intégration 

numérique, cela se fait par la méthode de Newton- Raphson, [3], annexe 1. 

Pour le même système dans l’exemple II.1 et II.2, suite à une perturbation de pu1.0  pendant 

200 ms  sur la tension de référence de la 3
ème

 machine nous avons obtenu les résultats suivants. 
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Figure 2.15. Déviation de l’angle du rotor 
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Figure 2.16. Déviation de la vitesse angulaire du rotor 
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Figure 2.17. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire 
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Figure 2.18. Déviation de la tension d’excitation 

 

Ces résultats montrent que les comportements dynamiques du système non linéaire avec ceux 

du système linéarisé sont quasiment les mêmes. Cela permet de valider les démarches de la 

linéarisation du système électrique multimachine effectuées dans l’annexe 4. 

 

10 Conclusion 
 

Dans ce chapitre, le problème de la modélisation non linéaire du système électrique 

multimachine a été traité. Nous avons ensuite linéarisé le modèle de 4
ème

 ordre complet non 

linéaire autour d’un point d’équilibre donné. Nous avons distingué entre un modèle absolu et 

un modèle relatif. Les deux modèles possèdent les mêmes comportements dynamiques mais 

l’avantage du modèle relatif est qu’il ne possède pas des pôles nuls. Ceci le rend plus utile 

pour le calcul de la commande optimale dans le chapitre suivant. Nous avons aussi focalisé 

sur la sélection des axes de référence commune dans le réseau ce qui est courant dans la 

littérature. Nous avons décidé de ne pas suivre cette approche car nous avons estimé que cette 

321 ,, fdfdfd EEE ∆∆∆

'
3

'
2

'
1 ,, qqq EEE ∆∆∆
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approche ne reflete pas la réalité physique. Nous avons choisi plutôt le modèle relatif linéaire 

et nous avons justifié notre choix par des exemples numériques. La première application 

numérique a permis de valider le changement de variable effectué pour obtenir le modèle 

relatif. Le deuxième exemple a permis de justifier numériquement notre choix du modèle 

relatif. Le troisième exemple a permis de valider les démarches mathématiques de 

linéarisation effectuées pour obtenir le modèle d’état linéaire. Ce modèle relatif d’état sera 

utilisé dans le chapitre suivant pour concevoir la commande et l’observateur d’état. La 

commande en cascade avec l’observateur servira à améliorer les comportement dynamique du 

système électrique multimachine ce qui est le but principal de cette thèse 
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1 Introduction 
 

Dans le chapitre II, nous avons obtenu le modèle  linéaire du système électrique 

multimachine en linéarisant les équations du système non linéaire. Le calcul des valeurs 

propres de la matrice d’état du système permet d’examiner sa stabilité. La simulation sur ce 

modèle d’état permet de visualiser les comportements dynamiques des variables d’état suite à 

une perturbation donnée. Ces comportements dynamiques représentés par des oscillations 

peuvent être amortis en utilisant une méthode de commande linéaire active comme la 

commande par retour d’état statique. L’amélioration signifie un retour plus rapide à l’état 

initial et avec un meilleur amortissement. L’objectif de ce chapitre est, donc, d’améliorer 

l’amortissement d’un système électrique multimachine par la commande par retour d’état 

statique. Plusieurs matrices de gain de retour d’état peuvent être calculées mais il y en a une 

qui est optimale pour un critère d’optimisation donné. La commande optimale est calculée par 

la minimisation d’un critère d’énergie, elle réalise le compromis entre la précision de l’état et 

l’énergie dépensée par la commande. Avec la commande optimale, les pôles du système sont 

déplacés arbitrairement dans le plan complexe. Nous allons voir que les pôles du système en 

boucle fermée peuvent être placés dans un secteur désiré dans le plan complexe. Ce placement 

de pôles est faisable avec deux méthodes qui seront discutées ultérieurement. La commande 

par retour d’état exige que toutes les variables d’état du système soient mesurables ce qui 

n’est pas le cas dans cette étude. Nous avons, alors, besoin d’un observateur qui permet de 

reconstruire tout le vecteur d’état du système ou seulement les états qui ne sont pas 

mesurables. Dans ce chapitre nous allons présenter l’observateur d’état d’ordre complet qui 

reproduit le vecteur d’état entier, ensuite, nous présenterons l’observateur d’ordre réduit qui 

observe la partie non mesurable de l’état. Il est aussi possible de construire directement le 

signal de la commande sans passer par l’intermédiaire de l’observation d’état. Le problème de 

l’observateur se résume par le calcul de son gain qui détermine la dynamique de l’erreur de 

l’observation. Dans cette thèse le gain de l’observateur complet ou réduit va être calculé par 

les mêmes méthodes de calcul du gain de la commande par retour d’état statique. En résumé, 

le gain de la commande et celui de l’observateur sont calculés par trois méthodes, la première 

est basée sur la minimisation d’un critère d’énergie, la deuxième sur la méthode 

d’optimisation LMI (Linear Matrix Inequality), et la troisième sur la minimisation d’un critère 

constitué de la matrice de Lyapunov et du gain de la commande ou de l’observateur. Le 

dernier critère sera minimisé par la méthode de Rosenbrock qui sera présentée au cours de ce 

chapitre. La méthode LMI ne sera pas abordée en détails, nous allons plutôt nous en servir 

pour l’application de l’automatique.    

 

 

2 Commande par retour d’état statique 
 

2.1 Commandabilité  
 

Pour le système dans l’équation (3.1) sous la forme d’état 

 

)()(

)()()(

tCxty

tButAxtx

====

++++====
••••

                                                (3.1) 
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Si nn
A

×ℜ∈ , l’espace commandable par la paire ( BA, ) est 

 
nn

BAABBC ℜ⊂= −
),...,,Im(

1
                                         (3.2) 

 

Il représente l’ensemble des états initiaux 0x  qui peuvent être amenés à zéro en un temps fini 

par une commande u  appropriée [30]. La paire BA, est dite commandable ou gouvernable, 

selon le critère de Kalman, si et seulement si n
C ℜ= . Les valeurs propres de A  peuvent être 

assignées arbitrairement par retour d’état Kxu −= . Autrement dit, les valeurs propres de 

BKA −  peuvent être placés arbitrairement par le choix de K . 

 

Plus généralement, toute paire ( BA, ) peut se décomposer (par transformation orthogonale) 

comme suivant : 









=

22

1211

0 A

AA
AUU

T
     








=

0

1B
BU

T
                                 (3.3) 

 

avec 111,BA  commandable. Les modes de 22A  sont les pôles non commandables, c'est-à-dire 

invariants par retour d’état : ils restent présents dans le spectre de BKA −  pour tout K . 

 

Une loi de rétroaction proportionnelle de la forme )()( txKtu ⋅−=  permet de commander le 

système décrit sous forme d’état (3.1). Pour notre système la commande )(tu  est le signal 

supplémentaire de commande injecté dans le système d’excitation de la machine synchrone et 

)(tx  est le vecteur d’état du système. K  est une matrice constante appelée la matrice de gain 

du retour d’état. Le schéma suivant, figure 3.1, montre la configuration du système commandé 

par retour d’état. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1. Configuration du système en boucle fermée 

 

Le système (3.1) en boucle ouverte sera alors exprimé en boucle fermée par l’équation d’état 

suivante (3.4). 

)(][)( txBKAtx −−−−====
••••

                                               (3.4) 

 

Une telle loi de commande permet de déplacer arbitrairement  les valeurs propres du système, 

dans le plan complexe, vers la gauche de l’axe imaginaire. Ce placement des valeurs propres 

permet de stabiliser le système s’il est instable et d’améliorer l’amortissement du système 

stable. Cependant un compromis est à satisfaire lors du choix de la matrice de gain du retour 

d’état qui est le suivant [31] : 

K

0

+
−

)(tx

)(tu
)()()( tButAxtx ++++====

••••
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• Un contrôle rapide de l’état, des valeurs propres très négatives, des valeurs grandes de 

la matrice K , des valeurs larges de l’entrée et de certains états intermédiaires. 

• Un contrôle lent de l’état, des valeurs propres peu négatives, des valeurs petites de la 

matrice de gain  K , des valeurs plus petites de l’entrée et de certains états 

intermédiaires. 

 

Le choix d’une matrice de retour d’état optimale permet de choisir un retour d’état, parmi 

plusieurs choix stabilisant, qui satisfait le compromis cité ci-dessus en minimisant un critère 

d’énergie.  

 

2.2 Gain de la commande 
  

2.2.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie 
 

La synthèse linéaire quadratique (LQR) (Linear Quadratic Regulator) ou (LQ) consiste 

en la recherche d’une matrice de gain 1K , telle que la commande par retour d’état 

)()( 1 txKtu ⋅−=  stabilise le système et minimise un critère quadratique (3.5), [2] .  

 

∫
∞

+=
0

11 ][
2

1
dtuRuxQxJ c

T
c

T                                                (3.5) 

 

Où : 

1cQ  = Matrice de pondération des déviations des variables d’état 011 ≥=
T

cc QQ  ;          

1cR  = Matrice de pondération de  commande 011 >=
T

cc RR . 

 

Dans la plupart des cas 1cQ  et 1cR  sont des matrices constantes diagonales. Ces matrices 

permettent de pondérer la déviation de l’état par rapport à 0 par rapport à de l’énergie 

dépensée par la commande. Trouver le rapport entre 1cQ  et 1cR  ramène à trouver un 

compromis entre la précision désirée de l’état et l’énergie dépensée par la commande. 

 

La commande qui minimise le critère quadratique (3.5) est de la forme 

 

)()( 1 txKtu ⋅−=                                                     (3.6) 

Où 

PBRK
T

c

1

11

−
=                                                       (3.7) 

 

Avec P  est une matrice symétrique définie positive et qui est la solution de l’équation 

algébrique de Riccati suivante : 

01

1

1 =+−+
−

c
T

c
T

QPBPBRPAPA                                      (3.8) 

 

L’équation (3.9) décrit le système en boucle fermée avec commande optimale par retour 

d’état. 

)(][)( 1 txBKAtx −−−−====
••••

                                              (3.9) 
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2.2.1.1 Choix des matrices de pondération 1cQ   et 1cR  
 

Le choix de ces matrices est une des difficultés principales rencontrées au cours de la 

minimisation du critère quadratique [24]. Dans la littérature la référence [32] a utilisé la 

méthode d’essais et d’évolution de l’erreur tandis que la référence [22] a choisi les matrices 

en se basant sur la réponse dynamique du système. La référence [33] a proposé une méthode 

pour déplacer les valeurs propres du système en boucle fermée le plus loin possible vers la 

gauche de l’axe imaginaire dans le plan complexe selon les contraintes des régulateurs. La 

référence [24] a utilisé les matrices identité pour les matrices 1cQ  et 1cR . Par rapport aux 

autres auteurs, l’auteur de  [34] a proposé une méthode  intéressante que nous allons reprendre 

ci-dessous.  

 

La méthode est basée sur la transformation équilibrée du système. L’idée est que chaque 

variable d’état et de commande sera pondérée selon sa contribution dans la dynamique du 

système.  

 

2.2.1.1.1 Choix de  1cQ  

 

L’importance de chaque variable d’état d’un système dynamique est reliée à sa 

contribution dans la commandabilité et dans l’observabilité déterminées par la transformation 

du système en forme équilibrée [35]. Le système admet une infinité de représentations d’état 

le passage de l’une à l’autre se faisant par le changement de base dans l’espace d’état : 

 

( ) ( )txTtx b
1−=                                                       (3.10) 

)()(

)()()(

txCty

tuBtxAtx

bbb

bbbb

=

+=
•

                                            (3.11) 

Où : 
11 −− === CTCTBBTATA bbb                                    (3.12) 

 

T  est la matrice de changement de base et bx  est la forme équilibrée du vecteur d’état. 

 

Parmi ces représentations d’état il en existe une qui vérifie que le gramien d’observabilité oW  

et le gramien de commandabilité cW  sont égaux et diagonaux, voir (3.13). 

 

),,,,(diag 11 nmmoc WW σσσσ LL +=Σ==                                 (3.13) 

 

Où : )1,,1(;01 −=≥≥ + niii Lσσ  sont les valeurs singulières de Hankel (HSVs). m  est le 

nombre des modes les plus dominants (plus contrôlables plus observables). Cette 

représentation d’état est appelée représentation d’état équilibrée ou en anglais “balanced 

realization”. 

iσ  est l’indice d’observabilité et de commandabilité de la 
ème

i  composante du vecteur d’état 

en forme équilibrée bx . De plus, les iσ  sont ordonnés par ordre décroissant ce qui signifie 
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que les dernières composantes du vecteur d’état en forme équilibrée sont les moins 

observables et les moins commandables. 

Avec l’analyse précédente la matrice 1cQ  est obtenue comme suivant: 

(i) Les premiers états ( m ) du système en forme équilibrée sont ceux qui contribuent le plus 

dans les comportements dynamiques du système. Par conséquent ils doivent être pondérés 

selon leurs contributions. 

(ii) Les derniers états ( mn − ) sont ignorés et sont pondérés par des zéros. Cela parce que ces 

états sont peu commandable et/ou observables et jouent un petit rôle dans les comportements 

dynamiques du système. 

 

Pour calculer la matrice  bQ  nous pouvons écrire:  

 

)0,0,0,/,,/,1(diag 121 LL mbQ σσσσ=                                     (3.14) 

 

ce qui donne par transformation inverse la matrice de pondération d’état recherchée 

 

TQTQ b
T

c ====1                                                           (3.15) 

Où: 
TT = Le transposé de T . 

 

2.2.1.1.2 Choix de  1cR  

 

Le choix de la matrice de pondération de commande 1cR  est fait en suivant la procédure 

suivante : 

(i) Diviser le système en sous systèmes, chacun avec une seule commande considérée: 

 

)()(,)()()(
1

txItytubtxAtx n

r

i

rr =+= ∑
=

•

                                  (3.16) 

Où :  

nI  = Matrice Identité d’ordre n . 

(ii)  Considérer les 
ème

i systèmes mono entrée multi sortie: 

ritxItytubtxAtx nrr ,,2,1),()(),()()( L==+=
•

                           (3.17) 

 

(iii)  Transformer les systèmes mono entrée multi sorties sous la forme équilibrée. 

(iv)   Calculer la contribution de la 
ème

i  entrée (commande) iω  comme: 

 

( )ii tr Σ=ω                                                          (3.18) 

Où : 

oicii WW ==Σ                                                       (3.19) 

 

Les matrices cW  et oW  sont les gramiens de la commandabilité et de l’observabilité 

respectivement correspondants à la 
ème

i  commande en forme équilibrée. 
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(v)  Former la matrice 1cR  comme : 

 

)/,...,/,/,1(diag 113121 ωωωωωωγ rcR ====                                     (3.20) 

Où : 

γ  = Constante positive et scalaire qui détermine le compromis entre la précision d’état et 

l’énergie dépensée par la commande lors de la minimisation du critère quadratique. 

Normalement elle est mise à 11 /σωγ = . Si, cependant, il y a des contraintes  pratiques qui 

limitent le taux de l’énergie qui est injectée dans le système, γ  doit être choisie comme 

11 /σωγ > . Par contre, Si l'accent doit être mis d’avantage sur la performance des états en 

boucle fermée γ  doit être choisie comme 11 /σωγ < . Lorsque les matrices 1cQ   et 1cR  sont 

obtenues il  suffit alors de résoudre l’équation de Riccati (3.8) pour calculer le gain optimal 

1K . 

 
Remarque : L’application de cette méthode est limitée par des conditions. D’abord, les 

valeurs propres du système doivent être avec des parties réelles strictement négatives et, 

ensuite, les matrices, 1cQ  et 1cR  calculées  par cette méthode, doivent vérifier que 01 ≥cQ  et 

01 >cR .  

 

2.2.2 Par la méthode LMI 
 

Dans le cas général, la commande par retour d’état permet de déplacer les valeurs 

propres du système ce qui signifie un retour plus rapide à l’état d’équilibre. Puisqu’il y a 

plusieurs possibilités de choisir la matrice du gain du retour d’état nous avons privilégié la 

commande optimale qui déplace les valeurs propres du système en minimisant un critère 

d’énergie. La commande optimale déplace arbitrairement les valeurs propres du système  sans 

pouvoir choisir leur localisation exacte. Maintenant, il  est possible de choisir le secteur dans 

le plan complexe où il est désiré que les valeurs propres du système en boucle fermée soient 

situées, voir les figures 3.2 et 3.3. Cela est possible en utilisant la méthode d’optimisation LMI 

(Linear Matrix Inequality) qui permet de résoudre un système d’inégalité matricielle.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.2. Dans un demain défini par α             Figure 3.3. Dans un secteur de pente a                

 

Pour situer le problème nous allons prendre les exemples suivants : 

 

Exemple 1 : pour approuver la stabilité d’un système il suffit de trouver la fonction de 

Lyapunov qui vérifie certaines conditions. Prenons  le cas des systèmes linéaires continus 

(3.21). 

)arctan(a

you  Im

ou x Re

x

y
a =

α−

Re

Im
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0)0(, ========
••••

xAxx                                                    (3.21) 

 

Le système (3.21) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapunov positive 

0)( >xV  pour tout 0≠x  et 0)0( =V . La dérivée de la fonction de Lyapunov doit être 

négative pour tout 0≠x . Prenons une fonction quadratique, c'est-à-dire de la forme 

 

PxxxV
T=)(  

 

Cette fonction est positive s’il est possible de trouver T
PP =  une matrice définie positive 

c'est-à-dire  qui possède des valeurs propres strictement positives. Cette condition est notée 

par 0>>>>==== T
PP  dans les inégalités (3.22). Ensuite, la dérivée de la fonction  )(xV  doit être 

définie négative c'est-à-dire la matrice  P  doit aussi vérifier la deuxième inégalité. 

 

00)(

00)(

<+⇒<

>=⇒>=

•

PAPAxV

PPPxxxV

T

TT

                                            (3.22) 

 

Auparavant, pour résoudre ce problème on transformait la deuxième inégalité dans (3.22) en 

égalité en supposant une matrice définie positive Q  telle que 

 

0=++ QPAPAT                                                   (3.23) 

 

L’équation de Lyapunov (3.23)  admet une solution unique 0>P  ce qui est recherché. 

 

Maintenant, avec la méthode LMI on peut directement résoudre le système d’inégalité 

matricielle (3.22), c'est-à-dire, calculer la matrice P  qui satisfait les deux inégalités (3.22), 

[36]. 

  

Exemple 2 : une autre application est le calcul du taux de décroissance exponentiel maximal 

du système (3.21). Le taux de décroissance exponentiel d’un système asymptotiquement 

stable est défini comme le plus grand α  tel que pour toute condition initiale 0x . 

 

0)(lim =
∞→

txe
t

t

α                                                    (3.24) 

 

Dans le cas où la matrice A  est diagonalisable, le taux de décroissance peut être relié aux 

valeurs propres de la matrice A , iii jωσλ += . On a  la 
ème

i  composante du vecteur d’état 

qui s’écrit comme : 

 

))sin()cos(()( tbtaetx iiii

i

t
i

i ωωσ +=∑                                     (3.25) 

 

avec ii ba ,  des constantes qui dépendent de la condition initiale 0x . Pour que la limite (3.24) 

soit satisfaite il faut que  ασ −≤i . Le taux de décroissance est strictement supérieur à α  s’il 
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existe une fonction )(xV  telle que pour 0≠x , 0)( >xV  et )(2)( xVxV α−<
•

. On choisit 

PxxxV
T=)(  où P  est une matrice symétrique à déterminer [37]. 

 







−−−−<<<<

>>>>

••••

)(2)(

0)(

xVxV

xV

α
 





<<<<++++++++++++

>>>>
⇔⇔⇔⇔





<<<<++++++++

>>>>
⇔⇔⇔⇔

0)()(

0

02

0

IAPPIA

P

PPAPA

P

TT ααα
      (3.26) 

 

Nous nous intéressons plutôt au fait de pouvoir imposer un taux de décroissance exponentiel 

sur un système par un retour d’état. Ce qui veut dire que pour un système sous la forme  

 

BuAxx +=
•

                                                        (3.27) 

 

on recherche une loi de commande xKtu 2)( −=  qui déplace les valeurs propres du système 

vers la gauche d’une valeur α−  imposée. Le système en boucle fermée est exprimé par 

xBKAx )( 2−=
•

                                                       (3.28) 

 

en comparaison  avec le système (3.22), les inégalités suivantes peuvent être écrites. 

 





<−++−+

>
⇔





<+−+−

>

0)()(

0

02)()(

0

2222 BKIAPPBKIA

P

PBKAPPBKA

P

TT ααα
       

(3.29) 

 

Pour résoudre ce système d’inégalité il est possible soit de le résoudre directement par la 

méthode LMI soit en transformant la deuxième inégalité en égalité comme dans (3.23) et 

minimiser un critère basé sur la matrice de Lyapunov et le gain du retour d’état. 

Le gain de la commande K  obtenu par la solution de (3.29) conduit à avoir un système en 

boucle fermée dont les valeurs propres se localisent dans la zone grise de la figure 3.2. 

Avant de chercher la solution du système d’inégalité (3.29), nous allons discuter en bref la 

méthode LMI. 

 

2.2.2.1 Optimisation convexe sous contraintes LMI  
 

La méthode d’optimisation LMI a été développée pendant les années 90, elle permet 

de résoudre un système d’inégalités matricielles d’où son nom (Linear Matrix Inequality) [37] 

[38]. 

 

On cherche le minimum de la fonction d’objectif ou de coût )(ξf  où ξ  doit vérifier certaines 

contraintes. 

 

C

f

∈ξ

ξ )(min
                                                  (3.30) 

 

Où la contrainte peut être définie par un ensemble d’égalité et d’inégalité : 
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{ }0)(, ≥ℜ∈∀ℜ∈= xFxxC
Tnm ξξ  ou { nm

xC ℜ∈∀ℜ∈= ξ \{ } }0)(,0 >xFx
T ξ         (3.31) 

avec 

∑
=

+=
m

i

iiFFF
1

0)( ξξ                                                   (3.32) 

On appelle ξ  le vecteur des variables de décision, c’est un vecteur d’ordre m . Les matrices 

iF  sont m  matrices symétriques données de 
nn×ℜ . On appelle la contrainte C  ou 

)0(0)( ≥>ξF  Contrainte Inégalité Matricielle Affine ou contrainte LMI. 

 

Le problème de faisabilité : s’il existe un ξ  tel que la contrainte )0(0)( ≥>ξF  soit satisfaite 

on dit que le problème est faisable. 

 

Les problème d’optimisation convexe avec des contraintes LMI ne sont résolus 

numériquement que depuis les années 90 [39, 40]. C’est le résultat d’une avancée en 

optimisation convexe vers la fin des années quatre-vingt. La méthode LMI est mise en œuvre  

dans des logiciels généraux de calcul scientifique comme Matlab (LMI control toolbox) ou 

Scilab (LMI tool).   

 

Dans cette thèse nous n’allons pas détailler la méthode LMI, nous allons plutôt nous en servir 

pour l’application de l’automatique. D’abord, pour trouver le gain du retour d’état statique 

[37], et ensuite, pour trouver le gain de l’observateur d’ordre complet et d’ordre réduit.  

 

Pour la solution du système d’inégalité (3.29) deux méthodes seront proposées : la première 

est la méthode LMI et la deuxième est  la minimisation d’un critère J  défini plus tard. Nous 

commençons par la méthode LMI.  

 

2.2.2.2 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
   

Les inégalités (3.29) sont résolubles avec la méthode LMI après un changement de 

variable. Elles peuvent être écrites sous la forme 

 
n

x ℜ∈∀ 1 \{ }0                                                                               011 >Pxx
T                      (3.33)                     

n
x ℜ∈∀ 2 \{ }0                0))()(( 2222 <−++−+ xBKIAPPBKIAx

TT αα                      (3.34)                     

 

La seconde inégalité (3.34) est bilinéaire en les inconnues P  et 2K , mais il est possible 

d’écrire 1

~
1

1 xPx
−=  et 2

~
1

2 xPx
−= , ce qui donne. 

 

n
x ℜ∈∀ 1

~

\{ }0                                                                               01

~
1

1

~

>−
xPx

T

                 (3.35) 

n
x ℜ∈∀ 2

~

\{ }0   0))()(( 2

~

2
11

2
11

2

~

<−−+++ −−−−
xBKPPBKIAPPIAx

TTT
T

αα             (3.36) 

 

Les deux inégalités (3.35, 3.36) ne sont pas affines en les variables d’optimisation P  et 2K  

ce qui justifie un changement de variables comme 
1

2
−= PQc  et 

1
22

−−= PKYc . 
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n
x ℜ∈∀ 1

~

\{ }0                                                                            01

~

21

~

>xQx c

T

                    (3.37) 

n
x ℜ∈∀ 2

~

\{ }0       0))()(( 2

~

22222

~

<+++++ xBYBYIAQQIAx
TT

cc
T

cc

T

αα                    (3.38) 

 

Les inégalités (3.37, 3.38) sont affines en les variables 2cQ et 2cY  ce qui représente un 

problème de faisabilité LMI. 

 

Finalement le problème de la recherche d’un gain statique du retour d’état qui impose un taux 

de décroissance exponentiel donné α  s’effectue de la façon suivante : 

 

1. trouver  2cQ  et 2cY  tels que les inégalités (3.37, 3.38) soient satisfaites (problème de 

faisabilité). 

2. 
1

2
−

= cQP  et PYK c2−= . 

 

La dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs propres de 

2BKA − . Toutes les valeurs propres du système en boucle fermée possèdent des parties 

réelles négatives et inférieures ou égales à α− , voir la figure 3.2.  

 

2.2.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie  
 

La deuxième application de la méthode LMI est de concevoir une commande par 

retour d’état statique qui place les valeurs propres du système en boucle fermée dans un 

secteur défini par une pente a  illustré sur la figure 3.3, [37]. 

L’ensemble des valeurs propres du système (3.28) sont dans le secteur de pente a  si et 

seulement s’il existe une matrice symétrique P , définie positive telle que : 

 

0
)(

)(
<













+−

−+

PAPAaPAPA

PAPAPAPAa

TT

TT

                                     (3.39) 

 

L’inégalité est équivalente à 

 

0
0

0

)(

)(

0

0

3

3

3

3
<





















+−

−+









c

c

TT

TT

c

c

Q

Q

PAPAaPAPA

PAPAPAPAa

Q

Q
                        (3.40) 

 

Avec 
1

3
−= PQc  et en effectuant le produit des trois matrices et en simplifiant nous obtenons : 

 

0
)(

)(

3333

3333
<













+−

−+

c
T

cc
T

c

T
ccc

T
c

AQAQaAQAQ

AQAQAQAQa
                                   (3.41) 

 

En remplaçant chaque A  par 3BKA −  nous avons 
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0
))()(()()(

)()())()((

33333333

33333333
<













−+−−−−

−−−−+−

c
T

cc
T

c

T
ccc

T
c

QBKABKAQaQBKABKAQ

BKAQQBKAQBKABKAQa
           (3.42) 

 

 

en supposant que 333 cc QKY −=  

 

0
)(

)(

0

33333333

33333333

3

<












+++−−+

−−++++

>

cc
TT

c
T

ccc
TT

c
T

c

TT

c
T

ccccc
TT

c
T

c

c

BYAQBYAQaBYAQBYAQ

BYAQBYAQBYAQBYAQa

Q

              (3.43) 

 

 

Les inégalités (3.43) constituent un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision 

sont 
T

cc QQ 33 =  et 3cY . Le gain statique de retour d’état peut alors être calculé comme 

3
1

33 cc YQK
−

−=  et la dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs 

propres de 3BKA − .  

 

2.2.2.4 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel   
 

En remplaçant dans l’inégalité (3.43) chaque A  par IA α+ on obtient 

 

0
))()(()()(

)()())()((

0

44444444

44444444

4

<














+++++−+−++

−+−+++++++

>

cc
TT

c
T

ccc
TT

c
T

c

TT
c

T
ccccc

TT
c

T
c

c

BYQIABYIAQaBYQIABYIAQ

BYIAQBYQIABYQIABYIAQa

Q

αααα

αααα

      (3.44) 

 

Les inégalité (3.44) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

cc QQ 44 =  et 4cY . Le gain statique de retour d’état peut alors être calculé comme 

4
1

44 cc YQK
−

−= et la dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs 

propres de 4BKA − , [37].  

Les valeurs propres du système se localisent dans la zone grise de la figure 3.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.4. Localisation des valeurs propres 

)arctan(a

you  Im

ou x Re

x

y
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2.2.3 Par optimisation d’un critère J  
 

Comme nous allons voir dans le paragraphe 3.1.4.3, et en suivant la référence [41] 

nous allons transformer la deuxième inégalité dans (3.29) en contrainte égalité où 5cQ  est une 

matrice symétrique définie positive. 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

555 c
T

QBKIAPPBKIA

P

αα
                           (3.45) 

 

Par dualité, comme les auteurs de [41], proposent un critère à minimiser constitué de la 

somme des amplitudes de )0()0( PeeT  et du gain de l’observateur L , nous allons proposer le 

critère suivant. 

D’une part, La minimisation de )(Ptr  c'est-à-dire )0()0( Pxx T  conduit à avoir une borne 

supérieure de la fonction de Lyapunov du système en boucle fermée. 

D’autre part, on a intérêt que le gain de la commande par retour d’état soit  petit c’est 

pourquoi on a ajouté au terme )(Ptr , un terme qui contraint le gain du retour d’état 

∑∑
= =

=
N

i

M

j
ji

T
KKKtr

1 1

2

,555 )()( . Le critère  de performance J   à minimiser sera  défini par la 

somme de deux termes : 

)()( 55
T

KKtrPtrJ +=                                                      (3.46) 

 

Minimiser ce critère conduit alors à avoir  un gain petit qui vérifie les contraints (3.29) et 

(3.45). Plus de détails sur cette méthode de calcul du gain et sur la minimisation du critère 

existent dans le paragraphe 3.1.4.3. Pour optimiser la fonction objectif (3.46) nous avons 

réalisé un code de calcul sous Matlab qui utilise la méthode d’optimisation de Rosenbrock. La 

solution par cette méthode demande la définition d’un point de départ ce qui est très difficile 

avec les contraintes (3.45) et la taille du système. Pour résoudre ce problème le point de 

départ pour la solution par la méthode de Rosenbrock sera calculé avec la méthode LMI.  

 

 

 

3 Observation d’état 
 

Dans le chapitre II nous avons vu que les états du système modélisé ne sont pas tous 

mesurables. Par contre, l’utilisation de la commande par retour d’état (optimale), discutée ci-

dessus, exige la mesure de toutes les variables d’état. La solution pour contourner ce 

problème est de reconstruire l’état du modèle choisi à partir des informations sur les variables 

de sortie et de commande disponibles. Dans ce paragraphe le principe d’un observateur d’état 

d’ordre complet et d’ordre réduit sera discuté, la structure et les principales équations de 

l’observateur seront présentées.   

Un reconstructeur d’état ou estimateur (observateur) est un système  ayant comme entrées les 

entrées et les sorties du processus réel et dont la sortie est une estimation de l’état de ce 

processus, voir la figure 3.5, [42]. 
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Figure 3.5. Principe de l’estimateur 

 

Dans le cas où ce modèle est un modèle déterministe, le reconstructeur d’état est appelé 

observateur, ce qui est notre cas. Dans le cas de systèmes bruités où interviennent des 

phénomènes aléatoires, nous parlons alors de filtre. L’observation d’état est beaucoup traitée 

dans la littérature dont la références utilisée dans ce paragraphe, [42], qui est basée sur les 

références de  [42…51].   

 

3.1 Observateur d’ordre complet 
 

Soit un système continu décrit par l’équation d’état (déterministe car non bruitée) : 

 

                                                       
)()()(

)()()(

tDutCxty

tButAxtx

++++====

++++====
••••

                                                 (3.46) 

 

Où )(),( tytu et )(tx sont des vecteurs de dimension lm, et  n  qui représentent respectivement 

la commande, la sortie (mesurée) et l’état du système. Les matrices CBA ,, et D  sont des 

matrices constantes de dimensions convenables. 

 

Comme parmi les variables d’état il y a des composantes qui ne sont pas mesurables, 

l’objectif d’un observateur consiste, en vue de réaliser une commande par retour d’état, à 

estimer l’état du système par une variable que nous notons  )(
^

tx  . Cette estimation est réalisée 

par un système dynamique dont la sortie sera précisément )(
^

tx  et dont l’entrée sera constituée 

de l’ensemble des informations disponibles, c'est-à-dire, )(tu  et )(ty  . La structure d’un 

observateur est de la forme : 

 

)()()(

))()(()()()(

^^

^^^

tDutxCty

tytyGtButxAtx

++++====

−−−−++++++++====

••••

                                   (3.47) 

Processus Reconstructeur

Modèle d’état x

entrées sorties

Estimation

de x

^

x
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Où apparaît clairement le terme correctif en fonction de l’erreur de reconstruction de la 

sortie, 







− )()(

^

tyty , et le gain de correction, G , appelé gain de l’observateur qui est à 

déterminer. Cette structure peut être écrite sous la forme : 

)()()()()()(
^^

tGytuGDBtxGCAtx ++++−−−−++++−−−−====

••••

                             (3.48) 

 

Si on considère l’erreur d’estimation : 

)()()(
^~

txtxtx −=                                                       (3.49) 

On obtient : 

)()()(
~~

txGCAtx −−−−====

••••

                                                  (3.50) 

 

Ce qui conduit à l’évolution de l’erreur d’estimation à partir de la condition initiale 

),0()0()0(
^~

xxx −=  qui est non nulle de façon générale parce que l’état est a priori 

inaccessible : 

)0(])exp[()(
~~

xtGCAtx −−−−====                                             (3.51) 

 

Pour que l’observateur converge il est nécessaire que cette erreur tend vers   zéro    lorsque    

t  augmente. Lorsque cette propriété est satisfaite l’observateur est dit asymptotiquement 

stable, mais il est évident que c’est une propriété nécessaire au fonctionnement correct d’un 

observateur. En conséquence il faudrait choisir G  telle que les valeurs propres de la matrice  

)( GCA −−−− soient toutes à partie réelle strictement négative. Le choix du gain optimal d’un 

observateur d’un ordre complet est discuté dans la référence [41] et dans le paragraphe 3.1.4. 

 

3.1.1 Observabilité 
 

Avant de chercher le gain d’un observateur il faut d’abord que le système soit 

observable. Le théorème suivant présente le critère de l’observabilité de Kalman. 

 

Théorème 1 Les valeurs propres de )( GCA −−−−   peuvent être fixées arbitrairement si et 

seulement si la paire ( )CA,   est observable, c'est-à-dire que 

 

( )

n

AC

AC

AC

C

rang

n

=

















































⋅

⋅

⋅

−1

2

M

                                            (3.52) 

Où : 

 

n  = Nombre des états du système. 
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Dans ce cas, on a une grande liberté quant au choix des valeurs propres. En pratique on choisit 

une dynamique d’erreur plus rapide que celle du processus dans le cas d’une observation en 

boucle ouverte ou que celle désirée en boucle fermée. Cependant on ne peut pas la prendre 

infiniment grande pour deux raisons essentielles : on ne peut utiliser que des gains réalisables 

et l’augmentation de la bande passante du reconstructeur ne permet plus de négliger les bruits 

qui deviennent prépondérants en haute fréquence. 

 

 

3.1.2 Utilisation en boucle fermée 
 

En supposant que tout l’état soit accessible, la commande par retour d’état que l’on 

veut mettre en œuvre est de la forme : 

 

 

       )()()( tKxtFvtu −−−−====                                                    (3.53) 

 

 

où )(tv est la nouvelle entrée, K  est le gain de retour d’état qui est défini par la structure 

désirée pour le système bouclé )( BKA −−−− , et F  un gain de pré bouclage qui est calculé en 

général en fonction du gain statique désiré. 

 

Comme l’état n’est pas mesurable, la commande réellement mise en œuvre devient : 

 

                                                        )()()(
^

txKtFvtu −−−−====                                                (3.54) 

 

 

et nous allons voir les conséquences d’utilisation de la structure de commande par régulateur- 

observateur décrite dans la figure 3.6 suivante :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.6.  Système en boucle fermée avec observateur d’ordre complet 

DuCxy

BuAxx
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3.1.3 Principe de séparation 
 

L’utilisation de l’équation (3.54) dans (3.46)  conduit à l’équation d’état du système en 

boucle fermée : 

 

[[[[ ]]]] )(

)(

)(
)(

)(
0

)(

)(

0
)(

)(

~

~~

tDFv

tx

tx
DKDKCty

tv
BF

tx

tx

GCA

BKBKA

tx

tx

++++
















−−−−====









++++


























−−−−

−−−−
====

















••••

••••

                     (3.55) 

De ces relations on déduit deux conséquences : 

 

- le principe de séparation : les dynamiques du système commandé par régulateur-

observateur en boucle fermée, les valeurs propres de la matrice : 

 










−−−−

−−−−

GCA

BKBKA

0
                                              (3.56) 

 

sont constituées de la réunion de celles désirées en boucle fermée et celles de     

l’observateur. 

Ainsi on peut régler de façon indépendante le problème de régulation et le problème 

de l’observateur ; 

- la non observabilité et la non commandabilité de l’observateur : si l’on calcule le 

transfert obtenu à l’aide de la structure régulateur- observateur, on arrive à : 

 

[[[[ ]]]]

BFBKAsIDKCDFT

BF

GCAsI

BKBKAsI
DKDKCDFT

BF

BF

1

1

))((

0)(0

)(

−−−−

−−−−

++++−−−−−−−−++++====


















−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−
−−−−++++====

             (3.57) 

Où : 

s  = Opérateur de Laplace. 

  

C’est-à-dire le transfert que l’on aurait obtenu si on avait utilisé le retour d’état avec 

accès complet à l’état. 

 

3.1.4 Choix du gain de l’observateur d’ordre complet 
 

Le choix de la matrice du gain de l’observateur détermine sa dynamique. Nous allons 

présenter, ci-après, trois méthodes pour obtenir le gain d’un observateur d’état d’ordre 

complet. La première méthode repose sur la minimisation d’un critère quadratique comme 

déjà vu dans le paragraphe 2 de ce chapitre. La deuxième est la méthode LMI qui permet 

d’imposer un taux de décroissance sur l’erreur de l’observation. Elle permet aussi de localiser 

les pôles de l’observateur dans un secteur prédéfini dans le plan complexe. La troisième 
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méthode repose sur la minimisation d’un Hamiltonien comme dans la référence [41] ce qui 

permet d’optimiser le gain de l’observateur. La minimisation de cet Hamiltonien est réalisée 

par la méthode de Rosenbrock dont l’algorithme est discuté ci-dessus. En résumé, le gain de 

l’observateur sera calculé avec les mêmes méthodes de calcul que celles utilisées pour le gain 

du retour d’état déjà discutées dans ce chapitre.  

 

3.1.4.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie  
 

Au début de ce chapitre III, nous avons vu qu’il est possible de déterminer un gain 1K  

de retour d’état qui permet de déplacer les valeurs propres d’un système en boucle fermée. Le 

système en boucle fermée est déterminé par l’équation 

)(][)( 1 txBKAtx −−−−====
••••

                                               (3.58) 

 

Par dualité avec l’équation différentielle de l’erreur de l’observateur suivante, 

)(][)(
~

1

~

txCGAtx −−−−====

••••

                                               (3.59) 

 

nous pouvons déterminer le gain de l’observateur 1G  avec la même méthode de calcul du gain 

de retour d’état 1K  dans l’équation (3.58). Comme pour calculer la commande optimale 

)()( 1 txKtu −= , nous pouvons, pour l’observateur, minimiser un critère d’énergie de la forme 

(3.60). 

∫
∞

+=
0

11 ][
2

1
dtuRuxQxJ o

T
o

T                                                (3.60) 

Où : 

1oQ  = Matrice de pondération de )(tx  avec 011 ≥=
T

oo QQ . 

1oR  = Matrice de pondération de )(tu  avec 011 >=
T

oo RR . 

 

D’abord, il faut que la paire ( TT CA , ) soit commandable, ensuite en remplaçant dans 

l’équation de Riccati (3.61) chaque A  par TA  et chaque B  par 
T

C  l’équation (3.61) devient 

(3.62), [31]. 

 

01
1

1 ====++++−−−−++++ −−−−
c

T
c

T
QPBPBRPAPA                                      (3.61) 

01
1
1 ====++++−−−−++++ −−−−

oo
TT

QCPRPCPAPA                                      (3.62) 

 

Après le choix des matrices de pondération la solution de l’équation (3.62) donne  P . 

Ensuite, le gain de l’observateur obtenu est calculé par (3.63). 

 
T

o CPRG )(
1

11
−

=                                                       (3.63) 

 

Enfin, les valeurs propres imposées par l’observateur sont celles de la matrice )( 1CGA −−−− . 

Elles doivent être différentes de celles de A  et avec des parties réelles plus négatives. En 

comparaison avec la commande par retour d’état statique le gain 1G  calculé ci-dessus localise 
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arbitrairement les valeurs propres de l’observateur dans le plan complexe. Cependant, il est 

possible d’imposer une borne supérieure sur les parties réelles des valeurs propres de 

l’observateur. Pour aboutir à cet objectif, la deuxième façon de calculer le gain de 

l’observateur de l’ordre complet est discutée ci-dessous. 

D’une manière similaire au calcul de la commande par retour d’état on peut aussi calculer le 

gain de l’observateur. Deux méthodes sont utilisées : la méthode LMI et la méthode par 

minimisation d’un critère J . 

 

3.1.4.2 Par la méthode LMI  
 

L’utilisation de cette méthode permet d’imposer une localisation des pôles de 

l’observateur soit dans un demi plan soit dans un secteur prédéterminé dans le plan complexe. 

 
3.1.4.2.1 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
 

Nous avons vu dans le paragraphe 2 que le taux de décroissance est strictement 

supérieur à une valeur positive α  s’il existe une fonction )(xV  telle que pour 0≠x , 

0)( >xV  et )(2)( xVxV α−<
•

. On choisit la fonction de Lyapunov PxxxV T=)(  où P  est une 

matrice symétrique, définie positive, à déterminer. En calculant la dérivée de la fonction de 

Lyapunov nous obtenons les inégalités suivantes. 

 







−−−−<<<<

>>>>

••••

)(2)(

0)(

xVxV

xV

α
 





<<<<++++++++++++

>>>>
⇔⇔⇔⇔





<<<<++++++++

>>>>
⇔⇔⇔⇔

0)()(

0

02

0

IAPPIA

P

PPAPA

P

TT ααα
      (3.64) 

 

Puisque nous ne sommes pas dans la mesure de calculer le taux de décroissance mais d’en 

imposer un, nous allons supposer que α  est une valeur désirée également donnée. 

 

Prenons l’équation différentielle (3.65) qui détermine l’erreur de l’observation. 

 

eGCA
dt

de
)( −=                                                     (3.65) 

 

Remplaçons dans (3.64) chaque A  par ( GCA − ) nous obtenons le système des inégalités 

suivantes 

 





<−++−+

>

0)()(

0

GCIAPPGCIA

P

T αα
                                (3.66) 

 

Conséquence : Pour concevoir un observateur d’ordre complet, avec un erreur qui décroît 

exponentiellement avec un taux α , il faut chercher les valeurs des variables P  et G  telles 

que les inégalités (3.66) soient satisfaites. Deux solutions seront présentées ci-dessous pour 

trouver les inconnus P  et G  qui satisfassent les deux inégalités (3.66): 

 

• Par la méthode LMI . 

• Par la minimisation d’un critère J . 
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Dans le paragraphe 2 nous avons pu, avec la méthode LMI, trouver la commande par retour 

d’état statique qui impose un certain taux de décroissance sur le système en boucle fermée. 

Ici, nous sommes à la recherche d’un gain 2G  de l’observateur d’ordre complet qui impose 

un taux de décroissance exponentiel α  sur l’erreur de l’observation.  

 

L’erreur de l’observation est déterminée par l’équation différentielle suivante  

 

)()()( 2 teCGAte −=
•

                                                (3.67) 

 

par dualité avec le système (3.64) il est possible de remplacer A  dans (3.66) par CGA 2−  ce 

qui donne (3.68). 
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 (3.68) 
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                             (3.69) 

 

En faisant de changement de variable 2PGZ =  avec TPP =  nous obtenons 

 





<−−+++

>

0)()(

0

ZCZCIAPPIA

P

TTT αα
                              (3.70) 

 

Les inégalités (3.70) constituent un problème de faisabilité LMI en les variables de décision 

P  et Z . Le gain de l’observateur de l’ordre complet est alors calculé par ZPG 1
2

−= . Ce 

gain vérifie que l’observateur introduit au système des valeurs propres dont les parties réelles 

se situent  à gauche d’une valeur prédéterminée ( α− ), voir la figure 3.2. 

 

 
3.1.4.2.2 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie 
 

Comme nous avons vu dans le paragraphe 2 que nous pouvons imposer un secteur 

d’une pente a , voir figure 3.3, dans lequel les valeurs propres du système en boucle fermée 

vont se localiser. Par dualité avec la commande par retour d’état en remplaçant dans 

l’inégalité (3.43) chaque A  par TA et chaque B  par TC nous obtenons les inégalités suivantes 
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Chapitre III                            Commande et observation d’état  des systèmes électriques multimachines 

 

 

 

96 

Les inégalités (3.71) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision 

sont 
T

oo QQ 33 =  et 3oY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 

T
oo YQG )( 3

1
33

−
−=  et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs 

propres de CGA 3− . Les valeurs propres de l’observateur se localisent dans la zone grise de 

la figure 3.3. 

 

 
3.1.4.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel   
 

En remplaçant dans les inégalités (3.71) chaque A  par ( IA α+ ) on obtient 
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         (3.72) 

 

 

Les inégalité (3.72) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

oo QQ 44 =  et 4oY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 

T
oo YQG )( 4

1
44

−
−=  et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs 

propres de CGA 4− .  

Les valeurs propres du système se localisent dans la zone grise de la figure 3.4. 

 

3.1.4.3 Par la minimisation d’un critère  J  
    

Dans la littérature la référence [41] transforme la deuxième inégalité dans (3.66) en 

contrainte d’égalité où 5oQ  est une matrice symétrique définie positive. 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

555 o
T

QCGIAPPCGIA

P

αα
                           (3.73) 

 

Les auteurs de [41], proposent un critère à minimiser constitué de la somme des amplitudes de 

)0()0( PeeT  et du gain de l’observateur 5G . Ils supposent que l’erreur initiale )0(e  est une 

variable aléatoire uniformément distribuée sur la surface d’une hyper sphère unitaire, comme 

dans [52]. C'est-à-dire, que 1)0( =e  et que la valeur attendue de )0()0( PeeT  est égale à la 

trace de P , l’équation (3.74). 

)()0()0( PtrPeeT =                                                 (3.74) 

 

Maintenant, nous allons démontrer que dans le cas où on considère que )(te est une variable 

déterministe appartenant à la sphère unitaire, on a l’inégalité (3.75) 
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)()0()0( PtrPeeT <                                                 (3.75) 

 

L’argument de cette inégalité est le suivant : 

En effet, d’une part, la forme quadratique  )0()0( PeeT  peut être écrite sous la forme suivante 

 

)0())(0()0()0(
1

evvePee
n

i

T
iii

TT ∑
=

= λ                                     (3.76) 

 

Où : iv  sont les vecteurs propres de P  associés aux valeurs propres iλ  avec ni L1= . 

En développant l’équation (3.76) on obtient :  

 

2

11

])0([)]0(][)0([)0()0( i
T

n

i

i
T
ii

T
n

i

i
T

veevvePee ∑∑
==

== λλ                       (3.77) 

D’une autre part, la forme quadratique ))0(())0(( i
T

i veve −−  est toujours positive ou nulle ce 

qui donne (3.78) : 

 

0)0(2)0()0(0))0(())0(( ≥−+⇔≥−− i
T
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T
i

T
i

T
i vevveeveve                  (3.78) 

 

et par manipulation mathématique de (3.78) nous obtenons  
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i
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                                           (3.79) 

 

En comparant avec (3.77) nous avons 
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λλ                    (3.80) 

 

Dans (3.80) le terme de droite peut être écrite sous la forme suivante : 

 

∑∑∑
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n
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1
[ λλλ                   (3.81) 

 

ce qui résulte finalement l’inégalité (3.82) 

 

)()0()0( PtrPeeT ≤                                                   (3.82) 

 

Dans la base des vecteurs propres nous pouvons écrire 

 

∑
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=
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ii
T

ePee
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2 )0()0()0( λ                                               (3.83) 
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Par définition, les valeurs propres de la matrice P  vérifient l’inégalité suivante 

 

maxmin λλλ ≤≤ i                                                     (3.84) 

 

En multipliant par le carré de l’erreur initiale, on obtient : 

 

)0()0()0( 2
max

22
min iiii eee λλλ ≤≤                                        (3.85) 

et 
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ce qui donne 
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min )0()0()0( λλλ                                (3.87) 

 

En supposant que l’erreur est distribuée sur une hyper sphère unitaire, c'est-à-dire 

1)0(
1

2 =∑
=

n

i

ie , nous obtenons : 

max

1

2
min )0( λλλ ≤≤∑

=

n

i

iie                                              (3.88) 

 

D’autre part la valeur propre maximale de  la matrice P  définie positive est inférieure à la 

trace de P  (3.89) 

)(max Ptr<λ                                                       (3.89) 

ce qui veut dire que 

)()0( max

1

2
min Ptre

n

i

ii <≤≤∑
=

λλλ                                        (3.90) 

donc 

)()0()0()0(
1

2
PtrePee

n

i

ii
T <=∑

=

λ                                    (3.91) 

 

Avec la relation (3.91) si )(Ptr  est minimisé c'est-à-dire qu’au moins une valeur propre sera 

plus petite, donc, la quantité ∑
=

=
n

i

ii
T

ePee
1

2 )0()0()0( λ  sera minimisée. 

Selon [41], l’équation (3.92) montre que le taux de décroissance de PeeeV T=)(  a une borne 

supérieure déterminée par la valeur de α . L’erreur de l’observation va décroître plus 

rapidement que t
e

α−−−− .  

 

)2exp()0()0()( tPeePeeeV TT α−≤=                                    (3.92) 

 

D’une part, la minimisation de )(Ptr , c'est-à-dire )0()0( Pee T , conduit à avoir la borne 

supérieure la plus petite de la fonction de Lyapunov de l’erreur. 
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D’autre part, on a intérêt à ce que le gain de l’observateur soit petit  c’est pourquoi on a ajouté 

au terme )(Ptr , un terme concernant le gain de l’observateur ∑∑
= =

=
N

i

M

j
ji

T
GGGtr

1 1

2

,555 )()( . Le 

critère global de performance J   à minimiser sera  défini par la somme de deux termes : 

 

)()( 55
T

GGtrPtrJ +=                                                      (3.93) 

 

Ce critère doit être  minimisé sous la contrainte d’égalité et d’inégalité donnée par le système  

(3.73). Par conséquent, en minimisant J  on minimise la quantité )0()0( Pee T  qui détermine 

une borne supérieure de Pee
T

 et on optimise le gain de l’observateur tout en imposant un 

taux de décroissance exponentiel désiré sur l’erreur de l’observation. 

 

Pour trouver le gain de l’observateur 5G , il y a deux possibilités : 

 

1. Minimisation directe de J  avec contrainte (3.73). 

2. Transformer le problème de minimisation de J  avec contraintes (3.73) en un 

problème de minimisation sans la contrainte d’égalité. La multiplication de  la 

contrainte d’égalité dans (3.73) par un multiplicateur de Lagrange 0>S  donne 

l’Hamiltonien φ  dans l’équation (3.94): 

 

]))()[(()( 55555 o
TT

QCGIAPPCGIAStrGGtrtrP +−++−+++= ααφ          (3.94) 

 

Où : 

 

S  = Matrice symétrique  définie positive. 

Cet Hamiltonien est à minimiser sous la contrainte 0>P . Selon [12], les conditions 

nécessaires pour minimiser φ  sont : 
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φ
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                                    (3.95) 

 

Après la dérivation nous avons : 
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αα                                                                  (3.96)                  

 

La résolution du système d’équations (3.96) par rapport à PSG ,,5  donne le gain de 

l’observateur recherché. C’est un estimateur d’état avec une erreur décroissante à une vitesse 

désirée. Il ne faut pas oublier que pendant la résolution du système d’équations (3.96) la 

matrice P  doit être maintenue positive. La question est si la fonction J  admet un seul 

minimum ou pas ? En fait, nous avons fait plusieurs essais avec plusieurs points de départ et 
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nous sommes tombés toujours au même minimum mais pratiquement cela ne peut pas justifier 

que la fonction est convexe et que l’ensemble des contraintes est convexe  aussi. 

 

Ni la minimisation du critère J  ou φ , ni la solution du système d’équations matricielles 

(3.96) n’est facile. La non linéarité du critère, J  ou φ , impose l’utilisation des méthodes 

numériques d’optimisation non linéaire. A la même époque de [41], d’autres références [53],  

[54] ont résolu des problèmes similaires avec la méthode de Rosenbrock. Cela nous a fait 

penser à la programmer et à l’utiliser pour résoudre notre problème de minimisation. La 

méthode d’optimisation de Rosenbrock [52] est une méthode lente mais elle converge bien 

vers une solution. Elle permet d’imposer plusieurs contraintes pendant l’optimisation d’une 

fonction d’objectif  multivariable.  

Pour résoudre les équations (3.96) par la méthode de Rosenbrock il faut, d’abord, transformer 

le système d’équations matricielles (3.96) en un système des fonctions scalaires non linéaires 

nixxxf ni LL 2,1,0),( 21 == . Ensuite on peut minimiser le critère u , [52], suivant avec la 

contrainte sur P  , 0>P  : 

∑
=

=
n

i

i xfxu

1

2)]([)(                                                  (3.97) 

 

Puisque la méthode de Rosenbrock est relativement lente donc il est possible de l’associer 

avec la méthode de Newton pour accélérer un peu la résolution. D’abord nous approchons la 

solution par la méthode de Rosenbrock avec contrainte, ensuite, nous terminons avec la 

méthode de Newton sans contrainte. Il faut vraiment être bien proche de la solution exacte 

avant d’utiliser la méthode de Newton sinon elle ne converge pas vers la bonne solution. C’est 

la raison pour laquelle nous proposons que la condition qui démarre la méthode de Newton 

soit lorsque 01.0)( ≤xu  par exemple. 

Il est aussi possible de minimiser directement l’Hamiltonien (3.94) par la méthode de 

Rosenbrock  discutée ci-après. C’est un problème de minimisation avec contraintes sur P  et 

S . On peut, en plus, directement minimiser le critère J  dans (3.93) avec les contraintes 

inégalité et égalité (3.73).  

 

Dans la référence [52] Rosenbrock a développé une méthode d’optimisation qui a porté son 

nom. Cette méthode permet de trouver la valeur minimale d’une fonction à plusieurs 

variables. La référence [55] décrit en détails les étapes de l’algorithme de Rosenbrock pour 

optimiser une fonction à plusieurs variables avec contraintes. L’idée de Rosenbrock (1960) 

était de supprimer les limitations sur le nombre de directions de recherche en faisant que les 

pas de recherche soient  parallèles avec les axes d’un système de cordonnée qui peut tourner 

dans l’espace nℜ . Un des axes est mis dans la direction qui apparaît la plus favorable. Pour 

cet objectif l’expérience des succès et des échecs obtenus au cours d’itérations est utilisée de 

la même manière de recherche directe de Hooke et Jeeves [55]. Les autres directions sont 

fixés normales à la première et mutuellement orthogonales. 

 
3.1.4.3.1 Algorithme de Rosenbrock 
 

Pour résoudre notre problème d’optimisation de la fonction (3.93) nous avons adapté 

la méthode de Rosenbrock avec notre problème en réalisant l’algorithme suivant. Dans ce 

schéma le gain de l’observateur est désigné par L   
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Figure 3.7. Algorithme adapté de la méthode d’optimisation de Rosenbrock 
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Nous avons programmé l’algorithme présenté ci-dessus en langage (Matlab) et nous 

avons testé le code de calcul en minimisant la fonction de Rosenbrock appelée « la banane », 

nous avons obtenu  le minimum mais avec un nombre d’itérations important et un temps de 

calcul qui dépend du langage utilisé.  

 

A propos de l’algorithme ci-dessus présenté, en plus de ce qui existe dans [55], nous avons 

introduit une nouvelle condition d’arrêt. Cette condition est d’évaluer la valeur absolue de 

chaque élément du vecteur 1−−=∆ finfin xxx  où :  finx  est le dernier résultat obtenu par calcul 

et 1−finx  est le résultat juste avant le dernier. Si la plus petite valeur des ix∆  où ni L1=  est 

supérieure à une valeur critique imposée par l’utilisateur (10
-4

 par exemple) mettre finxx =  et 

répéter la procédure complet,  répéter jusqu’à ce que la plus petite valeur des ix∆  

où : ni L1=  soit inférieure ou égale à la valeur critique donnée. Arrêter la recherche et 

afficher les résultats. 

 

En effet, pendant la procédure précédente, la valeur de la fonction à minimiser peut 

arriver à une valeur qui apparaît comme minimale bien qu’elle n’est pas vraiment la valeur la 

plus petite de la fonction ; et la recherche s’arrête prématurément en satisfaisant la condition 

d’arrêt de recherche cµµ = . Pour cette raison, nous avons ajouté la nouvelle condition pour 

forcer la procédure à continuer de nouvelles recherches jusqu’à  satisfaction. Il s’agit de 

comparer la dernière valeur obtenu du variable de décision avec la valeur obtenu juste avant, 

c'est-à-dire 

nr

xr

L1

10 4

=

≤∆ −

 

 

Cette condition est une garantie que la valeur obtenue à la fin soit la valeur la plus petite de la 

fonction à minimiser. 

 

Dans [53] et [54] nous pouvons aussi trouver des problèmes d’optimisation, de même 

genre que le notre, résolus par la méthode de Rosenbrock. Dans [53] les auteurs recherchent le 

gain optimal d’un observateur pour un système électrique non linéaire alors que dans [54] les 

auteurs recherchent la commande optimale pour améliorer la stabilité d’une machine 

synchrone. 

 

Pour valider l’algorithme adapté de Rosenbrock nous allons voir dans l’annexe 6 que 

nous obtenons les mêmes résultats dans l’article [41] dans lequel la méthode d’optimisation 

utilisée est inconnue. 

 

La méthode d’optimisation de Rosenbrock a des inconvénients qui sont, d’abord, le 

temps de calcul très important (méthode lente qui demande beaucoup d’itérations), ensuite, le 

choix du point initial ou de départ qui est soumis à des contraintes. En plus, la difficulté de la 

méthode de Rosenbrock augmente exponentiellement avec l’augmentation de l’ordre de la 

variable de décision ( 5G  et P  dans notre cas) ce  qui rend le calcul très lourd et peu 

économique. Pendant les années 90 on a développé la méthode d’optimisation LMI. Comme 

nous avons vu dans le paragraphe 2, la méthode LMI est capable de trouver une des solutions 

possibles de l’inégalité (3.66), par conséquence, une solution qui vérifie les contraintes (3.73). 

Cette solution peut servir comme point de départ pour la méthode de Rosenbrock.  
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Nous venons de terminer le paragraphe de l’observateur d’ordre complet. Il est 

possible comme nous avons déjà annoncé qu’on observe uniquement la partie non mesurable 

du vecteur d’état par un observateur d’ordre réduit. Cela devient plus économique et moins 

compliqué au niveau de la réalisation pratique. La conception de cet observateur fera l’objet 

du paragraphe suivant.   

 

3.2 Observateur d’ordre réduit 
 
3.2.1 Construction 
 

Cet observateur, appelé l’observateur de Luenberger, utilise le fait que la matrice 

d’observation soit de rang plein. Cette hypothèse n’est pas restrictive car il suffit alors 

d’éliminer les composantes de la sortie redondantes. Soit le système (3.98) avec 0=D  , 

 

)()(

)()()(

tCxty

tButAxtx

====

++++====
••••

                                              (3.98) 

 

et  après une réorganisation, les matrices CBA ,,  et le vecteur d’état x  sont de la forme [42], 

[48] : 

 









=

2221

1211

AA

AA
A  , 








=

2

1

B

B
B , [ ]21 CCC = , 








=

2

1

x

x
x  

 

 

Où rang lC =1 , 11A  et 1C  ll×ℜ∈ , 
l

x ℜ∈1 , et 
ml

B
×ℜ∈1 . 

 

 

Le changement de variables : 

 

x
I

CC
x

ln








=

−0

21
                                                     (3.99) 

 

Transforme le système (3.98) en : 

 

                                                          

)()(

)()()(

txCty

tuBtxAtx

====

++++====
••••

                                            (3.100) 

 

Où : 

 

 

                                    











=

2

1

x

x
x , 












=

2221

1211

AA

AA
A , 








=

2

1

B

B
B , [ ]0mIC =                  (3.101) 
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Ces matrices sont définies par : 

 

22111

2
1

1212222

1
12121

22212121112

1
121211111

][

][

BCBCB

CCAAA

CAA

ACACCAA

CACACA

++++====

−−−−====

====

++++++++−−−−====

++++====

−−−−

−−−−

−−−−

                                (3.102) 

 

L’équation d’état (3.100) s’écrit donc sous la forme : 

 

          

)()(

)()()()(

)()()()(

1

22221212

12121111

txty

tuBtxAtxAtx

tuBtxAtxAtx

====

++++++++====

++++++++====

••••

••••

                                      (3.103) 

                                       

LALALLAAP

BLBN

ALAM

tyPtuNtzMtz

12112221

12

1222

^^

)()()()(

−−−−−−−−−−−−====

−−−−====

−−−−====

++++++++====

••••

                                       (3.104) 

 

Cette équation d’état définit un observateur réduit (d’ordre ln − ) pour le système (3.98), 

Notons l’erreur d’observation: 

)()( teMte ====
••••

                                                      (3.105) 

 

Ainsi, lorsque la paire ( )1222 , AA  est observable les valeurs propres de M  peuvent être fixées 

arbitrairement par un choix convenable de L . 

 

Théorème 2 Si ( )CA,  est observable, alors ( )1222 , AA  est observable. 

Démonstration : il suffit de montrer que si ( )CA, est observable, alors ( )1222 , AA  l’est 

également. Si ( )CA,  est observable, on a : 

 

n
AsIA

AAsI
rang

C

AsI
rangs

ln

ln
=













−−

−−
=











 −
∀

− 2221

1211
,                       (3.106) 

 

Ce qui est équivalent à : 

ln
AsI

A
rangs

ln

−=












−
∀

− 22

12
,                                         (3.107) 

Donc ( )1222 , AA  est une paire observable. 
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Dans le cas où le système initial est observable, on peut appliquer les techniques de 

détermination du gain à la paire ( )1222 , AA  pour déterminer le gain L . L’observateur réduit 

du système (3.98) a finalement la structure suivante, en notant 1

^

x  et 2

^

x  les estimations des 

vecteurs 1x  et 2x  : 

)()()()(
^^

tyPtuNtzMtz ++++++++====

••••

                                      (3.108) 

 

 

Où : M , N  et P  sont définies par les relations (3.104) et : 

 

 

)()()(

)()()()(

^

2

^

^

22
1

11

^

tyLtztx

tzCtyLCICtx

++++====









−−−−−−−−==== −−−−

                                (3.109) 

 

 

La figure 3.8 représente la construction matricielle de l’observateur de Luenberger d’ordre 

réduit 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.8. Observateur de Luenberger 

 

Une fois que les états sont observés, la commande par retour d’état observé peut être 

appliquée.  
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⋅=

⋅+⋅=
•

)(tu
)(ty

N

P

M

∫

L

)(
^
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)(2

^
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1

1
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)(1

^
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+
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3.2.2 Gain de l’observateur 
 
3.2.2.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie 
 

Nous avons déjà vu que la dynamique de l’observateur est déterminée par : 

 

                                                        121221 ALAM −=                                                    (3.110) 

 

Pour que l’observateur fonctionne correctement il faut que les valeurs propres de M  se 

situent plus loin à gauche par rapport aux valeurs propres du système initial. Comparons 

l’équation (3.110) avec la matrice d’état du système en boucle fermée de la forme 

 

BKAA f −−−−====                                                     (3.111) 

Cette comparaison permet de constater que le gain de l’observateur peut être calculé par les 

mêmes méthodes que le gain de la commande par retour d’état. Parmi ces méthodes, la 

méthode basée sur la minimisation d’un critère d’énergie. Soit le critère quadratique suivant à 

minimiser  

 

∫∫∫∫
∞∞∞∞

++++====
0

11 )( dtuRuxQxJ r
T

r
T                                       (3.112)                                            

 

Où 11et rr QR  sont deux matrices de pondération 0et  0 1111 ≥=>=
T

rr
T

rr QQRR . 

 

Reprenons l’équation de Riccati suivante: 

 

                                          01 ====++++−−−−++++ −−−− QPBPBRPAPA TT                               (3.113) 

 

l’équation (3.113) est réécrite avec 
TT

ABAA 1222 et  == , [31], ce qui donne. 

 

0112
1

1122222 ====++++−−−−++++
−−−−

rr
TT

QPARAPAPPA                      (3.114) 

 

Si la paire (
TT

AA 1222 et  ) est commandable, en fixant les matrices de pondération 11et rr QR , 

la solution de (3.114) permet de retrouver la matrice P  définie positive. Le gain de 

l’observateur sera alors défini par la relation (3.115) suivante : 

 
TT

r PARL ])([ 12
1

11
−

=                                               (3.115) 

 

Le gain 1L  obtenu permet de fixer arbitrairement les valeurs propres de l’observateur dans le 

plan complexe. Selon le choix de 11et rr QR  la position des valeurs propres de l’observateur 

change. Après l’obtention de la matrice de gain 1L , il suffit d’appliquer l’équation (3.104) 

pour avoir les matrices 1M , 1N  et 1P  qui déterminent  l’observateur de Luenberger. Les 

mêmes méthodes de choix des matrices de pondération pour le calcul de la commande 

optimale sont utilisables pour le calcul du gain de l’observateur. 
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3.2.2.2 Par la méthode LMI 
 
3.2.2.2.1 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
 

Pour un observateur de l’ordre réduit nous cherchons le gain de l’observateur 2L  qui 

impose un taux de décroissance α  sur l’erreur de l’observation.  

 

La dynamique de l’observateur est déterminée par l’équation différentielle  

 

)()( 2 teMte ====
••••

                                                 (3.116) 

 

Où )( 122222 ALAM −=  et 2L  est le gain de l’observateur d’ordre réduit. 

 

Par dualité avec l’observateur d’ordre complet, discuté ci-dessus, on peut calculer le gain de 

l’observateur d’ordre réduit en trouvant P  et Z  qui satisfassent les inégalités suivantes : 

 





<−−+++

>

0)()()()(

0

12122222 AZZAIAPPIA

P

TTT αα
                  (3.117) 

 

Dans la relation (3.70) nous avons remplacer A  par 22A  et C  par 12A  ce qui a donnée le 

système d’inégalités (3.117). Les inégalités (3.117) sont un problème de faisabilité LMI en les 

variables PZ et   dont la solution donne  le gain de l’observateur comme 

 

ZPL
1

2
−=  

 

Après l’obtention de la matrice du gain 2L , il  suffit d’appliquer l’équation (3.104) pour avoir 

les matrices 2M , 2N  et 2P  qui déterminent  l’observateur de Luenberger avec une erreur 

décroissante à un taux de décroissance α  imposé. Toutes les valeurs propres de l’observateur 

ont des parties réelles situées à gauche de α− , voir la figure 3.2.  

 
3.2.2.2.2 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie 
 

Comme nous avons vu dans le paragraphe précédent, nous pouvons imposer un 

secteur d’une pente a , voir figure 3.3, dans lequel les valeurs propres du système en boucle 

fermée vont se localiser. Par dualité avec la commande par retour d’état en remplaçant dans 

les inégalités (3.71) chaque A  par 22A  et chaque C  par 12A  nous obtenons l’inégalité 

suivante 

0
)(

)(

312322123223312322123223

123223312322312322123223

03

<














+++−−+

−−++++

>

r
T

r
TT

rrr
T

r
TT

rr

T
rrr

T
r

T
r

T
r

TT
rr

r

YAQAAYAQaYAQAAYAQ

AYAQYAQAYAQAAYAQa

Q

   (3.118) 

 

L’inégalité (3.118) est un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

rr QQ 33 =  et 3rY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme T
rr YQL )( 3

1
33

−
−=  
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et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres de 

1222 ALA − . Les valeurs propres de l’observateur se localisent dans la zone grise de la figure 

3.3. 

 
3.2.2.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel  
 

En remplaçant dans les inégalités (3.72) chaque 22A  par )( 22 IA α+ on obtient 

 

0

))()(()()(

)()())()((

412422124224412422124224

124224412422412422124224

04

<














+++++−+−++

−+−+++++++

>

r
T

r
TT

rrr
T

r
TT

rr

T
rrr

T
r

T
r

T
r

TT
rr

r

YAQIAAYIAQaYAQIAAYIAQ

AYIAQYAQIAYAQIAAYIAQa

Q

αααα

αααα

       (3.119) 

 

 

Les inégalités (3.119) sont un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

rr QQ 44 =  et 4rY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 
T

rr YQL )( 4
1

44
−

−=   

et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres 

de 12422 ALA − .  

Les valeurs propres de l’observateur se localisent dans la zone grise de la figure 3.4. 

 
3.2.2.3 Par la minimisation d’un critère J  

 
Reprenons le système matriciel (3.73) 

 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

555 o
T

QCGIAPPCGIA

P

αα
                           (3.120) 

 

Dans la relation (3.120) nous allons remplacé A  par 22A  et C  par 12A  et chaque 5G par 5L  

ce qui va donner le système (3.121). 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

51252212522 r
T

QALIAPPALIA

P

αα
                           (3.121) 

 

En minimisant le critère 

 

)()( 55
T

LLtrPtrJ +=                                                      (3.122) 

 

Sous les contraintes (3.121) par la méthode de Rosenbrock on peut obtenir le gain de 

l’observateur d’ordre réduit 5L  qui impose un taux de décroissance α  sur l’erreur de 

l’observation. Toutes les valeurs propres de l’observateur ont des parties réelles situées à 

gauche de α− , voir la figure 3.2. 
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3.3 Observation d’une fonction linéaire d’état 
 

Dans la plupart des cas, l’observation de l’état d’un système est réalisée pour 

construire une loi de commande linéaire de retour d’état de la forme )( xKu ⋅−= . On peut 

donc penser à construire un reconstructeur (appelé observateur de fonctionnelle linéaire) 

estimant directement la variable )()( tKxtw ====  sans utiliser l’étape intermédiaire d’estimation 

de l’état [42]. Nous verrons dans ce paragraphe que cela apporte une simplification, par 

diminution de l’ordre et de la structure de l’observateur utilisé. 

 

3.3.1 Structure générale 
 

Dans le cas général, pour estimer la fonctionnelle linéaire, Kx , nm
K

×ℜ∈  la structure 

de l’observateur utilisé est : 

 

                                             
)()()(

)()()()(

tVytPztw

tEytHutDztz

++++====

++++++++====
••••

                                        (3.123) 

 

Où 
p

tz ℜ∈)( , 
m

tw ℜ∈)( et VPHED ,,,, sont des matrices de dimensions convenables. 

Notons que l’observateur réduit est de cette forme. La sortie )(tw  de cet observateur 

reconstruira asymptotiquement la fonctionnelle linéaire si l’on a : 

 

                                                     0)]()([lim ====−−−−
∞∞∞∞→→→→

tKxtw
t

                                                (3.124) 

D’après la relation (3.124) et compte tenu de l’équation de sortie de (3.123), si )(tw est une 

estimation de )(txK ⋅ , alors )(tz  sera une estimation d’une autre forme linéaire de l’état, par 

exemple )(txT ⋅ . Soient les erreurs d’estimation : 

 

)()()(

)()()(

tTxtzt

tKxtwte

−−−−====

−−−−====

ε
                                                  (3.125) 

Il vient : 

 

)(][)(][)()(

)(][)()(

tuTBHtxECTADTtDt

txKVCPTtPte

−−−−++++−−−−−−−−++++====

−−−−++++++++====

••••

εε

ε
                  (3.126) 

 

Si les relations suivantes : 

 

 1. D  est la matrice de Hurwitz, 

2. ECDTTA ====−−−−                                                                                                               (3.127) 

3. KVCPT ====++++  

4. TBH ====  

 

Sont vérifiées, alors 0)(lim =
∞→

te
t

 et (3.123) constitue bien un observateur asymptotique de la 

fonctionnelle linéaire. Lorsque D  est fixée, et possède des valeurs propres différentes de 
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celles de A  alors la deuxième relation dans (3.127) est soluble pour tout E , et dans ce cas le 

problème de la construction de l’observateur réside dans la détermination du triplet ( )VPE ,,  

tel que soit vérifiée la relation 3 dans (3.127). 

 

Nous allons regarder quelques méthodes permettant de répondre à cette question. 

Supposons que ]0[IC =  et [ ]21 KKK =  alors l’observateur réduit correspond à : 

 

][

21

2

12112221

12

1222

ILT

LKKV

KP

LALALLAAE

BLBH

ALAD

−−−−====

++++====

====

−−−−−−−−++++====

−−−−====

−−−−====

                              (3.128) 

 

Ce qui donne : 

]0[

][

][

][

21

22

12

12222212

12221121

LKKVC

KLKPT

BLBTB

ALALALALDT

ALAALATA

++++====

−−−−====

−−−−====

−−−−−−−−====

−−−−−−−−====

                            (3.129) 

 

Ce qui  montre que les trois dernières relations dans (3.127) sont vérifiées, la première ne 

dépend que du choix de L . Cette remarque permet d’affirmer que l’ordre d’un observateur de 

fonctionnelle linéaire sera compris entre 1−ν  et mn − . La construction matricielle de 

l’observateur est schématisée sur la figure 3.9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.9. Observateur d’une fonction linéaire d’état 
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3.3.2 Utilisation en boucle fermée  
 
3.3.2.1 Principe de séparation 
 

Dans le cas où les 4 relations qui caractérisent un observateur asymptotique de 

fonctionnelle linéaire sont vérifiées nous allons voir que le principe de séparation s’applique. 

En effet, dans ce cas, nous avons les relations de bouclage : 

 

)()()(

)()()(

)()(

twtFvtu

tKxtPtw

tDt

−−−−====

++++====

====
••••

ε

εε

                                               (3.130) 

 

Le système bouclé admet donc comme état 







=

)(

)(
)(

t

tx
tx

εε et comme équation d’état : 

 

[[[[ ]]]] )(0)(

)(
0

)(
0

)(

txIty

tv
BF

tx
D

BPBKA
tx

ε

εε

====









++++







 −−−−−−−−
====

••••

                           (3.131) 

 

ce qui permet de reprendre le principe de séparation dans notre cas : les pôles en boucle 

fermée et ceux de l’observateur peuvent être réglés de façon indépendante. 

 

3.3.2.2 Robustesse  
 

Selon la figure 3.10, si on ouvre la boucle à l’entrée, la commande à réaliser est de la 

forme : 

 

)()()()( tVytPztFvtu −−−−−−−−====−−−−                                        (3.132) 

où )(tz est régi par l’équation : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.10. Le système pour l’étude de la robustesse 
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En remplaçant )(tu  dans l’équation (3.123) de l’observateur nous avons : 

 

)())()()(()()( tEytVytPztGvHtDztz ++++−−−−−−−−++++====
••••

                        (3.133) 

soit le transfert : 

)()()()()( tyHVEtHGvtzHPDsI −−−−++++====++++−−−−                            (3.134) 

 

La commande −u dans l’équation (3.132) s’écrit donc : 

 

)()]()([)(])([)( 11 tyHVEHPDsIPVtGvHHPDsIPItu −−−−++++−−−−++++−−−−++++−−−−−−−−==== −−−−−−−−−−−−   (3.135) 

 

Du côté du processus nous avons : 

 

)(])([)( 1 tuBAsICty ++++−−−−−−−−====                                             (3.136) 

 

A partir des expressions précédentes (3.137) et (3.136), il est facile de calculer la fonction de 

transfert de boucle entre +
u  et −− u , lorsque 0)( ≡tv  et lorsque l’on ouvre la régulation juste 

avant le système. On obtient : 

 

BAsICHVEHPDsIPVsTBO
11 )()]())(([)( −−−−−−−− −−−−−−−−−−−−−−−−++++====                  (3.137) 

 

dont le tracé fréquentiel permet de mesurer les marges de robustesse : marge de module, 

marge de retard et marge de phase.  

 

4 Conclusion 
 

Au cours de ce chapitre, nous avons vu comment concevoir la commande par retour 

d’état et surtout comment calculer le gain optimal. Nous avons présenté une méthode de 

calcul des matrices de pondération d’état et de commande pour la minimisation d’un critère 

quadratique. Cette méthode est basée sur la contribution de chaque variable d’état et de 

commande aux comportements dynamiques du système. Cette commande permet de déplacer 

les pôles de notre système d’une manière à ce qu’il soit plus amorti tout en faisant le 

compromis entre la précision de l’état et l’effort de la commande. Le gain a également été 

calculé par la méthode LMI qui est capable de résoudre un système d’inégalité matricielle. 

Cette solution assure un retour à l’état d’équilibre décroissant avec un taux de décroissance 

désiré, c'est-à-dire déplacer les valeurs propres de notre système à gauche d’une valeur 

souhaitée. Nous avons vu aussi comment utiliser  les mêmes méthodes de calcul du gain de la 

commande pour calculer le gain de l’observateur d’état d’ordre complet ou réduit. Nous avons 

aussi calculé un observateur de commande. Dans le chapitre suivant nous allons appliquer 

cette étude théorique sur un exemple d’un réseau électrique multimachine. Nous allons 

calculer les gains de la commande et de l’observation par les troix méthodes proposées dans 

ce chapitre.  
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CHAPITRE IV : RESULTATS DE SIMULATION AVEC 
COMMANDE ET OBSERVATION D’ETAT DES 
SYSTEMES ELECTRIQUES MULTIMACHINES 
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1 Introduction 
 

Dans le chapitre II, nous avons obtenu le modèle  linéaire du système électrique 

multimachine en linéarisant les équations non linéaires de ce système. Dans le chapitre III, 

nous avons vu comment on peut concevoir la commande par retour d’état et comment 

reconstruire l’état complet ou l’état non mesurable du système. Dans ce chapitre IV, nous 

allons présenter les résultats de simulation d’une application numérique sur le chapitre III 

pour un système d’énergie électrique multimachine. Le système sera équipé par un 

observateur d’état et commandé en boucle fermée par retour d’état statique. Le gain du retour 

d’état ainsi que le gain de l’observateur seront calculés par plusieurs méthodes. Les méthodes 

de calcul de la commande et de l’observateur ont été discutées dans le chapitre III. Les gains 

de la commande et de l’observateur seront calculés en minimisant un critère quadratique, par 

la méthode LMI pour imposer la localisation des pôles et par la méthode de Rosenbrock pour 

optimiser le gain calculé par la méthode LMI. A la fin de ce chapitre nous exposerons les 

résultats de simulation qui prouveront l’amélioration de l’amortissement des oscillations dans 

le système ce qui sera constaté en examinant ses pôles. Le système avec observateur en 

boucle fermée reproduit assez fidèlement les comportements du système sans observateur ce 

qui met en valeur le choix de cet observateur.    

 

2 Configuration du réseau 
 

Prenons le réseau électrique multimachine, utilisé par [24], dont la configuration est 

illustrée sur la figure 4.1. C’est un réseau de distribution radial à trois générateurs synchrones 

qui alimentent quatre charges. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1. Configuration du réseau 

 

Les données des lignes de transmission sont exposées dans le tableau suivant 

~

~

~

( )1 ( )2

( )3

( )4

( )5

( )6

1

2
G

3

4 5

0229.00576.0

Charge       

j+ 0092.00411.0

Charge       

j+

0001.00669.0

Charge       

j+

0023.00189.0

Charge       

j+

1
G

2

3
G
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0.27730.0070380.3416

0.27730.0070380.3415

0.27880.008421.2764

0.27880.008421.2763

0.27880.0084111.1372

2788.00084.0893.1101

(ohm/Km) Réactance(ohm/Km) Résistance(Km)Longueur ligne la de N°

 

 

Tableau 4.1. Données des lignes de transmission 

 

3 Données des machines 
 

Ces données sont utilisées pour l’élaboration  du modèle linéaire  d’état du système. 

 

98.01

95.01

1.01

)()(

5.01.005.04005.3220.019.249.63

6.01.003.04008.250.130.027.1672

5.01.002.01009.311.122.056.1581

)()()()()('
0)()(')()()( seTpueK

G

G

G

pufTpufKpuATpuAKsdTpudXpudXpuqXpuDKsM

 

 

Tableau 4.2. Données des générateurs et des systèmes d’excitation 

 

4 Etat d’équilibre 
 

L’état d’équilibre est déterminé par les résultats de la répartition de puissance du 

système. Par la méthode de Newton-Raphson, après 5 itérations et avec une précision  

====)max( PQ∆ 71030072.1 −× , voir l’annexe 1, nous avons obtenu 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau 4.3. Etat d’équilibre du système 

 

Avec lgtot PPP += , lgtot QQQ += . 

 

Où : 

g  = Générée. 

l  = Consommée. 

tot  = Total. 

-0,0092-0,04110,00000,0000-0,0092-0,0411-2,16320,98095

-0,0229-0,05790,00000,0000-0,0229-0,0579-2,17220,97844

-0,0023-0,01890,01960,07600,01730,05711,93520,99953

0,00000,00000,00170,04500,00170,04500,71671,00072

-0,0001-0,06690,02020,06400,0201-0,00290,00001,00001

-0,0092-0,04110,00000,0000-0,0092-0,0411-2,16320,98095

-0,0229-0,05790,00000,0000-0,0229-0,0579-2,17220,97844

-0,0023-0,01890,01960,07600,01730,05711,93520,99953

0,00000,00000,00170,04500,00170,04500,71671,00072

-0,0001-0,06690,02020,06400,0201-0,00290,00001,00001

Noeud )( puV )( puPg )( puPl)( puQg )( puQl
)( puPtot )( puQtot(deg)θ

ref

PV

PV

PQ

PQ
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Pour valider le code de calcul par la méthode de Newton-Raphson nous avons recalculé la 

répartition de charge avec la méthode de Rosenbrock.  Nous avons obtenu les mêmes résultats 

de calcul exposés ci-dessus mais après l'itération numéro 20153 et avec une erreur de 
121059203.1 −× qui est la différence entre la valeur de la fonction objectif et le zéro. 

 

5 Modèle linéaire 
 

Le modèle relatif linéaire du système illustré par la figure 4.1 est obtenu sous la forme 

d’état suivante. Voir l’annexe 4 pour plus des détails. 

DuCxy

BuAxx

+=

+=
•

                                                     (4.1)                                                 

Où : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour ce système sous la forme d’état linéaire, la commande sera d’abord calculée, ensuite, 

nous allons calculer l’observateur d’ordre complet et d’ordre réduit. 

 

6 Commande par retour d’état statique 
 

6.1 Commandabilité  
 

L’application du critère du Kalman (3.2) permet de tester la commandabilité de notre 

système. La paire ( BA, ) est commandable. Conséquence ; les valeurs propres de A  peuvent 

être assignées arbitrairement par retour d’état )()( txKtu ⋅−= . Autrement dit, les pôles de 

].[ KBA −  peuvent être placés arbitrairement par choix de K . 

 

=A

=B

=C =D

0,0000 0,0000 -314,1593 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -314,1593 0,0000 314,1593 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0360 0,0125 -0,6250 0,0000 0,0000 -0,0269 0,0084 0,0025 0,0000 0,0000 0,0000

-0,0541 0,0136 0,0000 -0,8571 0,0000 0,0051 -0,0187 0,0007 0,0000 0,0000 0,0000

0,0142 -0,0288 0,0000 0,0000 -0,5797 0,0006 -0,0006 -0,0222 0,0000 0,0000 0,0000

0,0224 0,0097 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5884 0,2676 0,0591 0,2564 0,0000 0,0000

-0,0419 0,0035 0,0000 0,0000 0,0000 0,5047 -0,9060 0,0422 0,0000 0,3571 0,0000

0,0190 -0,0467 0,0000 0,0000 0,0000 0,1291 0,0481 -0,4806 0,0000 0,0000 0,2857

0,1886 0,0469 0,0000 0,0000 0,0000 -6,7482 -2,5849 -0,5632 -0,0990 0,0000 0,0000

0,0230 0,0426 0,0000 0,0000 0,0000 -3,4558 -6,0269 -0,2881 0,0000 -0,0244 0,0000

0,2249 -0,4188 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5848 -0,2365 -8,9945 0,0000 0,0000 -0,0244

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

9,9010 0,0000 0,0000

0,0000 9,7680 0,0000

0,0000 0,0000 9,7609

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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6.2 Gain de la commande 
  

6.2.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie 
 

Le critère choisi est de la forme quadratique suivante 

 

∫
∞

+=
0

11 ][
2

1
dtuRuxQxJ c

T
c

T                                                (4.2) 

La commande qui minimise le critère quadratique (4.2) est de la forme 

 

)()( 1 txKtu ⋅−=                                                     (4.3) 

 

Où le gain de la commande optimale est donné par 

 

PBRK
T

c

1
11
−

=                                                       (4.4) 

 

Avec P  est une matrice symétrique définie positive et qui est la solution de l’équation 

algébrique de Riccati suivante 

01
1

1 ====++++−−−−++++
−−−−

c
T

c
T

QPBPBRPAPA                                      (4.5) 

 

L’équation (4.6) décrit le système en boucle fermée avec commande optimale par retour 

d’état statique. 

)(][)( 1 txBKAtx −−−−====
••••

                                              (4.6) 

 

Avant tout, il faut calculer les matrices de pondération 1cQ   et 1cR . 

 
6.2.1.1 Choix des matrices de pondération 1cQ   et 1cR  
 

6.2.1.1.1 Choix de  1cQ  

 

Après avoir transformé le système en forme équilibrée et calculé les gramiens de 

commandabilité et d’observabilité du système sous cette forme et en appliquant les relations 

3.14, 3.15, nous avons obtenu.  

 

  

 

6.2.1.1.2 Choix de  1cR  

 

Le choix de la matrice de pondération de commande 1cR  est fait en suivant la 

procédure de 3.16 à 3.20. La matrice obtenue avec 
1

1

σ

ω
γ ====  est 

 

 

diagQc =1 349,8395 58,8805 1162306,3494 1163736,1565 425354,9429 73,6481 44,8385 36,3550 0,4512 0,3897 0,3495

=1cR
1,9270 0,0000 0,0000

0,0000 1,8548 0,0000

0,0000 0,0000 1,8376
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Une fois les matrices 1cQ   et 1cR  obtenues, il suffit de résoudre l’équation de Riccati (4.5) 

pour calculer le gain optimal 1K  par l’équation (4.4). 

 

 

 

 

Les valeurs propres du système en boucle ouverte et fermée sont 

 

8631.05687.0

6857.0

5348.12706.0

6953.11935.0

6235.33304.0

2897.53862.0

ouverte Boucle

j

j

j

j

j

±−

−

±−

±−

±−

±−

  

5893.2

8268.13484.3

0550.20872.3

9412.11196.4

9010.39995.0

7278.52997.1

fermée Boucle

−

±−

±−

±−

±−

±−

j

j

j

j

j

 

 

En comparant les valeurs propres du système avec et sans commande nous remarquons que la 

commande optimale déplace les pôles du système vers la gauche dans le plan complexe ce qui 

accélère le retour des variables d’état à leurs états initiaux.  

 

6.2.2 Par la méthode LMI 
 

Il  est possible de  choisir la localisation des pôles du système en boucle fermée dans 

le plan complexe, voir la figures 4.2.a,b,c. 

 

 

 

 

 

 

               (a)                                       (b)                                                       (c) 

 

                Figure 4.2.a. Dans un demi plan défini par α−  

               Figure 4.2.b. Dans un secteur d’une pente a  

Figure 4.2.c. Dans un demi plan défini par α−  avec un secteur d’une pente a  

               

6.2.2.2 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
   

Reprenons le système d’inégalité matricielle (3.37) et (3.38) se fait par la méthode 

LMI en utilisant le logiciel Matlab. 

 

n
x ℜ∈∀ 1

~

\{ }0                                                                                01

~

21

~

>xQx c

T

                    (4.7) 

n
x ℜ∈∀ 2

~

\{ }0               0))()(( 2

~

22222

~

<+++++ xBYBYIAQQIAx
TT

cc
T

cc

T

αα                (4.8) 

)arctan(a

you  Im

ou x Re

x

y
a =

α−

Re

Im

)arctan(a

you  Im

ou x Re

x

y
a =

α−

-6,1604 -1,7653 -373,8240 -56,8559 -73,1291 10,0722 -1,7678 -0,3057 0,8557 -0,0788 -0,0111

9,0424 -1,2203 81,8912 -217,7638 -124,4685 -2,7421 6,6769 0,6612 -0,0807 0,8290 0,0205

-1,2972 3,8325 -5,3934 -53,5486 -322,0946 -0,4350 0,4002 7,0262 -0,0115 0,0207 0,7727

=1K
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Le problème de la recherche d’un gain statique de retour d’état qui impose un taux de 

décroissance exponentiel donné α  s’effectue de la façon suivante : 

 

3. trouver  2cQ  et 2cY  tels que les inégalités (4.7, 4.8) soient satisfaites (problème de 

faisabilité LMI). 

4. 
1

2
−

= cQP et PYK c22 −= . 

 

Pour imposer un taux de décroissance ( 1=α ) le gain de la commande par retour d’état obtenu  

 

 

 

 

La dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs propres de 

2BKA − . 

0673.02375.1

1226.1

1435.17003.1

4137.33428.1

1247.53390.1

6874.58771.2

fermée Boucle

j

j

j

j

j

±−

−

±−

±−

±−

±−

 

 

On remarque que toutes les valeurs propres du système en boucle fermée possèdent des 

parties réelles négatives et inférieures ou égales à 1−=−α , voir la figure 4.3 .  

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
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6
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g
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a
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 A
x
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Figure 4.3. Localisation des valeurs propres 

 

6.2.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie  
 

La deuxième application de la méthode LMI est de concevoir une commande par 

retour d’état statique qui place les valeurs propres du système en boucle fermée dans un 

=2K
0,2739 -5,1349 225,8886 -198,4352 -36,5543 2,8835 0,4441 -3,4533 0,5173 0,1800 -0,3833

5,3626 5,1068 -134,5808 276,7734 -152,2533 -4,8364 1,0106 4,4052 -0,4751 0,4512 0,4541

-5,0512 2,4652 -190,4102 -66,6207 211,7730 1,4496 -1,2529 1,1594 0,1870 -0,2877 0,4510
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secteur défini par une pente a  illustré sur la figure 4.2.b. La solution des inégalités suivantes 

permet d’obtenir le gain de la commande désiré.  

 

 

0
)(

)(

0

33333333

33333333

3

<












+++−−+

−−++++

>

cc
TT

c
T

ccc
TT

c
T

c

TT

c
T

ccccc
TT

c
T

c

c

BYAQBYAQaBYAQBYAQ

BYAQBYAQBYAQBYAQa

Q

              (4.9) 

 

 

Les inégalités (4.9) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

cc QQ 33 =  et 3cY .  

Le gain statique de retour d’état peut alors être calculé comme 3
1

33 cc YQK
−

−=  

 

Pour imposer un secteur d’une pente  01.0=a  c'est-à-dire un amortissement sur le système en 

boucle fermée le gain de la commande obtenu  

 

 

 

 

 

 

et la dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs propres de 

3BKA − .  

 

 

4064.0

3670.0

5238.0

6911.0

9782.0

2464.1

2436.5

9442.6

4201.52

3645.94

5805.109

fermée Boucle

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

 

 

 

 

La localisation des pôles du système en boucle fermée est illustrée sur la figure suivante 

=3K
-277,8443 -112,4236 13237,2049 -9383,3236 -4262,5866 137,5001 -75,6837 -68,4941 8,4002 -2,3484 -2,1652

479,4240 -87,9285 -12432,0337 17508,1642 -3748,4182 -115,9044 118,7594 -36,6383 -2,2826 8,9423 -0,7757

-134,0792 298,9027 -3600,1286 -9779,5487 12427,5505 -86,1505 -17,8578 160,5305 -2,1649 -0,8278 10,0465
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Figure 4.4. Localisation des valeurs propres 

 

 

On remarque une très grande différence entre la plus petite et la plus grande valeur propre. Par 

rapport au système en boucle ouverte certains pôles ne sont pas vraiment déplacés et d’autres 

sont trop déplacés. Ce qui veut dire que le retour à l’équilibre en boucle fermée de certains 

états ne sera pas plus rapide qu’en boucle ouverte. Par conséquent, cette commande ne 

correspond pas à notre exigence sur la dynamique du système en boucle fermée, donc, elle ne 

sera pas adoptée pour la suite.   

 

 

 

6.2.2.4 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel   
 

En remplaçant dans les inégalités (4.9) chaque A  par IA α+ on obtient 
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   (4.10) 

 

Les inégalités (4.10) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision 

sont 
T

cc QQ 44 =  et 4cY .  

Le gain statique de retour d’état peut alors être calculé comme 4
1

44 cc YQK
−

−=  

La valeur du gain qui garantit que ( 1,50 == αa ) est donné par 

 

 

 

 

 

 et la dynamique du système en boucle fermée est déterminée par les valeurs propres de 

4BKA −  qui sont les suivantes.  

-4,5026 -2,6500 351,4304 -263,4529 -112,8041 2,6545 -1,0127 -1,3663 0,4494 -0,0643 -0,1045

7,0488 -1,7051 -386,0171 442,2857 -36,0725 -1,5040 0,9525 -0,9757 -0,1282 0,3882 -0,0812

-1,4763 5,6969 -63,7929 -195,7739 226,2181 -1,7005 0,1165 3,0580 -0,0807 0,0011 0,5350

=4K
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Les valeurs propres du système en boucle fermée se localisent sur la figure 4.5. 
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Figure 4.5. Localisation des valeurs propres 

 

La remarque est que certains pôles du système en boucle fermée sont réels, donc, certains 

états reviennent à leurs états initiaux sans oscillation. D’une part c’est bien mais, par contre 

cette avantage sera obtenu au prix de la commande qui peut être plus élevée que dans le cas 

de la commande avec le gain 2K .  

 

 

6.2.3 Par optimisation d’un critère J  
 

Comme nous allons voir dans le paragraphe 7.1.4.3, et en suivant la référence [12] 

nous allons transformer la deuxième inégalité dans (3.29) en contrainte égalité où 5cQ  est une 

matrice symétrique définie positive. 

 

 





=++++++

>

0)()(

0

555 c
T QBKIAPPBKIA

P

αα
                           (4.11) 
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Le critère global de performance J   à minimiser sera  défini par la somme de deux termes : 

 

)()( 55
T

KKtrPtrJ +=                                                      (4.12) 

 

Pour optimiser la fonction objectif (4.12) nous avons réalisé un code de calcul qui utilise la 

méthode d’optimisation de Rosenbrock. 

 

Le point de départ pour la solution par la méthode de Rosenbrock sera calculé avec la 

méthode LMI. 

 

Le gain de départ est obtenu dans le paragraphe 6.2.2.2 pour 1=α   

 

 

 

 

 

 

La valeur du critère de départ : J = 2994600. 

 

Pour IQc =5 = la matrice Identité et 1=α , le gain final obtenu par la méthode de Rosenbrock 

est   

 

 

 

 

 

 

 

Le nombre d’itération réalisé : 7930123. 

La valeur minimale obtenue de la fonction objectif : J = 2273500. 

 

Les valeurs propres du système en boucle fermée avec le gain 5K sont 

0529.07799.1

4063.1

2833.1

6557.4

0018.5

6771.36665.1

3066.56146.1

8510.14

j

j

j

±−

−

−

−

−

±−

±−

−

 

 

 

On remarque que les pôles du système en boucle fermée sont tous avec des parties réelles 

négatives inférieures à la valeur ( 1−=−α ), voir la figure 4.6. 

 
=2K

0,2739 -5,1349 225,8886 -198,4352 -36,5543 2,8835 0,4441 -3,4533 0,5173 0,1800 -0,3833

5,3626 5,1068 -134,5808 276,7734 -152,2533 -4,8364 1,0106 4,4052 -0,4751 0,4512 0,4541

-5,0512 2,4652 -190,4102 -66,6207 211,7730 1,4496 -1,2529 1,1594 0,1870 -0,2877 0,4510

-13,5211 -5,3290 -29,0822 -20,5109 -10,2063 8,4946 -4,5039 -3,9571 0,9137 -0,6136 -0,2773

23,4645 0,3553 -11,3336 -12,4593 -11,2591 -5,7606 8,9255 2,6255 -0,2042 1,7710 0,3361

-8,4133 9,1971 12,7381 8,2298 -50,1950 -3,2843 -3,0884 5,9257 -0,3377 -0,5793 0,6956

=5K
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Figure 4.6. Localisation des valeurs propres 

 

On remarque aussi que le gain 5K  ne possède pas des valeurs d’élément très élevées par 

rapport à 2K .  Cela est facile à vérifier si on compare )( 55
T

KKtr  avec )( 22
T

KKtr . D’une 

part, avoir un gain faible est préférable pour des questions de saturation de la commande, en 

plus, c’est économique au niveau de réalisation industrielle. Par contre, vu le déplacement des 

pôles effectué, l’utilisation du gain 5K  augmente l’amortissement mais demande des 

commandes plus importantes. Si la commande est avec une grande amplitude elle influence 

les états qui sont, directement, liés. Nous pouvons donc imaginer des amplitudes de certaines 

variables d’état qui sont plus élevées avec le gain 5K  qu’avec le gain 2K . C’est pour cette 

raison, c'est-à-dire de ne pas avoir des amplitudes relativement élevées de certains états, que 

nous allons utiliser le gain 2K  pour la suite de ce travail. 

 

7 Observation d’état 
 

7.1 Observateur d’ordre complet 
 

7.1.1 Observabilité 
 

Notre système est observable selon  le critère de l’observabilité de Kalman (3.52) 

discuté dans le chapitre III. 

 

7.1.4 Choix du gain de l’observateur d’ordre complet 
 

7.1.4.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie  
 

Le critère d’énergie est de la forme quadratique suivante 

 

∫
∞

+=
0

11 ][
2

1
dtuRuxQxJ o

T
o

T  



Chapitre IV      Résultats de simulation avec commande et observation d’état  des systèmes électriques  

 

 

 

128 

Où : 

1oQ  = Matrice de pondération de )(tx  avec 011 ≥=
T

oo QQ . 

1oR  = Matrice de pondération de )(tu  avec 011 >=
T

oo RR . 

 

Le calcul des matrices de pondération 1oQ et 1oR  est fait par la méthode basée sur la 

transformation du système en forme équilibrée discutée dans le chapitre III, paragraphe 2. 

 

7.1.4.1.1 Matrice de pondération 1oQ  

 

La matrice 1oQ obtenue est 

 

 

 

7.1.4.1.2 Matrice de pondération 1oR  

 

Avec  
1

150
σ

ω
γ ====  nous avons obtenu  

 

 

 

 

 

 

En effet le meilleur placement des pôles, concernant les parties réelles, de l’observateur a été 

obtenu avec ce choix de la matrice 1oR  

 

La solution de l’équation de Riccati suivante 

 

01
1

1 ====++++−−−−++++
−−−−

oo
TT

QCPRPCAPPA                                      (4.13) 

 

donne la matrice P  ce qui résulte le gain de l’observateur suivant 

 
T

o CPRG )(
1

11
−

=                                                       (4.14) 

La valeur obtenue du gain  est  

 

 

                                                                                              

5867.1

6604.02289.1

8434.00111.1

7034.10745.1

1364.43549.1

3981.51247.1

robservateul' de propres Valeurs

−

±−

±−

±−

±−

±−

j

j

j

j

j

 

15221,0449 4598,1849 9,2775 9,6821 8,2876 3,8098 7,5218 1,1817 50,0271 41,8976 48,2722diagQo =1

4,6032 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 4,8295 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 4,3068 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 60,8978 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 57,2391 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 153,6995

=1oR

-1,3530 -3,3920 -1,1084 11,7297 2,5676 0,3218

-8,9348 -4,2947 6,5931 9,4967 5,3532 -16,2337

0,7522 -0,0147 0,1203 0,1032 0,0315 0,0022

-0,0155 0,7995 0,0877 -0,1215 -0,0342 -0,0270

0,1126 0,0782 0,7414 -0,0084 -0,0053 0,0339

0,2903 -0,2502 -0,1600 0,1122 -0,0169 -0,0180

-0,2096 0,3261 -0,0875 -0,1938 -0,0631 -0,0296

-0,3248 -0,3257 0,9108 -0,0899 -0,0360 0,1441

1,3655 -1,5316 -0,1188 2,1155 0,7021 -0,1267

0,3915 -0,4049 -0,0699 0,6599 1,2459 -0,1946

0,0723 -0,8589 1,2094 -0,3197 -0,5224 3,3358

=1G
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Les valeurs propres imposées par l’observateur sont celles de la matrice ( )CGA 1− . Elles sont 

différentes de celles de A  et avec des parties réelles plus négatives. En comparaison avec la 

commande par retour d’état statique le gain 1G , calculé ci-dessus, localise arbitrairement les 

valeurs propres de l’observateur dans le plan complexe. Avec la méthode LMI on peut 

imposer une localisation prédéfinie dans une zone du plan complexe sur les pôles de 

l’observateur, ce qui sera discuté ci-dessous. 

 

En effet, en prenant le système commandé avec le gain 2K , si le système est équipé par 

l’observateur  dont le gain est 1G , on peut imaginer que l’ensemble ne fonctionnera pas 

comme correctement. C'est parce que la dynamique du système en boucle fermée est plus 

rapide que la dynamique de l’observateur d’après les valeurs propres des deux. Il est clair, par 

la comparaison des valeurs propres que  l’observateur introduit au système commandé le pôle 

8434.00111.1 j±±±±−−−−  qui est moins négatif que 1226.1−−−− . 

 

Maintenant, pour choisir la localisation des pôles de l’observateur le gain de l’observateur 

sera trouvé par plusieurs méthodes. 

 

 

7.1.4.2 Par la méthode LMI  
 
7.1.4.2.1 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
 

Reprenons les inégalités (3.70) 

 





<−−+++

>

0)()(

0

ZCZCIAPPIA

P

TTT αα
                              (4.15) 

 

Les inégalités (4.15) sont un problème de faisabilité LMI en les variables de décision P  et Z . 

Le gain de l’observateur de l’ordre complet est alors calculé par ZPG 1
2

−= .  

En fixant  20=α  nous avons obtenu le gain suivant 

 

                                                                                                                   

8481.236536.22

0263.208966.23

6344.238496.26

1854.261596.28

9774.299171.24

5003.20

robservateul'     

 de propres Valeurs

j

j

j

j

j

±−

±−

±−

±−

±−

−

 

 

Ce gain vérifie que l’observateur introduit au système des valeurs propres dont les parties 

réelles se situent  à gauche d’une valeur prédéterminée ( 20−=−α ). C’est un observateur 

avec une dynamique rapide. On peut imaginer une bonne performance de l’utilisation en 

cascade de cet observateur avec la commande dont le gain est 2K . 

14958,1549 -17278,9168 25,3725 777,6888 469,4902 57,4634

21521,0481 6761,7168 -31796,6891 273,2533 109,4773 1505,0903

39,4086 -13,5406 -9,0636 1,5014 -0,0328 -1,7907

-13,1225 45,0261 -10,3036 -1,3202 0,1902 -1,7148

-9,1353 -10,2180 40,8194 -0,0216 -0,1538 3,6167

707,6944 -505,5767 -310,1539 -201,6681 126,3503 28,0613

-165,0964 322,7136 -133,9824 130,1441 -255,6641 5,4386

-711,9462 -761,6875 1591,2285 17,0557 6,1372 -197,4844

-2,0300 1,0559 1,0806 48,7128 -4,1629 -0,6705

0,4408 -1,7157 1,1777 -3,3541 48,3872 -0,3176

6,6973 5,7433 -13,2345 -0,5617 -0,3625 46,9144

=2G
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7.1.4.2.2 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie 
 

Si on reprend les inégalités matricielles (3.71) nous avons 

 

0
)(

)(

0

33333333

33333333

3

<












+++−−+

−−++++

>

o
T

o
TT

ooo
T

o
TT

oo

T

ooo
T

o
T

o
T

o
TT

oo

o

YCQACYAQaYCQACYAQ

CYAQYCQAYCQACYAQa

Q

              (4.16) 

 

Les inégalités (4.16) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision 

sont 
T

oo QQ 33 =  et 3oY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 

T
oo YQG )( 3

1
33

−
−= .  

 

D’après la partie réelle de la valeur paropre la plus proche du zéro, le meilleur placement des 

pôles de l’observateur a été obtenu en choisissant une pente 7=a . Le gain de l’observateur 

obtenu est 

 

                                                                                                 

0714.0

0148.00524.0

0629.00625.0

7585.05721.0

2464.12469.1

4125.14184.1

robservateul' de propres Valeurs

−

±−

±−

±−

±−

±−

j

j

j

j

j

 

 

et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres de 

CGA 3−  exposées ci-dessus.  

En examinant les pôles de l’observateur on remarque que sa dynamique est très lente ce qui 

ne nous convient pas. En effet, il faut que la dynamique de l’observateur soit plus rapide que 

celle du système en boucle fermée ce qui n’est pas le cas ici. 

 
7.1.4.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel   
 

En remplaçant dans les inégalités (4.16) chaque A  par IA α+ on obtient 
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44444444
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o
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o
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o
TT
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T
o
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o

TT
oo

o

YCQIACYIAQaYCQIACYIAQ

CYIAQYCQIAYCQIACYIAQa

Q

αααα

αααα

    (4.17) 

 

Les inégalités (4.17) correspondent à un problème de faisabilité LMI dont les variables de 

décision sont 
T

oo QQ 44 =  et 4oY . Le gain de l’observateur peut, alors, être calculé comme 

-314,0929 314,0652 0,0184 0,0058 0,0244 -0,0078

-314,1191 0,0229 314,0897 -0,0096 -0,0067 0,1120

-0,5298 -0,0205 -0,0068 0,0022 0,0073 0,0040

-0,0204 -0,7501 -0,0124 0,0011 -0,0053 0,0078

-0,0070 -0,0123 -0,4878 0,0011 0,0020 -0,0078

0,0038 -0,0033 -0,0019 0,0094 0,0180 -0,0058

-0,0046 0,0081 -0,0031 -0,0393 0,0197 -0,0255

-0,0081 -0,0122 0,0211 -0,0267 -0,0276 0,0233

0,0104 -0,0089 0,0020 1,2171 1,3424 0,2768

0,0067 -0,0060 0,0019 0,9477 1,0534 0,1245

-0,0351 0,0253 0,0195 0,1664 0,1086 2,0886

=3G
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T
oo YQG )( 4

1
44

−
−= . Nous avons choisi une pente de 10=a  et un taux de décroissance de  

20=α , le gain obtenu est 

 

                                                                                                                           

0500.20

0771.22

0474.22

6586.22

6257.23

3003.24

9789.31

0901.33

6247.53

3141.62

3934.88

propres Valeurs

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

 

 

 

et la dynamique de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres de 

CGA 4− . Les valeurs propres de l’observateur sont réelles c'est-à-dire que l’observateur est 

non oscillant. Elles sont assez négatives par rapport à celles du système en boucle fermée, ce 

qui permet d’imaginer une bonne performance de l’ensemble de l’observateur et de la 

commande par retour d’état. Cet observateur sera adopté pour la suite. 

 

 

7.1.4.3 Par la minimisation d’un critère  J  
    

Par la transformation de la deuxième inégalité dans (3.66) en contrainte d’égalité où 

5oQ  est une matrice symétrique définie positive, on obtient. 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

555 o
T QCGIAPPCGIA

P

αα
                           (4.18) 

 

Le critère global de performance J   à minimiser sera  défini par la somme de deux termes : 

 

)()( 55
T

GGtrPtrJ +=                                                      (4.19) 

 

Ce critère doit être  minimisé sous la contrainte d’égalité et d’inégalité donnée pas le système  

(4.18). Pour trouver le gain de l’observateur 5G  nous avons minimisé directement la fonction 

objectif J  avec contrainte (4.18) avec la méthode de Rosenbrock. 

 

Le gain de départ est calculé par la méthode LMI dans le paragraphe 7.1.4.2.1 pour 20=α  

 

20369,3945 -24415,9376 1088,4714 -247,4975 381,4888 -70,9120

25776,5592 9021,5240 -39002,7113 -269,1064 -4,7989 1193,5419

65,2638 -33,2957 -19,3508 -0,2008 0,3333 0,4854

-33,3014 82,9294 -25,9548 0,2382 -0,6609 0,8642

-19,3370 -25,9551 68,1055 0,1507 0,2445 -1,3755

913,3274 -707,3136 -341,8379 -203,9513 130,5254 19,1171

-232,2773 444,7388 -180,6996 145,7836 -221,7526 3,6190

-778,4702 -1039,5848 1952,4658 16,8420 7,3043 -137,6214

-0,0865 -0,4070 0,6710 64,6909 -10,7936 -0,8601

1,0166 -2,2538 1,0675 -10,2385 64,4565 0,0740

4,5981 5,5190 -10,8438 -0,7148 0,0796 54,5294

=4G
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8481.236536.22

0263.208966.23

6344.238496.26

1854.261596.28

9774.299171.24

5003.20

robservateul'     

 de propres Valeurs

j

j

j

j

j

±−

±−

±−

±−

±−

−

 

 

 

 

Le gain final obtenu, par la méthode de Rosenbrock pour 20=α  et IQo =5 , est  

 

 

 

 

                                                                                                  

6812.23

5100.08096.20

9164.92475.22

8503.142300.24

9586.235487.21

3025.353867.22

robservateul' de propres Valeurs

−

±−

±−

±−

±−

±−

j

j

j

j

j

 

 

 

Nombre d’itération : 10066566 

Valeur du critère au départ = 
9100503.2 × . 

Valeur finale du critère = 2622200. 

 

 

 

En comparant la trace de 
T

GG 55 et la trace de 
T

GG 22 nous remarquons que le gain obtenu par 

cette méthode est plus petit que celui obtenu par la méthode LMI. En regardant les valeurs 

propres de l’observateur on remarque qu’elles sont toutes avec des parties négatives 

inférieures à 20−=−α  ce qui a été un des objectifs de cette application. L’observateur avec 

5G  est plus oscillant qu’avec 2G  car les parties imaginaires par rapport aux parties réelles des 

valeurs propres sont plus importantes. 

 

 

 

 

 

 

133,7492 -110,6692 34,9520 -219,2448 -491,3702 69,7510

516,8957 71,0859 -28,3694 95,4519 199,6993 -167,2074

-29,7069 123,3176 561,6091 -10,9160 3,5235 -64,0942

-4,5136 33,7664 49,8766 -1,9255 0,2722 -0,6991

-2,4058 2,4737 37,4322 -0,5100 0,2454 -0,9497

-30,6097 394,9545 -111,8304 -162,7354 -65,6206 -83,7206

-55,2955 229,1700 -55,3164 222,3098 -129,2077 -109,5687

-77,5877 -236,5579 45,6786 -6,3415 -1,5672 -291,7074

20,2831 -110,7469 137,1237 41,5767 18,8384 34,2232

21,4544 -112,8534 95,3499 -45,9768 66,2506 61,1041

21,3731 97,2780 -0,0806 10,9248 -6,7817 92,6224

=5G

14958,1549 -17278,9168 25,3725 777,6888 469,4902 57,4634

21521,0481 6761,7168 -31796,6891 273,2533 109,4773 1505,0903

39,4086 -13,5406 -9,0636 1,5014 -0,0328 -1,7907

-13,1225 45,0261 -10,3036 -1,3202 0,1902 -1,7148

-9,1353 -10,2180 40,8194 -0,0216 -0,1538 3,6167

707,6944 -505,5767 -310,1539 -201,6681 126,3503 28,0613

-165,0964 322,7136 -133,9824 130,1441 -255,6641 5,4386

-711,9462 -761,6875 1591,2285 17,0557 6,1372 -197,4844

-2,0300 1,0559 1,0806 48,7128 -4,1629 -0,6705

0,4408 -1,7157 1,1777 -3,3541 48,3872 -0,3176

6,6973 5,7433 -13,2345 -0,5617 -0,3625 46,9144

=2G
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7.2 Observateur d’ordre réduit 
 
7.2.1 Construction 
 

Pour construire l’observateur d’ordre réduit il faudrait reprendre les équations (3.104). 

L’observateur d’ordre réduit est définie par 

 

                                        

LALALLAAP

BLBN

ALAM

tyPtuNtzMtz

12112221

12

1222

^^

)()()()(

−−−−−−−−−−−−====

−−−−====

−−−−====

++++++++====

••••

                                      (4.20) 

 

Cette équation d’état définit un observateur réduit (d’ordre 5611 ====−−−− ) pour le système (4.1), 

Notons l’erreur d’observation: 

)()( teMte ====
••••

                                                      (4.21) 

 

Lorsque la paire ( )1222 , AA  est observable, les valeurs propres de M  peuvent être fixées 

arbitrairement par un choix convenable de L . 

 

Théorème 2 Si ( )CA,  est observable, alors ( )1222 , AA  est observable. 

Donc ( )1222 , AA  est une paire observable. 

 

La figure 4.7 représente la construction matricielle de l’observateur de Luenberger d’ordre 

réduit 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.7. Observateur de Luenberger 
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7.2.2 Gain de l’observateur 
 
7.2.2.1 Par la minimisation d’un critère d’énergie 
 

Nous avons déjà vu que la dynamique de l’observateur est déterminée par : 

 

                                                        121221 ALAM −=                                                    (4.22) 

 

Le critère d’énergie à minimiser est de la forme quadratique suivante 

∫
∞

+=
0

11 ][ dtuRuxQxJ r
T

r
T                                                (4.23) 

où 11 et   rr QR  sont deux matrices de pondération 0et  0 1111 ≥=>=
T

rr

T

rr QQRR . 

Pour calculer le gain 1L  qui fixe arbitrairement les valeurs propres de 1M , l’équation (3.114) 

est reprise ci-dessous. 

 

0)()()()( 112
1

1122222 ====++++−−−−++++
−−−−

rr
TT

QPARAPAPPA                      (4.24) 

Nous avons 

 

 

 

et 

 

 

 

La paire ) ,( 1222
TT

AA  est commandable, en fixant les matrices de pondération 11 et  rr QR , la 

solution de (4.24) permet de retrouver la matrice P  définie positive. Le gain de l’observateur 

sera alors définie par la relation (4.25) suivante : 

 
TT

r PARL ])([ 12
1

11
−

=                                               (4.25) 

 
7.2.2.1.1 Choix des matrices de pondération 
 

Examinons, d’abord, les valeurs propres de la matrice  22
T

A   

 

5320.0

2953.0

1477.1

0

0

−

−

−  

 

Nous remarquons que deux valeurs propres sont des zéros ce qui signifie qu’on est sur une 

des limites de l’application de la méthode de calcul des matrices de pondération basée sur la 

transformation en forme équilibrée discutée dans le paragraphe 2.2.1.1 au chapitre III. C’est la 

raison pour laquelle nous allons choisir les matrices de pondération par essais comme suivant. 

0,0360 0,0125 -0,0269 0,0084 0,0025

-0,0541 0,0136 0,0051 -0,0187 0,0007

0,0142 -0,0288 0,0006 -0,0006 -0,0222

0,1886 0,0469 -6,7482 -2,5849 -0,5632

0,0230 0,0426 -3,4558 -6,0269 -0,2881

0,2249 -0,4188 -0,5848 -0,2365 -8,9945

=12A

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0224 0,0097 -0,5884 0,2676 0,0591

-0,0419 0,0035 0,5047 -0,9060 0,0422

0,0190 -0,0467 0,1291 0,0481 -0,4806

=22A
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Le meilleur placement de pôles de l’observateur a été trouvé avec les matrices suivantes : 

 

 

 

 

 

 

Le gain obtenu est                                                     

 

 

 

 

 

Les valeurs propres de l’observateur sont celles de  121221 ALAM −=  

 

                                                                                                          Valeurs propres 

                                                                                     

0072.14

3096.8

8775.24

3065.70

5214.93

−

−

−

−

−

 

Le gain 1L  obtenu permet de fixer arbitrairement les valeurs propres de l’observateur dans le 

plan complexe. Il suffit d’appliquer l’équation (4.20) pour avoir les matrices 1N  et 1P  qui 

déterminent  l’observateur de Luenberger.  

 

7.2.2.2 Par la méthode LMI 
 
7.2.2.2.1 Imposer un taux de décroissance exponentiel 
 

La dynamique de l’observateur est déterminée par l’équation différentielle  

 

)()( 2 teMte ====
••••

                                                 (4.26) 

 

Où 122222 ALAM −=  et 2L  est le gain de l’observateur d’ordre réduit. 

Par dualité avec l’observateur d’ordre complet, discuté ci-dessus, on peut calculer le gain de 

l’observateur d’ordre réduit en trouvant P  et Z  qui satisfassent les inégalités suivantes : 

 





<−−+++

>

0)()()()(

0

12122222 AZZAIAPPIA

P

TTT αα
                  (4.27) 

 

Les inégalités (4.27) forment un problème de faisabilité LMI en les variables PZ et     dont la 

solution donne  le gain de l’observateur comme 

 

ZPL
1

2
−=                                                          (4.28) 

10 0 0 0 0

0 10 0 0 0

0 0 10 0 0

0 0 0 100 0

0 0 0 0 100

=1rQ

0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

=1rR

164,5682 -245,7597 39,1436 -0,5221 0,9087 -0,0196

149,5892 76,0888 -256,3844 -0,4774 0,1915 0,5878

-100,6249 11,2637 4,1619 -2,8313 0,2983 0,0429

142,9711 -218,2053 -15,4922 -2,0282 -9,2475 0,1119

20,1876 -5,5006 -207,8362 -0,3005 0,0149 -9,7210

=1L

-19,6830 2,3793 5,2771 -1,8275 0,4063

2,3325 -10,0413 1,5864 0,0602 -1,0526

4,7081 1,3762 -21,4091 -4,1811 -0,7237

-16,1933 1,2621 -40,0916 -67,1428 -3,3206

4,1917 -10,2762 -6,8253 -3,3376 -92,7459

=1M
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Après l’obtention de la matrice du gain 2L   qui impose un taux de décroissance  30=α  

 

 

 

 

 

il  suffit d’appliquer l’équation (4.20) pour avoir les matrices 2M , 2N  et 2P . Les valeurs 

propres de l’observateur sont affichées ci-dessous. 

                                                                                                          Valeurs propres 

                                                                                      

0102.04995.30

4995.30

3019.04995.30

j

j

±−

−

±−

 

 

Toutes les valeurs propres de l’observateur ont des parties réelles situées à gauche de 

30−=−α . C’est un observateur peu oscillant et assez rapide. 

 
7.2.2.2.2 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie 
 

Comme nous avons vu dans le paragraphe 3.2.2.2.2, chapitre III, nous pouvons 

imposer un secteur d’une pente a , voir la figure 4.2.b, dans lequel les valeurs propres du 

système en boucle fermée vont se localiser. Reprenons les inégalités (3.118) 
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   (4.29) 

 

Les inégalités (4.29) sont un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision sont 
T

rr QQ 33 =  et 3rY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 
T

rr YQL )( 3
1

33
−

−=  

Pour imposer une pente de 02.0=a  le gain obtenu est 

 

 

 

 

 

Il  suffit d’appliquer l’équation (4.20) pour avoir les matrices 3M , 3N  et 3P . La dynamique 

de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres de 12322 ALA − .  

 

                                                                                                          Valeurs propres 

                                                                                     

25

25

25

25

−

−

−

−

 

Les valeurs propres de l’observateur sont toutes égales et réelles ce qui représente un 

observateur non oscillant. 

334,9981 -356,8593 -26,5584 -3,1220 2,9070 0,2358

543,1294 154,0949 -784,3859 -3,1511 1,6256 2,2499

15,8097 -9,9738 -8,2217 -5,8178 2,5194 0,2729

-3,0924 6,1899 -2,6728 3,1340 -6,2776 0,0007

-17,8566 -15,6149 36,4574 0,3858 -0,0097 -3,4575

=2L

-30,4995 0,0000 -0,0091 0,0045 -0,0038

0,0000 -30,4995 0,0102 -0,0017 0,0251

0,0091 -0,0102 -30,4995 0,1538 -0,2534

-0,0045 0,0017 -0,1538 -30,4995 -0,0507

0,0038 -0,0251 0,2534 0,0507 -30,4995

=2M

270,4676 -296,1140 -25,3358 -2,5445 2,3814 0,2002

433,9054 116,4299 -652,6792 -2,5494 1,3335 1,8599

12,5501 -8,5743 -7,1990 -4,7303 2,0196 0,2456

-4,1684 3,8426 -3,6024 2,5631 -5,1147 0,0066

-15,6631 -13,6965 29,8091 0,2804 0,0000 -2,8226

=3L

-25,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 -25,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -25,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 -25,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -25,0000

=3M
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7.2.2.2.3 Imposer un secteur d’une pente prédéfinie et un taux de décroissance 
exponentiel  
 

En remplaçant dans les inégalités (4.29) chaque 22A  par )( 22 IA α+ on obtient 
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       (4.30) 

 

Les inégalités (4.30) forment un problème de faisabilité LMI dont les variables de décision 

sont 
T

rr QQ 44 =  et 4rY . Le gain de l’observateur peut alors être calculé comme 

T
rr YQL )( 4

1
44

−
−= .  

 

Pour imposer une pente de 1=a  et un taux de décroissance de 30=α , le gain obtenu est 

 

 

 

 

 

 

Il  suffit d’appliquer l’équation (4.20) pour avoir les matrices 4M , 4N  et 4P . La dynamique 

de l’erreur de l’observateur est déterminée par les valeurs propres de 12422 ALA − . 

 

                                                                                                          Valeurs propres 

                                                                                     

5.30

5.30

5.30

5.30

−

−

−

−

 

C’est aussi un observateur non oscillant avec une dynamique assez rapide. Cet observateur 

sera adopté pour la suite de ce travail. 

 

 
7.2.2.3 Par la minimisation d’un critère J  

 
Reprenons le système matriciel (3.121). 

 





=+−++−+

>

0)()(

0

51252212522 r
T QALIAPPALIA

P

αα
                           (4.31) 

 

En minimisant le critère 

)()( 55
T

LLtrPtrJ +=                                                      (4.32) 

-30,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 -30,5000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -30,5000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 -30,5000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -30,5000

=4M

=4L

335,6230 -356,3162 -26,0246 -3,1218 2,9053 0,2352

543,5492 154,4481 -784,0100 -3,1543 1,6269 2,2465

16,0639 -9,7932 -8,1086 -5,8045 2,4869 0,3011

-2,8546 6,5953 -2,4670 3,1628 -6,2912 0,0045

-17,4247 -15,2369 37,6436 0,3420 0,0000 -3,4579
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Sous les contraintes (4.31) par la méthode de Rosenbrock on peut obtenir le gain de 

l’observateur de l’ordre réduit 5L  qui impose un taux de décroissance α  sur l’erreur de 

l’observation. Toutes les valeurs propres de l’observateur auront des parties réelles situées à 

gauche de α− .  

 

En imposant un taux de décroissance de 30=α , le gain de départ obtenu par la méthode LMI 

dans le paragraphe 7.2.2.2.1 est  

 

                                                                                             Valeurs propres de l’observateur 

                                                                                     

0102.04995.30

4995.30

3019.04995.30

j

j

±−

−

±−

 

 

le gain  obtenu par la méthode d’optimisation de Rosenbrock où IQr ====5  est  

 

 

 

 

 

 

Nombre d’itération : 16395695 

Valeur de départ du critère (3.32) : 1176800 

Valeur finale du critère (3.32) : 9045 

 

Les valeurs propres de l’observateur ou de 12522 ALA −  sont 

 

8544.33

9819.83941.31

2508.234133.32

−

±−

±−

j

j

 

 

L’observateur obtenu avec cette méthode impose des pôles avec des parties réelles inférieures 

à 30−=−α . La comparaison des valeurs propres montre que l’erreur de l’observateur avec le 

gain 2L  est plus amortie que celle de l’observateur avec 5L , ce qui est un avantage. Par 

contre, le gain 5L  ne possède pas des éléments avec des valeurs élevées ce qui facilite la 

réalisation pratique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=5L

3,0965 -5,4738 2,2404 24,2393 30,4364 4,4263

2,4016 2,4624 -5,3928 -22,5076 13,4832 26,0425

17,4853 -26,4259 6,4889 -12,8261 6,7843 -16,7504

15,3927 -22,5488 5,1259 7,5886 -13,8384 20,1228

25,3010 7,1902 -36,4416 3,4321 -0,9868 -3,6522

334,9981 -356,8593 -26,5584 -3,1220 2,9070 0,2358

543,1294 154,0949 -784,3859 -3,1511 1,6256 2,2499

15,8097 -9,9738 -8,2217 -5,8178 2,5194 0,2729

-3,0924 6,1899 -2,6728 3,1340 -6,2776 0,0007

-17,8566 -15,6149 36,4574 0,3858 -0,0097 -3,4575

=2L
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7.3 Observation de la commande 
 

Nous allons aussi observer directement la commande sans passer par l’intermédiaire 

d’observer l’état. 

  

7.3.1 Structure générale 
 

L’observateur d’une fonction linéaire d’état a la forme d’état suivante, voir (3.123) : 

 

                                             
)()()(

)()()()(

tVytzPtw

tyEtuHtDztz

++++====

++++++++====
••••

                                        (4.33) 

 

La construction matricielle de l’observateur est schématisée sur la figure 4.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.8. Observateur d’une fonction linéaire d’état 

 

Après l’obtention de la matrice du gain de l’observateur d’ordre réduit 4L  et la matrice du 

gain de la commande par retour d’état 2K  il ne reste qu’à appliquer les équations (3.128) pour 

obtenir l’observateur de la commande. 

 

Le gain de la commande est 

 

 

 

 

 

 

La dynamique de l’observateur est déterminée par les pôles de la matrice suivante 

 

xCy

uBxAx

⋅=

⋅+⋅=
•

)(tu
)(ty

H

E

D

∫

V

)(tz

)(tw

P

Consigne

Observateur d’une fonction linéaire )()( txKtw ⋅=

Processus

+

+
+

++

+

−

=2K
0,2739 -5,1349 225,8886 -198,4352 -36,5543 2,8835 0,4441 -3,4533 0,5173 0,1800 -0,3833

5,3626 5,1068 -134,5808 276,7734 -152,2533 -4,8364 1,0106 4,4052 -0,4751 0,4512 0,4541

-5,0512 2,4652 -190,4102 -66,6207 211,7730 1,4496 -1,2529 1,1594 0,1870 -0,2877 0,4510
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                                                                                                          Valeurs propres 

                                                                                                                

5.30

5.30

5.30

5.30

−

−

−

−

 

 

La dynamique de l’observateur est rapide et son erreur d’observation décroît sans oscillation. 

 

8 Résultats de simulation 
 

8.1 Système équipé par un observateur d’ordre complet en 
cascade avec une commande par retour d’état 
 

Nous avons réalisé le schéma de simulation suivant dans l’environnement Simulink 

sous Matlab 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.9. Schéma de simulation sur Matlab 

 

Le schéma sur la figure 4.9 représente le système en forme d’état équipé par un observateur 

d’ordre complet et le système sans observateur. Pour la même commande par retour d’état les 

comportements du système avec et sans observateur seront comparés. Ceci correspond à 

comparer le vecteur d’état )(tx dans deux cas : 

 

1. le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système sans 

observateur est en boucle fermée (SFF). 

BuAxx +=
•

)(tu

DLB ⋅−

L

+

+

CLA ⋅−

+
∫

)(
~

tx

+

Processus

K−

+

0

BuAxx +=
•

)(tu )(tx

+

Processus

+
0

K−

Observateur d’ordre complet

)(ty

C

)(tx

-30,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 -30,5000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -30,5000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 -30,5000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -30,5000

== 4MD
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2. le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système sans 

observateur est en boucle ouverte (SFO). 
 

La perturbation choisie est une déviation de l’angle de charge de la deuxième machine ce qui 

correspond à une perturbation sur le couple électrique ou mécanique de cette machine. Donc, 

la perturbation est pu1.0)0(21 =∆δ  avec des conditions initiales nulles pour les autres 

variables d’état du système. Les conditions initiales de l’observateur sont nulles. 

 

Le système (4.1) est équipé par l’observateur calculé dans le paragraphe 7.1.4.2.3, le système 

est commandé par retour d’état avec la commande calculée dans le paragraphe 6.2.2.2.  

 

Le gain de la commande par retour d’état est  

 

 

 

 

 

Le gain de l’observateur d’ordre complet est 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.2.1 Cas SFF 
 

Dans ce cas le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système 

sans observateur est en boucle fermée. 
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Figure 4.10. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 2
ème

 machine 

=2K
0,2739 -5,1349 225,8886 -198,4352 -36,5543 2,8835 0,4441 -3,4533 0,5173 0,1800 -0,3833

5,3626 5,1068 -134,5808 276,7734 -152,2533 -4,8364 1,0106 4,4052 -0,4751 0,4512 0,4541

-5,0512 2,4652 -190,4102 -66,6207 211,7730 1,4496 -1,2529 1,1594 0,1870 -0,2877 0,4510

20369,3945 -24415,9376 1088,4714 -247,4975 381,4888 -70,9120

25776,5592 9021,5240 -39002,7113 -269,1064 -4,7989 1193,5419

65,2638 -33,2957 -19,3508 -0,2008 0,3333 0,4854

-33,3014 82,9294 -25,9548 0,2382 -0,6609 0,8642

-19,3370 -25,9551 68,1055 0,1507 0,2445 -1,3755

913,3274 -707,3136 -341,8379 -203,9513 130,5254 19,1171

-232,2773 444,7388 -180,6996 145,7836 -221,7526 3,6190

-778,4702 -1039,5848 1952,4658 16,8420 7,3043 -137,6214

-0,0865 -0,4070 0,6710 64,6909 -10,7936 -0,8601

1,0166 -2,2538 1,0675 -10,2385 64,4565 0,0740

4,5981 5,5190 -10,8438 -0,7148 0,0796 54,5294

=4G



Chapitre IV      Résultats de simulation avec commande et observation d’état  des systèmes électriques  

 

 

 

142 

0 1 2 3 4 5 6
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

Temps  (s)

∆
δ

3
1
 (

d
e
g
)

 

 

Boucle fermée avec observateur

Boucle fermée sans observateur

 
Figure 4.11. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.12. Déviation de la vitesse angulaire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.13. Déviation de la vitesse angulaire de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.14. Déviation de la vitesse angulaire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.15. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.16. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.17. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.18. Déviation de la tension d’excitation de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.19. Déviation de la tension d’excitation de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.20. Déviation de la tension d’excitation de la 3

ème
 machine 

 

 

Commentaire : avec les résultats exposés ci-dessus nous pouvons constater que les 

comportements du système avec et sans observateur en boucle fermée sont relativement 

proches. Ceci veut dire que, pour ce type de perturbation, l’utilisation de l’observateur 

proposé n’a pas beaucoup changé la dynamique du système en boucle fermée. En plus, selon 

ces pôles calculés dans le paragraphe 7.1.4.2.3, l’observateur est assez rapide et donc 

performant. En revanche, on remarque que l’effet de la commande sur les variables d’état de 

type électriques est trop important. Par exemple, les valeurs des tensions d’excitation sont 

élevées ce qui est normal du point de vue automatique. Cependant, c’est réalisable du point de 

vue pratique car l’amplitude de la tension d’excitation ne dépasse pas les valeurs autorisées.   

 

 

8.2.2 Cas SFO 
 

Dans ce cas le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système 

sans observateur est en boucle ouverte. 
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Figure 4.21. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 2
ème

 machine 
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Figure 4.22. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.23. Déviation de la vitesse angulaire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.24. Déviation de la vitesse angulaire de la 2
ème

 machine 
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Figure 4.25. Déviation de la vitesse angulaire de la 3

ème
 machine 

 

En regardant les figures précédentes on peut constater les états de type mécanique sont 

bien amortis après l’utilisation de la commande. L’angle du rotor et la vitesse angulaire 

reviennent à l’état initial plus rapidement en boucle fermée qu’en boucle ouverte. Voyons 

maintenant le cas des états de type électrique.  
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Figure 4.26. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.27. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.28. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.29. Déviation de la tension d’excitation de la 1

ère
 machine 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6
-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Temps  (s)

∆
 E

fd
2
 (

p
u
)

 

 

Boucle fermée avec observateur

Boucle ouverte sans observateur

 
Figure 4.30. Déviation de la tension d’excitation de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.31. Déviation de la tension d’excitation de la 3

ème
 machine 

 

 

 

Commentaire : Comme illustré sur les figures précédentes, on peut considérer  que 

l’amélioration de la dynamique au niveau des états de type mécanique a été atteinte au 

détriment des états de type électrique. C'est-à-dire que les états de type électrique ont connu 

des amplitudes plus élevées en boucle fermée qu’en boucle ouverte. En réalité, c’est 

l’influence de la commande sur ces états-ci qui produit cette conséquence. En revanche, ce 

n’est pas dramatique car les variations des états électriques restent raisonnables et dans les 

limites autorisées.  
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8.3 Système équipé par un observateur d’ordre réduit en 
cascade avec une commande par retour d’état 
 

Nous avons réalisé le schéma de simulation suivent avec le gain de l’observateur 

calculé dans le paragraphe 7.2.2.2.2 et la commande calculée dans 6.2.2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.32. Schéma de simulation sur Matlab 

 

Nous allons comparer le vecteur d’état )(tx dans deux cas : 

 

3. le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système sans 

observateur est en boucle fermée (SFF). 
4. le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système sans 

observateur est en boucle ouverte (SFO). 
 

La même perturbation que dans l’exemple précédent sera appliquée sur notre système. 

 

Le gain de la commande optimale choisi est 
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Le gain de l’observateur d’ordre réduit choisi est 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.3.1 Cas SFF 
 

Dans ce cas le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système 

sans observateur est en boucle fermée. 
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Figure 4.33. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 2
ème

 machine 
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Figure 4.34. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.35. Déviation de la vitesse angulaire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.36. Déviation de la vitesse angulaire de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.37. Déviation de la vitesse angulaire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.38. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.39. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 2

ème
 machine 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6
-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

Temps  (s)

∆
 E

q
' 3

 (
p
u
)

 

 

Boucle fermée avec observateur

Boucle fermée sans observateur

 
Figure 4.40. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.41. Déviation de la tension d’excitation de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.42. Déviation de la tension d’excitation de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.43. Déviation de la tension d’excitation de la 3

ème
 machine 
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Commentaire : avec les résultats présentés ci-dessus nous pouvons constater que les 

comportements du système avec et sans observateur en boucle fermée sont relativement 

proches. Ceci veut dire que l’observateur proposé est assez performant ce qui est confirmé par 

la localisation de ces pôles calculés dans le paragraphe 7.2.2.2.3. En revanche, on remarque 

que la commande influence les variables d’état de type électriques. Ces états ont connu des 

amplitudes relativement élevées en boucle fermée en comparaison avec le cas en boucle 

ouverte. C’est logique du point de vue automatique car la matrice du gain de la commande 

possède des valeurs d’éléments relativement élevées. Cependant, les variations des états 

électriques ont été situées dans une plage de variation normale et dans les limites autorisées. 

Ces variations sont raisonnables et la commande peut être pratiquement adoptée.   

 

8.3.2 Cas SFO 
 

Dans ce cas le système équipé par un observateur est en boucle fermée et le système 

sans observateur est en boucle ouverte. 
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Figure 4.44. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 2
ème

 machine 
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Figure 4.45. Déviation de l’angle rotorique relatif de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.46. Déviation de la vitesse angulaire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.47. Déviation de la vitesse angulaire de la 2
ème

 machine 
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Figure 4.48. Déviation de la vitesse angulaire de la 3

ème
 machine 
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A partir des figures précédentes on remarque que l’amortissement des oscillations des 

variables d’état de type mécanique (angle du rotor et vitesse angulaire) a été bien amélioré. Le 

retour à l’état initial devient plus rapide en boucle fermée avec observateur qu’en boucle 

ouverte.  Voyons maintenant les états de type électrique. 
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Figure 4.49. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.50. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.51. Déviation de la tension derrière la réactance transitoire de la 3

ème
 machine 
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Figure 4.52. Déviation de la tension d’excitation de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.53. Déviation de la tension d’excitation de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.54. Déviation de la tension d’excitation de la 3

ème
 machine 



Chapitre IV      Résultats de simulation avec commande et observation d’état  des systèmes électriques  

 

 

 

159 

En examinant les états de type électrique on remarque que l’amélioration de la 

dynamique au niveau des états de type mécanique a été atteinte au détriment des états de type 

électrique. C'est-à-dire que les amplitudes des états électriques en boucle fermée sont plus 

élevées qu’en boucle ouverte ce qui est lié directement à la commande. En effet un gain de 

commande élevé produit des signaux de commande avec des amplitudes élevées ce qui 

influence les états du système qui sont directement liés à la commande. En tout cas ça n’a pas 

de conséquances négatives car la variation de ces états reste dans les limites autorisées et la 

commande peut être pratiquement réalisée.  

 

 

 

8.4 Système avec une observation directe de la commande  
 

Pour observer directement la commande nous avons réalisé ce schéma de simulation 

avec le gain de l’observateur calculé dans le paragraphe 7.2.2.2.2 et la commande calculée 

dans 6.2.2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.55. Schéma de simulation sur Matlab 

 

 

Nous allons comparer les commandes )(tuo  et )(tu  obtenues dans le cas où le système est 

équipé par un observateur et le système sans observateur. 

 

Le gain de la commande optimale choisi est 
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Le gain de l’observateur de la commande choisi est 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour la même perturbation que dans l’exemple précédent nous avons obtenu les commandes 

illustrées par les figures suivantes où le temps est en seconde. 
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Figure 4.56. Déviation de la commande de la 1

ère
 machine 
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Figure 4.57. Déviation de la commande de la 2

ème
 machine 
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Figure 4.58. Déviation de la commande de la 3

ème
 machine 

 

La conclusion qu’on peut tirer des résultats affichés ci-dessus est que nous avons pu 

observer directement la commande. On remarque que les commandes observées sont très 

proches des commandes réelles pour la perturbation appliquée. Quant aux comportements du 

système en boucle fermée on peut imaginer qu’ils sont les mêmes affichés sur les figures de 

4.33 à 4.54 car les gains de la commande et de l’observation, dans les deux exemples, sont les 

mêmes. 

 

9 Conclusion 
 

Au cours de ce chapitre, nous avons pris comme un exemple d’application numérique 

un réseau d’énergie électrique à trois machines. Nous avons calculé le modèle linéaire du 

système  sous la forme d’état. La commande par retour d’état statique a été calculée par la 

minimisation d’un critère quadratique et par la méthode LMI. La méthode LMI a été utilisée 

pour calculer le gain de la commande qui impose un taux de décroissance exponentiel sur les 

états du système en boucle fermée. Elle a aussi servi à imposer une localisation des pôles du 

système en boucle fermée dans un secteur d’une pente prédéfinie et donc d’imposer cetrtain 

amortissement. Nous avons optimisé le gain de la commande par retour d’état en utilisant la 

méthode d’optimisation de Rosenbrock. Le gain de l’observateur a été calculé par les mêmes 

méthodes de calcul du gain de la commande par retour d’état. La comparaison des valeurs 

propres du système avec et sans commande montre l’amélioration de l’amortissement de notre 

système en utilisant la commande par retour d’état. On a constaté aussi que le système avec 

observateur possède en plus de ses valeurs propres les valeurs propres de l’observateur qu’on 

a pu choisir relativement très négatives avec la méthode LMI. Nous avons fait des  

simulations sur le système avec observateur en boucle fermée et le système sans observateur 

en boucle fermée. Suite à une perturbation sur une des variables d’état, nous avons constaté 

que le système avec observateur et le système sans observateur en boucle fermée ont des 

comportements proches ce qui veut dire que l’ensemble d’observateur et de commande 

fonctionne d’une manière satisfaisante. Nous avons aussi simulé la même perturbation sur le 

système avec observateur en boucle fermée et le système sans observateur en boucle ouverte 

afin de montrer l’influence de la commande sur le système. Nous avons remarqué que 

l’ensemble de l’observateur en cascade avec la commande améliore l’amortissement de notre 

système d’après ses comportements dynamiques. Les variables d’état de type mécanique sont 

bien amorties. Par contre, les variables d’état de type électrique ont subi une augmentation de 
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l’amplitude en boucle fermée. Ce qui veut dire que ce qu’on a gagné au niveau des variables 

mécaniques a été au prix des variables électriques.  Cependant, les amplitudes des tensions 

transitoires et d’excitation étaient dans des plages de variation acceptables.  
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Conclusion générale 
 

Dans ce travail de thèse, le problème de la stabilité dynamique d’un réseau de 

distribution multimachine a été traité. La présence d’une éolienne commandée à vitesse 

variable a été considérée comme une perturbation sur la puissance électrique dans le réseau. 

Nous avons contrôlé la vitesse mécanique de l’éolienne et l’angle de calage des pales en vue 

d’optimiser la puissance produite par l’éolienne. Cette optimisation de la puissance avait un 

impact perturbant sur le réseau auquel l’éolienne était connectée. Les résultats de simulation 

ont montré l’existence des variations très rapides de la puissance électrique générée lors du 

changement rapide du vent. Nous avons constaté que la conséquence de cette variation serait 

des oscillations sur les paramètres des générateurs synchrones qui sont en cogénération avec 

l’éolienne. Nous avons comparé la puissance produite par l’éolienne à vitesse fixe et 

l’éolienne à vitesse variable. Les résultats ont montré que la puissance obtenue à la sortie de 

l’éolienne à vitesse variable est plus importante dans le cas où la vitesse du vent change au-

dessous de sa valeur nominale. Une comparaison a été menée entre une éolienne à MAS et 

une éolienne à MADA. Les résultats ont montré que les convertisseurs de puissance 

transmettent une puissance plus faible dans une MADA que dans une MAS. C’est un 

avantage car les convertisseurs seront plus économiques s’ils sont utilisés dans le circuit 

rotorique d’une MADA. 

 

Nous avons développé le modèle non linéaire d’un réseau d’énergie électrique 

multimachine. Puis, nous avons linéarisé ce système afin de le décrire sous la forme d’état. 

Nous avons choisi le modèle relatif car il convient à l’étude de la commande optimale par la 

méthode basée sur la transformation en forme d’équilibre du système. Cette méthode a été 

utilisée pour trouver les matrices de pondération d’état et de commande. Nous avons comparé 

entre un modèle absolu, absolu modifié et relatif. Les résultats ont montré que le modèle 

relatif garde les mêmes pôles du modèle absolu alors que le modèle absolu modifié les 

change. Cela a justifié le choix du modèle relatif par rapport au modèle absolu modifié. Nous 

avons validé numériquement les démarches de la linéarisation ce qui nous a donné une 

confirmation de notre modèle. 

 

La commande par retour d’état du système a été conçue par plusieurs méthodes. 

D’abord, par la minimisation d’un critère quadratique d’énergie où nous avons utilisé une 

méthode intéressante pour trouver les matrices de pondération d’état et de commande. Cette 

méthode est basée sur la transformation en forme équilibrée du système. Chaque variable 

d’état et de commande est pondérée selon sa contribution à la réponse dynamique du système. 

La deuxième méthode était la méthode LMI qui a servi à imposer une localisation des pôles 

du système en boucle fermée. Les résultats du calcul ont montré une très bonne performance 

de cette méthode.  Avec la méthode d’optimisation de Rosenbrock, appliquée dans la 

troisième méthode, on a pu optimiser le gain de la commande, calculé par la méthode LMI , 

qui impose une localisation des pôles du système dans un demi plan dans le plan complexe. 

Ceci a assuré un taux de décroissance exponentiel des états du système en boucle fermée. Les 

mêmes méthodes de calcul ont été utilisées pour concevoir l’observation d’état du système. 

Nous avons calculé un observateur d’état d’ordre complet, un observateur d’état d’ordre 

réduit et un observateur de commande. Les résultats de simulation ont montré de très bonnes 

performances des observateurs utilisés. Nous avons remarqué que le système avec et sans 

observateur commandé en boucle fermée possède des dynamiques très proches. En examinant 

les résultats, nous avons remarqué que les comportements des états de type mécanique ont été 
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bien améliorés au prix des états de type électrique. L’amplitude des états de type électrique, 

en boucle fermée, a été importante, mais elle est restée dans des limites acceptables. 

 

Enfin, cette thèse peut être une nouvelle base de départ pour des futures contributions. 

Une suite de ce travail pourrait se focaliser sur l’intégration du modèle de l’éolienne dans le 

modèle du réseau. Il faudrait, d’abord, trouver le modèle dynamique et la commande des 

convertisseurs de puissance, ensuite, linéariser le modèle complet de l’éolienne et l’intégrer 

dans le modèle du réseau. Une poursuite, qui peut aussi être intéressante de ce travail, se 

trouve au niveau de la commande des systèmes électriques multimachines. C'est-à-dire, 

trouver un moyen, par la méthode LMI, d’imposer des limites inférieure et supérieure sur 

l’amplitude de la commande ce qui limitera les amplitudes importantes des états électriques 

directement reliés à la commande. C’est une solution possible du problème de la saturation de 

la commande qu’on peut généralement rencontrer. Une troisième perspective est de trouver 

une méthode d’optimisation numérique qui est plus performante que la méthode de 

Rosenbrock. Cela permettrait d’économiser le temps d’optimisation du gain de la commande 

et de l’observateur.  
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Annexe 1. Diagramme fonctionnel de la méthode de 
Newton-Raphson pour le calcul de la répartition de 
charge 
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Annexe 2. Réduction d’ordre d’un réseau électrique 
par la méthode de Kron 
 

La matrice d’admittance nodale busLY  d’ordre nn ×  peut être réduite à une nouvelle 

matrice 'Y  de la façon suivante : 

 

Le nœud k peut être éliminé en remplaçant les éléments des ( 1−n ) lignes et colonnes par : 

 

kkbusL

kjbusLikbusL

ijbusLijred

Y

YY
YY −=                                                   (a2.1) 

 

Pour nkkjnkki ,,1,1,,2,1et    ,,1,1,,2,1 LLLL +−=+−=  

 

Par application successive de l’équation (a2.1), il est possible d’éliminer le nombre désiré des 

nœuds. L’équation (a2.1) s’appelle la formule de réduction de Kron 

Une autre solution pour réduire un réseau électrique est de réorganiser l’équation du réseau de 

la manière suivante : 

VYI ⋅=                                                            (a2.2) 

Avec 

I  = Courants des nœuds. 

V  = Tensions des nœuds. 
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II

I

II

I
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V
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YY

I

I

43

21
                                               (a2.3)  

Où : 

41, YY L  =  Sous-matrices complexes. 

 

Le sous-indice ( I ) représente les nœuds avec générateurs et ( II ) représente les nœuds sans 

générateur. Si les charges sont incluses dans la matrice d’admittance Y  les courants 0=III . 

Une fois la matrice est réorganisée la matrice d’admittance réduite peut être calculée avec 

l’équation matricielle suivante : 

 

3

1

421 YYYYY red

−
−=                                                   (a2.4) 

 

Touts les éléments de la matrice d’admittance sont des valeurs complexes. Cela donne : 

 

tredg EYI ====                                                         (a2.5) 

Où : 

gI  = Courants injectés par les générateurs. 

tE  = Tensions aux nœuds générateurs. 

redY  = Matrice d’admittance réduite y comprises les charges passives. 
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Annexe 3. Modèle linéaire absolu d’un système 
électrique multimachine 
 

Ici, les angles des rotors sont calculés par rapport à une référence qui tournent à une 

vitesse fixe (la vitesse de synchronisme). Les parties réelles et imaginaires des courants sont 

obtenues dans le chapitre II au pargraphe 6 comme suivant : 

))(()Re( ''

1

qjijdjqjqjij

m

j

fijidi ICXXESYii −−−−++++−−−−======== ∑∑∑∑
====

                       (a3.1) 

))(()Im( ''

1

qjijdjqjqjij

m

j

fijiqi ISXXECYii −−−−++++======== ∑∑∑∑
====

                        (a3.2) 

 

Où : )cos( ijijijC δβ += , )sin( ijijijS δβ +=  

 

Pour les petites variations nous pouvons écrire pour le courant : 

 

qidiqidi IjIjii ∆∆∆ ++++====++++ )(                                               (a3.3) 

A partir des équations (a3.1), (a3.2) : 

 

]][[]][[]][[][ '
qdqddd IMEQPI ∆∆∆∆ ++++++++==== δ                                 (a3.4) 

]][[]][[]][[ '
qqqqq EQPIL ∆∆∆ ++++==== δ                                        (a3.5) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

))(( 0
''

0 jqijdjqjjqijfijdij ISXXECYP −−−−++++−−−−====    ij ≠                        (a3.6) 

))(( 0
''

0 jqijdjqjjqijfijqij ICXXESYP −−−−−−−−−−−−====    ij ≠                         (a3.7) 

Pour  mj L1====  

∑
≠
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ij
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≠
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ij

qijqii PP                                               (a3.8) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

ijfijdij SYQ −−−−====            ijfijqij CYQ ====             mj L1=                         (a3.9) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

ijdjqjfijqij SXXYL )( '−−−−−−−−====        ij ≠                                       (a3.10) 

Pour mi L1====   

iidiqifiiqii SXXYL )(1 '−−−−−−−−====                                             (a3.11) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

ijdjqjfijdij CXXYM )( '−−−−====                                              (a3.12) 

 

Pour le calcul de ( MLQP ,,, ) il nous faut les valeurs initiales de ( ijijiqiqi SCIE ,,,,' δ ) qui sont 

obtenues du calcul en fonctionnement normal (état statique). Les matrices ( MLQP ,,, ) sont 

des matrices carrées ( )mm × . 

 

Par la simplification des équations  (a3.4), (a3.5) on obtient : 
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]][[]][[][ ' δ∆∆∆ dqdd FEYI ++++====                                            (a3.13) 

 

]][[]][[][ ' δ∆∆∆ qqqq FEYI ++++====                                             (a3.14) 

Où : 

][][][ 1
qqq QLY

−−−−====                   ][][][ 1
qqq PLF

−−−−====                                   (a3.15)          

 

]][[][][ qddd YMQY ++++====          ]][[][][ qddd FMPF ++++====                          (a3.16)                

 

3.1 Calcul des coefficients 21 , KK   
 

Le couple électromagnétique est donné approximativement  par l’équation suivante : 

 

didiqiqiqiqitigiei IXXIEIEIT )()Re( '' −−−−++++====≅≅≅≅                              (a3.17) 

 

Pour ( )m machines en forme linéaire : 

 

]][][[]][[]][][[]][[][ '
0

'
0

'
0

'
0 qdqdqqddqqqqe IXXIIEIXXIEIT ∆∆∆∆∆ −−−−++++++++−−−−++++==== (a3.18) 

 

On peut écrire : 

]][[]][[][ '
21 qe EKKT ∆∆∆ ++++==== δ                                          (a3.19) 

Où : 

                              Pour mi L1====                                   Pour mi L1====  et mj L1====  

qiitidiitiii FQFDK ++++====1                             qijtidijtiij FQFDK ++++====1              (a3.20) 

                  02 qiqiitidiitiii IYQYDK ++++++++====                    qijtidijtiij YQYDK ++++====2               (a3.21) 

0
' )( qidiqiti IXXD −−−−====                             '

00
' )( qididiqiti EIXXQ ++++−−−−====           (a3.22) 

Les éléments '
000 ,, qidiqi EII  sont des valeurs scalaires calculées par projection des courants iI  

sur les axes ( )ii dq ,  et de la force électromotrice 'E  sur l’axe ( )iq . ),( '
diqi XX  Valeurs 

scalaires. 

 

3.2 Calcul des coefficients 43 , KK   
 

L’équation de la tension interne de la i
ème 

machine : 

 

(((( ))))(((( ))))dididiqifdi

id

qi IXXEE
T

sE
''

'
0

' 1
−−−−−−−−−−−−====                                  (a3.23) 

Pour les petits écarts : 

]][[][]]][[][[ '''
0 dddfdqd IXXEETsI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++                          (a3.24) 

 

]][][[][]]][[]][[][[ '''
0

'
ddddfdqdddd IFXXEETsYXXI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++−−−−++++         (a3.25) 
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Où : ][I  est la matrice d’unité, ][ '
doT  est une matrice diagonale, ( )s  est la variable de Laplace. 

 

)
1

()1(
1

4
'

3

3
'

3
'
0 ∑∑∑∑ ∑∑∑∑

≠≠≠≠ ====

−−−−−−−−====++++
n

ij

n

j

jijqj

ij

fdiiiqiiiid KE
K

EKEKsT δ∆∆∆∆           (a3.26) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

diididi

ii
YXX

K
)(1

1
'3

−−−−++++
====                                              (a3.27) 

dijdidi

ij
YXX

K
)(

1
'3

−−−−
====                                                 (a3.28) 

dijdidiij FXXK )( '
4 −−−−====                                                 (a3.29) 

diididiii FXXK )( '
4 −−−−====                                                 (a3.30) 

 

3.3 Calcul des coefficients 65 , KK   
 

Les équations de tensions de Park  

Pour mi L1====  

qiqitdi IXE ====                                                          (a3.31) 

didiqitqi IXEE
'' −−−−====                                                     (a3.32) 

222
tqitditi EEE +=                                                         (a3.33) 

 

Pour les petits écarts : 

]][[][ qqtd IXE ∆∆ ====                                                 (a3.34) 

]][[][][ ''
ddqtq IXEE ∆∆∆ −−−−====                                           (a3.35) 

 

]][[][]][[][][ 0
1

00
1

0 tqtqttdtdtt EEEEEEE ∆∆∆ −−−−−−−− ++++====                        (a3.36) 

]][[]][[][ '
65 qt EKKE ∆∆∆ ++++==== δ                                       (a3.37) 

Où :                  

]][][[]][][[][ '
5 ddvqqv FXQFXDK −−−−====                                (a3.38) 

][]][][[]][][[][ '
6 vddvqqv QYXQYXDK ++++−−−−====                           (a3.39) 

 

][][][ 0
1

0 tdtv EED
−−−−====                    ][][][ 0

1
0 tqtv EEQ

−−−−====                       (a3.40) 

 

Dans les équations vtqtdt DEEE ,,, 000   et  vQ  sont des matrice diagonales alors que 

tqtd EE ∆∆ ,   sont des matrices vecteurs. 

 

Les tensions 000 ,, tqtdt EEE  sont des valeurs scalaires de la tension terminale et de ses 

projections sur les axes ( )ii qd , .  
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Annexe 4. Modèle linéaire relatif d’un système 
électrique multimachine 
 

Pour trouver le modèle des angles relatifs nous avons créé une nouvelle variable α  

comme discuté dans le chapitre II au paragraphe 4.2. 

 

Pour  mi L1=  

1δδα −= ii                                                        (a4.1) 

 

Pour les petites variations nous pouvons écrire pour le courant : 

 

qidiqidi IjIjii ∆+∆=+∆ )(                                             (a4.2) 

 

A partir des équations (a3.1), (a3.2) on peut écrire  

 

]][[]][[]][[][ '
qdqddd IMEQPI ∆∆∆∆ ++++++++==== α                              (a4.3) 

]][[]][[]][[ '
qqqqq EQPIL ∆∆∆ ++++==== α                                      (a4.4) 

Où : 

1δδα −= ii  et  pour  mi L1= , mj L1=  

))(cos()( '
ijijdqfijdij XXYM ααβ −−−−++++−−−−====                                 (a4.5) 

))(sin( ijijfijdij YQ ααβ −−−−++++−−−−====                                          (a4.6) 

Pour 1=i  et mj L1====  

)]sin()()cos([ '
0

'
0 jijdjqjjqjijjqfijdij XXIEYP αβαβ +−++−=              (a4.7) 

 

Pour mi L1====   si  ji ≠  

)]sin()()cos([ '
0

'
0

1

ijijdjqjjqijijjq

m

j

fijdii XXIEYP ααβααβ −+−+−+=∑
=

     (a4.8) 

 

Pour mi L1====  et mj L1====  si ji ≠  

 

)]sin()()cos([ '
0

'
0 ijijdjqjjqijijjqfijdij XXIEYP ααβααβ −+−+−+−=        (a4.9) 

 

Pour mi L1=  et mj L1=  si ji ≠  

)sin()( '
ijijdjqjfijqij XXYL ααβ −+−−=                                (a4.10) 

Pour mi L1====  et mj L1====  

)cos( ijijfijqij YQ ααβ −+=                                           (a4.11) 

Pour mi L1====  

)sin()(1 '
iidiqifiiqii XXYL β−−=                                       (a4.12) 

Pour 1=i  et mj L1====  
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)]cos()()sin([ '
0

'
0 jijdjqjjqjijjqfijqij XXIEYP αβαβ +−−+−=                (a4.13) 

 

Pour mi L1==== et si ji ≠  

)]cos()()sin([ '
0

'
0

1

ijijdjqjjqijijjq

m

j

fijqii XXIEYP ααβααβ −+−−−+=∑
=

      (a4.14) 

 

Pour mi L1====  et mj L1====  et si  ji ≠  

 

)]cos()()sin([ '
0

'
0 ijijdjqjjqijijjqfijqij XXIEYP ααβααβ −−−−++++−−−−−−−−−−−−++++−−−−====        (a4.15) 

 

Les matrices suivantes sont à calculer 

 

qqq PLF
1−=      qqq QLY

1−=     qddd FMPF +=     qddd YMQY +=              (a4.16) 

 

Maintenant, laissons nous calculer les coefficients 1K … 6K  
 

4.1 Calcul des coefficients ,1K 2K  
 

Le couple électromagnétique est donné approximativement  par l’équation suivante : 

 

didiqiqiqiqitigieiei IXXIEIEIPT )()Re( '' −−−−++++========≅≅≅≅                     (a4.17) 

 

Pour ( )m machines en forme linéaire : 

 

Nous supposons que la variation du couple mécanique pendent la perturbation = 0 comme 

déjà discuté. 

 

]][][[]][[]][][[]][[][ '
0

'
0

'
0

'
0 qdqdqqddqqqqe IXXIIEIXXIEIT ∆∆∆∆∆ −−−−++++++++−−−−++++==== (a4.18) 

 

On peut écrire : 

]][[]][[][ '
21 qe EKKT ∆∆∆ ++++==== α                                       (a4.19) 

 
Pour mi L1=  on calcule les vecteurs suivants 

)( '
0 diqiiqti XXID −=                '

0
'

0 )( iqdiqiidti EXXIQ +−=                 (a4.20) 

 

Les matrices suivantes sont des matrices diagonales 

 

]['
tt DdiagD ====             ]['

tt QdiagQ ====          ][ 0
'

qt IdiagI ====                  (a4.21) 

Les coefficients sont donc calculés par 

qtdt FQFDK
''

1 +=                                                   (a4.22) 

qtdtt YQYDIK
'''

2 ++=                                             (a4.23) 
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4.2 Calcul des coefficients ,3K 4K  
 

L’équation de la tension interne de la  ème
i

  
machine : 

 

))((
1 ''

'
0

'
dididiqifdi

id

qi IXXEE
T

sE ⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−−−−−====                                  (a4.24) 

Pour les petits écarts : 

]][[][]]][[][[ '''
0 dddfdqd IXXEETsI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++                         (a4.25) 

 

]][][[][]]][[]][[][[ '''
0

'
ddddfdqdddd IFXXEETsYXXI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++−−−−++++   (a4.26) 

 

Où : ][I  c’est la matrice d’unité, ][ '
doT  est une matrice diagonale, ( )s la variable de Laplace. 

 

)
1

()1(
1

1

4
'

3

3
'

3
'
0 ∑∑∑∑ ∑∑∑∑

≠≠≠≠

−−−−

====

−−−−−−−−====++++
m

ij

m

j

jijqj

ij

fdiiiqiiiid KE
K

EKEKsT α∆∆∆∆       (a4.27) 

Lorsque la première machine est considérée comme référence 01 =∆α  

 

Pour mi L1=  et mj L1=  

dijdidi

ij
YXX

K
)(

1
'3

−
=                                               (a4.28) 

Pour mi L1=  

diididi

ii
YXX

K
)(1

1
'3

−+
=                                           (a4.29) 

 

Pour mi L1=  et mj L1====  

dijdidiij FXXK )( '
4 −=                                               (a4.30) 

 

 

4.3 Calcul des coefficients  65 , KK   
 

Les équations de tensions de Park  

Pour mi L1====   

qiqitdi IXE ====                                                          (a4.31) 

didiqitqi IXEE
'' −−−−====                                                     (a4.32) 

222
tqitditi EEE +=                                                         (a4.33) 

 

Pour les petits écarts : 

]][[][ qqtd IXE ∆∆ ====                                                 (a4.34) 

]][[][][ ''
ddqtq IXEE ∆∆∆ −−−−====                                           (a4.35) 
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]][[][]][[][][ 0
1

00
1

0 tqtqttdtdtt EEEEEEE ∆∆∆ −−−−−−−− ++++====                        (a4.36) 

]][[]][[][ '
65 qt EKKE ∆∆∆ ++++==== δ                                       (a4.37) 

Où :                  

]][][[]][][[][ '
5 ddvqqv FXQFXDK −−−−====                                (a4.38) 

][]][][[]][][[][ '
6 vddvqqv QYXQYXDK ++++−−−−====                           (a4.39) 

 

][][][ 0
1

0 tdtv EED
−−−−====                    ][][][ 0

1
0 tqtv EEQ

−−−−====                       (a4.40) 

 

Dans les équations vtqtdt DEEE ,,, 000  et vQ sont des matrice diagonales alors que tqtd EE ∆∆ ,  

sont des matrices vecteurs. 

 

,,, 000 tqtdt EEE  Valeurs scalaires de la tension terminale et de ses projections sur les 

axes ( )ii qd , . Ce sont des valeurs initiales. 

 
L’équation linéarisée du système d’excitation est: 

 

fdi

FiAiEi

Ei
tiSirefi

FiAiEi

Ai
fdi E

KKT

K
EVV

KKT

K
Es ∆

+
−∆−∆+∆

+
=∆ )(          (a4.41) 

 

Les équations différentielles linéarisées de mouvement mécanique : 

 

 )(
2

1
riDieimi

i
ri KTT

H
s ωω ∆−∆−∆=∆                                   (a4.42) 

                                                       )( 10 rriis ωωωα ∆−∆=∆                                            (a4.43) 

 

Equation des mouvements mécanique : 

 

)( 10 rriis ωωωα ∆−∆=∆                                                                                                   (a4.44) 

 

mi

i

m

j

m

j

qjij

i

ri

i

iD
jij

i

ri T
H

EK
HH

K
K

H
s ∆∆∆∆∆

2

1

2

1

22

1

1 1

'
21 ++++−−−−−−−−−−−−==== ∑∑∑∑ ∑∑∑∑

==== ====

ωαω                            (a4.45) 

 

Equation de la partie électrique de la machine synchrone : 

 

fdi

id

m

ij

qj

idij

m

j

j

id

ij

qi E
T

E
TKT

K
Es ∆∆∆∆

'
0

'

'
031

'
0

4' 11
++++−−−−−−−−==== ∑∑∑∑∑∑∑∑

≠≠≠≠====

α                                                     (a4.46) 

 

Equation du système d’excitation : 

 

)(
1 1

'
65∑∑∑∑ ∑∑∑∑

==== ====

++++++++−−−−−−−−−−−−
⋅⋅⋅⋅++++

====
m

j

m

j

Sirefifdi

Ai

Ei
qjijjij

FiAiEi

Ai
fdi VVE

K

K
EKK

KKT

K
E ∆∆∆∆∆∆ α         (a4.47) 
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4.4 Calcul de la matrice d’état 
 

11
'

A  = zéro ( m , m ) 

Pour mi L1====  

012
' )1,( ω−−−−====iA                                                      (a4.48) 

Si  la première machine est une référence donc on met   0)1,1('12 ====A   

Pour mi L2====  

012
' )1,( ω====++++iiA                                                    (a4.49) 

 

Les autres éléments dans la matrice 12
'

A  sont des zéros. 

 

13
'

A  = zéro (m, m) 

 

14
'

A  = zéro (m, m) 

 

Pour mi L1=  et mj L1====  

 

iH

jiK
jiA

2

),(
),( 1

21
' −−−−

====                                                (a4.50) 

Pour mi L1=  

i

Di

H

K
iiA

2
),(22

' −−−−
====                                                     (a4.51) 

Le reste des éléments dans la matrice 22
'

A sont des zéros. 

 

Pour mi L1=  et mj L1=  

iH

jiK
jiA

2

),(
),( 2

23
' −−−−

====                                                (a4.52) 

24
'

A = zéro (m, m) 

Pour mi L1=  et mj L1====  

'
0

4
31
' ),(

),(
idT

jiK
jiA

−−−−
====                                                (a4.53) 

32
'

A = zéro (m, m) 

Pour mi L1=  et mj L1=  

 

'
03

33
'

),(

1
),(

idTjiK
jiA

−−−−
====                                              (a4.54) 

Pour mi L1=  

'
0

34
' 1

),(
idT

iiA ====                                                    (a4.55) 

 

Les autres éléments dans la matrice  34
'

A   sont des zéros. 
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Pour mi L1=  et mj L1====  

 

FiAiEi

Ai

KKT

jiKK
jiA

++++

−−−−
====

),(
),( 5

41
'                                           (a4.56) 

 

42
'

A = zéro (m, m) 

 

Pour mi L1=  et mj L1=  

 

FiAiEi

Ai

KKT

jiKK
jiA

++++

−−−−
====

),(
),( 6

43
'                                             (a4.57) 

Pour mi L1=  

FiAiEi

Ei

KKT

K
iiA

++++

−−−−
====),(44

'                                             (a4.58) 

 

Les autres éléments dans la matrice 44A  sont des zéros. 

 

La matrice d’état du système est décrite par la forme suivante : 

 





















====

44
'

43
'

42
'

41
'

34
'

33
'

32
'

31
'

24
'

23
'

22
'

21
'

14
'

13
'

12
'

11
'

'

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

A                                         (a4.59) 

 

Pour obtenire la matrice d’état finale  A  on élimine la première ligne et la première colonne 

dans la matrice 'A  en considérant que la première machine comme référence. 

 

4.5 Calcul de la matrice de commande B  
 

1B  = zéro ( 1−m , m) 

2B  = zéro (m, m)                                                     (a4.60) 

                                                           3B  = zéro (m, m) 

 

Pour mi L1=  

FiAiEi

Ai

KKT

K
iiB

+
=),(4                                               (a4.61) 

 

Les autres éléments dans la matrice 4B  sont des zéros. 
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Annexe 5. Modèle linéaire d’un réseau électrique local 
connecté à un réseau infini 
 

Généralement, un réseau d’énergie électrique local est connecté à un réseau infini. Un 

tel système n’est pas clairement traité dans la littérature. Avec l’analyse dans les paragraphes 

précédents  on ne sait vraiment pas quoi faire s’il y a un nœud infini. Plusieurs questions se 

posent à propos de comment un nœud infini est considéré lors de la modélisation linéarisée et 

comment le traité lors de la réduction du réseau. 

 

Le système électrique est composé de n  machines synchrones interconnectées et connecté à 

un réseau infini par le nœud appelé ∞b . Le réseau est réduit en éliminant les nœuds sans 

générateurs. Le réseau infini est considéré comme un générateur synchrone avec une 

impédance nulle.  

 

Le diagramme, illustré sur la figure 2.8, représente les relations entre les tensions et les 

courant dans un tell système. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.8. Diagramme de phase de la ème
i machine 

 

L’équation des tensions terminales dans le réseau est : 

tiE

tdiE

tqiE
giI

'

iE

'

qiE

qiE

iOC

( ) gidi IXj ⋅'

( ) giqi IXj ⋅

( ) qidiqi IXXj ⋅− '

( ) gidi IXj ⋅

iE

diI
qiI

QAxe

DAxe

idAxe

iqAxe

infδAngle

O

)0( =θrefAxe

+

infV

infI

iAngle δ
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qidiqigidiqiti IXXjIjXEE )( '''
−−−−−−−−−−−−====           avec  inf≠i                      (a5.1) 

 

Où : inf
infinf

δj
eVV ==== , ij

qiqi eEE
δ''

==== , ij
qiqi eII

δ==== , 90j
ej

−=− , 1 += nm , ( inf ) dénote les 

quantités du réseau infini, normalement, 1inf = . 

 

Les courants injectés dans les nœuds générateurs dans les cordonnées communes sont donnés 

par l’équation suivante : 

 














⋅=

'

inf

E

V
YI fgi  ou    inf

inf,inf,
)90(''

1

))((
δδδ j

if
jj

qjdjqj
jj

qj

m

bj
j

fijgi eVYeIXXeEYI ++++−−−−++++====
°°°°−−−−

∞∞∞∞≠≠≠≠
====
∑∑∑∑   (a5.2) 

 

Dans les cordonnées propres  ii qd −  : 

 
)90( ij

gii eIi
δ−−−−°°°°====                                                    (a5.3) 

 

Où l’angle de phase entre les axes  et  Ddi est ( )°− 90iδ . 

 

En remplaçant dans l’équation (a5.2) nous avons : 

 

)90(
inf,inf,

)(')90('

inf
1

infinf))(( iiijijijij j
if

j

qjdjqj

j

qj

m

j
j

fiji eVYeIXXeEYi
δδβδδβδδβ −++°−+−++°

≠
=

+−+= ∑  

(a5.4) 

Les composantes du courant dans les cordonnées propres sont : 

 

)Im(),Re( iqiidi iiii ==                                               (a5.5) 

 

En analysant l’équation nous pouvons écrire: 

 

)sin(

))cos()()sin((

infinfinfinf

''

inf
1

iifi

ijijqjdjqjqjijij

m

j
j

fijdi

VY

IXXEYi

δδβ

δδβδδβ

−+−

−+−+−+−= ∑
≠
=        (a5.6) 

 

)cos(

))sin()()(cos(

infinfinfinf

''

inf
1

iifi

ijijqjdjqjqjijij

m

j
j

fijqi

VY

IXXEYi

δδβ

δδβδδβ

−++

−+−+−+= ∑
≠
=         (a5.7) 

 

La déviation de  ii   est définie par : 

( ) qidiqidi IjIjii ∆+∆=+∆  
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De (a5.4), (a5.5) et pour m  machines ; et en prenant l’angle relatif [ ] ( )
∞≠

=∞−∆=∆
bi

mibi L1δδδ  

nous pouvons écrire : 

]][[]][[]][[][ '
qdqddd IMEQPI ∆∆∆∆ ++++++++==== δ                               (a5.6) 

]][[]][[]][[ '
qqqqq EQPIL ∆∆∆ ++++==== δ                                       (a5.7) 

Où : 

(((( ))))
(((( ))))










====

====













≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠−−−−++++−−−−−−−−====

≠≠≠≠≠≠≠≠−−−−++++−−−−====

≠≠≠≠≠≠≠≠−−−−++++====

≠≠≠≠≠≠≠≠−−−−++++−−−−====

mi

mj
Pour

ijijXXYL

ijXXYM

ijYQ

ijYQ

ijijdjqjfijqij

ijijdjqjfijdij

ijijfijqij

ijijfijdij

L

L

1

1

infinf,,),sin(

inf,inf,),cos(

inf,inf,),cos(

inf,inf,),sin(

00
'

00
'

00

00

δδβ

δδβ

δδβ

δδβ

   (a5.8) 

 

Pour jiijmimj ≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠======== inf,inf,où    1,1 LL  

 

))sin()()cos(( 000
'

00
'
0 ijijjqdjqjijijjqfijdij IXXEYP δδβδδβ −−−−++++−−−−++++−−−−++++−−−−====          (a5.9) 

 

Pour infoù    1 ≠≠≠≠==== imi L  

(((( )))) )sin(1 00
'

iiiidiqifiiqii XXYL δδβ −−−−++++−−−−−−−−====                             (a5.10) 

)cos()( 00infinf,infinf,

inf
1

iifi

m

j
j

dijdii VYPP δδβ −−−−++++++++−−−−==== ∑∑∑∑
≠≠≠≠
====

                      (a5.11) 

 

Pour jiijmimj ≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠======== inf,inf,où    1,1 LL  

 

))cos()()sin(( 000
'

00
'
0 ijijjqdjqjijijjqfijqij IXXEYP δδβδδβ −−−−++++−−−−−−−−−−−−++++−−−−====   (a5.12) 

 

Pour infoù    1 ≠≠≠≠==== imi L  

)sin( 00infinf,infinf,

inf
1

iifi

m

j
j

qijqii VYPP δδβ −−−−++++++++−−−−==== ∑∑∑∑
≠≠≠≠
====

                        (a5.13) 

 

Dans les matrices LMQP et   ,,,   les lignes et les colonnes correspondant au nœud infini sont 

des zéros et doivent être supprimées. 

 

]][[]][[][ ' δ∆∆∆ dqdd FEYI ++++====                                          (a5.14) 

]][[]][[][ ' δ∆∆∆ qqqq FEYI ++++====                                          (a5.15) 

Où : 

][][][ 1
qqq QLY

−−−−====                   ][][][ 1
qqq PLF

−−−−====                                (a5.16)          

]][[][][ qddd YMQY ++++====          ]][[][][ qddd FMPF ++++====                       (a5.17)                

 

Normalement le nœud infini est une référence d’angle ( )°= 0infδ .  
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5.1 Calcul des coefficients 21 , KK   
 

Prenons l’équation suivante : 

 

inf)()Re( '' ≠≠≠≠−−−−++++====≅≅≅≅ iIXXIEIEIT didiqiqiqiqitiiei                (a5.18) 

 

Sous une autre forme elle est : 

 

]][][[]][[]][][[]][[][ '
0

'
0

'
0

'
0 qdqdqqddqqqqe IXXIIEIXXIEIT ∆∆∆∆∆ −−−−++++++++−−−−++++====  (a5.19) 

 

Il est possible d’écrire : 

[[[[ ]]]] ]][[][][ '
21 qe EKKT ∆∆∆ ++++==== δ                                        (a5.20) 

Où : 

 

qtdt FQFDK ++++====1                                                   (a5.21) 

tqtdt IYQYDK ++++++++====2                                             (a5.22) 

Pour infoù    1 ≠≠≠≠==== imi L  

 

iqdiqiti IXXD 0
'' )( −−−−====                 '

00
'' )( iqiddiqiti EIXXQ ++++−−−−====          (a5.23) 

 

Il faut supprimer l’élément qui correspond au nœud infini puis construire ces matrices 

diagonales : 

 

)( '
tt DdiagD =            )( '

tt QdiagQ =           )( 0qt IdiagI =                    (a5.24) 

  

5.2 Calcul des coefficients 43 , KK  
 

Avec l’équation suivante : 

 

  ))((
1 ''

'
0

'
dididiqifdi

id

qi IXXEE
T

sE −−−−−−−−−−−−====        inf≠i                     (a5.25) 

Nous pouvons écrire : 

 

]][[][]]][[][[ '''
0 dddfdqd IXXEETsI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++                      (a5.26) 

 

]][][[][]]][[]][[][[ '''
0

'
ddddfdqdddd IFXXEETsYXXI ∆∆∆ −−−−−−−−====++++−−−−++++   (a5.27) 

 

Avec la réorganisation de (a5.27) nous avons : 

 

)
1

()1(
1

4
'

3

3
'

3
'
0 ∑∑∑∑ ∑∑∑∑

≠≠≠≠ ====

−−−−−−−−====++++
n

ij

n

j

jijqj

ij

fdiiiqiiiid KE
K

EKEKsT δ∆∆∆∆       (a5.28) 

Où : 
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Pour 11 −= mi L  

diididi

ii
YXX

K
)(1

1
'3

−−−−++++
====                                           (a5.29) 

diididiii FXXK )( '
4 −−−−====                                                (a5.30) 

 

Pour 11,11 −−−−====−−−−==== mimj LL  

dijdidi

ij
YXX

K
)(

1
'3

−−−−
====                                                (a5.31) 

dijdidiij FXXK )( '
4 −−−−====                                                (a5.32) 

   

5.3 Calcul des coefficients 65 , KK  
 

qiqidi IXV ==== , didiqiqi IXEV
'' −−−−====                                    (a5.33) 

Tension terminale : 
222

qiditi VVV += , inf≠i                                              (a5.34) 

 

Pour 1−= mn machines (Toutes les machines sans le générateur infini) nous avons : 

 

]][[][ qqtd IXE ∆∆ ====                                                 (a5.35) 

]][[][][ ''
ddqtq IXEE ∆∆∆ −−−−====                                          (a5.36) 

 

]][[][]][[][][ 0
1

00
1

0 tqtqttdtdtt EEEEEEE ∆∆∆ −−−−−−−− ++++====                       (a5.37) 

[[[[ ]]]] ]][[][][ '
65 qt EKKE ∆∆∆ ++++==== δ                                       (a5.38) 

Où : 

]][][[]][][[][ '
5 ddvqqv FXQFXDK −−−−====                               (a5.39) 

][]][][[]][][[][ '
6 vddvqqv QYXQYXDK ++++−−−−====                          (a5.40) 

 

][][][ 0
1

0 tdtv EED
−−−−====       ][][][ 0

1
0 tqtv EEQ

−−−−====                              (a5.41) 

 

Les matrices ][et  ][],[],[],[ 000 vtqtdtv QEEED  sont des matrices diagonales, et ][],[ tqtd EE ∆∆  

sont des vecteurs. 

 

5.4 Equation de mouvement mécanique  
 

L’équation différentielle linéarisée de l’angle du rotor : 

 

( ) ( )∞∞ ∆−∆=−∆ rbribis ωωωδδ 0                                       (a5.42) 

 

Mais pour un réseau infini : ,0,0 infinf =∆=∆ δωr alors,  
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riis ωωδ ∆=∆ 0                                                    (a5.43) 

 

( )riDieimi
i

ri KTT
M

s ωω ∆−∆−∆=∆ .
1

                                  (a5.44) 

Normalement 0=∆ miT  ce qui donne  

( )riDiei
i

ri KT
M

s ωω ∆−∆−=∆
1

                                      (a5.45) 

Maintenant on peut modéliser le système d’excitation pour obtenir le modèle d’état complet 

du réseau. 

 

5.5. Système d’excitation  
 

Le système d’excitation est représenté sur la figure a5.2. Il représente un système 

d’excitation avec thyristors classé comme type ST1A dans le chapitre 8 de [3].   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Figure a5.2. Système d’excitation à Thyristor avec AVR 

 

La non linéarité de ce système est due de FMINFMAX EE et    . Pour les petites perturbations ses 

limites sont ignorées puisque nous nous intéressons au modèle linéarisé autour d’un point 

d’équilibre telle que la variation de fdE  soit dans ces limites. 

 

ti

R

i E
sT

V ∆
+

=∆
1

1
1                                                   (a5.45) 

)(
1

11 iti

R

i VE
T

Vs ∆−∆=∆                                            (a5.46) 

Pour ( n ) machines : 

[[[[ ]]]] ]][[][][ '
65 qt EKKE ∆∆∆ ++++==== δ                                     (a5.47) 

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]])]][[][(
1

1
'

651 VEKK
T

Vs q

R

∆∆∆∆ −−−−++++







==== δ                        (a5.48)                                   

Où 








RT

1
est une matrice diagonale. 
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De la figure a5.2, nous avons     

 

)( 1isirefiAifdi VVVKE ∆−∆+∆=∆                                    (a5.49) 

 

En substituant dans (a5.28) nous obtenons : 

 

)
1

)(()1(
1 1

4
'

3

13
'

3
'
0 ∑∑∑∑ ∑∑∑∑

≠≠≠≠
==== ====

−−−−−−−−−−−−++++====++++
n

ij
j

n

j

jijqj

ij

isirefiAiiiqiiiid KE
K

VVVKKEKsT δ∆∆∆∆∆∆           (a5.50) 

 

)()
1

()1( 3

1

14

1

'

3

3
'

3
'
0 sirefiAiii

n

j

iAijij

n

ij
j

qj

ij

iiqiiiid VVKKVKKE
K

KEKsT ∆∆∆∆∆∆ ++++++++−−−−−−−−−−−−====++++ ∑∑∑∑∑∑∑∑
====

≠≠≠≠
====

δ        

(a5.51) 

 

Les variables d’état pour chaque machine sont donc : 

 

ni

T

iqirii VEx
L11

'

1 ][ =∆∆∆∆= ωδ                                                                                        (a5.52) 

 

Le vecteur d’entrée est : 

 
T

sns VVu ][ 11 ∆∆= L                                                                                                          (a5.53) 

 

Le vecteur de sortie est composé des états mesurables comme suivant : 

 

ni

T

iri Vy
L111 ][ =∆∆= ω                                                                                                      (a5.54) 

 

Le modèle d’état du système est :  

 

111

11111

xCy

uBxAx

=

+=
•

                                                                                                               (a5.55) 
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Annexe 6. Application numérique sur la commande et 
l’observation d’un système d’énergie électrique 
 

Dans cette application nous allons reprendre le travail effectué dans [41], l’objectif de 

cette application est de valider la méthode d’optimisation de Rosenbrock. Plus précisément, le 

code de calcul que nous avons réalisé sous Matlab pour effectuer cette optimisation.  Les 

auteurs de [41] recherchent l’observateur optimal avec une erreur qui décroît à une vitesse 

désirée. D’une autre manière on cherche à imposer un taux de décroissance exponentiel sur 

l’erreur de l’observation comme nous avons vu dans le chapitre III de cette thèse. Le 

problème traité dans [41] est un problème de stabilité de fréquence de deux groups 

générateurs interconnectés dont le schéma bloc du modèle est le suivant. 

 

6.1 Modèle du système 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure a6.1. Modèle du système 

 

Les variables d’état du système sont  

 
T

gttiegt PPfPPPfx ][ 222111 ∆∆∆∆∆∆∆=  

 

Les variables de sortie  

 
T

tiePffy ][ 21 ∆∆∆=  

 

Et les variables de commande  

 
T

cc PPu ][ 21 ∆∆=  
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6.2 Données du système 
 

2,1)(60)/(4.2)/(545.0

)(08.0)/(1033.8)(3.0)(5

*
12

3

================

====××××============ −−−−

iHzfpuMwHzRsHzpuMwT

sTHzpuMwDsTsH

i

giitii
 

 

6.3 Gain de l’observateur d’ordre complet 
 

Maintenant, le gain de l’observateur d’ordre complet peut être calculé par les méthodes 

discutées dans le chapitre III de cette thèse. Ici, deux méthodes seront utilisées : 

 

• Par minimisation d’un critère quadratique. 

• Par minimisation d’une fonction. 

 

Nous allons d’abord commencer par la 1
ère

 méthode :  

 

Les matrices de pondération RQ,  sont obtenues par la méthode discutée dans le paragraphe 

2.2.1.1 dans le chapitre III  avec  
1

12.0
σ

ω
γ ==== . Les valeurs de ces matrices sont les siuvantes 

 

 

 

 

 

 

 

63,0406 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 483,9678 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 5107,6625 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 1,3172 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 63,0406 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 483,9678 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 5107,6625

=Q

0,3081 0,0000 0,0000

0,0000 0,3081 0,0000

0,0000 0,0000 0,0899
=R
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Le gain de l’observateur obtenu est 

 





























−−

−

−

−

−

=

0161.04428.120427.0

6388.24943.340421.0

3031.17183.241123.0

0624.43802.03802.0

0161.00427.04428.12

6388.20421.04943.34

3031.11123.07183.24

intG  

 

Le gain obtenu, intG , représente la valeur de départ pour la deuxième méthode. Il vérifie, pour 

912.3=α  et IQo =5  qui ont été choisis par [41], le système d’inégalité et d’égalité (3.73). 

Le critère de performance (3.94) sera minimisé par la méthode de Rosenbrock discutée dans le 

chapitre III, paragraphe 3.1.4.3.1. Si nous obtenons les mêmes résultats que dans [41], par la 

méthode de Rosenbrock, cela permettra de valider notre code.  

 

Le gain de départ correspond à la valeur de départ de la fonction à minimiser 
3109558.3 ×=φ . Cette valeur sera minimisée au fur et à mesure jusque l’arrivée à une valeur 

stationnaire qui sera considérée comme un minimum. Dans la figure suivante chaque point de 

la courbe représente un minimum obtenu à une itération donnée. Un agrandissement de la 

zone finale montre la valeur finale obtenue et le nombre d’itération atteint.   

 

 

Figure a6.2. Trajectoire de l’évolution du minimum de φ  

 

Plus clairement, la valeur minimale obtenue de la fonction (3.94) est 5643.104=φ  après 

124766 itérations. Les matrices recherchées SPG ,, , obtenues par la minimisation, ont les 

valeurs suivantes : 
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−−−

−

−

−−

−

=

1543.00524.11250.0

0856.08441.02191.0

0712.04282.54434.0

9946.48170.08170.0

1543.01250.00524.1

0856.02191.08441.0

0712.04434.04282.5

G  

Les matrices  P  et S  obtenues sont 

 





























−−

−−

−−−−

−−−

−−−

−−−

−−−−−

=

4985.01343.14385.00078.00814.02098.00688.0

1343.15148.34223.06373.02098.06279.00606.0

4385.04223.03693.13460.00688.00606.01525.0

0078.06373.03460.03548.40078.06373.03460.0

0814.02098.00688.00078.04985.01343.14385.0

2098.06279.00606.06373.01343.15148.34223.0

0688.00606.01525.03460.04385.04223.03693.1

P  

 





























−−−

−−−−

−−−−

−−−

−−−−

−−−

−−−

=

8010.01830.05187.13982.00537.01008.00498.0

1830.00967.22872.14987.01008.03392.01181.0

5187.12872.19887.33519.00498.01181.02492.0

3982.04987.03519.03474.13982.04987.03519.0

0534.01008.00498.03982.08010.01830.05187.1

1008.03392.01181.04987.01830.00967.22872.1

0498.01181.02492.03519.05187.12872.19887.3

S  

 

Les matrices SPG ,, , obtenues, ci-dessus satisfassent aussi les équations (3.96) avec une 

erreur de 9108.1 −× . En comparaison avec les résultats obtenus dans [41], on remarque que 

nous avons obtenu exactement les mêmes valeurs des matrices SPG ,, . Ceci confirme que 

notre code répond à notre objectif d’optimisation par la méthode de Rosenbrock puisqu’on 

arrive aux mêmes résulats que [41] dont on connaît pas la méthode d’optimisation utilisée. 

 
6.4 Remarque 
 

La méthode de Rosenbrock présente certains défauts : 

 

• Temps de calcul très long (beaucoup d’itération) d’où la nécessité de rechercher une 

autre stratégie d’optimisation que Rosenbrock. 

• Difficulté du choix du point de départ qui est soumis sous des conditions à satisfaire 

d’où le besoin d’une autre méthode pour calculer ce point important. Ce problème a 

été résolu par l’utilisation de la méthode LMI discutée dans le chapitre III. 
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