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Résumé. Dans cette thése nous nous intéressons aux propriétés qualitatives et
quantitatives des solutions de quelques équations d’ondes en milieux dispersifs ou
dispersifs-dissipatifs. Dans une premiére partie, nous étudions le probléme de Cau-
chy associé aux équations de Benjamin-Ono généralisées. A I'aide de transformées de
jauge, combinées avec des outils d’analyse harmonique, nous prouvons des résultats
concernant le caractére localement bien posé pour des données initiales de régularité
minimale dans I’échelle des espaces de Sobolev.

Dans une seconde partie, nous étudions le probléme de Cauchy pour des versions dis-
sipatives des équations de Benjamin-Ono et de Korteweg-de Vries. Nous mettons en
évidence l'influence des effets dissipatifs sur ces équations en donnant des résultats
optimaux sur leur caractére bien ou mal posé. Ceux-ci sont obtenus en travaillant
dans des espaces de type Bourgain adaptés a la partie dispersive-dissipative.

Pour finir nous étudions le comportement asymptotique des solutions des équations
de KdV dissipatives, lorsque celles-ci existent pour tout temps, en calculant expli-
citement les premiers termes du développement asymptotique dans de nombreux
espaces de Sobolev.

Mots clés : Equations dispersives et dissipatives, existence locale et globale, com-
portement asymptotique, transformation de jauge, espaces de Bourgain

On some wave equations in dispersive or dispersive-dissipative media

Abstract. This thesis deals with the qualitative and quantitative properties of so-
lutions to some wave equations in dispersive or dispersive-dissipative media. In the
first part, we study the Cauchy problem for the generalized Benjamin-Ono equa-
tions. By means of gauge transforms combined with some harmonic analysis tools,
we prove some local well-posedness results for initial data with minimal regularity
in Sobolev spaces.

In the second part, we study the Cauchy problem for some dissipative versions of
the Benjamin-Ono and Korteweg-de Vries equations. We show the influence of the
dissipative effects and prove sharp well and ill-posedness results. This is obtained
by working in suitable Bourgain’s spaces, adapted to the dispersive-dissipative part
of the equation.

Finally, we study the asymptotic behavior of solutions to the dissipative KdV equa-
tions. We explicitly compute the first terms of the asymptotic expansion in Sobolev
spaces.

Keywords : Dispersive and dissipative equation, local and global existence, asymp-
totic behavior, gauge transform, Bourgain’s spaces
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Introduction générale







Chapitre 1

Equations d’ondes dans des milieux
dispersifs

1 Equations dispersives

1.1 Généralités

De nombreux phénomeénes de la physique relatifs a la propagation d’ondes dans
des milieux non-linéaires dispersifs peuvent étre modélisés par des équations aux
dérivées partielles d’évolution. L’étude mathématique de ces équations a fait I’'objet
de recherches intensives ces vingt derniéres années et ceci a conduit a l'introduction
de nouveaux outils afin de mieux comprendre le comportement local et global de
leurs solutions. Nous nous proposons ici, a travers I’étude des équations de Benjamin-
Ono généralisées (gBO) et de KAV généralisées, de présenter quelques aspects de
cette théorie, et de donner des résultats optimaux sur le caractére bien posé pour
des données initiales de régularité minimale.

Nous nous intéressons donc & ces équations dont la forme générale est

Owu = Lu+ f(u), (1.1)

ou u est une fonction de I'espace-temps (¢,z) € R x R™ & valeurs dans K = R ou
C, L est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre k£ > 1, auto-adjoint & coefficients

constants s’écrivant
Lu(z) = Z CaOgu ()
o] <k

avec ¢, un endomorphisme de K. Enfin f(u) est un terme non-linéaire, pouvant
éventuellement contenir des dérivées d’ordre strictement inférieur & k& (on dit alors
que I’équation (1.1) est semi-linéaire).

Le cas le plus simple de (1.1) est I’équation linéaire associée a (1.1)

Owu = Lu, (1.2)
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Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

appelée aussi équation libre; elle sera étudiée plus en détail a la Section 2.
Notons que L s’écrit également L = ih(D,) ot D, est 'opérateur dont le symbole
en Fourier est |£], et h est le polynome

W &) =Y il et g

o<k

L’égalité h = h(§) est souvent appelée la relation de dispersion de 1’équation (1.2).
Elle caractérise complétement le caractére dispersif de 1’équation. Intuitivement,
nous dirons que I’équation (1.2) est dispersive lorsque les solutions tendent a "s’éta-
ler" dans tout I'espace au cours du temps, particuliérement pour des grands temps,
et ce, quelque soit le profil de la donnée initiale. D’autre part, il est facile de vérifier
que pour chaque ¢ € R™ fixé, 'onde plane (t,z) — /@) est solution de (1.2).
Par le principe de superposition des solutions, on voit alors qu’'une combinaison li-
néaire de telles ondes est encore solution. Cela indique que des modes de Fourier
différents voyagent a des vitesses différentes, et que donc des paquets d’ondes auront
tendance a se disperser. Ceci constitue une importante différence avec les équations
de transport pour lesquelles toutes les fréquences voyagent a la méme vitesse, ou
encore avec les équations dissipatives (telles que I’équation de la chaleur) ou cette
fois-ci les fréquences ont tendance a s’atténuer vers zéro.

A contrario dans le cas des équations non-linéaires, nous observerons deux types
de comportements trés distincts : soit la non-linéarité est "plus faible" que la dis-
persion et alors on s’attendra a ce que la solution évolue de fagon linéaire ; c’est le
cas le plus favorable d’un point de vue mathématique. Si par contre la non-linéarité
et la dispersion se compensent, une partie des fréquences évoluera de fagon hau-
tement non-linéaire, rendant I’étude plus délicate; ce sera le cas des équations de
Benjamin-Ono généralisées.

Nous présentons maintenant quelques exemples typiques d’équations dispersives
non-linéaires.

Equations de type KAV : Ces équations prennent la forme
Ou+ Oy Mu+ 0, f(u) =0

ou z € R (ou bien z € T = R/27Z dans le cas périodique) et u est a valeurs réelles.
Le terme f(u) est non-linéaire et M est un opérateur pseudo-différentiel défini a

'aide de la transformée de Fourier par M\u(f) = m(&)u(§) avec m a valeurs reéelles.

e [’exemple le plus simple en est I’équation de Korteweg-de Vries :
O+ 02u + udyu = 0 (KdV)

dont la relation de dispersion est h(§) = &3. L’équation (KdV) a été introduite
par Korteweg et de Vries [KdV]| afin de modéliser la propagation d’ondes en
eaux peu profondes.




1. Equations dispersives

e Les équations de Benjamin-Ono généralisées
o — Oy Dyu + uF,u = 0, (gBO)

k > 1, appartiennent également a cette famille d’équations. Celles-ci peuvent
aussi s’écrire
O+ HO?u + uFd,u =0

ol ‘H est la transformée de Hilbert définie par
1 1 _ . ;
Hi(w) = —wp (= f)(@) = F (= ismn©f©)@).  (13)
Lorsque k£ = 1, (gBO) est I’équation de Benjamin-Ono dérivée par Benja-
min [Ben67| puis par Ono [Ono75] comme un modéle pour les ondes uni-
directionnelles en eaux profondes. Ici, la relation de dispersion est h(§) = £|€],
ce qui indique que la dispersion (et donc I'effet régularisant) est plus faible que
dans I'équation (KdV).
e On peut aussi citer les équations bi-dimensionnelles de Kadomtsev-Petviashvili :

Oy (Ot + O3u + udyu) £ Oou =0 (KP)

qui interviennent lorsque les effets transversaux sont faibles. Il s’agit d’une
extension naturelle en dimension 2 de I’équation (KdV).

Equations de type Schrédinger : La forme la plus répandue de ces équations
est

10 + Au % |ulPlu =0 (NLS)
avec p > l et u : R x R*" — C. Elles apparaissent en optique non-linéaire pour
décrire la propagation d’un faisceau lumineux intense dans un milieu dont I'indice de
réfraction dépend de l'intensité du faisceau. Ces équations interviennent également
en physique nucléaire dans la description des collisions d’ions lourds, ainsi qu’en
théorie des plasmas. L’équation libre associée (lorsque n = 1) est trés proche de
celle de Benjamin-Ono puisque (1.3) montre que la transformée de Hilbert n’est
autre que —: sur les modes de Fourier positifs et +¢ sur les modes de Fourier négatifs.
En revanche, la principale différence entre (gBO) et (NLS) porte sur la non-linéarité ;
alors que (NLS) est dépourvue de dérivée sur le terme non-linéaire, la présence de
l'opérateur 0, dans (gBO) rend I’étude locale bien plus difficile, comme nous le
verrons dans la Section 3.

D’un point de vue historique, les équations de type Schrédinger ont fait 'objet de
nombreuses recherches dans les années 80 et le probléme local pour (NLS) était bien
appréhendé deés le début des années 90, avec entre autres les travaux de Ginibre -
Velo [GV85a] et de Cazenave - Weissler [CW90]. En ce qui concerne les équations de
type KdV, il a fallu attendre les travaux de Bourgain [Bou93b] puis de Kenig, Ponce
et Vega |KPV96| pour voir se développer de nouveaux outils permettant d’obtenir
une théorie locale optimale pour ces équations.




Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

1.2 Symétries et lois de conservation

Les résultats énoncés dans ce chapitre concerneront maintenant les équations de
Benjamin-Ono généralisées, mais certains peuvent s’adapter facilement a d’autres
modéles présentés précédemment.

Avant de commencer 'étude analytique de (gBO), nous faisons quelques re-
marques sur la structure algébrique de ces équations. Ces équations possédent un
certain nombre de symétries. Tout d’abord elles sont invariantes par translations
temporelles :

u(t,z) — u(t +to,x), to € R,

ce qui permet, dans I’étude du probléme de Cauchy associé, de ramener I'instant
initial & ¢ = 0. On dispose également d’une invariance par translations spatiales

u(t,z) — u(t,x + x9), w9 €R
ainsi que d’une réversibilité en temps
u(t, x) — u(—t, ).

Cette derniére peut étre mise a profit pour restreindre 'étude locale sur [T, +7] a
un intervalle de temps [0, 7).
Une autre symétrie tout a fait remarquable est 'invariance par changement
d’échelle
u(t, x) — up(t, ) = X\ u(A\’t, Ax), A > 0.

Le calcul de la norme H* de uy(0) fournit
spl 1
[ux(, 0)ll s = A5 {|u(:, 0[] -

Ainsi, la norme H* est invariante si et seulement si s = s; := 1/2—1/k. Dans Iéchelle
des espaces de Sobolev H*(R) (ou H*(R)), on dira que I’on est critique, sous-critique
et sur-critique si s = si, S > s; et s < s respectivement. Heuristiquement, la notion
de régularité critique permet de prédire le comportement (linéaire ou non-linéaire)
des modes de Fourier des solutions, et donc d’adapter les outils & utiliser dans I’étude
locale du caractére bien posé. En fait, nous pouvons nous attendre a un meilleur
comportement des solutions dans H*(R) lorsque s > s, menant généralement a
Iexistence de solutions a ce niveau de régularité. Une partie des travaux de cette
these consistera a montrer que les équations de Benjamin-Ono généralisées sont
effectivement bien posées dans les espaces H**(R) et H*(R) lorsque k > 4.

Une autre propriété intéressante des équations (gBO) est la conservation de cer-
taines quantités au cours du temps. L’équation de Benjamin-Ono est complétement
intégrable et posséde par conséquent une infinité de lois de conservation.
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1. Equations dispersives

Considérons une solution u de (gBO) suffisamment réguliére. L’intégration sur
R de (gBO) en espace donne directement

I(u) = /Ru(t,m)da: = I(up),

qui est la plus simple des lois de conservation pour notre équation. Il n’est pas
difficile d’obtenir aussi que la masse et ’énergie du flot sont conservées :

M(u) = /Ru2(t,x)dx = M (uy), (1.4)

L1 2 1
B = | (G0t f * Gy

Combinées avec linjection de Sobolev H'/2~1/*+2)(R) «— LF+2(R), les lois (1.4)-
(1.5) permettent d’obtenir I'estimation a priori

[u(®) 12 = O(lluoll zr1/2) (1.6)

dans le cas défocalisant (signe moins dans (gBO)) et k pair. On dispose de méme
de lois de conservation & chaque niveau de régularité s = j/2 pour j entier > 2, qui
conduisent & autant d’estimations du type (1.6).

Ces estimations peuvent étre utilisées afin d’obtenir I'existence de solutions pour
des données initiales assez réguliéres. En outre, elles constituent le point clé dans le
processus de globalisation des solutions locales. Elles ont par exemple été utilisées
avec succés dans [MR04a| pour établir existence de solutions globales dans l'espace
d’énergie H'/2(R) (k > 6 pair) et dans [Tao04] pour H(R) (et k = 1).

u(t,x)k+2>dx = F(ug). (1.5)

1.3 Caractéres bien et mal posés

Nous voulons maintenant préciser les notions de solutions et de problémes bien
ou mal posés que nous utiliserons dans la suite.

Pour un élément vy dans un espace fonctionnel X (typiquement X = H*(R)),
considérons le probléme de Cauchy associé a (gBO) :

{ O+ HOPu £ ubd,u =0, z,t €R,

u(0,z) = up(x), ze€R. (1.7)

. ; 2 . . < N Y , . .
Soit V() = €M% le groupe unitaire 4 un paramétre associé a l’équation libre,
c’est-a-dire

V(t)p = / £EHEIED (£ .

Par la méthode de la variation de la constante, on trouve, formellement au moins,
que (1.7) est équivalent a sa formulation intégrale (ou : formulation de Duhamel) :

u(t) =V (t)ug F /Ot V(t —t")(u"(t)ouu(t))dt . (1.8)




Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

L’une des caractéristiques de cette derniére écriture est qu’elle ne fait pas intervenir
les différentes dérivées apparaissant dans la partie linéaire de (gBO) (i.e. les déri-
vées d’ordre élevé). Elle est ainsi mieux adaptée pour définir des solutions de faible
régularité. Plus précisément, nous dirons que u est une solution (forte) de (1.7) si
u € C([0,T],X) et si u vérifie (1.8) au sens des distributions.

Nous utiliserons aussi la définition suivante de probléme bien posé.

Définition 1.1. Nous dirons que le probléme (1.7) est localement bien posé dans
X si pour toute donnée ujy, € X, il existe un T > 0, une boule ouverte B de X
contenant ug, et un sous-espace Y de C([0,T],X) tels que pour chaque uy € B, il
eriste une unique solution forte uw € Y de l’équation intégrale (1.8), et si de plus le
flot ug — w est continu de B dans Y. Si de plus on peut choisir T" arbitrairement
grand, nous dirons que (1.7) est globalement bien posé.

Cette définition correspond a celle de probléme bien posé au sens de Hadamard.
Nous discuterons dans la Section 3 des bons espaces dans lesquels le probléme de
Cauchy associé a (gBO) est bien posé.

A linverse, nous dirons bien sir que (1.7) est mal posé s’il n’est pas bien posé.
Cette situation se produit généralement lorsqu’on demande une tres faible régularité
a la solution, par exemple d’appartenir & H*(R) avec s trop petit. Il existe de nom-
breuses méthodes permettant de contredire le caractére bien posé d'un probléme,
dépendant de la nature de I’équation et du type d’espace dans lequel on travaille.
Une situation critique arrive lorsque la solution explose en temps fini, c¢’est-a-dire
lorsque la norme ||u(t)||x va tendre vers I'infini quand ¢ croit vers un temps 7% < oo.
Dans un tel cas de figure, aucune définition raisonnable du caractére bien posé ne
peut étre donnée. On peut aussi dans certains cas contredire I'unicité de la solution,
ou encore la continuité du flot.

D’un autre coté, il arrive qu'un probléme puisse étre bien posé au sens de Hada-
mard mais que la solution, ou le flot solution présente des instabilités. Nous verrons
a la Section 3 que le probléme (1.7) peut dans certains cas se résoudre a 'aide du
théoréme du point fixe, ou de méthodes de compacité, donnant lieu en fait & un
flot up +— w uniformément continu, localement Lipschitz, de classe C*°, ou méme
analytique.

Dans la suite, nous aurons besoin de la notion suivante : nous dirons que le
probléme est faiblement mal posé si un de ces critéres n’est pas satisfait, et qu’il est
C*-mal posé si le flot (s'il existe) n’est pas de classe C* (de X dans C([0,77], X)).

Pour les équations de Benjamin-Ono généralisées, nous disposons par exemple
du théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (|[MR04b, Ven07b|). Soit k > 2 et s < s, avec

1)k sik=2,3,
TV 12— 1k sik >4

Alors (1.7) est C*-mal posé dans H*(R).
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Eléments de preuve. Le principe de la démonstration, di a Bourgain [Bou97]|, est
maintenant classique, et s’applique dans de nombreuses situations. Supposons que
le flot ug — u soit de classe Ck*! de H*(R) dans C([0,T], H*(R)) pour un s < s..
La solution u peut alors étre vue comme fonction de trois variables u = u(t, x, uo)
satisfaisant

1 t
Fu, @) =u(t,¢) —V(t)p+ P Vit — )0, (u (', 0))dt' = 0.
0
Le théoréme des fonctions implicites donne alors que les différentielles partielles

du
uj<h) = a_(pj(tvxa O)[ha SR 7h]
vérifient .
ups1(h) = (B + 1)!/ Vit — t’)@x(V(t’)h)kHdt’.
0

Puisque le flot est C**1, on doit avoir

Ml Vhe H¥(R), (1.9)

e S A

sup [lug41 (¢, )|
0,71

ou nous écrivons A < B pour exprimer qu’il existe C' > 0 ne dépendant pas de
A, B > 0 telle que A < CB.

La stratégie va maintenant consister & contredire (1.9) en exhibant une suite
convenable {hy} C H*(R) telle que

1]

e <1 (1.10)

et

= +00. 1.11
= T (1.11)

lim sup H /0 t V(I — )0, (V) hy )Y dt!

N=00[0,7]

Lorsque k& > 4, on pourra définir hy par sa transformée de Fourier par

hn(€) = N™"V2 (g, (6/N) +¢_(£/N))

ou Yy est une fonction réguliére, positive, supportée dans un intervalle adéquat
[A, B] (A>0) et _(§) =1 (=E). Pour k = 2,3, il conviendra de définir la suite

hn(€) = a7 AN (x1(€) + x2(€)),

Ol X1 = X[N,N+a]> X2(§) = x1(—&) pour & = N7, 0 > 0 a choisir convenablement. 11
est clair que dans chaque cas, I'estimation (1.10) est vérifiée. Calculant la transformée
de Fourier de ugii(hy), on trouve une somme de k + 2 termes tous localisés. On
conclut alors (1.11) en choisissant le terme contenant les hautes interactions, c’est-
a-dire le terme correspondant aux fréquences positives de hy. Il
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2 Etude de I’équation linéaire

Dans I’étude des équations non-linéaires, la méthode perturbatrice, qui consiste a
considérer I’équation comme une perturbation de I’équation linéaire associée, s’avére
généralement efficace. Intuitivement, si u est une petite solution de (gBO), le terme
u*d,u sera d’autant plus petit, et il semble raisonnable de vouloir approcher u par la
solution du probléme libre. Lorsque la donnée est de taille quelconque, cet argument
est encore valide si nous nous restreignons a un petit intervalle de temps. Il est
ainsi essentiel pour nous d’avoir une théorie linéaire satisfaisante avant de procéder
a l'analyse du probléme non-linéaire.

2.1 Solution libre

Nous nous intéressons dans cette section au probléme linéaire

O+ HO*u =0, x,t€R,
{ u(0,2) = ug(x), =z €R, (1.12)
dont la solution est donnée par
u(t,r) =V (t)uo(z) = / M RN 7 (€) de (1.13)
R

L’opérateur V' (t) est défini sur la classe de Schwartz mais peut s’étendre par densité
a d’autres espaces comme H*(R). Tl est clair que par Plancherel, V(¢) est un groupe
unitaire sur L*(R), et méme sur H*(R), dans le sens ot

VteR, [[V(t)yl

s = ||e||gs- (1.14)

Une autre conséquence de (1.13) est la présence d’effets régularisants locaux,
c’est-a-dire qu’a l'instant ¢ > 0, la solution est localement en espace plus réguliére
qu’elle ne 'est a l'instant initial; on parle aussi de vitesse infinie de propagation.
Ces effets ne peuvent pas étre globaux a cause de (1.14); de plus, 'équation est
réversible en temps.

Soit S(t) = €% le groupe unitaire & un parameétre associé a I'équation libre de
Schrodinger. Un calcul simple montre que

1 i 1 ()2

Il existe un lien étroit entre les opérateurs V() et S(t). En effet, définissons P, et
P_ les projecteurs de Riesz par

o~ —

P (€)= X0l (O F(E),  P_T(€) = X)-oo) () F(E). (1.16)

10



2. Etude de I’équation linéaire

Alors il vient de (1.13) que P, (V (t)p) = S(t)(Pyy), cette égalité peut aussi se lire
directement sur (1.12) a l'aide de l'identité

iH:P+—P,.

En outre, puisque la solution V(t)ug est réelle, on a |P,V (t)ug| = |P-V (t)uo| et
donc |V (t)ug| < 2]S(t) Pyug|. De nombreux résultats concernant S(¢) pourront ainsi
s’appliquer directement & V' (t). Par exemple, il vient de (1.15) que pour ¢ € L'(R),
on a l'inégalité de dispersion

ISl S [t 2]l o1
Revenant a V(t), il s’ensuit que pour toute ¢ a fréquences positives, on a
IV ()l S [H7 2l (1.17)

(rappelons que les opérateurs P, et P_ ne sont continus que sur L”, 1 < p < 00).
Nous pouvons en fait démontrer [KPV89]-[PV90] que cette inégalité a lieu quelque
soit p € L.

Nous allons maintenant énoncer des estimations non-triviales de la solution de
(1.12) dans des espaces de Lebesgue LEL{ et LiLP.

2.2 Estimations linéaires
2.2.1 Inégalités de Strichartz

Les inégalités de Strichartz sont apparues pour la premiére fois dans le cadre
de léquation des ondes dans [Str77]. Elles ont ensuite été étendues a I’équation
de Schrodinger dans [GV85b]. L’adaptation aux équations de type KdV est due a
Kenig, Ponce et Vega [KPV91b, KPV89].

Des inégalités (1.14) et (1.17) on déduit par interpolation I’estimation

V©ellpr S 1Y 2llel (1.18)

pour tout 1 < p < 2/ ou p’ est le conjugué de p. Le membre de droite dans (1.18)
n’est clairement dans aucun espace L, et nous ne pouvons obtenir d’estimation
en espace-temps directement a partir de (1.18). Nous avons besoin de la notion

de couple admissible. Nous dirons que (p,q) est admissible si 2 < p,q < oo et si

2 1 1
— + — = —. Nous avouns alors le résultat suivant.

p q 2

Proposition 1.1. [KPV91b] Pour toutes paires (p1,q1), (p2,q2) admissibles, on a
lestimation de Strichartz homogéne

V@)l S llellze, (1.19)

11
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ainst que [’estimation de Strichartz non-homogéne

H/ (t — ) f(t")dt

ot ph et gy sont les exposants conjugués de py et qo respectivement.

S I« (1.20)

Ph )

Lo q2L

Démonstration. La preuve utilise un argument standard 77™ ainsi qu’'un lemme de
retardement de type Christ-Kiselev [CKO01|. Appliquant 'inégalité de Minkowski,
I'estimation (1.18) puis I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, on conclut

| [ve-ose],,, <] [ve-nse

< [0S L 172

5 ”fHL;z’ng’l'

H o
Ly

Pour tout f,g € L' Ly, on a donc

’</RV(t — ) @)t gt 7))

tx
H/ < Hf”Lq’le’la

ce qui est I'estimée duale de (1.19). On en déduit d’autre part que

Vit 1)f <|| [ i
H/R ( M ) LA LS L2

S
Le lemme de Christ-Kiselev permet alors de conclure. Il

5 ”fHLgIlLZ,l HgHLf/le,l'

Ceci montre que

! !
42 1 Po
L,°Ly

Il est important de noter que les paires (p1,q1) et (pa,g2) sont complétement
découplées, ce qui laisse une grande liberté lorsqu’on cherche des estimations de la
solution. Les inégalités de Strichartz ont été appliquées avec succés a 1’étude des
équations de Schrodinger (NLS) car elles permettent de gagner de l'intégrabilité
en espace sur la solution. Malheureusement, elles s’avérent plutot inefficaces dans
le contexte des équations de type KdV, en particulier pour les équations (gBO),
car elles ne permettent en aucun cas de récupérer la dérivée perdue dans le terme
non-linéaire.

2.2.2 Effet régularisant de Kato

Dans le but de récupérer la dérivée consommeée dans le terme non-linéaire,
Kato [Kat83] prouva une estimation régularisante dans le contexte des équations
de (KdV). La démonstration de ce résultat fut adaptée a un modeéle plus général
dans |[KPV9la] et une preuve élémentaire utilisant la transformée de Fourier en
espace-temps fut établie dans [KPV91b|. Le résultat précis est le suivant.

12



2. Etude de I’équation linéaire

Proposition 1.2 ([KPV91b]). Pour tout p € L*(R), on a

1DV () ¢lleerz S lllza- (1.21)

Démonstration. On exprime V (t)¢ a 'aide de (1.13), on procéde au changement de
variable n = £|£|, on utilise le théoréme de Plancherel en temps, puis on retourne a
la variable initiale £ = ¢(n) pour obtenir que pour tout x € R,

/ _ (e El€]) £ 1/2 5 2
DVl = [ | [ e iaeas a
. X 2
= [| [ cmememiotmiatomye tnan]
—c / 16(m) 23 (é(n)) e () P
— / POPde = cllg|.

O

On note que, contrairement aux inégalités de Strichartz ou on intégre d’abord en
espace puis en temps, l'effet régularisant de Kato intégre d’abord en temps puis en
espace. Dans 1’étude locale du probléme (1.12), il sera plus commode de travailler
avec des normes locales en temps LPLL = LP(LY([-T,+T])) pour un 7" > 0. On
dispose alors de la version locale de (1.21), (voir [KPV91b]) :

VI <1 IDV(Oelier < el (1.22)

Combinée avec un argument 77™ permettant de doubler la dérivée récupérée, 'es-
timation (1.22) récupére toute la dérivée perdue dans le terme non-linéaire.

2.2.3 Estimation maximale en temps

Pour obtenir un controle satisfaisant de la solution, nous aurons aussi besoin
d’estimations linéaires avec une composante L;°.

Proposition 1.3 ([KPV91a]). Si ¢ € L?, alors
1DV (el S llelle. (1.23)

Cette estimation a été obtenue dans [KPV91la| en échangeant les roles de t et x
puis a 'aide des inégalités de Strichartz.

Appliquées a la formulation intégrale (1.8) de (gBO), les estimations (1.14),
(1.21) et (1.23) devraient étre suffisantes pour controler la solution dans I’espace
critique LtOOH;k. Cependant, comme nous le verrons a la Section 3, les solutions de
(gBO) n’ont un bon comportement dans H*(R) que lorsque k > 4. En particulier
pour k = 2,3, les estimations qui vont suivre seront nécessaires.

13



Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

2.2.4 Estimations linéaires pour les cas k£ = 2,3

Nous allons avoir besoin au préalable de définir une décomposition de Littlewood-
Paley. Soit n € C§°(R), n > 0, supp n C {1/2 < [¢] <2} avec > _n(277¢) = 1 pour
¢ # 0. On pose p(§) = Zj<_3 n(279¢) et on considére, pour j € Z, les opérateurs
(), et P; définis sur S(R) respectivement par

Qi) =F ' 027Of(©) et P(f)=F 276 f ()

On a donc la décomposition classique

F=> Qi) =R+ D Qi(f)

JEZ j>—2

Proposition 1.4 ([KPV91b]). Soit ¢ € S(R). Alors pour tout 0 <T <1, on a

IV Qsellizre S 22Q¢lle, V5 =>0, (1.24)
1PV (#)ellrzre S I1Powll 22 (1.25)

Avec les inégalités de Minkowski et de Bernstein, on déduit facilement de (1.24)
et (1.25) que pour tout s > 1/2,

||V(t)<P||L§L§9 N H80| Hs-

Par interpolation avec (1.23), il vient

IV(O)ellrarge < llellns (1.26)

pour tout s > 1/3.

2.2.5 Estimations non-homogénes

Avant d’énoncer le résultat principal concernant 'opérateur linéaire

t
fo / Vit — ) f(t)t,
0
nous résumons dans une unique proposition les estimations linéaires sur V' (¢) obte-

nues aux Sections 2.2.2 et 2.2.3.

Définition 1.2. Un triplet (a,p,q) € R x [2,00]? est dit 1-admissible si (a,p,q) =
(1/2,00,2) o

IA
o) =
Q
Il
|
+
|
|
|

4<p<oo, 2<q<o0, (1.27)

N
|

On dispose alors du résultat suivant.
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2. Etude de I’équation linéaire

Proposition 1.5 ([MRO04al). Si («,p,q) est 1-admissible, alors pour tout ¢ dans
S(R),

1DZV (@O)¢llzre < llellre. (1.28)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des inégalités de Sobolev, des
estimations (1.21) et (1.23) et du théoréme d’interpolation de Stein. O

Remarquons que puisque le triplet (0,6,6) est 1-admissible, nous retrouvons
I'inégalité de Strichartz

Vs, S el » e SER).

A partir des estimations linéaires homogénes, c¢’est-a-dire portant sur le terme
V(t)p, et du lemme de Christ-Kiselev, nous pouvons démontrer la proposition sui-
vante.

Proposition 1.6 ([MRO04a]). Soit (1, a0) € R?, (11,12) € R, et 1 < py,q1,p2, 2 <
oo tels que pour tout ¢ € S(R),

1DV ellpmrg ST el 2,

1DV ()¢l s S Tl

Alors pour tout f € S(R?),

t
Dy | V(t—t dt’ NEAS Lo 1.29
oz [ vie—enar| L <T00 0 (1.29)
t
a1+tas o N\ 34! < qvitre ;o
[z [ve—opwye], . STy 030

dés que min(py, q1) > max(ph, ¢y) ou (1 = 00 et ph, qh < 00), avec phy et ¢’ définis
par 1/ph =1—1/ps et 1/q5 =1—1/go.

En particulier, nous voyons que ’estimation

t
/ / /
o2 [vie—oswar], <0l

obtenue avec le triplet 1-admissible (1/2,00,2) permet de récupérer toute la dérivée
du terme non-linéaire dans (gBO).
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3 Les équations de Benjamin-Ono généralisées

3.1 Généralités

Nous revenons maintenant au probléme de Cauchy associé & 1’équation non-
linéaire (gBO). Dans cette section nous allons résumer les principaux résultats déja
connus concernant le caractére bien posé des équations de Benjamin-Ono générali-
sées.

Lorsque k& = 1, (gBO) est 'équation de Benjamin-Ono qui a fait 1'objet de
nombreuses recherches ces derniéres années. L’existence de solutions faibles dans
I'espace L?(R) a été établie par Ginibre et Velo dans [GV91|. Le premier résultat
concernant le caractére bien posé a été prouvé par Saut [Sau79|. Il démontra que
(gBO) est bien posé dans les espaces de Sobolev H*(R), s > 3, puis ce résultat
fut étendu aux espaces H*(R), s > 3/2 dans [Pon91|. En 2004, une avancée ma-
jeure a été faite par Tao [Tao04|. Il introduit une transformation de jauge, sorte de
transformation de Cole-Hopf adaptée a Benjamin-Ono, qui a pour effet "d’adoucir"
le terme non-linéaire, menant au caractére bien posé¢ dans H'(R). Ce résultat se
globalise immeédiatement grace aux lois de conservation (cf. Section 1.2). Plus ré-
cemment, combinant une transformée de jauge avec une méthode de Bourgain, Burq
et Planchon [BP08|] ont obtenu le caractére bien posé dans H*(R), s > 1/4. Par des
techniques similaires, Ionescu et Kenig |[IK07| ont finalement montré que 1’'on pou-
vait descendre jusqu'a L?(R), et ce dernier résultat semble étre optimal malgré le
fait que L?(R) soit sous-critique par rapport au scaling s; = —1/2.

Il est intéressant de noter que tous ces résultats ont été obtenus grace a des
méthodes de compacité. En fait, Molinet, Saut et Tzvetkov [MSTO1| ont pu prouver
(a l'aide de méthodes similaires a la preuve du Théoréme 1.1) que pour tout s € R,
le flot solution ug — u n’est jamais de classe C* de H*(R) dans C([0,T], H*(R)). En
outre, il a été établi [KT05| que ce flot n’est méme pas uniformément continu sur
les parties bornées de H*(R) s > 0. Ceci semble principalement di a de mauvaises
interactions entre les hautes et les basses fréquences du terme non-linéaire. Tout cela
explique pourquoi un schéma d’itération de Picard sur la formulation intégrale de
(gBO) (avec k = 1) ne peut étre exploité pour résoudre 1'équation dans H*(R).

Pour k£ > 2, la situation est radicalement différente. Il s’avére qu’il est possible
de résoudre (gBO) par une méthode de contraction, mais pour des petites données
initiales seulement. Dans [MRO04b], Molinet et Ribaud ont montré que (gBO) avec
petites données est bien posé dans H*(R) dés que s > s, avec

C(1/k sik=2,3,
SC_{ s sik>4. 7 (1.31)

(on rappelle que s, = 1/2 — 1/k correspond & l'espace invariant par changement
d’échelle). La restriction sur la taille des données est notamment due au fait que
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3. Les équations de Benjamin-Ono généralisées

les propriétés régularisantes du groupe V(-) sont justes suffisantes pour récupérer la
dérivée perdue dans le terme non-linéaire.

Dans le cas k& = 2 (équation de Benjamin-Ono modifiée), Molinet et Ribaud
ont obtenu dans [MRO04a] le caractére bien posé dans H*(R), s > 1/2. Récemment
Kenig et Takaoka [KT06| ont atteint I'espace d’énergie H'/?(R). Ceci a été prouvé
grace a une transformation de jauge localisée combinée avec une estimation L2, de
la solution. Ici encore, ce résultat est éloigné de celui donné heuristiquement par un
argument de changement d’échelle (s = 0), mais est connu pour étre optimal, dans
le sens ot le probléme est C3-mal posé dans H*(R) dés que s < 1/2.

Dans le cas k = 3, une adaptation de la transformation de jauge de Tao a permis
de montrer [MR04a] que (gBO) est bien posé dans les espaces H*(R), s > 3/4, quel
que soit la taille de la donnée initiale. Nous montrons [Ven08¢| qu’en fait, (gBO) est
bien posé dans H*(R), s > 1/3 et que ce résultat est optimal [Ven07b| dans le sens
ot le probléme est C*-mal posé dans H*(R) pour s < 1/3.

Concernant le cas k > 4, le caractére globalement bien posé de (gBO) a été
obtenu dans H*®:(R) par Molinet et Ribaud [MR04b], mais pour des petites données
initiales seulement. Plus tard, les mémes auteurs ont pu obtenir des résultats pour
données arbitrairement grandes dans H'/?(R), quelque soit la valeur de k. Dans le
cas particulier £ = 4, Burq et Planchon |[BP06| ont pu atteindre I’espace homogéne
critique H'/4(R). Concernant le caractére mal posé lorsque k > 4, on sait [MR04b]
que (gBO) est Ck¥*l-mal posé dans H*(R) dés que s < s,. Ce manque de régularité
a également été décrit par Biagioni et Linares dans [BLO1| ou ils ont établi, a 'aide
d’ondes solitaires, que le flot solution n’est pas uniformément continu dans H® (R),
pour tout k > 2.

On se propose ici d’améliorer ces résultats en montrant que (gBO) est bien posé
dans H*(R), avec

(1.32)

s>1/3 sik=3,
s> S si k> 4.

Graphiquement, nous pouvons résumer la situation comme suit :
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1/k
17 .
—— espace critique
espace invariant
1/2 ¢
0 | 1/2 | s

Nous donnerons deux démonstrations de ces résultats. La premiére, basée sur une
transformation de jauge, permet de montrer que (gBO) est bien posé dans H*(R),
s > s; pour des grandes valeurs de £ ; elle sera discutée a la Section 3.2. La seconde,
qui permet d’atteindre complétement (1.32), est une adaptation de [BP06]; elle sera
traitée a la Section 3.3.

3.2 La transformation de jauge

Nous présentons ici les principaux arguments intervenant dans la preuve du théo-
réme suivant.

Théoréme 1.2 ([Ven07bl). Soit k > 12 et ug € H*(R) avec s > 1/2—1/k. Alors il
existe T' =T (s, k, ||uol| =) > 0 et une unique solution u € C([0,T]; H*(R)) de (¢9BO)
telle que

HDiH/QU”LgOL:} < 00,
1D5 40l L e < o0,
||P0u||L%L7°9 < 00.
De plus, le flot solution ug — u est Lipschitz sur les parties bornées de H*(R).

Considérons pour le moment I’équation de Schrodinger avec dérivée :

Oy — i0%u = ud,u (1.33)
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3. Les équations de Benjamin-Ono généralisées

ou u est cette fois & valeurs complexes. Cette équation est trés proche de (gBO), la
transformée de Hilbert étant ici remplacée par —i. Cette équation peut étre résolue
algébriquement formellement au moins, grace a la transformation de Cole-Hopf. Si
I'on pose F(t,x) = ;5 f u(t,y)dy, alors F vérifie

OF —i0’F = (0,F)*.

Il vient alors, en posant w = e~

dinger

, que w est solution de ’équation libre de Schro-

Ow — i0%w = 0.

Cette derniére équation peut étre résolue explicitement avec (1.15) et on récupére
la solution de (1.33) avec la formule u = 2i0,we'”

Inspiré par cette technique, Tao [Tao04] a introduit, dans le contexte de 1’équa-
tion de Benjamin-Ono, la transformation de jauge

- . 1 z
w= P ), Fta) =3 [ s

—00

ou P, est une version régularisée a 'origine du projecteur de Riesz (1.16). Il existe
maintenant de multiples versions de cette transformation. L’une d’entre elles a été
utilisée dans [MR04a| pour I’étude locale de (gBO) avec k > 3 :

xT

, 1
w= P, (e"u), F(t,x)= 5/ uF(t,y)dy. (1.34)
Nous allons voir que (1.34) combinée avec les estimations linéaires de la Section 2
permettent de démontrer le Théoréme 1.2.
Soit k > 12, s, < s < 1/2 et X5 = {u € §'(R?), ||u]

x; <oofou0<T <T1et
lullxg = lullzgm + 1D 2ullpgors + 107 ullasge + | Poullzzg.  (1.35)
D’apres (1.14), (1.22), (1.23) et (1.25), on a
IV(H)ellxs <

Si u est une solution de (gBO) suffisamment réguliére, il n’est pas difficile de voir
que w définie par (1.34) satisfait I’équation

(1.36)

ow + HO*w = Py[2e F (—ku* P_0,u — iP_0%u)]
—ik(k —1)P, <e_iFu / u’“—anuHaxu). (1.37)
L’intérét majeur de la transformation de jauge est de faire apparaitre dans I’équation
(1.37) des termes de la forme P, (fP_0,g) pour lesquels il est possible de partager
la dérivée sur g avec f via le lemme crucial suivant.
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Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

Lemme 1.1 ([MRO4al]). Sia >0, 3>0 et 1 <p,q< oo alors
HDgPJr(fP—Dgg)HLQLqT S HD;lfHL?Lqu ”D:ZQQHL?L;?

00 1 <p1,q1,p2,q2 <00, 1/p1+1/po=1/p, 1/q1 +1/@a=1/q et 1 > o, 1+ 72 =
a—+ 0.

Travaillant dans le cas sous-critique s > s, nous serons alors capables de faire
sortir une puissance de T dans nos estimations, permettant d’obtenir le résultat
désiré par une méthode de compacité.

En utilisant la formulation intégrale de (1.37) ainsi que la Proposition 1.6 avec
le triplet 1-admissible (s, (¢ — £)7%, (5 + %)), on déduit

1D 2wl ooz S IDEF2V () w(0) | ez

+ [Py 2e” " (—ku* P_O,u — ip—agu)]||L(%+§)*1L(%f%>*l
z T

t x
+HD;+1/2 / V(t— )P (e P / u*20,uMOu ) dt
0

—o0 L L

(1.38)

i+ (14 [uollfrs).

Le premier terme du membre de droite s’estime facilement par c||ug|
Pour le second, on partage les dérivées a ’aide du Lemme 1.1 :

| Py [2e™F (—ku® P_Ou — i P_0%u)]

5,.8y—1 (5_2sy—1
HL;6+3> Lgp‘ 3)

—iF, k
S 1D ) gy DY 0l -0

Le premier facteur dans cette estimation peut s’estimer avec une régle de Leibniz
fractionnaire, le second est directement controlé par la norme de v dans X; par
interpolation. La structure particuliére du dernier terme dans (1.38) nous améne a
définir 'opérateur

61.9) =7 (5 [ 2= sgutes) + sente - sl nate - €)dsr),
de sorte que

G(f, ) = 0.1 (0ufHOuf) = O (—i(P10: f)? + i(P-0uf)?)

et
G(f,9) =0, (—iP.0,fPy0,g +iP_0.fP_0.9).

Nous disposons alors du résultat suivant :

20



3. Les équations de Benjamin-Ono généralisées

Lemme 1.2 ([MR04a]). Si0<a<1letl<p,q< oo alors

I1DZG(fs P zre. S NDF fllpo g |1 D22 gl o2 22
0o 0 < v, <L+ =a+1,1<p,q,psqg < oo, 1/pr+1/py=1/p et
g +1/¢2=1/q.

Les estimations sur ce terme sont plus techniques et nous renvoyons a [Ven07b]
pour les détails. C’est en outre dans ces estimations que la restriction £ > 12 appa-
rait. En fin de comptes on obtient une estimation de la forme

1D 2wl ooz, S prllutoll o) ol + T prlllullxcz) s (1.39)

ol pi est une fonction polynomiale positive croissante, et ou v > 0.

Pour conclure, il reste & trouver une bonne majoration de [|ul|xs en fonction de
la transformée de jauge w. Malheureusement, contrairement a la transformation de
Cole-Hopf, il n’est pas possible d’exprimer explicitement u en fonction de w, et nous
devons procéder autrement. Les basses fréquences de la solution ne posent pas de
probléme puisqu’on peut gagner de la régularité grace aux inégalités de Bernstein.
Puisque u est réelle, on se rameéne a évaluer la norme de ﬁ+u dans X7. Dans ce but,
on note que ]5+u satisfait I’équation

Oy (Pru) + HOX(Pyu) = P(eFuro,w) — Pp(eFub0,P_(e7Fu)) + iPy (u®*+1).

Ecrivant la formulation intégrale associée a cette équation, et utilisant des estima-
tions semblables a celles fournissant (1.39), nous aboutissons a

|| xs.

Jull ;)

ullxs < lluollms + T pr(llullxs.)

+ (luollfr + T"pr(llullx;) | Dy

wHLgCL%-

Combinée avec (1.39), nous concluons

||U||X; S pr(lluoll as) ||uol| s + TVPk(HUHX;) |U||X;,

qui est le point clé dans la preuve du Théoréme 1.2.

3.3 Etude dans les espaces critiques

Nous discutons dans cette section du résultat optimal suivant.

Théoréme 1.3 ([Ven08c|). Soit k > 3 et uy € H*(R) avec s satisfaisant (1.32). I
eriste T'= T (ug) > 0 et une unique solution u de (gBO) tels que u € Zy avec

Zp =C([-T,+T), H*(R)) N X* N LELF.

De plus, le flot solution uy — w est localement Lipschitz de H*(R) dans Zr. Le
résultat reste vrai lorsque k > 4 et si l'on remplace H*(R) par l’espace homogéne
H*(R).
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Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

Comme nous l'avons déja précisé, 'une des caractéristiques intéressantes des
équations (gBO) est qu’elles fournissent une balance parfaite entre les effets régu-
larisants de la partie linéaire d’une part, et le terme non-linéaire d’autre part. Ceci
constitue une obstruction majeure dans I’étude locale de I’équation dans les espaces
critiques H (R), méme lorsque 1'on considére des k suffisamment grands.

Intuitivement, on voudrait appliquer les Propositions 1.5 et 1.6 avec les triplets
1-admissibles (1/2,00,2) et (—sg, k,00) a la formulation intégrale (1.8) pour écrire

1D 2l g + ull snge S luollgor + 1D 200 (W) 1 1rg
S ol gow + 10320l oo g 1l 7 e

puis utiliser une méthode de point fixe. Malheureusement, une telle procédure ne
peut aboutir directement, et ce pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, la validité de la deuxiéme inégalité n’est pas claire; on a en ef-
fet utilisé la régle de Leibniz fractionnaire dans les cas limites L”, p = 1,00. Une
facon de contourner cette difficulté est de travailler dans I'espace de Besov associé
BTV (L2) 0 BY(LY). Liutilisation de ce type d’espaces a é6té mise a profit dans
[MRO4b]| pour résoudre (gBO) avec petites données initiales. En fait, notre espace
de résolution est défini par

o BT A B
X*=B, (LT)mlgl (L%)

1-¢

pour 0 < ¢ < 1. Il est important de noter que X* ne comporte pas de composante
L% et donc la norme d’un élément u € X pourra étre rendu aussi petite que 'on
veut par le choix d'un 7' = T'(u) > 0 assez petit.

D’autre part le terme ||V (t)uol/reree ne sera petit que si [ugll s, est aussi,
méme pour un 7" suffisamment petit. Néanmoins, comme remarqué dans [BP06], si
nous considérons a la place la différence V (¢)ug — ug, alors nous obtenons le résultat
suivant, dont la démonstration est élémentaire.

Lemme 1.3. Soit k > 4 et ug € H**(R). Pour tout n > 0, il existe T = T(uq) tel
que
IV ()uo — uollzrree < -
Nous avons également besoin d’un meilleur partage de la dérivée dans le terme

non-linéaire. Par une décomposition en paraproduit, on voit que la contribution la
moins favorable dans le terme 0,u**! est donnée par m(u,u), ot

w(f,9) =Y %:Q;((Q<i /) Qns9)-

jET

L’idée consiste alors & injecter ce terme, ou plus précisément 7(ug, ), dans la partie
linéaire de I’équation pour obtenir

O+ HO?u + m(ug, u) = f (1.40)
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3. Les équations de Benjamin-Ono généralisées

avec
f = o, w) = wu,w) = 30005 (S (Qur)* Q) ).
J r2j
Cette écriture nous permet alors d’exécuter un argument de point fixe sur la formu-
lation intégrale de (1.40) :

t
() = U(t)ug — / Ut — ) f(#)dt,
0
ou U(t)p est solution de
O+ HO2u + m(ug,u) =0,  u(0) = .

Pour ce faire, nous avons besoin d’estimations linéaires sur (1.40), ainsi que d’'un
controle convenable du nouveau terme non-linéaire f. Mais tout a été fait pour
que ce dernier point soit réalisé : f contient les bonnes contributions de d,u**!, et
le terme 7(ug,u) — 7(u,u) sera petit grace au Lemme 1.3. En ce qui concerne les
estimations linéaires, nous appliquons a (1.40) un opérateur de localisation dyadique
et nous nous plagons sur les fréquences positives, pour obtenir la forme factorisée

i@tvj + (830 + 'ib<<j)2Uj = Jj,

ouv; = PLQju et bej = %(Q<<ju0>k. Nous appliquons ensuite la transformation de
jauge localisée _
w; = et =@ P Quu, jez

pour obtenir
iBw; + OPw; = 'l h<ig,
tWj e Wi = 9j-

Un autre avantage de cette transformation est que nous pouvons directement récu-
pérer la solution u wia la relation suivante :

i [T k
_ o3 J 0o (Qjuo)
Piu= g wje 2 [ e (@eguo)®,
J
A partir des estimations linéaires connues sur 1’équation de Schrodinger, et reve-

nant a u, il n’est pas difficile de voir que la solution de (1.40) satisfait les mémes
estimations linéaires (homogénes et non-homogeénes) que (gBO). En particulier

[l s + llellzsse S Nuollow + 1/l w22 (1.41)

ou la constante implicite dans l'inégalité dépend de la donnée uy. L’estimation du
terme f fait appel a des calculs similaires a ceux effectués dans le cadre de (gBO)
avec petites données [MRO4b] et on obtient

1l gorrmagrzy S o = wllzszge (luoll g e + Ml ezl con + llull o lull s, -
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Chapitre 1. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs

Combinée avec (1.41), cette estimation permet de procéder a un point fixe dans
I'intersection des boules

et
Bs(ug, T) = {u € X* N LELE : ||ul| s <6}

Ceci termine essentiellement la démonstration du Théoréme 1.3 dans le cas homo-
géne et avec k > 4. Dans le cas non-homogéne, les mémes arguments s’appliquent
dans l'espace X°® = X9 X*. Enfin le cas k = 3 s’'obtient de la méme maniére en
utilisant cette fois 'estimation linéaire (1.26).
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Chapitre 2

Equations d’ondes dans des milieux
dispersifs et dissipatifs

1 Présentation des modéles

Les équations dispersives introduites au Chapitre 1 s’avérent étre de bons mo-
déles qui rendent compte de la propagation d’ondes dispersives non-linéaires. Ce-
pendant, ces ondes sont souvent soumises a des effets dissipatifs plus ou moins im-
portants, particuliérement pour des ondes longues de petite amplitude, et il convient
d’inclure cette dissipation en ajoutant un terme a notre équation. Nous nous propo-
sons ici d’étudier le comportement local et global de quelques-uns de ces modéles.
Nous étudierons d’abord le caractére globalement bien posé pour des données ini-
tiales de régularités minimales, puis nous déterminerons un développement asymp-
totique précis des solutions, lorsque celles-ci existent pour tout temps.

On s’intéressera dans ce chapitre aux équations
Ou — 0, D u + Du + udyu = 0 (2.1)

avec 0 < a <1 et a> 0. Ici, u est définie pour (¢,x) € (0,00) X R et est a valeurs
réelles. Les équations (2.1) peuvent étre vues comme une combinaison des équations

de type KdV
O — 0, DY u + udpu = 0, (2.2)

et des équations purement dissipatives
Owu + DSu + ud,u = 0. (2.3)

Les équations (2.2) fournissent un des modéles les plus simples d’équations dis-
persives non-linéaires. Lorsque a = 1, la dispersion est de type Korteweg-de Vries
alors que pour a = 0, la dispersion est de type Benjamin-Ono.
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Les équations de Burgers fractales (2.3) (ou : équations de Burgers a dissipation
fractionnaire), ainsi que leurs versions multi-dimensionnelles

opu + (—A)?u + Vu? =0, (2.4)

ont été utilisées pour modéliser de nombreux phénoménes physiques dans lesquels
d’importantes créations de chocs interviennent. Lorsque a = 2, (2.4) est 1’équation
classique de Burgers, intervenant dans des phénomeénes variés tels que la croissance
des interfaces moléculaires, le trafic routier, ou encore la distribution des masses dans
I'univers (cf. [KPZ86|, [GMS91|, [MSW97|). L’étude des turbulences de Burgers,
c’est-a-dire les propriétés statistiques des solutions de (2.4) avec données initiales
aléatoires, a permis de mettre en évidence des liens étroits avec la théorie des pro-
babilités, voir par exemple [JMWO05]. L’étude des équations (2.4) pourrait aussi étre
intéressante (voir [BPFS79]) dans la compréhension du probléme de Navier-Stokes

dyu+ (—A)*Pu+ (u- V)u+ Vp =0,
V-u=0.

Les équations (2.3) (et (2.4)) sont dissipatives dans le sens ou les solutions ont
tendance a se dissiper (s’atténuer) avec le temps. D’autre part, il est facile de vérifier
(au moins pour a = 2) que pour chaque ¢ € R fixé, Ponde (t,2) s €% est
solution de I’équation libre associée & (2.3)

8tu + D;‘u =0.

Ceci indique alors que les modes de Fourier ne se propagent pas comme pour les
équations dispersives, mais tendent vers zéro pour des grands temps. Une autre
différence importante entre (2.3) et les équations dispersives du Chapitre 1 est la
perte d’énergie des solutions. Alors que les équations de type KdV par exemple
conservent la norme L? au cours du temps, on obtient en multipliant (2.3) par u
puis en intégrant en espace sur R :

1 64
SOl = 1D a3 <o,

et donc la norme L? de la solution décroit.

Revenons aux équations mixtes (2.1). Ces équations mettent en jeu trois types
d’effets : dispersifs, dissipatifs et non-linéaires. Il est alors important de comprendre
les interactions existantes entre ces différents effets, ainsi que leurs conséquences
sur le comportement local et 'asymptotique des solutions. Il existe au moins deux
fagons d’appréhender les équations (2.1). La premiére d’entre elles consiste a consi-
dérer (2.1) comme une version dissipative des équations (2.2) et a utiliser des outils
issus de l'analyse des équations dispersives. Nous allons voir qu'une telle approche
s’avére fructueuse dans I’étude du caractére localement bien posé pour (2.1), avec
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1. Présentation des modéles

notamment 1'utilisation des espaces de type Bourgain. D’un autre coté, il sera plus
commode dans I’étude du comportement asymptotique de considérer (2.1) comme
une perturbation dispersive des équations (2.3), en tirant avantage des méthodes
issues de l'analyse des équations dissipatives. En particulier nous exploiterons les
propriétés de décroissances du noyau de la chaleur.

Nous allons étudier quelques cas particuliers de (2.1), dans lesquelles la non-
linéarité est déja fixée comme étant quadratique. Nous avons décider de travailler sur
deux modéles de dispersion (a = 0 et a = 1) puis de faire varier la dissipation « entre
0 et 2. Lorsque a = 0, le changement d’inconnue v = e‘u permet de voir que (2.1)
et (2.2) jouissent des mémes estimations linéaires, et des mémes effets régularisants
locaux, conduisant & des résultats identiques concernant le caractére localement
bien posé dans H*(R). Concernant le comportement asymptotique des solutions,
Ieffet dissipatif devient au contraire trés fort et on observe alors des décroissances
exponentielles. Lorsque o = 2, les effets dissipatifs s’ajouteront a la dispersion,
menant au caractére bien posé a des niveaux de régularité trés bas; d’un autre coté,
la décroissance asymptotique des solutions sera dans ce cas polynomiale.

Nous présentons briévement les deux types de modéles qui seront étudiés dans
ce chapitre.

Equations de KdV dissipatives : Ces équations correspondent au cas a = 1 dans
(2.1) :
O+ Ou+ D%u + ud,u = 0, (dKdV)

avec 0 < a < 2. Pour o = 2, (dKdV) est la populaire équation de Korteweg-de
Vries-Burgers (KdVB), utilisée comme un modéle mathématique pour la propagation
d’ondes dans un tube élastique. En particulier, (KdVB) a été dérivée dans le cas
d’ondes de chocs acoustiques ioniques en physique des plasmas. Plus récemment
[Dut07], (KdVB) a été mise a profit dans la modélisation de la propagation des
tsunamis. L’équation (dKdV) dans le cas a = 1/2 a également été utilisée [OS70]
pour modéliser la surface libre de vagues en eaux peu profondes amorties par la
viscosité.

Equations de Benjamin-Ono dissipatives : Ces équations s’écrivent

Opu + HO?u + Du + udyu = 0, (dBO)

ou H est la transformée de Hilbert et avec 0 < a < 2. Les effets dispersifs sont
ici moins importants que dans les équations de KdV dissipatives. Lorsque o = 2,
(dBO) est I'équation de Benjamin-Ono-Burgers

O+ (H — 1)0*u + ud,u = 0. (BOB)

Dans |[ER86|, Edwin et Robert ont dérivé (BOB) au moyen de développements
asymptotiques formels dans le but de décrire les mouvements des ondes soumises a
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

un champ magnétique intense dans I'atmosphére solaire. Dans ce contexte, les effets
dissipatifs sont dus & la conduction de la chaleur.

La suite de ce chapitre est organisée de la facon suivante. Dans la Section 2,
nous présentons des espaces fonctionnels introduits par Bourgain puis modifié par
Molinet et Ribaud. Nous verrons dans les Sections 3.1 et 3.2 que ces espaces sont
bien adaptés aux modéles (dKdV) et (dBO), et nous permettront d’obtenir des
résultats optimaux sur le caractére bien posé. La Section 4 est consacrée a 1'étude
du comportement asymptotique des solutions de (dKdV).

2 Les espaces de Bourgain

2.1 Espaces de Bourgain pour les équations dispersives

Nous présentons et donnons quelques propriétés élémentaires des espaces fonc-
tionnels introduits par Bourgain |[Bou93al-|Bou93b| dans le contexte des équations
de Schrodinger et de KdV. Dans [Gin96|, Ginibre fournit des explications éclai-
rantes concernant ces espaces et leurs mises a profit dans I’étude locale du probléme
de Cauchy pour des équations dispersives.

Considérons I'équation de type KAV (2.2) et soit h(&) = £|¢]T* la relation de
dispersion associée. Si u est solution de ’équation libre

Ou — 0, DXy = 0,
et si u désigne la transformée de Fourier en espace-temps de u, alors il vient

(7 = h(&))u(r,§) = 0.

Ainsi, u est supportée dans Pensemble {(7,&) : 7 = h(§)}, appelé courbe caractéris-
tique.

Par nature, I'utilisation de la transformée de Fourier impose que l'on travaille
sur tout 'espace R x R. Dun autre c6té nous serons souvent amenés a chercher des
solutions locales en temps. Afin de palier a ceci, nous pourrons par exemple multiplier
la solution considérée par une fonction cutoff 7(¢). Par suite, la transformée de
Fourier nu sera localisée dans la région {(7,¢) : |7 — h(§)| < C} avec C = C(n) > 0.

Considérant ’équation non-linéaire (2.2) comme une perturbation de I’équation
libre associée, on peut s’attendre a ce que la transformée de Fourier de la solution
non-linéaire u (ou nu) se concentre encore prés de la courbe caractéristique.

L’idée de Bourgain a consisté a prendre en compte cette localisation en définissant
les espaces X%* par leurs normes

lull o = 1(€)* (7 — R(€))"t(T, €) ]2, (2:5)
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Par l'identité
Fuot(W(=)u)(7, &) = ulr + h(§),£), (2.6)

la norme X%* s’écrit également
[ullxes = W (=t)ullges, b5 €R,

oit W (t) = e%) egt le générateur de I'évolution libre et H*(R?) désigne I'espace
de Sobolev anisotropique muni de la norme

s = ([ (e (e, P aras)

avec (-) = (L +|-|?)V2

Une conséquence immédiate de cette définition est que si ¢ € H*(R), s € R,
alors pour tout b € R, X** contient la solution libre localisée n(t)W (t)p. De plus,
nous pouvons montrer sans difficulté que lorsque b > 1/2, les espaces X** vérifient
I’estimation linéaire non-homogéne

o Sl

t
[ntey [ wie—o)se)ar
0
pour tout s € R. Ainsi, si u est solution de (2.2), alors

In(®)ullxe.e < lluoll s + 10567 xo-1.1, (2.7)

estimation qui sera le point de départ d’'une méthode de point fixe, pourvu que
nous puissions obtenir une bonne estimation (non-linéaire) du dernier terme dans le
membre de droite. Ce dernier point sera étudié plus tard.
Les espaces X"* sont stables par localisation temporelle. En effet, pour tout
b,s € R,
In()ullxes < lluflxos

ou la constante implicite dépend de 1. De plus, si —1/2 < b’ < b < 1/2, alors pour
tout 0 <7 < 1,
In(t/ Tyl xes < T |l xo.s.

Cette derniére inégalité peut s’avérer trés utile pour obtenir un facteur de contraction
avec des solutions définies sur un petit intervalle de temps [T, +7].

Une autre propriété essentielle des espaces de Bourgain est fournie par le lemme
suivant.

Lemme 2.1. Soit s € R, b > 1/2 et Y un espace de Banach de fonctions sur R x R
vérifiant '
le™W(Belly S llellas (2.8)

pour tout o € H*(R) et @ € R. Alors nous avons [’estimation

lully < [lullxe.s
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Eléments de preuve. Par le théoréme d’inversion de Fourier, nous pouvons écrire

1 : -
u(t,x) = e /]RZ T (1, €)drdé.
Si nous définissons ¢y par

1

:%R

2 eilfﬂ(e + h(f)a é)d&

il vient alors )

u(t) = %/]Rein(t)gpng.

Utilisant (2.8) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous concluons

Jully S [ leoldo 5 ([ @l
R R

N 1/2
3:d0) S o

]

Une conséquence du Lemme 2.1 que nous avons U'injection X%* < L®H? pour
tout s € R dés que b > 1/2. Plus généralement, ce résultat montre que les espaces
de Bourgain sont compatibles avec les inégalités de Strichartz ou de type Kato; par
exemple lorsque a = 0, nous avons

||Dgu||L§L§ S llullxeo

pour tout triplet («, p,q) 1-admissible (au sens du Chapitre 1).

2.2 Adaptation aux équations dispersives-dissipatives

Les espaces X* permettent d’étudier le caractére bien posé des équations dispersives-
dissipatives telles que (2.1) (voir [MRO1]) mais ne donnent généralement pas de
résultat optimal. Dans [MR02|, Molinet et Ribaud ont inclus directement la par-
tie dissipative de I’équation dans I’espace de résolution, et ont pu ainsi obtenir un
meilleur controle des différentes interactions dans le terme non-linéaire.

Par analogie avec (2.5), nous définissons pour o > 0 I'espace X2 muni de la
norme

lull .o = 1€6)* (i(r = h(€)) + [€]%) al(r, €) ] 2,

Clairement, on a X% — X®% et plus précisément X% = X5 N L2ZH5+® puisque
d’aprés (2.6), nous pouvons réécrire la norme de X2* comme

lull e = [[Gir + 1€[*)*(€) @7 + 1(€) Ol 12,
= [[¢i7 + 1) FW (=0u)(m, O 1,
~ W (=)l s + [l s
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2. Les espaces de Bourgain

Soit W, (t), le semi-groupe générateur de I’évolution libre associée a (2.1), étendu
a R tout entier "par symétrie miroir" en posant

Vi € R, Fo(Wal(t)p)(§) = explith(§) — [S|*[t]]2(S), » € S" (2.9)
Concernant (2.9), nous disposons du résultat suivant.

Lemme 2.2. Pour tout s € R et tout p € H*(R),

In@OWa)ell g2 S llell s (2.10)

Il est important de noter que, contrairement au cas purement dispersif, cette
estimation devient fausse si nous remplagons X% par X% avec b > 1/2.

Démonstration. La preuve est une adaptation de [MRO02|, Proposition 2.1. Nous
avons par définition de la norme

InOWa@)@ll /e = € BE)NGir + IE[*Y2Foln(@)e 1 ) (o) 12 .
S e RO 2FnD)e ) (7 2|
T ([ B IF e ) () 2|

(2.11)

Soit ge(t) = n(t)e " et 0 < b < 1. Si |¢] > 1, il s’ensuit par inégalité de Young
que

lgellp = [1(m)° (% Fo(e™ M) ()] 2
ST e lle™ )z + 17 e lle™ 6
< ‘€|7o¢/2 + ‘aa(bfl/Z) < yf‘a(bfl/Q).
Si [€] <1, il vient

—ltllgl> HHb

gell iz = lIn(t)e
Ié\”"“ n
<Z e[ ()] 2
n>0 )

Il en résulte que pour tout &,
19ell e S (6)e=12 - pour 0<b< 1.

Nous concluons en insérant cette derniére inégalité dans (2.11). O
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

Le lemme suivant donne une estimation linéaire non-homogéne sur le terme de
force.

Lemme 2.3. Soit s € R. Pour tout 0 < < 1/2 et tout f € XA

e omtt) [ Wate = )50

/28 5 ||f||X;1/2+67s~ (2.12)

Démonstration. La preuve découle d’une réécriture de [MR02], Proposition 2.3.
]

2.3 Estimations bilinéaires

Nous allons résoudre (2.1) a l'aide d’une méthode de point fixe appliquée a la
formulation intégrale tronquée en temps

utt) = (o) [Waltuo - 251 | Wt - 0], 1)

ou nous avons posé nr(-) = n(-/T"). Combinant les Lemmes 2.2 et 2.3, nous déduisons
que si u est solution de (2.13), alors

lull 172 S ol + 102 (nrw)[l -7z

pour tout 0 < 6 < 1/2. Notons que, contrairement au cas purement dispersif (esti-
mation (2.7)), nous observons ici une perte de régularité dans la variable 7 — h(¢)
due a la présence de 6 > 0. Ceci explique pourquoi nos résultats donnent le caractére
bien posé dans des espaces sous-critiques du type H*(R), s > s..

Pour contracter le membre de droite dans (2.13), la principale tache consiste a
prouver 'estimation bilinéaire

||8a;(u1})”X;1/2+5,s 5 TV“uHX;/Q,S U“XCI/Q’S’ (214)

pour tout u,v € X}/Q’s a support (en temps) dans [—7,+7] et pour un v > 0. Par

1/2—6,—s

dualité, nous voyons qu’il est équivalent de montrer que pour tout w € X, ,

| /R w0 (w0)| S T ol gyecsce e ol

En posant

a1 (7, €) = (i(r — h(€)) + |€]*) 2 (&) u(r, €),
iz(1,€) = (i(T — h(€)) + |€]")*(€)0(7, €),
a3(7,€) = (i(r = h(&)) + || /*7(&) @ (T, €),
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2. Les espaces de Bourgain

il est encore équivalent de montrer que

3
T ] Ll 215)
7j=1
ou
3
I= K (£
A1+§2+£3—0 (T’ 5) H u; (Tj7 f]),
T1+72+713=0 j=1
et

€3] (E3)°(€1) *(&2)°
(i3 — (&) + ||V V20 TT,L, (ilr; — h(&;)) + I51°) 12
En fait, quitte a changer ¢ par 6/2, il suffit grace au lemme élémentaire suivant de
prouver (2.15) avec v = 0.

K(r,§) =

Lemme 2.4. Soit f € L*(R?) a support (en temps) dans [T, +T]. Alors pour tout
0 >0, il existe v =v(0) > 0 tel que

||f1<< f(r.€) )

T_h(éf))e STVHfHLit

2
Lwt

Dans certaines situations (par exemple pour (KdVB)), I'estimation (2.15) peut
se démontrer directement a l'aide d’un régionnement adéquat. Dans notre cas, en
particulier dans les régions ou la partie dispersive est trop faible pour récupérer
la dérivée perdue dans le terme non-linéaire, nous serons amenés a utiliser une
décomposition dyadique. Dans |Tao01|, Tao étudia systématiquement les estimations
multi-linéaires dans des espaces de Bourgain pour certaines équations dispersives en
utilisant une telle approche. Nous introduisons briévement la théorie des [k, Z]-
multiplicateurs de Tao et renvoyons a [Tao01] pour les détails.

Soit Z un groupe abélien additif avec une mesure invariante dn. Pour tout entier
k > 2, on définit 'hyperplan

Du(Z) = {(mscsme) € ZF o+ ..+ = 0}

muni de la mesure

/ f: f(nlv"'ankfh_(nl"i_ +7]k:71)>d7]1d77k71
Fk(Z) Zk-1

On appelle [k; Z]-multiplicateur toute fonction m : I'y(Z) — C. La norme du multi-
plicateur ||m/||jx.z) est par définition la meilleure constante telle que I'inégalité

‘/F . m(ﬁ)ﬁfj(ﬁj)

k
< Imllgz [T I1£illz2c2) (2.16)
j=1
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

est vraie pour toutes fonctions test fi,..., fr sur Z. Autrement dit,

f;€8(Z)

k
[mljg;z) = sup ’ / m(n) [T £0m)
j T (2) j=1
1/l L2 (2 <1
Dans son article [Tao01|, Tao utilise les notations suivantes. Les lettres majus-
cules Nj, L; (j = 1, ..., k) sont supposées dyadiques, c’est-a-dire de la forme 2°, ¢ € Z.
Nous considérons ici le cas k = 3,qui correspond au terme non-linéaire quadratique
dans I’équation. Il sera utile de définir les quantités N,ue > Nped = Npin pour le
maximum, le median et le minimum de Ny, Ny, N3 respectivement. On définit de
fagon similaire L4z > Lied = Lmin lorsque Ly, Ly, Lg > 0.
Nous considérons ici des [3; R x R]-multiplicateurs et nous paramétrons R x R
par n = (7,&) muni de la mesure de Lebesgue drd{. Définissons

hi(&) = &l&G1T A== (&), T=1,2,3,
ainsi que la fonction de résonance

h(§) = hi(&) + ha(&2) + h3(&3). (2.17)

Il est alors clair par (2.16) que 'estimation (2.15) est équivalente & montrer que
la norme de multiplicateur

H §3(83)° (&) 2 (62)°
(IAa] A+ (|2 (| Ag| 4 [Ea )2 (| A 4 [E5 ) 1/2 =0

(2.18)
[3;RxR]

est bornée. Par une décomposition dyadique des variables &;, A; et h(), nous pou-
vons supposer [£;| ~ N, |[\;| ~ L; et |h(§)| ~ H. Par invariance par translation des
[k, Z]-multiplicateurs ([Tao01], Lemme 3.4) nous pouvons toujours nous restreindre
aL;21et Nyg 2 1. 11 vient alors

N3(N3)*(N1)~*(Na)
(2.18) < H Z Z Z (Ly + (N1)@)/2(Ly + (Ny)®)Y/2(Lg 4 (N3)@)L/2=6

Nmazzl H L17L27L321

X XN1,N2,N3,H7L17L27L3

3, RxR]
ou
3
XN\, Na,Na,H,L1,La,Ls = X|h(€)|~H H X|€j|~N;j X|Aj|~L; - (2.19)
j=1
Des égalités
§1+&+86=0 (2.20)
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3. Caractére bien posé

et
M+ A+ A3+h(E) =0

sur le support du multiplicateur, nous voyons que (2.19) s’annule & moins que
Niaz ~ Nied (221)

et
Loz ~ max(H, Lyeq)- (2.22)

En vue de (2.21), (2.22) et du test de Schur (|Tao01], Lemme 3.11), il suffit de
montrer que

N3 (Ns)* (N1)~*(Np)~™*
2 2 (L1 + (N1)*)/2(La + (N2)) V2 (L + (N3)*) /20

Nmaz~Nmea~N L17L27L32/1

X || XNy, No N3, Linaw, L1, Lo, Ls || 358 xR] (2.23)

et

> Y ¥ NNy e -
N N T H<<me (Ly + (N1))Y2(Ly + (No)*)V/2( Lz + <N3>a)1/2—5

X || XNy Ny Nay L1 Lo, Ls || 3RxR) (2.24)

sont bornés, uniformément en N 2 1. Ainsi, nous sommes amenés & majorer le terme

| X Ny, No Ng H Ly Lo, s || 3R XR) (2.25)

dans les cas H ~ L4z €t Lyae ~ Limea > H. Une fois les bonnes estimations de
(2.25) trouvées, l'estimation bilinéaire (2.14) sera une conséquence de (2.24), (2.23)
et de calculs élémentaires sur les sommes dyadiques.

3 Caracteére bien posé

3.1 Les équations de Benjamin-Ono dissipatives

Nous donnons dans cette section des résultats optimaux sur le caractére bien ou
mal posé des équations de Benjamin-Ono dissipatives (dBO).

Dans [Ota05], Otani a étudié I’équation de Benjamin-Ono-Burgers (BOB), et il a
obtenu, par des méthodes similaires a celles employées dans [MR02], le caractére bien
posé de (BOB) dans H*(R), s > —1/2. Dans [Ota06|, le méme auteur a généralisé
son premier résultat a ’équation (2.1) avec a > 0 et a > 0. Il prouva que le probléme
de Cauchy associé a cette équation est bien posé dans H*(R) dés que a + o < 3,
a>(B3—a)/2ets>—(a+a—1)/2

Dans le cas a = 0, le théoréme suivant fournit un meilleur résultat.
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

Théoréme 2.1 ([Ven08b|). Soit 1 < a < 2 et ug € H*(R) avec s > —a/4. Alors
pour tout T > 0, il existe une unique solution u de (dBO) dans

Zr = C((0,T]; H*(R)) N X/2°.

De plus, le flot solution uy — u est réqulier de H*(R) vers Zr et u appartient a
C((0,77, H=(R)).

, s b , . . 3
Dans ce théoréme, X7 désigne la version tronquée en temps des espaces X2*
définis plus haut :

lullyos = it (e, w(t) = u(t) sur [0, 7]}

WEX

Il est intéressant de comparer ce résultat avec ceux disponibles pour I’équation
purement dissipative (2.3). A Paide de techniques classiques dans le contextes des
équations semi-linéaires paraboliques, il n’est pas difficile de voir (cf. [Ven08b]|) que
pour 1 < o < 2, (2.3) est globalement bien posé dans H*(R) dés que s > 3/2 — «;
la démonstration de ce résultat s’adapte en outre aisément aux équations (dBO).
En particulier lorsque o = 2, cela fournit une preuve alternative (et plus simple)
de notre résultat. Pour a < 2, nous voyons clairement que la partie dispersive joue
un role crucial dans ’étude de solutions a faible régularité. Plus surprenant encore,
les effets dispersifs et dissipatifs s’ajoutent et conduisent a des niveaux de régularité
plus bas que ceux obtenus pour les équations (2.2) et (2.3).

Eléments de preuve. Par une méthode standard de point fixe combinée avec les esti-
mations linéaires de la Section 2.2, il suffit de prouver I'estimation bilinéaire (2.14).
Par une décomposition dyadique, nous nous restreignons a estimer la norme de mul-
tiplicateur (2.25). Notons tout d’abord que la fonction de résonance (2.17) se localise
comme

H ~ NyowNoin- (2.26)

Ceci nous permet de prouver les estimations suivantes.

Proposition 2.1 ([Ven08bl). Soit Ny, Ny, N3, H, Ly, Lo, Ly > 0 satisfaisant (2.21),
(2.22) et (2.26).

1. Dans le cas haute modulation Ly,ae ~ Lineq > H, nous avons

(2.25) < LY2 N1/2

min’  min®

2. Dans le cas faible modulation L,q. ~ H,

(a) ((++) cohérence) si Npmaz ~ Npin, alors

(2.25) < L2 M4

min"“med>’
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3. Caractére bien posé

(b) ((+-) cohérence) si No ~ Ny > Ny et H ~ Ly 2 Lo, Ls, alors pour tout
v > 0,
(2.25) < L\ min(Nl/2 NI/Q_I/Q’YN_l/QVLl/Q'y).

min min’ < 'mazx min med
De méme pour les permutations des indices {1,2,3}.

(c) Dans tous les autres cas, le multiplicateur (2.19) s’annule.

La fin de la démonstration consiste a montrer (2.23) et (2.24) au moyen de calculs
fastidieux, en séparant les différents cas intervenant dans la Proposition 2.1. O

Le Théoréme 2.1 est optimal dans le sens suivant.

Théoréme 2.2 ([Ven08b|). Soit 1 < o <2 et s < —a/4. Alors il n’existe pasT > 0
tel que le probléme de Cauchy (dBO) admet une unique solution locale définie sur

Uintervalle [0, T] et tel que le flot solution ug — u est de classe C® dans un voisinage
de Uorigine de H*(R) dans H*(R).

Le principe de la démonstration est exactement le méme que celui du Théoréme
1.1 au Chapitre 1. Nous renvoyons a [Ven08b| pour les détails.

De facon similaire, dans le cas 0 < a < 1, nous montrons le caractére faiblement
mal posé de (dBO) dans H*(R), quelque soit s € R. Ceci semble principalement da
au fait que l'opérateur DY est dans ce cas trop faible pour compenser la dérivée du
terme non-linéaire.

Théoréme 2.3 (|Ven08b|). Soit 0 < o < 1 et s € R. Alors il n'existe pas T > 0
tel que le probléme de Cauchy (dBO) admet une unique solution locale définie sur

Uintervalle [0, T] et tel que le flot solution ug — u est de classe C* dans un voisinage
de Uorigine de H*(R) dans H*(R).

3.2 Les équations de Korteweg-de Vries dissipatives

Nous nous intéressons maintenant aux équations de KdV dissipatives (dKdV),
c’est-a-dire au cas a = 1 dans (2.1).

Lorsque a = 0, (dKdV) se comporte localement comme 1’équation de KdV
Ot + Ozt + udyu = 0, (KdV)

qui a fait 'objet de nombreuses recherches. Dans [Bou93b|, Bourgain a montré a
I'aide des espaces X%® que le probléme de Cauchy associé a (KdV) est localement
bien posé dans L?*(R). Grace aux lois de conservations a ce niveau de régularité,
son résultat devient global. Par un raffinement de cette méthode, Kenig, Ponce et
Vega |[KPV96| ont démontré une estimation bilinéaire optimale et ont ainsi obtenu le
caractére localement bien posé de (KdV) dans H*(R), s > —3/4. En outre, lorsque
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

s < —3/4, le probléme est C*-mal posé dans H*(R) (voir [Bou97]) et C*-mal posé
dans 'espace homogeéne H*(R) (voir [Tzv99]).

Lorsque a = 2, (dKdV) est I’équation de KdV-Burgers
Ot + Oyt — Ogzptt + u0,u = 0. (KdVB)

Dans [MRO1|, Molinet et Ribaud ont étudié (KdVB) dans 'espace de Bourgain X**
associé a 'équation (KdV), considérant seulement la partie dispersive de I'équation.
IIs ont pu prouver le caractére globalement bien posé de (KdVB) dans H*(R), s >
—3/4 — 1/24, obtenant ainsi une régularité plus basse que l'indice critique pour
(KdV). Plus tard, ces mémes auteurs [MRO02] ont introduit I'espace X5* défini a la
Section 2, et sont descendus a la régularité optimale H*(R), s > —1.

Concernant le cas 0 < a < 2, il a été établi [MRO1] que le probléme est bien
posé dans H*(R), s > —3/4, quelque soit la valeur de . Travaillant dans les espaces
X% Otani [Ota06] montra que (dKdV) est bien posé dans H*(R) pour 3/2 < o < 2
et s > —a/2. Nous nous proposons d’améliorer ces résultats en montrant que ce
probléme est globalement bien posé dans H*(R) dés que s > s, avec

—32 dl<a<?2

5 _{ —3/4 si0<a<l,
5—«

Théoréme 2.4 ([VenO7a]). Soit 0 < o < 2 et ug € H*(R) avec s > s,. Alors pour
tout T > 0, il existe une unique solution u de (dKdV) dans

Zr = C([0,T], H*(R)) N X7,

De plus, le flot solution ug — u est réqulier de H*(R) vers Zr et u appartient a
C((0, 7], H>(R)).

Notons que ce résultat a été également obtenu de facon indépendante dans
[GWO08|. En outre, Xue [Xue07] a récemment amélioré ce résultat et a prouvé que
le probléme est bien posé dans H*(R) pour s > — min(1, ?’JfTa) Il est par ailleurs
possible de montrer que cet indice est optimal.

Le schéma de démonstration du Théoréme 2.4 suit celui du Théoréme 2.1. Il
s’agit de montrer I'estimation bilinéaire (2.14) et de "travailler en dyadique". En
fait la plupart des régions peuvent se traiter a ’aide de calculs élémentaires, sans
utiliser une telle décomposition. Le point clé de la preuve est 1’égalité de résonance

h(€) = & + & + & = 36168,
lorsque &1 + & + &3 = 0. Avec les notations de la Section 2.3, cela conduit a
H ~ NyNyN3 ~ N2 Npin. (2.27)

La fin de la preuve vient alors essentiellement du résultat suivant.
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Proposition 2.2 (|Tao01|). Soit Ny, No, N3, H, Ly, Lo, Ly > 0 satisfaisant (2.21),
(2.22) et (2.27).

1. Dans le cas haute modulation Ly,ae ~ Lipeq > H, nous avons

(2.25) < LY2 N1/2

min® 'min’

2. Dans le cas faible modulation Lyq. ~ H,

(a) ((++) cohérence) si Nyaw ~ Nopin, alors

(2.25) < L2 N-1/apls

min® ' max med)’
(b) ((+-) cohérence) si No ~ N3 >> Ny et H ~ Ly 2 Lo, L3, alors

(2.25) < L2 min(NY/2 N-12N-L2pL2

min min’ - 'maz min med) :

De méme pour les permutations des indices {1,2,3}.

(c) Dans tous les autres cas,

1/2 . 1/2 - 1/2
(225) 5 Ln{m mln(Nm/im Nmierr{ed)'

4 Etude asymptotique des équations de Korteweg-
de Vries dissipatives

4.1 Généralités

Notre but ici est d’étudier le comportement asymptotique des solutions de ’équa-
tion de Korteweg-de Vries dissipative (dKdV) avec 0 < a < 2.
Lorsque a = 0, 'équation (dKdV) s’écrit

Ot + Oyt + u + udyu = 0 (2.28)

et, comme nous I'avons vu précédemment, se comporte localement comme (KdV).
Concernant son comportement asymptotique, il n’est pas difficile d’obtenir le taux
de décroissance en norme L? de la solution. En effet, si nous multiplions (2.28) par
u puis intégrons en espace sur R, nous trouvons, formellement au moins, I'égalité

1 o e.9]
Eat/ uz(t,:v)d:v—l—/ u?(t, r)dx = 0.

—00 —0o0
Il s’ensuit immédiatement que la norme L? de la solution est a décroissance rapide :

lu(t)]|zz = O(e™) lorsque t — oo.
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Chapitre 2. Equations d’ondes dans des milieux dispersifs et dissipatifs

Ceci constitue une différence importante avec les solutions de 1'équation de (KdV)
pour lesquelles la norme L? est conservée au cours du temps.

Concernant I’équation de KdV-Burgers ((dKdV) avec a = 2), nous observons
également une perte d’énergie des solutions. Dans leurs travaux [ABS89|, Amick,
Bona et Schonbek ont prouvé que si uy € L*(R) N H?(R), la solution satisfait

lu(®)llze < e(1+1)71 (2.29)

et de plus, cette estimation est optimale pour une classe générique de solutions. Ce ré-
sultat a été obtenu grace 4 la transformation de Cole-Hopf v = exp(—3 [ u(t,y)dy)
qui vérifie I’équation
1
OV — OgpV = iamuv.

Plus tard, Karch [Kar99b| a amélioré ce résultat en montrant que le profil asymp-
totique (au premier ordre) de la solution avec une masse M = [ ug est donné par
la solution fondamentale Uy, de I’équation de Burgers

Ot — Opptt + u0,u = 0 (2.30)
avec la méme masse. Plus précisément,
VP2 () — Upg(t)||lr — 0 lorsque t — oo

pour tout p € [1, 0o]. La preuve est basée sur 'argument de changement d’échelle sui-
vant : si u(t, ) est solution de (KdVB), alors pour tout A > 0, uy (¢, x) = Au(A\%, \x)
satisfait

8tU)\ + )\_l&zmu,\ - &mu,\ + U)\amU)\ = 0.

A la limite lorsque A tend vers I'infini, nous constatons que u, est solution de (2.30).
Ainsi, nous pouvons dire que pour des grands temps, la partie dispersive est négli-
geable par rapport aux effets dissipatifs et non-linéaires.

Nous nous intéressons ici au cas de "non-linéarité asymptotiquement faible"
0 < a < 2. En effet, nous allons voir que la solution de (dKdV) se comporte
asymptotiquement comme la solution du probléme linéaire associé (avec méme don-
née initiale). Ensuite, nous donnerons un développement asymptotique de la solution
dans de nombreux espaces de Sobolev.

Nous allons principalement travailler sur la formulation intégrale de (dKdV)

u(t) = Sa(t) * ug — %/ﬂ Syt — s) * O,u*(s)ds (2.31)

valide pour toute solution suffisamment réguliére, et ou S, (t) est défini par

]_ ee ; s «
Sa(t,x) = %/ SN e ¢ >0,

— 00
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4. Etude asymptotique des équations de Korteweg-de Vries dissipatives

Nous utiliserons également les effets régularisants du noyau S, () :
1Sa(®)]lyiy < et™UmtRaie (2.32)

et
Hsa(t)Hle < Ct_j/o‘(l + t1/2—3/2a).

pour tout £ >0, p € [2,00], j € N ot on a posé || f|[y; = 109 f1| o

4.2 Estimations de décroissance

Soit ug € L'(R)NL?(R). Nous savons par le Théoréme 2.4 qu’il existe une unique
solution globale u de (dKdV) dans C([0,77], L*(R)) N Zr pour tout T > 0 et qu’en
outre, u est continue de ]0,00[ dans H*(R). Ainsi, la solution devient réguliére
a tout instant ty5 > 0, et par conséquent, quitte a changer l'instant initial a %,
nous pouvons supposer que la donnée initiale ug € H*°(R). Nous ferons de plus les
hypothéses suivantes :

Vj >0, sup ||0u(t)||p2 < oo, (2.33)
>0

sup ||[u(t)||zr < oc. (2.34)
£>0

Lorsque 1 < av < 2, il est possible de montrer que ces hypothéses sont bien vérifiées.
Pour prouver (2.34), nous multiplions (dKdV) par sgnu et intégrons sur R, ce qui
donne

Ollu(t)||pr = — / (Orzztt + Dyu 4 u0yu) sgn u.

o0

D’autre part, 'inégalité de Kato (voir [BPFS79]-[BFW98|) montre que

o
—/ Djusgnu < 0.

Utilisant la relation

/ u@xusgnu:/ Ox(ulu]) =0,

(e 9] o0

nous obtenons finalement, aprés intégration en temps sur [0, ¢,

t
[zt < [luoll 1 +/ 1Oza0uu(s)l[Lrds < fuoll Lt + | Oeatll s,
0

Toute la difficulté consiste alors & montrer que le terme ||0yz,ul[11, est borné. Cela
s’obtient par des améliorations successives d’estimations de la solution en norme
LYL} sur la formulation intégrale. Nous renvoyons a [Ven08a] pour les détails.

Supposons a présent que les hypothéses (2.33)-(2.34) soient satisfaites et prou-
vons le résultat suivant.
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Théoréme 2.5 ([Ven08a]). Soit p € [2,00] et j € N. Supposons que ug € H' T (R)N
LY(R) et que (2.83)-(2.34) sont vérifiées. Alors nous avons

lu()llyiy < e+ )" UmP/ezile g >, (2.35)

Notons que d’aprés (2.32), la solution non-linéaire et la solution linéaire possédent
le méme taux de décroissance en grand temps pour la norme WZ{ .

Eléments de preuve. Commengons par prouver (2.35) dans le cas (p,j) = (2,0).
Multiplions (dKdV) par u et intégrons en espace sur R, il vient

Ollu(®)l[72 + 2/ D5 u(t) ] = = 0.

Nous utilisons ensuite une méthode introduite par Schonbek [Sch80| qui consiste a
écrire grace a (2.34) :

2
B[ ult) ] = 20 ule) 2 + /o0, )

2 ., o 17 iara
= 220 )| - 26 / €[°at, €)Pde

2 > 2
< Zppjast / at, €)2de — 2p/et / it €)[2de
a —o0 a €[> (at)~ 1/«
2
= e / ja(t, €)|2de
o |€|<(at) =1/«
< et |u(t)|2, [{I€] < (at)~Yo)]

L’intégration de cette inégalité sur [0, ¢] fournit le résultat désiré. La preuve de (2.35)
dans les autres cas s’obtient par récurrence sur j € N en utilisant la formulation
intégrale (2.31), voir [Ven08a| pour les détails. O

4.3 Développement asymptotique

Nous cherchons maintenant les premiers termes apparaissant dans le développe-
ment asymptotique de la solution. Le théoréme suivant montre qu’au premier ordre,
la solution se comporte comme la solution libre S, (t) * uy.

Théoréme 2.6 (|Ven08a]). Soit p € [2,00] et j € N. On suppose que ug € H*3(R)N
LY(R) et que la solution u satisfait (2.33)-(2.84). Alors, pour tout t > 0,

(14 t)0-/p/azj/a)=1/a pour 0<a <1,
|u(t) = Sa(t) *xuollyys <cq (1+¢)CO-YP=D"1og(1+1) pour a=1,
g (1 + t)(7(171/p)/017j/04)7(2/0471) pour 1 < o< 2.
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4. Etude asymptotique des équations de Korteweg-de Vries dissipatives

La démonstration est immédiate avec (2.32)-(2.35) en écrivant la différence u(t)—
Sa(t) * ug comme

u(t) — Sa(t) xug = —%/0 Sy (t — 8) * Opu’(s)ds.

Nous calculons maintenant explicitement le second terme, disons w(t), du déve-
loppement asymptotique de la solution. Lorsque a < 1, le théoréme suivant assure
que [[u(t) — Sa(t) * uo — w(t)| i est un o(t~(1=1/p)/a=i/a=1/a) (Ce résultat est & com-
parer avec celui du Théoréme 2.6 qui montre que la différence |[u(t) — S, () * uo”v‘vg
est un O(t~(1=1/p)/a=i/a=1/ay

Pour énoncer notre prochain résultat, nous avons besoin de définir GG, la solution
fondamentale de I'équation linéaire d,u + DSu = 0, i.e.

1 [~ . o
Go(t,x) = %/ e ge ¢ > 0.

Théoréme 2.7 (|Ven08al). Supposons p € [2,00], j € N, ug € H'3(R) N LY(R) et
que (2.33)-(2.34) sont vérifiées.
(i) Si0< <1, alors

$((A=1/p)/a+j/a)+1/a

w(t)—S *u0+ / / (s, y)dyds ) 0,Ga(t)|  —0

w3
lorsque t — 0.
(i) Si a =1, alors
t(1=1/p)+j+1 M2
——{lu(t) = Sy(t) # uo + E(logt)ﬁxGl(t)HWj 0

p

logt
ou M = fRuO'

La preuve de ce Théoréme est similaire aux travaux de Karch [Kar99a] dans les-
quels il considéra une autre classe d’équations non-linéaires dispersives-dissipatives,
et est essentiellement basée sur la formulation intégrale (2.31).

Considérons enfin le cas 1 < a < 2. Nous obtenons également un développement
asymptotique & un ordre O(t~(1=1/p)/a=i/a=1/ay (en norme W;Z et pour presque tout
«) mais nous avons besoin de plus de termes dans ce développement. L’idée princi-
pale est d’approcher la solution par les termes successifs F"(t) apparaissant dans la
convergence de la méthode de point fixe appliquée a la formulation intégrale (2.31) :

{ FO>t) = S,(t) *uo,
Frod(t) = Sa(t) % ug — & [7 Sal(t — 8) % 0,(F(s))ds.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section dans le
cas 1 < a < 2.
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Théoréme 2.8 (|Ven08a]). Soit 1 < a <2, p € [2,00], ] €N et ug € H3(R)N
LY(R). Supposons de plus que les conditions (2.33) and (2.34) sont satisfaites.

Q2N+l 2N+3 :
(i) Si J7 < < 35 pour un certain N € N, alors

u(t) — FNM (@) iy < (1 + )~ A-1/p/ezijazt/e
Wp

) o o 2N+3 :
(i1) Si o= 55 pour un certain N € N, alors

Hu(t) . FN+1<t)HWg S C(l _i_t)*(lfl/P)/Olfj/oz*l/a log(l +t).
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Sur les équations de Benjamin-Ono généralisées

Nous avons étudié le caractére localement bien posé des équations de Benjamin-
Ono généralisées, et obtenu des résultats optimaux pour des données initiales de
régularité minimale dans 1’échelle des espaces de Sobolev. Ceci achéve 1'étude lo-
cale du caractére bien posé de (gBO) amorcée en 1979 par Saut. Cependant, de
nombreuses questions sur ce sujets demeurent en suspend.

Tout d’abord dans le cas £k = 3, nous n’avons pas pu atteindre l'existence de
solution au niveau de régularité critique H'/3(R), mais seulement pour des données
dans H*(R), s > 1/3. Ceci est principalement di & l'estimation (1.26) qui n’est
valide que pour s > 1/3.

Une autre question intéressante serait de savoir si les solutions locales obtenues
dans 'espace critique peuvent ou non se globaliser. Au niveau de régularitée H'/?,
les lois de conservation de la Section 1.2 du Chapitre 1 permettent de prolonger
I'existence de la solution a tout temps dans le cas défocalisant et k pair. Cette
propriété n’est plus immédiate dans ’espace critique H®* car on ne dispose pas de
lois de conservation a ce niveau. Néanmoins, a 'exemple de I'équation (KdV) pour
laquelle nous pouvons globaliser les solutions au niveau H~3/4, il est possible qu’en
travaillant dans des espaces de Bourgain, la I-méthode puisse s’appliquer et donner
des résultats allant dans cette direction.

D’autre part, il serait intéressant d’obtenir des informations supplémentaires
concernant le flot solution obtenu au Théoréme 1.3. Nous avons simplement prouvé
son caractére continu (ou plus précisément localement Lipschitz) afin de montrer
que le probléme (1.12) est bien posé au sens de la Définition 1.1. Déterminer si ce
flot est de classe C™ pour un m > 0 pourra faire 'objet d’un travail futur.

Enfin, une question naturelle est de savoir si nous avons scattering dans I’espace
d’énergie H'/?(R), ce qui peut se formuler de la facon suivante. Etant données une
donnée uy € HY2(R) et la solution globale associée u, existe-t-il uj et uy; dans
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H'Y2(R) tels que

lim ||u(t) = V(#)ug ||z =0 et lim ||u(t) — V()ug|gz2=07
t——o00 t—+o0
Ce résultat a déja été prouvé dans [MRO4b| pour des petites données. Nous pensons
qu’un tel résultat pour des données de taille arbitraire pourrait étre établi a 1’aide
de méthodes similaires & celle employées dans |[PVO07].

Sur les équations de type KdV dissipatives

Nous avons donné des résultats variés concernant le comportement local et global
des équations mixtes (2.1). Nous allons énoncer quelques problémes connexes sans
réponse a ce jour.

Les équations étudiées ici ne concernent que les types de dispersions BO (a = 0)
et KAV (a = 1). Afin d’acquérir une meilleure compréhension des modéles dispersifs-
dissipatifs, il serait intéressant de trouver des résultats optimaux dans le cas inter-
médiaire 0 < a < 1. Des résultats préliminaires ont déja été prouvés par Otani
(voir Chapitre 2, Section 3.1), et nous pensons que les méthodes utilisées ici pour-
raient mener a des niveaux de régularité plus bas. La principale difficulté semble
étre la généralisation des estimations (2.26)-(2.27) pour la fonction de résonance, et
des Lemmes 2.1-2.2, dont les preuves sont essentiellement basées sur des identités
algébriques (égalité de résonance).

Une autre piste de recherche serait de considérer les équations de Benjamin-Ono
dissipatives périodiques

O+ HOpu + DSu +ud,u =0, t>0,xz€T,
u(0,) = ug € H*(T),

Dans [Mol06]|, Molinet a montré que le probléme de Cauchy pour 'équation de
Benjamin-Ono périodique est bien posé dans I'espace L*(T). A notre connaissance,
le cas @ > 0 n’a jamais été étudié, mais a 'instar de I’équation de KdV-Burgers
périodique [MRO2|, des résultats pourraient stirement étre obtenus en travaillant

1/2, .
dans 'espace X&** muni de la norme

Jullgye = (S [

(i~ nlnl) + ol (. m) )
nez R

Enfin, dans le contexte des équations de KdV dissipatives, ce serait un challenge
intéressant que de prouver que la solution reste bornée dans L' et H’, j > 0 (conjec-
tures (2.33)-(2.34)) dans le cas 0 < o < 1, et pour une certaine classe de solutions.
Ceci renforcerait I'importance des résultats obtenus concernant I’asymptotique de
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ces équations (Théorémes 2.5 - 2.7). Nous savons que ces estimations sont valides
dans le cas de I'équation purement dissipative (2.3) (voir [BFW98]), mais la preuve
échoue ici a cause du terme dispersif. En ce qui concerne notre preuve lorsque a > 1,
il semble qu’elle ne peut s’adapter au cas o < 1 car le terme dissipatif est trop faible
pour récupérer la dérivée consommeée dans le terme non-linéaire.
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Deuxiéme partie

Etude des équations de
Benjamin-Ono généralisées
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Chapitre 3

Caractére bien posé des équations de
Benjamin-Ono généralisées avec
grande non-linéarité

Nous montrons que les équations de Benjamin-Ono généralisées Oyu + HO?u =+
u¥d,u = 0 sont localement bien posées dans H*(R), s > 1/2 — 1/k pour k > 12 et
sans restriction sur la taille des données initiales. La condition s > 1/2 — 1/k est
connue pour étre optimale puisque le flot solution ug — w n’est pas de classe C*+! sur
H*(R) pour s < 1/2—1/k. D’un autre c6té, dans le cas particulier des équations de
Benjamin-Ono cubiques, nous prouvons le caractére mal posé dans H*(R), s < 1/3.
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Sharp well-posedness results for the generalized
Benjamin-Ono equation with high nonlinearity

Stéphane Vento,
Université Paris-Est,
Laboratoire d’Analyse et de Mathématiques Appliquées,
5 bd. Descartes, Cité Descartes, Champs-Sur-Marne,
77454 Marne-La-Vallée Cedex 2, France

E-mail: stephane.vento@univ-paris-est.fr

Abstract. We establish the local well-posedness of the generalized Benjamin-Ono
equation dyu + HO*u + u*d,u = 0 in H*(R), s > 1/2 — 1/k for k > 12 and without
smallness assumption on the initial data. The condition s > 1/2—1/k is known to be
sharp since the solution map ug — w is not of class C*™ on H*(R) for s < 1/2—1/k.
On the other hand, in the particular case of the cubic Benjamin-Ono equation, we
prove the ill-posedness in H*(R), s < 1/3.

Keywords : NLS-like equations, Cauchy problem
AMS Classification : 35Q55, 35B30, 76B03, 76B55

1 Introduction and statement of the results

1.1 Introduction
Our purpose in this paper is to study the initial value problem for the generalized

Benjamin-Ono equation

Owu + HO?u + uko,u =0, =zt R,
{ t : (8BO)

u(z,t =0) =up(x), x€R,

where k € N\ {0}, H is the Hilbert transform defined by

Hf) = ~pv (2o ) (@) = F(~ i sam(©7(©) (0)

X
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and with initial data uy belonging to the Sobolev space H*(R) = (1 —02)~%/2L%(R).

The case k = 1 was deduced by T.B. Benjamin [Ben67| and later by H. Ono
|Ono75| as a model in internal wave theory. The Cauchy problem for the Benjamin-
Ono equation has been extensively studied. It has been proved in [Sau79| that (BO)
is globally well-posed (i.e. global existence, uniqueness and persistence of regularity
of the solution) in H*(R) for s > 3, and then for s > 3/2 and s > 3/2 in [I6r86]
and [Pon91] respectively. Recently, T. Tao [Tao04| proved the well-posedness of
this equation for s > 1 by using a gauge transformation. More recently, combining
a gauge transformation with a Bourgain’s method, A.D. Ionescu and C.E. Kenig
[TKO7] shown that one could go down to L*(R), and this seems to be, in some
sense, optimal. It is worth noticing that all these results have been obtained by
compactness methods. On the other hand, L. Molinet, J.-C. Saut and N. Tzvetkov
[MSTO01] proved that, for all s € R, the flow map uy — wu is not of class C? from
H*(R) to H*(R). Furthermore, building suitable families of approximate solutions,
H. Koch and N. Tzvetkov proved in [KT05| that the flow map is not even uniformly
continuous on bounded sets of H*(R), s > 0. As an important consequence of
this, since a Picard iteration scheme would imply smooth dependance upon the
initial data, we see that such a scheme cannot be used to get solutions in any space
continuously embedded in C([0, 7], H*(R)).

For higher nonlinearities, that is for £ > 2, the picture is a little bit different. It
turns out that one can get local well-posedness results through a Picard iteration
scheme but for small initial data only (see [MRO4b|). This seems mainly due to
the fact that the smoothing properties of the linear group V(-) associated to the
linear (BO) equation is just sufficient to recover the lost derivative in the nonlinear
term, but does not allow to get the required contraction factors. On the other hand,
for large initial data, one can prove local well-posedness by compactness methods
together with a gauge transformation (see [MRO04a|). Unfortunately, this usually
requires more smoothness on the initial data. We summarize now the known results
about the Cauchy problem for (gBO) equations when £ > 2.

In the case of the modified Benjamin-Ono equation (k = 2), C.E. Kenig and
H. Takaoka |[KTO06| have recently obtained the global well-posedness in the energy
space H'/?(R). This has been proved thanks to a localized gauge transformation
combined with a L2} estimate of the solution. This result is known to be sharp
since the solution map ug — w is not C3 in H*(R), s < 1/2 (see [MRO04b]).

For (gBO) with cubic nonlinearity (k = 3), the local well-posedness is known in
H*(R), s > 1/3 for small initial data [MR04b] but only in H*(R), s > 3/4, for large
initial data. Moreover, the ill-posedness has been proved in H*(R), s < 1/6 [MRO04b].
In this paper, we show the ill-posedness of the cubic Benjamin-Ono equation in
H*(R), s < 1/3, which turns out to be optimal according to the above results.
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When k& > 4, by a scaling argument, one can guess the best Sobolev space in
which the Cauchy problem is locally well-posed, that is, the critical indice s. such
that (gBO) is well-posed in H*(R) for s > s, and ill-posed for s < s. . Recall that
if u(z,t) is solution to the equation then uy(z,t) = AV u(Az, \%t) (A > 0) solves
(gBO) with initial data wu,(x,0) and moreover

spl_1
(e, 0)| g = A*% 72 Ju(:, 0)]

Hs-

Hence the H*(R) norm is invariant if and only if s = s, = 1/2 — 1/k and one can
conjecture that s, = si.

In the case of small initial data, this limit has been reached by L. Molinet and
F. Ribaud [MRO4b]. This result is almost sharp in the sense that the flow map
ug — u is not of class C*™! from H*(R) to C([0,T], H*(R)) at the origin when
s < Sk, IMRO4a|. This lack of regularity is also described by H.A. Biagioni and F.
Linares in [BLO1| where they established, using solitary waves, that the flow map is
not uniformly continuous in H**(R), k > 2.

For large initial data, the local well-posedness of (gBO) is only known in H*(R),
s > 1/2, whatever the value of k. This has been proved in [MR04a| by using the
gauge transformation

urds Po(em ey, (3.1)

together with compactness methods. Note also that very recently, in the particular
case k = 4, N. Burq and F. Planchon [BP06| derived the local well-posedness of
(gBO) in the homogeneous space H'/4(R). It is possible that their method of proof
works in F* for all k > 4.

In this paper, our aim is to improve the results obtained in [MR04a] for large
initial data. We show that for all £ > 12, (gBO) is locally well-posed in H*(R),
s > sg. Our proofs follow those of [MRO04a|: we perform the gauge transformation
w = G(u) of a smooth solution u of (gBO) and derive suitable estimates for w. The
main interest of this transformation is to obtain an equation satisfied by w where
the nonlinearity u*u, is replaced by terms of the form P, (u*P_u,) in which one
can share derivatives on u with derivatives on u*. Working in the subcritical case,
this allows to get a contraction factor 7% in our estimates. It is worth noticing that
v = v(s) verifies lim,_, v(s) = 0, and this explains why our method fails in the
critical case s = s,. On the other hand, the restriction k£ > 12 appears when we
estimate the integral term

P, <e—ifzoo“ku/ uk_QHum)

(see section 3.2). This term doesn’t seem to have a "good structure" since the bad
interaction

Qu / (Pyu)* " H Py,

—00
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forbids the share of the antiderivative ffoo with other derivatives. We believe that
this restriction is of technical nature, but we were not able to discard it.

1.2 Main results

Our main results read as follows.

Theorem 3.1. Let k > 12 and up € H*(R) with s > 1/2 — 1/k. Then there exist

T =T(s,k,||uollms) > 0 and a unique solution u € C([0,T]; H*(R)) of (9BO) such
that
||Di+1/2u||LgoL% < 00, (32
||Di_1/4u||LgL39 < o0, (3.3)

HPOUHLiL"TO < Q.
Moreover, the flow map ug — wu is Lipschitz on every bounded set of H*(R).

As mentioned previously, these results are in some sense almost sharp. However,
the critical case s = s; remains open. We will only consider the most difficult
case, that is the lowest values for s. More precisely we will prove Theorem 3.1 for
sp<s<1/2.

In the case k = 3, we have the following ill-posedness result.

Theorem 3.2. Let k = 3 and s < 1/3. There does not exist T > 0 such that the
Cauchy problem (gBO) admits a unique local solution defined on the interval [0, T

and such that the flow map uy — u is of class C* in a neighborhood of the origin
from H*(R) to H°(R).

This result implies that we cannot solve (gBO) with & = 3 in H*(R), s < 1/3
by a contraction method on the Duhamel formulation. Recall that for small initial
data [MRO04b|, we have local well-posedness in H*(R) for s > 1/3. In view of this,
we can conjecture that (gBO) is locally well-posed in H*(R), s > 1/3.

The remainder of this paper is organized as follows. In Section 2, we first derive
some linear estimates on the free evolution operator associated to (gBO) and we
define our resolution space. Then we give some technical lemmas which will be used
for nonlinear estimates. In Section 3 we introduce the gauge transformation and
derive the needed nonlinear estimates. The Section 4 is devoted to the proof of
Theorem 3.1. Finally we prove our ill-posedness result in the Appendix.

The author is grateful to Francis Ribaud for several useful comments on the
subject.
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1.3 Notations

For two positive numbers x, y, we write £ < y to mean that there exists a C' > 0
which does not depend on z and y, and such that x < Cy. In the sequel, this
constant may depend on s and k. We also use v = v(s, k) to denote a positive
power of T" which may differ at each occurrence.

Our resolution space is constructed thanks to the space-time Lebesgue spaces
LPL% and LI.LP2 endowed for 7> 0 and 1 < p, ¢ < oo with the norm

HfHLgL% = H”fHL%([O,T])‘ LE(R) and Hf”L%Lg = H”fHL@(R)HL%([OyT])

When p = ¢ we simplify the notation by writing L.

The well-known operators F (or ) and F~! (or %) are the Fourier operators
defined by f(é’) = [y e f(x)dx. The operator D is defined by its Fourier symbol
|€]*. Let P, and P_ be the Fourier projections to [0, +00[ and | — oo, 0]. Thus one

has
tH=P, — P_.

Let n € C°(R), n > 0, supp n C {1/2 < |¢] <2} with % _n(27%¢) =1 for £ £ 0.
We set p(§) = >_,_3m(277¢) and consider, for all k € Z, the operators Q4 and Py
respectively defined by

Qr(f) =F 127" f(€)) and Pu(f) = F (p(275) f(€)).

Therefore we have the standard Littlewood-Paley decomposition
F=Y_Q;(H=PR(H+ Y Qif)=P(f)+ P(f). (3.5)
JEL Jj=—2
We also need the operators

Popf =) Qif, Porf =) Q;f

J<k jzk

We finally introduce the operators P, = P, P and P_ = P_P in order to obtain the
smooth decomposition

f=P-(f) +B(f) + Pi(f)- (3.6)

2 Linear estimates and technical lemmas

2.1 Linear estimates and resolution space

Recall that (gBO) is equivalent to its integral formulation

t

w(t) = V(t)uo T %ﬂ [ Vit ro ) i (3.7)
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2. Linear estimates and technical lemmas

where V(t) = F~Le¢l F is the generator of the free evolution. Let us now gather
the well-known estimates on the group V() in the following lemma.

Lemma 3.1. Let ¢ € S(R), then

IV(#®)ellrgrz S llellre,
ID2V () ¢llreers S llelze, (3.9)

T

1DV ()l nars < llelle. (3.10)
Moreover, for 0 <T < 1, we have

1BV ()ellrzry S [[Foel 22 (3.11)

The estimate (3.8) is straightforward whereas the proof of the Kato smoothing
effect (3.9) and the maximal in time inequality (3.10) can be found in [KPV91al.
Estimate (3.11) has been proved in [KPV91b].

These estimates motivate the definition of our resolution space.

Definition 3.1. For s, < s < 1/2, we define the space X5 = {u € §'(R?), [Jul|xs <
oo} where 0 <T < 1 and

lullxs, = llullzsemy + 1052 ull poe 2. + 1Dl paree + | Poullzzree.  (3.12)
Thus Lemma 3.1 implies immediately that for all p € S(R) and 0 < T < 1,

IV (®)ellxs < llllas- (3.13)

We now give some families of norms which are controlled by the X7 norm. This
will be usefull to derive some nonlinear estimates in the sequel.

Definition 3.2. A triplet (o, p, q) € Rx[2,00]? is said to be 1-admissible if (o, p, q) =
(1/2,00,2) or

2 1 1 2 1
4<p<oo, 2<q<o0, —-+-<-, a=-+-———. (3.14)
P 2 p q 2

| =

Proposition 3.1. If (o — s,p,q) is 1-admissible, then for all u in X3,
D7 ullzrs S llullxs.- (3.15)

Proof. The inequality
D5 2| e 2. S Hlullxs, (3.16)

yields the result when («,p,q) = (1/2,00,2). Assume now («,p,q) # (1/2,00,2).
Let r € [4;p]. Then according to Sobolev embedding theorem,

D51 20|y pee SDS Vi rarge S Jlullxs.-
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By interpolation with (3.16) we get for all 0 <6 <1

+1_1-1y
HD; z—(1=7) u||L;/9L2T/(179) < ||u||X%

We deduce (3.15) by taking @ = r/p since the assumption r > 4 is equivalent to
= + 5 < 5 Il
We list now all the norms needed for the nonlinear estimates.

Corollary 3.1. For u € X7,

Nl - HUHLgL%"a 4 < p < (% - S)_17 N2 - T_VHUHL%J

N3 = T7V||u||Ll;/(1—s)L2k/s, N4 —= T7V||u||LI;(%+S)—1 k(%f%)—l,
Ns =Tl e sy No=Tlull rag-1 o

T b T
N7:T7V||“||L§+1L§k(k+l)’ Ng :T*"||u||L(,€_1)( 57 D&E-H-1H
Ny = HD}U‘2s+65uHL(%,35>71L1/3€, Ny = HDSUHLﬁ

@ T
N = ||Di+1/2_3au|| 1/e (3=26)7 1) Niz = HD u|| AT I R

Ly/°Ly

where ,v > 0 are small enough.
Proof. (i) Let 4 < p < (3 — s)~'. By separating low and high frequencies,
lull zrge S N Poullzzegs + I1PDHP 2 e S lullxs.

Here we used that P is continuous on LPLL 1 < p,g < oo, and the 1-
admissibility of (1/p —1/2,p, 00).

(ii)-(vii) We evaluate a norm of the form N = ||ul[zzza with p > 2 and ¢ < co. Fix

0 > 0 small enough so that « = s — s — 20 > 0 and % — 0 > 0. Then using
the previous decomposition, Bernstein and Holder inequalities, we get

N 5 TVHP()UHL%L%O + TVHPD;UHLQL;%_SVL

We complete the proof by noticing that the triplet (o — s,p, (é -0 is
1-admissible.

(viii) Following the same idea, we write

(s—sk—2%)

~ Kk
Ns S T"||Poullzrge + 17| PD2

UHL;kfm(gfg)—lLgﬁn(%t%ﬂs)—l

for an appropriate 6 > 0. Once again, (%(s — Sk — 2%) —s,(k — 1)(% —
7L (k—1)(% -1 - 6)7!) is 1-admissible.
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2. Linear estimates and technical lemmas

(ix)-(xii) Note finally that the triplets (1 — 3s + 6¢
3e,1/e,(3 —2¢)7") and (1/2 — s,3/s, (5 —

- >_171/3€)7 (07676)7 (1/2_
1) are 1-admissible.

(3
2)
0

We now turn to the non-homogenous estimates. Let us first recall the following
result found in [MRO04a].

Lemma 3.2. Let (a1, a2) € R?, (11,15) € R2, and 1 < p1,q1,p2, g2 < 00 such that
for all p € S(R),
1DZV ()l o g S T ol 22,

||Dg2v(t)<ﬁ||L’;2LqT2 ST |ol| 2
Then for all f € S(R?),

t
az o < w2 o
oz [ vie=ns@ar| L, ST g (317)
t
o1 +to v1+v o
HD$1 2/0 V(t—7)f(r)dr o <™ 2||f||L§2LqT2 (3.18)

provided min(py, ¢1) > max(ps, G2) or (1 = 00 and pa, Ga < 00), where py and G are
defined by 1/ps =1 —1/ps and 1/ =1 —1/go.

Using Lemma 3.2 we infer the following result.

can be esti-
X7

t

Lemma 3.3. For all f € S(R?), the quantity H/ V(t— T)f(T)dT)
0

mated by

(PR RIS LEE D3 f W oges IO 2l IDZ 7 f Nl assyy - (3.19)

Moreover,
¢
|0z [ -nigmar] <102l (3.20)
0 Ly L2,
Proof The first part follows from (3.17)-(3.18) since the triplets (s, (¢ — £)7*, (¢ +
2)71), (0,6,6), (1/2,00,2) and (—1/4,4,00) are l-admissible. Inequality (3.20) is
proved in [MR04a|, Proposition 2.8. O

2.2 Technical lemmas

In this subsection, we recall some useful lemmas which allow to share derivatives
of various expressions in LPLL norms. One can find proofs of Lemmas 3.4-3.8 in
[MRO4a, KPV93b].

Here f and g denote two elements of S(R).

59



Chapitre 3. Equations de Benjamin-Ono généralisées avec grande
non-linéarité

Lemma 3.4. Ifa >0 and 1 < p,q < o0, then
ID2 Dz S sz 1020l zonge + gl o 107
where 1 < p1,p2, G2, D1, P2, G2 < 00, 1 < q1,q1 <00, 1/p1+1/py=1/p1+1/Pa=1/p
and 1/q1 +1/¢2 =1/q1 +1/G2 = 1/q.
Moreover the cases (p1,q1) = (00,00) and (p1,¢1) = (00, 00) are allowed.

Lemma 3.5. If0<a<1and1l < p,q < oo then
||D(;F(f)||L£LqT 5 ||F/(f)||L51LqT1||Dgf||L§2LqT2
where 1 < p1,pa,qa <00, 1 < qp < o0, 1/p1+1/po=1/p and 1/¢1 + 1/q2 = 1/q.
Lemma 3.6. If0<a<1,0<38<1l—aandl <p,q< oo, then
IDZ(DS, flglezs < Ngllz o DS Fll o

where 1 < p1,q1,p2,q2 < 00, 1/p1+1/py =1/p and 1/q1 +1/q2 = 1/q.
Moreover, if 3 > 0 then q = 00 is allowed.

Lemma 3.7. Ifa >0, >0 and 1 < p,q < oo then
IDSPy(fP-DJg)l|ors S 1DF fllperpas 1DF gl o2 oo

where 1 < p1,q1,p2,q2 < 00, 1/py +1/py = 1/p, 1/q1 + 1/q2 = 1/q and 11 > «a,
T+ =a+ .

As in [MRO04a|, we introduce the bilinear operator G defined by

61.9) =7 (3 [ 2= sguten) + sente - afenate - )ds).
We easily verify that

G(f, [) =0, (feHfo) = 0 (—i(Pe fo)* +i(P-f2)?) (3.21)

and

Lemma 3.8. I[f0 < a<1and 1 <p,q < oo then
I1DZG(f, Q)HL?;LCIT S HD;lfHLgng}HD;;Y29HL£2L‘ZTQ

where 0 < vi,72 <1, yi+7 =a+1, 1 <pi,q,p2,¢2 < 00, 1/p1 +1/ps =1/p and
/g +1/q = 1/q.
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2. Linear estimates and technical lemmas

We will also need the following lemma in order to treat low frequencies in the
integral term.

Lemma 3.9. Ifa >0 and 1 < p,q < oo then
1P (fDZN I nrs, S ID Fllm pa D229z nge + [1Pofll o pan (105 Fogll 22

where y1,72 > 0, « = y1+72, 1 < pi, ¢i,Di, Gi < 00, 1/p1+1/pa =1/p1+1/p2=1/p
and /gy +1/q2 =1/G1 +1/G = 1/q.

Proof. We split the product fDZg as follows:
fDgg=PyfPyD3g+ Py fP-Dig+ P_fP,D3g+ P_fP_Dgg. (3.23)

It is sufficient to consider the contribution of the first two terms. For the first one,
we remark that

Po[Py fPL(Dg3g)] = Po[Po(Prf)Po(PrDyg)]

and thus using the continuity of Py on LPLI

| Po[Ps f P (Dgg)ll| ez < N[ Po(Ps f)Po(Py D3 g) | o
S ||P0f||L§1L§1 ||D§P09||L£2Lg:2 :
For the second term in (3.23) we have typically contributions of the form Py[FPy(P; f) Po(P-Dgg)]

which are treated as above, and Py[P, f P_D%g]. Using decomposition (3.5), one can
write

PPy [P-D2g) = Po( 30 Qi(Pf)P(P-D2g) + 3 PPy ))Q;(P-Dg)

JEZ JEZL
+ R0 Y QP N)Qi(P-D2g))
Ip|<2 j€Z

By a careful analysis of the various localizations, we get

PP fP-D2g) = Po[ 3057 Qi(P. f)Qy1p(P-D3)].

Ip|<1 j€Z

Here we define the operators Q? = 27YD2Q;. 1t follows that

PP fP-D2g) = B[ 30 57 Q7 (PoDY Q3L (P-Dg)|.

Ip|<1 jEZ
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Thus using Cauchy-Schwarz and Hélder inequalities, and Littlewood-Paley theorem,
HPO(PJrfP*Dgg”‘LgL%

<SS porre) (S ieppprer) |
JEZ

lp|<1 - JEZ Lelt
1 1
—y ~ 2 2 ¥ ~ 2 2
s ppzse) |, (1 -02gP) ..
JEZ ©or JEZ v T
S HD;“fHLgngl HD;QQHL?L‘}Q'
0
3 Nonlinear estimates
3.1 Gauge transformation
By a rescaling argument, it is sufficient to solve
Uy + Htigy = 2uFu, (3.24)

(equation with minus sign in front of the nonlinearity could be treated in the same
way). If u € C([0,T]; H*(R)) is a smooth solution, we define the gauge transforma-

tion!
X

w= P, (eFu), F=F(u)= / uF(y, t)dy. (3.25)

—0o0
The rest of this subsection is devoted to the proof of the following estimate.

Proposition 3.2. Let be k > 12 and s < s < 1/2. Let u € C([0,T]; H*(R)) be a
solution of the Cauchy problem associated to (3.24) with initial data uy € H*(R).
Then there exist v = v(s, k) > 0 and a positive nondecreasing polynomial function
pr such that

|| xs.

te + TV pi(l|ullxs)

lullxs S lluollms + T pr([Jullxs)
+ (JJuol

Jul| x5 ) 1D Pw]| e 2. (3.26)

Proof. We start by splitting u according to (3.6). Then, using that |Piu| = |P_u|
(since w is real), we deduce

ullxs < [[Poullxs + | Pyullxs. (3.27)

xr .
lwe can also set F = % f_oo u* in the non-rescaled case u; + Huze = uFu,.
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3. Nonlinear estimates

For the low frequencies, we use the Duhamel formulation of (gBO), Lemma 3.3 and
(3.13) to get

[ Poul

xz S | Pouol s + | PoD}*u k+1HL1L2
S lwollms + [ pyrz

S lluollas +T7[ul 'ZILLQTWU

S luol

s + 17|

Now we consider the second term in the right-hand side of (3.27). As mentioned
in [MRO4a|, P,u satisfies the dispersive equation

Oy(Pyu) + HOX(Pyu) = Py (eFurw,) — Py (eFu*0,P_(e7Fu)) + iPy (u® ).

Thus, according to Lemma 3.3

Pl S IV @uol; + | [ Ve T>P+<eZFukwm><f>df\ .
DI o+ 1P 0P (W) g5 5
T
Obviously,

B <[] 2| Dyull s, S Null s [1D3ulle, < T

=T N

o, S|
Term C has a structure P, (fP_g,) thus by Lemma 3.7

C S ID () s 1 D2 (7 )|y,

< 0,Ch.

Using Lemmas 3.4-3.5, we infer

Cu S DY gy + 1DY2E oy

k
u 1 —1 1_sy—1
”Lﬁf*‘“) L(Tz’j 2)

L2/
N ”qu(k DE-H1 -0 -b- IHDUZUH PR TA e Sl
T
+ (| Dy 1/2(u eiF)HL;%fs)*lL;/s”“leg%s)-lﬁ%*%-l
S TNl + TNt ya-o pzysllull;
ST ||ullf + T lull%, (3.28)
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and in the same way

Cy S ||Dg1c/2u|| 3 (?} Z)-1 + ||Dl/2 ZF|| <45 Lt <1 2s)- o] <g 97t
S ID2ull T%f% Il g -l g s
S lullxs + 171 (3.29)
Combining (3.28) and (3.29), C is bounded by
CsT( ) S T pr(lfullep ) el x;-

In order to study the contribution of A, we decompose eFu*w, as

eFubw, = DY (eFubH DY *w) — [DY?, e u*H DY *w

Therefore, according to Lemma 3.3, and using the fact that P+ is continuous on
LyL7,

A S|IDs (TP HDY W) s + D)2, € FufTHD P w|| A st S
< A+ A,

Note that A; cannot be treated by Lemma 3.4, so we use Theorem A.13 in [KPV93b].
This leads to

D, (e )

AL S D uM)] ap L

3/s (2—*) 1
+||uk||L§:L§'9||D:i+1/2w||LgOL%

S AnCy + A’f2||ch+1/2w||LgoL2T~
By Lemma 3.4 we bound the contribution of A;; by

3/25 + |’D;€iFHL3/2s 6/5

Ay S ID3u]| LA, ukHLuuﬂ)ﬁT/s
< Hu' (k H(3-5)-1t (k nE-bH- 1HDSUHL6 + Hquk(l )*1L6k/sHUHEI;/(I—S)L%/S
T T
S T llull, + T ull 5.

To treat Ay = ||lul[ s we use the Duhamel formulation of (gBO) and Lemma 3.2,

t
Az S IV (Euollgrs + | / Vit — )0 ()dr
0

e+ | DR

LkLg®
S [uol

Lot plar
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3. Nonlinear estimates

and setting ¢’ = 3(s — s;,) — & > 0 it follows that

1/243¢, k+1
| D3kt /2432, k+ ||L;1*E>’1L(T%+25>_1

1/2—3¢' k
S || Dyt U||L;/EIL<T%728/>—1 It ||L;l%(sfsm)-lé(sfsw-l

S 17|l

k
s || U _
X7 HL/;(F%(sfsk)) 1L%°

k+

< Tl

Finally, according to Lemma 3.6 we write

Ay SIDP T uM) | oo 1D (e Tl o2
x T Ly’ "L

S CiCy
S T7pr(ul

X;) |U| X5

which completes the proof of (3.26). m

3.2 Estimate of HDf;H/QwHLgOL%

Now our aim is to estimate the term |]D§+1/2w||LgoLzT which appears in (3.26). More

precisely we will prove the following proposition.

Proposition 3.3. Let k > 12 and s, < s < 1/2. For any solution u € C([0,T]; H*(R))
to (8.24) with initial data vy € H*(R), we have the following bound,

ms + T pr(||u)

|l Jul

1D wl| oo 2 < pr(lluo] ) o)l (3.30)

where pi s a positive nondecreasing polynomial function.

Proof. Following [MR04a|, we see that w satisfies the equation

wy + Hwyy = Py[2e™F (—ku"P_uy — iP_uy,))
—ik(k —1)P; (eiFu/ ukfzuxHux). (3.31)

Thus using the Duhamel formulation of (3.31) and Lemma 3.3 we infer
1D 2w g

SIDFH 2V () w(0) | ez
+ ||P+[2€_iF(_kukP—ua: - iP—uarm)]HL( +5)~!

t
+ HD;“/Q/ V(t—T)PJr(e_iFu/
0

—0o0 x T

T

(3.32)
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The first term of right-hand side can be bounded by

D52V () w(0)|| e 2. S lle™F“ug|| s
S lluollz2 + le™ 0| o | D uol| 2
+ 1D O Ly luoll y -
S Muollas + 11D~ (e Fug) | 11y
ws (1 + [Jug 1)
as (1 + [Juol|e).

On the other hand, according to Lemma 3.7, we see that

UOHHS

S [luol

S luol

—iF k ,
+ - — U ™ —UWxx
|Pe2e ™ (—ku"P_u, — iP_ug,)]

oo, 0-2
—iF, k
< ||IDY2(e "y )“Lg/SL%”Dﬂlc/QuHLi/sL;%*%S)’l
S Crllullx;
< Tl + Ty

Thus it remains to estimate the integral term in (3.32), that is, the last one.

this purpose, we split it as

/ uF2u, Huy, :PO/ uk_quHux+]5+/ uF2u, Huy,

—00 —00 —00

+]5_/ uF2u, Huy,

—00

=I+11+1I1.

By symmetry, it will be enough to consider the contributions of I and 1.
Contribution of /
Using a commutator operator, we decompose

Di(e"Ful) = D (e " u)I + D, Ile .

Therefore thanks to Lemma 3.3 we obtain

t
| Dz / V(t—1)P. (e ub, /
0 —

T

< )’Di(e_iFU)Po / w2, Huy,

—o0 LpLg

+ HD}/4 [D;,PO/

—00

uk_zuxHux> dT‘

o0 L L7,

xX
uk_zuxHum} e_ZFu‘

Ly/3 k.
SD+E.

For
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The contribution of D is treated as follows.

D < |D3(e™ u)ll s

/ Py(u"2u, Huy,)

—00

LiLge

S UIDzulligerz + 105 N e prre il o) [ Po(wf 202G (1w, w)) 1,

T

S T Nullzge s (1 + oo o) [ Po (" 20, G (u, )

||L}CL;/(1_E)
S T7fullxg (1 + flllie; )| Po(u20,G (u, w))

k
xs) s 10

The low frequencies term is estimated with Lemma 3.9. We get

||P0(uk_28wG(u, w))

||L:16L;/(1*5)
S ||l);3_28—"_66uk_2 ||L;113/(1_25)L1T/36 ||D§S_6EG(U, U) ||L31/25L1T/(1_4E>

+ || Pout 2| 1-3)~1 (-1 1 P00 G (u, u)
Ly Ly,

||L2/28L;1747S>_1

S | R
k—2 1/2, 12
g DY, s
< Nullk;.
Note that in order to bound the norm Ny = ||D;’28+6€U||L;g_3s)—lLlT/gs; we have to

impose k£ > 12. Indeed, for ¢ > 0 small enough, the triplet (1 — 3s + 6¢, (% —
3s)71,1/3¢) is 1-admissible if and only if

if and only if s > 5/12=1/2 —1/12.
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To bound E by Lemma 3.6, we write

xX

v 1/4 s k—2 —iF

E<1|D! [Dx,PO/ w2 | el e
00 @ L
-3
—J 1/4 k—2 —iF
STV E 2 JHDx/ [D;,Qj(u uxHux)]e ¢ uHLiBL,}/(l’E)
j=—o0

-3
ST 279 D AQ; (uF P u, Huy,)

||L§Cs+zlxr—s)—1L1T/(175) HuHL;%_HE)_IL%O

j=—o00
-3 N1/2
5 TI/< Z 22&])
j=—00
- —2(1+¢€)j || Hys+1/4 k—2 2 1/2
x (30 20 DE QP ) P g s ) el
j=—00 ¢ T

S TN D; 2 Py (u 2 0,G (u, w)) | oy o X3

[1/(-e) ||U|
T
ST Poy(u*?0,G u, Wl pya-ollul

< T lulli

X7

Contribution of I/
We split the term /1] into

IN =1L +11,+ 115

with
I, = /_ "B (2P (uyHuy)),
1L = / © Py (P ()P, (usHuy)),
1Ly = / " PP (") Py (usHuy)).

Contribution of I/
The treatment of /1 is similar to the one of I. We write

Di(e”Fully) = Di(e Fu)II, + [D:, I1]e *Fu
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and thus
t T
\Mﬁ“ﬂ/"va—Tﬂan”u/ Py ("2 P (u,Huy)) ) dr|
0 —00 LgoL%
x
s|psem [ P,
—0o0 Tx
X
+ ‘D}/‘l [D;,/ P+(uk’2P,(uxHuz))} e’iFu‘ i/
o a3LL
<D +F.
We first bound D’ as
€T
D S0 iz [ Pt P ()
L1 LiLge
S Murlloeg (1l i) P (672 P00 G (u, )]y 1o
S T ullxg (1 [l ) 1 P (u 2 PL0uGl(u, w)) [ 1709
and using Lemma 3.7, we get
“]3+(uk72P,aIG(u, u)) HLlé(lfs)
S HD}C_Q‘H_GEuk_Q HL;/<1735)L1T/35 HD:%S_&EG(U, u) HL315/25L1T/(1745>
g I | RN 12 P
T x z T
< k
S [lul pex

Next, E' is estimated as follows

E/STV

D4 [D;,/ ]5+(uk_2P_(quum))}e_iFu’

4/3 +1/(1—¢)
o L:c/ LT( €

< 1D P P0Gl )| gy el g
x T x T
STV Py (uh 2 PL0.G(u, )l pya-o llul
< Tl
Contribution of I/,

A decomposition of ©*~2 into low and high frequencies, an integration by parts, and
formulas (3.21-3.22) give

Xr

[[2 = / PJF [P+P§,4uk72P+P2—38xG(ua U)]

— 00

+ / PP P b 2P, 0,G (u, )]

= p+ [P+P§_4Uk_2P+PZ_3G<U, U)] - iP+G(P§_4uk_2, P2_3a;1G(U, U))
+ iPLG(Ps_s0; " u*2, G(u,u)). (3.33)
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We bound the first term by

¢
HD;“/Q/ V(t — 7)Py (e FuP [Py Pe_yuf 2Py Po_3G(u, u)])(T)dT‘

0 Xr

S Hu15+[P+ng4uk_2P+sz3G(u>U)]HLig%rlL(T%f%—srl
S HUHL;k—n(%—%)*lL;k—l)(%—%rl

X ||P+P§_4uk_2P+Pz—3G(U’U)||Lék—1)[k<g+§>—g]—1Lge—l)[k(%—%ﬁ)—%]—l
S ||UHL(j—l)(%—g)—lL(;—l)(%,é—%)*

x HukﬂHLQ’D;%;(g%rlLE%(%f%H|\G(U,u)HLi/zsL<Tl—%r1
S e 2 T
< T Julli. (3.34)

The other terms in (3.33) are teated in the same way via Lemma 3.8.
Contribution of [13

In order to share the derivative on G(u,u) in II3 with Lemma 3.7, we first integrate

by parts

II3 = P, [P_u*"2P,G(u,u)] — P, [/ P_0,u" 2P, G(u, u)]

—0o0

Then we see that the first term can be estimated exactly as (3.34). Finally for the
last term in the previous equality we repeat the proof for the contribution of 77;. [

4 Proof of Theorem 3.1

In this section we briefly recall the standard arguments which yield well-posedness
for (gBO) ; we refer the reader to [MRO04a| for details. We choose & > 12 and
s <s<1/2.

We start by taking a sequence (uy), in H*°(R) such that uf — u in H*(R) and
llug |l ms < ||wo|| s Now let u,, € H*(R) be the solutions of (gBO) with initial data
ug. Then bounds (3.26) and (3.30) imply the a priori estimate

lunllxs S prlllugllas) lug | as + T pr(l|un |l xz) 1tn || xs.-

This allows us to obtain the existence of a 7' > 0 small enough and a solution u € X7,
of (gBO).
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Using the integral equation (3.7) and (3.26)-(3.30) it follows that for all 0 < t; <
o < T,

[[u(ty) — u(tz)]

we S sup flu(t) — u(ty)]]
te(t1,t2]

< ||U _u(tl)”Loo tl t2] Hs)

+H/Vt—7' (w1 (1) dTH

L°° [tl t2] Hé)

This shows that u € C([O,T]; HS(R)).
We now turn to the proof of the uniqueness and the dependance of the solution
upon the data. In this purpose we must establish the estimate

Jur — uallxs S pr(lluoallzs + [Juozllms)[luo,

+ T pr([|ua

xa T+ luzlxs)[Jur — uall xs.

for uq, us two solutions of (gBO) associated to initial data ug 1 and ug 2 respectively.
We process exactly as in Section 3 with the gauge transformation

T

w=w —wy, w;=Pi(ey), F 2/ ul(y, t)dy.

— 00

The main new ingredient to use is the estimate
ettt — e RS 1 fy = Dol

for any real functions fi, f2 as explained in [MRO04a].

5 Appendix

This subsection is devoted to the proof of Theorem 3.2. As in [MR04b, MRY02,
MSTO1], it is a consequence of the following result.

Lemma 3.10. Let s < 1/3. Then there exists a sequence of functions {hn} C H*(R)
such that for all T > 0,

Ihnllms S 1

lim supH/ (t —s)o ()hN)4)ds‘

= +00 (3.35)
N=+00 (0,7

Hs

We show first that Lemma 3.10 implies the result.
Suppose that Theorem 3.2 fails. Since the flow-map ¢ +— u(ip) is of class C* at the
origin, we have the relation

F(u,) :=u(p) = V(t)p + /0 V(t — s)u’(s)0,u(s)ds = 0
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which together with the implicit function theorem yields

v(t,x) = %(t,x, O)[An, ..., hn] = 3!/0 V(t —5)0,((V(s)hn)*)ds.

Hence

sup [[v(®) [l S w1,
[0,7]

witch contradicts (3.35).

Proof of Lemma 3.10. For each integer N, we define the function Ay through its
Fourier transform by

hv(€) = a7 2N (x1(€) + xa(©))

where X1 = X(nNtals X2(§) = x1(=§) and &« = N7? 6 > 0 to be chosen later.
Observe that hy is a real valued function since Efv is even. Moreover, an obvious
calculation yields ||hy]|
We now want to estimate |0]:

Hsgl.

t

(&, t) ~ Ee Pt / e~ PES F (V(s)hy)h)ds
0
4

~ q 2N s et Z /t ¢S (oin(En)sy ) (eip(fo)sm)*(%n)ds
0

n=0
4
= E Up,

n=0

where we defined p(§) = £[¢] and f** = f x ... x f. The function v, is supported in
[AN, 4N +4a] which is disjoined with the supports of v,, n = 0, 1,2, 3. Consequently,

0(&o, t)X[an,an+4a] (§0)
t
~ 02N g e / / —iD(€0)s yiP(E0—61)s yip(E1—E2)s ip(Ea—En)s Lin(€a)s
0 R3
x x1(§o — E)xa (&1 — Eo)xa (&2 — &3)xa(€3)dErdEadEsds

itP(&0,61,¢2, _
N a—QN—4S€Oeip(§o)t / eitP(80:€1,62,83) _ 1
R3 P(£07§17€2753)

x x1(& — &)x1(& — &2)xa (& — &3)xa(§3)dErdEadés
with P(60,&1,&,&) = =230, &(&-1— ). For (§-1—§&) and & in [4N, 4N +4a],

we have

Pleo 1) = N2 and |Coe L) oy 2 1,
P(§0)§1a§27€3)
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which yields
060, 1) IXnan+aa)(€0) 2 aT2NT21&[x7* (&)
By straightforward calculations,

= [Lexp(—i6 0N + 20 - ) (U282 g

and hence (4N + 2a) ~ o3. By a continuity argument, x;*(§) ~ o? for all
€ € [AN,4N + 4a]. This proves that

|?7(§o, t)’X[4N,4N+4a] (50) Z O4N74S+1X[4N,4N+4a} (fo)

and finally

4N+4a

1/2
lollzs 2 aN—4s+1</ (1+ \f’Z)Sdf> > QNI NS QY2 > NdsL=30/2
AN

Since s < 1/3, we can choose 6 > 0 such that —3s+1—360/2 > 0 and it follows that
||| s — +oc. O
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Chapitre 4

Sur les équations de Benjamin-Ono
généralisées dans 1’espace critique

Nous montrons que les équations de Benjamin-Ono généralisées dyu + HO?u +
u*9,u = 0, k > 4 sont localement bien posées dans I’espace invariant par changement
d’échelle H**(R) avec s = 1/2 — 1/k. Nos résultats s’étendent aussi aux espaces
non-homogénes H® (R). Dans le cas k = 3, le caractére bien posé est obtenu dans
H*(R), s > 1/3.
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critique

Well-posedness for the generalized Benjamin-Ono
equations with arbitrary large initial data in the
critical space

Stéphane Vento,
Université Paris-Est,
Laboratoire d’Analyse et de Mathématiques Appliquées,
5 bd. Descartes, Cité Descartes, Champs-Sur-Marne,
77454 Marne-La-Vallée Cedex 2, France

E-mail: stephane.vento@univ-paris-est.fr

Abstract. We prove the local well-posedness of the generalized Benjamin-Ono
equations dyu + HO?u & u*d,u = 0, k > 4, in the scaling invariant spaces H*(R)
where s, = 1/2—1/k. Our results also hold in the non-homogeneous spaces H**(R).
In the case k = 3, local well-posedness is obtained in H*(R), s > 1/3.

Keywords : NLS-like equations, Cauchy problem
AMS Classification : 35Q55, 35B30, 76B03, 76B55

1 Introduction

In this paper we pursue our study of the Cauchy problem for the generalized
Benjamin-Ono equations

{ o + HOPu +ubd,u =0, z,t€R,

u(t=0,2) =uo(zx), z€R, (gBO)

with £ an integer > 3 and with H the Hilbert transform defined via the Fourier
transform by

Hf=F ' (—isgn(€)f(€), feS(R). (4.1)

The Hilbert transform is a real operator, and consequently we look for real-valued
solutions. In view of (4.1), we see that H is nothing but —i on positive frequencies
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1. Introduction

and +i on negative ones. A very close equation to (gBO) is then the derivative
nonlinear Schrodinger equation

O — i0%u £+ u*0u = 0. (4.2)

for which all our results remain true.

A remarkable feature of (gBO) is the following scaling invariance: if u(¢,x) is a
solution of the equation on [~7T,+7T), then for any A > 0, u(t, ) = A/ u(\%t, \v)
also solves (gBO) on [—A72T, +A72T] with initial data u,(0,z) and moreover

[[u(-, 0)]

Hence the H*(R) norm is invariant under the flow u — uy if and only if s = 55, =
1/2 — 1/k and thus we may expect well-posedness in H**(R).

e = NTE2 Jul-, 0)]| e

When k = 1, (gBO) is the ordinary Benjamin-Ono equation derived by Benjamin
[Ben67| and later by Ono |Ono75| as a model for one-dimensional waves in deep
water. The Cauchy problem for the Benjamin-Ono equation has been extensively
studied these last years, see [Sau79, Pon91, 16r86|. In [Tao04], Tao introduced a
gauge transformation (a kind of Cole-Hopf transformation) which ameliorate the
derivative nonlinearity, and get the well-posedness of this equation in H*(R), s > 1.
Recently, combining a gauge transformation together with a Bourgain’s method,
Tonescu and Kenig [TK07| shown that one could go down to L?(R), which seems to be
the critical space for the Benjamin-Ono equation. Note also that Burq and Planchon
[BP08| have obtained well-posedness in H*(R), s > 1/4 by similar methods. It is
worth noticing that all these results have been obtained by compactness methods.
On the other hand, Molinet, Saut and Tzvetkov [MSTO01] proved that, for all s € R,
the flow map ug — u is not of class C* from H*(R) to H*(R). Furthermore, building
suitable families of approximate solutions, Koch and Tzvetkov proved in [KT05| that
the flow map is actually not even uniformly continuous on bounded sets of H*(R),
s > 0. This explains why a Picard iteration scheme fails to solve the Benjamin-Ono
equation in Sobolev spaces.

In the case k = 2 (modified Benjamin-Ono equation), Molinet and Ribaud ob-
tained in [MRO4a| the well-posedness in H*(R), s > 1/2. Recently, Kenig and
Takaoka [KT06] reached the energy space H'/2(R). This has been proved thanks
to a localized gauge transformation combined with a space-time L? estimate of the
solution. It is important to note that this result is far from that given by the scaling
index so = 0. However, it is known to be sharp since the solution map uy — u is
not C* in H*(R) as soon as s < 1/2 (see [MR04b]).

In the case k = 3, the local well-posedness is known in H*(R), s > 1/3 for small
initial data [MRO4b| but only in H*(R), s > 3/4 for large initial data. In [Ven07b|,
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we showed that (gBO) is C*-ill-posed in H*(R), s < 1/3, in the sense that the flow-
map ug +— u fails to be C*. We prove here that well-posedness occurs in H*(R),
s > 1/3, and without smallness assumption on the initial data.

Concerning the case k > 4, global well-posedness in H*(R), s > s, was derived
for small initial data by Molinet and Ribaud in [MR04b|. Later, by means of a gauge
transformation, the same authors [MRO04a| removed the size restriction on the data
and showed well-posedness in H'/2(R), whatever the value of k. By a refinement of
their method, we reached in [Ven07b| the well-posedness in H*(R), s > si, but for
high nonlinearities only (k > 12 in fact). On the other hand, in the particular case
k = 4, Burq and Planchon [BP06| proved the local well-posedness in the critical
space H1/4(R). Inspired by their works, we extend in this paper the well-posedness
to H%(R) for any k > 4, and our method is flexible enough to get the result in
the non-homogeneous space H® (R). Also, a standard fixed point argument allows
us to construct a unique solution in a subspace of H**(R) with a continuous flow-
map ug — u. Recall that Biagioni and Linares [BLO1| proved using solitary waves,
that this map cannot be uniformly continuous in H**(R). In the surcritical case
s < sp, we also know that the solution-map (if it exists) fails to be C**1 in H*(R),
see [MRO4b].

2 Notations and main results

2.1 Notations

For A and B two positive numbers, we write A < B if there exists ¢ > 0 such that
A < ¢B. Similarly define A 2 B, A~ Bif A > ¢B and A < B < A respectively.
When the constant c is large enough, we write A < B. For any f € S'(R), we
use Ff or f to denote its Fourier transform. For 1 < p < oo, LP is the standard
Lebesgue space and its space-time versions L2LJ. and LLLP? (T > 0) are endowed
with the norms

1 lezag = I Nz rall iz and 1 0gze = 170zl oy

The pseudo-differential operator D2 is defined by its Fourier symbol |£]|*. We will
denote by P, and P_ the projection on respectively the positive and the negative
spatial Fourier modes. Thus one has

iH:P+—P,.

Let n € C3°(R), n > 0, supp n C {1/2 < [¢] < 2} with 327 n(277¢) = 1 for § # 0.
We set p(§) = >, s1(277€) and consider, for all j € Z, the operator Q; defined
by

Q;(f) = F(n(277€) ().
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We adopt the following summation convention. Any summation of the form r < 7,
r > j,.. is a sum over the r € Z such that 2" < 27...; thus for instance erj =
Zr:TSQa‘- We define then the operators Q<; = ZTSJ Qr, Q<j = Zr<<j Qr, etc. For

1<p,qg,r <o and s € R, let B;”(LqT) be the homogeneous Besov space equipped
with the norm

) 1/r
By (Lg) (Z[Q”HijHLzL%]T) '

JET

I1f

Finally for s € R and 0 € [0, 1], we define the solution space S*? (where lives our
solution ) and the nonlinear space N**? (where lives the nonlinear term u*9,u) by

30—1 1-30 2

. .5 2 . .s
§ =B Ly, N =BT L),

1-6 346

2.2 Main results

We first state our well-posedness results in the case k > 4.

Theorem 4.1. Let k > 4 and ug € Hsk(R). There exist T = T(up) > 0 and a
unique solution u of (¢gBO) such that uw € Zp with

Zp = C([-T,+T), H*(R)) N X* N LFLs.

Moreover, the flow map ug — u is locally Lipschitz from H** (R) to Zr.

In the non-homogeneous case, one has the following result.

Theorem 4.2. Let k > 4 and up € H*(R), s > si. There exist T =T (ug) > 0 and
a unique solution u of (¢BO) such that w € Zrp with

Zp =C([-T,+T), H*(R)) N X* N LEL.
Moreover, the flow map ug — w is locally Lipschitz from H*(R) to Zr.

Remark 4.1. We only obtain the Lipschitz continuity of the map ug — w in The-
orems 4.1 and 4.2 in H*(R) (resp. H*(R)). As noticed in the introduction, the
solution map given by Theorem 4.1 is not uniformly continuous from Hsk(R) to
C([-T,T), H*(R)). Moreover, when s < sy, the flow map in Theorem 4.2 is no
longer of class Ck*1 in H*(R). It is not clear wether the map given by Theorems 4.1
and 4.2 is C** or not.

Remark 4.2. The spaces X* and X* will be defined in Section 3 and are directly
related with the linear estimates for the linear Benjamin-Ono equation.
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The main tools to prove Theorems 4.1 and 4.2 are the sharp Kato smooth-
ing effect and the maximal in time inequality for the free solution V' (t)ug where
V(t) = €M% Recall that for regular solutions, (gBO) is equivalent to its integral
formulation

u(t) = V(tuy F /0 t V(t — ) (b (t)0pu(t))dt. (4.3)

It is worth noticing that (gBO) provides a perfect balance between the derivative
nonlinear term on one hand, and the available linear estimates on the other hand.
Heuristically, one may use (4.3) to write

1D 2l g + llullxrge < ol o + 1027200 (u" ) 112z

S llwoll g + HD;kaUHLgOL?THuH]sz%O

and perform a fixed point procedure. Unfortunately, such an argument fails for
several reasons:

e First, it is not clear wether the second inequality holds true or not. Indeed,
we used the fractional Leibniz rule (see the Appendix in [KPV93b], [MR04al)
at the end points LP, p = 1, 00. However, this inequality becomes true if one
works in the associated Besov spaces B§§+1/2’2(L2T) N BY*(Ly) and provides
sharp well-posedness for small initial data, see [MRO04b].

o The term [|V/(t)uo|xrse Will be small only if [|ug|| s, is small as well, even for
small 7. Nevertheless, as noticed in [BP06], if we consider instead the differ-
ence V (t)ug — up, then its L*L®-norm is small provided we restrict ourselves
to a small interval [—7,T] (see Lemma 4.5).

e We also need to get a better share of the derivative in the nonlinear term. By
a standard paraproduct decomposition, we see that the worst contribution in
O,uF 1 is given by 7(u,u) where

m(f.9) = ) 0:Qi((Q<if)*Qni9).
J
The main idea is then to inject this term (or more precisely m(ug,u)) in the
linear part of the equation to get the variable-coefficient Schrodinger equation
Opu + HO?u + m(ug, u) = f (4.4)

where f will be a well-behaved term. Linear estimates for equation (4.4) are
obtained by the localized gauge transform

w; = e2 = Q<" PLQu, jeZ.
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Now we turn to the case k = 3. By similar considerations, we obtain the following
result.

Theorem 4.3. Let k = 3 and vy € H*(R), s > 1/3. There exist T = T(ug) > 0
and a unique solution w of (¢BO) such that w € Zg with

Zr = C([~T,+T), H*(R)) N X* N L2Ly.
Moreover, the flow map ug — w is locally Lipschitz from H*(R) to Zr.

This paper is organized as follows. In Section 3, we recall some sharp estimates
related with the linear operator V' (¢), and we derive linear estimates for equation
(4.4). Section 4 is devoted to the case k > 4. Finally, we prove Theorem 4.3 in
Section 5.

3 Linear estimates

3.1 Estimates for the linear BO equation

This section deals with the well-known linear estimates for the Benjamin-Ono equa-
tion. Note that all results stated here hold as well for the Schrédinger operator
S(t) = ez,

The following lemma summarizes the main estimates related to the group V' (t).
See for instance [KPV91a, KPV91b| for their proof.

Lemma 4.1. Let p € S(R), then

V) ellerz S el (4.5)
1DV ()l peerz S llellee, (4.6)
1D,V () ellrare S llelre. (4.7)
Moreover, if T'< 1 and j > 0,
1Q<0V (t)oll2ree S Q<002 (4.8)
2792)Q;V (t)pllrzry S 11Qi0l e (4.9)

Definition 4.1. A triplet (o, p, q) € Rx[2, 00]? is said to be 1-admissible if (o, p, q) =
(1/2,00,2) or

2
4<p<oo, 2<q<o0, —-+-<-, a=-4+-——. (4.10)
p

Q| =
N | —
=
K
[\

By Sobolev embedding and interpolation between estimates (4.6) and (4.7) we
obtain the following result.

81



Chapitre 4. Equations de Benjamin-Ono généralisées dans 1’espace
critique

Proposition 4.1 (|[MR04al). If (o, p,q) is 1-admissible, then for all ¢ in S(R),
1DV )ellzrg < llellze- (4.11)
Now we define our resolution spaces.

Definition 4.2. Let k > 4 and s € R be fized. For 0 < e < 1, we define the spaces
X = 8% N8> endowed with the norm

lullxs = Nullgos + llullgsn-

At this stage it is important to remark that X* does not contain any L% compo-
nent. As a consequence, for each u € X* and n > 0 fixed, we can choose T' = T'(u)
such that ||ul|x. <.

In the case k = 3, we shall require the following result which is not covered by
Proposition 4.1.

Lemma 4.2 ([MR04a]). Let 0 <T <1 and s > 1/3. Then it holds that
IV@)ellesre S llellas, Ve € SR). (4.12)

We next state the L? L7 and L7.LP estimates for the linear operator f — fot V(t—
t) f(t)at'.

Lemma 4.3 ([MR04a]). Let a € R, and 2 < p,q < oo such that for all p € S(R),
"ng(t)90|’L£L% S llellee.

Then for all f € S(R?),

t
<
0 s S sz (413)

HD}E”/ V(t—t)f(t)dt

t
HD;*“/Q/ V(t—t)f(t")dl
0

gy Sl (414

=T

Similarly, if

HD:?V(t)(PHLquT S llellars
for any ¢ € S(R), then
t
[z [vie-eyseir) S KDY Flissg. (115)
0 zbop

We shall also need the following Besov version of Lemma 4.3.
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Lemma 4.4. Let k > 4. For all f € S(R)?,

H /Ot Vit — ) F(t)dt

S I/

LkLS®

Nsk,l .

Proof. Note that the triplets (1/2,00,2) and (—sy, k, 00) are both 1-admissible. In
particular we deduce

H /_ j DY2V(—#)h(#)dt’

L2 Slhllace, Vhe S(R?),

which is the dual estimate of (4.11) for (v, p,q) = (1/2,00,2). Since L? = By*, we
infer

H /_i DYV (—t')h(t)dt’

The usual 7T argument provides

12 S} HhHB'?’Q(L%)’ Vh € S(]R2).

< .
LELge ~ ||f||31—1/’“2(L2T)‘

H /i V(t—t)f(tHdt

We can conclude with the Christ-Kiselev lemma for reversed norms (Theorem B in
[BP06]). O

3.2 Linear estimates for equation (4.4)

Here and hereafter we only consider the case k > 4. The special case k = 3 will be
discussed in Section 5.
Next lemma will be crucial in the proof of our main results.

Lemma 4.5. Let k > 4 and ug € H%. For any n > 0, there exists T = T(ug) such
that

1V (t)uo — UOHL';L%O <.

Proof. Let N > 0 to be chosen later. By Sobolev embedding theorem together with
(4.11), we get

1/2

[V (t)uo — uollzrrse S Z 1Q;(V (t)uo — uo)|| zxrse + Z 1Q;uol

lil<N lj|>N

2‘
H*k

Note that v = V(t)ug — ug solves the equation

O + HO?v = —HI uyg
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with zero initial data. Thus V(¢ fo t"YHO?uodt' and

Z 1Q;(V(t)uo — uo)||zxree S Z 2% /0 V(tQ,

ljI<N ljI<N
ST Z 29|V () Qjuoll i e

l7l<N
S T2 g

LELS?

Hsk .
It suffices now to choose sufficiently large N and then 7" small enough. O

Let us now turn back to the nonlinear (gBO) equation. We note that the sign
of the nonlinearity is irrelevant in the study of the local problem, and we choose
for convenience the plus sign. Using standard paraproduct rearrangements, we can
rewrite the nonlinear term in (gBO) as follows:

anj(uk-H) = 8$Qj( hm <Q<ru)k+1)

= 0,05 ( (@) = (@)™ )

(>
:8:5QJ<ZQT (Q<ru) )
= 0,0;( Y Qu@en)) + 005 ( X (Quw? @z )

rej rzj

= 0:Q;((Qeju) " Quju) — 9.

We set
= Z 9:Q;((Q; ) Q~59),

so that (gBO) reads
O+ HO*u + m(u,u) = g(t, ),

9= Zgj'
j

with

Setting now
f = ﬂ'(anu) - 7T(U, u) +9,
we see that (gBO) is equivalent to

{ Ou+ HOu + m(ug, u) = f(t, ), (4.16)

u(0,x) = ug(x).
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We intend to solve (gBO) by a fixed point procedure on the Duhamel formulation
of (4.16):

ult) = Utyuo — / Ul — )£t
where U(t)y is solution to 0
O+ HPu + m(ug,u) =0, u(0) = .
It is worth noticing that U(t) depends on the data wuy.
Setting u; = Q,u and f; = Q;f, we get from (4.16) that
Ovuj + HO2uj + Oy ((uo <) u )
= 0:[Qj, (ur,<j)" — (w0.) Ty — 0ul @, (uriy) Ty + f - (417)

where uy, = V(t)uo is the solution of the free (BO) equation. We will denote by R;
the right-hand side of (4.17). Now take the positive frequencies and set v; = P,u;,
this leads to

i0pv; + 02v; + 10, ((uo.«j)"v;) = iPL R;.

With bej = 3(up.«;)*, we obtain

z’@tvj -+ (&E + ’ib<<j)2Uj = gj (418)
with
gj = —i@zb<<j.vj — bijvj + ZP+R] (419)

Lemma 4.6. Let v; be a solution to (4.18) with initial data vo; € H® 0 H®. Then
there exists C = C(ug) such that

villxs < Cllvollgs + Cllgsllgrsa-

Proof. We define w; by

RN Ly PO
wj=e v;.

Then we easily check that w; solves
i@twj + inj = eifx b<<jgj.

From the well-known linear estimates on the Schrodinger equation (Lemmas 4.1-4.3)
we infer
10zw; |l 2. S e <ovgll e + Ngsllara.

. ;[T .
Since 0w, = €' < (9,v; + bejv;), we have

10205l oo 2. S 110wyl Lo 2. + [1b<jvjll Lo L2,

S N10ew; |l oo 12, + 277 bl 220 10205 || Lo 2.
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On the other hand, we can make 277||(ug «;)*||L= as small as desired by choosing
the implicit constant J = J(uo) in ug«; large enough:

27 (uo,<j-0) Iz S 27727 fJuoll7e S c(uo)2™ < 1.

~Y

It follows that '
100051012, S e’V P <rv0ll e + 195l 3z
We now use the fractional Leibniz rule (Theorem A.12 in [KPV93b]) and Bernstein
inequality to estimate the first term in the right-hand side,
le' 7" P < 4]l ase S M€t <o | e llvo sl gz + 1 D226 20| e ool g -

S ol + 1wl g ol 3 -

S @+ Tuollzo)llvoll 12
and thus

10205l 5023, S voll e + Nlg5llrzs.-

Since vj, g; as well as vy ; are frequency localized, we get

[0ll grrrroz g2y S Nvogllze + 95l 1722 12y (4.20)
We also need L2L5°-norm estimates. Our equation can be rewritten as
z'é?tvj + ai’Uj = gj + hj
with
hj = 62<<jvj — i@x(b«jvj) — ib<<j(9xvj.
Thus we get from Lemmas 4.1-4.3 that
HUJ'“[;Z—U‘*’Q(L?) 5 ||UO,j| s T ng”l?‘f_l/Q’Q(L?T) + ||hj| 3;—1/2’2(L2T)'
We bound the h; contribution with (4.20):
1203l 172203y S 220 NIl g
S @72 lbgillze)llvjll gorrrze gz
S N8Iz (lvo il s + 1951l ge-17222).
and
102 (bajvs) + beiOavillsprina gy S 2 bsllia osllaers
< I8l (ool + g5l gm0,
Therefore,
[0l gm0 g0y S Mvosllizs + 1195l o122 12 (4.21)
and the claim follows by interpolation between (4.21) and (4.20). O
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3. Linear estimates

We are now ready to prove the main linear estimate on equation (4.16).

Proposition 4.2. Let u be a solution of (4.16) with initial data vy € H* N H**,
s € R. Then there exist T = T (up) > 0 and C' = C(ug) such that on [-T,+T],

[ull xs < Clluoll s + CllLFll s
Proof. Using that |Pyu;| = |P-u,| (since u is real) and Lemma 4.6, we infer by
(4.17)
il 5o S Mol e S NQsuollxes + 11 f5llxrs + 110 (0,<5) 05l st + [l (wo,<5) 05 [ 5o

= 1Qjuollx« + I fill jen + A+ B+ C+D.
We bound A by
A< 2““/2)’|3w(“07<<j)’“ijL;L2T < TjHax(uo,<<j)kHL12j(SH/2)ijHLgopT
S 27110 (uo,<5) N1z |vjl %

As previously, 2770, (uo.«;)¥||z1 can be made as small as needed by choosing the
implicit constant J = J(up) in ug«; large enough:

27910z (uo,<j—) "l S 2772 o) S e(ug)2™” < 1.
One proceeds similarly for B:
B <207 (ug,5)* 05l 1 12
< 27| (o)l oo o5 272 |0 | e 2

< vy

X

Now we estimate C. By commutator lemma (Lemma 2.4 in [BP06]), we get
C < 267Y2)0,]Q5, (up,«j)" — (wo,<s) il 1 22

S Y (g ) — (uo,) I Lreze sl oo 2

S lluz = woll e (lurll7e" + ol )l

< g

Xs

thanks to Lemma 4.5. Finally we deal with term D. By similar considerations, we
get
D <207 Y20,1Q;, (ur, <) unsll iz

(s=1/2)9—j )k |
< 2is 277|0x(ur,«;) HL;;%E ;H&EUJHLEL%EE

S 2729 |0 (ur ) N a2 Nl e
LIFLE

e k—
SR R XSl PR [ 1 9

S IDF!

uLill, g-p-r 21wl
© T
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Since the triplet (2 — s, (1 — £)7%, 2) is 1-admissible, for any 1 > 0, we can choose
T > 0 small enough such that

HDz&MULHLi%—%)_ng <7

Gathering all these estimates we infer

3o S 11Qjuol

5] xo + L5l
Summing this inequality over j finishes the proof of Proposition 4.2. O

We also need L¥L3°-norm estimates.

Proposition 4.3. Let u be a solution of (4.16) with initial data ug € H*. Then
there exist T > 0 and C = C(ug) such that

lullzezge < Clluoll go + Cl Nl aronr-
Moreover, if ug € H* N H**, s € R, then
[l oo 2y < Clluollizs + Cllf M xre- (4.22)

Proof. We can rewrite our equation as

u=u,— /OtV(t—t')(f—W(uo,u))dt’.

By virtue of Lemma 4.4 and Lemma 4.3, we deduce

lullsrge S Nuoll g + 1 F Wl psn + Nl (o, @) s

and also
lell e g  etolle + 1l + (o, @)
Next we get
< j(s+1/2) k 2\ /2
(a0, w)les S (D2 (22 w0, ilng22])
J
" 2\ 1/2
S uollfese (D2 270 funslize 3]
J
< Nl ey lull -
S Cuo)(lluoll grs + [1f 1 xren)
by Proposition 4.2. O
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4 Well-posedness for £ > 4

4.1 Nonlinear estimates

Now we estimate the right-hand side of (4.16) in A"*'-norm.
Proposition 4.4. For any v € X* N LELS, we have

I (o, w) — 7 (u, ) e S Nlto = wllxrge (luoll e + ull iy oo ) el x

s

and

191572 S

Remark 4.3. Thanks to the first estimate, we wzll be able to get the required con-
traction factor by taking advantage of the difference ug — u combined with Lemma
4.5. Concerning the second estimate, we will exploit the square on a norm which
does not contain any LF component (the Xs—norm).

Proof. Set u; = Qju, ug; = Q«;u, etc. Then:

. 9\ 1/2
(o, w) = () s S (D2 (20720 ((w0)* = (1) sl 1322°)
J
j(s+1/2) k k 2\ 1/2
S (D0 2 (o) = (wei) M sz lumsll o))
J

< ||U0 - UHL’CL"O(HUOHMLOO + HUHL’VLOO)

Recalling that g =}, g; with
gj = —iOpbejv; — b2jv; +iPyR;,

we bound the second term by

1/2
||g||Ns,1s(Z 2”5“/2)le e (15) 23]

. o\ 1/2
(Z sz JREL P Y R o oM by
~ ||u| LkLoo sup 236T/4||u~r||L %7%>71L%
T T
: 1/2
(j—r)(s+1/2) r(s+1/2—3¢/4) 2
(e )2 Jusell, 1, 4207°)
J r2j
(s+1/2) j(s+1/2—3¢/4 2\1/2
< ||u||LkLoo||u| SS€<22] / )(Z [2]( +1/ e/ )HUNJ'HL%L%EE} )
J<0 J
S lull ez llull %
where we used discrete Young inequality. O
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4.2 Existence in H*(R)
Consider the map F' defined as

t
F(u) =U(t)ug — / Ut — t')f(t')dt’,
0
where
f = W(UO,U) - W(U, U) + g.
We shall contract F' in the intersection of two balls:
Bu(ug,T) = {ue X*NLFLP : |ju — UO”LI;L%O < 4},

and .
By(uo, T) = {u € X% N LELF : ullgor < 6.

endowed with the norm

[l = llull o + lull e zgs-

Gathering Propositions 4.2, 4.3 and 4.4 (with s = s;) we find that there exists
C' = C(ug) > 1 such that

£ (w)]

xS CU(uol

soe + O Jlu = uollfy o) el %,

+ Cllw = woll g (1 + llu = woll g ) lull 5o

and in the same way

17 (w) = wollxrze < U (E)uo — wollperge + C(1+ [lu = uollfy o) ull

Xk
+ Cllu = uoll e (1 + llu = ol pec) 1l -
We can choose T' = T'(up) small enough so that the quantities ||U(t)uol xs, and
|U(t)uo — uol| s 1o are smaller than e = —agz- Thus if u € By N By , then
| F(u)]] 5o < 4Ce + 4CH?
and
|1 F(u) — uol|prrse < 4Ce + 406

Now we take § = g so that F'(u) belongs to By N Bg. Similarly, for any u; and us

in By N Bg, one has
[1F(u1) = F(u2)lly, < I1f(w) = f(u2)l groin
S luo = wall gz (14 lJuallfy o) llun — wall

+ [luz|

XSk(\IulllLkLoo + [zl o)l — uallr g

+ [Ju |

Xék(||u1| LkLoo + ||u2| LkLOO)Hul - UQHL’;L%’

o (lallese + Nzl o)l — wall o (4.23)
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Therefore,
[1F (u1) = F(u2)lly, < (€ +0)[[ur — ually,
and for ¢, small enough, F' : By; N Bg — Bj; N Bg is contractive. There exists a

solution u in Bjy; N Bg. .
The next step is to show that u € C([-T, +T1], H**(R)). Using (4.22) and Propo-

sition 4.4, we obtain first that u € L H*. Now for any t1,ts € [0,T] with ¢; < ¢,
writing u(t) as

u(t) = V(t —t))u(t) — /t V(t —t)ou T (t)at,

t1
we get
u(t) —ult)ll e S sup [Jult) — ulty)ll go
tE[tl,tQ]
S osup lu(ty) — V(= t)u(ty)]] g
t€[t1,t2]
t
+ ’ / V(t —t)ouur () at’ .
t1 Loo(t,b2;H k)
—0
as tl — tQ.

4.3 Uniqueness in Zr

Considgr Up,1,Up2 € H*® two initial data, and u,us belonging to our resolution
space Zp (see Theorem 4.1) satisfying

U1<t) = U1<t)U071 - /O Ul(t - t')fl(ul)(t’)dt',

walt) = Uattuos = [ ot = ) ol )
where Uj(t)p is solution to
O+ HOPu + m(ugj,u) =0, u(0) =
and f; is defined by
fi(u) = m(ug;,u) — w(u, u) + g(u).

We intend to show that there exists a nondecreasing polynomial function P > 1
such that

lur = wall 2, S Pllwnllz, + luall z,) [[luox — ozl e
+ (lunll o + luzllxo)llun = u2llz, ] (4.24)
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where the implicit constant in the inequality may depend on ug 1, up2. Obviously,
the uniqueness of the solution to (gBO) and the fact that the flow map is locally
Lipschitz from H*(R) to Zy follow directly from (4.24).

One has

|U(B)uos — Ua(t)uozll 2, S INUL(E) (w01 — wo2)|lz, + [[(Ur(t) — Ua(t))uozllz,.-
k- To treat the

The first term in the right-hand side is bounded by |[Jug1 — 2|
second one, we note that (Uy(t) — Ua(t))ug 2 is solution to

8,5’& + H@iu + 7T(U071, U) = 7T(U071, UQ(t)ong) — ’/T(UQQ, U2(t)u072)

with zero initial data. Hence by Propositions 4.2 and 4.3,

[(U1(t) = Ua(t))uoall z, S llm(uor, Uz(t)uo) — m(uoa, Ua(t)uo2) || jrowt
S lluon — vozll g -
We also need to bound
| [ wite=)w) =ttt = rpaayar |,
< H /0 Ut = 1)) = frlu))dt]|, (4.25)
| [ vt =) - s, (4.26)
v /0 Uilt = 1) = Ualt = ) faw)it |, (4.27)

(4.25) is bounded by

(4.25) < [[f1(ur) = fr(uz)l] jpsrn
and we can use (4.23) to get the desired estimate. Term (4.26) is bounded by

(4.26) < ||m(uo,1, u2) — m(ug,2, u2)|
S lug|

/\'/'sk,l

on llwon — wo 2| o -
Finally, note that [ (Ui (t —t') — Us(t — t')) fa(us)dt’ is solution to

o + HO*u + (w1, u) = m(ug2,¥) — m(uo 1, ),
with zero initial data, and where ) = fot Us(t — t') fo(ug)dt’. Tt follows that

(4.27) < |lw(uoz2, ¥) — m(uo, )]

Nsk,l
Sl s w0 — wozll g
< (luall o + N2l uos — woll g

Gathering all these estimates we obtain (4.24).
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4.4 Existence and uniqueness in H*(R), s > s

Define the spaces X* = X9 X* and N*¢ = N 0 N5,
We closely follow the proof of Theorem 4.1. We show that F'is a contraction in
the intersection of

Bu(uo, T) = {u € X* N LELF : [Ju — ug|| e < 6}

and
Bs(uo, T) = {u € X* N LELS : ||ul

endowed with the norm

[ullve = llullxs + llullerg

Using Propositions 4.2, 4.3 and 4.4 (applied with s > s; and s = 0) and the
embedding N! — N1 for s > s;, we find

1P (w)llx= < ClU@uollxs + O+ llu = ol ) ullxs

+ Cllu — ol prpge (1 + |lu — UOHLkLOO)
and

17 (w) = woll sz < U (E)uo — wollzerge + C(1+ llu — wollyy o) s

+ Cllu = uollx e (1 + llu = woll 7 o)l e

In the same way, one may show that
[1E(u1) = Fu)llye S 11f(u1) = fuz)l|aen
S lluo — wall gz (1 + uallfy ) 1w

+ [luel

XS( u1||LkLoo + ||u2||LkLoo)||u]_ - UZHLI;LOTO

+ [ (el o + 2l 7o) llun — uallzszgs

+ [luz] LkLoo(||U1| xo 7+ [zl xe) fur
This proves the existence in H*(R). The end of the proof is identical to that of

Theorem 4.1.

5 Well-posedness for £ = 3

Let k=3 and s > 1/3 be fixed.
The scheme of the proof is the same as for the case £ > 4 with minor modifica-
tions. First, in view of Lemma 4.2, it is clear that Lemma 4.5 holds for £ = 3 with
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: . 3e 2
ug € H® replaced by ug € H®. Next we see that the B(‘ii)fl(l}fp) -norm which
kE 4

appears in Proposition 4.4 when estimating the nonlinear term g is not bounded by
the S!-norm for & = 3. So we modify slightly the space X* by setting

X =X"NX*NBy*(L:).
On one hand, it is clear from Sobolev inequalities that

‘*]m\w

Hlgeady ~

On the other hand, the B5*(L ) norm is acceptable since by (4.12),
1/2
VO, (Zzﬂ 13V (O3 )

1/2
S (X1l ) S el
J

for ¢ < 1. From this, it is straightforward to check that the subcritical non-
homogeneous versions of Propositions 4.2, 4.3 and 4.4 are valid whenever k& = 3.
This essentially proves Theorem 4.3.
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Troisiéme partie

Etude locale des équations de type
KdV dissipatives
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Chapitre 5

Caracteéres bien posé et mal posé des
équations de Benjamin-Ono
dissipatives

Nous étudions le probléme de Cauchy pour les équations de Benjamin-Ono dis-
sipatives u; + Hug, + |D|*u + uu, = 0 avec 0 < o < 2. Lorsque 0 < a < 1, nous
prouvons le caractére mal posé dans H*(R), s € R, dans le sens ou le flot solution
ug — u (s'il existe) n’est pas C? a lorigine. Pour 1 < a < 2, nous montrons le
caractére globallement bien posé dans H*(R), s > —a/4. 1l s’avére que cet indice
est optimal.
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Well-posedness and ill-posedness results for
dissipative Benjamin-Ono equations

Stéphane Vento,
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Abstract. We study the Cauchy problem for the dissipative Benjamin-Ono equa-
tions u; + Hug, + |D|*u + uu, = 0 with 0 < o < 2. When 0 < o < 1, we show the
ill-posedness in H*(R), s € R, in the sense that the flow map uy — u (if it exists)
fails to be C? at the origin. For 1 < o < 2, we prove the global well-posedness in
H*(R), s > —a/4. Tt turns out that this index is optimal.

Keywords : dissipative dispersive equations, well-posedness, ill-posedness

AMS Classification : 35Q55, 35A05, 35M10

1 Introduction, main results and notations

1.1 Introduction

In this work we consider the Cauchy problem for the following dissipative Benjamin-
Ono equations

{ up + Huge + |D|%u +uu, =0, t>0,2€R,

w(0,) = uy € H¥(R), (dBO)

with 0 < o <2, and where H is the Hilbert transform defined by

HI@) = —pv (55 0) (@) = F7H (= san(©)/(©) @),
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and |D| is the Fourier multiplier with symbol |£]|°.

When o = 0, (dBO) is the ordinary Benjamin-Ono equation derived by Benjamin
[Ben67] and later by Ono [Ono75| as a model for one-dimensional waves in deep
water. The Cauchy problem for the Benjamin-Ono equation has been extensively
studied these last years. It has been proved in [Sau79| that (BO) is globally well-
posed in H*(R) for s > 3, and then for s > 3/2 in [Pon91]| and [I6r86]. In [Tao04],
Tao get the well-posedness of this equation for s > 1 by using a gauge transformation
(which is a modified version of the Cole-Hopf transformation). Recently, combining a
gauge transformation together with a Bourgain’s method, Ionescu and Kenig [IK07]
finally shown that one could go down to L*(R), and this seems to be, in some
sense, optimal. It is worth noticing that all these results have been obtained by
compactness methods. On the other hand, Molinet, Saut and Tzvetkov |[MSTO1]
proved that for all s € R, the flow map ug — u is not of class C* from H*(R)
to H*(R). Furthermore, building suitable families of approximate solutions, Koch
and Tzvetkov proved in [KTO05] that the flow map is actually not even uniformly
continuous on bounded sets of H*(R), s > 0. As an important consequence of
this, since a Picard iteration scheme would imply smooth dependance upon the
initial data, we see that such a scheme cannot be used to get solutions in any space
continuously embedded in C([0,T]; H*(R)).

When a = 2, (dBO) is the so-called Benjamin-Ono-Burgers equation
ur + (H — Vg + uu, = 0. (BOB)

Edwin and Robert [ER86] have derived (BOB) by means of formal asymptotic ex-
pansions in order to describe wave motions by intense magnetic flux tube in the
solar atmosphere. The dissipative effects in that context are due to heat conduc-
tion. (BOB) has been studied in many papers, see [Dix91, FL00, Zha00]. Working in
Bourgain’s spaces containing both dispersive and dissipative effects’, Otani showed
in [Ota05] that (BOB) is globally well-posed in H*(R), s > —1/2. In this paper, we
prove that this index is in fact critical since the flow map wuy + u is not of class C3
from H*(R) to H*(R), s < —1/2. Intriguingly, this index coincides with the critical
Sobolev space for the Burgers equation

Up — Ugy + U, = 0,

see |Dix96, Bek96|. This result is in a marked contrast with what occurs for the
KdV-Burgers equation which is well-posed above H(R), see [MRO02].

Now consider the general case 0 < a < 2. By running the approach of [MR02]
combined with the smoothing relation obtained in [Ota05|, we can only get that the

!Such spaces were first introduced by Molinet and Ribaud in [MRO02] for the KdV-Burgers
equation.
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problem (dBO) is well-posed in H*(R) for 3/2 < a < 2 and s > 1/2 — /2. This
was done by Otani in [Ota06]. Here we improve this result by showing that (dBO)
is globally well-posed in H*(R), for 1 < o < 2 and s > —«/4. It is worth comparing
(dBO) with the pure dissipative equation

u + | D|"u + vu, = 0. (5.1)

In the Appendix, we show that (5.1) with 1 < a < 2 is well-posed in H*(R) as soon
as s > 3/2—a. The techniques we use are very common in the context of semilinear
parabolic problems and can be easily adapted to (dBO). In particular when o = 2,
this provides an alternative (and simpler) proof of our main result. When a < 2,
clearly we see that the dispersive part in (dBO) plays a key role in the low regularity
of the solution.

We are going to perform a fixed point argument on the integral formulation of
(dBO) in the weighted Sobolev space

lull o.e = [1Gi(T = €[E]) + 1€1%)*(€)° Fulr, )| 2e)- (5.2)

This will be achieved by deriving a bilinear estimate in these spaces. By Plancherel’s
theorem and duality, it reduces to estimating a weighted convolution of L? functions.
In some regions where the dispersive effect is too weak to recover the lost derivative
in the nonlinear term at low regularity (s > —a/4), in particular when considering
the high-high interactions, we are led to use a dyadic approach. In [Tao01], Tao
systematically studied some nonlinear dispersive equations like KdV, Schrodinger
or wave equation by using such a dyadic decomposition and orthogonality. Following
the spirit of Tao’s works, we shall prove some estimates on dyadic blocks, which may
be of independent interest. Indeed, we believe that they could certainly be used for
other equations based on a Benjamin-Ono-type dispersion.

Next, we show that our well-posedness results turn out to be sharp. Adapting
the arguments used in [MSTO01]| to prove the ill-posedness of (BO), we find that the
solution map ug — w (if it exists) cannot be C* at the origin from H*(R) to H*(R)
as soon as s < —a/4. See also [Bou97, MR02, MRO04b, Ven07b] for situations
where this method applies. Note that we need to prove the discontinuity of the
third iterative term to obtain the condition s < —«/4, whereas the second iterate
is usually sufficient to get an optimal result. On the other hand, we prove using
similar arguments, that in the case 0 < o < 1, the solution map fails to be C? in any
H*(R), s € R. This is mainly due to the fact that the operator |D|* is too weak to
counterbalance the lost derivative which appears in the nonlinear term 0,u?.

1.2 Main results

Let us now formally state our results.
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Theorem 5.1. Let 1 < a < 2 and up € H*(R) with s > —a/4. Then for any
T > 0, there exists a unique solution u of (dBO) in

Zr = C(0.T): H*(R) N X,/
Moreover, the map uy — w is smooth from H*(R) to Zr and u belongs to C((0,T], H*(R)).

Remark 5.1. The spaces Xst are restricted versions of X%° defined by the norm
(5.2). See Section 1.3 for a precise definition.

Remark 5.2. In [Ota06], Otani studied a larger family of dispersive-dissipative
equations taking the form

uy — | D" u, + |D]*u + uu, = 0 (5.3)

with a > 0 and o > 0. He showed that (5.3) is globally well-posed in H*(R) provided
a+a<3, a>B-a)/2ands>—(a+a—1)/2. Ifa=0, it is clear that we get
a better result, at least when o < 2. It will be an interesting challenge to adapt our
method of proofs to (5.3) in the case a > 0.

Remark 5.3. Another interesting problem should be to consider the periodic dissi-
pative BO equations

{ut+Hum—|—|D|u—|—uu$:0, t>0,2eT, (5.4)

u(0,-) = uy € H*(T),

Recall that in [Mol06], Molinet proved the global well-posedness of the periodic BO
equation in L*(T). To our knowledge, equation (5.4) in the case o > 0 has never
been investigated.

Theorem 5.1 is sharp in the following sense.

Theorem 5.2. Let 1 < a <2 and s < —a/4. There does not exist T > 0 such that
the Cauchy problem (dBO) admits a unique local solution defined on the interval

[0, T] and such that the flow map uy — u is of class C* in a neighborhood of the
origin from H*(R) to H*(R).

In the case 0 < a < 1, we have the following ill-posedness result.

Theorem 5.3. Let 0 < o <1 and s € R. There does not exist T > 0 such that the
Cauchy problem (dBO) admits a unique local solution defined on the interval [0, T

and such that the flow map uy — u is of class C* in a neighborhood of the origin
from H*(R) to H°(R).
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Remark 5.4. At the end-point o = 1, our proof of Theorem 5.3 fails. Howewver,
Theorem 5.2 provides the ill-posedness in H*(R), for s < —1/4. So, it is still not
clear of what happens to (dBO) when oo =1 and s > —1/4.

The structure of our paper is as follows. We introduce a few notation in the rest
of this section. In Section 2, we recall some estimates related to the linear (dBO)
equations. Next, we prove the crucial bilinear estimate in Section 3, which leads
to the proof of Theorem 5.1 in Section 4. Section 5 is devoted to the ill-posedness
results (Theorems 5.2 and 5.3). Finally, we briefly study the dissipative equation
(5.1) in the Appendix.

1.3 Notations

When writing A < B (for A and B nonnegative), we mean that there exists C' > 0
independent of A and B such that A < C'B. Similarly define A > B and A ~ B. If
A C R, |A| denotes its Lebesgue measure and 4 its characteristic function. For

f € 8'(RY), we define its Fourier transform JF(f) (or A) by

Fi©) = [ pae

The Lebesgue spaces are endowed with the norm

1/p
o, = ([ 15@pae) ™, 1<p<oo
RN

with the usual modification for p = co. We also consider the space-time Lebesgue
spaces L2 L] defined by

1 hszag = |17z

LE(R)

For b,s € R, we define the Sobolev spaces H*(R) and their space-time versions
H"*(R?) by the norms

I = ([ ©*1F0rac) ™

2

s = ([ (> (e )Paras)

with (-) = (1 4+ |- [*)2. Let V(-) be the free linear group associated to the linear
Benjamin-Ono equation, i.e.

vt € R, Fo(V()p)(§) = exp(itélé))p(s), ¢ €S
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2. Linear estimates

We will mainly work in the X2 space defined in (5.2), and in its restricted version
Xb’fT, T > 0, equipped with the norm

o

lullos = inf {le]l oo, w(t) = u(t) on [0,7]}.

o

Note that since F(V (—t)u)(, &) = a(r +&|¢[, ), we can re-express the norm of X2*
as

lullze = |67 + €1 A + €€ O o e
= [Gir + ) FV (=0)w) (7, )| o as

V=)l s+l 3z
Finally, we denote by S, the semigroup associated with the free evolution of (dBO),

Vt >0, Fu(Sa(t)p)(§) = explité|¢] — [£]*)P(E), ¢ €S,

and we extend S, to a linear operator defined on the whole real axis by setting

Vt € R, Fau(Sa(t)p)(§) = explité|¢] — [§|*[t]]2(E), » € S" (5.5)

2 Linear estimates

In this section, we collect together several linear estimates on the operators S,
introduced in (5.5) and L, defined by

Lo £ e, (000) [ St =500

Recall that (dBO) is equivalent to its integral formulation

u(t) = So(t)up — %/0 So(t — )0, (u*(t))dt . (5.6)

It will be convenient to replace the local-in-time integral equation (5.6) with a global-
in-time truncated integral equation. Let ¢ be a cutoff function such that

Y e CP(R), suppy C [—2,2], ¥ =1on[-1,1],

and define ¢ (-) = ¢(-/T) for all T' > 0. We can replace (5.6) on the time interval
[0,T], T <1 by the equation

) = vl [sut0u - 20 [, - o], )

Proofs of the results stated here can be obtained by a slight modification of the
linear estimates derived in [MR02].
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Chapitre 5. Equations de Benjamin-Ono dissipatives

Lemma 5.1. For all s € R and all ¢ € H*(R),

[9()Sa(t)ell y1r20 S (5.8)
Lemma 5.2. Let s € R. For all0 <8 < 1/2 and all v € Xa/**,
t
[, @00) [ Sute = O0ute)at]| . S ol ormes (5.9
0

To globalize our solution, we will need the next lemma.

Lemma 5.3. Let s € R and 6 > 0. Then for any f € X_1/2+5s

tH/ So(t =) f(t)dt € C(Ry; H¥™).
0

Moreover, if (f.) is a sequence satisfying f, — 0 in X Ao

| [/ see—ormere

3 Bilinear estimates

, then

— 0.
LOO(R+;HS+O£5)

3.1 Dyadic blocks estimates

We introduce Tao’s [k; Z]-multipliers theory [Tao01] and derive the dyadic blocks
estimates for the Benjamin-Ono equation.

Let Z be any abelian additive group with an invariant measure dn. For any
integer £ > 2 we define the hyperplane

Ln(Z) ={(n,...,m) € ZFim4 e = 0}

which is endowed with the measure
/ /= f(771, ceey k-1, —(771 + ...+ T]k—1))d7]1--.d77k_1-
T'w(2) Zk—1

A [k; Z]-multiplier is defined to be any function m : I'y(Z) — C. The multiplier
norm ||m||fz) is defined to be the best constant such that the inequality

k
‘/Fk( 1;[ 77]

holds for all test functions fi, ..., fr on Z. In other words,

Il = s | [ o T )

fi€s8(2) j=1
”fJ”LZ(Z)

< Imll sz H £l z22) (5.10)
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3. Bilinear estimates

In his paper |Tao01], Tao used the following notations. Capitalized variables NN,
L; (j=1,..., k) are presumed to be dyadic, i.e. range over numbers of the form 2°,
¢ € Z. In this paper, we only consider the case k£ = 3, which corresponds to the
quadratic nonlinearity in the equation. It will be convenient to define the quantities
Niaz = Npmed = Npin to be the maximum, median and minimum of Ny, Ny, N3
respectively. Similarly, define L,,qp > Lied = Lmin Whenever Ly, Lo, Ly > 0. The
quantities N; will measure the magnitude of frequencies of our waves, while L;
measures how closely our waves approximate a free solution.

Here we consider [3; R x R]-multipliers and we parameterize R x R by n = (7, ¢)
endowed with the Lebesgue measure drd§. Define

hj(gj)zijfj‘7 Aj:Tj_hj(gj)7 j:172737
and the resonance function

h(§) = hi(&1) + ha(§2) + hs3(&3).
By a dyadic decomposition of the variables &;, A;, (&), we will be led to estimate

| X Ny, No Ng H Ly Lo s || 3R xR) (5.11)
where
3
XNy, No,N3,H,Ly,La,Ls = X|h(€)|~H H X|&;|~N; X|Aj|~L; - (5.12)
j=1
From the identities
§i+&+86=0 (5.13)

and
M+ A+ A3+h(E) =0

on the support of the multiplier, we see that (5.12) vanishes unless
Niaz ~ Nied (514)

and
Linae ~ max(H, Lyeq)- (5.15)

Lemma 5.4. On the support of Xn, Ny Ng,H,L1,L2,L5, ON€ has
H ~ NpvowNonin- (5.16)

Proof. Recall that
h&) = &l&] + &l&f + &&]-

By symmetry, we can assume |£3| ~ Nyi,. This forces by (5.13) &, < 0. Suppose
for example & > 0 and & < 0 (the other case being similar). Then if £ > 0,

he) =& —&+& =86 (L +8&)°+& =206
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Chapitre 5. Equations de Benjamin-Ono dissipatives

and in this case |h(£)| ~ NpazNmin- Now if &3 < 0, then

M) =8 -G - =(L+8&)° -8 —& =268
and it follows again that |h()| ~ NpazNmin- O

We are now ready to state the fundamental dyadic blocks estimates for the
Benjamin-Ono equation.

Proposition 5.1. Let Ny, No, N5, H, Ly, Ly, L3 > 0 satisfying (5.14), (5.15), (5.16).
1. In the high modulation case Lyap ~ Lpeq > H, we have

(5.11) < LY2 N1/2 (5.17)

min® ' min®
2. In the low modulation case L. ~ H,

(a) ((++) coherence) if Nyaw ~ Npin, then

(511) < Lyt Lotea (5.18)

(b) ((+-) coherence) if Ny ~ N3 > Ny and H ~ Ly 2 Lo, L3, we have for
any v > 0

(5:11) S Lypi min(Nyl, Nyl VIN G L) (5.19)

Similarly for permutations of the indezes {1,2,3}.
(c) In all other cases, the multiplier (5.12) vanishes.

Proof. First we consider the high modulation case L,,q; ~ Lpneq > H. Suppose for
the moment that L; > Ly > L3 and N; > Ny > N3. By using the comparison
principle (Lemma 3.1 in [Tao01]), we have

(5-11) S [Ixtesims Xirsi~is | smcr)-
By Lemma 3.14 and Lemma 3.6 in |Tao01],

< V212
R A

(5.11) S HHX|A3\~L3H[?»;R}Xles\rvas

It is clear from symmetry that (5.17) holds for any choice of L; and N;, j = 1,2, 3.

Now we turn to the low modulation case H ~ L,,,,. Suppose for the moment that
Ny > Ny > Nj. The & variable is currently localized to the annulus {|3] ~ N3}.
By a finite partition of unity we can restrict it further to a ball {|&3 — &) < N3}
for some |£J| ~ N3. Then by box localization (Lemma 3.13 in [Tao01]) we may
localize &, & similarly to regions {|& — &Y] < N3} and {|& — &9 < N3} where
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3. Bilinear estimates

9] ~ N;. We may assume that |} + &5 + &3] < N3 since we have & + & + & = 0.
We summarize this symmetrically as

3
(5.11) S HX|h<5>|~H LT e —eotemn Xirsimt,
j=1

[3;RXR]
for some &} satisfying
(€51~ Nj for j =1,2,3; &) + & + & < Noin.

Without loss of generality, we assume Ly > Lo > L3. By Lemma 3.6, Lemma 3.1
and Corollary 3.10 in [Tao01|, we get

3
<
(511) 5 HX|h(£)\~H }_[Qx|aj—sg<wminX|Aj|~Lj SRR

5 |{(7—27£2) : |£2 - £g| < Nmim |T2 - h2(€2)| ~ L2;
1€ — & — €3] < Nin, |7 — T2 — hs(€ — &)| ~ L3}/

for some (7,£) € R x R. For fixed &, the set of possible 75 ranges in an interval of
length O(L3) and vanishes unless

ha(&2) + hs(§ — &) =7+ O(L2).

On the other hand, inequality | — & — &3] < Nynin implies |€ + &9 < Ny, hence

(5.11) S Ly |02
for some ¢ such that |€ + &Y| < Ny, (in particular |£] ~ N;) and with
Qe = {& 1 [&2 — &| < Nopin, ha(&2) + ha(€ — &) = 7+ O(Lo) }.

Let us write Q¢ = Q U Q7 with
Q = {&Le:&E—-&) >0}
0 = {& e Q66 —8&) <0}

We only need to consider the three cases Ny ~ Ny ~ N3, Ny ~ N3 > N; and
Ny ~ Ny > Nj (the case N; ~ N3 > N, follows by symmetry).

Estimate of |Q%| In Qé we can assume & > 0 and £ — & > 0 (the other case being
similar). Then we have

AN
ho(&) + hs(§— &) =& + (E—&)* =2 (&—5) +E
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and thus

If Ny ~ Ny ~ N3, we see from (5.20) that & variable is contained in the union of

two intervals of length O(L;/ %) at worst. Therefore Q%] < L3? in this case.
If N1 ~ N2 > Ng, then

‘(52—%)%—% < ‘fz—fg—g—;f?

1
<l -Gl+lk+al+ G+ 10+ &+ &l
S Ns

— &G+l + & + &

and we get |& — 5| ~ Np. From (5.20), we see that we must have N7 = O(L,),
which is in contradiction with Ly < Ly ~ Nyae Nin. We deduce that the multiplier
vanishes in this region.

If Ny ~ N3 > Nj, then we obviously have |&; — §| ~ Ny and, in the same way, the
multiplier vanishes.

Estimate of [QZ|: We can assume & > 0 and £ — & < 0. It follows that

halE) + 6~ &) = & - - =2 (- §) =T 40U (521

If Ny ~ Ny ~ N3, we see from (5.21) that & variable is contained in the union of
two intervals of length O(N; 'Ly) at worst. But we have Ly < L; ~ N? and thus
9] < L;/Q in this region.

If Ny ~ Ny > N, we have |& — §| ~ N; as previously and thus N? = O(L,), the
multiplier vanishes.

If Ny ~ N3 > Ny, then |& — §| ~ Ny and for any v > 0, we have |& — §| ~
N, VEy— §|7. Therefore we see from (5.21) that & variable is contained in the union
of two intervals of length O(Ny /"N, Y LY") at worst, and from |& — €3] < Ny
we see that [QF] < N2 “and (5.19) follows. O

man?

3.2 Bilinear estimate

In this section we prove the following crucial bilinear estimate.

Theorem 5.4. Let 1 < a <2 and s > —a/4. For all T > 0, there exist §,v > 0
such that for all u,v € X% with compact support (in time) in [=T,+T],

||8$(UU) ||X;1/2+5,5 5 TV”'LLHXé/Q,s HU”X;‘/Q’S' (522)
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3. Bilinear estimates

To get the required contraction factor 7% in our estimates, the next lemma is
very useful (see [Ota06]).

Lemma 5.5. Let f € L?(R?) with compact support (in time) in [T, +T]. For any
0 > 0, there exists v = v(6) > 0 such that

S TN fllzz,-

Proof of Theorem 5.4. By duality, Plancherel and Lemma 5.5, it suffices to show

that
H €3(83)° (&) (62)°
(M) F 1&)Y2 ([ Aa] + [E2] )V 2(As| 4 [€5]>)1/2=0

By a dyadic decomposition of the variables &;, A;, h(§), we may assume || ~ N,
IAjl ~ L; and |h(§)| ~ H. By the translation invariance of the [k, Z]-multiplier
norm, we can always restrict our estimate on L; 2 1 and Nye, 2 1. The comparison
principle and orthogonality reduce our estimate to show that

< 1.

~

[3;RXR]

Z Z N3(N3)*(N1)~*(Np)~*
Nomaz~Numea~N L1,Ls,Ls 1 (L1 4 (N1)*)V2(La + (N2)*)/2(Ls + (N3))1/2=0

X || X Ny, N, N3, Linaws L1, Lo s || 3 xR] - (5.23)

and

> Y ¥ TNy e -
N N T H<<me (Ly + (Ny))Y2(Ly + (No)*)V/2( Lz + <N3>a)1/2—5

X || X Ny Ny Nay Ly Lo, Ls | 3Rxr) (5.24)

are bounded, for all N 2 1.
We first show that (5.24) < 1. For s > —1/2, one has

N3(N3)*(N1) " (N2) ™ S (Nomin)~* Ninaz

and we get from (5.17),

(5.24) Z Z 1/2 a)1/2—6 1/2-676
Nma;CNN Lonas NNy Lrmin(Lmaz + N) (Lmax + (Noin)®) LS

3 Nt (Nomin) >N
f\J (NNm'm, + Na)1/2—6(NNmm + <Nmm>a)1/2_5-

Nimin>0
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When N, < 1, we get

N,2N
< min
(5.24) < qu Na/Z=aS (N N, ) 123

< Z N N(=a)/2+3(a+1)
<1

Nmin,\,

<1
for 0 < 1 and a > 1. When N,,;, = 1, then

Nl/'%sN
< min
(5.24) Z (N Nypin ) /20 Nz (N N,y ) 120

>1

NminN

5 Z N—1/2—5+25+8N26—g(a—1)

min
Nmin Zl

<1

fore =20/(a—1)>0,d < 1and s > —1/2.

Now we show that (5.23) < 1. We first deal with the contribution where (5.18)
holds. In this case Nyin ~ Npee and we get

1-s71/2 71/4
(62)S > - N LoinLnea
1w Lijin(Lmea + N)Y2(Lypgy + N)Y2=2 L8
1-s
< N
~ Noa/4 N1-46
5 N*S*a/4+45 S 1

for s > —a/4 and § < 1.

Now we consider the contribution where (5.19) applies. By symmetry it suffices
to treat the two cases

NlNN2>>N3, HNLBZLlaL%
Ny ~ N3>> Ny, H~ Ly 2 Ly, Ls.

In the first case, estimate (5.19) applied with v =1 yields

(5.11) < 12 min(N§/2,N§1/2L1/2 12 n1/AN=1/Ap1/A - p1/2 p1/4

~ “min med) ~ me 3 3 med min—~med
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3. Bilinear estimates

and thus
N3(N3)sN-2sL}/2 14

523 min"“med
S s B, I a5 N (L + (N5

N3>0 Lyaz~NN3 “min max

N3(N3)*N~ 2s
~ Z Na/4 NN3) 1/2—-26

Z N1/2+25 )s N=25- a/4-1/2+26

N3>0

Since —2s — /4 —1/2 4 20 < 0, we may write

(5.23) < Z N31/2+25<N3>fsfa/471/2+25

N3>0

< Z N§/2+25+ Z N?:sfa/4+46
N3<1 N32>1

<1

for § < 1 and s > —a/4.
Finally consider the case No ~ N3 > Ny, H ~ L1 2 Ly, L3. Let 0 < v < 1. If

~J

1/2 1/2 /2y ar—1/2v p1/2y T—~y ATLHY
we assume N, /> < Nplq Ny "L 1e. Lined 2 NopadNopnin » then we get from

(5.19) that
(N) - N LY N1/2

N1>0 Lmaz~NN1 ~min max

sy Ny (Ny)~*N
~ (Nl—“lelﬂ +Na>1/2—§<NN1)1/2—5

N1>0
sy NP (Ny)* N1/ ‘
~ (Nl—“/NlH” +Na>1/2—5

N1>0

If Ny <1, then
(523) ’S Z NfN(lfa)/2+5(1+a) S 1
Ni<1

for 6 < 1 and a > 1. If Ny 2 1, then

N75+5N1/2+5
< 1
(5-23) ~ Z (N1_7N11+7)1/2—6—5Nas

N1 21
< Z lesfl/2+(1+'y)(5+€)+5*’7/2N7(1/275)+2675(a71+’y)

N 21
<1
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for 0,7 <1, s> —1/2and € = [20 +v(1/2 = 0)]/(a — 1 + ) > 0.
If we assume N2 > NYZ-1/2 y—12vpl/2y o Linea < NN we get

min ~ min med ? mazx* ' min

N —s]\[Ll/'2 N1/2—1/27N*1/2’YL1/2’Y
(523) 5 Z Z < 1> min 1 med

1/2 1/2_sT71/2=0 15
N1>0 Lyaz~NNy Lmin(LmEd + Na) / Lmam Lmax

N_1/2’Y—1/2+5<N1>75N171/27+6Lir{62g

S} Z Z : (Lmed + Na)1/2—6

N1>0 LmedSNl—'leH"Y

When N; < 1, we have

(523) 5 Z N1—1/2'y—1/2+5N1—1/27+5N—a/2+a5(Nl—'leH-’Y)1/27
N <1

S Z N{SN(I—Q)/Q-F(;(I—H]) 5 1

M<1

for 6 < 1 and a > 1. When N; 2 1, then

(523) < Z lesfl/271/2'y+5N171/27+6(N1—7N11+’Y)1/2771/2+5+EN701€
N1 >1
5 Z Nl—s—1/2+(1+~/)(5+s)+5—w/2N7(1/275)+2575(a71+v)
N>l
<1

as previously. This completes the proof of Theorem 5.4. O

4 Proof of Theorem 5.1

In this section, we sketch the proof of Theorem 5.1 (see for instance [MR02| for the
details).

Actually, local existence of a solution is a consequence of the following modified
version of Theorem 5.4.

Proposition 5.2. Given s} > —a/4, there exist v,0 > 0 such that for any s > st

and any u,v € X}/Q’s with compact support in [—T,+T],

100 (o)l 17205 S Tl gt ol e+l o

UHXé/Q,sér)‘ (5'25)
Estimate (5.25) is obtained thanks to (5.22) and the triangle inequality

Vs 2 sl (€7 < (76T T (€ - &)
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Let up € H*(R) with s > —a/4. Define F'(u) as

Fu) = ()| Su()uo — XRT“) /0 Sa(t—t’)@x(w%(t’)ﬁ(t’))dt’].

We shall prove that for T < 1, F'is contraction in a ball of the Banach space
Z={ue X ullz = llull ot +Alull e < +00},

where v is defined for all nontrivial ¢ by

I
f}/:
e

Combining (5.8), (5.9) as well as (5.25), it is easy to derive that

Hsd

HS‘

I1F(u)lz < C(lluo| m:) + CT" |[ull%

et T Vw0l

and
[ F(u) — F(v)|lz < CT"||u —vl|zl|u+ vz

for some C,v > 0. Thus, taking 7" = T'(||uo|
is contractive on the ball of radius 4C'||u|

oo+ ) small enough, we deduce that F°
g+ I Z. This proves the existence of a

solution u to u = F(u) in Xcly/%s
Following similar arguments of [MR02], it is not too difficult to see that if uy, uy €
Xl,/;’s are solutions to (5.7) and 0 < § < T'/2, then there exists v > 0 such that

«

[Jur = uQHX;/?’S S TV(||U1||X;/;’S + ||uQ||X;/;,s) ur — U2||X;/§’S7
which leads to u; = uy on [0,6], and then on [0,7] by iteration. This proves the
uniqueness of the solution.

It is straightforward to check that S,(-)up € C(Ry; H*(R)) N C(R%; H*(R)).
Then it follows from Theorem 5.4, Lemma 5.3 and the local existence of the solution
that

u € C([0,T]; H*(R)) N C((0, T]; H****(R))
for some T = T'(||uol| .+ ). By induction, we have u € C((0,7]; H*(R)). Taking the
L?-scalar product of (dBO) with u, we obtain that ¢ ~— [[u(t)|| .+ is nonincreasing on

(0,T7]. Since the existence time of the solution depends only on the norm ||uo|
this implies that the solution can be extended globally in time.

H5j7

5 Ill-posedness results

This section is devoted to the proof of Theorems 5.2 and 5.3. We adopt the notation
p(§) = &[¢l.
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Assume that v is a solution to (dBO) such that the solution map ug +— u is of
class C* (k =2 or k = 3) at the origin from H*(R) to H*(R). The relation

F(u,) :==u(t,p) — Sa(t)p + % /Ot So(t — )0, (u*(t, @))dt =0

combined with implicit function theorem gives

ur(t, ) = g—g(t,x,O)[h]:Sa(t)h
w(tz) = g—;(t,x,o)[h,h]: /0 So(t — )0, (u ()2t
us(t, ) = g—;(t,x,o)[h,h,h]: /0 St — )0 (s (# )un (') )"

etc
Since the solution map is C*, we must have

[k ()]

In the sequel, we will show that (5.26) fails in the case 0 < a < 1 and k = 2, and in
the case 1 <a <2, k=3and s < —a/4.

we S Al Vh€ HY(R). (5.26)

5.1 Thecase0<a<1

It suffices to show the following lemma.

Lemma 5.6. Let 0 < o < 1 and s € R. There exists a sequence of functions
{hn} C H*(R) such that for all T > 0,

1]

HSSJL

and

= 4-00.
Hs

t
lim supH/ Sa(t =)0, (Sa(t')hn)?dt’
0

N=0o0 0,1

Proof. We define hy by its Fourier transform?

hn(€) =7 Y20 (€) + 7 VAN x5, (€)

1 As noticed in [MSTO1], hy is not a real-valued function but the analysis works as well for
Re hy instead of hy.
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5. Ill-posedness results

with Iy = [v/2,7], I = [N, N +~] and N > 1, v < N to be chosen later. Then it
is clear that ||hy]||gs ~ 1. Computing the Fourier transform of uy(t) leads to

fx(UQ(t))(f) _ Cf /t ei(tft’)i’(ﬁ)ef(tft/)ma(eit/p(g)eft/ma}/L;V)*z(g)dt/
0
— e PO [ ()il - €)
R

t
% / et (P& +P(E =€) =p() ot (61l *HE=E11~ 11" gy g
0

= c£e'PO etk / ﬁj\v(fl)}?v(f - &)
R
P60 +D(E—1)~p(€)) p—t(ELI*HE—€112—I€l*) _ 1

e T &) —p(@) - (Gl T -Gl g™

Set
X(&, &) = i(p(&1) +p(€ = &) —p&)) — (|&|™ + € — & — [£]7).

By support considerations, we have ||ug(t)||gs > ||va(t)| s with

13 5751) — 1

fa:('UQ(t))(g) =cN?¢ '7 feztp —t|g|e / e x(
Ke

—~Ea (5.27)

and
Ke={6&:4eh,6-aehiu{&: & el —& e}

We easily see that if & € K¢, then £ € [N +7/2, N 4 2] and
p(&) +p(€ = &) —p(§) = 26(&H — &) ~ N,
&)+ €= &]* = [€]" S N
We deduce that for v = N*°! < N, we have |x(&,&)| ~ N®. Now define
tn = (N +29) ¢ ~ N7
so that e~*lE1* > 1. By a Taylor expansion of the exponential function,

etnx(681) _ q

E6) =ty + R(tn, &, 61) (5.28)

with

t k—1
| tN7€€1|<ZN|X§€l’ <Na26

k>2
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Therefore the main contribution of (5.28) in (5.27) is given by ¢y, and since | K¢| ~ 7,
it follows that

|]:x(U2(tN))(§)| 2 N_SHV_I6_(N+27)_EWN_Q_EX[N+7/2,N+27] (f)
> N7 v o129 (£).

We get the lower bound for the H*-norm of us(tx)

N+2~
s Z N—s+1—a—a</
N

which leads to

1/2
(1+ |€|2)sd€> ~ N1-a—ey1/2 | N(-a)/2—

[|luz(tn)]
+v/2

lim sup [Jug(t)||gs = +00

N=00 0,17

for e < 1 and a < 1, as desired. O

5.2 Thecasel <a<?2

Let 1 <a <2ands < —a/4. As previously, it suffices to find a suitable sequence
{hn} such that ||hx]||gs <1 and

lim sup [Jus(t)||gs = +o0.

With this purpose, we define the real-valued function Ay by

I (€) = N7y (€) + xa () (5:29)
with Iy = [N, N +2v], N > 1 and v < N to be chosen later. We have

Fe(us(t))(§) = € /0 t e WO (O F (S (¢) ) * Fu(ua () (€)dt

and

Fo(Sa(t'Yhn) % Folua(t))(€) = ¢ /R 2 v (60l (€ — E0)hn (€ — &)E
etx(€2,61) _ 1

w it (P(E=€2)+p(&2)) o=t/ (I€=E2|* +E2]%) d&,dés.
X(&.&)
Hence, we can write uz = v3 — w3 with
Fows()(©) = 6™ [ Fufnlinia — (€ - )
R2 x(§2,61)

t
“ / it (€0 +D(E2—60 ) p(E~62)=p(E)) g —t(J6a|* HEa—61* +e—2l ~IE1) g e, i,
0

& etM&:€1,€2)
(€2,61) A€, 61,62)

— cfeitP(© gt / d€1d&s

RQ

I (&) (& — &) hn (€ — &5
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and

&2
X(€27 61)

Fo(ws(8))(€) = g etel / hv(E0)hn (& — E)hn (€ — &)
R2
' t’x(ﬁ,ﬁz)dld d
X/o e t'd&dEs

gt el /

R

&  ex(&&)

1
6 d) X&)

(€ (& = E)hx (€ — &)
where we set

A&, 61, &2) = i(p(&1) +p(Ea—&1) +p(§—&2) —p(€)) — ([&]* + 6 — & +[E =&l * = [€]7).

Let ty = (N +47)~* ¢ for some 0 < ¢ < 1. We get

52 etNA(féhﬁz) -1
d&q, d
/M(&Q,gl) NE G 6) e

| Fo (03 (En)) (€)X N3y, N4y (§) 2 N3y 7372

where K = Kgl U Kf U Kg’ and

K = {(&.&) & eln&—6 ely,E—&e—Iy},
K = {(&,&): G ely,—&e—In.E—&ely),
K} = {(8.&): & € —In&— & € In,E— & € Iy}

If £ € [N+3y,N+4v] and (&,&) € K¢, we easily see that

‘ &2

N1
NERA L

and

p(&) +p(& — &) +p(€ — &) —p(&) ~ 77,
|E1]% 4 |€ — E1]% + |€ — & — |€]% ~ N©.

Thus we are led to choose v = N*/?2 <« N for N > 1 so that A& &1, 62) ~ N
Then it follows that

etNA(E£1,62) 1
A(57 517 62)

= |tx| + O(N—*7%),

Consequently,

| F (v3(tn) (€)X (439N 47) (€) 2 NTIFIy T3 RNTIZN T2 o via ()
~ N_Ss_a_a’yl/QX[N+3'y,N+4w] (€)

~ N73573Q/475X[N+3%N+47] (£),
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since |K¢| ~ 2.
Concerning ws, we verify that for (£1,&) € K¢, we have |x(£,&2)| 2 7N and
then

| Fo (w3 (tn)) (€)X (N4 39 8449 (€) S N33 22 NTHyN) vy v (€)
~ N7 van (€)
~ N_3S_1_a/4X[N+3-y7N+4'y] (€)

Since —3s—1—a/4 < —3s—3a/4—c¢ for a < 2, we deduce that the main contribution
in the H*-norm of ug is given by ||vs| g, that is,

Z N—3s—3a/4—£,yl/2Ns ~ N—2s—a/2—€’

|us(tn)l| s

and we find the condition
—25s—a/2>0, ie s<-—a/d

When a = 2, the contributions of v3 and w3 are equivalent, and we must proceed
with a bit more care, by considering directly the difference us = v3 — ws. More
precisely, for v = eN < N, we have

A& &1 &2)| ~ [X(&, &) ~ N2,

Noticing that
A& 61, &2) — X(€,62) = x(&2, &),

we deduce
etnAE€1,62) _ etnx(€:€2) _ 1
>\(£7§17€2) X(€a§2)

Setting again ty = N~27¢, and since |&| ~ N, it follows that

= 13X (&2, &) + Ot N?|x (&2, &1)])

| Fo (us(En) ()X N437,N1ar) 2 Ny 322 NN T2y v g vean (€)

and thus

||U3(tN)| Hs Z ]\[—25—2—257 -~ N_2S_1_25?

which tends to infinity as soon as —2s — 1 > 0, i.e. s < —1/2.

6 Appendix
We prove here that the pure dissipative equation

u + | D|*u + vu, =0 (5.30)
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6. Appendix

for 1 < a <2 is well-posed in H*(R), s > s, where

sazﬁ—a,

and that the solution map fails to be smooth when s < s,. The method of proof is

classical and is based on the smoothing properties of the generalized heat kernel

1 - a
Gaolt,z) = —/ewfe_tfl ¢, t>0.
R

27

Theorem 5.5. Let 1 < a <2, s > s, and uy € H*(R). Then there exist T > 0 and
a unique solution u € C([0,T]; H*(R)) of (5.80) such that

sup ||u(t)||gs < oo if 1 <a<3/2, (5.31)
te[0,T]
sup ||u(t)||gs + sup t7||u(t)||;2/@-1 < oo if 3/2 < a <2 (5.32)
te[0,7T] t€[0,T

where = —s/a+ (2 — «)/2a. The flow map ug — u from H*(R) into the class
defined by (5.81)-(5.32) is locally Lipschitz. Moreover, if ||uo|lgs is small enough,
the solution can be extended to any time interval.

Proof. Observe that for any p € [1,00] and p > 0, we have
|| DIPGo(t)|| e = ct=U1/P)/azpla (5.33)
We use the Picard iteration theorem to show that the map F' defined as

t
F(u) = Ga(t) * up — % / Golt —t') * Opu(t)dt’
0

has a fixed point in some suitable Banach space.
We first consider the case 1 < a < 3/2, and we choose s, < s < 1/2. Set

Xr = C([0,T]; H*(R)) endowed with the norm [|u||x, = supjg 7y [|u(?)|/#s. By Young
inequality and (5.33), we have
1Ga(t) *uolls S NGa(®)llrlluollas S lluollms- (5.34)

Using the fractional Leibniz rule, we get

t t
16 =) < 0t 5 [ 10uGalt = Ol ey NP RO -
t

S [ = Oty )
0
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Since 0 < s < 1/2, we can take advantage of the Sobolev embedding H*(R) —
LG=97"(R). Since s/o — 3/2a > —1, we conclude

t
/ |Galt —t') % Ou(t')]
0
with v =1+ s/a — 3/2a > 0. Gathering (5.34) and (5.35) we infer

1E ()]l xr S [luol

gedt! < T"||u||§(T (5.35)

e+ TV |[u]l%,
and in the same way,
1F(u) = F()llxy ST (ullxy + [0llx0)lu = vllx,-

This proves that for 7' < 1, F' is contractive in a ball of Xr.
Now we solve (5.30) in the case 3/2 < a < 2 and s, < s < 0. Define Yy =
C([0,T]; H*(R)) N CA([0, T]; L¥@=Y(R)) equipped with the norm

[ullyy = sup [u()|lms + sup t7]lu(®)|| 2.
te[0,7 te[0,7)

By Young inequality, we get
|Ga(t) * ol posia-n) = [(D)*Ga(t) * (D) uoll 271 S (D) Ga(t)|| 2/al|uoll s,
and it follows from (5.33) that
(D) Galt)ll2sa S 1917 Em2 = (GredfPats/ay <) =s/e,

~Y

Now we deal with the nonlinear term. Using the Sobolev embedding LG (R) —
H*(R) valid for any —1/2 < s < 0, we obtain

/0 Gal(t — 1) * Opu(t)]

t
wedt S [ 10.Galt =)l 5o o IOt
0

t
S / (t—t/)is/a71+1/2atli2’8t/26HU(t/)Hig/(a,l)dtl
0

S T7lully,

with v = —s/a+ 1/2a — 23 > 0. By similar calculations, we get

t t
" / Gt — 1) % D2 ()| 2oyt < 17 / 100Gt — )| 2700 |62 ()| o0y I
0 0

t
S, tﬁ/ (t - t/)f(a+1)/2at/72ﬁdt/||UH%/T
0
S T |ully,
with v =1 — (o 4+ 1)/2a — 8 > 0. Finally, one has
1E(w)llvz S (1) [luol

and the claim follows. O

e+ T7ully,
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Remark 5.5. Let Uy (t) = F ' (e™Fle™™%) e the fundamental solution of the lin-
ear (dBO) equation. Using that |F,Us(t)| = |FuGa(t)| as well as the well-known
estimate || flloe S| fllpws =2, 1/p+ 1/p = 1, we easily check that Theorem 5.5
also holds for (dBO) equation.

Finally, we show that Theorem 5.5 is sharp.

Theorem 5.6. Let 1 < a < 2 and s < s,. Then the solution map ug — u associated
with (5.30) (if it exists) is not of class C* from H*(R) to C([0,T); H*(R)).

Proof. The proof is similar to that of Theorems 5.2 and 5.3. Define hy as in (5.29)
and consider the high-high interactions in the convolution product (e™¢"hy) *
(e7"¥1%hy). We get that for & € 2N,2N +47], vy = N'¢ and ty ~ N7°7¢,

[Fa(ua(tn)) () 2 N 727 X anan+491(€)

where us is defined by

ug(t) = /Ot Golt — 1) % 0,(Go(t') * hy)dt'.

We conclude that

> N_S_a+1_6’}/1/2 Z N—s+3/2—a—3€/2 — 400

ua(En) || s 2

as soon as s < 3/2 — a. O
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Chapitre 6

Caracteére bien posé des équations de
KdV dissipatives

Cet article est consacré au caractére bien posé des équations KdV dissipatives
Ut + Upze + \le%‘u + uu, = 0, 0 < a < 1. Une estimation bilinéaire est obtenue
dans des espaces de type Bourgain, ce qui implique le caractére globallement bien
posé dans H*(R), s > —3/4 pour o < 1/2 et s > —3/(5 — 2a) pour a > 1/2.
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Global well-posedness for dissipative Korteweg-de
Vries equations

Stéphane Vento,
Université Paris-Est,
Laboratoire d’Analyse et de Mathématiques Appliquées,
5 bd. Descartes, Cité Descartes, Champs-Sur-Marne,
77454 Marne-La-Vallée Cedex 2, France

E-mail: stephane.vento@univ-paris-est.fr

Abstract. This paper is devoted to the well-posedness for dissipative KdV equa-
tions u; + Ugee + |Do|**u + uu, = 0, 0 < a < 1. A bilinear estimate is obtained in
Bourgain’s type spaces, which provides global well-posedness in H*(R), s > —3/4
for « <1/2 and s > —3/(5 — 2«) for aw > 1/2.

Keywords: KdV-like equations, Bourgain spaces, Cauchy problem
AMS Classification: 35Q53, 35A05, 35M10

1 Introduction

We study the initial value problem (IVP) for the dissipative KdV equations

{ U + Ugge + | D u +uu, =0, teR,, xR, (6.1)

u(0,z) = up(x), z € R,

with 0 < a < 1 and where |D,|** denotes the Fourier multiplier with symbol |£]?“.
These equations can be viewed as a combinaison of the KdV equation

Up + Uggy + Uy = 0 (6.2)

and Burgers equation
Up — Ugy + Uty = 0, (6.3)

involving both nonlinear dispersion and dissipation effects.
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1. Introduction

The Cauchy problem for the KdV equation has been studied by many authors. In
|[Bou93b|, Bourgain introduced new functional spaces adapted to the linear symbol
7 — &3 and showed that the TVP associated to (6.2) is locally well-posed in L*(R).
Due to the second conservation law, this result extends globally in time. Then,
working in these spaces, Kenig, Ponce and Vega obtained local well-posedness in
Sobolev spaces H*(R) for s > —5/8 in [KPV93a| and for s > —3/4 in [KPV96].
More recently, global well-posedness was obtained for s > —3/4 in [CKST03]. Tt
is worth noticing that the index —3/4 is far away from the index —3/2 suggested
by standard scaling argument. However, —3/4 is indeed the critical index for well-
posedness. In fact, the solution map wug — wu fails to be C* in H*(R), s < —3/4 (see
[Bou97]) and C? in homogeneous spaces H*(R), s < —3/4 (see [Tzv99]). Moreover,
the bilinear estimate in X®* spaces used in [KPV96| to prove local well-posedness
is sharp with respect of s (see also [INTTO01]).

Concerning the Cauchy problem for the Burgers equation, the situation is quite
different. By using the strong smoothing effect of the semigroup related to the heat
equation, one can solve (6.3) in the Sobolev space given by an heuristic scaling
argument. In [Dix96|, Dix proved local well-posedness of (6.3) in H*(R) for s >
—1/2. Then, this result was extended to the case s = —1/2 in [Bek96]. Below this
critical index, it has been showed in [Dix96] that uniqueness fails.

When o = 1/4, equation (6.1) models the evolution of the free surface for shallow
water waves damped by viscosity, see [OS70]. When a = 1, (6.1) is the so-called
KdV-Burgers equation which models the propagation of weakly nonlinear disper-
sive long waves in some contexts when dissipative effects occur (see [OS70]). In
[MRO1]|, Molinet and Ribaud treat the KdV-B equation by working in the usual
Bourgain space related to the KdV equation, considering only the dispersive part of
the equation. They were able to prove global well-posedness for KdV-B in H*(R),
s> —3/4 —1/24, getting a lower index than the critical indexes for (6.2) and (6.3).
Then, the same authors improved this result in [MR02| by going down to H*(R),
s > —1. The main new ingredient is the introduction of a new Bourgain space
containing both dispersive and dissipative parts of the equation. For s < —1, the
problem is ill-behaved in the sense that the flow map ug +— u is not C? in H*(R).

Concerning the case 0 < o < 1 in (6.1), Molinet and Ribaud established in
[MRO1] the global well-posedness for data in H*(R), s > —3/4, whatever the value
of . On the other hand, ill-posedness is known for (6.1) in H*(R), s < (a—3)/(2(2—
«)), see [MRO2|.

In this paper we improve the results obtained in [MRO1|. We show that the
Cauchy problem (6.1) is globally well-posed in H*(R), s > s, with

—2if1/2<a <1

S__{—w4 if0<a<1/2
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Of course the case a < 1/2 is well-known, but our general proofs contain this re-
sult. In suitable X®* spaces, we are going to perform a fixed point argument on the
integral formulation of (6.1). This will be achieved by deriving a bilinear estimate
in these spaces. By Plancherel’s theorem and duality, it reduces to estimating a
weighted convolution of L? functions. To recover the lost derivative in the nonlinear
term 0, (u?), we take advantage of the well-known algebraic smoothing relation (6.13)
combined with several methods. On one hand, we use Strichartz’s type estimates
and some techniques introduced in [KPV96]|. On the other hand, these techniques
are not sufficient in certain regions to go down below —3/4 and we are led to use a
dyadic decomposition. In [Tao01|, Tao studied some nonlinear dispersive equations
like KAV, Schrédinger or wave equation by using such a dyadic decomposition and
orthogonality. He obtained sharp estimates on dyadic blocs, which leads to multilin-
ear estimates in the X®° spaces, usable in many contexts. Note that very recently,
such a method was exploited in [CLMO07]| for the dissipative modified-KdV equation
Us + Ugge + | Do|**u + u?u, = 0.

1.1 Notations

For two positive reals A and B, we write A < B if there exists a constant C' > 0
such that A < C'B. When this constant is supposed to be sufficiently small, we
write A < B. Similarly, we use the notations A 2 B, A ~ B and A > B. When
x € R, 27 denotes its positive part max(0,z). For f € S'(RY), we define its Fourier

~

transform F(f) (or f) by

Fi(6) = [ e ),

The Lebesgue spaces are endowed with the norm

1/p
HfHLP(RN):(/RN\f(:Cdex) , 1<p<o

with the usual modification for p = co. We also consider the space-time Lebesgue
spaces L2 L] defined by

LE(R)

1 szag = |17z

For b,s € R, we define the Sobolev spaces H*(R) and their space-time versions
H%3(R?) by the norms

/]

we=( [@"1Fera)”

1/2
e = ([ try) it ) Pardc)
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with (-) = (1+ - [%)V2
Let U(t)p denote the solution of the Airy equation

{ Ut + Ugzz =0
u(0) = ¢ ’

that is,
vt e R, F(U)e)(€) = expli€®N)3(), €S

In [MRO2|, Molinet and Ribaud introduced the function spaces X%* related to the
linear symbol (7 — &%) + [£|>** and defined by the norm

lull e = [[GiCr =€)+ 1€ (€8 o e

Note that since F(U(—t)u)(r,&) = (1 + £3,€), we can re-express the norm of X%
as

lullgne = i + 6240 + €%.)]| g
= [t + 6294 F U (~)) (. )| s

~ U t)ullne + Nl g

We will also work in the restricted spaces XZ”ST, T > 0, equipped with the norm

lull o, = inf (e, w(t) = u(t) on [0,7]}.

WEXy

Finally, we denote by W, the semigroup associated with the free evolution of (6.1),
Vt >0, Fo(Wal(t)p)(€) = exp[—[&]**t + &t B(€), v € S,
and we extend W, to a linear operator defined on the whole real axis by setting

Vt € R, Fo(Walt)p)(€) = exp[—[¢[**[t] +iB(€), v € S". (6.4)

1.2 Main results

Let us first state our crucial bilinear estimate.

Theorem 6.1. Given s > s,, there exist v,6 > 0 such that for any u,v € X2
with compact support in [T, +T)],

||8x(uv) ||X;1/2+5,s 5 TVH’LL”Xé/Q,s HUHX;/Q’S' (65)
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Let ¥ be a cutoff function such that
¢€CSO(R)> Supp@DC [_272]7 ¢51 on [—1,1],

and define ¢r(-) = ¢(-/T) for all T > 0. By Duhamel’s principle, the solution to
the problem (6.1) can be locally written in the integral form as

) = w0 [Waou - 50 [wia- o] 6o

Clearly, if u is a solution of (6.6) on [—T, 4T, then u solves (6.1) on [0,7'/2].
As a consequence of Theorem 6.1 together with linear estimates of Section 2.1,
we obtain the following global well-posedness result.

Theorem 6.2. Let o € (0,1] and ug € H*(R) with s > s,. Then for any T > 0,
there exists a unique solution u of (6.1) in

Zr = C([0,T), H*(R)) N X/,
Moreover, the map ug — wu is smooth from H*(R) to Zp and u belongs to C((0,T], H*(R)).

Remark 6.1. Actually, we shall prove Theorems 6.1 and 6.2 in the most difficult
case. In the sequel we assume

{sa<s<—1/2 if a<1/2,

S <8< —=3/4 if a>1/2. (6.7)

Remark 6.2. Theorem 6.2 is known to be sharp in the case a =0 (KdV equation)
and in the case a« = 1 (KdV-B equation). On the other hand, as far as we know,
most of nonlinear equations for which the multilinear estimate fails in the related
X space are ill-posed in H*. Therefore it is reasonable to conjecture that s, is
really the critical index for (6.1). The fact that s, = —3/4 for a < 1/2 could mean
that the dissipative part in (6.1), when becoming small enough, has no effect on the
low reqularity of the equation.

Remark 6.3. It is an interesting problem to consider the periodic dissipative KdV

equation
{ ut+uxx;v+|Dx|2au+uux:07 tGR_A,_,JIGT, (6 8)

U(O,ZB) = U()(l’), T E T7
Concerning the KdV equation on T, global well-posedness is known in H'/?(T) (see

[CKSt03]) and the result is optimal (see [Bou97]). For KdV-B, it is established in

[MRO02] that the indexes of the critical spaces are the same on the real line and on
the circle. We believe that working in the space X% endowed with the norm

lull g72.s = (Z<n>2s/

nez R

(i(r — %) + [nf2) i, )
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and using Tao’s [k; Z]-multiplier norm estimates [Tao01], one could get well-posedness
results for the IVP (6.8) in H*(T), s > S, with 5o = —1/2 and 5, = —1. We do not
pursue this issue here.

The remainder of this paper is organized as follows. In Section 2, we recall
some linear estimates on the operators W, and L,, and we introduce Tao’s [k; Z]-
multiplier norm estimates. Section 3 is devoted to the proof of the bilinear estimate
(6.5). Finally, Theorem 6.2 is established in Section 4.

Acknowledgment
The author would like to express his gratitude to Francis Ribaud for his availability

and his constant encouragements.

2 Preliminaries

2.1 Linear estimates

In this subsection, we collect together several linear estimates on the operators W,
introduced in (6.4) and L, defined by

Lo £ xe (00) [ Walt = )50

All the results stated here were proved in [MR02| for & = 1 and in [CLMO7] for the
general case.

Lemma 6.1. For all s € R and all p € H*(R),

[ (OWa(t)ell iz S el as (6.9)
Lemma 6.2. Let s € R.
(a) For all v € S(R?),
‘XR+ / W t_t ) 1/25

v\T '3
S ol gorne + ( Jule)® (fy Borsl ldT)dg)

(b) For all 0 < § < 1/2 and all v € X5'/*™",

’XR+ /W t—t )

XL/2s ™~ HUHX 1/2+438,s . (610)
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To globalize our solution, we will need the next lemma.

Lemma 6.3. Let s € R and § > 0. Then for any [ € X;1/2+‘5’S}

t
t—s / Wo(t — ) f(tdt' € C(R,, H T2,
0
Moreover, if (f,) is a sequence satisfying f, — 0 in X;1/2+6’s, then

— 0.
LOO(R+7HS+20£(§)

H /Ot W, (t — ) fo(t)dt!

Finally, we recall the following L* Strichartz’s type estimate showed in [KPV93a,
MRO1|.

Lemma 6.4. Let f € L*(R?) with compact support (in time) in [—T,+T]. For
0<60<1/8 and p > 3/8, there exists v > 0 such that

= ()

ST Nz,

4
L:ct

2.2 Tao’s |k; Z]-multipliers

Now we turn to Tao’s [k; Z]-multiplier norm estimates. For more details, please refer
to [Tao01].

Let Z be any abelian additive group with an invariant measure d§. For any
integer k£ > 2 we define the hyperplane

Te(Z) = {(&1, &) € 2" 1 &+ . + & =0}

which is endowed with the measure

/ [ = f&, i, — (&G + oo+ &) dEq . dEgq.
I'v(2)

Zk—1

A [k; Z]-multiplier is defined to be any function m : I'y(Z) — C. The multiplier
norm ||m||pz) is defined to be the best constant such that the inequality

. o e

holds for all test functions fi, ..., fr on Z. In other words,

k
< mllgz [T I1£illz2c2) (6.11)
j=1

k
mlin = sw | [ m@] 56|
f;€8(2) I'(2) j=1

Hfj”[ﬂ(z)gl
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2. Preliminaries

In his paper |Tao01], Tao used the following notations. Capitalized variables NN,
L; (j=1,..., k) are presumed to be dyadic, i.e. range over numbers of the form 2°,
¢ € Z. In this paper, we only consider the case k£ = 3, which corresponds to the
quadratic nonlinearity in the equation. It will be convenient to define the quantities
Niaz = Npmed = Npin to be the maximum, median and minimum of Ny, Ny, N3
respectively. Similarly, define L,,qp > Lied = Lmin Whenever Ly, Lo, Ly > 0. The
quantities N; will measure the magnitude of frequencies of our waves, while L;
measures how closely our waves approximate a free solution.

Here we consider [3,R x R]-multipliers and we parameterize R x R by (7,¢)
endowed with the Lebesgue measure drd§. If 7,7,&, & are given, we set

c=0(r,{) =7-8, o1=0(n.&), ca=o(r—7,{-&). (6.12)

From the identity o14+0y—0 = 3££1(£—&1) one can deduce the well-known smoothing
relation

max(|o], |o1], |oa]) 2 [€€1(§ = &) (6.13)

which will be extensively used in Section 3.
By a dyadic decomposition of the variables &, & = —&, &3 =& — &, and 01, 09,
o3 = —o, we are led to consider

) 6.14
[3:RxR] ( )

3
H H X|gj1~N; Xloj|~L;
j=1
We can now state the fundamental dyadic estimates for the KdV equation on the
real line (|Tao01], Proposition 6.1).
Lemma 6.5. Let Ny, No, N3, Ly, Lo, L3 satisfying
Ninaz ~ Nied,
Lz ~ max(N1NoN3, Liyeq)-
1. ((++) Coherence) If Npax ~ Nmin and Ly ~ N1NoN3 then we have

(6.14) S Lo Nyt Lo/ (6.15)
2. ((+-) Coherence) If Ny ~ N3 > Ny and N1NoN3s ~ Ly 2 Lo, L3 then
Nmaw
(6.14) < LY2 N1 min (N Ny Ny, T Linea) V2 (6.16)

Similarly for permutations.

3. In all other cases, we have

(6.14) < L2 N=L min(NyNyNs, Lynea) /. (6.17)

min’ ' maxr

Because only one region needs to be controlled by using a dyadic approach, we
just require the (4-) coherence case.
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Chapitre 6. Caractére bien posé des équations de KdV dissipatives

3 Bilinear estimate

In this section, we derive the bilinear estimate (6.5). To get the required contraction
factor 7% in our estimates, the next lemma is very useful (see [GTV97]).

Lemma 6.6. Let f € L*(R?) with compact support (in time) in [T, +T]. For any
0 > 0, there exists v = v(6) > 0 such that

I (2251,

We will also need the following elementary calculus inequalities.

STz,

Lemma 6.7. (a) For b,V €]1,1[ and a,f € R,

d 1
/R (x — 04)”’25:17 — B < (o — B)2b+2—1 (6.18)

(b) For bt/ E]i,%[ and o, 3 € R,

dx < <5>2(1—b—b/)
/leslﬁl ()24 =1\ fla—z| ~ ()2 (6.19)

Proof of Theorem 6.1: By duality, (6.5) is equivalent to

‘ o 8x(uv)w’ (S TVHUJHX&/Q*(S,?S uHXé/z,s ||X1/2 s
for all w € X&/** , and setting

f(r€) = (i(r = &)+ |gP*) 2 (¢) (. ),

§(r&) = (it =)+ €2 V2(€) D (T, €),

W(r.€) = (i(r =)+ [P 7€)~ (r ),
it is equivalent to show that
1= | K& €O f (n 6)a(r—m, €=&)drdndédgs S 711/ Iz, lollz, 10l ez,
with

E1(6)° (€)° (€-&)™

= Tio + [EP iy + [PV iy + 1€ — G
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3. Bilinear estimate

By Fubini’s theorem, we can always assume J/C\,/g\,lAz > 0. By symmetry, one can
reduce the integration domain of I to Q = {(7,71,£,&) € R, |o1] > |o2]}. Split Q2
into four regions,

N {(7,7'175,51)69 & <L [E =&l <1},
Q = {(r,7.§&) €& <1 [E-&| > 1}
Q3 = {(7'77'175751)69 & > 1,16 =&l <1},
Q = {(n7.6&) €Q: |G =1, |- &[] > 1}

Estimate in ()
Using Cauchy-Schwarz inequality and Lemma 6.6, we easily obtain

€](£)° (E)72 (¢ — &) 1/2
135 G 5 fepeyror </ ol e ) ]

X TN fllzz, gl ez, 1ol 2,

(6.20)

with @ = {(m1,&) : InE € R, (1,7,£,6) € V).
In €4, one has || < 2 and thus if K denotes the term between brackets in (6.20),

ks (f | —gj;fj;)” < ( A_ L / %)d&)“ <1

Estimate in (),
We split 25 into

Qo = {(1,71,§,&1) € Qi o] > |o1]},
Qoo = {(1,71,§,&) € Qo |on] > o]}

Estimate in (51: Note that in this region, | — & | ~ (£ — &) and (&) = (£ — &).
Thus using (6.20) as well as (6.13), it follows that

. é‘_é‘ —25—1+0 1/2
Ka s (0 ( [ T e — e )

<£ f) —2a(1—e)+26 dT 1/2
< (L e (L))

dé, \1/2
</51|§1 ‘gl‘%>

1.

AN
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Chapitre 6. Caractére bien posé des équations de KdV dissipatives

Estimate in )o: By similar arguments, we estimate

ke (£ —6)> . 1/2
R </n - e e )

_ —2s—1+¢€ 1/2
< é»1/2+s_a(1_5)+a/2/ (€ —&) e
i < & |<1 [T 1>
< (gt
<1

Estimate in ()3

By symmetry, the desired bound in this region can be obtained in the same way.
Estimate in (4

Divide €4 into

Q41 = {(T7 Tl7§7£1) € Q4 : ’0-1| Z |U|}7
Q42 = {(Ta 7-175751) € Q4 : ’0'| > ‘Ul|}'

Estimate in Q4
We write Q41 = 9411 U Q412 U 9413 with

Qi = {(7,71,6,&) € Qay  [§] < 100[¢]},
Qo = {(7',7'175751) € Qi : |§1| > 100|§’73|§§1<§ _§1>| < %|‘71|}=
Quiz = {(1.71,8,6) € Qui : [&] > 100|€], 3[E&(§ — &1)| = %\0’1!}-

Estimate in €y1;: We have (&) < (€) and (€ — &) < (€) thus with (6.13), we
deduce for 0 < A < 1,

1/2+s _ —s—1/2
S X §€> a(l-A—25 <51>_S_1/2 <§ 2 &_> a(l—x
(o) M2(E) ) (o9)M2(§ — &)=

(€)=8/2-1/4a(=2=0)* (¢ _ ¢)[-5/2-1/4—a(1-A-0)]*
(o) /2 (02) /2

Consequently, using Plancherel’s theorem and Holder inequality,

[—s/2-1/4—a(1-X=8)*}, N [—s/2—1/4—a(1-A=8)]" =
]411 S / f’—1<<£> >f—1(f)f’—l<<€> g>dtd$
R2

K411

S

<J>/\/2 <0>)\/2
[—5/2—1/4—&(1—)\—5)]+/}; <§>[—s/2—1/4—o¢(1—)\—5)]+/\
< —1 <€> —1 g
~ Hf < (o) 2 ) g Wz |17 ( (02 ) 1,

Now we choose A = 3/4 + § so that A\/2 > 3/8 and for s > —3/4 — a/2 and § > 0
small enough,

1 3 «
—§(S+Z+§)+2a5§

S 1
_5_4_1_&(1_>\_5>_

co| —
o —
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3. Bilinear estimate

Hence with help of Lemma 6.4, Ioi1 S T f|l 2, 9]l 2, 12l 22, -

Estimate in €412: Using the same arguments that for (6.20), we show that

s e, et s o)

ng Lo + (6 P2 io + [£)2)1 = (ioe + € — & *)

< TN fllzz Ngllez, IRl 2,
(6.21)

with Qu0 = {(m,) : Im,& € R, (1,71,£,&) € Qaan}. Moreover, we easily check
that in 9412,
1
lo1 +3661(§ = &1)| > 5"71‘
and
€] < o],
which combined with (6.18) and smoothing relation (6.13) yield
1 2s 2+4s 1/2
K422 < </ <§§1(§ 51)> < > deé-)
Q412 <

~ (o) (0)1=%{o)! 0

512 (gt 1/2
> </ . o1+ 3€6.(6 — §1>>125d§>

< <01>_8_1+5</§|S|01 <£>d§sz>1/2’

(we have set Q) = {£: 37,71, € R, (1,71, &1) € Qain}).
Now from the assumptions (6.7) on s we see that

K422 5 <O_1>—s—1+6<0_1>2$+3/2 5 1

if « <1/2 and

otherwise.

Estimate in €413: In this domain, || ~ [£ — & | thus using (6.21) it follows that

K413 5 <§1>31/2+6(/~ <€>28+1+26<€_§1>281+25d7—d§>1/2
Qq13

{o1)° (0)1=%(0)!°

<§1>—23—1+26 df 1/2
(01)° (/;113 (o1 + 3861 (§ — fl))l_%) '
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Chapitre 6. Caractére bien posé des équations de KdV dissipatives

Following the works of Kenig, Ponce and Vega [KPV96|, we perform the change of

. . dﬂl
variables 1 = o1 + 3£ (£ — &1). Thus, since d§ ~
(&2 /14 — & — 4pu]

and in

view of (6.19), we bound K43 by

Kus < (§) 2o/ </ dp )1/2
413 - 7 5
{o1)° l<2lon| () =2/ |4 — & — 4y |

<£1>—23—5/4+26 <<71>§
(1) (n =g
< <§1>—28—5/4+26<4T1 i §§>—1/4‘

~Y

2

Note that in 413, we have |oq] < %|§1|3, which leads to

48
Bl&i]* < |40y + 37| + 4o | < [4m — &) + m|§1|3
and thus |2 < 41 — €], One deduce that for —2s — 5/4 + 2§ > 0,

3\ L(_og_ _ _2(g
K413 S <47_1 o £f>§( 2s—5/4+426)—1/4 S <47_1 _ 5?) 3( +1)+26/3 5 1.

Estimate in Q4
We split this region in two components:

Qo = {(7,11,8,&) € Qo 1 & <100[¢]},
Qoo = {(7,71,&,&) € Qo 1 |&1| > 100[¢] .

Estimate in Qyo1: In Qg91, (&1) S (€) and (€ — &) < (€). Then, we bound I49

exactly in the same way that for I4;;. After Plancherel and Hélder, we are led to
the estimate

~

. <5>[73/271/47(1(1—>\)+36/2]+f
()

<£>[—5/2—1/4—(1(1—/\)+35/2]+@\)
(o
It suffices to choose A = 3/4 + ¢ to apply Lemma 6.4 with s > —3/4 — /2.

Lo S |7,

4
th

7

4
th

Estimate in 2400: We split {499 into three sub-domains

Quoor = {(7,711,8,&) € Qugo 1 3|1E&H(E - &)| < %|(7|},
Qo = {(7,70,6,6) € U 36 (€~ 60| 2 ol ool < 1},

Qumy = {(r,71,6,6) € U BIEEL(E — &0)] > 2o, o] 2 1),
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3. Bilinear estimate

Estimate in {24901 In this region one has that

1
lo+38&(§ — &) > §|0|
and since o1 + 09 — 0 = 3££1(€ — &) it follows that
1] < |o| < 2|1 + 03] < 4o

and |oq| ~ |o| > |££1(€ — & |. Therefore using (6.21), we obtain

K1 S M(/ e it _£1>_28d7d§> -

~ <0—1>1/2 ﬁ4221 <O—>176<0-2>

1 </ (€61(€ — 51)>_2S<5>2+48d7_d€)1/2

<O-1>1_6 Qaz01 <02>1+6

—s-1 dg  \1/2
i +6<és|m| W>
1

AN

AN

AN

as for K422.

Estimate in (4009 First consider the case o < 1/2. Then,

£1€E)° (&)= — &) 1/2
Ky S (V172372 (/~ (o)) d71d§1>

Q4222
[€]M+(€)° (o -&)™™> 1/2
R VR )

s s —s5— dg 1/2
S lehreierioy e [ =)

The change of variables u = o 4 3£ (£ — &) gives the inequalities

dp 1/2
K4222 5 |€’3/4+s<£>s<J>—s—1/2+5/2 /
< ul<2lo) ()12 /|47 — &3 — 4u|>

5 |£’3/4+s<£>s<0_>7571/2+36/2<47_ . €3>71/4’

which is bounded on R?. If a > 1/2, we have directly

L) () 2
R S royino (/ G - aygreind)

s d¢ 1/2
()12 +6/2(/RW)
1

AN

AN
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Chapitre 6. Caractére bien posé des équations de KdV dissipatives

for s > —1/4 — a.

Estimate in {24903: As we will see below, that is in this sub-domain that the
condition s > s, appears. Also, to obtain our estimates, we will need tu use a
dyadic decomposition of the variables &, & — &1, € and o4, 09, 0. Hence, following
the notations introduced in Subsection 2.2, we have to bound

Lyz03 = Z Z N (Na) "Ny "1V,

20\1/2—25 20'\1/2 20\1/2
max(Ls, N. max(Ly, N max(Lsy, N.
N3<<N1NN2L32L12L2 ( 35 3 ) ( 1 1 ) ( 29 2 )

NiZl  L3~N3N?

MT &) 2 oo
X /4 <7—17 51)9(7— —T1,§ — él)Xl&lNNsJ&|~N17|§—§1|~N2X|0\~L31|01|~L1,\U2\NL2deTld£d£1‘
R

(0)°

Using the (+-) coherence case of Lemma 6.5 as well as Lemma 6.6, we get

(7, €) - _
/ (71, §0)9(T = 71,6 = 1) X|e|~Ns |61 |~ Ny |6~ €1 [~ No X|o|~Ls o1 |~ L o |~ L, ATAT1AEAE
R

s (o) -
()]

1/2
L) Nllez 1 F Nz gl 2, -

N,
1

N y
N,
N3

1/2

< Ly* Ny min (N3N2,

o M1z llgllz,

< TYLy* Nyt min (N3N2,

Thus we reduce to show

DD e
2a\1/2-26 2a\1/2 2a0\1/2
Ne Moy Ly Lol max (L3, N3*)/ max (L, N2*)Y/2 max(Lq, N2¢)1/
MZL  L3~N3N? (6.22)

N
x Ly Ny min (NsNZ, =L Ly)
N3
Recalling that N; = 2% and L; = 2%, j = 1,2,3, for all A € [0, 1], the right hand
side of (6.22) is bounded by

12 <

95— . 1-1)/2
Ny (Ny)* Ny 21 (NgN2)M2 (M) O

DD
< 5 2Y1/2—35 7 (1=A)/2 arar
N Noa LoDy la L3(N3N2)1/2=33 [} NY
lel L3~N3N12
1 A —45— o
R +36 s \7—28—3/2+A(1/2—)+65
< Z < Z (L1L2L3)5/3)N3 (N3)* N,
N3&<Ni1~N2 Li,L2,L3>1
N >1
435 —25—3/2+A(1/2—)+65
S Z N3 (N3) Ny ™ [,
N1 2>1
N3 N1
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4. Proof of the main result

This last expression is finite if A + 30 < —s and —2s —3/2 4+ A\(1/2 — a) + 6 < 0.
When a < 1/2, it suffices to choose A = 0 and A = —s — 49 otherwise.

4 Proof of the main result

In this section, we briefly indicate how the results stated in Section 2.1 and the
bilinear estimate (6.5) yield Theorem 6.2 (see for instance [MRO02| for the details).

Actually, local existence of a solution is a consequence of the following modified
version of Theorem 6.1.

Proposition 6.1. Given st > s,, there exist v,d > 0 such that for any s > s and

any u,v € Xé/ls with compact support in [T, +T],

102 ()| y—r/zvas S TV (ull ot 101 g2ras + lull gaasl[oll o) (6.23)
« [e3

Estimate (6.23) is obtained thanks to (6.5) and the triangle inequality

s&

Vs > sE, (6 < O7 (&) O (€ - &)

Let uy € H*(R) with s obeying (6.7). Define F'(u) as
Fl = Fu o) = 00 Walthno — 520 [ oo
We shall prove that for 7" < 1, F'is a contraction in a ball of the Banach space
Z ={ue Xy lullz = llull 1oz + Ml pee < +00},

where 7 is defined for all nontrivial ¢ by

I
/y —=
el

Hsd

HS‘

Combining (6.9), (6.10) as well as (6.23), it is easy to derive that

I1F(u)lz < C([luo

et T Muollas) + CT” ||ul7

and
| F(u) = F(v)||z < CT"||u —v||z[|[u + vz

for some C,v > 0. Thus, taking 7" = T'(||uo|
is contractive on the ball of radius 4C'||uo|

1o+ ) small enough, we deduce that F
g+ In Z. This proves the existence of a

solution u to u = F(u) in Xol/%s
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Chapitre 6. Caractére bien posé des équations de KdV dissipatives

Following similar arguments of [MR02], it is not too difficult to see that if uy,us €
X;{Q%’s are solutions to (6.6) and 0 < 0 < 7'/2, then there exists v > 0 such that

- 123< v 1/2,s 1/2,s - 1/2,s
K UQHXQ{g’ ST (Hul”Xa{T’ + HuQHXa,/f ) |us U2||Xa{6« ’
which leads to u; = us on [0, 9], and then on [0, 7] by iteration. This proves the
uniqueness of the solution.

It is straightforward to check that W,(-)up € C(Ry, H*(R)) N C(RY, H*(R)).
Then it follows from Theorem 6.1, Lemma 6.3 and the local existence of the solution
that

u e C([0,T], H*(R)) N C((0, T, H*(R))
for some 7" = T'(||uol| .+ ). By induction, we have u € C((0,T], H*(R)). Taking the
L?-scalar product of (6.1) with u, we obtain that ¢ ~— [lu(t)|| .+ is nonincreasing on

(0,T). Since the existence time of the solution depends only on the norm ||u|
this implies that the solution can be extended globally in time.

Hsi?
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Quatriéme partie

Etude asymptotique des équations de
KdV dissipatives
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Chapitre 7

Comportement asymptotique des
équations de Korteweg-de Vries
dissipatives

Notre but ici est d’étudier le comportement asymptotique des solutions des équa-
tions de Korteweg-de Vries dissipatives u; + gz + | D|*u 4+ uu, = 0 avec 0 < o < 2.
Nous calculons v tel que v — v décroit comme t~"(@ lorsque t — oo dans divers
espaces de Sobolev.
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Chapitre 7. Comportement asymptotique des équations de KdV
dissipatives

Asymptotic behavior for dissipative Korteweg-de
Vries equations

Stéphane Vento,
Université Paris-Est,
Laboratoire d’Analyse et de Mathématiques Appliquées,
5 bd. Descartes, Cité Descartes, Champs-Sur-Marne,
77454 Marne-La-Vallée Cedex 2, France

E-mail: stephane.vento@univ-paris-est.fr

Abstract. Our goal in this paper is to study the large time behavior of solutions
to the dissipative Korteweg-de Vries equations u; + gz, + |D|*u + uu, = 0 with
0 < o < 2. We find v such that v — v decays like t"(® as ¢t — oo in various Sobolev
norm.

Keywords : KdV-like equations, dissipative dispersive equations, large time be-
havior

AMS Classification : 35Q53, 35B40

1 Introduction

In this paper we study the asymptotic behavior of solutions to the following dissi-
pative KdV equations

{ut+umm+|D|u+uuw:O, te Ry, x €eR, (dKdV)

u(0,z) = up(x), z € R,

with 0 < o < 2 and where |D|* is the Lévy operator defined through its Fourier

transform by |5|“\g0(§) = |£]*@(€). Here u = u(t, x) is a real-valued function.
The (dKdV) equations are dissipative versions of the well-known KdV equation

Up + Uggy + Uy = 0 (7.1)

144



1. Introduction

which has been extensively studied. Equation (7.1) is completely integrable and
there exists an infinite sequence of conserved quantities. For sufficiently smooth
initial data, we know that global in time solutions exist and can be asymptotically
written as a sum of traveling wave solutions, called solitons, see [Sch86], [Miu76].

Concerning the pure dissipative equation
us + |D]%u + uu, =0, (7.2)

it has been proposed to model a variety of physical phenomena, such that the growth
of molecular interfaces (cf. [KPZ86]). Also, in [JMWO05]|, Jourdain, Méléard and
Woyczynski pointed out the main interest of equation (7.2) in probability theory.
Biler, Funaki and Woyczynski proved in [BFWO98| several local and global well-
posedness results, in particular in the general setting 0 < o < 2, they obtained
weak solutions of (7.2). Using the Fourier splitting method first introduced by
Schonbek in [Sch80], they showed that regular solutions satisfy the estimate

lu(®)llze < e(1+t)71/2 (7.3)

for all ¢ > 0. This result was improved by Biler, Karch and Woyczynski [BKW99|
in the case of a diffusion operator of the form —9% + |D|*. See also [KMXO07] for
asymptotic results concerning (7.2) with 1 < a < 2.

Let us turn back to the (dKdV) equation. The Cauchy problem (dKdV) with
0 < o < 2 has been shown to be globally well-posed in the Sobolev spaces H*(R)
for all s > —3/4 and furthermore, the solution u(t) belongs to H>°(R) for any ¢ > 0
(cf. [MRO1]). When a = 1/2, (dKdV) models the evolution of the free surface for
shallow water waves damped by viscosity, see [OS70]. When a = 2, (dKdV) is the
so-called KdV-Burgers equation which models the propagation of weakly nonlinear

dispersive long waves in some contexts when dissipative effects occur (see [OS70]).
In the case o = 0, (dKdV) reads

Up + Uggy + U+ Uty = 0 (7.4)

and it is easy to get the decay rate for the L?-norm of the solution. Indeed, multi-
plying (7.4) by u and integrating over R give for regular solutions the equality

1 o0 [e.e]
56&/ u2(t,x)d:c+/ u?(t, z)dxr = 0,

—00 —0o0

and it follows immediately that

|u(t)]|z2 = O(e™") as t — oo.
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dissipatives

Now consider the KdV-Burgers equation ((dKdV) with o = 2). In a sharp contrast
with what occurs for (7.4), Amick, Bona and Schonbek [ABS89| proved that if
ug € L*(R) N H%(R), then the corresponding solution satisfies

lu()l|ze < e(1+1)711 (7.5)

and furthermore, this estimate is optimal for a generic class of functions. The proof
of this result is based on a subtle use of the Hopf-Cole transformation. Later, Karch
[Kar99b| improved this result by showing that the asymptotic profile of the solution
with a mass M is given by the fundamental solution Uy, of the viscous Burgers
equation (eq. (7.2) with o = 2)

U — Upy + UUL, = 0
with the same mass. More precisely, we have
tA=VD2 () — Upg(t)||r — 0 as t — oo

for each p € [1,00]. In other words, we can say that for large times, the dispersion
is negligible compared to dissipation and nonlinear effects. His method of proof is
based on a scaling argument. This kind of behavior was also heuristically observed by
Dix in |[Dix92|. He called this situation the "balanced case" because both dissipation
and nonlinear contributions appear in the long time behavior of the solution, this is
formally expressed by the relation o = 2.

In the present paper we study the so-called "asymptotically weak nonlinearity
case" a < 2. For a large class of equations, solution of the nonlinear problem asymp-
totically looks like solution of the corresponding linear problem (with same initial
data). One of the goals of this article is to show that similar behaviors occur for
(dKdV) with 0 < o < 2.

Following the works of Karch |[Kar99a|, we shall mainly work on the integral
formulation of (dKdV):

u(t) = Sa(t) *xug — %/o S, (t — s) * O,u*(s)ds (7.6)

valid for any sufficiently regular solution, and where S,(t) is defined by

T [ ... o
Sa(t,x) = —/ et (€7~ tde, ¢ > 0.
2 J_
First, using the properties of the generalized heat kernel, we give a complete asymp-
totic expansion of the free solution S,(t) * ug. After deriving the decay rates esti-

mates of the solution in various Sobolev norms || - ||, we show that ||u(t) — S (%) * uo||
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is bounded by ct™"(®), r(a) > 0. Next, we improve this result by finding terms
w = w(t, ) such that ||u(t) — S (t) * up — w(t)|| decays to zero faster than ¢="(%),

Notation. The notation to be used are standard. The letter ¢ denotes a constant
which may change at each occurrence. For p € [1,00] we define the Lebesgue space

00 1/p
LP(R) by its norm ||f|l» = (f_oo |f(m)|pdm> with the usual modification for
p=oc. If f = f(t,x) is a space-time function, the LP-norm of f will be taken in
the z-variable. For j > 0 and p € [1,00], the Sobolev spaces WJ(R) and W](R)
are respectively endowed with the norms || f|ly,; = [Ifllz» + 109 f||z» and 11y =
107 f||». When p = 2, we simplify by the notation H’(R) and H’(R). We also need
the spaces W/* equipped with the norm 1f e = ||(x)kf||wg If feSR), we

define its Fourier transform by setting f(€) = Ff(€) = [* e ™ f(z)dx.

e
—00
We introduce G,, the fundamental solution of the equation u; + |D|*u = 0, i.e.

Gao(t,z) = —/ et de > 0.

27 J_o

It is clear that G, has the self-similarity property
Go(t,z) =t7V2G (1, 2t7V*), xRt > 0. (7.7)

On the other hand, we know that G, (t) € HP7(R) for any p € [1,00] and j > 0, see
for instance [MYZ06].
Finally, for f € L'(27dx), j € N, we set M;(f) = [ f(z)2?dz.

2 Main results

As we are going to show, the solution of (dKdV) can be approximated by the solution
of the corresponding linear equation. We first give a complete asymptotic expansion
of S, (t) * up, which will be used in the proof of the main theorem.

Theorem 7.1. Let p € [1,00] and j,N € N. Then for allt > 1 and ug € L'((1 +
|z[)¥*1dx),

N  \n N pN-1, .\
Sa@)*uo_Z( D Mn(uo)agaa(t)—zt—! ( ;) Mg(uo)aﬁ(—ax)%Ga(t))

W3

< ¢t~ =1/p)/a=j/a=(N+1)/a (7.8)

Remark 7.1. When N =0, the sum ZLVZI in (7.1) has to be understood as 0, and
thus (7.1) reads

150 () * uo = Mo(uo) Ga(t) |y < ct~(-HPIaI/azt/e, (7.9)
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If N =1, we have the following asymptotic expansion for So(t) * ug,

HSa(t) * Uy — MO(Uo)Ga(t) + /\/ll(uo)@zGa(t) —+ tMo(Uo)agGa(t)HWg
< o~(-Vp)/a=ija=2/a,

Remark 7.2. The term YO (_i!)nMn(uo)agGa(t) in (7.1) corresponds to the
asymptotic expansion of G, (t) * ug, solution to the generalized heat equation u; +

|D|*u = 0. The other terms are due to the dispersive effects and appear only for
N > 1.

Now we consider the nonlinear equation (dKdV) with 0 < o < 2. Throughout
this paper, we make the following assumptions:

wo € LYR) N LA(R), (7.10)
Vj >0, sup ||du(t)]|2 < oo, (7.11)
>0
sup ||[u(t)||zr < oc. (7.12)
>0

For uy € L*(R), existence of global solutions belonging to C((0,00), H*(R)) was
proved for example in [MRO1|. By this local smoothing property, we see that the
solution becomes smooth for any time ¢y > 0. Changing the initial time to ¢y, we
may even suppose that the initial data vy € H*(R). In the Appendix, we will
show that assumptions (7.11)-(7.12) are verified for corresponding solutions when
uy € Wy (R), at least in the case a > 1.

Theorem 7.2. Let p € [2,00] and j € N. Assume that uy € H™(R) N L*(R) and
(7.11)-(7.12) hold true. Then we have

lu()lliy < e+ )~ UtP/ezle g >, (7.13)

Next we find the first term in the asymptotic expansion of the solution.

Theorem 7.3. Let p € [2,00] and j € N. We assume that uy € H'™3(R) N L'(R)
and that the solution w satisfies (7.11)-(7.12). Then, for all t > 0,

(1+ t)(—(l—l/P)/a—j/a)—l/o‘ for 0 <a<1,
u(t) = Sa(t) *uollyys <cq (1+8)COVP=D"Log(1+¢) for a=1,
? (1 +t)C0=p/azi/e)=@/le=1)  for ] < a < 2.
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In view of Theorems 7.2 and 7.3, it is clear that decay rate of u(t) — S,(t) * ug
in Wg—norm is better than when considering only u(¢). In order to find other terms
in the asymptotic expansion, we need to consider separately the cases 0 < a < 1,
a=1land 1 <a <2

When 0 < a < 1 or a = 1, the difference between the asymptotic behavior of
the first and second term is subtle. For the first term, we have ||u(t) — Sa(t)ng =
O(t~(-1/p/e=i/e=1/a) (when a < 1), whereas for the second one, say w(t), we have
lu(t) — Sa(t) — w(t)||Wg = o(t~U-Y/p/a=i/a=l/a) " The following result holds for
a < 1.

Theorem 7.4. Suppose p € [2,00], j € N, ug € H'*3(R) N LY(R) and that (7.11)-
(7.12) are verified.

(i) If 0 < o < 1, then

tA=1/p)fatife)tl/elly ) g *u0+ / / (s,y dyds)@ Gol(t )’ _—
(7.14)
as t — oo.
(i1) If a« = 1, then
(1-1/p)+5+1 M2
ogt|[1(0) = 51(6) o + (1o t)axGl(t)’ L0 (7.15)

where M = Moy(ug) = ffooo Uop.

Remark 7.3. In the case a < 1, the integral [;° [
(7.14) is convergent due to Theorem 7.2:

/ / (s,y)dyds = / |u(s)]|72ds < c/ (14 s)"Yds < oo.
0 0

Now we deal with the case 1 < a < 2. In this situation we get an asymptotic
expansion of the solution at the rate O(t~(1~1/p)/a=i/a=1/a) (in T/J-norm, and for
almost every «) but we need more than two terms in this expansion to derive it. The
main idea is to use the successive terms F™(t) which appear in the Picard iterative
scheme applied to the Duhamel formulation (7.6), i.e

{FO()— (t)*uo,
Frl(t) = Su(t) * ug — lfo s) * 0, (F™(s))%ds.

u?(s,y)dyds which appears in

Theorem 7.5. Let 1 < a < 2, p € [2,00], 7 € N and uy € H'3(R) N LY(R).
Suppose that conditions (7.11) and (7.12) are satisfied.
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) 7p 2N 2N +3
(i) If 557 < a < %55 for some N € N, then

Ju(t) — FN+1<t>||Wg <c(1 _i_t)—(l—l/l’)/a_j/a—l/a'

(i7) If a = 2NN—:23 for some N € N, then

Hu(t) . FN+1(t)||Wg S C(l + t)—(l—l/P)/a—j/a—l/a 10g(1 —l—t).

Remark 7.4. The results obtained in this paper for (dKdV) could be certainly
adapted to more general dispersive dissipative equations taking the form

ur — |D|"0yu+ | D|"u + 0, f (u) = 0, (7.16)

where [ is a sufficiently smooth function behaving like u|u|?"" at the origin. Such
general models were studied by Dix in [Diz92]. Similar asymptotic expansion for
solutions to (7.16) could be obtained in some cases, when dissipation is not negligible
i comparison with dispersion and nonlinearity:

a<r—+1,
0<a<ag.

The remainder of this paper is organized as follows. In Section 3, we derive linear
estimates and prove Theorem 7.1. The decay rate (7.13) is established in Section
4. Section 5 is devoted to the proof of Theorems 7.3, 7.4 and 7.5. Finally, uniform
estimates of the nonlinear solution are obtained in the Appendix.

3 Linear estimates

In this section, we prove some estimates related with S, (t) and G, (t). Our first
lemma is a direct consequence of the self-similarity of G,,.

Lemma 7.1. For any p € [1,00] and j € N,

|Ga(®)ly = et~ 01w, (7.17)

Proof. Equality (7.7) and a change of variables yield

o . 1/
1Ga(®)llyiy = (/ f(]ﬂ)p/amiga(l,xt*l/a>|Pda:) P

—00

= Ut oyl/op < / ) |0Ga(1, y)l”dy> ”

The case p = oo is straightforward. O]
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Let us recall the following elementary result which will be extensively used in
our future considerations. A proof of (7.19) can be found in [Kar97]|.

Lemma 7.2. If 1 <k <j and f € H (R), then
15w < W Fll2llfellze, and 105 Fllze < A" 102 £1155 (7.18)
Moreover, for any f € L*((1 + |z|)dx), one has
1F113: < cll Fllz2l19e f1l 2. (7.19)
Next lemma describes the asymptotic behavior of S, (t).

Lemma 7.3. For any p € [1,00] and j, N € N,

< ¢t~ (=1/p)/a—j/a—(3/a=1)(N+1) (7.20)

f}i—f— PG| <

n=0

W

Proof. Setting A(t) = Sa(t) — SN £(=8,)3"G4(t), we obtain

n=0 n!

FOIAWM))(E) = (i€ e 1 (e Z—n. (~i)™").

n=0

3@0—

Using the Taylor expansion of the exponential function, we have

N
ite? Zt§3 o (e
‘ Z S NF

n=0

Thus, Plancherel theorem and the change of variables & = ¢t~/ give

107A()22 < C/ €[ 2HEI (7] 2)20V+) g

— 2N+ /OO | [2UH3N+3) = 20IE1° ge

— ot~ Vem2/a=2(3 /e D(N+1)

which yields the result for p = 2. Now the case p = oo follows immediately from
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(7.18). When p = 1, we use estimate (7.19). One has

JocF @AW < e [ [l e+ gt e

—00

N s \ne3n—1
+ ‘€|2j Sité-Qeitf?’ _ Z M 2] @_2t|§|ad€> 1/2
n!
n=0
0 ) o 1/2
< CtN-i-l(/ j|€|2(1—1+3(N+1))€—2t\§| df)

Oo |€|2(j+a—1+3(N+1))€—2t|§\0‘dg) 1/2

n ctN+2< /

—0o0

o0 4 W \1/2
I ct(/ ’5‘2(3+2)’t€3|2N672t|§\ df)
< ct—l/?a—j/a—(?)/a—l)(N+1)+1/o<.
It follows that (7.20) holds true for p = 1 and then for all p € [1, co] by interpolation.
[
Lemma 7.4. For all p € [2,00] and j € N,
1Sa(®)]lyyy < ct=Umtpei/e (7.21)

and |
||Sa(t)||wf < ct_J/‘”(l + t1/2—3/2a)_

Proof. For p = 2, [|Sa(®)llgs = |Ga(®)| g = ct~/?¢73/% Then (7.21) follows by
the first inequality in (7.18) and by interpolation. Concerning the L'-norm, it is
obtained thanks to (7.19) in the same way as estimate (7.20). O

Now we state a decomposition lemma for convolution products.

Lemma 7.5. Let p € [1,00] and N € N. For any h € L*((1 + |z|)VTldz) and
g € CVHH(R) N HPATH(R),

Hg*h Z n‘ hg

< CllO gl bl o

Proof. 1t is an easy consequence of the Taylor formula as well as Young inequality.
O

Applying Lemma 7.5 with g = §2G,(t) and using estimate (7.17), we deduce the
Corollary 7.1. If p € [1,00] and j,N € N, then

Jeatyen =30 CF a0, < oSO,
P

n=0
for any h € L*((1 + |z|)N*dx).
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We are now in a position to prove Theorem 7.1.

Proof of Theorem 7.1. By the triangle inequality,

- = (1) b oy
[t 5 o - Z n' (W) 2Galt) = Y 5 D Ma(uo) 05 (=02) Ga(t)]
n=0 k=1 £=0
a tk 3k
< ‘ Sa(t)*uo—Ga(t)*uo—Z—'( Or) Ga(t)*uoH

=1+I11+111I.

I is estimated with the help of (7.20),

o(s.0- 3!

k

N

1:’

< |oi(satt) -

<ct (1-1/p)/a—j

(—az)%Ga(t)) * U

=

r

Il
o

k

73 (-0 Gal0)) |, ol

3/ 1)() < ct~(-Vpamj/a-(N+D)fa

\?}NMZ
~

since o < 2. Concerning II, we use Corollary 7.1 as follows:

IT < ct~(=YP/azifa=(N+D /a0

(|2 N+tda) -

Finally for the term I11, Corollary 7.1 allows us to conclude

I[I<Z ’

N

< et (1P asifa-Nje 3 1-/alk
k=1

< Ct*(171/p)/a7j/a7N/a+173/a

=

—1) Mg(uo)aﬁGa(t))

83]““( (t) * ug — 7

Lp

~
Il

0

< ot~ (1= a=j/a=(N+D)/a.

153



Chapitre 7. Comportement asymptotique des équations de KdV
dissipatives

4 Decay of solutions to (dKdV)

In this section we prove Theorem 7.2. The case (p,j) = (2,0)
()| 2 < e(1 4 t)~ 42 (7.22)

is a direct consequence of assumption (7.12) together with the second estimate (with
f =0) in Lemma 7.18.

Lemma 7.6. Let ug € H’(R) N L'(R) and u be a solution satisfying (7.11)-(7.12).
Then, for allt >1 and N > 1,

Hi

H/OtSa(t—s)*GzUQ(s)ds‘ .

<etV2mil L= sup |u(s)| N 477 sup [[00u(s)| e (7.23)

t/2<s<t t/2<s<t
with v = y(a) > 0.
Corollary 7.2. If ug € H(R) N LY(R) and if (7.11)-(7.12) hold true,
()]l gy < e(1+ 1)1/
for any t > 0.

Proof of Lemma 7.6. One proceeds by induction on j. For j = 0 we use the integral
formulation (7.6) and estimates (7.21) and (7.22):

t
H / Sa(t — ) 8zu2(s)dsHL2 — 2ju(t) — Salt) * || 2
0
< 2t 12 + 20 Sa®ll el < 2.

Now assume the statement (and thus Corollary 7.2) is true for the £ < j. We split

the left-hand side of (7.23) into
t/2 t
.,S/ ...d5+/ o.ds:=1T+11.
H 0 t/2

By the Young inequality and estimates (7.21), (7.22), we have

H /Ot Sy (t — 8) * Opu(s)ds

2
r< [ orsu - o)l ads
0
t/2 '
< C/ (t_S)—l/Qa—(]—l—l)/a(l+S)—1/ad8
0

t
< t~V/Peile <t1/°‘/ (1+ s)*l/ads)
0
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and for t > 1,

: Ve if a<1
tl/a/ (1+ 5)*1/ad5 <cg tllogt if a=1 <ec
0 =2 if a>1

To estimate I, we use Plancherel and we split low and high frequencies,

t [e's) N ) . 1/2
II=c / ( / 2 E 2D s, €)d) s
t/2 —o0

t 1/2 3 1/2
gc/ (/ ...d§> d5+c/ (/ ...df) ds =1, + Iy,
2 N i<t 12 N g1

If |¢] < 1, then e 21" > 72 hence

! > o o) S 1/2
e | ([ e g s, o )
t/2 —00

¢
= c/ 10054 (14t — 5) % du?(s) || 2ds
t

/2
t
< c/ 10284 (1 4t — 5)||12]| 0 u*(s) || L1 ds
t/2
t
<o [ (= s )l 0us) s,
t/2

where we used in the last inequality

1022 1zr < ell fllzos 0% f 1] 222 (7.24)

with 1/p = 1/p1 + 1/pe, 1 < p,p1,pa < 00. Estimate (7.24) can be seen as a
straightforward consequence of the Sobolev-Gagliardo-Nirenberg inequality. Next,
using the estimate

; 12 if a<3/2
t_1/2a/ (1 + S)_3/2ad3 S IS til/?’ logt 1f o = 3/2 S Ct_’y7 (725)
0 12/ if a>3/2

we get
t .
I < c/ (14t =)7L+ 5)72|0%u(s) | 2ds
t/2

t
< C(t‘l/za/ (14 s)_?’/Q“ds) sup [|&2u(s)||zz < ct™ sup |Ju(s)] ;-
0 t/2<s<t t/2<s<t
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Term 115 is bounded by

t o] ) - 1/2
Ih < / ( / I[P (s, €)PdE) s

t/2

t
:C/ e 07 (s) | ods
t/2

t
= / 102 ) s
t/2

Assumption (7.11) and Lemma 7.2 provide then

[u(8) ]| oo 107 u(8) || 2 < cl|u(s) |15 e ()| 15 100u(s) |5 N [0 N u(s) || 15Y
< (1 4 8) V1| Bu(s)||) N

for any N > 1. This allows us to conclude that
¢
Mh<e [ 1 s) ol s
t/2
¢
<ct sup [Oju(s)FY [ e s
0

t/2<s<t

<ct™ sup |[@u(s)] V.
t/2<s<t

In order to prove Corollary 7.2, we need the following elementary result.

Lemma 7.7. Let f : Rt — R" bounded, 0 < v < 3 and N > 1. We assume

VE> 1, f(t) <ct P et T sup f(s) YN,

s~t

Then for t and N large enough, f(t) < ct=".

Proof. We show by induction that for all n > 0, f(t) < ¢t~ ™nEAA-N)A=x)"+N),
Thus for n large enough, one obtains f(t) < ¢t~ ™3 N+1) and it suffices to choose
N so that 6 < ~yN + 1. O

Proof of Corollary 7.2. By (7.12), we only need to consider ¢ large enough. Using
(7.21) and Lemma 7.6, it follows that

, ) 1 [t
107u(t)|| 2 < Ha;sa(t)*uo|yL2+H§/o DL (t — 5) # Dy (s)ds|

L2

< et~ V2emile 4o sup ||0iu(s)\|Lz+ct_7 sup H@; ()H1 N
t/2<s<t t/2<s<t
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Letting t — oo, we deduce ||0u(t)||z: — 0. For t > 1, we thus have ||07u(t)||2 < 1

and
180u(t)]| 2 < ct™V273/ p ™7 sup [|@u(s)|) .
t/2<s<t

Applying Lemma 7.7 with f(t) = ||@lu(t)||z2 and 3 = 1/2a + j/, we obtain the
desired result. O

Proof of Theorem 7.2. The result is already proved in the case p = 2. When p = o0,
we use (7.18) and Corollary 7.2 to get

1/2 1/2 —1/a—17/
@l < ellu)l 7 w7 < e(1 1)~ ol

The other cases follow by an interpolation argument. O

5 Asymptotic expansion

5.1 First order

In this subsection we prove Theorem 7.3. As previously, it suffices to show the result
when p = 2 and vy € H'T?(R) N L' (R).
First, since u € Cy(RT, H/(R)),

[u(t) = Sa(t) * uoll g5 < llu®)l s + [|Ga(@ll Lt luoll s < ¢

and we reduce to consider the case ¢ > 1. Using the integral formulation of (dKdV),
we have

lu(t) — Sa(t) * uol| g

IN

1 [t
5/ 1095, (t — s) * Opui?|| L2ds
0

t/2 t
:/ ...ds—l—/ o.ds=1+11.
0 t/2

2
1= C/ 1057 St = 5)ll 2 [u(s) 172 ds
0

Term [ is bounded by

t/2 A
S C/ (t— S)—l/Qa—(g-i—l)/a(l —I—S)_l/ads
0

t
< - V2a-G+)/a / (14 5)~Yods
0

t(=1/2a—j/a)=1/a if o<1,

<cd 0 og(t) i a =1,
t(=1/2a=j/a)=(2/a=1) if 4 > 1.
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To estimate I1 we use Plancherel and we split low and high frequencies,

t [e%s} N ) - 1/2
=c [ ([ e g, opa) s
t/2 —00
t 1/2 3 1/2
§c/ (/ ...d5> ds+c/ (/ ...dg) ds == 1, + I,
t/2 [€|<1 t/2 |€]>1

11, is treated as follows
t
11, < C/ 1Sa(1 4+t — 8)||z2]|07 u?(s) || 1 ds
/ 1—|—t 1/201(1+5)72/afj/ad8

SCtZ/aj/a/ <1+S)71/2ad8
0

2/a—j/a if a<1/2,

<ec t*4*2]’ logt if a= 1/27

(Y 20—j/t1=2/a f g 5 1 /2,
t(=1/2a—j/a)—1/a if o<1,
t(-1/2=0)"1 og(t) if a=1,
t(=1/2a=j/)=(2/a=1) if o > 1.

For the last term, we have
t .
I, < c/ e~ 9|0 2 (s) || 2 ds
t/2
t
< C/ 6—(t—s)(1+8)—1/20¢—j/o¢—2/a
t

/2
< Ct(*l/Qa*j/a)*Q/a,

which is acceptable.

5.2 Higher orders

Here we find higher orders terms in the asymptotic expansion of the solution to
(dKdV), i.e. we give a demonstration of Theorems 7.4 and 7.5.

5.2.1 Thecase0<a<l1

First consider the case 0 < o < 1, our proof follows Karch’s one [Kar99a| (see also
[BKW99)).
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Proof of Theorem 7.4 (i). By interpolation, we only need to consider the case p = 2
and uy € H/2(R). Split the quantity

Hu(t) Sa *uo—l— / / sydyds)aG (t)‘
H/a alt = 5) = Galt = )]+ u(s)ds|

2H/aet_s*u ds—// sydyds)(’)G()‘

=141

Veg)

i

To estimate I, we write

< c/o 107 H [Su(t — 8) — Ga(t — 8)]  w2(s)||z2ds

t/2 t
:/ ...ds+/ oods =1, + 1.
0 t/2

Concerning I, we use (7.20) with N =0,
2
h= C/ 107 [Salt = 5) — Gal(t — s)]ll2]lu(s) [ L2ds
0

t/2
< C/ (t— s)—l/?oa—(j—i—l)/a-l—l—?)/oa(l —FS)_l/adS
0

< Ct—l/?a—j/a—l/atl—i’)/a’

which shows that ¢!/2e+i/etl/af 0. To deal with the integrand over [t/2,t], we
note that ||[S,(t — s) — Ga(t — )] x u?(5)|| gy1 < c||u®(8)]] 7541, hence

t
I, < c/ 107t () || p2ds
t/2

t

< c/ (1 + s)~V/2ami/a=2/a gy
t/2

< Ct—l/Qa—j/a—l/atl—l/a7

which is acceptable. Now we estimate term /1 by

1< - H / / sydyds)@G()‘
+§”/0 |0:Galt = ) u?(s) - (/_OO u(5, 9)dy ) 0,Ga ()| s

oo HJ
= [[1 -+ I[Q

Hi
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Obviously,
I < / () |2ads |9 G (8) 12 < ctl=1/20-3/)=1/o / (1+5)"Yods
t t

and it is clear that [(1+s)~/*ds — 0 as t — oo. To estimate I, one fixes § > 0
and we bound it by

11 < o /t (/: OulGalt = 5, = y) = Galt, (s, y)dy ) ds||

e[| oiGut = =) = Galt Nty s

St ¢
:/ ...d8~|—/...ds
0 St

= 115 + 5.

Then we split 115 in two parts,

I, < c/ 17 Gt — 5, — ) — Galt, Nu2(s, )| p2dsdy
[0,6¢t]xR

:c/ ...dsdy+c/ ...dyds
Ql QQ

= I1o1 + I1312,
where

Q1 = [0,68] x [—6tY/*, 46t/
Qy = [0, 6t] x (] — 0o, —6tY[U] + 6t/ 00|).

For all (s,y) € 4, a straightforward calculation provides

107 [Ga(t = 5, — y) — Galt, )]ll.:
= ¢RI9I G (1 — s/t — yt ™) = Ga(L, )] 22

Hence, using the continuity of the translation on L2, for all ¢ > 0, we can find a
0 > 0 such that

t2ekifot e gup |07 [Galt — s, — y) — Galt, )]l 2
(s7y)eQI
< sup ||8£+1[Ga(1 —7,-—2) — Go(1,)]||z2 < e.

0<7<é
2l<5
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We deduce
' S5t S5t
I gy < e [ (o) fads < es [ (140) Vods < ce
0 0

Now for any (s,y) € Q, we have

105G alt = s, —y) = Galt, )2 < 1057 Galt — 5)l|12 + 1077 Ga(t)]| 2
< ct—1/2a=(+1)/a

)

which yields
A e}
tA/20i/) 1 arr < c/ / u?(s,y)dyds — 0
0 Jly[=ott/>

by the dominated convergence theorem.
It remains to estimate [/55, we have

t
Iy =c | 107Gt — ) % w(s) — u(s) 2205 Galt)]| s
ot

t t
<c [ 007 Galt = 5) + u?(s)| 2ds + C/ (1+5)"ds]| 03" Ga(t) ] 2
&

ot t

= Iy + I1s9;.

The first term is bounded by

' e 1 a,; 1/2
Iy < C/ (/ |§|2(J+1)672(t78)|§\ ’U2(S,f)‘2d€) ds
5 _

t [ee]

t
< C/ (IGa(1+t = s)l|z2llof ()]l 2 + e 05 u? (s) | 2]ds
ot

t
<o [t (1) e 1) Sl ds
0

t

t
< Ct—l/2a—j/a—1/a<t—1/2a/ (1+S)_1/2ad8) 1 ¢t—B/20-j/a
0

and thus ¢t'/2¢+3/e+1/e1 1, — 0. On the other hand, we have immediately

11222 < Ct—1/2a—j/a—1/o¢t1—1/a’

which achieves the proof of (7.14). O
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5.2.2 The case a =1
The proof of (7.15) uses the same arguments together with the following result.

Lemma 7.8. Under the assumptions of Theorem 7.4 (ii),

M2
Ydyds =
teoologt// (5, y)dyds = o

1
c
Jyds < — | (1 1d<_
logt// (s,y)dyds og (+s) s og — 0

Proof. First note that

and it remains to calculate the limit as ¢t — oo of

logt/ / (s, y)dyds = _/ / — (MG (s,y))*)dyds

(M .
logt// G1(s,y))*dyds. (7.26)

Using Theorem 7.3 as well as estimate (7.9), we get for all s > 1

/OO [w*(s,y) = (MGi(s,9))’|dy < |lu(s) + MG1(s)|[z2llu(s) — MGi(s)] 2

< 03_1/2(||u(3) — S1(8) * ug| 2

+[1S1(s) * uo — MG1(s)| r2)
< sV (5732 log 5 + 573/2)
< cs?logs.

It follows that

logt/ / [u?(s,y) — (MG (s,y))*|dyds < —/ 2log sds — 0

by dominated convergence. The last term in (7.26) is equal to

_ 2
logt// (MG1(s,y))*dyds = logt// 2(G1(1,y/s))*dyds
ds
logt/ / (Gi(12)

= M?||G1(1)][72
M2
T om
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Proof of Theorem 7.4 (ii). 1t is sufficient to show that

3/2+j
t — 0.

HI

M?
—_— 2 —_— —
o1 /0 0:51(t — s) x u(s)ds o (logt)@xGl(t)‘ -

for all j > 0. Asin Theorem 7.4 (i), we can replace S, (t—s) by G,(t —s) by writing

Hi

t M2
H/ 8xSl(t—s)*u2(s)ds—2—(10gt)8xG1(t)’ -
0 s

< H /Ot 0:[S1(t — s) — G1(—t — )] *uQ(s)ds‘ _

Hi

t M2
+ H / 0,G1(t — 5) * u*(s)ds — g(logt)&ﬂGl(t)’ .
0

HI

and using (7.20). Last term in the previous inequality is bounded by

<H/8G1t—s s« u? ds— // sydyds)aG1()HHj

n H / / (,9) dyds)a G (1) — ];/[—;(logt)ﬁxGl(t)‘ .

Hi

The first term is estimated exactly in the same way that I15 in Theorem 7.4 (i) and
for the second one, Lemma 7.8 provides

13/2+] H / / (5,9 dyds)a Gi(t) — gj_;(logt)ﬁxGl(t)) .

logt HI
2 .
logt/ / (s, y)dyds — =— )||a;+1al(t)||p

R

< t3/2+]

5.2.3 Thecasel <a<?2
Finally we consider the case 1 < a < 2.
Proof of Theorem 7.5. We prove the result when p = 2 and vy € H'"2(R).

Step 1. ||F"(t)|| ;s decays like ||u(t)]| ;-
If n =0, then for all j > 0, ||FO(t)|l;5 = [|02.94(t) * ugllz2 < (1 +t)~H/2073/« Let
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n > 0 such that for all j > 0, |[F™(t)| g < c(1+t)~Y/22=3/@  Then, for any t < 1,

t
IF™ 00 < 150(6) = walls + [ 15a(t = ) = 0P ()P s

1
< NGa(®l 2 {[uoll +/0 1Ga(t = s)llze |02 (F" ()| 2

<ec.

Now assume ¢t > 1. We have

t
P20l < 1500)# vl + [ 1006 = 3) = 0uCP70) s

t

‘ £/2
Sc(l—i—t)_l/%‘_ﬂ/a—i-/ ...ds+/ ...ds.
0 t/2

The integrand over [0,%/2] is estimated as follows

t/2 t
/ ds< / 107 18u(t — 5) |12 | F™(5)]22dls
0 t/2
t/2
SC/ (t — )" /20- G (] 4 g)~1/e g
0

t
Sct—1/2o¢—j/a<t—1/a/ (1+S)_1/ad8>
0

< et~ V2emile

For the second one, one splits

/tt ... ds = c/tt (/_Oo mwﬂ)eQ(tS)£|a‘(F7(5\))2(§)|2d§>1/2d5

/2 /2 00
¢ 1/2 t 1/2
§c/ (/ ...dg) ds+/ (/ ...dg) ds
t/2 *Jgl<1 t/2 *Jg>1
=1+11.
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Term [ is bounded by

t
I< C/ |05+ Sa(1+ 1 — 5) % F"(s)|| 2ds
t/2

t

SC/ 19a(1 +t — 8[| 2|07+ (F" ())]| o1 ds

t/2
t

= / (14t — 5)72 7 (s)|| 2|0 F7 (5)]| adls
t/2

¢
< c/ (141t —s5)"Y20(1 4 5)"Hordlogs
t/2

¢
< Ct—1/2a—j/a<t—3/2a/ (1+s)_1/2ads)
0

< Ct—1/2a—j/a

and I7 is estimated by

¢ t
/ eI A (F™(5)%) | 2dls < o / eI F(s) |2 |01 F7 (5) | e s
12 t/2
t
<c / e~ | F(s) || 2|03 F7 (s) |12
t/2
X (|92 F () || ds

t

< C/ ef(tfs)(l_i_S)fS/Qafj/ads
t/2

< Ct—5/2a—j/a < Ct—1/2a—j/a‘

We have showed that ||F"+(t)| ;5 < e(1+t)71/2273/% and by induction, this estimate
becomes true for any n > 0.

Step 2. We claim that if for all j > 0, |Ju(t) — F™"(t)|lz < c(1 +t)7™ and
rj(n) = L +ro(n), then

(1 4 t)~1/2eifoz1/a if 1—2L —ry(n) <0,
Hu(t)_Fn+1<t>HHj <cd (1+ t)—l/Qa—J/oc—l/oa log(1 +t) if 1— i —1ro(n) =0,
(1 4 t)—1/2a—j/a—1/o¢+1—1/2a—ro(n) if 1— i _ To(n) >0

Indeed, first for ¢ < 1 it is clear that |u(t) — F""(¢)| 4, is bounded. If t > 1 we
have by definition of F™,

lu(t) = F* ()l g < %/0 107 Sa(t = 5) * [u*(s) = (F7(5))7] [l 2ds

t/2
:/ ...ds+/ cods:=11T+1V.
0 t/2
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We bound the contribution of 111 by

2
HI'< C/ 1057 Sa(t = 8)ll2llu(s) = (F"(5))*[l1ds
0t/2 ‘
= C/ (t = )71 2em T lu(s) — F7(s) 2 ([[u(s)l|2 + | F7(5)|2) ds
0

t/2
< C/ (t _ S)—l/?a—(j+1)/a(1 + S)—l/2a—ro(n)d8
0

(1 ¢)~Y/2emi/azt/a if 1—2L—r(n)<0,
<cq (L4t Vemifesleog(141)  if 1— 5 —ro(n) =0,
(1 4 t)—1/2a—j/oc—1/a+1—1/2a—7‘0(n) if 1— i _ To(n) >0

Then we decompose IV as

W= [ ([ lepome etz - Eyierde) o

/2 )
t 1/2 t 1/2
§c/ (/ ...dg) ds+/ (/ ...d£> ds
t/2 N JJgl<1 t/2 N JE>1
=1V + 1V;.

Low frequencies are treated as follows,

i< /t/2 1077 Sa(1+t = 5) # [u?(s) — (F"(s))"]||2dls

< C/t2 1Sa(L+t = 8)[[z2| 03" [u?(s) = (F" ()] 2 ds

/
t j+1
< C/ (L+t— )72 " N05uls) — F" ()l 2 (1057 uls) |2 + 057 FF" (s)|12)ds
t/2 k=0
t Jj+1
< C/ (1 41— S)—1/2a Z(l + S)—rk(n)—l/Za—(j-i-l—k:)/adS
t/2 k=0
j+1
< czt—rk(n)+k/a—j/a+1—2/a (727)
k=0
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5. Asymptotic expansion

and since rx(n) = £ + ro(n), we infer IV; < ¢¢=7o(m=i/e+1=2/a In the same way,

t
IV, <c / e )0 P (s) — (F"(s))] || r2ds

t/2
t il
t/2 k=0
j+1
< czt—rk(n)-i-k/oé—j/a_z/a
k=0
< ct-rom—i/a=2/a, (7.28)

Combining (7.27) and (7.28), we deduce

(14 t)~1/2a=i/az1/a if 1— 5= —ro(n) <0,
IV <c (1 + 75)—1/2&—]’/01—1/a log(l + t) if 1= % _ TO(”) =0,
(1 + t)71/2a7j/a71/a+171/2a77°0(n) if 11— i _ T’o(n) >0

Step 3. Construction of ;(n) and conclusion.

We define the sequence 7;(n) by iteration Set ;(0) = = + L +2 — 1 for all j > 0.
We have ||u(t) — FO(#)||z; < (14 t)7O) by Theorem 731 7“]( ) is constructed
for all j, then we set

41 if 1—55—7r9(n)<0

. — 2a a L« 2c —
ri(n+1) { on)+2+2 -1 if 1—5-—re(n)>0. (7.29)
We easily see that rj(n) =L +ro(n) for all j, thus Step 2 shows that for any n > 0
satisfying 1 — 5= — ro(n) <0,

lu(t) = F™H()]
{ (14 t)~1/2a=ifa=1/a if 1—5-—ro(n) <0,

(14 1) Y2eifo-V/aloe(] 4 1) if 1—i—7°0(n) _0 (7.30)

Let us prove that the sequence n — 7;(n) is eventually constant. Suppose that
1—5-—rg(n) > 0 for all n > 0. Then by (7.29) we obtain r;(n+1) = ro(n)+L+2—1
(Vn). In particular ro(n + 1) = ro(n) + 2 — 1 and thus ro(n) = n(2 — 1) + r9(0) =
(n+1)(2 —1)+ 5. Since 2 —1 >0, this contradicts the assumptlon ro(n) <1—5-
for n large enough Hence there exists n > 0 such that 1 — 5= — ro(n) < 0 and we
can set

1
N:min{n20:1—2——ro(n) <0}.
a
For this value of NV, it is not too difficult to see that

ri(n) = (n+1)( —1)+4£+L if n<N,
A if n>N.
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It follows that N = min{n > 0: 1—2—(n+1)(2-1) <0} = min{n > 0: o < 2252}
From this and (7.30) we infer

14¢ —1/2a—j/a—1/a if a< 2N+3
de——FN+%wH~-§c{ e o< n

6 Appendix

Our aim here is to show that for 1 < o < 2, solutions to (dKdV) satisfy assumptions
(7.11)-(7.12). The proof is similar to that of Hayashi and Naumkin [HNO6| in the
context of the (KdVB) equation, see also [HKNS06].

Lemma 7.9. If uy € L*(R) then the corresponding solution u satisfies
lulliors < ¢ and 1Dl s, < c
Moeover, if ug € H'(R), then
[tzllperz < ¢ and |||D|1+"‘/2u||Lit <c
Proof. Multiply (dKdV) by u and then integrate over R:
a2 + 20 DI 2u(t) 3 = 0. (7.31)

Integrating this equality over [0,t] we get

t
()72 + 2/ D12 u(s)|[F2ds = |luolZ. (7.32)
0

This proves the first estimates in Lemma 7.9.
Now we multiply (dKdV) by ., + %uQ and integrate over R:

e 1
/ (g + s+ | D] + 1110 (s + ~02) = 0.

. 2
We have [7° g, = —30,]|ug(t)]32, 5 [*o wu? = 39, [ u® and by Plancherel we
have [ |D|*uug, = —[||D]'**/?u||2,. On the other hand

o° 1 1 [ 1
/ (Ugge + Uty ) (Ugy + §u2) = 5/ O (U + §u2)2 =0.

We deduce

1 o0 o0
Ol () + 211D Pule) e = 30, [ w0+ [ D

—00 —00
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and

t
HmﬁWé+2/HMW“”wﬁﬁms
0

1 [e’s) 1 o) t o)
—lowulta g [ - [ e [ [ Dl
3 —00 3 —00 0 J—-o0o
1 0 5 t [e%¢} )
§c+§ |u?(t)] + | D|%uu”.
—0o0 0 —00

Using the elementary identity 2ab < ya® + lb2 we obtain

3] waisg [ ol [ e

< e+ eyfu@®)lzzlu®)lz-
< e+ oyllu®)llz: + evllut)llz
< ¢+ oyllus(t)]Z2

where we used (7.18) in the last inequality. We choose v = 1/2¢ so that

1 t t [ee]
sl +2 [ NP uo)lads <ot [ [ 1D
0 0 —00

By Plancherel theorem and Sobolev embedding we have

t o] t o]
| [ iprwe < [ [ [ipprupeee)
0 —00 0 —00

1 t N v t N
<o [ DI u(s) s + 3 [ DI () s
7 Jo 0

t
<coer [IDPA ) By ds
0

Using the fractional Leibniz rule we get

t o0 t
[ bt <cer [NDREE U Ry ) ads
0 J—-oo 0
t
<coor [IDIE () ads
0

t
< et er [ IDFu DI s
0

t t
< c+cv/ |||D|Q/QU(8)II2deS+CW/ DI u(s) | 72ds
0 0

t
<coor [P ul)ads
0
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We choose v = 1/¢ to conclude

1 t
Sl (172 +/ 1D 2u(s)||72ds < c.
0

Lemma 7.10. Let j > 1 and ug € H*(R). Then we have
105ullpperz < ¢ and [|0gullz, < c.
In particular, assumption (7.11) is satisfied.

Proof. We choose 0 < p < « — 1 small enough such that 1/p € N and we set
N = j/p. We show by induction that for each n =0,..., N, one has

D"l ez + 11 DI**(D)"ull 2, < c. (7.33)

By Lemma 7.9, the claim is true for n = 0. Suppose now that (7.33) holds for some
0 <n < N. Multiply (dKdV) by |D|?(*Vy and integrate over R to get

/ (g + e + | D] + ity )| DD = 0.

Then we integrate in time over [0, ¢] and obtain
1 t
n+1 2 a2 n+1 2
SIIDIF D). +/0 D]/ P V()| 2ds

1 t oo
= §HU0”Hp(n+1) —1—/ / qu|D|2p(”+1)u_
0 J—0

We have by Plancherel
t o)
[ [ e
0 J—oc0
t 00
S C/ / ‘|D|1—a/2+p(n+l)u2|D|a/2+p(n+1)u‘
0 J—-o0o

1 t t
<! / D]/ D2 () 2ads + / [[DIE2+0 4Dy () [ 2ads
Y Jo 0
and
t [e'e)
/ D[/ (5) | 2ads < ¢ / 2 1 DI/2(D) us) |2ads < c
0 0

by the fractional Leibniz rule, the induction hypothesis and Lemma 7.9. The claim
follows by choosing v small enough. O]
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Lemma 7.11. Let ug € L'(R) N WJTHY(R). Then for all t > 0,
10250 () * uollzr < e(1+ ) (luollr + uollyg+ia).
Proof. By virtue of Lemma 7.4, we have for t > 1
18Sa(t) * woll L+ < 102Sa(®)lt luoll ot < elluollp (1 +8)77/.

When t < 1, we use estimate (7.19) to get

102Sa(t) * uollr < cllOhSa(t) * uoll 2 06(€7e™ I @mE@)II.  (7:34)
It is clear that

185,50 (t) * uollz2 = [|05Ga(t) * uollz2 < [|Gal®)llztlluoll s < clluoll -
Now we bound the second factor in (7.34) as follows

|9e(&7 e d(€)llze < elt(€ + Jg1* e i ©)
+ e 0o €)1

< CSLglp (t(|§| + |§|a_1)€_tlf|a)||U0||Hj+1 + ||UOHW27"1

< clluollygoo.

O
Lemma 7.12. Let up € L'(R) N Wit (R). Then for all 0 <t < 1, we have
|05u(t)]r < c.
Proof. By the integral formulation of (dKdV) and Lemmas 7.10 and 7.11, we get
t
107u(t) [z < [|05.5a(t) * uol 1 +/ 1Sa(t — ) % 07 u?(s) || ads
0
t
e [ 1Sult = )0 ) ds
0
t
<c+ c/ 51/2’3/2“”uHL§oL3H@;*luHL?oL%ds <.
0
O
Lemma 7.13. Let uy € L*(R) N H'(R). Suppose that
ullzrr2 < e (7.35)
where 4 <r < 6. Then for £ <p < oo,
[l prrz < c. (7.36)
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Proof. First we see from Lemma 7.10 that

luallzprs < luallzr 2z + lluallzy, 12 < ¢+ lluallzy, z2-
< > >

By integral equation (7.6) we find
t/2
[t ()| 2 < 1|025a(t) * uo| 2 +/ 107Sa(t — 5)llz2llu(s)l[7-ds
0
t—e
4 [ 18Galt = 95 s
t/2
t
+/ |0.Galt — 8)||r]|u(s)us(s)||L2ds (7.37)
t—e

for all t > 1. We have the estimate
||8:pSa<t> * U0HL2 < CHUOHLl(l + t)*?)/Qoz7

which yields
[02:5a(") * UOHLng <c

for any p > %. By the Holder inequality and assumption (7.35),
t/2 t/2 2/r
/ ngﬁmsg#*ﬁ(/ fu(s)lfads) < =20 (7.38)
0 0
and thus

t/2
| [ 125 = ustuozas] , <o [ huteirzas

< ell(L+ )2 < e

Ly

for p> (24 2 —1)~'. Now we estimate the third summand in (7.37) by

t—e t/2 ) 1/2
[ 182Gt = 9wt ds < e [ s e ute = 92 (e~ 5) s
t/2 €

Using the Young inequality

H/f 8t — )t — 5)ds

with 1+5=1;—1+I;—2+17—3,Weobtain

< fllzer @pyll @l oo @iy | Los ey (7.39)

Lp(RY)

1/2 3/2
s

< lls™H o1 s sl

t—e
| [ 10Gatt = llulla @) mas,
t/2 Ly

< e ug |y
tHx

< 082/171—3/04—1 +051_1/a’|ux||LfL§
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where p; = (1 + 2ip — 2)7' > 1. Similarly, we bound the last term in (7.37) by

H /t: 10:Ga(t = )l uls)ua () [2ds]|,

<c

/ Yt — )| ta (¢ — )| ods
0 Ly

t

< clls™ N0 el lusllp iz
1-1/a

< eV gz
Gathering all these estimates we deduce
sl oz < ¢4 ce®P 3070 eV ug || .
It suffices to choose € small enough to get estimate (7.36). O]
Lemma 7.14. Let ug € L'(R) N H*(R). Then estimate
HU:E:BHLng <c (7.40)
holds for any % <p< .

Proof. By Lemma 7.10, we reduce to estimate ||um||Lf>ng. For any ¢t > 1, we have

t—e
[t (8) || 2 < [|02Sa(t) * o] 12 + / 102G a(t — )|l luls) || 15 e ()75 ds
t
T / 10, Gt — )11 u(5)l] 1 etz (5) | 2ls.
t—e

First note that
102Sa(-) % uollprre < cll(148)72| e < ¢

for all p > 1. Next we get by the Young inequality (7.39)

| / 102Gt — 5l () 2 s (12|

- 1/2 3/2 _
S CHS 2/ HL(i.t,_l)—l HUHL/gOL?H IH / S Cgl/p+1/4 2/«

for p > %. Similarly we have

t
| [ 10:Gutt = s o) e fuaa(s) 2,
t—e

t

< clls™ N o llull gl p e < et uge || pprz-

We conclude by taking ¢ small enough. O]
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Lemma 7.15. Let ug € L*(R) N H/(R), j € {3,4}. Then for all 1 < p < oo,
102ullLrrz < c. (7.41)

Proof. As above we reduce to estimate ]|8§UHL€>1L§. By the integral formulation
(7.6), we have

[o2at)oe < 10280(0) = vl + [ 102Gt = )2 10271075 s
[ 10Gatt = 9l 132 s
< (14 1) 1o
be [ T gl 102 () s
we [ =l 00 s

for all ¢ > 1. The first summand in the last estimate belongs to LP(R™) for any
1 < p < o00. Next we use the Young inequality to get

| [ 6= o el ior s,

t

< clls™* ure el 2105 ull o -

The fact that [|0J " ul| 4/, is bounded is a consequence of estimate (7.40) when
j = 3, and will follow from the case j = 3 for j = 4. Therefore we have

t—e
| [ = lior uslss],
t

For the last summand we get from (7.39) that

| [ = el oz,

t
< cet Ve odul s

< cel/r=2/a

< clls™ o) 102l r 2

Gathering all these estimates and taking ¢ small enough, we get (7.41). O]
Lemma 7.16. Let ug € L'(R) N W3 (R). Assume that
lullzyrz < c (7.42)
where 6 < r < oo. Then we have
[taallLrry < c (7.43)

for (3 +1)71 < p < co. Moreover, if estimate (7.42) is true for 4 < r < 6, then
(7.43) holds for § < p < oo,
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Proof. First we see that by Lemma 7.12, it is enough to estimate [[ugy|/zz_ 1. For
all t > 1, we have

t/2
[t ()] 21 < (105 Sa(t) * uol| 11 +/0 102Sa(t — 8) |21 lu(s) || 2| (s) ]| 2 ds
t—1
+ //2 1925a(t = 8) ||t [[u(s) || 22 | (5) || 2ds
t
t
+/ 1IISa(t—s)llu||u(s)||L2||um(s)||des. (7.44)
tf

The first summand can be estimated by
197 S (-) * woll oy < ell(148)72|p <

for any p > 1. We assume r > 6. Then by virtue of estimate (7.38) we get
t/2
/0 10780 (t = $)llztllu(s)l 2 s ()| 2ds
t/2 1/2
< et 02 e, ([ o) ads) < 1402
0
We infer that

t/2
H / 1028t = 5)llallu(s) 2 llaa(5)l] 2|

<c
Ly

for p> (2 — 4 + )~'. Now by the Young inequality (7.39) we get

t—1
| [ 1025ute = sl ()12
/2 L

< C||3_2/a||L<%+%—%)—1

t
wepltllzpezllus]z, < c

for p > (3 + 1)~'. Similarly we obtain thanks to (7.41)

t
| ] Sate = sl s (92205

< C||81/2_3/2a||L1(0,1)||U||L§°L§||Umx||Lng <c

LY

Thus the first part of Lemma 7.16 is proved. Suppose now 4 <r <6 and p > 7. We
only need to improve estimates of the second and third summands in (7.44). Let
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g > 1 be such that % — % < % < % Then we get by Lemma 7.13

t/2
/0 1075t — s)|| 1 llu(s) || 22| (5)]| L2ds

t/2
<c(1 +t)_2/°“/ [[uls) |22 |uz(s) | r2ds
0

c(L+8) 2 o g 12

C(l + Z(/_)—2/01-1-1—1/7‘—1/q7

IA A

and it follows that

t/2
| [ 18280 = llullats) s o)l ods]
0 t
< CH(l+t)_2/a+1_1/r_1/q||Lf <c

forp>(2—-1+1+ é)*l. Finally we bound the third term in (7.44) by

t—1
H //2 1028t = 5)llallu(s) 2 laa(5)]] 2|
t

< ells goppi g Nl I lsges <

Ly

This achieves the proof of Lemma 7.16. O]
Lemma 7.17. Let up € L'(R) N W, (R). Assume

[ull Lz < ¢
for some r > 4. Then we have
[teaallrry < c
forall(%+%)_1<p§m ifr>6and foralll1 <p<ooifd<r<6.

Proof. As above we reduce to estimate ||uyqs|/rz 1. By the integral formulation
(7.6) we find

t/2

[taze ()| 12 < [|02Sa(t) % o] 11 + / 19250 (t — 5)|| 11 [[u(s)[|22ds
t—1

+ / 19250 (t — )| oo l|w()[12 e ()| 15 |tz ()] 2 s
t

/2

+ /t1 1Sa(t = $)llcl[u(s)l| 22 Oz u(s) | Lds. (7.45)
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For the first contribution in (7.45), we have
10350 () % uoll s < cll(1+8)* < c
for all 1 < p < oo. Then we get by (7.38)
t/2
4
| 10880t = )l s
t/2
< (L 1) e / u(s)|2ads < (1 + £)-H/at1-2/r
0

so that for any 1 < p < co we have

t/2
| [ 1085t = s)lusluts)aas

p Sell@+ ey <
Similarly we get by Lemma 7.15

t
| [ 1sute = s)lluto)losofue)lzas

< ells"# 2 ool s 1920z < e

Ly

It remains to estimate the third summand in (7.45). Assume first 6 < r < oo and
111 _ 1

(% + ;—T)_l < p < o00. In this case we can choose p; > 1 such that ; — 5= — 7 < .- <

5 + 1. By the Young inequality (7.39) as well as Lemma 7.16 we obtain

t

t—1
1/2 1/2
H //2 102t = ) ) 5t ()1 Nt () o |
t

_ 1/2 1/2
< ells™ el s el el gy < €

Withp%:%—i-g———pllE(O,l). In the case 4 < r < 6 and 1 < p < 00, we get
from Lemma 7.16 that

t—1
1/2 1/2
H //2 1028t = )l ()12 T (5) 5 () s |
t

t

1/2 1/2

< C||8_2/a||LP(1,t/2>||U||L;LgHUmHLgt||Um\|Lig—2—lr>—1Lé <c

since (3 — 2)7! > =, Thus Lemma 7.17 is proved. O

Lemma 7.18. Let up € L*(R) N L*(R). If

t
/ [tz (5) || 22ds < c(1 +t)°
0
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for some 0 < 3 < i and all t > 0, then one has
u()|lr < c(141)°. (7.46)
Moreover, if (7.46) is true, then
lu(t)llze < e(1+ )71/

Proof. Multiply (dKdV) by sgnu and then integrate over R:

Ollu(t)||p = —/ (Ugee + |D|%u + uuy,) sgn u. (7.47)

(e e}

Since —|D|* is the generator of contraction semigroup in L'(R), for each u €
D(—|D|*) (the domain of —|D|%),

i , 0 emsIDIMy —
- |D|*usgnu = lim —————————sgnu
_ s—=0 J_ o

- s
1 [~ a
= lim — (€_S|D| usgnu — |u\>
s—0 § oo
1 [e.e] o oo
< limsup—(/ le=sIP1%y) —/ |u|)
s—0 S —00 —00

<0.

This last inequality is sometimes called Kato inequality, see [BPFS79]-[BFW98|. On

the other hand we have
/ Ul SN U = / Op(ulu]) = 0.

Therefore we get

(e 9]

Aullu(®)]| s < — / Uame 580U < [tame ()11

—00

Integration of this inequality yields

t
lu®)llor < Jluol| o + / tza ()l ads < e(1+1)°.
0

Now we show second estimate in Lemma 7.18. For all ¢ > 0, equality (7.31) allow
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us to write
2 2/a- a
O e ] = S e + 270 )

2 o [ parn
:Eﬁ/a Yut)]?, — 26¥ / €|*lalt, €)]?d¢

2 _ SN a al A~

< 210 / (e, €)Pde — 26 / €[°at, €)Pde
a oo €l (at) =1/
2 & 2

< —t2/a1/ |a(t, €)[2dE — —t2/°‘1/ |a(t, €)[Pdg
« —o0 a 61> (at) 1/

2
= See [ it P
a el <(at)=1/o
< et ult) [ mes{[¢] < (at) %)

The integration of this inequality over [0, ¢] provides the desired result. ]

Now we summarize the results proved in this section. We shall successively
improve estimates of |lu||z;z2 and consequently of ||u(t)||z2 until we get the optimal
decay rate.

Let r > 4 be such that [[ul[zrz2 < c.

o If r <6, then |luyy.| 2, < cby Lemma 7.17 and [[u(t)[|z2 < (1 + £)=1/2 by
Lemma 7.18.

e If 7 > 6, then we get from Lemma 7.17 that ||tz.||rpr1 < c for (% + 2—3;)_1 <
p < 0o. By Holder inequality we thus have for g =1 — 113

t
[ Maerlsds < 1 1)
0

If p is close enough to (3 + 2)7!, it is clear that 0 < 8 < 5~. Lemma 7.18
ensures next that ||u(t)|[z2 < (1 +¢)%~/2* and thus

I e S¢

for any (o= — ) <1’ <.

Proposition 7.1. Let uy € L*(R) N W3 (R). Then the corresponding solution u
satisfies the estimates
[u(®)][r <¢,

lu(®)llze < el +1)71%
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Proof. Let € = 1(5= — 1) € (0, 15). Define the sequence (r,,) by rg = 0o and

20 » 16
1 1 1 3 3 1
n+tl = \5 - — MPn — =(—-0=-(G+7- -
ru = (g = A=) = (e~ (L= (4 5~ =) =9)
1 1 3
Y (T PA
(2a 4  2r, )

It is clear from the previous results that (r,,) is decreasing and ||u||zr 2 < c as soon
as r,—1 > 6. A straightforward calculation yieds

o= (42((3/2)" — 1))

oale1/242)) 11 t0 get 7,y 2> 6,2 < 7, < 6 and thus

[tezz|lr1, < c. Lemma 7.18 provides the desired result.

It suffices now to choose n = E(

O
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