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Introduction

La géométrie algorithmique est une discipline qui a vu d’énormes développements
ces derniéres années. Des résultats trés conséquents en terme de complexité
d’algorithmes ont été élaborés. La plupart des objets traités sont des objets
geéométriques simples (segments, polygones, polyédres,...) sur lesquels, on ne
se pose de maniére fondamentale les problémes de réalisations effectives des
primitives géométriques requises : intersections de droites ou des hyperplans,
localisations par rapport & une droite ou un hyperplan, comparaisons élémentaires
d’angles. Cependant, de maniére plus fine, il existe des problémes pour les
réalisations des primitives géométriques les plus simples prenant en compte les
précisions des calculs et quelques études ont été menées sur ce thémes ([Fort91],
[Guib89]). Aprés ces progrés importants, se pose le probleme de développer
la géométrie algorithmique sur des objets plus complexes : polygones & cotés
”courbes” (spline-gones), objets 3D & faces gauches. Evidemment ces objets
s’approchent plus de ceux du monde réel et I'intérét est donc trés fort pour
les étudier. Certains de ces problémes ( par exemple [Schi87] pour les polygones
a cotés courbes) ont regu des réponses partielles quelquefois assez satisfaisantes.
Afin d’apporter une contribution & cette problématique, nous avons choisi pour
cette these des problémes d’arrangement qui sont une des structures fondamen-
tales de la géométrie algorithmique.

Il est & noter que des résultats conséquents existent sur les arrangements de
courbes dans le plan en particulier, toujours dans 1’optique d’évaluation de la
complexité.

Cependant ces études ont souvent pour hypothéses 1’existence de primitives ou
oracles dont on suppose non seulement qu’ils sont réalisables de facon exacte mais
qu'ils ont de plus un coiit constant. Ces primitives sont en général des opérations
géométriques de base : intersections de deux courbes, détermination de points
d’inflexion,... dont on sait qu’ils vont donner lieu & des calculs numériques.
Deux problemes se posent alors : le premier est d’intégrer le cotit du calcul
numérique au calcul de complexité global. C’est un probléme trés difficile sur
lequel il n’existeque trés peu de résultats. Le second probléme est en fait suggéré
par le premier : de toute fagon, le calcul exact des éléments géométriques
cherchés ne sera pas accessible exactement et dans le meilleur des cas on
saura peut étre évaluer et contrdler sa précision. Un probléme bien connu en
géométrie algorithmique ”pratique” est alors que des incohérences ”topologiques”
ou ”combinatoires” peuvent résulter de ces erreurs de calcul. Il vient alors
naturellement & 1’idée de voir s’il ne faut pas distinguer le calcul de la combinatoire
de I’objet géométrique et le calcul numérique.

Cette thése est une contribution a 1’étude de la combinatoire des arrangements.
L’idée & terme, est effectivement, le calcul de la combinatoire d’un arrangement
de courbes ou surfaces compte tenu du fait que les opérations géométriques
ne seront connues qu’a une certaine précision prés, que l’on pourra d’ailleurs
contrdler. Dans cette démarche, il se pose alors un probleme naturel, tout a
fait relié a celui ci, qui est de savoir si la combinatoire d’un arrangement est
stable lorsque les courbes ou hypersurfaces constitutives sont perturbées. Un



préliminaire indispensable est alors d’établir une définition rigoureuse et adaptée
a nos besoins de la combinatoire d’un arrangement.

Le travail présenté ici consiste essentiellement en un développement des notions
mathématiques nécessaires pour étudier 1’équivalence des combinatoires des
arrangements. Au dela des idées qui ont un support intuitif direct, les notions sont
assez délicates et sujettes & des confusions. C’est pour cela qu’ a été développé un
formalisme assez complet et rigoureux a propos de ces notions. Quelques résultats
en terme d’analyse de complexité d’algorithmes sont énoncés, mais ’essentiel
de la thése est une contribution au cadre mathématique des combinatoires des
arrangements.

Le chapitre 1 est consacré au probléme ”le plus canonique” celui des arrangements
d’hyperplans. Il débute par un exposé sur la définition de la combinatoire
d’un arrangement et ses relations avec les valeurs des vecteurs positions des
sommets de |’ arrangement. De plus, pour parler de perturbation, il faut définir
des distances entre les éléments géométriques qui sont ici des hyperplans. On
peut alors énoncer des résultats montrant la conservation de la combinatoire de
I’ arrangement sous certaines perturbations d’ hyperplans.(Dans [Edels87], ce
probléme de perturbation est aussi étudié qualitativement)

Le chapitre 2 est consacré a ’application des propriétés du chapitre 1 aux config-
urations de points dans ’espace et aux diagrammes de Voronoi lorsque ’on utilise
une des transformations usuelles de dualité entre arrangements d’hyperplans et
configurations de points ou diagrammes de Voronoi d’ordre quelconque.

Ce chapitre contient des résultats qui se déduisent directement du chapitre 1,
car les équivalences de diagrammes de Voronoi et de configurations de points
peuvent se déduire immédiatement des notions d’équivalences des arrangements
d’hyperplans. Cependant, nous donnons ici quelques indications dans le but de
définir directement les notions d’équivalence sans faire référence a des arrange-
ments. Des bornes sont données, mais peu de résultats étant connus, ces bornes
pourraient certainement étre améliorées dans leurs valeurs numériques aussi bien
que dans le coiit de leur calcul qui est complétement dégradé par le passage a un
arrangement.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse & des arrangements de courbes Jordan (bornées
ou non) dans le plan. On donne d’abord des définitions précises et des propriétés
concernant la combinatoire d’un arrangement de courbes planes. Ce qui est déja
délicat pour des droites devient assez complexe et le formalisme mathématique
est plus que jamais nécessaire. Une fois ces notions posées, on peut aborder
un probléme de calcul de combinatoire direct d’un arrangement de courbes. A
partir de la seule information des ordres de points d’intersection sur chaque
courbe, on peut calculer I’ arrangement en temps optimal. Sur des exemples
on montre comment cette phase correspond & une séparation des racines de
certaines équations et que ceci est parfaitement adapté aux problématiques du
calcul numérique.

On étudie la mise en place d’une définition de I’équivalence combinatoire d’un
arrangement de courbes dans le plan. C’est un probléme beaucoup plus difficile
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que celui des droites qui demande & avoir un contexte mathématique assez
important pour donner un support aux notions que ’on attend naturellement
de ’équivalence d’un arrangement de courbes.

En particulier, on peut énoncer un théoréme prouvant rigoureusement 1’idée
intuitive que la combinatoire de I’ arrangement est complétement déterminé si on
connait pour chacune des courbes ’ordre des points d’intersection avec toutes les
autres courbes. Un algorithme est donné montrant comment de fagon assez simple
on construit alors ’arrangement & partir de ces ordres. Cette propriété est assez
intéressante lors des calculs numériques car les calculs de points d’intersections
se présentent évidemment souvent comme les solutions d’équations. Or, pour le
numéricien, il est plus facile de séparer les racines d’une équation (polynomiale
par exemple) que de les calculer exactement. On aura donc, & condition de savoir
séparer ces racines, une méthode de calcul de la combinatoire d’un arrangement de
courbes, sans pour autant calculer exactement les intersections. Cette approche
traitant globalement le probléme des intersections, se démarque des méthodes
incrémentales de construction d’ arrangement de courbes qui font appel &
des primitives géométriques réalisées localement comme l’intersection de deux
morceaux de courbes par exemple. Ce chapitre se termine par une vérification
expérimentale de ce principe, montrant une accélération trés nette du calcul en
utilisant ce principe.

Enfin, le chapitre 4 est consacré & une étude des arrangements de cercles dans le
plan et de leur perturbation. Au dela de ’exemple des cercles, il a été recherché
une application des propriétés élaborées au chapitre 3 ainsi que I’ébauche d’un
traitement de courbes plus générales. On montre de nouveau les difficultés que
pose le probléme, les précisions qu’il faut lui apporter et comment interviennent
les calculs numériques & proprement parler.

Ce chapitre concerne les arrangements de cercles. Ce choix a été fait pour
débroussailler les problémes qui se poseraient lorsque 'on voudrait étudier par
exemple un arrangement de courbes algébriques dans le plan. Nous avons restreint
le choix des perturbations en restant dans l'ensemble des cercles. Ce choix est
restrictif mais il nous donne encore un cadre riche au point de vue des situations
possibles.

On constate tout d’abord, que la notion d’équivalence introduite dans le chapitre
précédent, possede encore des lacunes puisque des arrangements mathémati-
quement équivalents au sens de ce chapitre, n’ont pas forcément la ressemblance
géométrique que 'on attend. Un artifice permet de combler cette lacune sur le
probléeme des cercles, mais ne dit rien sur une stratégie plus générale. D’autre
part, méme si les objets sont simples, les calculs explicites sont longs et difficiles.
Un résultat est donné dans un théoréme, donnant une borne de perturbation
sur un ensemble de cercles, ne modifiant pas la combinatoire. Le colit du calcul
de cette borne est prohibitif, mais on s’apercoit que l’argument valable sur les
hyperplans et qui faisait appel au théoréme de la zdéne ne tient plus méme pour
les objets simples que sont les cercles. Ceci est probablement dii au fait que ’on
fait appel & deux notions de proximité différentes : une notion combinatoire pour
le théoréme de la zéne, une notion métrique pour les perturbations des points
d’intersection.
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Chapitre 1

Equivalence des Arrangements d’hyperplans
dans ’espace R4 et Perturbation des hyperplans

Introduction et Résumé du chapitre 1.

Le chapitre 1 consiste en une étude sur I’équivalence des arrangements et une
partie quantitative de perturbation des hyperplans.

Dans la littérature on peut trouver les différentes notions d’équivalence entre
deux arrangements.

Dans [Edels87], la définition exige une bijection entre les hyperplans et une autre
bijection entre les k_faces qui préserve les vecteurs de position des faces. Dans
[Orl92] on donne plusieurs sortes d’équivalence dont le plus fort est L_équivalence
qui demande une bijection entre les sous espaces affines (intersections non vides
des hyperplans) préservant la relation d’inclusion entre ces sous espaces. La
définition la plus générale est donnée dans [Grunb72] dont on parlera plus en
détail dans le chapitre 3.

On peut aussi constater facilement (par des exemples) que la définition de
L_équivalence est beaucoup plus faible que les définitions de [Edels87], [Grunb72).
De plus ces notions d’équivalence n’ont été évoquées que pour un but de classe-
ment combinatoire des arrangements. Les auteurs n’en ont pas par conséquent
étudié les diverses propriétés ni les critéres d’équivalence plus simples et plus
accessibles numériquement.

Quant & la perturbation, on peut en trouver dans plusieurs articles qui ont des
buts différents.

Dans [Edels87], on perturbe les hyperplans pour se ramener & des arrangements
simples.

Dans [Fort89] , [Fort91] et [Guib89], ce sont les opérateurs arithmétiques qui
sont supposés perturbés et les auteurs proposent des algorithmes 'robustes’ qui
donnent des résultats cohérents (par exemple, dans [Fort91], les algorithmes
produisent des graphes d’adjacence qui sont réalisés par des ’semi-droites’).
Notre travail ici est de perturber les hyperplans et cela dans le but de préserver
la topologie combinatoire de 1’ arrangement.

Nous donnons d’abord une définition de la topologie combinatoire d’un arrange-

ment en se basant uniquement sur les valeurs des vecteurs de position des faces
(Définition 1.1).

Nous précisons ensuite une notion d’équivalence entre deux arrangements d’
hyperplans ( Définition 1.2). Cette définition qui est donnée dans [Edels87] exige
la préservation des vecteurs de position des faces, de leurs dimensions et de la
relation d’adjacence.



Notre premier résultat est que deux arrangements sont équivalents si et seulement
si ils ont la méme topologie combinatoire (Théoréme 1.6), bien qu’ a priori les
conditions de la définition d’équivalence se montrent beaucoup plus fortes.

De plus, quand les arrangements sont simples, on montrera un autre critére
d’équivalence (Théoréme 1.10) plus accessible au niveau des calculs numériques,
puisqu’il n’est basé que sur les vecteurs de position des sommets qui sont en fait
les positions relatives des points par rapport aux hyperplans. Les points seront par
la suite les intersections d’hyperplans et par conséquent, obtenus par la résolution
de systémes d’équations (linéaires ici).

Ce type de propriété existe sans doute dans le contexte des matroides mais a
notre connaissance, aucun exposé ne permet de faire un lien clair et direct sans
apprendre un minimum de la théorie des matroides orientées. Nous avons donc
choisi de faire une approche nouvelle et totalement géométrique.

Grace & ce critere (Théoréme 1.10), nous démontrons ensuite la conservation de
la topologie de I’ arrangement sous certaines perturbations d’hyperplans.

Ici nous ne considérons que des perturbations qui nous laissent dans ’ensemble
des hyperplans. Nous proposons une distance (Définition 1.3) qui n’est peut-étre
pas la meilleure et dont les valeurs dépendent du repére de 1’espace.

En fait, il existe aussi des distances intrinséques (indépendantes du repére).
Toutefois, comme ces distances contraignent les hyperplans & devenir paralléles
quand ils sont assez proches les uns des autres (Annexe A 1.3), elle ne répondent
pas & notre but de perturber légérement les hyperplans de facon arbitraire.

Un choix de distance étant fait, nous développons, avec un matériel assez
classique d’algebre linéaire, de différents lemmes techniques pour arriver aux
résultats quantitatifs (Théorémes 1.17, 1.19 et 1.21) d’une borne de perturbation
d’hyperplans qui assure 'invariance de la topologie combinatoire de 1’ arrange-
ment.

Les colits d’évaluation de cette borne sont aussi évalués. Dans le théoréme
1.19 on perturbe tous les hyperplans, au nombre de n, le coiit du calcul de la
borne est en O(n?) qui est égal & celui de la construction de I’ arrangement.
Dans le théoréme 1.21, on suppose 1’ arrangement déja construit et seulement &
hyperplans perturbés, le coiit est alors en O(n?~!) (la constante dépend de k).



Notations. Dans ce chapitre, on se place dans l'espace IR?, ot d est un entier
superieur ou égal & 2 et on travaille avec les hyperplans ne passant pas par origine
O de lespace RE.
Soit h un tel hyperplan. On notera
h* le demi-espace ouvert délimité par h et ne contenant pas Porigine O;
h~ le demi-espace ouvert délimité par h et contenant l'origine O.

Remarque 1.1 Soit h un hyperplan ne passant pas par I'origine O de R®.
h étant écrit de facon unique par I’équation suivante, appellée I’équation ”nor-

malisée” de h:
d
h: Zai-zi—c=0, ’

i=1

d
ou z a? =1 et ¢ > 0, on peut déterminer h* et h™ par les inéquations
=1

d
Rt Zai-zi—c>0,
=1

d
h™: Zai-wi—c<0.

=1

1.1 Equivalence des arrangements.

1.1.1 Rappel rapide sur les arrangements.

Soit H = (h:)ier, une famille de n hyperplans ne passant pas par Porigine O, ou
I'=1{1,..,n} et n > 1. Pour tout point M € R, on appelle son vecteur position
le vecteur suivant: _‘77{(M) = (Vo,(M))ier € {+1,0,-1}",

ou V(M) = +1si M € b}, Vi,(M) =0si M € hy, et Vi, (M) = =1 si
Meh;,Viel

L’ arrangement A(H) est défini alors comme étant I’ensemble des plus grandes
parties connexes non vides de R? dont les points ont le méme vecteur position.
Chaque élément de A(H) sera appelé une face de A(H).

Pour toute face f € A(H), on définit son vecteur position _177.1( f) comme étant

le vecteur position T—/)%(M ) de n’importe quel point M € f. On peut alors écrire
f sous la forme:

(1.1) f=CN & NN B NCNO &)

Vi (£)=0 Vh; (£)>0 Vi (£)<0



f est dite une k-face si espace affine ( ﬂ h;) est de dimension k, o
Vi, (£)=0
0<k<d
Une d-face sera appelée cellule, une (d — 1)-face facette, une 1-face aréte et un
sommet sera une 0-face. Quand d = 2, les facettes et les arétes coincident.
Soient f, g € A(H). On dira que f est une sous facede gsi f CG\g, ol g est
I’adhérence de ¢ dans R%. La caractérisation suivante d’une sous face est facile 3
démontrer:

Observation 1.1. Soient f, g deux faces de A(H).
Alors f est une sous face de g si et seulement si:

(1.2) Pour tout: €I, ona Vii(f) = 0 ou Vi (f) = Va(9),
' ilexisteio € I tel que Vi, (f)=0 et Vi (9) # O.

Enfin, I’ arrangement A(H) est dit simple si I'intersection de k hyperplans
différents de H est un espace affine de dimension d — k quand 0 < k < d, et est
égale a vide quand k£ > d.

FIGURE 1.1. ARRANGEMENT DE R? PAR QUATRE DROITES.. a et s
sont des sous faces de f et s est une sous face de a.

1.1.2 Topologie de vecteurs-position des arrangements.

Notation. Soit H = (h;)ier une famille de n hyperplans ne passant pas par
Porigine O. Soit V= (Vi)ier un vecteur de {—1,0,+1}™. On note:

A" =Nk (B () AD-
_‘_/_, V;=0

Vi>0 Vi<o



D’apres (1.1), on voit facilement que si f = n'H est non vide, f sera une face

—

|4
de A(H) et V= 7ﬂ(f) (Vi = Vi, (f)).

Définition 1.1. Soit H = (h;)icr une famille de n hyperplans ne passant pas par
Porigine O. Soit 0 < k < d. On définit:

Topo(H) = {—17 € {-1,0,+1}" tel que ﬂ'H # 0},
—
| %4
Topor(H) = {—17) € {-1,0,+1}" tel que ﬂ’H soit une k-face de A(H)}.
Vv
d
On voit tout-de-suite que: 7Topo(H) = U T opor(H).

k=0
1.1.3 Equivalence des arrangements.

A partir de maintenant, on travaille avec deux familles de n hyperplans ne passant
pas par lorigine O: H = (k;)ier et H = (h;)ics. La définition suivante est
donnée dans [Edels87], sauf qu’on suppose ici qu’il n’y a pas de rénumérotation
des indices des hyperplans.

Définition 1.2.[Edels87] A(H) et A(H) sont dits équivalents s’il existe une
bijection Equi : A(H) — A(H), I'image de f étant notée par f, telle que:
Quels que soient f,g € A(H), quel que soit 1 < k < d,on a:
— - .
1/. Vau(f) = Vx(h),
2/. f est une k-face de A(H) si et seulement si f est une k-face de A(H),

3/. f est une sous face de g si et seulement si f est une sous face de g.

On verra plus tart (Théoréme 1.6) que A(H) et A(H) sont équivalents si et
seulement si 7 opo('H) = T opo(H). Donc 1/ déduit 2/ et 3/. )

Dans la suite, pour simplifier les notations, on écrit T/:)( f), Vi(f) pour
— — o~ . — o« u
Vu(f), Va.(f) et de méme V(f), Vi(f) pour V z(f), V;.(f) .

Lemme 1.2. Supposons que Topo(H) = T opo(H).
Posons I’application Equi : A(H) — A(?—Z),f — f, telle que V(f) = T/-)(f)

Alors £qut est bijective et on a:
Pour tous f,g € A(H),

f est une sous face de g si et seulement si f est une sous face de §

Preuve. Topo('H) étant égal & T opo(H), on vérifie facilement que I’application
Equz est bien définie et bijective.



Prenons ensuite deux faces f et g de A(H). Supposons que f est une sous face de g.
?( f)et i% (g9) doivent alors vérifier (1.2) de l'observation 1.1. Or v H= 1_/')( H

et V(g) V(g) Donc V(f) et V(g) vérifient aussi (1.2). Donc f est une sous
face de g.
Le sens inverse se déduit par symétrie. |

Propriété 1.3. Supposons que 7 opo(H) = T opo(H). 3 3
Soit JCI, J#0. Posons Mj=(hi)ics et Hy=(hi)ies.
On a alors:  Topo(H ) =T opo(H ).

Preuve. On suppose, sans perdre la généralité, que J = I\ {i0}, ot i € I.

Soit W = (Wi)ies € {-1,0,4+1}"! un élément de Topo(H ).
C’est-a-dire qu’il existe un point M tel que:

Me ﬂHJ_(ﬂh) N (e NN A

W;:>0 W;<0
teJ zEJ :EJ

M se trouve alors soit sur h;,, soit dans h"" soit dans h
Supposons, pour fixer les idées, que M € h";

Posons: Vi, =41, V;=W;, (:€J) et V= (Vi)ier-

On a:
ﬂh) N (ﬂh+) N (ﬂh)—ﬂH

Donc ﬂ’H #0. Autrement dit, V € Topo(H) = Topo(H).
—_—
V ~

Ce qui entraine qu'’il existe un point M tel que:

Me ﬂH—(ﬂh) N (N N (k) c

V>0 V<0

ﬂ’” M (ﬂh+) N (ﬂh)“ﬂHJ-

Donc ﬂ Hj # 0. Donc We T opo(H y). Donc Topo(H 5) C Topo(H ).
—_—

L’autre sens se déduit par symétrie. |

Propriété 1.4. Supposons que 7 opo(H) = T opo(H). On a alors:

A(H) est simple <=> A(H) est simple.



Preuve. On sait que, pour n et d fixés, un arrangement A(H) est simple si et
seulement si le nombre de ses faces, qui n’est autre que Card(7 opo(H)), atteint
le maximum [Edels87]. On en déduit immédiatement ce qu’il faut démontrer. ||

Lemme 1.5. Supposons que 7 opo(H) = T opo(H).
Soit Equi : A(H) — A(H), f = f, la bijection définie dans le lemme 1.2.
Alors Equi transforme une k-face de A(H) en une k-face de A(H), V0 < k < d.

Preuve. Soient f une face de A(H) et f son image par Equi. On a:

V)=V V = (Vi)ier-

Posons:

Iy = {i € I tel que V; =0},

F=(\hi, F=()h; e k=dmF, Fk=dimF.
i€l i€l

On doit démontrer que k& = k.

Si Io=0, alors F=F=R! Donck=k=4d
Supposons donc Iy # @  (c.a.d. que k, k < d).
Comme dim F' = k, on doit avoir: Card(lp) > d — k.

Soit J C I, tel que ﬂ h; reste encore égal & F' et que Card(J)=d—k. (1)
i€J
Alors A(H ;) est simple. En plus 7 opo(H ) = Topo(H ;) (Propriété 1.3).

On doit avoir (Propriété 1.4) que .A(H;) est simple. Donc:

dim (ki = d— Card(J) =k (daprés (1) 2)
ieJ

D’autre part, il est évident (car J C Iy) que ﬂ hiD ﬂ k.
teJ i€l
Ce qui entraine que:

dim([") A:) > dim( [ ki) = E. (3)

1€J i€l

De (2) et (3) on obtient: k < k. 5
Par symétrie, on peut aussi démontrer que k < k.
On en déduit que: k=k. |

Des lemmes 1.2, 1.5 , on vient de démontrer le résultat suivant:
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Théoréme 1.6. Les arrangements A(H) et A(H) sont équivalents si et seule-
ment si Topo(H) = Topo(H).

De la propriétés 1.3 et du lemme 1.5 on a tout de suite la propriété suivante:
Corollaire 1.7. Supposons que A(H) et A(H) soient équivalents.

On a alors: dim ﬂ h; = dim n hi, VJCI
ieJ i€J

Les lemmes suivants seront utiles pour la suite. On peut en trouver les démons-
trations dans ’annexe du chapitre 1.

Lemme 1.8. Soient F un espace affine et h un hyperplan de R®. On a:
B#FNh# F)<= (FNhT#0et FNh™ #0).

Et s’il en est ainsi, pour tous points M,N,P telsque M € FNh, NeFnht
e¢ PeFNh ,ona: [N,M[CcFnhtet [P,M[CFNhA,
ou [N, M| désigne le segment joignant N,M (M exclu).

FIGURE 1.2. § # (FNh) # F.—. [N M[C FNh* et
[P,M[CFNh~

Lemme 1.9. Supposons que T opog(H) # 0 (c.a.d. que A(H) ait un sommet).
Alors toute k-face de A(H),1 < k < d, admet une sous face de dimension k — 1.

En utilisant les deux lemmes précédents, on peut maintenant obtenir un autre
critére d’équivalence pour les arrangements simples en reposant uniquement sur
les vecteurs position des sommets.



Théoréme 1.10. Supposons que A(H) soit simple et que Topoo('H) # 0.
Alors les arrangements A(M) et A(H) sont équivalents si et seulement si

T opoo(H) = T opoo(H).

Preuve. D’abord on voit facilement que A(H) est simple. Il y a donc une symétrie
entre le role de A(H) et celui de .A(’H)

On va démontrer Topo(H)=T opo('H) par récurrence.

On a déja  Topoo(H) = Topoo(H).

Supposons que T opor(H) = Topok(’):[), avec 0 <k <d.

On doit démontrer que 7 opog+1(H) = Topor41(H).

Par symétrie on n’a qu’a démontrer que 7T opog+1(H) C Topoy41(H).

Soit V = (Vi)ier € Topor+1(H). Posons:

Iy = {i € I tel que V; =0},
It ={i €1 tel que V; > 0},
I= ={tetel que V; < 0}.

f= ﬂH—(ﬂh) N (D N (N A

i€l €]t iel-

Alors

est une (k + 1)-face de A(H) et V(f) =

Posons aussi: F = (n h;).
i€y
Notre but est de démontrer que:

Enu FOOE N (NED) #0 ¢

eIt i€el-

D’apres le Lemme 1.9, il existe une sous face g de f telle que dim ¢ = %.
C’est-a-dire que le vecteur position V(g) € Topor(H) = T opor(H).
Donc g = ﬂ H est une k-face et en particulier § # 0.

—_

Vi

A(H) étant simple, V(g) ne differe de _17( f) qu’en une seule composante g, ol
Vio(9) = 0 # V;,(f). Supposons, pour fixer les idées, que io € I*. On a alors:

(N kN CNA B N (A #0 2)

1€IoU{io} i€l+\{ip} iel-

g

On voit que (2) est déja tout proche de notre but (1). On va chercher & changer
la place de 7 .



Soit un point M € §. D’apres (2) on a:
(Me () hi=Fnh,
i€IoU{io}
et
il existe e > 0 tel que ‘
laboule B(M,e) C ([ R () () )

\ | ielt\{io) ier-
On a en plus

dim(FNhy) =k (car § est une k-face),
et dimF > k (car A(H) est simple).
Donc 0+ Fnhy #F.
D’ot1, d’aprés le lemme 1.8),

Fn 70;'; #£ () et M est un point d’adhérence de F'n 77,;*;
Ce qui entraine qu'’il existe un point N tel que:

N e B(My) () (Fnk}) c

C R N (R () Enkd

€I+ \{io} E€l-

N NN N F =Nk

ielt iel- T/)
Donc n'F{ #0. Enplus,dim F=k+1.

_—
Vv
C.a.d. que = Topor41(H). Donc  Topors1(H) C Topors1(H). 1

1.2 Distance entre deux hyperplans et conservation de la topologie
des Arrangements

Notations et _objectif. Dans ce qui suit, on continue a travailler avec H =
(hi)ier, H 2,6 1 deux familles de n hyperplans ne passant pas par ’origine
O de l’espace R% et I ={1,2,...,n}.

On supposera en plus que A(H) soit simple et que Topoo(H) # 0 (c.a.d. que
n > d). On définit d’abord une distance entre les hyperplans et on verra que si
h; n’est pas trop ”loin” de h; dans le sens de cette distance, A(H) reste encore
équivalent & A(H).

Ecrivons les équations normalisées des hyperplans h;, h;, h et h :
d d
h,‘ : Zaijmj—ci=0, Z JJJ—C,—O
j=1 =
d d
h : Zaj:cj——czO, h : Z&j:cj—6=0.
j=1 j=1

10



1.2.1 Distance entre deux hyperplans

Définition 1.3. Soient h et h deux hyperplans ne passant pas par 'origine O.
On définit la distance D(h,h) comme suit:

D(h,iz)=Max(|a1—&1 |,|a2—&2 Ia"-ﬁ!ad-a‘d |7 IC—&I).

On peut vérifier que D(h, %) est une métrique. On peut se proposer d’autres
distances possibles qui sont toutes équivalentes avec celle-ci, et donc dépendent
du repere de l’espace. En fait, toute distance indépendante du repére (distances
intrinséques) contraignent que les hyperplans soient paralleles quand la distance
entre eux est suffisamment petite. (Voir ’annexe A 1.3).

Lemme 1.11. Soient 6§ >0 et e> 0.

Soient h et h deux hyperplans tels que: D(h,h) < 6.
Soient M et M deux points tels que: || M — M ||< .
On a alors I'inégalité:

| d(M,h) —d(M, H) |S (VA | M | +1)-6 + -«
d
ou d(M,h)= Z a;z; — ¢ est la distance algébrique du point
M = (zq,--- ,mdgi‘;]’hyperplan h.
Preuve.

| d(M, k) — d(M, k) |< | d(M,h) — d(M, k) | + | d(M, k) — d(M,}) |

d d
| (a5 =)z + (E—o) |+ 1D (aj - 5;)d; |
Jj=1 j=1

IN

d d
(X laj—allzi|+]é=cD+ > |ej—%la;| <
Jj=1 =1

d d d
Qo lail+06+ O 12 —2 Y 14 ) <
7=1 =1 j=1

d
(VA 1z ) +1)6+ | M - M | <

=1

(VAd| M| +1)§ + € &

Corollaire 1.12. Soient h,hy,hs,. .., hy,... des hyperplans ne passant pas par
Porigine tels que  lim D(hy,,h) = 0.

m—00
Soit un point M € R®. Onaalors: lLim d(M,hy,)= d(M,R).

Preuve. Dans le lemme 1.11, prenons 6, = D(hp,h) et e=0, on a:

11



| (M, hyn) — (M, 1) |< (VA | M || 41)D(hn, k) —0 B

Le corollaire suivant vient aussi directement du lemme 1.11 et sera utilisé souvent
dans la suite:

Corollaire 1.13. Fixons un hyperplan h et un point M ¢ h. Prenons § > 0 et
€ > 0 tels que:

(VAd| M| +1)§+e¢ < |d(M,h)].

Alors Vh, M, on a: o
D(h,h) < é et || M—M ||<e=> d(M,h) a le méme signe que d(M, h).

1.2.2 Notations et Lemmes techniques
Lemme 1.14.(Hadamard) Soit A = (a;;) une matrice de Mg 4(R).

Posons les vecteurs colones et les vecteurs lignes suivantes:

ay;
a ;= , G = (aﬂ,...,a,-d), Vi = 1,---,d.

ag;
On a alors:
| detA | < Jlaa]l llazll---lla.all ;
et
| detA | < lay ]| llaz||---llaall -
ou || .|| désigne la norme euclidienne.

Ce lemme est classique, on en donne une démonstration rapide

Preuve. On peut écrire [Lasc86]

A = Q.R, (1)
ot @ = (gi;) est une matrice orthonormale et R = (r;;) est triangulaire
supérieure.

De (1) on a:

d
|detA| = |detR| = []| ra
=1

De (1) on a aussi:
R =UA ouU =(uij) = Q1= TQ.

Par conséquent,

n
lr ] = | D wwari | < Jlui [ aill = llaill, Vi=1,...d.
k=1
Donc
| detd | < laal llazll---lla.dll - |
Notations. Soit maintenant J C I,J = {i1,72,---,24}. Notons (les lignes des

12



matrices correspondent aux hyperplans h;,,---,h;, et iz,-l, oo By L)

ai;1 Qg2 o Qi d Giy1  Gq2 -+ Qid

Qi1 Q2 - Q4,4 - Qi1 Q42 c- Qiy4d
AJ = . . . . 9 AJ = 9

Qg1 Q32 Qigd Qi1 Gige - Gigd

et
Aj=detA; , Aj=detdy,

Ay # 0 (resp. Ay # 0) signifie que les hyperplans (h;);cs (resp. (ili)ie.l ) se
coupent en un point. v

Faisons le lemme suivant qui évalue la perturbation d’un sommet lorsque les d
hyperplans qui donnent lieu & ce sommet sont perturbés:

Lemme 1.15. Soit J C I,Card(J) = d. Supposons que (h;);cs se coupent en
un point Mj, c.a.d. que Ay # 0.

. | Ay
Soit § > 0 tel b < ;
oit 6 > 0 tel que Nz

Alors si D(fzi,hi) < 6,V: € J, les hyperplans (ili)je] se coupent aussi en un
point M; qui vérifie:

| M;—M;|| < ey,

\ _ ds[Cs+8va! 14 Y
o (VNN A1

et Cj= Maxz(1, Meajxci).

Preuve. Supposons, pour simplifier les notations, que J = {1,2,---,d}.
Evaluons d’abord |Ay—Ay|:
Posons les vecteurs lignes:
a; = (ail,...,aid) et a; = (aﬂ?'“aaid) WVi=1,.-.,d.
on a:
laill=1 [lall=1 Yi=1-,d.
En particulier, |a;;|<1Vi, j=1, ..., d.

Posons
ax. ap.
My =Aj; = det , My = AJ = det :
aq. &d. )
( “ \ ax
M; = det ai. t=1,..,d—1 e N;=det| a; —a; 1=1,...,d.
Qit1. ]
\ aq. ) .
Alorson a :

Miy—M;=N; i=1,..4d.
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d d d
Donc | As=As|=] Y (Micai = M) |=]| D N:i| <D | Ni.
=1

=1 =1

Utilisons le lemme 1.14 pour les lignes de N;, on a
[Nl < [@a ]l lai. — @l |laa|l = lla:. — @l (car ||aL]l, ..., llaall =1)

d .
= zlaij-—&ij|2SVd52=5\/E.

Jj=1

Donc : ~
|A;—A;|<dVdé.

Fixons ensuite un jo, 1 < jo < d.

Posons: B = (bij);-i,jﬂ, B = (b,-j)f’j=1 les matrices obtenues en remplacant
respectivement la j§™€ colone de Ay et de A; par (¢;)%, et (&)-,. Plus
précisement, pour tout : € J,

a;; sij#j . a;; sij#jg
bij=4 g ? T e bij=1 " . ! * 7o
Ci 817 =Jo, C; 817 = Jo-
Posons aussi: A j(jo) = det B, Aj(jo) = det B.

Calculons maintenant | A j(jo) — A 7oy | -
Posons les vecteurs colonnes :

Cc1 1451
bj, = ;b =
Cd ¢4
alj a1.7
Qad; ad]

Posons 5 L
My = AJ(]‘O) =det (by...bq) , My= Aj(jo) = det (by...b.q) ,

M; =det (by..0; bj41.04), §=1, .., d—1

et .
N;j=det (by..b;—bj.ba), j=1, .. d.
On a
Mj_l—Mj-:Nj 5 ]=1, ceey d.
. d
Ce qui entraine I AJ(jo) — Aj(jo) I < ZI Nj I .

Jj=1
Utilisons le lemme 1.14 pour les colonnes de N; :

ING| < [all--lbs = Bjll--l1b.all -
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On voit que:

pour tout j: lo.; — 5]” <Vdés
. d d
pour j # jo: 184l =4 D 8% <[> 1=Vd
=1 =1

1651 < V4,

et pour 3 = jg :

d 7 d
1Bl = \l Y @< \‘E(Ci +6)2=[Cs+6Vd,

=1 =1

||b,°||_,lzc2<[maxc, Vd < [Cs+8Vd.

=1

Ce qui résulte que:

|N; | <6V [Cr+8] sij# o,
et J p
| Njo | <6Vd <6Vd [Cr+6].

Donc

X d
| Asgoy = Asioy | <6V d [Cr+ 8] .

D’autre part, on a aussi ( Lemme 1.14 ) pour les colonnes de A j(j, :
d - d
| Asgoy I < 1[b.all.- ]Ib.all < Vd [maxe; ] < vd C.

Soient z, et Zj, les ]eme composantes de M et de M. On a:

Ay(j . A ;(50)
:1,']‘0 = TJO)‘ et .'IIjo = —A—JO—.
Donc »
‘ jjo — Zjo ‘=
| AJ(jo) AJ(]O) l | AJ(]o) AJ(]O) |+ l AJ(]O) AJ(JO) [—
AJ J AJ AJ
1 I . | As(Go) | | %
= — As(jo) —As(Jo)| + ————|A;-A <
!A”I (Jo) (Jo) IAJIIAJI| 7l
1 d I J(]O)l
< — 5\/Zz'd[cj+5]+——d\/'5
| Ay | 1A ] [Ag]
1 d 1A 760l
< ——6dVd [Cy+ 68+ 2 Vd] <
| Ay { Cs+34] AW ]
d
d
<1 sqd [CJ+5]+\/— C’\/E] <
| Ay | AW/
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Vd

1 d+2
< §vVd  [Cr+8][14+ —1.
(2, —davad) o+ 8+ ]
Donc 41
- dé[Cy + 8]v/d vd
M;— Ml < 1+ =
|| M 5 Jl < (2] = dvad) [ IAJl] €s [

1.2.3 Perturbation des hyperplans et préservation de I’ arrangement

Notation. Dans la suite, on supposera que A(H) soit simple et que n > d
(c.a.d. que Topoo(H) # 0). A chaque sommet M; de A(H) on désignera par
7 un nombre positif tel que:

(1.3) ly < irél;{lJ | d(My,h;) | -

Corollaire 1.16. Supposons que A(H) soit simple et que n > d.
Fixons J C I, Card(J)=d.
Soit 6 > 0 tel que

Al

) |_L_ t
Sav/d °
(1.4)

(Vd || Mz || +1)6 + e5 <1y,
ou €y est donné dans le lemme 1.15.

Supposons que D(hi, h;) < 6, (i € I), alors on a:

1/. les hyperplans (h;)ic s se coupent en un point M qui vérifie:
| Ms—Ms||< es |
2/.d(My, h1) a le méme signe que d(My, k1), (1€ I\ J).

Ayl

Preuve. § étant inférieur a , le lemme 1.15 nous donne tout-de-suite 1/.

Pour avoir 2/, faisons appel au Corollaire 1.13 en prenant les valeurs suivantes:

M= M;,
€E = €7j,

et h=h,, (IeI\J). 1

Théoréme 1.17. Supposons que A(H) soit simple et que n > d.
Soit 6 > 0 tel que 6 vérifie (1.4) pour tout J C I, Card(J) = d
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Supposons que D(h;, h;) < 6, (i € I), alorsVJ C I, Card(J) = d, on a:

1/. les hyperplans (k;);c s se coupent en un point My qui vérifie:
| My — My || < ey,

2/.d(My, k) ale méme signe que d(My, k), (1€ I\ J),

3/. A(H) et A(H) sont équivalents.

Preuve. Pour chaque sous-ensemble J C I, Card(J) = d, les assertions 1/, 2/
de cette observation sont identiques aux assertions 1/ et 2/ du corollaire 1.16.
De ’assertion 2/, on voit que T opoo(H) = Topoo(H) # 0.

Donc le théoréme 1.10 nous donne ’assertion 3/ . |

1.2.4 Cotuts de calcul
Coiit de calcul pour la perturbation de tous les hyperplans

On _peut donc calculer un § tel que A(H) soit équivalent avec A(H) quand
D(h;, k) < 6. On discute maintenant sur le coit de ce calcul.

Dans (1.4) les quantités | Ay |, || My || et €; sont calculées au coiit constant
pour chaque J fixé. Le lemme 1.18 suivant nous dit que ! aussi (voir (1.3) ) sera.
calculé en cotlit constant une fois que I’ arrangement A(H) est construit. Dans
le théoréme 1.19 on en déduira le coiit total pour calculer 6.

Lemme 1.18. Supposons que A(H) soit simple et soit déja construit. Alors,
pour chaque J fixé (J C I, Card(J) = d), on peut calculer en coiit constant un
ly positif vérifiant (1.3).

Preuve. Soit J C I,Card(J) = d. Le sommet M; = ﬂ h; est aussi
j€J
I'intersection de d droites (d;)ies, ou:

di = () hj-

Sur chaque droite d;, prenons deux points P,; et P; tels que M soit compris
entre ces deux points et que le segment ouvert |P,;, P.;[ n’ait pas d’autres
sommets de A(H) que M (figure 1.3).

A(H) étant calculé, on obtient facilement les points P,; et P.; en'cofit constant.
On calcule ensuite ’enveloppe convexe P; des points P,; et P,; (ze J). (Le
colit est constant.)

0 0 —
On a alors l'intérieur Py # 0 et M; € P; (car.les d vecteurs (M;P,;)ics sont
linéairement indépendants).
Considérons un hyperplan h;,l € I'\J: h; ne peut couper (car il n’y a pas
d’autres sommets que M) ni contenir (car My ¢ h;) les segments demi-ouverts
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'FIGURE 1.3. ARRANGEMENT DANS R?._ J = {i,j}

0
[Mj,Py;[ et [My,Pei[. On en déduit que h; ne peut couper P;. Prenons donc
(en cotit constant):

ly = miin I d(MJvh) la

ou h parcourt tous les hyperplans support des facettes de P, c.a.d. les espaces
affines engendrés par les points Py, 1,..., Py, 4, ol ty,---,t4 € {0,€}.

0
Alors la boule ouverte B(Mj,l;) est contenue dans Py. On a:
B(Mplj)Nhy =0 (eI\J).

Donc Iy vérifie (1.3) |

Théoréme 1.19. Supposons que A(H) soit simple et que n > d.
On peut alors calculer en coiit O(n?) un § > 0 tel que:

D(hi,h;) <6,V € I = A(H) est équivalent avec A(H).

Preuve. '
Etape 1: on construit I’ arrangement A(H) . Le cofit en est O(n?) [Edels91].
Etape 2: d’apres le théoréme 1.17, on doit prendre é§ vérifiant (1.4) pour tous
les sous ensembles J de I, Card(J) =d.
Or & chaque sous ensemble J le colit de calcul des valeurs | Ay |, || My ||

et l; (Lemme 1.18) étant constant, le coit de cette deuxieme étape est donc

!
proportionnel au nombre des sous ensembles J, qui est égal &: ———— =

d(n—d)!
n...(nd—‘ d+ 1) _ O(nd),

Le coiit total est donc O(n?). |
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Coiit de calcul pour une perturbation de k¥ hyperplans:

Pour le reste du chapitre, supposons que A(H) soit déja calculé. On s’intéresse
uniquement & la deuxiéme étape du calcul de § dans la preuve du théoréme
1.19. On a vu que le coiit de cette étape est O(n?) si tous les n hyperplans sont
susceptibles d’étre perturbés.

Si on ne perturbe maintenant que quelques hyperplans (h;);ex ot K C I (par
exemple Card(K) =1, 2, 0u 3 ...), est-ce qu’on peut calculer § avec un cotit plus
faible? Faisons d’abord quelques notations:

Notations. Soient T'C I, Card(T)=d —1 et i € I\ T. Notons:

dr = ﬂ h; ( dr est une droite);
JET

Maoy=M; , lry=1y,

ou J =TU{i} et ljest donné dans (1.3).
(M1, est donc Dintersection de la droite dr et I’hyperplan A;).

IV‘(T, r

1 M, 1)

FIGURE 1.4. EXEMPLE: Card(T)=d-1; i,r ¢ T

Observation 1.20. Supposons que A(H) soit simple et que n > d.
Soit K CI,Card(K)=k,1<k<n-—d. Soit § >0 tel que:
a/. 6 vérifie (1.4) en tout sommet M tel que J N K # §;
(C’est a dire en tout sommet M ; qui sera perturbé.)
b/. Pour tout hyperplan h;,(i € K), pour toute droite dr,(T C I\ K), il existe
un hyperplan h,, r € I\ (T U {i}) tel que:

(V|| Mz | +1)8 < | d(Mzr),hi) | -
Alors, si (D(hi,h;)<6, Vi€ K )et (hi=hi, VieI\ K), ona:

19



Pour tout J C I, Card(J) = d,
1/. les hyperplans (h;);e s se coupent en un point M qui vérifie:
I M- Ms[I< es |
2/.d(Mj, k) ale méme signe que d(My,hy), (1€ I\J), et
3/.A(H) et A(H) sont équivalents.

Preuve. On va démontrer seulement les assertions 1/ et 2/ de ’observation 1.20,
car ’assertion 3/ se déduit de 2/ grace au théoréme 1.10.
Prenons donc J C I, Card(J)=detie I\ J.

Premier cas: J N K # 0.
(1.4) étant vérifié en point M, le corollaire 1.16 nous donne 1/ et 2/ de
Pobservation 1.20.

Deuxiéme cas: JN K = 0.
On a d’abord: h; = hj,(j € J). Donc M; = M. Donc 1/ est démontré.

Sii¢ K,ona: h;=nh; Donc 2/ est démontré.

Supposons enfin que : € K.
Ecrivons J=TU{j} (doncTNK =0etj¢K).
Notre but est de démontrer que:

Vi, (Mrj) = V3, (Mr;) (car Mt; = M7 ).

Soit r € I\ (T'U {7}) tel que (I’hypotheése b/):
(Va|l Mz | +1)8 < [ d(Mzr), ki) | -

d
T =
M, p =My
M1 r)

1 Mt 1)

FIGURE 1.5. M, €dr

Le corollaire 1.13 (avec € = 0) nous donne: V;,(M(1,r)) = V5 (M(T,r))- (1)
Donc si Mt ;) = M(,r), 2/ est démontré.
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Supposons donc que Mt jy # M7 ).

T, 0
[ M, 1)
FIGURE 1.6.
L’assertion 1/ de cette observation nous donne: || A;I(T’,-) — My | < e,y

Or &, < lriy (voir (1.4)). Donc || M(T,i) - My |l < LTy

D’autre part, d’apres (1.3):
Irgy < |1d(MTa,he) | S || My — M) || et
ke < d(Mz,i, k) | < || Mz, — Mz |-

Dogc
I Mz = Mz | < | Mz — Mz, || (2)
| Mrs) — Mziy || < || M(z,5) — M1y || (3)

(2) et (3) nous disent que si I’hyperplan h; coupe la droite dr en M, (T,i) & l'intérieur
(resp. & ’extérieur) du segment [M (T,r)s M(T j)], '’hyperplan h; coupe d en M(T’i)
a l'intérieur (resp. & I'extérieur) du segment [M(7 ), M(T ;).

Autrement dit, si M7 ), M7 ;) se trouvent d’un méme c6té (resp. de deux cotés)

de h; , ils se trouvent d’un méme c6té (resp. de deux cétés) de h;.
Supposons d’abord que M7 ), M(r ;) se trouvent d’un méme cété de h;. On a:

Vi (Mr,;) = Vi, (Mz,r) et
Vl.l,' (MTaJ) = VI;, (MTy”')’
Faisant appel a (1), on atteint notre but: V4, (Mr,,) = Vi (Mz.).

De méme quand M(r,,), M(r j) se trouvent de deux cotés de h;. |

Théoréme 1.21. Supposons que A(H) soit simple et déja calculé.
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Soit K C I, Card(K) =k, 1<k <n—d. On peut alors calculer en cofit

Min(k, a) £l
d—1 :
O((n - k) ; DGR

un 6 > 0 tel que:

D(hi,h)) <6, Vi € K 5 o
= A(H) est équivalent avec A(H)

hi = h; Vie I\K
Preuve. A(H) étant déja calculé, [ qui vérifie (1.3) sera calculé en cofit constant

d’apres le lemme 1.18. On obtiendra donc la condition a/ de l’observation 1.20
en temps proportionnel a

Card{Mjtel que J CI,Card(J)=det JNK #0} =

Min(k, )
L (n — k)"
; (k=i (n=k)—(d=)) (d=2) "
Orz>1,on a:
(n—k)! < (n_ k)! _
((n - k’) - (d - Z))' - ((n —_ k) — (d_ 1))'
- ((n-(z)_—kc)l!-l—l)! = ((n-k)—d+2)---((n-k)—d+d) <
< (n—-k)*T L

Donc le cofit de la condition a/ de ’observation 1.20 est:
Min(k, @) k!
d-1 :
O((n —k) 2 T @d=ni)

=1

Quant a la condition b/ de 'observation 1.20, pour toute paire (¢,T), 7 € K et
T CI\K,Card(T) =d—-1, prenons un r € I\ (T U {¢}) (par exemple on
peut prendre M(r, ) comme un voisin de M(r, ;) sur la droite dr). Le coiit pour
obtenir b/ est donc proportionnel &

Card{ (:,T) tel que: € K, TCI\K,Card(T)=d-1} =

(n— k). k i
= . < . _
b o@- @ S @on R
Donc finalement le coiit total est:
Min(k, d) k!
— d-..l - .
O(n— k) ; Goa@—n 1
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Annexe du chapitre 1

A 1.1 Preuve du Lemme 1.8.
Supposons d’abord que § # FN h # F.
Il existe alors un point N € F'\ (FFNh). Autrement dit N € F\ h.
Supposons, pour fixer les idées, que N € FNh*. Il reste donc & démontrer que
FNnh~#0. ,
Prenons un point M € FNh et posons P=AM—-N)+ N, A> 1
Alors N, M, P se trouvent sur une droite qui coupe h en M et N,P sont de
deux c6tés de M sur cette droite (car A > 1).
Donc P est de 'autre c6té de h par rapport & N. C.a.d. que P€ h™.
D’autre part, N, M étant dans F, P ’est aussi.
Donc Pe FNh~.
Inversement, supposons que FNht # 0 et FNh™ # 0.
Prenons N € FNhT et P€ FNh~. Soit d la droite passant par N, P.
d doit couper h en un point M. En plus, N, P étant dans F, M P’est aussi.
Donc M € FNh. C.ad. que FNh#0.
Enfin, comme FNAY # 0, on doit avoir FNh # F. |

Pour pouvoir démontrer le Lemme 1.9, on a besoin de la remarque suivante:

FIGURE 1.7. MN L (hyNF) ET MN L (h,NF) =
(hi N F) = (hyN F)

Remarque 1.2 Soit F' un espace affine de dimension k, 1 < k <d.
Soient M,N € F, M # N, et hy,hy deux hyperplans passant par N tels que

MN L(Fnhy) et MNL(FNh,).
On a alors: Fnhy = FNhy = FNhyNh,. (Dimension : k—1.)

Preuve de la Remarque 1.2.
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Soit A un hyperplan passant par N et h L MN.
La propriété suivante de h sera utilisée:

Pour tout espace affine G passant par N, G L MN = G C h.
De cette propriété, on a: FNhy Ch. Donc FNhy C FNh.

Or dim(FNhy)=dim(FNh)=k—1, ondoit avoir FNhy=FnNh.
De méme,ona FNhy=FNh.
D’ou Fﬂh1=Fﬂh2=Fﬂhlﬂh2 l

A 1.2 Preuve du Lemme 1.9.
Soit f une k-face, 1 <k <d. (lecas k=d estévident.)
Posons

Iy(f)={ieI: tel que Vi(f) = 0},
I*(f)={i e I: tel que Vi(f) = +1},
I"(f) ={i e I: tel que Vi(f) = -1},

et F = ﬂ h,‘.
i€lo(f)

On vérifie d’abord que f g F.

On prend un sommet T de A(H). Alors T = ﬂ hj, JCI.
JEJ

On doit avoir un jo € J tel que: 0 g(Fn hj,) g F.

En effet, si pa,r. Pabsurde (F | hj) ou (F C hj), (j € J), alors n h;
jeJ
contiendrait le sous-espace affine Fr translaté de F au point T. Donc ﬂ h; #T.
JjEJ
D’apres le Lemme 1.8, on a:

(FNR], #0) et (FNOR, #0).

Or f est inclus soit dans h;-; soit dans k; . On doit avoir  f g F. En parti-
culier, (I*(f)UI~(f)) # 0.

Prenons ensuite un point M € f et posons:

r= _ Min | d(M,FNh;)|.
€It (Ul (f)
—— .
Alors r=[|MN]| ou N€FnNh; et ige (IT(fHUI=(f)).
On a alors: N¢fet[M,NCf Donc Nef\7f
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FIGURE 1.8.

Soit ¢ la face de A(H) telle que T_/')(g) = 7(N) (c.a.d. que N e€g.).
g est alors une sous face de f. On va démontrer que dimg = k — 1.
Posons:

In(g) ={i € I: tel que V;(N) =0}
et G= (] ha
t€lo(g)

On doit démontrer que dim G =k — 1. (G est I'espace affine support de g ).
g étant une sous face de f, ona: Io(f) g Iy(g). Ecrivons donc:

Io(g) = I(f) U I,

ou [#0(igel)et INI(f)=0.
G s’écrit alors sous forme: G = F N (ﬂ h).
i€l
Pour tout : € I, N étant dans h; N F, on a | d(M,(R; N F)) | <l MN Il -
Or || MN |=r <|d(M,(hiNF))].
Donc || MN ||=]|d(M,(h;0 F))| . Donc

MN L (h;NF) (on retient que N € h; N F).
Cela étant juste pour tout i € I, la remarque 1.2 donne:

G=Fn(()h) = (Fnhi,).
iel

Donc dimG = k - 1. |



A 1.3 Existe-il une distance entre droites qui ne dépend pas du repére?

Notons par D I’ ensemble des droites qui ne passent pas par l’origine O dans le
plan RZ.

Soient d, d deux droites sécantes dans D (d # d). 3
Désignons par a(d, d) Pangle aigu formé par d et d:  «(d,d) €]0,7/2].

d ~
~ oi(d, d)
d

FIGURE 1.9.

Soient d, d deux droites paralélles dans D (d # d).
Désignons par A(d, d) la distance d’un point M situé sur d & la droite d.

A(d,d)

~

d
FIGURE 1.10.

Remarque 1.3 Supposons que D soit une métrique sur D qui ne dépende pas
du repére. Alors:
Soient dy, d; deux droites sécantes; da, dy deux droites sécantes. On a:

Ol(dl, d]) = Ol(dg, d2) = D(d],d]) = D(dl,dl)

Observation 1.22. Supposons que D soit une métrique sur D qui ne dépende
pas du repere. Alors il existe €p > 0 tel que:
Vd,deD,d#d, D(d, d)<ep = detdsont pa.ra]e]]es

Preuve. Supposons par I’absurde que: Pour tout € > 0, il existe deux droites d,
d distinctes € D telles que: 3
D(d, d) < € et que d, d soient sécantes. 1)

Soient d;, dy deux droites paralélles et distinctes € D. On va démontrer
I’absurdité suivante: D(d;, d2) = 0.

Soit € > 0 arbitarire.

D’apres (1), il existe deux droites sécantes d et d telles que D(d, d) < e.
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d o

FIGURrE 1.11.

Prenons une droite d; qui coupe~d1, d; de maniére que:

Oz(d;;, d]) = a(dg, dz) = Ol(d, d)

D’apres la remarque 1.3, on a: 5
D(d3, d]) =D(d3, dz) = D(d, d) < €.

Alors I'inégalité triangulaire nous donne:

D(dl, dg) < D(dl, d3) + D(ds, dz) < 2e.

€ étant arbitraire, on en déduit que D(dy, d2) =0. |

Remarque 1.4 Soit € > 0. Posons:

o(d, d)+ ¢ si d, d se coupent,
D(d, J) = M .2¢ sid, d sont paralélles,
1+ X(d, d)

~

0 sid=d .

Alors D est une métrique qui ne dépend pas du repére et ep (indiqué dans
l'observation 1.22) peut-étre pris égal a e.

On voit selon la remarque précédente et 'observation 1.22 qu’il existe en fait les
distances intrinséques non triviales ( la distance discréte est aussi intrinséque)
et que ces distances contraignent les droites & devenir paralleles quand elles sont
assez proches les unes des autres. Ces distances ne répondent donc pas & notre
but de perturber légérement les hyperplans mais de facon arbitraire.
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Chapitre 2
Equivalence des Configurations des points

Equivalence des Diagrammes de Voronoi d’ordre k

Introduction et Résumé du chapitre 2.

Il existe dans la littérature plusieurs relations duales entre les arrangements
des hyperplans et les configurations des points dans l’espace R? ([Edels87],
[Brown79]). Un probléme important concernant un ensemble fini de points dans
Pespace euclidien R? est celui de déterminer sa A_matrice (tri en multidimen-
sion”). Un premier algorithme de tri multidimensionnel est donné dans [Godm83]
dont le coiit est O(n?logn), n étant le nombre de points & ”trier”. Grace 3 des rela-
tions duales avec les hyperplans, connaissant les résultats combinatoires pour les
arrangements, on a pu améliorer le colit du tri multidimensionnel: O(n?), d > 2
([Edels87], [Godm92]).

Il en vient I'impression que lorsque deux arrangements sont équivalents, deux
configurations des points correspondants sont aussi ”équivalentes”.

Notre but dans ce chapitre est de formaliser cette perception intuitive et d’en
tirer une application algorithmique.

Nous nous fixons donc une relation duale entre les points et les hyperplans
(Définition 2.1). De cette relation duale, on revoit un certain nombre de pro-
priétés reliant une configuration de points & I’ arrangement des hyperplans corre-
spondants (Propriété 2.5, Corollaires 2.6, 2.7) qui vont nous rendre service dans
nos travaux ultérieurs.

Nous donnons ensuite une définition directe et géométrique sur 1’équivalence
de configuration des points (Définition 2.2). Cette définition étant basée sur la
séparation des points par des hyperplans qui peuvent contenir un sous ensemble
non vide des points considérés, elle correspond aux premiers diagrammes pro-
jectifs utilisés pour déterminer topologiquement les zonotopes ([Szafr91]). On va
aussi montrer que deux ensembles de points de méme configuration possédent des
propriétés algébriques tout a fait analogues (Propriétés 2.8 et 2.9), dont méme
A_matrice.

On arrive en fin de compte au résultat principal du chapitre qui exprime
I’équivalence entre I’équivalence de deux arrangements et celle de deux ensembles
de points (Théoréme 2.13). La démonstration de ce résultat étant longue, on la
fait & travers plusieurs lemmes (Lemmes 2.14, 2.15, 2.16).

Comme application quantitative du chapitre 1, le théoréme 2.13 nous permet de
calculer en temps O(n?), n étant le nombre des points, une borne de perturbation
des points telle que la configuration reste inchangée (Théoréme 2.20).
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Une autre application sur la stabilité du signe du déterminant d’une matrice
inversible -est aussi donnée (Proposition 2.22). On peut noter que, pour ce
probléme de stabilité du signe du déterminant, il existe une autre méthode
indépendante de ce contexte, faisant intervenir les normes matricielles ([Lasc86]).

De méme nature que la configuration des points, la deuxiéme partie est une
application du chapitre 1 sur ’équivalence entre deux diagrammes de Voronoi.
Dans la littérature,on sait que tout diagramme de Voronoi d’ordre k d’un
ensemble S de points dans R? correspond 3 des k_niveaux faces de |’ arrangement
des hyperplans dans IR%*?, ces hyperplans étant tangents 3 un paraboloide en des
projections des points de S sur le paraboloide ([Edels87], [Edels86], [BrownT79],
[Devi92),...).

Il vient donc & l'idée que la structure topologique de tous les diagrammes de
Voronoi restera inchangée quand les germes de S sont perturbés de telle maniére
que la topologie combinatoire de 1’ arrangement ne change pas.

Un probléme important, du point de vue formaliste, est alors de chercher une
notion d’équivalence entre deux diagrammes de Voronoi d’ordre k. La définition
donnée ici est basée sur ’existence des faces caractérisées par des sous-ensembles
quelconques de S (Définition 2.6). Dans le cas ol k = 1, ’équivalence de deux
diagrammes de Voronoi assure par conséquent la relation ”voisinage” des faces
de deux diagrammes.

Le reste de la partie n’est qu’une application directe de la relation connue
-Arrangement-Diagramme.

Enfin une évaluation sur une borne de perturbation de points (Propriété 2.30) est
aussi donnée comme un corollaire des résultats quantitatifs du premier chapitre.
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Premiére partie: Configuration des points.

2.1 Configuration des points et Arrangement des hyperplans.

2.1.1 Une relation duale entre points et hyperplans dans IR?\ {O}.

Définissons la relation duale suivante:

Définition 2.1.[Brown79]

Dual : R*\ {0} — {hyperplans de R® ne passant pas par ’origine O}
p +— Dual(p) = {z € R? tel que < z,p >=1},

ol < .,.> désigne le produit scalaire dans R®.

Notations. Soient p € R? \ {O} et h un hyperplan ne passant pas par O,on
note:
h, = Dual(p) et pp= Dual™'(h).

0

FIGURE 2.1.

Remarque 2.1 Soient p,q € R%, p# O, on a:

geEh, = <gp>=1,

gehf <= <qp>>1,

ge€Eh, <<= <g¢gp><l
De la remarque 2.1 on a tout de suite la propriété suivante de la dualité:
Observation 2.1. Soient p € R?\ {O} et h un hyperplan ne passant pas par

O, on a:
gEh = pLEhy,

geht < preh},
geEh™ < pr€hy.
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2.1.2 Configuration des points et Arrangement des hyperplans.

Notations. Soit (p;)ies une famille finie des points dans R?. Notons

1/. Aff(pi)ies Vespace affine engendré par les points (p;)ics (Aff(pi)ies = 0
siJ=0),

2/. Vect((_);):)ie 7 Despace vectoriel engendré par les vecteurs (Dz)ie J
(Vect(az)iej =0siJ=0).

Commencons par quelques propriétés des espaces vectoriels et affines dont les
démonstrations seront données dans ’annexe du chapitre 2.

Lemme 2.2. Soient T un espace affine dans R? et p € R®. Alors:
p ¢ T <= 3 un hyperplan h tel que T C h et p ¢ h.

Lemme 2.3. Soit (p;)ics une famille non vide des points dans R*\ {O}.

Pour tout 7 € J, soit h; un hyperplan dans R tel que: h; L 5—:
p

Supposons que : ﬂ h; # 0.
teJ
Alors on a: .
dim([ ] hi) = d — dim Vect(Op:)ies-
i€J

Lemme 2.4. Soit (p;)ics une famille finie non vide de R*\ {0}.
Si O € Aff(pi)iey, alors il existe J; C J tel que:

O ¢ Aff(pi)ics, et que dimAff(pi)ies, = Aff(pi)ies — 1.
Dans cette section 2.1.2, soit
P = (pi)ier, I = {1,---n}, une famille de »n points distincts dans R\ {0}.
Prenons : H = (hi)ier, o0 h;=h,, Yiel.
On voit dans ce qui suit une relation trés étroite entre la configuration de P et I’

arrangement A(H).

Propriété 2.5. Soit J C I (J peut étre =0). On a:

1/. (" h)#0 < O0¢Aff((pi)ies);

i€J
2/. 51 O ¢ Aff((pi)ies) , alors :
dim(Aff((pi)ies)) = d— (dim((") h:) +1).

i€l
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Preuve. Quand J = § les assertions 1/, 2/ sont évidentes.
(Avec la convention ﬂ hi = R? et dim(0) = —1).
i€l

Supposons donc J # 0. Démontrons d’abord 1/.
Supposons d’abord que : ﬂ h; # 0.

ieJ
Il existe alors un point p € ﬂ hi. Donc p€ h;,Vie J.

ieJ
D’apres I'observation 2.1, on a: p; € hy,Vi € J (bien siir que p # O).
Ce qui entraine que:

Aff(pi)ies Chp et donc O ¢ Aff(pi)ies.

Le sens inverse de 1/ se démontre de facon analogue.

Démontrons maintenant 2/ en posant k = dz'm(ﬂ h;).
ieJ
D’apés le lemme 2.3 (car h; L 51_0_:), on a:
dim Vect(Opy)ics = d — k.
C’est-a-dire que dimAff({O} U (pi)ies) =d — k.
Or O¢ Aff(pi)ics, on en déduit:
dimAff(pi)ies=d—-k -1 |

Corollaire 2.6. A(H) est simple si et seulement si pour tout J C I avec
Card(J)<d+1, on a:

1/ (p:)ies sont affinement indépendants,

2/ 0 ¢ Aff(pi)ies quand Card(J) < d.

Preuve. La preuve est évidente |
Corollaire 2.7. Soit p € R?\ {0}. Soit 0 < k < d. Alors:
p € une k-face de A(H) <= dimAff(PNhy)=d—(k+1).

En particulier,
p € une cellule de A(H) <= PnNh, =40,
p est un sommet de A(H) <= Aff(PNhy)=h,.

Preuve. Supposons d’abord que p € une k-face de A(H). Donc
pe((NR)N([) &)
i€J iel\J
o JCI, dim([hi)=k et &€ {+,—} (i€I\J).
D’apres la proprié’zg JQ.S on a:
dimAff(pi)ics=d—(k+1).
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D’autre part pEh; 1€J) et pgh; (1e€I\J).
C’est-a-dire que (obsevation 2.1 ):

pi€hy, (1€J) et pi¢h, (1€I\J).

Donc hy NP = (pi)ies-
Donc dimAff(PNhy)=d—(k+1).
Le sens inverse se démontre aussi facilement. ]

2.2 Equivalence des Configurations des points.

Notations.
Par une partition P = (I3, I3, I3) d’un ensemble I on entend que:

I, I,,I3 C I, LNnL=LILnlij=I3NnI; = 0 et LHULUI;=1.
Soient P = (pi)ier C R? h un hyperplan dans R? et P = (I, 15, ;) une
partition de I.

On dit que A divise les points de P suivant P si k contient les points (p;)ier, et
sépare strictement les points (p;)ier, des points (pi)icI,-

Définition 2.2 Soient P = (pi)s et P = (pi)1 deux familles de n points distincts
dans R, Card(I) = n.

On dit que P et P sont de méme configuration si pour toute partition P =
(I1,I>,1I3) de I, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

1/. Il existe un hyperplan h de R qui divise P suivant P,

2/. 1l existe un hyperplan k de R? qui divise P suivant P.

Propriété 2.8 Soient P = (p;); et P = (p;); deux familles de n points distincts
dans R%, Card(I) =n.

Supposons que P et P sont de méme configuration.

Alors pour tout 0§ # J C1I, ona:

(2.1) dim Aff(pi)ies = dim Aff(Pi)ics-

Preuve. Démontrons (2.1) par récurrence sur Card(J).
Quand Card(J) = 1, (2.1) est vérifié.
Supposons que (2.1) est juste pour tout J C I, Card(J) =k, 1 < k <n.
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Prenons maintenant un J C I, Card(J) = k+1 et on va démontrer que (2.1) est
Jjuste pour cet ensemble J.
Ecrivons: J=JrU{jr+1} ou Card(Jx)=k.

L’hypothése de récurrence nous donne:

dim Aff(pi)ies. = dim Aff(Bi)iey,-

Il ne nous reste qu’a démontrer que:
Pjr s ¢ Aff(Pi)ieJk A ﬁjk-}-l ¢ Aff(ﬁi)ie.]k

Par symétrie, on va démontrer seulement le sens =>.

Supposons donc que pj,., € Aff(pi)ics,. D’apres le lemme 2.2, Il existe un
hyperplan k passant par (p:)icJ, et pj,,, ¢ h-

Or P et P sont de méme configuration, il existe un hyperplan h passant par
(ﬁi)ieJk et ﬁjk+1 ¢ h, ce qui Signiﬁe (lemme 2'2) que ﬁjk+1 ¢ Aff(ﬁi)iEJk' |

Notations. Soient P = (p;)r et P = (P:)1 deux familles de n points distincts
dans R?, Card(I) = n.
Soit X = (41,---,4441) € I%*1. On note:

P10 Piad 1 1;5511 o Piya 1
PX) = Pi.21 Pi:zd B(X) = Pi:21 pi.zd 1 ,
Pigpal  **° DPigpad 1 Digga1 - ﬁid;ld 1
et X = {i1, - a1}

Propriété 2.9. Soient P = (p;); et P = (5;); deux familles de n points distincts
dans R¢, Card(I) = n.

Supposons que P et P sont de méme configuration.

Alors on a:

sign(det P(X)) = sign(det P(X)), (X € I¥t1)
ou
sign(det P(X)) = —sign(det P(X)), (X e I4+1),
ou sign(r)=+1,0,—1 suivant quez >0,z =0 et z < 0.
Pour démontrer la propriété 2.9, on a besoin des deux lemmes suivants:
Lemme 2.10. Soit P = (p;); une famille de n points distincts dans R¢,
Card(I)=n>d+1.

Soient J, K C I, J # K, Card(J) = Card(K) = d + 1 tels que
(pi)ies et (pi)iek solent affinement indépendants.

Alors pour tout k € K\ J, il existe j € J\ K tel que
(Pi)ie(I\{j})u{r} soient affinement indépendants.
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Preuve. Supposons par ’absurde qu’il existe kg € K \ J tel que pour tout
JEJ\K,
(Pi)ie(\{i})uik,} soient affinement dépendants.

Alors py, se trouve sur les hyperplans:
hj=Aff(pi)iengsy, (G € J\K = J\(JNK)).

P € ]k (1)

FEJ\(JNK)

Donc

Premier cas: JNK = 0.

On a:
m hj = ﬂ hj =0
JEI\(JNK) JjEJ
(car Card(J) = k+ 1 et (pi)ics sont affinement indépendants).
Donc c’est absurde avec (1).

Deuxi¢me cas: JNK # 0. :
On voit d’abord que: p; € hj, (i€ J\{j})-

Donc pi€hj, teJNK)et(j€eJ\(JNK)).
Donc pi € ﬂ hj, (1€ JNK).
Jj€IJ\(JNK)
Donc AffPiiecnky C© [ Ry
JEI\(JNK)

D’autre part, (p;)ics étant affinement indépendants, on a:

dim Aff(pi),‘e(JnK) = Card(JNK)-1 et
dim (] ki = d-Card(J\(JNK)) =

JEJ\(JNK)
=d-(d+1-Card(JNK)) = Card(JNK)—1.
Donc Aff(pi)ic(ink) = n h;.
J€J\(JNK)
(1) implique alors: Pko € Aff(Pi)ie(unk)- (2)

Or ko ¢ JNK (car kg € K\ J) et (p;)ick sont affinement indépendants, on
doit avoir:

Py ¢ Aff(Pi)ic(snk) ce qui absurde avec (2).

Lemme 2.11. Soient P = (p;); et P = (p;) 1 deux familles de n points distincts

dans R?, Card(I) = n. Supposons que P et P soient de méme configuration.
Soit Z € I%*+1 tel que:

sign(det P(Z)) = sign(det P(Z)) # 0,

(ce qui assure que les points (p;)icz et (Pi)icz sont affinement indépendents).

Soit Y €I telque Y=2 ou Y =(Z\{a})U{b}),
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ou a€Z et bel\Z.

On a alors: )
sign(det P(Y')) = sign(det P(Y)).
Preuve.
SiY = Z, le lemme 2.11 est évident (propriétés du déterminant). (1)

Supposons donc: Y =(Z\{a})U{b}), ol a€Z et beI\LZ.
D’apres (1), on peut supposer que: '
Z=(i1,"+,tq,a) et Y =(iy,---,14,b).

Soit  h=Aff(pi)ier, e h=Aff(Pi)ier,, ot Iy = {i1,---,ia}.
h et h sont alors deux uniques hyperplans qui contiennent respectivement (p;)ier,
et (ﬁi)ieh- En plus, p, ¢ h et Pa ¢ h.

D’ot1 (avec le fait que P et P sont de méme configuration):
Py € h < py € b,
Da, Pp sont d’un méme coté de h <=> H,, P sont d’un méme c6té de A,
Da, Py sont de deux cotés de h <> §,, pj sont de deux cotés de .

Le cas o1 py € h est trivial (sign(det P(Y)) = sign(det P(Y) = 0).
Examinons le cas ol p,, pp sont d’'un méme c6té de b et p,, pp sont d’un méme
c6té de h (le dernier cas se traite de fagon analogue).
On a:
sign(det P(Y)) = sign(det P(Z)) et sign(det P(Y)) = sign(det P(Z)).
Donc
sign(det P(Y)) = sign(det P(Y)) . |

Preuve de la propriété 2.9. Supposons qu’il existe X € I%*+! tel que
sign(det P(X)) = sign(det P(X)) # 0,

(ce qui assure que Card(X) = d+1 et que les points (p;)iex, (Pi)iex sont

affinement indépendents).

Nous devons démontrer que: pour tout Y € J4+1,

sign(det P(Y)) = sign(det P(Y)) . (1)
(1) est évident si Card(Y) <d+1 (sign(det P(Y)) = sign(det P(Y)) = 0).

On ne s’intéresse donc qu’ aux Y € I4+! tels que:
Card(Y)=d+ 1. (2)

Pour tout Y vérifiant (2), posons: k= Card(X\Y) (0<k<d+1).
Faisons une démonstration de (1) avec la condition (2) par récurence sur k:

Quand k = 0 (ou méme 1), le lemme 2.11 nous donne (1) avec la condition (2).

Supposons que (1) avec la condition (2) est vérifié pour un 0 < k< d+ 1.
Soit maintenant Y vérifiant (2) et Card(X \Y) = k+ 1.
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Si sign(det P(Y)) = 0, ce qui veut dire que dimAff(pi)icy < d, de la propriété
2.8 on a aussi:  sign(det P(Y)) = 0. Donc (1) est vérifié.

Si sign(det P(Y')) # 0, ce qui signifie que (p;)icy sont affinement indépendants.
Prenons alors un a € X \ Y, le lemme 2.10 donne un b € Y \ X tel que

(Pi)ie(y\{s})u{a} soient affinement indépendants. (3)

Soit Z € It tel que Z =

X\ {8}) U {a}. On a:

Card(Z)=d+1 , Card X\ Z) =k, (4)
= (Z\{a}) U {8}. ()

De (4), 'hypothese de récurrence avec (3) donne:

sign(det P(Z)) = sign(det P(Z)) # 0. (6)

Enfin, de (5), (6), le lemme 2.11 conclut:
sign(det P(Y)) = sign(det P(Y)) . 1

2.3 Equivalence des arrangements d’hyperplans et Equivalence des
configurations de points.

Examinons maintenant la relation entre 1’équivalence des configurations des
points et 1’équivalence des arrangements des hyperplans.

Notations. Prenons dans le reste de cette section 2.3, P = (p;)ier, P = (5i)ier
deux familles de n points distincts dans R?\ {0}, I = {1,---,n}.

Posons:
= (h )ie_[, ou h; = hp'., (z € I),
'Ff (72 ),‘GI, ou 7L5=hﬁi, (’iEI);
= Pny1 = O (Porigine de Pespace R4*?);

et enfin toute partition de IU{n+ 1} ={1,---,n,n + 1} sera notée par:
(Il UKy, LUKy, I3U K3),

out P = (I}, I,,I3) est une partition de I et K; U K, U K3 = {n + 1},
K10K2=K20K3=K3HK1=@.

Du théoréme 1.6, on va démontrer le lemme suivant:

Lemme 2.12. A(H) et A(H) sont équivalents si et seulement si
Pour toute partition P = (I1,I,,I3) de I, pour tous Ko, K3 tels que Ko U K3 =
{n+1}, KoN K3 = 0, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

1/. Il existe un hyperplan h qui divise P U {0} suivant (3,12 U K,,I3 U K3)
2/. 1l existe un hyperplan h qui divise P U {0} suivant (I, I, U K3, I3 U K3).
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Preuve. Supposons d’abord que A(H) et A(H) sont équivalents.
Supposons en plus que K, = {n+1} et K3 =0

(si K3 = {n +1} et K3 =0, on procéde de facon analogue).

Soit P = (I, I, I3) une partition de I.

Posons _‘7 = (Vi)ier,
ou Vi=0siiel, Vi=-1siiel, et V,=1si:€I.

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes:

) Il existe un hyperplan A divisant P U {0} suivant (I, [, U K, I3),
h ne passe par O et (pi)ier, C h, (pi)ier, Ch~ et (pi)ier, C kT,

o pr=Dua(R) e ([ R)[ V() 2D )([) 7}) (Observation 2.1),

i€l i€ly i€ls
o Ve T opo(H),
eV €Topo(H) (Théoreme 1.6),

. Il existe p € (ﬂ iz,)ﬂ(ﬂ fz:)n(n h}) tel que p+#0,
el €12 1€l
. Il existe p € R?\ {0} tel que:
(Biien C hp, (pi)ier, Chy et (Piier, C b7,
. Il existe un hyperplan A divisant P U {0} suivant (I, I, U K, I3).

Le sens inverse peut se démontrer aussi facilement. ]

Du lemme 2.12, on voit que si P U {0} et P U {0} sont de méme configuration
alors A(H) et A(H) sont équivalents. En fait on a aussi le sens inverse qui est
beaucoup plus difficile & démontrer:

Théoréme 2.13. PU{0} et PU{0} sont de méme configuration si et seulement
si A(H) et A(H) sont équivalents.

La démonstration du sens inverse du théoréme 2.13 aura besoin des lemmes
suivants:

Lemme 2.14. Soit P = (I, I, I3) une partition de I telle que
LUI; #0 etque O¢ Aff(pi)ier, .

Alors on a I’équivalence entre deux propriétés suivantes:

1/. 1l existe un hyperplan h passant par O et divisant P U {O} suivant
(Il U {n + 1}, I2, I3)

2/. 1l existe deux faces f,g € A(H) telles que

Vilf)= 0, Vi(g)= 0, (z€ L),
(22) I/t(f) = 13 ‘/z(g) = "1’ (Z € I2)7
Vl(f) = -1, Vl(g) = 1, (2 € I3)
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Preuve.
Supposons d’abord qu’il existe un hyperplan k passant par O et divisant PU{O}
suivant (I3 U {n + 1}, I, I3).
Sur hk fixons un espace affine T (T C h) tel que:

dmT=d-2, Aff(pi)ier, CT etque O¢T.
(En effet, il existe un tel espace T dans h: O n’étant pas dans Af f(pi)ier,, le
lemme 2.2 dit qu’il existe un hyperplan k' qui contienne Af f(pi)ier, et qui ne
passe pas par O. On n’a qu’a prendre T = h N &').

i"iels

FIGURE 2.2.

T étant fermé dans R% et O ¢ T, il existe e >0 tel que B(0,¢) C R*\ T,
ou B(O,¢) est la boule ouverte de centre O et de rayon e.
(On peut prendre € gale & la distance euclidienne de O a T').
Ceci entraine que:
h(c,T) = Aff({c}UT) est un hyperplan dans R?, (c € B(O,¢) ).

D’autre part, 'hyperplan h = h(O,T) séparant strictement (p;)ier, de (pi)iers,
il existe 0 < €; < € tel que pour tout ¢ € B(O,€;), 'hyperplan h(c,T) sépare
aussi strictement (p;)ier, de (pi)iers-

Supposons que I # @ (si I, = § on procede de fagon analogue avec I3).
Fixons un point p;,, to € Iz et prenons 0 < €2 < €; tel que:

Pio ¢ B(O,€2). 1)

La droite d passant par O et p;, coupe la sphére B(O,¢€;) en deux points ¢y,
c2 qui ne se trouvent pas dans h = h(O,T) (car p;, ¢ h).
Donc h(c1,T), h(cz,T) ne passent pas par O (voir figure 2.3 ).
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FIGURE 2.3.

Gréce & (1), on peut supposer que, sur la droite d, O et p;, sont de deux cotés

de c¢; et d’un méme c6té de c,.
Alors on a:

(pi)iEIz C h+(c1’T) (C&I‘ Pi, € h+(claT))a
(pi)ier, Ch™(c2,T) (car p;, € h™ (e, T)).

Or h(cy,T) ainsi que h(cy,T') séparent strictement (p,),el2 de (pi)ier,, on a:
(Pi)ier; C h7(e1,T),

(p:)ier, C ht(ca, T).

Donc enfin on a:
(Pi)ier, C h(e1,T), (pi)ier, C T (c1,T) et (pi)ier, C h™(c1,T),

(pi)ier, C h(c2,T), (pi)ier, C h~(c2,T) et (pi)icr, C ht(co, T).

Posons p = Dual™!(h(c1,T)), ¢ = Dual='(h(cy,T)). on a:

pe ([ RN O &)

t i€l i€l i€l;
&
ae (RN BN 2D
el i€l i€l

On n’a donc qu’a prendre f = la face contenant p et g = la face contenant g.

Inversement, supposons qu'’il existe deux faces f,g € A(H) vérifiant (2.2).
Prenons pe f\ {O} et g€ g\ {O}.
De (2.2) et de lobservation 2.1, on déduit:

41



(pi)iEIs C hp— n h-q'-a
(pi)iEIz - h;)l— n hq_)
et (pi)ier, C hpNhy (Doncsi Iy # 0, hy N hy # 0).

D’autre part, O € h, N hy, on peut donc prendre ’hyperplan h comme suit:

i’iely®
Np
! e O
q
(pi)ie‘l;.
FIGURE 2.4.

Si hp N hg = 0, prenons h ’hyperplan passant par O et parallele & hy, hy.
Si hyNhyg =T # 0, T est donc de dimension d — 2 (car h, # hy). Prenons h
I’hyperplan passant par O et contenant T (k= h(O,T)).

En tous les cas, h divise P U {O} suivant (I; U {n + 1}, I, I3). I

Lemme 2.15. Supposons que A(H) et A(H) soient équivalents.
Soit I; C I. On a alors:

1/. O ¢ Aff(pi)ie, <= O & Aff(Pi)ien,
2/. dimAf f(pi)ier, = dimAff(Pi)ier .

Preuve. D’abord l’assertion 1/ est évidente grace au corollaire 1.7 et a la
propriété 2.5.

Ensuite, si O ¢ Aff(pi)ier,, 2/ est aussi évident grace au corollaire 1.7 et a la
propriété 2.5.

Supposons donc que O € Af f(p;)ier, et démontrons 2/.

Par symétrie entre (p;)ier, et (Pi)ier,, on n’a qu’a démontrer que:

dimAff(pi)ier, < dimAff(pi)ier-
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Posons k = dimAf f(pi)ier,- D’apres le lemme 2.4, il existe J; C I, tel que:

dimAff(pi)ies, =k—1 et que O ¢ Aff(p:)ies,-

Alors on a:
O € Aff(pi)ier,, (d’aprésassertion 1/) (1)
O ¢ Aff(Pi)ies,, (d’apres l'assertion 1/) (2)
dimAf f(Pi)ics, = dimAff(pi)ies, =k —1. (d’aprés (2) et D’assertion 2/) (3)
(1) entraine que Aff(Bi)ies, U{0}) C Aff((Pi)ien- (4)
(2), (3) entrainent que dimAf f((p:)ies, U {O}) = k. (5)
Enfin,
(4), (5) nous donnent dimAf f(pi)ier, 2 k = dimAf f(pi)ier - |

Lemme 2.16. Supposons que A(H) et A(H) sont équivalents.

Soit (I, I, I3) une partition de I. Soit K; = {n +1}.

Les deux propriétés suivantes sont alors équivalentes:

1/. I existe un hyperplan h qui divise P U {O} suivant (I1 U Ky, I,,I3)
2/. Il existe un hyperplan h qui divise P U {0} suivant (I U K1, I, I5).

Preuve. Par symétrie, on n’a qu’a démontrer le sens 1/ = 2/.
Supposons donc qu’il existe un hyperplan & qui divise P U {O} suivant
(I U Ky, I, I).

Premier cas: I; = I (c.ad.que I, =I3=10)
On voit d’abord (grace au lemme 2.15:
dimAf f(pi)ier = &imAff(pi)ier < dimh=d —1.

Supposons par 1’absurde que tout hyperplan contenant ($;)icr ne passe pas par
O. On a alors:

O¢ Aff(i)ier et dimAff(pi)ier=d—1.

Le lemme 2.15 donne la méme chose pour P, c’est- a -dire que

O ¢ Aff(pi)ier et dimAff(pi)ier=d—1.
Donc 1l n’existe pas d’hyperplan passant par O et contenant (pi)ier- Clest
absurde.

Deuxiéme cas: LU #0 et O ¢ Aff(p,),ef1
D’apres le lemme 2.14, il existe f,g € A(H) qui vérifient (2.2).
A(H) et A(H) étant équivalents, il existe f,§ € A(H) tels que:

Vii(H) =V (f) et V5,(9) = Vh (9) el

Donc f et § vérifient aussi (2.2). Le sens inverse du lemme 2.14 dit qu’il existe
un hyperplan h divisant P U {O} suivant (I; U K1, I, I3).

Troisieme cas: LUI3; #0 et O € Aff(pi)ier,-
Posons k = dimAf f(pi)ier,- D’aprés le lemme 2.4, il existe J; C I; tel que:

dimAff(pi)ies, =k—1 et que O ¢ Aff(pi)ies,-
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Prenons:
- ~T=J1UI2UI3, ~
Hr = (hi)iers, Hr = (Ri)ier et Pr=(pi)ier, Pr= (Pi)ier-

Alors:

A(Hr) et A(H7) sont équivalents,

(J1,I3,I3) est une partitionde T, I, UI3 #0, O ¢ Aff(pi)ics, et
Phyperplan h divise Pr U {O} suivant (J; U K3, I3, I3).

Donc il existe un hyperplan k divisant PrU {0} suivant (J;UK, I, I3) (deuxiéme
cas).

Il nous reste & démontrer que (5;)icr, C h.
On a d’abord: O € Af f(Pi)ier, (lemme 2.15),

Donc
Aff((Bi)ier, U{0}) C Aff(Bi)ier,- (1)

D’ailleurs, d’aprés le lemme 2.15),
O¢ Aff(ﬁi)ieh et dimAff(ﬁi)ieJl = dimAff(pi)iejl =k-1.

On doit avoir:

dimAf f((pi)ien, U{O}) = dimAff((Bi)ien +1=k. (2)
Enfin on a aussi(lemme 2.15):
dimAff(Pi)ier, = dimAff(Bi)ier, = k- 3)

(1), (2), (3) entrainent que Aff(($i)ics, U{O}) = Aff(Pi)ier,-
Donc  (fi)ier, C Aff((Bi)ies, U{O}) Ch. |

Preuve du théoréme 2.13.

Si PU {0}, P U {0} sont de méme configuration, le lemme 2.12 donne comme
corollaire que A(H) et A(H) sont équivalents.

Inversement, supposons que A(H) et A(H) soient équivalents.

Soit (I; U K3, I U K5,I3 U K3) une partition de {1,---,n,n + 1},

ou P = (I1,I;,I3) est une partition de I et K; U K, U K3 = {n + 1},
I{10K2=K201{3 =K30K1 =0

Par symétrie entre P et P, on n’a qu’a vérifier le sens 1/ = 2/ de la définition
2.2.

Supposons donc qu’il existe un hyperplan h qui divise P U {O} suivant

(I, U Ky,I; UKy, I3 U K3).

Si Ky ={n+1} (K, = K3 =0), on fait appel au lemme 2.16.

Si K; = 0, on fait appel au lemme 2.12.

On conlut enfin qu'il existe un hyperplan % qui divise P U {O} suivant
(I1U.K1,IQUI{2,I3UK3). [ |

Un corollaire immédiat du théoréme 2.13 est:
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Corollaire 2.17. Si A(H) et A(H) sont équivalents, alors P et P sont de méme
configuration.

2.4 Perturbation des points et préservation des configurations.

Afin de pouvoir appliquer les résultats quantitatifs du premier chapitre, on va
avolr besoin, dans cette section 2.3, de la relation entre les coordonnées dun
point p € R?\ {0} et les coefficients de I’hyperplan hp = Dual(p) et vice-versa.
On fait donc 'observation suivante:

Propriété 2.18. Soit p = (z1(p),---,za(p)) € R\ {O} et
d d

h: Zai-mi—c=0, (Zaf:l et ¢>0),

i=1 =1
un hyperplan ne passant pas par O.

On a alors:
zi(p) 1
2.3 : Dual(p = 0,
(2:3) ») Z Todl = Tl
et
-1 - (& W
(2.4) Dual™(h) = )

Preuve. (2.3) est évident & partir de la définition 2.1:

Dual(p) = {zr e R/ < p,z > = 1}.
Quant & (2.4), prenons ¢ = (a?l, e ac—d) € R%\ {0}. On n’a alors qu’a vérifier
que Dual(q) = h, ce qui est évident grace a (2.3). ]

Propriété 2.19. Soxent k, K > 0. Sozent
h: Za, z;—c=0, (Zaz—letc>0)

z-—l

di-z;i—¢=0 (Y a?=1et&>0)
Z >

=1

deux hyperplans ne passant pas par O tels que:
E<c<K et k<é<K.

Alors:

man(k,1) 5 Vd+1maz(K,1) _ -
(2.5) ﬁfé D(h,h) < llps—pall < 01 ph, b,
ot pj, = Dual=1(h) et py = Dual=(h).
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Preuve. D’apres (2.4), on a:

d d
a; a; 1 N N
Iz —pall = 4| |—E1 - ?l|2 = = > leai — caif? =
=1 =1
1| 1 4
= Z:(éza,2 + c2a? — 2céa;d;) = pe 24— 2c&'z a;a; =
\ =1 : i=1
1 - 1 2
—\|@E—02+cE2-) 2aid) = =4 (E= )2+t D (a? —2a;8;+a?) =
cc\ i=1 i=1
1 d
—\[E—c2+cE) |ai—ail
CC\ =1
D’ou, avec k < é,¢ < K, on a:
' maz(1,K) |, . . )
lpr =Pl S ——5—4|(€~¢) +Y|a: —a;
=1
et
min(1, k) d
P — pall 2'—73%— (a-@2+§:mr-w2
=1
Or
d
(c—c)?+ Z la; — a;|2 < Vd+ 1Maz(la; — aq|,- -, |Gq — aql,|€ — ¢]).
=1
et

d ~ d ~
5 3 (Ie—cl+ >0y @i — ail)
c—c)2+ a,-—a,~2 > =1 ,
(€-c¢) ;l | T

on en déduit (2.5) (voir propriété 2.19) |

Théoréme 2.20. Soit P = (p;)icr une famille de n points dans Rd, n>d
(I=A1,---,n}).

Supposons que:

Pour tout J C I, avec Card(J) < d+1, (pi)ies soient affinement indépendants.

Alors on peut calculer en temps O(n?) un e >0 tel que
pour tout P = (p;)ier C R4, )
Ip: — pill| < e= P et P sont de méme configuration.
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Preuve. On prend d’abord un point p = p,41 € R? tel que:
p¢ Aff(pi)ies, (J CI, Card(J) < d)
Faisant une translation , on peut supposer que: pn41 =p = O.

Calculons alors les hyperplans H = (h;)ier, hi = Dual(p;).
Retenons que (voir (2.3)): ¢ = Todl ! T (el).

D’apreés le corollaire 2.6 A(H) est simple. On peut alors (Théoréme 1.19) calculer
en temps O(n%) un § >0 tel que:

Pour toute famille H = (A;)icr de n hyperplans ne passant pas par O, on ait:
Si || —pill <6, (i € I), alors A(H) et A(H) sont équivalents.

Posons maintenant: k= l\/gIn ci—A et K= Mea}x ci+ A,
] 1
ou A>0 telque A< lVIelIn c; (de telle maniére que &k > 0).
(2

Prenons ¢ > 0 vérifiant (1), (2), (3) suivants pour tout z € I:

e < |lpill, (1)
: <A (2)
Ip:ll(llp:ll =) ~
min(k,1)
L e < 4. 3
VIT1K? ®)
On va démontrer que cet e vérifie notre but.
Soit P = (pi)iecr C R? tel que ||pi —pi| <e, (i € I). (4)
On déduit tout-de-suite de (4) et (1): Pi#0, (tel).
Posons alors:
H = (h)ier, hi = Dual(p;). On a (propriété 2.18): é&; = “~ Ik ,(z € 1).
Donc 1 i
llé: — ¢l = == | <
= 1
oi-pll e N
121 Ipill - @apres (4) MPill (2l =€) @rapres (2)
D’ou: k<c,—A <é <c¢;+A <K.
La propriété 2.19 et (3) donnent alors:
min(k,1) - . min(k,1)
D) Dlhiok) < lpi—pill < e < mnBD
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Donc D(hi, h;) < 6,(i € I). On en déduit que A(H) et A(H) sont équivalents.
Le théoréme 2.13 donne que PU {O} et PU {0} sont de méme configuration.
Par conséquent P et P sont de méme configuration. ]

Le déterminant de la matrice P(X) étant continu en fonction des coordonnées
des points ($;)iex, du théoréme 2.20 on a tout de suite le corollaire suivant:

Corollaire 2.21. Soit P = (p;):es une famille de n points dans Rd n>d
(I={1,---,n})

Supposons que pour tout J C I avec Card(J) < d+1, (pi)iey soient affinement
indépendants.

Alors € > 0 calculé dans le corollaire 2.20vérifie :

Pour tout P = (p;)ier C RY, 3

Si ||p; — pill <€ (i € I), alors sign(detP(X)) = sign(detP(X)), (X € I4+1),
(voir la notation P(X) dans la propriété 2.9).

On va terminer cette premiére partie de configuration des points par une
petite application dans la stabilité du déterminant d’une matrice inversible. La
démonstration donnée ici vient du lemme 1.15. A noter que on peut obtenir cette
proposition d’une autre facon en manipulant les normes de matrices.

Proposition 2.22. Soit B = (b;j)i jes, J = {1,---,d}, une matrice réelle et
inversible. On peut calculer en coiit O(d®) un € >0 tel que:
Pour toute matrice B = ( ij)ijed,

Si |by —bij| <e (3,5 € J), alors sign(det B) = sign(det B).

Preuve. Notons:
I={1,---,d,d+1}, P=(pi)ier, pi=(bir,---,bia)1€J et pit1=0.

1 :
Calculons lpill et ci= m (e J) (cotit O(d?)).
bij .. . .
Calculons a;; = il (1,7 €J) (cotit O(d?)).
Calculons Minc; , Maxgc; (cotit O(d)).
ieJ i€J

Prenons 0< A< 1\/[61}1 ¢; et posons:

k= NIeljn ci—A et K =Maxcjc;+A (cotit constant).
Calculons Ay =det (aij)i,jej

(par la triangulation de Gauss par exemple. Le cotit est O(d®) [Lasc86]).
On verra tout-a- I’heure que Ay # 0. Donc:

A
Prenons §>0 telque 6 < 2|d \J/IE (colit constant).
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Prenons € > 0 vérifiant (1), (2), (3) suivants:

€ < Min llpill, (1)
el = <& & @)
min(k,1)

) . <. 3
VaTlK? )

On doit démontrer tout d’abord que 65 = det (aij)ijes #0.

Désignons X =(1,---,d+1) € I**1. On voit que:  det B = —det(P(X))
(voir le symbole P(X) dans la propriété 2.9).

B étant inversible, les points (p;)ies sont affinement indépendants. Le corollaire
2.6 dit que les hyperplans M = (h;)ics, hi= Dual(p;), (: € J), se coupent en
un point.

Or h;: Z?=1 a;jzj—c; =0, (: € J) (la propriété 2.18),
On doit avoir: det (aij)ijes #0.
Démontrons mamtenant que € ainsi calculé satisfait notre but.

Soit donc = (bij)ijes tel que |b;; —bij| <€, (,j € J).
Posons P =(pi)ies i = (biry--,bia) et Pay1 =O.
D’apres (1), pi # 0, (2 € J).

Posons alors: = (hi)ies, hi= Dudl(p;), (i € J).

Gréce a (2) , (3) et de fagon 1dent1que ala preuve du corollaire 2.20 , on obtient:

Le lemme 1.15 nous assure que les hyperplans (%;);c s se coupent aussi en un seul
point.

Alors le sens inverse du corollaire 2.6 dit que les points (p;)ics U {0} = (Pi)ier
sont affinement indépendants.

Par conséquent, det(P(X)) #0 (X =(1,---,d+ 1) € I4+),
Donc det B #£0 (car det B = —det(P(X)) #0).

On vient donc de démontrer que :
Pour toute matrice B = (b;;)i jes ,
Si b —bi| <€, (5,4 € J), alors det B # 0.
Par continuité du déterminant en fonction des termes I;,-j, on doit avoir:

sign(det B) = sign(det B). 1
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Deuxiéme partie: Diagrammes de Voronoi d’ordre k.

2.5 Rappel rapide du diagramme de Voronoi d’ordre k. Equivalence
entre deux Diagrammes.

Soit § = (P;)ier, Card(I) =n > 1, un ensemble de n points distincts dans RY.
Soit k un entier tel que 1 < k£ < n.

Notations. ,
1/. Notons Pr(I) = {JCI Card(J)=k}.

2/. Soit J € Pr(I), notons: Sy = (P;)iey.
3/. Soit P un point € R?. Soit J € P(I). On pose:
o(P,Sy) = NIeaJx d(P, P;),
—_—
ou d(P,P;) = ||PPj|| (norme euclidienne).

Définition 2.3.[Edels86], [Edels87] Soit P un point € R°.
On pose Ci,s(P) le sous ensemble de Pi(I), qui contienne tous les ensembles J
tels que §(P,S ) soit minimum, c’est-a-dire que:

Cos(P) = {J€PuI) : 8(P,Ss)<8(P,Ss), VI'€P(I)}.

On pose aussi I s(P) I'union de tous les ensembles J éléments de Ci s(P) :

LsP)= |J J

J€ECk,s(P)

Remarque 2.2 Soit P un point € R%. Alors:
1/. Crs(P) # 0 et Card(Ik,s(P)) >k;

2/. Soient Jq, J3, J € Pr(I), J1, J2 € Ck s(P) et J & Ci s(P), on a:
§(P,85)=6P,85)<6P,Sy);

3/. Soit J € Pr(I). On a les équivalences suivantes:
J €Cs(P) <= JCLis(P) < 6(P,55) <d(P,P)), (j €I\ I s(P)).

Définition 2.4.[Edels86], [Edels87] Soit I' C I, Card(I') > k. Posons:
Vis(IN={PeR*: I, s(P)=1I'}.
La propriété suivante illustre la signification de Vi s(I') : tout point P de Vi s(I')

est équidistant a tous les sous ensembles de k éléments dans (P;);er et plus prés
de ces sous ensembles que de tous les autres germes n’appartenant pas a (P;);ep-
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Propriété 2.23. Soit I' C I, Card(I') > k. Alors:

Vis(I') = {P € R: §(P,85) = 6(P,S5) < d(P,P;),
VJi, JoCI', Jy, Jo € Pk(I), vy € I\I' }

Preuve. Soit P € R%.

Supposons d’abord que P € Vy s(I'). Ona: I' = I; s(P).
Soient Jy, Jo Epk(.[), Ji, Jo CI' = Ik,s(P).

Soit j € I\I' = I\ It s(P).

On a, d’apreés la remarque 2.2 (3/ et 2/):

Ji, Jo € Cis(P) et ,
§(P,85) = 6(P,S;) < d(P,Fj). (1)

Inversement, supposons que P vérifie (1) pour tous Jy, Jo € Pr(I), J1, Jo C I’
et pour tout j € I'\ I'.
On doit démontrer que I' = I s(P).
Démontrons d’abord que I' C Ii s(P).
Soit J € Pr(I), J C I'. On va démontrer que J € Cgs(P) (c.a.d. que
J C Ix,s(P)).
Soit J' € Py(I).
Si J'cI'yalors 6(P,S;) = §(P,Sy) .
Si J'¢ I', alors il existe j € J'\ I'. Donc 6(P,S;) < d(P,P;) < §(P,Sy).
Dans tous les cason a: §(P,S;) < &(P,Sy). Donc J € Cy s(P) .
Démontrons enfin que I s(P) C I'.
Supposons par I'absurde qu'’il existe J € Pi(I) tel que J C Ix s(P) et J ¢ I'.
Alorsil existe j € J \ I'.
Prenons un J' € Pi(I) tel que J' C I'.
D’apres (1) on a:

6(P78\]’) < d(P7P]) < 6(P’SJ)’
ce qui absurde au fait que J € Cg s(P). ]

Définition 2.5.[Edels86], [Edels87] Le diagramme de Voronoi d’ordre k engendré
par S, noté Vor(S), est l’ensemble de toutes les classes d’équivalence de la
relation d’équivalence suivante dans R%:

P est (S,k)-€équivalent & Q <= Iy s(P) = I s(Q) .
(&= Cis(P)=Crs(Q) )

Chaque élément de Vori(S) est appelé une face du diagramme de Voronoi.

Remarque 2.3 Soit I' C I, Card(I') > k. Alors:

Vis(I') #0 = Vi s(I') est une face de Vorg(S).
La définition d’équivalence entre deux diagrammes de Voronoi n’existe pas dans
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la littérature. La définition essayée ci-aprés est basée sur ’existance des faces de
deux diagrammmes.

Quand k£ = 1, on voit facilement que cette définition préserve la relation
de voisinage des régions (face ouvertes) de Voronoi, donc la structure de la
”triangulation de Delaunay”.

Définition 2.6. Soient § = (P;)ics, 8 = (Py)ier, Card(I) = n > 1, deux
familles de n points distincts dans R%. Soit k un entier tel que1 < k < n.

Les diagrammes de Voronoi Vori(S) et Vori(S) sont dits équivalents si:
Pour tout I' C I, avec Card(I') > k, on a:

Vis(I#0 < V, 5(I') # 0.

2.6 Diagramme de Voronoi d’ordre k et Arrangement d’ hyperplans.
d

Soit U le paraboloide dans R**! d’équation: U : z4y; = — Z:cf
i=1

Notations On note pour tout point P = (p1,---,pa) € R%\ {0}:

1/. U(P) la projection verticale du point P sur ledpa,rabolo'ide U, ca. d
UP) = (p1,-++»Pas — Y_P3);

2/. hp ’hyperplan tangent & U au point Z/i(P), é=al d.

he: zas = =2 3 pia; + P2

i=1

FIGURE 2.5.
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Remarque 2.4 Soit P = (p;,---,p4) € R*\ {0}.

Alors hp est un hyperplan non vertical, ne passant pas par origine O et

1/. h} (demi espace délimité par hp et contenant I’origine Q) coincide avec le
demi espace situé au dessus de hp;

2/. hp (demi espace délimité par hp et ne contenant pas l'origine Q) coincide
avec le demi espace situé au dessous de hp.

Soit & = (Pi)ier, Card(I) = n > 1, un ensemble de n points distincts dans
R?\ {0}. Soit k un entier tel que 1 < k < n.

Prenons H = (hi)ier ou hi=hp, (z€1I).

Définition 2.7. Soit f une face de A(H).
1/. On note:
I“(fy={iel: fchi} ,
Ify={ieI: fCch; },
IY(fy={iel : fChf} .

2/. f est dit k_niveau face de A(H) si

Card(I(f) U I*(f)) 2 k et Io(f) # 0.
3/. On note:

proj(f) ={Pe€R? : 3re R,(P,r) € f}
On peut trouver la propriété suivante dans Edelsbrunner:

Propriété 2.24. Soit I' C S, Card(I') > k. Alors:

Ves(I') = U proj(f).

7 est k_niveau face de ax)
10(f) U I+(f)=1'

Corollaire 2.25. Soit I' C I, Card(I') > k. Alors:

Vis(I') # 0 < 3f€ AH): I°(f) U I*(f) =T', I°(f) # 0

Corollaire 2.26. Soient S = (P;)icr, S = (Pi)ier, Card(I) =n > 1, deux
familles de n points distincts dans R* \ {O}.
Prenons:

H=(hi)ier, H=(hi)ier ol hi=hp et hi=hp Viel
Alors:
A(H) et A(H) équivalents entraine que Vori(S) et Vory(S) sont équivalents,
(k=1,---,n—1).

2.7 Perturbation des points et préservation du diagramme de
Voronoi.

Soit § = (P;)ier, Card(I) = n > 1, un ensemble de n points distincts dans
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R?\ {0}.

Prenons H = (hi)ier ou hi=hp,; (1€I).

Propriété 2.27. A('H) est simple si et seulement si on a 1/ et 2/ suivants:
1/. I n’y a pas d+2 points de S qui se trouvent sur une méme sphére dans R?,

2/. Pour tout J C I, Card(J) < d+ 1, les points (P;)icy sont affinement
indépendants.

Preuve. D’abord démontrons que pour tout J C I, J # 0,
ﬂ hj # 0 <= les points (P;);es sont sur une méme sphére dans RY. (1)
JEJ

En effet on vérifie facilement que:
s’il existe M € ﬂ hj, alors ||P; — proj(M)|* = Z;Ll m? + mgg1, (i€ J)
JjE€EJ
et que
s'il existe P € R et R > 0 tels que ||[Pi— PJ|> = R, (i € J), alors
(B,R—|IPI*) €A
jeJ , :
ou M = (my,---,mg,mg41) €t proj(M) = (mq,---,mq).
Donc on a (1).
De (1), on a ’équivalence suivante
L’intersection de tous d + 2 hyperplans de H est vide si et seulement si il n’existe
pas d + 2 points de § qui se trouvent sur une méme sphere.

D’autre part, pour tout ¢ € I , le vecteur n; = (2P;,1) est perpendiculaire &
Phyperplan h; (car h;:z441 = ——22‘;=lp,~j:cj + ||1B:]1?)-

Donc, pour tout J C I, 1 < Card(J) £ d+ 1, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

. dim (ki = (d+1) - Card(J),
ieJ
. Les vecteurs (n;)ies sont linéairement indépendants,
° Les points (P;)iecs sont affinement indépendants. |

Corollaire 2.28. Supposons que n > d + 1. A(H) est simple si et seulement si
on a 1/ et 2/ suivants:

1/. Il n’y a pas d+ 2 points de § qui se trouvent sur une méme sphére dans R?,

2/. Pour tout J C I, Card(J) = d+ 1, les points (P;);cy sont affinement
indépendants.

Corollaire~ 2.29. Soit € > 0. Soit S = (Pi)ie I, une famille des points dans R?
telle que ||P;— P;|| <€, (1 € I).



Posons M = Max||P;|| et m = Minl| F;||.
i€l el
On a pour tout 1 € I:

| 1 1 | < _4e(2M +¢) '
Ji+aiBe VITARE T Vi¥an® [Vitamil)’
AP PR e@M4o dMte?
Jitapp VIHARE T Videw? Vitamiil

| — Z;; _ zij | < € [4(M+e)(2M+e)+1]
JiraBp VITHRP T Vivew T Vitam+1

Preuve.
On voit facilement que
HIB:? = Ipill? | < e (2M + ).

Donc
! L - Mit4elP - V1+45] |

VI+H4E? 1+ 4pi]? V1+4|pill2 /1 + 452

| (1 +4lp:ll*) — (1 + 4]15:]%)]
V1+4Bil2 /1 +4lpill? [v/1+4l15:012 + /1 + 4]lp:]?]
_ 4 151> — llp:]l” | <
V1I+ 4Bl VI + 4lpil? [V1+4)5]% + 1 +4]plP]
4e(2M + €) .
Vi+dmZ [1+V/1+4m?]’

et donc_

T T

\/1+4||15i||2 VIH4IP? T

<Al | s — | + |5 = il | e <

VI+H4l2  1+4 |pil? 1 +4|p:||?
4e(2M +¢) + €(2M + €)

VI+4m? [1 + /1 +4m? V1+4dm?

€(2M + ¢€) [ 4(M + ¢)? +1];
V1i+4m?Z "1 + V1+4m? '

et donc enfin
Ty Tij l <

l - <
Vi+4lB)r  VIH4ARD

< (M+e)?
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1 1 1

L NG| e | + 18—t Y——=
Ve Y e L ALY e o ¢
4e(2M +¢€) 1
< + € =
- ( e )\/_+4 2 [VI+4m2+1] V1 + 4m?
€ 4(M +¢) (2M +¢)

= — +1] .
\/1+4m2[ 1+ V1+4m? ) '

Propriété 2.30. Supposons que:
1/. Il n’y a pas d+ 2 points de S qui se trouvent sur une méme sphére dans R? ,

2/. Pour tout J C I avec Card(J) < d+1, les points (P;);e; sont affinement
indépendants.

Alors on peut calculer en temps O(n%+!) un € > 0 tel que: VS = (P;);e; C RY,
on ait:
|B;i— Pi||<¢, VieI = Vori(S) et Vory(S) sont équivalents, V1 < k < n.

Preuve. L’équation normalisée de h; étant :

2wy 1 || Pi||?
T4l T e =
Z  VA[Pi? + \/4||P,-||2 +1 VA[BZ+1

calculons, pour tous ¢ € I, pour tous j = 1,---,d les coefficients suivants:
2255 i t 1

a;; = NV RS Gigy) = ——————= et ¢;= .
VAR + VAIF?+1 VAIRi2+1

(Le coiit est O(n)).

L’ arrangement A(H) étant simple (corollaire 2.28), on peut calculer

(Théoréme 1.19) en temps O(n**!) un § > 0 tel que:

Pour toute famille H = (h;)icr des hyperplans dans R 4+1 pe passant pas par O,
si D(hi, hi) <6, (i € I), alors A(H) est équivalent avec A(H).

Il nous faut donc calculer un € > 0 tel que:
Pour tout ensemble S = (P;);er des points dans R?, on ait
|Pi—Pi|| <€, (€l) = |(”1ij—a,~j| <, |éi—ci| <6, (1€l),(j=1,-- -, d+1).

D’apres le corollaire 2.29, on a qu’a prendre € > 0 vérifiant:

4¢(2M + ¢€)
< 6

V1+4m?2 [V1+4m? + 1]

2
e(2M +¢€) . 4M+e) +1 < 6
V1+4m? V1+4m?2 41

€ [4(M+e)(2M+e)+ 1) <6 .

V1+4m? VI+4m?+1 -
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Annexe du chapitre 2.

A2.1 Preuve du lemme 2.4
Prenons d’abord I C J tel que (p;)ier soit affinement indépendents et que

Aff(pi)ier = Aff(pi)ies- Donc O € Af f(pi)ier-

Fixons un ¢; € I. Alors O s’écrit de fagon unique sous forme:

0= Z )‘zm +pi17 (1)
i€\ (i1}

oun \; eR, (r €I\ {i1})-
pi, étant différent de O, 3j; € I'\ {1} tel que \;, # 0. (2)
Prenons J; = I'\ {j1}. On va voir que J; vérifie notre but:
D’abord dimAf f(pi)ics, = dimAff(pi)ier — 1 = dimAff(p;)ics— 1.
Ensuite si, par I'absurde, O € Aff(p:)ienyj} i s’écrit de fagon unique sous
forme:

0= Y F 4ra 3
i€I\{i1,51}

De (1) et (3) on déduit que Aj, = 0, ce qui absurde & (2). |

A2.2 Preuve du lemme 2.3

Supposons que J = {1,---,n}. Posons ’application linéaire:
L : R®* — R"
z+— (< p1,z >, ,<pp,z>) = Pu,
ou P = (Pij)i=1,~~-,n 5 j=1,-,d-
On a d’abord:
d = dim Ker(L) + dim Im(L). (1)
. _ﬁ .
Ensuite, dim Vect(Op;)ies = Rang(P) = dim Im(L). (2)
D’autre part, (ﬂ hi)=z¢+ Ker(L) o =z4€ (n h;).
t€J teJ
Donc
dim ((\;eyh:) = dim Ker(L). (3)

(1), (2) et (3) nous donne ce qu’il faut démontrer. |
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Chapitre 3
Arrangement de courbes dans le plan

&
Equivalence et Algorithme de construction

Introduction et Résumé du chapitre 3.

Jusqu’a maintenant, il y a un certain nombre d’articles traitant les arrange-
ments du plan par des courbes au niveau de la combinatoire: Théoréme de
la zone, les bornes supérieures des arétes,...(on peut trouver ces résultats
dans [Edels88,2],[Edels88,4], [Clar89]). On peut aussi trouver des algorithmes
incrémentaux de construction pour des arrangements des courbes dans [Edels88,4]
[Dego9l],...

En ce qui concerne I’équivalence entre deux arrangements, la définition générale
est donnée dans [Grunb72]. Cette définition étant basée uniquement sur un
isomorphisme entre les faces qui sont des éléments intrinséques des arrange-
ments, appliquée au cas des droites, est plus authentique que celle donnée
dans[Edels87] qui exige méme des conditions conventionnelles (numérotation des
droites, vecteurs de positions des faces). Bien sfir que la seconde définition im-
plique la premiére. On voit aussi dans ce chapitre que, sous certaines hypothéses,
on construit un isomorphisme de la premiére définition préservant aussi les
vecteurs de position.

Dans ce chapitre nous reprenons la définition de[Grunb72] et nous en développons
les propriétés intéressantes. Nous insistons sur la préservation de I’ordre consécutif
des sommets sur les courbes, ce qui est essentiel pour avoir un critére d’équivalence
de deux arrangements simples (& remarquer que la définition de 1’ arrangement
simple dans ce chapitre est un peu différent de celle dans le premier chapitre en
ce fait qu’il n’exige pas I'intersection non vide de deux courbes).

La premiére partie du chapitre (section 3.1) est consacrée & formaliser les notions
de base d’un arrangement du plan par des courbes simples.

La partie suivante (section 3.2) reprenant la notion d’équivalence de [Grunb72]
en se basant strictement sur la relation d’adjacence des faces, développe les
propriétés principales de deux arrangements simples équivalents (Théoréme 3.4).

On aborde ensuite la partie fondamentale du chapitre qui examine des conditions
suffisantes sur ’ordre des sommets sur les courbes pour que deux arrangements
simples soient équivalents (les hypotheéses (hl), (h2), (h3), (h4), (h5) et le
théoreme 3.5 ).

Pour démontrer le théoréme 3.5, on développe une série de propriétés concernant
des relations entre les directions de parcours sur les arétes et les vecteurs de
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position des arétes (Lemme 3.6, propriétés 3.8, 3.9, ..., lemme 3.11).

A remarquer que dans notre situation générale, deux courbes peuvent se couper
en plusieurs points, si on n’a pas de systéme pour distinguer les uns des autres (
c’est le cas ici ) on ne peut pas avoir une condition suffisante d’équivalence basée
seulement sur les vecteurs de position. On en trouve un exemple dans I’annexe
A 3.3 de ce chapitre.(Alors que pour les droites, ou plus généralement, pour
les hyperplans, la préservation des vecteurs de position des sommets suffisent &
définir un isomorphisme entre deux arrangements simples: Théoréme 1.10).

Par contre, si les conditions sur ’ordre algébrique sont vérifiées, on peut construire
un isomorphisme entre deux arrangements a travers lequel les vecteurs de position
sont tous ”préservés” ( ou tous opposés ). ( Théoréme 3.13 ).

Le théoréme 3.14 sert & lier cette partie théorique ( section 3.2 ) & la partie
algorithmique ( section 3.3 ).

Enfin, dans la section 3.3, supposant connus les informations sur ’ordre algébrique
des sommets sur les courbes ainsi que les ”"vecteurs de position locaux” des
sommets, on détaille un algorithme pour construire la structure aréte ailée (
[Prepa85], [Edels88,3]) de I’ arrangement en temps O(n?), n étant le nombre de
courbes.
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Notations.

Soit 'y une collection (infinie) de courbes de Jordan fermées ou non bornées dans
le plan R? avec la propriété que deux courbes arbitraires et différentes dans Ty
se coupent en au plus s points (s > 1).

Supposons en plus que, par un critére fixé, pour toute courbe ¢ € Ty, les deux
’ ’ 0>
parties connexes ouvertes délimitées par ¢ soient nommeées ct et ¢™.

Soit ¢ € T'g. Un parcours sur ¢ sera dit ’dans le sens positif pour ¢’ si ¢t se
trouve a gauche du parcours et ’dans le sens négatif pour ¢’ si ¢t se trouve &
droite.

Définition 3.1. Soient ¢ une courbe dans Ty et (M;);cr m points distincts
situés sur ¢ (Card(I) =m > 2). Soit iy,---,i; distincts € I (2 <k <m).

On dit que le k-uplet (M;,,---,M;,) est positivement (resp. négativement)
consécutif sur ¢ si de M;, en parcourant la courbe c dans le sens positif (resp.
négatif) pour c, on rencontrera les sommets M;,,M;, ..., M;, dans Iordre.

Le k-uplet (M;,,---,M;. ) est dit consécutif sur c s’il est positivement ou
négativement consécutif sur c.

(Quand k = 2 et c est fermée, (M, , M;, ) est a la fois positivement et négativement
consécutif sur c)

FIGURE 3.1. (M,, My, Mg, M7) est positivement consécutif
sur ¢

3.1 Arrangement des courbes dans le plan.
Soit I' = (¢;)ier une famille de n courbes distinctes dans Ty, Card(I) = n.

Définition 3.2. Pour tout point M € R?, on appelle son vecteur position par
rapport a I' le vecteur suivant:

V(M) = (Vo(M))ier € {+1,0,-1}", ot

Ve,(M)=+ 1 si Mect,
Ve, (M) = 0 si M €Ec;,
VeM)=—- 1  si Mec;.
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L’ arrangement A(T") est défini alors comme étant I’ensemble des plus grandes
parties connexes non vides du plan R? dont les points ont le méme vecteur
position. Chaque élément de A(T") sera appelé une face de A(T) .

Pour toute face f de A(T') , on définit son vecteur position vp( f) comme étant

le vecteur position I_/r(M ) de n’importe quel point M € f.

+

FIGURE 3.2. Vr(f) = Vrlg) = (= +,—+) ; Vr(a) = V() = (= +,0,+) et
‘_/)I‘(T) = (07 07—’ +)

Remarque 3.1 Soient f, g deux faces de A(T") .Alors:

Ve)=Vrle) # f=g,
fNng#0 = f=g9,

f,g ne sont pas forcément convexes .

Notation. Soit f € A(T') . f sera appelé

cellule si f ne se trouve sur aucune courbe ¢; , c.a.d. que V., (f) #0, (i € I),

aréte si f se trouve sur une seule courbe ¢;, , c.a.d. qu’il existe 1o € I tel que
Vcio(f) =0 et que Vo, (f)#0, €T\ {ZO}) s

sommet si f se trouve sur au moins deux courbes c;, et cj, , c.a.d. qu’il existe

10,70 € I, 2 # jo tels que Vcio(f) = cho(f) =0.

On notera aussi:
Ao(T') I'ensemble des sommets de A(T),
A;(T") 'ensemble des arétes de A(T),
A2(T") ensemble des cellules de A(T).
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Remarque 3.2 Soit f une face de A(T") . On a:
f est une cellule < f est un ouvert du plan R?,
f est une aréte = il existe M, N € R? tels que f C fU {M, N},
f est un sommet < f a un seul élément (et on identifie f avec son élément).

Propriété 3.1. La relation suivante :

fr9€ AT): f=<g & fCy,
est une relation d’ordre sur A(T") et pour tout f € A(T'), f est une cellule < f
est maximal.

Preuve. Démontrons que < est une relation d’ordre. On voit facilement que pour
tous f,g,h€ AT), f<f et(f<g,9=<h =f<h).
Supposons ensuite que f <g et g < f . On doit démontrer que f=g .
D’apres la remarque 3.1, on n’ a qu’a démontrer que fNg # 0.
(*)Si f est une cellule, f est alors un ouvert (Remarque 3.2).
Prenons un disque ouvert B(z,¢) C f. Or f C§. Donc z € 7.
Il existe alorsy € B(z,e)Ng C fNg.
(**)Si f est une aréte, alors il existe M, N € Ozy telsque fC fU{M,N}.
Org C f.Donc g C fU{M,N}.
Si par ’absurde g N f =0, on a alors: g C {M,N}.
g étant connexe, on doit avoir: g = {M} ou g={N} .
Par conséquent, ¢ =9. Or f Cg. Donc f Cg.
Ce qui donne: fNg= f # 0. Clest absurde.
(***)Si f est un sommet, alors f = f. Donc g C f. Donc gN f # 4.
Donc < est une relation d’ordre.
Supposons ensuite que f est une cellule. Soit ¢ € A(T) tel que f C . On peut
raisonner comme dans le cas (*) pour voir que g N f # §. Donc f = g.
Inversement, supposons que f soit un maximum. On voit facilement que f ne
peut étre ni aréte ni sommet. Elle est donc une cellule. |

Définition 3.3. Soient f,g € A(T'). On dit que f est sous face de g si:

fCca\yg

Corollaire 3.2. Soient f, g € A(T"). Alors
1/. f estsousfacedeg < f<g et f#gq,
2/. f est sous face de g et g est une cellule = f est une aréte ou un sommet,
3/. f est sous face de g et g est une aréte => f est un sommet.

Preuve.

Pour 1/, supposons que f < g et f # g. La remarque 3.1 donne: fNg=§. Or
fCg. Donc fC g\g, cest-a-dire que f est sous face de g. Le sens inverse
est évident.

L’assertion 2/ est évident car f n’étant pas maximal, il ne peut donc pas étre
une cellule.

Pour 3/, g étant une aréte, il existe M,N € Ozy telsque: §C gU{M,N} .
Or fcCg\g.Donc fC {M,N}. Donc f est un sommet. ||
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Remarque 3.3 Soient f, g € A(T"). Si f est sous face de g on a:
Vci(f) = VCi(g) ou Vcs(f) =0, (2 € I).
(En plus, d’aprés le corollaire 3.2, il existe ig € I tel que Ve, (f) =0# V,, (9))

Définition 3.4. A(T') est appelé simple si pour tous 1,7,k distincts € I, on a:
1/. ciﬂcjﬂck=(b,
2/. ci, ¢j se coupent transversalement en tout point d’intersection,
3/.il existe un sous ensemble {i1,i2,...,im} C I, m > 2 tels que:
i=1%, j=tim e c;Neckp1#0, (k=1,...,m).

Remarque 3.4 Supposons que A(T') soit simple et que n > 2.

1/. Soient a,b € Ai(T'),a Ceci, bCecj, ¢, distincts € I tels que a, b possédent
en commun un sommet sous face M.

Alors ilexiste une face unique f,; € A2(T') telle que a, b soient sous faces de fgp.
On dit que f,; est la face déterminée par a,b.

2/. Soit f € Ay(T"). Alors ’ensemble des sous faces de f (qui a au moins un
sommet et deux arétes) forme une courbe simple.

3.2 Equivalence entre Arrangements de courbes dans le plan.

3.2.1 Arrangements équivalents. Propriétés.

Soient T' = (c;)ier et I' = (&)ies deux familles de n courbes distinctes dans T,

Card(I) = n.

Définition 3.5. Toute application H : A(T') — A(T) est dite isomorphisme
entre A(T) et A(T") si H est bijective et que:
f est sous face de ¢ <= H(f) est sous face de H(g), Vf,g € A(T)

On dit que A(T) et A(T") sont équivalents par H si H est un isomorphisme entre
A(T) et A(T) .

Observation 3.3.Vf € A(T"), on a:

1/.fest une cellule <& H(f) est une cellule,
2/.fest une aréte & H(f) est une aréte,
3/.fest un sommet < H(f) est un sommet.

Preuve. Par symétrie entre A(T) et A(T') , on n’a qu’a démontrer un sens dans
chacune de ces équivalences.

Pour 1/, supposons que f n’est pas une cellule. La propriété 3.1 donne une face
g € A(T) telle que: f soit sous face de g.

Donc H(f) est sous face de H(g). Donc H(f) n’est pas maximal. Il n’est donc
pas une cellule (propriété 3.1).

Pour 2/, supposons que f est une aréte. Si par ’absurde H( f) n’est pas une aréte.
H(f) ne pouvant pas étre une cellule (sinon, d’aprés 1/, f serait une cellule), il
doit étre alors un sommet.
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Soit § € A;(T") tel que H(f) soit sous face de §. Alors H(f) est sous face de §.
Donc H-Y(H(f)) est sous face de H ().

C’est-a-dire que f est sous face de H~1(g).

f étant une aréte, d’apres le corollaire 3.2 , H~!(§) serait une cellule.

Par conséquent (grace & 1/) § est une cellule . C’est absurde car § est une aréte.
L’assertion 3/ est un corollaire de 1/ et 2/. ]

Théoréme 3.4. Supposons que A(T') et A(T) soient simples et qu’ils soient
équivalents par un isomorphisme H. Alors:
1/. 11 existe une permutation o : I — I telle que pour tout f € A(T') et pour
tout : € I, on ait:

fCei <= H(f)Céoy

2/. Card(c;Nc;) = Card(éyiy N Eyj)), (4,7 distincts € I),
3/. c; est non bornée <= ¢; est non bornée, (i € I),
4/. Pour tout i € I, soient My, ..., M} tous les sommets situés sur c;. Supposons

que k > 2, on a: (M, ..., My) est consécutif sur ¢; < (H(M,),...,H(M}))
est consécutif sur &,(;).

Preuve. Fixons un i € I. Soient a, b deux arétes de A(T') qui se trouvent sur la
courbe c;. D’aprés la propriété 3.3, H(a)et H(b) sont des arétes de A(T"). Elles
se trouvent alors sur des courbes &;, et &;,. On va démontrer que j, = jj.

On peut toujours supposer que a et b sont deux arétes consécutives sur la courbe
¢;. Elles partagent alors un sommet commun M. La proprité 3.3 dit que H (M)

est un sommet de A(T"). En plus, H étant un isomorphisme, H(M ) est un sommet
commun de H(a) et H(b).

FIGURE 3.3.

Si par I'absurde H(a) et H(b) ne se trouvent pas sur une méme courbe, A(T)
étant simple, elles sont adjacentes & une méme cellule f (Remarque 3.4 ). H étant
un isomorphisme, a et b sont alors sous faces de H~!(f). Or A(T) est simple,
les deux arétes consécutives sur une méme courbe ne peuvent étre adjacentes
une méme cellule, ce qui est absurde. Donc j, = jp.

Par symétrie, si @ et b sont deux arétes de A(T) qui se trouvent sur une méme
courbe &;, alors H~(a) et H~1(b) se trouvent aussi sur une méme courbe c;.
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D’ou l’application o suivante est bien définie, bijective et vérifie 1/ :
o:I— I, 1 0(2)=7,,

ol a est une aréte quelconque sur la courbe ¢; et H(a) C gj,.

L’assertion 2/ est un corollaire direct de ’assertion 1/ et de la propriété 3.3.

L’assertion 3/ est aussi un corollaire de 1/ et de la propriété 3.3 avec la remarque
suivante: ayant le méme nombre de sommets, la courbe non bornée posséde une
aréte de plus que la courbe bornée. '

Pour démontrer 4/, soient M, ..., M} tous les sommets qui se trouvent sur une
courbe ¢;. Supposons que k£ > 3 et que (M;,..., M) est positivement consécutif
(On procéde de facon analogue si (My,..., M) est négativement consécutif).

Alors les arcs suivants sur c¢;:

a; joignant My & M, dans le sens positif pour ¢;,
a, joignant M, a M3 dans le sens positif pour ¢; ,

ar—y joignant My_, a M; dans le sens positif pour c;

sont des arétes de A(T') sur ¢;.

1/ nous donne que H(a;) (délimitée par H(M;), H(Mz)), H(az) (délimitée
par H(M,), H(M3)), ..., H(ax—1) (délimitée par H(My_,), H(Mj)) sont des
arétes de sur &,(;). Donc (H(Mj), ..., H(My)) est conséeutif sur ;). 1

3.2.2 Existence d’un isomorphisme entre deux arrangements ayant
le méme ordre des sommets sur les courbes.

Citons les hypothéses suivantes qui seront nécessaires tout au long de cette sous
section 3.2.2:
Hypotheéses:

(h1) A(T) et A(T) soient simples et Card(I)=n > 3;
(h2) 1l existe une bijection Hy : Ap(T) — Ao(T) vérifiant (h2.1) et (h2.2):

(h21) Meci <= Ho(M)eé;, (MeA(T)), (:e€l);
(on en déduit que Card(c; Nc;) = Card(¢; N E;), Vi,; distincts € I)

(h2.2) Pour tout ¢ € I, soient M,..., M} tous les sommets situés sur ¢; (par
conséquent, Ho(M1), ..., Ho(M}y) sont aussi, d’aprés (h2.1), tous les sommets de
A(T) situés sur & ). Si k> 2, on a:
(My,...,M}) est positivement consécutif sur ¢; si et seulement si
(Ho(M3),...,Ho(My)) est positivement consécutif sur ¢; ;

(h3) Pour tous 7,5 € I,siciNec; =0, on a:
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c; C c;' (resp. Cc;) < &C 5;" (resp. C &; ).

Notation.
Soient M € Ao(T), a € A1(1), f € Ax(T") tels que

M soit sous face de a et a soit sous face de f.
Soit ¢; € ' tel que a C ¢;. Prenons un point S € a. On note:

Dire,a(M — S) = +1 si le parcours sur a, de M & S, est positif pour ¢; ; et
= —1 si ce parcours est négatif pour c;;

Dirsa(M — S) = +1 si le parcours sur a, de M & S, est positif pour la cellule
f (c.a.d. que f se trouve & gauche du parcours); e¢ = —1 si ce parcours est
négatif pour f.

Soient c;,c; € I' tels que ¢; N ¢; = 0. On note:
Posi(c; [cj) =41 si ¢; C c}'; et =—1 si ¢; C cj -

FIGURE 3.4.

Théoréme 3.5. Supposons qu’on a les hypothéses (h1), (h2) et (h3).
Alors il existe un unique isomorphisme

H: AT) — A
vérifiant les propriétés suivantes:
1/. H(M)=Ho(M), (M€ Ay(T));
2/. Pour tout f € A(T'), pourtout i €I, fCec;i<> H(f)Cé&;
3/. Soient a € A1(T), M € Ao(T) tels que M soit sous face de a.

Soit ¢; € T tel que a C ¢;. Pour tous points S € a, S € H(a), on a:
Dire,a(M — S) = Dirg, H(a)(Ho(M) — S);

Afin de démontrer le théoréme 3.5, on fait des lemmes et des observations suivants
(lemmes et observations de 3.6 & 3.11):
Lemme 3.6. Supposons qu’on a (h1) et (h2). Alors pour tout i€ I,

¢; est non bornée si et seulement si ¢; est non bornée.

Preuve. Supposons par 'absurde qu’il existe ¢ € I tel que ¢; soit bornée et que

67



¢; soit non bornée.

Soient Mj,..., M} tous les sommets de A(T') situés sur c;. c; étant bornée et
A(T) étant simple, on doit avoir: k > 2.

Supposons que (M, ..., M) est positivement consécutif sur ¢;. L’hypothese (h2)
dit que (Ho(My),. .., Ho(My)) est positivement consécutif sur ¢;.

Puisque c; est bornée, (My, M, ..., Mj_,) reste positivement consécutif sur c;.
Or, &; étant non bornée, (Ho(My), Ho(My)...,Ho(My-1)) n’est plus positive-
ment consécutif sur &;, ce qui contredit I’hypothése (h2). ]

Notation. Supposons que A(T') soit simple et que n > 2.
Soit ¢; € T tel qu’il existe deux sommets distincts M, P € c;.
Soit & un arc sur c;, o délimité par M, P. On note:
nbr_inter(c;, ¢j, @)
le nombre de points d’intersection de c¢; avec cj qui se trouvent dans I’arc «,

(G eI\ {s}).

Lemme 3.7. Supposons qu’on a (hl) et (h2). Alors il existe une bijection unique
Hy: A(T) — AD)

vérifiant les propriétés suivantes:

1/. Pour tout a € A(T") et pour tout : € I, a C ¢; < Hy(a) Cé&;;

2/. Pour tout a € A;(T") et pour tout M € Ay(T),
M est sous face de a <> Ho(M) est sous face de Hy(a);

3/. Soient a € Ai(T'),M € Ao(l'), ¢ € I tels que M soit sous face de a et que
a C ¢;. Soient S un point € a, S un point € Hy(a). On a:
Dir.,a(M — S) = Dirg,Hi(a)(Ho(M) — §S);

4/. Soit ¢c; € T tel qu’il existe deux sommets distincts M, P situés sur c;. Soit
a € Ai(T), a C ¢; telle que M soit sous face de a. Alors les deux proriétés
suivantes sont équivalente:

o Il existe un arc a sur c;, délimité par M, P tel que a C «

e Il existe un arc & sur &;, délimité par Ho(M), Ho(P) tel que Hyi(a) C é.

Et s’il en est ainsi,  nbr_nter(c;,c;,a) = nbr_inter(&;, &, &), Vj € I'\ {z}.

(En fait, de 1/, 2/, 3/ on peut tout-a-fait déduire 4/)

Preuve. Pour tout € I, soit k; le nombre de tous les sommets de A(T") situés
sur ¢; (k; > 1 si ¢; est non bornée et k; > 2 si ¢; est bornée).

Notons M; 1,...,M; i, tous les sommets situés sur c; tels que:
(M;1,...,M;},) soit positivement consécutif sur ¢; si k; > 2.
Les hypothéses (hl), (h2) donnent que Ho(M;1),...,Ho(Miy;) sont tous les
sommets situés sur ¢; et que: »
(Ho(M;1),...,Ho(M;,)) est positivement consécutif sur ¢; si k; > 2.
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FIGURE 3.5.

Si k; > 2, désignons
a; 1 l'arc sur c;, joignant M;, & M; , dans le sens positif pour c;,
@; larc sur &;, joignant Ho(M; ) a Ho(M; ;) dans le sens positif pour &;,

a; k-1 l'arc sur c;, joignant M; i, —1 a M, &, dans le sens positif pour c;,
@; k;—1 l'arc sur &;, joignant Ho(M; x;—1) & Ho(M; &, ) dans le sens positif pour &.

Ensuite, si ¢; est non bornée, c.a.d que é; est non bornée (lemme 3.6), désignons
a; o l'arc sur c;, joignant —oo & M;; dans le sens positif pour c;,
@; 0 l'arc sur &;, joignant —oo & Ho(M; 1) dans le sens positif pour &;,

a; x; l'arc sur c;, joignant M; i, & 400 dans le sens positif pour c;,
@ r; 'arc sur &;, joignant Ho(M; ;) & +oo dans le sens positif pour &;.

Enfin, si ¢; est bornée, c.a.d que ¢&; est bornée, désignons
a; r; 'arc sur c;, joignant M; i, a M, , dans le sens positif pour ¢;,
@;x; I'arc sur ¢;, joignant Ho(M; ;) & Ho(M; ) dans le sens positif pour &;.

On a alors:
A](];) = {a,-,j, 1€ et j€ K},
Ai(T)={a;j, 1 €I et j€K;},

ou K; ={0,...,k;} si ¢; est non bornée et K; = {1,...,k;} si ¢; est bornée. )
En plus, on voit facilement que pour tout a;; € A;(T), la seule aréte de A(T)
qui vérifie les conditions 1/, 2/, 3/ est a;;.

Posons donc: Hi(aij) = aij5, (1€ 1),(5 € K;).
On voit que H; est la seule bijection vérifiant les propriétés 1/, 2/, 3/ et 4/.
|

Remarque 3.5 Supposons que A(T') soit simple et quen > 2. Soient M € Ay(T),
a€ A(T), fe Ay(T") et c; €T tels que

M soit sous face de a, a soit sous face de f et a C ;.
Soit S un point € a. Alors:
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1/. Si f C cf, on a I’équivalence:
Le parcours sur a, de M a S, est positif (resp. négatif) pour ¢; si et seulement

si ce parcours est positif (resp. négatif) pour f,
c.a.d. que: Dirgi,a(M — S) = Dirga(M — S),

2/. Si f C c;, on aI’équivalence:
Le parcours sur a, de M & S, est positif (resp. négatif) pour ¢; si et seulement

si ce parcours est négatif (resp. positif) pour f,
c.a.d. que: Diri,a(M — S) = — Dirga(M — S).

FIGURE 3.6.

Propriété 3.8. Supposons que A(T") soit simple et que n > 2.

Soit b une aréte bornée, délimitée par deux sommets M, N et qui se trouve sur
une courbe c;.

Soit a une aréte qui se trouve sur une courbe c; telle que M soit sous face de a
et quet # j.

Soit ¢ une aréte qui se trouve sur une courbe ci telle que N soit sous face de c et
que k # 3.

Soit f la cellule déterminée par a, b (c.a.d. que a, b sont sous faces de f)

Prenons deux points S € a, T € c. On a alors:
¢ est sous face de f si et seulement si

(3.1) Dir,, (N - T) = Vo, (f) Veu(f) - Dire,a(S — M)
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FIGURE 3.7.

Preuve. Supposons d’abord que ¢ est sous face de f. Démontrons (3.1).
a, b, c étant sous faces de f, on a:
Dirga(S — M) = Dirfb(M — N) = Dirse(N — T) (1)

Supposons par exemple que f C c¢f N c;- (Les autres cas: f C ¢f N cf,
fCeiNnel, fCei Ney se traitent de la méme maniére).
D’apres la remarque 3.5, on a:

Dir.,a(S — M) = Dirsa(S — M) et

Dire, (N — T) = —Dirge(N — T).

Donc, avec (1), on a:
Dir,,¢(N — T) = —Dir.a(S — M).
Donc (3.1) est vérifié car V., (f)=1 et V., (f)=-1.

Inversement, supposons que l'aréte ¢ vérifie (3.1).
Soit d I’aréte sur c; telle que N soit sous face de d et que d # c.

Prenons un point W € d. On a: ,
Dir, d(N - W) = —Dir,,¢e(N—-T) #

# Ve f) - Ve (f) - Dirc,a(S — M).

Donc, d’apres le sens =’ qui vient d’étre démontré, d ne peut étre sous face de
f. Par conséquent ¢ doit étre sous face de f. ]

Propriété 3.9. Supposons que A(T") soit simple et que n > 3.

Soit b une aréte bornée, délimitée par deux sommets M, N et b C c;.
Soient c;,cr, CT' i # ket i,k # j telsque M €c;Ncj et N € ckNe;y.
Supposons que ¢; N ¢y # 0 et prenons un point P € c; N cy.

Soit a un arc sur c¢;, a délimité par M, P.

Soit B un arc sur ci, 3 délimité par N, P

Soit e € A;(T') tel que e C ¢;, M soit sous face de e et que e C a.

Soit d € Ay(T") tel que d C ci, N soit sous face de d et que d C S.

On a alors:
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e et d sont d’'un méme cété de c; si et seulement si

(3.2) nbrunter(ci,cj,a) + nbr_inter(ck,cj, 3) est un nombre pair (0 inclu)

FIiGURE 3.8.

Preuve. Evidente avec la remarque suivante:

Le point P et laréte e sont d’'un méme c6té de ¢; <= nbr_inter(ci,cj,a) est
pair,

Le point P et I’aréte d sont d’'un méme c6té de ¢; <= nbr_inter(cg,cj, 5) est
pair. |

Lemme 3.10. Supposons qu’on a les hypotheéses (hl), (h2) et (h3).

Soient a, b € A;(T") , a C¢i, b Ccj, 1,5 distincts € I tels que a, b possédent en
commun un sommet sous face M

(c.a.d. que Hi(a) et Hi(b) possédent en commun le sommet sous face Ho(M))

Soit f la cellule déterminée par a, b (a, b sont sous face de f). 3
Soit f la cellule déterminée par Hy(a), H1(b) (Hi(a), H1(b) sont sous face de f).

Soit ¢ € A1(T") . On a: )
¢ est sous face de f <= H;(c) est sous face de f.

Preuve. Par symétrie entre A(T) et A(T), on va démontrer seulement le sens
=0

Supposons donc que ¢ soit une sous face de f, ¢ # a et ¢ # b.

Les sous faces de f formant une courbe simple, on peut toujours supposer que aq,
b et ¢ sont trois arétes consécutives sur cette courbe.

Supposons plus précisément que a, b et ¢ sont disposés comme dans la propriété
3.8 (voir figure 3.8):

a Cci, b Ccj, c Ccp; best délimité par M,N; M est sous face de a et N est
sous face de c.

Hy(a), H1(b) et Hy(c) sont alors disposées comme dans la propriété 3.8:
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Hi(a) C &, H1(b) C &, Hi(c) C &; Hy(b) est délimité par Ho(M), Ho(N);
Hy(M) est sous face de Hy(a) et Ho(NV) est sous face de H;(c).

Prenons les points S € a, T € ¢, S € Hy(a) et T € Hy(c).
Le lemme 3.7 donne:

Dirg Hi(c)(Ho(N) »T) = Dir,¢(N — T),

Dirg,Hy(a)(§ — Ho(M)) = Dirc,a(S — M). (1)

D’autre part, c étant sous face de f, on a (3.1) pour a, c et f. (2)

Si k =1, il est évident de (1), (2) que H;(a), Hi(c) et f vérifient (3.1). Donc
H;(c) est sous face de f.
Sik#i et c;Necr =0, dapres Phypothése (h3), on a:
Ve (f) = posi(ci/ck) = posi(¢i/&x) = V&, (f),
Vei(f) = posi(ck/ci) = posi(éx/&) = Va(F).
(1), (2), (3) nous donnent (3.1) pour H;(a), Hi(c) et f. Donc Hj(c) est sous face
de f

Enfin, examinons le cas ou ¢; N ¢k # 0.

(3)

Prenons un sommet P € c; N cg.

Soit & un arc sur ¢;, a délimité par M, P.

Soit B un arc sur ¢k, § délimité par N, P.

Soit e € A;(T") tel que e C ¢;, M soit sous face de e et que e C a.
Soit d € A;(T') tel que e C ¢k, N soit sous face de d et que d C 8.

D’apreés 4/ du lemme 3.7,
Il existe un arc & sur ¢&;, & délimité par Ho(M), Ho(P), tel que Hy(e) C & ,
Il existe un arc 8 sur &, 4 délimité par Ho(N), Ho(P), tel que Hy(d) C 5.

Premier cas: (e # a) et (d # ¢).
a, c étant d’'un méme coté de ¢y, il en est ainsi pour e et d.
D’ou la propriété 3.9 donne:
nbr_nter(c;,cj,a) + nbr_inter(ck,c;,3) est pair.

Donc (d’aprés 4/ du lemme 3.7) 5
nbr_inter(é;,&;,&) + nbr_inter(é,é;,3) est pair,

ce qui, d’apres la propriété 3.9, signifie que Hy(e) et H1(d) sont d’un méme coté
de ¢;. Or

(Hi(e) # Ha(a)) et (Hi(d) # Hi(c)),
On déduit que Hi(a) et Hi(c) sont d’un méme c6té de &. Donc Hi(c) est sous

face de f.

Deuxiéme cas: (e # a) et (d - c).
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a, ¢ étant d’un méme c6té de ¢y, e et d sont de deux cotés de ci.

Donc nbr_inter(c;,cj, ) + nbrinter(ck,c;,3) est impair.
Donc nbr_inter(é;,é;,8&) + nbrnter(éx,¢;, B) est impair.
Donc Hi(e) et Hi(d) sont de deux c6tés de &.

Or (Hi(e) # Ha(a)) et (Ha(d) = Hy(c)),

On déduit que Hy(a) et Hi(c) sont d’un méme cdté de &. Donc Hi(c) est sous
face de f.

Deux autres cas, (e = a) et (d =c¢) , (e =a) et (d # c), se traitent de facon
analogue. ]

Lemme 3.11. Supposons qu’on a (hl1), (h2) et (h3). Alors il existe uniquement
une bijection

Hz: Az(r) — Ag(f)
vérifiant les propriétés suivantes:

1/. Pour tout f € Ay(T'), pour tout a € A;(T),
a est sous face de f <= Hi(a) est sous face de Ha(f),
2/. Pour tout f € Ax(T), pour tout M € Ay(T),
M est sous face de f <= Ho(M) est sous face de Hy(f).
(En fait, 1/ implique 2/, A(T") étant simple).

Preuve. Soit f € Ay(T), démontrons qu’il existe une aréte unique f € Ay(T)
telle que Ve € Ay(T),
c est sous face de f <= Hj(c) est sous face de Ha(f). (1)

Prenons a, b deux arétes sous faces de f telles que a, b aient en commun un
sommet sous face M.

Prenons f la cellule de A(f‘) déterminée par deux arétes Hy(a), H1(b).

D’apés le lemme 3.10, f vérifie (1).

Pour 'unicité de f, soit f; une cellule .A(F) qui vérifie aussi (1). H;(a), H1(b)
sont alors des sous faces de fj. Donc fi=f.

On n’a alors que poser Ha(f) = f, Vf € Ay(T). ]

Preuve du théoréme 3.5. On pose H: A(T) — A(T) comme suit:
HO(f) s1 f € AO(F)a

H(f) =4 Hi(f) sifeA(T),
Hy(f) sife AD),

(voir H; dans le lemme 3.7 et H; dans le lemme 3.11 ).
D’apres les lemmes 3.7 et 3.11, H est l'unique isomorphisme qui vérifie les
conditions 1/, 2/ ,3/ du théoreme 3.5. ]

Enfin, avec I’isomorphisme H dans le theoréme 3.5, les vecteurs de position des
faces seront soit toutes préservés soit toutes changés de signe. Concrétement on
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le voit dans le théoréme 3.13. Faisons d’abord 1’observation suivante qui sera utile
pour le théoréme 3.13 ainsi que pour d’autres résultats.

Propriété 3.12. Soient a, b deux arétes de A(T') qui aient en commun un
sommet sous face M et qui se trouvent sur deux courbes différentes c;, ¢; (a C c;,
b C c;). Soient A, B deux points tels que A € a, B € b.
Alors on a:

Ve;(a) = —Dirga(M — A)- Dire; }(M — B) - V,,(b).

FIGURE 3.9.

Preuve. A remarquer que, au point M € ¢; N¢;, si ¢; passe de cj' acj, alors c;
passe de ¢; & c;", et vice versa.

Supposons, pour fixer les idées, que c; passe de de c}' acj.

SiAEcj'etBEc;" (lesautrescas:AEC;-"etBEc,-';AEc}etBEc}";AEcj_

et B € c; se traitent de fagon analogue), on a:

Ve;(a) =+1 , V(b)) = +1;
et
Dirg,a(M — A)= -1 , Dirg; (M — B) = +1.
Donc

V,;(a) = —Dir,a(M — A) - Dir (M — B)- V,,(b). 1

Théoréme 3.13. Supposons qu’on a les hypothéses (h1), (h2), (h3).
Supposons en plus ’hypothése (h4) suivante:

(I existe c;,c; €T, ¢;Necj=10)
(h4) , ou
(I existe M € Ao(T) et io € I, Ve, (M) = Vi, (Ho(M)) # 0).

Alors
Vr(f) = ViHF)), (fe€AD)).

La démonstration du théoréme 3.13 est longue. On peut la trouver dans ’annexe
du chapitre 3.
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Dans la section 3.3, on va travailler avec les hypothéses (h1), (h2) et (h5) comme
dans l'observation suivante:

Théoréme 3.14. Supposons qu’on a les hypothéses (hl1), (h2). Supposons en

plus que

(h5) pour toute aréte bornée a délimitée par deux sommets M, N, on ait:
VCj (M) = Vf’:j (HO(M))’

ot c; est la courbe qui passe par N et qui ne contienne pas a.
Alors on a: Ve, (M) = Vg (Ho(M)), (M€ Ay(T)), (5 €I).

Par conséquent, on a (hl1), (h2), (h3) et (h4) (voir (h4) dans le théoréme 3.13).

FIGURE 3.10.

Preuve. Faisons la preuve en démontrant trois étapes suivantes:
1/. Soient ¢;, ¢; distinctes € I'. §’il existe un sommet M € c; tel que:
Ve, (M) = Ve, (Ho(M)) # 0,
alors on a: '
Ve, (') = Ve, (Ho(M")), (M' € c3);

2/. Soient ¢;,c; distinctes € T telles que ¢; N ¢; # 0, on a:

Ve; (M) = Vg (Ho(M)), pour tout sommet M € c;;
3/. Soient c;,c; distinctes € T telles que ¢;N¢c; =0, on a:

Ve; (M) = Vg (Ho(M)), pour tout sommet M € c; .

Démontrons 1/.
Soient ¢;,c; distinctes € I'. Supposons qu’il existe sommet M € c; tel que
V., (M) = Ve, (Ho(M)) #0.
Soit M' un sommet sur ¢; tel que V;(M'") # 0 (sinon c’est trivial).
Soit a un arc sur ¢; délimité par M, M'.
D’apres le lemme 3.7 (4/), il existe un arc & sur &; délimité par Ho(M), Ho(M')
tel que:
nbr_nter(ci,cj,a) = nbranter(é;, &;, &).

Or:

ch (MI) — (_l)nbr_inte'r(c.',c,' ,or) ch (M),

VEj (HO(MI)) — (_1)nbr_inter(é.~,é,- ,&) V&j (HO(M))
On en déduit

Ve, (M'") = Vg, (Ho(M")).

Démontrons 2/.
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Soient c;,c; distinctes € T, telles que ¢; N¢; # 0. Soit M un sommet sur ¢; tel
que V., (M) # 0 (sinon c’est trivial).
Prenons P € c; Nc; tel qu'’il existe un arc a sur ¢; qui soit délimité par M, P et
qui vérifie:
nbr_inter(c;, ¢j,a) = 0.

Soit a P’aréte sur c;, issue de P telle que a C a. Soit N le sommet sous face de a
tel que N # P. On a alors:

Ve; (M) = Ve (N) (1)

FiGcure 3.11.

Or ’hypothese (h5) donne:
Vey (N) = Ve, (Ho(N)). (2)

D’autre part, le lemme 3.7 (4/) nous donne & nouveau un arc & sur ¢&; délimité
par Ho(M), Ho(P) tel que Hi(a) C & et que nbr_inter(é&;,&;,&) = 0. Donc, on a
aussi
Ve (Ho(N)) = Vg, (Ho(M)). (3)
(1), (2), (3) nous donnent ce qu’il faut démontrer:
Ve; (M) = Ve; (Ho(M)).

Démontrons 3/.
Soient c;, ¢; distinctes € T, telles que ¢; N¢; = 0.
A(T) étant simple et n > 3 , il existe (k + 1) courbes c¢;y,---,c;, distinctes € T,
k > 2, telles que:

€i =iy , ¢j =c;, et qu'il existe My € ¢;, Nei,y,, (p=0,...k—1).
On a alors:

Vc,' (Mt) 7& 0, (t = 03 s ak2)'

En utilisant 2/ pour My_; puis 1/ pour M,, p=0,...k—2,0ona3/. 1

3.3 Un algorithme pour construire la structure de donnée ’Arétes
ailées’ & partir de 1’ordre des sommets sur les courbes.

3.3.1 Objectif et notations.

Notre but dans cette section est de construire la structure d’aréte ailée de tous
les arrangements simples A(T") , n = Card(T") > 3 (c.2.d. Phypothese (h1)) qui
ont les mémes informations sur:

a/. I'ordre consécutif des sommets sur les courbes (c.a.d. I’hypothése (h2) );
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b/. les positions relatives des sommets par rapport aux courbes qui passent par
leurs voisins ( hypothése (h5) ).

Autrement dit, on a les informations (infol), (info2), (info3), (info4) suivantes:
Informations: en tout sommet M on connait:

(infol) cipy Cjpr : deux courbes distinctes € T' telles que M € c;y, Ncjy,;

(info2) Suiv(M,c;) : le sommet voisin de M sur ¢;, dans le sens positif de c;,
ol C€; = Cipy Cipgs

(info3) Prec(M,c;) : le sommet voisin de M sur c;, dans le sens négatif de c;,
OU C; = Cipy Cings

(infod) V., (Suiv(M,c;)) , Ve (Prec(M,cj)),

ou (Ci,cj):: (Cin> Cjar) €t (ciacj) = (Cjnrs Cin)-

Notations.
Soit M un sommet de A(T"). Faisons aussi les notations suivantes:

e(M,c;,+) : Paréte sur c;, issue de M (c.a.d. que M est sous face de cette aréte)
et qui va dans le sens positif pour ¢;, oll ¢; = ¢;py, Cjpgs

e(M,c;, —) : I'aréte sur c;, issue de M et qui va dans le sens négatif pour ¢;, ou

C; = Cipry Cipr-

e(M,Cy,, ,+) UYL Cy)

FIGURE 3.12.

Remarque 3.6

a/. Quand M est le premier sommet d’une courbe non bornée c;, il n’y a pas
Prec(M,c;) et donc il n’y a pas V,(Prec(M,c;));

b/. De méme si M est le dernier sommet d’une courbe non bornée c;, il n’y a pas
Suiv(M,c;j) et donc il n’y a pas V,(Suiv(M,c;));

c¢/. Enfin, si une courbe c; est fermée et qu’il y a seulement deux sommets M, N
de A(T") situés sur c¢;. Alors Suiv(M,c;) = Prec(M,c;) = N. Attention: deux
arétes e(M,cj,+) et e(M,cj,—) sont quand méme distinctes.

Avant de passer a la formulation en langage pseudo Pascal du probleme, faisons
Pobservation suivante:

Propriété 3.15. Supposons que A(T") soit simple et que n > 3.
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Supposons en plus qu’on ait les informations (infol), (info2), (info3), (info4) en
tout sommet M.
Alors a tout sommet M, on peut calculer en temps constant (qui est proportionnel
a s mais qui ne dépend pas de n) les positions suivantes:

Vc;(e(M, cja +))7 Vc;(e(M7 C;, _))) ou (17.7) = (ZMa]M)7 (]M7 ZM)

Preuve. A partir de M, on parcourt les sommets sur une des deux courbes
Cirs Cin» (éventuellement toutes les deux), dans un sens positif ou négatif pour
la courbe parcourue, (éventuellement tous les deux sens), on arrivera ainsi au
premier sommet N qui n’appartienne qu’ & une de ces deux courbes (ce fait est
assuré par le fait que A(T') est simple et que n > 3). Le coiit de cette recherche
est proportionnel a s et est donc constant par rapport a n.

e(M,Cy . %)

FIGURE 3.13. « est ’arc délimité par M, N

Supposons, pour fixer les idées, que sur c;,, et dans le sens positif pour ¢;,, on
arrive & un tel sommet N.

Pendant ce parcours on compte aussi le nombre k des intersections entre c;,, et
Ciny (M exclut) avant d’arriver & N (k peut étre égal & 0).

Soit K = Prec(N,c;),) (K est donc une intersection de c;, et cj,,. on peut
SUPPOSer i =1iM, JK = JM-

On va démontrer que

Vo (e(M, cig s +)) = (=1)* Ve, (Suiv(K, ey )); (1)
Ve, (e(M,cjp s +)) = Ve (e(M,cipy, +)); (2)
Vein (e(M, cipg, =) = =Vo;, (e(M, cipg, +)); (3)
Veir (e(M,cjpg, =) = =Vo,,, (e(M, ¢jpy s +))- (4)

En fait, (3), (4) sont évidents et (2) est grace & la propriété 3.12. Il nous reste &
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démontrer (1).
Soit « 1’arc sur c;,, délimité par M, N tel que le parcours sur o de M a N soit
dans le sens positif pour ¢;,,. Alors on a:
e(M,ciy,+) Ca et k=nbranter(ciy,Cjy,a).
Donc

VC,'M (e(M,cipg, +)) = ("’1)k VC,'M (N) = (_l)k VCjK (Suiv(K, cig ))- |

3.3.2 Formulation du probléme en pseudo-Pascal.

Dans cette sous section, pour distinguer les notations mathématiques précédentes
des mots en langage Pascal, ces derniers seront marqués en gras (sauf dans les
commentaires).

Les informations (infol), (info2), (info3), (info4) seront stockées en mémoire de
machine sous forme d’une liste des sommets L_S:

A chaque sommet M dans la liste, on connait les indices 77, j s de deux courbes,
les adresses dans la liste L_S de ses sommets voisins et les positions relatives de
ses sommets voisins par rapport aux courbes c;,, et cj,,.

Notre but est alors d’aller construire une liste des arétes ailées L_A et une liste
des cellules L_F qui vérifient les conditions suivantes:

a/. A chaque cellule f dans la liste L_F, on connait I’adresse d’une aréte adjacente
a f dans la liste L_A;

b/. A chaque aréte a dans la liste L_A on connait:

L’indice ¢, de la courbe sur laquelle se trouve a;

Les adresses dans la liste L_S de deux sommets sous faces O et E de a tels
que sur ’aréte a, le parcours de O & E soit dans le sens positif pour la courbe c;,
(éventuellement O ou E n’existe pas si a est une aréte non bornée);

Les adresses dans la liste L_F de deux cellules fg, fp bordées par a et situées
a gauche et & droite de a (c.a.d que fg C c;'; et fpCecy);

Les adresses dans la liste L_A de deux arétes ag, ap telles que O soit sous
face de ag, E soit sous face de ap et que ag soit a gauche , ap soit & droite de
a (c.a.d que ag C c;'; et ap Cc;,).

Utilisons les types pointeurs suivants pour décrire les listes L_S, L_A et L_F"

Type

ptrsommet = “sommet_info;
ptrarete = “areteailee;
ptrface = "face_arete;

ou sommet_info, areteailee et facearete sont les types suivants:
Type
sommet_info = record { qui représente un sommet M }

ind : array[1..2] of integer; {ind[1] =iy, ind[2] =jm }
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suiv: array [1..2] of ptrsommet; { adresse de Suiv(M, Cind[i])’ 1 =1,2}
prec: array [1..2] of ptrsommet; { adresse de Prec(M, cind[j])’ 1=1,2}
vl_prec2, vl_suiv2, v2_precl, v2_suivl: boolean;

{ les positions relatives: vl_prec2 = V., (prec(M,cj,,), ... }

e_plus: array[1..2] of ptrarete;

{ adresses dans la liste L_A des arétes: e(M, cip,, +), (M, cjp, +) }
e_moins: array[l..2] of ptrarete;

{ adresses dans la liste L_A des arétes: e(M,c;,,, —), e(M, Cires—) }

enchainement: ptrsommet; { enchainement de la liste L_S }
end;
areteailee = record { qui représente une aréte a }
ind : integer; { indice de la courbe de a }
O, E: ptrsommet; { adresses de deux sommets sous faces de a }
f_.G, £ D : ptrface; { adresses de deux cellules bordées par a }
a_G, a_D : ptrarete;
enchainement: ptrarete; { enchainement de la liste L_A }
end;
face_arete = record { qui représente une cellule f }
e_adj: ptrarete; { adresse d’une aréte sous face de f }
enchainement: ptrfce; { enchainement de la liste L_F }
end;

Les listes L_S, L_A et L_F sont alors les variables suivantes:
Var

L_S : ptrsommet;

L_A : ptrarete;

L_F : ptrface;

On suppose donc que tout sommet M de A(T) ait déjs une place dans L_S
et que tous les champs de M (c.a.d. de cette place), sauf e_plus[1], e_plus[2],
e_moins[1], e_moins[2], soient déja remplis.

En plus, si ind[1] est l'indice d’une courbe non bornée et que M est le premier
(resp. dernier) sommet sur cette courbe, le champ suiv[1] (resp. prec[1]) est le
pointeur Nil et'le champ V2_suiv1 (resp. V2_precl) n’est pas pris en compte.
De méme quand ind[2] est 'indice d’une courbe non bornée et que M est le
premier (resp. dernier) sommet sur cette courbe.

Les quatre champs e_plus[1], e_plus[2], e_moins[1], e_moins[2], jusqu’ &
maintenant, sont tous des pointeurs Nil. On les mettra & jours quand on créera
des arétes correspondentes dans la liste L_A (voir la procédure creer_arete )-
Leur rdle est de nous aider & vérifier en temps O(1) si une aréte est créée ou non
et & accéder en temps O(1) a cette aréte (si elle est créée) dans la liste L_A.

Les listes L_A et L_F sont au début des pointeurs Nil, c.3.d. qu’elles ne
contiennent aucun élément. On va les construire suivant 1’algorithme dont le
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résumé est le suivant:

Résumé de ’algorithme:

Etape 1/.

On parcourt les sommets de A(T"). A chaque sommet M on examine quatre paires
d’arétes a, b qui sont issues de M et qui déterminent quatre cellules f,; autour
de M.

A chaque paire a, b, si la cellule f,; a déja sa place dans la liste L_F on passe
4 une autre paire. Sinon, si a ou b (ou les deux) n’est pas (ne sont pas) encore
créée(s) dans la liste L_A on lui (leur) crée une (deux) place(s) dans cette liste;
on crée ensuite pour f,; une place dans la liste L_F.

a partir de a, b on parcourt successivement toutes les arétes de f,3: & chaque
aréte parcourue, on lui crée une place dans la liste L_A si elle n’est pas encore
créée et on remplit soit le champ f_G soit le champ f_ D de sa place mémoire par
I’adresse de fap.

FIGURE 3.14.

Dans 'action ’créer une place’ pour une aréte a, on met aussi a jour les champ
ind, O, E de cette place par l'indice de la courbe contenant a et par les adresses
des deux sommets O et E de a (toujours avec la convention que sur a le sens de
O a E est positif pour la courbe contenant a).

De méme, dans l’action ’créer une place’ pour une cellule f,; déterminée par deux
arétes a, b, on met aussi & jour le champ arete_adj par I’adresse de a (ou de b).

Donc apreés cette premiére étape on obtient la liste L_F compléte et la liste L_A
avec seulement deux champs a_G, a_D ne sont pas encore mis & jour (ces deux
champs de toutes les places de la liste L_A restent toujours des pointeurs Nil
aprés cette premiére étape).

Etape 2/.

On parcourt la liste L_A. A chaque place, qui correspond & une aréte a, on
cherche les adresses de ag, ap et on met a jour les deux champs a_G, a_D de
cette place par les adresses trouvées.

Description des procédures et fonctions utilisées dans I’algorithme:

Les procédures et fonctions citées ci aprés utiliseront souvent les variables
temporaires du type suivant:
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Type

arete_tmp = record { qui représente une aréte a }
ind : integer; { indice de la courbe de a }
O, E: ptrsommet; { adresses de deux sommets sous faces de a }
end;

Définition 3.6. Soit a une aréte de A(T'). Soit a : arete_tmp.
On dit que la variable a représente l’aréte a si

a.ind est Vindice de la courbe de a;

a.0, a.E sont des adresses dans la liste L_S de deux sommets O et E sous face
de a tels que le parcours sur a de O a E soit dans le sens positif pour la courbe
de a ( a est non bornée si et seulement si a.0 ou a.E est le pointeur Nil).

procedure creer_arete(a: arete_tmp);
ou a représente une aréte a de A(T).

Signification:

Créer une place mémoire du type areteailee; ’enchainer dans la liste L_A ;
mettre & jour les champs ind, O, E de cette place mémoire par a.ind, a.0, a.E;
mettre & Nil les champs f_ G, f D, a_G, e_D de cette place mémoire;

A chaque sommet M de a (dont Padresse est M= a.0 puis M= a.E) , identifier
I'aréte a & une des quatre arétes issues de M et mettre & jour un des quatre
champs M".eplus[1], M".emoins[1], M".eplus[2], M".emoins[2] (celui
qui corresponde & l’aréte a) par l’adresse de la place mémoire de 1’aréte a.

(Par exemple, a est identifiée & e(M,c;,,,—) si a.ind=M".ind[1] et M = a.E.
Alors on met & jour le champ M”.emoins[1]).

Fonctionnement: voir Signification.

Coiit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

function adressedansL_A(a: arete_tmp) : ptrarete;
ou a représente une aréte a de A(T).

Signification:

Retourner I’adresse dans la liste L_A de I’aréte a (adressedansL_A (a) = Nil
signifie que a n’est pas créée).
Fonctionnement:

Prendre un sommet M de a (dont I’adresse est M= a.0 ou M= a.E). Identifier
'aréte a & une des quatre arétes issues de M puis retourner 1’adresse indiquée
par un des quatre champs e_plus[1], e_plus[2], e_moins[1], e_moins[2] (celui
qui corresponde a ’aréte a).

Coiit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

procédure creer_face(a: arete_tmp; var adr_f: ptrface);
ou a représente une aréte a qui soit déja créée.

Signification:

Créer une place mémoire du type face_arete qui représente une cellule f
ayant a comme sous face, 'enchainer dans la liste L_F, mettre & jour le champ
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arete_adj de cette place mémoire par adressedansL_A(a) et mettre & jour
adr_f par ’adresse de cette place mémoire.

Fonctionnement: Voir Signification.

Coiit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

procedure
remplirarete_parface(a: arete_tmp; adr_f: ptrface; pos: boolean);

ol a représente une aréte a qui soit déja créée, adr_f est ’adresse d’une cellule
f bordée par a et pos indique la position relative de f par rapport a a.

Signification:

Aller dans la liste L_A, & la place indiquée par adressedansL_A(a) , mettre
3 jour un de deux champs f_G, f_ D (cela dépend de pos) par adr_f.
Fonctionnement: Voir Signification.
Coiit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

(Quand on appelle cette procédure, on est siir théoriquement que le champ a
mettre & jour reste encore Nil avant la mise & jour. S’il n’en est pas ainsi, il y a
une incohérence dans les données de L_S.)

function pos_ar_ar (a, b: arete_tmp): boolean;
ou a, b représentent deux arétes a, b qui aient en commun un sommet sous face
et qui se trouvent sur deux courbes différentes.

Signification:

Retourner la position relative de a par rapport & b ( pos_ar_ar (a, b)=true
si a est a gauche de b et false si elle est a droite).
Fonctionnement:

Chercher ’adresse M d’un sommet M sous face de a, b (en comparant a.0, a.E
3 b.0, b.E). Aller dans la liste L_S & la place indquée par M, calculer (comme
dans la preuve de la propriété 3.15) les positions relatives V; e(M,ciy,+),
Ve e(M,cipy—), Veirs e(M,cjp,+), Veirs e(M,cjp,—). Identifier 'aréte a & une
des quatre arétes issues de M et retourner la position relative correspondante qui
vient d’étre calculée.

Coiit: Constant ( qui est proportionnel & s mais ne dépend pas de n ).

function Estce_facecreee (a,b: arete_tmp): boolean;
ou a, b représentent deux arétes a, b qui alent en commun un sommet sous face
et qui se trouvent sur deux courbes différentes.

Signification:
Vérifier si la cellule f,; déterminée par a et b est déja créée dans la liste L_F.
Fonctionnement: ’
Calculer
posa_b:= pos_ar_ar(a,b) , posb_a:= pos_ar_ar(b,a) ,
adr_a := adressedansL_A(a) , adr_b := adressedansL_A (b).
Retourner false si adr_a =Nil ou adr_b =Nil (a ou b n’est pas créée). Sinon
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aller dans la liste L_A aux places indiquées par adr_a et adr_b, comparer un
de deux champs adr_a”.f_G, adr_a”.f D (celui qui est indiqué par posb_a) 3
un de deux champs adr_b".f_G, adr_b”.f_D (celui qui est indiqué par posa_b):
s’ils sont égaux et égaux a Nil, retourner false; s’ils sont égaux et différents de
Nil, retourner true.

Cotit: Constant ( ne dépend pas de n mais linéairement de s ).

(Dans cette fonction, on pourrait aussi contréler la cohérence des données de la
liste L_S:

Si les contenus des champs & comparer sont différents, il y a une incohérence;

Si une seule aréte a ou b n’est pas créée, supposons par exemple que c’est ’aréte
a, alors si un de deux champs adr_b*.f_G, adr_b*.f D (celui qui est indiqué
par posa_b) est déja différent de Nil, il y a aussi une incohérence.)

function
chercher_asuiv (a_prec, a_cour: arete_tmp; var a_suiv: arete_tmp):
boolean;
ou a_prec, a_cour représentent deux arétes a,, a. qui aient en commun un
sommet sous face M et qui se trouvent sur deux courbes différentes.

Signification:

Retourner true s’il y a une aréte a, qui ait en commun avec a. un sommet
sous face N # M et qui borde la méme cellule que a,, a; retourne false sinon.
En plus, s’il existe une telle aréte a,, ses informations sont mises dans la variable
a_suiv.

Fonctionnement:

Retourner false si a_cour.O = Nil ou a_cour.E = Nil (a. est non bornée).

Sinon retourner true puis chercher un sommet sous face N de a. tel que N
ne soit pas sous face de a, (en comparant chacun de a_cour.O, a_cour.E 3
a_prec.O, a_precr.E). S’il n’y en a pas ( a,, a. ont en commun deux sommets
sousfaces), faisons a_suiv:= a_prec. Si on trouve un tel sommet N, prenons deux
variables al, a2 qui représentent e(N,c;,+) et e(N,c;,—), ot ¢ € {in,jn} tel
que a. ¢ c;. Comparer la position posar_ar(a_prec, a_cour) & posar_ar(al,
a_cour). Si elles sont égales, faisons a_suiv:= al. Sinon faisons a_suiv:= a2.
Coiit: Constant ( ne dépend pas de n mais linéairement de s ).

procedure adresse_a_G(adr_a: ptrarete);
ou adr_a indique l’adresse d’une aréte a dans la liste L_A.

Signification:

Déterminer 1’adresse de 'aréte ag dans la liste L_A..
Fonctionnement:

Soit M le sommet dont ’adresse est M:= adr_a”.0. Si M= Nil alors retourner
Nil. Sinon

Prenons deux variables adr_al, adr_a2 du type ptrarete et qui contiennent
les adresses e(M, c;,+), e(M,c;,—), ot i € {ipr,jm} tel que a ¢ ¢; (adr_al:=
e_plus[l] ; adr_a2:= e_moins[1] si M”.ind[1] # adr_a’.ind et adr_al:=
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e_plus[2] ; adr_a2:= e_moins[2] sinon.)

Si un des adr_al”.f_G, adr_al”.f_D est égale & adr_a”.f_G, retourner adr_al.
Sinon retourner adr_a2.

Coit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

procedure adresse_a_D(adr_a: ptrarete);
ot adr_a indique ’adresse d’une aréte a dans la liste L_A.

Signification:

Déterminer 1’adresse de ’aréte ap dans la liste L_A..
Fonctionnement: Analogue 4 adresse_a_G(adr_a: ptrarete).
Coiit: Constant ( ne dépend ni de s ni de n).

L’algorithme de construction de deux liste L_A, L_F:
(Voir le résumé qui se trouve avant la description des procédures et fonctions)

Etape 1/. Construire la liste L_F et la liste L_A avec les champs a_G, a_D qui
ne sont pas mis a jour (ces deux champs de toutes les places de la liste L_A sont
des pointeurs Nil aprés cette premiére étape).

Var

a, b, a_prec, a_cour, a_suiv : arete_tmp;
adr_f : ptrfce;

M : ptrsommet;

pos, existsuiv : boolean;

Parcourir la liste L_S au moyen de la variable M:
Début
A chaque sommet M on va examiner quatre paires d’arétes a, b suivantes:
a représente e(M, c¢;,,,+), b représente e(M,c;,,,+);
a représente e(M, ci,,,+), b représente e(M,c;j,,,—);
a représente e(M, c;,,—), b représente e(M,c;,,,+);
a représente e(M, c;,,,—), b représente e(M,c;,,,—).
(Par exemple, pour avoir la deuxiéme paire, on fait:
a.ind := M*.ind[1] ; a.0 : =M ; a.E :=M".suiv[l];
b.ind := M”.ind[2] ; a.0 :=M".prec[2] ; a.E := Mj;)
A chaque paire a, b :
Début
Si Estce_facecreee(a,b)= true { la cellule déterminé par a, b est déja
créée }, on passe a une autre paire a, b;
Sinon:
Début
Si adressedansL_A (a) =Nil alors creer_arete(a);
{ Si a n’est pas créée, on la crée }
Si adressedansL_A (b) =Nil alors creer_arete(b);
creer_face(a,adr_f);
{ Si b n’est pas créée, on la crée }
{Créer la cellule f déterminée par a, b et mettre ’adresse de f dans adr_f}
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pos:= pos_ar_ar(b,a);

{ Déterminer la position relative pos de f par rapport & a }
remplir_arete_parface(a,f,pos);

{ Remplir par adr_f une de deux cellules de a };

pos:= pos_ar_ar(a,b); .

{ Déterminer la position relative pos de f par rapport & b }
remplir_arete_parface(b,f,pos);

{ Remplir par adr_f une de deux cellules de b };

Parcourir les autres arétes de f:

Début
Parcours dans le sens b — a — :
Début
a_prec:=b; a_cour:= a;
Répéter

existsuivi= chercher_asuiv(a_prec, a_cour,a_suiv);
{ Déterminer s’il y a 1’aréte suivante a_suiv }
Si (existsuiv = True) et (asuiv # b) alors
Début
Si adressedansL_A (a_suiv) =Nil alors creer_arete(a_suiv);
{ Si a_suiv n’est pas créée, on la crée }
pos:= pos_ar_ar(a_cour, a_suiv);
{ Déterminer la position relative pos de f par rapport & a_suiv
}
remplir_arete_parface(a_suiv,f,pos);
{ Remplir par f une de deux cellules de a_suiv }
a_prec:= a_cour ; a_cour:= a_suiv;
Fin de si existsuiv = True et a_suiv # b;
Jusqu’ & existsuiv= False ou a_suiv= b;
Fin du Parcours dans le sens b — a —;
Si existsuiv= False, parcourir dans le sens a — b — - - - et faire pareil
que dans le premier sens;
Fin de parcourir les autres arétes de f;
Fin de sinon;
Fin de chaque paire a, b;
Fin de parcourir la liste L_S;

Etape 2/. Mettre & jour les champs a_G, a_D de toutes les arétes dans la liste
L_A.

Var
adr_a: ptrarete;

Parcourir la liste L_A au moyen de la variable adr_a (’adresse d’une aréte a):
Début

adr_a”.a_G:= adresse_a_G(adr_a);

adr_a”.a_D:= adresse_a_D(adr_a);
Fin de parcourir la liste L_A;
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Coiit de 'algorithme.
Toutes les procédures et les fonctions appelées étant du cofit constant, le cott de
la premiére étape est proportionnel au nombre de fois ol on appelle les arétes de
A(T). Or chaque aréte a (de sommets O et E) est appelée au maximum six fois:
Quatre fois (éventuellement deux, si O ou E n’existe pas) lors du parcours de
la liste L_S au moyen de la variable M: deux fois quand M arrive & O et deux
fois quand M arrive a E;
Deux fois lors des parcours de deux cellules adjacentes a a, toute cellule étant
parcourue exactement une fois aussitot apres sa création dans la liste L_F.
Le cbut de la premicre étape est par conséquent O(n?).
La complexité en temps de la deuxiéme étape est aussi de 'ordre de O(n?).
Le coiit de tout ’algorithme est donc O(n?). Donc on a:

Proprosition 3.16. Supposons qu’on a des informations (infol), (info2), (info3)
et (info4) en tout sommet M. On peut alors calculer en temps O(n?) la structure
d’arétes ailées de I’ arrangement.
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Annexe du chapitre 3
La démonstration du théoréme 3.13 fera appel au lemme suivant:

A 3.1 Lemme 3.17. Suppposons qu’on ait les hypothéses (h1), (h2), (h3).
Supposons en plus qu’il existe 19, M € Ao(T") tel que
Veio (M) = =Vz,, (Ho(M)) #0.

C*o (N) VE.'O (H(N))’ (N € AO(P) )
et ciNci, #0, (1e€l),

Alors :

ou H est I'isomorphisme introduit dans le théoréme 3.5.

Preuve.
D’abord soit c¢; tel que M € ¢;. Soit N un autre sommet € ¢;, N # M et
N ¢ Ciy-
On va démontrer que Ve (N) = =V (H(N)).
Soit & un arc sur ¢;, a délimité par N, M.
Soit a une aréte sur ¢; telle que M soit sous face de a et que a C a.
Le lemme 3.7 implique qu'il existe & un arc sur &;, a délimité par H(N) , H(M)
tel que H(a) C & et que:
nbr_nter(c;, ¢iy, @) = nbr_inter(é;, &,,a).

Or:
c‘o (N) — ( l)nbr..znter(c.,c,o,a) V (M)
Ve (H(N)) = (—1yrirsinter@ o) Ve (B(N))
Donc
c,O(N) CKO(H(N))

Ce qu’on vient de démontrer signifie que:
Pour tout : € I'\ {zo}, s'il existe un sommet M sur c; tel que :
Vc. (M) = Vg, (H(M)) # 0,

alors (H(N)) pour tout sommet N € c;. (1)

Clo (N) Cto

Soit Iy ={i el : (M) = -V, (H(M)), VM sommet € c;}.
On a:
1/.eiNeiy #0, Vi€ 1.
( Sinon, il existe i1 € I1 : ¢;; Neg, = 0.
Prenons alors un sommet M€c;,ona:
Ve, (M) = position (ci, / ci,),

Ve, (H(M)) = position (&, [ &,).
L’hyl;ot)hése (h3) donne que V¢, (M) = Vi, (H(M)) # 0, ce qui est absurde &
11 € 1y

C'O

2/.Soit 5 € I'\{i0}, s’il existe i € I; \ {io} tel que cjNec; # @, alors j € I1. (2)

Il nous reste a démontrer que I = I;.
Supposons par l’absurde que I, = I'\ I; # 0.
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1l existe alors k € I, tel que ¢ N¢;, # 0.
( Sinon, de (2) on a: ¢k Nec; =0, (k € L), (¢ € I;). Ce qui est absurde a
I’hypothese que A(T) est simple car I,UIL; =1, I, NI =)

FIGURE 3.15.

Prenons P € c¢;,Nc; et Q € crNcj, tels qu’il existe un arc +y sur ¢;,, v délimité
par P, Q et que

yNe = 0 ’ YyNeg = @
(c-a-d que  nbrinter(ci,cip,y ) =0 , nbranter (ck,cip,y )=0) (1)
Prenons e ’aréte sur c;,, telle que P soit sous face de e et que e C 7.

Prenons « un arc sur c;, délimité par P et M et a aréte sur c;, telle que P soit
sous face de aet a C a.

D’apres le lemme 3.7,

Il existe # un arc sur ¢&;,, délimité par H(P), H(Q) tel que H(e) C ¥ et

Il existe & un arc sur ¢;, délimité par H(P), H(M) tel que H(a) C é.

On a: ‘
Vc;o (M) = (_l)nbr_z'nter (‘ji’f‘o’cf) Vcio (a) )
Ve, (H(M)) = (=1)mr-inter (508 Ve, (H(a)) -
Or nbr_nter (ci, ¢y, &) = nbranter (&;,&,,a), (Lemme 3.7)
et Ve, (M) = Vg, (H(M)).
On déduit

Ve, (@) = =V, (H(a)) # 0.
D’autre part, d’apres la propriété 3.12,
Ve, (a) = =Dire, e (P — E) . Dir;; a (P — A) V; (e) et
Ve, (H(a)) = —Dire;, H(e) (H(P) — E) . Dirg, H(a) (H(P) — 4) Vg, (H(e))-
oo Ece A€a, E€H(e), A€ H(a).
Or (Lemme 3.7) donne:
Dir,, e (P — E) = Dirg, H(e) (H(P) — E)
Dir,, a (P — A) = Dirg, H(a) (H(P) — A).
On déduit que : ‘
Ve, (e) = =V (H(e)) #0 (4)
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D’autre part,

V'c', (e) — ( 1)nbr-inter (cicig,v) V (Q)

= V. (Q) (nbranter (ciy,ci,v) = O d’apres (1))

= Posi (ci|c;).

De la méme fagon, on a: V; (H(e)) = Posi (¢;|é;).

Or d’apres (h3), Posi (ck[c,) = Post (&x|é;)
Donc Ve (e) = Vi (H(e)) ce qui contredit (4). ]

A 3.2 Preuve du théoréme 3.13.
On démontre d’abord que H préserve les vecteurs de position des sommets.
Supposons par 1’absurde qu il existe Mo €Ay et Jig €I tels que
Vei, (Mo) = =Vz,, (H(Mo)) # 0.
D’apres le lemme 3 17 ,o0on a:

(M) = —Vei, (H(M)), (M € Ay(T) ).

c,0
Utilisons maintenant ’hypothése (h4):

Premier cas: Si ¢;N¢; # 0, pour tous ¢, j distincts € T". (1)
(h4) dit qu’il existe M, E Ao(T) et 2'1 € I tels que:

Vei, (M1) =Vg, (H(My)) #0.
Comme un corolla1re du lemme 3 17 , on a aussi:

(M) =V, (H(M)), (Me Ao(T) ).

C,l

Soit P € ¢, Neg,

Soit N; un sommet € c;, tel que N; ¢ ¢;, .

Soit Ny un sommet € c;, tel que Ny ¢ c;,.

(L’existence de Ny, Ny est assurée car Card(I) > 3 et (1) ).

FiGURrE 3.16.

Prenons o un arc sur ¢;,, o délimité par P, N;. Prenons 'aréte a C a, P sous
face de a.
Prenons 8 un arc sur ¢;,, 8 délimité par P, Ny. Prenons ’aréte b C 8, P sous
face de b.
Alors:

Vcil (a) ( )nbr ~inter(ci,,cig,o) V (Nl)

Vcio(b) ( l)nbr —inter(ciy ,Cig,B8) V (No)
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Utilisant le lemme 3.7,0n a les arcs &, 3 et on a aussi :

°t1 (H(a)) — ( l)nbr —inter(&;,,Ciy,&) V- (H(Nl)) ,
Vi (H(B)) = (~1)oreinern o Ve, (H(N0))

Or
nbr_inter(c;, , ¢iy, @) = nbr_nter(é;,, &, &) ,
nbr_inter(ci,, iy, B) = nbr_inter(&;,,&;,,H) -
Donc
Ve, (@) = Ve, (H(a)) #0 et Ve, (b) =V, (H(D) #0 (2)

Toutefois, en appelant la propriété 3.12 pour deux paires d’arétes a, b
et H(a), H(b) , en tenant compte (lemme 3.7) que Dir, a(P — A)
Dirg, H(a)(H(P) — A), Dir, b(P — B) = Dirg H(b)(H(P) — B)

a:

Ve, (a) = Va, (H(a)) = Vi, (b) = Ve, (H(D)),
ce qui est absurde avec (2).

Deuxiéme cas: S’il existe ¢;,,c;; €' tels que c¢;, Ne;; = 0.

(Alors, d’apres le lemme 3.17, c;,,¢i; # Cig-)

On peut supposer qu’il existe un sommet R € c¢;,, R ¢ c, ( sinon, ce qui implique
que ¢; N ¢;, = ) ol ¢; passe par My, on prend ¢;; =c¢;; , ¢y =c¢; et R'= M,.)
Soient P € ¢;, Ne¢iy, Q € cip Ny, -

(L’existence de P, @ est due au lemme 3.17)

FIGURE 3.17.

Ona:
Vi, (R) = Vi, (H(R)) #0,
Ve, (Q) = Posi (ciy/ci,) = Posi (&, /&) = Vs, (H(Q))-

Soit a arc sur c¢;, délimité par P, Q , a C a.
Soit B arc sur c;, délimité par P, R , b C f.
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Par la méme technique sur les arcs a, 8, &, (Lemme 3.7) et par les faits que:

c,s(Q) = VE. (H(Q))a
Veiy (R) = ~Vs,, (H(R)) ,

Ve, (H(a)) = Ve, (a) # 0 et Vg, (H(b)) =V, (b) # 0. (2)
De fagon identique a (2), (2 ) est absurde avec:
Vg (a) = Va, (H(a)) = Ve, (b) = Vo (H(Y)) .

on a:

Démontrons ensuite que les vecteurs de position des arétes sont préservé, c’est-
a-dire démontrons que:
Ve (a) = Vg (H(a)), pour toute aréte a € A(T).

Soient donc a € A2(T'), i € I tels que a ¢ c;.
Soit M un sommet sous face de a.
SiMé¢c;(etdonc H(M)¢Z&)on a:
Vei(a) = Ve,(M) = Vi, (H(M)) = Ve, (H(a)).
Examinons donc le cas ot M € ¢; :
Soit cx €T tel que a C ¢ (donc ci # ¢;).
Premier cas: Sl existe un sommet P € ¢; \ c;.

™ C
FIGURrE 3.18.

On prend un arc « sur ¢, délimité par M, P . Soit e ’aréte sur ¢, e C a telle
que M soit sous face de e.
e peut étre égale ou différente de a. En tout cas, pour démontrer V., (a) =
Ve (H(a)), on n’a qu’a démontrer V, (e) = V5, (H(e))
Or
Vc; (e) — (_l)nbr_inter (ck,ci,a) Vc,- (P)
Puis par la méme technique sur les arcs a, @lpha (Lemme 3.7), on a:
Ve, (H(e)) = (—1)mr-inter (B,4.6) Ve, (H(P)).
Or
Ve, (P) = Vi (H(P)),
nbr_nter (c,ci, a) = nbr_nter (&, &, a).
On déduit que
Ve (&) =V (H(e)).
Donc

Ve, (a) = Vg, (H(a)).
Deuxiéme cas: S’il existe P € c; \ ck.
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M
b P

FIGURE 3.19.

Prendre un arc f sur c¢;, délimité par M, P . Soit b ’aréte sur c;, e C 3 telle que
M soit sous face de b.
De facon analogue au premier cas (pour aréte e), on peut démontrer:

Ve, (b) = Ve, (H(D)).
Puis en appliquant la propriété 3.12 aux deux paires d’arétes a, b et H(a), H(b),
en tenant compte (lemme 3.7) que Dir. a(M — A) = Dirs H(a)(H(M) — A),
Dire,}(M — B) = Dirg, Hb)(H(M) — B) , ot A € a, A € H(a), B € b,
Be H(b), on a ce qu’il faut:

Ve (a) = Vg (H(a)).

Enfin, pour les vecteurs des position des cellules:
Soit f € A2(T), soit z € I.

Soit @ une aréte sous face de f telle que a ¢ ¢;.
Donc

Ve (f) =V (a) = Vg (H(a)) = Vg (H(f)) |

A 3.3 Exemple sur Préservation des vecteurs de position des sommets
et Isomorphisme

Dans la figure suivante, Hy : Ao(C) — Ao(C) donné par:
Ijo(M) =M,VM § Ao(C)
(Par exemple Ho(ng) = Q12 ; Ho(ng) = W13,...)
Les courbes c;, & (i = 1,2,3) sont des courbes fermées avec c;*' , E;" sont des
parties ouvertes bornées délimitées par c;.
On voit que Hy préserve les vecteurs de position des sommets:

V03(Q12) = V&s(@l2) = -1, VC3(M12) = Va3(M12) = 41, ...

Pourtant Il n’existe aucun isomorphisme entre les deux: Dans le premier arrange-
ment il y a des cellules & deux arétes sous faces et il n’en n’est pas ainsi dans le
deuxiéme.
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FI1GURE 3.20.
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A 3.4 Un exemple du fonctionnement de I’algorithme de construction
d’aréte ailée

FIGURE 3.21.
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FIGURE 3.22.
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Chapitre 4

Equivalence des Arrangements de cercles dans le plan

Perturbation des cercles.

Introduction.
Ce chapitre est en fait une illustration du chapitre 3 avec les cercles.

Dans la premiére section (section 4.1), on examine de plus prés la géométrie de
deux arrangements équivalents et on voit qu'il y a des différences géométriques
entre les deux (voir les exemples dans la section 4.1).

En distinguant les deux points d’intersection de deux cercles, on obtient
P’équivalence entre la préservation de ’ordre algébrique des sommets sur les cer-
cles et celle des vecteurs de position des sommets (Remarque 4.5, Propriété 4.1),
ce qui n’était pas vrai dans le contexte général du chapitre 3 et qui nous aide
ultérieurement dans la partie de perturbation des cercles.

On cherche ensuite une condition sur la configuration des centres des cercles en
vu d’obtenir I’analogie géométrique de deux arrangements équivalents (Définition
4.2, Propriété 4.5).

La premiére section 4.1 se termine avec le théoréme 4.6 qui exprime la ressem-
blance géométrique désirée.

La section 4.2 est consacrée a la perturbation des cercles. Gréce 3 la propriété 4.7
(dont la preuve est semblable & celle de la propriété 4.1), on n’a qu’ & calculer des
bornes de perturbation €, § (e est pour les centres et § pour les rayons) tels que
les vecteurs de position des sommets soient préservés. On obtient alors, & travers
plusieurs calculs, le théoréme 4.12 qui donne explicitement ces bornes (le coiit de

calcul est O(n?)).
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On applique maintenant le chapitre 4 & ’ensemble I'y de tous les cercles dans le
plan Ozy (le nombre maximum de points d’intersection est donc s = 2). Pour
chaque cercle ¢ € Ty, on désigne par ¢t le disque ouvert borné délimité par c et
¢~ la partie ouverte non bornée délimitée par ¢ de telle maniére que le parcours
dans le sens trigonométrique sur c¢ est dans le sens positif pour c.

4.1 Equivalence des arrangements de cercles dans le plan.

Dans cette section, soient A(C) et A(C) deux arrangements simples,équivalents
par un isomorphisme H. On suppose en plus que o(z) = ¢,V: € I (voir le théoréme
3.4).

(Ou C = (¢i)ier, C = (&)ier, Card(I) =n > 3, sont deux familles de n cercles
distincts dans le plan. )

Remarque 4.1 On a (car A(C) est simple) :
Card(c;N¢c;) € {0,2}, pour tous ¢,j distincts € I.

Remarque 4.2 Soient My, M,,...,M,, t > 4, t sommets distincts de A(C)
situés sur un cercle ¢c; . Soient 3<Il<tetl1l<i;<19<...<3;<t. On a:

1/. Si (M1, M,, ..., M;) est positivement (resp. négativement) consécutif, alors
(M;,,M,,,...,M;) est positivement (resp. négativement) consécutif;

2/. Si (My, M, ..., M,) est consécutif et (M; M;, ... M;,) est positivement (resp.

négativement) consécutif, alors
(M, M, ..., M) est positivement (resp. négativement) consécutif;

3/. Si (M1 M, ... M) est positivement (resp. négativement) consécutif et que
(M MMy, ... M) est positivement (resp. négativement) consécutif, alors
(MM, ... M,;) est positivement (resp. négativement) consécutif.

FIGURE 4.1.
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Notations. Soient f une cellule de A(C) et C la courbe simple (et fermée) qui
délimite f. Soit a une aréte de A(C) qui compose C (c.a.d. que a C C)

On dit qu’un parcours sur a est dans le sens positif (resp. négatif) pour C si
I'intétieur de C, c.a.d. la partie ouverte bornée du plan délimitée par C, se trouve
a gauche (resp. a droite) du parcours. _

On rappelle qu’un parcours sur a (ou sur C') est dans le sens positif (resp. négatif)
pour f si f se trouve a gauche (resp. & droite) du parcours (voir chapitre 4).

FIGURE 4.2. Le parcours sur a est
dans le sens positif pour C et dans le
sens négatif pour la cellule f.

Remarque 4.3 Soient f une cellule de A(C) et C la courbe simple qui délimite
f. Soit a une aréte qui compose C.

On a alors ( voir figure 4.2):

f est bornée si et seulement si le parcours sur a qui soit dans le sens positif pour
C' est aussi dans le sens positif pour f.

Définition 4.1.
On dit que l'ordre algébrique des sommets consécutifs sur les cercles est préservé
(sous I'isomorphisme H ) si pour tout c; € C, on a I’équivalence:

(M, ..., My,) est positivement consécutif sur ¢; si et seulement si
(H(M,),...,H(My,)) est positivement consécutif sur &,
ou M,,..., M, sont tous les sommtes distincts sur c;;

On dit que les vecteurs de position des sommets sont préservés si

Ve,(M) = V&, (H(M)), (i € I), (M sommet de A(C)).

Remarque 4.4 L’ordre algébrique des sommets consécutifs sur les cercles est
préservé si et seulement si:
Pour tout ¢+ € I et pour tous M, P,Q trois sommets distincts sur c;, on a:
(M, P,Q) est positivement consécutif sur ¢; si et seulement si
(H(M),H(P),H(Q)) est positivement consécutif sur &;.
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Quelques exemples d’équivalence entre A(C) et A(C) avec des
”géométrie différentes”:

Exemple 1._Vecteurs de position perturbés ;
Ordre algébrique des sommets perturbée.

Exemple 2._Vecteurs de position perturbés ;
Odre algébrique des sommets préservée.

— 2

FIGURE 4.3.

Dans ces exemples, I'isomorphisme H entre les faces (sommets, arétes, cellules)
est donné par : H(.) = (.). Par exemple, H(K) = K, H(f) = f ... Pour
les faces qui ne sont pas nommeées sur la figure, leurs images & travers H, sont
déterminées grace a leurs sommets sous faces et éventuellement grace aux cercles
qui les portent. Par exemple, I'aréte a délimitée par K, L et située sur c3 a pour
image ’aréte a située sur ¢; et délimitée par K, L ; la cellule g dont les deux
sommets sous faces sont K, L a pour image la cellule § qui ait deux sommets
sous faces K, L ; ...

On remarque que les géométries de A(C) et A(C) sont tout-a-fait différentes. Plus
précisément, dans les deux exemples, ¢ (dont les sommets sous faces sont K, L)
est une cellule non bornée mais § est bornée; dans I’exemple 2, f est bornée mais
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f ne Dest pas.

Pour parer aux inconvénients vus dans les exemples précédents, on va distinguer
les deux points d’intersection de deux cercles comme suit:

Notation Soient c;, c; deux cercles qui se coupent en deux points (et il en est
ainsi pour &;, &;).
On note:
. . . . I \ —é
M(ci,c;) le point d’intersection situé & gauche du vecteur O;0;.

= =7
M(é;,&;) le point d’intersection situé & gauche du vecteur 0;0;.
—_—
Par conséquent, M(cj,c;) se trouve a droite du vecteur O;0; et M(E;,&;) se

=
trouve & droite du vecteur O;0; .

Remarque 4.5 Soient c;, c; deux cercles qui se coupent en deux points M;; =
M(ci,cj) et Mj; = M(cj, ¢;). Soit M un point situé sur ¢;, M #M;;, M # M;;.
Alors la position relative de M par rapport & c¢; détermine 'ordre algébrique de
(M;;, M, Mj;) surc; et vice-versa.

Concrétement, on a:

M € c;' <= (M;j,M,Mj;) négativement conséutif sur c; ;
M €c; <+ (M;;, M, M;;) positivement conséutif sur c; ;

Mji
FIGURE 4.4. M €c¢; <=
(M;j, M, M;;) positivement consécutif

Propriété 4.1. Supposons que:

H(M;;) = M;;, Vi, j€l telsque Card(c;Ncj) =2,
ou M;; = M(c,-,cj) et M,‘j = M(&,‘,éj).

Alors, I’ordre algébrique des sommets sur les cercles est préservé si et seulement
si les vecteurs de position des sommets sont préservés.

Preuve.
Pour ne pas alourdir les notations, dans cette preuve, on notera Viy(N), V;(H(N))
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alaplacede V. (N) Vz (H(N)), (¢ € I), ( N sommet de A(C)) et on dira ’positif’
(resp. 'négatif’) au lieu de ’positivement’ (resp. ‘négativement’) consécutif.
Supposons d’abord que ’ordre algébrique des sommets sur les cercles est préservé.
Soient M un sommet de A(C) et j € I. On va démontrer que

V(M) = V,(H(M)). (1)
Si M € ¢ alors H(M) € &;. Donc (1) est juste.
Supposons donc que M ¢ ¢;. Soit ¢ € I tel que M € ¢;.

Premier cas: ¢;N¢; # 0.

Les ordres de (M;j, M, Mj;) et (M;;, H(M), M;;) étant pareils, la remarque 4.5
donne que les positions relatives de M par rapport a c; et de H(M) par rapport
& &; sont pareilles. Donc (1).

Deuxiéme cas: ¢;Nc; =0.

A(C) étant simple, Jig,...,ix € I,k > 1 tels que:

Cio=¢Ci, CipNecy #0, ..., ci_Neci, #0 et ci, Nec; #0.

On peut toujours supposer que ¢;, N¢; =0, (t=0,...,k—1).

= CiO

FIGURE 4.5.

i

Alors  ¢; et ¢;,_, (qui peuvent coincider quand k¥ = 1) sont tous les deux a
Pextérieur ou & ’intérieur de c;. Donc
5 VJ(M) = Vj(MIc—l k)-
D’autre part, A(C) et A(C) étant équivalents, on a aussi (Théoréme 3.4):
Gio =Ciy, CigNCy #0, ..., CG_,N& #0 et & NE #0 et
¢, N¢; = 0, (t=0,...,k-1).
Donc, de méme on a:
Vi(H(M)) = Vi(Mp—1 1)-
Or My_; r€ck et cpgNe; # 0, on doit avoir (premier cas):
Vi(Mi-1 &) = Vi(My-1 1)
Dou V(M) =V;(H(M)). Donc (1).

Inversement, supposons que V;(M) = V;(H(M)), pour tout sommet M de
A(C) et pour tout j € I.
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D’apreés la remarque 4.4, on va démontrer que pour tout i € I et pour tout triplet
M, N, P de sommets distincts sur ¢;, (M, N, P) ale méme ordre algébrique que
(H(M),H(N), H(P)).

Supposons que (M, N, P) soit positif ( si ngatif on échange les noms de N et P).
Soit c; le cercle coupant c; en M et soit M' I’autre point d’intersection de c; et
C;.

Pour fixer les idées, supposons que M = M;; et M' = Mj;. (Si c’est l'inverse on
pourra procéder de fagon analogue.)

FIGURE 4.6.

(*) Si P = Mj; (& H(P) = Mj,) :

On a (M;;,N,M;;) = (M, N, P) positif. Donc N est & lextérieur du cercle c;
(Remarque 4.5).

Donc H(N) est a I'extérieur du cercle &; (car V;(N) = V;(H(N))).

Donc (M;j, H(N), M;;) est positif (Remarque 4.5).

C’est-a-dire que (H(M), H(N), H(P)) est positif.

(**) De méme si N = M;; ( équivalent & H(N) = Mj;).
(***) Supposons donc Mj; # P et Mj; # N.

Premier cas: N et P se trouvent de deux cotés de c;:

(M, N, P) étant positif, on doit avoir N & l'extérieur de c; et P & 'intérieur de
c;.

(En effet, si par 'absurde N est & lintérieur de cj, on a (M;j, N, M;;) négatif.
Donc (M;;, Mj;, N') positif.

Or (M;;, N, P) est positif, on a (M;;, Mj;, N, P) positif (Remarque 4.1). Donc
(M;j, Mj;, P) positif (Remarque 4.1).

Donc (M;j, P, Mj;) négatif. Donc P est & I'intérieur de c;. C’est absurde.)

Ceci implique que H(N) a l'extérieur de &; et H(P) & intérieur de §;.
Donc (M;;, H(N), M;;) positif et (M;;, H(P), M],) négatif.
C’est-a-dire que (M,], H(N), Mj;) positif et (M;;, Mj;, H(P)) positif.
Donc (M;;, H(N), M;; H(P)) positif (Remarque 4.1).

Donc (M;;, H(N), H(P)) positif (Remarque 4.1).
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Deuxiéme cas: N et P se trouvent d’un méme cété de c;:

Si N et P sont a ’extérieur de c;:

P étant a I'extérieur de ¢; ona (M;jj, P, Mj;) positif. Or (M;j, N, P) est positif.
Donc (M;j, N, P, Mj;) est positif (Remarque 4.1) et donc consécutif.

Ce qui entraine que (M;;, H(N), H(P), M;;) est consécutif (Théoréme 3.4).
D’autre part, P étant & lextérieur de c¢j, H(P) est a Pextérieur de ¢;.

On adonc  (M;j, H(P), M;;) positif.

On conclut enfin que  (M;;, H(N), H(P), M;;) est positif

Si N et P sont a l'intérieur de c;: de fagon analogue. |

Corollaire 4.2. Supposons qu’on ait les hypothéses de la propriété 4.1 et que
les vecteurs de position des faces soient préservés.

Soit f une cellule de A(C). Soit a une aréte sous face de f, a délimitée par deux
sommets P, Q.

Alors on a:

Le parcours sur a dans le sens de P & Q est positif (resp. négatif) pour f si et
seulement si le parcours sur H(a) dans le sens H(P) a H(Q) est positif (resp.
négatif) pour H(f).

FIGURE 4.7.

Preuve. Soit ¢; € C tel que a C ¢;. Supposons qu’il y ait sur ¢; un troisiéme
sommet M différent de P et de @ (sinon on prend une autre aréte a sous face de

1)-

Alors d’apres la propriété 4.1, les ordres algébriques de (P,Q,M) sur c; et de
(H(P),H(Q),H(M)) sur &; sont les mémes. En particulier, les orientations des
arcs a (de P & Q) pour ¢; et H(a) (de H(P)a H(Q) ) pour &; sont pareilles
(voir figure 4.8).

D’autre part, Vi(f) = Vi;(H(f)), ce qui signifie que la position de f par rapport
a c¢; est pareille que celle de H(f) par rapport a &;.
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FIGURE 4.8.

(c.a.d. que fCcf (resp. ¢j) & H(f)C & (resp. &) ).

On en déduit que la position de f par rapport & l’arc orienté a (de P & Q) est
pareille que celle de H(f) par rapport & l’arc orienté H(a) (de H(P) a H(Q)).
1

On va chercher maintenant une condition suffisante pour que H(f) soit bornée si
et seulement si f est bornée. On commence par deux lemmes suivants, dont on
peut trouver la démonstration dans I’annexe du chapitre Chapitre 4 (seulement
pour le premier lemme, la preuve de l'autre étant analogue):

Lemme 4.3. Soit C' une courbe simple fermée d’intétieur U (c.a .d. que U est la
partie ouverte bornée du plan et délimitée par C ). Supposons que C est composée
successivement des arétes et des sommets de A(C): ay, My, ay, Mo, ..., ay,
My, k> 3.

Supposons en plus que

a/. Pour tous i,j distincts, 1,5 = 1,...,k, a; et a; ne soient pas sur un méme
cercle. (Et pour ne pas alourdir les termes, on suppose que c; est le cercle
contenant 'aréte a;, (1 = 1,...k) ),

b/. Uncf=0, (i=1,2,...,k).

Alors on a:

1/. La ligne polygonale C' = 0,0, ...0;0; est une courbe simple et fermée.
2/.

Le parcours sur C : My — My — ... — My est positif (resp. négatif) pour C
Si et seulement si

le parcours sur C' : O; — Oy — ... — Oy, est positif (resp. négatif) pour C'.

Remarque 4.6 "la ligne polygonale C' = 0,0, ...0;0; est une courbe simple
et fermée ” exige d’abord que O; # Oj, (i # j).
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FIGURE 4.9.

Lemme 4.4. Soit C une courbe simple fermée d’extétieur V (c.a .d. que V est
la partie ouverte non bornée du plan et délimitée par C). Supposons que C est
composée successivement des arétes et des sommets de A(C): a1, My, a2, M>,
..., @, My, k> 3. Supposons en plus que

a/. Pour tous 1, j distincts, t,j = 1,..., k, a; et a; ne sont pas sur un méme cercle.
(Et pour ne pas alourdir les termes, on suppose que c; est le cercle contenant
laréte a;, (1=1,...k) ),

b/. VNncr=0 Vi=12,...,k.

Alors on a:

1/. La ligne polygonale C' = 010, ... 0O est une courbe simple et fermée.
2/.

Le parcours sur C : M; — My — ... — M} est positif (resp. négatif) pour C
si et seulement si

le parcours sur C' : O3 — Oz — ... — Oy est positif (resp. négatif) pour C'.

FIGURE 4.10.
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Définition 4.2. 3

On dit que les centres (O;)ier influent sur les centres (O;)ier si:

Pour tout 21,19, -, 1 distincts € I, k > 3, on a les propriétés suivantes:

1/.

Sila ligne polygonale C' = 0;,0;, - - - 0;,0;, forme une courbe simple et fermée,
alors 3 o o

la ligne polygonale C' = 0;,0;,---0;,0;, forme une courbe simple et fermée;
2/.

Si le parcours sur C' :  O;; — Oy, — ... — Oy, est positif (resp. négatif) pour
C', alors 5 5 5 3 5
le parcours sur C' : O;; — O;, = ... = O, est positif (resp. négatif) pour C'.

Propriété 4.5. Supposons que, pour tout i,j,p distincts € I, on ait:

—_—— ~ ==
O, est a gauche du vecteur 0;0; = O, est a gauche du vecteur 0;0;,

' — ~ ==
O, est a droite du vecteur 0;0; = O, est a droite du vecteur 0.0; ;

Alors les centres (O;)ier influent sur les centres (0;)icr.

(Un point C se trouve a gauche (resp. & droite) d’un vecteur AB si
(y—ya)(zc —za) — (zB—z4)(yc —ya) >0 (resp. < 0). )

Afin de démontrer la propriété 4.5, on fait la remarque suivante:

Remarque 4.7

Soit C une courbe simple fermée d’intérieur U. Soient M, N deux points distincts
situés sur C. Notons a1, as les deux arcs de C délimités par M et N.

Soit a une courbe simple d’extrémités M, N telle que anNC = {M,N}.
Notons Ci=ai1UaU{M,N} et Cy=a2UaU{M, N}.

On a alors:

a C U <= Le parcours sur a de M — N est positif (resp. négatif) pour C,
et négatif (resp. positif) pour C,.

En plus, s’il en est ainsi, soit a' un arc sur C, a' délimité par deux points distincts
P,Q telque o' CC; (i=1o0ui=2). On a:

Le parcours sur a' de P — @ est positif (resp. négatif ) pour C; <= Ce parcours
est positif (resp. négatif) pour C.

FIGURE 4.11.
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Preuve de la propriété 4.5

Supposons donc que C = 0105 --- 0;0; est une courbe simple et fermée (k > 3).
Prenons d’abord deux segments consécutifs 0;0; et 0;0, (i = j—1let ¢ = j+1).
On va démontrer que ]0;,0;(N]0;,0,[= 0.

Premier cas: Si O;, Oj, O, sont alignés.
O; doit se trouver au milieu. Prenons un point O; qui n’est pas sur la droite d;;
passant par ces trois points.

Joignons 0;0;. 0; et O, sont de deux cotés du vecteur O;0;. L’hypothése a donne

~ ~ ==
que O; et O, sont de deux cétés du vecteur 0;0;.

dij o, /0, Oq

FIGURE 4.12.

Donc ]0;,0;[N0;,0,[= 0.

Deuxiéme cas: Si O;, O;, O, ne sont pas alignés.
= 0, 0;, O, ne sont pas alignés. Donc  ]0;,0;[N]0;,0,[= 0.

Prenons ensuite deux segments non consécutifs 0,0; et 0,0,, c.a.d. que
. ~[Oi, OJ] n~[0p> Oq] = 0.
On va démontrer que [0;,0;]N[0,,0,] = 0.

Premier cas: Si tous les quatres points O;, 0;,0,, O, sont alignés.
Supposons qu'’ils sont dans ’ordre: O; O; Op O,. Prenons un point O; qui ne soit
pas sur la droite d;; passant par ces points.

0, ©

FIGURE 4.13.

—_—
Joignons O, et O;. O; se trouve d’un c6té du vecteur 0;0; et O,, O, se trouvent

~ == ~ ~
de l'autre c6té. Donc O; se trouve d'un coété du vecteur 0;0; et O,, Oy se
trouvent de l’autre c6té. Donc ]0;,0;[N]0,, O4[= 0.
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Deuxiéme cas: Si seulement trois de ces points O;, 0;,0,, O, sont alignés.

On suppose que O;, 0;,0, le sont et dans 'ordre O, O;,0,. Joignons O, et O;.
_ ~ ~

O; et Oy se trouvent de deux cété du vecteur 0,0;. Donc O; et O, se trouvent

= =
de deux c6té du vecteur O,0;.

FIGURE 4.14.

Donc ]0;,0;(N]0,,0,[= 0.

Troisiéme cas: S’il n’y a pas trois parmi ces quatre points O;, Oj, Op, O, qui sont
alignés.
. . . ~ ~ 2’ -——) -
On doit avoir: soit O;, O; sont d’'un méme c6té du vecteur 0,0y, soit 0,, Oy
—_—

sont d'un méme c6té du vecteur O;0; (sinon |0y, 0;[N]0,, O [# 0).

Supposons donc que O;, O; sont d’un méme c6té du vecteur 0,0,. = 0;, 0;
== ~ o~ ~

sont d’'un méme coté de O,0,. Donc 0, 0;[N]0,, O4[= 0

De méme si O,, O, sont d’un méme c6té du vecteur 0;0;.

Donc € = 0,0, - -- 00, forme un polygone simple.

Démontrons ensuite par récurrence sur le nombre k¥ que si le parcours sur
C : 01 - 02 —» - > O — O est positif pour C, le parcours sur
C :0,-50,—---—= 01— O est positif pour C.

Pour k = 3, c’est évident.

Supposons que cela est vrai pour tout k tel que 3 < k < K, ou K est un entier
> 3. On va le démontrer pour £k = K + 1.

—_—
Pour cela, on n’a qu’a démontrer que si 010, (c.a2.d. que le parcours sur le

segment [O1,02] , de O; & O,) est positif pour C, —O~_152) est positif pour C.
Prenons Op, O, tels que ]0,, O, soit & lintérieur de la courbe C. C est alors
coupée en deux courbes simples et fermées C; et C2. On va démontrer que 10,, Oq[
est a 'intérieur de la courbe C.

Supposons que O O, est dans le sens positif de C; et donc dans le sens négatif
_—

~

pour C, (Remarque 4.7). Alors Ihypothése de récurrence donne que 0,0,
positif pour C; et donc negatlf de Cs. Donc la remarque 4.7 donne que ]O
soit & Dintérieur de la courbe C.

Supposons enfin que 0;0; est positif pour C. On a alors (Remarque 4.7): 0,0,
est positif pour C; (¢ = 1si [01,02] C C1, i =251 [01,0:] C C»).

est
04|
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FIGURE 4.15.

== ~ ~ x
L’hypothése de récurrence nous donne que O;0; est positif pour C;. Or ]0,, O,

~ ==
est & l'intérieur de la courbe C, la remarque 4.7 donne que O;0; est positif pour

C. 1

Remarque 4.8 Soit ig € I tel que A(C;, ) soit simple (et donc A(C;,) est simple),
ot Cio =C\{cio} et Cio =C\ {&i,}.

Alors: .

1/. Pour tout f € A(C;,), il existe f1,---, fr € A(C), k> 1, tels que f = U fi,

. =1
2/. Pour tout fi,-- ,f;. € AC), k>1, on a:

U fi€ ACi,) <= U H(f:) € AC,),

=1 =1
3/. H;, donné ci-dessous est bien défini et est un isomorphisme entre A(C;,) et

A(Cy,) : . .
Hi(f) = |JH(f), VfeACi), Vi, fre AC), f=JF
=1

=1

Théoréme 4.6. Supposons que:

a/. H(M;;) = M;;, pourtous i,j € I tels que Card(c;Ncj) =2,
ou M;; = M(c,’,c]‘) et M;; = M(Ei,éj).

b/. Les vecteurs de position des faces soient préservés,

c/. Les centres {O;};c; influent les centres {O;}ic;.

Alors,
Soit f une cellule de A(C). On a:
f est bornée =  H(f) est bornée.

Preuve. Soit f une cellule bornée de A(C). Soit C la courbe simple, fermée qui
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délimite f, C' est composée successivement, et dans le sens positif pour C, par
des arétes et sommets de A(C) : a;, My, ag, Ms, ---, ap, M;.
S’il existe ¢ € I tel que f est & 'intérieur de c¢;, alors H(f) se trouve a ’intérieur

de ¢&; (car Vi(f) = Vi(H(f))) . Donc H(f) est bornée.

Supposons donc que f se trouve & I’extérieur de tous les cercles c;, ¢ € I. f Etant
bornée, elle coincide avec 'intérieur U de la courbe C et k > 3.

Gréce a la remarque 4.8, on peut supposer que a;, a; distincts de C ne se trouvent
pas sur un méme cercle. Pour ne pas alourdir les termes, désignons le cercle
contenant a; par ¢;, ( =1,---,k).

Supposons par l'absurde que H (f) n’est pas bornée, H(f) coincide alors avec
extérieur V de la courbe fermée €' composée successivement, et dans le sens
positif pour H(f) (Corollaire 4.2), par H(a:), H(My),..., H(ak), H(My).
C-a-d. que le parcours sur C: H(M;) - H(M;) — --- —» H(My) est négatif
pour C (car H(f) =V).

D’apres le lemme 4.3, le parcours O; — Oy — --- — Oy positif pour la courbe

polygonale et fermée C' = 010z --- 040;.

Les centres {O;} influant sur {0;} (’hypothése c./), le parcours 0, — 02 —
- — Oy, est positif pour la courbe polygonale et fermée C' = 0,0, ---0,0;.

Donc, d’apres le lemme 4.4:

Le parcours H(M;) — H(Ms) — --- — H(Mg) est positif de C. C’est absurde.
|

4.2 Perturbation des cercles et préservation des Arrangements.

Commengcons cette section par la propriété 4.7 et le théoréme 4.8 suivants qui
nous permettent de travailler seulement avec les vecteurs de position des sommets
de I’ arrangement dans le but de calculer des bornes de perturbation e (pour les
centres) et § (pour les rayons).

Propriété 4.7. Supposons que A(C) soit simple et que A(C) vérifie:
Card(¢; N ¢;) = Card(c; N¢j), pour tous i, distincts de I.
(Par conséquent, A(C) est simple )
Posons Hy: Ag(C) — Ao(C)
M;; — Mij, Vi,7 tels que Card(c; Ncj) =2,

On a alors:

Ho réserve les vecteurs de position des sommets si et seulement si H, réserve
0
Pordre anébnque des sommets sur les cerc]es;

Preuve. Identique a la preuve de la propriété 4.1
Théoréme 4.8. Supposons que A(C) soit simple et que A(C) vérifie:
Card(é;Né;) = Card(c; N¢j), V1,5 distincts € I.

Supposons en plus que H, préserve les vecteurs se position des sommets.
(Voir la définition de Hy dans la propriété 4.7)
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Alors il existe un unique isomorphisme H unique entre A(C) et A(C) qui vérifie:

~

H(M;;) = M;j, pour tous t¢,j tels que Card(c;N¢j) =2;
H préserve les vecteurs de position des faces

(Vai(f) = Va(H(f)), (feAl0), ((€))

Preuve. Corollaire direct des théoremes 3.5 et 3.13. 1

Dans cette section 4.2, soit C = (¢;)ier , I = {1,...,n} , une famille de n cercles
distincts dans le plan telle que I’ arrangement A(C) soit simple.

Lemme 4.9. Prenons e > 0 et § > 0 tels que:
2(e+6) < Min(| (ri+r;)—0:0; |, | |[ri—r;j|—0:0j |), pour tous ¢,j distincts
€I

On a alors: VC = (&)ier »
0i0; < e et |Ffi—ry <6, Viel = Card(é;N¢;) = Card(c;Ncj), (3,7
distincts € I).

Preuve.
On vérifie facilement que :
0:0; —2e < éiéj < 0;0;5 + 2¢ (1)
|R; + Rj| + 26 < |Ri + R;| < |Ri + R;| + 26 (2)
|R5—Rj|—25§]Ri—Rj|§|Ri—Rj[+25 (3)

Si Card (c;N¢j)=2,cad. que |R;—R;|<0;0; <|R;+R;|:
L’hypotheése sur € et § donne:

2(e+6) < 0;0; — |R; — Rj| et 2(e+6) < (ri+r;)— 0;0;.
C.ad

|Ri — le +26 < 0;0; —2¢e et 0;0; +2e< |R: + le — 26.
D’ou (1), (2) ,(3) nous donnent :

IR,’ - RJI < Oiéj et é,‘éj < |Rz + RJ| R

ce qui signifie que: Card(&; N¢E;) = 2.

Les raisonnements seront analogues dans les cas ou Card(c; N¢;j) = 0 et 'un est
a lintérieur de l'autre ( c.a.d. 0;0; < |R; — R;| ); Card (c;N¢j) = 0 et l'un
est a ’extérieur de autre. |

Corollaire 4.10. Soient ¢ un cercle de centre O et de rayon r > 0 et M un
point de R?. :

Prenons €, 6, v > 0 vérifiant: e+6+y<|OM —r|.

Alors pour tout cercle & de centre O de rayon 7 > 0 et VM € R2,on peut affirmer
que:

SiO0 <e,|7—r| <6 et MM < ~, alors la position relative de M par rapport
a ¢ est pareille que celle de M par rapport a c.

Preuve. Corollaire du lemme 4.9
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Dans la suite, la quantité v dans le corollaire 4.10 précédent est en fait dépendante
de € et 6 car elle représente ’ecart de M,] & M;; quand 0,0; < ¢, 0 O; <
| #s —r;y] <6 et | 7j —rj| < 8. Concrétement, on a:

Lemme 4.11. Soient ¢,j € I tels que Card(c; N ¢;) = 2. Posons: a;; = 0;0;.
Soient € et § positifs tels que € < a;j/4. Posons:

§ 2 4ri — | 2 r?—r2? 26 »
7ij(e,6) = e[+T+a—ij ’”i-z(au*‘ p ) ]+a_,-,-(r'+”+)

+ \/_(1+2| I) (aij+¢) +

"J

+ VB L+ = A8t +8) 1y firit s 16,

Supposons en plus que Card(é; N é&;) = 2. On a alors:
0;0; <, OjOj <, I'Fi —ri| <6, ,f‘i - r,'| <6 = M,'jMij < 5ij(57 5)

Preuve. Ecrivons :

> > 1 —
OMij = 001 -+ § ki] OzO] + h ﬁ]a
— —> 1. == -
OMij = OO; + 5 kz] 010] + 'ﬁ],
Mi]
O] O2
O
FIGURE 4.16.
ou
r? —r? - 72 — 72
k,1=1+12],k,,=1+1~2 )
a3 %

o r,2+r]2 _ i ~ (r?—r;‘.’)2 i 7‘,2+r12 Cay (F?—rfz.
Y 2 1 4az; Y 2 4 4ay
an = -(E (yOz yoj7xo O;) ? nl] = z (yé' - yé ,xOJ - xé' ?

et
. ==
aij = 0:05]| , @; = 0:04)

Supposons maintenant que
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O,‘O,’ S € , Ojéj S €5
Iri — 7l <6, Irj — <6
On calcule facilement dans ’ordre cité les majorations suivantes:

_— ==
1/. 10:0; — 0:05]| £ 2 € , |aij —ai;| < 2€;
2/. la% — @3] < 4e(aij+e);
3/ I(r?—r2) — (F1 =7 < 268(ri+r;+96);

(r2 +713) — (FE+F) < 28(ri+rj+6);

4/ Nrf=r3)? = (FF =72 < 48(ri+ri+8) (Irf—ril + & (ri+rj+8));

(7’, -I-TJ + 6) (az] + 6) |7‘ - T2I
. ki; — k," < —_— 4 ;
5/ |kij il < (au —2e)? T de aZ (a;; — 2¢)?
(avec 2 € < aij);

6/ |(T?_r12)2 _ (F?—F?)zl < (r,-l~r,+6) (Ir? _7'2| + 6 (ri+r;+9))
) a?j afj - (az] -2 6)2
aij +¢€) |r: —r2|?
+4e( 19 | )| (avec 2 €< aij);

af; (aij — 2e)?

\/m\ﬂr,?—r?Hé (""i+"'j+6)]
(aij —2€)
Ir? —r2|

+ VerJaij+e[l + (e 25)] (avec 2 €< ayj).
aij\aij; —
(Pour avoir 7/, on utilise |vVU — \/_U_I < A/[U-TU], avec U = h%; et U= 7"3]

7/. lh,‘j—il,‘jl S\/g[ ri+r;+6 +

De 1/ jusqu’ & 7/, on obtient facilement ce qu’il faut démontrer. ]

Théoréme 4.12. Prenons € et ¢ positifs tels que:
1/2(e+6) < Min(| (ri+rj) —aij |, | Iri—rjl —aij [);

2/ e< aij/4;

3/ 7ij(e,6) + € + & <|OpMij —ril;
Pour tous 1, distincts € I dans 1/ et pour tous t,j € I tels que Card(c;Ncj) =2
et pour tout k € I\ {i,j} dans 2/ et 3/.

Alors, pour toute famille de cercles C = (&)ier,
Si0;0;<eet |fi—ri|<é, (iel), alors A(C) et A(C) sont équivalents par
un isomorphisme H qui vérifie:
H(M;;) = M;;, V1,j tels que Card(c;N¢j) =2,
H préserve les vecteurs de position des faces.

Preuve. Corollaire du théoréme 4.8, du lemme 4.9, du corollaire 4.10, du
théoreme 4.12. |

Corollaire 4.13. On peut calculer § et € au coiit O(n®) tels que
Pour toute famille de cercles C = (&;)ic1,
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Si 0;0;<ceet |f;—r;|<$6, (i€l), alors A(«C) et A(C) sont équivalents par
un isomorphisme H qui vérifie:

H(M;j;) = Mj, ¥1i,j tels que Card(c; N ¢;) = 2,

H préserve les vecteurs de position des faces,

f est bornée = H(f) est bornée, pour toute cellule f de A(C).

Preuve. On voit tout de suite que, d’aprés le théoréme 4.12, on peut calculer §
et € en un cofit de O(n?). En plus € peut étre calculé en cotit O(n?) pour que les
centres (0;)ies influe sur (0;)ier (grace & la propriété 4.5). Donc le coiit total
est O(n®). 1

Remarque 4.9 Dans le théoréme 4.12, c’est la condition 3/ avec la quantité
|OxM;; — ri|, qui donne le coiit O(n3). On se demande si on peut calculer en
un coiit plus faible que O(n®) une quantité A strictement positive telle que:
A< |OpM;j —ri|
pour tous i,j € I tels que Card(c; Nc;) =2 et pour tout ke I\ {i,j}.
On a pensé pour cela au théoréme de la zone [Eldels88,4] en espérant que, pour
chaque cercle c,, les sommets dans la zone de ¢, sont plus prés de cette courbe que
les autres sommets (un sommet dans la zone est un sommet sous face d’une aréte
de la zone) . Pourtant cette idée est tout & fait fausse. On a le contre exemple
suivant:

FIGURE 4.17. M n’est pas dans la zone de ¢, mais il est le plus
prés de ¢, parmi les sommets M;j, 1,5 # r.
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Annexe du chapitre 4.

A4.1 Remarque. Pour démontrer 1/ de la I’'observation 4.3, on doit démontrer
que:
[0i,0:41] N [0j,0j41] =0, pourtous ¢, j = 1,...,k, t#jmodk,
i#(+1)modk, j#£(i+1) modk et
104,0i41[ N ]0i41,0i42[= 0, pour touti = 1,...,k,

ot Opy1 =01 ,Oky2 =02 , [A, B] est le segment fermé joignant deux points
A, B et |A,B[=[4,B]\{4,B} .

On démontrera pour autant deux lemmes qui suivent.

A4.2 Lemme 4.1. Supposons les hypothéses de 'observation 4.3.
Soient 1,j,p,q distincts € {1,2,...,k} tels que
ciN ¢c; = {Mij,Mji} et ¢, N ¢cg= {Mpq,qu}.
Alors,
[0;, Oj] N [Op, Oq] # 0
=
(Mij et Mj; €cfUcl) ou (M, et My, €cfuc)).

Preuve du lemme 4.1
Supposons que M;; ¢ c;," U c'q". On doit démontrer que M, et My, € cfu c;'

M;; n’étant pas sur les cercles ¢, et ¢, (L’hypothése b/ du lemme 4.3), on a:
OkMij > OkMpq et O[M,‘j > Oszq

Donc O, et O, se trouvent d’'un méme cété que M, par rapport & la médiatrice

d du segment M;; M,,.

}( °
O.

i
Ol
FIGURE 4.18.

Or [0;,0;]N[0,,0,] # 0, O; ou O; (ou tous les deux) doit se trouver du

méme c6té de O, et Oy, donc du méme c6té de My, par rapport & la droite d.
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Ce qui veut dire que:
OiMij > O,'Mpq ou OjMij > OjMpq

Donc M,, € c;" U c;"'. De facon identique, on a M, € c;" U c}".
De méme si Mj; ¢ cf Ucf. i

A4.3 Lemme 4.2. Supposons les hypothéses du lemme 4.3.
Soient 1,j3,l distincts € {1,2,...,n} tels que
¢ N ¢y ={Mij,Mj,'} et ¢;N ¢= {Mjl,sz}.
On a:
]Oi,Oj[ﬂ]Oj,Oz[ # 0 = (M,'j et M;; € C?-) ou (Mj et M;; € c;")

Preuve du lemme 4.2
De facon analogue & celle du lemme 4.2. |

A4.4 Preuve du lemme 4.3
1/.0na M;¢ c;-", (1,j =1,...,n) (car M; € U, Uﬂc}" =0, et c}" est un
ensemble ouvert). :
Par conséquent, les lemmes 4.1 et 4.2 nous donnent:
[0:,0i41] N [04,0j41] =0, pourtous i, j = 1,...,k, i%#jmodk,
t#(J+1)modk, j#(i+1)modk et
10:,0i41[ N ]0i41,0i42[= 0, pour tout ¢ = 1,... k.
Donc la ligne polygonale 010, ... 0r0O; forme une courbe simple fermée.
2/. Démontrons d’abord que la ligne polygonale M;0,M305... MrO1 M, est
simple.

FIGURE 4.19.

On voit facilement que deux segments consécutifs de cette ligne polygonale
n’ont q'un seul point en commun, chaque segment étant le rayon d’un cercle.
Prenons donc deux segments non consécutifs O;M; et O, M, et démontrons que
[0:, M;]1N [0p, M) = 0. O;M; , O,M, n’étant pas consécutifs, on a:

i#p et iFa (0i#Opet M, # My).
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En plus, O;M; et O,M, étant les rayons des cercles c; et c,, on a:
Mj¢ [Op,Mq[ ’ Mq¢ [Oi,MJ‘[ (car Mjéc;," et quc?-).
En somme, O:i#0, et M;¢[0,,M], M,¢[0;,M;] (*).

Faisons une petite remarque pour la suite:
Soit d une demi-droite issue d’un point O. Soient M, N deux points tels que
Med, M#0 e N¢d, N#0O.Ona: OM +MN > ON (**).

O M d
N
FIGURE 4.20.

Continuons & démontrer que la ligne M;0:M, ... MO, M; est simple.
Si, par Pabsurde, il existe un point M € [0,, M ] N [O;, M;], on doit avoir:

M#M;, M#M,,
M=Oi=>M7éOp,
M=OP¢M7£O,'.

Supposons d’abord que M = O;. Donc M €]0,, M,|.
Soit d la demi-droite issue de O, et passant par M. Ona M €d, M # O,.

Ok M=0; My 4

FIGURE 4.21.

En plus, Mj ¢ d, M; # O, (sinon M; € [0,,M,] ou M, € [0;, M;] ce qui
contredit (*)).
D’aprés (**),ona 0,0; + O;M; > O,M;.
Si O;M, < O;Mj, ce qui signifie M, € ¢]. C’est absurde.
Si OiMq > O;M;, on a:
O,M, =0,0;+0;M, > 0,0;+ O;M; > O,M;. Ce qui signifie M; € c;,". C’est
aussi absurde.
Pour M = O, , on procéde de fagon analogue.
Supposons donc M # O; et M # O,.
Par symétrie, on suppose que MM, > MM; (si MM; > MM,, on fait
analoguement ). On a:
O,My=0,M+ MM, >O,M + MM;.
Soit toujours d la demi-droite issue de O, et passant par Mg, on a:
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FIGURE 4.22.

Med, M#0, et M;¢d, M;+#O0,.
(**) nous donne: O, M + MM; > O,M;.
Donc O,M, > O,M;, ce qui dit que M, € c;,". C’est absurde.
On vient de démontrer que [0y, M;] N [0,, M,] = 0.
Donc la ligne polygonale C" = O1M10:M;...0;M;O; est une courbe simple
et fermée.

Enfin, pour démontrer que C (dans le sens MM, ... M) et C' (dans le sens
010; ...0O}) ont la méme orientation, on procéde comme suit:

Prenons un point 7' quelconque dans U. Choisissons une fonction _f—)(z,y) =
(P(z,y),Q(z,y)) de R? dans R? telle que:

§P(z,y) _ 6Q(z,y)
Sy bz’

/?Zg = /P(m,y) dz + Q(z,y) dy # 0.
C C

Y(z,y) € R2\ {T} et

Yy—yr r—2x7T )
(z—2r)+(y-yr)? (z—z7)?+(y—yr)?"’
ou (z7,yr) sont les coordonnées de T. On a: fC—f—) dr = 1si C est dans le
sens positif, = —1 si C est dans le sens négatif.)

[T~ 7%

ce qui signifie que T se trouve & 'intérieur de C' et que C etC' ont la méme
orientation.

On a: L?%:Z/ 7)_3) (ot My = My).

i=1 v ai (M@i_1)—M;)

(Par exemple, ?(:c, y)= (-

On va aller démontrer:
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Or, pour chaque i = 1,..., k, le secteur du disque c}" déterminé par le centre O;
et I’arc a; ne contient pas le point T. Donc éP/éy = §Q/éz dans ce secteur. On
doit avoir:

/ 7 ds +/ T -ds +/ T4 =o.
a; (M_1)y—M;) M; O; OiMi_1)

Autrement dit

—_ — —_ — —_ —
/ f-ds = / f-ds + / f - ds.
a; (M;_1y—M;) M;_1)0; O; M;
Donc
—_ — —_ —
/ f-ds = / f -ds
C MoOL M102M5...My, 10, M,
-_— —
= / f . dS.
O M0, M5..Mp, 10, M, O
Or

n
_ - _
/ f-ds = E / f-ds (ouOpt1=0).
O1M102M2...Mn_10nMn01 1=1 O.'M{O(i+1)

Pour chaque i = 1,...,n, le triangle O;M;O(;4;) étant inclu dans cfu c}t,_l,
T ne peut appartenir a 'intérieur de ce triangle. On a:

— — - =
7.4 = 7. .
O; M; O(; 41) 0;0i 41

Donc enfin on a:

—_ — —
fods = 7
O1 M0, M>...My,_10, M, 0, 0,0,...0,0;

&l
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CONCLUSION

Dans cette thése nous avons étudié la conservation de la combinatoire d’un
arrangement sous perturbation des éléments constitutifs. Nous avons traité des
arrangements de courbes dans le plan ainsi que des arrangements d’hyperplans
en dimension quelconque. Ce travail s’inscrit comme une contribution au calcul
de la combinatoire des arrangements d’objets complexes. Dans le chapitre I nous
avons étudié les arrangements d’hyperplans et leurs perturbations. Nous avons
obtenu des bornes effectives sur les perturbations des hyperplans ne modifiant
pas la combinatoire de I’arrangement. Pour cela il nous a fallu donner un critére
d’équivalence des arrangements simples basé uniquement sur les vecteurs de
position des sommets, ce qui nous permet de calculer une borne de perturbation
au méme colit que celui du calcul de 'arrangement. Dans le chapitre 2, des
applications aux configurations de points et aux diagrammes de Voronoi sont
données en utilisant des transformations classiques de dualité. Au chapitre 3
nous abordons le cas des courbes dans le plan et nous justifions un critére
d’équivalence des arrangements & partir de ’information des ordres de sommets
(points d’intersections de deux courbes) sur les courbes, et cela n’est pas restreint
a une famille de courbes particuliére. Un algorithme est donné montrant comment
on peut construire ’arrangement & partir de I'information de ces ordres. Enfin,
dans le dernier chapitre le cas des cercles a été examiné de plus prés : ceci
nous permet d’ imaginer les différences géométriques qui existent entre des
arrangements équivalents et comment dans ce cas concret des cercles on peut
obtenir la ”ressemblance” géométrique attendue des arrangements. Les calculs
effectifs ont été développés.

A travers notre travail, plusieurs problémes intéressants ont surgi:

- Le probléme de l'origine intervient dans la définition de 1’équivalence des ar-
rangements d’hyperplans dés que 'on travaille avec des représentations parti-
culieres. La qualité des bornes obtenues en dépend. Dans [Edels87], il y a un
probleme analogue avec les axes (hyperplans verticaux). En fait ce probléme
n’intervient que dans les calculs de perturbation des hyperplans, la notion
d’équivalence combinatoire pouvant étre donnée indépendamment du repére. Il
se pose alors naturellement la question d’essayer de faire des calculs de facon
indépendante du repére;

- La qualité des bornes de perturbation est également un probléme naturel et
fondamental pour les applications. Comme il a été noté ci-dessus, une des facons
d’améliorer les bornes, dans le cas des arrangements, est de trouver une méthode
permettant de bien choisir la position de l’origine de R®. D’ un autre point
de vue, il est certainement intéressant de voir si d’autres techniques de calcul
matriciel permettraient d’améliorer ces bornes (utilisation des normes matrices
subordonnées par exemple). Cependant il faut pas perdre de vue le coiit de calcul
de ces bornes, et savoir ce qu’on entend par borne meilleure;

125



- Dans le chapitre 2, qui se voulait une application directe des résulats du chapitre
1, s’est posé le probléme des équivalences d’autres structures géométriques
couramment utilisées. Peu de travaux ont été consacrés aux définitions directes de
I’équivalence des configurations de points et des diagrammes de Voronoi d’ordre k.
La notion d’équivalence des diagrammes de Voronoi mérite surtout d’étre étudiée
de facon plus profonde en ce qui concerne la préservation des régions voisines
dans deux diagrammes équivalents;

- Le calcul de la combinatoire d’un arrangement de courbes & partir de ’ordre des
points d’intersection sur les courbes ouvre la voie au calcul de la topologie d’un
arrangement de courbes par I'utilisation de différents procédés d’approximations
qui ont la propriété de localiser la courbe exacte par rapport ses approximations
et donc de localiser les intersections de courbes entre elles: approximations de
courbes de Bézier ou B_splines par les itérés de leurs polygones de contréle,
recouvrement des courbes par des disques,.... Des résulats devraient pouvoir étre
rapidement obtenus sur ce probléme;

- Un autre probléme intéressant, qui serait peut-étre susceptible de trouver
une réponse partielle avec ces techniques, est 1’étude de la conservation de
la combinatoire d’un arrangement de courbes algébriques du plan lorsque les
coefficients sont perturbés;

- Une généralisation des résultats obtenus chapitre 3 aux surfaces dans R? serait
du plus grand intérét. En effet le calul des arrangements de surfaces est un
probléme assez ouvert surtout du point de vue pratique, mis & part quelques cas
partciuliers. La question suggérée par ce travail est la suivante: Sachant 1’ordre
des points d’intersection de toute courbe intersection de deux surfaces avec les
autres surfaces, est-ce qu’on pourrait reconstituer ’arrangement? Ici également,
I'utilisation des surfaces de Bézier et leur approximation par des polyédres de
contrdle, le recouvrement de surfaces par des boules seraient alors des voies de
constructions potentielles & étudier.
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