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Résumé :

Cette thése concerne le développement et la mise en ceuvre d’un environnement pour le
calcul scientifique et la modélisation. L’approche retenue est celle d’une décomposition
stratifiée des problémes scientifiques, ceci dans un double but :

o de marquer le cheminement progressif des étapes de description, allant de I’énoncé
informel vers un langage cible en passant par des langages d’abstractions inter-
médiaires plus ou moins formalisés : langages naturel, mathématiques, algorithmi-
ques, de programmation, etc;

e et d’obtenir une décomposition structurée, modulaire, pour aller du probléme initial
vers le programme.

Afin de disposer de méthodes pour un tel environnement, nous associons a tout énoncé en
cours des conditions logiques dépendant d’un langage de description. Ceci dans le but de
vérifier si 1a cohérence de la description du probléme, mais aussi des flux de données inter-
venant dans un schéma de résolution est correct, ou non. Pour cela, il nous a paru nécessaire
d’étudier des formulations logiques décrites par des systtmes polyndmiaux sur les corps finis
de la forme Z/pZ.

L’étude de ces systemes nous conduisent 2 traiter le probléme de 1’élimination de quantifi-
cateurs sur un corps fini. Nous proposons un algorithme général, puis, dans le cas des sys-
temes polyndmiaux plusieurs algorithmes sont proposés dont une généralisation de la
méthode de Dixon-Biard. Enfin le probleme de la déduction P(x) =0 [p] = Q(x) =0 [p] est
abordé. Ces algorithmes nous permettent de vérifier localement la cohérence d’un énoncé,
mais aussi d’une décomposition de problemes. Ceci rend envisageable la vérification globale
d’un schéma de résolution de probléme.

Ces aspects formels sont complétés par la réalisation d’un environnement d’édition de réso-
lution de problémes mathématiques, en lien avec des systemes de calculs algébriques et
numériques (Reduce, ESSL), sous le logiciel Grif, éditeur de documents structurés.

Mots clefs
environnement de programmation spécification
modélisation corps fini
systemes polyndmiaux résolution de problemes

géoméitrie algébrique






Abstract :

The study and the development of a scientific computing and modelling environment is the
object of this thesis. The approach decided on is a stratified decomposition of the scientific
problems. Our two aims in doing this are :

e to mark the progression of the phases of the description, from the informal towards
the task language through intermediary abstraction languages more or less forma-
lised : natural language, mathematics, algorithmics, computing, etc;

e and to get a structured and modular decomposition, to go from the original problem
to the program.

In order to have methods for such an environment, we give a set of logical conditions
depending on the description language to every decomposition. This enables us to check
whether the validity of a problem description, but also the data flow which occurs in a
resolution , is correct or not. With this aim in view, it was necessary to study logical formu-
lations described by polynomial systems over finite fields of the form Z/pZ.

The study of these systems for such an environment, leads us to the quantifier elimination
problem over a finite field. A general algorithm is given, then in the case of polynomial sys-
tems other algorithms are given, one of them is the generalisation of the Dixon-Biard method.
Then we have the deduction problem P(x) = 0 [p] = Q(x) =0 [p]. These algorithms allow
us to check the validity of a problem locally, but also of a problem decomposition. Therefore,
we can contemplate the global checking of a problem solving.

These formal aspects are completed by the realisation of an edition environment for solving
mathematical problems, linked with algebraic and numerical systems (Reduce, ESSL), under
Grif sofware, editor of structured documents.

Keywords
programming environment specification
modelling finite field
polynomial systems problem solving

algebraic geometry
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Introduction

Le travail présenté ici a pour theme le développement et la mise en ceuvre d’un environne-
ment pour le calcul scientifique et 1a modélisation. C’est un vaste domaine qui comporte de
multiples aspects, tant informatiques que mathématiques, portant sur les systémes de calcul
numériques, les systémes de calcul formel, les systemes experts, les systtmes a base de
connaissance, les langages de programmations, la génération automatique de programmes,
les environnements de programmations, la visualisation graphique de courbes et surfaces, les
éditeurs spécialisés pour les mathématiques, les interfaces hommes—machines, etc. La liste
est longue et n’est pas exhaustive, mais nous pouvons constater que ce domaine reléve
essentiellement de techniques du génie informatique et des mathématiques appliquées.

Aussi sommes—nous plus particuliérement intéressés dans un premier temps a la conception
d’un éditeur de formules mathématiques, GramMath, en lien avec des systeémes de calcul
formels et numériques. Nous avons ainsi réalis€ une telle interface sous le logiciel Grif, un
environnement d’édition de documents structurés, développé par Quint et Vatton, [34], 35],
[36] et [37]. Cette réalisation, présentée plus en détail en annexe B, nous permet d’évaluer
par un systeéme de calcul formel ou numérique les formules mathématiques €ditées. Les
résultats obtenus par ces systémes sont a leur tour intégrés dans 1’environnement d’édition,
et peuvent étre de nouveau manipulés par I’utilisateur. Ce traitement de texte et de formules
mathématiques rejoint en ce sens les cahiers de brouillon interactifs du logiciel Camino Real
[4] de Xerox, Palo Alto, ainsi que les blocs notes des systemes de calculs formels comportant
des aspects graphiques comme Mathematica [44], ou Maple. Cependant, ce type d’interface
qui nous permet 1’édition de feuilles de calculs scientifique, présente quelques limites pour
des problémes issus de la modélisation ou des problémes de taille conséquente. Plus parti-
culierement lorsque nous avons a développer a la suite de ces calculs un programme, ou si
nous voulons reprendre les calculs pour un probléme similaire.

Dans un deuxiéme temps, dans le but de gérer une résolution de probléme menée par un
utilisateur potentiel, nous présentons une structure, les strates, au chapitre V. Ces strates
nous permettent de décrire un schéma de résolution, de définir des problémes et ce jusqu’a
aboutir au niveau de programmation. Cependant pour assurer quelques vérifications sur les
décompositions de probleémes en sous—problémes, sur les schémas de résolutions, nous pro-
posons d’associer aux langages de description employé€s par les conditions d’un probleme,
une logique qui s’intéresse aux états pris par les variables mises en jeu dans les flux de
données. Ces états sont en nombre finis et 1a logique est multivaluée. Nous inspirons pour
cela des travaux sur le langage Signal de 1’équipe de Benveniste : Le Borgne [24], Le
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Guemic et Benveniste [25], Le Guernic et Gautier [26], mais également de résultats pré-
sent€s par Chazarain et al[11] sur des langages de type Pascal. Ces études associent 2 toute
formule de la logique multi-valuée un polynéme sur un corps fini Z/pZ. Nous abordons et
présentons dans la premiére partie de ce mémoire, les chapitres I 2 I'V, plusieurs résultats 2 ce
sujet. Ces résultats nous permettent d’étudier au sens logique la validité des descriptions des
strates, et nous présentons en annexe C un tel exemple de vérification des strates.

Nous montrons qu’a toute formule logique m-valuée nous pouvons lui associer un polynéme
sur un corps fini Z/pZ, avec p=> m. Pour cela nous énongons plusieurs lemmes sur les con-
necteurs logiques aux chapitres I et III, qui nous permettent de réécrire toute formule logi-
que non quantifiée portant sur des congruences modulo psous la forme d’un polynéme sur
Z/pL. Parmi les lemmes proposés aux chapitres I et III, nous énoncons et démontrons une
proposition, la proposition III(3), qui nous permet de minimiser le degré employé pour le
lemme du connecteur "et". Puis pour résoudre le probléme d’une représentation unique pour
toute formule logique, car lorsque p est supérieur 2 2 nous n’avons plus I’isomorphisme de
Stone, nous proposons d’autres lemmes mais qui sont bien plus cotiteux d’un point de vue des
calculs symboliques.

Dans certains cas nous pouvons réduire la caractéristique des corps finis pour des langages
qui possédent des états qui impliquent d’autres. Un exemple li€ au cas de Signal est exposé
au chapitre VI. Ceci nous améne 2 définir et proposer en plus des résolutions habituelles en
une variable x, des résolutions en "x puissance d'. Cet artifice nous permet a la fois de
diminuer la caractéristique des corps finis mais aussi de réduire le degré pour ces résolu-
tions.

Lorsque nous avons une formule logique multi-valuée quantifiée, nous nous intéressons au
probleme de I’élimination de ces quantificateurs et éventuellement par la recherche des
solutions associées a ces variables quantifiées. Ce probléme de 1’élimination des quaﬁtiﬁ-
cateurs est abordé aux chapitres II et 11, et plusieurs théorémes et algorithmes sont pro-
posés.

De maniére générale, le théoréme II(1) nous permet d’€liminer des quantificateurs pour toute
formule logique multi-valuée du premier ordre. La démonstration propose un fait un algo-
rithme possible d’élimination. Nous avons étudié la complexité d’un tel algorithme et le
résultat donné par la proposition I1(2) montre qu’un tel algorithme est de complexité expo-
nentielle en le nombre de variables. Puis pour le cas des corps Z/3Z, un autre algorithme
nous permet non seulement de faire de 1’élimination mais aussi de déterminer I’ensemble de
toutes les solutions possibles. A 1a suite de ces propositions, nous montrons 2 travers plu-
sieurs exemples et expérimentations que la réécriture d’une formule logique en introduisant
de nouvelles variables nous permet de diminuer parfois les temps de calculs. Les résultats des
expérimentations obtenus sur une machine RS/6000 nous permettent d’€liminer ainsi jusqu’a
12 variables quantifiées d’un polynéme qui comporte de plus une dizaine de paramétres.



13

Puis pour le cas de 1’élimination de quantificateurs sur un systéme polyndmial, nous énon-
cons un théoréme I1I(1) qui porte sur la classe des algorithmes d’élimination incrémentales.
Ce théoréme nous permet d’encadrer la complexité de ces algorithmes entre deux bormes,
1’une supérieure mais voisine de la bore exponentielle établie par I’algorithme précédent, et
la borne inférieure, une borne linéaire en le nombre de variables a €liminer mais avec un
facteur exponentiel en le nombre des paramétres. Les expérimentations menées sur divers
exemples, nous montrent qu’en général les temps d’éliminations sont meilleurs que ceux
obtenus au chapitre II.

Dans le but d’améliorer la complexité des algorithmes d’élimination, nous avons tenté
d’adapter les méthodes issues de la théorie de 1’€limination sur les corps infinis au cas des
corps finis. Une étude sur les résultants a une et deux variables est abordée. Nous montronas
ainsi que le résultant de Sylvester peut échouer tandis que le résultant de Caley non. Puis
pour le cas de 1’élimination de n variables nous généralisons sans démontrer, la méthode de
Dixon—Biard que Biard démontre pour n=2 dans sa thése [7]. Cependant cette méthode
fournit 1’équation implicite associée 2 un systéme. Aussi nous généralisons un algorithme
d’inversion qui n’est plus formel mais numérique, qui nous permet de savoir si la réciproque
est vérifiée ou non.

L’exposé est ainsi organisé : nous présentons tout d’abord les techniques d’€limination de
variables d’un systéme polyndmial sur un corps fini Z/pZ, puis dans les deux demiers cha-
pitres, V et VI, nous présentons les strates. En annexe, nous donnons les programmes Reduce
implémentant les algorithmes d’éliminations de variables sur un corps fini, et les programmes
liés 2 1a méthode de Dixon—Biard ainsi qu’une version de 1’algorithme de Bareiss. La seconde
annexe porte sur I’éditeur GramMath et sa composante calcul formel ou numérique. Et enfin
dans 1’annexe C nous présentons un exemple d’application des strates sur un probléme issu
de I'industrie.

Les chapitres sont constitués comme suit :

ChapitreI

L’objet de ce chapitre est de présenter les outils algébriques qui serviront par la
suite. Ils concernent essentiellement le calcul dans un corps fini de type Z/pZ, ou
pdésigne un nombre premier; et a la réécriture d’un ensemble de propositions logi-
ques sur les équations de Z/pZ en une seule équation.

Puis, nous énongons des définitions relatives aux formules logiques. Elles nous
faciliteront la formalisation des problémes de décision et d’élimination. Quant aux
lemmes sur les connecteurs logiques, ils nous permettront d’établir, au chapitre I,
un théoréme important sur les propositions des corps finis, mais aussi d’étudier
1’existence de racines d’un polynéme de Z/pZ et de les caractériser dans un cas
particulier qui nous intéresse plus particuliérement, Z/3Z. Ceci fait I’objet de la
section L1.
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Chapitre IT

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de 1’élimination des quantificateurs
d’une formule logique sur un corps Z/ PZ. Nous proposons un algorithme d’élimi-
nation qui détermine 1’équation de contrainte associée 2 une formule logique don-
née. De plus, pour les corps Z/3Z, nous montrons que I’on peut déterminer les
inconnues quantifiées par le quanteur existentiel. Ceci permet non seulement de
foumir une condition pour qu’une formule, dans un corps fini, soit vraie, mais aussi
de fournir la ou les solutions possibles. Cependant, les algorithmes proposés sont
extrémement cofteux, un codt exponentiel.

Chapitre III

Nous nous intéressons dans ce chapitre 2 I’élimination de variables d’un systéme
polyndmial. Lorsque nous éliminons des variables d’un systéme polyndmial sur
Z/pZ, nous proposons par le biais du théoréme II(1), une méthodologie qui nous
permet dans certaines situations, de réduire ce coiit de fagon non négligeable. En
théorie, le coft reste exponentiel mais nous montrons dans le corollaire II(2), que
ce cott est pour la plupart du temps bien inférieur a celui de I’élimination polyné-
miale d’un polynéme équivalent 2 un systtme polynomial. A la suite de ces
démonstrations nous proposons plusieurs algorithmes a la section II1.2 que nous
expérimentons et appliquons sur des systeémes et sur des décompositions de Syste-
mes a la section IIL3.

Nous définissons la résolution de polyndmes en « x puissance d », puis ce qu’est
un systéme polynémial bien formé. Ces définitions vont nous permettre au chapitre
VI de vérifier si une strate est cohérente en—elle méme, c’est—a—dire si ses spécifi-
cations ne sont pas contradictoires ou inconsistantes par rapport 2 la logique asso-
ci€e au langage des spécifications.

Chapitre IV

Nous nous intéressons 2 un probléme similaire de celui du chapitre précédent mais
qui releve de la théorie de 1"élimination. Ceci dans le but d’améliorer la complexité
des algorithmes d’éliminations précédents, exponentielle, en une complexité qui
serait au mieux polynomiale. Nous rappelons et exposons les principales méthodes
d’€limination dans le cas des corps des réels et des complexes, puis nous tentons de
les adapter au cas des corps finis Z/pZ.

Ce chapitre est composé de plusieurs parties qui traitent le cas de 1’élimination
d’une variable, puis de deux, et enfin de nvariables en généralisant 1a méthode de
Dixon et de Biard sans toutefois la démontrer. Nous concluons sur ces méthodes en
les comparant avec celles développées aux chapitres précédents.
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Chapitre V
Dans le but de définir un environnement de modélisation pour le calcul scientifique,
nous définissons une structure que nous nommons strate. Elle nous permet de
définir le probléme initial, puis de suivre la progression de la résolution du probléme
mathématique jusqu’au niveau algorithmique ou de programmation. Les aspects
des strates permettant la description d’un probléme et ceux de la résolution de
probléme que nous avons jugés pertinents de formaliser sont les suivants :
e lesdescriptions de problemes a I’aide de préconditions, conditions et post-
conditions (V.1.1);
e les schémas de résolutions (V.1.2);
o les différents niveaux de description 2 travers les langages (V.3);
e les traductions de problemes (V.3.2);
e les arguments permettant de passer ou de justifier un nouveau probleme
V.D.
Afin de présenter ces différents aspects des strates, nous avons implémenté la
structure des strates, ainsi que la présentation visuelle associée sous Grif.

Chapitre VI

Suite au chapitre précédent ol nous avons introduit les strates, nous €tudions les
outils algébriques qui sont suceptibles de vérifier la cohérence des strates. A toute
strate, nous associons une interprétation, défini au chapitre III, qui est une repré-
sentation logique sur un corps fini de la strate, une logique associée au langage
employé pour décrire une strate. Ceci nous permet de vérifier la cohérence d’une
strate ainsi que la cohérence des décompositions, ou des recompositions, des stra-
tes. L’interprétation des strates est a distinguer de la sémantique des strates, qui est
le sens ou la représentation que nous attribuons 2 la formulation d’un probleme
mathématique ou de modélisation. Or, 2 toute formulation logique sur Z/pZ, nous
avons vu que nous pouvions associer un polynéme sur Z/pZ, aussi pouvons-nous
avoir une représentation algébrique des strates. Les questions de vérification de la
cohérence d’une strate ou d’une décomposition en une autre strate, sont des
questions qui sont formulées au niveau algébrique.

Puis, nous arbordons la vérification des décompositions d’une strate en une autre.
Ceci revient 2 étudier au niveau algébrique un probléme de déduction : quand
avons—nous un polynéme qui peut—étre déduit d’un systéme polyndmial ? Une
méthode, 1a méthode de Wu permet d’y répondre dans certains cas. Nous proposons
une autre approche, par des méthodes, plus colteuses, mais qui permettent de
répondre a ce probléme lorsque le corps est fini.






« Dans ses « Régles », Descartes projetait de développer une
méthode universelle de résolution de problémes. Voici une gros-
siére esquisse du schéma que Descartes pensait pouvoir appli-
quer aux problémes de toutes natures :

Ramener d’abord tout probléme a un probléme mathématique.
Ramener ensuite tout probléme mathématique a un probléme
d’algébre.

Ramener enfin tout probléme d’algébre & la résolution d’une
seule équation. »

George P6lya, "La Découverte des Mathéma-

tiques”, tome 1, 1962, a propos du "Discours de
la Méthode" de René Descartes.
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Chapitre |

Arithmétique des corps Z/pZ

L’objet de ce chapitre est de présenter les outils algébriques qui serviront aux chapitres
suivants. IIs concernent essentiellement le calcul dans un corps fini de type Z/pZ, ou p
désigne un nombre premier; et 2 la réécriture d’un ensemble de propositions logiques sur les
équations de Z/pZ en une seule équation

Nous redonnons pour la premiére partie de ce chapitre les démonstrations des propositions
sur ces corps finis. De plus, nous nous sommes efforcés de fournir, dans la mesure du pos-
sible, des démonstrations qui ne fassent pas appels a des connaissances mathématiques
approfondies dans les théories des nombres et des corps.

Suite 2 cette premiére partie, nous énongons des définitions relatives aux formules logiques.
Elles nous faciliteront la formalisation des problémes de décision et d’élimination. Quant aux
lemmes sur les connecteurs logiques, ils nous permettront d’établir, au chapitre suivant, un
théoréme important sur les propositions des corps finis, mais aussi d’étudier 'existence de
racines d"un polynéme de Z/pZ et de les caractériser dans un cas particulier qui nous inté-
resse plus particulierement, Z/3Z. Ceci fait 1’objet de la derniere section de ce chapitre.

|.1 Les classes résiduelles

Nous rappelons ci—dessous 1’ arithmétique des corps Z/pZ. Nous retrouvons les €noncés de
ces propositions dans Davenport [17] ou Ribenboim [39].

I.1.1 Le calcul modulo p

Dans toutes les propositions énoncées ci—dessous, p désigne un nombre premier quelconque.
Nous notons « ¢ modulo p » par « o [p] », et « est congrue 2 » par le symbole = suivi si
nécessaire de 1’ordre de la congruence entre crochets.
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PropositionI(1) :
Soient a et bdeux entiers, nous avons :

@+ b =L+Fp (1)

Démonstration
Par ]a formule du binéme, nous développons :

@+bFP=3 c;a”‘ibi
I=0

i -1
Par définition : C' = p~2=1)!

P it p-i)
Comme p est premier, aucun facteur du dénominateur, ;! (p—i)!, ne divise p sauf

quand 7 vaut zéro ou p. Dans ce dernier cas : Cg = Cg = 1. Par conséquent, pour

tout 7 appartenant a {1, ... , p~1}, Cl est multiple de p. D’ou la proposition. [J
P

PropositionI(2) - petit théoreme de Fermat :

Soit 2 un entier, nous avons :
F=alg )

Démonstration
Le théoreme est vrai pour 2= O et 1. En supposant le théoréme vrai pour (a-1),
montrons qu’il est aussi vrai pour a. Nous avons a = (a-1)+1; et nous pouvons
appliquer la premiére proposition sur cette égalité :
=0+ 1P =@+ 1P (p1=@-D+1(p=alp
a

PropositionI(3) :
Soit x une indéterminée, nous avons :

p=1
L-x= I x-iy (g 3)
=0

Démonstration

Suite au petit théoréme de Fermat, tout entier x modulo pest racine de & —x p1,
d’ou cette factorisation en facteurs linéaires. [J

Proposition I(4) - résultat de Wilson :
Nous avons pour tout nombre p premier :

@-Di=-1[p @
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Démonstration
Considérons le polyndme de la proposition précédente. Une simplification par x
donne :

p-1
o= x-i) 19
i=1
Les termes constants fournissent alors le résultat cherché. [
Proposition I(5) :
Pour tout entier kde {0, ... , p—1}, nous avons :

k
¢ =D )
Démonstration

Nous avons vu que Cl; =0 [p] pour tout k différent de zéro et de p. La relation de
construction du triangle de Pascal donne alors :
dledt ==
+ =C =0

p-1 p-1 P 2

Qui peut se réécrire sous la forme :
k-1
Cl;—l =‘C§-1 [p]

Cette relation de récurrence définit une suite géométrique de raison —1 et de premier

. terme 1, d’ot 1a proposition pour tout k compris entre 0 et (p-1) inclus. [J

Proposition 1(6) — Polynomes d’interpolation de Lagrange :

Soit @ une table de valeurs dans Z/pZ prises par les points de Z/pZ", nous pou-
vons exprimer une telle table par un polyndme P déterminé par la formule d’inter-
polation de Lagrange comme suit :

p-1

P(X,, ... ,xn)=(-1)rlp )y oG, i) 1l (X_-k) (6)

1 - -
(il""’in)e Z/pZn 1 n m= lk—O,katlm

Démonstration
A la différence des formules d’interpolations de Lagrange, nous n’avons pas de
division pour le terme Xm —k. Aussi allons nous simplement montrer, ici, pour un
m donné que :

Pl_:Il Xm—k p-1
=«1f I (x -
k=0k#i | -k k=0,k+1 m
m m m
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Nous avons :
Al -1 -1 -1
I G’ gt O k)
k=0 k=i m Osk<i_ m i<k<p-1 ™
-1-;
_ -1 I T T D IR
= II & K= 176 (p-1-i )t

1<k<i 1<k<p-1-i
m m

Or, nous pouvons réécrire le produit des factorielles précédent, en introduisant un

coefficient binomial :
pP- 1- im - 1 ]
=¢p el
1
Cp_ .
Les propositions 1(4) et I(5) nous permettent de déterminer la fraction précédente:
p-1- im - p
= (1) - [pl=(-1)
1
D"

Dot la formule d’interpolation de Lagrange dans le cas d’un corps fini Z/pZ.[]

[.1.2 Le théoréeme de Fermat-Euler

Afin de démontrer ce théoréme, nous montrons deux propositions: le critére d’Euler, et son

corollaire; qui permettent de caractériser certains corps Z/pZ a I’aide des résidus quadrati-

ques modulo p.

Définition L1 :
Soit p# 2 un nombre premier et 2 un entier non multiple de p. ‘
a s’appelle résidu quadratique modulo p si et seulement si il existe un entier x tel
que X=a (ol '
Nous employons la notation de Legendre :

N [ a] { 1, lorsque a est un résidu quadratique modulo D
p

-1, lorsque a est un résidu non—quadratique modulo D
Pour chaque nombre premier p impair, cette notation de Legendre définit une
application de 1’ensemble des entiers premiers 2 pdans I’ensemble {-1,1}.

Proposition I(7) - Critére d’Euler
Soient a un entier et pun nombre premier, alors

E:_l
[1)532 2 ©)
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Démonstration

Soit rune racine primitive modulo p, c’est—a—dire r [p] avec k variant de 1 a

— 1) génére toutes les congruences possibles non nulles modulo p. Donc

Ll=-1

p

t
Sia=r' ] alors( __av_] ={ L]. Comme rn’est pas multiple de p, et comme nous
p p

b b ' r) a
avons( a__] =( i) (—) nous obtenons| — =( —} ,d’ou (—] =(—l)[
p b p p p p
Suite au petit théoréme de Fermat, comme rest non nul: I "2 1 [p). Brant

p=!
donné que r est une racine primitive modulo p, nous avons r =11 [p]. Ainsi :

)57

2
) () =a?
Soit pun nombre premier impair, alors

r
_ 1, lorsque p=1 [4]
2

p ~1, lorsque p=-1[4]

a
Proposition I(8) :

Démonstration
p-1

p-1
Nous avons (:1) =12 [p), or (——lj= +1, donc [ :1)= “n?
D D b

p-1
Enfin, (-1) > = 1lorsque p= 1 [4]et 2 -1 lorsque p=—1[4].
O
Proposition 1(9) — Théoréme de Fermat-Euler, ou théoréme de Noél de Fermat :
Soit pun nombre premier, alors :

p=20u p=4k+l < JabeIN/p=a +b ©)

Ce théoreme admet plusieurs démonstrations dont en particulier une a 1’aide de la notion
d’idéaux non premiers et non maximaux Zp{i] de Z[i] dans Ribenboim [39], et une autre
géométrique de Minkowski, [32], [33] et [41].
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Démonstration

Le cas p=2est trivial : 2= l2 + 12.

Considérons maintenant les nombres ppremiers impairs.

La réciproque :

Nous savons que :
¢ le carré d’un entier pair vaut : (2n)2 = 4n2 =0[4]

2
® lecarré d’un entier impair vaut : 2n+ 1)" = 4112 +4n+1=1[4]
Ainsi, toute somme de deux entiers élevés au carré modulo 4 ne prend jamais la

valeur 3. Par conséquent aucune somme de deux carrés ne peut exprimer les
nombres de la forme 4k+3, en particulier les nombres premiers p de cette forme.

L’implication :

Nous obtenons la congruence azb’2+ 1 =0 [pl, soit encore Pb2=1 [p.

Cette demiére congruence entrafne I’existence d’une racine carrée modulo p pour
—1. Orla proposition I(8), nous indique alors que pserait un nombre premier de la
forme 4k+1. Ceci exclue les nombres premiers de la forme 4k+3.

Démontrons maintenant que si pest un nombre premier de la forme 4k+1, alors il
peut toujours s’écrire comme une somme de deux entiers élevés au carré :
La proposition I(8) indique qu’il existe u tel que v =-1[p]. Soit L I’ensemble de

toutes les paires (x, y) de 7% tel que y=u x [p]. Ceci forme un réseau, c’est-a dire
un sous groupe additif généré pare;=(1, v) et ex=(-u, 1). Ces deux vecteurs for-

ment un parall€logramme d’aire p qui est le domaine fondamental T associé 2 L,
c’est—a dire qui consiste en tous les éléments de la forme £ ajgavec0<a;< 1.

Le théoréme de Minkowski énonce que pour un réseau n—dimensionnel du plan avec
un domaine fondamental T et un sous—ensemble X convexe symeétrique bomé, si :
volume(X) > 21 volume(T), alors X contient un point non nul du réseau.

Prenons X un disque centré  I’origine de rayonR. Si R%>22 p alors ce disque

contient un point non nul de L. Choisissons par exemple R2 =3 p/2. Dans ce cas
il existe un couple (2,b ) tel que :

022+ P<R=2p<2p
2

Mais modulo p, nous avons :
2 2 2 22
a+b=a+ua=0[p

Aussi 32+ b2, étant un multiple de p strictement compris entre O et 2p, doit étre
égalap
Ce qui termine la démonstration du théoréme de Fermat—Euler. O
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1.2 Polynémes associés aux formules logiques

Avant de fournir les lemmes sur les formules logiques du calcul propositionnel classique dans

les corps finis Z/pZ, nous donnons quelques définitions sur les formules logiques. Puis nous
les précisons dans le cadre des corps finis.

I.2.1 Les formules logiques

Nous reprenons les définitions de Biirckert [9] et de Fraissé [19] sur les formules connecti-
ves, logiques, sur les valeurs de vérité® et enfin sur les formes prénexes et les formules
closes.

Définition L2 :
Une formule connective est formée de symboles, appelés atomes, notés a, b, ¢, ...
et de connections : — (« non »), v (« ou »), A (« et »), = (« implique », aussi dite

«si... alors... »), & (« si et seulement si »). Chaque connection est une fonction
des valeurs de vérité « vrai » et « faux ».

Par exemple, la formule connective a2 = best vraie lorsque a est faux ou lorsque best vrai.

Cependant les connecteurs = et <> sont superflus puisque 1’implication 2= b peut se dire
aussi(—a)v b

Définition 1.3 : ,
Une formule logique est formée de symboles, appel€s individus, notés x, y, z, ...;
de prédicats notés o, B, ...; chacun étant affecté d’un entier nommé arité.

Ajoutons pour constituer les formules logiques, le symbole d’identit€ = joignant
deux individus; les connections connectant entre elles des formules atomiques pour
former des formules composées; enfin les deux quanteurs ¥ (« pour tout » ou
« quel que soit ») et 3 (« il existe ») affectés chacun d’un individu®. '

Définition 1.4 :

La valeur de vérité (vrai ou faux) d’une formule logique dépend d’un ensemble E
appelé base, dans lequel les individus prennent leurs valeurs; puis des relations
sur E, attribuées 2 chaque prédicat; enfin des éléments de E attribués comme
valeurs aux individus libres, ¢’est—a—dire non soumis au quanteur V' ni 2 3.

Par exemple, soit la formule Vy/ o(x, y), prenons pour base E I’ensemble des entiers natu-
rels IN et pour o la relation binaire < sur ces entiers, remplagons x par 0 : 1a formule est
alors vraie. Si nous remplagons x par un entier non nul la formule devient fausse. Et si nous
prenons pour base Z/pZ, la formule précédente est alors toujours fausse sauf si nous
remplagons x par y.

(2) Ces valeurs de vérités ont été introduites en toute généralité par Tarski (1936) d’aprés [19].

(3) Les logiciens indicent les individus qui suivent un quantificateur.
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Définition LS :

Une formule logique est dite mise sous forme prénexesi tous les quantificateurs
sont placés a gauche de ¥, et dont la portée est . Elles sont du type suivant :

£ xl,:zxz,....:nxn/‘l’ (10)
ou les = désignent soit le quanteur V, soit 3; et ou ¥ est une formule logique non
1
quantifiée.
Proposition 1(10) :

Toute formule logique peut étre mise sous une forme prénexe équivalente 2 1’aide
de régles syntaxiques générales qui n’ont rien de spécifique a la base E des valeurs
de vérités.

Démonstration

En guise de démonstration, nous proposons un algorithme de réécriture qui procéde
en trois étapes :

1. Renommer les variables qui sont quantifiées plusieurs fois. Par exemple :
Vx,(fet(Ix,g) oV, (fet(Iy,g))

2. Déplacer toutes les négations 2 I’intérieur en appliquant les lois de dualité
sur les quantificateurs :

non(V x, f) <3 x,non (f)
non(3x,f )< V x,non (f)
3. Déplacer tous les quantificateurs a I’extérieur. Nous supposons ici que g
est indépendant de x :
(Vx,fletgeVx,(fetg)
(Vx,fl)ouge=Vx,(foug)
(3x,f)etge=3Ix,(fetg)
(3x,f)oug<:>3x,(foug)
Nous avons ainsi un algorithme qui réalise des réécritures de formules logiques sous
forme prénexe, et ce indépendemment de 1a base E pour les valeurs de vérités. (]

Définition 1.6 :
Une formule logique est dite close lorsque tous ses individus sont quantifiés.

La formule de I’exemple précédent,Vy / o(x, y) , n’est pas close car I’individu x n’est pas
quantifié.

Les définitions précédentes nous permettent de définir une grammaire BNF, Backus Naiir
Form, qui décrit les formules logiques de forme prénexes sur la base Z/pZ . Nous rappelons
brievement la syntaxe de telles grammaires :
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e les variables grammaticales sont mises entre crochets < >,
e ::=suitla définition d’une variable grammaticale,
e labarre verticale | signifie une alternative pour la définition,
e les crochets [ ] signifient une option,
e les accolades { } signifient une répétition au moins une fois,
e et les guillemets " " encadrent toute chaine de caractéres constants.
< formule logique prénexe> ::= [ <quantificateurs> ] < formule sans quanteur>
<quantificateurs> ::= { <quanteur> < individu> Y [ <liaison> ]
<quanteur> ::="V" |"3"
<liaison> ::=" /" |"tel que "
< formule sans quanteurs ::= < formule composée> | < formule atomique>
< formule composée> ::= < formule parenthésée> | < formule connective> | <négatiorn>
< formule parenthésée> ::=" (" < formule sans quanteur> ") "

<formule connective> ::= <formule sans quanteur> <connecteur> < formule sans quan-
teur>

<COHHCC[CUI> ::=n vn I " ou " ln A "I " et " ln ﬁn l " @"

<négatiom> ::= < connecteur négation> < formule sans quanteur>

o " I "

< connecteur négation> ::=" — non"

< formule atomique> ::= <prédicat> | <égalité>

<prédicat> ::= <nom prédicat> " (" <arguments>" )"

<arguments> ::= <objet> [ ", " { <objet> } ]

<égalité> ::= <objet> " =" <objet> [" [ " <nombre premier>"]" ]

<objet> ::= <individu> | <polynome> ,
La variable grammaticale < individu> désigne des symboles nommant les variables prenant
leurs valeurs dans la base associée. Et la variable < polynéme> désigne une fonction poly-
ndme ou une constante sur le corps fini Z/pZ . La seule particularité€ des formules logiques
sur un corps fini est I'égalité = qui est remplacée par une congruence = precisce
éventuellement par un modulo.

|.2.2 Lemmes des connecteurs logiques

Dans les lemmes ci—dessous, pdésigne un nombre premier. Nous établissons les lemmes qui
nous permettent de réécrire une formule de la logique classique sur Z/pZ en une expres-
sion dans 1’anneau des polyndmes de Z/pZ.

Lemme du connecteur « ou »

Soient deux entiers a et b, alors pour tout entiers r, s compris entre 1 et p— 1, nous
avons :

(a=0(p)) ou(b=0{p) < a b =0[p] (11)
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Démonstration
Comme Z/pZ est un corps, il n’y a pas d’autres diviseurs de zéros que zéro
lui-méme. D’ou le premier lemme sur le connecteur logique « ou ».[J
Lorsque nous combinerons les lemmes des différents connecteurs logiques, nous choisirons
le plus souvent r=s = p—1 ce qui aura pour effet de simplifier les calculs.
Lemme de la négation « non »
Soit un entier a,

non (2= 0[p)) & l—ap—lEO[p] (12)

Démonstration

La négation de a =0 [p] est vraie pour toutes les valeurs de 2 modulo pdifférentes

de 0. Suite 2 la proposition I(3), ces (p-1) valeurs sont les seules racines du poly-
néme :

p-l1 1
M @-=F"-11y
k=1

Ce qui montre ce lemme. (J

Lemme du connecteur « implique »

Soient deux entiers a et b, et pun nombre premier, alors pour tout entier k compris
entre 1 et p—1, nous avons :

(@=0[p) = (b=0[p)) & (1-F") &'=0(y a3

Démonstration

L’implication 2= bpeut se dire aussi (- a) v b. L’application des lemmes préceé-

dents des connecteurs « ou », en prenant régal 2 1, et « non » permet de conclure.
O

Lemme du connecteur « et »

Soient deux entiers a et b, et pun nombre premier différent de 2,
@=01[p) et (b=0[p) « 2" '+ P =0y (14)
Démonstration
La proposition I(3) nous permet d’écrire :
1 A 1,lorsque 2 =0
1-4° lsknl(a—k)s{ i

0, sinon
Ce qui donne 1’équivalence suivante :

a=0[p & ap_lEO[p]

Or dans Z/pZ, avec pdifférent de 2, 1a somme de a° ! + bp_1 [p] ne prend que
trois valeurs possibles :
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e Osietseulement si a et bsont nuls,
e 1 sietseulement si soit a, soit b, est nul mais pas les deux 2 1a fois,
e 2sietseulementsi aet bsont tous deux non nuls.

Seul le demnier cas n’est pas vérifié dans Z/2Z: nous obtenons 0 au lieu de 2.

Nous montrons ainsi le lemme pour tout nombre premier impair p.[]

Second lemme du connecteur « et »

Soient deux entiers 4 et b, et pun nombre premier de la forme 4k+3,
(a=0[pD et (b=0(p]) & 2 +b°=0(p) as)

Démonstration ,
Le théoreme de Fermat—Euler nous permet de garantir qu’il n’existe pas de sommes
de carrés modulo pnulles lorsque pest de 1a forme 4k+3. D’ou ce second lemme.
O
Nous donnons enfin un lemme pour le corps Z/2Z pour le connecteur « et » :
Lemme du connecteur « et » dans Z/2Z
Soient deux entiers a et b,
(a=0[2) et (b=0[2]) & a+b+ab=0[2] (16)

Démonstration

La formule (16) est aussi équivalente 2 a+ b= ab[2]. Or, si nous comparons les
tables d’addition et de multiplication dans Z/2Z, nous avons :

a+ b[2] b ab[2] b
0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
a a
1 1 0 1 0 1

Seul Ie couple (0,0) prend la méme valeur. Ce qui montre le lemme. O

Nous résumons les lemmes précédents dans la table de réécriture des connecteurs logiques
ci—dessous :

Connecteurs Z/pZ p=1[4] 727
AouB ATE, 1520 — AB
non A 1-AP7! — 1-A
A =B aA-aAP"HBY k20| — (1-A)B
AetB AP~ P! AZ.B% | A+B+AB
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Lorsque p=2, nous retrouvons I'isomorphisme de Stone, [3] et [11], qui pour la logique
classique, transforme chaque formule connective en un polyndéme de Z/2Z. La seule diffé-

rence tient a la correspondance entre les valeurs de vérité qui est ici : O pour « vrai », et 1 pour
« faux ».

1.3 Théorémes d’existence de zéros dans les corps finis

1.3.1 Cas des fonctions de Z/pZ[X]

Proposition I(17) :
Soit pun nombre premier, et f une fonction de Z/pZiX],

p-1
35/ fn=00 = 11 f=0(p an
Jj=

Démonstration

La fonction f admet un zéro dans Z/pL si et seulement si f(0)=0 [p] ou
f)=0[pl ou ... f(p-1)=0[p)]. Le lemme du connecteur « ou » appliqué p-1
fois avec k= 1 termine la démonstration. []

Définition 1.7 :

L’équation de la proposition I(17) associée a ’existence de racines d’une fonction
fde Z/pZ, est appelée équation de contrainte ou contrainte.

1.3.2 Résolution dans Z/3Z[X]
Proposition I(18) :

Soit pun nombre premier, et trois entiers a, b, ¢ de Z/3Z.

L’équation polynémiale de Z/3Z, a x2+ bx+ c=013], est équivalente aux deux
équations suivantes :

c(@a+ b+c)(a-b+c)=0[3]

x=®(1-2)(1-8)(1 -E)=bc (1-a>)+ 2 (b +y bz—ac) (3]

Démonstration

(18)

La proposition I(17) donne directement 1'équation de contrainte pour les fonctions
de Z/3Z. Cela correspond 2 la premiére équation.

Nous recherchons maintenant les zéros selon les différentes situations possibles :
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1. Lorsque les coefficients a, b, ¢ sont tous congrus a 0 modulo 3, nous avons
x quelconque. Nous posons alors x=®, ou @ désigne une valeur
quelconque de Z/3Z. Nous appelerons @ parametre libre®.

2. Lorsque aest congru 2 0 modulo 3 et b non congru a 0 modulko 3, nous
avons x =-bc [3]

3. Etenfin, lorsque le coefficient a est non congru a 0 modulo 3, nous som-
mes dans le cas d’une résolution d’une équation quadratique. La solution
est similaire 2 celle du corps des réels IR :

X=_—bi_bJ—2___-_ac =a (b i\/ bz—ac) [3]

2a

Nous remarquons que la condition sur le signe du discriminant,
A= bz—ac, est contenue dans la condition d’existence de racines x. En
effet, si cest congru 2 0, la condition est toujours vraie. Sinon, nous pou-
vons diviser par ¢ et nous obtenons la  contrainte :
(@a+b+0)(a—-b+c)=0[3] qui s’écrit aussi: a2 —b2 —ac + 1. Nous
avons alors A = a2 + ac+ 1. La table des valeurs ci—dessous montre que le
discriminant A n’est jamais congru a —1 dans ce cas.

A [3]

1 111 0
-1 0} 1 1

Les cas précédents s’écrivent respectivement sous forme logique comme suit :
1. (asb=c=0)=>x=9
2. (aEO)etnon(b; 0)=>x=-bc

3. non(a=0)= xsa(bi\l bz—ac)

Par application des lemmes de la section 1.2.2 sur ces formules connectives, en
prenant k= 2 pour le lemme de la connection « ou », nous obtenons :

L x(1-DU-BDA-AD=01-DA-BY1-D
2. x (1 -D)F =—bc (1-2)

3. x azsa( b i\} bz—ac)

Ces trois équations correspondent a trois cas disjoints, aussi pouvons—nous les

" N 2 2 2
additionner. Le terme en facteur de x, aprés développement, vaut 1 + ¢ (a +b2) ,
ce qui ne s’annule jamais modulo 3, d’ot la proposition. [J

(4) Les parametres libres sont aussi appelés « variables fantdmes ».
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1.3.3 Résolution "quadratique" dans Z/3Z[X]

. . 2
Nous serons amené a résoudre des équations du second degré non pas en xmais en x .
Pour cela, nous avons la proposition suivante :

PropositionI(19) :

Dans Z/3Z 1a résolution en x2 de I’équation a x2 +bx+c=0[3] est équivalente
aux deux équations suivantes :

ab2 (c-a)+ac+ 02 =0[3]
(19

x’= 0% (1 - 1-)(1-) —ac[3]

Démonstration

. 2 - . 2 ,
Une solution en x~ existe si et seulement si 1 €quation ax + bx+ ¢ prend I’'une
de ces formes :

2 . R
ax +c=0,avec le coefficient a non congru 2 0;
bx=0, avec le coefficient bnon congru 2 0.

oubien, a=b=c=0

En appliquant la proposition 1(16) sur la premiére congruence, nous obtenons
comme €équation de contrainte : ¢(a+c) =0 Les autres cas donnent une con-

trainte toujours vraie, c’est—a—dire 0= 0. Pour qu’une solution en x existe, nous
devons avoir : ‘
b=0etc(a+0)=0

a=0etc=0
oubien, a=sb=c=0
L’application des lemmes sur les connecteurs logiques donne :
2 2 2 2.2 2
b +c (a+c)7)(b +c )@ +¢c)=0
Ce qui est équivalent aprés développement 2 la contrainte de la proposition :
ab2 (c-a)+ac+ czs 0
Pour déterminer 1a solution en xz, nous considérons chaque cas :

-

2 2
ax +¢c=0 o x =-ac

J 2

bx=0s= x =0

L oubien, X' =& (1-2)(1-5)(1- ), avec ® parametre libre de Z/3Z
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Ces différents cas sont disjoints, aussi pouvons—nous les ajouter, ce qui donne la

. 2 ..
solution en x de la proposition.[]
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Chapitre I

Elimination des quantificateurs
dans les corps finis

Nous abordons le probleéme de 1’élimination des quantificateurs d’une formule logique du
premier ordre sur un corps Z/pZ. Nous proposons un algorithme d’élimination qui détermine
1’équation de contrainte associée 2 une formule logique donnée. De plus, pour les corps
Z/3Z, nous montrons que 1’on peut déterminer les inconnues quantifiées par le quanteur
existentiel. Ceci permet non seulement de foumnir une condition pour qu’une formule, dans un
corps fini, soit vraie, mais aussi de fournir la ou les solutions possibles.

Il.1 Introduction

11 s’agit donc de trouver un algorithme qui, étant donné une formule quantifiée, fournisse une
formule équivalente sans quantificateur. Dans le cadre de la géométrie et de I’algebre
¢lémentaire, Tarski [42] a montré que pour toute formule il existe une formule équivalente
sans quanteur 3 ou V, et a proposé un algorithme d’élimination assez limité [16]. Par la
suite, plusieurs méthodes ont été développées plus particulicrement la décomposition
cylindrique algébrique de Collins, [16], [31], [2], [38], et ce probléme n’a pas de solution
satisfaisante car les algorithmes sont a fortiori de complexité doublement exponentielle
d’aprés Davenport et Heintz [17]. De plus I’ordre d’€limination des variables quantifiées, ou
leur nombre, peuvent conduire dans certains cas & un échec de la méthode de décomposition
cylindrique algébrique comme le montrent Davenport [18] pour le probleéme de
déménagement de piano, et Amon [6] pour la recherche d’une condition pour qu’un
polynoéme du quatrieme degré soit positif.
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11 s’avére que dans le cadre des corps finis Z/pZ, nous montrons que toute formule logique
du premier ordre, quantifiée, peut étre réduite 2 une formule sans quantificateur. De plus, les
algorithmes que nous proposons sont de complexité simplement exponentielle. Pour le corps
Z/3Z, nous pouvons non seulement fournir une condition sur I’existence de solutions pour
une formule quantifiée, mais aussi calculer I’ensemble de toutes les solutions possibles.

2 Elimination des quantificateurs dans les corps finis

Nous énongons et démontrons le théoréme suivant :

Théoreme II(1) :
Pour toute formule logique du premier ordre & sur un corps fini Z/pZ, il existe une
expression algébrique ¥ de Z/pZ, sans quantificateur existentiel ou universel qui
lui est équivalente :
E XE Z/pL ... Exe Z/pZ /<I>(xl, e X Y ,ym)
¢Y)
e Y0, 2y )=0[pl

ou Z désignent soit le quanteur V, soit 3; les variables x; sont les variables
]

quantifiées; et les variables ¥, sont des paramétres.

Démonstration
Nous avons vu au chapitre I que toute formule de Z/pZ peut étre mise sous une
forme prénexe équivalente 2 I’aide de regles syntaxiques générales, qui n’ont rien de
spécifique a 1’arithmétique des corps finis.
Une méthode incrémentale consiste 2 éliminer les quantificateurs un par un . I1 suffit -

d’éliminer le quantificateur de la formule = x /P (xl,xz, ..., X ) pour obtenir
n n

une formule équivalente @ | sans quantificateurs et portant sur Xps Xy ves
n—

X _1 puis de recommencer 1’élimination sur les variables restantes. On obtient

finalement une formule <I>0 sans quantificateurs.

Reste a éliminer le quantificateur = qui est soit existentiel, soit universel, de la
formule suivante : « = x/ D(x) » ol ® est mis sous forme disjonctive ou
conjonctive 1’aide des connecteurs logiques. Or, nous avons vu, au moyen des
lemmes établis sur les connecteurs logiques, que toute proposition portant sur des
€galités du corps Z/pZ est équivalente 2 une expression de Z/pZ.

Ainsi le probléme initial revient 2 traiter 1'une de ces éliminations :

* Soit €liminer le quantificateur existentiel de « 3 xk/ <I>k(xlg =0[p] » ou

d)k peut comporter des parameétres.
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Nous avons établi une proposition sur I’existence de zéros dans les corps
finis, la proposition I(17), qui nous permet d’écrire I’équivalence sui-
vante :

p-1
= H () =
3 xk/d>k(xk) 0[p] & i OCDk(J) 0[p]
Si nous ne nous étions pas limités aux logiques du premier ordre, cette

derniére équivalence serait fausse. En effet, si (Dk admet un parametre y,

une fonction polynomiale, le produit précédent pourrait s’annuler sans que
X existe. Ceci du fait que I’anneau des fonctions polynomiales n’est pas

integre.
e Soit éliminer le quantificateur universel de « V X /<I>k(,? =0[p] » ol
<I>k peut comporter des paramétres.

Nous pouvons, sur un corps fini, réécrire I’expression précédente a 1’aide
de la double négation comme suit :

ka/(bk(xk)EO [P < non( Bxk/non(QDk(xQEO ))
Soit encore en appliquant le lemme de la négation :
-1 _
< non(3x / 1—<1>]’; x)=0(p))

L’élimination du quantificateur existentiel, vue auparavant, nous donne :

< non (pl:ll ( l—d?i_l(xlg) EO[P]]

j=0
En appliquant de nouveau le lemme de la négation, nous obtenons :

p=1 p-l
o 1-[}:10( 1-<1>§'1(x13)] =0p]

1\P7! p-1
En remarquant que ( l—ap =l-a [p], nous avons finalement :

p-=1

e 1-11 (1-«1{“1(;@)50 ol

j=0

Chacune de ces élimations de quantificateurs nous donne une expression algébri-
que qui définit un nouveau d>k r De proche en proche nous pouvons ainsi éliminer

toutes les variables quantifiées, ce qui termine la démonstration. []

Ce théoréme ne mentionne pas une correspondance biunivoque entre une formule logique
sur Z/pZ et une expression algébrique de Z/pZ. Nous avons vu au chapitre I que, lorsque
p=2, nous avons 'isomorphisme de Stone. Dans ce cas, nous avons une et une seule
expression  algébrique  correspondant a2 une  formule  logique  sur
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Z/27. Cependant, pour les autres nombres premiers p, nous n’avons plus isomorphisme
entre 1’ensemble des formules logiques sur Z/pZ et 1’ensemble des expressions algébriques
de Z/pZ

Ceci vient du fait que les lemmes de réécriture d’une formule logique en une expression
algebrique, construisent un polynéme parmi une famille de polynémes qui admettent tous les
mémes zéros. Nous pouvons méme préciser que ce sont les lemmes des connecteurs logiques

«0u » et « et » qui générent une telle famille de polynémes. En effet, une formule connective
sur Z/pZ comme : (P et Q et R), peut admettre trois expressions algébriques différentes de

-1 -1.p-1 -1 . ,
la forme : (Pp + Qp )p +RP , les deux autres expressions s’obtenant par
permutation circulaire de P, Q et R. Le lemme du connecteur logique « ou » peut admettre,

du simple fait du choix de la puissance, (p — 1 )2 expressions différentes : Pk Qr, avec ket
rnon nuls.

Cependant, bien que nous n’ayons plus I’isomorphisme de Stone pour p premier différent de
2, nous pouvons représenter toute formule construite avec polyndmes et des congruences
modulo p par un polynéme ne prenant sur Z/pZ que les valeurs 0 ou 1. Ainsi par exemple :

a) A=0[p) & A’ '=o[p
b) non(A=0[p]) & 1-AP ' =0[p]
) (A=0[p))ou(B=0[g) < (ABY '=0[p]
d (A=0[plet (B=0[g) < A* '+BP ' (ABY =0y
Cette demiére équivalence est simplement la traduction de I’égalité dans les ensembles :
Card (AN B)=Card (AUB)-Card (A )- Card (B)

Egalité vraie aussi dans les algébres de Boole puisque Ap"1 ne prend que 1a valeur O ou 1.
Dans ce cas nous retrouvons la formule classique établie en 1(16).

I3 Algorithmes d'élimination des quanteurs dans les corps finis

11.3.1  Algorithme dans le cas général

La démonstration du théoréme II(1), nous fournit un premier algorithme d’élimination des
quantificateurs. Pour qu’un tel algorithme de calcul symbolique puisse manipuler des objets
définis dans les corps finis Z/pZ, il suffit de définir pour le systeme de calcul formel les régles
suivantes :

1. Soit une regle récursive :

Pour tout x, remplacer X par x,

soit une régle non récursive :
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2 sin=00p

n
Pour tout x remplacer x par

nmodulo (p—-1) .
X @ ),smon

2. Pour tout entier n, remplacer n par nmodulo p
La premiére régle est une traduction du petit théoréme de Fermat. La seconde régle ne
s’applique pas aux entiers présents dans les puissances.
Nous supposerons que 1’algorithme accepte en entrée une formule logique @ déja mise
sous forme prénexe et un ensemble de variables quantifiées soit par 3, soit par V, a
éliminer. L’algorithme retourne une équation de contrainte V.

Algorithme d’élimination des quantificateurs dans Z/pZ :

Entrées : @, variables
Sorties : ¥

¥ « Polynéme associé¢ a: @

Tant que (variables = &) faire
X « PrendreUneVariableDans : variables
Enlever : x des : variables

IR
Pour j allant de 0 a p-1
faire [1 « [I * (Substituer : x par : j dans ')

Si x quantifié par v
alors ¥ « 1 -[1"(p-1)
sinon ¥ « []

fin Tant que

Retourner ¥

11 est clair que cet algorithme se termine, puisqu’a chaque itération, le nombre des variables
diminue d’une variable et s’arréte lorsqu’il n’y en a plus. Bien qu’un tel algorithme soit ais€ a
mettre en ceuvre a 1’aide d’un systéme de calcul formel, il est colteux en pratique car la
complexité est exponentielle :

e enmanipulations symboliques, et

e enmémoire.
Nous énongons puis montrons les propositions suivantes relative a la complexité de
I’algorithme précédent :
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Proposition I1(2) :
L’algorithme précédent d’élimination des quantificateurs existentiels et universels
dans les corps finis Z/pZ nécessite :

O( p2 m +m) Log p) opérations symboliques,

@
m+n . . .
O(p ) mémorisation de monémes en m + n variables.
ol m est le nombre des parametres, et n le nombre de variables quantifiées.

Démonstration
Nous reprenons les notations de la démonstration du théoréme II(1) :
Soit la formule logique @, mise sous forme prénexe et uniquement avec les
quanteurs universels V, ce qui correspond 2 un calcul plus coliteux que pour les
quanteurs existentiels.
Soient les nvariables xJ quantifiées par V, et m variables ¥, non quantifiées.

La réécriture de ® a1’aide des lemmes des connecteurs logiques nous donne une
expression polynomiale ¥ en m + nvariables. Le degré maximum en chacune des

variables est p-1, cela donne donc pour ¥ un développement en au plus pm T
mondmes.

Nous notons par & le nombre de variables restante 2 éliminer lors d’une étape de
I’algorithme. L’élimination d’un quantificateur de ® au moyen de la demiére
expression établie dans la démonstration de II(1) conduit 2 calculer Dppolynémes
en m+ k- 1variables, puis 2 effectuer leur produit pour déterminer le polyn6me
IT de I’algorithme, et enfin 2 élever 2 la puissance p-1. Au lieu d’effectuer p
produits, on peut les réduire a log2 p en employant une méthode binaire pour la-

multiplication ainsi que pour I’élévation 2 la puissance p—1.

Un produit de deux polynémes de pmﬁkk-1 mondmes donne p2 (m+k-1)

mono6mes. Aprés réduction des degrés par la régle associée au petit théoréme de

m+k-1
Fermat, nous nous retrouvons de nouveau avec au plus p mondmes. La

(m +Kk)

multiplication a donc pour complexité O( p2 Log p). Ceci nous renseigne

. . . . . +k, .
- aussi sur la taille mémoire nécessaire aux calculs qui est en O( pm ) juste
avant d’effectuer les produits. Puis, le calcul de la puissance nécessite les mémes
opérations, ce qui nous donne 1a méme complexité. Ces complexités s’additionnent

pour finalement obtenir, lors d’une élimination de variable, une complexité en
2(m+k)
O(p Log p).
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On effectue néliminations, ce qui revient a parcourir kde na 1. Le cumul des
complexités de chacune des étapes donne finalement une complexité sur le nombre
2 (m +n)

des opérations symboliques en O( p Log p), et une place mémoire initiale

en O( pm " n) qui va en diminuant jusqu’a O( pm ).
Ce qui montre la proposition. [

L’élimination de quantificateur qui nous intéresse plus particulierement est celle des quan-
teurs existentiels, que nous illustrons par les exemples qui suivent.

I1.3.2 Exemples dans Z/17Z et Z/19Z

Le théoréme de Fermat dans Z/pZ

Considérons par exemple le théoréme de Fermat dans les corps Z/pZ. Formulé 2
1’aide des connecteurs et quantificateurs logiques sur Z/pZ, nous avons .

dx3 y3 z/(xn+yn5 z [Phetnon(xyz=0[p])etnon (n[ple {0,1})
La premiére étape de notre algorithme d’€limination est de réécrire cette formule en

une congruence modulo p. Pour p= 17, nous obtiendrons alors le développement
de:

Ix3yI 2/ { (P =) (1-(xy ) (A= @m-1)'* )

=0[17]
Et pour p= 19, le développement de :
3x3y3 2/ (K4 P -2 (1= (xy )Y Ve (A= @@ )
=0[19]
Puis, en supposant que P représente 1’'un des deux polyndmes précédent,
1’algorithme va calculer le produit suivant :
p=1p=1p=1

NI pxyzom

x=0 y=0z=0
Ce qui nous donne une équation de contrainte fonction de nqui :
e pour p= 17, est vérifi€e pour :
ne {2,3,56,7,9,10,11,13,14,15 }
e et, pour p= 19, est vérifiée pour :
ne {2,34,57,8,10,11,13,14,15,16,17 }
Si nous avions donné une valeur particuli¢re de n, par exemple n=6 ou 12,
1’équation de contrainte obtenue serait alors, dans les deux cas, toujours fausse

puisque nous aurions alors : ¢ =0 [p], avec ¢ une constante non nulle et p=17 ou
19.
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Intersections de courbes discreétes

Nous recherchons la condition pour que deux courbes discrétes s’intersectent. Par
3 " 5 ” k4 s 2 2 2
exemple, soient un "cercle discret” d’équation « x +y =R [£] » et la courbe

discréte « x> + y5 =g [£] », qui admet des solutions 2 la fois pour L=17et 19
d’apres 1’exemple précédent. Nous avons la formulation logique suivante :

2 2 2 5 5.5
IxIy/(X+y =R [g])et(x +y =S 14D)
L’algorithme, en appliquant les lemmes sur le connecteur logique « et », va réécrire
cette formule logique. Pour Z/17Z, avant développement des puissances, nous
avons :

Ix3y/ (K +y R4 4y = =017
L’algorithme nous fournit alors la contrainte "’ suivante :
B 0R % 158 11 R0S% 3855+ 132555 68 *e 10 5% %) = op7)
Puis pour Z/19Z, avant développement des puissances, nous avons :
Ix3y/(C4y? R+ (X +y° - =0[19]

L’algorithme nous fournit alors la contrainte(® :

18 16 18 10 18 4 16 18 16 6 16 14 14 14 8
1 7R S +6R S +6R S+17R S + 6R S+ 11R +5R S +5R S

+2R* S+ 18R+ 1282 5% sRZ 5% 18 RS RO §2 1280 11 R

+17R S+ 16 s + 18 B P+ 3RS 5™ 158°5™%% 14 RS s's 2 R* 50, 17k 52

+9R %+ 8B R sMe 15K 5% 16 BB 5P+ %54 175° < 0[19]

Nous avons par exemple les conditions triviales pour Z/17Z : R=0 ou S=0,
tandis que dans Z/19Z, nous obtenons : R=0 et S = 0. Comme précédemment,
nous pouvons rechercher les racines en R et S de ces contraintes.

Cependant, lorsque nous énumérons les solutions en (R,S), puis fabriquons par

réduction de la formule logique en polynéme, nous obtenons :

2 18 4 16 18 4 10 1-0 12 8 14 6 16 4 18 2
RS +7RS +17R S+2R S +4R S+ 8R S+ 10R S+ 15R N

+25+10R = 0[19]

Ce polyndme comporte 10 mondémes au lieu des 31 du polyndéme obtenu par notre
algorithme d’€limination. En revanche, le polyndme résultant d’une solution
mathématique rigoureuse est :

S+10R S+ 18 5 +9 R =0119]
Ces trois polyndmes admettent le méme ensemble de zéros, 145 zéros, et ils

permettent d’illustrer que 1’algorithme d’élimination nous retourne un polynéme
parmi la famille des polyn6mes ayant un méme ensemble de zéros. Ce polynéme

(1) Ces résultats ont été directement insérés dans ce document Grif au moyen de I'interface Grif/Reduce,

[21], exposée dans I'annexe B, aprés avoir exécuté une session Reduce pour I’élimination des variables.
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n’est pas en général un polyndme mis sous une forme réduite, soit par le nombre de
monomes, soit par le degré total ou en chacune des variables.

11.3.3 Exemple détaillé dans Z/3Z
Considérons par exemple le probléme suivant : sous quelles conditions un "cercle discret”
centré a I’origine de rayon unité, et une "droite discréte” du plan Z/3Z2 s’intersectent—ils ?

La formulation logique de ce probléme est de rechercher tous les couples (x,y) tels qu’ils
appartiennent 2 la fois au cercle discret et 2 une droite discrete, soit encore :

IxIy/(F+ =113 et(y=ax+b[3])
L’application des lemmes sur les connecteurs logiques nous permettent d’obtenir
I’équivalence suivante :

3 x3 y/(x2+y2-l)2+(y—ax—b)250[3]

L’algorithme d’élimination des quantificateurs consiste alors a déterminer 1'équation de
contrainte suivante :

2 2
IT II ((x*+ =17+ (y-ax-b))=013]
x=0y =0

Le développement de ce produit est :
(B+1) (Brb+1) (BP=b+1) (a—ab +b) (a°—ab +5-+a +b-1) (a—ab+b'~a —b-])
(a2+ab +b2) (az+ab +b2—a + b-1) (a2+ab +b2+a -b-1)=0[3]

Or une étude attentive de ces facteurs nous permet de repérer des facteurs qui ne s’annulent
jamais. Ces facteurs, que nous appelons "facteurs parasites”, sont : '

2 2 2 2 2
(b+1) (a-ab+b +a+ b-1)(a +ab+b-a+b-1)
De plus, les autres facteurs ont des racines qui sont contenues dans un autre facteur, ou bien

admettent des racines multiples. IIs forment une autre classe de facteurs parasites. Ainsi,
avons—nous :

2 2 . . 2

e (4 -ab+b -a-b-1)qui a ses racines contenues dans (a —ab +b2)
2 2 . . 2

e (a +ab+b +a-b-1)qui a ses racines contenues dans (a +ab +bz)
2 2, . . , . 2

e (4 -ab+b)qui admet des racines doubles car c’est aussi (2 + b)

2 2. . . . 2
e (4 +ab+b)qui admet des racines doubles car c’est aussi (2-b)

Finalement, la condition d’existence de solutions a notre probleéme d’intersection, est réduite
a:

(B + b+ 1) (B -b+1)(a+ b) (a—b)=03]
Ce qui donne apres développement :

a2 (B -1)=0[3]
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Or, malgré la présence de facteurs parasites, I’algorithme d’élimination de quantificateurs
nous retourne la méme équation de contrainte. La condition d’existence de solutions a notre
probléme est alors :

3 x3 y/(x2+y25 IBDet(y=ax+b[3]) & ((@a=0[3)) ounon(b=0([3]))

1.3.4 Extension de l'algorithme d’élimination

L’algorithme d’élimination précédent permet de fournir une formule sans quantificateur
€quivalente a une formule initiale. Cependant, dans le cas d’une élimination de variables
quantifi¢es, il donne seulement une condition d’existence des solutions sans déterminer les
solutions des variables quantifiées de la formule initiale.

Dans le cas de Z/3Z nous proposons un algorithme, qui non seulement élimine les
quantificateurs, mais détermine aussi quelles sont les valeurs ou eXpressions que prennent
les variables quantifiées grace aux propositions I(18) et 1(19). Nous modifions I’algorithme
précédent de maniére 2 inclure le calcul des solutions.

A T’algorithme précédent, nous rajoutons la variable solutions qui contiendra comme
résultat un ensemble d’équations, le membre gauche étant la variable quantifiée et le
membre droit 1a ou les solutions associées. Afin de préciser si nous voulons une résolution en

Xou en x2 pour une variable donnée lors d’une étape de I’algorithme, I’ensemble variables

contient des variables sous les formes suivantes : x ou x2. La procédure Déterminer: o
dans: e décide alors en fonction de la forme de la variable quelle résolution effectuer.
Lorsqu’il s’agit d’une résolution en x, nous introduisons I’opérateur signe + suivi d’un
numéro afin de le différencier d’un autre opérateur signe. La seule régle particuliére de cet
opérateur, est qu'il est remplacé par 1 lorsqu’il est élevé au carré. La procédure

. . 2 . .
Substituer: e par: e dans: e, substitue xou x_ dans les €quations des solutions. Le seul cas

particulier a traiter porte sur les substitutions en x2 dans une équation qui comporte un
facteur en x. Nous pouvons considérer ce cas particulier soit comme une erreur dans le
choix de la stratégie de résolution pour une variable donnée, soit comme un cas nécessitant le
calcul de la racine puis sa substitution. Cependant le second choix, donne, éventuellement,
une nouvelle équation de contrainte qui s’ajoute aux autres.

Pour déterminer les solutions des variables quantifiées, nous appliquons la méthodologie
suivante: lors de la k—i¢me étape de algorithme, nous avons déterminé k équations
correspondant chacune a une solution, et nous avons une €quation de contrainte qui porte au
plus sur n—k variables quantifiées. Nous prenons une variable parmi les sur n—k variables
quantifiées restantes. La procédure Déterminer: o dans: e fournit alors une nouvelle
solution que nous substituons i I’ensemble des k équations précédentes, puis qui S’ajoute a
cet ensemble d’équations. La suite de 1°algorithme calcule I’équation de contrainte comme
précédemment.
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Nous avons alors 1’algorithme suivant, la variable x est une variable symbolique qui aura
pour contenu soit un nom de variable, soit un nom de variable €levé au carré.

Extension de I'algorithme d’élimination dans le cas Z/3Z :

Entrées : @, variables
Sorties : ¥, solutions

¥ « Traduire : ®
solutions « @

Tant que (variables = &) faire
X « PrendreUneVariableDans. variables
Enlever. x des: variables

uneSolution « Déterminer. x dans. ¥
Pour chaque équation dans solutions

faire équation « Substituer. x par: uneSolution dans: équation
solutions « AjouterEquation: ( x = uneSolution) dans: solutions

11
Pour j allant de 0 a p-1
faire 1 « I1 * (Substituer. x par: j gans:'¥)

¥ « I1
fin Tant que

Retourner ¥ et solutions

Pour les mémes raisons que pour le premier algorithme, cet algorithme se termine du simple
fait qu’a chaque itération le nombre des variables diminue jusqu’a €tre nul. Nous avons la
proposition suivante pour la complexit€ :

Proposition II(3) :
L’algorithme précédent d’élimination des quantificateurs dans le corps fini Z/3Z

et de détermination des solutions associées aux variables quantifiées nécessite :

O( 32 (m +n) Log3+ n2 ) opérations symboliques

3
O(n 3" ) mémorisation de monémes en m variables.
ol m est le nombre des parametres, et 1 le nombre de variables quantifiées.
Démonstration
A I’algorithme d’élimination précédent, nous avons ajouté de nouvelles instructions,

qui sont en 0(122) opérations, et en O(n 3m) pour la place mémoire, due au
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calcul des n solutions qui sont fonction des m parameétres. Nous négligeons la
création des parametres libres. Ces complexités s’ajoutent 2 celles établies a la
proposition II(2). D’ou les résultats. []

11.3.5 Suite de I'exemple détaillé de 2/3Z

Résolution en xet y

Nous reprenons le probleme précédent: quelles sont les intersections entre un
“cercle discret" centré 2 1’origine de rayon unité, et une "droite discrete” du plan
Z/3Z2 ? Nous décrivons les diverses étapes de 1’algorithme précédent qui doit nous
proposer au bout du compte des solutions en xet yde :

IxIy/( x2+ yz— l)2 + (y—ax—b)250 [3]
La premiére itération cherche une solution pour x. En appliquant la proposition
I(18), I’algorithme détermine alors deux €quations, 1’équation de contrainte et une
solution pour x qui sont respectivement(? :

2 2 2 2
2y2a2b +2ya +y2+ yb+ a2b2+ a2+b =0
x= i(l)[yz a2 b2+ 2 y2 a2+ 2y2 b2+y2+ 2 a2 b2+ a2+ b2+ 2] +a b[y2+ 2}
L’opérateur signe plus ou moins, +, est suivi d’un nume€ro, ceci afin de pouvoir

repérer s’il s’agit d’un méme signe +, ou d’un autre différent pour la suite des
calculs. '

. La seconde itération détermine une solution pour y a partir de 1’équation de
contrainte précédente. 11 en obtient une nouvelle qui est :

a2 [2 b2+ 1] =0
et détermine aussi une solution pour y :
y= D24 b+ b{a2+ 1]
11 ne reste plus qu’a substituer cette solution ydans les autres solutions calculées
précédemment, soit ici seulement x. Ce qui nous donne finalement pour x :

x= i(l)[az b2+ a2+ b2+ 2} +ab
Nous avons deux solutions pour ( x, y ). Si nous n’avions pas différencié les signes
*, nous aurions pu penser que 1’algorithme d’élimination propose 4 solutions

différentes. Un autre exemple, donné en I1.4.2, utilise trois signes + dont deux
identiques.

Résolution en x* et y2

Nous pouvons également rechercher des solutions en x2 et en y2 au probléme
précédent. La premiére itération cherche une solution pour x en appliquant la
proposition 1(19). L’algorithme obtient alors deux
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équations, 1’équation de contrainte et ’équation de la solution pour x qui sont
respectivement( :
2 2,2 22 2 2 2.2 2 2
yab+ya+2y+2yab+2yb+ab+a+2b=0
2 2.2 2 2 2.2 2 .2
X=y b+y -ya b+2yb-a b -a +b+1
La seconde itération détermine une solution pour y a partir de 1’équation de
contrainte précédente. Il en obtient une nouvelle qui est :
2 .2
a+b=0
et détermine aussi une solution pour y :
2 2( 2
y=2b [a + 1]
11 ne reste plus qu’a substituer cette solution y dans les autres solutions calculées
précédemment, soit ici seulement x. Ce qui nous donne finalement :

x2= 2 a2+ 2b2+1

. . . . 2 2 2 2
Nous pouvons ici réécrire ces solutions X et y en remplacant b par —a. Dans ce

2 2 s
cas, nous obtenons x =1 et y = 0. En général ce genre de substitution n’est pas
possible a partir de 1I’équation de contrainte.

Résolutions en x2 ety,ouen xet y2
Nous pouvons également effectuer des résolutions mixtes. Ainsi, la recherche de

. 2 2 .
solutions en x et y, ou en x et y nous donne respectivement les résultats
@M.

suivants*’ :
2Be1) =0
2= a’br 247+ 26741
y=b
et
[ a2b2+a2+b2= 0 ]

x= t2d e+ BPe2) + 2ab
y2= bz[a2+ 2]

4 Expérimentations

Nous avons implémenté sur le systéme de calcul formel Reduce les algorithmes précédents,
et les expérimentations suivantes ont été réalisées sur une machine IBM RS/6000.
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[1.4.1 Temps de calculs expérimentaux

Dans cette section nous étudions les temps d’exécutions des algorithmes précédents dans le
corps Z/3Z. Les conclusions de cette étude nous ameéneront 2 étudier de nouveaux
problémes.

I.4.1.1 Polynémes "denses”
Nous envisageons dans un premier temps le cas ot tous les coefficients sont présents, soit
pour un total de nvariables 3" mondmes, et ce sous plusieurs formes différentes :

* coefficients sous forme de paramétres, tous différents,

* coefficients sous la forme d’un seul paramétre,

¢ coefficient sous forme de constantes.

Il s’avére que toutes les expérimentations donnent les mémes temps de calculs, quels que
soient la nature des coefficients, et leur nombre. Ces expérimentations nous permettent
d’€tudier les temps de calculs dans des situtations extrémes. Nous n’avons pas pu dépasser 3
variables, les temps de calculs devenant excessifs.

Nombre de variables Temps cpu
4 éliminer Algorithme de calcul | Algorithme de calcul
de la contrainte des solutions
1 70 ms 360 ms
2 2130 ms 47 680 ms
3 64 677 ms —

Fig. 2.1 : Temps expérimentaux dans le pire des cas

Ces données, bien que nous en ayons peu, nous confirment que la complexité des algorithmes
précédents est exponentielle. Pour le premier algorithme, le rapport entre deux temps
successifs est de 30, et pour le second sans doute d’au moins 130.

I.4.1.2 Polyndmes "creux"

Dans la pratique, nous avons rarement des manipulations de polyn6mes "denses". Les
expérimentations suivantes ont été réalisées avec des polyndmes ol une trés grande partie
des coefficients sont absents. Par exemple, dans Z/3Z, un polyndme dense en 13 variables
comporte au plus 313= 1 594 323 mondmes, et pour un méme nombre de variables, avec un
polynéme issu d’un probléme particulier, nous avons seulement 5 751 mondmes, ce qui
représente un polynéme "creux”, par analogie au calcul matriciel. Cette—fois ci le nombre
maximum de variables que nous pouvons éliminer et calculer leurs solutions se situe aux
alentours de 10-12 selon les cas. La figure suivante donne les temps cpu moyens obtenus
avec les algorithmes précédents pour déterminer les solutions.
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3s ———— Polynémes "denses"
Polynémes "creux”
0.7s
Nombre de
1 4 8 12 variables

Fig. 2.2 : Temps cpu moyens de détermination des solutions dans Z/3Z

Une autre facon de mesurer la complexité de ces algorithmes, est de donner les temps
intermédiaires entre chaque élimination de variable. Ainsi, pour un polynéme de degré total
6, en 5 variables et 23 mondmes, nous avons eu les temps moyens intermédiaires suivants quel
que soit I’ordre d’¢limination des variables :

12s

1s

Nombre total de
1 2 3 4 variables éliminées

Fig. 2.3 : Temps cpu intermédiaires

Cette décroissance exponentielle des temps de calculs, s’explique par le fait que les
équations de contraintes comportent de moins en moins de variables, le nombre des mondmes
diminue alors de fagon exponentielle. Ce qu’il y a de plus de coiiteux est 1’élimination de la

premigre variable. Les autres se font en moyenne aux alentours d’une dixi¢éme de seconde en
temps cpu.

I1.4.2 Influence de l'ordre

A la section précédente, nous avons mentionné un choix sur 1’ordre d’élimination des
variables. La question que nous nous posons est : étant donné une formule logique sur
Z/pZ, obtenons-nous les mémes solutions quel que soit I’ordre choisi pour 1’élimination ?

A la suite du théoréme II(1), nous avons remarqué que nous n’avons pas forcément unicité
des expressions algébriques. Aussi formulons-nous I’hypothése que nous effectuons
1’élimination sur une méme expression algébrique pour une formule logique donnée.

Dans ce cas, nous avons un contre—exemple avec 1’exemple donné a la section 11.3:
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3 x3 y/(x2+y2— 1)2 +(y-a x-—b)ZEO [3]
ol a et bne sont pas quantifiés.
En appliquant 1’algorithme de détermination des solutions, nous obtenons des résultats(!)
différents selon que nous éliminons la variable Xpuis y:
x= im(a2 b2+ a2+ b2+ 2] +ab
y= 024 B+ b [a2+ l]
ou bien d’abord y puis x:

y= +D 2a2 b2+ b(a2+ l]

x= +? [2 a2 b2+ a2+ b2+ 2J + #0224 b2+ ab
Le premier groupe de solution indique, par le nombres de signes + différents, que
I'intersection d’un cercle discret et d’une droite discréte admet au plus 2 solutions, et le
second groupe au plus 4. Or, nous ne pouvons pas avoir plus de 2 intersections entre un
"cercle discret” et une "droite discréte” de Z/3Z2 comme on peut le constater sur la figure
Suivante :

Fig. 24 : "Cercle discret” dans Z/3Z°

Nous avons ainsi I’ordre d’élimination des variables qui peut influencer les résultats, et méme
fournir des solutions plus compliquées que d’autres.
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Chapitre

Elimination des quantificateurs
dans les systemes polynomiaux
sur les corps finis

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’élimination de variables d’un systéme poly-
nomial. Nous avons vu au chapitre précédent qu’il est extrémement colteux d’éliminer des
variables — un colit exponentiel — d’un polyndme sur Z/pZ. Cependant, lorsque nous €limi-
nons des variables d’un systéme polynomial sur Z/pZ, nous proposons par le biais du théo-
reme II(1) qui suit, une méthodologie qui nous permet dans certaines situations, de réduire
ce cofit de fagon non négligeable. En théorie, le colit reste exponentiel mais nous montrons
dans le corollaire IM(2) que ce coit est pour la plupart du temps bien inférieur a celui de
1’élimination polynomiale d’un polynéme équivalent a un systéme polynomial.

Puis nous proposons plusieurs algorithmes a la sectionIIL.2 que nous expérimentons et
appliquons sur des systemes et sur des décompositions de systémes a la section IIL.3. Nous
observons des irrégularités dans les temps cpude nos expérimentations que nous interpré-
tons grice au théoréme de Fermat—Euler. Puis, en cherchant a améliorer les calculs li€ a
’utilisation du lemme du connecteur logique « et », nous proposons et démontrons la pro-
position I (3) qui rend le calcul le moins coliteux possible.

A 1a section III.4 nous étudions quelques propriétés des lemmes sur les connecteurs
logiques, ceci dans le but de pouvoir comparer les polynémes obtenus lors d’€limination sur
des systemes différents. Ceci nous améne a proposer de nouveaux lemmes sur les connec-
teurs logiques mais qui sont trés colteux. Nous illustrons ces propriétés sur une comparaison
de deux systémes polynomiaux.

Enfin, dans le but de réduire les degrés et de diminuer la complexité des calculs, nous
définissons la résolution de polyndmes en « x puissance d», puis ce qu’est un systéme
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polynomial bien formé 2 1a section IIL.5. Ces définitions seront reprises au demier chapitre
sur les strates.

1 Eliminations de variables d'un systéme polynomial

Nous énongons le théoréme suivant qui nous permettra par la suite de mettre en ceuvre un
algorithme d’élimination de variables pour des systémes polynmiaux sur Z/pZ.

Théoréme III(1) :

Soit un ensemble de r polynomes Fk sur Z/pZ portant chacun sur m+ variables
prises parmi m+ n variables;

Quel que soit 1a méthode incrémentale d’élimination employée, 1’élimination de n
variables du systéme polynomial admet une complexité C encadrée comme suit :

Q(npz(m“)(l-i-Log2 q)):C(m,n,r):O(pz(m+n)(1+rLog2q)) )

ol g compris entre 2 et p—1 représente la puissance employée par le lemme du
connecteur logique "et".

Démonstration

Supposons que nous disposions d’un algorithme, qui 2 1’étape k, sélectionne une
variable x parmi les v variables restantes, puis sélectionne les li(polynémes com-

portant la variable x parmi les 5, €quations du systéme. Une fois ces sélections
effectuées, la méthode consiste 2 déterminer un polynéme Pk €quivalent au sys-
teme des r polyndmes. Puis, une méthode d’élimination de la variable x dans le
polynéme Pk pourra étre appliquée. Ceci nous donnera une équation de contrainte.
qui s’ajoute au systéme privé des r polynémes. De cette maniére, le nouveau sys-

téme ne comporte plus la variable x sélectionnée, tout en étant €quivalent au sys-
téme précédent.

Au chapitre 11, nous avons vu que le coiit d’une élimination de n variables parmi v

2
d’un polynéme P sur Z/pZ est en O( D v) pour les opérations et pour la place
mémoire. De méme, nous avons vu que le produit de g polyndmes ayant tous les

mondmes présents pour v variables admet un coiit en O ( p2v Log2 q) pour les

opérations et en O ( p2 Y ) pour la place mémoire.
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Le coiit de 1’élimination d’une variable lors de 1'étape k de tout algorithme, est
fonction du calcul d’un polynéme Pk et de I’élimination d’une variable. Le calcul du
polyndme nécessite 1’application du lemme "et", ¢’est—a—dire un calcul de la forme
A+ B, de maniere répétée, L= 1 fois exactement. D’ou un colt pour ce calcul,
en supposant que tous les mondémes sont présents pour les Ve variables restantes,
2 e

en O( r.p Logz q). Puis, en supposant de nouveau que tous les monémes sont
présents dans le polynéme Pk pour les Ve variables, le colt de 1’élimination d’une

2v
variable seraen O (p k ). Soit un cofit total lors de 1a k—i¢me €tape en :

2v
O(p "(1,Log,q+1))

Le seules hypoth&ses que nous ayons sur r et Ve sont :

1€<r<s ,ou

r
k k
et

ISkam+n+1—k

Ces hypothéses sont justifiées par la méthode générale employée : lors d’un €tape,
nous choisissons r polyndmes parmi S puis nous réduisons ces polyndmes apres
élimination a un seul polyndme. Au systéme polynomial, nous 6tons . équations
pour ensuite en rajouter une seule, 1’équation de contrainte. D’ou la relation de
récurrence sur les S Toujours lors d’une étape, nous supposons qu’il nous restera
au moins une variable a éliminer parmi Ve et au plus une variable 2 éliminer parmi le

total des variables initiales privé des variables déja €liminées, soit kK —1.
Finalement, le cofit total de tout algorithme est la sommation suivante :

I 2vk
0| X p *(rLog g+1)
k=1 k72

Afin d’obtenir I’encadrement proposé, il nous reste a considérer les situations
extrémes, le pire des cas et le meilleur des cas :

Le pire des cas
Dans le pire des cas, lors de chaque étape d’élimination d’une variable,
nous aurons toujours r polyndmes qui contiennent la variable & éliminer, et
de plus ces polynémes porteront sur toutes les variables en cours, soit pour

la k-i¢me étape, m + n+ 1 - k variables. Le calcul de la complexit€ dans
cette situation nous donne :
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i 2(m+n+1-k) n)
D

2( m+
rLo +1)=

(rLog, g+1)

Le meilleur des cas

Dans le meilleur des cas, lors de chaque étape d’€limination d’une variable,
nous aurons toujours un seul polynéme qui contient la variable 3 éliminer,
et de plus ce polyndme portera au moins sur la variable a ¢éliminer avec
éventuellement les m autres variables, soit pour la k—iéme étape,
1< Vk <Sm+1.

En retenant v, =m+ 1, le calcul de la complexité dans cette situation

nous donne ;

n
z pz(m+l)(L0g2q+1) np 2(m+1)

(Log, g+1)
k=1

Les deux situations extrémes précédentes permettent d’encadrer la complexité
d’un algorithme incrémental d’élimination. (]

Suite a ce théoréme, en faisant la comparaison avec les algorithmes d’éliminations du cha-
pitre précédent, nous avons le corollaire suivant :
Corollaire ITI(2) :
Soit un entier nstrictement supérieur a 1;
Soit un systéme (S) de rpolynémes Fk sur Z/pZ portant chacun sur m+n
variables prises parmi m + n variables;
Soit un polynéme F sur Z/pZ équivalent au systtme (S) précédent.

Une méthode d’élimination de nvariables du polynéme F admet une complexité
encadrée par

2(m+ +n) 2(m+n)

2
np (1+Log2q)3p(m <p (1+rLog2q) )]
ou g compris entre 2 et p~ 1 représente la puissance employée par le lemme du
connecteur logique "et".
Démonstration

Lorsque gvaut 2, I’encadrement est immédiat, et est vérifié pour toutes les valeurs
entiére de n, y compris 1.

Pour les valeurs de q supérieures 2 2, I'inégalité de droite est toujours vérifiée
car:

1+rLog2q>1

Mais pour la borne inférieure, si n vaut 1 I'inégalité de gauche ne sera pas vérifiée
car:
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2(m+1)

PP (1+1og, ) > p

En revanche, pour les valeurs de nn supérieures 2 1, nous aurons :
( l+Log g<p,carl<g<p

2(m+n)

inpz(m+1)(l+Logzq) < np2m+3Sp

La demigre inégalité est toujours vérifiée, ce qui termine la démonstration. [

Ce corollaire montre que la complexité d’un algorithme d’élimination incrémental de n
variables d’un systéme polynomial sur Z/pZ peut, dans certaines situations, étre meilleur
qu’une élimination d’un polyndme équivalent a un syst¢me polynomial. Lorsque g vaut 2,
ce sera toujours plus intéressant de procéder a 1’élimination directement sur le systeme. Et,
lorsque gest supérieur 2 2, la complexité d’élimination de variables sur un systeme a de fortes
chances d’étre meilleure que celle de 1’élimination de variables d’un polynme, car la borne
supérieure est plus proche de la complexité d’élimination de variables d’un polyndme, que
I’est la borne inférieure. Cependant, dans la pratique, 1’estimation du coiit de I’élimination,
nous fournit un ordre de grandeur assez précis sur le colit en nombre d’opérations et en
mémoire.

.2 Algorithmes d’élimination pour les systemes

- Nous présentons dans la section II1.2.1 un premier algorithme directement inspir¢ de la
classe des algorithmes incrémentaux évoqués dans la démonstration du théoréme II(1).
Puis nous proposons 2 la section suivante, deux algorithmes qui affinent le choix des
variables 2 éliminer en fonction des variables présentes dans chaque polyndme du systéme en
cours. IIs utilisent tous deux des matrices booléennes d’incidence sur les variables d’un
systéme polynomial, mais la différence réside en ce que le premier algorithme détermine une
fois pour toutes I’ordre d’élimination des variables, et le second procéde a une mise a jour
chaque étape de I’ensemble des variables restantes a €liminer.

[1.2.1 Un algorithme général

Nous supposerons que 1’algorithme accepte en entrée un systéme polynomial (S), et une liste
de variables quantifiées 2 éliminer selon 1’ordre d’apparition des variables dans cette liste.
L’algorithme retourne un ensemble de solutions ‘¥, si nous pouvons les déterminer, ainsi
qu’un systéme d’équations de contraintes C. Nous reprenons les regles de calcul pour les
corps finis, régles décrites en IL.3.1.
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Algorithme général d'élimination des quantificateurs
pour un systéme de polynémes sur Z/pZ :

Entrées : S, variables
Sorties : ¥, C

¥Yeo
Ce«S

Tant que (variables # Q) faire
X « PrendreUneVariableDans : variables
Enlever : x des : variables

S’ « SélectionnerLesPolynémesDe : C comportant : x
Enlever:S’ de: C

P « AppliquerLemmeDu_ET sur: S’
Contrainte « CalculerEquationDeContraintePour P selon: x
Solution « Résoudre: P en : x

Ajouter : ( x = Solution ) &: ¥ |
Substituer : x par : Solution dansSystéme : C

Si Contrainte différentDe: (0 =0)
alors Ajouter : Contrainte a: C

fin Tant que

Retourner ¥ etC

Il est clair que cet algorithme se termine, puisqu’a chaque itération, le nombre des variables
diminue d’une variable et s’arréte lorsqu’il n’y en a plus.

Le cofit de cet algorithme est conditionné par Iapplication du lemme du connecteur "et" et
par la détermination d’une équation de contrainte et d’une solution. Le lemme précédent
réduit un sous—systéme S’ de polyndmes contenant une méme variable en un seul polyndme
de maniére a pouvoir appliquer ensuite un des algorithmes d’éliminations décrits en II. Ces
algorithmes retournent une équation de contrainte, et une solution lorsque p vaut 3. Nous
verrons qu’il est possible de déterminer les solutions pour tout corps fini Z/pZ.

Nous pouvons d’autre part éviter le calcul des solutions des variables 2 éliminer en ne
conservant que le polynéme P obtenu par application d’un lemme du connecteur "et".
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l.2.2 Algorithmes déterminant I'ordre d’élimination

Afin de réduire le coiit de 1’élimination des variables, nous pouvons déterminer un ordre
d’élimination qui soit le plus judicieux possible. Pour ce faire, deux variantes sont possi-
bles:
— une premiére méthode est de déterminer une fois pour toutes 1’ordre d’élimina-
tion,
— un second méthode consiste a déterminer au fur et 2 mesure des itérations, quelles
sont les éliminations les moins coliteuses.
Nous supposerons pour mettre en ceuvre de tels algorithmes, disposer d’une procédure qui
détermine en fonction d’un ensemble de variables, et d’un systéme polynomial, quelle est
l'ordre d’élimination le moins codteux. Nous appellerons cette procédure
" DéterminerOrdreSelon : S pour : variables". I suffit pour cela de déterminer la matrice
booléenne d’incidence des variables dans le systéme polynomial, puis de rechercher quelle
est la variable qui nécessite le minimum d’opérations pour 1’élimination. Nous pouvons pour

prévoir le cofit imposer deux contraintes : d’une part avoir un nombre aussi petit que possible
de polyndmes faisant intervenir une variable donnée, et d’autre part que cet ensemble de
polyndmes porte sur un nombre minimum de variables différentes. Nous ne sommes pas
assurés que ces heuristiques nous donneront le meilleur choix a chaque €étape, mais elles
garantissent au moins que les temps de calculs ne seront pas prohibitifs 2 la fois en nombre
d’opérations et en place mémoire.

Premier algorithme d’élimination des quantificateurs
pour un systeme de polynémes sur Z/pZ
avec détermination de l'ordre d’élimination

Entrées : S, variables
Sorties : ¥, C

variables « DéterminerOrdreSelon : S pour : variables
Déterminer : ¥ et : C par_un_algorithme_d'élimination :S, variables

Retourner ¥ etC

Comme il se peut que nous ayons en cours de calculs des polyndmes qui comportent moins de
variables que prévu, un second algorithme serait de déterminer a chaque itération 1’ordre
d’élimination des variables. Nous avons repris la méme procédure pour déterminer 1’ordre
d’élimination des variables, ce qui ne serait pas trés efficace puisque seul le choix de la
premigre variable nous intéresse dans ce cas.
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Second algorithme d'élimination des quantificateurs
pour un systeme de polynémes sur Z/pZ
avec determination de I'ordre d’élimination

Entrées : S, variables
Sorties : ¥, C

Y«
C«S

Tant que (variables # @) faire
variables < DéterminerOrdreSelon : C pour : variables

( méme coms de boucle que pour l'algorithme général )
fin Tant que

Retourner ¥ etC

D’un point de vue théorique, la complexité du calcul de la détermination de 1’ordre est
polynomial en le nombre de variables 2 éliminer et en le nombre de polyndémes. Aussi nous ne
faisons qu’augmenter les temps de calculs par rapport a I’algorithme général. Nous n’avons
aucune garantie — d’un point de vue théorique — que ces algorithmes sont meilleurs que
I’algorithme général puisqu’ils donneront dans le pire et le meilleur des cas les mémes
complexités algorithmiques en négligeant la complexité due aux calculs de 1’ordre d’élimi-
nation des variables. D’un point de vue pratique, nous avons implémenté I’algorithme
général™ en fournissant tous les ordres d’&liminations possibles afin de déceler des variations
notables des temps d’exécutions. Les variations de temps obtenues n’étaient pas significatifs
et ne semblaient pas correspondre aux heuristiques précédentes, aussi avons-nous mis de
cOté ces variantes algorithmiques.

.3 Expérimentations sur des systémes équivalents

Au chapitre VI, nous aurons 2 décider si deux systémes polynomiaux sur Z/pZ sont équi-
valents ou non, ou de fagon moins restrictive, si 1’un des systéme peut s’en déduire de 1’ autre.
Ici, nous faisons une étude préliminaire sur des systtmes équivalents afin de vérifier si
I'introduction de nouvelles variables dans un systéme polynomial augmente ou non le cofit de
I’€limination par rapport au systéme initial.

Nous avons choisi deux exemples simples afin d’illustrer la mise en ceuvre de I’algorithme
geénéral — implémenté sous Reduce sur une machine RS/6000 — pour résoudre des systémes
obtenus selon différentes décompositions possibles. Ces variantes nous permettent d’illustrer
la proposition III(1).

(1)  Sur une machine RS/6000 dans le systeéme de calcul formel Reduce 3.5
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Nous concluons ces expérimentations en observant que les irrégularit€s observées sont dues
a I’application, ou non, du théoréme de Fermat—Euler a travers le lemme du connecteur
logique "et". Enfin, pour terminer nous énongons en I11.3.3, suite & une remarque sur des
irrégularités observées sur les temps d’exécutions, une proposition qui nous permet, pour un
corps Z/pZ donné, de calculer le lemme "et" de la fagon la plus efficace possible.

A travers les exemple qui suivant, nous avons toujours des temps de calculs beaucoup plus
rapides que ceux obtenus au chapitre précédent, ce qui illustre bien la proposition III(2).

l1.3.1 Réécritures de systemes

Un premier exemple

Soit la formule F sous forme prénexe suivante qui représente 1’intersection de
courbes discretes de Z/pZ2 :

2 2 2 5 5 5
dx3Iy/(x+y =R )et(x+y=S5)
Cette expression comporte deux quantificateurs et quatre variables en tout. La
condition d’existence d’une intersection dépend des parameétres R et S.

Une premiére décomposition consiste a traiter les cas ou R s’annule et ou R ne
s’annule pas. Ceci nous donne la formule suivante équivalente a la précédente :

(EIxE|y/(x2+y2=O)et(x5+y5=SS))
2 .2 5 5 5
ou(3adb/(a+b=1)et(a +b=c))

Nous obtenons ainsi un nouveau probléme d’élimination qui porte sur quatre
quantificateurs au lieu de deux. Mais comme ces quantificateurs sont disjoints, ils
forment deux problémes d’élimination qui ne concernent que trois variables chacun.
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La figure suivante schématise cette décomposition.

2 2 2
X +y =R
F: 4
LR
~
/ S~
/ r B
yd a=xR
< b=yR"
=y
) x2+y2=0 F: | 4
Fl‘ 2° ¢c=SR
5 5 5
X +y=8§ Leb=1
x35+ b5=c5

Fig. 3.1 : Décomposition de F en Fj et F

Au chapltre I1, nous avons établi qu’en théorie un algorithme d’élimination est en

O( p ) opérations, ol p nombre premier désigne la caractéristique du corps fini
Z/pZ, et ou nest le nombre total de variables intervenant dans une expression.
Ainsi, en ayant trois variables pour Fl et F, au lieu de quatre pour F, nous devrions

avoir un gain de temps facteur de p .

Sur une machine IBM RS/6000, les programmes Reduce d’&limination nous donnent
les temps cpu suivants pour quelques valeurs de D supérieures 4 5.

Elimination Temps cpu moyen
des variables pour F pour Fy et F,
_ /72 235 03s
Nn1Z 22s 4s
. Z/13Z 5 min45 10s
177 30 min 48 37s
Z/192 4 min 29 62s

Fig.3.2 : Temps cpu selon le corps ZipZ

T R N . . 8
En théorie, I’élimination de x et y du systme F a un cot proportionnel & p car
nous avons en tout quatre variables dans F. En revanche, 1’élimination de x et y

dans le systéme F a un colt proportionnel a p de méme que I’élimination de a et
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b dans le systéme Fz‘ Cependant, le tableau de Fig. 3.2 semble indiquer que les
écarts entre les différentes éliminations pour un méme corps, sont proportionnels a

p au lieu de p2. Cela peut s’expliquer par des colts supplémentaires dus aux
applications du lemme "et" que nous avons négligés.

Si nous continuons a décomposer de la méme fagon en considérant les cas ou S
s’annule, et ol S ne s’annule pas, nous obtenons de cette maniere les systémes
F1.1,F1,2.F2 1, Fp 2. comme montre la figure suivante :

X2+y2=R2
x5+y5=55
™~
v ~
// - .
a=xR
- -1
) 2 o b=yR
Xty = . _
Fl: FZ. ) C=SR1
5 5 5
x+y =8 Frb=1
//\\ La5+b5=cs
/ N\ AN
/ N /
( 2 2 / \\
u:){S_1 F - x+y=0 r
a4 (|2 ] s s / a=a
=yS =0|/
F _: "7 xXry B=>b
1,1 2 2 7 F -
T
u+v =0 2 2 22 2 a2
5 5 F : a+b=1 a +ﬁ =
u+v =1 217
. £+b=0 Lot5+BS=l

Fig. 3.3 : Décomposition de Fj enF1,F] 2 puisde F2 enF2,1,F2 2

Pour le systtme F 7 de la Fig. 3.3, nous n’avons pas développé toutes les valeurs

prises par 05 car celles—ci dépendent du corps Z/pZ. Les expérimentations qui sui-
vent en tiennent compte.



70 Elimination des quantificateurs dans les systémes polynomiaux sur les corps finis ~

En choisissant quelques valeurs de p supérieures a 5, nous obtenons les temps
cpu suivants (le tiret indique un temps cpu que nous n’avons pas pu obtenir) :

Elimination Temps cpu moyen
des variables E Fi,F, F)1,F1o
F2,1,F22
/72 23s 0.3s 03s
Z/11Z 22s 4s 0.8s
Z/13Z Smin45 10s 23s
/172 30 min 48 375s 45s
Z/19Z 4 min 29 1 min2 19s
7/23Z 12 min 32 - 29s

Fig. 34 : Comparaison des temps cpu selon la décomposition

Cette fois—ci la décomposition est nettement avantageuse, et nous permet de
prendre quelques valeurs de passez élevées pour résoudre le méme probléme dans
d’autres corps Z/pZ. Les nombres premiers qui n’apparaissent pas fournissent soit
des temps cpu trop €levés, soit ils n’ont pas été retenus.

Z/pL 29 31 37 | 41 43 | 47 | 53 | 59 | 61 83 | 107 | 167

Temps | 05 |45s|33s | 275 | 245 | 105 | 2™ 155 | 1™ (295 | 475 | 1M
cpu 1s 27s 52s

Fig. 3.5 : Temps cpu pour F”’ pour quelques grandes valeurs de p

En théorie, I’élimination de x et y du systéme F a un coiit proportionnel 2a p2 car
nous n’avons jamais plus de 2 variables 2 éliminer. En pratique, un calcul d’inter-
polation en puissance sur ces données nous donnent p1 48 1a présence de "pics"
dans les temps d’exécution, par exemple pour le corps Z/17Z, est expliquée 2 la
section suivante II1.3.3.

Exemple dans Z/3Z
Soit le probléme de la recherche de Pexistence d’intersections entre un cercle
discret et une droite discréte de Z/3Z. Une premiére décomposition consiste 2
considérer les différentes droites possibles.
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Ceci nous permet de distinguer quatre cas qui ne sont pas forcément disjoints.

y=ax+b
fz/z / \\ Faxay XY E
F:ax3yy* "= / e yi
i / y=ax-a
y:ax / \\
(/ 2 F.:3x3 [ x +y =
F, 3x3yix+y= 3" Xyi
y=b y=ax+a

Fig. 3.6 : Décompositionde F en F1,F2,F3,F4

L’élimination de x et y de F nécessite un temps de calcul de 130 ms, tandis que la
somme des temps de calculs de chaque systtme de la décomposition de F nous
donne un temps total de 150 ms. Bien que les échelles de temps soient faibles, nous
avons ici un exemple de décomposition qui ne nous donne pas de gain de temps, et
qui ne se généralise pas pour d’autres valeurs supérieures de p.

2,2
F:E]xElin*'y—
y=ax+b
<
/ Ny
/ AN
L
/ N

F1|3x/ X +(ax+b)’=1 e |Fpi3y/y=ax+b

Fig. 3.7 : Décompositionde F en F;,Fp

Par contre, si nous décomposons F en substituant y dans la premiere équation,
nous pouvons former deux problémes d’¢liminations. Ces éliminations nous donnent
un temps total de 20 ms. Cette fois—ci, bien que nous ayons de nouveau des échelles
de temps trés petites, nous avons un gain de temps non négligeable.
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Nous pouvons vérifier que cet écart croit en prenant différentes valeurs de p.

Elimination Temps cpu moyen
des variables F Fi, By
Z/3Z 0.15s 0.02s
Z/57 0.8s 0.04 s
/71 1.8s 0.07s
Z/11Z 28s 0.19s
Z/13Z 50s 0.34s

Fig. 3.8 :Temps cpu selon les corps ZipZ

l11.3.2 Introduction de nouvelles variables

Le second point qui nous intéresse plus particuliérement, est de décomposer un probléme en
introduisant de nouvelles variables de maniére 2 réduire les dépendances entre variables. Ces
réductions nous permettent par 13-méme de réduire le nombre de variables 2 éliminer.

Exemple

2,2 g2
Xty = revient a éliminer deux

Savoir s’il existe un couple x, y satisfaisant
5 5 5
X +y =8
. . . 4
variables parmi quatre, et a pour complexité O(p ). Cependant, nous pouvons
introduire de nouvelles variables de maniére 2 réduire cette complexité.
En effet, en faisant la différence de la premiere équation élevée 2 la puissance
cinquieme et de la seconde équation élevée au carré nous obtenons :

5R2x2y2( 1+ X2y2)=RIO_SIO

. . . . 2 2 .
En introduisant les variables suivantes : X= x~ et Y= Y , nous avons le systéme
suivant :

XY=«o2

2
X+ Y=R
SREXY(1+XY)=R"V_s

ou la premiére équation dénote 1’existence d’une racine dans Z/pZ pour le produit
XY.

Finalement, en introduisant T = X Y, et une €quation pour la somme et le produit
pour Xet Y, nous obtenons :
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2
T=2
tz—R2t+1:=0

sRt(1+1)=R"-s"

Le probléme initial consiste donc a chercher 1’existence de trois variables, ce qui est
davantage par rapport au probléme initial, mais les éliminations porteront seulement
sur une seule variable a la fois :

31/ (5Rt(1+1)=R%set(Fv/t=0D)et (I /£ -Rot+1=0))

Nous aurons donc le schéma de décomposition suivant, ou les problemes d’€limi-
nation sont encadrés :

s N\ Elu/t=1>2
31/|sR*1(1+17)=R"s" N
EIt/tz—th+’c=0

Fig. 3.9 : Une décomposition de F

e . 30 aeqi «
L’élimination de ¢ aura un coit en O(p ), I’élimination de v aura un coiit en

O( p2 ), et I’élimination de T aura un coiit en O ( p3 ).
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En théorie, le gain est un facteur de p

Elimination Temps cpu moyen

des variables F E
Z/7Z 23s 42s
Z/11Z 22s 1min43
Z/13Z Smin43 —
/172 30 min 48 -
Z/19Z 4 min 29 14 min 36

Fig.3.10 : Temps cpu selon le corps ZIpZ

En fait, il s’avére que nous n’avons pas obtenu de gain sur les temps d’exécution en
décomposant ainsi. Nous nous trouvons dans une situation ot I’élimination appli-
quée a la décomposition du systéme F est plus coliteux que 1’élimination des
variables de F.

D’autre part, les temps de calculs demeurent extrémement cofiteux. Ce cott est du,
apres I’élimination des variables ¢ et v, au calcul de la nouvelle expression en T a

'aide d’un lemme du connecteur "et", puis & I’élimination de 1 aprés avoir
déterminé 1’expression.

Nous pouvons continuer 2 décomposer en remarquant que nous avons a déterminer
des racines d’une équation du second degré en 1. D’ol :

X + ? R2
F:3x3y/ r=
x5+y5=85
\\\
//// \ \\\
2 22 2 10 _10 N —
JA/A =GR ) -4(5R")(R =S ) N 2
\\ Jv/t=v

dt/

3t/t2—R2t+1:=0

Fig.3.11 : Une seconde décomposition F’’
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Cette décomposition F’’ nous fournit les temps cpu suivants :

Elimination Temps cpu moyen

des variables F B E
/7L 2.3s 42s 02s
Z)11Z 22s 1min43 04s
Z/13Z 5min43 — 29s
Z/17Z 30 min 48 — 9.6s
Z/19Z 4 min 29 14 min 36 09s
Z/23Z 12min32 | — 1.6

Fig. 3.12 : Comparaison des temps cpu pour F, F’ et F’’

Cette fois—ci la décomposition est nettement avantageuse, €t nous permet de

prendre quelques valeurs de passez élevées pour résoudre le méme probléme dans
des corps Z/pZ. Les nombres premiers qui n’apparaissent pas fournissent, par esti-
mation, des temps cpu supérieurs a 7 min.

Z/pZ 29 31 37 47 | 59 | 83 107 167

Temps | 2min 7min 1min | 6min
3.3 11s | 20s | 525
cpu 10 Iox 0 | s

Fig. 3.13 :Temps cpu pour F’’ pour quelques grandes valeurs de p

11.3.3 Interprétations des irrégularités

La présence de "pics" dans les temps de calculs trouvent leur cause dans le théoréme de
Fermat—Euler. En effet, 1’algorithme d’élimination pour les syst¢éme polynomiaux, applique le
lemme du connecteur "et" en fonction de la caractéristique du corps fini. Ainsi, nous aurons

soit le calcul de A2 + B2, soit AP~ 1+ BP~ ! , selon que pest de 1a forme 4k + 3 ou non.
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La table suivante montre quels sont les temps d’exécutions si nous appliquons ou non le
théoréme de Fermat—Euler pour un méme probléme :

Elimination Temps cpu moyen
des variables En appliquant Sans appliquer
Fermat—Euler Fermat—Euler

Z/72 23s 8.1s
Z/11Z 2s 1 min 20
Z/13Z Ne s’applique pas Smin47
Z/17Z Ne s’applique pas Y%h
Z/19Z 4 min 29 1h
Z/23Z 12 min 32 3h

Fig. 3.14 : Ecarts de temps du au théoréme de Fermat—Euler

Lorsque cela est possible, il est préférable d’utiliser un corps Z/pZ tel que pest congru a 3
modulo 4. Cependant, lorsque ce n’est pas le cas, nous pouvons déterminer quelles sont les
plus petites puissances ntelles que :

X +y=0[p o x=0[g et y=0[p] 3)
Nous avons ainsi les résultats suivants :

Z/pL |p=5[8]1| 17 | 41|73 | 89 |97 |113]|137|193
n 4 168 |8 |8 (3216|816

Fig. 3.15 : Quelques résultats obtenus par Reduce

Ces résultats nous conduisent a énoncer la proposition suivante :
Proposition ITI(3) :
Soit pun nombre premier impair tel que :
p=n+1[2n], avec n= 2k, ol ke IN*

alors, I’entier nest la plus petite puissance telle que nous ayons pour tout couple
(x, y) d’entiers relatifs 1’équivalence suivante :

X'+y'=0[p o x=0[g et y=0[p]

Nous avons vérifié cette proposition, avec I’aide d’un programme Reduce optimisé, pour tous
les nombres premiers impairs inférieurs 2 977. Puis, nous avons pu fournir une démonstration
dont nous proposons une version simplifiée.



71

Démonstration

Le couple (0,0) est une solution évidente. Si 1’'un des éléments du couple (x,y)
est non nul alors 1’autre est non nul lui aussi. Supposons qu’il existe un couple
(x.,y) tel que le produit xy est non congru a 0 modulo p, et qui vérifie I’équation

(3). Dans ce cas notons z comme étant le produit x y_l, ce qui nous permet
d’écrire :

Z'=-1[p
Ecrivons le nombre premier p impair sous la forme suivante p = 2k (2m+1)+1
avec k= 1.
Nous notons que le groupe multiplicatif cyclique Z/ pZ* est isomorphe au groupe
additif Z/(p- 1)Z, lui méme isomorphe au produit des groupes additifs Z/ZkZ et
Z/(2m+1)Z. L’isomorphisme ¢ composé€ est :

0(c™) = ( umod 25, umod 2m+1))
avec o générateur du groupe Z/ pfl*.

En particulier, suite a la démonstration du critére d’Euler du chapitre I, nous
avons :

p-1

2 k-1
oC-1D=9¢| o =(2 ,0)
Pour I’exposant n= 2k, (2m’+1), il existe ze Z/ ﬂ* si et seulement si
¢(zn) = ¢(-1), c’est—a—dire s’il existe un couple (a,b) de Z/2kZ>< Z/2m+1)Z tel
que :
a) XCmeya=2"1125] e
b) 25(2m’+1)b=0[2m+11].

Si K<k alors en notant B l'inverse de 2m’+1 dans Z/ZkZ, le nombre

a=PB K gt 1’unique solution de a), et b=0 est solution de b).
Si kK 2 k alors 2k (2m+1) a=0] 2k ], et I’équation a) n’a pas de solution.

Aussi, 2 est bienla plus petite puissance, d’ou 1a proposition. [J

Cette proposition signifie en particulier que pour les corps finis de caractéristique p un
k

nombre de Fermat, ¢’est—a—dire un nombre premier de la forme 22 + 1, le lemme "et" ne peut
pas employer de puissance inférieure a p— 1. Voici les cinq premiers nombres de Fermat : 3,
5, 17,257 et 65537.

Si, d’autre part, nous ne pouvons pas éviter un corps, tel que Z/17Z, ou le lemme "et" nous
oblige a prendre une puissance assez €levée, nous pouvons choisir un corps fini de
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caractéristique supérieure, tel qu’il admette un lemme "et" de coit nettement inférieur.
Ainsi vaut-il mieux éviter le corps Z/17Z pour prendre Z/19Z, ot nous évitons des calculs
de puissance 16 pour de simples élévations au carré.

.4 Propriétés sur des lemmes des connecteurs logiques

ll.4.1 Compositions des lemmes

Lorsque nous composons plus d’une fois un méme lemme sur les connecteurs logiques du
chapitre I, nous observons qu’ils sont associatifs, mais pour que certains d’entre eux, les
expressions algébriques ne sont pas identiquement égales. Par exemple, 1a double négation ne
nous redonne pas 1’équation initiale :

Propriété I11(4) :
Soit A une expression algébrique sur le corps Z/pZ, alors
non (non (A=0(gl)) & AP '=0(p )
Démonstration
Le lemme de la négation est donné par I’équivalence suivante :

non (A=0[p) < 1-AP"! =0[p
Une seconde application de la négation nous donne :

) non (non (A=0{p])) < non(1-AP"1)=0 [y

o 1—(1—Ap_])p—150[p]

En développant et en appliquant la proposition I(5), nous obtenons :
p=1

k
) ((_1)“A("‘D) ~1=0[g

k=0
A@-1 _ p-l : S
Or pour tout knonnul ;: A = A"  [p] Ce quinous permet d’avoir :
1-1+AP ' =0
D’ou la propriété. (]

Propriété ITI(5) :
Soient A, B, C trois expressions algébriques sur le corps Z/pZ, alors le polyn6me

associ€ a une composition de deux connecteurs logiques « ou » est symétrique
lorsque nous avons les mémes puissances car :

(AEO[p]ouBEO[p])ouCEO[p] & (ABO) =0[g] ©)

avec k un entier compris entre 1 et p—1.
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Démonstration
Nous avons vu auparavant le lemme du connecteur « ou » :
k
A=0[flouB=0[p & V ke {1,... ,p-1}, AB*=0[p]
11 est clair qu’une seconde composition « ou », pour tout knon nul, nous donnera
un polyndéme symétrique, d’ou la propriété. [
Propriété ITI(6) :
Soient A, B, D trois expressions algébriques sur le corps Z/pZ;
Quelque soit la puissance g employée par le lemme du connecteur logique « et »,

(AEO[p]et BEO[p])«:)Aq+BqEO[p] 6)
le polynéme associé a une composition de deux « et » n’est pas symétrique.

Démonstration
Composons successivement le lemme du connecteur « et » sur le membre droit de
I’équivalence (6) :

q
(A':’O[p]et BEO[p])et D=0[p < (Aq+Bq) +D=01[p]

Un développement par la formule du bindme de Newton, nous donne :

k q-k

)
o 3 Falpl 4pi=o o)
k=0 9

Pour que nous ayons égalité avec la formule logique :

A=0[plet (BsO[p] et D=0 [p]) ;
Soit encore :

q

At (Bq+Dq) =0[pl;

Nous devrions avoir les coefficients binomiaux nuls modulo p, ¢’est—a—dire, avoir g

égal 2 p — voir démonstration de la proposition I(1) — ce qui est exclu, d’ou la pro-
priété. [

I1.4.2 Lemmes des connecteurs symétriques

Pour rendre les lemmes sur le connecteur logique « et » symétrique, nous proposons une
nouvelle proposition sur ce lemme. Il nous servira a comparer des polynomes issus de for-
mulations logiques, afin de savoir s’ils représentent la méme formule logique ou non, de savoir

également si deux systémes polynomiaux sont équivalents ou non.
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Lemme du connecteur « et » symétrique :
Soient A, B, deux expressions algébriques sur le corps Z/pZ, alors le polynéme de

(7) obtenu par des compositions successives du connecteur logique «et» est
symétrique,

p-1
A=0[plet B=0[p < (Aq+Bq) =0{p] Q)

Ol ¢ représente une puissance comprise entre 2 et p- 1, telle que nous ayons
I’équivalence précédente toujours vérifiée.

Démonstration
Nous avons montré plusieurs propositions qui permettent de déterminer une puis-
sance g: les lemmes du connecteur « et » du chapitre L, et 1a proposition III(3).
- Montrons que la composition du lemme précédent fournit toujours un polyndme
symeétrique.
Nous rappelons que nous avons les relations suivantes :

k
o@D =oP 1), avec k20

B°=11(p, avec B quelconque
Considérons la composition suivante :
p-1

(AEO[p]etBEO[p])etDEO[p]@ ((A%B“)p—l]qwq =0[p]

En simplifiant, nous avons :

= ((Aq+ B q)p— 1+ D q]p_ls 0[p

Puis un développement, nous donne :
pzl p-1 k p-1-k
o2 ¢k [(Aq+Bq) )(D‘*) =0 (g
k=0 P-1

- De nouveau nous simplifions, et développons afin d’obtenir :

p-1-

-1 -1} p=l k
@qu +(Aq+Bq)p ’:k%l(—l)qu :IEO[p]

Le calcul de 1a somme précédente revient 2 évaluer :

pil X (xp—l)(x— 1)7, si xestnon congru 2 1 modulo p
k=0

0 sinon
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Ce qui s’écrit aussi pour tout x, comme étant :
p=-1

X xk = Xp—l ]
k=0
Par conséquent, nous avons pour la somme précédente :
p-1p=1 « p-1 \p-1 p-1
¥ X «np*p? =p¢ (—D“ ] -1|=1-D? [y
k=1

D’ou :

SRR LA P p-1_(,a, na)?" 1,
(A +B ) +D =D +(A +B ) (1-D ) [P

p-1
En recommengant de nouveau ces calculs sur le terme (Aq +B q) :

st_l+(Bp—l+Ap—1(l—Bp—l)) (1-D° 1) [p]

Un développement nous fournit finalement un polynéme symétrique en A, Bet D :

-1

=AP 1 BP L p? s (B - aDy - @D + (aBDY ' [

Ce qui démontre la proposition. [J

11.4.3 Co(t d’'un développement multinomial

Nous avons souvent des développements multinomiaux de polyndmes, aussi une question est
de savoir s’il vaut mieux employer un lemme d’un connecteur logique symétrique ou non.
Nous montrons dans la proposition qui suit, que I’emploi du lemme du connecteur logique
« et » symétrique codte trés cher. En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition ITI(8) :
Soient m mondmes u distincts, soit nnun entier compris entre 2 et p— 1, alors le

développement multinomial sur Z/pZ de :

n
(u1+u2+...+u ) 8

m

m-1
comporte au plus C mondmes.
m+n-1

Démonstration
Le développement de (8) est le suivant :
i j n-k k-i j~1
05153‘5..51:5:1 CECk... C;Cﬁul o I)m
Nous montrons sur Z/pZ 2 propos de ce développement :
i  qu’aucun coefficient binomial n’est congru 2 0,
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i que le petit théoréme de Fermat peut réduire le nombre total des monémes
obtenus,

1

ass m-—
i que le nombre total de mon6mes ne peut pas excéder Cm tneT
i Par hypothése, nest inférieur 2 pun nombre premier, aussi p ne divise aucun fac-

0 . . .
teur de n!. Lorsque k vaut zéro, Cn vaut 1. Par conséquent, le coefficient binomial

C: n’est pas multiple de p pour toutes les valeurs prises par k&

Pour tous les autres coefficients binomiaux, nous avons le méme résultat, ce qui
. i P S .
montre que le produit C: C; CJ Cj n’est jamais congru a z€ro modulo p.
1

i Le développement peut comporter un nombre total des mondmes inférieur dans le
cas oll nous sommes en présence d’un mondme u qui contient un facteur de la

forme xd, d compris entre 2 et p- 1. En effet, nous pouvons avoir la situation sui-
vante :
a b

=5 1),
lorsque a est différent de b et lorsque a d= bd[p- 1], suite au petit théoréme de
Fermat. Ce qui aura pour effet de réduire éventuellement deux mondmes en un
seul.

iii Soit I'hypothése de récurrence sur m que le développement multinomial comporte
m-1

Cm tn-1 mondmes. Lorsque m vaut 1, nous avons un seul monéme, soit encore

0 R R .
Cn ; de méme, lorsque m vaut 2 nous avons au plus n+ 1 mondmes, soit encore

Cnl+ X Cette hypothése est vraie pour mégal A 1 et 2. Supposons-la vrai 4 1’ordre -

m, et montrons que cela entraine qu’elle est vraie au rang m + 1. Notons U les m
premiers termes, nous avons au rang m + 1 :

_ (veu, )= 3 Eopp

k=0 T

m-1 n N n-k
Le terme Uk comporte Cm +k_ 1 mondmes, de méme que l}( u o En tout, nous

1

e}
aurons donc au plus 2 C™ 7!
k=0 m+k-1
est vérifiée au rang m + 1.

mondmes, soit aussi C™ . Donc I’hypothése
m+n

m-1 n
Par conséquent, pour tout m, nous aurons au plus Cm +n- 1 monomes.

Ce qui termine la démonstration. [J



83

A partir de 1a proposition précédente, nous comparons les différents lemmes du connecteur
logique « et ». Nous supposerons pour cela que A et B sont deux polynémes sur Z/pZ
ayant respectivement o et  monomes.

Le lemme du connecteur «et», lorsque composé successivement ne donne pas un polyndme
symétrique, détermine le polyndme suivant

Aq+Bq

1 B-1

+ mondmes. Notons cette
q-1 "B+g-1

Ceci foumnit un polyndme ayant au plus C;;
borne ®.

Le lemme du connecteur « et », lorsque composé successivement donne un polynéme
symétrique, détermine le polyndme suivant :

p-1
(Aq+Bq)

Nous avons au plus ® mondmes a développer selon la formule multinomiale, soit au plus
o-1
o+ p-2
Ce qui est considérable, méme pour de petites valeurs de p. Aussi, est—il préférable, de
fagon générale, d’utiliser un lemme d’un connecteur logique, qui met en jeu un minimum de
calcul de puissances, et que ces dernires soient les plus petites possibles. Or, nous avons

montré que les plus petites puissances étaient données par la proposition III(3).

mondmes. Ce demier développement comporte environ &P ~! mon6mes de plus.

Le constat précédent est lié a la facon dont un systéme de calcul formel effectue les calculs
sur Z/pZ. Nous pouvons définir les régles €lémentaires de calculs comme en II.3.1, mais
par la suite, toutes les expressions contenant des élévations de puissances imbriquées seront
calculées les unes a?rés les autres, alors que ces calculs peuvent ne pas étre nécessaires. Par
exemple pour qu , il est inutile de calculer A%avant d’élever le résultat obtenu 2 1a puis-
sance p— 1. Il suffit de calculer directement AP” 1. Aussi, pouvons—-nous définir de nouvelles

régles qui évitent de tels calculs en réduisant les puissances avant de développer. De plus, les

calculs de 1a forme ( AY4+ B’ )p -1 se simplifient en un polyndme qui ne fait plus intervenir
les puissances get r.

Cependant les régles précédentes, en supposant qu’elles puissent étre programmées dans un
langage de calcul symbolique, ne suffisent pas, car en plus des problemes de calculs, de ceux
liés 2 la représentation interne des polynémes comme le montre Davenport dans [17], nous
avons le probléme suivant pour des polyndmes définis sur Z/pZ. Soient r et s supérieurs a
1, calculons :

p-1Y p-1)°
2 2
x| 1-x 1+x
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Si nous développons chacune de ces puissances, nous aurons au plus r+ 1 et s+ 1 moné-
mes. Puis le produit de ces puissances donneront au plus (r+ 1) (s+ 1) mondmes. Et enfin,
le produit par x nous donnera zéro modulo p. Si nous avions développé — au lieu de simpli-
fier — le produit précédent comme suit :

p-1 p-1 p-1 r-1 p-1 s-1

Le produit des facteurs ne comportant pas de calculs de puissance nous évite a ce moment—1a
une €valuation des puissances, soit un coiit bien inférieur au calcul précédent. Mais dans
I’hypothése ol ce premier produit est non nul, nous aurons 2 déterminer 4 rs monomes. Le
coit d’une telle stratégie peut devenir plus ou moins cher selon les valeurs de r et s, qu’un
simple développement. Aussi n’est—il pas aisé de définir quelles sont les meilleures regles de
calculs qui évitent de calculer des polynémes intermédiaires trop importants du fait de
développements multinomiaux.

l.4.4 Comparaison de deux systémes polynomiaux

Soient deux systémes polynomiaux sur Z/pZ, (S1) et (S2), sur lesquels nous voulons savoir
s’ils sont équivalents ou non. Nous pouvons réduire chacun de ces systémes a un polynéme
€quivalent, P; et P respectivement, puis les comparer terme 2 terme. Or, selon le choix du
lemme du connecteur logique « et » employé, nous pourrons ou non faire ce genre de com-
paraison. Voici un exemple qui illustre cette situation :

Exemple
Considérons les deux systémes suivants sur Z/3Z :
x =0 17
1
¥ =0
Sp 1x=0 ) ¢!

X, = 0

X = 0
%= 0

¢  Sinous choisissons un lemme du connecteur « et » pour lequel le polynéme associé
n’est pas symétrique pour des compositions successives, nous aurons pour le sys-
teme (Sy), respectivement (S;), le polynéme P, €quivalent, respectivement P, :

2 2 22
Pl(xl, X, x3) =X+ ( X+ x3)
(P R2, 22 2. 22
PyXp Xy %o ) = (X =YV + V) )+ (X + X))
L’élimination de la variable Y du polynéme P, — sans application du lemme « et »

dans I"algorithme d’¢limination — nous fournit le polynéme suivant :

2 22 2
P(xl, x2,x3)— (x1+x2) + X



85

Or, ce polynéme P n’est pas identiquement égal au polynéme P;. Pourtant, ces
demiers représentent deux systémes équivalents. Leur point commun est qu’ils
admettent le méme ensemble de zéros du fait qu’ils ont €€ définis a partir d’un
méme systéme polynomial mais en appliquant les lemmes «et» dans un ordre diffé-
rent.

e En revanche, si nous choisissons un lemme du connecteur « et » pour lequel le
polynome associé est symétrique pour des compositions successives, nous aurons
pour le systéme (S;), respectivement (S3), le polynéme P, équivalent, respective-
ment P,, d’aprés la proposition III(7) :

2 2 2 22 22 22 222
P(xxx)-x+x+x - XXX X-XX+Xx X X
17273 1 2 3 12 13 23 23

1
P (x Vet Rt Ra PR R R R R PR R
MpXpXp YY) =X+ X+ X+ )~ 117 5B KRR 780

2t X 1% 5%
+ X2X2+X2X +X2X2 2+X2X2 ? 2 2 2
XX KT KN 3 391751 % 3y1

L’élimination de la variable Y du polynéme P, nous foumira un polyndme identi-

quement égal au polyndme P; mais aprés un temps de calcul plus long, 170 ms au

lieu de 40 ms®. Ces temps sont trés faibles, mais si ces lemmes sont employés de
facon répétée, sur des polynémes comportant plusieurs centaines de mondmes, nous
aurons des écarts de temps bien plus €levés.

L5 Systemes de Z/pZ bien formés
Nous voulons traiter les cas particuliers ou si 1’équation algébrique s’écrit P(x) =0 [p]
alors 1’équation suivante : xk P(x)=0 [p], pour un k convenable, peut—€tre considérée

. . d ., . . .
comme une équation en la variable x , d’ou une réduction de degré ainsi que de la comple-
xité des calculs. Un second intérét, est de pouvoir rechercher I’existence de solutions,

solutions qui sont des racines d—iéme, sans les calculer de manigre explicite. Ceci fait 1’objet
des sections qui suivent.

11.L5.1 Résolution en " x puissance d"

Nous avons vu au chapitre I ce qu’était une résolution en x, puis en x2 d’une équation de
degré 2 dans Z/3Z. De maniere plus générale, nous introduisons maintenant ce qu’est une "
résolution en A sur Z/pZ :

(2) Temps cpu obtenus sur un IBM RS6000

®)  Pour les corps finis, un noyau est I’ensemble des x tels que A=1
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Définition IT1.1 :

Nous appelons résolution en e d’un polynéme P(x) de Z/pZ, 1a recherche de raci-
nes X de P telles qu’on puisse exprimer P(x ), comme étant x“ Q(xd), u compris
entre 0 et d - 1, et Q(¢) polyndme de Z/pZ. Nous aurons 2 ce moment-13 :

. d .
— siu>0,alors x =0 est une racine de P,

— si fpestracine de Q(?), et si x4 peut prendre la valeur £, alors x4 = ty est
une racine de P.

Remarque :
Lorsque d= 1, nous retrouvons la définition habituelle de la résolution en xd’un
polynéme.
- Exemples

Dans Z/5Z, la résolution en x* du polynéme P(x) =by £*+bx°+b3 P+byx+bs=0
sera la recherche de racines des polyndmes suivants selon la valeur de d':
1. d=2

a) b1x4+b3 x2+b5 =0
b) byx+byx=0
2. d=3
a) b1x4+b4x=0
b) byx+bs =0
) b3k =0
3. d=4
a) byxtbs =0
] b) byx =0
) b3 =0
\ d) byx=0

Or, dans Z/pZ nous pouvons toujours exprimer les racines d’un polynome 2 1’aide des radi-
caux d’apres la théorie de Galois ([22] et [41]). Par ailleurs, des méthodes de factorisation
de polyndmes ayant leurs ceefficients sur Z/pZ[X1, ... Xp] ont été développées récemment,
Viry [43], et peuvent s”adapter au cas des polynémes définis sur Z/pZ[X, ... X,].

En outre, a chacune de ces résolutions en xd nous pouvons associer les conditions d’exis-
tence des racines. Pour cela nous procédons a I’aide des lemmes sur les connecteurs logiques
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pour regrouper les différentes conditions associées aux différents polyndmes possibles pour
une résolution en . Une condition associée 2 un polyndme est simplement le produit des
différentes valeurs prises par xd

Exemple 1

La résolution en x° dans Z/7Z de P(x) =b1 x0+bpx0+b3.¢* +bg 0 +bs P+bgx+by =0
ne sera possible que si P est de la forme de 1'un des polynémes suivants:

a) by O+bgx=0
b) byx+b; =0
o) bx=0
d) b =0
e) bsx*=0

En sachant que X ne peut jamais prendre la valeur 4 dans Z/7Z, les conditions
associées a chaque polyndme sont respectivement:

a)
b)

c)
d)

€)

Exemple 2

by=by=by=bs=
by=bg=bs5=bg
by (bx+b7) (2 by+bs) (3 by+by) (Sby+b7) (6 bytby) = 0
bi=by=  bg=bs=bg=b7=0
byj=by=b3=  bs=bg=b7=0
b1=by=b3=bg=bs=

by=0

bl = =0 et

b7=0

La résolution en 45 dans Z/7Z de P(x) =b; x0-+by 00 +by ¥* +b, 10 +bs Prbgxetby =0
ne sera possible que si P est de 1a forme de 1’un des polyndmes suivants:

a)
b)
<)
d)
e)
f

by F+b7 =0
byx =0
by =0
bax’ =0
bs x> =0

bgx =0

En sachant que x6 ne prend que 0 ou 1 comme valeur dans Z/7Z, les conditions
associées a chaque polyndme sont respectivement:
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a) ba=b3=bg=bs=bg =0 et by (bj+b7)=0
b) bj=  b3=by=bs=bg=b;=0
¢) by=by= by=bs=bg=b,;=0
d) by=by=b3=  bg=bg=b;=0
e) by=by=b3=bg=  bg=b7=0
f) bi=bo=bz=bg=bs=  b7=0

La proposition suivante nous donne une condition nécessaire pour qu’un polynéme en x
. d

admette une résolution en x :

Proposition I11(9) :

Soit un P polynéme sur le corps Z/pZ. Notons m le nombre des termes de P conte-
nant la variable x.

‘s . . d
Une condition nécessaire pour que nous ayons une résolution en x sur P est que:

m<-2+1 )
d

Démonstration

D’aprés la définition II1.1, si nous avons une résolution en xd pour P, alors il existe
un polynéme Q sur le corps Z/pZ tel que P(x) = X Q(xd).
g o d
Aussi avons—nous : Q(x ) = .20 aj X
J =

Cette somme comporte au plus N+1 termes en x, or nous avons dN < pd’oula
proposition. [J :

l.5.2 Systémes polynomiaux bien formés

Définition ITL.2 :
Nous dirons qu’un polyndéme P de Z/pL(xy, ... , Xy, 315 ... »dq] est général en les
d d
paramétres {a;} j=1...qpour a’ ety x, , Si et seulement si la condi-
! =l..q k=1...m

tion d’existence de racine de P soit est toujours vérifiée, ¢’est-a—dire est identi-
quement nulle, soit appartient 3 Z/pZ[ a1, ... , aq] et posséde plus d’un zéro.

Exemple

Dans Z/3Z, le polyndme P 2 (x+ e ) est général en a pour x, mais n’est pas
général en a pour 2.
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En effet, lorsqu’on résoud 1I’équation P(x, ) = 0 en x, nous avons une équation de
contrainte identiquement nulle sur I’existence de racines en x. Mais lorsqu’on
résoud 1’équation P(x, a) =0 en x2, nous avons cette fois—ci comme équation de
contrainte, a=0. Cette condition n’est pas identiquement nulle et ne fait pas
intervenir plus d’un paramétre. Aussi, P(x, a) n’est pas général en a pour xz.

Remarque

11 se peut que nous obtenions une équation de contrainte en plusieurs variables qui
ne soit jamais satisfaite, ou qui n’admette qu’un seul zéro. Ce qui a pour effet, soit
de rejeter tous les jeux possibles de parameétres, ou bien de n’accepter seulement
que tel ou tel paramétre ait une valeur fixe. Le premier cas rend le polynome invalide
car il ne s’annulera jamais quelque soient les paramétres. Et le second cas fixe un
paramétre 2 une valeur constante, ce qui signifie que ce n’est plus un parameétre
mais une constante. En revanche, s’il existe plusieurs n—uplets possibles de para-
métres annulant 1’équation de contrainte, alors le polynéme reste général en les
paramétres, et nous aurons une équation de contrainte sur les parametres.

Nous avons la méme définition pour un systéme polynomial.
Définition IT1.3 :
Nous dirons qu’un systeme polynomial {P;};=; de Z/pZ[x;, ... , Xy, a1, ... »g]

d d
est général en les paramétres {3j}j=1...q €N { aj‘} eten {xkk} ,Siet

=1l...q k=1...m
seulement si la condition d’existence de racine de P est toujours vérifiée,
¢’est—a—dire est identiquement nulle, ou si elle appartient & Z/pZ(ay, ... , aq] et

admet plus d’un zéro.

Lorsqu’un systéme polynomial vérifie la définition précédente, nous dirons qu’il est tout
simplement bien formé pour indiquer qu’il existe un ensemble de variables choisi comme
paramétre, et pour les variables restantes un choix sur le type de résolution.
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Chapitre IV

Théorie de I’élimination dans
les corps finis

Nous nous intéressons 2 un probléme similaire de celui du chapitre précédent mais qui
reléve de la théorie de 1’élimination. Ceci dans le but d’améliorer 1a complexité des algo-
rithmes d’éliminations précédents, exponentielle, en une complexité qui serait au mieux
polynomial. Nous rappelons et exposons les principales méthodes d’€limination dans le cas
des corps des réels et des complexes, puis nous tentons de les adapter au cas des corps finis
Z/pL .

Ce chapitre est composé de plusieurs parties qui traitent le cas de 1’élimination d’une
variable 2 la section IV.2, puis de deux en IV.3, et enfin de n variables, section IV.4, en
généralisant la méthode de Dixon et de Biard sans toutefois la démontrer. Nous appelons le
résultant obtenu par cette méthode, résultant de Dixon—Biard, qui n’est pas toujours le
résultant théorique. Pour la recherche de 1’équation implicite, nous faisons quelques com-
paraisons, en IV.4.3, avec les algorithmes développés aux chapitres précédents. Cependant,
nous perdons par les méthodes du calcul du résultant, 1’équivalence entre un systéme
polynomial comportant des variables a €liminer, et I’équation implicite obtenue. Aussi, pour
avoir la réciproque, nous traitons le probléme de I’inversion en IV.4.4, en généralisant une
méthode proposée par Biard en [7]. Nous faisons juste une comparaison avec un probleéme
d’inversion traité par Amon au moyen de la décomposition cylindrique algébrique dans [5].

Notre conclusion est contrastée. En effet, le calcul du résultant de Dixon—Biard échoue
pour les systémes polyndmiaux paramétriques généralisé€s, ceci essentiellement a cause de
calculs de déterminants. En revanche, si nous avons seulement un systtme paramétrique, le
calcul du résultant est en général beaucoup plus rapide, d’autant plus que sur un corps fini
les degrés et les ceefficients sont limités. Mais, nous ne pouvons connaitre 1’équivalence que
si nous fournissons un jeu de valeurs vérifiant I’équation implicite, grice a 1’algorithme
d’inversion. De plus, nous n’avons aucune équation de contrainte sur les variables €liminées,
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aussi nous ne connaissons pas quels sont les paramétres admissibles. Ces limitations par
rapport aux algorithmes d’éliminations sur Z/pZ rendent ainsi 1’utilisation du calcul du
résultant plus contraignant et moins général.

IV.1 Introduction

Au chapitre II, nous avons vu comment nous pouvions €liminer les quantificateurs d’une
expression logique sur Z/pZ de la forme :

dxeZpZ. . IxeZ/p | ®(x,...,x .y, ... .Y )
1 n ' 1 n -1 m
Si nous développons cette formule logique 2 1’aide des connecteurs logiques « et », nous
obtenons un systeme de réquations :
Pl(xl, ,xn,yl, ,ym)so 12

IxeZ/pL..3xe ZipL | 1)

Pr(xl, e XS Y e ,ym) =0[p]

Nous notons par (M) ’ensemble‘? des X qui vérifient un tel systeme.
Eliminer les 11 variables quantifiées Xpsoen s xnrevient donc a résoudre le systeme (1) des r

€quations. Ce qui revient 2 obtenir une premiére représentation de ce systéme, la représen-
tation paramétrique.

Représentation paramétrique
Nous devons donc trouver une représentation de (M) de 1a forme suivante ;
=Q(®,...,D,y,...,
X, Ql( ) <Ds Y y )l

xeM) < )

anQn(CDI,’... ,<Ds,yl, ,_ym) (pl
oulesQ,...,Q sontdes polynémes,etles® ,... ,d des parametres libres.
1 n 1 s

Une telle représentation de (M) est dite paramétrique. Elle est dite minimale lors-
que le nombre de paramétres libres est minimal. Et, ces paramétrisations minimales
ne sont pas forcément uniques.
Mais nous pouvons aussi déterminer sous quelles conditions les solutions x existent, et ce
indépendamment des paramétres <I>], vy <I>m. Ce qui revient a déterminer 1’équation impli-

cite du systeme (2).

(1)  Les algébristes nomment ces ensembles définis sur un corps variétés algébriques.
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Représentation implicite
Une autre représentation de (M) est d’obtenir 1’équation suivante non identique-
ment nulle telle que :

xe M) = f(x; s X ¥ ¥ ) =010 3)

Une telle équation est dite équation implicite de (M). L’équation implicite con-
tient ’ensemble (M), et si nous substituons les inconnues x par leur représentation
paramétrique, nous avons alors :

‘ﬂ7’<I>1 ...V(Ds, f(...,Qk(d>1 - ,<I>s PR ,ym),... )=0[p]

La question qui nous intéresse est d’obtenir a partir du systtme (1) ou du systeme (2) une
représentation implicite. Ce probleéme, probléme d’implicitisation, peut s’aborder de deux
manieres :

1. La premiére technique revient 2 éliminer les paramétres de libres du systeme
paramétrique (2). Ceci est un probléme d’élimination de variables qui est équivalent
2 un probléme d’élimination de quantificateurs. Nous disposons d’un algorithme
d’élimination de quantificateurs dans un corps fini, mais de complexité exponentielle
selon le nombre de variables a éliminer.

2. La deuxiéme technique consiste 2 rechercher des zéros non triviaux communs a
toutes les équations polynomiales du systéme (1). La recherche de ce facteur
commun reléve de la théorie de 1’élimination que nous abordons dans ce chapitre.

En vue d’obtenir un algorithme qui soit de complexité meilleure que ceux d’€limination des
quantificateurs, c’est-a—dire de complexité au mieux polynomiale, nous €tudions les
méthodes relevant de la théorie de 1’élimination dans un corps IK, qui représente le corps
des réels IR ou des complexes C. Puis, nous adaptons lorsque cela est possible au cas des
corps finis Z/pZ.

IV.1.1 Le probléme de I'élimination
La technique de 1’élimination avait autrefois pour but la résolution des équations algébriques
a plusieurs inconnues. L’objectif était de remplacer un systeme d’équations par un autre

équivalent, dont 1’une des équations ne contenant plus qu’une inconnue, permettait d’en
trouver les valeurs. Ce probléme de 1’élimination s’est €largi : étant données des fonctions

fl, ..., f de n variables Xps oo s X a coefficient dans un corps IK, il s’agit de trouver une
T

fonction R des coefficients des f. qui puisse se mettre sous la forme
1
R=A f +...+A f
171 r'r
ot les A, désignent des polyndmes fonction des variables x., ... X et des coefficients de
1

1
fl

y e fr , qui soit de degré minimum par rapport 2 ces coefficients. Cette fonction R existe
toujours et s’appelle 1’éliminant ou le résultant de f P fr.
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Plusieurs méthodes permettent 1’élimination d’une ou de plusieurs variables. Elles reposent
toutes sur 1’algebre linéaire, et font notamment intervenir la notion de déterminant et
d’indépendance linéaire.

IV.1.2 Méthode générale dans Z/pZ
Une méthode générale consiste 2 considérer les équations de Z/pZ comme étant des équa-
tions d’un corps non fini. Le calcul du résultant de ces équations peut alors employer les

méthodes usuelles d’élimination d’une ou de plusieurs variables, puis projeter dans le corps
fini les résultats ainsi obtenus.

Cette méthode se schématise comme suit

— r —
f, =01z f,=0
) Id. )
f=0(d | £=0
congruence i

R=00P *oquop— R=0

Fig. 4.1 : Méthode du résultant pour les corps finis

Cependant, cette méthode peut échouer dans certains cas et nous fournir un résultant

identiquement nul. Par exemple, si le facteur commun obtenu est X - x, dans le corps fini
Z/pZ ce facteur est identiquement nul du fait du petit théoréme de Fermat. Aussi, présen-
tons—nous les techniques permettant de déterminer le résultant dans un corps infini IK,
puis nous les adaptons au cas des corps finis.

IV.2 Méthodes a une variable

IV.2.1 Définition du résultant
Nous rappelons bri¢vement la définition du résultant de deux équations :
Définition :
Soient f et g deux polynomes de degré m et n respectivement :
m ) n .
f(/‘f)=iz='0 aixl,et g(x)=j§=:0 bjx]

Soient, dans une extension de IK, les racines Oy de f;et Bl, ..,p deg
m n
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Il g(oni)=(")

1=1 n =
a J

)mn
On a I'identité : H H (o _B )——
1=1_]'1 bm

n m
Une preuve algorithmique est donnée par Duval dans Davenport [17] p. 217.
De cette identité, on définit le résultant en x de fet g :

Res (f,g)=4 bmH H(a B)

ni=1j=1 1
=) amf1g<a) SONURLEICS

PropositionIV(1) :

La condition nécessaire et suffisante pour que le systtme f (x)=0etg(x)=0
admette des racines communes, ou un facteur commun, est que la résultante soit
nulle. Soit encore :

=0
mau@ﬁoﬁ{f”) @

g(x)=0

IV.2.2 Une méthode générale

Voici une méthode générale décrite par Laurent [23], qui contient comme cas particulier
d’autres méthodes, en particulier celle de Cayley que nous abordons en IV.2.3.

Soit {@i} 1. m UD€ famille libre de m polyndmes de degrés strictement inférieurs a m,

c’est—a—dire une base des polynémes de degré au plus m — 1 sur le corps IK. On effectue m
divisions euclidiennes des polynémes O, f par g. Ce qui donne :
1

O (x) f(x)=q gx)+1

| © (N f(x)=q_glx)+r

Les restes sont tous de degré strictement inférieur 2 m, nous aurons donc :

-

m-1
@l(x)f(x)—qlg(x)—c]mx + ...+cL2x+cL1

m-1
Gm(x)f(x)—qmg(x)= cm,mx +... +cm2x+cm,1
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. . . 2
Posons successivement pour chacune de ces équations x= Bl, ..., x=B . Ceci donne m
m

équations du type :
m-1
@i(Bj)f(Bj)—cLm Bj +... +cllﬁj+c

Ces €équations s’écrivent sous forme matricielle comme suit :

e \\ . e
O (B)... = i
(B,) li f(B{);l S |

1,1

Le déterminant donne :

m

o) Mrpy=| ¢ | &
i(Bj) J_=1f([51) Coe BJI
A partir du produit des f (B, ) nous retrouvons , 2 un facteur pres, le résultant de fetg. Un
J
choix judicieux des fonctions ©_peut simplifier les calculs. En effet, si on choisit comme
1

famille de polynoémes la base canonique des polyndémes de degré inférieur & m, on aura
apres simplification :

ﬁ )
e f(ﬁj) S

Cette méthode présente I’avantage de n’exiger qu’une seule division, celle de fparg.

IV.2.3 Résultant de Cayley

Soient f et g deux polyndémes de degré m et nen x respectivement :
1
X)= ax,etglx)= b X
fx=< 2 g()j=0J
En nous inspirant de la méthode de Cauchy dans Laurent [23], posons le rapport suivant
€gal a un polynéme en yde coefficient Xi( X):

N-1

—o(x)f i

e -g@ @) _ 2 X(x)y
x-y =0

ot N=max (n,m).

Le coefficient Xi(x) est 1a combinaison lin€aire de deux polynémes f. (x) et g (x) Qqui sont
1

respectivement coefficients de yl dans le quotient de f(y)-f(x) et de g(x)—g(y) par
y-Xx
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On a donc :
X(x) =g (x) ()~ f(x) gx)

Par conséquent Xi(x) est le reste de la division de g(x)f(x) par f(x) et
1

gi(x ) est le quotient.

a a
1
Sil’on pose hg = 7 1e déterminant des coefficients de f et g nous aurons :

b b
1]

N-2
Xo(x) =g (x)fo(x) -fx) gO(x) = IJON_1 X +...+ 110,2 X+ ho’1

X ()= + B YR 2

+...+ +h )x+(h _+h )
O,N 1,N-1 03 12 02 1,1

N-2
Xz(x)_(ho,N 1+111 N h?.N 1) +...+(h0,4+1113+ 112,2)X+.(h0,3+h1’2+172’1)

N-2
Xt =Wy izt gyt t By p X+t U+ B et By o)

ol 11ltj s’annule pour / = jet pour /ou j stricttment supérieurs a N — 1.

Le résultant de Cayley peut se définir comme étant le déterminant de la matrice de taille
(N-1 )2 suivante :

h h h ]
0,1 0.2 ON-1
h +h h +h h +h )
M= 02 1,1 03 12 ON 1N-1
h +h + ...+h h +h + ...+ h
L ON-1  IN-=2 N-2,1 0,2N-3 12N-4 N-2N-1-

On voit que le résultant de Cayley est fonction des hiJ. = aibj— ajbi.

IV.2.4 Résultant de Cayley dans Z/3Z

Les fonctions du corps Z/3Z qui nous intéressent plus particuli¢rement sont définies comme
suit :

f(X,.Y,U)=P(X,y)-—(p(u)=P(x,y)—(au2+ bu+c)

g(X,.Y’U)=Q(X,Y)-¢(U)=Q(X,y)—(a’u2+ bBu+c’)
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En tenant compte des hj, j qui s’annulent, nous obtenons la matrice carrée d’ordre 2 sui-

vante:

h h h h
0,1 02 01 02
M= =

h +h h +h h h
02 L1 03 1,2 02 12

En calculant explicitement les coefficients, nous obtenons :

-

b ¢c-P(x,y) a c-P(x,y)
b c-Q(x,y) |la ¢-Q(x,y)

a c-P(x,y) a b

Ll ¢ -Q(x,y) ab J
Ainsi tout systéme sur Z/3Z de 1a forme :

{P(x,y>=<p<u)
Q(x,y)=¢(u)

admet des solutions si et seulement si le déterminant de la matrice M précédente s’annule.

IV.2.5 Méthode des coefficients indéterminés

Nous avons vu dans I'introduction, IV.1.1, que le résultant pouvait se mettre sous la forme
R= Resx (f.g)=XAf-ug. Nous montrons la proposition suivante qui nous permet de
développer la méthode des coefficients indéterminés.

PropositionIV(2) :
Les polynémes A et W qui vérifient :

Res (f.g)=Af-pg

sont de degrés en la variable x strictement inférieur a g et f respectivement, et
sont uniques a une constante pres.

Démonstration
En effet, supposons qu’il existe un autre couple (A", p’) de polynémes qui vérifient
R=A"f-pw g, alors (A-1") f-(u-p’) g=0.
Dans le cas ol f et g n’ont pas de facteur commun, (A-2") s’annulera toutes les
fois que g s’annule, ce qui est contradictoire puisque le degré de (A —A’) est infé-
rieur 2 celui de g.
Lorsque f et g sont non premiers entre eux, le résultant R s’annule par définition.
Dans ce cas, les polyndmes A et p existent encore mais ne ils ne sont plus
déterminés qu’a un facteur pres. 0
Suite a cette proposition, nous pouvons employer la méthode des coefficients indéterminés
pour calculer le résultant et les polyndmes A et .



11 suffit de poser :

m-—

n-1 . 1 .
A= X pX et p= ) gx
i=0 ! j=0 J

En reportant dans 1’équation R= A f —lL g avec :
m i n .
fx)= 2 ax,etgx)= = bX
i=0 ! j=0 3

et en identifiant les termes de méme degré, nous avons :
[ a -b =0
m pn—l n qm -1

k
2 ~bg )=0
(2o Py B%y)

3,p,~b,q,+2, Py~ b q,=0

n Py~ by % =R
Ceci forme m + néquations 2 m + n indéterminées . Une fois les inconnues déterminées en
fonction de R, nous pouvons calculer ce R 2 un facteur constant prés. Or, nous remarquons

. n m
que si nous avons f constante, alors ce facteur est 2, bn .

Pour les corps infinis, une autre méthode consiste & différencier m+ n+ 1 fois I’équation
R=A f—pg, et donner a chaque fois une valeur arbitraire a x.

IV.2.6 Méthode des coefficients indéterminés dans Z/3Z
Soit le systéme suivant :

f(x)= x3—x2—x+ 1

g(x)= x3-3 x2+3x—1
Nous cherchons 1’existence d’un facteur commun aux deux fonctions précédentes, puis s’il
existe nous désirons le déterminer. La méthode des coefficients indéterminés va nous per-
mettre d’y répondre :

Les polyndmes A et 1 sont respectivement de degrés inférieurs a g et f, soit ici 2. Nous
avons a résoudre 1’équation suivante :

(axt+bx+c) f(x)—(aX +Bx+y)g(x)=R
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Le calcul des inconnues précédentes nous foumlt un systéme a 6 inconnues qui est :

1 0 0 -1 0 0][4] 0]
-1 1. 0 3 -1 Of|» 0
-1 -1 1 3 3 -lf|¢ _ |0
1 -1 -1 1 3 3||a 0
01 -1 0 1 3B 0
0 0 1 0 0 1JLVd (R
Apres triangularisation du systéme précédent, nous obtenons I’équation suivante :
100 -1 0 o]f 4] 0]
0102 -1 0l » 0
001 =2 2 -lc¢ 0
0001 -1 1||la 0
0000 0 0fB 0
0 0 0 0 0 odtv LR

Ce qui donne R = 0. Par conséquent une ou plusieurs racines communes 2 f et g existent.
Pour déterminer le facteur commun, il suffit de calculer I’ équation: A f-pg= 0

Nous obtenons en exprimant les coefficients en fonction de o et v:

Mx) f()-p(x) g(x) =2 (x=1) (£ (a-Y)+ax+y)=0
Or cette équation doit étre vérifiée pour tout coefficient o, et Y. ce qui entraine que le
facteur commun aux polynémes f et g estle polynéme (x-1 )2 .

Cependant, le calcul des racines du second polynéme permet d’avoir une nouvelle factori-
sationdeR :

2
Mx) fO)-Ix) g(x)=2 (x=1) (x+1)((a=y) x+7y)=0
Aussi, quels que soient les valeurs de o et Y, le facteur commun constant de R est le

R 2 , . . .
polynéme ( x—1) (x+1). Or, =1 n’est pas racine de g, aussi avons—nous un facteur qui
perturbe la solution aussi 1’appellerons—nous "facteur parasite”.

IV.2.7 Résultant de Sylvester

Cette méthode découle directement de la méthode des coefficients indéterminés. En effet, 1a
matrice des coefficients des polynémes A et K permet, sans calculer leurs coefficients, de
déterminer le résultant en utilisant le déterminant.



101

Sylvester simplifie les calculs en considérant le systéme des m+ npolyndmes suivants :
(

m
X)=a X +...+ax+a
for=a X+,

+1 2
xf(x)=a x4 +ax+ax
m 1 0

n-1 m+n+1 n n-1
T x f(x)=a x +..+ax +ax
m 1 0

n
g(x)=bnx +...+b1x+b0

-1 1 -1
Lxm g(x)=bnxn+m+ +...+b1xm+b0xrn

Le déterminant des coefficients des seconds membres donne le résultant de Sylvester :

Resx(f,g)=

Le calcul de ce résultant, a cause de la structure spéciale du déterminant, se rameéne 2
effectuer I’algorithme d’Euclide comme élimination de Gauss. De 12 le lien entre résultant et

calcul du pged. La plupart des systtmes de calculs formels actuels s’inspirent de cette
méthode de calcul de résultant.

IV.2.8 Résultant de Sylvester dans Z/pZ
Soit le systéme suivant des m + n polynémes surZ/pZ ou m < pet n< p.

-

m
f(x)=a x +...+ax+a
m 1 0

m+1 2
xf(x)=a x +...+ax +a.x
m 1 0

+n+1

n-1 m n n
1 x f(x)=a x +..tax +ax
m

0

n
g(x)=bnx +...+b1)rr+b0

m-1 n+m+1 m m-1
| X g(x):bnx +...+blx +b0x
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Si nous avons m + n— 1< p alors nus pouvons calculer le déterminant des coefficients des
seconds membres. Nous retrouvons le résultant de Sylvester.

Cependant lorsque m+ n-12 p, nous obtenons un systéme d’équations polynomiales de
degré au plus p—1. Par conséquent des dépendances linéaires sont présentes, dans ce cas le
résultant de Sylvester sera toujours identiquement nul. Aussi, un fagon d’adapter 1a méthode
de Sylvester aux corps finis Z/pZ est d’extraire un systéme d’équations linéairement indé-
pendantes du systtme a 1’aide d’une triangularisation du systéme, ce qui nous permet
d’évaluer ensuite un déterminant sur le second membre des p—1¢€quations.

IV.3 Méthodes a deux variables

IV.3.1 Eliminations successives

Soient trois polynomes f, g et h fonction des variables x et Y, et le systéme suivant ;
f(x,y)=0

g(x,y)=0

h(x,y)=0
Nous pouvons €éliminer x de f et de g en formant la résultante en x de f et de g; puis de
méme former la résultante en x de g et de h. Ceci nous donne deux polynémes en y:

Res (f.,g)=0
X

Res (g,h)=0
X

Enfin, on €limine y de ces deux résultantes, ce qui donne finalement :
Res (Res (f,g).,Res (g,h))=0
y X X

Cette équation n’est pas le résultant du systéme des €quations précédentes mais contient en
facteur le résultant recherché, et nous pouvons en déduire le véritable résultant. Posons :

Resx(f,g)=kf+ ug,et Resx(g,h)=vg+ph
ol A, W, v, p, sont des polynémes en x que ’on sait former, par exemple par la méthode des
coefficients indéterminés.

Aux équations initiales, 1’élimination successive substitue les équations suivantes :
=0

J Res (f,g)=Af+png=0
X

Resx(g,h)=vg+ph=0
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Le résultant en y de ce systéme est :
Res (f,umg)Res (f,g,p)Res (f,g,h)
Y y y

On a en effet les relations suivantes qui sont aussi celles du pged :
Res (Af.pg h)=Res (A, g,h)Res (f,u,h)Res (f,g,h)
y y y y

! Jh)= : R ,g,h
Resy(fkfwg h) Resy(fu,h) esy(fg )

D’ou finalement :
Resy(f,kf+ug,vg+ph )= Resy(f,u,h )Resy(f,g P )Resy(f,g,h)

Par rapport au systéme initial, le facteur introduit est :
Res (f,u,h)Res (f.g,
y(f W,h)Res f.g.p)

Pour 1’élimination successive, nous pouvons choisir deux fonctions parmi trois pour €liminer
X, soit trois résultants possibles. Mais nous pouvons aussi procéder de manicre duale en €li-
minant y avant x, ce qui donne de nouveau trois autres résultants possibles. Pour trois
équations, 1’élimination successive a donc six variantes, et chacune de ces variantes contient
en facteur le résultant cherché. Nous pouvons étendre ce résultat pour le cas de n varia-
bles.

IV.3.2 Meéthode de Dixon

La méthode de Dixon [1] généralise celle de Cayley [23]. Nous reprenons la présentation de

Biard [7). Formons le déterminant suivant, ou x représente un triplet (xy , Xy, X3 ) :
f(x,u,v) f(x,u,v) f(xu’,v’)

A(X’u’ V’u,’ V’)= g(x,u,v) g(x’u’,v) g(X,U’,V’)

h(x,u,v) h(x,u’,v) h(x,u’,v’)

I1 est clair que ce déterminant s’annule si 1’on pose u= u’, ou v = v’ Aussi se factorise—t—il
par(u—-u’)et (v—v’). Posons :

A(x,u,v,u’,v’)
(u-u’)(v-v’)

Ceci forme un polynéme symétrique que nous pouvons écrire sous forme matricielle :

d(x,y,uv,u’,v' )=
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-

2n-1 m-1]
u \ %

-1 2m-1
S(xuvu,vy=[Lu,v,uv,. ,u" v ] C uv

ou C est une matrice carrée d’ordre 2 nm .

On remarque que si les équations f, g et h ont une racine commune (v’,v’) =(a,B),
alors le polynéme & ( x, u, v, o, B ) est identiquement nul en u et v . Ce qui signifie que pour
tout uet v, nous avons :

F 2n-1 m-1]
u \ 4

[l,a,B,aB,...,an-lﬁzm_l] C uv =0

u

R

Ce qui équivaut a ce que le déterminant de C s’annule, c’est le résultant de Dixon. Ce

résultant n’est pas le résultant théorique mais il le contient en facteur. Dans certains cas, les
deux coincident.

IV.4 Méthode a n variables

Dans le cas général, il n’y a pas de formulation qui exprime pour tout n21le résultant d’un
systetme. Et la formulation la plus générale du résultant I'exprime comme un rapport de deux
déterminants, Macaulay [27]. Si tous les polynémes ont les mémes degrés, une autre for-
mulation améliorée est donnée par Macaulay [28]. Cependant, dans la plupart des cas, ces
deux déterminants s’annulent, et demeurent assez complexes et coiteux d’un point de vue
de calculs du fait de la manipulations de ces systémes de déterminants.

Quand le résultant peut s’exprimer comme déterminant d’une matrice, plusieurs méthodes
existent pour les cas particuliers correspondant & n= 3, 4, 5, 6, qui sont citées dans
Abhyankar [1].

Une approche plus générale, qui combine 1’utilisation des bases de Grobner, des interpola-
tions sur plusieurs variables, est présentée 2 travers divers algorithmes par Manocha dans
[30]. Ces méthodes concement essentiellement le calcul d’un résultant d’un systéme sans
parametres, et sont programmées en C++ afin d’éviter des temps d’exécutions et d’optimiser

la gestion mémoire d’un systéme de calcul formel basé en général sur des langages inter-
prétés comme le Lisp.
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En revanche, dans la section qui suit, nous présentons une méthode qui généralise le résul-
tant de Dixon en se basant sur les travaux de Biard [7]. Pour éviter toute confusion avec la
méthode de Dixon, nous nommons ce résultant, résultant de Dixon—-Biard. Nous ne sommes
pas du tout assurés d’avoir le résultant théorique a cause de facteurs "parasistes”, mais cette
méthode présente 1’avantage d’avoir une complexité polynomiale par rapport aux algorith-
mes d’éliminations présentés auparavant, d’étre relativement simple a mettre en ceuvre et
peu codteuse en mémoire dans les cas des corps finis du simple fait de 1a limitation des degrés.
De plus, pour le probléme de la réciproque, section IV.4.4, nous avons un algorithme qui
nous permet de décider pour un jeu de données vérifiant 1’équation implicite si 1a réciproque
est vraie ou non.

IV.4.1 Généralisation de la méthode de Dixon

La méthode que nous exposons sans la démontrer, est 1’extension du résultant de Dixon au
cas de 1’élimination de n variables pour un syst¢éme de n + 1 variables. Comme nous nous
sommes inspirés de celle de Biard [7] pour le cas n= 3, nous la nommons Dixon-Biard. Pour

simplifier les notations, nous ne faisons pas apparaitre les variables Xy X

elles sont présentes dans toutes les expressions qui suivent. En particulier, les fonctions f
1

, ..., X ,Mmais
n

sont de 1a forme f. (xo, s X U U ) mais sont notées comme suit f,(u1 yeee s U
1 n n 1 n
Nous formons le déterminant A ( ul, Uys oo s U Vi Vo ooy V ) suivant :
n n
fo("l’ o by "n) fo ("1 v Uy Vn) fo ("1 v g Ve Vn) fO(Vl v Vi Var Vn)
fl (ul, e un-l, Un) fl (ul T un—l’ Vn) fl (ul . un—Z, vn—l' Vn) fl (Vl T Vn—2’ ",n—l’ Vn)
fn (ul v Bp un) fn (ul v By Vn) fn (ul s By Vaer Vn) fn (Vl v Vi Vaer Vn)~

11 est clair que ce déterminant s’annule pour tous les u = v . Aussi, A se factorise par le
1 1

produit des ( u- Vi) .

A LU o U, V.,V ...,V
(u1 u, un Y n)

: S Uy UV, V o,V )=
Posons : & ( u. U, U,V v, n)

I1 (x-v)
i=1 1 1

Ceci forme un polynéme symétrique, que nous pouvons écrire sous forme matricielle :
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B m
H i

u

i=1 1!

. uu,

= VLV L V.V, .., Im,:

0=[1,v, AAAA S 1C uu,
u

n

4
L

ou C est une matrice carrée.

Nous remarquons, comme pour la méthode de Cayley et de Dixon, que si les équations f.
1
ont une racine commune, alors le polynéme § est identiquement nul pour tous les u. Ce qui

signifie que nous avons :

-
n m
I,
1

1=1

-8

|

Ce qui équivaut a ce que le déterminant de C soit nul. Ce déterminant est le résultant de

Dixon-Biard généralisé, et est fonction des variables Xy XKoo X

IV.4.2 Recherche de I'équation implicite

En nous inspirant toujours de Biard [7] qui propose et démontre a partir du résultant de
Dixon une méthode de recherche de I’équation implicite associ€e a un systéme, nous pro-
posons a la suite de IV.4.1une méthode similaire. Nous 1’avons implémentée pour les corps
finis Z/pZ et infinis IR, et expérimentée afin de pouvoir comparer les temps de calculs, ainsi
que les résultats, obtenus avec les algorithmes d’élimination dans les corps finis des chapitres
précédents.

L’équation implicite d’un systéme paramétrique est donnée par la méthode de Dixon—Biard
généralisé précédente. Cependant il se peut que le déterminant de la matrice C soit



identiquement nul, dans ce cas, une méthode est de calculer le déterminant d’une

sous—matrice T de rang maximum de C, ¢’est—a—dire une mineure de C.

La méthode du résultant de Dixon-Biard généralisée pour des systémes de n+ 1 polynémes
et ayant n paramétres est résumée dans la figure ci—dessous. Nous avons simplifi€ quelques
notations. Ainsi U désigne I’ensemble des paramétres u, X T’ensemble des X, et \% S’ v f

désignent les variétés engendrées par le systtme (S) et I’équation implicite f(X) =0
respectivement. De plus nous précisons que la mineure T dépend des X en lanotant T 5 €t

U
le vecteur des mondmes en u. par [ }

1 (nm)

i P(X, U)=0(p |
XeV &3 Ue Z2/pL”/
L Pn+1(x U)=01[pl]
4
n A n U
JUeZ/pl’ | ——=08=0[p] & 3UeZ/pL’ /T =0[p
n —
_H u.-—-u, ! (n,m)
i=1 1! 1
U

[detTX= F(X)=0 & xe Vf]
Fig. 4.2 : Résultant de Dixon

L’algorithme qui généralise 1a méthode de Dixon au cas de nvariables est le suivant :

Méthode de Dixon généralisée :

Entrées : S, variables, paramétres
Sorties : équation

Définir les paramétres conjuguées a partir des parametres

Construire la matrice M a partir de S et des parametres et des

paramétres conjugués

A «—detM

d « Simplifier A
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Extraire la matrice C de §
T « Appliquer Bareiss modifié sur: C
équation « Dernier pivot non nul de :C

Retourner équation

La méthode de recherche de la mineure T de C est effectuée 2 partir d’un algorithme de
Bareiss modifi€. Nous donnons en annexe A les programmes Reduce qui appliquent la
méthode de I"algorithme précédent, ainsi que 1’algorithme de Bareiss.

IV.4.3 Expérimentations dans z2/3Z

La complexité de la méthode Dixon généralisé semble étre polynomial, car nous effectuons
successivement :

— un calcul du déterminant A, puis le calcul de §,
— une extraction de la matrice C 2 partir de §,

= une détermination du rang et d’un déterminant d’une mineure de C par un algo-
rithme de type Bareiss,

Or il s’avére que la recherche du rang d’une matrice, lorsque nous sommes dans un corps fini,
est différente de celle des corps infinis comme IR. En effet, soit par exemple le corps fini
Z/pZet la recherche du rang de la matrice M suivante:

T
1o 0
M=l o #1 §

Lo o &'
Si nous observons la structure de cette matrice, nous pourrions conclure, comme M est
diagonale, que les colonnes sont linéairement indépendantes d’odl un rang égal 2 3, et par
conséquent que cette matrice est inversible. Or, le calcul du déterminant, le produit des
€lements diagonaux, nous donne dans Z/pZ :

R s B ol
Aussi ne pouvons—nous pas appliquer les méthodes classiques de recherche du rang. Elles

nous donneront seulement une majoration du rang. Nous n’avons pas rencontré de situation
de ce type, aussi peut—étre que la méthode de Dixon—Biard ne la génére—t—elle pas.
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IV.4.3.1 Des demi-droites

Un exemple classique qui illustre bien les limites des méthodes de recherche d’équation
implicite, quelque soit la caractéristique du corps, est celui des demi—droites. En effet, dans
Z/pZ considérons la paramétrisation suivante :
x-ﬂm
©)
x,= 4 (p]

Nous aurons par un calcul du résultant, I’équation d’une droite enti€re au lieu d’une
demi-droite :

2
x = (7]
= x_=x_[p (6)
2 1 2
x,=u [p]

—

C’est du au probléme des paramétrisations minimales. En revanche, les algorithmes d’€li-
minations pour les corps finis nous donnent 1’équation implicite d’une demi-droite tout en
ayant I’équivalence (résultat pour p= 3) :
2
x,=u (7

22 2 2
= x1 X, =X| X=X Xy =X =X, = 0 [p] @)

x,=4 (7]

Cette derniére équation implicite correspond en fait a la formulation logique suivante qui a
1’équation implicite de (6) exclue les points ayant une coordonnée négative :

=t '
PN (xl—xzs O[p])et non((x1 =-1{pl)ou (x2.=-—1 (a)) ®
x,= 0 [p)

IV.4.3.2 Les hypersphéres

Bien que nous risquons de ne pas avoir d’équivalence par une méthode de calcul du résul-
tant, nous avons réalisé quelques expérimentations afin de comparer les temps d’exécutions,
mais aussi les résultats obtenus, avec les algorithmes d’éliminations sur les corps finis.
Nous commengons par un exemple simple d’élimination de variables. Pour cela nous consi-
dérons les équations paramétriques d’une hypersphére de dimension d et de rayon R, en

2
supposant que les parametres permettent le calcul de Xy , systéme défini comme suit:

=Y
1™ % ®)
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Nous pouvons bien appliquer la méthode de Dixon geénéralisée car nous avons d équations

et (d- 1) variables a éliminer.

Nous effectuons une comparaison avec 1’algorithme d’élimination décrit au chapitre III.

Z/3Z | Dixon généra- | Elimination
d lisé (chap. III)
3 09s 19s
4 1.6s 73s
5 26s 35s
6 46s 3min 23
7 107 s 23 min 34
8 17s —

9 33s —
10 1min 8 -
12 2 min 47 —

Fig. 4.3 : Comparaison des temps selon le nombre de paramétres a éliminer

La méthode de Dixon généralisée nous

donne bien 1’équation d’une sphére pour toutes les

dimensions, et les temps de calculs sont extrémement plus rapides que ceux des algorithmes
d’¢liminations vus auparavant. Ceci s’explique par le fait que la structure du déterminant

A est trés creuse.

IV.4.3.3 Exemple ne donnant pas I'équivalence

Nous considérons maintenant le systéme suivant :

-

A+ =y
17274
d 2 2
TR a0
d-1
x§=R2—Z ui
k=1

Nous pouvons bien appliquer la méthode de Dixon-Biard généralisée car nous avons d

équations et (d- 1) variables 2 éliminer.



Nous comparons avec 1’algorithme d’élimination décrit au chapitre IIL

Z/3Z | Dixon-Biard | Elimination
d généralisé (chap. II)
3 1s 14s
4 3s 52s
5 10s 22s
6 42 1 min 56
7 3 min 32 9 min 47
8 21 min 48 —
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Fig. 4.4 : Comparaison des temps selon le nombre de paramétres a éliminer

Malheureusement pour cet exemple, la méthode de Dixon généralisé€e échoue, car quelque
soit le nombre de variables 2 éliminer, nous obtenons toujours la méme équation implicite:

xf =R’[3]

Les équations implicites fournies par les algorithmes d’éliminations sont toutes de la
forme:

De plus, ces derniers nous fournissent une équation de contrainte sur les paramétres u,

IV.4.3.4 Comparaison avec les exemples du chapitre I

En reprenant les exemples proposés en II1.3.1, nous appliquons un calcul du résultant de
Dixon-Biard sur ces derniers :

1. Dans Z/3Z, pour I’exemple de I’intersection des droites avec le cercle discret, nous
avons deux équations et deux variables a éliminer. Il nous manque une équation, il
suffit pour cela de rajouter une troisiéme équation en appliquant le lemme du "et”
sur les précédentes. Nous pouvons appliquer cette technique aussi bien pour
réduire ou diminuer le nombre d’équation, afin d’utiliser le résultant de Dixon-Biard
qui nécessite n+ 1 équations pour n parametres.
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Le systtme est formé comme suit;

x2+y2=1
J y=ax+b

2
(x2+ yz—l) +(y-ax+ b)2=0

Dans ce cas nous obtenons le méme résultat, avec un temps similaire de 0.1 s.
2. Dans Z/7Z, pour appliquer la méthode de Dixon-Biard sur le systéme suivant :

x2+y2=R2
X5 +y5= SS

nous rajoutons 1’équation suivante :
(xz + yz—Rz)2 + (xs + ,yS—SS)2 =0
Or, cette fois—ci, bien que nous ayons deux paramétres 2 éliminer parmi trois équa-
tions, et des degrés limités a au plus 6 en une variable, la méthode de Dixon—Biard
nécessite plus de 6 heures de temps cpu Ce temps de calcul est essentiellement du
au calcul du déterminant de 1a matrice C. En revanche, déterminer la matrice C ne
prend que quelques secondes.
Il s’aveére que lorsque nous appliquons le résultant de Dixon-Biard sur des corps finis, Z/ pZ,
de caractéristique supérieure 2 3, nous obtenons des temps de calculs extrémement longs,
surtout a cause du calcul du déterminant de la matrice C. Les cas particuliers pour lesquels

nous obtenons des temps raisonnables, ¢’est—a~dire de 1’ordre de quelques minutes, sont les
systémes paramétriques de la forme suivante :

X =0y 1P

X0 =00 ) (P

En effet, la matrice ne contiendra que des ccefficients qui sont affines en les variables X et

des ceefficients compris entre O et p — 1. Aussi le calcul du déterminant d’une telle matrice
est peu onéreux sur Z/pZ.

IV.4.4 Probléme de l'inversion

Dans cette section nous abordons le probléme de 1’inversion. Ce probléme a été traité et
expérimenté dans un cadre numérique dans la thése de Biard [7] pour n1= 2. Le probléme
est formulé comme suit :
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Etant donné un systéme polynomial (S) comportant des parameétres, uy, ... Uy que Nous
notons U, et f (x}, ... x )=0 [p] I’équation implicite associée obtenue par un calcul du
résultant, celui de Dixon dans notre cas, nous nous intéressons au probléme réciproque.
C’est—a—dire, lorsqu’un m—uplet X, vérifie 1’équation implicite, avons—nous existence de
paramétres U pour que le systéme (S) soit lui aussi vérifi€¢ ? C’est—a—dire, avons—nous Xj
appartenant a la variété Vg engendrée par (S) ? Quels criteres pouvons—nous fournir sur
ces parametres ?

Nous rappelons que la méthode du calcul du résultant de Dixon—Biard est donné a la figure
Fig. 4.2. Le probléme de I’inversion est schématisé par la figure suivante :

[Xoe \% @detTX=f(XO)=0]

f

0

; ?

MON

n U n A
I Ue Z/pZ /TX =0[p ©3IUelZ/pL |—=56=0([p)

0 n _
(n,m) H u-—u.
ji=1 1 i

L2

¢ )

P(X, U)=0(

3veZip'/ | ®  xeVg

P, (X, 1)=00g]

Fig. 4.5 : Probléme de [ inversion a partir du résultant de Dixon—Biard

Or, pour que la premiére implication, celle notée ,v SC réalise, nous devons avoir exis-

U
tence de parametres Utels que le systtme T X[ } , ot les inconnues sont les U, soit
0j
1

(n,m)
vérifié. Pour déterminer ces paramétres U, nous pouvons employer une méthode classique
de triangulation d’une matrice, par exemple le pivot de Gauss, en prenant soin de ne pas
permuter les lignes. Ceci afin de préserver 1’ordre des mondémes en U du vecteur. Nous

- - - é 2 M k]
obtenons alors une matrice triangulaire, notons—la TX et supposons qu’elle soit d’ordre N.
0
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La figure ci—dessous montre comment cette matrice est constituée :

u u =0[p]

Fig. 4.6 : Matrice Tx triangularisée

Nous pouvons étre dans 1’une des trois situations suivantes :

1.

Si le pivot Py est non nul, alors aucune valeur des paramétres Une pourra rendre

nul le systéme de la Fig. 4.6.

Z . .

Silerangde T x ot N - 1, avec le pivot Py nul, nous pouvons déterminer les para-

0

. N . . v4 N
metres UO a partir d’un systéme linéaire extrait de T x » Systéme que nous avons

0

encadré en pointillé dans la figure Fig. 4.6. Puis, nous vérifions si ces parameétres
A annulent le reste des équations. Si c’est le cas, alors la premiére implication
U(*) est vérifiée, et il ne nous reste plus qu’a vérifier la seconde implication, celle
notée U(**) dans Fig. 4.5. Ceci fait I’objet du paragraphe suivant.

V4

%

non linaire & résoudre. Dans certains cas, il se peut que nous puissions extraire
comme précédemment un sous-systéme qui se raméne 2 une résolution linéaire.
Mais, en toute généralité nous pouvons aussi employer un algorithme d’élimination

Silerang de T", estinférieur a N — 1, avec le pivot Py nul, nous avons un systéme

. . V4 .
vu au chapitre précédent sur le systéme formé par la matrice T X L’équation de
0
contrainte, si elle est identiquement nulle, nous permet d’affirmer qu’il existe des

parametres Uo tels que la premiére implication U(*) soit vérifiée, et pour le cas des
corps Z/3Z, fournir un ensemble de solutions pour les parametres Ub. Le para-

graphe qui vient traite le cas de la seconde implication lorsqu’il existe un jeu de
parametres qui vérifient la premiére implication de la figure Fig. 4.6.
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. R R UO .
Supposons que nous ayons un jeu de parameétres Uo tels que le systtme T X soit

; 1
(nm)
identiquement nul, il nous reste plus qu’a vérifier la seconde implication, celle notée U(**

dans la figure Fig. 4.5. Pour cela, il suffit d’évaluer les polyndmes Pi( X e UO), pour i allant

de 1 2 n+ 1, du systéme (S) et vérifier qu’ils sont bien tous congrus a zéro modulo p. Cette
évaluation, si elle est vérifiée, nous permet d’affirmer alors que le m—uplet X o appartient

aussi a la variété engendrée par (S).

IV.4.4.1 Comparaison avec la décomposition cylindrique algébrique
Dans 5], Amon propose le probléme d’implicitisation suivant :

x= f(u)=-5051"+864 1" — 570 u+ 343

an

y=g(u)=2111-2761" ~Nu+ 345
La recherche de 1’équation implicite de la courbe paramétrique cubique par une méthode de
décomposition cylindrique algébrique de Collin modifiée, a nécessité 89 minutes de calculs et
855 cellules, ceci en 1988. A partir de ces données, Amon a pu déterminer 1’équation implicite
de cette courbe paramétrique :

F(x, y)= 128787625 y° + 161430825 x y* - 123690261954 y*

+ 67449315 x* y — 118396536972 x y + 43730624273196 y W

+9393931 x3 — 28185530898 x2 +20125457356836 x

-4937175920971288 =0
Or, I’algorithme du résultant de Dixon-Biard généralisé que nous avons programmé peut
également éliminer un seul parametre, dans ce cas c’est le résultant de Cayley. Aussi,
avons—nous repris 1’exemple précédent afin de comparer les temps de calculs, en tenant
compte du fait que les ordinateurs sont beaucoup plus rapides aujourd’hui. L’ algorithme
nous donne en % seconde 1a matrice C suivante :

211 x+ 505 y—246598 12(-23x-72y+32729) 30(-3x+ 19 y—5526)
165720 211 x+505 y—481678 12(=23x-T2y+32729)| (13)

—-42%42 165720 211 x+ 505 y—246598
Le calcul du déterminant de cette matrice nous donne ensuite 1a fonction implicite Fpré-
cédente. L écart de temps ne se justifie pas seulement par 1’évolution des machines, car les
calculs réalisés pour déterminer cette matrice C sont élémentaires.
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En revanche nous n’avons aucune information sur les points, ou ensembles de points qui ne
vérifient pas le probléme de I'inversion. Ainsi, Amon précise que la décomposition cylindrique
algébrique lui a fourni le point suivant :

[ Lo 4842167022180059 —2166473912400475]

(14)

45767461033 0 45767461033
Pour vérifier si ce point ne vérifie pas le probléme de 'inversion, il suffit dans notre cas de
rechercher le rang de C aprés avoir remplacé x et ypar les valeurs de (14). Nous obtenons
la matrice suivante de rang 3 :

| Z72372084082404024 535305362192706864 ~1670685162064641840)
45767461033 45767461033 45767461033
165720 —T2372084082729104  535395362192706864 | (15
45767461033 45767461033
a9 165720 ~72372084082494024
I 45767461033

Aussi ce point, pour des valeurs réelles du paramétre u, n’admet pas de paramétrisation.
Cependant, cela signifie qu’il existe un paramétre s complexe tel que x= f(s) et y = g(s).
De plus, la décomposition cylindrique al gebrique permet de connaitre quels sont les compo-
sants de la fonction implicite. Pour I’exemple précédent, il y a un point isolé qui correspond a
(14) et une autre composante de dimension 1.
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Chapitre V

Les strates — structure et
représentation

Dans le but de définir un environnement de modélisation pour le calcul scientifique, nous
définissons une structure que nous nommons strate. Elle nous permet de définir le probléme
initial, de le décomposer, d’avoir différents niveaux d’abstractions, de suivre la progression de
1a résolution du probléeme formulé dans divers langages, naturel, mathématique jusqu’au
niveau algorithmique ou de programmation. Cela nous permet de suivre toutes les étapes de
1a résolution, de vérifier les décompositions de probleémes et de 1a mettre aisément a jour. De
plus, lorsqu’un probléme similaire est abordé nous pouvons reprendre des résolutions qui ont
déja été réalisées. Cette structure de strate ne correspond pas a une feuille de notes ou sont
intégrées du texte, des formules, des graphiques, comme le proposent divers systemes de
calcul formel tels que Camino Real [5], Mathematica [44] ou Maple. En effet, ces
documents ne possédent aucune structure logique justifiant tel calcul, telle algorithme. En
revanche, les strates peuvent permettre de vérifier s’il n’y a pas des incohérences dans la
formulation d’un calcul, d’un probléme. En outre, nous proposons des algorithmes de
projections qui permettent, suite 2 une modification, de regénérer un programme sans que
nous ayons besoin de le réécrire.

Les aspects des strates permettant la description d’un probléme et ceux de la résolution
de probléme que nous avons jugés pertinents de formaliser sont les suivants :

e les descriptions de problémes a 1’aide de préconditions, conditions et postconditions
(V.1.1); '

e les schémas de résolutions (V.1.3);

e les différents niveaux de description a travers les langages (V.3);

e les traductions de problemes (V.3.2);

¢ les arguments permettant de passer ou de justifier un nouveau probleéme (V.1.6).
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Afin de présenter ces différents aspects des strates, nous avons implémenté¢ 1a structure des
strates, ainsi que la présentation graphique associée, a partir des langages du logiciel Grif,
[34] et [36]. Ces langages permettent de définir une structure au moyen d’une grammaire
formelle, ainsi qu’une ou plusieurs présentations associées par des régles de présentations au
moyen de positionnement de boites, de création d’éléments graphiques, etc. Les algorithmes
de projections de strates, ont quant 2 eux, été programmeés dans le systéme orienté—objet
Smalltalk—80 ol nous avons testé et développé ces notions et définitions de strates.

Dans le but de vérifier 1a cohérence des strates, la cohérence d’un schéma de résolution,
puis la cohérence d’une décomposition, et enfin la cohérence de I’ensemble de toutes les
décompositions, nous associons aux strates une représentation logique et algébrique dans un
corps fini. Nous traitons cet aspect au chapitre suivant, en proposant des méthodes de
vérifications basées sur les outils algébriques développés aux premiers chapitres.

V.1 Les strates

Avant d’introduire la structure des strates, nous nous intéressons 2 la description en général
d’un probléme de nature scientifique, puis au principe général de résolution de tels proble-
mes.

Pour d’¢éviter toute confusion entre un probleme au sens général et un probléme auquel nous
associons une structure qui précise ses caractéristiques et qui le situe parmi d’autres, nous
nommons ces demiers strates. Ce terme est introduit lorsque nous abordons les schémas de
résolutions a la sous-section V.1.3.

V.1.1 Description de problémes issus de la modélisation

La description de probléme de modélisation forment un ensemble de conditions formalisant le
probleme de fagon mathématique. Nous classons les variables de tout probléme en trois
catégories : les données, les paramétres et les résultats. Une autre catégorie, les variables
locales c’est a dire interne 2 un probléme, est introduite en V.1.5. Les données et les para-
metres forment les entrées, et les résultats les sorties du probléme. La différence entre les
données et les parametres tient au fait que les données sont des quantités connues et fixes a
priori, tandis que les parameétres sont des variables dont nous pouvons fixer a volonté la
valeur numérique.

Puis nous distinguons trois sortes de conditions selon qu’elles portent sur les données, les
parametres et/ou les résultats du probleme, qui sont :

1. les préconditions : conditions ne portant que sur les données et/ou les
paramétres;
2. les conditions : conditions entre les données et/ou les parameétres, et

les résultats;
3. les postconditions : conditions ne portant que sur les résultats.
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Les préconditions servent a formuler des hypothéses, des contraintes, ou des propriétés sur
les données et paramétres fournis au probléme. De méme, les postconditions formulent des
conditions que doivent vérifier les résultats du probléme. Les conditions quant a elles,
expriment une ou plusieurs relations entre les données, éventuellement les parameétres, et les
résultats.

V.1.2 La résolution d’un probléme scientifique

Si nous désignons par E ’ensemble des données et des parametres du probléme, et par S
I’ensemble des résultats 2 déterminer, 1’ensemble des conditions du probléme se résume
comme suit :

préconditions (E )
conditions (E, S) M

postconditions ( S )
Résoudre le probleéme, revient 3 déterminer une fonction F qui calcule les résultats S en
fonction des données E. Les résultats ainsi obtenus par cette fonction, doivent aussi vérifier
les postconditions. Or, comme S est déterminé a partir de E, les postconditions dépendent
maintenant des données E.
Le but d’une résolution est alors d’obtenir F, de maniere a ce que :
préconditions (E)

S« F(E) @

postconditions ( F(E) )
L’union des préconditions et des postconditions ne concement au bout du compte que des
données E. En général, la fonction Fobtenue permet d’avoir les postconditions de (2) tou-
jours vraies, mais il se peut que cela ne soit pas le cas. ‘
La mise en place d’une méthodologie pour déterminer la fonction de calcul Fest réalisée a
1’aide des schémas de résolution. IIs permettent de décomposer, de réécrire les conditions du
probléme initial en sous—problémes, ou en d’autres problémes — pas forcément équivalents.

V.1.3 Strates et schémas de résolutions

Dans le but d’obtenir une fonction Fdéterminant les résultats en fonction des données, nous
introduisons les schémas de résolution. Ces schémas permettent la description d’une ou
plusieurs stratégies de résolution de probleme. Ces schémas sont constitués d’un ensemble
de strates correspondant chacune a un sous—probléme, et ces strates sont agencées
entre—elles de maniére a se transmettre les résultats d’une strate a une autre. Et ceci, afin de
pouvoir, au bout du compte, obtenir au moyen de ce schéma une fonction de calcul F asso-
ciée au probléme 2 résoudre qui puisse déterminer les résultats du probléme.
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Afin de pouvoir retenir de quel probléme sont issues les strates dans ces schémas de réso-
lution, nous associons une référence vers le probleme en question. Nous donnons en V.14
la structure compléte d’une strate.

Ces schémas de résolution constituent un graphe orienté dont les nceuds sont les strates, et
dont les arcs orientés définissent 1’ordre de précédence des transferts des résultats d’une
strate vers les données de la suivante. Nous évitons les problémes de renommage de variables
en donnant les mémes noms de variables d’un élément du schéma 2 un autre.

Nous représentons ces schémas orientés par des graphes orientés au moyen des opérateurs
suivants :

les séquences : ce sont une dépendance séquentielle d’un sous—schéma de strates,
c’est—a—dire un sous—graphe orienté, vers un autre sous—schéma de strates;

les choix : ce sont un choix de plusieurs stratégies ou méthodes de résolution afin
d’obtenir les mémes résultats;

les parallélismes : ce sont une indépendance en termes de calcul de résultats d’un
sous—schéma par rapport a un autre sous—schéma de strates;

les tests, les boucles : ce sont des opérateurs de controle qui permettent la définition
d’alternatives ou d’itérations. L’élément du schéma qui produit une valeur de

booléenne dans les différents tests, définit une strate particuliére qui retourne un
seul résultat, une variable de type booléen.

Nous décrivons plus en détail la structure de ces schémas de résolution en V.2,

V.1.4 Structure générale d’une strate
Une strate comporte plusieurs parties principales qui sont donc :

1.
2.

3.

un titre, qui sert 2 nommer la strate;

un attribut qui précise quel est le langage employé dans la strate;

une option qui précise la provenance du probléme d’une autre strate que nous
appelons strate pére.

les données, les paramétres et les résultats, qui sont sous forme de liste de varia-
bles;

un commentaire, qui permet d’annoter tout ce qui est informel et relatif au probléme
en cours;

un ou plusieurs arguments qui justifient d’une maniére ou d’une autre le descriptif,
ou I’écriture de la strate 2 partir de la strate pére;

en option, une ou plusieurs équations de lien entre la strate et la strate pere;

un descriptif, dans le langage de la strate, qui formalise 2 1’aide de conditions les
€équations, les inéquations du probléme, les différentes contraintes ou hypotheses
portées sur les variables du probléme : données, paramétres, résultats ou éven-
tuellement les variables locales au descriptif:
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9. un schéma de résolution défini soit comme une stratégie de résolution, soit comme
un algorithme.

V.1.5 Variables locales et paramétres

Les conditions du descriptif de la strate peuvent comporter des variables autres que les
données et les résultats. Nous dirons que ces variables sont locales au probléme. Le descriptif
comporte alors une zone rassemblant les variables locales.

Les schémas de résolutions que nous verrons a la section V.2, que ce soit un diagramme de
résolution, ou un algorithme, emploient toutes les variables de la strate, les données, les
parameétres, et les variables locales, afin de fournir au bout du compte les résultats. Ces
variables locales qui interviennent dans le graphe orienté du schéma de résolution peuvent
avoir plusieurs statuts selon qu’elles soient en entrée ou en sortie d’un nceud du graphe. En
effet, si elles font partie de entrées d’un nceud, ¢’est—a—dire d’une strate, elle deviennent des
entrées de la strate correspondante, et si elles sont en sortie alors elles deviennent les
résultats de la strate correspondante. 11 faut noter que d’'un nceud a un autre, leur statut peut
changer. Ainsi, elles peuvent faire partie des résultats d’une strate, avant d’étre une donnée
ou un parameétre pour la ou les strates suivantes.

Cependant lorsque nous sommes dans la situation particuliere ot une variable locale n’est
déterminée par aucune strate, bien qu’elle intervienne dans les descriptifs des strates du
schéma de résolution, nous pouvons la considérer temporairement comme un parametre. Ce
statut permet soit de considérer cette variable comme une constante du probléme de la strate,
a initialiser ultérieurement, soit de préciser que le probléme comporte une nouvelle variable
qui est & déterminer éventuellement par une des strates du schéma de résolution.

Par exemple, soit le schéma de résolution suivant, Fig. 5.1, qui comporte les nceuds sui-
vants, A, B, C et D, qui renvoient chacun vers une strate différente, et trois variables locales
X, Y, Z intervenant dans le descriptif de la strate et qui sont transférés d’un neeud vers un

autre.
‘ Z
Nceud CI X

Neeud D

Fig. 5.1 : Variables locales dans un schéma de résolution

Le nceud A semble déterminer les variables X et Y. Elles figureront donc parmi les résultats
de la strate associée au nceud A. Les strates des nceuds B et C, auront en revanche parmi
leurs données les variables X ou Y. Le nceud C, de plus, transmet sa donnée X, modifiée ou
inchangée, au nceud D. La variable X figure donc comme un résultat de la strate associée a
C. Nous pouvons, dans le cas ot la strate C ne modifie pas X, considérer cette variable comme
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un parametre de la strate. Par contre le nceud D aura comme entrée X, et le parametre Z, car
cette derniere variable n’est pas déterminée par une autre strate de ce schéma de résolu-
tion.

V.1.6 Argumentation

Pour une strate donnée, nous pouvons préciser 1’argument qui nous a permis de 1’obtenir. Ils
peuvent €tre de plusieurs ordres, ainsi nous avons recensé les arguments suivants :
a) les argumentations informelles, du fait de ’expérience ou de 1’habitude du spécia-
liste;
b) les justifications renvoyant a une propriété, proposition, théoréme, connus;
¢) etenfin, les argumentations formelles, c’est-a—dire celles qui renvoient 2 une ou
plusieurs strates qui les définissent de facon formelle.
Il se peut que nous ayons d’autres formes d’argumentations, mais notre but n’est pas de
vérifier 1a formulation mathématique ou algorithmique des problémes de fagon automatique
en nous aidant en particulier des argumentations . Les argumentations nous servent seule-
ment, de fagon informelle, de notes permettant de préciser ou de justifier par quel moyen telle
ou telle strate a été obtenue.

V.2 Les schémas de résolution

V.2.1 La décomposition d’une strate

Lorsque nous avons a décomposer un probléme en sous—problémes, nous précisons 1’agen-
cement des strates correspondant aux sous—problémes grice au schéma de résolution de la
strate a décomposer. La figure ci—dessous illustre un exemple de décomposition :

é Strate 2 décomposer )
champs de | Schéma de résolution _...--
la strate
------------------
e
. : -

Fig.52 : Exemple de décomposition de strate
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Puis nous pouvons recommencer a décomposer chacune des strates associées aux
sous—problémes jusqu’a ce que nous obtenions un probléme €lémentaire, ou une résolution
algorithmique décrite dans un langage cible. Or, nous pouvons décrire quelles sont les
décompositions élémentaires en définissant quelques opérateurs pour construire ou modifier
un schéma de résolution. Nous verrons en VI.5.3 que ces opérateurs nous permettent de
faciliter la vérification de la cohérence d’un schéma lorsque nous le mettons a jour. Nous
pouvons également avoir également une représentation moins stricte pour les schémas de
résolutions, qui est basée sur les graphes, en ayant seulement une structure de contrdle pour
Ies tests et les boucles, représentées par un cycle dans un graphe. Ceci présente 1’avantage
de pouvoir décrire des agencements de sous—problémes selon un graphe non planaire, comme
celui la figure Fig. 5.2.

Nous proposons deux sortes de présentations pour les schémas de résolutions : une vue
graphique et une vue textuelle. Elles représentent toutes deux 1’ensemble des opérateurs
décrits en V.1.3 qui permettent de construire un agencement de strates. Nous donnons
ci—dessous la grammaire de ces schémas de résolution en illustrant chacun des opérateurs
par un exemple ayant une vue graphique et textuelle.

V.2.2 Grammaire des schémas de résolutions
La grammaire de ces schémas de résolutions en notation Backus Naur Form a pour racine
<Schéma> qui propose une séquence d’objets de nature différente : les éléments du schéma
ou bien des opérateurs de construction :

<Schéma> ::= { <objet_Schéma> }

<objet_Schéma> ::= <Elément> | <Choix> | <Parallele> | <Test> |
<Répéter> | <Tant_que> | <Appel_Sous_schéma>

Les éléments du schémas ont un contenu qui supporte un commentaire, <Label>, et en
option une référence & une autre strate, <Renvor_Strate> :

<Elément> ::= <Contenu>

<Contenu> ::= <Label> "[" <Renvoi_Strate> "]"
Par exemple, une séquence de trois €léments aura pour vue textuelle:

Déterminer les équations [Strate initialisations]
Résoudre les équations [Strate résolution]
Vérifier le résultat [Strate vérification]

Fig. 5.3 : Exemple de séquence
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Et la méme séquence aura la vue graphique suivante :

Déterminer les équations
[Strate initialisations]

'

Résoudre les équations [Strate résolution]

'
Vérifier le résultat
[Strate vérification]

Fig. 54 :Une séquence de trois éléments

V.2.2.1 Les constructions "choix"

L’opérateur de choix construit une liste comportant au moins deux sous—schémas :
<Choix> ::= <objet_Choix> <objet_Choix> { <objet_Choix> }
<objet_Choix> ::= <Schéma>

Par exemple, un choix de méthodes aura pour vue textuelle :

[ Choix i) :
| Appliquer la méthode de Gauss [Gauss]
J Choix (ii) :
| Employer I’algorithme de Bareiss [Bareiss]
Choix (jii) :
L I Faire une méthode numérique itérative [Méthodes itératives]

Fig.5.5 : Exemple de choix

Et le méme exemple aura la vue graphique suivante :

® @) (iii)
A A 4
) Appliquer la Employer Faire une méthode
méthode de I’algorithme | | numérique itérative
Gauss [Gauss] de Bareiss [Méthode itérative]

[Bareiss]
4 | J

Fig.5.6 : Exemple de construction choix

V.22.2 Les constructions "paralléles”
L’opérateur paralléle construit lui aussi une liste d’au moins deux sous—schémas :
<Paralléle> ::= <objet_Parallele> <objet_Parallele> { <objet_Paral-
Iele> }
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<objet_Parall¢le> ::= <Schéma>
Par exemple, les deux €léments mis en parall¢le auront pour vue textuelle :

paralléle 1 :
| Déterminer le vecteur b [Vecteur b]

paralléle 2 :
| Calculer la matrice A [Matrice A]

Fig.5.7 : Exemple de construction paralléle

Et le méme exemple aura la vue graphique suivante (différente de la construction choix du
fait que les différents objets parali¢les ne sont pas numérotés) :

¥ v
Déterminer le vecteur b Calculer 1a matrice A
[Vecteur bj] [Matrice A]
) ] v

Fig. 5.8 : Exemple de construction paralléle

V.2.2.3 Lestests
L’opérateur test permet de construire les trois sortes de branchements conditionnels : "sz
... alors ... sinon", "si .. alors ...", etle "si ... sinon ...".

<Test> = <objet_Test> <objet_Cas_Vrai> <objet_Cas_Faux> |
<objet_Test> <objet_Cas_Vrai> |

<objet_Test> <objet_Cas_Faux>
<objet_Test> ::= <Contenu>
<objet_Cas_Vrai> ::= <Schéma>
<objet_Cas_Faux> ::= <Schéma>
Par exemple, nous aurons pour vue textuelle :

si Matrice semi—définie positive ? [Strate SDD]

alors
| Méthode de gradient conjugué [Strate GradConj]

sinon
| Meéthode Quasi—-Newton [Strate Quasi—Newton]

Fig.5.9 :Exemple de construction test
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Et cet opérateur aura la vue graphique suivante :

Matrice
semi—définie posi-
Vrai| tive ? [Strate aux
SDDj
Méthode de gradient Méthode
conjugué [Strate Quasi—Newton [Strate
GradConj] Quasi-Newton]
T

Fig.5.10 : Exemple de construction test

Nous autorisons aussi la construction de tests n’ayant qu’une seule alternative du type "si
... alors .." ou"si ... sinon ..", comme par exemple :

si Matrice semi—définie positive ? [Strate SDD]
alors

| Méthode de gradient conjugué [Strate GradConj]

Fig.5.11 : Exemple de construction test

Le méme exemple aura la vue graphique :

D e—————
Matrice semi—définie posi-
Vrai tive ? [Strate SDD]
Méthode de gradient con-
Jjugué [Strate GradConj]
C v

Fig.5.12 : Exemple de construction test

V.2.2.4 Les boucles "répéter”

La boucle "répéfer ... jusqu’a ..." des schémas de résolution est définie comme suit :
<Répéter> ::= <objet_Répéter> <objet_Jusqu_a>
<objet_Répéter> ::= <Schéma>
<objet_Jusqu_a> ::= <Contenu>



Par exemple, nous auons pour vue textuelle :
répéter
Calculer U, {[Strate Suite Un]
Jusqu’a Test d’arrét [Strate test]

Fig.5.13 :Exemple de construction répéter

Et nous aurons la vue graphique suivante :

|
Calculer Uy, [Strate Suite Un]

[
Ré,%@w d’arrét [Strate testD

IFin Répéter

Fig. 5.14 :Exemple de construction répéter

V.2.2.5 Les boucles "tant que"”

La boucle "tant .. que ..."des schémas de résolutions est définie par :
<Tant_que> ::= <objet_Tant_que> <objet_Faire>
<objet_Tant_que> ::= <Contenu>
<objet_Faire> ::= <Schéma>

Par exemple, nous aurons pour vue textuelle :

tant que Non Test d’arrét [Strate test]
faire
Calculer Up+1/Strate Suite Un]

Fig.5.15 : Exemple de boucle tant que
Et nous aurons la vue graphique suivante :
Non Test d’arrét
[Strate test]
Faire
Calculer Up+1 [Strate Suite Un]

in Tant qu

Fig. 5.16 : Exemple de boucle tant que
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V.22.6 Appels de sous-schémas et récursivité

La grammaire des schémas de résolution permet de définir des schémas annexes :
<Appel_Sous_Schéma> ::= <Référence Nom_sous_Schéma>
<Sous_Schéma> ::= <Nom_sous_Schéma> <Schéma>

Par exemple, nous aurons pour vue textuelle :

Un schéma annexe

Un schéma annexe
| Un €lément de schéma [Strate X]

Fig.5.17 : Exemple de sous—schéma

Et nous aurons la vue graphique suivante :

Un schéma annexe

Un schéma annexe Un élément de
schéma [Strate X]

Fig.5.18 : Exemple de sous—schéma

L’intérét de définir des appels de sous—schémas et les sous—schémas associés est de pouvoir
définir 1a récursivité. '
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Nous pouvons ainsi mettre en ceuvre une stratégie "divide and conquer" comme Suit :

Initialiser les données [Initialisations]
Divide & Conquer
Afficher le résultat [Affichage]

Divide & Conquer
si Taille du probléme importante
alors .
Diviser le probléme en problémes de taille inférieure
répéter
| Divide & Conquer
jusqu’a ce que tous les sous—problemes soient résolus
Regrouper tous les problémes résolus
sinon
| Appliquer une méthode de résolution directe

Fig.5.19 : Stratégie "Divide and conquer”

V.3 Les langages des strates

V.3.1 Les différents langages d’'une résolution

Les strates peuvent également tenir compte des différents langages qui interviennent lors de
1a résolution d’un probléme. Nous formulons la propriété suivante pour une strate : toutes ses
conditions, préconditions, postconditions, définition des types sur les variables, sont définies
dans un seul langage. Les commentaires, les argumentations sont des zones informelles ou
nous pouvons annoter, indiquer ce que nous voulons, pourvu que cela ait un rapport avecla
résolution du probleme.

Ceci nous permet d’avoir par exemple des niveaux linguistiques de moins en moins abstraits,
de plus en plus proches d’un langage qui puisse €tre interprét€é ou compil€ par une
machine.
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Par exemple, la figure ci~dessous montre une résolution de probleme qui emploie un langage
naturel, puis mathématique, puis algorithmique ou de programmation.

Strate initiale

" Strates décrites

( Strate a w dans un langage

@\ "naturel”
..'

( Strate b

r.‘
j
Strates décrites dans un

langage mathématique

£ ' ‘-‘
'

Strate S2
Strates décrites dans un

. J-. langage algorithmique

a KN ou de programmation
Strate o Strate B

Fig.5.20 : Exemple de différents niveaux linguistiques

Cependant, il se peut que nous ayons des allers—retours entre des formulations de problémes

dans divers langages. Ceci peut se produire, et la structure des strates nous permet d’en tenir
compte.



Par exemple :

Strates décrites
dans un langage
"naturel”

Strates décrites dans un
langage mathématique
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Strates décrites dans un
langage algorithmique
ou de programmation

trate initiale

[ Strate a |

Ei

[ Strate S1 |

1

Fig.5.21 :Exemple de niveaux linguistiques imbriqués

V.3.2 Les traductions entre strates

..

( Strate b w

a

.. ( Strate B
a

Lorsque nous passons d’un langage 2 un autre, nous proposons une strate qui réalise la

traduction compléte de la strate pere. Ceci, afin de pouvoir effectuer un passage correct de
variables, lors de la projection de 1’ensemble des strates. Ce passage a lieu dans les deux sens:

la strate pére transmet ses données 2 la strate fils, données qui permettront le calcul, ulté-
rieurement, des résultats de la strate fils. Aussi faut—il traduire ces résultats pour les trans-
mettre 2 la strate pére. Lorsque les variables sont du méme type, ou portent sur un méme
domaine, les strates faisant partie du méme langage, dans ce cas, les transferts des données,

des résultats est direct.

Aussi, nous définissons pour les strates de traductions des équations de liens qui nous per-
mettent de faire les correspondances nécessaires.



134 Les strates — structure et représentation

V.4 La projection des strates

Nous nous intéressons 2 la projection de ’ensemble des strates en un programme, plus pré-
cisément de I’ensemble des strates décrites uniquement dans une famille de langages cibles
en un schéma algorithmique. Cette famille de langages cibles est dans le cas qui nous inté-
resse, celle des langages qu'une machine peut interpréter ou compiler. Ce sont par exemple
des langages de programmation du type Pascal, C, Fortran, voire méme des langages sym-
boliques comme le Lisp, Reduce, Maple, etc. Mais, nous pouvons donner une autre définition
pour ces langages selon la finalité que nous nous sommes fixée. Ainsi, ce langage pourrait
trés bien étre un langage de haut niveau, non interprétable par une machine, ceci dans le
cadre d’une modélisation ol nous avons besoin d’avoir par exemple une formulation d’un
modele mathématique, logique, 2 partir d’un phénomene physique ou d’un probléme du
monde réel.

V.4.1 Vue d’ensemble d’une résolution de probléme

Selon le choix d’un ou de plusieurs langages cibles, 1a méthode de projection des strates reste
inchangée. Supposons que nous ayons une arborescence, définie a partir des schémas de
résolutions, complete. Les strates qui ne possedent pas de schémas de résolutions sont
nommeées strates feuilles.
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Par exemple, la figure ci—dessous montre un arbre de résolution, pour lequel les strates
feuilles sont : S1, o, B, S3, III, A, AetT.

Strate initiale

<

[ Strate a |

y N
( Strate b \ (" Strate ¢ A

s
»

: "‘ -' —

: 3 v ( Strate IV ]
v ( Strate 83\ r Strate IIIW
Strate S2 ) k J L J m\'-/ ﬂ

.

Il

=

" ’ » ) ." 'I

2

Fig.5.22 : Exemple de résolution de probléme

Le probléme est, étant donné un ensemble de strates construites & partir de schémas de
résolution, quel est le schéma de résolution ne concernant que les strates feuilles ? Si les
langages cibles sont situés au niveau d’un langage de programmation, alors ce schéma nous
permettra d’en déduire un algorithme. En revanche, si les langages cibles sont situés a un
niveau mathématique, logique, alors ce schéma nous donnera résolution du probleéme ini-
tial.
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Cependant, avant de proposer un algorithme permettant de déterminer un schéma ne con-
cemant que les strates feuilles, il nous faut étudier le probléme qui apparait sur les liaisons
entre strates. Nous 1’abordons 2 la section qui suit, puis 2 la section V.4.3, nous proposons
un algorithme qui détermine la projection d’un ensemble de strates.

V.4.2 Projection des liens

Nous considérons un exemple de projection simple afin d’illustrer le probléme des liens entre
les strates. Soit une strate A admettant comme schéma de résolution une séquence de deux
¢léments. Chaque élément renvoie vers une strate, les strates B et C. Ces demnizres admet-
tent de nouveau une décomposition par un schéma de résolution. La figure Fig. 5.23
montre une telle situation :

[ Strate A |

( Strate B W [ Strate C
-
. I '—-»3
N -/

Fig.5.23 :Exemple de strates a projeter

La projection de ces strates va consister a remplacer les éléments du schéma de la strate pere
A par les schémas des strates B et C. Nous aurons ainsi directement une séquence entre les
strates B et C:

( Strate B ) ( Strate C
| )

-
Fig.5.24 : Projection de Fig.523

Or, nous n’avons pas défini comment se relient les éléments des schémas des strates B et C
entre eux.
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Pour résoudre ceci, nous devons configurer les liens entre les différents €léments des deux
schémas de résolutions afin de n’en former qu’un seul.

~
( Strate B ( Strate C

S <—’ [ pubd
) -0y
\_ Y,

Fig. 525 : Configuration des liens entre les schémas de résolutions de Fig. 5.24

Nous avons une premi¢re méthode, en V.4.3, qui configure systématiquement les éléments
en fonction des données et des résultats de chaque strate associée a un élément du schéma. Il
se peut que nous ayons des ambiguités lorsque les deux schémas de résolution contiennent
des constructions "choix". Une autre méthode envisagée est de définir ou de redéfinir les
liens de facon interactive. Ceci permet a I’utilisateur de modifier un schéma de résolution.
Mais, définir de cette maniére les liens entre deux schémas devient fastidieux si nous avons
des schémas comportant de nombreux éléments, ou si les strates a projeter sont en nombre
important.

V.4.3 Algorithmes de configuration des liens

Nous proposons un algorithme de base qui configure de fagon systématique les liens entre
une séquence de deux strates en fonction des données et des résultats des strates des deux
schémas de résolution des strates 1 et 2.. '

Algorithme de configuration de liens entre une séquence
de deux strates d’'un schéma de résolution :

Entrées : Strate1, Strate2

Sorties : Projection

Schématl « PrendreSchémaDans : Strate1
Schéma?2 « PrendreSchémaDans : Strate2
Projection «MettreEnParalléle : Schémal et : Schéma2

Pour chaque strateSchéma1 de Schéma1 faire
Pour chaque strateSchéma2 de Schémaz2 faire
Si (résultats de strateSchéma1) n (données de strateSchéma2) # &
alors
RajouterLienDans : Projection
entre : strateSchéma1i et: strateSchéma2
fin Si
fin Pour chaque
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fin Pour chaque

Retourner Projection

Nous généralisons la configuration de liens pour toutes les strates d’un méme schéma de
résolution d’une strate pére dans 1’algorithme suivant :

Algorithme de configuration de liens entre les strates
du schéma de résolution d’'une strate pére :
Entrées : StratePére

Sorties : Projection

Schéma « PrendreSchémaDans : StratePére

Pour chaque éiément1 de Schéma faire
Pour chaque élément2 de Schéma faire
Si élement2 e Successeurs(élémenti)
alors
Schémal « PrendreSchémaDans : élémenti
Schéma2 « PrendreSchémaDans : élément2
Pour chaque Strate1 de Schéma1 faire
Pour chaque Strate2 de Schéma2 faire
Ajouter : Strate2 & : Projection
( Mettre a jour la projection en appliquant I'algorithme précé-
dent de configuration de liens entre deux strates )
fin Pour chaque
fin Pour chaque
fin Si
fin Pour chaque
fin Pour chaque

Retourner Projection

Et, enfin, I’algorithme de projection de toutes les strates effectue un parcours récursif de
I’arborescence des strates peres. Pour cela il suffit de tester si une strate contient un schéma
de résolution ou non, et de s’arréter dés que nous avons parcouru toutes les strates. Le
résultat nous donne la projection des strates feuilles sous forme d’un schéma de résolu-
tion.
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Algorithme récursif de projection des strates
Entrées : Stratelnitiale
Sorties : ProjectionGlobale

Schéma « PrendreSchémaDans : Stratelnitiale
Pour chaque Strate de Schéma faire

Si Strate contient un schéma de résolution
alors

Projection « ( obtenu par un appel récursif en passant comme
argument Strate pour la state pere )
Schéma « Remplacer : Strate par : Projection
fin Si
ProjectionGlobale « ( Appliquer I'algorithme précédent de projection en

passant comme strate pére la Stratelnitiale )
fin Pour chaque

Retourner ProjectionGlobale

Une autre variante serait d’effectuer des projections de maniere descendante, ce qui nous
conduirait au méme résultat. Ces algorithmes de projection ont €ét€ implémenté sur une
machine Tektronix dans un langage orienté—objet, Smalltalk—80, ainsi qu’une interface
graphique associée permettant la manipulation de graphes orientés. Ils ont servi d’application
pour la modélisation de carri¢res dans le cadre du projet européen Petrus [10], mais surtout
initialement, pour servir de maquette pour tester et aboutir 2 ces définitions de strates.

V.5 Présentation visuelle des strates et exemples

Suite aux expérimentations menées sur une maquette réalisée dans un langage orienté—objet,
Smalltalk—-80, qui nous ont conduit a €laborer une représentation adéquate et définitive des
strates, nous avons développé sous le logiciel Grif, éditeur de documents structurés, un
éditeur interactif de strates. Ces demiéres peuvent étre insérées dans d’autres types de
documents structurés de Grif, comme un article, un chapitre, etc. La section qui suit pré-
sente 1’aspect des strates telles qu’elles apparaissent lorsqu’elles ne sont pas définies par
I’utilisateur. Puis nous présentons un exemple a la section V.5.3.

V.5.1 Présentation graphique des strates

Pour les strates, nous avons deux vues, la vue intégrale, et une vue de type "tables des
matigres”, que nous appellerons "table des strates” qui nous permet d’avoir un apergu de
I’ensemble des strates. Voici la présentation brute d’une vue vue intégrale d’une strate telle
qu’elle apparait sous le logiciel Grif — nous avons supprimé la strate numéro 2 qui est
identique a la premiere :
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Langage = §
Données : §
Résultats : %

Descriptif :
Variables locales :

|

Préconditions :

Conditions :

Postconditions :

Schéma de résolution :

L’utilisateur peut rajouter de nouveaux champs qui précisent quelle est 1a strate pére, quels
sont les paramétres, quelle est 1’argumentation qui nous a permis d’obtenir cette strate,
quelles sont les équations de liens s’il s’agit d’une strate qui en traduit une autre. Ces dif-
férentes options s’inserent dans la strate et ont la présentation suivante :

Langage = @
Strate pere : £ ]
Données : &
Résultats : §
Paramétres : &

Commentaire :

Arguments :

Equations de liens :

i



141

Descriptif :
Variables locales :

Préconditions :

Conditions :

Postconditions :

Schéma de résolution :

D’autre part, pour faciliter la distinction des différents niveaux de langages, nous avons
regroupé les strates de méme langage, lorsque cela est possible, entre elles. Ainsi, seule la
strate initiale ou une strate de traduction précise le langage employé, les autres
sous—entendent qu’elles sont décrites dans le méme langage. Nous avons également la pos-
sibilité de supprimer des zones, ainsi en détruisant les descriptifs et les commentaires, nous
avons la présentation suivante pour les strates de méme langage qui suivent une strate ini-
tiale ou de traduction :

Langage = §
Données : §
Résultats : &

Schéma de résolution :

3.1) B

Données : %
Résultats : §

Descriptif :
Conditions :

Schéma de résolution :
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32) §

Données : §
Résultats : §

Commentaire :

Schéma de résolution :

V.5.2 Obijets de base des strates

Nous avons également défini des objets de base pour décrire les strates. Ainsi, Grif dispose
d’une structure élémentaire qui est du texte, et un éditeur syntaxique de formules mathé-
matiques, "Math". Nous avons développé 2 la suite de recherches menées par Bouhier [8],
sur le probléme de la génération de la sémantique d’une formule de mathématiques, un autre
éditeur de formules, "GramMath", mais cette fois—ci, orienté par la sémantique des formules.
Cet éditeur, décrit en [21] et dans 1’annexe B, présente I’avantage d’éditer des formules qui
peuvent étre €valuées par un systtme de calcul formel ou numérique, puis ensuite de
récupérer sous un document Grif, les résultats graphiques. Nous donnons en annexe B les
possibilités de cet éditeur ainsi que des exemples d’évaluations.

Les demniers objets de base concernent les variables pour définir les données, résultats,
paramétres, mais également les variables locales. Ils concement aussi les types pour définir
dans le descriptif une forme particuliére de condition qui porte sur le type, le domaine d’une
ou de plusieurs variables.

V.5.3 Exemple de strates

Afin d’illustrer les strates, nous avons choisi un exemple sur I’intégration d’une fonction
réelle a une variable. Un autre exemple est présenté en annexe <AnnexeC>.

1) Strate initiale
Langage = Mathématiques
Données : f,a,b

Résultats : I

Commentaire :

Etant donné une fonction réelle f & une variable définie sur I’intervalle [a,b], nous
désirons intégrer cette fonction sur cet intervalle.
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riptif ;
Variables locales :
X

Préconditions :
f:IR->IR
a,beIR/a<ghb

Conditions :
b

1= f £(x) dx
a

Postconditions :
Ie IR

Schéma de résolution :

@) (li)‘
Premier choix : [Réso-| | Second choix : [Inté-
Iution formelle] gration numérique]
\ 1 L ]

1.1) Intégration numérique
Strate pere : [Strate initiale]
Données : f,a,b
Résultats : 1
Commentaire :

Le résultat S obtenu sera une approximation de la valeur I recherchée. Nous pouvons
dans certains cas obtenir S = I. Dans tous les cas, nous définirons la valeur de I comme
étant celle déterminée par S.

Descriptif :
Variables locales :
- S

Conditions :
IS

Schéma de résolution :

@) (i)
' A
[Méthodes d’intégra- Autre méthode :
tions par morceaux] [Intégration de
Gauss-Legendre]

v
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1.2') Intégration par morceaux
Données : f,a,b
Résultats : S

Parametres : N

Commentaire :

Le parametre N désigne le nombre d’intervalles sur lesquels nous intégrerons par mor-
ceaux.

Arguments :
Relation de Chasles généralisé appliqué aux intégrales.

Descriptif :
Variables locales :
1,a;,b
Préconditions :
a=a
ai<bi,‘vie {1...N}
bN =b

Conditions :
N b

S= X f F(x) dx
i=1 7,

Schéma de résolution :

[Méthodes d’intégrations par morceaux]

1.3) Intégration de Gauss—Legendre
Données : f,b,a, N
Résultats : S

Commentaire :

Si f est un polyndme de degré inférieur a 2N, alors cette méthode donne théoriquement
une valeur exacte. Dans la pratique, il se peut qu’il y a des erreurs d’arrondis infimes.

Descriptif :
Préconditions :

Ne 2IN*
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[Résolution numérique]

2 ) Méthodes d’intégrations par morceaux
Langage = Algorithmique
Strate pere : [Intégration par morceaux]
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Commentaire :

L’utilisateur écrit sa méthode en deux temps : la premiére en faisant une décomposition
de tous les sous—problémes, le choix (i), puis une deuxiéme méthode en tenant compte de
toutes les simplifications possibles en recomposant les sous—problémes entre eux, le
choix (ii).

Schéma de résolution :

@) (i) (iii)
y A
Premiére version | | [Méthode des trapézes] | | [Méthode de Simpson]
[Résolution]
| ] A

2.1) Résolution
Strate pére : [Méthodes d’intégrations par morceaux]
Données : f,a,b,N
Résultats : S
Commentaire :
- Algorithme général. Les différentes variantes, donneront lieu a 1a méthode des trapezes,
de Simpson, et ainsi qu’une méthode générale d’intégration numérique.

Schéma de résolution :

[Initialisations]

v

1
Mise 2 jour des
variables [Calculs]
[
Intervalles tous

Rép Frer parcourus ? [Test
d’arrét]

lFin Répéter
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2.2) Initialisations

Strate pere : [Résolution]
Résultats : S, i

Commentaire :

Cette sous—strate est indépendante des données du probléme.

Descriptif :

Préconditions :
S :: Réel

i:: Entier naturel
Conditions :

S«<00
ie0

2.3) Calculs

Strate pere : [Résolution]
Données : S, i, Aire
Résultats : S, i

Commentaire :

Nous calculons de nouvelles valeurs pour les variables S et ;. Pour cela, a partir de
leurs anciennes valeurs, nous les mettons 2 jour par effet de bord, ce qui explique
pourquoi nous les retrouvons aussi bien dans les données que dans les résultats.

Le schéma propose un choix pour les intervalles et dans Ie calcul des aires, Pour les
intervalles, seul celui des intervalles équidistants est précisé. Par contre, le choix dans le
calcul des aires permet d’obtenir deux méthodes : celle des trapézes, et celle de Simp-
son.

Remarque: ce schéma posséde 2 la fois des renvois 2 des sous—strates, et des instructions
algorithmiques.

Descriptif :

Variables locales :

aj, b
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hém résolution :
[ choix (i) :
) | [Intervalles équidistants]
choix (ii) :
\ | Intervalles non équidistants (comment les construire ?)
[ choix (i) :
| [Aire d’un trapéze]
J choix (ii) :
| [Aire selon Simpson]
choix (iii) :
L I [Aire selon une interpolation]
S « S+Aire

ie—i+1

2.4) Test d’arrét
Strate peére : [Résolution]
Données : i, N
Résultats : B

Commentaire :

Les sous—strates servant a un test doivent retourner un et un seul résultat de type
booléen, ici B.

Schéma de résolution :
B« i2N

2.5) Intervalles équidistants
Strate pere : [Calculs]
Données : a,b, N, i
- Résultats : a,b

Schéma de résolution :

b-a
- h(_._

alil<a+ @D h
blil« ali]+h

2.6) Aire d’un trapeze
Strate pere : [Calculs]
Données : f, a[i], b[i]
Résultats : Aire
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Commentaire ;
L’aire d’un trapéze est donné par : w (bli] — a[i})
2
Schéma de résolution :
Airec f(a[ll); FOUD o)

2.7) Aire selon Simpson
Strate pére : [Calculs]
Données : f, a[i], b[i]
Résultats : Aire
Commentaire :

Sur chaque intervalle, nous effectuons le calcul suivant

fali]) + 4 f[ ali + ]2 "[”] F(bli])

6

Arguments :

Intégration de I’interpolation des points (a[i] f(@[il)) , (clil, f(ci[i]) et (b[1] ,f(bli])), ou
c[i] désigne le milieu, dans notre cas, de a[i] et de b[i].

Schéma de résolution :
£ ati) + 4f[ @] + 11 bii)

6

Aire «

2.8) Aire selon une interpolation
Strate pére : [Calculs]
Données : f, a[i], bJ[i]
Résultats : Aire
Commentaire ;

Soit une interpolation de la fonction f sur intervalle [a;.b; ]



hém: résolution :

® (i)
A 4 A
[Interpolation poly- Cas particulier : [Inter-
némiale] polation parabolique]
v !}
[Aire de I'interpolation] | | [Aire d’une parabole]

X

y

2.9) Interpolation polyndmiale

Strate pere : [Aire selon une interpolation]

Données : f, a[i], b[i]
Résultats : P
Parametres : d

Commentaire :
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Nous interpolons une fonction f sur I’intervalle [a;,b; ] a1’aide d’un polyndme de degré

au plus d. Pour cela nous calculons d valeurs distinctes pour la fonction f.

Descriptif :
Variables locales :
k

Préconditions :
afi] < b[i]

Conditions :

P (ck )= f( ck) , avec k compris entre 0 et d.

Postconditions :

d .
- P(x) = 2 x p.
i=0 !

Schéma de résolution :

I d’équation (Strate non précisée) I

=

2.10) Aire de ’interpolation

Strate pere : [Aire selon une interpolation]

Données : P, a[i], b[i]
Résultats : Aire



150  Les strates — structure et représentation

Commentaire :
Sachant intégrer un polynéme P, nous obtenons directement la valeur de I'intégrale de P
sur le domaine [ a[i] , b[i] ].
Descriptif :
Préconditions :
d |
P(x) = 2% D
i=0 !
Conditions :
bli] . .
d . d RS B |
Aire=‘2 D x’: z pM

i=0 3 q j=07d G4

Schéma de résolution :

Aire <0
j<0
tant quej<d
faire
jej+1
bliy - a[iy

J

Aire « Aire + p[j]

2.11) Interpolation parabolique
Strate pere : [Aire selon une interpolation]
Données : f, aj, b;
Résultats : P

Commentaire :

Par rapport a I’interpolation décrite en (2.9), strate intitulée [Interpolation polyné-
miale], le degré d est fixé et choisi 4 2, et le point c[i] de [a[i] ,b[i] ] est choisi comme
étant le milieu. Le schéma de résolution est fourni aprés avoir réalisé des calculs
intermédiaires sous Reduce, calculs explicités a la strate (5.5) [Session Reduce pour
I’interpolation parabolique]
Descriptif :
Variables locales :
P, q, 1 h, cfi]

Préconditions :

P(x) <—-px2+ qx+r
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Conditions :
h « b[i] —a]i]

., a[i] +bi]
cli]e———

P(ai)= f(ai)
P(ci)= f(ci)
Pi)= f(bi)
Schéma de résolution :
2 f(ali]) + 2 f(oli]) — 4 f(c[iD)
p <

h2

. —3 f(a[il) - f(li]) + 4 f(cli])
h

re a[i]2 p+ afi] (-2p-q)+ f(a[i])

q«-2p

2.12) Aire d’une parabole
Strate pere : [Interpolation polynémiale]
Données : P, a[i], bfi]
Résultats : Aire

Commentaire :

Nous appliquons le calcul effectué en (2.10), strate intitulée [Aire de I’interpolation]
pourle casd = 2.

Schéma de résolution :

2 i
Aire(—ph[—l-]—;—am-i' q(bfi] - aii)

3) Méthode des trapezes
Langage = Algorithmique
Strate pére : [Résolution]
Données : f,a[ ],b[ ], N
Résultats : S

Commentaire :

La premiere méthode des trapezes effectue des calculs redondants d’un intervalle a un
autre. En effet, sur deux intervalles consécutifs, nous aurons 2 calculer une somme de
deux aires :
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FOLD + f(clil)
2

(ol - agi L2+ FOMD. I+ et bt

Cette somme se simplifie :

f(aliD) f(clih
2

(bli] —afi]) +(cli] - ali] ) f(bli) + (c[i] - b(i])

En généralisant & N intervalles, nous effectuons deux fois moins d’évaluations de la
fonction f que dans la version des trapézes proposée en (2.1), 1a strate [Résolution].

Schéma de résolution :

[Résolution des trapézes améliorée]

3.1) Résolution des trapézes améliorée
Strate pére : [Méthode des trapézes]
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Schéma de résolution :

[Initialisations]
'
[Test de boucle "Tant
——————
que... "] in Tant que
F airev
[Corps de boucle]

3.2 ) Initialisations

Strate pere : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : f,a,b,N

Résultats : S, i, h

- Commentaire :

La mesure des intervalles équidistants est h. Nous initialisons S sur les bords de
I'intervalle [ a, b ]. Nous pouvons vérifier que dans le cas extréme ot N vaut 1, nous
avons la formule de 1a moyenne.
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hém résolution :
i1
b—
h(————a
N
f@)+ f(b)
~h———

2

S

3.3) Testde boucle "Tant que ... "
Strate pere : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : i, N
Résultats : B

Commentaire :

Ce n’est pas tout a fait le méme test d’arrét de boucle qu’en (2.4), car nous avons une
boucle "tant que ..." d’une part, et d’autre part nous avons N — 2 itérations du fait de
cette méthode.
Schéma de résolution :
B« i<N-1

3.4) Corps de boucle
Strate pére : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : f,a,i,S, h
Résultats : i, S
Commentaire :

Le calcul itératif ne porte que sur les points intérieurs a I’intervalle [a, b ].

Schéma de résolution :

S S+ 2hf(a+ih)
ie—i+1
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4) Méthode de Simpson
Langage = Algorithmique
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Commentaire :

La stratégie de résolution (fondée sur la méme simplification) est calquée sur celle des
trapézes définie dans la strate . En effet :

SzNil(hf(ai)+4f(ai+h/2)+f(ai+h)]
i=1 6

La formule précédente se réécrit comme étant

N-1 N-1
6 3 1=1 i=2

Schéma de résolution :

[Résolution de Simpson ]

4.1) Résolution de Simpson
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Commentaire :

Nous copions le schéma de résolution de 1a sous—strate en modifiant les références de
sous—strates des €éléments du schéma.

Schéma de résolution :

[Initialisations]

[ ~\[Test de boucle "Tant que ... mw
Fai rel

[Corps de boucle]

4.2 ) Initialisations

Strate pere : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : f,a,b,N

Résultats : S,i,h
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Commentaire :

C’est une copie de 1a strate [Initialisations] de (3), seuls le calcul de S et I'initialisation

de i different :
La mesure des intervalles équidistants est h.Nous initialisons S sur les bords de I'inter-
valle [a,b]. Nous pouvons vérifier que dans le cas extréme ou N vaut 1, nous avons la

formule de la moyenne.

Schéma de résolution :

ie2
b-a
he——
N
Se—hw + h-z f a+£}
2 3 2

4.3) Testde boucle "Tant que ... "
Strate peére : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : i, N
Résultats : B
Commentaire :

Ce n’est pas tout 2 fait le méme test d’arrét de boucle qu’en (2.4), car nous avons une
boucle "tant que ..." d’une part, et d’autre part nous avons N — 2 itérations du fait de

cette méthode.

2

hém r ion :
B «—i<N-1

4.4) Corps de boucle
Strate pere : [Résolution des trapézes améliorée]
Données : f,a,i,S, h
Résultats : i, S

Commentaire :
C’est une copie de la strate [Corps de boucle]de (3)ou le calcul de S est modifié

:
a+—
2

Schéma de résolution :

2 2
S« S+ h-6-f(a+ih) + h;f

ie—i+1
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5 ) Résolution formelle
Langage = Reduce
Strate pere : [Strate initiale]
Données : f,a,b
Résultats : I
Commentaire :

Cette strate est la traduction des données de 1a strate précédente. Le probléme lui-méme
est traduit dans ce nouveau langage au sein de la strate (5.1).

ion liens ;
Fef
Ae—a
Beb
RES —1

Schéma de résolution :

(Intégration algébrique]

5.1) Intégration algébrique
Données: F, A, B
Résultats : RES

Commentaire :

Le systéme de calcul formel Reduce propose deux méthodes d’intégration formelle dont
1'une, celle ayant recours au module ALGINT, de Davenport.

Descriptif :
Variables locales :
P

Conditions :

P(x) - [ F(x) &
- RES <« F(B) - F(A)

Postconditions :

numberp RES



@

A

(it)

[Intégration directe]

Intégration "facile" Intégration "difficile”

[Module ALGINT]

\

v

]

Evaluer [Evaluation]

5.2) Intégration directe
Strate pere : [Intégration algébrique]
Données : F
Résultats : P

Descriptif :
Conditions :

P(d - [ Fax

Schéma de résolution :
P:=INT(F,X);

5.3) Module ALGINT
Strate pere : [Intégration algébrique]
Données : F
Résultats : P

Descriptif :
Conditions :

P(Y) - [ Fax

Schéma de résolution :
% Activation du module ALGINT
on ALGINT;
P :=INT(F, X);
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5.4) Evaluation

Strate pére : [Intégration algébrique].
Données : P, A, B
Résultats : 1

Commentaire :

Ou I’on se rend compte que 1’on peut tester ici, si P contient oui ou non une intégrale
indéfinie. Ceci permet d’éviter d’avoir 2 définir un test de présence d’une ou plusieurs
intégrales dans I’expression algébrique fournie par Reduce. En cas d’échec, ces der-
nieres pourraient faire 1’objet d’une intégration numérique.

Descriptif :
Préconditions :
numberp A
numberp B
Conditions :

I <P@B)-PA)

Postconditions :
numberp I

5.5) Session Reduce pour I’interpolation parabolique

Strate pére : [Interpolation parabolique]
Données : a, b, c

Résultats : p, g, r
Commentaire :

Ceci illustre une phase de calculs intermédiaire lors de 1’écriture d’une strate, qui est
ensuite escamotée pour laisser place 2 la strate précédente.

. Equations de liens :
a « a[i]
b « bfi]
- c «cli]
{p.q.r} >P(x)
Descriptif :

Variables locales :
P, h, fa, fb, fc
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hém résolution :
% Définition du polynéme P
forall xletP(x)=p * x**2 + g*x +T;

% Résolution d’un systeme linéaire
res :=solve ({P(a)y=fa,P(b)=1b,Plc)=1fc },{p.q.r})

% Modification des variables a, b, ¢ pour simplifier le résultat "res"

b=a+h;
c = (a+b)/2;
res;

6 ) Résolution numérique
Langage=C
Strate peére : [Intégration de Gauss—Legendre]
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Schéma de résolution :

[Procédure de Ia bibliothéque
scientifique ESSL]

6.1) Procédure de la bibliothéque scientifique ESSL
Données : f,a,b,N
Résultats : S

Commentaire :

Au moyen de I’interface avec la bibliotheque de calcul scientifique, ESSL, et d’un
programme développé en C, les intégrales sont calculées par la méthode de
Gauss—-Laguerre.

Schéma de résolution :

b
S« fx) dx

a
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Chapitre VI

Représentation logique et
algébrique des strates

Suite au chapitre précédent ou nous avons introduit les strates, nous étudions dans les
sections qui suivent, des outils algébriques qui vont nous permettre de vérifier 1a cohérence
des strates. A toute strate, nous associons une interprétation, définie a la section V1.1, qui
est une représentation logique sur un corps fini de la strate, logique associée a un langage de
description de strate. Ceci nous permet de vérifier la cohérence d’une strate ainsi que la
cohérence des décompositions, ou des recompositions, des strates. L’interprétation des
strates est a distinguer de la sémantique des strates, qui est le sens ou la représentation que
nous attribuons 2 la formulation d’un probléme mathématique ou de modélisation. Or, a toute
formulation logique sur Z/pZ, nous avons vu que nous pouvions associer un polyndéme sur
Z/pZ, aussi pouvons—nous avoir une représentation algébrique des strates. Les questions4 de
vérification de la cohérence d’une strate ou d’'une décomposition en une autre strate, sont
des questions qui sont formulées au niveau algébrique.

Aussi, nous nous intéressons dans un premier temps a l’aspect algébrique, avant
d’aborder I’aspect logique des strates. Auparavant, nous définissons la résolution de poly-
némes en « x puissance d », puis ce qu’est un syst¢me polyndmial bien formé€ a la section
IIL.5. Ces définitions vont nous permettre de vérifier si une strate est cohérente en—elle méme,
c’est—a—dire si ses spécifications ne sont pas contradictoires ou inconsistantes par rapport a la
logique associée au langage des spécifications.

Puis, aux sections V1.2 et V1.3, nous arbordons la vérification des décompositions d’une
strate en une autre. Ceci revient 2 étudier au niveau algébrique un probleme de déduction :
quand avons-—nous un polyndme qui peut—€tre déduit d’un systtme polynémial ? Une
méthode, la méthode de Wu [45] permet d’y répondre dans certains cas. Nous
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proposons d’autres approches, par des méthodes, plus coditeuses, mais qui permettent de
répondre a ce probleéme lorsque le corps est fini.

Enfin, nous proposons une méthodologie qui permet de vérifier ’ensemble de toutes les
strates ainsi que les décompositions entre elles sans avoir a considérer un systéme polyndmial
représentant toutes les strates et toutes les décompositions. Pour cela nous introduisons 2 la
section V1.4 une propriété sur la vérification de la cohérence mais 3 un niveau local seule-
ment. Les algorithmes qui suivent sont basés sur ce principe de vérification locale afin de
vérifier ’ensemble d’une résolution, et ce en considérant seulement les systémes polyno-
miaux des strates concernées, sans se préoccuper des autres. Ceci nous permet de traiter des
systémes polynomiaux de taille bien inférieure que I’ensemble de tous les systémes.

Nous terminons ce chapitre en présentant quelques exemples de logiques que nous
pouvons associer 2 des langages de programmation. Ce sont aussi bien des langages de
programmation classiques que des langages temps réel comme Signal. A la section VI.5.2,
nous abordons le probléme de la dynamique des algorithmes représentés par un systéme
algebrique statique. Pour le résoudre, nous proposons la notion de superviseur, ce qui nous
permet de décrire des algorithmes séquentiels 2 partir d’un formalisme développé initiale-
ment pour des algorithmes temps réel synchronisés.

VL1 Strates et interprétations

A toute strate, nous y associons une interprétation. Cette derniére permet de vérifier la
cohérence d’une strate ainsi que la cohérence des décompositions ou des recompositions des
strates. L interprétation des strates est 2 distinguer de la sémantique des strates, qui est le
sens ou la représentation que nous attribuons 2 la formulation d’un probléme mathématique
ou de modélisation. Nous rappelons dans les sections qui suivent une notion relative aux
formules logiques du premier ordre qui est 1’ interprétation de formules logiques sur un
domaine D de valeurs. Nous redonnons les définitions de VI.1.1 et VI1.1.2, extraites de [20j.

VL1.1 Interprétation d'une formule logique (rappels)

Définition V1.1 :
Soient :
— une formule logique G bien formulée, définie en1.2.1,
— un choix d’un domaine D non vide,
— T’assignation & chaque constante de G d’un élément de D,

— les fonctions d’arité n présentes dans G sont des applications de D" dans
D,

— les prédicats d’arité n présentes dans G sont des applications de D" dans
{ Vrai, Faux },
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— les propositions de G prennent une valeur { Vrai, Faux}

Nous avons alors une interprétation I de G sur un domaine D.

Définition VI.2 :

Une interprétation I d’une formule logique G sur un domaine D est soit vraie, soit
fausse, selon le choix des valeurs dans D pour les variables de G. Nous dirons que
nous avons une valeur vraie ou fausse pour G selon I pour le choix des valeurs des
variables.

VI.1.2 Validité et consistance (rappels)

Définition VI3 :
Une interprétation d’une formule logique est valide si et seulement si pour toute

interprétation sur un domaine D sa valeur est vraie, sinon elle est invalide. Nous
employerons aussi le terme de tautologie au lieu de valide.

Définition V14 :
Une interprétation d’une formule logique est inconsistante si et seulement si pour
toute interprétation sur un domaine D sa valeur est fausse, sinon, elle est inconsis-
tante. Nous dirons ausi que c’est une contradiction au lieu d’inconsistance.

VI.1.3 Interprétation d’'une strate

Définition VLS5 :
Nous dirons que I’interprétation associée a une strate est I’interprétation sur D de
I’ensemble des formules logiques associées a ’ensemble des variables de la strate,

pour un choix de valeurs pour les variables représentant les données et les para-
metres de la strate.

Nous retrouvons les définitions précédentes portant sur la validité et sur la consistance,
d’une interprétation d’une strate.

Définition V1.6 :

Une interprétation d’une strate est valide si et seulement si pour toute interprétation
de la strate sur un domaine D sa valeur est vraie, sinon, elle est invalide.

Définition V1.7 :

Une interprétation d’une strate est inconsistante si et seulement si pour toute
interprétation de la strate sur un domaine D sa valeur est fausse, sinon, elle est
inconsistante.
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VI.1.4 Cas des formules logiques sur Z/pZ

Pour les strates, nous leur associons un ensemble de formules logiques sur Z/pZ. Aussi,
avons-nous la particularité d’avoir le domaine D inclus dans Z/pZ. Comme nous pouvons de
plus associer a toute formule logique sur Z/pZ une représentation algébrique, nous pouvons
aisément vérifier si une formule logique sur Z/pZ est valide ou non, consistante ou non sur
un domaine D. Ceci nous permet ainsi de préciser quels sont les domaines D sur lesquels
'interprétation d’une formule ou d’un systéme de formules logiques représentant une strate
est vérifié ou non.

VI.1.5 Strates et systemes bien formés

Nous avons proposé¢ auparavant une définition sur un polyndéme ou un systéme polyndmial
bien formé, c¢’est—a—dire général en un choix de variables et selon une résolution donnée sur
les variables, une résolution en « x puissance d ». Par rapport aux interprétations, cela
signifie qu’il existe un domaine Dy pour chaque variable W sur lequel les formules logiques
sont valides. Lorsque tous les domaines Dy sont égaux 2 un méme domaine D, nous retrou-
vons les définitions précédentes des interprétations sur un domaine D. L’autre différence

réside dans les résolutions en « x puissance d ». Dans ce cas nous ne sommes pas intéressés

par la ou les valeurs possibles pour une variable x, mais pour la valeur de I’expression x4

d
Ainsi, écrivons—nous que xd appartient a D. Soit ici, v, appartient a Dy.

Nous avons vu que nous pouvions caractériser les systémes bien formés par une condition
portant seulement sur un choix de variables. Dans le cas des strates, nous choisissons ces
variables comme étant les données et les paramétres. Nous Justifions ce choix du fait que les
résultats, ainsi que les variables locales, dépendent des données et des parameétres.

En revanche, le choix d’une résolution dépendra de la sém antique attribuée a chacune des
variables. Ce peut—€tre le type d’une variable: booléen ou non, ou bien un état portant sur une
variable: absent, présent, non mis a jour, ou sur le traitement des cas exceptionnels: nombre
trop grand, nombre trop petit, etc. Mais en toute généralité nous verrons que la sémantique
dépend fortement du langage dans lequel la variable évolue. Ce peut €tre aussi bien un lan-
gage de programmation classique ou non, comme les langages temps réel, qu’un langage de
spécifications, ou de maniére plus générale, un langage de trés haut niveau comme un lan-
gage naturel. Nous étudions quelques langages a la section VLS.

VI.2 Strates et décompositions

Nous avons vu qu’a toute strate nous associons un schéma de résolution, sauf lorsque nous
sommes au niveau d’une strate qui est décrite dans un langage de programmation. Ce
schéma, lorsqu’il ne comporte qu’un seul élément qui référe A une autre strate, une
sous-—strate, représente la décomposition d’une strate en une autre strate. Nous voulons
savoir si une telle décomposition est cohérente, cohérence dans le sens suivant * avons—nous
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I’interprétation de la sous—strate contenue dans celle dela strate, en supposant que chaque
strate est a fortiori cohérente. Cette question revient a étudier 1’implication entre deux sys-

témes algebriques qui représentent chacun une strate. Cette €tude fait 1’objet de cette
section.

VI.2.1 Formulation du probléme
Nous supposerons que nous avons choisi de fagon correcte les paramétres {3j};=;.. g €t

que le reste des variables {xk }x=1...m est algébriquement dépendant de ces parametres a
travers les polynomes {P}i=; r de K[xy, ..., Xn, a1, ... , 3g], K un corps. Soient donc :

— unsystéme (S) polynémial {P;}i=1 ;.
— unpolynéme Q (x1, ... , Xm, a1, .-, q )-

Le probleme est de décider si le polyndme Q peut se déduire du systeme (S) des polynémes
{Pi}i=1.r » ou s’ils sont équivalents.

Nous avons un probléme similaire lorssque nous remplagons le polynéme Q par un systtme
polynomial (S”). I suffit dans ce cas de déterminer le polyndme Q équivalent au systeme (S°),
puis de considérer la formulation du probleme précédent. Les méthodes que nous proposons
en V1.2.2 ne perdent en rien de leur généralité.

VI.2.1.1 Cas des corps infinis

Pour les corps de caractéristique nulle, 1a méthode de Wu [45], [46], inspirée de 1’algo-
rithme de Ritt [40], permet de décider en un nombre fini de pas si un polynéme Q peut €tre
déduit d’un systéme polyndmial. Cependant, cette méthode est appliquée a des problemes de
géométrie — géométries métriques — o tout polyndme représente une propriété géométrique
particuliére, et I’ordre des polynémes et des variables est donné par 1’ordre de la construction.
Actuellement, les recherches de Chou [12], [13] et Gao [14] sur la méthode de Wu portent
sur la démonstration de théorémes de géométrie faisant inclure des relations d’ordre, et ce a
I’aide de regles de réécriture ou des bases de Grobner. D’apres les auteurs, la méthode de
Wu, est peu colteuse en mémoire, efficace en temps de calculs, et permet de démontrer de

nombreux théorémes de géométrie, [12] et [14].
VI1.2.1.2 Cas des corps finis

Nous aurions pu adapter la méthode de Wu au cas des corps finis Z/pZ, mais cela semble
délicat pour les raisons suivantes :

— il faut donner un ordonnancement sur les hypothéses, les polynémes {Pj}i=1..r.
— il faut choisir un ordre d’élimination sur les variables {xx }x=1..m-

Ces choix, dans le cas des corps infinis, sont guidés, par exemple, par 1’ordre des construc-
tions géométriques effectuées. Ainsi, dans I’exemple de la démonstration de la droite d’Euler
pour un triangle (A,B,C), si nous changeons I’ordre des hypotheses, ou des variables, nous
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constatons") que la méthode de Wu est mise en échec. De méme, le « théoréme de Von
Aubler » concernant les carrés construits sur les cotés d’un quadrilatere convexe quelcon-
que, n’est pas résolu par la méthode de Wu lorsque nous mélangeons 1’ordre des hypothéses
du syst¢me polyndmial.

Une autre méthode basée sur 1’algorithme d’élimination des variables décrit au chapitre
précédent peut s’adapter 2 ce probléme. En effet, dans un corps Z/pZ nous pouvons déter-
miner les z€ros du systéme polyndmial, puis vérifier si ces zéros annulent bien le polynéme Q.
Bien que coliteuse, cette méthode présente aussi I’avantage de vérifier en méme temps si le
systéme polyndmial est bien formulé.

VI1.2.2 Formulation des méthodes

VI.2.2.1 Premiére méthode
Une premi¢re méthode est de vérifier si le systéme (S) est général en {j}j=1...q pour

d. d
{ a ’} et pour { xkk} » puis de rechercher toutes les racines du systéme et vérifier
j=l..q k=1..m
si elles annulent bien le polynéme Q.

Ce qui revient a déterminer la condition d’existence des racines du systtme (S) en fonction

{d}
k
eteny x ,
. k

=l...q k=1...m
que nous noterons par Cg)(ay, .. , aq)=0. Puis a rechercher les racines de (S) par une

d
des paramétres {a;} j=1...q €t du choix d’une résolution en { a_J}
i

d
résolution en { ,&k} afin de les substituer dans le polynéme Q ( x1, ... , Xm, Ay ... »
k=1...m .

ag ).

Nous avons vu au chapitre II que le coit est en O (p™*9) pour déterminer les conditions
p q p po

d’existence sur les paramétres {8j}j=1...q et pour déterminer les racines, avant de vérifier

que Q (x1, ... , Xm» a1, ... »aq) $’annule.

VI.2.2.2 Deuxiéme méthode

Une autre méthode, serait de vérifier au préalable, avant de calculer les racines, si I’impli-
cation entre le systéme (S) et le polyndme Q est vérifiée ou non au niveau des conditions
d’existence de racines pour le systéme (S ) et le polynéme Q. En effet, nous avons 1’impli-
cation suivante entre les conditions d’existence de solutions :

(Vx,[O=Qxa)=0])=[ C(S)(a)=0 = CQ(a)=0 ] M

Le premier intérét est le coit de cette méthode. En effet, il est beaucoup moins coiteux de
déterminer la condition d’existence de racines, que de déterminer les racines elles-mémes. Et

(1) Nous avons programmé sous Reduce la méthode de Wu
(2) Temps cpu obtenus sur un IBM RS/6000
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le second intérét de cette méthode est qu’elle permet de décider si I’implication est fausse en
examinant 1’implication au niveau de la condition d’existence de racines pour (S) et Q. En
revanche, si cette derniére est vraie nous ne pourrons rien en déduire. Nous serions alors
obligés d’examiner si I’ensemble des zéros de (S) est bien contenu dans celui de Q au moyen
de la premicre méthode.

Comment pouvons—nous vérifier que Cigy(2)=0 = Cq(a)=0 ?

Les lemmes précédents des connecteurs logiques nous permettent d’écrire que pour tout
paramétre {3j}j=1..q :

k
p-1 k_
( l—C(S)(a) ) CQ(a) =0,avecke {1,...,p-1} )

Nous choisirons k= 1 pour simplifier les calculs. Le coiit devient alors inférieur a la premiére
méthode du simple fait que nous évitons le calcul des solutions {xx }k=1...m-

Remarque

11 se peut que nous obtenions de cette maniere une condition pour que I’implication
se réalise. Notons—la C Sy Q( a: '
= 1= p-l
Coma® = ( 1-Ce®@ )CQ(a) ®

Si pour tout parametre {3j}j=1...q. C Q(a) ne s’annule jamais, alors I’'implication

S)=>
est toujours fausse. Mais, s’il existe un et un unique uplet de paramétres

{aj } j=1..q tels qu’il annule C S Q(.%1) alors cela signifie que 1’implication « (S) =

Q(x,2)=0 » n’est pas générale en les parametres. En revanche, s’il existe plus d’un

n—uplet de paramétres {aj } j=1...q tels qu’il annulent C S =aQ(a) alors cela signifie

que I'implication « (S) = Q(x,2)=0 » reste a vérifier, et que si elle est vraie, elle
I’est sous la condition C(S):Q(a). A ce moment —1a nous la considérerons comme

une contrainte de plus sur les parametres, et nous 1’ajouterons aux contraintes du
systeme (S) et du polynéme Q.

VI.2.2.3 Troisiéme méthode

Nous avons vu au chapitre I que nous pouvions réécrire toute formule logique sous forme
prénexe. De plus, cette réécriture associée a 1’élimination de variables, nous permet de
donner une condition nécessaire et suffisante pour notre probléme énoncé en VI.2.1.2.
Cependant, bien que nous obtenions une condition ne dépendant que des parameétres, nous
montrons aussi que le calcul devient trés colteux.

Nous avons donc :
Vx[P(x2)=0=Q(xa)=0]

La double négation nous donne :
<non(3dx,non[P(x,a)=0=Qkx,3=01])
enon(3dx, [P(xa)=0 et Q(x,2=01])
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Puis la réécriture a 1’aide des lemmes sur les connecteurs logiques :

enon (3 x [P(xa)+ (1-Qxaf 1 )i=01])
Soit encore :

-1
enon (3 x, [P(xa)+1-Q(xa°  =0])
Si nous notons R(x,a) la fonction précédente, et CRr(@ la condition d’existence de zéro
associée a R, nous avons finalement :

- 1-CR(a)"'1=o

VI.3 Equivalence de strates

A la section précédente nous nous sommes intéressé 2 la cohérence d’une décomposition ot
I'interprétation de la sous—strate est contenue dans celle de la strate. Dans cette section, nous
nous intéressons de savoir si 1’interprétation de deux strates est équivalente.

Nous rappelons les remarques au sujet des compositions successives des lemmes sur les
connecteurs logiques, en particulier celui du « et », vu en II1.4.2. Car une méthode pour
montrer si deux systémes sont équivalents, est de déterminer les polyndmes équivalents 2
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